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SECONDE EDinOIV,
CONSlDÉBABLEMZlfT AUGMENTEE.
AVERTISSEMENT
Cet ouvrage pouvant servir à l'enseignement^ j'ai dû entrer souvent dans des détails minutieux 9 et suivre , pour l'exposition des matières , Tordre le plus propre à en faciliter rintelligence. L'ordre que j'ai adopte est celui que l'on suit maintenant dans les cours de Mécanique de l'Ecole Polytechnique. On s'en formera une idée précise, en parcourant les tables analytiques des matières qui précèdent les deux volumes. Je me suis aussi attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclaîrcir les théories générales; ceux que j ai choisis ont été pris^ surtout, dans l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans l'Artillerie.
Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité de Physique mathématiqu€y dont la Noui^elle théorie de V Action capillaire^ que j'ai publiée il y a un an ,
est déjà une partie ; les autres parties se com-
ij AVERTISSEMENT.
poseront des dinerens Mëtnoîres que j'ai ëcrits, soit sur l'équilibre et le mouvement des corps élastiques et des fluides, soit sur les fluides impondérables, et que je me propose de réunir et de rendre aussi complets qu'il me sera donné de le faire.
On trouvera, à la fin du second volume, une addition relative à l'usage du principe des forces vives dans le calcul des macbines en mouvement.
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CONTENUES DANS LE PREMIER VOLUME
Défioiûons de la matière ^ des corps, de la masse, d'an point matériel , et de lajbrce , n*^ i et a
Objet de la Mécanique; division de cette science en deux parties 9 la Statique et la Dynamique, n* 3
Le point d'application d'une force se déterminera au moyen de ses trois coordonnées , rectangulaires , ou polaires , n* 4
Ce qu'on entend par des forces égales; expression numérique de l'intensité d'une force , n* 5
La direction d'une force se déterminera au moyen de trois angles aigus ou obtus y liés entre eux par une équation , ou de deux angles indépendans l'un de l'autre ; conversion en parties du rayon , d'un arc cxprinfié en degrés, nS.* 6, 7 et 8
Expression du cosinus de l'angle de deux droites ; équation qui a lieu quand elles sont perpendiculaires l'une à l'autre; transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires , n^ 9
Projections d'une ligne droite sur une autre droite , et d'une aire plane sur un autre plan, n® 10
G>mment on déterminera les deux sens opposés de différentes forces parallèles, n^ 1 1
Dans cet ouvrage , on emploiera exclusivement la méthode des infiniment petits; principes fondamentaux de l'analyse inOnitésimale , n* la
Définitions de la différentielle d'une variable et de celle d'une
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fonction -, définition et nolation de l'intégrale définie ; celte intégrale est, en général, la somme des valeurs de la difTérenlielle, n" i3
DilTérentialion d'une intéj^ale, par rapport à une quantité regardée comme coustanle dans rintcgration , n" 14
Formule des quadratures , n° i5
Dans l'iiiHninient petit , le rapport de l'arc d'une courbe à la corde est l'unité; ce qui permet de considérer une courbe contme un polygone d'un nombre infini de côtés infiniment petits, n» 16
Définition de la tangi-nte A une courbe ; formules qui déterminent sa direction ; t'iêment diffeVenliel de la courbe ; équation du plan normal; cosinus des angles que fait la perpendiculaire à un plan quelconque, avec des parallèles aux axes des coordonnées , «'17
Expressions de l'angle de contingence et du raj-on de courbure , n" 18
Equation A^iplan oscillateur ; formules relatives a la direction de la perpendiculaire à ce plan , n" 19
Coordonnées du centre de courbure , n" ao
Equation du plan Ungent à une surface courbe ; élément différentiel de la surface ; fnmiules rclativt
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Ce qu'on entend par la résultante d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point ; sa valeur , quand tontes ces forces agissent suivant une même droite , n^ 24
La résultante de deux forces égales qui comprennent un angle de 1 10% est égale à chacune de ces forces, et divise l'angle en deux parties égales , n^ 25
Valeur et direction de la résultante de deux forces qui font un angle quelconque; règle du parallélogramme des forces,
n**- 26 , 27 et 28
Conséquences immédiates de ce théorème , n* 29
Construction géométrique pour déterminer, en grandeur et en direction , la résultante d'un nombre quelconque de forces ,
Composition de trois forces rectangulaires en une seule force, et décomposition de celle-ci en trois forces rectangulaires, n^ 3 1
Calcul de la résultante d'un nombre quelconque de forces données ; valeurs des an{>1es qui déterminent sa direction ; expression de cette résultante en fonction des composantes et des angles compris entre leurs directions, n^ 82 et 33
Propriété particulière de cette même résultante, n* 34
Equation d'équilibre d'un point matériel entièrement libre : on vériOe qu'en vertu d(^ ces équations , chacune des forces qui agissent sur ce point est égale et contraire à la résultante de toutes les autres , n* 35
F^iuatipn d'équilibre d'un point matériel, assujetti à demeurer sur une surface donnée ; pression que supporte la surface ; sens dans lequel elle s'exerce , n°' 36 e i 3 7
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Equation d'dquilibi-e d'un point inaterit;! assujetti à rester sar une courbe donnée , ii« 38
Equation dea vitesses virtuelles , contenant les «équations d'équilibre Tcliiltves aux trots cas piécédens, n* 39
CHAPITRE II. De l'équilibre du levier, page
Définition du levier; objet de ce chapitre, n° 4«
Déplacement du point d'application d'une force appliquée à un système de forme invariable , 11° 4 ■
D^Gnilion du moment d'une force par rapport à un point ; équilibre de deux forces appliquées a un levier ; cette équation est indépendante de l'angle des deux bras du levier; cas où les deux forces données sont parallèles , n*" 4^ et 4^
Deux forces parallèles aijissaut en sens contraires, et non directement opposées , ne sont pas réductibles à une seule ; ce couple de force» peut être transformé d'une inlinilé de manières différentes , en un autre couple de forces irréductibles à une seule , a" 44
Condition d'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées â un levier , n' 45
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Quand des forces parallèles tournent autour de leurs pointa d'application respectifs , en restant toujours parallèles, leur résultante tourne aussi autour de son point d'application ; définition du centrf des forces parallèles ; définition du moment ^une force par rapport à un plan , n®* 52 et 53
Le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles , par rapport à un plan , est égal à la somme des luomens de ces forces , par rapport à ce même plan ; coordonnées du centre des forces parallèles, n*** 54 , 55 et 56
Equation d'équilibre d'un système de forces parallèles, appliquées à un corps solide , soit que ce corps soit entièrement libre , ou qu'il soit retenu par un point ou par un axe fixe,
n ■ 57 et 58
CHAPITRE IV. Considérations générales sur les corps pesons et sur les centres de gravité^ P^g^ ^ 06
On considère la pesanteur comme une force constante , en grandeur et en direction , dans toute l'étendue d'un même corps, n** 5g
Définition du poids et de la densité ; équations qui existent entre le poids , la masse , le volume d'un corps, et la grandeur de la gravité , n^ 60
Définition du gramme; rapport de son poids à celui d'un même volmne d'eau, à la température de la glace fondante ; densités de l'air et du mercure , n* 61
Les poids servent de terme de comparaison aux autres forces ; ils fournissent la mesure la plus commode de la masse ,
Définition du centre de gravité y règle pratique pour en déterminer la position dans l'intéheur d'un corps solide, u^ 63
Equations d'après lesquelles on calcule les coordonnées du centre de gravité d'un système de corps, dont les centres de gravité sont déjà connus; cas où les masses des corps sont infiniment petites ; ce qu'on entend par les centres de gravité d'un volume , d'une surface , et d'une ligne ,
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Ei{uatioD (lui a lieu entre les ilistaurcs mutuelle» des centres de gravité de difiTereus corps , et leurs distances au centre de gravita du système entier, n*66
Propriété curieuse de l'équilibre d'un point matériel entière-
Enumération de différens cas où le centre de gravité est immédiatement connu , n" 68
CHAPITRE V. Défennifuztion des centres We gravité j page
5 I". Centres de gravité des ligne» courbes, ibid.
Coordonnées du centre de gravité d'une liijne quelconque; application à la lifjne droite , n* 6g
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Equation de la cyclolde ; énoncé de ses diverses propriétés ; coordonnées du centre de gravité d'un arc quelconque de cette courbe, n"* ^i et ^3
Kègle pour déterminer l'aire d'une surface de révolution, quand le centre de gravité de «a courbe génératrice est connu sans aucun calcul , ii" -^^
5 II. Centre} de gravité des surfaces, page i3i
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Règle pour déierminer le volume d'un solide de réTolutioii , quand le centre de gravité de Taire génératrice est connu sans aucun calcul ; extension de celte règle à d'autres sortes de corps , n^"* 83 et 84
Volume d'un prisme ou d'un cylindre tronqué , n** 85
5 III. Centres de gravité des volumes et des corps, page i5i
Centre de gravité d'une pyramide ou d'un cc^ne quelconque ^
Détermination du centre de gravité d'une pyramide triangulaire j sans le secours du calcul intégral ; comment on en déduit les centres de gravité d'un secteur et d'un segment sphériqueSy n^* 87 et 88
Centre de gravité d'un corps symétrique autour d'un axe, et, en particulier, d'une portion d'ellip&oide , n^ 89
Centre de gravité d'un solide de révolution, et, en particulier, des solides concave et convexe engendrés par la cyclolde,
n^go
Expressions diverses , en intégrales triples , des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque ; application à une portion de sphère hétérogène , n*** 91 et 92
Elément différentiel d'un volume exprimé au moyen des différentielles des coordonnées polaires^ n** 98
CHAPITRE VI. Calcul de rattraction des corps
page 169
^ I**. Formules relatives à un corps quelconque et à la sphère en particulier , page 169
Expressions générales en intégrales triples , des trois composantés rectangulaires de l'attraction exercée par un corps sur un point matériel , n~ 94 et 96
Réduction de ces trois intégrales triples, aux différences partielles d'une seule intégrale , n® 96
Une difficulté qui a déjà été signalée dans le calcul des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque (n'^gi) , *
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conduit à examiner la constitution intime des corps natu«» rels. Définitions des atomes et des molécules; ce qu'on doit entendre par la densité d'un corps en un point quelconque ; définition de V intervalle moyen des molécules au même point; on explique comment les formules relatives aux masses des corps , aux coordonnées des centres de gravité , et aux attractions en raison inverse du carré -des distances, peuvent être appliquées , sans erreur sensible , aux corps naturels , n^ 97 et 98
L'attraction d'mi corps sur un point matériel très éloigné , est à très peu près la même que si la niasse entière de ce corps était réunie à son centre de gravité ; attraction mutuelle de deux sphères homogènes, n* 99
Théorèmes relatifs aux attractions des corps sphériques , sur des points matériels extérieurs ou intérieurs , n^ 100 et 10 1
Démonstration directe de l'équilibre d'un point matériel, situé dans un espace terminé par une couche sphérique, n® loa
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Application à l'ellipsoïde homogène : les formules relatives à son attraction sur un point intérieur , se réduisent à des in* tégrales simples , calculables au moyen des tables des fonctions elliptiques; extension du théorème du n* loa, à une couche elliptique , n*"* 1 04 et i o5
Les intégrales s'effectuent sous forme finie , dans le cas de l'ellipsoïde de révolution ; cas particulier d'un ellipsoïde très peu applati , n** 106
Théorème remarquable, au moyen duquel on fait dépendre l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, de l'attraction d'un autre ellipsoïde sur un point intérieur : ce théorème est indépendant de la loi de l'attraction en fonction de la distance ; application au cas particulier de deux sphères concentriques, n~ 107, 108 et 109
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Remarque sur la mesure du temps; invariabilité du jour sitlé^ rai; sa durée comparée à celle du Jour moyen j n® 1 1 1
Définition de la vitesse dans le mouvement uniforme , et ensuite dans le mouvement varié , n** lia
En quoi consiste V inertie de la matière j n^ 1 1 3
Eipression de la vitesse dans un mouvement quelconque; expression de l'espace parcouru dans un temps infiniment petit, abstraction faite de la vitesse acquise j n^ 1 14
Définition et équation du mouvement uniformément accéléré ou retardé ; la force qui le produit est une Jbrce constante; ce mouvement est celui des corps pesans dans le vide; dans un même lieu , Taccélération est la même pour tous ces corps ; sa grandeur à l'Observatoire de Paris , n* 1 15
On démontre que les grandeurs des forces qui agissent successivement sur un même point matériel, sont entre elles comme les vitesses infiniment petites qu'elles lui impriunentdans un même temps infiniment petit, n^ 1 16
Quand il s'agit de forces constantes, leurs intensités sont entre elles comme les vitesses qu'elles produisent dans l'unité de temps ; exemple du rapport des forces, conclu de celui des vitesses observées ; exemple inverse du rapport des vitesses , conclu de celui des forces , n** 1 1 7
Mesure de la force dans un mouvement varié quelconque ,
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ilj TABLR DES MATIÈRES.
Boitau moyen de la vitesse qu'elle produit, soil au mo^cn de l'espace qu'elle fait parcourir, peudant uu temps iotinîment petit , n' 1 18
Formules générales du mouvement varié, i]° i ig
^ II. Mesures des forces, en ayant égard m
Impropriété de l'expression ybrce' d'inertie
Ce qu'on doit entendre par des points i
masse ; deux forces qui agissent sur deus poin sont entre elles comme leurs masses multipliéi tesses produites par ces forces, dans un même io.
Définition de \aJorce motrice ; sa valeur dans un
quelconque) elle se cbaiige en nnepression, quand le muu- Tcment est détruit, n* 122
De l'identité du mouvement des corps pesans en chaque lieu de la terre, on conclut la proportionnalité du poids à la
Quand la force motrice est donnée , on en déduit Xa^Jbrce accélératrice, en divisant par la masse du mobile; on prend, pour exemples, la résistance d'un milieu, et un poids donné, applique successivement à des masses différentes, n°' 134 et 125
Définitions de la quantité de mouvement , et de ^percussion ou impulsion^ décomposition d'une percussion en deux
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seule des trois variables, le temps, la vitesse, l'espace parcouru, n® 129 Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide , n^ i3o Mouvement de ce corps sur un plan incline, n** i3i Mouvement vertical d'un corps pesant dans un milieu résistant : lorsqu'il tombe d'une grande hauteur , sa vitesse approche de plus en plus d'être constante ; moyen de déterminer le coefficient de la résistance , par l'observation du temps total de l'élévation et de la chute successives du mobile,
n»» i32, i33, 134 et i35
Eliemple de l'usage des solutions particulières dans les problèmes de dynamique, n* i36
Mouvement d'un corps attiré vers un centre fixe, soit en raison directe de la distance , soit en raison inverse du carré de la distance, n^ 137 et i38
Mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes ; cas où ces deux centres sont ceux de la lune et de la terre ; diminution de la vitesse d'un projectile , produite par sa pesanteur vers le corps d'où il est parti , quand il est parvenu à une grande distance de ce corps, n^ 139, i4o, i4f 9 14^ ^^ >4^
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Expression de la vitesse du mobile : sa direction est tangente k la trajectoire; les vitesses des trois projections sont ce qu'on appelle les composantes de la vitesse du mobile ; la composition et la décomposition des vitesses se font suivant les mêmes règles que la composition et la décomposition des forces, n® 145
Quelle que soit la variation de vitesse d'un point matériel , en grandeur et en direction, pendant an temps infiniment petit, il y a toujours une certaine direction pour laquelle
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l'augmentation de vitesse est la plus grande, et perpendiculaire ment à laquelle les composantes de la vitesse ne sont ni augmentées, ni diminuées , a" 1^6
Cette direction déterminée est ce qu'on entend par la direction de la force qui agit sur un point malériel en mouvement; en parlant de cette de'finition, on démoulre que l'accroissement de la composante de la vitesse suivant une direction quelconque, pendant un instant, est uniquement dû à la force qui agit suivant cette direction, et le même que si les autres forces n'existaient pas, n° 147
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5 II. Conséquences principales des formules précédentes ,
page sSs Intégrales premières des équations différentielles du monv^-
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toutes les fois que le mobile est soumis à des forces dirigées vers des centres fixes et dont les intensités sont des fonctions de la distance à ces points, n** 167 et i58
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Définilion «le la force centrifuge; déterinmaiioo de cette force motrice, par la consideiatioD de la vilesse normale d^ truite à chaque passage du mobile , d'un élément de sa trajectoire à l'élément suivant ; l'angle de contingence étant infiniment petit, ce passage ne produit aucune diminution dans la vitesse suivant la tangente ; détermination complète en grandeur et en direction, de la pression exercée surla trajectoire, en vertu de la force centrifuge et des forces données qui agissent sur le mobile, n" 1696! 1^0
Calcul des trois composantes de cette même pression , d'après les équations différentielles du mouvement, n' 1^1
Conséquences que l'on déduit de la valeur de cette pression et
de sa direction , lorsque le mobile est assujetti à se mouvoir
sur une surface donnée , et quand il est entièrement libre ,
n" l'ja et ijS
Détermination de la force centrifuge, d'après la considération du monvcmenl circulaire, n* 174
Comparaison de la force centrifuge dans le cercle , à la pesanteur ^ tension d'un fil charge d'un poids, et tournant autour d'un point fixe , n' ipj5
Diminution de la pesanteur , à l'équateur et sur les différens parallèles . |iroduite par la force centrifufje qui résulte de la
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Fonnide diffërentielle du mouTement du pendule simple dans leyide, n"* 180
Cas où cette formule s'intègre sous forme finie, n* 181
Cas des -oscillations très petites, n* 182
Sur une courbe quelconque, les oscillations infiniment petites d'un point matériel pesant , ont une durée de grandeur finie et indépendante de la grandeur de leur amplitude, n"" i83 G>rrection qu'il faut fiiire à la durée des oscillations très petites d'un pendule simple, pour en conclure la durée de ses oscillations infiniment petites , n** 184 Réduction en série du temps d'une oscillation de grandeur quelconque, n** i85 Mouvement du pendule simple dans l'air, lorsque la résistance est supposée proportionnelle à la vitesse z les ampli-tudes socoessives des oscillations très petites, décroissent en progression géométrique ; leur durée n'est pas sensiblement altérée par la résistance du milieu , n^* 186 et 187 Mouvement du pendule simple dans l'air , quand la résistance est supposée proportionnelle au carré de la vitesse; loi du ^ décroissement des amplitudes successives ; dans le cas des petites oscillations , on démontre que la durée d'une demi* oscillation ascendante est autant diminuée, que celle de l'oscillation descendante qui précède, a été augmentée,
n<** 188, 189 et 190 Ck>rrection dans la longueur du pendule et dans la durée des petites oscillations, qu'on appelle la réduction au vide ; augmentation qu'on doit faire subir à cette correction , à raison de l'état de mouvement de l'air, n? 191
£n chaque lieu de la terre, la mesure delà pesanteur est proportionnelle à la longueur du pendule à secondes ; valeurs de ces deux quantités à l'Observatoire de Paris; les expériences du pendule prouvent qu'en chaque lieu de sa surface, l'attraction de la terre est la même sur les matières de la nature la plus di£férente , n"* 19a
Valeur de la pesanteur et de la longueur du pendule à secondes,
xïiij TABLE DES MATIÈRES.
en fouctioiis tli.- la latitude; retard d'une horloge régl<!e & Paris sur le temps sidéral , et ensuite transportée à l'éqtialeur, .-.93
5 II. Mouvement sur la cjrcloïde ,
page 368
Le temps de la chute d'un point matériel pesant sur la cyclolde, est indépendant de l'clevation du point de départ au-dessus du point le plus bas, soit que le moUTement ait lieu dans le ride, ou qu'il ait lieu dans l'air, quand on suppose la résistance proportionnelle à la Tilease, n" i94et 195
Pendule cjcloïdal , n" ig6
Dans le vide, la cycloïde est la seule courbe lauiochmne,
Hechcrcbe de la brachjstochrone dans le vide ; formules relatives au cas 011 la ligne de la plus vite descente devrait être , tracée sur une surface donnée; formules relatives au cas oùsa lonjpieur serait donnée, qui serviront à résoudre, dans la suite, un autre problème de la même nature, n°' 198, 199,
300 et 201
On trouve pour la hrachystocrone proprement dite , l'équation d'une cycloide située dans un plan vertical -, cas où le point de départ et le point d'arrivée appartiennent à 11
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CHAPITRE VI . Exemples du mouvement dun mo^ bile entièrement libre , p^gc ^96
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dz djc
99, 3 eo remontant , -T-^ , /ûes -r|
dx djr
3oy la et 16, MO , lisez mO
8 en remontant, Mm, lisez Mm et mmf 8q, 9, angle AMB, /ûes AMA'
i85, 8 en remontant, le point O, lisez le point O (fig. 3^)
^^, 6. |, Usez J
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37a, 8, le centre, /îiea le centre de conrlmie
4» > f 10, OH = r, lisez OH = - — -
^ ' ' sm C
416, 7 en remontant, ^ et, /ûes et
478, 4 c^ remontant, ^7,5, /ues 99,5
6, i35 mètres, /ûes i45 mètrea
534» >49 trois , /ûex qoatre
565, a en remontant, nn antre point , lisez on antre point M'
601 , 16, ces denz , lisfz les deux
633, 5 en remontant, -. lisez -
658, 14, CB,/âesCA
16, AC, ^i«es BC
Nota, Les fantes des pages 478, 479 <> ^^3, ont été corrigées dans le plu* grand nombre des exemplaires.
TRAITÉ
I . La matière est tout ce qui peut affecter nos sens d^une manière quelconque.
Les corps sont des portions de matière limitées en tous sens, et qui ont, par conséquent, une forme et un volume déterminés. On appelle masse d'un corps, la quantité de matière dont il est composé.
Un point matériel est un corps infiniment petit dans toutes ses dimensions; en sorte que la longueur de toute ligne comprise dans son intérieur, est infiniment petite, c'est-à-dire, moindre que toute longueur qu'on puisse assigner. On peut regarder un corps de dimensions finies, comme un assemblage d'une infinité de points matériels , et sa masse comme la somme de toutes leurs masses infiniment petites.
1. Un corps est en mouvement y lorsque ce corps ou ses parties occupent successivement difiérens lieux dans l'espace. Mais Vespace étant infini et partout identique, nous ne pouvons juger de l'état de mouvement ou de repos d'un corps, qu'en le comparant à d'autres corps ou à nous-mêmes; et, pour I. 1
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fptte raison, tous les mouvemens {[iie nous observons sont nécessairement des mouvemens relatifs.
Tous les corps sont mobiles; mais )a matière ne se meut jamais spontanément; car il n'y aurait pas de raison pour qu'un point matériel se dirigeât plutàt d'im côté que de l'autre; et, en effet, si nous considérons un corps à l'instant où il passe de l'état de repos il l'état de mouvement , nous reconnaissons toujours que ce changement est dfi à l'action d'une cause <''trangére ou sans laquelle nous concevons que ce cor|)s pourrait d'ailleurs exister.
On donne , en général , le nom àe force à la cause quelconque qui met un corps en mouvement, ou seulement qui tend à le mouvoir, lorsque son effet est suspendu ou empêché par une autre cause.
3. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à la fuis à un même corps, elles se modifient réciproque» ment, en vertu de la liaison qui existe entre ses parlies, et qui les empêche de prendre le mouvemoit chacune d'elh?
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que prend un mobile j quand les forces qui lui sont appliquées ne se font pas équilibre.
Les géomètres étant parvenus j comme on le verra dans la suite , à réduire toutes les questions de mouvement à de simples problèmes d'équilibre , il serait naturel d'exposer d'abord la Statique entière et ensuite la Dynamique ; mais, pour faciliter Tintelligence des matières 9 il a paru préférable, dans l'enseignement y de s'occuper de la partie la plus simple de la Dynamique , avant de considérer les questions générales de l'équilibre. C'est cet ordre que je suivrai dans cet ouvrage.
4- Il y aura trois choses à considérer dans une force agissant sur un point matériel : la position de ce point, l'intensité de la force et sa direction, c'està-dire, l'espace rectiligne qu'elle tend à faire parcourir à son point d'application. Toutefois , on ne doit pas confondre un point matériel avec ce quon appelle un point en Géométrie , où ce mot désigne l'extrémité d'une ligne, ou l'intersection de deux lignes qui se coupent; l'espace que parcourt un point matériel n'est pas non plus une ligne privée de deux dimensions; mais ce corps étant infiniment petit en tous sens, et la laideur et l'épaisseur de l'espace que la force tend à lui faire décrire , étant aussi infiniment petites, on déterminera sa position et la direction de cette force, de la même manière que l'on détermine la position d'un point et la direction d\ine droite en Géométrie.
Ainsi, d'abord, la position dans l'espace, du point d'application d'une force, se déterminera , en général,
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au moyeu de ses trois coordonnées parallèles aux intersections de trois plans rectangulaires; ce qui, comme on sait, ne laissera aucune indécision, quand on aura égard , en même temps, au signe et à la grandeur de chaque coordonnée. Quelquefois aussi , nous emploierons les coordonnées polaires, savoir : le rayon vecteur du point donné , ou sa distance à leur origine, l'angle que fait ce rayon avec une droite fixe menée par celte origine, et l'angle compris entre le plan de ces deux droites et un plan fixe passant par la seconde,
5. Les forces ne peuvent se mesurer qu'en prenant pour uitité une force convenue, et en exprimant par (les nombres les rapports des autres forces à cette unité; ce qui exige que l'on définisse, d'une manière précise , ce que l'on doit entendre par une force égale à une autre, et par une force double, triple, quadruple,... d'une autre, indépendamment de la nature particulière de ces diverses causes de mouvement.
autre force, il faudra entendre que la première peut être regardée comme formée d'un certain nombre de forces reconnues égales à la seconde , et agissant dans une même direction . C'est de cette manière que les forces deviennent, quelle que soit leur nature particulière, des quantités mesurables que Ton |>eut exprimer par des nombres, comme toutes les autres sortes de quantités , en les rapportant à une unité de leur espèce. On peut aussi représenter leurs intensités par des lignes proportionnelles à ces nombres, que l'on porte sur leurs directions, à partir du point où elles sont appliquées ; ce qui a l'avantage de simplifier l'énoncé des théorèmes.
6. Les points d'application des forces et leurs intensités étant ainsi déterminés, il ne nous reste plus qu'à nous occuper de leurs directions.
Soit M ( fig. i" ), le point d'application d'ime force; représentons sa direction par la droite MD, de manière que cette force tende à faire avancer le point M, de M vers D; par le point M menons trois axes rectangulaires MA, MB, MC, qui seront, en général , parallèles aux axes des coordonnées , et dirigés dans le sens des coordonnées positives; désignons par A 9 ^ 9 > ) 1^ angles aigus ou obtus que la direction MD fait avec ces axes , de sorte qu'on ait
AMD = a, BMD=f, CMD^>;
je dis que cette direction sera complètement déterminée quand ces trois angles seront donnés.
En effet, en ayant seulement égard aux deux angles a et ^, il faudra que la ligne MD se trouve à la
fois sur deux cônes droits, dont le sommet commun est au point M, et qui ont pour axes les droites IVIA et MB. Il faudra donc que a et ^ soient tels, que ces deux cônes puissent se couper; ce qui aura lieu alors suivant deux arêtes situées dans un même plan perpendiculaire au plan AMB, et qui feront, avec Taxe MC, deux angles supplémens l'un de Tautre. La droite MD pourra donc encore avoir deux positions différentes; mais Tangle y étant aussi donné, on saura s'il est aigu ou obtus, et Ton pourra choisir entre ces deux positions celle qui convient à la direction de la force.
Cette construction montre , en outre, que les angles a, é, ^, ne peuvent pas être pris tous les trois au hasard. Il existe effectivement entre les cosinus des angles qu'une même droite MD fait avec trois axes rectangulaires , une équation
cos*a -f- cos* 6 -+-cos*5^ = i , (i)
que Ton démontre en prenant sur la droite MD, à partir du point M, une ligne égale à l'unité , et formant un parallélépipède rectangle, dont cette ligne soit la diagonale , et qui ait ses trois côtés adjacens sur les trois axes MA, MB, MC. Ces trois côtés seront les cosinus des angles a, ^, ^; et la somme de leurs carrés devant être égale au carré de la diagonale, d'après un théorème connu, il en résultera l'équation qu'on vient d'écrire.
7. On adoptera, dans ce Traité, la division de la circonférence en 36o", du degré en 60 minutes et de la minute en Ho secondes. I^i leltre ^ sera constam-
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ment employée à représenter la demi«circonférence , dont le rayon est égal à l'unité; de sorte que l'on aura
Le quart de la circonférence répond à l'angle droit ou à l'angle de v'Î24ooo"; il s'ensuit que la longueur de l'arc correspondant à un angle d'un nombre quelconque n de secondes , sera le quatrième terme d^me proportion, dont les trois premiers seront t^tt^ n et 324000". En désignant cette longueur par «z?*, il en résultera
20626498* • • Le logarithme ordinaire de ce diviseur constant est
Dans les calculs numériques, ce sont les arcs ainsi calculés qu'on devra employer à la place des angles» qui ne seront pas compris sous les signes trigonométriques sin^ cos, tang.
Pour qu'on puisse , au moyen des angles et^Zy y^ représenter la direction d'une force dans toutes les positions possibles autour de son point d'application, il faudra et il suffira qu'ils s'étendent depuis zéro jusqu'à 1 80° inclusivement, Si , par exemple , Taxe MC est au-dessus du plan des autres axes MA et MB , Tangle y devra être plus petit ou plus grand que 90®, selon que la droite MD sera située au-dessus ou audessous de ce plan ; il sera zéro quand la direction MD coïncidera avec MC, et égal à 180° quand MD coïncidera avec le prolongement MC de MG. Les cosinus de ât, ^,7, pourront donc être positifs ou né-
galifs; mais leurs sinus seront toujours positii's, puisque ces angles ne dépasseront jamais i Ho".
En généra) , si nous considérons le prolongement MD' de la droite quelconque MD , il est évident que les angles qu'il fait avec les trois axes sont supplémens de ce , € ^y. En faisant donc
AMD'=a', BMD' = e', CMD' = >',
nous aurons
cosa'= — cosa, cosff' = — cos€, cos5''= — cosj. ( d'où il suit que les directions de deux forces qui agissent en sens contraire sur un même point M, l'une suivant MD, l'autre suivant MD', se distingueront l'une de l'autre par les signes des cosinus des angles qui leur correspondent.
8. Au lieu des trois angles a, Ç, j-, liés entre eux par l'équation (i), on pourra n'employer que deux angles indépendans l'un de l'autre, pour déterminer la direction d'une force.
En effet, soit ME la projection de MD sur le plan
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La projection sur le plan AMB de la diagonale du parallélépipède précédemment indiqué ( n^ 6) sera le cosinus de l'angle DME, ou égale a sin y. Si l'on projette de nouveau cette projection sur l'axe Ma, cette seconde projection se déduira de la première , en la multipliant par cos cT; elle coïncidera, d'ailleurs, avec la projection de la diagonale du parallélépipède- sur ce même axe MA , et sera , conséquemment , égale à cos a; par conséquent, on
cos a =sin^coscr.
On trouvera de même
cos € = s\ny sin «T;
et ces deux formules serviront à transformer les équations où l'on aura fait usage des angles a, €, y^ en d'autres où l'on n'emploiera plus que y et J^. On vérifie immédiatement qu'elles satisfont à l'équation (1).
9. Il existe une autre équation qui comprend, comme cas particulier, cette équation (i), et qui nous sera souvent utile.
Pour la former, soient Xj y y z, les coordonnées d'un point quelconque M (fîg. 2) rapportées aux trois axes rectangulaires Ox, O^, Oz. Appelons r son rayon vecteur CM, et a, ff, j^, les angles aigus ou obtus que fait ce rayon avec les trois axes, de sorte qu'on ait, par exemple,
2jOM = >.
Si l'on abaisse du point M une perpendiculaire MN
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sur l'axe Os, la droite ON sera l'ofclaiinée z, et
dans le triangle rectangle MON, on aura
z = r cos y ;
on trouvera de même
y =: r cos C, X =■ r cos a.
Soit M' un autre point, et désignons par x", y, z', f", a', C, y', ses coordonnées, son rayon vecteur et les angles relatifs à cette droite; nous aurons aussi
jt' = r' cos a.', jr" =: r" cos Ê', z' =: r' cos y'.
Appelons u la distance MM'; on aura, comme on sait,
et si l'on représente par t l'angle MOM', on aura en même temps
u^ =: r* + i" — a/r" cos i ,
d;ins le triangle dont r, r", w, sont les trois cotes.
cos î = cos a cos a' + cos € cos 6' -♦- cos y cosy' ; (a)
ce qu'il s'agissait de trouver.
Lorsque les deux droites OM et OM' coïncident, les angles a', €'y y\ sont les mêmes que a, ^, >, et cette formule se réduit à Téquation (i). Quand ces deux droites sont perpendiculaires Tune à l'autre , on a € = 90® , et par conséquent
cosotcosa' cosf + cos€'-*-cos^cosy :=o.
En mettant dans les valeurs de Xy y^ Zy celles de cos et et cos f , qu'on a trouvées dans le numéro précédent , on aura
x = rsin}<cos£r, j^ = rsin)< sincT, z = rcos>;
formules dans lesquelles les trois variables r^ y^ i sont les trois coordonnées polaires du point M, telles qu elles ont été définies dans le n^ 4 9 et qui serviront, par conséquent, a transformer les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires.
10. La considération des projections dont on s'est servi dans le n^ 8, sera souvent employée dans cet ouvrage; il convient donc d'exposer ici leurs premiers principes.
La projection d'une droite sur une autre droite est la partie de celle-ci qui est comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissées des deux extrémités de la droite projetée. Ainsi, les différences x'-— x, y —J^ js'— z, des coordonnées extrêmes sont les projections de la droite MM' sur les axes des x^jr^ z ; et , d'après la première valeur de u^^ la somme des carrés des projections d'une même droite sur trois axes rectangulaires
est égaie au carré de cette droite. Si la droite projetée et celle sur laquelle on la projette sont dans un même plan, la projection est égale et parallèle à la base d'un triangle rectangle, dont la droite projetée est l'hypoténuse; en sorte que si l'on désigne par / la longueur de cette droite, par \ celle de sa projection, et par i l'angle de ces deux droites, on a
A =: / ces /,
La projection d'une surface plaue sur un autre plan , est la partie de ce plan terminée par la projection du contour de la surface projetée, c'est-à-dire, parla courbeque forment les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de ce contour. Or, l'équation précédente subsiste encore, si l'on y met à la place de / J'aire de la surface projetée , et au iieu de A l'aire de sa projection; / étant alors l'inclinaison d'un plan sur l'autre, pour laquelle on ])eut aussi prendre l'angle compris entre tes perpendiculaires à ces deux plans.
En effet, décomposons l'aire de la surface proietée
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esi égal à la somme des carrés de ses projections sur trois plans rectangulaires, en prenant pour l'inclinaison sur chaque plan Tangle que fait la normale à la surface donnée avec les perpendiculaires à ce plan | et ayant égard à Féquation (i).
II. Lorsque dans une question, on considérera un système de forces parallèles , on pourra supposer que l'un des trois axes rectangulaires MA, MB, MC, (fig. 1^), leur est aussi parallèle. Alors deux des trois angles a, f , >9 les deux derniers, par exemple, seront droits pour toutes ces forces; et l'équation (i) se réduira à
cos' et= i;
d'où l'on tire a = o ou a = i8o®.
De cette manière , la direction de chaque force serait fixée, en disant qu'elle fait avec l'axe MA un angle nul ou un angle de 1 80^ ; mais dans ce cas particulier, il sera plus simple de déterminer cette direction par le signe de la force , en regardant comme positives les forces qui agissent dans un sens, et comme négatives celles qui agissent dans le sens opposé.
Au reste , le cas des forces parallèles sera le seul où nous considérerons des forces positives et des forces négatives ; dans tous les autres cas, les quantités qui représenteront les grandeurs des forces, dans le calcul, seront positives, et la variation de signe ne tombera que sur les cosinus des angles que leurs directions font avec des axes fixes.
la. Ce qui précède renferme les définitions préli-
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ininaires, et des détails stifïisans sur la détermination des grandeurs et des directions des forces; mais, dans cet ouvrage, j'emploierai exclusivement la méthode des infiniment petits; c'est pourquoi il est nécessaire de rappeler, dans cette introduction, les principes de l'Analyse infinitésimale, et parmi les formules qui s'en déduisent le plus immédiatement, celles dont nous pourrons avoir besoin par la suite.
Un iiijtnimcnt petit est une grandeur moindre que tonte grandeur donnée de la même nature.
On est conduit nécessairement à l'idée des infiniment petits, lorsque l'on cousidère les variations successives d'une grandeur soumise à la loi de continuité. Ainsi, le temps croit par des degrés moindres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, quelque petit qu'il soit. Les espaces parcourus par les difîiérens points d'un corps, croissent aussi par des infiniment petits; car chaque point ne peut aller d'une position à une autre, sans traverser toutes les posi-
INTRODUCTION. i5
qu'on appelle un infiniment petit du second ordre. Par exemple, la corde d'un arc de cercle étant supposée infiniment petite , le sinus verse du même arc est un infiniment petit du second ordre, puisque le rapport du sinus verse à la corde est toujours le même que celui de la corde au diamètre, et devient , par conséquent , infiniment petit en même temps que le second rapport.
De même , b étant déjà un infiniment petit du second ordre , si Ton suppose que le rapport de c k b soit un infiniment petit du premier ordre, on appellera c un infiniment petit du troisième ordre; et ainsi de suite.
Il suit de là qu un produit composé d'un nombre n de facteurs infiniment petits du premier ordre , devra être rangé dans la classe des infiniment petits de Tordre /i.
L'aire d'une surface infiniment petite dans toutes ses dimensions est au moins un infiniment petit du second ordre; car elle est moindre que le carré de la droite la plus longue qu'on puisse mener d'un point à un autre de son contour , laquelle droite est infiniment petite, par hypothèse. On verra de même qu'un volume dont toutes les dimensions sont infiniment petites, est au moins un infiniment petit du troisième ordre , puisqu'il est moindre que le cube de la plus longue droite menée d'un point à un autre de sa superficie.
Cela posé, le principe fondamental de l'Analyse infinitésimale consiste en ce que deux quantités finies, qui ne diflPèrent l'une de l'autre que d'un
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in6nimenl petit, doivent èlre regardées comme égales, puisqu'on ne saurait assigner entre elles aucune inégalité, aussi petite que l'on voudra.
Il en sera de même à l'égard de deux quantttéa infiniment petites du premier ordre, dont )a difiërence est infiniment petite du second ordre, et, généralement, à l'égard de deux infiniment petits d'un ordre quelconque, qui ne diffèrent l'un de l'autre que d'un infiniment petit d'un ordre supérieur : on tes considérera comme des quantités rigoureusement égales, et leur rapport , comme égal à l'unité.
On énonce encore ces principes d'une autre manière, en disant qu'il est permis de négliger dans un calcul, sans crainte d'altérer aucunement !es résultats, soit les infiniment petits ajoutés à des quantités finies, soit les quantités infiniment petites d'un ordre quelconque, ajoutées à des quantités d'un ordre inférieur.
mais cette circonstance ne se présentera pas dans la Mécanique.
Soient^ une fonction donnée de x, c une constante arbitraire, et ¥x-hc l'intégrale complète ou indéfinie àe fxdx. Soient encore a tX, b deux constantes données. En déterminant la constante c de manière que cette intégrale soit nulle ou commence quand x=^Oy et faisant ensuite x = bj le résultat FA — Fa sera ce qu'on appelle l'intégrale définie^ prise depuis a: = a jusqua x = b. Je la désignerai
par 1 frdx y suivant la notation très commode que
Fourier a proposée; et j'écrirai , en conséquence,
Fb
— Fa=l Jxdx.
Si l'on donne successivement à x une infinité de valeurs, croissantes depuis a jusqu'à b par des différences infiniment petites, et que l'on prenne ces différences égales ou inégales, pour les valeurs de ££r, il est facile de faire voir que la somme de toutes les valeurs de la différentielle yx^x sera égale à l'intégrale définie Yb — ¥a.
En effet , en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur au premier , on a , d'après la définition de la différentielle,
F(a: -h r/x) — For =fxdx.
Si donc on représente par ^To cTa, cTj, J^„,
un nombre infini de quantités infiniment petites, telles que l'on ait
et que l'on prenne successivement, pour x et dx, lescouplesdevaleiirsaet £r,,« + <f, eteTj, a-f-/, +/, et iT,, . . . b — d^n et J*,, il en résultera
('■quations dont la somme est
ce qui renferme le théorème qu'il s'agissait de démontrer.
Lorsque la fonction fx deviendra infinie entre les deux limites a et 6, cette démonstration n'aura plus lieu , et le théorème sera en défaut. Dans ce cas d'exception , que nous ne rencontrerons pas dans ta suite, l'intégrale défmie n'a plus aucun rapport avec
INTRODUCTION. iç^
Le théorème précédent s'étend sans difficulté aux intégrales multiples. Ainsi, par exemple ^ ^^f{oc^y) est une fonction donnée de deux variables indépendantes X eXjr*j que Ton donne successivement à ces variables des séries de valeurs croissantes par des diff6» rences infiniment petites ; et que Ton prenne en même temps pour dx , les différences entre les valeurs consécutives de .T, et pour djr^ celles des valeurs consécutives de j, la somme de toutes les valeurs de
/(x, j) dxdjr, sera l'intégrale T //(x, j) dxdj, prise
entre des limites convenables.
i4* Lorsque la fonction^ renfermera une quantité CL considérée comme une constante dans l'intégration , la valeur de l'intégrale / fxdx sera elle*
même une fonction de a. Il y a des questions dans lesquelles cette intégrale n'étant pas connue sous forme finie, on aura besoin, néanmoins, de déterminer sa différentielle par rapport à a. Or, cette opération présentera deux cas différens, selon que les limites a et b seront indépendantes de a, ou qu'elles en dépendront d'une manière quelconque.
Dans le premier cas , il suflfira de différentier fx jMir rapport à a sous le signe/; en sorte que l'on
'■ jy-^ ^ f'i^^.
En effet, d'après le théorème du numéro précédent, le premier membre de cette équation est le coefficient différentiel par rapport à ee de la somme
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des valeurs lie Jxdjc , comprises depuis x = a jvisqu'à j: = 6; tandis que son second membre est la somme des valeurs, entre les mêmes limites, du coefficient différentiel de^x^ir relatif à a; et il est évident que ces deux sommes sont identiques.
Dans le second cas , lorsque a se change en a + </«,. la limite b devient b -f- -^ da, ei pour cette raison,
la somme des valeurs deyxrfx, ou l'intégrale / fxdx se trouve augmentée de la valeur de fxdx qui «'■pond à x^=b et dx^ y- (/«, c'est-à-dire, àeJb.-7-da;
en même temps la limite a se change en rt H- ^ rf» ^ 1 ce qui diminue cette intégrale de la valeur de Jx, correspondante à x^a et dx = -j- det, ou de
fa. -y- det; donc, à cause de la variation simultanée des deux limites a et b, produite par celle de «,
|K>iii la valeur complète du coefficient différentiel de
I fxdx.
Quand a n'entrera pas dans^ir, que cette quantité sera Tune des deux limites hoxxa^ et que ces deux limites ne dépendront pas Tune de Tautre, cette expression se réduira à
/h ni
fxdx d, I fxilx
ce qui est, d'ailleurs, évident en soi-même.
Des remarques semblables s'appliqueront aux intégrales multiples , dont les coefficiens différentiels par rapport à une quantité qu'on a d'abord regardée comme constante, s'obtiendront aussi en différentiant sous les signes d'intégration , et en ajoutant au résultat des termes dépendans des variations des limites, quand elles dépendront de cette quantité devenue variable.
i5. Le calcul intégral fournit des règles pour déterminer exactement ou par approximation, les valeurs numériques des intégrales définies, simples ou multiples; en sorte qu'un problème est censé résolu , lorsqu'on est parvenu à exprimer les inconnues par des intégrales de cette nature. On dit alors que le problème est réduit aux quadratures ^ parce que, d'une part, une intégrale multiple n'est autre chose qu'une intégrale simple plusieurs fois répétée,
et que, d'un autre côté, une intégrale / fxdx peut
toujours être représentée par le carré égal à l'aire
d'une courbe plane, dans laquelle x tifx sont les coordonnées d'un point quelconque, et « et 6 les abscisses des points extrêmes.
Parmi les différentes formules dont on fait usage pour calculer les valeurs approchées de cette intégrale
/ Jxdxy nous citerons la suivante, qui suppose que
les fonctions yjr et -v^ ne deviennent point infinies entre les limites a et b.
Conservons toutes les notations précédentes, el faisons de plus
f =/x. ^-i=f., etc.
Supposons que les dilïïrences J , , (Ta, eT, , etc., ne sont pas infiniment petites, mais seulement très petites; prenons-les égales, et représentons par J leur grandeur commune. Nous aurons, d'après le théorème de Taylor,
i^i-) =Fb -(-^/«-(-iJ'/a-l-clc.,
valeurs de i comprises depuis /= o jusqu'à i = /z— i . En prenant successivement^ elfx^fx exf'x^ etc., au lieu de Fx et^ , on aura de même
/ft -/rt = cr2/(a 4- ij^) 4- icT'S/' (a4-/Vr) -h etc.,
fb -fa= cTS/'ia-t- îeT) + etc., etc.
Cela posé, si l'on veut négliger les puissances de cT supérieures au carré dans la valeur de F6 — Fa , on pourra prendre , d'après les dernières équations ,
icr»2/'(a+iJ^)=i«rC/»-/a)- \J^-{fb-f'a),
pour les valeurs de ses deux derniers termes. Sa valeur entière deviendra donc
F6 - Fa = <r2/(a + /«T) -f- \J'{J^ -Ja) OU , ce qui est la même chose ,
Va:^=«r[i>+/(a+cr) +J{a-\- aj^). . .
Cette formule sera d'autant plus exacte, que la différence cT, ou - (i— a), sera plus petite, et que les
valeurs de/ir varieront moins rapidement entre les limites a et 6. Le plus souvent on pourra négliger le terme dépendant de S^\ la formule ne renfermera alors que des valeurs de/x qui pourront être données en nombres, sans que la forme de cette fonction soit connue.
i6. Dans la théorie des infiniment petits, on con-
sidère les courbes comme des polygones d'un nombre in6ni de côtés infiniment petits. Cela suppose que la corde d'un arc infiniment petit est égale à cet arc, ou que te rapport de leurs longueurs peut être pris pour l'unité; c'est effectivement ce que l'on peut démontrer de la manière suivante.
Soit Mmm'M' (Ug. 3) un arc de courbe infiniment petit; tirons tes cordes Mm, mm', m'M', et prolongeous ta troisième, jusqu'à ce qu'elle rencontre le prolongement MT de la première, en un point K. L'arc mm' est plus grand que ta corde mm', et moindre que la ligne brisée mKni' ; il suffira donc de prouver que cette ligne et cette corde, infiniment petites, ne diffèrent que d'un infiniment petit d'un ordre supérieur, et que l'on peut prendre le rapport de i'une à l'autre pour l'unité : cela sera vrai, à fortiori, Jt l'yard de l'arc mm' et de sa corde.
Or, s'il n'y a dans l'étendue de l'arc M/nm' M' aucun point singulier où ia direction de la courbe cbaugf brusquement, les corde» qui vont d'un de ses points
en observant que
cosj^ = I — a sin^ ^«T.
Nous aurons donc
pour le carré du rapport de la corde mm' à la ligne brisée mKm'. On a d'ailleurs
{a-hby — ^ ■" V^MhÂ/ '
ce qui prouve que le coefficient de sin * | cT ne peut pas devenir infini , puisqu'il est toujours moindre que l'unité. En négligeant l'infiniment petit du second ordre, on aura donc l'unité pour le rapport de 6* à ^-4-6; ce qu'il s'agissait de démontrer.
17. Une courbe étant considérée comme un polygone infinitésimal , les tangentes seront les prolongemens de ses côtés infiniment petits; au point M, où le coté est Mm, la tangente sera la droite indéfinie TMmT.
Si l'on désigne par or, ^, 2, les trois coordonnées rectangulaires du point M, celles du point m seront a:'\'dx^ j-hdjj z+dz. En appelant ds l'élément de la courbe, c'est-à-dire, son côté Mm, les différentielles dx^ djr^ dzy seront ses projections sur les axes des X, jr^ z; par conséquent, si l'on représente par aj €, y y les trois angles que fait la direction de la droite MT avec des parallèles à ces axes, menées par le point M, on aura
cosa = -7-> cosb = -r5 cos '^ = - , j^i
fts dx ' ds
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et en même temps
eLc'^ ■+- dy' •+- rfz' = as* .
£n prenant , sur ta courbe que l'on considère , un point fixe C, et supposant que s soit l'arc CM compté de cette origine , cet arc pourra être la varialile indépendante , dont X, y,z, seront des fonctions données par les équations de la courbe. Dans ce cas, ds sera positif; mais dx, dj, dz, et par suite cos <x, cos €, ces y, pourront être positifs ou négatifs. Les angles a, £, y, se rapporteront toujours au prolongement /nT du côté Mm, ou à la partie MmT de la tangente; les angles relatifs à l'autre partie MT' seront les supplémens de a , C , 5- , (n" 7),
La direction de la tangente au point M étant déterminée par les équations (i), on en peut conclure Téquation du plan normalen ce même point; mais on obtient directement cette équation par la considération suivante.
Soit Â le rayon d'une sphère qui a son centre au
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équation qui appartiendra à Tintersection des deux surfaces sphériques. Comme elle est l'équation d'un plan dont sd^j*^ z'j sont les coordonnées courantes | ce sera celle du plan de cette courbe, et , par conséquent^ l'équation demandée du plan normal, puisque les deux sphères se coupent suivant un cercle perpendiculaire à la droite TT qui passe par leurs centres M et m.
En la divisant par ds^ et ayant égard aux formules (1), cette équation devient
( x' — x) cosa -h {y — jr) cos € -h{2f — z) cos y=:o.
Si donc
représente l'équation d'un plan mené par le point dont les coordonnées sont x^ y^ z, et perpendiculaire à la droite dont la direction est déterminée par les angles a, 6, > 9 il faudra qu'elle s'accorde avec la précédente ; ce qui exigera qu'on ait
^ï = Acosa, b = hcos€j c^^hcosy^
h étant un facteur indéterminé. En vertu de l'équation (i) du n^ 6, on en conclura d'ailleurs
ce qui fait connaître ta valeur de h , abstraction faite du signe. On aura ensuite
a fi h c .V
COSa=7^ COSb=: T' COS^^^vi (2)
ce qui coïncide avec les formules connues d'après lesquelles on détermine la direction de la perpendi-
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ciilaire à un plan donné. Le signe de h reste indéterminé , parce que les angles a, € y y^ peuvent se rapporter à l'une ou à Tautre des parties de cette droite qui sont situées des deux cotés du plan.
18. On appelle angle de contingence Tangle infiniment petit compris entre deux tangentes consécutives. Ainsi Mm et mm' (fig. 4) y étant deux côtés consécutifs de la courbe, cet angle, au point M, est le supplément de Mmm\ ou l'angle Tmt^ sous lequel la tangente MmT est coupée par la tangente suivante mm't. Je le représenterai par J" ; en supposant que les angles a, S^y^se rapportent toujours à la direction de MT , et désignant par a', S'y >', ce qu'ils deviennent relativement à la direction de mt^ on aura, en vertu de l'équation (2) du n^ 9,
sin * J^ = I — (cosa cosa' -h cos^cosf^ -h cos j^cosy )*.
Diaprés le théorème de Taylor, on aura aussi
cosa' = cosa -h d. cos x-h\d^. cos a 4- etc. , cosê'=cos^-f- d.cosë H- \d^ cosS-heic.y cosy' = cosy -H d. cosy -f- 1^ . cos 9^ -h etc.
Or , si l'on substitue ces valeurs dans celles de sin^ cT, et qu'on ait égard à l'équation
cos*a4- cos^ € -f- cos^;. = 1 ,
et à sa différentielle
cos a d, cosa 4- cosCd, cos 6 -+- cosyd. cos ^ — o ,
on voit que les quantités finies et U*s infiniment petits du premier ordre se détruisent; en sort(* qu'en négligeant les infiniment |x»tits des ordres supérieurs
au second, il vient
sin^cT = —{coscuP.coseL-hcosSd^.cosS'{'COsyd'^.cosy).
En différenliant l'équation précédente , on a , d'ailleurs,
cos CL (P. cos« -+- cos Ç d^ . cos € -+- cosy d^ . cos y
r/. cos ay H- (d. cos Sy -f- {d. cos^ )^ = o
ce qui change la valeur de sin* cT en celle-ci :
sin'cr=(rf.cosa)* 4- (d. cos^* + {d. cosj.)*,
laquelle sera aussi la vaieur.de cT^, à cause que l'arc infiniment petit «T est égal à son sinus.
Les différentielles de cos ctj cos 6^ cos y , se déduiront des formules (i) du numéro précédent. En ne spécifiant pas la variable indépendante^ on aura
, ds^ il'x — dxdsePs
rf.cosa= T-r :
et comme on a
ds^ = dx^ -f- djr^ -h dz^j
dsd^s = dxd^x 4- djd^jr 4- dzd^z , 1 1 en résultera
d,cosa= '^{djrd'x^dxd^y) + '^{dzd^x^dxdH); on aura de même
d, COS^ = ;^(^rf*7-rfr^'^) 4- -^ {dzd^jr - djrd^z)j
d.cosy= ^—Jdxd^z^dzd^x) 4- -^-{^dj-d'^z — dzd^jr); or, en faisant la somme des carrés de ces trois va-
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leurs, on trouve, après quelques réductions, que l'expression de sin'tT ou de J'', peut se mettre sous la forme
(T' = ^[{dxd''f — djJ'xf ■+- (dzd'x — dxfPzY
Le cercle osculateur est celui qui a deux côtés consécutifs communs avec la courbe. Au point M, ce cercle est donc celui qui passe par les trois points M, m, m', dont le centre se trouve à l'intersection O des deux perpendiculaires élevées sur les milieux de Mm et mm' dans le plan de ces deux élémens consécutifs, et qui a pour rayon la droite MO. Si ces deux élémens sont supposés égaux, cette droite divisera l'angle M/nm' en deux parties égales : nous ferons cette hypothèse sans craindre d'altérer la valeur de MO; car il est aisé de voir que le rapport numérique des deiLx côtés infiniment petits Mm et Mm' n'influe que d'une quantité infiniment petite sur la grandeur de ce rayon qui est, par Conséquent, la même, soit
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Gîla étant, si le rayon de courbure p était connu d'une autre manière, on aurait
pour la valeur de l'angle de contingence; et réciproquement, d'après la valeur précédente de «T*, celle de p sera
\{da:d'X'-dfePxY-h{d*d'x^dxd'zy'h{dxd*z^ dzd^xYY
1 9. Pour achever de connaître la nature intime de la courbe au point quelconque M, il faut encore déterminer son plan osculateur^ c'est-à-dire le plan des deux côtés consécutifs Mm et mmt.
Ce plan passant par le point M, on pourra représenter son équation par
af^ y^ z!j étant les coordonnées courantes. A cause qu'il doit aussi passer par les points m et m\ les différentielles première et seconde de cette équation , savoir :
kdaf -^Bdy -hCdzf = o, Arf*a/^-Brfy 4- Crf'z'= o,
devront être satisfaites comme l'équation même , en y faisant ar'=jc, 7^=^, 2'=«; en sorte que l'on aura
kdx -f-B^r -^Cdz = o, AcPj:+Brfy-4-Crf*35= o.
Les valeurs de A, B, C, qui remplissent ces deux conditions sont, comme il est aisé de le vérifier ,
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C — D {dxd'j- djtPx) ,
B = H^dzd^x—dxdH),
A ^ D [dyd'^ s — dzd^j) ; D étant un iàcteur indéterminé. En les substituant dans l'équation du plan osculateur, et supprimaul ce facteur commun à tous ses termes, elle devient
(z' — ï) {dxd'f — dxd*x) -f- {y —y) [dzd*x — dxd*z)
-h (x'—x){dyd'z — dziPj) = o.
Si l'on appelle A, jw, i-, les angles que fait la normale au plan osculateur, avec des parallèles aux axes des X, y, 2, menées par le point M, on aura, d'après les équations (3) du n" 17,
izos>i:^'-((ifd'z — dzd*j-), \
cospi—j{dzd'x—dxfPz),\ (3)
cos f =^j {dxd'j—djrd'a^), I
1 désignant par It^ la somme des carrés des trois nii-
normaux consécutifs; ce qui fournit le moyen de déterminer ses coordonnées d'après les équations de ces trois plans, qui sont maintenant connues.
L'équation du plan normal en M étant (n® 17)
celle du plan consécutif s'en déduira en y mettant ac-hdjCj J-^f^Jj z-\-dZj au lieu de x, j-, z; par conséquent, la différentielle de l'équation du premier de ces deux plans , prise par rapport à x, jr^ z, savoir :
appartiendra à leur intersection.
On tire de ces deux équations
(a/— x) ( dxd^jr — dffPx) = («'—«) (dfd'z — dzd'j) — ds^dy^ V— j) ( drd^x — dxd^f) = [z^—z) {dxd^z -^dzd^x) ^ds^dx ;
et au moyen de Féquation du plan osculateur, on en conclut
— dx [dzd^x — dxiP:^) ] ,
en désignant, pour abréger, par p la même expression que dans le n^ 1 8. On aura de même
f -y = ^ [d^ {dxd^j—dyd^x)
-'dz[dj'(Pz''dzd^y)], x" — X = ^ \dz [dzd}x— dxd^z
—djr{dxd^jr^djrd^x)];
ce qui fait connaître les trois coordonnées x'^jr'y zf^ du
centre de courbure O, et, par conséquent, le sens
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lie la roiirhiire lioDt le rayon osculateiir ne détermine
qmr la graniieur.
En ajoutant les cariés de ces valeurs de x'—x, r' —y, s" — z, et réduisant, on a
{x'-xy + Ij'-fY + {z'-3)» = p»;
d'où il résulte que la quantité p est la distance du point O au point M, ou le rayon de courbure MO, comme on le savait déjà.
a I . Les formules des cinq numéros précédens renferment tout ce qui est relatif a la direction et à la courbure d'une ligne quelconque, plane ou à double foiirbiire. Relativement à une surface quelconque. on ;i aussi à considérer la courbure et la direction de son plan tangent; quant à sa courbure, je renverrai au Mémoire que j'ai inséré sur ce sujet dans le ai'cahier tlu Journal de l'Ecole Polytechnique, et je ne m'occuperai ici que de ce qui concerne le plan tangéiit et la normale.
En un point M, dont les coordonnées sont x,j-, :,
I /équation de la surface donnera
dz = pdx -+- qdj ;
p et q désignant des fonctions connues de Xyjj z. L'équation précédente devient donc
(A -f- />C)ctr -f- (B -4- çC) rf^ = o ;
et comme elle doit subsister pour toutes les directions de la droite MM', c'est-à-dire, pour tous les rapports qu'on peut établir entre dx et djr^ il faudra égaler séparément à zéro les coefficiens de ces différentielles; d'où il résultera
AH-/>C=ro, B-h9C = o.
Je tire de là les valeurs de A et B, je les substitue dans réquation du plan tangent, et je supprime le facteur commun C; il vient
z'^z - p{a/''X)-q [f-jr) = o.
Si a^ bj c, sont les angles que fait la normale au point M, avec les prolongemens des coordonnées Xj jTj Zj on aura, d'après les équations (2) du n^ 17,
cos a = —
cos b =: . =:? > (A)
COS c ==
Le radical sera positif ou négatif dans ces trois formules, selon que la partie de la normale qu'on voudra considérer fera lui angle c aigu ou obtus
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avec la droile menée par le point M, suivant la lUrec-
fioii des 2 positives.
En appelant a» l'élément de la surface dont la prolectioii sur le plan des x etj' est dxdy, on aura
(ixfij- = ±ai cos Cy selon que c sera aigu ou obtus; car cet élément infiniment petit en tous sens, est compris dans le plan tangent dont l'inclinaison sur le plan des :r et ;■ est l'angle c ou son supplément; et le théorème du n" lo convient également à la projection d'une surface plane inlîniment petite. D'après cela on aura ù> — f/xf/j- \/," + ^' + ^',
en regardant toujours le radical comme une quantité positive.
Soit L une fonction donnï'e de ,r, j, r; repnv sentons par
l'équation de la surface que l'on considère; en la dif-
en faisant, pour abréger,
3a. Je placerai ici une remarque qui sera utile |)our vérifier ou déduire les unes des autres les formules analogues qui répondent à différens axes.
Supposons que dans une question tout soit semblable à l'égard des trois axes des coordonnées x, j^ j z. Si Ton a une équation X = 0, relative à Taxe des :r, il en existera une semblable Y = o, qui répondra à Taxe des^, et une troisième Z== o, relative à l'axe des z; et ces deux autres équations Y=:o et Z = o, se déduiront de X = o, par de simples cbangemens de lettres. Or, voici comment ces permutations devront s'effectuer.
On mettra dans X toutes les quantités relatives à Taxe des Xy à la place des quantités analogues qui répondent à Taxe des j^, puis celles-ci à la place de celles qui répondent à l'axe des z, et, enfin, ces dernières quantités à la place des premières, qui répondaient à l'axe des a:. Par cette permutation tournante, on déduira Z de X; par une seconde permutation de la même nature, effectuée sur Z, on obtiendra X; et par une troisième permutation tournante, effectuée sur Y, on retrouverait X.
S'il s'agit, par exemple, des équations (3) du n** 19, dont la première répond à l'axe des x, la seconde à l'axe des /, et la troisième à l'axe des 2, j'écrirai sur une même ligne , mais en deux parties , les coordonnées x^ y^ z, et les angles A, ^u, i', qui
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leur correspondent respectivenient; puis, sur une se. conde ligne, je disposerai ces six quantités, aussi en deux parties, et dans un ordre différent, de sorte qu'on ait
X, jr, Z,
V, A, fx.
Cela fait, je remplacerai dans la première équn< tion (3), chacune des quantités de la ligne sn|>érieure par ta quantité correspondante de la ligne intérieure; par cette permutation, h ne changera pas, et l'on obtiendra la troisième équation (3). Je mettrai de nouveau , dans celle-ci , tes quantités de la ligne inférieure à la place de celles qui leur correspondent dans la ligne supérieure; ce qui donnera la seconde équation (3); et en opérant de même sur cette équation, on retrouvera la première équation (3), d'où l'on est parti.
Chacune de ces opérations revient à un changement d'axes des coordonnées, dans lequel on fait
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ooorclonnées se déduisent Tune de l'autre par de sirn- [)les permutations de lettres, et sans aucun changement de signe; ce qui n'aurait pas lieu si Ton ne permutait pas simultanément les trois coordonnées et les quantités qui s'y rapportent de la manière qu'on vient d'indiquer.
•^3. Voici encore une observation générale, par laquelle je terminerai cette introduction.
I^s équations que nous aurons à considérer renfermeront des nombres abstraits, tels que le nombre tt ^ les logarithmes, les lignes trigonométriques, etc.; elles contiendront, en outre, d'autres quantités de diverses natures, qui y seront aussi représentées par des nombres exprimant leurs rapports à des unités choisies arbitrairement, pourvu que chaque unité soit la même |>our toutes les quantités d'une même espèce. Or, en changeant la grandeur d'une ou de plusieurs unités, les nombres qui expriment les quantités correspondantes, varieront en raison inverse de cette grandeur; et, malgré ce changement, tout-à-fait arbitraire, les «(uations qui les renferment devront encore subsister. Il faudra, pour cela, que leur forme remplisse certaines conditions, faciles à vérifier dans chaque cas |>articulier , et qu'on appelle, dans l'acception la plus étendue , les conditions de ï homogénéité des quantités. Toute équation qui n'y satisfera pas sera, par cela seul, inexacte , et devra être rejetée.
Ainsi, en indiquant par V \n\e fonction donnée, supposons qu'on ait
J,J',... désignant des forces, /, /',... des lignes,. . . m , m', . . . des masses, ï, C, . , . des temps. Si l'on représente par H, n', n", n', des nombres abstraits, et que l'on diminue k la fois l'unité de force dans le rapport de un à n, l'unité linéaire dans le rapport de un à n', l'unité de masse dans le rapport de un à /T, l'unilé de temps dans le rapport de un à li", les nombres _/,_/', ... 1,1',.,. m, m*, ... t, t',. .. deviendront nf, nf,... n'it r^l',... n"m, n"m',.., n't, n'~l',..., et l'équation (a) devra encore avoir lieu, c'est-à-dire, qu'on devra encore avoir
F{nf, rij',.. . n'l,rïl',.. . n-in, n"m',. . .nt,n"t',...)=o,
quels que soient n, n', n", n". Si l'équation (a) renfermait des surfaces s, s',. , . et des volumes v, v',, . . leurs dimensions devraient être rapportées à la même unité que les lignes l, i',. , ., et ces quantités s, 3^ . . . V, v",. . . deviendraient conséquem nient n'^s, n"s' . . . ii'^v, «"i^, . . .par le changement de cette unité. Ij' équation du n" 1 8, qui donne la valeur de p, sa-
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Il sera impossible que F équation [a) ne renferme qu'une seule quantité d'une même espèce; lorsqu'elle en contiendra deux, par exemple deux forces J et f'y et qu'on la résoudra par rapport à l'une d'elles 9 ce qui donnera
il faudra, pour l'homogénéité des quantités, ^}^^J soit facteur à tous les termes de la nouvelle fonction F, ou , autrement dit, il faudra qu'on ait
N étant un facteur qui ne contiendra aucune quantité de la nature def et y, et ne variera plus avec l'unité de force.
Quelquefois le principe de l'homogénéité des quantités paraîtra n'avoir pas lieu , parce qu'on aura pris pour unité dé force l'une des forces que l'on consi* dère dans la question, ou bien pour unité linéaire la distance de deux des points matériels dont on s occupe, ou bien pour unité de masse celle de l'un des corps du problème, etc. Mais, alors, si l'on change arbitrairement ces unités, et que la force, la ligne, la masse, le temps, qu'on avait d'abord piîs pour unités, soient maintenant exprimés par ^, A, /Uy ô, les autres quantités de ces différentes natures qui entrent
dans l'équation (a) deviendront -» — ? • • -? - ?
— ? — ?• • r' r' •*? il faudra donc qu'on ait
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équation qu'on pourra écrire ainsi F, {<p,f, J\.,.X,I,e,... Il, m, m', . . .8, (, (',. . .) = o , " et qui devra maintenant satisfaire à la condition àc l'homogénéité: F, indique ici une fonction qui se déduira, dans chaque cas, de la fonction donnée F,
%%*\\*^VV**%\\%\%V1A\%^»W\**» •»■<«»/»**%%•»»*•»%%»»*•♦»♦•* *^^* *********^ ******** ^***^**** ^****'
CHAPITRE PREMIER
DE LA COMPOSinOIf ET DE L9EQUILIBBB DE8 F0ECE8 APPUQVEE8 A UN MEKE POINT.
24* Lorsqu'un point matériel est soumis à l'action simultanée de plusieurs forces qui ne se font pas équi> libre , il se meut suivant une direction déterminée , et l'on peut attribuer le mouvement qu'il prend ii une force unique agissant suivant cette direction. Cette force est ce qu'on appelle la résultante des forces qui ont mis le mobile en mouvement , et cellesci sont nommées les composantes de la première- Appliquée en sens contraire de sa direction, la résultante fait équilibre aux composantes, puisqu'elle tend à imprimer au mobile un mouvement égal et contraire à celui qu'il recevrait de l'action simultanée des composantes, et qu'il n'y a pas de raison, par conséquent, pour qu'il se meuve plutôt d'un côté que de l'autre.
Si toutes les composantes sont dirigées suivant une
même droite, et agissent dans le méii
sens, il siiil lie la notion que nous avons donm'-e de U mesure des forces (n" 5), que la it^ultanle sera égale à Imr somme. Si le mobile est sollicité par deux forces direclenient contraires, on décomposera la plus grande (■n deux autres, dont l'une, égale à la plus petite, sera détruite par celle-ci, et dont l'autre, égale à l'excès de la plus grande sur la plus petite, sera la résultante. On conclut de ces deux propositions que s'il y a un nombre quelconque de composantes, dirigées, en partie suivant une droite, et en partie suivant son prolongement, la résultante sera égale ît la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins lasonmiede celles quiagissentensensi contraire, et qu'elle agira dans le sens de la plus grande somme. Quand les deux sommes seront égales , la résultante sera nulle , et les forces donm'«s se feront équilibre.
a5. Il y a un autre cas danâ lequel on délcrraine aussi très aisément la grandeur et la direction de la résultante.
égales MG et MH, pour représenter leurs intensités, et qu on achève le losange GMHK, la diagonale MK tombera sur le prolongement MD de MC; l'angle MGK sera de 60*^, comme chacun des deux autres angles du même triangle, qui sera équilatéral; on aura donc MK = MG ; par conséquent la diagonale MK du losange construit sur les deux forces MG et MH représente 9 en grandeur et en direction , la résultante de ces deux forces.
Cette proposition est comprise dans une autre que nous allons d'abord démontrer dans le cas de deux forces égales, dont les directions font un angle quelconque, et que nous étendrons ensuite à des forces inégales.
a6. La résultante de deux forces égales coupe toujours en deux parties égales Tangle compris entre leurs directions ; car il n'y aurait pas de raison pour qu'elle se rapprochât davantage de J'une de ces deux forces, ni pour que sa direction s'écartât de leur plan plutôt d'un côté que de l'autre; sa direction est donc connue, et nous n'aurons que sa grandeur à déterminer.
Soient, pour y parvenir, MA et MB (fig. 6) les directions des composantes dont la valeur commune sera représentée par P. Soient aussi nx l'angle AMB, et MD la direction de la résultante, de sorte qu'on ait AMD =BMD = x. Son intensité ne peut dépendre que des quantités P et x; en la désignant donc par R, nous aurons
R=y(p,jc).
Dans cette équation , R et P sont les seules quantités dont l'expression numérique varie avec l'unité de force ; d'après le principe de l'homogénéité des quan-
46 TftAfn'. DE MfiCASIQtJE.
Htés (n" i'^]. il faut donc que la foncrioii /"(P, x)
soit de la forme Pipo*. Ainsi l'on a
R = P(px;
et la question se réduit à déterminer la forme de la roiictiou <px.
Pour cela, je mène arbilrairenienl par le point M les quatre lignes MA', MA", MB', MB"; je suppose les qnatreangles A'MA, A"MA, B'MB, B"MB, (-gaux entre eux, et je représente chacun deux par z. .Te décompose la force P dirigée suivant MA, en deux forces égales dirigées suivant MA' et MA"; c'est-à-dire que je regarde la force P comme la n'-sultante de deux forces égales dont la valeur est inconnue et qui agissent suivant MA' et MA'; en désignant cette valeur par Q, j'aurai ,/,
car il doit exister entre les quantités P, Q, z, la même relation qu'entre les quantités U, P. x. Je décompose
De même , la résultante des deux autres forces Q sera encoi'e dirigée suivant MD, puisque cette droite coupe aussi l'angle A'' MB' en deux parties égales; et à cause de A" MD = B" MD = or -+- s, on aura
Q" désignant cette seconde résultante. Les deux forces Q' et Q" étant dirigées suivant la même droite MD , leur résultante , qui est aussi celle des quatre forces Q, sera donc égale à leur somme; par conséquent , on doit avoir
Mais on a déjà
et en substituant cette valeur de R et celles de Q' et Q" dans l'équation précédente , et supprimant le facteur Q conunun à tous les termes, il vient
^x^3 = ^(a:-h;s)-f-^(ar— jz). (0
Cest cette équation qui nous reste à résoudre pour en déduire l'expression de (px.
On voit d'abord qu'on y satis&it en prenant
^or = a cos aa: ;
a étant une constante arbitraire , de sorte qu'on ait , en même temps 9
^z=^icosaZj
^ (x -I- s) = îicos a{x -+- z) j
(p{jc— z) = acos a{x — z);
et. effectivement, si l'on substitue ces valeui^s dans
l'équation (i), on obtient l'équation connue
a cosax cos az = cosa {x+z) + cosa{x — z). <.)r, je dis que celte expression de la fonction (px esl la si'iilc qui satisfasse à l'équation (i), et que de plus, dans la question qui nous occupe, la constante a est l'unité; en sorte que l'on a <
(pa: = aco5X. (2)
Cela est évident quand x = o\ car alors les directions des deux forces P coïncident , et la résultante
B est égale à aP, ce qui suppose (pjn^a. Admettons qu'il y ait une autre valeur a de x, pour laquelle ou ait aussi pa,= acosa; je dis que l'équation (3) subsistera également pour toutes les valeurs 2 a, 3a, ^a, .... , ~a, ^ a., ^a ,..., de .r, et généralement pour
-= ïi (3) m et n étant des nombres entiers quelconques.
il s'ensuit qu'elle subsiste pour a* =201; ayant lieu pour X'=^cL et ar = aa, elle subsistera pour x= 3a; et y en continuant de même, on verra qn'elh* aura lieu pour jc = ma.
Je fais maintenant m% = C ; on aura donc
^ff = acosf ;
et de là on conclura que Téquation (a) aura encore lieu pour x=^\C\ car en faisant x = z = {^, Téquation (1) deviendra
(^•|^)* = acos6 -h a; d'où Ton tire
^lé = acos^S.
En faisant ensuite x=2=|ff, on aura, d'après féquation (i) et cette dernière,
(^T^)*= acos|C-|- a, ^\C = acos| G;
et, en continuant ainsi, l'équation (a) sera démon-
trée pour x= -7» c'est-à-dire, pour toutes les va-
leurs de x comprises dans la formule (3).
Or , les nombres m et n étant aussi grands qu'on voudra, et pouvant même devenir infinis ^ on peut faire croître ces valeurs de x par degrés infiniment petits. La formule (3) comprend donc toutes les valeurs possibles de l'angle x , et l'équation (a) est complètement démontrée, si toutefois elle est vraie pour une valeur particulière x = a , différente <le zéro. Mais, d'après le théorème du n® a5, la résultante R est égale à P, dans le cas de x = 60^; on a donc
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alors
^ j? = i = a cos uo";
ilonc l'équation (a) a lien pour x = Go", et conséqiieiiimeiit pour toutes les valeurs de x. ■i8. Au moyen de cette équation, on aura R = aP cos X.
Si donc la résultante R et les deux composantes P sont représentées, comme dans le n" a5, jiar des droites prises sur leurs directions respectives, à partir de leur poinl d'application, la force R sera le double de la projection de P sur sa direction , ou égale il la tliagonale du losange construit sur les deux forces P.
Soient maintenant deux, forces inégales P et Q, appliquées au point M (fig. 7) suivant les directions MA et MB; représentons leurs intensités par les lignes MG et MH, prises sur leurs directions, H achevons le parallélogramme MGKH : il y aura deux cas à considérer, le iireniier où ranslc AME sera droit.
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donc des losanges; par conséquent, d'après la propo* sition préoéd^ite, la force MG pourra être regardée conune la résultante des deux forces MN et ML, et la force MH comme la résultante de MO et ML. Donc, en substituant aux deux forces données lears composantcè, nous aurons, au lieu de MH et MG, les deux forces MN et MO, qui se détruisent, puis» qu'elles sont égales et contraires , et les deux farces ML y qui s'ajoutent et donnent une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Dans le second cas , menons par les points G et H (fig. 8) les perpendiculaires GÉ et HF à la diagonale MR, et les parallèles GN et HO à cette même droite; par le point M, menons aussi la perpendiculaire M MO à cette droite MK. Les deux parallélogrammes GEMN et HFMO seront des rectangles qui auront leurs cotés MN et MO égaux ^ comme étant les hauteurs des deux triangles égaux GMK et HMK. D'après le premier cas, on pourra remplacer les forces MG et MH par leurs composantes rectangulaires ME et MN, MF et MO; au lieu des deux forces données, on aura donc les deux forces BfN et MO , qui se détniiront, comme étant égales et contraires, et les deux forces ME et MF de même direction, qui s'ajouteront et donneront , à cause de ME = FK , une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK.
Concluons donc que la résultante de deux forces quelconques, appliquées en un même point et repré- ^ntées par des lignes prises sur leurs directions à
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partir lie ce. poini, est représcnti'^e, en grandeur 61 en direction, par la diagonale dn parallélogratnnift construit sur k>s deux forces données.
29. Voici les conséquences qui se déduisent le plu immédiatement de ce ihéoréme.
On voit d'abord qne toutes les questions qu'on peut proposer sur la composition de deux forces eii une setde et sur la décnmposition d'une force en deuC' autres, sont ramenées à la résolution d'un triangle. En effet, leà grandeurs de la résultante et des deux composantes sont représentées par les trois côlés MK, MG, GK, du triangle MGK; et les trois angles de ce triangle sont ceux que fait la résultante avec chacune des composantes et te supplément de l'angle compris entre les deux composantes. Il s'ensuit donti que trois de ces six choses, les trois forces et les Iroi» angles compris entre leurs directions, étant données, on trouvera les trois autres en résolvant le triangle MGK; ce qui suppose une force au moins au nom-
pliquées en un même point M (fig. 9), suivant les directions MA , MB , MC , il faut que chacune de ces forces soit égale et directement opposée à la résultante des deux autres; et comme cette résultante est comprise dans le plan de ces deux forces , il s'ensuit d'abord que les trois forces données doivent aussi être dans un même plan. Soit MD le prolongement de MC; la résultante de P et Q sera dirigée suivant MD , et si on la représente par R , on aura R = S. Dailleurs, en comparant la force R à chacune de ses composantes, on a, d'après ce qu'on vient de dire,
R : Q ;: sin AMB : sin AMD, R : P :: sin AMB : sin BMD;
à cause de
sin AMD = sin AMC , sin BMD = sin BMC , il en résultera donc
S : Q : P : : sin AMB : sin AMC : sin BMC;
ce qui montre que quand trois forces sont en équilibre autour d'un même point , la grandeur de chacune d'elles peut être représentée par le sinus de Tangle compris entre les directions des deux autres. Du point O, pris sur la direction de la résultante R ou sur sou prolongement, j'abaisse des perpendiculaires OE et OF sur les directions des composantes P et Q ; on aura
OE = MO sin AMD, OF = MO sin BMD. Si donc on multiplie par MO les deux derniers
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Irniieii df lu proportion
P : Q :: sin BMD : «in AMD, il en résultera
P : Q :: OF : OE
en sortt? que les composantes sont en raison inveri«e des perpendiculaires abaissées sur leurs directions, d'un point quelconque appartenant à la direction de la résultante. Réciproquement, si les composante» P et Q sont en raison inverse des perpendiculaire» OE et OF, abaissées sur leurs directions, d'un point O pris dans leur plan, ce point appartiendra à la direction de la résuttante; car, eu divisant par MO les deux derniers termes de la derpière proportion, ou obtient la précédente, qui détermine cette di> rection .
')o. La résultante de deux forces étant connue, il est aisé d'en déduire celle d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point et situées ou
deur et en direction , par la droite qui joindra les deux extrémités de cette ligne brisée et fermera le polygone. L'ordre dans lequel les cotés parallèles aux forces se succéderont sera indifférent. Quand le polygone se fermera de lui même, la résultante sera nulle 9 et les forces données se feront équilibre.
Il suit de là que quand les forces données sont au nombre de trois, non situées dans un même plan, leur résultante est , en grandeur et en direction , la diagonale du parallélépipède dont ces trois forces sont les côtés adjacens.
3i. Ou peut effectuer d'une manière plus simple cette réduction d'un nombre quelconque de forces à une seule, en considérant d'abord le cas particulier de trois forces rectangulaires, auquel on ramène ensuite le cas général.
Soient X, Y, Z, les trois composantes, R leur résultante, a, bj Cf les angles qu'elle fait avec X, Y, Z. D'après ce qu'on vient de voir, R est la diagonale du parallélépipède dont X, Y, Z, sont les trois cotés adjacens; or, ce parallélépipède étant rectangle, il s'ensuit qu'on aura
Il s'ensuit aussi que si l'on joint l'extrémité de la diagonale R à celles des trois cotés X, Y, Z, on formera trois triangles rectangles, dont R sera l'hypoténuse commune; d'où l'on conclura
X = R cos a , Y = R cos /> , Z = R cos c ; {h) équations qui s'accordent avec la pnk;édente, à cause
que les trois angles a, b, c, sont liés entre eiix par cette équation (n" 6)
cos' a -+- cos* b + cos* c =: I ■
lorsque les composantes X, Y, Z, seront données, l'équation («) fera connaître ta valeur de la i-ésultante, et les équations {b) en détermineront ta direction au moyen des trois angles a, b, c, si, an contraire, la forer R est donnée, et qu'il s'agisse de la décomposer en trois forces rectangidaires X, Y, /, qui fassent avec elle des angles donnés a, b, c, les valeurs des forces demandées seront immédiatement déterminées par les équations (h).
Si l'une des composantes, la force Z par exemple, est nulle, K n'est phis la résultante que des deux forces X et Y ; elle est comprise dans leur plan, et sa direction dépend seulement des deux angles a et b. Ces angles el la valeur de R sont alors déterminés par les équations
avec ces mêmes axes; par et", €'\ >% ceux qui répondent à la force P^; etc. Tous ces angles sont donnés et doivent s'étendre depuis zéro jusqu'à i8o^ (n® 7), afin que les forces P, P', V\ etc. , puissent avoir toutes les positions possibles autour du point M.
Décomposons chacune de ces forces en trois autres dirigées suivant les axes MA, MB , MC. Les composantes de la force P seront P cos a, P cos €, P cos y ; celles de la force F seront F cos a', F cos S\ F cos y'; etc. ; et ces composantes agiront suivant les axes ou suivant leurs prolongemens, selon qu'elles seront positives ou négatives. Par exemple , la direction MD tombant^ ainsi que l'axe MC, au-dessus du plan AMB des deux autres axes, la composante P cos y de la force P tend à élever le point M, c'est-à-dire qu'elle agit suivant MC; et, dans ce cas, P cos y est une quantité positive, puisqu'on a 7 < 90®. Au contraire, si cette direction MD tombait audessous du plan AMB, on aurait y >go^; la composante P cos y serait négative, et, en même temps, elle tendrait à abaisser le point M, c'est-à-dire qu'elle agirait suivant le prolongement de MC. En ayant donc égard aux signes des composantes, on voit, d'après ce qu^on a dit dans le n" ià^, que toutes les forces dirigées suivant un même axe et son prolongement se réduisent à une seule, égale à leur somme.
De cette manière, les forces données P, F, P", elc, seront remplacées par trois forces rectangulaires; et en désignant celles-ci par X, Y, Z, on aura
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X =: P cos a + P' cos a' -H F' cos a" + etc. , Y = P cos e + P cos ^' + P" cos €" -+- etc. , Z :=? cosy -i- ^ cœy' + f" cosy' -i- etc.
Le» valeurs de X, Y, Z, pourront être posUives on négatives, et leurs signes feront connaître le seni* de leur action. Si la force X est positive, c'est qu'elle agit suivant l'axe MA ou dans le sens des composantes P cos a, P' cos et', etc., qui sont positives; si elle est négative, il en faut conclure qu'elle agit suivant le prolongement de MA ou dans le sens des composantes négatives; et de même pour k^a forces Y et Z. Cela posé , soit R la résultante des forces données P. P*, P", etc., ou des trois forces X, Y, Z; soient aussi (i, b, c, les angles que sa direction inconnue faîl avec les axes MA, MB, MC. Les valeurs de R, «, /', t, seront données par les équations (a) et (A), dans lesquelles on mettra les formules (c) à la place de X, Y, Z. Les angles rt, b, c, pourront être aigus ou obtus; à cause que la force K doit toujours être . les sii:nes df leur;) cusînus Si
Pour cela, désignons par PMF, PMP, FMF, etc., les angles compris entre les directions des forces P et F, P et P", F et F, etc. D'après l'équation (a) du n^ 9 , nous aurons
cos PMF = cosa cosa' -h cos S cosê' 4- cos^ cos^, cos PMF = cos a cos a" -h cos C cos S" ■+- cos y cos y'\
cos FMF = cos a' cos a" -h cos S' cos €'' -f- cos >' cos y"j etc.
Nous aurons aussi
cos* a -4- cos' G -H cos' > = i , cos* et' -+- cos* S' H- cos* >' = I , cos* a*' H- cos* C" -^ cos*>'' = i , etc. ;
et, cela étant, si Ton ajoute les carrés des formules (c), et qu'on ait égard à l'équation (a), il vient
R* = P* 4- F» -h P"* -f- etc.
aPFcosPMF -t- aPF'cos PMP" aFP-'cosFMF + etc,
pour le carré de la valeur de R dont il s'agit.
34. On déduit aussi des équations (b) et {c) une propriété de la résultante, qui nous sera utile dans un des numéros suivants.
Dans une direction quelconque, je mène par le point M une droite, dont j'appelle O l'autre extrémité. Soient g^ A, kj les angles AMO, BMO, CMO , que cette droite iaâi avec les trois axes MA, MIk MC Désignons par RMO, I^MO, FMI) , etc. , les an
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gies compris entre cette même droite MO et les directions des forces R, P, F, P*, etc. ; on aura, comme tout à l'heure,
cos RMO ^= cos g C08 a ■+- cos A cos h + cos k cos c , cosPMO ^ cos^ cos a H- cos A cos€-t- cos ^ cos y , cosP'MO — cos g cos a' -f- cosAcosf'+ cos A cos j.', etc.
D'après la première de ces formules et les éqtiations(6), on aura
R cos RMO = Xcosg -f- Y cos A 4- Zcos A;
et, en vertu des formules suivantes, si l'on ajoute les équations [c] après les avoir multipliées, la première par cos g , la deuxième par cos h, la troisième par cos /r, il en résultera
R cos RMO = P cos PMO -h P' cos ■"MO + etc. f
ce qui montre déjà que la composante de la résultante R, suivant une direction quelconque MO, est
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la direction même de la force ou sur son prolongement. Si donc on multiplie par MO l'équation précédente , on aura
Rr= P/î H- P// -+. V"p" H- etc.; [d)
ce qui renferme la propriété de la résultante qu'il s'agissait de démontrer.
35. Pour que les forces P, P, P', etc. , soient en équilibre, il suffit que leur résultante R soit nulle , et cette condition est nécessaire si leur point d'application M est entièrement libre; mais l'équation R = o , ou
ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'ait séparément
X = o, Y=o, Z = o, c'est-à-dire , en vertu des équations [c] ,
P cos a -+- P cos a/ ^- V" cos cl" + etc. = o , \
P cos ff -+- P cos & -H P" cosff'' -f- etc. = o, î (e)
P cos 7 -t- P cos y' -\- P' cos 7.'' -h etc. = o. )
Telles sont donc les équations cH équilibre d'un point matériel qu'on suppose entièrement libre. Dans cet état, chacune des forces qui le sollicitent doit être égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres; c'est, en effet, ce qu'il est aisé de vérifier.
Soit R' la résultante des forces P, P, etc. Appelons a% b'^ dj les angles qu'elle fait avec les axes MA, MB, MC, et faisons, pour abréger.
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X'^P'cosa'-hP"cosa' + etc., *•>■ ^' Y'^P'cose'-f-Fcose" + etc., • -»
Z' — P' cosy + P' cos y" -+- etc. ;
nous aurons, d'après le n" 3a,
X' = R'coso', Y' = R'c09 4', Z' = R'cosc'.
rt pnr conséquent, eti vertu des équations d'équilibre,
Pcosa = — R'cosrt', PcosÊ = — R'cosô', Pcosj. = — R'cosc'.
lui ajoutant ces équations, après avoir élevé leurs deux membres an carré, on a
P» = RS
à cause de (n** (i)
cos* a -f- ros' Ç ■+- cos' ^ — i , '
cos* a' •+- cos° A'-H cos* c'=
on aura donc P =
36. Si le point M, auquel sont appliquées les forces P, P', P", etc. , est assujetti à rester sur une surface donnée, il ne sera plus nécessaire, pour l'équilibre, que leur résultante soit nulle; il suffira qu'elle soit normale à la surface, puisqu'alors elle ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens sur cette surface; et, de plus, cette condition sera nécessaire; car si elle n'était pas remplie, la résultante se décomposerait en deux forces, Tune normale à la surfece et qui serait détruite, l'autre tangente et que rien n'empêcherait de faire glisser le mobile. On n'aurait donc qu'à chercher, dans chaque cas , la direction de la résultante des forces P , P' , P*' , etc. , et à examiner si elle est perpendiculaire à la surface donnée, pour savoir si l'équilibre existera; mais il vaut mieux, comme nous venons de le faire pour un point libre, exprimer les conditions de l'équilibre par de^ équations entre les données de la question.
Or, la composante normale de chacune des forces qui agissent sur le point M est détruite par la résistance de la surface; par conséquent, cette résistance équivaut à une force égale et contraire à la totalité des forces détruites. On conçoit donc que l'on peut faire abstraction de la surface donnée, et considérer le point matériel comme entièrement libre, pourvu que l'on joigne aux ïForces données P, F, F', etc., une nouvelle force de grandeur inconnue et perpendiculaire à cette surface.
Soient donc N cette force, et A, /bc, y, les angles que sa direction fait avec les axes MA, MB, MC ; chacune des équations d'équilibre qu^on vient de trouver
sera aiigaientée d'un nouveau terme, (le sorte qu'au lieu des équations (e), on aura NcosA + Pcosa-f- P'cosa'+F'cos»"4-etc. = o, \ N cos^m- P cos C -t- F ces ff' -t- P" cos £" + etc. = o, !(/) Ncos v + Pcosj-H- P'cosy'-hP"cosy' -+- etc, =o. J
3e désigne par x,j-, z, les trois coordonnées de M rapportées à des axes parallèles à MA, MB, MC, et par L^o l'équation de la surface donnée; la direction de la force N étant, par hypothèse, celle de ia normale au point M, on aura, d'après les équatioos (5) ilu n" 31 ,
cos f£ = V -
Il faisant , pour abréger,
I.e signe de V sera inconnu, parce qu'on ne sait pas d'avance suivant quelle partie de la normale doit être
tion donnée L = o, serviront à déterminer les coordonnées des diflférens points de cette surface , où le mobile pourra demeurer en équilibre. Lorsque sa position sera donnée, on aura seulement à vérifier si les coordonnées x, y^ z^ des points d'application des forces données satisfont aux équations (g). Mais, dans ce cas , on aura des équations plus simples en faisant cmncider l'un des axes MA, MB, MC, le premier, par exemple, avec l'une des deux parties de la normale ; d'où il résultera
cos ^ = ±: 1 , cos |x = G , cos V = o;
ce qui change les équations {/) en celles-ci :
±:N-f- Pcosa-4-P'cosa'-f-P"cosa"-hetc. =o, P cosê + P cos^' -h F' cos ff" H- etc. = o , P cosy -4- P cosy -\- P^ cos y" -h etc. = o.
Ces deux dernières équations font voir, ce qui est d'ailleurs évident, que dans le plan tangent à la surface donnée, les composantes des forces appliquées au mobile doivent se faire équilibre, comme si cette surfece n'existait pas.
I^ résistance N, que la surface oppose aux forces P, P, P*', etc. , est égale et contraire à la pression qu'elle en éprouve. En vertu des équations {/)^ cette pression , dans l'état d'équilibre , est la résultante même de ces forces. Dans la pratique, il en faudra calculer la grandeur au moyen de l'équation (a) , pour savoir si la surface est capable de la supporter. Si le mobile est seulement posé sur cette surface, qui sera celle d'un coq)s solide, il faudra, de plus, que le sens de cette pression soit tel qu'elle appuie le mobile sur I. 5
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cette surface; condition qui ne peut être exprimée par une équation, et qu'on devra vériBer dans chaque cas, en déterminant la direction de cette force d'après les équations {h). Cette vérification se fera plus simplement an moyen de la première des trois équations précédentes.
En efièt, supposons, pour Bxer les idées, que la partie de la normale avec laquelle on a fait coïncider l'axe MA, soît la partie située dans la concavité de la surface. On saura si les angles donnés a, a.', a', etc., sont aigus ou obtus; et le signe delà somme X des composantes dirigées suivant celte droite sera connu. La quantité N devant être positive, il faudra, dans l'équation dont il s'agit, c'est-à-dire,
prendre le signe — ou le signe + devant N, selon que la somme X sera positive ou négative. Dans le premier cas , on aura cos A = — i , et la pression contraire à N sera dirigée suivant MA; dans le se-
raaies à ces surfaces, mais inconnues en grandeur, on pourra faire abstraction des surfaces , et considérer le mobile comme entièrement libre.
N et N' étant donc ces nouvelles forces; X, /u, ^ les angles qui déterminent la direction de N par rapport aux axes MA, MB, MC, et A% yu^ p% ceux qui déterminent de même la direction de N'; les équations {e) deviendront
NcosA -hîî'cosA' -h Pcosa -4- Fcosa'-hetc. =0, Ncos /tA-4-N'cos/x' -h PcmC -h Fcosff' -f- etc. = o,\ [h) Ncosv -f-N'cosi'' -hPcos). H- Pcos).'-+ etc. = 0.
D^ailleurs, en représentant par j:, jr^ 2, les coordonnées du point M rapportées à des axes parallèles à Ma, MB, MC, et par L=o et L' = o, les équations des deux surfaces données, les valeurs de cos A, cos juj cos Vj seront les mêmes que précédemment, et celles de cos A\ cos yuS cos v\ s'en déduiront en y changeant L en V. Si Ton substitue ces valeurs dans les trois équations (A), et qu'on élimine ensuite N et N' entre elles, on aura l'équation d'équilibre a laquelle devront satisfaire les forces données P, P', P", etc.; ou bien, si la position du mobile n'est pas donnée sur l'intersection des deux surfaces, cette équation d'équilibre, et les équations L = o et U =0, détermineront ses trois coordonnées x^jr^ z.
Quand la position du mobile est donnée sur la courbe où il doit rester, on obtient immédiatement l'équation d'équilibre des forces P, P, P, etc., en prenant les axes MB et MC, auxquels répondent les angles At, €, S', etc., v, y^ y, etc., dans le plan des
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itoriuales aux deux surfaces doiincts. I^ troisième axe MA tombe alors sur la tangente à leur courlie irititersecrion; il est donc perpendiculaire aux force» normales N et N'; en sorte que l'on a Ai=go", A' = 9o°, et, en vertu de la première équation (A)^.
PcQsa ■+■ P'cosa' + Kcosa" ■+■ etc. = o, '^
pour l'équation demandée.
Cette équation exprime que la somme des composantes de P, P', P", etc., tangentes à l'interseclion des deux surfaces données, est égale à zéro; ce qui est, en effet, la condition pour que le point M ne puisse pas glisser sur cette courbe. Après s'être assuré qu'elle est remplie, on déterminera les valeurs des forces N et N', et le sens dans lequel elles agissent, an moyen des deux dernières équations (A). Si l'on prend ensuite des forces égales et contraires à N et N', et qu'on les réduise à une seule par la règle du parallélogramme des forces, celle-ci sera la r<^ultanle des forces P, P, 1**, etc., et fera connaître la pression
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seiile formule, qui deviendra, par la suite, l'équation générale de l'équilibre, applicable à un système quelconque de points matériels.
Pour obtenir cette formule, supposons que le mobile soit transporté d'un point M , qu'il occupe dans sa position d'équilibre, en un autre point O infiniment voisin de M, et tel que ce déplacement soit compatible avec la condition à laquelle le mobile est assujetti, s'il n'est pas entièrement libre. Désignons par r, p, //, ff^ etc., les projections de la droite infiniment petite MO sur les directions des forces R , P, P, F', etc., dans la première position du mobile; et considérons chacune de ces projections comme une quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la direction même de la force à laquelle elle répond, ou sur son prolongement. Si Ton suppose que la force R soit la résultante des forces P, P, P", etc., le produit Rr sera toujours nul dans le cas de l'équilibre : il sera nul pour un point matériel entièrement libre, parce qu'aloi's la résultante R devra être égale à zéro; il le sera encore pour un point assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée, parce que, d'une part, la force R devra être dirigée suivant la normale, et que, d'un autre côté, la droite infiniment petite MO appartiendra au plan tangent ou à la tangente, ce qui rendra nulle sa projection r sur la direction R. D'après l'équation (^, qu'on a démontrée précédemment, et qui a également lieu quand la droite MO est infiniment petite, fM\ aura donc
P^-hI^/^'-4-P'/>"-f-elc =0, (/)
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toutes les luis que les forces F, ï*', I*"
ie-
ront équilibre. Réciproquement, l'équilibre existera quand cette équation aura lieu pour tous les déplaoelueiis possibles d'un point matériel entiéreoient libre, ' uu astreint à rester sur une surface ou sur une courbe dounée.
On appelle vitesse virtuelte d'un point matériel en équilibre toute droite intÎDiment petite^ telle que MO, qu'on peut lui faire décrire, en observant les conditions auxquelles il peut être assujetti; et le principe «réquilibre contenu dans l'équation qu'on vient d'écrire, sur lequel nous reviendrons par la suite, se nomme le principe des vitesses virtuelles. En l'appliquant successivement à un point matériel entièrement libre, assujetti à rester sur une surface, astreint à demeurer sur une courbe, on retrouvera sans diflîcuité les équations d'équilibre que nous avons précédemment obtenues. Chacune des équations {e) se déduira de la formule (/), en prenant
a% a" ^ etc. , on aura alors
p = MO cos aj p' = MO cos ce', p" = MO cos a'\ etc. ;
en supprimant le facteur MO commun à tous les termes de Téquation (i), il en résultera
P cos a 4- P' cos a' -f- P cos *'' 4- etc. = o ,
comme précédemment.
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CHAPITRE II
DE l^équiliuhe du levieb-
fio. On considérera ici un levier comme tme ligne droite ou courbe ECF (6g. loi inextensible, et de forme invariable, qui ne peut que tourner, dans un plan, autour d'un de ses points C supposé fixe, que l'on appelle le point à'appui du levier. Ordinairement il n'y a que deux forces qui soient appliquées ;■» cette machine, et dont Tune a pour objet de tenir Tînitre en équilibre; la première s'appelle la puis' sauce, et la seconde la résistance. Mais , pour plus de généralité, nous supposerons qu'un nombre quelconque de forces dirigées dans le plan du levier agissent en différens points de cette ligne ; et il s'agira de r les conditions de leur équilibre
transporter le point d'application de chacune de ces forces en un autre point du corps pris sur sa direction ou sur son prolongement. Si une force donnée P agit, par exemple, à l'extrémité E du levier, suivant la droite AS, et que M soit un autre point appartenant à cette direction, qu'on suppose lié au levier d'une manière invariable, il est permis de remplacer la force P par une autre force de même intensité, agissant au point M suivant la droite MA. En effet, on peut d'abord appliquer au point M deux forces égales entre elles, agissant en sens contraires, l'une suivant MA y l'autre suivant son prolongement MA'; si, de plus, on suppose que chacune de ces forces soit égale à P , celle qui agit suivant MA' détruira la force P appliquée au point E suivant EA , puisque ces deux forces égales agissent en sens contraires aux extrémités de la droite ME, de longueur invariable , par hypothèse; il ne restera donc plus que la force P agissaut au point M dans la direction MA, et par laquelle la force donnée P , qui agissait au point E , se trouvera remplacée.
Les forces agissent souvent sur les corps qu'elles mettent en mouvement ou qu elles tendent à mouvoir, soit en les tirant par le moyen d'un fil qui leur est attaché, soit en les poussant par le moyen d'une barre appuyée contre leur surface. Ce til ou cette barre s'étend ou se contracte plus ou moins; c'ebt quand ils oat cessé de s'allonger ou de se raccourcir qu'on les considère comme des lignes invariables qui représentent la direction de chaque force, dont Faction est la même alors que si elle s'exer-
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^^iiil iiiiiiK-tliaUtiiieiit aux |)oiiiIs de la Mirtace liu mobile où ces lignas viennent aboutir. Un levier ii'esl pas non plus, comme on le sup|K)&e ici, une ligne de forme invariable; c'est une barre qui fléchit un tant soit peu, et s'étend ou se contracte aussi d'une |»etile quantité, en raison des (orees qui y sont appliqut'>es. La forme qu'il doit prendre sérail très dil- (icile à déterminer d'avance; mais c'est quand il y est parvenu qu'on le considère comme invariable, et c'est k cette figure, très peu différente de sa forme naturelle, que se rap{iorteront les conditions d'éi|tii' libre qu'il s'agit de trouver.
lii. Supposons qu'une seconde force Q agisse à l'autre extrémité F du levier, suivant la droite Vti, et que les deux directions EA et FB soient comprises dans le plan où le levier peut tourner; ces deux droites, ou leurs [jrolongemens, viendront se couper en un certain |K>inl M, que l'on pourra pivjidre, d'après ce qu'on vient de prouver, imjiiile |>oinl d'application commun à V et Q. Cela étant ,
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l'équilibre,
p : Q :; CH : CG;
et y réciproquement , l'équilibre existera quand cette proportion aura lieu. Par conséquent, en appelant /y et y les perpendiculaires CG et CH, ^équation d'équilibre sera
On appelle moment dune force par rapport à un point , le produit de cette force par la perpendiculaire abaissée de ce point sur sa direction. Ainsi , la condition d'équilibre dans le levier consiste en ce que les momens de la puissance et de la résistance , pris par rapport au point d'appui, sont égaux; ces deux forces tendant d'ailleurs à (aire tourner le levier en sens opposés.
Si l'on suppose les droites CG et CH liées invariablement au levier, on pourra prendre G et H pour les points d'application des forces P et Q, et remplacer le levier de figure quelconque ECF par le levier coudé GCH (fig. 1 1 ). Les perpendiculaires CG et CH s^appellent les bras de Ici^iery de la puissance et de la résistance. La condition de l'équilibre ne dépend pas de la grandeur de Tangle GCH ; et c'est aussi ce que l'on peut voir à priori
En effet, si du point C et d'un rayon CH on décrit l'arc de cercle UH% qu'on le suppose lié invariablement au levier, et qu'on applique au point H' deux forces égales à Q, agissant en sens contraires , suivant les parties H'B' et H'B" de la tangente en ce lK>int, il est évident que la force Q, dirigée sui-
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vjiiil Il'lf", mt;i tléliriite par li) force Q iliiigée suivant HB; car ces deux forces tendent à faire tourner le système en des sens opposés, et il n'y aurait pas de raison pour qu'il obéît plutôt à l'une qu'à rniilre. La seconde de ces deux forces se trouvera donc remplacée par la force Q dirigée suivant TI'B', et l'angle GCH sera changé dams l'angle GCH', pins grand ou plus petit, sans que l'équilibre soit troublé.
Par ce changement, Taugle des deux bras du levier pourra devenir 180" ou zéro; alors le levier sera droit; la puissance et la résistance seront des forces parallèles dirigées dans te même sens ou en sens contraires; et, pour l'équilibre, il faudra toujours que leurs intensités soieut en raison inverse des longueurs de leurs bras de levier.
43. Si l'on ap[}elle R la résultante des deux forces V et Q concourantes au point M (fig. 1 o), et m l'angle AAIB compris entre leurs directions, on aura (n" -J9)
R» = P» + Q» -K aPQ C03 m ;
lieu que^ dans le second cas^ elles agissent d'un même côté , et Tangle AMB est obtus.
Les trois points £, F, C, restant les mêmes, si le point de concours M des trois forces P, Q, R, s'éloigne à 1 infini, ces forces deviendront parallèles. Dans le cas de la figure i o, Fangle m devient alors infiniment petit; on a cos m = i , et conséquemment
Dans le second cas , c'est le supplément de Tangle m qui devient infiniment petit; on a donc cos /» = — I , et
en supposant P<Q. Par conséquent, la résultante de deux forces parallèles est égale à leur somme ou à leur différence, selon que ces forces agissent dans le même sens ou en sens opposés; et quand leurs directions sont contraires, la résultante agit dans \v sens de la plus grande. Dans ces deux cas , les composantes P et Q sont en raison inverse de leurs distances CG et CH à la résultante.
Cela étant, si Ton mène une perpendiculaire com* mune aux trois forces parallèles, et qu on appelle a la partie GH de cette droite (fig. i3 çt i4) comprise entre les deux composantes P et Q, et a: la distance CH de la résultante R à la composante Q qu'on suppose la plus grande, on aura
P : Q :: X : rt zp jc,
en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur,
selon que P et Q agironl dans le mênip sens (fig. i "î)
nu en sens contraires (fig. i^). On en déduit
P : Q =t P :; X : n, et, par conséquent,
ce qui fera cniinaître la position de ia résultante, dont la valeur sera en même temps Q ± P.
44- Lorsque les forces P et Q agissent en sens contraires, et qu'elles diffèrent très peu l'une de l'aulrc, leur résultante, toujours dirigée dans le spns de la plus grande, se trouvera située à une très grande distance des forces données. Mais quand elles seront rigoureusement égales, cette distance deviendra infinie; ce qui signifie que deux forces égales, parallèles et agissant en sens opposés, ne peuvent être reniplacfes par une seule force; et, en effet, il n'y aurait aucune raison [jour que cette force uniqiie agît plutôt dans un sens que dans l'autre.
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des forces dirigées suivant HB et HF^ seront encore des forces égales, parallèles et dirigées en sens opposés, suivant des droites 6C et HD, et ces résultantes remplaceront les forces primitives qui agissaient suivant GA et HB. Si Ton appelle P la grandeur commune de ces deux forces, et a leur distance mutuelle, lune et Tautre de ces deux quantités changeront par l'opération que nous indiquons; mais leur produit àP demeurera constant, ainsi qu'on le prouvera tout à rheure.
45. Au reste , ce cas particulier est le seul dans lequel un système d'un nombre quelconque de forces P, P, F", etc., comprises dans un même plan et agissant sur des points matériels liés entre eux d'une manière invariable, ne puisse pas se réduire à une seule force. En effet , soit que les deux forces P et P concourent en un point, ou qu'elles soient parallèles, on les réduira k une seule force Q, par la règle du parallélogramme des forces, ou par celle du numéro précédent. On réduira de même à une seule force Q', cette première résultante Q et P; puis à une seule force Q'', la seconde résultante Q' et P"*; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait réduit toutes les forces données à deux seulement, qui se réduiront elles-mêmes à une seule force B, à moins qu'elles ne tombent dans le cas d'exception dont il s'agit.
Dans le cas général , cette force R est la résultante des forces données P, F, F, etc. ; et si Ton joint aux composantes une force R' égale et contraire à R , il y aura équilibre dans le système. La grandeur de R et sa position dans le plan des forces données ne do-
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pendra iiulleniciit de l'ordre dans lequel on aura pris ces forces dans les réductions successives qu'on vient d'indiquer; car, en changeant cet ordre, si l'on parvenait à une force S différente do R en grandeur on en direction, il faudrait que l'une de ces deux forces prise en sens contraire fît équilibre à l'autre ; ce qui sernit impossible.
Pour l'équilibre des forces P, P", P", etc. , quand elles seront appliquées à un levier situé dans leur plan, il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une seule force: car si elles se réduisaient à deux forces parallèles S el S' non réductibles à une seule, et que S' fût la plus rapprochée du point d'appui, on pourrait décomposer S' en deux forces Q et Q', parallèles et agissant dans le même sens, dont la première serait direcloment opposée à S et la seconde passerait par le point d'appui : ces deux composantes seraient l'une et l'autre moindres que S' ou S. la force Q' serai! détruite, et il ne resterait qu'une force S— Q, qui ferait tourner le levier dans le sens de S. l^es forces
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Tangle des composautes, ou, dans son opposé, au sommet; à la somme, quand ce point est hors de ces deux angles.
En effet , soient P et P' ces deux forces, MA et MA' (fig. i6 et 17) leurs directions, Q leur résultante agissant suivant MB, C le centre des momens, p^ p'^ q^ les perpendiculaires Ca, Ca\ Cfr, abaissées du point C sur la direction de P, P, Q. Décomposons chacune de ces trois forces en deux autres, dirigées suivant la droite MC et suivant la perpendiculaire KMK' à cette droite; et considérons les composantes perpendiculaires. On a évidemment
cos BMK = sin BMC = î,
en désignant par c la longueur de la droite MC; donc
la composante de Q suivant MK sera égale à —• De même, les composantes de P et P perpendiculaires à MC seront — et — ^- Elles agissent en sens con-
traire, quand la ligne MC traverse Tangle AMA' (fig. 16), et dans le même sens, quand elle tombe hors de cet angle. Or, la somme de ces composantes, dans le second cas, et l'excès de la plus grande sur la plus petite, dans le premier, doit reproduire la composante de Q, puisque Q est la résultante de P et F; en supposant la composante de P plus grande que celle de P, et supprimant le diviseur commun c, on aura donc
Q9 = P/; ± ly ; ce qu'il s'agissait de prouver.
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Si Ton imagine que le point C soit fixe et que les perpendiculaires Ca, Ca', Cbj forment un système invariable, les forces P, F, Q, qui peuvent être censées agir aux extrémités a, af^ bj de ces droites, ne pourront produire qu'un mouvement de rotation autour du centre des momens. Or , Tinspection de la figure 1 7 , à laquelle répond le signe supérieur dans Téquation précédente, montre que quand le point C tombe hors de l'angle AMB , et de son opposé au sommet, les trois forces P, F, Q, tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens autour du point C; au contraire, lorsque ce point tombe dans Tun de ces deux angles, la figure i6, qui répond au signe inférieur, fait voir que les forces P et P" tendent à faire tourner les points a et a! en sens opposés; et Ton voit aussi que, dans ce cas, la résultante Q tend à faire tourner sou point d'application dans le même sens que la composante qui a le plus grand moment. D'après cette remarque, le théorème qu'on vient de démontrer revient à dire que le moment de la résultante de deux forces est égal à la somme ou à la différence des momens de ces deux forces, selon que les composantes tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens ou en sens opposés autour du centre des momens, et que la résultante tend à faire tourner dans le sens de la composante qui a le plus grand moment.
Ce théorème ayant lieu pour des forces dont les directions font un angle quelconque, doit encore subsister lorsqu'elles deviennent parallèles; c'est effecti-
vement une conséquence facile à déduire de la coni« position des forces de ce genre (n® 45)-
47 . L'avantage de ce dernier énoncé est de pou voir facilement s'étendre à un nombre quelconque de forces P, P', F', etc., dirigées dans un même plan. En regardant le centre des momens comme un point fixe, autour duquel les forces tendent à faire tourner le système de leurs points d'application, liés entre eux d'une manière invariable, le moment de la résultante est égal à la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner dans le même sens qu'elle, moins la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire.
Pour 6xer les idées , supposons que les trois premières forces P, P, P", tendent à faire tourner dans un même sens, et toutes les autres dans un sens opposé. Reprenons la série de réductions du n*' 45. Soient Q, la résultante deP et F, et Q' celle de Q et F', ou de P, P', P". Soient aussi /?, p\ p"^ ç, ç', les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de P, P, P", Q , Q'; nous aurons, d'après ce qu'on vient de voir ,
09 = Pp ^~ py , Q'ç' = Q? -h Py ,
et , par conséquent ,
QY = Vp -4- Py + Vp\
De même, si l'on désigne par Q^ la résultante de toutes les autres forces P^, P'", etc.; par q^ la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur sa direction ; par p'^ p'^ , etc. , les perpendiculaires abaissées du
même point sur les directions dp P", P",plc., ou aura aussi
Q^q^ — P"p- 4- P"p" -h etc.
Or, la résultante R de toutes les forces données sera celle des deux forces Q' et Q,; si, donc, on représente par /■ la perpendiculaire abaissée du centre des niomens sur la direction de R, et si l'on considère <jue ces forces Q* et Q, leudent à faire tourner en sens opposés, on aura
= ±(Q'ï'^Q/ïJ,
selon que QV/' sera plus grand ou moindre que Q//,. Dans le premier cas, la force R tendra à faire tourner dans le même sens que la force Q', et, conséquemnient, dans le même sens que les trois forces P, V, F'. Nous supposerons que ce soit ce premier cas qui ait lieu; et en substituant pourQ'i^' et Q/j^ leurs valeurs, ijous aurons alors
^p + P'p' + V"p" — P>* — P"/)' — etc. ;
48. On peut rendre l'équation ( i ) plus générale , en supposant que par des décompositions et recompositions des forces P, P', P", etc., on les ait transformées en d'autres forces S, S', S", etc., dont l'ensemble soit équivalent aux forces données. En désignant par j, sfj y, etc., les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de S, S', S", etc., on trouvera, par le même raisonnement que dans le n u méro précédent ,
Sy^-SV-+-SV-^etc.= P;?+P>'-+-PV— F>*— P«>'^— etc.; (3)
équation dans laquelle on devra prendre avec le signe -4-, les momens des forc<» S, S', S", etc., qui tendent à faire tourner dans le même sens que P, P, P"; et avec le signe —, les momens de celles qui tendent à faire tourner dans le même sens que P^, P*', etc.
Le cas particulier où les forces P, P', P", etc. , sont irréductibles à une seule, est compris dans cette dernière équation. Soient alors S et S' deux forces égales , parallèles et non directement opposées; et appelons h leur distance mutuelle. Si le centre des momens est situé entre leurs directions, on aura ^-f-^ = A; elles tendront à faire tourner dans le même sens autour de ce point; on donnera donc le même signe à leurs momens^ et il en résultera
Si + &s' = SA.
Si, au contraire, le centre des momens n'est pas compris entre S et S', et qu'on suppose i>/, on aura s — s' = h; ces deux forces tendront à faire tourner eu sens opposés; on devra donner le signe 4- au mo-
ment de S et le signe -— au moment de S'; et il en résultera
S5 — SY=S
Par conséquent 9 Téquation (3) deviendra toujours
SA = Pp-i-F//-hPy~F'/>"~Py"-etc.
Son second membre se composant de quantités qui sont toutes données, il en résulte que si les valeurs de S et A viennent à changer, leur produit demeurera constant, ainsi qu'on l'avait déjà dit plus haut.
On conclut aussi de cette dernière équation que , quand son second membre est nul , les forces données» ne peuvent pas tomber dans le cas d'exception où elles sont irréductibles à une seule ; il s'ensuit donc que l'équation {i) exprime à la fois que les forces P, F, P", etc. , ont une résultante unique , et que cette résultante passe par le centre des momens; par conséquent, elle est l'équation nécessaire et suffisante pour l'équilibre du levier, dont ce centre est le point d'appui. La résultante R que l'on obtiendra par la série de réduction du n*' 45, exprimera la charge qu'il aura à supporter; quand elle sera nulle, les forces P, P, P", etc., se feront équilibre dans leur plan sans le secoui*s de ce {)oint fixe.
49. I^ condition de Toquilibre dans le levier peut aussi s'exprimer par une équation analogue k la formule {i) du n*" 39.
Soient, par exemple, M, M', M" (fig. 18), les points d'application des trois forces P, P, P'", qui agissent sur le levier ECF, suivant des directions MA, M'A', M" A", comprises dans son plan. Faisons tourner infi-
niment peu ce levier autour de son point d'appui C, de sorte que M, M\ M'\ viennent en m, m', m". D'après la définition du n® 39, les arcs infiniment petits Mm, M'm', M"m^, que l'on peut prendre pour des lignes droites, seront les vitesses virtuelles des points d'application M, M% M", des trois forces que Ton considère. J'abaisse de m, m', nï\ des perpendiculaires ma, mfafj ivTa"^ sur les droites MA, M'A', M" A", ou sur leurs prolongemens ; Ma sera la projection de Mm sur la direction même de la force P, qui tend à faire tourner le levier dans le sens de la rotation qui a eu lieu ; M'a' et M'^a'^ seront les projections de M'm' et M'^m'^ sur les prolongemens des deux autres forces P et F', qui tendent à le faire tourner dans le sens opposé. Pour cette raison , je considère la première de ces projections comme ime quantité positive, et les deux autres comme des quantités négatives. Je représenterai ces trois quantités par «ir, flr', ^.
Cela posé , en vertu du principe des vitesses virtuelles, la somme des forces données multipliées respectivement par les projections ainsi définies des vitesses virtuelles de leurs points d'application, est nulle dans le cas de l'équilibre, et réciproquement l'équilibre a lieu quand cette somme est zéro ; en sorte que réquation d'équilibre du levier est
P^ ^ Vr&' -h F'^" =0; (4 )
et, en effet, il est aisé de vérifier qu'elle coïncide avec celle que l'on a déduite de la considération des momens.
Pour cela, désignons par p, p', p\ les perpendicu-
latres CG, CG', GG", abaissées du point G sur les directions des forces P, P', P"; par c, c', d", les distances CM, CM', GM", de leurs points d'application au point C; et par y, >', y" les vitesses virtuelles Mm, M'm', M'/n". L'arc infiniment petit M/n se confondant avec sa tangente, les triangles Mma et CMG ont leurs côtés perpendiculaires l'un à l'autre, et sont semblables ; on a donc
Mrt . Mm :: CG : CM; et à cause de
Ma = 'ar, Mm = >, CG^^/j, GM — c, on en déduit
Ou aura de même
en observant que iff* et *»" sont, par hypothèse , des quantités négatives. De plus, la forme du levier étant
Or, si Ton substitue ces valeurs dans Téquation (4) 9 et qu'on supprime ensuite le facteur 6 commun à tous ses termes , elle deviendra
p^ - P'p' - vy = o ;
oe qui est efiectivement l'équation d'équilibre du levier que nous considérons. Réciproquement, si Ton miUtiplie cette dernière équation par 6 , elle se changera dans l'équation (4).
Le raisonnement serait évidemment le même, quels que fussent le nombre des forces données P, P^ Vj etc., et le sens dans lequel elles tendent à faire tourner le levier.
CHAPITRE III
DE LA COMPOSITION ET DE L^ÉQVILIBRE DES FOnCES PAHALLÈLES-
5o. La composition des forces parallèles se déduit, ainsi qu'on l'a vu précédemment (n" 43), de la règle du parallélogramme des forces, en considérant les forces données comme des forces dont le point de concours est à l'intini; mais en s'appuyant toujours sur cette règle, on peut aussi obtenir la résultante de deux forces parallèles par un autre moyen qu'il est bon de connaître.
Soient P et Q les deux composantes, agissant aux points E et F delà droite inflexible EF, suivant les directions parallèles EA et FB, dans le même sens (fig. 19!, ou en sens opposés (li^. 20). On nechai
P et Q sont égales et agissent en sens opposés , les deux droites £A^ et FB^ ne seront pas parallèles. Par conséquent, en supposant leur point d'intersection R lié invariablement à la droite EF, il sera permis de le prendre pour le point d'application commun aux deux forces P' et Q' (n® 40- P^^ ^^ point K, je mène les droites ET' et KH', parallèles à la droite EF et à la direction des forces P et Q , puis je décompose chacune des forces F et Q' suivant ces parallèles : il est évident qu'on retrouvera de cette manière les composantes S et P, dirigées suivant KE' et KH, et les composantes S et Q, dirigées suivant KJ' et KH (fig. 19), ou suivant KF' et KH' (fig. 20 ). Nous aurons donc les quatre mêmes forces qu'auparavant, mais appliquées toutes quatre à un même point K. En supprimant les deux forces S , il restera les deux forces P etQ, dirigées suivant la même droite KH, dans le cas de la figure 199 ou suivant cette droite ELH et son prolongement KH', dans le cas de la figure 20, qui suppose que Q est la plus grande des deux forces données. Donc, la résultante de ces deux forces leur sera parallèle; et en la désignant par R, nous aurons
R = QitP,
selon qu'elles seront dirigées dans le même sens ou en sens opposés.
Pour déterminer le point O, où sa direction viendra couper la droite EF ou son prolongement, je supposerai que E' et F' soient les intersections des lignes AE et BF avec la droite E'F' ; les deux quadrilatères
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EE'KO et FF'K.O seront des parallélogramines; et si l'on prend leurs diagonales RE et RF pour représenter les résultajites P' et Q*» od aura
S : P :: EO : ko, s : Q :: FO : ko,
pour les rapports des composantes. On conclut de ta
P : Q :: FO : EO
ce qui fera connaître la position du point O, qu'on pourra prendre pour le point d'application de la résultante R.
On en déduit aussi
P : Q it P :: FO : EF, Q : Q it P :: EO : EF;
les signes supérieurs se rapportant à la figure 19, et les signes inférieurs à la figure ao; en ayant égard à la valeur pri-cédente de R, on aura donc, dans les
culte, toutes les questions qui peuvent se présen* ter sur la composition de deux forces parallèles en une seule et sur la décomposition d'une force' en deux autres qui lui soient parallèles. Nous n'entrerons dans aucun détail à ce sujet; et nous ne reviendrons pas non plus sur le cas particulier des forces égales et non directement opposées , que nous avons exclu de la démonstration précédente y et qui a été suffisamment examiné dans le n^ 44-
Je vais actuellement considérer un nombre quelconque de forces parallèles, dont une partie agit dans un sens et l'autre partie dans le sens opposé, qui sont situées ou non situées dans un même plan, et appliquées k des points liés entre eux d'une manière invariable, par exemple, à différens points d'im corps solide.
En composant deux de ces forces en une seule , puis celle-ci et une troisième encore en une seule, et ainsi de suite, on parviendra à déterminer la grandeur et la position dans l'espace de la résultante de toutes les forces données , à moins qiîe les deux dernières forces qu'on aura à considérer ne tombent dans le cas d'exception du n® 44- Cette résultante sera évidemment parallèle à la direction commune des composantes; de plus, elle sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins la somme de celles qui agissent en sens contraire, et elle agira dans le sens de la plus grande somme. Si donc on regarde les uiies comme des quantités positives, et les autres comme des quantités négatives (n° 11); qu'on les représente
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toutes par P , P, P", etc. , et leur résultante par R .
on mira toujours
R — P-+-P'-HP" + etc.
Si- Si les forces données viennent à tourner autour (le leurs points d'apjilîcation sans cesser d'être parallèles, leur résultaiitR tournera aussi autour d'un des points de sa direction ; car son point d'application, qu'on trouve en composant successivement tes forces données, comme on vient de l'indiquer, ne dépend en aucune manière de la direction commune de ces forces, et reste, conséquenunenl, ie même quand cette direction vient à changer.
Ainsi , par exemple , supposons que les forces données soient au nombre de trois, P, P*, P*, dirigées suivant les droites MA, M'A', M" A" (fig. ai). Soit d'abord NB la directtait de la résultante de P et V, qui sera égale à l'-t-P'; soit ensuite N'B' la direction de la résultante de P -f- P' et P"; cette dernière force P" étant supposée, dans la tigure, agis-
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rigée suivant la droite N6 parallèle à Ma et Wa'^ et encore égale à P-f-P'. Par la même raison, la résultante de Ph-P' et F' rencontrera le prolongement de la droite MM' au même point N' qu'auparavant , et sera dirigée suivant une droite N'^ parallèle à Hh; par conséquent, les^ trois forces P, P, F*, tournant autour de leurs points d'application M, M% M'", leur résultante tournera aussi autour d'un même point N'.
53. Nous appellerons centres des Jorces parallèles le point dans lequel viennent se couper toutes les directions successives de la résultante, quand ses composantes tournent autour de leurs points d'application, qu'on suppose invariables.
On verra par la suite combien le centre des forces parallèles est important à considérer, surtout dans les questions relatives à l'équilibre et au mouvement des corps pesans. On peut déjà observer que si un corps solide est sollicité par des forces parallèles quelconques, que l'on détermine le centre de ces forces , et qu'on le suppose fixe, l'équilibre aura lieu dans toutes les positions que le corps pourra prendre autour de ce point, pourvu que les lorces données restent toujours parallèles et appliquées aux mêmes points de ce corps; car alors leur résultante passera constamment par le point fixe, ce qui suffit pour qu'elle soit détruite.
Les coordonnées du centre des forces parallèles, rapportées à trois axes rectangulaires, dépendent, comme on va le voir, des produits de ces forces multipliées par les coordonnées de leurs points d'applica-
tion. A cause que ces produits se présentent dans un grand nombre de cas , on leur a donné un nom particulier; on appelle moment d'une Jorce par rapport à un plan , h; produit de cette force et de sa distance à ce plan. Ainsi, P étant l'intensité d'une force appliquée eu un point dont les coordonnées sont ^,^, z, les produits Pz, P/, Px, seront ses momens par rapport aux plans des x et^, des x et 2, des_j' et z. Les niouiens de cette espèce n'ont rieu de commun, en général, avec les momens par rapport à un point qu'on a définis dans le n*' 4ï- Ceux-ci dépendent de la direction de la force, et sont îndépendans de son point d'application; les momeus par rapport à un ))iai] dépendent, au contraire, de la position du point d'application de la force, et sont îndépendans de sa direction. On ue fait usage des derniers que dans le cas des forces parallèles; en sorte qu'ils peuvent être des quantités positives ou négatives, à raison du signe de la force et des coordonnées du point ppliquée.
en ftorte qu on ait
MQ = z, M'Q' = 7!, M'Q'' = z\ etc.
Enfin, représentons par x^yj^^ z^^ les trois coordonnées du centre des forces parallèles dont il s'agit de trouver les valeurs.
La résultante P -4- P' des deux forces P et P' rencontrera en un point N la droite MM' ou son prolongement, selon que ces deux forces seront de même signe ou de signe contraire ; mais dans les deux cas on aura
Frî + FrrMNrMM'.
Soît K la projection de N sur le plan des x et y. Par le point M y menons la parallèle MGH à la droite QKQ', qui rencontre les droites NK et M'Q' aux points G et H y de sorte qu'on ait
MQ = GK=HQ';
on aura aussi
P-4-P')NG = P'.M'H
A cette équation, j'ajoute Féquatîon identique
( P + F) GK = P.MQ -h PMIQ' ;
ce qui donne
(Ph-F)NK = P2 + F3'.
I^ résultante des deux forces P -^ P' et P" l'encon
i^^ traitR de mècamquf,.
(rera eii un point N' la droite NM" ou son prolon* gement, selon que ces deux forces auront ie même signe on des signes contraires; et si K' est la projection de N' sur le pian des x et y, on trouvera, comme dans le cas précédent,
( l' + P' + P") N'K' = ( P + P')NK -t-P"-*'; par conséquent, on aura *
On continuera de même jusqu'^e qu'on ailépuisé loufes les forces données P, P'. V", clc; et si R est leur résiillautti totale, on aura finalement
Rz, —Vz-h V'z" + P"z" + etc.
La figure 11. suppose que tous les points M, M', M", l'tc. , N, N', etc. , sont situés d'un même côté du plan des a- et y, ou que leurs ordonnées parallèles à l'axe des s scAit toutes de même signe; mais il est aisé de voir que si l'équation précédente est vraie dans ce cas, elle le sera encore lorsque ces ordonnées
identique
il en résultera
RZ, = PZ H- FZ -4- 1*^ T -f- etc. ;
équation dans laquelle les ordonnées Z, Z', V ^ etc., peuvent être positives ou négatives.
Oki voit donc que^ dans tous les cas, le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles par rapport à un plan choisi arbitrairement, est égal à la somme des tnomens de ces forces par rapport au même plan.
55. En prenant successivement les momens par rapport aux trois plans des coordonnées, on aura, d'après les notations précédentes,
Rj:,=Px-t-Fx'4-P''x''-f-etc., 1 Rjr,=P7 + Fy4-PV-hetc., (f)
Rz, =PzH-P'z'-hF'z"H-eti?.j )
et à cause de
R = P-hP'-f-F'4-etc., (a)
les trois coordonnées du centre des forces parallèles seront complètement déterminées. En menant par ce point une droite parallèle aux forces données, dans le sens indiqué par le signe de fi, on aura la direction de la résultante. Ces quatre équations renfermeront, de la manière la plus générale, la théorie des forces parallèl&«
La somme des momens des forces P, P', P*', etc. , est égale à zéro, par rapport à tout plan passant par le
loo TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
ceiiire tles forces parattètes; car, en prenant ce plan pour crlni des x et j^ il faudra qu'on ajt z,=^o, et, conséqnemment, • -
PsH-P'z'-t-F"£" + etc.
Dans le cas particulier où P, P, P", etc., se réduisent à deux forces égales, agissant en sens opposé, leur gomme R est égale k zéro; ce qui rend infinies les valeurs do .r,,^',, z, . Le centre des forces parallèles est donc alors situé à l'infini, ou plutôt ce centre n'existe pas, non piiis que la résultante.
5t>. Lorsque tons les points d'application M, M', M", etc. , des forces doniiées sont situés dans un même plan, il est évident, par la nature du centre des forces parallèles (n" 52), que ce point, s'il existe, devra aussi se trouver dans ce plan ; c'est aussi ce que l'on peut conclure des équations (i) et (2).
En désignant par a, h, c, trois constantes données, on aura, dans ce cas.
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tion (u)y OD peiU remplacer par R:r,, Rj^y R, les coefficients de a^ 6, c ; et eii supprimant ensuite le (acteur commun R, on a
ce qui montre que le centre des forces parallèles appartient au plan des points M, M% M"', etc.
Lorsque tous ces points sont sur une même ligne fhx^ite, ce centre s'y trouve également ; et il suffit de la première des équations (i) pour déterminer sa position, en prenant cette droite pour Taxe des x. Si, de plus^ les forces P, P', P^, etc. , sont perpendiculaires à cette droite y les momens que npus considérons actuellement se confondent avec les momens par rapport à un point, qui est ici l'origine O des abscisses Xy et la première équation (i) coïncide avec Téquation (i) du n® 47- H est aisé de voir, en effet, que parmi les forces données P, F, F', etc. , celles qui tendent à faire tourner autour du point O dans le même sens que la résultante R, sont toutes les forces qui ont le même signe que leurs distances or, œ'^ x"^ etc. , à ce point, et que celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé sont les forces qui ont un signe contraire à celui de ces mêmes distances; par conséquent, les moments des premières s'ajoutent, ^et ceitx des dernières se retranchent, conformément a l'énoncé du numéro cité.
57. Les équations d'équilibre des forces parallèles P, F, F', etc. , se déduisent aisément de la théorie qu'on vient d'exposer.
S'il n'existe aucun point fixe dans le système, il
faut, pour l'équilibre, qu'en séparant l'une de ces forces, [lar cxemjile l.i force I', toutes les autres aient une résultante qui soit égale et directement opposée à P. Soit (loue R' la résultante des forces P', P", etc.; puisque les forces P el R' sont égales et dirigées en sens contraires, elles doivent être égales et de signes (liffércns, ou, autrement dit, on doit avoir P + R' = o. Mais K' est la somme des composantes P', P ", etc.; il en ivsnlte donc, pour la première équation d'équilibre,
P + P'+P' + etç. -
Pour exprimer, en outre, que les forces Pet R* sont directement opposées, soient a, ë, 7, les trois coordonuées du centre des forces parallèles P', nanière qu'on ait
R' a — P'a;' -(- P" j?" 4- etc. , R'ê = py -hVy +etc. , R'y.
P", etc. , de
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plan ; par conséquent , leurs coordonnées seront les mêmes parallèlement aux axes des x et j^ de sorte que l'on aura
Je substitue donc x ttjr k la place de a et S cLins les deux premières équations précédentes 9 et , à cause de R' = — P, il vient
Par-4-P'x'-+-P"a:"H-etc. = o, \ , P7 + P'y-HP^y-^etc. = o; ) ^ ^
équations qui signifient que la somme des momens de toutes les forces P, F, P", est nulle ^ etc. , par rapport aux .plans des x el 2, et des jr et z, parallèles à leur direction.
Ainsi, l'équilibre de ces forces exige que les équations {a) et [b) aient lieu en même temps. Réciproquement, quand ces trois équations sont satisfaites, l'équilibre existe; car si l'on considère la résultante R' de toutes ces forces moins une, on aura, en vertu de ces équations ,
R' = .-P, R'a==-Pj?, R'g = — P^,
il y par conséquent,
en sorte que cette résultante sera égale et directement opposée à la force P, qu'on avait omise. Il n'est pas nécessaire, pour cela, que les deux plans par rapport auxquels la somme des momens des forces données est zéro , soient perpendiculaires l'un à
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l'autre; il suffit qu'ils soient parallèles à la direction de ces forces; et l'on peut aussi s'assurer facilement que si cette condition est remplie par rapport à deux plans parallèles à cette direction, elle le sera également par rapport à tous les autres.
Concluons donc que pour l'équilibre d'un système de forces parallèles, appliquées à un corps solide entièrement libre, il est nécessaire et il suffit,
i". Que la somme de ces forces soit égale à zéro ;
i". Que ta somme de leurs moraeus soit nulle par rapport à deux plans quelconques parallèles à leur direction commune. Quand toutes les forces seroot comprises dans un même plan, cette seconde condition sera déjà remplie par rapport à ce plan^ et il suffira qu'elle le soit , en outre, par rapport à un autre plan.
58. Si l'un (tes points de ce corps solide est supposé fixe, il suffira, pour l'équilibre des forces parallèles, que la somme de leurs momens soit nulle par rap- :'i deux plans passant par ce point et parallèles
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Si le corps solide est retenu par un axe fixe , autour duquel il ait seulement la liberté de tourner, il suffira , pour l'équilibre des forces parallèles appliquées en ses différens points , que la somme de leurs momens soit égale à zéro , par rapport au plan mené par cet axe parallèlement à leur direction; car leur résultante tombant alors dans ce plan , elle y rencontrera l'axe fixe , et sera détruite par sa résistance. Ix>rsque l'axe fixe est lui-même parallèle aux forces données , le plan dont il s'agit est indéterminé; la condition d'équilibre s'évanouit par conséquent ; ce qui doit étre^ puisque des forces qui sont toutes parallèles à un axe fixe ne peuvent faire tourner un corps solide autour de cette droite, de sorte que, dans ce cas, l'équilibre a lieu indépendamment de leurs intensités et de leurs distances à cet axe.
CHAPITRE IV
COKSISEnATIOMS GENERALES SUR LK8 CORPS TESAKS ET SUR LES CENTRES DE GRAVITE-
5g. On appelle indifféremmenl pesanteur ou gravité, la force qui précipite les corps vers sur la surface de la terre aussitôt qu'ils ne sont plus soutenus. Son notion s'exerce sur tous les points matériels, dans des directions perpendiculaires à cette surface, ou suivant des lignes verticales. Les directions prolongées de la pesanteur en différens lieux de la terre convergent donc vers son centre , à cause de sa forme à peu prés sphérique, mais en ayant égard à la grandeur du rayon terrestre, relativement aux dimensions des corps que l'on considère ordinairement, on peut supposer, sans erreur sensible, la pesiuiteiir parallèle, à ctle-mème dans toule l'éten-
les points d'un corps pesant, est indépendante de sa forme; cette résultante est ce qu'on appelle le poids du corps. Dans les corps homogènes, le poids est évidemment proportionnel au volume; mais une expérience journalière nous montre que les corps de nature différente n'ont pas le même poids sous le même volume; ce qui peut provenir de ce que Fattraction de la terre, qui est la cause principale de la pesanteur, comme on le verra par la suite, dépend de la nature des points matériels sur lesquels elle agit, ou bien, de ce que les corps hétémgènes renferment, sous des volumes égaux, des quantités différentes de points matériels également pesans. Nous expliquerons, dans un autre chapitre, comment ou a conclu, du mouvement observé des corpÉ pesans, que c'est le second de ces *^deux cas qui a lieu dans la nature.
Il en résulte que le poids d'un corps quelconque est en raison composée de sa masse et de l'intensité de la pesanteur dans le lieu où il est situé. Ainsi, en appelant P ce poids, M la masse, et g la mesure de la gravité, on a
P = gM.
Cette quantité g, indépendante de la nature particulière de chaque corps, est, comme on voit, le poids de celui dont on prend arbitrairement la masse pour unité. On verra par la suite comment sa valeur a été déterminée en différents points de la terre, d'après lo mouvement des corps soumis à Li siMile action de la gravité.
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Nous pouvons aussi L-crire
P = wV, eu désiguant par ts te poids du corps sous l'unité de volume, et son volume par V. Le poids o est ce qu'on appelle la pesanteur spécifique du corps que l'on considère; dtiiiomination impropre, puisque la pesanteur est commune à tous les corps d'espèces différentes, et qu'on devrait remplacer par celle de poids spécifique.
Enfin, sil'oureprésenteparDla masse, sous l'unilé de volume, du corps que l'on considère, Il sera ce qu'on nomme la densité de ce corps, et l'on aura M=:DV, P = gDV.
Telles sont les équations qui ont lieu entre les cinq quantités P, g, M, D, V, dont chacune doit être exprimée numériquement, en la rapportant à une iniilé de son espèce.
6i. Le gramme, ou l'unilé de poids, est celui
On prend communément pour unité de densité, celle de Teau distillée à cette dernière température. T..es densités d'un grand nombre de substances ont été déterminées par Texpériencef et exprimées en nombres au moyen de cette unité. Ainsi, par exemple, la densité du mercure à cette même température est
et elle augmente ou diminue de
pour chaque degré de diminution ou d'augmentation de la température. La densité de l'air, prise aussi à la température de la glace fondante, sous la pression barométrique de 76 centimètres et à l'Observatoire de Paris, a été trouvée égale à
et, pour chaque variation d'un degré dans la température, elle varie, en sens contraire, de
comme celle de tout autre gaz.
Le poids de la colonne de mercure qui exprime la pression barométrique variant avec la latitude et Félévation au-dessus de la surface de la terre, la densité de Pair, soumise à une pression d'une hauteur donnée, varie en même temps. Voilà pourquoi il ne suffit pas d'assigner cette hauteur ; il faut encore dire à quel lieu elle se rapporte , comme ici à l'Observatoire de Paris. Le rapport de la densité du mercure à
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celle de l'air, qui répond aux nombres précédeiis, est 10462.
Dès qu'on attribue u% phénomène, tel que la chaleur, par exemple, à une substance matérielle, celte substance est soumise à la pesanteur; et l'expression impondérable ne doit s'entendre que d'une matière dont la densité est si faible, qu'elle échappe à tous nos moyens d'investigation ; en sorte que sa présence n'augmente ni le poids ni la masse mesurables du corps dont elle l'ait partie, en quelque quantité qu'elle s'y trouve.
6a. Les poids sont les forces qui nous sont le plus familières, et dont nous pouvons, au moyen de la balance, déterminer les rapports avec le plus d'exactitude et de facilité. C'est pourquoi il est naturel de les faire servir de terme de comparaison aux forces d'une autre nature. Ainsi, lofsque la force musculaire d'un animal, ou toute autre force, agit sur un corps par l'intermédiaire d'une corde attachée à sa
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à la rigueur, le conclure du choc mutuel de ces corps ; mais il est beaucoup plus simple de remplacer le rapport des masses par celui des poids, auquel il est égal en chaque lieu de la terre, eu vertu de Téquation P = g^M. Toutefois, on doit avoir une idée préalable de l'égalité et du rapport des masses, indépendamment de la pesanteur, qui n'est qu'une propriété secondaire des corps, puisqu'elle deviendrait tout à fait insensible, sans que les masses eussent changé, en les transportant à une distance suffisamment grande de la terre. Nous reviendrons sur ce point dans un autre endroit de cet ouvrage.
63. Puisque tous les points d'un corps pesant sont sollicités par des forces parallèles, il s'ensuit que si on lui fait prendre successivement diverses positions par rapport à la direction de ces forces, leur résultante passera constamment par un certain point de ce corps. Ce point, que nous avons appelé, en général, centre desjorces parallèles (n® 53), prend ici le nom particulier de centre de gravité. Sa propriété caractéristique dans les corps solides, qui ne sont soumis qu a la seule action de la pesanteur, consiste en ce que, s'il est supposé fixe, le corps auquel il appartient reste en équilibre dans toutes les positions possibles autour de ce point, puisque, dans toutes ces positions^ la résultante des forces appliquées à tous les points du corps vient passer par le point fixe.
On conçoit aussi que quand un corps solide pesant est retenu par un autre point fixe, il est nécessaire et il suffit, pour l'équilibre, que la droite
qui joint ce point et le centre de gravité soit vei^ ticale; ce centre pouvant d'ailleurs se trouver audessus ou au-dessous du point fixe. En effet, le poids du corps étant une force verticale appliquée k son centre de gravité, sa direction coïncidera, dans cette hypothèse, avec la droite qui joint ce centre el le point fixe, ou avec son prolongement; par conséquent, cette force sera détruite par la résistance du point fixe, comme si elle y était immédiatement appHquéc,
Par la même raison, si l'on suspend un corps solide pesant à un point fixe, par le moyen d'un fil dont l'extrémité inférieure est attachée à un point de sa surface, la direction de ce fil sera verticale dans l'état d'équilibré, et son prolongement ira passer par le centre de gravité du corps. Il en sera de même si l'on suspend, une ou plusieurs autres fois, ce même corps au point fixe, en attachant l'extrémité inférieure du fil à d'autres points de sa surface. Les prolongemens du fil, tracés successivement dans l'in-
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dra comprendre au nombre des forces données dont la somme des momens doit être nulle, par rapport au point d'appui (n^ 4? )i 1^ poids du levier agissant à son centre de gravité suivant la direction de la pesanteur.
64* Lorsque Ton connaît les centres de gravité G et G' des deux parties d*un corps, et «leurs poids p et p'y on en déduit immédiatement le centre de gravité K de ce corps ; car ce centre est le point d'application sur la droite GG', de la résultante des forces parallèles p et p', qui agissent dans le même sens à ses extrémités G et G'; et, pour en déterminer la position » on a conséquemment
GKiGG:: />:/>-*-/?'.
De même, si Ton connaît les centres de gravité K et G d'un corps et de l'une de ses parties, et que les poids du corps et de cette partie soient P et p, on en conclura le centre de gravité G' de l'autre partie; car ce point sera situé au delà du point R sur le prolongement de la droite GR, et sa distance au point G sera déterminée par la proportion
GG :GR ::P:P
Si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont les poids et les cerilres de gravité soient connus, on en pourra déduire son centre de gravité par une suite de proportions; mais il conviendra mieux de déterminer ses trois coordonnées au moyen du théorème relatif aux momens des forces parallèles (n^ 54).
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Soient, pour cela, p, p', p", etc., les poids des tlifiëieiites parties tiu corps, el P son poids total, de sorte qu'on ait
V — p -^ p' -{■ p" -\- etc.
Soient aussi, x,jr, z, tes coordonnées du centre de gravite de la partie dont p est le poids; x:',j\ a', celles du centre de gravité de la partie dont le poids est p' ; etc. Toutes ces quantités seront données par hypothèse; et si l'on appelle a', ,/, , z, , les coordonnées . (lu centre de gravité du corps entier, rapportées aux mêmes axes que les précédentes, on aura, d'après le théorème cité,
Px,— px -h i^ x' + p" x" -h etc., Pj- ~ PJ' -*r P^f +.p"f' ■+■ etc. , Ps, =pz + p'z' -f- p'z" + etc.j
ce qui fait connaître les valeurs de x, ^ y^,z^ .
65. Ou peut, dans ces équations, remplacer les poids par les masses auxquelles ils sont proportion-
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ce qui montre que le centre de gravité est indépendant de l'intensité de la pesanteur, et qu*il sera toujours le même point du corps, à différentes latitudes et à différentes hauteurs au-dessus de la surface de la terre. En considérant que ce point ne suppose pas Tactiou de la gravité, et qu'il ne dépend que des masses et de leur disposition respective, Euler et d'autres* autfurs l'appellent centre dinertie; mais la dénomination de centre de gravité a plus généralement prévalu.
Si la masse M a été divisée en un nombre infini de parties infiniment petites m, n/, m"^ etc. , on pourra prendre tel point qu'on voudra de chacune d'elles pour son centre de gravité, puisque les coordonnées, suivant chaque axe de tous les points d'un mcme élément, ne différeront entre elles que d'un infiniment petit. Les seconds membres des équations (i) se composeront alors d'une infinité de termes infiniment petits, dont les sommes seront des intégrales définies, d'après le théorème du n^ i3 étendu aux intégrales multiples. Par conséquent, on pourra toujours, par les règles du calcul intégral, déterminer exactement ou par approximation le centre de gravité d'un corps quelconque, sans connaître celui d'aucune de ses parties.
Dans un corps dont toutes les parties sont homogènes, leurs masses sont entre elles comme les volumes; on peutdoncalorssubstituerles volumes aux masses, dans les équations (i); et si l'on représente par V le volume entier, et par i^, i/, i/', etc., ses parties correspondantes a /ti, m\ /w", etc., on aura
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\ = v+-t/ -+- (V + eic, Vx, =vx-i-i^x' + i^a-''4-etc.,
V j, = 1^ -f. c'y + V"jr" H- etc. ,
V s, ^^vz+Vz'-h \^' z" + etc.
[.e point ([(l'on détermine par ces équations est ic ceni re des forces parallèles appliquées à tons les points d'un corps, et proportionnelles aux élémens de son volume; ce point s'appelle le centre de grai'ité du volume, quoiqu'un volume n'ail ni masse ni pesanteur. On appelle aussi centre fie gravite d'une surface ou d'une ligne, le centre des forces parallèles appliquées à tous leurs points, et proportionnelles à leurs élémens. On déterminera ses coordonnées en remplaçant, dans les équations précédentes, les volumes V, 1', v\ v", etc., soit par les aires de la surface et de ses parties, soit par le& longueurs de ligne et de ses parties.
66. Les masses M, m, m', m", etc., et les distances mutuelles de leurs centres de gravité, sont
J'ajoute, aux deux membres de cette équation , la quantité
m [m' H- m" -4- etc. )x* -i- /w'( fwH- m" -4- etc)a:'* -\-nf ( /» -h m' -+- etc.)x^* -h etc. ;
il en résulte
M ( inx^ -h m'x'^ -h m\7f^ 4- etc. ) = mw! ( a? — x') * -f- mm'\x —x"Y H-m'/ii''(x'-A-")'4-etc.
La seconde et la troisième équation (i) donneront de même
M ( mj^ -f- m'f^ + m" y"^ -f e te . ) = nim' {j—f)^ 4- ininr{j -yy + m' m" [y - yy -h etc.,
M (mz^ + m' 2'* 4- m'' s"* -+- etc. ) = m//*' ( 2 - z' )* 4- mm" ( z — i'Y 4- m'm"{z' - 2'7 4- etc.
Or, si nous ajoutons ces trois dernières équations^ et que nous fassions
a:"*4-j^^4-z"^ = r"% etc.,
etc.,
nous aurons
M (mH '4- w' r'" 4- //l'V» 4- etc. ) = mm' p^ -t- ran'^p'^ 4- mlm^f^ 4- etc.,
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pour l'cquaiioii qu'il s'agissait d'obtenir, et dans laquelle p, I»', fi", etc., sont les dislances mutuelles des centres de gravité de m, m', m", etc.. et r, r", r*, etc., les distances de ces [loints au centre de gravité de M.
67. Oti déduit aussi des équations :;(i] une propriété curieuse de l'équilibre d'uu point rualériel entièrement libre. Voici en quoi elle consiste.
Soit O (fig. 23) le point en équilibre; représentons en grandeurs et eu directions, par les droites OA, 0.\', OA", etc., les forces qui le soïlicilent; si leurs extréniitt's A, A', A", etc., sont les centres de gravité de masses égales, le point O seia le centre de gravité de ce système entier.
En efict, en appliquant les équations (ij à ces masses, et supposant que n suit leur nombre, on
= x + x'H-a" + etc.,
= J-+- y-i-y + etc.,
= i- -(- z' -(- z" + etc.
on aura
X =OA cosa , y =OA cosê , z =OA cosy , af = OA' cosa', f = OA' cos ê', z' = OA'cos 7', x" = OA" cos a", f = OA'cos ê% z' = OA^cos/,
pbur les coordonnées des points A, A', A.'\ etc. En vertu des équations d'équilibre, on aura donc
X -I- jc'-i- jc^-hetc. =0, j-f-y -h/'-Hetc. =0, z -h z' -# z" -f- etc. = o ,
d^oii l'on conclut
^1 =0, Ji=o, z, =0,
pour les coordonnées du centre de gravité des masses égales; par conséquent, ce centre coïncidera avec le point O: ce qu'il s'agissait de démontrer.
68. Il y a beaucoup de cas particuliers où le centre de gravité est immédiatement connu. Ainsi, le centre de gravité d'une sphère on d'un ellipsoïde est évidemment au centre de figure; celui d'un parallélépipède, à l'intersection de ses quatre diagonales ; celui d'un cylindre à bases parallèles, au milieu de son axe. I^ centre de gravité d'un cercle ou d'une ellipse est aussi au centre de figure, et celui d'un parallélogramme, à l'intersection des deux diagonales. Le centre de gravité d'une ligne droite est le milieu de cette droite; d'où l'on conclut sans difficulté le centre de gravité du contour d'iui polygone quelconque, soit par une suite de proportions (n*' 64), soit par les
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équations des motneiis des forces parallèles. On voit de iiièiue que quand on aura trouvé les centres de gravité d'un triangle et d'une pyramide triangulaire, on en déduira , par l'un ou l'autre de ces deux moyens, les centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre donnés, que l'on peut toujours décomposer, soit çn triangles, soit eu pyramides triangulaires.
Mais, en général , la détermination des centres de gravité exige l'emploi du calcul intégral; et dans le chapitre suivant nous allons donner tous les détails qu'on peut désirer sur ce problème.
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CHAPITRE V
DÉTERmN ATIOIV DES CENTRES DE GRAVITE.
§ i^. Centres de gravité des lignes courbes,
6g. Soit j l'arc de la courbe donnée, aboutissant à un point quelconque M ^ et compté à partir d'un point fixe que j'appellerai C. Soient aussi x, j^ z^ les trois coordonnées rectangulaires de M. On considérera cette courbe comme un polygone d'une infinité de côtés; ds sera le côté ou l'élément de la courbe qui répond au point M; et quelque part que soit le centre de gravité de cet élément, on prendra x , ^, z , pour ses trois coordonnées, qui ne sauraient, effectivement, difierer de .r, ^, z, que de quantités infiniment petites.
Appelons / la longueur de la partie déterminée de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre de gravité ; et représentons par s^, et s^ les valeurs données de s qui répondent aux deux extrémités de /. Soient r,, ^,, z^, les coordonnées du centre de gravité de cet arc /, rapportées aux axes des Xj j", z. D'après le théorème du n** i3, la somme des valeurs de chacun des produits xds, jrds, zds, dans toute l'étendue de /, sera une intégrale définie prise depuis s = So jusqu'à s = s^y en regardant x, y^ z,
comme d^'s fonctions de s données par la nature de la
courbe que l'on considère. Nous aurons donc (ii" 65)
Ix,
zds, (i)
pour les trois équations qui serviront à déterminer
Sn|iposoiis , ymr exemple , que la ligne donnée soit une droite, et que s;ï partie / aboutisse au point C, de sorte qu'on ait ^y^^ o et s, = l. Désignons p;ir a, S, y, les trois angles que fait cette partie / avec des axes menés par le point C suivant la direction des jc , j, z , positives ; soient aussi a, b, c, les trois coordonnées du jioint Cipoiirle point quelconque M nous aurons
x=^ a + s cos a. ,
= b ~i~ s cos ê ,
- icosy.
3e substitue ces valeurs dans les équations (i); et en efiectuant les intégrations et divisant ensuite par /, il vient
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maie au point C; et en prenant cette droite pour Taxe des Xj il suffira de déterminer la valeur de x, , qui sera donnée par l'équation
xds.
L'are de cercle est compris dans ce cas particulier, en prenant pour axe des x le diamètre qui passe par son milieu. Si l'on place en même temps Torigine des coordonnées au centre du cercle, et qu'on appelle a son rayon, on aura
X'= a COS-;
pour l'abscisse du point quelconque M. On en conclut
Ix. = 2 a^sin — 5 ' 2 a
et en appelant c la corde de l'arC /, on aura
c = 2asin — ? lxt = ac:
ce qui montre que la distance x^ du centre de gnivité d'un arc de cercle au centre du cercle, est quatrième proportionnelle au rayon, à la corde et à l'arc.
71. L'équation de la courbe plane fera connaître Tune des deux variables xetjren fonction de l'autre. Si l'on suppose la valeur de j donnée en fonction de Xy on prendra
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et en ai)|(elaiil a et 6 les valeurs do oc qui fépoiuleiit aux deux exlri-inilés de l'arc l, on aura, au lieu dCs équations précédentes y
Si la courbe donnée est une section conique, on obtiendra sons forme finie, par les règles ordinaires, les valeurs des intégrales contenues dans les deux dernières équations [i). Dans le cas de la parabole, on obtiendra de même ta valeur de l'intégrale que renferme la preTniére de ces équations; en sorte que les deux coordonnées du centre de gravité d'un arc de paraboU' pourront Içujours s'obtenir eu l'oncNonsdes abscisses a et ë de ses extrémités. D'après un théorème tie T^ndcn, l'arc d'hyperbole s'exprime au moyen
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7a. Je prendrai Tare de cjcloïde pour un autre exemple de rapplication des équations (2). Dans cette courbe, la longueur. Faire, la surface et le volume engendrés par sa révolution, et les coordonnées de leurs centres de gravité, se déterminent exactement. La construction de la tangente en un point quelconque de cette courbe est aussi trèssimple; sa développée est une autre cycloïde; et, de plus, par une série de développemens successifs, une courbe quelconque approche de plus en plus de se confondre avec la cycloïde, et s'y confondrait rigoureusement à Tinfiui (*)• C'est encore la cycloïde que l'on trouve, comme on le verra par la suite, lorsqu'on cherche la courbe qui jouit des propriétés les plus remarquables, par rapport au mouvement curviligne des corps pesans. Cette réunion singulière d'un grand nombre de propriétés curieuses et de nature différente sur une mém# courbe, en rend la considération très-utile et très-fréquente en Géométrie et dans la Mécanique. Voici comment on obtient son équation.
La cycloïde est une courbe plane ACB (fig. a4), engendrée par un point déterminé M de la circonférence d'un cercle pendant qu'il roule sans glisser sur une droite AB. Si le point générateur se trouve d'abord au point A, et qu'il arrive ensuite au point B de cette droite, l'intervalle AB sera égal à la circonférence du cercle donné ; on voit aussi que son
(*) Journal de l'École Poljrtechnique , i8* cahier, page 43 1.
diamt'tre sera ogal à la perpendiculaire CD, abaissée du sommet C de la cycloïde sur AB, et qui divise la courbe eu deux parties symétriques. En appelant c le rayon du cercle donné on aura donc
Dans une position quelconque du cercle, soient HG son diamètre perpendiculaire à la base AB, et H son point de cpntacl avec cette droite. Du point M, abaissons les perpendiculaires MP et MK. sur AB et GH, et faisons
nous aurons
AU = AP + MK ~ /> -i- \iC(j — q*, arc M H — c.arcf sin — ^t~^ j.
Mais le cercle générateur tournant sans glisser sur la droite AB, d s'ensuit qu'on a constamment
les deux cordes MO et Mil du cercle générateur sont la tangente et la normale à la cycloîde qui répondent au point M. En déterminant par la formule connue son rayon de courbure au même point , on le trouve égal au double de MH; d'où il résulte qu'en prolongeant MH d'une quantité HN égale à MH , le point N sera le centre de courbure. £n faisant de même la droite CDE double de CD , le point E sera le centre de courbure qui répond au sommet C ; et de là on conclut aisément que la développée ANE de la demicycloïde AMC est la même courbe, renversée de manière que son sommet C soit transporté en A et son origine A en E. Il s'ensuit que la longueur de ANE ou de AMC est égale à la droite CDE , et que, par conséquent , la longueur totale de la cycloîde est égale à quatre fois le diamètre de son cercle générateur.
73. Dans, les usages que nous ferons de cette équation , il sera plus commode de transporter l'origine des coordonnées au sommet C (fig. a5). Je prendrai pour axes des x et des jr les droites Gr et C^, perpendiculaires et parallèles à la base AB. En abaissant du point quelconque M une perpendiculaire MP sur Gr, on aura donc
CP = a:, MP = j^;
et si l'on compare ces coordonnées aux précédentes, et que Ton appelle a le diamètre CD du cercle générateur, on voit que
donc , en substituant ces valeurs dans l'équation dif;
i2if TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
férentielle delà cycloîtle, et metlanl aussi a au Heu de ac, elle deviendra
dj =
rf.^y/Ï
En prenantl'intrgrale de manière qu'elle s'évanouisse quand x =: o, on a
^=3 2 yjax , pour la longueur de l'arc CM, dont l'origine est au sommet C. Au point A, on a jr = n; ce qui donne, comme préci^demmenl, ia pour la longueur delà demi-cycloïdeCMA. On peut remarquer que s* = ^ax est une équalion de la cycloïde semblable à celle de la parabole, dont elle ne diffère qu'en ce que l'ordonnée ^ s'y trouve remplacée par Tare s.
En appliquant les deux dernières équations (u) ati : de gravité de l'arc CM , nous a
d'un arc M' CM symétrique de part et d'autre du sommet C, qui doit appartenir à la droite CD, se trouve au tiers de CP^ à partir du point C. En intégrant par partie, on a
Si l*on substitue pour djr sa valeur donnée par l'équation {a)j on aura donc
et, par conséquent,
ce qui, joint à la valeur de .T|, détermine complètement le centre de gravité de Tare CM. Dans le cas de la demi-cycloide, on a x = fl et jr^^rca; d'où il résulte
74- Quand une courbe plane tourne autour d'une droite comprise dans son plan et que je prendrai pour Taxe des abscisses, elle engendre une surface de révolution dont rétendue peut se déduire de la loui gueur de cette courbe et de l'ordonnée de son centre de gravité.
Pour le faire voir, soient a: et jr Tabscisse et l'ordonnée dn point quelconque M de cette courbe, et s Tare CM aboutissant à ce point et compté d'un point fixe C ; l'élément ds engendrera la surface d'un cône
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truriqiic, et son milieu décrira une ciicouféience égale à an (^ -^\^J'), ou simplemeiit à a jij-, à cause que (/j^ est un iiifininieiit petit. D'après la rt-gle connue, ou aiini donc injiis jiotu- cet élément tle surface. Donc, si l'un appelle s^ et J, les valeurs de s qui rt'-pondent aux deux extrémîlés de la courbe génératrice, et S la surface engendrée, on aura, d'après le Ihéoième du n" l'i.
n i jds.
Ou remarquera que celte expression suppose que In courbe généralrîce n'est p;is coupée par l'axe des jCf sans quoi ses parties situées des deux côtés de cet axe décriraient deux su i faces différentes, dont S n'exprimerait plus que la différence. Avec celle restriction, elk' subsistera encore lorscpie la génératrice sera une courbe fermée; et, pour l'appliquer à ce cas, il suffira de prendre pour .î, l'arc Jo augmenté de la circonférence entière de cette courbe.
Cela posé, si l'on compare rette foruiule à la troi-
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plus à rien s*il fallait calculer l'ordonnée j^i, puisque ce calcul serait le même que celui de S. En supposant, par exemple, que la courbe génératrice soit un cercle; désignant par a son rayon, par c la distance de son centre à l'axe de rotation, et supposant qVon n'ait pas c < a, on aura
r et, par conséquent,
Quand le cercle touchera Taxe de rotation, on aura c = aj et la surface engendrée sera équivalente au carré dont le côté est é^al à la circonférence ^na du cercle générateur.
§ IL Centres de gravité des surfaces.
75. Soient toujours x^jr^ £, les coordonnées d'un point quelconque M, et x^^ y^^ z^, celles du centre de gravité qu'il s'agit de déterminer. Je considère z comme une fonction donnée de x et ^; je fais
dz dz
di = P> 7fy = 'i^
et j'appelle tù l'élément de la surface donnée qui^pond au point M ; on aura (n® a i)
Quel que soit le point de tù où se trouve le centre de gravité de cet élément, ses coordonnées différeront infiniment peu de a-, /•, z; on pourra donc
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preiidrr ax, t^j, az, pour les momcns de u par rapport aux trois plans des coorduiinées, et il en résultera (n™ i3 et65}
x=//», ix,=//x<^, ij;=ffr", i-'.^SS'";
X étant l'aire de la portion de surface dont on demande le centre de gravité, et les intégrales doubles s'étendanl à tous les élémens de X.
Dans le cas d'une surface plane, et en prenant son plan pour celui des x et y, les quantités p et q seront milles, et l'on aura seulement à considérer les trois équations
\=JJdxdj, \x,=SSxdxdj, ^Jt=SSr^^dy.
Supposons que X soit alors terminée par la courbe ABC (fig. j6); à chaque abscisse x ou OP répondront deux ordonnées PM et PN, que je représenterai par y et j\ et qui seront données en fonctions de X par l'équation de cette courbe. Soient aussi a et ê les abscisses OD et OE des points A
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ABCy si l'aire X est dbmprise entre deux courbes différentes et entre deux droites parallèles à Taxe Ojr des ordonnées, on tirera de Téquation de la courbe supérieure la valeur de j^ et de Téquation de la courbe inférieure celle de j', et Ton prendra pour a et S les distances de ces deux parallèles au point O. Dans le cas le plus ordinaire, la courbe inférieure sera remplacée par Taxe O^ des abscisses; on aura donc ^ = o, et simplement
X= ( jrdx, \a:,= f jxdx, y^jr, = ^ f j^dx (a),
)>our déterminer Taire et le centre de gravité d'une portion de surface plane comprise entre une courbe donnée, Taxe des abscisses et deux ordonnées de cette courbe.
Observons aussi qu'on parvient directement aux équations (i) de la manière suivante.
Je partage l'aire ABC en élémens tels que MNN'M\ infiniment minces et parallèles à l'axe O^. J'appelle u la longueur de la droite MN; par ses deux extrémités M et N, si Yoix mène des parallèles à l'axe Oj:, on ajoutera à Félément MNN'M', ou l'on en retranchera, des triangles infiniment petits du second ordre, qui n'en altéreront pas la grandeur; par conséquent, cet élément sera égal à udx. Si l'on désigne par v la distance du milieu de MN à Taxe O.r, on pourra prendre x etQ pour les deux coordonnées du centre de gravité de cet élément ; car il est évident qu elles n'en pourront différer que de quantités infinifnent petites. D'après les autres
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notations précédentes, on aura donc
Xx= r udxj XX| = r xudx^ Xji = r s^udx. (3)
D*ailleurs, y eXf étant toujours les ordonnées PM et PN qui répondent à une même abscisse quelcoqque, on a aussi
ce qui fait coïncider ces dernières formules avec les équations (i).
76. Pour premier exemple, je suppose qu'on demande le centre de gravité du triangle ABC (6g. 27).
Je place l'origine des coordonnées au sommet C, et je prends Taxe des x perpendiculaire à la base âB; je représente cette base par 5, et la hauteur CD ^par h. Par le point quelconque P appartenant à GD, je mène la perpendiculaire MN à cette droite; CP et MN seront les variables x et </, et Ton aura la pro- ^portion
de laquelle ou tire
hx
On aurSy en outre, a = o et 6 = A. Au moyen de ces valeurs, les deux premières équations (3) donneront
d*oii il résulte
On n'aura pas besoin de calculer la valeur dé j^;
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car si E est le milieu de ÂB, et qu'on tire la droite CEy elle coupera en deux parties égales tous les éléments (Tu triangle parallèles à AB, et contiendra, conséquemment, son centre de gravité. Si donc on prend sur CD une partie
et qu'on élève ia^droite FG [)erpendiculaire a CD, le DQii)t Ooù elle rer^contrera CE sera le centre de gravité du triangle. La droite FG coupant CD et CE en parties proportionnelles, on aura aussi
CG = |CE
ce qui montre que le centre de gravité d'un triangle se trouve sur la droite qui joint son sommet au milieu de sa base, aux deux tiers de cette droite à partir du sommet, ou au tiers à partir de la base.
77. On démontre aussi ce théorème sans le secours du calcul intégral.
En effets par la décomposition du triangle ABC (fig. 28) en élémens parallèles au côté AB, on prouvera que son centre de gravité se trouve sur la droite CD, qui joint le sommet C au milieu D de ce coté. En le décomposant en élémens parallèles au côté CA, on prouvera de même que ce centre de gravité est aussi sur la droite BE qui va du sommet B au milieu E de CA ; ce point sera donc situé à l'intersection G des deux droites CD et BE. Or, si Ton tire la droite DE, elle sera parallèle a CB, puisqu'elle coupe CA et AB en parties proportionnelles; il en résultera donc
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DE:CB :: AD: AB:: I : 2, * ^ ne; : ce : : OE ; CB : : I : 5 ;
en sorte que DG sera la moitié de CG, et, coDsé.queniiiient, le tiers de CD; ce qu'il s'agissait de lifmontrer.
On en peut conclurt- que les trois droites qui vont des sommets d iiu triangle aux milieux des côtés opposés, doivent se couper en un n\éme point; ce^qyi, est conforme à un théorème connu.
Si les sommets A, B, G, du triangle sont les centres de gravité de tiois masses égales, le centre de gravité de ces trois corps coïncidera avec celui du triangle; car le centre de gravité des deux masses qui répondent à A et B se trouvera d'abord an milieu D de la droite AB ; et ensuite le centre de gravité de ces deux masses etdelatroisièmeseralepointGde la droite CD, tel que GD est moitié de CG ou le tiers de CD.
Il suit de là et du théorème du n" 67, que si l'on applique au centre de gravité G d'un triangle, des
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leur sommet commun au point C. On appliquera ensuite la force qui agit sur chacun de ces élémens à son centre de gravité; et comme la distance au point C de chaque cAitre de gravité est les deux tiers du rayon du cercle, il en résultera un système de forces parallèles et égales, appliquées à tous les élémens de Tare A'D'B', décrit du point C comme centre, et d'un rayon égal à | CD. Par conséquent^ le centre de gravité du secteur sera le centre de ces forces parallèles, c'est-à-dire, le centre de gravité de cet arc A'D'B'. Or, en désignant par a, /, Cj le rayon CD, l'arc ÂDB et la corde ÂB, les quantités analogues, relativement à A'D'B', seront f/x, |/, fc; si donc G est le centre de gravité demandé, et qu'on fasse CG = x, on aura, d'après le théorème du n® 70,
2 ac
Maintenant, soient S, S', S,, les surfaces du secteur CADB, du triangle CAB et du segment ADBE; appelons G, G\ G,, leurs centres de gravité, qui seront évidemment sur le rayon CD aboutissant au milieu D de l'arc ADB; si Ton désigne par x^ x', x,, les distances de ces trois points au centre C, et qu'on y applique des forces parallèles et proportionnelles à S,S%* Sf, la première sera la résultante des deux autres; en considérant les momens de ces forces, on aura donc
^uC — ô Jtr "T" ô| J^i • On a, d'ailleurs,
2 ac
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En appelant h la hauteur CE du triangle dont la basç est AB ou c, on a aussi
Donc, à cause de
Téquation dés momens deviendra
^a^c = ^cA* -h I [al — ch) âc^ ;
et elle fera connaître la distance x^ du centre de gravité du segment ADBE au centré du cercle. En observant que
c = aa sm — > A = a cos — ?
on en déduira
4a* sui* —
Xa =
( / — rtsin-j
Lorsque Tare / est la demi-circonférence, on a Izizna'j le secteur et le segment coïncident, ainsi que les distances ;r et Xi, dont la valeur commune est
79. Si Ton prend successivement les trois sections coniques pour la courbe à laquelle répondent les formules (2), les intégrations s'effectueront par les règles connues, et Ton pourra obtenir, sous forme finie, les valeurs des deux coordonnées x^ et jr^ du centre de
gravité. J'indique cet exemple comme exercice de calcul, et je passe immédiatement à la détermination du centre de gravité de l'aire de la cycloïde.
Soit CPM (fig. a5) le segment dont on veut trouver le centre de gravité ; en désignant par x eXj l'abscisse CP et l'ordonnée PM, comme dans l'équation (a) du n^ 73, il faudra que les intégrales contenues dans les formules [^ s'évanouissent quand x = o; et en intégrant par partie, ces formules deviendront
>^i=i^*J-iA*^, (4)
les nouvelles intégrales s'évanouissant aussi en même temps que x.
£n vertu de l'équation (a), on a
Jxdjr = f \lax — x^ dx-j
mais si N est le point où l'ordonnée PM rencontre le cercle décrit sur CD comme diamètre, cette dernière intégrale exprime le demi-segment circulaire CNP; en représentant, pour abréger, pary l'aire de ce demisegment ^9on aura donc
X = arj - y.
Dans le cas où le point M coïncide avec le point A^ on aura
et, par conséquent,
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L'aire CAD de la demî-cycloïde est donc triple de celle du demi-cercle CND, dont le rayon est ^a, ou, autrement dît, l'aire Je )a cycloïde entière est égaleà trois fois celle de son cercle générateur. On aura aussi
fx^dj = fx ^ax — X* tix', ou, ce qui est la même chose,
fx'dj^~-^af\'ax~x'dx—f{-^a—x)\Uix — x'dx.
La dernière intégrale s'obtient immédiatement; et à cause qu'elle doit s'évanouir, quand x = o, nous aurons
Xj:, =4 x'f — ^ay-i-- {ox — x')';
équation qui fera connaître la valeur de v, d'après celles deX.
Dans le cas de la demi-cycloïde CAD, où l'on a, en même temps,
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Eli vertu de réquation (a), on a
et la valeur àej peut s'écrire ainsi : en faisant donc, pour un moment,
y ax — x*
=zZ
et supposant que cette intégrale soit nulle comme toutes les autres, quand x = o, on aura
' jr= y/ ax — x^ -^ \az ; d'où il résultera
/^^ = i^wc:*"" 3^'"+- 2^/2 \jax— x^dx. (5)
Parce que l'on a fa^t
7 =jy'ax — x^dxy on aura, en intégrant par partie,
Jz yjax — x^ dx = zy — j^dz, (6) On peut écrire l'expression de 7 sous la forme
7=-a» r ^ /-ia^x)'^x^
' 4 Jv^ n.r — x' J yjax^x' '
et en intégrant par partie dans le second terme, il vient
7 = 7^' I : - f-fl— X I i/fljr— jr» — Çsl axs^dx ;
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doù l'on conclut
A cause de \^ax — x^dz = dxj on aura donc
Je substitue ces valeurs de 7 et J*fdz dans l'équation (6) ; il en résulte
ce qui change Téquation ( 5 ) en celle-ci :
fxjrdjr = ia^x-^iax* - \x*
-4--5^a'z* — ^£iz(|rt — x) y/iue — X*. (7)
Au moyen de cette valeur et de celle de Zj savoir :
(a — ajT \ cos = 1 »
la troisième équation (4) ne contiendra plus rien d'inconnu, et fera connaître la valeur de^, pour un segment quelconque CMP.
Dans le cas de la demi-cycloïdc CAD, on aura
x = ay z=:a/r(cos = — 1) = ;:; la formule (7) se réduira à
et à cause de
la troisième équation (/| . donnera
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ce qui, joint à la valeur de x, du numéro précédent, déterminera complètement la position du centre de gravité.
8i. Soit S Taire d'une zone de surface ôfi révolution, comprise entre deux plans perpendiculaires à son axe de figure. Cet axe renfermera le centre de gravité de S : je le prendrai pour Taxe des x; et je désignerai par x, la distance de ce centre à l'origine des coordonnées, et par a et S les distances à la même origine, des deux plans qui terminent S; la détermination du centre de gravité de cette zone se réduira à celle de la valeur de x^ .
Je décompose S en élémens dont chacun sera la surface d'un cône tronqué décrite parle côté infîniment petit de la courbe génératrice, comme dans le n^ 74; celui qui répond au point M de cette courbe dont les coordonnées sont X et j^j sera égal k 2njr yjila: -f- djr^ ; il •aura aussi son centre de gravité sur Taxe des x, et Ton pourra prendre x pour la distance de ce point à Torigine des coordonnées, puisqu'elle ne pourra différer de X que d'un infiniment petit. Cela étant, on aura (n^ i3et65),
&r,=27rj^ xjr y/c4-|.>, )
en considérant jr comme une fonction de x^ donnée par l'équation de la génératrice.
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Si cette courbe est, par eiemple^n arc de cercle, que l'on place l'origine des coordonnées à son centre, et qu'on appelle a son rayon, on aura
jr = Si n^ — x* ; d'où il résultera
• S = artrt (ë — a),
S.r, ^-fl{g» -a»), et par conséquent,
ce qui montre que le centre de gravité d'une zone spliérique est au milieu de la partie du diamètre comprise entre les deux plans qui la terminent, et perpendiculaire à ces plans.
82. La cycloîde nous fournira deux exemples de l'application des formulés (8), en faisant tourner successivement l'arc CM {fig a5) autour de l'axe C.r et de l'axe Cy.
Dans le premier cas, on aura, en vertu de l'équa-
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et^ par conséquent,
ce qui fait connaître la surface concave vers l'axe de figure, engendrée par Tare CM, et la distance de son centre de gravité au point C. Quand cet arc devient la demi-cycloïde CA, on a x = « et/ = -^7ra, et, conséquemment,
Dans le second cas, il faudra, pour continuer de dire usage de Téquation (a) du n^ 73, permuter x et ^ jr dans les formules (8), lesquelles deviendront, par là,
S=a7r/xy/i-hg€/x,
Sjr, = 2nfxx y/i-t-^^x;
jr^ étant la distance au point C, du centre de gravité de S situé sur la droite Cj*, et les intégrales s'évanouissant au point C, c*est-à-dire^ quand x = o. D*a* près l'équation (a), nous aurons
S = ^nfxK/^dx= ^xyfâx-,
la valeur de S/i sera la même que celle de Sx^ du I. 10
i46 IHAITK DI-: HKCANIQUE.
piTiiiier cas, et en la divisaiiL |^)iir celte valeur di' S, on aiirn 1.1 distance a\i point C, dn centre de gravitr <ïe \a surface convexe vers l'axe de figure, engendrée (wr Tare tIM. Lorscjue cet -irc deviendra la demi-cycloïde CA, la surface' engendrée swti égale i 4'f *ï en ntème temps, la distance^', aura ponr valeur
On petit lemarquer que quand un même arc de courbe tourne successivement autour de deux axes i-ectangul aires et passant par une de ses extrémités, le second mondire de la seconde équation (8) ne change pas de valeur, et, par conséquent, les dislances à celle exlréinité, des centres de gravité des deux surfaces engendrées, sont en raison invei-se des aires de ces surfaces.
83. Si la courbe ABC (fig. a6) tourne autour de l'axe 0.r, compris dans son plan et qui ne la traverse pas, sa surface engendrera un solide de révolution dont te volume, que je représenterai par V, pourra s'ex-
pour hauteur commune; car on petit négliger les volumes infiniment petits du second ordre, engendrés par les triangles que Ton retranche de cet élément, on qu'on y ajoute, en menant par les points M et N des parallèles à Taxe Ox. Or, si Ton compare cette expression de Va la troisième formule (i) du numéro cité, on a
ce qui montre que le volume engendré par l'aire >. d'une courbe plane est égal à cette aire multipliée par la circonférence ^njr^ du cercle qae décrit son centre de gravité; théorème analogue à celui du n® 74, et qui servira à déterminer le volume V quand le centre de gravité de X sera connu à priori. Il subsistera encore, lorsque la surface génératrice, au lieu d'être circonscrite par une courbe fermée, sera comprise entre deux courbes différentes et deux perpendiculaires à Taxe de figure, pourvu que cet axe ne passe pas entre ces deux courbes planes.
Si fVtire génératrice est mi deiui-cercle tournant autour de son diamètre, la distance de son centre de
gravité à cet axe de rotation sera égale à t^ (n® 78) ,
en désignant par a son rayon; la circonférence dé*
crite par ce point aura donc -^ pour longueur ; et
comme l'aire du demi-cercle est j7ra', on aura
ce qui est, effectivement, le volume de la sphère.
Sii|)|.o
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t'iicote que !a courbe fermée ABC soit
e ellipse, el représentons para et h ses deux demiaxes, et par c la distance de son centre à l'axe de rotation. I/airc A sera, comme on sait, égale àreni; et son centre de gravité étant évidemment le centre de figrne, on aura ^, =^c; d'où il résultera ^»
V = a 71 'abc, quelle que soit l'inclinaison de l'un ou l'autre des axes de l'ellipse sur Taxe de rotation.
84. 11 est évident que le segment du solide de révolution compris entre deux plans passant par l'axe de figure, est au solide entier comme l'angle de ces deux plans est à quatre angles droits, ou, ce qui est la même chose, comme l'arc décrit entre les deux plans, par le centre de gravité de l'aire géns'ratrice, est à la circonférence entière anj',. Doue, en appelant / la longueur de cet aie, et L le volume du segment, on aura
X étant toujours l'aire génératrice qui, par hypcflliêse,
el les autres points décriront des courbes semblables à cette ligne. Soient X, L, /, Taire de la courbe génératrice, le volume engendré par cette surface, et la longueur de la courbe parcourue par son centre de gravité. Si / était un arc de cercle, L serait un segment de solide de révolution; mais, dans tous les cas, on peut diviser / en parties infiniment petites, dont chacune se confondra avec le cercle osculateur qui lui correspond. Désignons par a Tune de ces parties, et par v le volume du segment correspondant de L ; et supposons que les plans perpendiculaires à sa direction, par lesquels v est terminé, se coupent suivant une droite qui ne traverse pas Taire de la gé* néralrice. Cet élément i' de L sera un segment de solide de révolution; et d'après Téquation précédente,
on aura
i* = aX.
Donc, en prenant la sonune de toutes les valeiu's de v et observant que le facteur X est constant, il en résultera que le volume L est égal au produit de / et X, comme dans le cas d*un solide de révolution. La règle que cette équation L = X/ renferme est utile dans la pratique, et susceptible d'un assez grand nombred'applications; toutefois, on ne devra poiat oublier qu'elle n'a plus lieu quand les génératrices consécutives se coupent sur la surface engendrée, et forment, par leurs intersections successives, ce qu'on appelle une (uète de rebroussement,
85. La considération du centre de gravité fournit aussi une règle pour évaluer le volume d%in piMsme
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ou d'un cyhiKiit' à base quelconque, tronqué par un
pl^in incliné sur celle base.
Soient y l'aire d'une sei^lion de cylindre perpendiculaire à sa génératrice, X l'aire de la section inclinée qui le lei'inine, $ l'angle de ces deux plans, '.) un éK'UU'nl quelconque do ),, £ sa projection sur le phm y, ou réicnieut correspondant de l'aire y, qui est elle-nièiue la projection de X. D'après le ihéorèuie du n° i o, on aura
y = X cos 5, s — w cos 6.
Cela étant, je suppose qite X suit la burface à laquelle se rapportent les formules générales du n" jB, et que & représente l'inclinaison de son plan sur celui des x et j. Je multiplie la troisième de ces formules par cos 0, et je tais passer ce facteur constant sous le signe//; en vertu des valeurs de y et £, on aura
y:, = //is.
Or, cette intégrale double eçt le volume An cylindre
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un plan |>arallèle à la hase, ce cylindre uo. change pas de volume, puisque le segment qu'on en retran-. che est évidemment ^al à celui qu'on y ajoute.
.Si les aires désignées par 7 et A se coupent mutuellementy le volume se composera de deux segmens dont l'intégrale ffzî exprimera la ditférei^e et non pas la somme. Quand le cylindre sera terrtiiné par deux sections inclinées dont les aires ne se cou})ent pas, on pourra toujours le diviser en deux parties, dont la base commune et perpendiculaire à la gêné*, ratrice, ne coupera ni Tune ni l'autre de ces deux sections; et en observant que leurs centres de gravité se trouvent sur une même d^oite perpendiculaire à cette base, on voit que le volume total sera égal à Taire decette base multipliée par la distance mutuelle de ces deux points.
§ III. Centres de gravité des volumes et des corps.
86. La détermination du centre de gravité d'un volume dépend, en général, de plusieurs intégrales triples; mais il y a des corps pour lesquels la position de ce centre se détermine par des int&grales simples. Ce sont ces corps que nous allons d'abord considérer.
Le centre de gravité d'une pyramide ou d'un cône à base quelconque se trouve sur la droite qui va de son sommet au centre de gravité de la base ; car cette droite rencontre toutes les sections parallèles à la base, en des points homologues qui sont leurs centres de gravité, et qu'on peut aussi prendre pour les
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centres de gravité des élémens de ce corps, infiniment minces et parallèles à sa base. Par conséquent la droite dont il s'agit contient le centre de gravité de la pyramide ou du cône, et il ne reste plus qu'à déterminer sa position sur cette ligne.
Soient i et X l'aire de la base et celle d'une section parailélf;; désignons par Â et x les perpendiculaires abaissées du sommet sur leurs plans; nous aurons, comme on sait,
et, conséqueninicnt.
De plus, on pourra prendre Xdx pour l'élément du volume du cône ou de la pyramide; et si l'on appellti V son volume total et x, ta valeur de x correspondante à la section qui contient le centre de gravité, on en conclura, comme dans les questions précédentes,
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rallèle à la base, il coupera en parties proportionnelles la hauteur h et la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base ; il s'ensuit donc que le centre de gravité du cône ou de la pyramide à base quelconque se trouve aux trois quarts de cette droite, à partir du sommet, ou au quart, à partir de la base.
87. Relativement à la pyramide triangulaire, ce théorème se démontre sans le secours du calcul in«* tégral.
Soit ÂfiCD (fig. 3o) cette pyramide. Soient aussi E et F les centres de gravité des faces ACD et BCD; tirons les droites BF. et AE, dont les proiongemens se rencontreront au milieu H de Tarète CD; et ensuite dans le plan AHB, tirons les droites AF et BE, qui se couperont en un certain point G. Je dis que ce point sera le centre de gravité de la pyramide ABCD; car en la décomposant en élémens parallèles à la base ACD, on verra, comme dans le numéro précédent, que son centre de gravité doit se trouver sur la droite BE; et en la décomposant en élémens parallèles à BCD, on verra, de même, que ce point appartient à la droite AF. Ces deux droites AF et BE, qui sont effectivement dans un même plan, devront donc se couper, et leur intersection G sera le centre de gravité demandé.
Maintenant, dans le triangle ABH, la droite EF est parallèle à la base AB, puisqu'elle coupe les côtés AH et BH en parties proportionnelles, c'est-à-dire, au tiers à partir de H ; on aura donc
FG : GA : : EF : AB : : EH : ah,
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et, [)ar coiisi'qiitinl, "^**yr'i
iG : GA : : I : 3 ; ^ * *
en sorte que FG est le tiers de G A ou le quart de AK ; ce qu'il Sagissnit lie prouver.
On en conclut quesi les quatre somnit!lsA,B,G, D, lie la pyramide sont les centres de gravité de mitsses égales, le* point G sera le centre de gravité de ces quatre musses; car di^j» le point F est celui des trois masses qui répondent à B, C, D (n" 77); et ensuite le point G, tel que GF est le tiers de (îA, sera le centre de gravité de ces trois masses et de la quatriènte.
Il stiir de là (n" 67) que si l'on applique au centre de gravité de la pyramide triangulaire des iorces représentées, en grandeur et en direction, par les droites qui vont de ce point aux quatre sommets, ces quatre forces se feront équilibre.
88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une pyramide triangulaire, on eu déduit immédiatement Celui d'une |)jramideoud'un cône a base quelconque, en décomposauL cette base en un iiombi-e fini ou iu-
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inun soit au centre de la sphère, et qui aient pour bases les éléments infiuiment petits de la base du secteur, leurs centres de gravité se trouveront tous sur la base d'un secteur concentrique, dont le rayon sera les trois quarts de celui du secteur donné; d'où Ton conclut que le centre de gravité du secteur donné sera le même que celui de la base du secteur concentrique; ce qui en détermine la position.
Supposons que le secteur sphérique soit engendré par le secteur circulaire CADB (fig. 29), tournant autour du rayon CD, qui aboutit au milieu de l'arc AB ; le triangle CAB et le segment circulaire ADB engendreront, en même temps, un cône et un segment sphérique; et le centre de gravité de ce segment sphérique se déterminera d'après ceux du secteur sphérique et du cône.
Pour cela, appelons V,, V, V, les volumes respectifs de ces trois corps, et Xi, x, ody les distances de leurs centres de gravité au point C; pous aurons
Soient a le rayon CD, c la corde AB et/ la flèche DE de Tare ADB. Relativement au cône, on aura
La base du secteur sphérique sera égale au produit de la flèche et de la circonférence du grand cercle, ou à 'xiraf^ et son volume aura pour valeur le pro-
duit de cette base et de j a, ou ^^ ^^ ^'^" ^®* crit du point C comme centre, et d'un rayon égal à
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■jeu, iiu ai-c de cercle tel que A'iyB', le ceiHre de gravité de la surface engendrée par cet arc se trouvera au milieu de la flèche D'E' (n" 8i), ou, autreiiientdit,àuiiedislaiicediipointCégaleàCD' — ^D'E', dont la valeur est j[a — {J ). Donc, ce centre de gravité étant, d'après ce qu'on vient de dii-e, celui du secteur sphérique V, ou aura
t ces différentes valeui-s dans les vieil t
lin subslilui équations {a),
^Tra'fla — i/} = -^ttc' [a —Jf + V,x, ;
d'où Ton tirera les valeurs de V, et x,.
Si l'on appelle / la longueur de l'arc AB, on aura
J= ai\— cos — ] ,
et il en résidtera
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89. On détermine aussi par des intégrales simples le volume et le centre de gravité de tout corps symétrique par rapport à un axe, comme un ellipsoïde, par exemple.
Soient x, ^, z les trois coordonnées rectangulaires d*un point quelconque de la surface; prenons Taxe de figure pour celui des x, et désignons par X l'aire de la section perpendicula^e à cette droite, qui répond à Textrémité de Tabscisse x. Si Ton décompose le volume en élémens infiniment minces et perpendiculaires à Taxe de figure, on pourra prendre Xdœ pour le volume d'un élément quelconque, et or pour la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées. Donc, en désignant par V une tranche comprise entre deux sections correspondantes à des abscisses données a et Sj et par x^ la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées, nous aurons
V= Hxdx, Vx,= rxXdx.
Dans le cas de l'ellipsoïde, l'équation de la surface est
a^h^ Cj désignant les trois demi-axes. Ceux de la section X seront
on aura donc
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i-l, par conséquent,
{l'où l'on lire
Si l'on applique cette formule au segment sphélique que l'on a considéré dans !e numéro précédent, il faudra prendre
co qui donne
4 I— cos— -i-sin' —
et en multipliant le numérateur et te dénominateur de celle fz-aclion par i — cos — » on véri6e qu'elle
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Téquation de cette surface devient
et l'intégrale triple se change en
ahcJSSdafdfdz'.
Cette nouvelle intégrale devra s'étendre à tous les élémens de Tespace circonscrit par la surfiice qui répond à Téquation précédente; elle sera, par conséquent, le volume de la sphère qui a Tutiité pour
rayon; et ce volume étant égal à ^9 il en résulte
- -|-^9 comme précédemment, pour celui de Tellip-
soide.
(90). Les corps symétriques autour d'un axe comprennent les solides de révolution. Nous prendrons toujours Taxe de figure pour celui des abscisses x. £n supposant alors un solide de cette nature engendré par une aire plane, comprise entre deux courbes données et les perpendiculaires à Taxe des x qui répondent àa: = aeta:=Ç, et désignant parj^ et y les ordonnées de ces courbes relatives à une même abscisse quelconques, il faudra faire
dans les formules du numéro précédent; ce qui donne
Dans le cas le plus ordinaire où la courbe intérieure
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sf confoiulr.i avec l'axe de figure, on aura ^■' = 0,
et simplement
V^Tt f" y^t/jc, V.r,=:n P j*x(lx. (b)
La cycloïde fournira encore des exemples de l'application de ces formules, dans lesquels toutes les intégrations s'eficctueront sous forme finie.
Si l'on considère le solide convexe, engendré par Taire CMP (fig. 25) tournant autour de l'axe Cx, on intégrera d'abord par partie; ce qui donnera
V = n.r^;'» - ^n/x^i/j, V X, — ^-nx^f* — ttjx^ydj ; ■*
les intégrales étant prises de manière qu'elles s'évaiionisseiu au point C, ou quand j? = o. En verlu de 1 équation (a) du n" 73, On aura donc
V — -.r;-' ~2i:fj-fjax — x' ffx,
Vx, = ^r.x'j' — n J j-x \/ ax ~ X* dx :
et les calculs s'achèveront par des transformations
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y^ étant la distance au point C, du centre de gravité qui se trouve sur Taxe C^, et les intégrales s'éva- Douissant en ce point C. En vertu de Téquation (a) de la cycloîde, on aura donc
V = 7r/x ^ ax — x^dx^ V j^, = njyx^ ax — x^ dx.
La première intégrale s'obtiendra sans difficulté; la seconde, par des transformations semblables à celles du D® So. Dans le cas où CM sera la demi-cycloide entière^ on trouvera
91. Maintenant, soient x^^ y^^z^^ les trois coordonnées rectangulaires du centre de gravité d'un corps de forme quelconque, homogène ou hétérogène, dont la masse sera représentée par M. D'après ce qu'on a déjà dit dans le nP 65, il faudra, pour déterminer ces trois inconnues, diviser M en parties infiniment petites, et changer, en conséquence, les sommes en intégrales dans les seconds membres des équations (i) de ce numéro. On aura, de cette manière,
Mjt, =SJSxdni, Mj, =SJJjrdm, MZ| = ///w/zn ; (i)
dm étant l'élément différentiel de la masse du corps
qui répond aux coordonnées x, jr, z, £n appelant p
la densité de ce même élément, et dn^ son volume»
on aura aussi
dm=^pdv.
On pourra prendre maintenant, pour l'élément du du volume, le parallélépipède rectangle dont les trois côtés adjacens sont parallèles aux axes des x, I, II
,il résiiller;
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■g.Tiix ;nix (liffi^rciilieUes ftx, ttj, ilz; J"c
flv = dxdjdz.
Si le cnrjis est homogène, sa densilé sera cons- Iniite ; en (Ipsignanl par V son volume, on aura
M=fV, ^
(•\ les éqtiatioii8(i} ileviemiront V^, =J//.r,A,, V J, =///rA, V z, =///=rfr. (,).
Si le corps est hétérogène, il pourra se présenter deux cas dilTéreiis. Dans le premier cas, ce corps se composera de parlies homogènes de grandeur finie, et la densité ne variera tjue d'une partie à raulre. On appliquera donc à chacune d'elles les équatioiis(3], puis on déterminera le centre de gravité du corps entier d'après ceux de toutes ses parties (n" 64). Dans le second cas, la deiisitô variera par degrés insensihles dans l'intérieur du corps; et alors ou fera usage des équations (i), dans lesquelles |ï devra être une fonction donnée dex,^;', s.
drons sur cette observarion dans le chapitre suivant, et nous ferons voir qu'on peut, néanmoins, appliquer les formules (i) et (2) aux corps naturels, comme si la matière n'éprouvait aucune discontinuité dans leur intérieur.
9a. Au lieu des coordonnées x^ jy Zy il sera quelquefois nécessaire, pour faciliter les intégrations, d'employer les coordonnées polaires de chaque élément dm. Soit alors r son rayon vecteur, 6 Tangle qu'il fait avec Taxe des x positives, et ip Tangle compfis entre le plan de ces deux droites et celui des X eX.j\ nous aurons (n^ 9)
jcr = r COS0, ^ = rsin9cos(j/, 2.=r sin9 sin<|;.
Il faudra, en même temps, exprimer ds^ au moyen des différentielles de ces nouvelles variables r, 6, «p. On a des formules générales pour la transformation des variables indépendantes dans les inté** grales multiples ; mais on peut aussi trouver directement l'expression de dv dont nous devrons faire usage, savoir :
rfi^=r*sinô^rrfÔrf(};,
ainsi qu'on le verra tout à l'heure.
Je mets ^dsf à la place de dm dans les équations (i), et j'y substitue ensuite cette valeur de dy^ et celles de jcr,/, z; elles deviennent
MX|=///pr»sin eco^QdrdGd^, \ Mjr,=fffpr*s\n*ecosf^drded^y [ (3) M z, =fffpi^ sin*esin ^drdQd^, )
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■à quoi il t'uudrH joindre l'équation '
U — fffpr'' sinQdrcl9d<^.
Qii^nt aux limites de ces intégrales triples, elles seront (liffi-rentes selon que l'origine des cooi*données sera placée en dehors ou en dedans du corps. Lorsque celte origine sera un des points de M, on intégrera d'abord depuis r = o jusqu'à r = u, en représentant par u une fonction de S et i]' donnée par l'équatîou de 1.1 suriace; cela fait, on intégrera depuis 9=o et i|;=::o jusqu'à S =n et i|/ — îtt, en commençant à volonté par l'angle $ ou par l'angle i^. Les limites seront généralement plus compliquées quand l'origine des coordonnées n'appartiendra pasà la masseM. Représentons, dans ce cas, par u et u' deux fonctions données de 6 et i3f, par u et w' deux fonctions de if, et par a et a' deux angles donnés; supposons qu'il s'agisse d'une portion de corps comprise, d'une part, entre les deux surfaces qui out pour équations r=u et r= u' ; d'une autre part, entre les surfaces coniques qui ont pour axe commun l'axe des j-, leur
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dont les rayons sont a et a'; supposons, en même temps, que les deux cônes soient à base circulaire, ou, autrement dit, que co et tù' soient des angles constans; supposons, de plus, que la densité ne soit fonction que de r; de sorte que la portion de corps que Ton considère appartienne k une sphère composée de couches concentriques infiniment mincies , dont chacune ait la même densité dans toute son étendue, laquelle densité variera d'une couche à Tautre, suivant une fonction donnée de la distance au centre. En faisant, pour abréger^
et effectuant les intégrations relatives à 9 et <]/ , on trouve
M = A(a' — a) (cos w — cos w'), Mxt= |Bi'a' — a) (cos* o) — cos'w'), M^i = ^B(sina'— siua) (w'— w — ^sinaw' 4-^sin2o>), Mz, =^B(cosa--cosa')(ca'— oj— ^sinaw'-f-^sinau);
ce qui fait connaître les valeurs de ^i, ^n 2|, qu'on ne pourrait déduire, dans cet exemple, des équations (i).
Si la masse M forme un anneau complet, de sorte qu'on ait a' = a -f- an, il en résultera ^i = o et z, =o, c'est-à-dire que le centre de gravité sera situé, comme cela doit être, sur l'axe de cet anneau : sa distance x^ au centre de la sphère dont cet anneau fait partie, aura pour valeur
B(cos&>-f-cos&>')
Xt = — ^ -'
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Daiw le CBS de Thomogénéité de la sphère, la densité p étant constante, on aura
Quand le vide de Tanneau disparaîtra, ou fera ca=o; et, enfin, s*il se change eu un secteur sphérique, on fera aussi n = o ; d*où il résultera
X| = -g-(i-+- cosoi)');
ce qui s'accorde avec la valeur de la quantité désignée par X dans le u^ 88, en observant que la flèche représentée par^aurait pour valeur /i'(i — .cosco^, et que le rayon est af.
g3. Pour trouver la différentielle dv du volume, exprimée au moyen des différentielles des coordonnées polaires, je suppose que M ( fig. 3 1 ) soit le point qui répond aux coordonnées r, 9, <{» ; en sorte que O étant leur origine, OM soit le rayon vecteur r, B Fangle MO.r compris entre ce rayon et un axe fixe Ox, et ^ Tangle que fait le plan de ces deux droites avec un plan fixe, mené arbitrairement par la seconde. Soit M' un point situé sur le prolongement de OM, et dont le rayon vecteur OM' sera r'. Du point O comme centre, et dans le plan M'Oor, décrivons les arcs de cercle MN et M'N' compris entre les deux droites OMM' et ONN', et désignons par 9^ Fangle NÔor; enfin, faisons tourner le plan de cet angle autour de l'axe Ox; et représentons, dans sa nouvelle position, par ^' Tangle qu'il fera avec le plan fixe. Dans ce mouvement, Taire MM'N'N engendrera un volume MM'N'NPP'Q'Q, quo je représenterai par U.
Or, celte aire^ diflérence des deux secteurs circulaires M'ON' et MON, est égale à
Si l'on appelle u la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur l'axe Ox, on aura u (cp' — ^) pour la longueur de l'arc que ce centre décrira autour de cette droite. D'après le théorème du n^ 84» nous aurons donc
Cela posé, concevons que les tro^s dimensions de IJ deviennent infiniment petites, et faisons, en conséquence,
Le Êicteur r' 4- r se réduira, en même temps, à ir\ on pourra aussi prendre pour u la perpendiculaire MH abaissée du point M sur l'axe Ox, laquelle est égaleàrsinO, et ne saurait différer à^u que d'un infiniment petit; enfin, U se changera en dv^ dont la valeur, qu'il s'agissait de déterminer, sera
rfi;= r* sin0 drdQd^.
On remarquera, effectivement, que ce volume e/t^ peut être considéré comme un parallélépipède rectangle, dont les trois côtés adjacens sont MM' ou r/r, l'arc infiniment petit MN, qui a son centre au point O et pour longueur rdQ^ et l'arc infiniment petit MP,« qui a son centre au point II et pour longueur /• sin Odd.
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La base MNQP de ce parallélépipède est l'élément de la surface sphérique dont le centre est au point O et le rayon égal à r. En la désignant par de, on a donc
dtr ~ r'sin QdQ d<if, dv = dtfdr.
Si l'on appelle da l'élément de la surface sphérique dont le rayon est pris pour unité» on aura aussi
da> = sin SdBd'^. dv = r'drdù).
Eu intégrant cette expression de du depuis 9 = o et iji = o jusqu'à ^:p n et tj; = arr, on en déduit 4" pour le rapport de la surface de ta sphère au carré de son rayon ; ce qui est, en elfet, sa valeur connue.
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CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS
§ I^. Formules relatives à un corps quelconque et à
la sphère en particulier.
94. Supposons qu'un point matériel O (fig 3a) soit soumis aux attractions de tous les points d*un corps de forme quelconque ; en décomposant chacune de ces forces en trois autres, dirigées suivant des axes rectangulaires menés arbitrairement par le point O^ et faisant ensuite la somme des composantes positives ou négatives qui agissent suivant chaque axe, on aura les trois composantes, dont la résultante exprimera, en grandeur et en direction, l'attraction totale qui sera exercée sur le point O. Ces trois composantes seront des sommes d'une infinité d'élémens infiniment petits, étendus à la masse entière du corps attirant ; elles s'exprimeront par des intégrales triples, fit le calcul de ces quantités sera semblable à celui des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque dont nous venons de nous occuper : c'est pourquoi je placerai ici ce que j'ai à dire sur le calcul des attractions.
Cette question est une de celles dont les géc^mètres se sont le plus occupés^ soit à cause des difficultés
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d'analyse qu'elle pi-éseiile, soit à raison de ses nip- [lorrs :ivec If problème de la figure de la terre el de la loi de la pesaiiieiir à sa surlace; mais, dans cet ouvrage, on se bornera à donner les formules qui se présenlent immédiatement, et quelques-unes de leurs applications. Je renverrai, pour de plus grands déveioppemons, ansecond \oUin\ede\a Mécanique céleste, et à mou ML'uioire sur V Attraction des Sphéroïdes, inséré dans la Connaissance des Temps de l'année 1829. t)5. Soit D un point fixe pris dans l'intérieur du corps attirant; par ce point, uienons trois axes rectangulairesDJ, D^T", Dz, qui seront les axes descoordonnées positives; désignons parx, j; s, les coordonnées d'uu point quelconque M <lu corps attirant, et par dm l'élément dilférentiel de sa masse, qui répond à ce |)oiut M ; repiésentons aussi par «, S, 7, les trois coordotuiéesdu ])ointO, et par fi la masse de ce point matériel ; etsoit enfin u la distance OM, de sortequ'on ait
(/» = (a - xY -f- (g - jY -h (7 - 2)". V^Uraction exercée par dm sur ;x sera dirigée sui-
de forme et de dimension quelconques, dont les masses sont égales et prises pour unité, et supposer que Taitraction ne varie ni en grandeur ni en direction dans toute retendue de ces deux corps; en sorte qu'elle soit la même entre deux élémens quelconques de leurs masses, égaux kdm et à /x, qu'entre les points matériels fJt* et dm que nous considérons, lorsque leur distance OM est égale à l'unité : la force^ est Tattrac^ tion totale qui serait exercée alors par Tun de ces deux corps sur l'autre.
Les projections de la droite OM sur les axes Dx, Vj^ Dz, sont a — a:, ê — ^, y — z; en les divisant par II, on aura les cosinus des angles qui déterminent la direction de la force F; ses trois compossgites seront donc
"-•:f, !z:2:f, ïziiF;
et en y considérant u comme une quantité positive, elles tendront, selon qu'elles seront positives ou négatives, à diminuer ou à augmenter les trois coordonnées a, 6, 7, du point O. Si donc on désigne par A, B, C, les trois composantes de l'attraction totale exercée sur ce point, on aura, en mettant pour F sa valeur, et observant que [i et y sont des facteurs constans,
ces intégrales triples s'étendant à la masse entière du corps attirant.
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En représentant par p la densité de rélément dm^ et par dv son volume, on aura
dm = pdu.
Cette quantité p sera, dans le cas général, une, fonction donnée des coordonnées du point M; elle se réduira à une constante donnée, dans le cas de l'homogénéité du corps attirant. On exprimera di^ a» moyen des différentielles des coordonnées de M, dont on fera usage, et qui seront le plus propres à faciliter les int^rations.
g6. Par une considération très simple, on réduit à une seule les trois intégrales triples d'où dépendent les valeurs de A, B, C.
Les limites étant les mêmes que dans ces intégrales, faisons
A cause que ces limites sont indépendantes de la position du point O, si Ton difierentie T par rapport à ses coordonnées, on pourra effectuer ces différentiations sous les signes / (n® i4); 6t comme on a d^ailleurs
dv. a* dS II* r/7 M*
il en résultera
ce qui change les équations (i) en celles-ci :
de sorte que le calcul des trois composantes Â^ B, C, ne dépendra plus que d'une seule intégrale T.
En la déterminant, il sera important de se rappeler que le dénominateur u devra avoir constamment le même signe dans toute Tétendue de l'intégration, et qu'il doit être positif si Ton veut que les composantes A, By C| tendent à diminuer ou à augmenter les coordonnées du point O, selon que leurs valeurs données par les équations (2) seront positives ou négatives.
Au lieu d'une attraction, si le point O était soumis à une répulsion, il suffirait de changer les signes des valeurs de A, B, C, ou, ce qui est la même chose, d'y regarder^ comme une constante négative. Dans le cas où la force attractive ou répulsive qui agit sur le point O ne serait pas, comme nous l'avons supposé, en raison inverse du carré de la distance, et qu'on représenterait, en général , le coefficient do [idm par une fonction donnée de 1/, que je désignerai par ç^i/, on prendrait ime autre fonction ^u, telle que Ton eut
et que l'on mettrait à la place de - dans l'expression
de T. Il se pourrait aussi que cette force fût attractive pour une partie du corps qui agit sur O, et répulsive pour une autre partie, auquel cas la fonction
<puj dans laquelle e&t compris le coefticienty^ chan* gérait de signe dans Tétendue de Fintégrale que T représente.
Les composantes de l'action exercée sur un corps de forme et de dimension quelconques, se déduiront des formules précédentes, en y remplaçant /u par l'élément différentiel de sa masse, qui répond aux coordonnées a, 6, 7, et intégrant ensuite,- par rapport à ces trois variables, dans toute Téteiidue de cette masse; d'où Ton voit que les composantes de l'action exercée par un corps sur un autre dépendront, gé« néralement, d'intégrales sextuples.
Telles sont les formules d'après lesquelles on calculera les attractions ou répulsions ; mais avant d'en faire aucune application, il est nécessaire d'expliquer comment elles conviennent à la constitution intime des corps naturels, et d'examiner la difficulté dont il a été question à la fin du n^ 91 .
97. I^s différens corps renferment, sous des volumes égaux, des quantités inégales de matière pondérable (n**6o); et ces quantités variant, pour un même corps, avec sa température et la pression extérieure à laquelle il est soumis, on a été conduit à considérer les corps naturels comme un assemblage de parties matérielles non contiguës, et séparées les unes des autres par des porcs ou espaces vides de matière pondérable. Ces parties matérielles se nomment des atomes; leurs dimensions et celles des pores échappent, par leur extrême petitesse, à nos sens et à tous nos moyens de les mesurer. On regarde les atomes comme iiidestnicliblcs, et la inasM\ la forme^
le volame de chacun (feux, comme invariables. T^s dimensions des pores varient, au contraire, avec les quantités diverses de chaleur qu'on introduit dans les corps ou qu'on en fait sortir, et avec les pressions auxquelles on les soumet; et comme les changemens de volume d'un corps peuvent être très-grands, sans que sa masse ait augmenté ni diminué, il s'ensuit que les dimensions des parties vides doivent être comparables et généralement supérieures à celles des parties pleines.
I^s atomes de même nature ou de nature différente, se réunissent en diverses proportions, pour former d'autres parties des corps, toujours insensibles, qu'on appelle leurs molécules. Les corps diffèrent entre eux par la nature <ît la proportion des atomes qui entrent dans la composition de chaque molécule; et les atomes sont regardés comme invariables et indestructibles, ainsi qu'on vient de le dire, parce qu'en les réunissant dans les mêmes proportions, on reproduit, à toutes les époques, les mêmes corps, jouissant des mêmes propriétés.
98. Il est évident, d'après cela, que la division de la masse en élémens infiniment petits, et la supposition d'une densité de chaque élément, qui ne varie pas dans les corps homogènes, ou qui varie par degrés insensibles dans les corps hétérogènes, ne conviennent point aux corps naturels; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse faire usage des formides fondées sur cette considération, et qu'elles ne soient encore applicables lorsque les corps ont été divisés en parties de grandeur finie, mais tout-à-fait insensible.
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txï effets les molécules sont si petites et si rapprochées les unes des autres, qu'une partie de la masse d'un corps qui en renferme des nombres immenses, peut encore être supposée extrêmement petite, et sou volume regardé conjme insensible. Soit v le volume d'une semblable partie, d'une grandeur insensible, et qui contient, néanmoins, des myriades de molécules; soit aussi m la somme de leurs masses; et désignons par M un des points de Vj qui sera, si Ton veut, son centre de gravité. Si nous faisons
ce rapport /9 exprimera réellement la densité du corps au point M, quelles que soient d'ailleurs les masses des molécules et leur distribution régulière ou irrégnlière dans l'étendue de p. De même, en désignant par n le nombre de molécules que i^ renferme, et faisant
cette ligne £, de grandeur insensible^ pourra être appelée V intervalle moyen des molécules qui répond au point M et à la densité p. Dans un corps homogène, ce rapport et cette ligne ne varient pas avec la position du point M; dans un corps hétérogène, ces deux quantités varieront par degrés insensibles, et pourront être supposées des fonctions données des coordonnées de ce point.
Cela posé, si Ton veut connaître la masse d'un corps, ou, plus généralement, la somme des par*
Ues extrêmement petites de cette masse, multipliées , chacune par une fonction IT des coordonnées de Tua] de ses points M, on divisera le volume V de cé'l corps en parties extrêmement petites c, puis on fera la somme de tous les produits Vpv, que j'indiquerai par
et qui devra s'étendre à toutes les parties v de V. D'après le théorème du n"^ i3, si les termes de cette somme étaient infiniment petits et que leur nombre fût infini, sa valeur serait rigoureusement égale à Tiotégrale définie
étendue au volume entier V, dont dv est l'élément différentiel. Or, on conçoit qu'on général la différence entre cette somme et cette intégrale diminuera de plus en plus, à mesure que les par-ties de la première deviendront plus petites, et que leur nombre sera plus grand; de telle sorte qtie ta grandeur de v étant insensible, mais toujours distincte de dv, on pourra néanmoins prendre , sans erreur appréciable, l'intégrale à la place de la somme. 11 y a cependant une exception à ce principe général : c'est lorsque U est du genre des fonctions qui varient très rapidement, et qu'en même temps cette quantité change de signe dans l'étendue de l'intégration; ce qui arrive, effectivement, dans le calcul des forces provenant de l'attraction moléculaire et de la répulsion calorifique, qui ne sont sensibles qu'à des distances insensibles. Mais il nous
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suffit, quant k présent, d'observer que cette exception n'a aucun rapport avec les formules des n^ 91 et 95^ relatives «lux centres de gravité des corps et aux attractions en raison inverse du carré des distances, et qu*on peut, conséquemment, les appliquer aux corps naturels formés de molécules disjointes.
Revenons maintenant au calcul des attrapons
Si la distance du point O au corps attiré est très grande relativement aux dimensions de ce corps, on pourra, dans l'expression de T du n^ 96, développer la quantité - en série convergente, ordonnée
suivant les puissances et les produits de x^ jr^ z. En faisant
on aura alors
-sï-rH >; * %. -t- etc.
Si l'on prend le centre de gravité du corps attirant pour l'origine D des coordonnées, on aura
fJJxdm = o, fffjrdm = o, JfJzdm = o,
puisque ces intégrales, divisées par la masse M du corps, seraient les trois coordonnées de ce point (n^9 1 } . En désignant cette masse par M, nous aurons donc
Lorsque la dislance Ol) ou ù sera assez grande pour qu'on puisse ri'duire cette valeur de T à son premier terme, les équations (a) deviendront
-KH/ï.
î composantes s
S que
celles d'il
force égale à i—— , agissant au point O suivant la direction OD ; il s'ensuit donc que l'attraction exercée sur un point O, par un corps qui en est très éloigné, est à peu prés la même, en grandeur et en direction, que si la masse M de ce corps ^'tait réunie à son centre de gravité.
liOrsque ce corps sera une sphère homogène ou composée de couches concentriques, on trouvera que tous les termes de la valeur de T, excepté le premier, se détruisent pi sulBia pour celade remplacer .r, y, s, par les coordonnées r, 9, i^, comme dans le n" 9a ; ce qui permettra d'effectuer les intégrations relatives à 9 et if- Le théorème qu'on vient d'énoncer sera doncalorsloutà-fait exact, si la distance â est seulement assez grande pour que le développement de - soit une série convergente; et, en effet, on verra dans le numéro suivant, p sans recourir à la réduction en série, que ce tliéorème ' a lieu, quelle que soit la distance du point O à la sphère attirante, pourvu qu'il ne soit pas situé dans son iutérieur. Il est facile d'en conclure que l'attraction d'une sphère sur une autre est la même que si la masse de chaque sphère était réunie à son centre; car, en appelant M et M' les masses des deux sphères, et C et C leurs centres, l'attraction de M sur un point quelconque O de M' est d'abord la même que si la masse M était concentrée au point C ; en outre, cette attraction de C Mir tous les points O de M', est égale et contraire à
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l'attiactioii de tous ces points ou de M' sur C, laquelle est la même que si la masse M' était réunie au poiolC; doue, l'attraclion ties deux sphères est la ménie que celle de deux points matériels situés en C et C, et dont les masses seraient M et M'.
loo. L'attraction exercée sur le point O par une couche sphérique, homogène et d'une épaisseur constante, dont D est le centre, se réduira évidemment à une force dirigée suivant OD, En faisant coïncider cette droite avec l'axe Dx, les composantes B et C, pa-
I ralléles aux axes D/ et D;, seront donc nulles, et l'on
i n'aura que la valeur de A k calculer.
Dans ce calcul, on emploiera, comme dans le n" 9a, les coordonnées polaires r, 0, •^. L'iixe Dx se confondant avec la droite DO, on aura alors
ODM = 9, DO = a, S = o, y = o; et à cause de DM = r et OM = u, il en résultera
h' = a' — a a r cos 6 H- r'.
L'angle 41 sera celui que fait le plan ODM avec un plan fixe passant par la droite DO; on prendra {11" gS)
rfv = f» sin BdrdBd<)/, jHJur l'élément du volume ; et dans l'élément dm = pdv de la masse, on regardera p comme un facteur constant.
Après avoir suhstîtué ce» valeurs dans l'expression deT du n" 96, on intégrera depuis r = b jusqu'à r=a, en désignant par a et 6 les rayons extérieur et intérieur de la couche sphérique, et depuis Q^ o et ^ = o jusqu'à 5 — n et ij; = a;i. Comme la va-
STATIQUE, PREMIERE l'ARTIR, i8i
riable <^ n'eiiti-era pas :>ous le signe /, riiitégratioo
relative à cette variable se réduira à reoiplacer la
' diiTérentielIe d^ par in. Cela étant, on aura
"''Kl"
Aux liinilesô 3= o et fi— rt, le radical aura valeurs
uiais connue il exprime la valeur de u, qui doit être < constaininent positive [n''96), il faudra prendra a + r à la limite ô — ir, et r — a ou a ~ r à la limite S = o, selon que le point O sera situé en dedans ou en dehors de la couche spliérique. Nous verrons tout à l'heure ce qu'on doit laire lorsque ce point appartiendra à la couche même, de sorte qu'on ait r > a dans une partie de cette couche, et r < a dans l'autre partie.
Relativement iv 9, l'intégrale indéfînie étant
//■sinOrfO _i ,—5 5 , ■■ __ - Va' — aa/'co9 9+ r' + consl; V *' — aarcosfl+r' «
on aura donc, dans le cas du point intérieur,
=jU'- + «)-('--<")l =
par conséquent, la valeur de T ne dépendra pas de a, et celle de A qui s'en déduit au moyen de la première équation {i), sera égale à zéro. Dans le cas du point extérieur, on aura de même
rsinSi/O o ^ ■' — aarcosS
= il(« + r)-{a-r)]=ï,
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et, cônséquetnmeni,
oti, ce qui est la même chose.
M étant ta masse de la couche sphérique dont le vo-
lume est ^^~ — —■ On en conclut
["•,ce qui est la même force que si la masse entière de \,cette couche attirante était réunie à son centre.
loi. Ces résultats s'étendent immédiatement aux cas d'une couche sphérique d'une épaisseur constante, mais composée d'autres couches concenlriques, dont la densité varie de l'une à l'autre, suivant telle loi qu'on voudra, et ne change pas dans toute l'étendue d'iinc même couche; car on peut déterminer séparément les attractions dç ces différentes couches, et faire ensuite la somme de toutes ces forces, laquelle sera nulle pour un point intérieur, et donnée par la formule (3) pour un point extérieur; M exprimant toujours la masse totale du corps attirant. Concluons donc,
i°. Que les attractions en raison inverse du carré des distances, exercées par tous les points d'une.couche sphérique d'une ép;iisseur constante, homogène ou composée de couches concentriques, sur un point O situé dans l'espace vide que cette couche termine, se
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lilibre
iielque
'il fût placé
nieurerait eu eqi clans cet fîspace.
a". Que l'attraction de cette même couche et, [lar consiiquent aussi, l'attraction d'une sphère entière, exercée sur un point extérieur O, est la oicine que si la masse du corps atlirant était réunie à son centre.
Si le point O fait parlie de la couche attirante, ou, autrement dit, si l'on a a>/» et a<«, on par- i lagera cette couche sphérique en deux autres ; l'une dont les rayons extérieur et intérieur seront a et a, l'autre pour laquelle ces rayons seront a et fc; le point O étant intérieur à l'égard de la première de ces deux couches, elle n'exercera sur lui aucune action; et si' ! l'on appelle m la masse de la seconde couche, par rapport à laquelle le point O est extérieur, l'attraction î de cette couche se déduira de la formule (3), en y i mettant m au lieu de M. L'attraction totale exercée J sur le point O aura donc pour valeur
ftm/
Si la couche sphérique se change en une sphère eulièrement pleine, et qu'elle nit partout la même densité, on aura
c*esï-à-dire que dans l'intérieur d'une sphère homo- ' gêne, l'attraction est proportionnelle à la distance du point attiré à son centre- Les mêmes théorèmes ont lieu dans le cas d'uue ré-
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pulsion, pourvu que cette force varie toujours en raison inverse du carré des distances.
I02. L'équilibre du point O, situé dans l'espace que termine une couche sphérique, et attiré ou repoussé par tous ses points, peut facilement se vérifier.
Supposons, pour cela, que cette couche soit d'abord infiniment mince. Soit £ son épaisseur. Décomposons sa surface en élémens infiniment petits; et désignons par G) Taire de celui qui répond au point P (fig. 33). Les élémens correspondans du volume et de la masse de cette couche seront £a> et peu ; et si l'on appelle /* la distance OP, la valeur de la force dirigée suivant cette droite sera
Imaginons un cône dont la base soit u et le sommet O; en prolongeant la génératrice OP jusqu'à ce qu'elle rencontre en V la surface sphérique, et prolongeant de même toutes les autres génératrices, on déterminera sur cette surface un second élément que je désignerai par u'. Soit, de plus, r' la distance OP'; la force dirigée suivant cette droite, en sens contraire de la précédente, aura pour valeur
or, je dis que ces deux forces contraires seront égales entre elles, c'est-à-dire qu'on aura
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Soient, en effet, POQ et P'OQ' les sections des deux conesi faites par un même plan quelconque, passant par leur sommet commun O. Les surfaces semblables fù et ca' seront entre elles comme les carrés de$ lignes homologues PQ et P'Q'. A cause des triangles semblables POQ et FOQ', on a d'ailleurs
PQ : P'Q' :: OP : OP
en élevant au carré les quatre termes de cette proportion, on en conclura donc
et, par conséquent, l'équation précédente.
Il résulte de là que les actions exercées sur le point O par tous les éléments de la couche sphérique se détruisent deux à deux. «L'action totale de cette couche sera donc nulle; et il en sera encore de même si elle a une épaisseur figie; car alors on pourra la décomposer en une infinité de couches infiniment minces, dont chacune n'exercera aucune action sur le point O.
§ n. Formules relatives à l'ellipsoïde.
io3. Ix>rsque le point O (fig. 3a) appartiendra à la masse attirante, on facilitera souvent les intégrations en prenant ce point pour origine des coordonnées polaires. I>e rayon vecteur du point quelconque M sera alors z/; en appelant donc, comme dans le n^ 93, rf« l'élément de la surface sphérique dont le rayon est Tunité, ou aura
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et si l'on apjielle g, A, Ar, les angles que fait la droite OM avec des parallèles aux axes Dx^ D^, Dz^ menées par le point O, on aura aussi, d'après les notations du n? 95,
cosff= 7 cos/i= j cosA = -\
ce qui changera les équations (1) de ce numéro en
celles-ci :
A = — liffffp cosgdudtù, B = — liffffp cos hdudtù , C = — liffffp cos kdud(ô.
Les intégrales relatives à u s'étendront depuis u^=o jusqu'à 21 = r, en désignant par r le rayon vecteur d'un point quelconque de la surface qui termine le corps attirant. Pour plus de simplicité, si l'on suppose ce corps homogène, ces intégrales s'effectueront immédiatement, et il en résultera
A = — lifpffr cos gdtù ,
B = — [jjpffr cos hdtù j \ [a)
C = — l^Jpff'^ cos kd(ô.
Pour déterminer la valeur de r, qu'on devra substituer dans ces formules, soit, en coordonnées rectangulaires,
F(ar, j, z) = o,
l'équation de la surface du corps attirant. En un point quelconque de cette surface, on a
x = a -f- // cos g^ y^zzÇ-^u cos //, z = '/ -h n cos Â",
d'après \os valeurs précédcnlos de rosfj, cos/i. cosX,
et tf , S, 7, étant toujours les trois coordonnées du point O dont les valeurs sont données. On substituera donc ces valeurs de x, y^ 2, dans Téquation précédente; celle qui en résultera donnera, en général, deux valeurs de r, l'une positive et l'autre négative; mais on rejettera la valeur négative, parce que le rayon vecteur r est une quantité positive dont la direction est uniquement déterminée par les angles g^, A, k^ qui peuvent être aigus ou obtus.
Après la substitution de la valeur de r dans les équations (^), les intégrales doubles s'étendront à tous les éléments dtù de la surface sphérique, décrite du point O comme centre, et d'un rayon égal à l'unité.
1 04. Appliquons ces formules au cas de l'ellipsoïde homogène dont la surface a pour équation
a^ 6, c, désignant les trois demi-axes, et le centre de figure étant l'origine D des coordonnées. Si l'on y substitue les valeurs précédentes de Jtr, y^ z, il vient
pr^ -f- 2qr= /,
en faisant, pour abréger,
cos' g cos' h cos' ^
acosg 6cos/( vco^
a^ ù' tf»
Nous aurons donc
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Or, la quantité p est positive; la quantité^ est aussi positive ou zéro, parce que le point O, qui répond aux coordonnées or, ê, y, est sitné dans rinlérieiir de l'ellipsoïde, ou, tout au plus, à sa surface; par coiiséquenl, il faudra prendre le radical avec le signe +, pour que le rayon r ne soit pas négatif. Je dis, de plus, qu'on pourra supprimer ce radical dans les formules (a). En effet, la partie correspondante de l'intégrale contenue dans A, par exemple, serait
j J^'^l'^P^ co5Éf(/u;
mais pour cliaqne couple d'éléniensrfw dont les rayons sont dans le prolongement l'un de l'autre, les élémens de cette intégrale double se détruisent; car eu passant de l'un de ces élémens </u à l'autre, chacun des trois cosinus C09 g, cos h, cos k, change de signe, les quantités p, /, tj^, restent les mêmes, et le coelficieut de (/u sons le signe f prend des valeurs égales et de signe contraire. Tous les éléments de l'intégrale pi"écédente se détruisant ainsi deux à deux, la valeur de A devient d'abord
dùi
eu ayant égard à la valeur de q. Or, les deux dernières de ces trois intégrales se composeront de cou-
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])les (i'élémens qui répondront aux mêmes valeurs de h et de k, et à des valeurs de g- supplémens l'une de l'autre. Chacun de ces couples d'élémens se réduira donc à zéro, et, par conséquent aussi, les intégrales entières. F.n supprimant ces intégrales et faisant subir des réductions semblables aux valeurs de B et de C, on aura simplement
Soient actuellement fl l'angle compris entre le rayon OM et la parallèle à l'axe Ox menée par le pointD, et 4. l'angle que fait le plan de ces deux droites avec un plan passant par la seconde et parallèle à celui des x et y; nous aurons (n" 8)
cosg= ces 9, cas A =:sin fi cos i|(, cos A-:= sln 9 simji, et, en même temps (n" 93 ),
d<ù — sin 9rf9(/t|-; d'où il résultera
.(ï*/^"c°/7 = ô'c'cos^ô + (c*cos' t|i-(-i*sin*t|/)fl*sin'9, _ (^ r rcM.'tivm^d^tl'Sf
Pour comprendre les directions de tous les rayons OM, les intégrales devront s'étendre depuis 9 = o et 1^ ;= o jusqu'à 9=3ff et ({(— an; mais à cause que le cocflî-
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cienl de dd a ia même valeur pour 6 et pour 7i — ?, il suffira d'intégrer depuis 5 = o jusqu'à 9 = iff, et de doubler le résultat; et parce que le coefficient dei}i est le même pour ifi et pour n ±'^, il suffira aussi d'ihtégrer depuis i(i = o jusqu'à ;|i = -^n, et de quadrupler le résultat. Cela étant, je fais
f=tang4., *^9=^-^ et à cause de
cos' (il ^ . ) siu* J/ :=
il en résulte
a'sin'e}c'+ (c'cos'0-f rfl'ftc
^y/{b' cos' fl 4- «' sin= 0) {r' eos' O-ha' sin' B) '
au moyen de quoi ia valeur de A ne dépendra plus que de l'intégrale relative à 6. Sans nouveau calcul, on déduira B de A en y mettant ê au lieu de ce. et permutant les lettres fl et i; et de même, on déduira C de A en y mettant y au lieu de a, et permutant les lettres a et c. De celle manière, on aura fmalentent
t , j- r\^ Acros'Ssin 9(/6 A=:/j7t«./p« / ,■ ■ ■
J^ ^(6'cos'0 + a'8in'9J(c'cos*e=a'sin'e) I
J \/(o'eos'e4-i'siTi'0){c'Mi'0+i'sin^S)7'- '
rtficos'Osmerfa
Ces valeurs de A, B, C, étant positive», ii s'ensuit
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que chacune de ces trois composantes teiitl à rapprocLer le point O dit centre de l'ellipsoïde; le contraire aurait lieu dans le cas d'une répulsion où l'on de* vrait niellre, dans ces formules, — J au lieu Aef.
io5. Désignons par d une constante positive, et supposons qu'on subslitne (1 -1- (?) a, (1 -f- â) b, (t + i)c, an lieu de a, b, c, clans les formules (t;]. I^ facteur I -I- d disparaîtra, et tes valeurs de A, B, C, resteront les mêmes. Or, par cette substitution, l'ellipsoïde se trouvera augmenté d'une partie comprise entre sa surface primitive et une surface semblable; les composantes A, B, C, ne changeant pas, il en faut doue conclure que l'action de telle partie additive sur le point intérieur O se réduit à zéro.
Ainsi une coucbe homogène comprise entre deux surfaces elliptiques semblables, ayant le même centre et leurs axes dans tes mêmes directions, n'exerce aucune action attractive ou répulsive sur un point O situé dans l'espace vide que termine sa surface intérieure; en sorte que ce point matériel restera en équilibre, quelque part qu'il soit placé dans cet espace; théorème qui comprend celui que nous avons précédemment trouvé pour le cas d'une couche sphérique.
Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein et homogène sur un point O de sa masse, se réduit à celle qui est exercée par la partie de celte masse terminée par la surfaceclliptique, passant parce point, semblable à celle du corps entier, et semblablemeut placée. D'après les formules (c), la composante de cette force, parallèle à chacun des trois axes de Tel-
lipsoide, est proporlioiinellL' û l'ordonnée du point O parallèle à cet axe, et ne tlôpeiirl que de cette variable. Dans le cas général où les trois demi-axes a, b, c, sont inégaux, on transforme en fonctions elliptiques les intégrales relatives à 5 que ces formules renferment; ce qui permettra d'en calculer les valeurs numériques, au moyen des tables de M. Legendre. Ces mêmes intégrales s'obtiennent sous forme finie, lorsque deux des constantes a, b, c, sont égales, et qu'il s'agit, par conséquent, d'un ellipsoïde de révolution.
106. Supposons, par exemple, qu'on aitc^é; la forme des intégrales relatives à Q sera différente, selon que l'ellipsoïde sera aplati ou allongé, c'est-à dire, selon qu'on aura i > o ou A < a. Supposons aussi que ce soit le premier cas qui ait lieu; et faisons, dans cette hypothèse,
en sorte que la fraction e soit l'aplatisscDient de l'ellipsoïde, et m sa masse. Il en résultera 3f./na r.^ cos'6sinSrf&
"~ "' Jo 1 -H (.■; eos' B '
et, en effectuant l'intégration, on aura
i~bJfii
- arc (tang r= e)].
pour la composante parallèle à l'axe de révolution. On aura aussi
B _ c _ S^fr.
\^fm Ç",^ cus'0siii9(/&
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Les composantes B et C étant entre elles comme les coordonnées S et 7 du point O, il s'ensuit que leur résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire abaissée de ce point sur Taxe de révolution. En appelant A' cette force, et a' la longueur de la perpendiculaire, de sorte qu'on ait
A' = >/BM-C^, a' = Vê' -H 7% et e£Fectuant Tintégration indiquée, il vient
*' = ^' h ('""8 =')-Th}
La résultante des deux forces A et A' exprimera, en grandeur et en direction. Faction totale de l'ellipsoïde sur le point O.
Lorsque e sera une très petite fraction, on pourra développer ces valeurs de A et A' en séries très convergentes, ordonnées suivant les puissances de e. A cause de
arc (tang =e ) = e — ^ -f- g — etc. ,
— î— = c — e' H- c' — etc. ,
nous aurons
A = ?^(.-^-Hetc.),
A'=«^(i-^ + etc.).
Dans le cas dé la sphère, ou de e = o, la résultante de A et A' sera dirigée vers le centre, et aura la même intensité que dans le n^ loi .
Le calcul de l'attraction d'im ellipsoïde ho
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niogéne sur un point extérieur présente encore beaucoup plus de difficulté; mais on doit à M, Yvori un théorème au moyen duquel ce cas peut être ramené à celui du point intérieur; ce qui permet d'exprimer les composantes de l'attraction par des intégrales simples, semblables aux formules (c). Voici une démonstration de cette importante proposition.
En faisant, dans la première équation (i) du n" gS, dm = pdxdjrdz, et observant que ^ est un facteur constant, on a ,
Je suppose que l'équation de la surface soit toujours l'équation (i), et j'y mets ax', bj", cz', à la place de X, j", z, ce qui la change en celle-ci :
En même temps la valeur de A devient
Chacune de ces deux intégrales doubles s'étendra à tous les élémeifts de la demi-surface sphérique dont le rayon est Tunité, et qui a son centre a Torigine des coordonnées; le produit dydii est la projection sur le plan des y et z, d'un élément quelconque. Si donc on désigne par 6 Tangle que le rayon qui aboutit à cet élément fait avec Taxe des or, et par (p l'angle compris entre le plan de ces deux droites et le plan desx et y^ Taire de cet élément sera sin OdOdf^j son inclinaison sur le plan des ^ et 2 sera Tangle Oy et il en résultera
df dz' = cos ô sxnQdOd^,
pour sa projection sur ce plan. On aura en même temps
jc, = cos 0, y = sin 6 cos i|;, z' = sin 6 sin i}».
Les limites des deux intégrales seront maintenant 5 = o et tp = o, Q =^n et^ = arr; mais si l'on met, dans la seconde^ tt — 6 à la place de n^ il est aisé de voir que ces deux intégrales se réuniront en une seule, qui aura les mêmes limites par rapport à ij^, et dont les limites relatives à 9 deviendront 9 = o et d = rr; en sorte que Ton aura simplement
cos 9 sin BdBd^ ï
en faisant, pour abréger,
R' =: a'-i- 6'-f- 7' — 2( afl cosO 4- G ^ sin 0 cos>|« -+■ 7 csin 0 sin\p)
fl'cos'Ô + ^'sin'O co5'4» + c'sin» Osin'4»,
et regardant R comme une quantité positive. Les
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Maintenant, considérons l'attraction d'un autre ellipsoïde ayant la même densité p, le même centre, et ses axes dans les mêmes directions que le premier. Soient a,, b„ c,, les trois demi-axes correspondants à a, h, c ; appelons 0, le point soumis à cette attraction, a,. S,, 7,, ses coordonnées, et A,, B,, C,, les composantes de cette force, parallèles aux trois axes de l'ellipsoïde. En supposant toujours que \i. soit la masse du point attiré, nous aurons
R, étant ce que devient R quand on y change a, A, c, a, ë, 7, en a,, b,, c^, a,, &,, y,, Les valeurs de B, et C, se déduiront de roème de celles de B etc.
Supposons que tes deux ellipsoïdes aient tes mêmes
; + ïT + ?i = '- )
Soient enfin p et 9 deux angles donnés; et prenons
ai = ûcos/?, S|=:6 sinpcosç, 7i = csin/?sin9, ) a =z=rt,cos/>, ê =6iSinpcosgf, 7 ^Cisin/isinç; ( ^ '
valeurs qui satisferont aux deux équations précédentes et qui établissent une relation particulière entre les coordonnées des points O et 0| . En substituant ces valeurs de a, ê, 7, dans l'expression de R', et y mettant aussi les valeurs précédentes de b^y c^j b^j cf , il vient
R^ = a^-h a^-h h (sin^ p cos^ q -f- sin* 6 cos' <p) -h k ( sin* psin^q-h sin* Osin^^) — 2(^1 acospcosd -h 6| 6 sin /? cos gf sin d cos ip C| c sin j9 sin 9 sin dsinij^).
Or, sans écrire la valeur de Rf , on voit qu'elle sera la même que celle de R^; car elle s'en déduirait par les permutations de a et i^^, 6 et 6i, c et C|, sans changer h et kf qui sont des quantités communes aux deux ellipsoïdes; et il est évident que cette dernière formule ne change pas par ces permutations. A cause de Rf == R, les valeurs |de A et A, renfermeront la même intégrale double; en l'éliminant, on aura donc
A, bc = Ai|C«.
Relativement aux autres composantes, on obtiendra des résultats semblables; en sorte que, d'après les
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suppositions qu'on a faites sur les deux points alliiés
O rt 0,, on aura finalement
l'our énoncer le théorème que ces trois équations renferment, appelons points corresponiians, sur les surfaces des deux ellipsoïdes, deux points dont les coordonnées sont entre elles dans le rapport des demi-axes auxquels elles sont parallèles, ije point O, de la suriace du premier ellipsoïde, dont les coordonnées paralldes aux demi-axes ei, b, c, sont «1, €ii 7(. aura pour correspondant, sur la surface du second ellipsoïde, le point O, dont les coordonnées parallèles aux demi-axes a,, 6,, c,, sont a, S, y, puisqu'on a, d'après les équations (s),
Cela posé, il résulte des équations (3) le théorème uivant :
Tun des deux est entièrement compris dans l'autre; par conséquent, si le point O est extérieur par rapport au premier ellipsoïde, le point 0| sera intérieur par rapport au second. Pour déterminer, au moyen du théorème précédent, l'attraction d'un ellipsoïde donné sur un point extérieur O aussi donné, on fera donc passer par ce point la surface d'un second ellipsoïde ayant le même centre et les mêmes foyers que le premier ;*par les formules relatives aux points intérieurs, on déterminera les trois composantes Â| , B| , C| , de l'attraction de ce second corps sur le point 0| de la surface du premier, correspondant du |>oint O; les équations (3) feront ensuite connaître les composantes A, B, C, de l'attraction de l'ellipsoïde donné sur le point donné. Ainsi tout se réduira à trouver les valeurs des trois demi-axes a^j 6|, C|, du second ellipsoïde d'après ceux du premier qu'on a représentés par a, 6, c, et d'après les coordonnées a, S^ 7, du point donné O.
Pour fixer les idées, je suppose que a soit la plus petite des trois quantités a, 6, c; ce qui rendra positives lea quantités h et k du numéro précédent. J'appelle u le carré de a^ ; on aura
et il ne restera plus qu'à déterminer cette inconnue fi, qui devra être réelle et positive. Or, en vertu de la seconde équation (i), nous aurons
a H — TT -+- -hn = "? W)
équation du troisième degré par rapport à u, qui a au moins une racine réelle et positive; car en faisant croître u depuis /-évo jusqu'à l'infini, son premier membre est d'abord plus grand et ensuite plus petit que le second; en sorte qu'il y a au moins une valeur positive de u qui les rend égaux. Je dis de plus qu'il n'y eu a qu'une ; car en supposant qu'il y en ait deux, u et u', il faudrait qu'on eût à la fois
et en retrancliaul ces équations l'une de l'autre, et supprimant le facteur u' — u, commun à tous les termes, il en résulterait
: qui est évidemment impossible. -Donc il n'existe ul ellipsoïde qui ait le même (
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de la fonction de R, qui exprime la loi de Tattraction.
Si les deux ellipsoïdes sont des sphères concentriques, l'attraction de chacune d'elles sera la même sur tous les points de la surface de l'autre, et il ne sera pins nécessaire que les points O et O^ soient corresc piondans. En appelant a et a^ les rayons de ces deux sphères, D l'attraction de la sphère du rayon a sur un point de la surface sphërique dn rayon a^^ et D| celle de la sphère du rayon a^ sur un point de la surface sphérique du rayon a, lesquelles forces seront dirigées suivant les rayons des points attirés, on aura
D : D, :: a} : aj,
quelle que soit la loi de l'attraction en fonction de la distance.
Cette proportion est facile à vérifier dans le cas ordinaire où l'attraction est en raison inverse du carré de la distance. En effet, d'après les résultat? du n^ loi, si l'on suppose a > a^, l'attraction D de la sphère du rayon a sur un point intérieur, situé à une distance a^ de son centre et dont fx est la masse, sera
l'attraction D| de la sphère du rayon a^ sur un point extérieur, dont fji est aussi la masse et qui se trouve à la distance a de son centre, aura pour valeur
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Su'
et eo comparant ces valeurs de D et D|, on voit qu'elles sont entre elles comme les carrés des rayons
A \\ \%> W* VVW\^* \\ V»«* 'VN*%'V* V\\ VV*%\^*/**\^ *V*'V*» »«<* **^ *■ \\«^» V^ fcM\%»^**^^>^\ \X\*%»*l*\***ft*
FORCES
§ 1*'. Formules du mouvement rccti ligne.
iio. Le mouvement le plus simple que puisse prendre un point matériel est celui qui a lieu en ligne droite, et dans lequel le mobile décrit des espaces égaux en temps égaux. C'est ce mouvement rectiUgne que Ton appelle uniforme, et qui sert de terme de comparaison à tous les autres mouvemens.
Quand le rapport des espaces parcourus aux temps employés à les décrire change continuellement^ le mouvement est varié; si ce changement n'avait lieu qu'à des intervalles de temps finis, le mouvement ne serait qu'iuio succession de mouvemens uniformes.
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Daiisiii) inouvemeiit quelconque, l'espace parcouru par le mobile, ou. plus généralement, sa distance à un point fixe pris sur la ligne qu'il décrit, est une fonction du temps écoulé depuis une époque convenue. Ainsi, en appelant t ce temps, et x cette distance, on aura, dans tous les cas,
el les diverses sortes de mouvemens différeront entre elles par la forme de cette fonclinn Fi. La variable t pourra être positive ou négative : ses valeurs positives répondront à des époques postérieures 'a celle d'où l'on compte If temps, et ses valeurs négatives, à des époques antérieures.
Dans le mouvement uniforme, si l'on appelle a l'espace parcouru dans chaque unité de temps, et h la distance du mobile au point fixe, à l'origine du temps r, cest-à-dir;, ta valeur de x qui répond à t^ o, on aura, à un instant quelconque, X — è -h ai;
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On ferait un cercle vicieux si l'on disait, d'une part, que le mouvement uniforme est celui dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels au temps, et, d*un autre côte, que le temps a pour mesure le mouvement uniforme, c'est-à-dire qu'il est proportionnel aux espaces parcounis dans ce mouvement. Mais la notion des temps égaux et la mesure du temps ne sont fondées nécessairement sur aucune loi particulière de mouvement, et l'on peut, en conséquence, les supposer dans la définition du mouvement uniforme et de toute autre sorte de mouvemens.
Concevons^ en effet, que des corps parfaitement identiques se meuvent successivement, et que, pendant toute la durée de son mouvement, chacun des mobiles se trouve exactement dans le même état que celui qui Ta précédé : il est évident que tous ces mouvemens, dont la loi n'est pas donnée, s'exécuteront en temps égaux, et que leur nombre pourra servir de mesure au temps. Ainsi, par exemple, si ces corps sont pesans et retenus par un axe fixe horizontal, qu'on les écarte tous également de leur position d'équilibre, et qu'on les abandonne ensuite à eux-mêmes, de sorte que le mouvement du second commence dès que le premier est revenu à cette position, celui du troisième aussitôt que le second y est revenu de même, et ainsi de suite, il n'y aura aucune différence possible entre tous ces mouvemens successifs qui s'achèveront en temps égaux. On prouvera par la suite qu'il n'est pas nécessaire pour cela que ce soient différens mobiles qui se succèdent, et
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que les oscillations successives d'iui même corps, do part et d'autie de sa position d'équilibre, sont aussi isochrones, ou d'égale durée; mais la considération précédente, qui ne suppose la solution d'aucun problème de Mi'canique, suHît à l'objet que nous nous sommes proposé.
Les asti-onomes ont reconnu, par ies observations les plus précises et le plus souvent répétées, l'invariabilité de la révolution apparente de la spbère céleste autour de la terre; et, effectivement, la théorie n'indique aucune inégalité sensible dans le mouvement de rotation de la terre qui donne lieu à cette apparence. On appelle jour sidéral la durée constante de cette révolution, laquelle durée est moindre que celle de la révolution diurne du soleil. Celle-ci n'est pas exactement la même à toutes les époques de l'année; et c'est sa grandeur moyenne que l'on prend pniu' unité de temps dans les usages ordinaires, et que l'on appelle le jour mojren. Nous adopterons, i/| beures,
pace constant est ce qu'on appelle la vitesse du mobile; inais, pour parler exactement, cet espace n'est que la mesure de la vitesse, et non pas la vitesse ellemême. La vitesse d'un point matériel en mouvement est une chose qui réside dans ce point, dont il est animé, qui le distingue actuellement d'un point matériel en repos, et n'est pas susceptible d'une autre définition. La vitesse exprimée, dans le mouvement uniforme, par l'espace que le mobile décrit dans chaque unité de temps, suppose qu'on prend pour unité de vitesse celle du mobile qui parcourt l'unité linéaire dans l'unité de tem{>s.
Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse du mobile varie par degrés infiniment petits, et elle est une fonction du temps qui se déduit, ainsi qu'on le verra tout à l'heure, de celle qui exprime l'espace parcouru : mais, auparavant, il est nécessaire de connaître le genre de mouvement que prendra un point matériel en vertu de sa vitesse acquise, si la force qui lui a imprimé cette vitesse, par son action continuée pendant un certain temps, vient à cesser d'agir, et que ce mobile soit abandonné à luimême.
II 3. Il est d'abord évident que si le mobile s'est mu jusque là en ligne droite, il continuera à se mouvoir suivant le prolongement de la ligue qu'il décrivait; car il n'y aurait aucune raison pour que ce point matériel s'écartât de la direction qu'il a reçue plutôt d'un côté que de l'autre. Mais nous ne pouvons pas affirmer, à priori, que la vitesse qui lui a été imprimée ne se ralentira pas d'elle-même, pt ne fi-
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nira pas» par s"('leiiitliH; entièrement; ce n'est que par rexpérience et l'induction que cette question peut être décidée.
Or, il mesure que les obstacles à l'état de mouvement des corps, tels que les frottcniens et les résistances des nnlieux qu'ils traversent, diminuent d'intensilt^', nous les voyons persévérer de plus en plus dans cet élat; et, toutes les fois que noua apercevons une altéralîon dans leur vitesse, nous reconnaissons que cet effet peut être attribué à une cause étrangère, Nous sommes dune conduits à conclure que s'il était possible qu'un point matériel, après avoir été mis en mouvement, ne fût pins sollicité par aucune force, et ne rencontrât aucun obstacle, sou mouvement serait rectiligne et uniforme, c'est-à-dire, le plus simple de tous les mouvemens.
Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer est mise en mouvement dans le vide, sur un plan horizontal et sans frotlenu^nt, par la seule action du pôle d'un aimant, et tpic tout à coup on détruise le pouvoir
incapable dagir; car, an contraire , cha<foe peint matériel trouve toujours dans l'action d'autres points matériels, mais jamais en lui-même , le principe de son mouvement.
ii4* Au bout du temps ^, et quand le mobile se trouve à la distance x d'un point fixe pris sur la droite qu'il décrit , soit v sa vitesse acquise ^ c'està<Un p U vitesse du mouvement uniforme qui aurait lie9f aiji à c^ instant ^ La force qui agit sur le mo^ Jbile venait à cesser d'agjur. L'action de o^te force continuant. L'espace dx que le mobile parcourra dans l'instant dt sera décrit en vertu de cette action et de la vitesse i^ ; la partie de djc correspondante à celle vitesse, qui serait décrite dNm mouvement uniforme » aura vdt pour valeur. En appelant donc € la partie de cet espace qui répond i faction de la force pendant Hnstant (Ù , nous au-
TX)n9
djc = i^dt -f- €.
Or, la vitesse variant par degrés infiniment petits, et ses variations étant uniquement dues à l'action de la force appliquée au mobile, il s'ensuit que dans le temps dt cette action ne peut produire qu'une vi*tesse infiniment petite; par conséquent, cette même action ne peut faire décrire qu'un espace infiniment petit dn second ordre, moindre que ceint qui serait décrit uniformément par le m^diile, s'il reoe^ vait BU commencement de dt tinte la vitesse qui sera produite pendant la durée de cet instant. On peut ditrffic négliger 4 par rapport à i^ dans l'équa^*
,m TRAITÉ DE MÈCAKIQUE. lion précédente; et alors on aura
pour l'expression de la vitesse dans un mouvement quelconque. ■ '
Si l'on voulait connaître la partie £ de l'espace parcouru par le mobile dans le temps dt , en vertu de l'action de la force qni le sollicite, il faudrait conserver les puissances de dt supérieures à la première. Or, en appelant .r' la distance du mobile au point fixe, au buut du temps t -\- dt , on aura, par le théorème de Tajlor,
pour l'expression complète de l'espace parcouru dans cet instant dt. Le premier terme, égal à vdt , est l'espace dii à la vitesse acquise au bout du temps t; si donc on néglige les termes du troisième et des ordres supérieurs par rapport à ceux du second »
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toute cette augmentation de yitesse^ serait égal an produit de dif et dt y ou double de l'espace e qu'il décrit réellement.
II 5. Lorsque lespace parcouru sera donné en fonction du temps , on en déduira immédiatement la yitesse correspondante , au moyen de Féquation
p = ^. Far exemple, les mobiles, dans la machine
SAihoodj décrivant des espaces qui croissent comme les carrés du temps, on en peut conclure que leurs vitesses acquises doivent être proportionnelles aux temps pendant lesquels ces espaces sont parcourus; ce que cette machine fournit, en effet, le moyen de vérifier.
Réciproquement, si la vitesse est donnée en fonction du temps par la définition du mouvement, on en déduira, par l'intégration, l'expression de Tespace parcouru. Ainsi, après le mouvement uniforme, le plus simple est celui dans lequel la vitesse augmente ou diminue, de quantités égales, en temps égaux, et qu'on appelle , pour cette raison , «/i//orjnément accéléré ou retardé. Si donc on appelle g raccroîsscment constant, positif ou négatif, de la vitesse dans chaque unité de temps , et a la vitesse du mobile quand / = o , la vitesse (^ à un instant quelconque sera, dans ce mouvement,
V — a + gt;
et en multipliant par dt et intégrant, on aura
X = b + at^ ^gr,
pour la distance du mobile à un point fixe de la
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droitt: (ju'il décrit ; b étant cette ilistancv à l'origine
du temps /.
Lorsque les deux constantes a et i seront nulles, on aura aimplement
L'espace paicouru est doDc alors proportioimel au carré du temps j et la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque ( est telle qu'en vertu de cette seule vitesse le mobile décrirait, eo un temps égal à (, un espace t>t double de celui qu'il a parcouru, 11 s'ensuit que si Ton connaît l'espace parcouru dans la première unité de temps, on aura, en le doublant , la valeur de la vitesse constante g, par laquelle un mouvement uniformément accéléré diffère d'un aulre mouvement de la même nature.
Ce mouvement est celui des corps pesans qui tombent dans le vide. En un même lieu, la vitesse g est égale pour tous leurs points; en sorte quITs dé-
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déjà animés de vitesses quelconques, et non pas seulement , comme dans le n* 5g , ^^ ^On înfen*àté est la même dans tonte Tétetidue d'un corps de dimensions ordinaires.
II 6. Les lois de Téquilibre né supposent aucune relation particulière entre les forces et les TÎteasee correspondantes; et, pour résoudre les problèmes de Statique , il suffît de itonnaltre les rappwts nu*nuëriques des forces , tek qu'ils ont été définis dans le n^ 5. Les lois dn mouvement , au oontmire , dé«peûdent du rapport qui dent eaister entre les gmn*deurs dea vitessea produites par des forces données; et œ rapport I dont la connaissance est indi^nsable pour la solution des problèmes de Dynamique , est le même que celui des forces , ainsi qu'on va le démontrer.
Soieot toujours or et (^ Fespace parcouru et la vi-^ tesse acquise par un point matériel au bout du temps t. Stti^[>osOiis qu'à cette époque deux forces données f et y agissent simultanément sur le mobile , suivant la direction de son mouvement ; désignons par u la vitesse infiniment petite que la force / imprimerait au mobile , si elle agissait seule pendant un temps r infiniment petit ^. et par m' celle qui serait produite par la force/*, dans le même temps^ si la fwceyn existait pas. Je dis que la simultanéité de ces deui forces ne modifiera pas les vitesse^ dont elles sont capables séparément ^ et que la vitesse produite par la force y -}* /^' ^i*^ i< -f* ^1 c'est ^-dii*e qu'au bout du temps t ^ r , U vitesse du mobile sera devenue ^4-11 + w'.
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En effet, l'augmentation de vitesse du mobile ae pourra dépendre que du temps t auquel elle sera proportionnelle, et de l'état de ce point matériel, ou, autrement dît, de sa position et de sa vitesse pendant ce même temps t; ce ne serait donc qu'eu influant sur cet état que l'action de la force f' pourrait modifier la vitesse qui sera produite parla force /I Or, pendant le temps t, la distance du mobile à un point fixe et sa vitesse ne peuvent varier que de quantités inlinimenl petites , négligeables par rapport à x et v; ses variations de distances à d'autres points fixes ou mobiles , d'où peuvent émaner les forces J et y, sont également négligeables; par conséquent, la vitesse que produira la force J^, pendant cet intervalle de temps t, ne saurait être modifiée en aucune manière par l'action simultanée de la force J^'i et il en sera de même à l'égard de la vitesse due à la forcey, qui ne sera pas non plus changée par l'action de J". Donc la vitesse totale imprimée au mobile pendant le temps t, par la force /'-f-y, sera égale à
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fibre I si ce point matérie] est en repos ; ce qui rendre dans la définition des forces égales du n^ 5.
Lorsque la force qui agit sur le mobile dans, le sens de la vitesse acquise , deviendra double, triple, qua* druple,.... la vitesse qu'elle produira-dans le temps r croîtra suivant la même proportion. Réciproquement^ quand cette force se réduira à moitié, au tiers, au quart,.... la vitesse qui sera produite diminuera de Id même manière; et , généralement, les vitesses infinimentpetites produites pendant des instanségaux^ dans le sens ou en sens contraire de la vitesse acquise , ou ioiprimées à un point matériel en repos,, seront entre elles comme les intensités des forces correspondantes.
C'est sur ce principe général quV'St fondée la mesure des forces dans la Dynamique. On a coutume de le présenter comme une hypothèse; nous le don-r nous ici comme une conséquence nécessaire de ce que les vitesses imprimées par des forces quelcouq^ues, dans des intei*valle3 de temps infiniment petits, sont toujours infiniment petites, et de ce qu'en même temps les déplacemens des mobiles sont aussi infiniment petits.
117. Si les forces que Ton veut comparer l'rtne à l'autre sont des forces constantes, de sorte, que cha-» cjime d'elles produise , pendant toute la durée du mou-* vement, des vitesses égales en temps égaux (n* 1 15), leurs intensités seront entre elles comme les vitesses qu'elles impriment en un même temps quelconque à un même point matériel. L^rs donc que ces vitesses seront données par l'observation, on en conclura le rapport des forces; et, réciproquement > quand ce
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rapport suia donné à priori, ou pourra le prendiv
pour celui Jes vitesses.
Désignons, par exemple, par -ir et &' les intensités de la pesanteur à deux latitudes diffên-ates , et supposons qu'on ait déterminé, en ces deux lieux de la terre , les vitesses g el g', acquises eo une seconde pur tes corps qui tombent verticalement dans le ride; on aura -i.»**^
Le rapport de ces forces «w et ■ar' sera aossî celui des poids d'un même corps, ou de deux corps homogènes el d'un même volume, àcesdeux latitudes. L'observation a fait connaître que les Tttesses dues h la pe- •:antcur angmcntent en allant de t'équateur au pôle , et que l'accroissement total est à peu près ■— de la plus petite. Il s'ensuit donc qnc le poids d'un même corps, transporté de l'équateur au pôle, augmentera cl*ï 7^ 1 et que , pour mettre en équilibre les poids de deux corps homogènes placés en ces deux lieux de s situe' à
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térieâ » la proportion
g : g. Il n^ : ^t , iloanera aussi
Si ce point matériel pesant est posé sur un plan incliné, qui fasse avec le plan horizontal un angle égal a 90* — et , la force 47 se décomposera en deux autres^ Tune perpendiculaire au plan donné et qui sera détruite par sa résistance , l'autre dirigée suivant ce même plan et qui sera la force «t^*,. C'est cette der* nière force qui produira le mouvement dans le vide^ abstraction faite du frottement du mobile contre le plan incliné. Ce mouvement, du à une force constante , sera donc uniformément accéléré ; et si l'on appelle ac^ et (^1 l'espace parcouru et la vitesse acquise au bout du temps t , on aura
équations dans lesquelles on devra mettre la valeur précédente de g,.
Cet exemple est très propre à montrer la nécessité de connaître à priori le rapport des vitesses dues à des forces dont le rapport est connu ; car si l'on ne savait pas déduire g, de la vitesse g donnée par l'observation, et qu'il fallût , pour faire usage de ces der* nières équations, déterminer aussi par l'expérience I» valeur de g, qui répond a chaque valeur de l'angle ee^ la Dynamique se trouverait h peu près réduite à une science expérimentale.
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1 18. Pour mesurer une force variable, il faul en considérer l'ctTet pendant un temps inlînitneril petit, durant lequel on peut la considérer comme constante. Soit donc ip, dans un mouvement rectîlîgne quelconque, la force qui agit sur le mobile au boul du temps /, et que nous regarderons comme une quantité positive ou négative, selon que cette force agira dans le sens de 1^ vitesse acquise ou en sens opposé. Cette vitesse étant i' au même instant, elle sera i'-f-<'f au bout du temps t-^-dt; en sorte que la force Ç aura imprimé une vitesse dv au mobile dans l'instant*/^. Sï donc on désigne par»»- une force constante et connue, capable d'une vitesse g dans l'unité de temps, et qui puisse, conséquemment, imprimer au mobile une vitesse gdt dans le temps dt, ou aunt
:: d^ : gdt;
d'où l'on tut
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contraire de la pesanteur, demeurerait en équilibre ,
si Ton trouvait, par exemple, - ^ = i.
On simplifiera la formule précédente, en prenant 4r et g pour unités ; ce qui la réduira à
L'unité de force sera alors la force constante qui imprimerait au mobile, dans l'unité de temps, une vitesse représentée par l'unité linéaire, de manière que si ces deux dernières unités sont la seconde et le mètre , l'unité de force sera à peu près le dixième du poids du mobile, d'après la valeur de g- du n® ii5.
On peut remarquer que celte mesure -r de la
force variable (p est la vitesse que produirait, dans l'unité de temps, une force constante qui conserverait pendant ce temps la même intensité que la force (p pendant l'instant dt. Ainsi , dans le mouvement d'une parcelle de fer vers le pôle d'un aimant , que nous avons déjà pris pour exemple (n^ 1 15) , la force ^ dépend de la distance au pôle, et est par conséquent variable ; mais si Ton suppose qu'à un instant donné le pôle recule devant le mobile, de manière que la distance de l'un à Tautre devienne constante, la force (p le deviendra aussi, le mouvement se changera en un mouvement uniformément accéléré, et l'augmentation de vitesse qui aura lieu dans l'unité de temps sera la mesure de cette force à Vinstant où elle est devenue constante.
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En ayant égard à la Talenr de € trouvée dans le n* ri4f on peut aussi écrire
11 suit donc de cette formule et de la précédente qu'une force a également pour mesure la vitesse qu'elle produit dans un temps infiniment petit , divisée par ce temps, ou bien le double de l'espace qu'elle fiut parcourir, divisé par le carré de ce même temps. Dans le mouvement unifiormément accéléré , ces deux manières équivalentes de mesurer la force ont encore lieu, sans qu'il soit nécessaire que le temps soit infiniment petit.
1 19. Nous avons maintenant
ci^ àx ds^
pour les formules générales du mouvement rectiligne. Elles montrent les rapports qui existent , dans un mouvement quelconque , entre l'espace parcouru , la vitesse acquise et la force qui agit sur le mobile , et comment ces trois fonctions du temps peuvent se déduire l'une de l'autre , soit par la difTérentiation , soit par l'intégration.
En éliminant v entre les deux dernières, on a
ce qui suppose qu'on prenne le temps t pour la va-riaUe indépendante, et que sa différentielle dl soit constante; hypothèse que nous fei^ons de même, dans
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toute la suite de cet ouvrage , sans que ooua ayons besoin de le repéter.
Par r^Iimination de dt, on aura aussi
2 dx
ce <)ui servira à déterminer v quand U force 9 $cra donnée en ibnction 4e a: , et , réciproquement , celte force lorsque la \ ites;»e sera connue en fonction de Vespace parcouru.
Nous donnerons, dans le chapitre suivant, diverse applications de ces formules générales.
§ II. Memre des forces en ajrani égard aux
masses.
I !9€k. Avant de montrer c^oinient on devra tenir compte des masses dans U comparaisoo des forces qui agisseitf sur de9 mobiles différens » il imparte de rec*tifier une expression inexacte, que Ton emploie son^ vent, at qui tii^t à una confusion dldées.
Concevons qu'un corps aott posé sur un plan bon-» aoutal, et qu il n jr soit rc^tenu par aiicnn frottement. Si je veux U Caire glisser sm ee plan, ii £iudru néai»* moiw t k cau$ei da l'inertie de la maticare^ que j'exerce un eSwt quelconque ; sî à oa corps on en joint un second, {mis un troisième, etc., il faudra que je dé«ploie , pour produire le mâme mouipement, une force de plus en plus considérable. J'aurai , dans chaque cas, h sentiinent de TefiRirt que je serai obligé île faire ; maïs je ne devrai pas en oanclnre que la nia<«-
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tière oppose aucuco resistaiicu à cet elVorl , el qu'il existe daos les corps ce qu'on appelle très iitipropremcnt une force d'inertie. Quand on s'exprime ainsi , OD confond la sensation que l'on a éprouvée, et qui résulte de l'effort qu'on a exercé, avec la sensation d'une résistance qui n'exîsie réellement pas.
Loi*sque le corps frotte contre le plan , ïl y a effectivement une résistance au mouvement horizontal^ et je ne peux pas déplacer le mobile sur ce plan sans exercer un efi'ort supérienr à cette résistance. De même, quand je veux soulever le mobile verticalement, il j a aussi une résistance à ce mouvement, que je dois vaincre par un effort qui la surpasse. Dans les deux cas, je ne produirai aucun mouvement tant que je ne ferai pas un effort plus grand que le poids du corps, ou que sou adhésion au plan horizontal ; mais si l'on ne suppose nî pc^^inteur ni frottement, je mettrai le COff» eu mouvenieul, quelque faible que soit l'effort que jVxLTccrai, et quelque grande que soit la masse du mobile : alors , sï
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des forces en ayant égard aux masses et aux vitesses.
121. Deux points matériels, appartenant à des corps qui peuvent être de nature différente, ont des masses égales ou inégales , selon que des forces qu'on suppose égales leur impriment , dans un même temps, la même vitesse ou des vitesses différentes. Supposons, pour fixer les idées, que les forces appliquées à ces deux points soient verticales, et qu'après les avoir placées dans les deux plateaux d'une balance , il y ait équilibre. Ces forces seront égales dans cette hypothèse ; et cela étant , si les deux points sont rendus entièrement libres, et que les mêmes forces les mettent en mouvement, leurs masses seront égales ou inégales, selon qu'ils prendront , dans le premier instant, des vitesses infiniment petites, égales ou inégales.
Lorsque, de cette manière, les masses de différens points matériels auront été reconnues égales , en les réunissant on formera d'autres points dont les masses auront entre elles des rapports quelconques. Ainsi , en appelant jjl la masse de chacun des points égaux , m et m^ les masses de deux autres points formés de n et n' des premiers, m et m' seront entre elles comme ces nombres n et n\ et l'on aura
m = n/Â, ni = ri fi.
Maintenant, soient m, v ^vf ^ des vitesses infiniment petites , / et jl des nombres entiers , et
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si ileuK forces f et f impriment anx masses m et »C les V itesses v et c' dans un même instant , je dis qu'on aura .
/ : /' V. mv \ mW. • tji|<
En effet, on peut regarder la force _/" comme la somme d'uu nombre n de forces égales qui impriment la môme vitesse v à cbacun des n points égaux dont m se compose ; de sorte qu'eu appelant k l'une de ces forces égales, on aura / = nk.
8oît , eu outre , h la force qui imprimerait la TÎtesse u à cbacmi de ces points égaux , pendant le même instant que la force k lui imprime la vitesse v. Ces forces agissant sur un même point matériel, seront entre elles comme les vitesses m e* v ( n° 1 16) ; et, à came de c^ /u, il en résullera
k = ik.
Nous aurons de méoie
les équations précédeutes, on aura alors
f=inh, f=zi'n'h;
ety en ajant égard aux valeurs de m, m!, i^, ç\ il en résultera la proportion qu'il s'agissait de démontrer.
122. Cela posé, considérons un corps de grandeur et de forme quelconques , dont tous les points décrivent des droites parallèles , avec une vitesse commune qui peut d'ailleurs varier avec le temps. Partageons ce corps en une infinité de points matériels égaux en masse, tels qu'on vient de les définir. On pourra attribuer le mouvement de tous ces points à des forcer qui seront égales et parallèles dans toute rétendue du mobile ; leur résultante , pour une partie quelconque de ce corps , sera égale à leur somme, et appliquée au centre de gravité de celle même partip. Les forces correspondantes à deux parties quelconques seront donc entre elles comme leurs masses; par conséquent , si l'on appelle f la force totale qui agit sur le mobile , m sa masse , et ^ la force qui répond à une partie de cette masse prise pour unité , on aura
Quant à la force ^ , elle sera proportionnelle à l'ao-* croissement de la vitesse des points du mobile pendant un temps infiniment petit ; et si l'on appelle (^ cette vitesse au bout du temps t, on pourra prendre pour sa mesure 9 comme dans le n*" ii8,
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Il cil résullcia donc î '
•' dt '
pour l'cKprcssion de la force dans an mouvement quelconque, eu ayant égard à la masse du mobile, et supposant tous ses poiuts animés d'une même vitesse.
Cette force/, qui est la résultante ou la somme des forças infiniment petites qu'on peut supposer appliquées à tous les points dont ]e corps est composé , se nomme Jhrce motrice,- le facteur % de sa valeur in<p s'appelley'^"ï.'e accélératrice , et n'est autre chose que la force motrice rapportée à l'unité de masse.
La force motrice se change en une pression lorsque la masse sur laquelle elle agit est appuyée contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction. Une pression et une force motrice ne diffèrent donc l'une de l'autre qu'en ce que les vitesses iafintment petites qu'une pression tend à produire sont incessamment la résistance du plan fixe (
chaque unité de temps , on a
Pour une autre force constante f, agissant sur une masse m', et produisant une vitesse g' dans Funité de temps y. on aura de même
Or , rc^)seryation a prouvé que deux coi*ps pesans p qodle que soit la différence des matières , acquièrent la même vitesse en tombant dans le vide pendant un même intervalle de temps. Dans le cas de la pesanteur^ on a donc g = g' ; et, conséquemment, les poids / et /' de deux corps quelconques sont entre eux comme leurs masses m et m\ ainsi que nous Tavons supposé dans le n® 60. Le seul fait , constaté par une expérience journalière, que des corps hétérogènes ont des poids égaux sous des volumes différens, ne suffisait pas pour décider si leurs masses sont égales ou inégales; il fallait savoir, de plus, que la pesanteur leur imprime le même mouvemeni, pour pouvoir condure, de fégalilé des poids, l'égalité des quantités de matière.
Le poids d'un corps pesant qui tombe dans le vide est sa force motrice , et la pesanteur esi sa force accélératrice. Pour abréger , on appelle souvent pesari^ leur ou gravité la vitesse g , qui n'est que la mesnrè de celte force.
I !i4» Si des forces données agissent à la sur&cèpu sur di^tres partii^s d'un côirps solide, et qu'il en resuite pour tous !ies points des vitesses égales et pa-
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rallèles, Il faudra que ces forces aient une résultante unique, qui coïucidera, en grandeur et eu directiou, avec la force motrice, telle qu'on vient de la définir, et dont un déduira la force accélératrice en la divisant par la masse entière du mobile.
Supposons, par exemple, qu'un corps pesant tombe dans l'air, dans l'eau, ou dans tout autre fluide, et que sa forme et sa densité, s'il n'est pas homogène, soient symétriques autour d'un axe vertical. Il est évident que tout étant semblable autour de cet axe , tous les points du mobile décriront des droites verticales ; ce qui exige , puisqu'il s'agit d'un corps solide, qu'ils aient tous la même vitesse à chaque instant. La résistance du milieu , qui s'exerce à la surface de ce corps , se réduira donc à une force dirigée suivant son axe de ligure. Je désignerai par K son intensité a UD instant quelconque , par 4 '^ partie correspondante de la force accélératrice du mobile, et par m sa masse ; on aura alors
la densité et de la nature du fluide. Le plbs communément, on la suppose proportionnelle au carré de (^ et à la densité du fluide , que je représenterai par p , de sorte que Ton a
R = (Tfv*; « cr étant un coefficient qui ne peut plus dépendre qu0
de la forme et des dimensions du corps , de la nature du flaide , liquide ou^ aériforme ^ et de sa température.
Daifs. le cas d'une sphère, on regarde le coeffi>« cient (T comme proportionneLà sa surface ou an carré de son diamètre. En désignant dpnc par r son rayon , et par D sa densité , de sorte que sa masse soit.
il en résultera^
m =^Dr%
> — Dr '
y désignant un coefficient numérique qui sera le même pour toutes tes sphères , et dont la yaleur devra être déterminée par l'expérience pour chaque nature de fluide. A cause que cette quantité 4 e^tde la même nature que g^ il s'ensuit que si l'on désigne par k une vitesse donnée , il faudra qu'on ait
Dr k^
yt g
afin que l'expression de 4 prenne la fom>e.
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confoi'iuémeiitau principe de l'homogeiicité des quantités (n" 25).
135. Une même force constante, agissant successivement sur des masses différentes, produira des mouvemous uniformément accélérés , dans lesquels la force accélératrice , ou l'accroissement constant de la vitesse dans chaque unité de temps, sera en raison inverse de la masse.
Ainsi, par exemple, y étant le poids mg d'une masse m, si l'on suspend cette masse à l'extrémité d'uD fil qui soit attaché par son autre bout à une autre masse m' posée sur un plan horizontal , il est évident que ces deux masses prendront un même mouvement uniformément accéléré, et dû à la force motrice /, abstraction faîte du frottement et du poids de In partie verticale du Bl. Si donc on appelle g' la force accélératrice de ce mouvement, on aura
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lorsqu'ils sont soumis ^ pendant un même temps ^ k l'action d'une même force, il s'ensuit qu'il n'eiiste pas de corps réellement ^/£re^; ceux qu'on appelle ainsi sont des corps qui ont de très grandes masses par rapport à celles dont dépendent les (brce$ motrices qu'on leur applique , et qui ne reçoivent , conséquemment y de l'action de ces forces que des vitesses extrêmement petites. A la surface de la terre^ ce sont les corps attachés à cette surface qui ne font qu'une seule masse avec celle du globe terrestre ; et, eu effet, en prenant cette masse pour m' dans l'exemple précédent, on voit que la vitesse g' qui lui sera imprimée dans l'unité de temps, par un poids mg correspondant à une masse m de grandeur ordinaire, pouiTa être regardée comme tout^ fait insensible.
126. On a coutume d'appeler quantité de mou^ vement dun corps le produit de sa masse par sa vi-^ tesse. Four me conformer à l'usage , j'emploierai cette expression , à laquelle il serait toutefois plus correct de substituer celle de quantité de vitesse, puisque c'est la vitesse qui réside dans le mobile, et que le mouvement n'en est qu'un effet subséquent.
Il n'y a aucune force qui produise instantanément une quantité finie de mouvement. Le choc d'un corps solide en mouvement contre un corps solide en repos imprime à celui-ci, dans un temps très court, mais non pas infiniment petit, une vitesse qui peut être quelquefois très grande ; -et , pendant cet ibter* valle de temps, les deux corps ne se déplacent pas sensiblement. Quelque durs qu'on les suppose, ils se com-
primeDt toujours un tant soit peu; la vitesse passe de l'un à l'autre par degrés i nfinîmcnt petits ; et si l'on fait abstraction de l'élasticité de ces deux corps, leur action mutuelle cesse dès (ju'ÎIs ont des vitesses égales. Cette communicatioD rapide de la vitesse, sans déplacement sensibledes masses, est ce qu'on appelle une percussion ou une impulsion; elle équivaul, comme on voit, à une force motrice agissant, pendant un temps très court, avec une très grande intensité.
En considérant ainsi la percussion comme la somme des actions iiifinimenï petites d'une force moti-ice, on en conclut qu'elle se décompose en deux autres per^ eussions , suivant des directions données, par la règle du parallélogramme des forces , comme chacune de ces actions successives. Si, par exemple, on exerce sur la tête itun coin une percussion normale que j'appellerai P, elle se décomposera en deux autres percussions perpendiculaires à ses deux faces; el sî l'on représente par Q et Q' les deux composantes, par K et K' les longueurs des faces auxquelles elles répon-
fixes contre lesquels elles s'appuient , seront dans le même cas que s'ils étaient frappes normalement par la même masse m^ animée de vitesses propoi^
tionnelles à leurs longueurs, et exprimées par -||-
127. Si un corps solide en repos est frappé à la fois, en sens opposés, par deux autres corps dont les masses sont m et m', et les vitesses p et t^'; que ces trois corps soient symétriques autour d'un même axe quant à leur forme et quant à leur densité , et que tous les points des deux derniers se meuvent parallèlement à cette droite, leurs percussions sur le corps intermédiaire se feront équilibre , lorsque les quantités de mouvement mv et m'v' seront égales , c'est-4i-dire que ces quantités de mouvement passeront, pendant un temps très court, dans le corps intermédiaire , et s'y détruiront sans que ce corps soit déplacé d'une manière sensible.
L'équilibre aura lieu également si l'on supprime le corps intermédiaire, et que la communication de la vitesse se fasse immédiatement entre les deux autres corps. Ainsi, deux corps solides qui vont au-devant l'un de l'autre se réduisent au repos, abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viennent à se choquer , et que leurs masses sont en raison inverse de leurs vitesses; et, réciproquement, les produits des masses et des vitesses sont égaux quand il 7 a équilibre dans le choc de deux corps solides. On suppose ici^ comme on vient de le dire, les deux mobiles symétriques autour d'une même droite, et les vitesses
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(le tous leurs points parallèles à cette (Irui)e, laquelle est celle qui passe par les centres de gravité des lieux niasses. La condition d'équilibre dans le choc de ces corps est donc l'égalité de leurs quantités de mouvenient, ou l'équation
m et m' étant leurs masses, et v et v' leurs vitesses. Nous déterminerons par la suite les mouveniens qui aui'Out Heu après le cboc, quand ces conditions relatives aux grandeurs et à la direction des vitesses, et à la forme des mobiles, ne seront pas remplies, ou bien quand On aura égard à leur élasticité.
11 résulte de celte loi de l'équilibre dans le choc que la percussion fournirait le moyen le plus direct de mesurer la masse des corps. On imprimerait une vitesse connue a à tous les points d'un corps dont la niasse serait prise pour unilc ; et si l'on pouvait déterminer exactement la vitesse- i' dont tous les pointi? d'un autre corps devraient être animes , poar qu'il
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numéro précédent , la tête et les deux faces du coin éprouveront les mêmes effets^ ou seront frappées avec la même énergie , si la masse m et la vitesse a sont remplacées par t^ne masse m' et une vitesse a', telles que l'on ait ma =: mV.
128. Lorsque deux percussions, provenant de vi-r tesses en raison inverse des masses, seront exercées simultanément sur les deux plateaux d'une balance , il y aura équilibre; la balance remplaçant ici le corps intermédiaire que nous avons considéré dans le numéro précédent. Ce cas sera » par exemple , celui de deux corps pesans , dont les masses sont m et m', et qui tombent au même instant sur ces deux plateaux , après avoir acquis des vitesses (^ et /, telles que l'on ait m(^ = mV.
Si la masse m est en repos dans l'un des deux plateaux, son poids y exercera une pression qui sera généralement vaiocue par la percussion de l-autré masse; mais il n'est point exact de dire, comme on le &it ordinairement, que cela aura toujours lieu, quelque grande que soit la pression daqs son espèce, et quelque petite que soit la percussion dans la sienne. .
En effet, on peut remplficer la percussion de mf par une force motrice agissant sur l'un des deux plateaux sans le déplacer sensiblement, pendant un temps très court que je représentera^ par r. En désignant par nïudt l^ quantité infiniment petite de vitesse dont cette force variable est capable pendant
l'instant dt, le produit m' fudi sera la quantité
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cte vitesse qu'elle commnDiquera à la bntance peudaitt Je temps t. Pendant ce même temps, k- poids de m produira une qxiantité de mouvement c\primce par mgT, en représentant par g la gravité. Pour qu'il y ait équilibre dans le système, il faudra donc que. l'intégrale / uflt soit toute la vitesse c'dont la masse
m' est animée à l'instant où la percussion commence, de sorte qu'il ne lui reste plus aucun degré de vitesse quand le clioc est Gui; et, cela élanl , il saflîra que les quantités de mouvement mgr et m' 1 udt ,
imprimées en sens contraire à la balance pendant la durée du choc , soient égales entre elles. La condition de cet équilibre sera donc exprimée par Téqoab'ou
mV = mgT ;
et selon qu'on aura, au coulraire, fnV >■ mgr ou m'c' <CtngT, ce sera la percussion qui l'emportera sur la pression , ou la pression sur la pcrciissiou.
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DU MOUVEMEIVT RECTIUGNE.
129. D*après ce qu'on a vu dans le n** 119, les équations du mouvement rectiligne d'un point matériel sont celles-ci :
dont la dernière est une suite des deux autres , et dans lesquelles on a désigné ^ au bout d'un temps quelconque t , par x la distance du mobile à un point fixe de la droite qu'il décrit ^ par (^ sa vitesse acquise, et par ^ la force qui le sollicite ; ^ étant une quantité positive ou négative, selon que cette force agira dans le sens ou en sens contraire de la vitesse v. Ces équations s'appliqueront non-seulement à un point matériel isolé , mais aussi à un corps solide de grandeur quelconque, dont tous les points décriront des droites parallèles, et auront, par conséquent, un mouvement commun : ^ sera alors la force accélératrice , égale à la force motrice divisée par la masse du mobile.
La valeur de ^ sera donnée dans chaque problème; et la question consistera à en déduire , par l'intégration , les expressions de (^ et x en fonctions de t. Elles contiendront deux constantes arbitraires , dont on déterminera les valeurs d'après celles de x et p à l'on-
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ginc du mouvemeot, qui devront être données dans chaque exemple. Dorénavant, nous supposerons toujours que Ton compte le temps t k partir de cette origine ; en sorte que les valeurs données de x et i^ répondront à ^=0.
Lintégration ne sera généralement possible sous forme finie ^ que quand f ne dépendra, comme nous le supposerons dans les exemples suivans, que d'une seule des quantités t,u, x. Lorsque la valeur donnée de (p les contiendra toutes trois , ou deux seulement , les valeurs de a: et i^ ne pourront s'exprimer que par les séries.
i3o. Supposons d*abord que la force ^ soit conslaiite , et qu'il s'agisse , par exemple , du mouvement vertical d'un corps qui tombe dans le vide en vertu de la pesanteur.
En désignant cette force par g, nous aurons .
d'où Ton tire
i^ = gt, x=lgt\
et, par conséquent,
en supposant que la distance x soit comptée du point de départ du mobile, et que la vitesse initiale soit nulle, de sorte qu'on ait orso et v=:o, quand ^ = o.
Si l'on appelle a la vitesse acquise en tombant d'une hauteur A, on aura
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ce qui fournit une expression commode d'une yi* tesse quelconque y au moyen de la hauteur d'où un corps pesant devrait tomber pour lacquërir , et de la vitesse constante g. Le temps de la chute de cette hauteur h étant représenté par 8» on aura
aussi
Si le corps est lancé verticalement de bas en haut ^ réquation de son mouvement dans le vide sera
g étant la même vitesse constante que dans le cas précédent , parce que Ton suppose l'action de la pesanteur sur les corps en mouvement ^ indépendante du sens dans lequel ils se meuvent , aussi bien que de la grandeur de leur vitesse. En supposant que a soit la vitesse initiale, on en déduira
v — a—^t, x=Lat — \gt\
pour la vitesse et l'espace parcouru à un instant quelconque. Il est évident que le mobile s'élèvera jusqu'à ce que cette vitesse soit nulle. Si donc on appelle 0' le temps de son élévation , et 1i! la hauteur à laquelle il parviendra , on aura
9' = -, A'=-; et comme ces valeurs coïncident avec celles de 0 et à
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du cas précédent ^ on en conclut qu'un corps pesant / lancé de bas en haut avec une vitesse a , s'élève dans le vide h la hauteur d'où il devrait tomber pour acquérir cette même vitesse, et que le temps de son élévation est le même que celui de sa chute.
Communément on appelle h la hauteur due à la vitesse a, et , réciproquement, a la vitesse due à la hauteur h.
i3i. Soit que le mobile monte ou descende, il suffira, pour former les équations de son mouvement sur un plan incliné , de mettre dans les précédentes g cos a à la place de g, en désignant, comme dans le n» 117, par cl le complément de l'indinaison du plan donné sur un plan horizontal.
Dans le cas de la chute , on aura donc
i^ssg^cosa, x=:^gt^cosa, p*=2gxcosa;
mais en appelant / la longueur du plan incliné , et /< sa hauteur , on a
h = Icosa;
si donc on indique par k la vitesse acquise par le mobile, quand il aura parcouru toute cette longueur, on aura
k^ = 2g/ cos a = 2gh;
ce qui montre que cette vitesse k est la même que si le mobile fût tombé par la verticale h.
Soit ABC ( fîg. 34) la circonférence d'un cercle dont le plan est vertical. Supposons que Afi représente son diamètre vertical ^ et cherchons, d après les équations précédentes , le temps qu'un point ma-
teriel pesant emploiera à parcourir la corde AC, abou-tissante à l'extrémité supérieure de ce diamètre. En abaissant du point C la perpendiculaire CD sur AB , on aura y dans ce cas,
AC = /, AD = A
mais si Ton désigne par â le temps demandé , on
aura
Z = igO»cos« = ^;
d'après une propriété connue du cerde, on a d'ailleurs
en appelant b le diamètre AB ; d'où Ton conclut
Or , ce temps est le même que celui de la chute p^r une hauteur verticale 6 ; il en résulte doue que la corde AC sera parcourue dans le même temps que le diamètre AB.
On trouvera le même résultat , en considérant le mouvement sur la corde CB qui aboutit a Fextré^ mité inférieure de AB, et sera aussi parcourue dans le même temps que ce diamètre vertical.
Ce théorème , indépendant de la longueur de la corde parcourue, subsistera encore lorsqu'elle deviendra infiniment petite ; ce qui tient à ce qu'en même temps la composante de la gravité ^ qui agit suivant cette longueur , ne sera plus une quantité finie.
i52. Considérons actuellement le mouvement d'un I. 16
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corps solide pes.ant qui lorabe ou qui est Iniicc do
bas en haut daus un milieu résistant , et dont lous
les points décrivent des droites verticales. Pour que
la force accélératrice ne dépende que de la vitesse ,
nous supposerons que le milieu ait partout la même
densité.
Daus le cas de la chute, on aura
ea supposant ia résistance proportionnelle au carre de la vitesse ( n° 1 24 ) > et désiguant par k une vitesse constante et donnée. Cette valeur de Ç étant une foQClion de v , il faudra faire usage de la seconde équation (1), et l'on en déduira
En intégrant et supposant nulle la vitesse initiale, de sorte qu'on ait i> = o qaaud £ = o , il en résulte
Je désigne ici par e la base des logarithme». népériens, et par hg un logarithme de cette ei^pèce. Il en sera de même dans toute la suite de cet ouvrage ; ce qui n'empêchera pas d'employer quelquefois la lettre e k représenter d'autres quantités , dans des formules où la base de ces logarithmes n'entrera pas. EUe a pour valeur approchée
et celle du module cdn^tant^ pa^ lequel il faut multiplier le logarithme hépeHën dVîi lîotUbte'quëlcbhque/ pour en déduire le logarithîiie'drdinaire de té nombre/ est
A cause de dlr = vdt , on aura
x = ^Iogi(^e*+e*;, (5)
en intégrant et supposant x = o quand ^ = o. On a aussi
et, par conséquent ,
pour la valeur de or en fonction de p.
i33. Ces formules renferment la solution. comr plètedu problème*. On en déduit cette conséquence, que le temps augmentant sans cesse , le mouvement
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apipipocfae de plus en plus de runiformité , et qu'il est -sensibleinent uniforme quand la TÎtesse gt, produite par la pesanteur, est devenue très grande par rapport à A:. En effet , en négligeant alors Fexponen^
tielle e , qui est une très petite fraction , on a
if =:^ky ? = o, or ^ *« — — log 2.
La résistance du fluide étant une force qui s'exerce à la sur&ce du mobile, la force motrice qui en résulte est indépendante de la masse , et serait la même, soit que le mobile fût formé d'une matière très dense, soit qu'on enlevât la matière intérieure, et qu'on le réduisit à une enveloppe très mince. Or, la force accélératrice se déduisant de la force motrice, en la divisant par la masse du corps, il s'ensuit que la première de ces deux forces sera, toutes choses d'ailleurs égales, en raison inverse de cette masse, et, par conséquent, k en raison directe de sa racine carrée. C'est pour cela que le mouvement final, dans un milieu résistant, est le plus rapide pour le corps pesant dont la densité est la plus grande ; la forme et l'étendue de la surface restant les mêmes.
Quand la densité du milieu est très faible par rapport à celle du mobile , la quantité k est très grande; et ce n'est qu'après un temps très long que le mouvement peut approcher de l'uniformité* Tant que la vitesse gt n'est pas devenue très considérable, on a, -en séries convergentes.
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«t les formules (2) et (3) deviennent
♦' = g< — 3P + etc.,
Elles se réduisent, comme cela doit être, à celles da mouvement uniformément accéléré, lorsque la densité du milieu est tout-à-fait nulle, ce qui rend la quantité k infinie.
1 34- Dans le cas où le mobile est lancé de bas en haut , on a
Si sa surface supérieure est la même que sa surface inférieure, la constante k sera aussi la même que dans le cas de la chute; mais si ces deux portions de surface sont différentes, les valeurs de A: le seront également; et, par exemple, s'il s'agit d'un c6ne dont la base soit horizontale, la quantité k sera beaucoup plus grande ou beaucoup plus petite dans son mouvement ascensionnel que dans sa chute, selon qyç 80]> sommet sera situé aunlessus ou au-<lessous de sa base. Pour fixer les idées , je supposerai que le mobile soit
a46 TRAITÉ DE MÉCANIQUE.
une sphère homogène; en appelant rson rayon, D sa
densité et p celle du milieu, on aura alors (n^ 134)
y étant une constante qui ne peut plus dépendre que de la nature du milieu , liquide ou fluide aériforme, et de sa température.
En substituant cette valeur de ^ dans la seconde équation (i), on aura
kdv gdt ^
et en intégrant et désignant par a la vitesse initiale du mobile, il en résulte
arc (tang = ^) = arc (tang = f ) — p
La valeur de v qu'on en déduit peut facilement s'écrire sous la forme :
k (ûcosÇ — itsinÇ)
Sf = : .
a sin ^ -J- ^ ^® T
En multipliant par dt et intégrant de nouveau, de manière qu'on ait j: = o quand ^=0, on en conclut
€ On aura aussi
^ = -7l0g(fs.DÇ+C0sf).
cty par conséquent^
Si l'on fait t= ^^ 6t que l'on suppose ensuite a=:o, pour appliquer ces formules au cas du vide^ elles se présentent sous la forme -; et, par la règle ordinaire, on trouve, comme cela doit être,
résultat qu'on obtient aussi par le développement en série, comme dans le numéro précédent.
i35. Appelons A la plus grande hauteur à laquelle le mobile parviendra, et qui répond à i^ = o; nous aurons
Soit aussi 0, le temps qu'il emploiera pour y parvenir; sa valeur sera
fl. = - arc (tang = 0
Parvenu à cette hauteur, le mobile retombera, et son mouvement sera exprimé par les formules du no i3:2. Si l'on représente par a^ sa vitesse, lorsqu'il sera retombé de toute cette hauteur Zr, on aura, d'après l'équation (4) ,
en égalant cette valeur de % à la précédente, on a
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et, par conséquent,
d'où l'oD conclut a' < a; en sorte qae la TÎtesse ui
mobile, quand il sera revenu à son point de départ se trouvera moindre que sa vitesse initiale.
Soit aussi 6' le temps du la chute totale, lequel répondra à v^a'. On aura
6 — — loff , -., =S ^ k — a"
ou bien, en mettaot pour a' sa valeur,
Taleur diflërente de celle dn temps fl, de l'élévation. En multipliant par \/a*~^~ k^ — a, le numérateur et le dénominateur de la fraction comprise sous le logarithme, on aura, plus simplement.
teasedtt ^B
jection a , lequation précédente servira k déterminer la valeur de k, relative au rayon r du boulet. En désignant par kf ce que devient A: par rapport a un autre boulet de la même matière et d'un rayon /, on aura
d'après l'expression de A* du numéro précédent.
1 36. Dans le cas où Ton fait abstraction de la pesanteur^ et où l'on suppose la résistance du milieu proportionnelle à une puissance dé la vitesse dont l'exposant est moindre que l'unité^ la solution du problème présente une singularité qui mérite d'être remarquée.
Supposons qu'on ait, par exemple.
(p = — iigr^/y;
g et A étant toujours la gravité et une vitesse constante et donnée. L'équation du mouvement sera
en en tirant la valeur de g£&, intégrant et désignant par a la vitesse initiale , il vient
et, par conséquent,
En multipliant par dt^ et intégrant de nouveau, de
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sorte qu'on ait x = o quand t=^o, on trouve
pour l'espace parcouru à yn instant quelconque.
D'après la valeur de f, la vitesse diminue depuin l'origine du mouvement jusqu'à l'instant qui répond
à t= — ~ ; a cet instant, la vitesse est nulle; au-
S delà, le mouvement continue dans le même sens qu'auparavant, et la vitesse augmente indéfiniment. Mais la vitesse élant nulle à un certain instant, la force accélératrice est nulle en même temps; par conséquent, le mobile doit s'arrêter à cet instant et demeurer en repos. Or, Il faut remarquer que l'équation du mouvement admet une solution particulière f = o; en sorte que sa solution complète est l'ensemble de son intégrale et de cette équation i-^o; il s'ensuit donc que le problème est résolu depuis
/:^o jusqu'à ^:= — ^, par l'inléerale de l'équa-
sll en existait; ce qui n'arrive, pas réellement, d'après les expressions des forces en fooetîOi^S.ds la vitesse acquise et de l'espace parcouru , qui ont lieu d^ns la nature.
iSy. Donnons maintenant des exemples de mouvemens dans lesquels la force accélératrice varierai avec l'espace parcouru.
Le cas le plus simple a lieu , lorsqu'il s'agit d'un point matériel attiré vers un centre fixe, en raison directe de la distance à ce point, que l'on suppose situé sur la droite que ce mobile décrit. Au bout du temps t, soit z cette distance ; à une distance donnée a, supposons que la force accélératrice soit égale à la gravité g; on aura, d'après la loi donnée,
pour sa valeur à un instant quelconque. Si oc est l'espace parcouru au même instant, et que le mobile soit parti du point situé à une distance c du centre d'attraction, en se dirigeant vers ce centre, on aura aussi
dz
ÛC z=z c Z,
et la troisième équation (i) deviendra
Son intégrale complète est
= Acos ^ y/^ + B sin t \/\\
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A et B déngnaot les deux constantes arbitraires. Eft sopposant nalle la vitesse initiale da mobile ^ on aura il la fois
dz
d'au Ton oonclnt
A =3 c, B = Oy et, par conséquent y
z s= ecMt
Cette formule montre que la distance z sera nulle ou que kl mobile atteindra le centre d'attraction, au bout d'un temps indépendant de la distance c de son
point de départ, et égal k -ncy^ : il fera ensuite,
de part et d'autre de ce centre ^ des oscillations dont Tamplitude et la durée constantes seront cette distance c et ce temps - tf \/-.
1 58. Pour un autre exemple , considérons le mouvement d'un corps pesant dans le vide; nous supposons qu'il tombe d'une assez grande hauteur pour qu'on doive avoir égard , pendant sa chute , à la variation de la pesanteur.
Soient BAE (fîg. 35) un grand cercle vertical de la terre, D le point de départ du mobile dans ce plan, M sa position au bout du temps t^ sur la droite DC qui aboutit au centre C de la terre , et rencontre en A sa surface. Appelons r son rayon C A , h la hauteur AD, X l'espace DM parcouru par le mobile, z sa
distance CM au centre C ; en sorte qu'on ait
z = r + A — jc.
La force accélératrice ^ sera la pesanteur au point M; en la désignant toujours par g à la surface de la terre, c'est-à-dirci au point A , et supposant que son intensité varie en raison inverse du carré de la distance au centre C, on aura donc
d'où Ton tire
au moyen de quoi la troisième équation (i) deviendra
d^x gr*
IF (r+A— -a:)''
Je multiplie ses deux membres par 2dxi j'intègre ensuite; puis je détermine la constante arbitraire
de manière qu'on ait -^ = o , quand / = o ; il vient
ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mobile, à une distance quelconque x de son point de départ. Au point A, où l'on a a: =:h, cette vitesse sera
et, par conséquent, moindre, comme cela devait être, que si la gravité avait , dans toute la hauteur h, la même intensité qu'à la surface^
L'équatioa précédente dooiie
agr' ^^ _^ (r + A — j) d^
Or, en comparant cette équation différentielle à 1 equation (n) du n" ^5» od voit que si l'on construit une demi -cycloïde DOC, qui ait son sommet au poiot D et son origine au point 0, situé sur la perpendiculaire CO à la droite CD , et dont le cercle générateur ait pour diamètre cette droite CD égale à r+ /;; que l'on mène ensuite par ie point M nno perpendiculaire MN à la droite DC, qui rencontre la cycloïde au point N, on aura
MN = 'V
en sorle que l'ordonnée MN du point N fera connaître le temps t, employé à parcourir l'abscisse DM, et réciproquement'. Sous forme finie, on aura
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formule précédente égal au premier. On peut aussi mettre le rayon r au lieu de r-f- A — jc, et réduire,
par conséquent, leur somme à a \/rx; et, de cette manière, la formule dont il s'agit deviendra
'«'■j = WS,
ou simplement
en négligeant h par rapport à r.
Je me contenterai d'indiquer, comme exemple de calcul, le cas où le mobile soumis à une pesanteur variable est lancé de bas en haut; et, pour dernier exemple du mouvement fectiligne, je vais considérer le naouvement d'un point matériel attiré vers deux centres fixes, situés sur la droite qu'il décrit.
159. Soient A et B ( fig. 56), les deux centres d'attraction , M la position du mobile au bout du temps ^, et D son point de départ. On suppose , pour fixer les idées, que le mouvement a lieu entre les deux centres d'attraction , et de A vers B ; faisons
DM = a:, AM = z, AD = a, BM = c — z;
en sorte que x soit l'espace parcouru , z la distance du mobile au point A , ât la distance initiale , et c la longueur de la droite AB. En supposant toujours les attractions en raison inverse du carré des dis* tances , et désignant , à l'unité de distance , par a* et b^ les intensités des forces qui émanent des cen-
très A et B, nous aurons -r et ; r; pour leurs
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inteusitcs quand le mobile est eo M. La force accélératrice ç sera l'excès de la seconde force qui tend à augmenter l'espace a: , sur la première qui tend à le diminuer; donc, à cause de dx = dz, on aura
pour ce que devient la troisième équation (i) , et -jpour la vitesse c du mobile au point M.
En multipliant l'équation (a) par sdz et intégrant» on a
dT- = c^r2 + -^ y-' (*>
y étant la constante arbitraire. Pour la déterminer , je désigne par k la vitesse initiale qui répond à z^a,; on aura
En retranchant cette équation de la précédente} il eo
rés II 1 tera
{c—hy h**
On tire de là deux valeurs de ^ , dont Tune appartient au point C situé entre A et B , et l'autre à un point situé sur le prolongement de AB, du côté du centre de la moindre attraction. La première de ces deux valeurs est
Appelons y* la plus petite vitesse initiale qu'il faut imprimer au mobile pour qu'il arrive au point C , de sorte que^ parvenu à ce points sa vitesse soit nulle; on aura à la fois
et , en vertu de l'équation (c) et de la valeur de h, il en résultera
•^ c — ma c ^ ^
Si la vitesse initiale k est moindre que y, le mobile retombera sur A ; si elle est plus grande , il dépassera le point C, et ira tomber sur B. Dans le cas de A: =^/f le mobile emploierait un temps infini à atteindre le point C , à cause qu'à une distance infiniment petite de ce points il ne serait plus animé que d'une vitesse infiniment petite, et sollicité par une force qui le serait également.
i4i« Si A et B sont les centres de deux spbères homogènes, ou composées de couches concentriques,
on pourra supposer que les attractioas que l'on considère sont celScs de ces deux sphères; et alors leurs inlensitésrt' et /'*, à l'unilé de distance , seront entre elles comme leurs masses (n" loi). En supposant , pal- exemple , que A soit le centre de la lune et B celui de la terre, et négligeant la Don-sphéricité de ces deux corps, on aura
car la masse de la lune, conclue de son action pour
soulever les eaux de la mer, est -^ de celle de la
terre. On aura donc
en sorte que le point également attiré par la terre et par son satellite se trouve, à peu près, au dixième de leur distance mutuelle à partir de la lune.
Soit r le ra^on de la terre ; on pourra prendre 6or rln ^
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ponr cette force à Tunité de distance. Si do&c on
Élit
(0,044894 )r=rr',
il en résultera
Or ^ l'attraction g peut être prise pour la pesanteur dont elle est la partie principale ; par conséquent , y* est la vitesse due à une hauteur / ; et à cause de
g = 9^,80896, 'M-r = ^looooooo",
sa valeur est
La lune n'ayant pas d'atmosphère dont la résis-^ tance puisse diminuer la vitesse des corps partis de sa surface, il s'ensuit que si la terre et la lune étaient en repos , un corps lancé de la surface de la lune vers la terre , avec une vitesse plus grande que 236i mètres par seconde, dépasserait le point d'égale attraction , et viendrait tomber sur la surface de la terre. Dans le mouvement de la lune autour de la terre , la droite ÂB qui va d'un centre à l'autre rencontre constamment la surface de la lune en un même point, qui devrait être le point D , d'où le mobile serait lancé suivant la direction DB ; mais , pendant une seconde, le point D parcourt sur le cercle décrit du centre de la teiTe, une longueur d'environ looo" par seconde; par conséquent, la vitesse absolue du mobile serait, en grandeur et en
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direction, la résultante d'une vitesse dirigée suivant DB, et d'une vitesse de looo" perpendiculaire à DB. Cela étant , te corps ne restera pas sur la droite mobile AB ; il décrira une courbe dans l'espace, les formules précédentes ne s'appliqueront plus à son mouvement, et il ne viendra plus tomber sur la surface de la terre, comme dans le cas de l'immobilité de la lune.
En résolvant l'équation (b) par rapport k dt , on a
L'intégrale de celte formule s'exprimera toujours au moyen des fonctions elliptiques; en sorte que l'on pourra calculer, au moyen des tables de ces fonctions , le temps qui répond à une distance donnée s, et réciproquement. Mais indépendamment des cas où l'une des deux attractions est nulle , il en est d'autres pour lesquels l'intégrale de la formule précédente peut encore s'obtenir sous forme finie. Ces
L'une de ces deux valeurs de k* est celle dey* ; l'autre est évidemment plus grande. Il s'ensuit donc que quand aucune des deux quantités a et ^ n'est zéro , on peut exprimer le temps sous forme finie en fonc* tion de z , lorsque le mobile a reçu la plus petite vitesse y*avec laquelle il peut atteindre le point C, et lorsqu'on lui a imprimé une certaine vitesse plus grande que celle-là.
Je substitue la double valeur de y dans l'exprès:sion de dt; il vient
V c ac — {a ± ù)z '
formule que l'on rendra rationnelle et qu'on intégrera^ sans difficulté^ par les règles ordinaires. La dif-^' férentielle dt doit toujours être positive ; la différentielle dz est positive pendant que le mobile s'avance de I> vers B, et négative lorsqu'il revient vers A. Dans le premier cas^ on prendra dOnc le radical'
\^cz — z*, avec le même signe que le dénominateur ac — (a ± 6)z, et,, dans le second cas, avec un signe contraire.
145. Soit cpie Ton suppose 6 = 0 ou c = oo, lé mobile ne sera plus soumis qu'à l'attraction du cen-* tre A. L'équation (c) se réduira à
la valeur de dt qu'on en déduit s'intégrera sous forme finie, et fera connaître t en fonction de z.
Si l'on fait -^ 2= o, on aura l'équation
pour déterminer la dïstauce z à laquelle le mobile s'arrêtera. Dans le cas de 3a'=A*a, celte distance sera infinie; ce qui signifie <jue le mobile ne s'arrêtera pas. Il en sera de même dans le cas de an' < (t'a, d'où il résulterait pour z une valeur négative qui ne peut appartenir à aucun point de la droite iodéfinie DB, suivant laquelle le mobile a été lancé. Dans ces deux cas le mouvement approchera de plus en plus de l'uniformité, à mesure que le mobile s'éloignera de A.
Quand la distance z sera devenue très grande et le mouvement sensiblement uniforme, sa vitesse, d'après l'équation (e), sera à peu près égale à
y/ A' — — , Ou à x/A* — 3g!t , en supposant qu'on a (X'^^^fc*, c'est-à-dire, en supposant que le corps soit parti de la surface d'uue sphère, d'un rayon a, et où
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CHAPITRE m
BU HOIJVElfENT CURVII.IC»rE«
§ !•'. Formules générales de ce moia^ement.
t44« Dsins le mouvement curviligne^ la courbe décrite par le mobile est ce qu'on appelle làtrajec-taire de ce point matériel. Au bout d'un temps Quelconque tf soit M (fig. Sy) la position du mobile. Si Ton appelle s l'arc CM de la trajectoire compris entre le mobile et un point fixe C , pris arbitrainemei^t sur cette même courbe^ s sera une fonction de i^; en sorte que Ton aura, dans un mouvement curviligne quelconque ,
Si l'on désigne, au même instant, par x^ j^ z, les trois coordonnées rectangulaires du mobile^ ces va*riables seront ausâi des fonctions de t ', ^et l'on aura également
x=/^ jr—ft, zz=if't.
Lorsque ces trois dernières équajtàons ^ero^t conr nues, on en déduira, par l'élimination de /, leadeux équations en x, j^ z, de la trajectoire. Au. inoj;eti des équations de cetjte co^rbe^ 041 déleraûnera;.! ^
fonction de Tune des trois coordonnées, et , par suite^ en fonction de t; ce qui fera connaître la loi da monyement sur la trajectoire. Chacune des trois équations précédentes est celle du mouvement rectiligne de la projection du mobile sur l'un des axes des coordonnées ; il s'ensuit donc que la détermination complète du mouvement curviligne d un point matériel dans l'espace se réduira à celle de trois mouvemens rectilignes^ qui seront les mouvemens de ses projections sur les trois axes 0:r, Ojr, Oz, des coordonnées. Quand ces trois mouvemens seront uniformes, celui du. mobile sera aussi rectiligne et uniforme, et réciproquement.
*i45. Pendant ^instant di, le mobile décrira l'élé*n\ènt ^ de sa trajectoiro; en négligeant, dans cet in^ teryalle de temps infiniment petit |^ Faction des foixres qui le sollicitent , on pourra considérer son mouveipent comme rectiligne et uniforme. Si donc on appelle if la vitesse acquise au bout du temps ^, on aura
ds
Si ces forces cessaient réellement d'agir à Tinstant que Ton considère, le mobile continuerait de se mouvoir avec cette vitesse v, et suivant le prolongement MT de Télément ds, c'est-à-dire, suivant la tangente à la trajectoire, puisque en vertu de Tinertie de la matière il ne pourrait alors changer ni la direction de son mouvement ni la grandeur de sa vitesse (n* 1 13). On peut donc considérer un point matériel qui décrit une ligne courbe quelconque comme étant animc^,^
à chaque instant , d'une vitesse dirigée suivant la tangente à cette courbe , et exprimée par le rapport de son élément différentiel à l'élément du temps.
En représentant , au bout du même temps t , par PfÇf r, les vitesses des projections du mobile sur les trois axes des Jc , jr, z, on aura aussi , dans ces trois mouvemens rectilignes^
dx dr dz
P^'-dt' l'^Ti* ''=5-
Mais si Ton désigne par a, f , 9^, les angles que fait la tangente à la trajectoire , ou la direction de la vitesse Vf avec des parallèles aux axes des JC^jr^ z, on a(n« 17)
dx ^ dr dz
d'où Ton conclut
pssi^cosflt, q=:ifCOsC, r=:vcosy, (l)
et en même temps
Le temps t croissant continuellement^ sa differen«tielle est toujours positive. Les vitesses/?^ ^9 ^f sont positives ou négatives, selon que les coordonnées x , jfZf croissent ou décroissent. Dans les équations (1), on peut regarder la vitesse (^ comme une quantité positive ; le sens de cette vitesse , ou la partie MT de la tangente à la trajectoire, suivant laquelle elle sera dirigée y se déterminera alors par les signes de ^, ^, r, qui feront connaître si les angles a^C^yf sont
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Quelle que soit la variation de vitesse du mobile ^ en grandeur et en direction, pendant l'Instant rh ^ il J 3 donc toujours une certaine direction pour I.iquelle l'augmentation de vitesse est ta plus grande, €t qui jouit de cette propriété, que, suivant toutes les directions perpendiculaires à celle-là, la vitesso o'est ni augmentée ni diminuée.
1^7. La direction d'une force qui agit sur un point matériel en mouvement est la droite suivant laquelle elle augmente ou diminue la vitesse acquise, et purpendiculaîremeiit à laquelle elle u'y produit aucune altération. Ainsi , quand nous dL>ons que la pesanteur d'un corpsen mouvement dans un sens quelconque est verticale, comme celle d'un corps eu repos, nousen tendons par là que cette force augmente la vitesse verticale, et n'altère aucunement la vitesse horizontale.
Cela étant, désignons, au bout du temps t, par U, U', U", etc., les intensités des différentes foi-ces qui agissent sur le point raatériel dont nous considérons le mouvement carviligne ; par a, h, c, a', b\ c*.
tires, si chacune d'elles agissait seule sur le mobile animé de la vitesse (^. On yerra, comme dans le ^* 116, que la simultanéité de ces forces n'iofluerm nullement sur les grandeurs et les directions des yitesses qui seront réellement produites; par conséquent, si Ton continue d'appeler p\ q\ /, les quan- •tîtés infiniment petites dont les vitesses Pf q^ r, des projections du mobile sur les axes des x^j^z^ s'ac* -croîtront dans l'instant dt^ ces quantités seront les sonunes des composantes de 11, 1/, ii\ etc. , suivant ces trois axes; en sorte que nous aurons
p' z=: u cos a + II' cos a' + «" cos li' + etc. , j' = M cos b + u! cos V -f- w" cos V -f- eXc.^ r' '=• u cos c + «' cos c' + m" cos c" -f- etc.
Mais en appliquant à chacune des forces u y iC ^ li'y etc., ce qu'on a trouvé (n* 118) pour la mesure d'une force d'après la vitesse dont elle est capable , on a aussi
u=:Vdt, af = V'dt, u''z=zU'dt, etc;
ea comparant les valeurs de p% q% r\ à celles de X , Y, Z , il en résulte donc
p'=^dt, q'=\dt, r'zz^Zdt;
^ ce qui montre que l'accroissement de la composante de la vitesse du mobile suivant chaque axe, dans ^ l'instant dt^ est la vitesse produite, pendant cet ins* tant, par la composante totale suivant ce même axe, des forces données qui agissent sur ce point matériel.
Ce résultat tient à ce que les forces sont proporlionaelles aux vitesses qu'elles impriment au mobile (laus uu même temps infiniment petit, lesquelles vitesses iafîaimerit petites ne changent pas, soit que ces forces agissent isolement , soit que leurs actions aient lieu simullanément. 11 s'ensuit aussi que si les iorces appliquées au mobile sont, par exemple, au nombre de trois , non comprises dans un même plan ; que l'on prenne sur les directions de ces trois forces U, U', U", à partir de leur point d'application , des droites de grandeui-s finies qui soient entre elles comme les vitesses correspondantes u, u', u" ; et que l'on achève le parallélépipède dont ces trois droites seront les côtés adjacens, la résultante de ces forces sera dirigée suivant la diagonale, et sa grandeur sera à celle de chacune de ces forces comme la diagonale est au côté correspondant.
148. Si les forces qui agissent sur le mobile sont indépendantes de sa vitesse et de sa position dans l'espace, les mouvemens de ses trois projections sur
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Puisque toutes les forces qui agissent sur le mobile peuvent toujours être réduites à une seule ^ supposons que U y capable de la vitesse u , soit cette force unique , et désignons par < l'espace qu'elle fera par^ CDurir au mobile pendant l'instant dt , suivant sa direction , indépendamment de la vitesse (^ de ce point matériel au bout du temps t. D'après ce qu'on a vu dans le n^ I i4f nous aurons
Mais, en vertu de cette vitesse acquise (^ et de l'action de la force U ou de ses composantes , les espaces parcourus par les projections du mobile sur les axes des JCfjTf z, pendant l'instant dt, seront
pdt + jp'dtj qdt-l'^q'dt, rdt'\-\r'dt,,
donc, à cause de
p' z=:u ces a , q^ =^u cos 6 , r' ^=zu cos c ,
et en ayant égard aux équations (1) età la valeur de c, on aura
ùcf — X z=i Où cos a + 6 cos a ,
y '^ jr ^=i ea cos ff + 6 cos b ,
z' — z = û> cos 7 -h € cos c ;
tê étant l'espace sfdt qui serait décrit par le mo- Inle dans Tinstant dt, en vertu seulement de la vitesse s> f et x\ jr\ z\ ses trois coordonnées au bout du temps t'\-dt, qui étaient oc , j^ z, au bout du temps t.
Cela posé , soient toujours M ( fîg. 57 ) le point de la trajectoire dont x, y , z, sont les trois côor^
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(ioimées, et MT la direction de la vitesse i'. Soit aussi MA celle de la force U. Prenons sur MA et MT des droiles Mil et MK, égales à £ et », et aciievoiis le parallélogramme MHM'K , dont ces droites sont les deux côtés adjacens. L'extrémité M' de sa diagonale sera, en vertu des équations précédentes, le point dont les coordonnées sont a?', ^, s*, ou la position du mobile au bout du temps / -i-dt.
Appelons / lii vitesse du mobile au point M', lannello vllesse sera dirigée suivant le proloogemeiil M'T' du la droite MM', et aura pour valeur la composante de v suivant MM', augmentée de U vitesse produite suivant cette direction par l'actioa de la force U pendant l'instant (//. L'espace é étant infiniment petit par rapport à w , il s'ensuit que l'angle TMM' est aussi ÎQHoïmeat petit; la composante de f est donc cette vitesse même , en négligeant les inlinimcnt petits du second ordre. De plus, si l'on désigne par o l'angle AMM' que fait la direction de la force U avec le côté MM' de la tra-
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gramme Umi'Tif; et l'eictrémité M'' de la diagonale sera un troisième point de la trajectoire.
£n commençant cette suite de constructions an point de départ du mobile^ où Ton doit connaître ^ vitesse en grandeur et en direction , il est évident que l'on déterminera successivement tous les points de sa Irajectoire plane ou à double courbure , et , en même temps, la vitesse dont il sera animé en chacun de ces points. Si les intervalles de temps, qu'on a supposés infiniment petits et désignés par dty sont seulement très petits, on obtiendra une suite de points qui seront les sommets d*un polygone , d*autant moins différent de la trajectoire, que ses côtés seront plus petits. En regardant la vitesse comme constante sur chaque cèté, et prenant pour sa valeur la demi-somme des vitesses qu*on aura trouvées aux deux extvémités^ on pourra xralculer le temps employé à parcourir une portion quelconque du poly«gone ; par conséquent, on connaîtra de cette manière ja courbe décrite par le oiobile, ainsi ^ue sa vitesse et sa position à un instant donné sur cette courbe, à tel degré d'approximation qu'on voudra ; mais il v«ot mieux faire dépendre les valeurs des coordonnées du fldobile en fonctions du temps , d'équations diSéiïea^ iielles que l'on intégrera ensuite s'il est possible.
i49- Ces équations différentielles .du mouvement curviligne sont une suite immédiate du principe établi dans le n* 147-
En effet, les composantes de la vitesse du mobile^ parallèles aux aixes :dc ses coordonnées x,j, z, létant -j-, I. 18
■-- , -y-, au bout du temps quelconque t, leurs accroissemeus , pendant l'instant dt , seront d.-r-, ff-Y, d.~; et comme chacun d'eux est dû uniquement à In composante suivant l'axe correspoudaiil , de la fotCG qui agit à cet instant sur le mobile, il s'ensuit qu'en appelant toujours X, Y, Z, les composantes de cctle force, parallèles aux axes des coordonnées x, j; z, nous aurons
d.~ = Xdt, d,^^=Ydt, d.~ = Zdt,
ou, ce qui est la même chose,
^^- = X, ^ = Y, ^ = Z. (a) lit- ' df ' dl^ ^ J
Le problème consistera, d»ns chaque cas, à intégrer ces trois équations du mouvement; et l'on peut considérer, pour cette intégration, le procédé du n" précèdent comme une méthode générale d'ap
le temps ^9 on aura les deax équations de la trajectoire» Quand on saura d avance que cette courbe est plane^ on pourra prendre son plan pour celui des X et j^, par exemple ^ ce qui réduira les trois équations précédentes aux deux premières.
i5o. Au bout du temps t^ soient a ^ by c, les trois, coordonnées d'un second point matent , à la position duquel on veut comparer celle du premier. Les axes de ces coordonnées étant ceux des oc, y^ z^ je fais
jc = a -+• x\ jr =2 b +y, z = c + z';
les variables jr', jr\ z\ feront connaître à chaque instant la position dû premier point par rapport ad second; et d'après les équations (2), on aura
rff* — di^^ dc^ ~ de^ di- — ^ £//•'
pour les déterminer en fonctions du temps.
Quand le mouvement du second point ne sera pas connu, mais que l'on donnera seulement les composantes A, B, C, parallèles aux axes descoopdonnéesy de la force qui le sollicite, on aura
'dF — ^' 'de — ^' 'dF — ^' et il en résultera
pour les équations du mouvement relatif du pre« mier point.
Si la force dont A^ B, C, sont les composantes
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agit à la fois snr les deux mobites, ces comp^Mante<; entreront aussi dans les valeurs de X, Y, Z, et disparaîtront de ces dernières équations. Cest ce qui arrivera , par exemple, à l'égard des corps qui se meuvent à la surface de la terre, et dont on rapporte les positions à des points délerthiués de cette surface : les forces relatives à ces points et provenant du niouvetflenl diurne de la terre, n'entrent pas dans les équations des divers mouTertiens que l'on considère à sa superficie; et l'on en fait complclenient abstraction , en formant ces equatîonB.
Toutefois, cela ne veut pas dire que les mouvemcns que nous observons soient tous iodépendans de la vitesse de rotation de la terre. Elle influe pour une petite partie sur l'intensité de la pesanteur , et , conséqueniment , sur les Iboutcmeus verticaux. De plus, quand un corps tombe d'une hauteur considérable, la vitesse de rotftiion dont il est animé à sou point de départ est un I lie
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^5i. Les équations (2) sont celles du mouvemeot (fun point matériel ent^èreipent libre; niais il est faci.le 4ç les éteudrç |^ uu point matériel assujetti k 8Ç mouvoir sur une surface donnée. Il suffira pour cela 9 çompoie dan$ 1^ cas de l'équilibre {n'' 56), de JQiadrç ^ux forces dpnuées qui agis^nt sfxr le inobile , une force de grandeur inconnue , qui repré;sçqtera la résistance de ^9 surface. C^te force $era nq^^le^à la surface donnée j| je la représenterai par N, et p^ur ^f/À, V, les angles (|u elle fait avec les prolong^mens des coprdQ^nées x,jr^ z, du mobil^: les eqç^itipns du mouvemept seront ^prs
■^ = X + N cos A ,
^:^ Y + Ngqs/*,^ (5) 0 = Z + N cos F.
En repvés^ntant par I4 = o réquatipn de 1« surface donnée , et faisant , pour abréger,,
on ;»ur» ( n» ^j ) , pn ïnêna^ teqaps ,
COSA = V ^, çqpA* =: Y ^, çps i. === V •^.
Aprèç ayQtr substitué pes yaleurs dans les équations (5) f pp élimii^er^ entre ejles le produit NV ; les (leif X éq^^tioQs qui en résulteront, jointes ^^ |j=q , seryjirpwt 9t dt^lprminer ^, 7, ;s5^ en fonctioi^ ^^ t. On
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tireia uusuile de l'uoe des ccjuations (3), ou d'une conihiiiaisoti quelcodijue de ces équations , la valeur de NV ; cl comme N doit toujours être une quantité positive , le signe de cette valeur fera connaître celui de V ; au moyeu de quoi la force normale N et le sens dans lequel elle agit seront complètement déter-
Si le mobile est assujetti à se mouvoir sur deux suifaces dotmëcs, ou sur leur courbe d'inlersectioD, on le considérera encore comme entièrement libre, après avoir joint aux forces données deux forces inconnues N et N' , normales à ces surfaces; et en désignant par A , fJ-, v , les angles qui détermineront les directions de la première par rapport aux axes des :c , y, z , et par A', /*', v' , les angles qui répondront ;i la seconde, il en résultera
^ = X + NcosA 4- W'cosÀ' -rr = V 4- Ncos^t + N'cos/*'
équations données L = o et U = o , serviront à dé4 terminer les valeurs de x^jjZ^ en fonctions de f. Cela fait y on tirera de deux des équations (4) i les valeurs de NV et IN'V', dont les signes seront ceux de V et V; et, de cette manière, on connaîtra les forces normales N et N', et le sens dans lequel elles agissent : leur résultante sera , en grandeur et en direction , la résistance de la courbe sûr laquelle le mobile est astreint à se mouvoir.
i53. Pour donner une forme plus simple aux équations (4) , soient m la masse du mobile et mP la pression qu'il exercera , dans son état de mouvement^ sur la courbe qu'il est forcé de décrire. Désignons par 'sr, ^ ^ for^, les angles que fait la direction de cette force avec les prolongemens , dans le sens positif, des coordonnées x ^ jr^ z, de ce point ; la ré* sistance que la courbe oppose au mouvement du mobile, considérée comme une force accélératrice, sera égale et contraire à P; en la joignant aux forces données X, Y, Z, qui agissent sur le mobile, nous aurons, au lieu des équations (4) f
di"
= X P COSC9-,
= Y — Pcos^ar', \ (5) = Z — Pcos/ar^
La direction de la force P n^est pas connue à piiori : on sait seulement qu'elle est normale à la courbe donnée; d'où il résulte que le cosinus de l'angle compris entre cette direction et la tangente à la tra-**
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jectaîre doit être égal k zéro; ce qui donoe
I cos'ïïr 4-
i w' -f- T- cos la^' =? o. (G)
Les angles «r, ip', <t^\ seront, eu outre, liés cotre eux par l'équation ordinaire
cos''zy -f- cos'ip' -f- COS'lff" ï= I.
Oq éliminera P, -sr, «ar', m' , entre ces équations, en
ajoutant les équations (5) , après les avoir multipliées
dx dr lia . > i • ir- .• ,^\
par -j , -j- , -j- ; en ayant égara a I equalion (p) ,
et en faisant, pour abréger,
dxd'x + dj-d*x + '^g^'z
dsdi* ^
£n différeDtiaat l'équatioa identique
dr' + dj^ + d^ ^
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tives ou comme négatives» Belou qu^Qlle» tendront à augmenter ou à diminuer Tare ^ décint par le mo^ bile. L'équation (7) signifie donc que dans le Bnou-r vement curviligne , comme dans le mouvement rectiligne^ la force qui agit sur le mobile ds^ns )e sens de son mouvement est égale au second coefficient
différentiel de l'espace parcouru : à cause de (^ = j- ,
on peut aussi dire qu'elle est égale an premier coefficient différentiel de la vitesse acquise p.
Cette équation étant indépendante de la résistance de la courbe, convient aussi an mouvement d'un point matériel entièrement libre et à celui d'un point maté» riel assujetti à demeurer sur une surface courbe; nais c'est principalement dans le cas d'un point matériel qui se meut sur une courbe donnée , que cette équation pourra être utile. On tirera des équations de cett<^ courbe les valeurs de x, jr, Zy en fonctions de ^; et après les avoir substituées dans l'équation (7) , il ne restera plus qu'à intégrer cette équation du second ordre entre s et t. Les deui: constantes arbitraires que renfermera son intégrale se détermineront au
moyen des valeurs de ^ et ^ qui répondent à ^= o,
c'est-à-dire , au moyen de la position et de la vitesse initiales du mobile. Quand le^ trois coordonnées (is » jy Zf auront été déterminées en fonctions àià tf d'après l'intégrale de l'équation (7), jointe aux deux équation$ données de la trajectoire , les équations (5j feront connaître , à un instant quelconque , les trois composantes de la pression F qu'éprouvera la courbe sur laquelle le mobile est obligé de se janouvoir*
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On trouvera, dans le chapitre suivant, une dëler-
mioation plus simple de cette force en grandeur et'
en direction. ■- , ' ' ~,-''-*XjM<i
§ II. Conséquences principales des formules précédentes.
i55. Lorsque le moLile est sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, on obtient immédiatement trois intégrales premières des équations (3),
Pour cula, plaçons l'origine des coordonnées x,^, z, en ce poiul; re]> résentons, en grandeur et en direction, la force qui sollicite le mobile, par son rayon vecteur; et construisons le parallélépipède dont ce rayon est la diagonale, et qui a ses trois côtés adjacens sur les axes des x , ^, s. Les trois coordonnées X ,j-, z, du mobile seront les grandeurs de ces trois cotés, et représenteront les trois composantes de la force donnée ; en sorte que l'on aura
équations précédentes; et comme leurs premiers membres sont les différentielles de ydx — xdjr , xdz — zdx j zdjr — jàz, on aura, eq intégrant^
jrdx — xdjr = cdt^ J xdz — zdx = c'dtf \ (Jb) zdjr — jdz = d'dt ; j
Cj c\ d\ étant des constantes arbitraires.
i54« Pour énoncer le théorème contenu dans ces intégrales premières des équations du mouvement, considérons la projection ÂMB (fig. 38) de la trajectoire du mobile sur le plan des coordonnées x et j^ dont les axes sont Ox et {^j. Au bout du temps t^ soient M la projection du mobile^ OP et MP sou abscisse x et son ordonnée j^; et C étant le point où cette courbe coupe Taxe Qy , appelons u le secteur COM, p Faire COPM , q le triangle OPM ; nous aurons
u = p — q, 7 = \xjr.
Si M' est la projection du mobile au bout du temps t-j^dt, MOM' sera Taire décrite par le rayon vecteur de cette projection pendant l'instant dt ; ce sera aussi la différentielle de u om de p — q; et à cause de
dp=jrdx, dqz=:ixdjr + ljrdx,
on aura
du — i {jrdx — xdjr) ;
par conséquent ^ la première équation (6) signifie que Taire décrite pendant chaque instant dt par. le rayon vecteur de la projection M du mobile est constante et égale à icdt} donc aussi Taire décrite pendant. un
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temps t quelconque, est proportionnelle à cette va^ riable et égale à ^ct. Les aîres décrites daas ce même temps par les rayons vecteurs des projections du mobile sur les plans des j: et z , el des_/ et z, seront de même égales à 7 c't el ~ c"t.
Concluons donc que qugnd un point matériel est soumis à une force constamment dirigée vers un centre fixe, ies aires décrites autour de ce point par le rayon vecteur de sa projection sur un plan quelconque passant par ce même point, sont proportionnelles au temps employé à les décrire.
Kéciproqucment, lorsque cette propriété a lieu par rapport à trois plans rectangulaires menés par le centre des aires, on en peut conclure que la force ou la résultante des forces qui sollicitent le mobile est constamment dirigée vers ce centre fixe.
En effet , si les équations {b) sont données, on aura, en les diflëreutiant,
jd'x — xd'j=^o, xd*z — zd'x^o, zd'/- — jd*z=zo;
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îS5. LorsqnVm p<ntit matériel <M faottUf» à «m« force dirigée vers un centre fixe, il est évident que sa trajectoire est une courbe plane , puisqu'il n'y auriiît aucune tai^tt i[)6tif qu'il sdrtll, ^ot6t d>Wi c(Hé que de l'autre^ du plan passant par la direction dé >^àtftesse initiale et ^ai^ lêïÊîierrtre fixé. C'est ffEis^ ce que l'on déduit des équations (6); car en les ajoutant., après les avoir multipliées par z, /j «r, et divisées par dt, il vient
cz + c'j- + c*'a: = o.
Oa peut prendre ce plan p&^ celui des ^^ rf Taire décrite par le rayon vecteur même du mobile, dans le plan de sa trajectoire , sera donc proportionnelle au temps; et, de plus^ le théorème prëcédent se iréduii*a à cette piK>partionctaiîté. En effet , •d elte a lieu pouk* l'aire décrite sur le pkiÉ 4e la trajeeèinKi, elle aura lieu éjgalement pour Taire décrite |Mir le rayon vecteur de la projection du mobile sur tout autre plan ; car cette autre aire n'est autre cbose que ia pt>ojection de la prenorière mit te |dafla| «M ooas sauvons (n"" 10) que la |TrojectioB d'une aine >pla«ea on rapport constant avec Taire projetée.
1 56. L aire infiniment petite MOM' peut aussi s'exprimer en coorâornnées polffires. Pour cela y dwignons par r le rayon vecteur OM, et par 6 l'angle MOx qu'il fait avec Taxe des oc. Décrivons du point 0, comhié ceMte, Tafrc Ae cercle OMN qui *oatrpe aa ^fMMtot N le rayon Tecfteut OM' Côrrespôndatit k Tangle 6 — r?9, et qui ^tira pourlonguétif >«f9. Lfe'secti&mrcih- •cùlait-e MON w^a égal h {r^dft, et potM^fa ^re «pri^ pcmr Taife MQM', eti itégligieiatît Taik^ MJîM', >itifiDi>-
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meot petite du second ordre. On devra donc avoir
équation que l'on vérifie efTectîveraent au moyen des valeurs
X = rcos 6, / = rsin9,
et de leurs différentielles, qui sont
f/x = cosâ^('r-l-rsi[iÔ^, ify = sm8dr~ rcosBà^,
à cause que celle de l'angle 9 est ici — d^. De cette manière, la première équation (b) prendra la fbmie
r'rfB = cdt,
sous laquelle ou l'emploie ordinairement.
On exprime de même en coordonnées polaires 1 elément de la courbe. En désignant l'arc CM par 7 et cet élément par (/ff, on aura à la fois
i considérant MNM' comme un triangle rectiligne
sont exprimées par
dr rdb dt' dt'
car Tangle (XMT qae fait ce prolongement avec la .tangente MT est complément de l'angle M du triangle MlâN; d après ce triangle, on a donc
cos(mT = ^, sinO'MT=^;
et en multipliant ce cosimit et ce sinus par la vitesse
•^, dirigée suivant MT, on aura les composantes dont
il s agit. *I1 est souvent utile d'en faire usage. Elles
diflerent des composantes "^ €* ^ de la même vitesse
en ce que les directions de celles-ci sont fixes, et qae celles des précédentes varient avec la position du mobile.
La vitesse j- , avec laquelle le rayon vecteur OM
décrit l'angle COM, compté à partir d'une droite fixe, est ce qu'on appelle la vitesse angulaire du mobile. Elle
se déduit, comme on voit, de sa vitesse -j- , perpendiculaire à OM, en la divisant par la longueur de ce rayon.
167. Revenons maintenant aux équations différentielles du mouvement.
Ajoutons les équations (5) du n"* 162, après les avoir multipliées par dlr, djr, dz-, en ayant égard à l'équation (6) du même numéro, et observant que
dxd^x + djrd^jr + dzd*z ^ j às^ ' ^ ...
di^ 2 a(* 2 '
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il en résultera ■•
Supposons qne les e:cpressions des forces données X, Y, Z, n« renferment explicitement ni le temps t, ni la vitesse i', et qn'en considérant J?,j-, z-, comme des variables iudépemia:ntes, cette formule (c) soit une différentielle exacte ; faisons, en cousétjueoce,
Xrfx -f- \dr + Zdz = d.VÇx, X, 2) ;
F indiquant une fonction donnée ; en intégrant l'équation ((■) et désignant par C la cooslanle arbitraire, nous aurons
i'- = :iV(x,j,z) + C.
Pour éliminer cette constante, soient a, h, c, k, les
valeurs initiales dex, j*, z, v; on aura
et, en retranchant cette équation delà précédetAe,
nulle, et Ton a (^ = A, soit que le mouvement ait liea sur une surface ou sur une courbe donnée, ou que le mobile soit entièrement libre.
Cette équation nous montre , de plus , que dans la supposition qu'on a faite sur la nature des forces X, Y, Z, l'accroissement du carré de la vitesse du mobile, en passant d'une position à une autre, est toujours le même , quelle que soit la courbe qu'il a déaite y et ne dépend que des coordonnées a, b, c, x, j'y z, des deux points extrêmes. Lorsque cette courbe sera donnée, ou seulement lorsque le mobile sera assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, on prendra pour k la vitesse du mobile tangente à cette courbe ou à cette surface. Si la percussion exercée sur le mobile a l'origine de son mouvement n'a pas cette direction , elle se décomposera en deux autres forces, Tune normale et Tautre tangentielle ; la première sera détruite par la résistance de la courbe ou de la surface donnée; et c'est la seconde qui produira la vitesse k , et qui en déterminera le sens et la direction.
Si l'on désigne par C une constante arbitraire, l'équation
sera celle d'une surface qui sera atteinte avec des vitesses égales par tous les mobiles soumis aux mêmes forces, partis du point dont a, b, c, sont les coordonnées, suivant différentes directions et avec ime même vitesse k. Lorsque, par exemple, ces mobiles ne sont sollicités que par la pesanteur, cette équation est celle d'un plan horizontal.
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rUns le cas d'une courbe donnée ,^ On d^uîra de ses équations les voleui-s de x^j, z, en fonctions de l'arc s; en les substituant, dans l'équation (rf), et y mettant t- à la place de v, on en tirera
oii S est une fonction donnée de s ; par conséquent, «lans ce cas, la détermination du temps en fonction de l'espace parcouru se trouvera réduite à l'intégration d'une différentielle donnée. Mais la supposition sur laquelle est fondée l'équation {d\ et , conséquemment , cette équation, n'auront pas lieu quand le mobile éprouvera la résistance d'un milieu, qui est une force dépendante de la vitesse; il en sera de même lorsqu'il s'agira du mouvement d'un point matériel attiré ou repoussé par d'autres points qui sciont euxmêmes en mouvement; circonstance qui introduira le temps / explicitemeat dans les valeurs deX, Y, Z, Dans CCS deux cas, si la trajectoire est une courbe donnée, on fera usage de l'cquation (c),dans laquelle
y , z. Désignons par r la distance du mobile à ce point ; on aura
et les cosinus des an^tn qae cette droite r fait avec des axes menés par le mobile , suivant les directions dea^jp, jr, z , positives^ seront les rapports de e— or, y — J^f g — 2, à r. Si donc on représente par R la force attractive, dirigée du mobile vers ce centre fixe, ses trois composantes auront pour expressions '
et, conséquemment , la partie de Xd[r 4-Yrf^+ Zd:^ qui proviendra de R sera
Mais en différentiant la valeur de r*, on a
ce qui réduit a — RdV* la quantité précédente. Si la force qui émane du centre fixe était répulsive, il suffirait de changer le signe de cette quantité , qui deviendrait Rdr, en considérant, dans tous les cas, R comme une quantité positive.
On conclut de là que si le mobile est sollicité par un nombre quelconque de forces R, R', 11", etc., qui émanent de centres fixes, dont les distances à ce point matériel sont r, K, r^\ etc. , on aura
^Sidx^Xdj+Zdz = zpR^/rqpR'^^ q= R"rf^^'qF etc.;
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les signes supérieurs ayant lieu dans le cas des attractions, et les signes inférieurs dans le cas des répulsions. Or, en supposant tjue chacune de ces forces soit une fonction donnée de la distance correspondante , tous les termes de cette valeur de Xdj: + Yrf^-f- Zdz seront des différentielles dépendantes d'une seule variable, et, par conséquent, cette formule sera une dilfcreuiiclle exacte; ce qu'il s'agissait de prouver.
On volt aussi par là, et d'après l'équation (fi), que l'accroissement du carré de la vitesse provenant de chacune des forces R, R.', R", etc., sera le même que si elle existait seule : à l'égard de la force R, par exemple, cet accroissement sera exprimé par ■=p 2f\\dr, en prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse pour la valeur initiale de r.
iSq. Dans le cas d'un point matériel pesant, qui se meut, sur une courbe donnée, dans le vide et sans frottement sur cette courbe, l'équation (rf) se réduira à
tiale k soit due à une hauteur h ; nous aurons
c = o, A* = 3gA,
et, par conséquent ,
U en résultera que quand le mobile arrivera au point By la vitesse maxima sera la même que s'il fût tombé de la hauteur h , augmentée de celle du point D au-dessus du plan horizontal mené par le point B. En vertu de cette vitesse acquise, le mobile s'élèvera le long de BCÂ; sa vitesse diminuera continuellement ; et si Ton a A = o , elle sera nulle au point C situé dans le même plan horizontal que D. Parvenu au point C , le mobile redescendra le long de CB ; et il oscillera ainsi indéfiniment de D vers C, et de C vers D. Lorsque la constante h ne sera pas nulle , le mobile s'élèvera au-de&sus du point C. Si l'élévation du point A an^essus du plan horizontal qui comprend D et C, est moindre que h, le mobile n'atteindra pas le point A; il s'arrêtera en un certain point C; et si l'on mène par C un plan horizontal qui coupe la courbe en un autre point D^, lé mobile oscillera indéfiniment de C vers D', et de D' vers C Les oscillations seront toutes isocJirones ou d'égale durée. Cela est évident à l'égard de celles qui auront lieu dans le même sens; et l'on voit aussi que la durée de chaque oscillation de C vers D' sera la même que celle d'une oscillatipp de D^ vers C\ en observant qu'un élément quelconque do la courbe sera parcouru avec la même vitesse dans
les deux cas. Cette durée commune de toutes les oscillations entières dépendra de la forme de la courbe et de la grandeur de h.
Lorsque l'élévation de A au-dessus du plan horîiiontal passant par le point de départ sera égale à A, lé mobile approchera indéfiniment du point A , mais ne l'atteindra qu'après un temps infini. Quand cette élévation sera plus grande que A, le mobile dépassera le poiut A, et parcourra la circonférence entière de la courbe donnée. Revenu au point D , sa vitesse sera la même qu'à l'origine du mouvement ; d'où l'on conclut qu'il fera une suite indéfinie de révolutions, qui auront toutes une égale durée, dépendante de la forme de la courbe et de la granduur de h.
Si la courbe donnée est d'abord comprise dans un plan vertical, langent à un cjlindre à base quelconque , et qu'on enveloppe ce plan sur le cylindre, de sorte que la courbe donnée devienne une ligne à double courbure, le mouvement oscillatoire ou révo-
pofnt donné que j'appellerai Â^ à un autre point donné que je nommerai B, jouit d'une propriété remarquable. Si le mobile est entièrement libre, l'intégrale f^^ds^ prise depuis le point A jusqu'am point B^ est plus petite que suivant toute autre courbe aboutissant à ces deux ])oints; s'il est assa^ jetti à se mouvoir sur une surface donnée, cette propriété de la trajectoire n'a plus^ lieu que retati-^ vement à toutes les courbes tracées sur cette surface, et qui aboutissent toujours aux points A et B. Dans ces deux cas, ds est Téléipent différentiel d'une courbe quelconque , qui répond aux coordonnées Xfj^Zftlv une fonction de ces trois variables et d'une constante k , donnée par l'équation (d).
La démonstration de ce théorème revient à prouver qu'en vertu des équations du mouvement, la variation de fvds est nulle , en supposant fixes les limites de cette intégrale : alors elle sera un minimiun ou un maximum; et ce sera toujours le mini" mum qui aura lieu quand le mobile sera entièrement libre; car il est évident que l'intégrale /i^^ pourra croître indéfiniment avec la longueur de la trajectoire, et ne sera pas susceptible de maximum.
Or , par les règles les plus simples du calcul dés variations, on a
S'.fvds = f^.vdsy J'.vds = cT^sfr -f- ifS'd^.
D'ailleurs dt étant l'élément du temps, on a dsssz vdt;
donc
i's^ds = i dû. v\
Si Ton différentie Féquation {d) et que l'on remplaça
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ES différentielles dx, dj, dz, par les variations Sxp ff J'Zf on aura
Ed ayant égard aux valeurs de ces A , cos /x ^ cos p , Il obserraot que
les équations (3) du a" i5i donnent
Le terme NVtTL n'entrerait pas dans cette équatioD ,
le mobile était entièrement libre ; quand il est
Lssujetti à se mouvoir sur la surface dont l'équation
t L = o, ce terme est nul; car toutes les courbes
ne Ton compare à la trajectoire du mobile devant
i être tracées sur cette surface, on a J^L ^o;
Bouc OD doit supprimer ce tenue dans tous les cas j
il il en résulte
puant au second terme v^ds de la variation de vds , pou s avons
ds* = doc* + dj* -\- dz* ,
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nous aurons
En réunissant ces deux parties de la valeur de J" • i^, il vient
d'où Ton conclut
fj'.vds = ^J^jc + ^jy+^cr2 + constante,
pour rintégrale indéfinie de ^.vds. Mais les deux points extrêmes A et B étant supposés fixes , les variations J^x, J'jr, J'z, qui s y rapportent, devront être nulles; par conséquent, l'intégrale définie /^ • t^dlf , prise depuis le point A jusqu'au point B, laquelle est égale à la variation J'./s^ds, se réduira à zéro; ce qu'il s'agissait de démontrer.
i6i« Quand le mobile, assujetti à se mouvoir sur une surface courbe , n'est sollicité par aucune force donnée , sa vitesse est constante (n® '^7); Tintégrale fi^ds est donc le produit \fs. Par conséquent l'arc s décrit par le mobile est, en général, la ligne la plus courte du point A au point B; et il suit de l'uniformité du mouvement, que, dans ce cas, le mobile va d'un point à l'autre , dans un temps plus court que s'il était forcé de décrire sur la surface donnée toute autre courbe que sa trajectoire. Toutefois y si cette surface est fermée de toute part , comme une sphère , par exemple , les points A et B seront les extrémités de deux arcs de grand cercle , dont Tun sera moindre et l'autre plus grand que tous les arcs^
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de petits cercles aboutissant aux mêmes points; et le mobile pourra décrire l'une ou l'autre de ces deux portions d'un même grand cercle, selon le sens de sa vitesse initiale A' tangente à la sphère.
On peut pre'seuter l'équation différentielle de Ix Irajectoire sous une forme qui mette en évidence la propriété de la ligne la plus courte sur une surface quelconque, laquelle consiste en ce que son plan osculatcur en cliaque point est normal à cette surface.
Les forces X, Y, Z, étant supposées nulles, les équations (5) du n" i5i se réduisent à
^=NcosA, ^=:Ncos^, ^=Ncosi-.
A cause que f est une constante, et que vt=s ^
on a
IF^^'^F' dF ^ 'd?' 'dF^ dF'
en prenant l'arc s pour la variable indépendante; et cela étant . on pourra remplacer les équalions précé-
ftxd'r — drd'x , dzd'x — dxd*z
£_^_COS.H ^3 C08f«
djrd*z — dzd^j
ds^
OS A
D après les valeurs de cos A , cos^ , ces y, citées dans le n^ i5i , on aura donc
dxd^jr — djrd^x dL , dzd^x — dxd^z dL \
ds^ 5r "* 3? ly \
pour l'équation différentielle seconde de la trajectoire* On y substituera la valeur de l'une des troiâ coordonnées a:, j-^ z, en fonction des deux autres , tirée de l'équation L = o de la surface donnée^ sur laquelle cette courbe doit être tracée; on intégrera ensuite l'équation à deux variables qui en résultera; puis on déterminera les deux constantes arbitraires que l'intégrale renfermera , en assujettissant la courbe à passer par les deux points A et B de la surface donnée. L'équation qu'on obtiendra de cette manière y et qui sera, comme on voit, indépendante de la grandeur et de la direction de la vitesse initiale A:, devra être celle de la ligne la plus courte entre ces deux points.
Ov, si l'on appelle a, €, y ,\es angles que la normale au plan osculateur d'une courbe quelconque , au point dont les coordonnées sont x, j", z, fait avec leurs prolongemens dans le sens positif, et qu'on
fasse , pour abréger ,
[{dxd'j^dj^d*xy+ {dzd'x-^dxd'zy+idjrd'z^dzd'j-yy z^h,
nous aurons
cos a = - ( dyd^z — àzd^j) ,
cos C ^ - (dzd'x — dxd'z) ,
cos y = Y {dxd'j — dfd'x), %
d'après les formules (5) du n° ig, où ces mêmes angles sont rcprésenlés par A, ;*, c. En vertu de l'équatiou ((?), on aura donc
cos X cos CL + cos € cos ft -(- cos y cos v^o;
ce qui montre que la normale au plan osculaleur de la trajccloîre, et la normale à la surface donnée, sont perpendiculaires l'une à l'autre; d'où l'on conclut que l'e'quation {f^, qu' appartient à la ligne la plus courte , est aussi celle de la courbe qui a partout sou plan osculateur normal à la surface donnée ; en sorte que ces deux lignes sont une seule et même courbe tracée sur cette surface, quand on les assujettît
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§ III. Digression sur le mouvement de la lumière.
162. Le théorème du n* 160 est connu sous la dénomination de principe de la moindre action ^ qui lui vient du point de vue métaphysique sous lequel on l'a d'abord envisagé ^ et qu'on a depuis justement abandonné. Mais il peut encore être utile de donner ici une des premières applications qu'on a faites de ce principe y celle qui est relative à la réflexion et à ]a réfraction de la lumière dans le système de l'émission.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu d'une égale densité^ sa vitesse et sa direction restent les mêmes ; mais quand il passe d'un milieu dans un autre ^ sa direction s'infléchit et sa vitesse change. Dans l'instant du passage^ la lumière décrit une courbe d'une étendue inappréciable , dont on peut faire abstraction sans erreur sensible. La trajectoire de chaque particule lumineuse est donc alors l'assemblage de deux droites ^ dont chacune est décrite d'un mouvement uniforme. Ainsi, en appelant^ et ^ les longueurs de ces droites , n la vitesse de la lumière dans le premier milieu 1 n' sa vitesse dans le second , on aura njr pour la valeur de l'intégrale fvdSf prise depuis le point de départ de la particule jusqu'à son entrée dans le second milieu, et n'y pour la partie de cette intégrale relative au second milieu ; par conséquent cette intégrale, prise dans toute l'étendue de la trajectoire, sera exprimée par /y^ + /»yj et c'est cette somme qui doit
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être un minimum , d'après le principe de la Trioindre
action.
Avant d'aller plus loin, observons que, si le second milieu est une substance diaphane et cristallisée » la vitesse de la lumière , dans cette substance, dépendra, en général, de la direction du rayon lumineux; en sorte qu'elle sera constante pour un même rayon, mais variable d'un rayon à un autre. Le phénomène de la double réfraction que présentent le spath tf Islande et la plupart des cristaux transparens, tient à la différence de vitesse des dlfférens rayons lumiuenx qui les traversent. On doit alors regarder la vitesse n' comme une fonction des angles qui déterminent la direction de cljaque rayon ; et la loi de la réfraction dépend de la forme que l'on suppose à cette fonction. En faisant une hypothèse convenable sur cette forme, Laplace est parvenu à déduire du principe de la moindre action (*) , la loi de la double réfraction, découverte par Huygbens et confirmée par Malus; mais ce n'est point ici le lieu d'exposer cette théorie :
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points extrêmes de la trajectoire. Supposons que U surface de séparation des deux milieux soit plane ^ et menons par ces deux points un plan qui la coupe suivant la droite CD. Soit encore AEB une ligne brisée au point £, qui représente la projection de la trajectoire sur ce plan. Menons par les points A , B, £, les perpendiculaires AF^ BG^ HEK^ à la droite CD. Puisque la position des points A et B est donnée^ les trois droites AF, BG, FG, sont connues; mais la position du point E^ et les angles AEH et B£K sont inconnus, et doivent être déterminés par la condition du minimum. Nous supposerons dope
AF=a, BG = b, FG=c, AEH=a:, BFJt = a:'
les triangles rectangles AFE et BGE donneront
EE = a tang «r , EG = b tang x' ;
par conséquent , on aura
a tang ûc + b tang x^ z=i c. (a)
Le rayon lumineux traverse la sur&ce de séparation des deux milieux en un point dont E est la projection sur le plan de la ligure. Si nous appelons z la distance de ce point inconnu au point E,^ sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont z et AE seront les deux petits côtés, et y' l'hypoténuse d'un autre triangle qui aura z et BE pour ses deux petits côtés; mais en considérant les triangles AEF et BEG, on a
C08 X ' COS X
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Si l'on siilistitue ces valeurs dans la quantité ny-\- n'y^ il eu résultera une fonction de z, x , x', qui devra cire un minimum par rapport à ces trois variables , dont les deux dernières sont liées entre elles par l'équation («). Il faudra donc d'abord que la différentielle de celte fonction, prise par rapport à z, soit égale à zéro; d'où l'on conclut
dz ' dt y X Or, on ne peut satisfaire à celte condition qu'en prenant z = o; ce qui nous apprend que le rayon lumineux Iravci'se au point E la surface de séparation des deux milieux, et, par conséquent, qu'il ne aorl pas du plan perpendiculaire à cette surface, mené par les points A et B.
En faisant donc 3:^0, on aura simplement
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et SI Ton élimine ^- entre ces deux équations , on
trouve
n s\n oc = n' sin a:'. (b)
Celle-ci et Féquation (a) déterraineront les valeurs de a: et a:' qui répondent au minimum de nj' + ny . Après avoir calculé la valeur de a*, on construira le point E 9 en prenant EF = a tangx; ensuite on tirera les droites AE et BE , et la ligne brisée AEB sera la route que suit le rayon lumineux pour aller du point A au point B.
L angle AEH compris entre la normale EH à la surface de séparation des deux milieux , et le rayon incident AE, est ce qu'on appelle Yangle dincidenee; Tàngle BEK, compris entre le prolongement EK de cette normale et le rayon réfracté BE, se nomme Yangle de réfraction. Ces deux angles ont été désignés par X elx' . Ainsi Féquation {b) fera connaître Tangle de réfraction quand langle d'incidence sera donné; et l'on voit, d'après cette équation, que le sinus de l'angle de réfraction est au srnus de l'angle d'încîdence dans un rapport constant.
C'est, en effet, la loi connue de la réfraction ordinaire, dont la découverte est due à Descartes. Le rapport des deux sinus dépend de celui des vitesses n et n relatives aux milieux que l'on considère, et, pour cette raison , il varie avec les différentes sortes de milieux transparens.
i64- Si le rayon lumineux, au lieu de pénétrer dans le second milieu , est réfléchi à la surface de se-
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paratloa^ sa Titosst sera coastaiite dans toute Tëtendae de la trajectoire, qui est alors comprise ea entier dans un même milieu. L'intégrale fwis sera donc égale à la longueur totale de la trajectoire, multipliée par cette vitesse constante ; par conséquent, cettQ longueur deyra étrç un mimnusm, en vertu du priur cipe de la moindre action.
Supposon9 donc , comnfe dans le numéro précédent , que la surface de séparatioa soit plane. Soient A et B ( fîg. 4i) 1^ deux points extrêmes de la trajectoire ; menons par ces points un plan perpendiculaire à cette sur&ce, qui la coupe suivant CD : chaque particule de lumière ira du point A au point B, en anttant une Ugne brisée AEB, la plus courte de toutes celles qui se réfléchissent sur la surface de s^mration. Or, il est d'abord évident que cette ligne sera comprise dans le plan perpendiculaire à cette sur&ce ; car toute autre trajectoire serait plus longue que sa projection sur ce plan. De plus, il est aise de prouver, sans aucun calcul, que la plus courte ligne brisée est celle qui fait deux angles égaux avec la droite CD , c'est-4i-dire que si Ton a
AEC = BED,
la ligne AEB sera plus courte que toute autre ligne brisée AE'B, dont le point E' appartient, ainsi que E, a la droite CD.
En effet , abaissons de A la perpendiculaire AF sur cette droite ; prolongeons-la d'une quantité AT égale à AF, et tirons ensuite les droites A'E et A'E'. Les deux aneles AEC et A'EC seront égaux: donc les
deux angles ATC et BED le seront aussi ^ à cause de réquatîon précédente ; par conséquent , la ligne Â'EB sera droite : on aura donc
AE -H BE < AE' + BE
ce qu il s'agissait de prouver.
Si Ton élève au point E la perpendiculaire EH sur la droite CD, AEH et BEH seront les angles d'incidence et de réflexion du rayon lomineux qui va du point A au point B. Ces angles seront égaux , puisqu'ils sont conipléniens des angles égaux AEC et BED 3 d'où il résulte la loi connue de la réflexion de la lumière , qui consiste en ce que l'angle de réflexion est toujours égal à l'angle d'incidence.
166-. Lorsque l'on admet la théorie de l'émission de la lumière , les lois de la réflexion et de la n^fraction se déduisent de l'expression du carré de la vitesse d'un point soumis à des forces d'attraction (n"" i58), d'une manière plus directe qu'en faisavt usage du principe de la moindre action. Cette ques^ lion aous offrant un exemple du mouvement d'uni point matériel , intéressant par la nature des forces que l'on y considère, et par son application à la Physique , nous allons en exposer la solution dans le cas ordiriaire, où les deux milieux que traverse la lumière ne sont pas eristalUsés.
P^m cette théorie , oa suj^pose chaque particule
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lumineuse soumise à ratlraction de tous les poîofs mate'i-iels du milieu qu'elle traverse, et l'on regarde cette force comme uae fonction inconnue de la distance , dont on snit seulement qu'elle décroît avec une exlrt^me rapidité quand la distance augmente, do sorte qu'elle devient tout-à-fait insensible dès que la distance a une grandeur sensible. Ainsi , par exemple , désignons par r la distance du point attiré au point attirant, par a. une ligne de grandeur finie, mais insensible, et par e la base des logarithmes népériens. Une force de cette nature
pourra être représentée par Ae "; A étant son intensité relative à nne distance r infiniment petite. Dés que cette distance aura une grandeur sensible, et sera, conséquemraent , un très grand multiple (le a., cette Coactlon n'aura plus aucune valeur sensible.
Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu homogène et d'une densité constante, les at-
exercées sur le rayon lumineux au point M ^ par les deux couches du milieu supérieur^ qui sont corn-' prises^ lune entre CD -et CD', l'autre entre CD' et CD'', seront égales et contraires; elles se détrui-^ ront donc, et le mobile ne sera sollicité que par lattractiôn de la partie du milieu qu'il traverse, supérieure à CD'', et par lattractiôn totale du milieu inférieur. Ces deux forces seront perpeudicu-* laires à CD ; elles varieront avec la distance MP suivant des lois inconnues, mais telles que chacune de ces forces sera insensible quand; MP ne le sera pas, et quelles atteindront leurs maxima lorsque cette distance sera nulle, ou que le mobile sera parvenu à la surface de séparation dç& deux mi-* lieux»
Au bout du temps ^, je représente par z la dis-« tance MP, et par Z et Z' des fonctioos inconnues de z, qui expriment les forces accélératrices provenant des attractions du milieu inférieur et de la partie de l'autre milieu, supérieure à CD\ La force accélératrice totale , tendante à diminuer z , sera la différence Z— *Z'; par conséquent, on aura,. dan« le milieu supérieur,
pour réquation du mouvement vertical d'une particule lumineuse.
Lorsque ce mobile aura traversé la' surface CD en un point E,. et qu'il aura pénétré dans le milieu inférieur jusqu'en un point M", tel que la perpendicu-
laire IM'P' à CD soit aussi représentée par z, il L'staisti de voir que Ja force accélératrice qui tendra à diminuer cette variable sera alors la différeoce Z' — Z; en sorte que l'on aura
pour l'équation du monvemenl vertical dans le milieu inférieur.
Quant au mouvetnent horizoatal oq parallèle à CD, il sera uniforme , et la vitesse boriEOntale ne changera pas en passant d'un mtlien dans l'autre ; car les forces attractives de chaque milieu se détruisent parallèlement à CD, et, dans ce sens, un rayon lumineux n'est soumis à aucune force accélératrice. Ainsi, eu appelant k la vitesse de la lumière en un point A du milieu supérieur, situé a une dislance sensible de CD, et a l'angle aigu que la direction de cette vitesse fait avec la verticale, on aura, k un instant quelconque, k sin a. pour la vitesse parallèle à CD. Si le rayon lumineux pénètre, d'une quantité sensible, dans le mi-
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lieu inférieur, à une distance quelconque z de cette surface CD. -
i66. Je désigne cette yitesse pet u, de sorte qu'ôtf
ait — =: u^ pour les deux milieux. En multipliant
réquation (i) par 2dz, intégrant et désignant par c la constante arbitraire, on aura, dàus le milieu supérieur,
tt' = c + afZ'dz — 2/Zdz.
Je supposerai que ces deux intégrales s'éyanouissent avec z, et je représenterai par h et h' leurs valeurs à une distance sensible de CD. U sera permis d^étendre ces intégrales h et V depuis zéro jusqu'à l^nfini; ca^^ au-delà d'une valeur sensible, les fonctiôûâ Z et Z% et par conséquent les parties correspondantes de fZdz et /ZW, sont nulles ou insensibles par hypothèse. On pourra donc écrire, si l'on veut.
A = r Zdz, h!^f Z'dA.
D'ailleurs, pour une valeur sensible de z, on e u* = k^ cos* et ; on aura donc alors
A:*cos*«t = c + 3A' — 2A; *■
et en éliminant c de la valeur générale de »*, il en résultera
i^ = f cos» <tH- !iA — 2*'+ a/Z'cfe — a/Zûfe,
en un point quelconque M*
Je représente par k^ la vitesse du mobile ta point £ de la sur&ce CD, et par oti l'angle que fait sa
TRAITÉ DE MÉCANIQUE, soit réfracté. D'après l'équation (5), on
cl en ajoutant membre à membre l'équation (5J et celle-ci , il en résultera
ce qui montre que l'augmentation du carr^ de la vitesse du mobile, en allant du point A du milieu supérieur au point A' du milieu inférieur, sera indépendante , comme cela devait être (n" iSy) , du chemin qu'il aura suivi. .
On tire aussi des équations (5J et (6) <Oià*Hu>
formule qui renferme la loi du rapport constant du i^inus de réfraction au sinus d'incidence, et qui donne la valeur de ce rapport en fonction de la vitesse k de
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milieu intermédiaire^ il Êmdra, poor détermioer sia a^'p échanger entre elles ^ dans cette écpoatÎQp^ les quantilés h ^i h\ et y m^re k', a\ a!'^ au lien àe k, a, a/» On aura donc
sin et k
ou bien ^ en vertu ^ei éqqjatjoiis (6) «t (7) ,
sin oT _ t^>> + 4 (A -TF) sin «
8in «t it sin et' *
ce qui donne ^ effectivement^
CL ^iS^ tt«
Le phénomène de la dispersion^ <!^ praviirot 4'iino valeur différente de l'angle de réfraction. ^'^ pour ks rayons diversement colorés dont se compose un même rayon de lumière incidente , pent être attribué , d'a«« près.la formule (7)^ soit k une* inégalité de. leur 'vitesse k 'f soit à une action différente dq chaque milieu sur ce^dîfférens rayons j d'où il résulterait des valeurs inégales de A — h'. • . .i;>
i68.: Toutes choses d'ailleurs égales , cette éq«ia*lion (7) montre que le rapport du fiants -de réfracf iota au sinus d'incidence doit changer avec la vitesse dé la lumière. Or 9 si Ton considère une étoile située dans le plan de l'écliptique, il y a une époque dans Tainnée où la vitesse de la terre s'ajoute k celle de Isi lumière, et une autre époque où la première vitesse se retranche de la seconde ; oe qui iiend la vileidse de la lumière, relativement à un milieu qui se meut
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avec la terre, sensiblement plus grande dans l« premier cas que dans le second. Le rapport dont il s'agit devrait donc aussi être différent à ces deux époques; mais des expériences très précises de M. Arago ont prouvé qu'au contraire ce rapport ne varie pas d'une manière sensible pendant toute l'année, et, de plus, que sa grandeur est la même pour le soleil et pour les diverses étoiles d'où la lumière est partie.
Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on adopte, c'est toujours un fait très remarquable, que la composition de la vitesse propre de la lumière avec celle de la terre, qui se manifeste dans le raouvemcut apparent des étoiles, connu sous le nom ôî aberration, n'ait cependant aucune influence appréciable sur la réfraction de ta lumière qu'elles nous envoient à différens jours de l'année.
Dans le vide, le mouvement de la lumière directe ou réfléchie est uniforme, et sa vitesse indépendante de la source dont elle émane. La grandeur de cette vitesse est telle, que la lumière parcourt en 493,54 se-
isurface du soleil étant vingt-sept fois et demi Tintensité de la pesanteur terrestre , comme on le verra par la suite 9 et le rayon du soleil étant égal à 1 10 rayons de la terre^ on conclut de ce qu'on a vu dans le n** i43> que la vitesse de la lumière , pour être de SogSo myriamètres par seconde à une grande distance du soleil , a dû être plus grande d un peu moins de deux millionièmes seulement^ en partant de sa surface.
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DE LA FORCE CENTIUFUGE
iGg. La pression qu'un point malériel exerce sur une rourbe qu'il est forcé de décrire, nesl pas la même que quand il est en équilibre sur cette courbe-. L'ét.it de mouvement dotine naissance à uue pression particulière qu'où appelle force centrifuge, parue qu'on l'a d'abord considérée dans le cercle où elle est dirigée suivant le prolongement du rayon, et tend continuellement à éloigner du centre le mobile sur lequel elle agit. C'est celte force que nous allons considéi'er dans une courbe quelconque.
Soient IVI,M et MM' (fig. 45) deux élémens consécutifs et égaux de la courbe donnée, H et II' leurs milieux , MT et M'T' leurs prolongeniens. Leur plan et l'angle TMT' seront le plan osculateur et l'angle
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Cela posé 9 faisons d'abord abstraction des forces données qai peuvent agir sur le mobile , et supposons qu'au bout du temps t^ il arrive au point M avec une vitesse v. S'il était entièrement libre, il continuerait à se mouvoir sur MT avec la même vitesse ; mais, par hypothèse, il est forcé de décrire une courbe donnée ; ce qui change la direction de son mouvement , qui devient MT'. Or, si Ion élève sur MT^ la perpendiculaire MK , comprise dans le plan oâculateur et en dehors de la concavité de la courbe, on pourra substituer à la vitesse v, dirigée suivant MT, deux autres vitesses, Tune égale à pcos ^ et dirigée suivant MT', l'autre égale a v sm i" et di--> rigée suivant MK; et alors l'effet de la courbe sera de détruire la dernière de ces deux vitesses, pour ne laisser subsister que la première , ou , autrement dit, cet effet se réduira à imprimer au mobile une vitesse égale et contraire à (^ sin eT. La courbe donnée étant donc remplacée par un polygone infinitésimal , sa résistance consiste à imprimer au mobile, à chaque sommet M de ce polygone , une vitesse infiniment petite i^sin cT, dirigée en sens contraire de MK.
Pour assimiler complètement cette résistance à une force motrice f qui agit incessamment sur le oiobile I nous pouvons supposer que la vitesse p siia «T est produite pendant que ce point matériel va de H eu H", et prendre dt pour la durée de cette action. Nous pouvons aussi n^liger, dans cet inter» valle de temps , le changement dé direction de cette force , et la auppoeer , par exemple , parallèle à 1& droite MO. Alors la foice accélératrice- corresnon-
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danle aura pour mesure, comme chacune des forces U, U', U", etc., du ti" i/fj, la vitesse t'sïn J^ qu'elle produit pendant l'iostant dt, divisée par dt; et en appelant m la niasse du mobile, il en résultera
pour la valeur de J. Oodc , en remplaçant sin «T par eT, mettant pour eTsa valeur précédente , et observant que ds = vdt , on aura
j- mv*
■^ ~ f ■ La pression qae la courbe éprouve , et qui est uniquement due à l'état de mouvement du point matériel qui la décrit, ou la force centrifuge qui agît sur ce mobile, est égale et contraire à cette force J". Il s'ensuit donc qu'au point quelconque M , de la courbe donnée , la force centrifuge est comprise dans le plan osculateur, et dirigée en dehors de la concavité de cette courbe , suivant le prolongement MN de son rayon de courbure, et que son intensité est en raison ° de ce ravoQ. et en raison directe de la masse
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force donnée. C'est ce qu'on a déjà vu dans le n? iS'j; mais nous voyons de plus que ce résultat tient à ce que l'angle de contingence est infiniment petit, et qu'en un point où deux courbes différentes se couperaient sous un angle fini, le mobile éprouverait une perte finie de vitesse, en passant d'une courbe à l'autre ; laquelle perte serait égale à sa vitesse primitive , multipliée par le sinus verse de cet angle.
Lorsque le mobile est sollicité par une ou plusieurs forces données , sa vitesse varie à raison des composantes de ces forces tangentes à la trajectoire , et leurs composantes normales exercent, comme dans l'état de repos, une pression sur cette courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge.
Soit, en général, mK la résultante des forces données, qui agissent sur le mobile , quand il est parvenu au point M. Décomposons cette force motrice en deux autres, Tune tangente et l'autre normale à la trajectoire , que nous représenterons par mT et mQ; la première sera la force qui fera varier la vitesse, et la seconde produira la partie de la pression indépendante de l'état de mouvement du mobile. En prenant , par la règle du parallélogramme des forces , la
résultante de mQ et de la force centrifugeyou — , on
aura , en grandeur et en direction , la pression totale qui aura lieu au point M de la courbe donnée. Cette force , divisée par la masse du mobile, ou la résul-
tante des forces accélératrices Q et — , devra comci-
der avec la force P du n* iSa. C'est en effet ce que nous allons vérifier.
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I ^ I . Je remplace les équations (5) de ce numéro par celles-<:i ^ qui s'en déduisent immédiatement ,
dsde ds ds \ds ds /'
dzd'x—dxd'z ^dz dx ^dx ^x ^ \\
dydH-dzd^^^ ày__^^_^fdr^,_dz ^ A dsdi*^ ds ds \ds ds J
Quelle que soit la variable indépendante ^ on a
dxd'jr — djd'x __ dx^ dx , W «/<• dt "'»
on a y en même temps,
dx* dx* ds* * dx ^^_ * dx ds
IF d? de* ~d~ "ST" Ji ^
à cause de f^ = -r . il en résultera
ai
dxd}j — djrd*x ^ dx^ dx v*{dxdy — dyd^x)
dsdt" ^ ~ds d? ^
et l'on trouvera de même ,
dzd^x — dxd'z v^* ( dzd^x — dxd*z )
dsdt^ 57^ '
djd^z — dzd^j v^* ( djd^z — dzdy )
dsdt* ds^ '
En désignant par q, q\ (f\ les angles que la force Q fait avec des parallèles aux axes des x y y^ z^ et observant que X, Y, Z, sont les composantes suivant ces parallèles de Q et de la force tangentielle T , on
aura ^ossi
X=Tg+Qco8y, Y=t|^+Qcos^', Z=T^ + Qcos^^
et au moyen de ces valeurs et des précédentes , les équations (i) deviendront
v\dxdr— drd'x) ^ /dx , dr \ ^dx , dr \ '
v^(dzd*X'—dxd'z) ^/dz dx A -Vdz dx A\.*
v*(Jrd'z — dsd'r) /dy , dt \ ^dj , dt ,\\
Or, si l'on appelle y^ y\ y' y les angles que la direction de la force centrifuge , c est-à-dîre le prolongement MN du rayon de courbure MO^ fait avec des parallèles aux axes des x, jr, z, menées par le point M, et x', y, z', les coordonnées du centre de courbure 0, on aura
JC — x'=: fCOSy, jr—y'=. p COS y, Z — z'=:p COS >^,
et en combinant les équations (2) avec les formules du n* 20 f on en déduira sans difficulté ,
V* r^r4r/dx _, dr \ dzfdz dx A
v* , ^T'dzfdY m àz A dxfdx , dr V
V' • rS'dx/dz dx A drfdj „ dz A
ai.»
Mais à cause que tes forces P et Q sont perpendiculaires à la tangente de la trajectoire, od a
dx , dr , , dz ^^P
-r- cos 'O' -ir-j- cos lîr -4- t- cos itst^qi ^^" rf.t as as '
ce qui réduit les coefficiens de Q , dans les trois e'quxtions précédentes, à — cosj, — cosç', — cosç", et ceux de — P à — cos ot, — cos os-', — cosia^; on am-a donc enfin
— cos 3' -{- Q cos ^ ^ P cos tsr,
— cos y' + Q cos q' ^V cos ta', ^^mi
— cos 3-"+ Q cos q" = P cos la^, ^^W
où l'on voit, comme il s'agissait de le vérifier, que la force P est, eu grandeur et en direction, la résultante des deux forces — et Q.
Quaud le mobile sera seulement assujetti k
La force N agira suivant cette partie de la normale ou suivant son prolongement , selon que la quantité comprise entre les parenthèses sera positive ou négative ; et pour que N soit toujours une quantité positive f on prendra le signe supérieur dans le premier cas 9 et le signe inférieur dans le second. Cette force accélératrice N devra être égale et contraire à celle qui entre dans les équations (3) du n* i5i ; et, en effet , celles-ci ne différant des équations (5) du n* 1 5a qu'en ce qu'elles contiennent N, A, u, v^ au lieu de — P,/Z2r, ^\ (tsr'y on en déduira , par l'analyse précé-dente ^ des composantes de la force N , qui seront égales et contraires à celles que Ion a trouvées pour la force P.
Dans ce même cas d'une surface donnée ^ si Ton désigne par Où' et -i/ les angles que les forces mQ et
mv
— font avec un axe mené par le point où se trouve
le mobile y tangent à cette surface et perpendiculaire à la trajectoire y de sorte qu'on ait
COS* (à + COS* û)' = I , cos*4 + cos*4' = I ^
il faudra que la somme des composantes de ces deux forces suivant cet axe tangent, soit égale à zéro, puisque leur résultante est normale au même point de la surface; on aura donc
Q cos û>' H cos >|/' = o ;
équation qui pourra servir à déterminer l'inclinaison -\! du plan osculate^ur de la trajectoire sur le plan tangent à la surface donnée.
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Lorsque le mobile ne sera soumis à aucune force donnée y ou, plus généralement ^ lorsqu'il ne sera soumis qu'à une force tangente à sa trajectoire, on aura Q = o ; il en résultera donc cos •4/'= o e t '>|/'=r90*; en sorte que le plan oscnlateur de cette courbe sera constamment perpendiculaire à la surface donnée. Cette propriété étant, en général, celle de la ligne la plus courte entre deux points donnés sur cette surface , c'est cette ligne que le mobile décrira , ainsi qu'onl'adit précédemment (n* i6i); mais maintenant nous voyons, en outre, qu'une force tangente à la trajectoire, telle qu'un frottement contre la surface donnée, ou la résistance d'un milieu, ne fera pas dévier le mobile, de la ligne la plus courte entre son point de départ et son point d'arrivée.
173. Enfin, si le mobile est entièrement libre, il faudra que la composante normale à la trajectoire , de la force motrice mK qui le sollicite, fasse équilibre à sa force centrifuge — , puisque dans ce cas il
n'y a pas de courbe ou de surface donnée qui puisse détruire la résultante normale de ces deux forces. Il faudra donc, en premier lieu, que le plan osculateur de la trajectoire soit celui qui passe par la tangente et par la direction donnée de la force mK; en appelant 6 l'angle que cette direction , en un point quelconque , fait avec le rayon de courbure MO , il faudra, en outre, que cet angle soit aigu pour que la composante normale de la force mK agisse en sens contraire de la force centrifuge qui est dirigée suivant MN ; et cela étant , on devra avoir
R cos ô = — . (a)
Quand la force accélératrice R, à laquelle le mobile est soumis, sera une force centrale dirigée vers un point connu, et que l'observation aura fait connaître la courbe qu'il décrit autour de ce centre fixe, on pourra déduire de l'équation de cette courbe, le rayon de courbure / et l'angle 6 qu'il fait avec la direction de la force R ; on déduira aussi , de cette équation et de la proportionnalité des aires aux temps ( n"* i55 ), l'expression de la vitesse i^ en un point quelconque de la trajectoire; par conséquent, l'équation (à) déterminera la valeur de R, ou la loi de la force centrale qui fait décrire au mobile la courbe donnée. C'est de cette manière que Newton a découvert la loi de la force dirigée vers le centre du soleil , qui fait décrire à chaque planète une ellipse dont ce point occupe un des foyers; mais on verra, dans la suite, qu'en partant des mêmes données, cette détermination peut s'effectuer par un calcul plus simple.
174^ Huyghens, à qui l'on doit la mesure de la force centrifuge , l'a déduite de la considération du mouvement circulaire; et quoique cette méthode soit moins directe que la précédente , je crois cependant utile de l'exposer ici en peu de mots.
Soit M ( fig. 44 ) ^'^ point matériel attaché à un point fixe C par un fil inextensible CM ; supposons qu'une percussion lui imprime une vitesse a, dans une direction perpendiculaire à la longueur du fil; et, pour simplifier la question, supposons aussi qu'aucune
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force motrice donnée n'agisse sar le mobile. Ce point matériel va décrire nn cercle AMB , dont le centre et le rayon seront le point fixe et la longueur dn fil. Pendant ce monyement, le fil qui retient le mobile éprouvera, dans le sens de sa longueur , une certaine iefision qui n'est autre chose que la force centrifuge. En appliquant au mobile une force égale à cette tension et constamment dirigée vers le centre fixe, on pourra faire abstraction du fil , et considérer le mobile comme entièrement libre. Cest donc en vertu de cette force centrale, dont la grandeur est inconnue, combinée avec la vitesse a, que le cercle sera décrit.
Il s'ensuit d'abord que les secteurs circulaires décrits par le rayon du mobile , seront proportionnels au temps (n* i55); ce qui exige que les arcs de cercle parcourus le soient aussi. Le mouvement circulaire sera donc uniforme ; et si Ton désigne par s l'arc décrit dans le temps f , on aura ^ = at.
Soient m la masse du mobile , ma la force centrale, et, cOQséquemment, a la force accélératrice qu'il s'agira de déterminer. Quelle que soit cette force, on peut la regarder comme constante en grandeur et en direction pendant un intervalle de temps infiniment petit ; ainsi , pendant que le mobile décrit l'arc de cercle infiniment petit MM', la force a sera supposée constante , et parallèle au rayon CM qui aboutit à l'origine de cet arc; d'où nous concluons que si le mobile n'était pas animé de la vitesse a, la force centrale lui ferait parcourir , dans un temps infiniment petit, le sinus verse MN, ou la projection sur CM de l'arc MM' qu'il décrit réellement. Or,
tonte force accélératrice a pour mesure le double de l'espace infiniment petit qu'elle est capable de faire parcourir à un mobile dans un temps infiniment petit, divisé par le carré de ce temps (n*> 118 ) ; si donc on appelle s le sinus verse MN , et t le temps employé à décrire l'arc MM', on aura
mais en désignant cet arc par o", et le rayon CM par r, on a
en prenant l'arc au lieu de la corde ; donc à cause de 0- = ar, on aura
tt
Cette valeur de tt est donc celle de la force centrifuge rapportée à l'unité de masse, dans un cercle décrit d'un mouvement uniforme. On en conclut immédiatement que cette force , dans une courbe quelconque, aura pour mesure le carré de la vitesse divisé par le rayon dé courbure; caria trajectoire ayant deux élémens consécutifs communs avec son cercle osculateur, on peut supposer que, pendant un temps infiniment petit , le mobile se meut circulairement autour du centre de courbure, et qu'il a conséquerament la force centrifuge qui convient à ce mouvement. En multipliant par m cette force accélératrice , on aura la même valeur que pour la force désignée par y dans le n* 169.
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175. Pour comparer la ibrct* centrifuge daas le cercle à la pesanteur, supposons que la vitesse a soît celle qui serait due à une hauteur H , de sorte qu'on ait a' = 2gh (n° i5o) , en désignant par g la gravité ; il en résultera
ce qui montre que la force ceatrifiige est à ta pesanteur, comme le double de la hauteur due à la vitesse du mobile est aura^on.
Si le mobile est un corps dont les dimensions soient très petites par rapport a sa distance au point C, on pourra considérer, dans toute son étendue , la valeur de a comme à très peu près constante , et prendre le rapport - pour celui de la force centrifuge
provenant du mouvement circulaire, au poids du corps sur lequel elle agit.
Quand le mouvement n'aura pas lieu dans un pian horizontal, la vitesse du mobile, la force centrifuee et la tension du fil attaché au ooint C. seront
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ter à cette force la composante du poids du mobile dirigé suivant le prolongement de son rayon, laquelle composante est égale à — ^, comme il est aisé
de le voir. Donc, en appelant 6 la tension totale du fil à un instant quelconque , nous aurons
Cette force exprimera aussi la pression que le point C éprouvera à chaque instant, suivant la direction du rayon qui aboutit au mobile* Elle atteindra son maximum y lorsque le mobile sera au point le plus bas du cercle, où l'on a z = r, et son minimum^ lorsqu'il sera au point le plus élevé, où l'on az — r.
Si h est moindre que —, la tension deviendra négative
et se changera en une contraction pendant une partie du mouvement : il faudra alors que le fil soit inflexible pour que le mouvement circulaire ait lieu* On néglige , dans ce calcul , le poids et la force centrifuge du fil; ce qui suppose sa masse très petite par rapport à celle du mobile. On verra , par la suite ^ comment on y devrait avoir égard si cela était nécessaire.
176. Revenons au mouvement circulaire et uniforme, et désignons par T le temps que le mobile emploie à parcourir la circonférence entière. On aura
et, par conséquent.
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ce qui monlre que la force centrifuge est en raison directe du rayon du cercle, et en raison inverse du carré du temps d'une révolution entière.
Lorsqu'un corps solide tourne aulour d'un axe fixe, tous ses points décrivent, dans le même temps, des cercles dont les plans sont perpendiculaires à l'axe, qui ont leurs centres dans cet axe, et pour rayons les perpendiculaires abaissées (le chaque point sur ce même axe; par conséquent, les forces centrifuges de ces diflërens points sont entre elles comme ces perpendiculaires. Ainsi, par exemple, la force centrifuge des corps placés à la surface de la terre, et qui tournent avec elle autour de l'axe îles pôles, est proportionnelle aux rayons des parallèles qu'ils décrivent; et, de plus, cette force est dirigée en chaque lieu de la terre suivant le prolongement du rayon du parallèle qui aboutit en ce point.
]*excès de rattractioo de la terre sur la force centrifuge ; par conséquent, on a
g étant celte pesanteur, G l'attraction terrestre , ou ]a pesanteur qui aurait lieu si la terre était immobile^ r le rayon de Téquateur , et T le temps de la rotation de la terre.
Le second terme de cette formule étant très petit par rapport au premier, on a, à très peu près.
Pour convertir en nombre la fraction -^pj-, on pourra
prendre le rayon du méridien au lieu du rayon r de l'équateur, dont il est peu différent; on aura alors
27rr = 40000000".
En prenant la seconde pour unité, et négligeant, dans ce calcul, la petite variation de la pesanteur à la surface de la terre , on a aussi ( n^ 1 15 )
On a d'ailleurs ( n° 1 1 ^ )
T = 86164; et de là on conclut, à très peu près,
4irV i_
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Ainsi , à Véqaateur, la pesanteur est diminuée de -g-
par le mouyement de rotation de la terre autour de son axe. Si ce mouyement derenait plus rapide , le temps T diminuerait^ et la force centrifuge différerait moins de la gravité. En observant que 289' est le carré de ij , on voit qu*il suffirait que la rotation eût lieu en un dix-septième de jour, pour que la force centrifage à Féquateur fût égale & la gravité; alors la pesanteur j serait ^ale à zéro , et les corps abandonnés à eux-mêmes y demeureraient en équilibre.
Dans ce calcul, nous avons seulement eu égard à la force centrifuge provenant du mouvement de rotation des corps pesans autour de Taxe de la terre ; et, ei|. effet, on conçoit que Ip mouvement de truislatioA autour du soleil, qui est commun à tous ces corps, à la terre et à son axe, ne saurait influer sur leur tendance à s'écarter de cette droite mobile. En imaginant, par exemple, un fil parallèle à l'équateur, attaché à cet axe et aboutissant à un corps situé à la surface, il est évident que sa tension ne changera aucunement par l'effet d'un mouvement qui emportera, k la fois. Taxe, le fil et le corps, sans changer leurs positions relatives.
178. La force centrifoge diminue la pesanteur en tous les points de la surface de la terre ; mais d'une quantité moindre qu'à l'équateur , soit parce qu'en allant de l'équateur au pôle la force centrifoge décroit , soit parce que l'angle qu'elle fait avec la verticale augmente. En appelant toujours r le rayon de
l'ëqaateur, et désignant par fA la latitude d'un lieu quelconque de la terre ^ et par i^le rayon du parallèle correspondant y on aura
u = rcosft;
en négligeant la non-sphéricité du globe terrestre ^ Tangle/i sera celui que le prolongement de u^ ou la direction de la force centrifuge; fait avec la verticale; la composante verticale de la force centrifuge s'obtiendra donc en multipliant son intensité %=:^ par cos ft; ce qui donne
pour la diminution de la pesanteur due à la rotation de la terre ; et , d'après ce qui précède , cette quantité aura pour valeur
cos* fA
Ce serait là toute la diminution que la pesanteur éprouverait, si la terre était une sphère homogène : elle serait proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; et la diminution totale du pôle où l'on a fA === 90®, à l'équateur où l'on a /^ = o , s'élèverait à
-i-. Mais la terre est un sphéroïde aplati à ses pôles ;
l'attraction qu'elle exerce sur les corps placés à sa surface diminue y pour cette raison, en allant du pôle à l'équateur; cette diminution, en chaque point de la surface, est aussi proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; elle s'ajoute à celle qui est produite
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par la force centrifuge, et par cette addilioD le
coefficient -5- augmente et devient — à peu près.
C'est donc cette fraction — qui exprimera, comme nous l'avons déjà dit (n" 117J, l'accroissemeDt total du poids d'un corps transporté de l'équateur au pôle.
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CHAPITRE V
EXEMPLES DU MOUVEMENT D^UN POINT MATERIEL SUR UNE COURBE OU SUR UNE SURFACE DONNEE-
§ T*". Oscillation du pendule simple.
179. Un pendule est, en général, un corps solide posant, qui oscille autour d'un axe fixe et horizoniat. Mais pour comparer plus facilement entré elles les durées des oscillations de différens pendules et les. intensités correspondantes de la pesanteur, les géomètres ont imaginé un pendule idéal qu'on appelle pendule simple, et qui consiste en un point matériel pesant , suspendu à un point fixe par l'intermédiaire d'un fil inextensible et inflexible , dénué de pesanteur et même de densité, et dont la longueur est ceUe de ce pendule.
On verra, dans un autre chapitre, qu'il y a toujours un pendule simple dont les oscillations coïncident, et pour leurs durées et pour leurs amplitudes, avec celles d'un pendule quelconque ; et nous montrerons comment la longueur du premier peut se déterminer d'après la forme et les dimensions du second. Nous ferons voir aussi que cet accord ayant lieu entre les mouvemens de deux pendules dans le vide, il subsistera également dans un milieu résistant,
quelle que soit la fouction de la vitesse qui exprime la résistance. Ainsi, il suffira de considérer le monvement du pendule simple, soit dans le vide, soit dans un milieu résistant; et c'est ce qu'on va faire dans ce premier paragiapbe,
i8o. Soient C ( fîg> 4^) le point de suspension , CB la verticale passant par ce point (ixe, et CA la position initiale du pendule. Supposons que le point matériel qui le termine parte du point A avec une vitesse A' perpciidiculaii-e à CA., et dirigée dans le plan des droites CA et CB; il est évident qu'il ne sortira pas de re plan vertical, et qu'il y décrira des arcs de cercle dont C est le centre et CA le rayon.
Ail bout du temps quelconque t , soit M la position du mobile ; des points M et A , abaissons sur la veriieale CB , des perpendiculaires MP et AD , el faisons
CP = z, CD ^ r.
En désignant par g la gravité et par v la vitesse du mobile au point M , nous .lurons , dans le cas du vide (n-iSg),
el si l'on appelle s l'arc AM décrit par le mobile , de
I -as I
sorte qu on ait -^ =v , on en déduira
dt =
Désiguous para l'angle MCB, qui sera positif quand le pendule se trouvera à gauche d*: CB, comme la droite CA , el négatif lorsque le pendule sera à droite
de la verticale. Soit aussi a, l'angle ACB, ou ta valeur initiale de 8. On aura
dt—"dt'
en représentant par a la longueur QVI ou CA du pendule. Ou aura , en même temps ,
z = a cns fl , c =: a cob a ;
et au moyen de ces valeurs, celle de dt deviendra
V/*' + uga {cos 1 — CO8 «) ^ '
Telle est donc la formule qu'il s'agira d'intégrer exactement ou par approximation.
181. Il n'y a qu'un cas dans lequel l'intégration sons forme finie soit possible , c'est lorsqu'on a
k' == 3ga{i H- cos a);
ce qui a lïeu quand le mobile part du point A avec la vitesse qu'il aurait acquise en tombant d'une hauteur égale à ED; E étant le point le plus élevé du cercle qu'il décrit. En faisant 6 = 2 4 , et observant que
I -|- cos 34 =^ 3COS
OD a alors
V g cos-f
rintègre, je détermine la constante arbitraire de sorte qu'on ait -^ = 7* quand i = o , et je mets ^ 6 à la place de 4 > il vient
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a V g^ *> (i ->- ain iO (i— sin : a)
Si le point A coïncidait avec le point E, on aarait tt = -jt ; ce qui rendrait iaBnie celte valeur de t, quel que fût l'angle S. Cela signiGe qoe le mo- i bile lie quitterait pas le point E; et en effet, dans ce cas, sa vitesse initiale serait nnlle, et la tangente au point E étant horizontale, il y demeurerait en équilibre.
Le point B répondant à 6 ^ o, on anra, daoï tout autre cas ,
pour le temps que le mobile emploiera à parcourir l'arc AB. Avec sa vitesse acquise en ce point, il selevera sur la demi-circonference BA'E ; maïs , d'après ce qu'on a vu daus le n* i5ç), il devra employer un temps infini pour atteindre le point E : c'est ce qui a
oscillations de part et d'aatre de la verticale CB , il faudra qae l'angle et et la vitesse k soient peu consi-* dérables; on pourra toujours rendre cette vitesse tout-à-fait nulle, en faisant partir le mobile d'un point un peu plus élevé que A, c'est-à-<lirey en augmentant convenabletoent l'angle a; on ne nuira donc pas à la généralité de la question en supposant A: =0; ce qui réduit 1 équation (i) à
dt^-JÏ ._ ^. (a).
^ 6 K acosi — acosd
P^r les formules connues , on a
cos fl = I — — -J ç-y — etc. ,
cos a = 1 + 5-7 — etc.
Les angles a et 6 étant très petits , par hypothèse ^^ je néglige leurs quatrièmes puissances ; il en résulte simplement
dt ^ -. Jl -y£==.
En intégrant et observant que 6=: a quand ^==0^ on en déduit
^ ç= ^^ arc (cos = 1) j d où Ton tire
Ces formules montrent, conformément à ce qu'on a déjà vu (n" i5g), que le pendule fera une suite iur
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définie d'oscillations égales et isoctironcs de part et d'autre de la verticale CB: il reviendra, avec une vitesse ouUe, au point A où Ton a 9 = i», tontes les
fois que t v/- sera un multiple de aw, et au point
A', situé à la niénie hauteur que A et oii l*ou a Ô = — fit , toutes les fois que 6 sera un multiple impair de T. En appelant T le temps qu'il emploierais aller de l'un de tes points extrêmes à l'autre , c'est-àdire, le temps d'une oscillation entière, on a ^
Les durées des deux demi-^scitlations, l'une descendante et l'autre ascendante, seront égales entre elles ctà^T.
En général, à deux instans séparés par un temps égal à T, le pendule occupera, des deux c6té8 de la verticale CB , des positions égalemeot éloignées de cette droite, et sera animé de vitesses égales et contraires : car si l'on met ( 4- T à la nlace de ( . dans les
pour la vitesse du mobile au point B. En appelant b la hauteur DB de son point de départ au-dessus de B^ on aura
b =z a{i — cos cl) =s joct',
à cause que l'on néglige la quatrième puissance de et. Abstraction faite du signe , la vitesse acquise au point le plus bas sera donc
if = \/2gb ;
ce qui est, comme eela devait être, la vitesse due à la hauteur b.
i83. La valeur de T est, comme on voit, indépendante de l'angle a ; elle subsistera encore , et sera rigoureusement exacte, quand cette amplitude ol sera infiniment petite. Si donc on écartait le pendule iufiniment peu de la verticale, il emploierait pour y
i-evenir un temps fini et égal a - tt w -. Da
mouvement, le mobile décrirait un espace infini* ment petit dans un temps fini : ce qui vient de ce que l'intensité de sa force accélératrice serait infiniment petite. En effet, cette force est la pesanteur décomposée suivant la tangente à la trajectoire; or, dans l'étendue de l'arc infiniment petit qui aboutit au point le plus bas de cette courbe, la tangente fait avec la verticale un angle qui diffère d'un droit d'une quantité infiniment petite ; le cosinus de cet angle , par lequel il faut multiplier la pesanteur pour obtenir sa composante, est donc infiniment petit; par conséquent, cette composante est aussi infiniment petite.
ns ce
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Oq peut (itendrc ce résultat aux'i)scin.itioas d'i [laint matériel pesant sur uoe courbe f]u<:lcon<niftj ilont le plan oscillateur au point le plus bas B eut vertical ; car daas une étendue lufiaiment petite l:i courbe coïncide avec son cercle osculalcur, el, dans une étendue seulement très petite, elle s'en ecarle très peu; d'où il suit que C étant le centre de ce cercle, la durée des oscillations très petites sur la courbe, de part et d'autre de son point H, est la même que pour un pendule simple dont C serait le point de suspension, et qui aurait pour loni'ueur le rayon de courbure Clî correspondant à ce point B. Les oscillations très petites ont donc une même durée indépendante de leur amplitude , sur toutes les courbes verticales qui ont la même courbure à leur point le plus bas. Lorsque le plau osculatcur en ce point n'est pas vertical, il faut remplacer dans ta valeur de T la gravité g par sa composante dans ce plan, laquelle est égale à ^sin /, eu appelant / l'inclinaison du plan donné sur un plan liorîzontaL
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on aura donc
turmule qui s'intègre par les règles connues. En intégrant depuis fl=:a jusqu'à 6= — a, pour avoir la durée T d'une oscillation entière, on trouve •
ce qui montre que cette durée est un peu augmentée par la grandeur de l'amplitude.
Il en résulte que si l'on appelle n le nombre des oscillations infiniment petites d'un pendule quelconque dans un temps donné, et n' le nombre des oscillations du même pendule et dans le même temps, quand leur amplitude a est seulement très petite, on aura
car le nombre n' doit diminuer dans le même rapport que la durée de chaque oscillation est augmentée par la grandeur de cette amplitude.
i85. Quoiqu'on ait soin, dans les différens usages du pendule, de faire en sorte que l'amplitude des oscillations soit très petite, ce qui rend toujours suffisante la correction relative à la grandeur de a qu'on vient de déterminer, il est bon , néanmoins, de connaître la série convergente par laquelle on peut exprimer la durée d'une oscillation, quelle que soit son amplitude.
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Si Ton fkit suGoessivement nsi^ =2, =3, etc., dans cette fonniile, on en dédoit
4 *'*•'=' il
A, = g C A, = Îtt^ 6* A.,
etc.; par conséquent, nous aurons^ généralement,
et quant à la valeur de A«, on aura
TT
En rabatituant les valeurs de A« ^ A« , A. , etc. , dans celle de T, il en rÀnlte
pour la série qu'il s'agissait d'obtenir , et qui est essentiellement convergente , puisque 7 ^ est toujours moindre que l'onité.
Si Ton néglige la quatrième puissance de a, on aura ^ = 7 a ; il faudra réduire la série k ses deux premiers termes , et la valeur de T coïncidera avec celle du numéro précédent.
i86. Considérons actuellement le mouvement du pendule simple dans un milieu i*ésistant. En conservant toutes les notations précédentes , la composante de
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la pesanteur suivant la tangente MT sera gsinO, à cause que Tangle que cette droite fait avec la verti<^ cale MN est complément de l'angle MCB ou 6. Désignons par V la force accélératrice provenant de la résistance^ laquelle est dirigée en sens contraire de cette composante g sin 0 ^ et appelons s Tare AM ; réquation du mouvement sera ( n"* iSs )
^:=:g8ine-V. (5)
On pourra faire différentes hypothèses ^ur la valeur de V en fonction de la vitesse du mobile ; le plus simple est de la supposer proportionnelle à cette vitesse , de sorte que Ton ait
en désignant par k une vitesse constante et donnée. On a aussi
s ^=i a (a — fl), sin fl =s fl — s + etc. ;
si donc 0 est , comme précédemment , un très petit angle 9 et que l'on néglige sa troisième puissance ^ l'équation (3) deyiendra
Son intégrale complète est
en représentant par c et c' les deux constantes arbi-
3$# IfEAlTÉ DE MfiCANIQUE.
— râ ^ /••■ . .
rmine c et p^pu |^ C9p4îtioiis 0'=» « et ^^^i quand ^ = 0 ; ca qni' downe I *
Par ooii8é{aeDt ^ oi
et 9 en differentiant,
pbiir lés 'forn&[iilés qui JPoiit ii^idnàltte'^ k im îniÉtan^ quelconque y la position du pendule et sa' Vitesse
angiilair^a
A la fin de chaque oscillation , on a ^ r= o; ce qui
a lieu totrtes- Hés fibis que l>ii/^ est un multiple de or.
II s'ensuit donc que les oscillations sont isochrones , conMne dans le yide , et qu'on a
pour la durée d'une oscillation entière; ^ sorte qu'elle est augmentée, par la résistance du milieu , dans le rapport de Tunité à la fraction y.
Quant aux amplitudes des oscillatioiis ^ dàes di* minuent continueUemeiit à cause de l'exponentielle
e ^. En appelant ot. Famplitude de la /z''"' oscillation, c'est-à-dire, en supposant qu'on ait 6 = ( — i)"»,^ quand t = /iT^ il en résultera
a, = ae ^>* ;
ce qui montre que les amplitudes successives forment une progression géométrique décroissante , dont le
r Vga
rapport est e ^ .
Toutefois, ce mouvement oscilla loi i*e suppose que y soit une quantité réelle; et , en effet, c'est ce qui a lieu dans les expériences du pendule, qui n'a jamais une longueur extrêmement considérable, et dont la densité est toujours très grande eu égard à celle de Fair où il se meut : la vitesse k étant proportionnelle au rapport de la première densité à la seconde^ ellp est
très grande par rapport à \ \/^^ /• et , conséquem-
ment, y est une quantité réelle cpi diffère peu de
l'unité. Si, au contraire, on avait 3Ar< Vg^? > serait
imaginaire et de la forme £ V -^ i , en désignant
par C une quantité réelle ; par les formules connues , les sinus et cosinus qui entrent dans l'expression de 6 se changeraient en exponentielles; et cette transformation faite , on verrait que l'angle A ne pourrait de* venir nul qu'après un intervalle de temps infini ; en sorte que le pendule approcherait indéfiniment de la
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verticale CB , sans pouvoir la dépasser * ni * même Fattêindre rigonrensemeot.
187. A mesure que les amplitudes des oscillations diminuent, Texpërience prouve qu'elles approchent de plus en plus de décroître dans Tair en progresrion géométrique: elles s'en écartent peu, par exem|de, lorsque l'angle cl est d'un tiers de degré ou au-dessous. L'expérience montre, de plus, que ce décroissèment est très lent ; ainsi , dans une expérience de Borda, où il avait lieu sensiblement en progression géométrique^ l'amplitude ne se réduisait qu'aux deux tiers environ , après 1800 oscillations. En appliquant l'expression de 01. k cet exemi^e, on aura donc
et, pa^ conséquent,
mais on «
il en résultera donc
(i8oo)^r*(i — >•) ss >"(o,4o546)*; d'oii l'on tire
ou k très peu près > = 1 ; ce qui permet de n^Iiger
la résistance de Tair dans le calcul de la valeur de T.
On peut donc admettre que quand les osciUatioas
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sont très petites , la résistance de Fair est proportionnelle à la vitesse y comme nous venons de le supposer , et que cette r&istance n'influe pas sensiblement sur leur durée. Mais lorsque les amplitudes sont un peu considérables , l'observation montre qu'elles ne décroissent plus en progression géoDiétrique ; en sorte qu'il devient nécessaire de faire une autre hypothèse sur la loi de la résistance.
i88. Supposons cette force proportionnelle an •carré de la vitesse , et prenons
■k étant une vitesse constante et donnée qui sera tonjours très grande ; en sorte que si 1 on fait
fz sera une très petite fraction. A cause de dK^z^^^-acK , lequation (3) deviendra
-^ + |smfl = iA*^, (4)
en la multipliant par 2d& , intégrant et faisant
nous aurons
équation linéinitré dti premier ordre, dont llilt^prale complète est- ■ . ;. • Mfi- -
-7nif.«tti .
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c étant la constante arbitraire et e la hase des logarithmetf népériens. Je la dill'éreulîe par rapport à 0^
-et je remets -j^ as lieu de ^', il vient
— = ;tce''''+ ^^^^^^^-±-^
ce qui est une intégrale première sons forme finie de l'équation (4).
Pour déterminer c , je suppose qu'on ait, comme précédemment, -%; =<> quand â = a; il en résultera
„„ 3g[cosa + ftsiamj ~ f^
Par coriséqueotj,on_a,ura,, à un instant quelconque, ^
( cos a, — iJL sia a, )5'**' =: (cos a +/x sin a )e"''** ;
et si Ton développe les exponentielles suivant les puissances de ytt , et qu'on néglige le carré de cette fraction très petite, on aura
cosflt, — jEA(sinât| — a,cosflt,)=cosa+yx(sina — acos^e).
La valeur de et, que Ion tirera de cette équation , différera très peu de a ; je fais donc et, rz: ce *- / , et je néglige le carré de «T et le produit /aS" ; il vient
cTsina = 2^(sina -— a cos a); ea sorte que Ton aura
SID
«, = « r^ ( siu a — « cos « ) ,
pour la grandeur de 6 f abstractiou faite du signe , à la fin de la première oscillation.
Ce résultat ne suppose pas les oscillations très pe^ tites; mais si elles sont assez petite» pour qu'on puisse négliger la quatrième puissance de a dans cette valeur de <t, , elle se réduira à
et, =5 a —
Parvenu au point A, , le mobile redescendra , et il continuera ainsi à osciller de part et d'autre du point B y jusqu'à ce que les amplitudes de se^ dscillatioBS soient devenues sensiblement nulles. Si Ton appelle a« Vamplîtade de la seconde demi*oscillatioii ascendante ^ il. est évident qu'elle se dMduira de a, ^ comme on a déduit a« de a ; en sorte que Ton aura
Et de même, si a^, a.^^ etc., sont les amplitudes successives des autres dcmï-oscillatioas asceodaDtes,
«3 = a. — -^ , a^ = Oj — -^ , etc. ; ^
ce qui montre qu'elles ne de'croltront plus en pro-^ grcsston géome'trique , comme dans le cas de la résistance proportionnelle à la vitesse.
189. Pour déterminer le temps qui répond à uo angle â , il faudra intégrer la valeur de dt tirée de 1 equatioa (5) ; ce qui sera toujours possible par la méthode des quadratures , quand les valeni'S numériques de or, jW , 6, serout donne'es. Mais dans le cas des petites oscillations, on peut obtenir, en série con' vergente , la valeur de G en fonction det, et réciproquement.
Je supposerai toajoars la vitesse initiale du mobile égale à zéro ; la valeur de 8 à un instant quelconque»
Dcr les inconnues 61 ^ 6^ ; 63 , etc. De plus , pour qu'on
ait 6 = â( et ^ = o, quand ^ = o et quel que soit a., il faudra que les valeurs initiales de 0. , Oj ; etc. , ^ , ~ ^ etc. , soient toutes nulles , et que celles de
fl, et -^ soient l'unité et zéro ; et c'est d'après ces con-*
ditions qu'on déterminera les constantes arbitraires qui seront contenues dans les intégrales complètes de cette suite d'équations. De cette manière ^ on calculera autant de- termes que l'on voudra de la série précédente. Nous bornerons l'approximation au carré de â(, et nous négligerons le cube et les puissances supérieures de cette quantité.
Alors ; on a simplement
sinS
'fi.,
df"
et en substituant ces valeurs dans l'équation (4) , et égalant les coefficiens de a et de ol* dans ses deux membres, il vient
^ ^^ fl — 1 a ^ TF + 2^^— If^ IF-
En intégrant la première de ces deux équations, et déterminant les deux constantes arbitraires , de sorte
fcos(v^ + i|t + ^Atcosa//f
pour son intégrale assujettie aux conditions â,= ^ = 0 , quaud i= o.
-aA
Au moyen de ces exjHïssions de 6, et fi., de 6 dei-ient S]
celle
par 2sin/ ^ - cos t y- , réquatîon i^ =o, qui à lifeu à la fîu de chaque oscilladôD, prendra la forme
L'angle et étant très petit, le premier facteur ne,
peut être nul ; le second est zéro toutes les fois que'
ty- est un multiplie de ^. Il s'ensuit donc que rin*%
tervalle de temps qui s'écoule entre deux intèsses^ nulles et consécutives, -ou la dvrée T-d'iitie osoillation entière, est
en sorte que la résistance de l'air, proportionnelle au carré de la vitesse, n'influe aucunement sur cette' durée.
Cependant, elle augmente le temps que le mobile! emploie à atteindre le point B. En effet, en le désignant par ^, et faisant 0 = o^ on a
La plus petite valeur de t W^ qui satisfasse à cette équation diffère très peu de ^ '^k*; soit donc
en négligeant lé carré de S" et lé produit «tcT, ôh'âùrà
Oé*
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et, par conséquent, ^\ 4.
La résistance de l'air augmente donc la durée de la première demï-osclllalion descendante, dans le rapport de 1 + 5- à l'unité ; et puisqu'elle n'influe pas sur la durée de l'oscillation entière, il faut qu'elle diminue, dans le même rapport, la durée de la demioscillatïon ascendante.
Eu substituant cette valeui' de t' dans celle de v^ et négllgeaut le cube de a, il vient
d'où l'on conclut que la vitesse acquise au point Iç plus bas est diminuée par la résistance de l'air, dans
le rapport de i — ^ * l'unité.
Si l'on désigne par — a, la valeur de 9 quî a lieu
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fi soit déterminé pour chaque milieu en particulier. Dans le cas de a très petite il est inutile d'examiner l'hypothèse d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puissance supérieure de la vitesse ; car il n'en pourrait résulter^ dans les valeurs de 8 et Vf que des termes dépendans des puissances de a supérieures au carré ^ que l'on a regardés comme négligeables dans les calculs précédens. En rapprochant ce qu'on vient de trouver de ce qui a été dit dans le n^ 187^ ou en conclut donc que la résistance de Tair n'influe pas sur la durée des très petites oscillations du pendule , pour lesquelles on néglige la correction relative à la grandeur de l'amplitude (n"" 184)* Quand on tient compte de celte correction, la résistance a une petite influence, à cause qu'elle fait varier les amplitudes pendant la durée du mouvement.
191. Il ne suit pas de là que la durée des oscillations d'un corps pesant , quelque petite qu'on la suppose y soit la même dans l'air (jue dans le vide ; car ce fluide , par la pression qu'il exerce sur le mobile , augmente cette durée en diminuant la pesanteur. D'abord, on sait par l'expérience, et nous démontrerons dans V Hydrostatique^ qu'un corps en repos , plongé dans un fluide, y perd une partie de son poids, égale au poids du fluide dont il occupe la placé. Ainsi, P étant* le poids de Ce corps dans le vide , P' son poids dans l*air. Il le poids d'un volume d'air égal à celui du corps, on a
En appelant f le rapport de la densité de l'air à celle
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du corps, g la gravité dans le vide, g' ce que celle force
devieDtdaos l'air, et m la masse du corps, oa aaoasi
n = Pf, P = nig, P' = mg'i on aura donc
s' = g(' — P)- Or, si l'on désigne par T et T' les durées des petîtâ oscillations d'un méine pendule qui répondent aux deux forces accélératrices g et g', on ;
et , par conséquent ,
ce
ux
Soit aussi a' la longueur du pendule soumis à la gravité g', qui fait ses oscillations dans le même temps que le pendule soumis à la gravité g et dont la longueur est a ; il faudra qu'on ait
De plus y M. Bessel a fait voir^ par rexpérience^ que la perte de poids qu'un même corps éprouve dans l'air n'est pas la méme^ quand il est en repos et lorsqu'il a un mouvement oscillatoire. Elle augmente dans le second cas; et il en résulte qu'il faut, dans les formules précédentes, multiplier p par un facteur f plus gi*and que lunité , et dépendant de la forme du mobile. Je suis parvenu à ce même résultat dans un Mémoire sur les Mouifemens simultanés d'un pendule et de F air environnant (*) ; et , d'après mon analyse, on 2if=:z\ quand le pendule consiste, comme celui de Borda , en une sphère suspendue à l'extrémité d'un fil très mince^ dont la longueur est très considérable par rapport au diamètre de cette sphère; en sorte qu'alors il faut augmenter de moitié la correction relative à la densité de l'air, que l'on faisait subir, avant l'observation de M. Bessel, à la durée des petites oscillations et à la longueur du pendule simple. Dans tous les cas, le coefHcienty*est toujours indépendant de la densité du pendule, ainsi que de la densité et de la nature du fluide dans le* quel il oscille, de manière qu'on peut toujours le déterminer par l'expérience, en comparant les durées des oscillations de deux pendules de même forme et de densités différentes, dans un même fluide, ou bien d'un même pendule dans deux fluides différens, tels que l'air et l'eau, par exemple.
192. Maintenant, soit n le nombre des oscillations infiniment petites qu'un pendule quelconque
I > I ■■■llll ■■■■l«l«M ■■■ ■
(^) Mémoires de V Académie des Scf'tnces, tome XI.
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ferait dans le vide pendant un temps donné t. Four déduire ce nombre, par la règle du u' 184, de celui des oscillations très petites qui est donné par l'observation , et afin d'avoir égard à la variation des amplitudes pendant ce temps t, ou a coutume de prendre pour l'angle a la moyenne des amplitudes extrêmes qui sont aussi données par l' observation . Cela étant, la durée T d'une oscillation infinimeat petite de ce pendule sera
et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure du temps T aura d'autant raolus d'influence sur cette valeur de T, que le nombre n sera plus considérable. D'après la forme et les dimensions du corps oscillant, on déterminera, par la formule (fui sera donnée dans un autre cbapitre, la longueur du pendule simple , dont le mouvement est le même que celui de ce corps; on réduira cette longueur, comme on vient de l'expliquer tout a Tlieurc, â ce qu'elle
de la teire , la mesure de la pesanteur, ou la yitesse g que les corps pesaos acquièrent en tombant verticalement dans le vide, pendant une unité de temps. D'après Texpérience faite par Borda , à l'Observatoire de Paris, avec un pendule d'environ 2 mètres de longueur, on a
en prenant la seconde pour unité; et Ton en conclut
en ce lieu de la terre, c'est-à-dire, à une latitude de 48^5o'i4".
M. Bessel ayant fait osciller successivement des corps de toutes sortes de matières, tels qtie des métaux, de l'ivoire, du mairbre, des pierres météoriques , etc. , a constamment trouvé des valeurs de g sensiblement égales; les plus grandes différences, de part et d'autre de la valeur moyetf né, s*élevan€ à peine à un cent-millième de cette valeur, et pouvant être attribuées aux erreurs inévitables de l'observation. Il ne peut donc rester aucun doute sur la parfaite égalité de l'attraction exercée^ par, la terre sur tou$ les corps, ^^fUfiUe cpi!êa soit la n|ituve,qtti sont situés en un ménniç lieu de sa wrffoej; ear tejtte égalité résulte de celle deavalwra dé! la. pesanteur g , puisque cette force est l'excès de l'attraction ter* restre sur la composante verticale deJa force cca^ trifuge, commune à tous ces corps.
195. En considérant là surface de la terre comme le prolongement du niv«au des mers en équiUbre^
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on démontre, dans la Mécaniqiw céleste, que U variation, à cette surface, de la longueur du pendule simple qui fait chaque oscillation dans une nnité de temps, est proportionnelle au cosinus du double de la latitude ; en sorte qu'en désignant par A celle longueur en un lieu dont la latitude est -^ , on doît avoir
A = Z(i — acosa^); {h)
/ et o) étant des constantes déterminées par t'obser- Tation. On démontre aussi que le cociUdeat » est lié à l'aplatissement du sphéroïde terrestre par l'équation
dans laquelle ou appelle iT cet apUtîssenient , de sorte que le rayon de l'Equateur et celui du pf»le soient entre eux comme i + tT el l'unité, et ou Ton désigne par /' le rapport de la force centrifuge à l« pe-santeur, qui a lieu à l'équateur, et dont la valeur est (n" 177 )
tante l est la valeur de A correspondante à 4 =^5 éfi""; elle diflere peu de celle qui répond à la latitude de Paris; et^ d après celle-ci, on a
o°,993855 = Z [i + o,oo2588-sin (7° 40' aS'O] ;
d'où l'on tire
Si l'on fait w = i et r = i dans la formule {a) ; que l'on y mette successivement Z et A à la place de a , et qu'on désigne par ptt^ les valeurs correspondantes de g, on aura
on aura donc
et , à une latitude quelconque ,
^ =: p(i — o,oo2588 cosa^)' En observant que
cos 2>[/ =s 2 cos* 4 — I ,
on voit que la diminution de la pesjs^qteur , en allant 4u pôle à l'équateur, sera proportionnelle au carré du cosinus de la latitude ^ contbrmémenl à l'énoucé du n** 178.
En transportant un même pendule en différens lieux de la terre, on voit, par l'équation (a), que les nombres n de ses oscillations, dans un même temps r, varieront ^proportionnellement à là racine carrée de la gravité. Ainsi, par exemple, une horloge réglée,
il Paris, sur le mouvement diurne de la terre, et transportée ensuile à lecjualeur, retardera sur ce mouvement. En appelant n et n' les nombres des oscillations de son pendule en un jour sidéral dans ces deux lieux de la terre , on aura
j + o,ooa588 siu (7* 4^^l8^ et , par conséquent ,
en sorte que le retard sera d'environ 137 secondes en a4 heures. C est l'observation de ce retard qni a mis en évidence, pour la première fois, la variation àOum la pesanteur à la sarface de la terre. J^M
g II. Mouwment sur la cycloîde.
i()j. Soit ABC(fîg. 46) la trajectoire d'un point matériel pesant, dont le plan est vertical. Sopposoiu que ce mobile parle du point quelconque D, saos vitesse initiale, et qu'il soit eo M au bout du temps <;
di
et si Ton fait
EB = A, PB = j:=â — z,
il ea résultera
quelle que soit la courbe donnée.
Cette courbe étante par hypothèse, une cycloide, on aura (n* 75)
en désignant par a le diamètre BF de son cercle générateur. On aura donc
dx
et, en intégrant,
<y/M = arc(cos = 2f_Il*):
on n'ajoute pas de constante arbitraire, afin qu'on ait ^ = o à Torigine du mouvement, ou quand x = A. Si Ton appelle t' le temps que le mobile emploie à atteindre le point B qui répond à j: s= o, on aura
t' i/^ = arc (cos = — i) = ît, et y par conséquent,
V lïg 1. a4
Ce temps est, connue on voit, indépendant de la hauteur h du point de départ D du mobile, au-dessus du point le plus bas B; en sorte que cette propriété, qui a lieu par approximation dans toutes les courbes pour une hauteur h très petite , est rigoureusement vraie dans la cycloïde, quelle que soit cette hauteur, toujours moindre que a ou BF. Il en résulte que tous les mobiles, partis en même temps de difTérens points de la cjcloïde, arriveront en même temps à son point le plus bas.
On aura tt Kf — pour le temps d'une oscillation entière de part et d'autre du point B; or, on voit que ce temps est celui des oscillations très petites du pen^dule dont la longueur 2a est le rayon de courbure de la cycloide en ce point ( n^ 72) ; ce qui s'accorde avec le résultat du n* i83, relatif à la durée des petites oscillations sur une courbe quelconque, laquelle durée est la même , dans le cas de la cycloïde , que celles des oscillations d'une amplitude quelconque.
195. Le temps que le mobile emploie à parcourir lare DB de la cycloïde est encore indépendant de la longueur de cet arc, quand le mouvement a lieu dans un milieu résistant, et que la résistance est supposée proportionnelle à la première puissance de la vitesse.
En efïet, représentons cette force par Ç- , comme dans le n* 186; la composante de la pesanteur suivant la tangente MT est g-j-f en observant que -jcst le cosinus de l'angle TMN que fait cette droite
avec la verticale MN ; la force qui agit au point M , et qui tend à diminuer l'arc BM ou s, sera donc la
différence g^: — gx; par conséquent, on aura pour
réquation du raouvement
d^s /dx if\
d? ~ '^ S \di ~' k) ^ ou , ce qui est la même chose ,
d^ ^ k dt ^ na ^ ^^
à cause de
ds dx ^___ s ^
'S^ ds atf
Je suppose qu'à Forigine du mouvement, ou quand f = 0, la vitesse if soit nulle, et qu'on ait ^ = a; en déterminant les deux constantes arbi* traires d'après ces conditions , et faisant , pour abréger ,
l'intégrale de l'équation précédente sera (n* 186)
Si donc on appelle t' le temps qui répond au point B ou à ^ = o, on aura
équation d'où l'on tirera une valeur de € indépendante de a; ce qu'il s'agissait de trouver.
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Si la résistance est très petite , ou la vitesse k graodt; , on aura ^ = i , à très peu près; et \'t tion précédenle donnera
V^ag".
ce qui montre que le temps t' est no peu lagmenté par cette résistance.
ig6. Pi-olongeons la droite BF jusqu'ea 0, d'une quantité égale à BF ; ce point 0 sera le centre de la cj^cloïde au point B ; et si l'on trace les deux deraicycloïdes O A et OC , tangentes aux droites 011 et AC , et ayant OF pour diamètre de leur cercle générateur, OA sera la développante de AB, et OC celle de BC (n" 73); par conséquent, un Hl d'une longueur constante OB ou aa, attaché au point 0, et qui s'enveloppera successivement sur les deux courbes OA el OC, tracera par son autre extrémité la cycloïdc ABC.
Cela fournit un moyen de construire on peadulç^
oscillations de ce pendule , dans le vide , sera rigou-* reusementy et constamment indépendante de leur amplitude. Mais ce moyen ne serait susceptible d'auciitie précision dans la pratique; et, d'ailleurs , nsocbronisme des grandes oscillations n'aurait plus lieu daiïS l'air y la résistance de ce fluide n'étant point alors proportionnelle à la simple vitesse.
197. On appelle tautochrone toute courbe sur laquelle un point matériel pesant parvient toujours dans un même temps au point le plus bas , quel que soit le point de cette courbe d'où il est parti. Ainsi , dans le vide, la cycloïde est une courbe tautochrone ; et y de plus , on va voir qu'elle est alors la seule courbe de cette espèce.
Si Ton appelle t' le temps que le mobile emploie à aller , sans vitesse initiale, du point D au point le plus bas B , sur une courbe quelconque ADB , la
valeur de tf^2g sera donnée par l'intégrale de la formule (i) , prise depuis x = A jusqu'à x=:o, ou , ce qui est la même chose, depuis a?=o jusqu'à a:=hf en changeant le signe de cette formule ; on aura donc
et pour trouver la courbe tautochrone , il s'agit de déterminer s en fonction de x, de manière que cette
valeur de tf s/^g soit indépendante de h.
Or y je suppose cette fonction inconnue dévelop* pée suivant les puissances ascendantes de Jtr , de sor te qu on ait
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v = A-r" + Rr* 4- Cx7 4- etc.;
A, B, C, etc., a, €, j-, etc., étant des coefliciens et des exposans indéterminés. Comme l'abscisse x et l'arc* ont leur origine au même point B, on devra avoir en même temps jc = o et i = o; il faut donc que tous les exposans a., S, y, etc., soient positifs, et qu'aucun d'eux ne soit zéro. On voit aussi, à priori, que le plus petit d'entre eux devra être moindre que l'unité ; car le point B étant, par hypothèse, le plus bas de la courbe demandée, la tangente y est horizontalu ou perpendiculaire à l'axe des X ; ce qui exige qu'on ait ■~ = iXi , quand X^O.
En prenant la différentielle de cette série, et la substituant à la place de ds dans la formule précédente , il vient
+elc.
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Il est important d'observer qu'aucune de ces intégrales A', B% Cf, etc., ne peut être nulle; car les valeurs des difTe'rentielles dont elles sont les sommes ( n^ 1 3) ne changent pas de signe entre les limites des inté-^ grations : ces valeurs sont toutes positives , et par conséquent aussi celles des intégrales.
Maintenant, il est évident que la valeur de ^ ne peut être indépendante de h, k moins que tous les termes de la série précédente ne soient nuls , excepté celui dans lequel lexposant de h est zéro, ou qui
répond à un des exposans et , € , y, etc. , égal à -. Supposons que ce terme soit le premier, ou qu^on
ait £( =-. Pour que le second terme disparaisse, il
faudra que le produit ^B' soit nul; ce qui exige que B soit zéro, puisque f et B' ne le sont pas. On verra de même que les autres coefficiens C, D , etc. , sont aussi égaux à zéro; de sorte que l'équation dç la tautochrone se réduit à celle-ci :
s = Ax * , ou ^* = A^oc,
qui appartient à une cycloïde, dont la base est horizontale et dont le sommet est au point B que le mobile atteint toujours dans le même temps.
En désignant par a le diamètre du cercle généra-* teur, on aura A^ = 4^, et par conséquent
A cause de a 3= ^, on a d'ailleurs
, ri dx'
V xg'
comme dans le n" 194-
198. C'est encore la cydoïde que l'on tronv? on cberche la hrachystochrone dans le vide, c'est-àdire, la courbe AMB (fig. 4?) qu'un point matériel pesant doit suivre pour aller dans le temps le plus court, sans vitesse initiale, du point donné A au point fi aussi donné.
Pour déterminer cette courbe, soient x,j, z, les trois coordonnées rectangulaires du point M où se trouve le mobile au bout du temps t; soit aussi s l'arc AM qu'il a parcouru. En supposant que l'axe des X soit vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et désignant par et la valeur de x au point A , la vitesse -7- , acquise en M , sera la vitesse due à la bau-
leur X — a.; en représentant la gravité par g, ou aura donc
le temps que le mobile emploiera à aller do point A au point B, nous aurons
J m Y X — ce
Ainsi, il s*agira de déterminer la courbe pour laquelle cette intégrale est un minimum^ mais, pour plus de généralité, je considérerai Tintégrale
U = f^^ Tiudx ,
dans laquelle X est une fonction donnée de x; ce qui nous servira , par la suite , à résoudre un autre problème du même genre : dans celui dont il s'agit
maintenant, on prendra Çx — «)" •^ pour X.
199. Désignons par i une quantité constante et infiniment petite, et par jy et ifz deux fonctions arbitraires de ûOf assujetties seulement à la condition d'être nulles pour jc = « et pour x = €, et de ne pas devenir infinies pour lès valeurs intermédiaires de X. Soient U' et u' ce que deviennent U et m lorsqu'on y met j- -f- /// et z + ij^z à la place de ^ et z^ de sorte qu'on ait
V'=:f^Xu'dx;
intégrale qui répondra à une autre courbe AM'B, passant, comme la courbe demandée AMB, par les points A et B, ets'écartant infiniment peu de celle-ci. Nous aurons aussi
U' — U == //X(tt' — u)dx;
et, d'après la propriété de la courbe AMB, il faudra que cette différence U' — U soit positive , quelles que soient les valeurs de jy et eTz , et quelque signe qu'on donne à i. Or, en développant la différence li — u suivant les puissances de i, et désignant par iSu le premier terme de son développement, le premier
terme de celui de U' — U sera il XJ'udx; d'où l'on conclut qu'on devra avoir
1 ILS'udx = 0, (a)
sans quoi la différence U' — U changerait de signe en même temps que i.
Cette condition est commune au nunimum et au maximum de 11. Quand elle sera remplie,, la différence U' — - U sera , en général , infiniment petite du second ordre ; elle aura le même signe que le coefficient de î* dans son développement; par conséquent, il y aura maximum ou minimum^ selon que ce coefficient sera négatif ou positif. Mais, comme il est évident que le temps t^ n'est pas susceptible d'un maximum^ ce coefficient sera certainement positif dans le problème de la brachjrstochrone , et il suffira de satisfaire à la condition exprimée par l'équation (a).
La quantité iSu n'est autre chose que la différentielle de u , prise par rapport à ^ et z , et dans laquelle leui's accroissemens soHt représentés par iS'jr et iS'z. En supprimant le facteur 1, commun à i<f w et à sa valeur, on aura donc
« I dy diy , 1 dz d^z
u dv dx u dx dx '
eo sorte que Féquation (a) deviendra
J g, u dx dx J ti u dx dx
Mais en intégrant par partie, et observant que les quantités jy et S'z sont nulles, par hypothèse^ aux deux b'mites :r = a et a: == ^, on a
J 0, u dx dx mJ ^ «^ •/'
ce qui change Féquation précédente en celle-ci :
Or, jy et S'z étant des fonctions arbitraires de a:, cette intégrale ne peut être nulle, à moins que la quantité comprise sous le signe /* ne le soit ellemême; par conséquent, on aura
200. Si la courbe demandée AMB et la courbe quelconque AM'B doivent être tracées sur une surface donnée dont l'équation soit L = o , il faudra que les valeurs de^ et z en fonctions de x, qu'il s'agit de déterminer, et ces valeurs augmentées de iSy et iS'z , satisfassent successivement à cette équation ; d'où Ton
38o conclut
au moyen de quot l'on éliminera, de l'équatioa (6), l'une des deux quantités Jy et /s; l'autre s'en ira en même lemps, et l'on aura
dz dx dy dx
Celte deruicre équation et L = o seront, dans ce cas , les deux équations de la courbe demandée , et pourront servir, par exemple , à déterminer la courbe de la plus vite descente sur une surface donnée.
Si, au contraire, le minimum de U doit avoir lieu entre toutes les courbes qui aboutissent aux points A et B, et ne sont assujetties à se trouver sur aucune surface particulière, les quantilés jy et J'z seroul arbitraires et indépendantes entre elles. Il faudra donc que leurs coeŒciens soient séparément nuls dans l'en nation fli\ . ouï se décnmnnsf^ra aîn^LÎ en
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et, par conséquent,
,^ dz
dx dx
Intégrant de nouveau, et désignant par y une troisième constante arbitraire , il vient
a' y —. az = y;
ce qui montre que la courbe demandée sera plane et comprise dans un plan perpendiculaire k celui des j- et z. Pour simplifier, je prends le plan de cette courbe pour celui des xetj'; on aura alors
et l'on aura seulement à considérer la première équation (c), qui deviendra
d'où Ton déduit
Il ne restera donc plus qu'à intégrer cette formule, ce qui dépendra de la forme de la fonction X, et ensuite à déterminer a et là nouvelle constante arbitraire, introduite par cette intégration, d*après la condition que la courbe demandée passe par les deux points donnés A et B.-
201. Avant d'aller plus loin, soit c une constante quelconque, et supposons qu'on mette X + c à la place de X dans les formules précédentes, L'inté-
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grale U deviendra
et la valeur de y, qi ne'e par l'équatioD
la i-end un minimum., sera don*
l/tX + O'-"' Or, cette somme d'intégrales que U représente étanl un minimum, en considérant toutes les courbes qui aboutlsseot aux points A et B, il est évident que U première intégrale '
sera ud minimum, en considérant seulement , parmi toutes ces courbes, celles qui répondent à une même valeur de la seconde intégrale.
Cette remarque fort simple permet d'étendre Immédiatement aux problèmes de maximum ou de minimum relatif, les solutions des problèmes de maximum ou de minimum absolu; nous en verrons une
condition a laquelle on satisfera au moyen de la constante indéterminée c, qu'on a introduite dans la formule (e).
202. Appliquons actuellement la formule {d) à la courbe de la plus vite descente.
A cause de
on aura alors
(x — et) dix
dr =
^ a{x — «e) — (x — et)*
en mettant — =. à la place de a. Or, cette équation
différentielle est celle d'une cycloïde (n* 72 ) dont la base est horizontale et passe par le point de départ A du mobile, et dont le cercle générateur a a pour dia-mètre; ce qu'il s'agissait de trouver.
En intégrant, on a
j.-^'^a.arc(cos=?=^)-V/<x-«; - (x-e)-;
(£ étant la constante arbitraire qui représente la valeur de y correspondante à x = «• Si Ton désigne par G celle qui répond à x=z€, on aura
Les coordonnées a et a% € et C\ des points A et B, sont données ; cette dernière équation déterminera la constante a; et la valeur précédente de^ ne renfermera plus rien d'inconnu.
Au moyen de la valeur de (fy, on a
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on aura donc {n" 198) et, par conséquent,
— aC + aa"
pour le temps le plas court que le mobile puisse employer à passer du point A au point B.
Si ces deux points sont situés dans une même vet^ ticale, on aura Q' = a'; condition à laquelle on satisfera en prenant a = «> ; car on a
arc ( cos = I = arc [ sin = — • — ^ • — i '- 1 ;
et , dans le cas de a = 00 , cet arc peut être remplacé par son sinus, ce qui réduit à zéro la valeur précédente de €' — a'. En même temps, la valeur de r se
cente étant un problème de pure Gurioftité, je me suis borné à en considérer le cas le plus simple , celui où le mouvement a lieu dans le yide^ et où les points extrêmes sont donnés. Si ces points A et B ne sont pas fixes et donnés , mais qu'ils soient seulement assujettis à se trouver sur des courbes données DAE et FBGy ou sur des surfaces aussi données , la brachystochrone , dans le vide, sera encore une cycloïde, etf d'après les règles du calcul des variations^ on pourra déterminer, dans fous les cas, les coordonnées de ces deux points. Dans un milieu résistant , cette ligne sera une autre courbe , dont on obtient , par les règles de ce calcul, Téquation différentielle, dépendante de la loi de la résistance par rapport k la vitesse du mobile. Pour tout ce qui concerne le calcul des variations, je renverrai au Mémoire sur ce sujet, que j ai inséré dans le XU* volume de l'Aca-* demie des Sciences.
§ III. Mouvement sur une surface donnée,
:2o5. Pour donner un exemple du mouvement d'un point matériel sur une surface donnée, je reprends le pendule simple du n* 179; mais je suppose qu'après l'avoir écarté de la verticale CB (fig. 45), et l'avoir transporté en CA, on lui imprime une vitesse qui ne soit pas dirigée dans le plan vertical ACB. Le pendule sortira alors de ce plan , et le point matériel qui le termine se mouvra sur la surface d'une sphère décrite du point C comme centre, avec un rayon égal à la longueur ^ de ce pendule. La
percussion qui sera exercée sur ce mobile, à l'origine du mouvement, se dccomposcra ea deux forces, l'une diriyce suivant AC ou suivant soq prolougeraetit, qui sera dtitruite par la résislaoce du poiot fixe C, l'autre perpendiculaire à AC, qui produira la vitesse initiale du pendule, que je représenterai par k. Je supposerai que le luouvcmeut a lieu dans le vide; en sorte que la gravité soit la seule force accélératiicc donnée qui agisse sur le mobile.
Cela posé, au bout du temps t, soit CM la position du pLtiduie: etdésignoos par oc , jr, z, les coordouncL's rectangulaires du point M. Soient aussi m la niasse du mobile, et ;;iN la tension inconnue du fil CM, dirigée suivant son prolongement. En prenant le point C pour l'origine des coordonnées ar , y, z, les composantes de la tbrce accélératrice N suivant leurs prolongemens seront
qui s'accordent avec les équations (3) du n® i5i. On les réduira à deux par rëlimination de Tinconnue N; et en j joignant l'équation de la sphère , savoir^
on aura les trois équations qui devront servir à dé^ terminer x^y^ z, en fonctions de t.
ao4* J'ajoute les équations (i)^ après les avoir multipliées par x, jr, z; il vient
xd^x +jrdy' + zd*z
de
+ Nfl — gz = o.
En diflférentiant Téquation de la sphère^ une première fois, on a
" xdx + ydy + zdz == o ^ (2)
et y une seconde fois^
xd^x H- jdy 4- zd^z = — dx^ — dj^ — cfe'.
Si donc on représente par c la vitesse du mobile au bout du temps ^^ de sorte qu'on ait
ébd^J^ dj^+ dz^
d^ il en résultera
et, en effet, la tension mN doit être la somme
de la force centrifuge — et de la composante — ^
du poids du mobile suivant le prolongement du rayon CM.
J'ajoute aussi les équations (i), après les avoir
multipliées par dx , dj, dz; l'iaconaue N disparaît
en vertu de l'équatioD (2), et l'on a
dxd-x -f- drd'r -t- dtd'z , j^ = ëdz.
En intégrant et désigoant par b la constante arbitraire , on aura donc
^t^i-^— = aj2 + *. (5)
La valeur initiale du premier membre est k' ; par conséquent, si l'on désigne pai' y celle de s, on aura
el, à un instant quelconque,
,.- = <- + 3g(= - y); ce que nons savions déjà.
Enfin, je multiplie la seconde équation (ij par or.
mière a déjà poar intégrale 1 équation de la sphère. On peut séparer les variables, et réduire la question aux quadratures par le calcul suivant.
jo5. L'équation (a) donne
xdx + jrdjr = — zdz;
en élevant au carré ses deux membres et ceux de Féquation (4)^ et ajoutant ensuite les équations résultantes, il vient
Je mets «• — 2' au lieu de x^ + J^> et j'élimine dx^ + dj^ au moyen de Téquation (5); il en résulte
(rt« _ z^) [(agz -I- b) dr — &•] = z*dz^ + c*dt^ ; d'où l'on tire
dt = ^ (5)
Désignons par r le rayon vecteur de la projection du mobile sur le plan horizontal des x et ^ , et par 4 1 angle que fait ce rayon avec Taxe des x ; nous aurons
à causé de r^ = a* — z", Féquation (4) deviendra
(a* — z*)rf4/ =z3 cdt', et en y mettant pour dt sa valeur précédente , on
en déduira
TRAITÉ DE MÉCANIQnE.
(a- - =') K (a- — z'i {-Kgz + A) _ Les intégrales de ces expressions de dt et d-^ feront connaître les expressions i\e t e\ -^ en fondions de r; elles se réduiront toujours aux fonctions elliptiques, et ne pourront s'obtenir sous forme finie que quand la quantité du troisième degré par rapport à z, renfermée sous le radical , aura un facteur double. La valeur de %}- et l'équation de la sphère détermineront la trajectoire du mobile; la valeur de ( en fonction de z, ou de s en fonction de t, fera ensuite connaître la position du mobile, à chaque instant, sur cette courbe,
La constante b est connue d'après les valeurs données de k et y. On déterminera les constantes arbitraires qui seront introduites par les inlcgrationsdedlf et d^, d'après les condi lions ï=;o et >|^=ro, quand z = y , dont la seconde suppose qu'on place l'axe des ûc dans le plan vertical ACB, d'où part le pen-.
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ou bien^ en vertu de- l'érfthifîô;! (4)^^ '
donc 9 si l'on appelle € langle que la vitesse initiale k fait avec la perpendiculaire au* plan ÂCB^ de sorte qu'on ait u^c=skco^4 à l'oHgiïie du n^ouv6^lent;y il di pesu itéra - ■ • / ... 1 .[.'/.. f . . 1 ^ ^ . . . : , « 1 «
C = k V.a^ — y^ cos €.
Lorsque la vitesse Aîsera nulles on aura jas=pa^ ^ = -— ag^ ^ et y par . conséquent ^ .
ee qui coïncide avec la valeur.de dt du n* i85,.en observant que a — z et a — 5^ sont ce qu'on a appelé ax et a€ dans cette valeur,
2o6. Considérons spécialement le cas ou le pendule a ctc très peu écarté de la verticale CB, et a reçu une très petite vitesse initiale. Supposons cette vitesse horizontale;^ et^ par conséquent^ perpendiculaire au plan ACB, de sorte qu'on ait 6 = 0. Désignons par S une fraction très petite, ^et faisons
k = €\/ga.
Soient aussi « et 0 les angles ÂCB et MCB; en négligeant leurs quatrièmes puissances , on aura
bz= — 2ga -ir ga (ûL* + €^) , c* ^sz ga^et^^;
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et les formules (5) et (6) deviendrunt
dl = — 1/2 .
l.'angle 4 fera counaltre la posîtioa du plan ver> lical MCB, dans lequel le pcadule se trouve à clinquv instant; il pourra croître indétioimeol. L'angle 6 déterminera, aussi a. chaque instant, la position du pendule dans ce plan variable; on le regardcrii comme une quantité positive , et les positions du pendule, également éloignées des deux eûtes de la verticale CB, répondront à un même angle ô et à des valeurs de ^ qui difTéreront entre elles de i8o'.
D'apris la valeur de -r- , tirée de la première équation (a), on voit que l'angle 6 sera toujours compris entre a. et £. Si l'on a f ;=:«, on aura constainnienl 9 = a; en divisant les équations {a) l'une par l'autre, on a , dans tous les cas , ^r~é^^G
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le même que celui d'une double oscillation dans le plan vertical ÂGB. Ainsi , deux pendules de même longueur a, qui partiraient ensemble de la même droite G A , l'un sans vitesse initiale et l'autre avec une vitesse perpendiculaire au plan ACB et égale à a \^ga , reviendraient ensemble à cette droite CA. 207. On peut écrire la valeur dt sous la forme :
Je fais , pour simplifier^
le radical devient db (a* *— ff*) V^i — x*; et il en résulte
dt
^^__ I Ja dx
A cause de 6 = ^ et x= i , quand ^ = o, on tire de là
< = =4= '- y/| arc(cos = x), et, réciproquement,
a: = cos 2t y-'
On aura donc, à un instant quelconque,
e«=^ (*•+€•) +!(«•—€•) cos 3^ \/l;
ce qui montre que le pendule fera dans le plan variable MCB, des oscillations isochrones dont les ex-
trémitës répondront à Q=aet6 = Ç, et dont la dorée sera- îT \/-j ou moilié d'une oscillation dans le plan fixe ACB. ■,
Je substitue cette valeur de 6* dans l'e'quatioQ (b)f en observant que ^
cos 2( y^ = cos'ï \/^ — sia't y^ , il en résulte
■rf+=^i ^ ,. ,
a' cos'l i/| + C- sm'X \/?
tif ; i Cause de 4 ^ o qdand ï = o , on en cbndaC'
a tang -j. ^ C tang ( v/ -■
Cela étant, le moavement du plan MCp ne sera plus uniforme comme dans le cas de a^ Ç; mais on volt que ce plan effectuera successivement les quatre quarts de sa révolution entière , dans des temps égaux entre
eux et au temps - '^\J o» Pendant lequel le pendule fait une oscillation dans ce plan variable. Ou tire de cette dernière équation ' ' '
cos'4 = ,1 ,,.. ., ■- g=.
on a aussi
X* = (a* — z*)cos*4 = a*6*cos^>(/, j* = (ûf* — z*)sin»4 = a*fl*sia»4,
d'après la valeur approchée de z ; donc , à cause de
9* = a* ces» t ^/f + ^* sîn» t \J ^, nous aurons
x^ = rt*a* cos* 4 > ^* = ^*^* sin* 4 ^ e(^ par conséquent,
ce qui fait voir que la trajectoire de la projection du mobile sur le plan horizontal passant par le point C, est une ellipse qui a son centre en ce point, et Tun de ses axes dans le plan ÂGB , d*où part le pendule avec une vitesse perpendiculaire à ce plan.
CHAPITRE VI
EXEMPLES DU MOUVEHEirT D'UN MOBILE ElfTlÈBEMEKT
§ 1". Mouvement êtes projectiles.
208. Dans ce paragraphe, nous nous occupei*onfi pai'ticulièreinent des pi-ojectiles de l'artillerie, qui iioiit lances avec de grandes vitesses, et soumis à U pesanteur et à la résistance de l'air.
Faisons d'abord abstraction de celte res'istaace , et considérons un point matériel pesant qui part du point O ( lïg. 43 ), avec une vitesse a ditigëe suivant la droite OA. It est évident que le mobile ne sortira
et a siu a suivant Taxe Qjr : l'angle a serait négatif^ si la droite OÂ était située aunlessous de Ox.
D après ce qu'on a vu dans le n^ 1 4^ , les mouyemens des projections du mobile sur les deux axes Ox et Oy seront indépendans Tun de l'autre; le mouyement de sa projection horizontale sera donc uniforme et dû à la vitesse a cos a , et celui de sa projection verticale sera dû à la vitesse initiale a sin a et à la force constante g agissant en sens contraire de cette vitesse; par conséquent , on aura
X z= ta cos a , 7 = ^ a sin a — 7 g^ ;
et si l'on élimine t , et qu'on suppose la vitesse a due à
une hauteur h, de sorte qu'on ait a = \/2gh , il en résultera
Y =1 X tang a — 7^ — r- >
pour l'équation de la trajectoire.
Cette courbe est donc une parabole qui a son grand axe vertical ; son sommet , déterminé par l'équation
^ = o, répond à
X = sA cos ce sin A , y z=i h sin* a ;
et elle rencontre l'axe Ox en un second point B , tel qu'en appelant b la distance OB , on a
b ssz 4A sin a cos £t r= 2A sin 2a.
Cette distance b est ce qu'on appelle Yamplitude du jet. Dans le vide; son maximum répond^ comme on
voit, à a r= 45", et il est égal à aA, c'est-à-dire,
double de la hauteur due à la vitesse initiale.
En appelant v la vitesse du mobile au bout do temps t, et substituant tes différentielles des valeurs précédentes de x et r dans 1 équation
i) en résulte
di*
■ aagtûna. + g»i
Le temps que le mobile emploie à arriver au point B en décrivant la courbe OCB, est le même que s'il décrivait la droite OB avec la vitesse a ces a; il est
donc
___4fisi
et à cause de h = — , il en résulte ^ï = aa sln a; ^S o '
ce qui donne c* = a*. La vitesse en ce point B est
donc la même qu'au point 0 ; elle est dirigée suivant
la tangente BE, et l'augle de chute £Bx est aussi le
pour déterminer ce. En faisant
tanga = z, cos^ct = ^ ^ ^,,
cette équation devient
/^}iy + g* _ 4Aez + ^'z* = o;
d'où Ton tire
Cette double valeur de z ou de tang oc nous montre qu'on peut atteindre un but donnée en tirant sous deux directions dififérentes, tant que 4^* surpasse /^hy-^ë^; que ces deux directions se réduisent à une seule, lorsque ces deux quantités sont égales; et qu'on ne peut atteindre le but, sous aucune direction, quand 4^* est moindre que 4^0^ "H ^**
Ainsi , en traçant dans le plan vertical qui passe par la direction initiale du mobile, la parabole dont l'équation est
cette courbe divisera le plan en deux parties , telles que tous les points de la partie extérieure seront garantis de toute atteinte , que ceux de la partie intérieure pourront être atteints de deux manières différentes, et ceux de la ligne de séparation, d'une manière seulement.
:2io. La théorie du mouvement des projectiles
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seraÎL donc très simple, si l'on poavaît négliger ta résistance que l'air oppose à leur mouvement: mais dans le cas des grandes vîlesses dont nous nous occupons spécialement, cette force est beaucoup trop considérable pour qu'on en puisse faire abstraction ; elle change entièrement la forme de la trajectoire et les lois du mouvement sur cette courbe, ainsi qu'on va le voir.
Quelles rjue soient la forme et les dîmeustons du projectile, on fera voir, dans un autre chapitre, que son centre de gravité aura le même mouvemeiitqu'un point matériel pesant, dont la masse serait celle du mobile,qiii aurait une vitesse initiale donnée en graadeur et en direction, et auquel on appliquerait eu outre, parallèlement à elles-même^, les forces provenant de la résistance et du frottement de l'air, qui s'excrcen t à la surface de ce corps solide. On verra aussi que la force motrice qui résultera de ces résistances transportées au centre de gravité , pourra quelquefois faire sortir ce point du plan vertical mené pr la dî-
partie MT de la tangente en M. lies cosinus des angles que fera cette droite MT avec des axes menés par le point M suivant les directions des «r et des^ po-
• • dx dy , ,
sitives , seront — ^ ^* "* J ' ^^ appelant m la masse du projectile et g la gravite^ nous aurons donc
d^x R <fx d*y R 4r
pour les équations du mouvement de son centre de gravité.
Je prendrai pour ce projectile une sphère homô^gène ou composée de couches concentriques dont chacune sera homogène ; en appelant D sa densité moyenne et r son rayon ^ on aura alors
4»Dr^ m = ^.
Je supposerai aussi , conformément aux hypothèses généralement admises ^ la force R proportionnelle au carré de la vitesse du centre de gravité ^ à la sur-* face du projectile^ et à la densité de l'air; il en résultera
R ^ fîL*.
m Dr J/»^
p étant cette densité, et n un facteur nuniérique qui devra être déterminé par lexpérience* Cette expression satisfait à la condition de l'homogénéité des
quantités j car — et le rapport de t-j à r sont deux
quantités de la même nature que la gravité g, et lea
facteurs n et — sont des nombres abstraits. Pour
plus de commodité, je ferai
de sorte que - soit ime ligne dont !a
longnenr sera 1
donnée, et que je regarderai comme
constante , en 1
faisant abstraction du changement de densité de la ]
masse d'air que traverse le projectile.
En mettant à la place de -, sa valcor c
les deux équations du mouvement deviennent
d'x , ds dx
L'intégrale de la première est
dx
dx en observant quon a ^ = a ces a.
m point 0 on ^
dx dp
n'eu — "" 8^-
Je diyise cette valeur par le carré de ^ ou de sa valeur précédente; il en résulte
dt ' dt a'cos'flc
En considérant^ et p comme des fonctions de x^ on
4fy ^ dx djr dp dx dp ^
P dt * dt dx' dt • dt ~ dx'^
si donc on fait toujours u* =s 2ghj l'équation précédente deviendra
dx 2A cos* tt '
et ce sera Téquation difTérentielle de la trajectoire. On a identiquement
\/l H- p^dx = ds;
en multipliant membre à membre ces deux dernières équations^ on aura donc
ds
d'où il suit y en intégrant et désignant par y la constante arbitraire ,
Pour déterminer 7, on fera, à la fois, js=so et
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p = tang a. ; ce qui donne
maïs, pour abréger, je conserverai ^ à la place de cette valeur.
D'après les equatioRs précédentes, on a
rir= — •jhcos'ae~*"dpf dj=pda:, Qdt*:=. — dxdp;
en eliminatit l'exponentielle au moyeu de l'équ*tioa ^3) , nous aurons donc
cdr ;
/ï V^ !+/'•+ logt;'+V^i4-/>')-
^dj= £^
P V 1 +/^+ W.(i>+ V 1 +p')— V \/^dt = ^'^P ,
formules qui ne sont point inicgrables sous fonne finie : dans la dernière, on regardera le radical comme une quantité posilive, parce que l'angle dont p esl
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On calculera ces trois valeurs , pour chaque pioûit M, par la méthode des quadratures (n^ i5). De cette manière , on pourra coofitmire la trajectoire par points , et Ton connaîtra le temps t que le mobile emploiera à décrire chaque arc OM, dont k lon^ gueur s sera donnée par r^uatioh (5). Quant à la vitesse du mobile au point M, on aura
et y par conséquent^
cv^ = _^._£(Lf£2 ^^ . (5)
En étendant ces intégrales jusqu'à C0=s:o, on dé^ Terminera l'abscisse et Fordonnée du point C, le plus élevé de la trajectoire. Si l'on donne ensuite à &> des valeurs négatives , on déterminera les points de la branche descendante CBD de la trajectoire. Quand on sera parvenu à une valeur — a! de û), pour laquelle l'ordonnée j de la trajectoire sera nulle , la valeur correspondante de x exprimera l'amplitude du jet OB, qui ne sera plus double de l'abscisse du point C^ comme dans le cas du vide, et dont le maximum j par rapport à a^ répondra à un angle moindre que 4^*" et dépendant de la grandeur de la. vitesse initiale. L'angle aJ ou EBx et la vitesse au point B différeront aussi de a et /z.
Ainsi, toutes les circonstances du mouvement seront connues, et la solution du problème est complète, sauf la longueur des calculs. numériques qu'il faudra exécuter dan^ chaque cas, lorsque les valeurs
an.s lits foi^B
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des ti-oîs constantes h, a-, c, contenues dan.s
mules précédentes, seront données.
2i3. Le mouvement du projectile sur la branche descendante de la trajectoire, approche de plos en plus d'êlre vertical et uniforme.
En effet, soient Jc,, j-,, t,, les valeurs àe j^,j; t, qui répondent au sommet C; Iransportous roâvj gine des coordonnées en ce point, et faisons
iffl
J7 = a:. + JC', J = jr, ~ f, t =i t,
en sorte que x' et y soient l'ahscisse et l'ordonnée du point quelconque M' (iig. 5o)de la branche descendante, rapporlées à l'axe horizontal Cr' et à l'axe Cy qui est dirigé dans le sens de la pesanteur, et que t représente le temps employé à parcourir l'arc CM'. Soit aussi p' la tangente de l'angle M'T'x' que fait la tangente à la courbe en M' avec l'axu Cx'. Nous aurons
ment; mais il n'en sera pas de même à l'égard de a/.Pour de très grandes valeurs de p\ on pourra mettre p' à la
place de V^iH-p'*; et en négligeant 7 + log 2 par rapport à p'% on aura
ou simplement V = />'*, en observant que le logarithme d'une quantité très grande p'% et, à plus forte raison, ^log/)'*, est très petit relativement à cette quantité : on aura donc, pour ces valeurs de p',
dx' = K;
cp* '
en intégrant et désignant par C une quantité constante, et il en résultera
cp
ce qui montre que les valeurs de jc' ne croîtront pas indéfiniment avec celles de p'. Cela étant, soit
Cj o
q sera une ligne de grandeur finie, qu'on pourra calculer par la méthode des quadratures; et si l'on prend sur Cx' une partie CÂ égale à cette ligne, la verticale ÂB menée par ce point sera une asymptote de la partie CD de la trajectoire ; en sorte que le mouvement du projectile sur cette branche descendante, approchera indéfiniment de la direction verticale.
Observons, de plus, que pour les très grandes
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valeurs de p', les deux dernière» équalions (,J) se réduiront à
yjcgilt = % ;
d'où il résultera
par oonséquenl , le mouvement fiual et vertical dn projectile sera uniforme; ce qu'il s'agissait de démontrer. La vitesse de ce moUTement sera celte qu'on corps pesant acquiert en tombant dans le vide, d'une
hauteur égale à — ; et c'est aussi ce que l'on conclut de la formule (5), en mettant — p' au lieu de p, et considérant ensuite p' comme une très grande quaa*
En faisant, dans la première équation (4),
p ^ tane a , ap = ,
f^ a ' r cos"*'
t, pour abréger.
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3 1 4. Soit ON le prolongement de la trajectoite OCD; le point de départ du mobile étant 0, lé mouvement n aura pas lieu sur cette partie de la courbe; mais on peut, néanmoins, désirer d'en connaître la forme. Or, on la construit par points, au moyen des deux premières formules (4), en y donnant a p des valeurs positives et plus grandes que tang a ; et il est aisé de s'assurer qu'elle a aussi une asymptote , mais qui n'est pas verticale, comme celle de la branche descendante*
Pour cela, j'observe que, d'après la valeur de 7 du n"" 3 1 1 ^ il y a toujours un angle S aigu , et > a, qui est tel que p = tangf rend nul le dénominateur commun de ces deux formules, c'est-à-dire, un angle 6 qui satisfait à Téquation
^— tangC V/ « + tang*C— log (tangC-f- \/ 1 -f tang^C) = o. (6)
Cela étant, on voit par la valeur de dp^ tirée de l'une ou l'autre des deux premières équations (4) 9 que Tabscisse x et l'ordonnée jf croissant indéfiniment , abstraction faite du signe , dans cette partie ON de la courbe , la quantité p cesse de croître, lorsqu'elle difiere infiniment peu de tang^; en sorte que p ne peut jamais dépasser ni même atteindre rigoureusement cette valeur />=:tang^; ce qui signifie que la branche de courbe ON a une asymptote qui coupe le prolongement de l'axe Ox sous l'angle S. On déterminera sa distance au point 0 de la manière suivante.
Je mène par le point 0 un axe qui fasse, avec le prolongement de Ojc, un angle égal au complément de €f et qui soit, par conséquent, perpendiculaire à
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l'asymptote de ON. J'appelle u l'iibscisse d'an point quelconque de la courbe , comptée sur cet aie à partir du point 0; les coordonnées de ce )>oiat, par rapport aux axesOa: et O7, étant toujours a- et f, on aura
w ^ ^ cos S ■
■ X sii) Ç.
En diflérentiant et mettant pour da: et dj^ leors valeurs données par les deux premières équalïODS (4]) il vient
cdu = -
(tangg— j))dp
lea^
formule dans laquelle on donnera à p des val» plus grandes on plus petites que tanga, seloo qu'il s'agira d'un point de la partie ON ou de la partie OM de la courbe. On peut retrancher de son de'oominateur le premier membre de l'équation (G) , multiplié par cus€; et si l'on fait, en outre,
p 1= tang 0) , dp = — ;-
r sera une ligne de grandeur finie, que l'on calculera par la méthode des quadratures, et qui exprimera la valeur de u relative à Tasymptote de ON, c'està-dire, la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur celte droite , qu'il s'agissait de déterminer.
Cette droite asymptotique aura pour équation
^cos^ — orsinff = rj
en sorte que si Ton prend sur le prolongement de Ox un point H tel que Ton ait
OH = r,
Fasymptote de la branche 01^ sera la droite HK,menée par le point H, et faisant avec le prolongement de O^er un angle KHO supplément de C, Les deux asymptotes FGet HK, prolongées au-dessus de Taxe Ox, se rencontreront en un point L , de manière que la courbe entière sera comprise dans l'angle KLG, dont le complément est l'angle C déterminé par l'équation (6).
21 5. Lorsque l'angle de projection AOo: ou et est très petit (fig. 5t), le projectile ne s'élève qu'à une petite hauteur au-dessus de l'axe horizontal Ox , mené par son point de départ. Or, dans ce cas, on peut obtenir, avec une approximation suffisante , l'équation en x e\ jr de la partie OCB de la trajectoire, située au-dessus de Oxj et même on peut étendre cette équation jusqu'à un point D, dont la distance à cet axe n'est pas très considérable.
En effet, dans toute cette partie OCB, ou même OCD de la trajectoire, la tangente à cette courbe sera presque horizontale^i et la quantité p très petite ;
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en négligeant le carré de/7, on aura donc
(Is = dx , s ^ j: , et l'équation (a) deviendra
dx dx' aA cob' a
En iutégrant deux fois de suite , et dctermîn. constantes arbitraires de maaière qu'on uit^ = tanga et^ = o, quaad x = o, il vient m
■ tang a
2CX ■ — i)^'
pour 1 équation approchée de la trajectoire , qu'il s'agissait d'obtenir. En développant l'exponentielle qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite r^o, elle devient l'équation exacte de cette courbe dans le vide.
D'après l'équation gdt* = — eùcdp du n' ai a, et la valeur précédente de ^ , on aura ii^i^^^^
sur le teiTein en un point D ; représentons par A Ta** baissement de ce point au-dessous du plan horizontal , meué par le point O» ou la perpendiculaire DQ à Taxe Ox; soient aussi / la distance OQ^ et r le temps employé à aller du point 0 au point D ; nous aurons, à la fois,
et en remplaçant, pour plus de simplicité, cos* a par Tunîtc dans les formules précédentes, il en résultera
8c^h ( A 4- / tang * ) = e^*-»- 2cl
l tang * ) = e^*-»^ ac/^^ r , j
Lors donc que les de.ux constaQte3 A et c seront données , et qu'on aura mesuré Tangle a et Télévation A du point 0 au-dessus Au terrein, ces équations feront connaître la portée horizontale /, et la durée r du trajet du projectile. Réciproquement, quand on connaîtra ee, A ^i, r, par des mesurer directes, ces équations pourront senrir à déterminer le coefficient c de la résistance, et la hauteur h due à la
vitesse initiale. En éliminant A , on a
équation d'où l'on tirera la valeur de c : Tune des deux précédentes donnera ensuite immédiatement la valeur de h.
Il exh\e encore de l'incertitude sur. les grandeurs des portées et desvîtesses initiales;:Di'aprts Lombard, pour un canon de 24 chargé au tiers. dû poids dû. boulet, la vitesse initiale est de \6$ mètres» par se-»
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coude; et pour un canon de la, dont la charge est aussi Ife tiers du poids du projectile, cette vitesse s'élève à 4q4 niiïlres. Suivant le même auteur, les portées correspondantes et relatives à X = o, sont 700 mètres dans le premier cas , en supposant *= i" i5'6", et 660 mètre-t dans le second cas , en supposant tt = 1° 5' 5G".
Au lieu du temps t, on pourrait employer a la détermination de h et ^e c, une seconde portée du même canon à une élévation différente au-dessus du terreiii. Ainsi , en supposant que le poids du projectile, celui de la charge et l'angle a. ne soient pas changés, les quantités h et c resteront aussi les mêmes; et si A et / deviennent A' et t, on aura
8c*h ( à' -+- /' tang «) = e"'' — ac/' d'où il résultera
[X + / tang a) (e"'' — ac/' — l)
= (À'4-/'lang«) (e"'— ac; — i), («)
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ceptible de précision pour la détermination de c , en supposant bien connu et invariable , Tangle de projection a.
§ II. Mousfement des planètes.
217. Les lois du mouvement des planètes autour du soleil soot connues sous la dénomination de Lois de Kepler^ parce qu elles ont été découvertes par cet astronome , qui les a déduites de l'observation. Elles sont au nombre de trois , dont voici les énoncés :
10. Les planètes se meuvent dans des courbes planes y et leurs rayons vecteurs décrivent ^ autour du centre du soleil ^ des aires proportionnelles au temps.
2!*. Les orbites, c'est-à-dire, les U*ajectoires des planètes j sont des ellipses dont le soleil occupe un des foyers.
3*. Les carrés du temps deis révolutions des pla^ nètes autour du soleil sont entre eux comme les cubes des grands axes de leurs orbites.
Toute leur importance n'avait pas d abord été com* prise ; c-est Nev^on qui en a montté l'usage pour déterminer la force qfai retient chacpie planète danis son orbite, c'est-à-dire, la direction de cette force et les variations de son intensité, soit d'une position à une autre d'une même planète , soit d'une ptanètè à une autre. Ou verra, en effet, dans ce paragraphe, que chacune de ces trois choses est une conséquence nécessaire des trois lois du mouvement planétaire que l'on vient d'énoncer.
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Ces lois se rapportent au mouvenienl da contre de gravité de chaque planète; c'est le mouTeiDent dec« point que nous allons considérer; et quand îl sera question de la position uu de la vitesse d'uue plauéte, i! faudra entendre la position ou la vitesse de sou centre de gravité.
ai 8. Soient AMBD ( fig. Sa) l'ellipse décrite par une planète, AB son grand axe, C son centre , 0 el 0' ses deux fojers, 0 celui qui csl occupé par le centre du soleil , B le périhélie ou le potot de l'orbite le plus rapproché de 0 , A l'aphélie ou le point le pins éloigné du soleil.
Au bout du temps i qui sera compté à partir do passage de In planète à soq périhélie, soil M sa position sur l'orbite. Désignons par r son ra^^'On vecteur OM, et par 0 l'angle MOBque l'on appelle, en Astronomie, Vanomalîfi vraie. Le secteur décrit par ce rajon pendant l'instaut (// sera ~ r" c/Û ( n* i56Jj d'après la première loi de Kepler, oQ aura donc
,■•^6= cdt;
et si Ton élimine r^ entre ces deux équations ^ il vient
I + CC08Ô' W
pour l'équation de la trajectoire.
Pour toutes les planètes connues avant ce siècle, X excentricité e est une fraction très petite ; celle de Vorbite de la terre est
e = o,oi6853i8,
ou y à peu près y un soixantième. La plus grande était celle de Mars, qui surpasse neuf centièmes; c'était donc pour cette planète que le mouvement elliptique devait être le plus différent du mouvement circulaire excentrique, que l'on adoptait avant Kepler; et c'est, en effet , dans les observations de Ticho-Brahé, relatives à cette planète, que Kepler a reconnu d'abord la différence de ce& deux mouvemens. Si l'on déve* loppe les valeurs de r et 0 , en séries ordonnées suivant les puissances de e , au moyen de l'équation des aires proportionnelles au temps, jointe à celle de la trajectoire elliptique ou à celle de la trajectoire cir* culaire excentrique , on trouve que pour un même temps tf les développemens correspondans à ces deux courbes , ne différent que dans les termes qui dépendent du carré ou des puissances supérieures dee; circonstance qui rendait, à l'époque de Kepler, la différence des deux mouvemens très difficile à découvrir.
Si Fou appelle T le temps de la révolution
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d'une planète , et qu'on fasse
aiigulurej^l
cette cODstatite n sera la vitesse moyenne an. et ni le niojen mouvement de la planète.
Imaginons un astre fictif dont le mouTement aoît uniforme, et qui parte du periliélie et achève sa révolution en même temps que celte planète; son rayou vecteur décrira l'angle ni, pendant que celui de la planète de'crit l'angle fl; l'angle fl — nt, compris à une époque quelconque entre ces deux rayons, esl ce que les astronomes appellent Xéquation du centre : il est positif, et la plaoèle précède l'aslr* fictif, en allant du periliélie à l'aphélie; le contraire a Ijca en reveiianl du second point au premier. Le nuiximum de l'équation du centre dépend de la grandeur de l'excentricité.
Eu prenant le jour moyen pour unité de lemps, et niellant 560" au lieu de 2V, on a, relativenieut à la
En prenant 5o', 22/\2j pour la précession annuelle en 1800, et observant que le rayon vecteur du soleil emploie 0^^0141 58, à décnre ce petit angle , il en résulte
365^,243ai6,
pour la longueur de Fannëe équinoxiale au oonotmen* cernent de ce siècle. L'année sidérale est constante; mais la précession des équinoxes varie un peu > et, par conséquent aussi , Vannée équinoxiale : sa longueur diminue d a peu près une demi-seconde par siècle.
nao. La constante c aura pour valeur le double dei la surface de l'ellipse divisé par T ; en observant que
le demi-petit axe est a \/i — c% et la surface
ira^y/î^^^^f on aura donc
AU moyen de cette valeur et de celle de n^ Téqtiation (i) devient
L'équation (2) donne
6 = arcfcos = -^^ '- j,
r|/aV — (r— «)»
par conséquent , on aura
, rdr
nadt = , n*
LJ^^^^^H
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Pour intégrer ces formules, faisons
r = n(i — e cosu);
nous aurons
dr = aesmu, mit = (i — ecosu)
du;
à cause de r = a( i — e ) au point B, il faudra que
l'angle» soit nul en ce point où l'on a aussi /
= o;eti
intégrant, on aura donc
nt ^ u — e sio u.
En mettant pour r sa valeur dans celle de dS
, etob-
servant que cos u = cos*-;K — sin*|u, il en
résulle
et si l'on fait
tangiu =r z, ^^^^ = 2dz^
cette valeur devient
Ces trois équations (a) , (b) , (c) , expriment , tous forme finie , les valeurs de r, nt, 6, au moyen de la variable auxiliaire u, qu'on appelle Yanomalie excentrique. En éliminant u entre elles, on aura les deux coordonnées polaires /* et 6 de la planète en fonctions du temps, sous forme de séries ordonnées suivant les puissances de l'excentricité , qui seront, par conséquent, très convergentes dans le cas des anciennes planètes. Après qu'on aura formé ces séries, on y pourra remjJbcer les puissances de cos nt qui se trouveront dans le développement de r, et celles de sin nt que renfermera le développement de Ô— /i^, par des cosinus et des sinus des multiples de nt. Si Ton conçoit qu'on ait ensuite ordonné ces développcmens du rayon vecteur et de l'équation du centre suivant les cosinus ou sinus des multiples croissans de nt^ on pourra déterminer directement, par l'analyse suivante, les valeurs des coefBciens de ces deux séries en fonctions de l'excentricité.
Je fais
r=Ao-f-A,cos7i^-|-A.cos2w^+. . .-f-A|COsm/-|-etc., fl — /)^=B, sin n^-f-B^sin 2/2^-1-. . .-f-Bisin/nf+etc;
Ao, A, , A«, etc., B,, B«, etc., et généralement A| et B| , étant les coefficiens qu'il s'agit de déterminer. Si i et i' sont deux nombres entiers positifs et dif^ férens , on aura , en effectuant les intégrations ,
/ cos int cos i'nt £? . /if = o ,
/sin int sin i'nt d.nt ^=20;
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et dans le cas de i ^ ^, on trouvera
/ cos' int d .Ttt := -ît,
r- ■ .-. fl
/ sid' int a . nf. =: -TT. -^
Ces dernières formules ne s'appliquent point à 1 = 0; dans ce cas, la première inlégrale est égale à -x, et la seconde à zéro.
Cela étant, je multiplie le développement de r par cosintd.fit, et celui de 6 — nt par sinintd.ni; puis j'intègre depuis nt = o jusqu'à nt =w. Tou-i les termes s'évanouissent, excepté ceux qui ont A| ou B, pour coeOlcieat , et l'on en conclut
A, = - f r cQs int d.nt.
B; = ^ r'(6 — nt)siaintd.nt.
Daus le[cas de 1 = 0, on aura, en particulier,
A„ = - f rd.nt.
rJ
en fonctions de u , tirées des équations (a), (i), (c); à cause de
di l/i — tf' d nt
-y = , -1— =1 — e cos w ,
oa I — c cos u' au '
et parce que i^ = o et m = 'TT répondent à n^ = o et ntz=z^ ^ il en résultera
kiss,^ ( (i — e cos m)* cos (/« — /esintt)^,
B,= ?- / Ivi— e'— (i— ecosw)*! — ^^^^ ^diii
formules qui feront connaître les valeurs numériques des coefEciens A| et B^, soit par la méthode des quadratures y soit par la réduction en séries. Pour cette réduction, on aura, par le théorème de Taylor,
I — — sin'tt+— 37sîn^« — etc. Jcosm
iiesintt ^ sin'w + etc.Jsin/tt;
et il en résultera pour A| et B| des séries d'intégrales relatives h u, dont les valeurs exactes s'bbtiendront toutes, soit immédiatement, soit par des^ formules connues: en sorte que Ton pourra prolonger ces développemens de A| et B, aussi loin qu^on voudra. On pourra même obtenir leurs termes généraux en fonctions de i et de e ; mais ce n'est point ici le lieu d'insister davantage sur ce sujet, qui appartient spécialement à TAatrQWmie.
Relativemient, à i^=:o, oâ' a
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en tiL- prenant que la moitié de la valeur de A, , c]ui répond à i ^ o : c'est le seul des coefficïens Aq, a, , A,, etc. , B, , B,, etc., doot on pai&se obtenir la valeur exacte.
1-^-i. Si l'on appelle V la vitesse de la planète au bout du temps t, et S' l'angle que fait sa direction avec le prolongement de son rayon vecteur r ou OM, on aura (n" i56)
dr' + r'db' , di
!'■ = — ,; - , V COS d = r 37.
En éliminant clt au moyen de lequation (i), on s
En verlu de 1 équation (a), on a aussi
I 4- '"■'OS fl
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))oiDt se déterminent au moyen de son rayon vecteur. D'après la valeur de c du n* 220^ celle de i^ peut aussi être écrite ainsi :
Ces formules^ jointes à celles des numéros précédens, font connaître complètement le mouvement d'une planète dans le plan de son orbite ; mais quand on veut considérer à la fois les mouvemens de deux ou de plusieurs planètes , il est nécessaire de rapporter la position de chacune d'elles à un autre plan , qui est ordinairement le plan de Vécliptîque ou de l'orbite de la terre.
2ii3. Soient NON' (fig. 55) l'intersection du plan de l'orbite d'une planète avec un plan passant par le centre 0 du soleil , OE une droite menée dans ce second plan , OM' la projection du rayon vecteur OM de la planète sur ce même plan. Désignons par y rinclinaison des deux plans, par <t l'angle NOE, par €ù l'angle BON que fait le rayon vecteur OB aboutissant au périhélie avec la droite ON. Ces trois angles Ay y^ cùy devront être donnés , et ils détermineront le plan de Torbite et la position de l'ellipse dans ce plan. Soient aussi ^ et 4 les angles variables MOM' et M'OE , que fait le rayon vecteur OM avec sa projection OM', et cette projection avec la droite OE, lesquels angles détermineront , à chaque instant , la direction du rayon OM aboutissant à la planète.
Cela posé, considérons l'angle trièdre qui a son sommet au point 0 , et dont les trois arêtes sont OM, OM', ON. L'anomalie vraie, ou l'angle MOB, étant
toujours 9, les trois faces de cet angle Iricdrc seront
MON = MOB + BON = fl + û».
MON = M'OE — NOE = 4 — a, MOM'= <p;
la première sera opposée à un angle droit , ei la Iroisième à l'augle y. D'après les premières règles de la Trigonométrie sphërîq'ie, on aura donc
sin (p = sin ^ sîn(â + »), iang(4' — a) = cos ^ tang{9 + a>) ;
et l'angle 6 étant connu en fonction de /, par ce qui précède, chacun des angles Ç et -«^ le sera aussi, au moyen de ces formules.
Lorsque le plan donné sur lequel on compte l'angle "4/ est lecliplique, et que la droite OE, à partir de laquelle on compte cet angle, dans le s«ns du mouvement de la terre, est celle qui va du solcîl à l'éqtiinoxe du printemps, les angles -^ et ip s'appellent la
Si Ton remplace le point 0 par le centre de la terre , qae Ton prenne 1 equateur pour le plan donné sur lequel on compte l'angle '^, et pour origine de cet angle la droite OE qui va de ce centre au premier point du signe arieSj les angles ^p et ^ seront alors Vascension droite et la déclinaison de la planète. En appliquant les formules précédentes au mouyement apparent du soleil autour de la terre, on aura et=o, y exprimera V obliquité de l'écliptique, et Ton devra prendre pour d -{- a» la longitude de cet astre ; d'où il résulte qu'en la désignant par A , on aura
sin (p r= sin 7^ sin A , tang >[/ = cos y tang X , et, en même temps,
sm^ = —7— ^ .^-r- — .
ycos^y + tang* 4^
Les plus grandes déclinaisons boréale et australe répondent à A = 9o<> et A = :î70', et sont ± y. Cet angle y est aussi celui que fait l'axe de rotation de la terre avec la perpendiculaire au plan de Técliptique; il est soumis à une petite inégalité qu'on appelle la natation^ dont la période est d'environ 18 ans, et le maximum de 9'',4 seulement. Sa valeur moyenne, an commencement de 1800, était
elle diminue de 0^,4^692 par année.
224* Dans tout ce qui précède, on n'a point eu égard à la force qui agit sur chaque planète , dont le mouvement a été déterminé d'après les données de
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l'observalioii , et sans recourir aux principes de la Dynamique; il s'agit matnteDant de délerminer lois de cette force , ainsi qu'il a éle dit précédei nient (n* 217).
(1 suit de la première loi de Kepler que la Cofce qui retient chaque planète dans son orbite est constamment dirigée vers le centre du soleil ; quoique celle conséquence nécessaire de la proportionnalité des aires au temps ait été déduite des équations du mouvement dans le n" i55, il ne sera pas superflu d'en donner ici une déntonstration synthétique.
Soit M,M (iig. 54} le côté de la trajectoire que le mobile décrit pendant un temps r infiniment petit. Arrivé au point M, si aucuae force n'agissait sar ce mobile, il décrirait, dans un antre temp t, une parlie Mm du prolongement MT de Sl.M, égale à M, M ; mais , k cause de la force à laquelle il est soumis, il se transporte, dans ce second instant, en un autre point M'. Soit MK la direction de cette force au point M; pendant le temps t, on pourra
: la
MCy il faut que la droite mW qui joint leurs sommets soit parallèle à cette base; par conséquent^ la droite MK , parallèle à ntW, coïncide ayec MC. Donc, en chaque point M de la trajectoire, la direction MK de la force sera celle du nyou vecteur MC; ce qu'il s'agissait de démontrer.
Réciproquement, si la force qui agit sur le mobile, au point quelconque M, est dirigée suivant MC f la droite mW sera parallèle à ce rayon vecteur, les deux triangles M'CM et MCm seront équivalens, et , par conséquent aussi , les deux triangles M'CM et M.CM. Les aires décrites par le rayon vecteur autour du point C, en deux instans consécutifs et égaux, étant égales, et cela ayant lieu dans toute rétendue de la trajectoire , si la force qui agit sur le mobile est constamment dirigée vers ce point, il s'ensuit que les aires décrites en temps égaux seront égales, et, en des temps quelconques, proportionnelles à ces temps.
2a5. Soit, comme dans le n^ 218, M la position de la planète au bout du temps t ( fig. 5:2 )• Conservons toutes les notations de ce numéro, de sorte que r et 9 soient le rayon vecteur OM et langle MOB; désignons, en outre, par x et ^ les deux coordonnées rectangulaires OP et PM , rapportées à des axes Ox et Ojr , dont le premier passe par le périhélie B; nous aurons
ir = rcosfl, ^=rsinfl, a:»+^*=z=r*.
Soit aussi R la force accélératrice, inconnue en grandeur, qui agit sur la planète. Cette force est diri-
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gée, comme on vient de le voir, suivant le nyi vecteur, et elle agit du point M vers le point O^ à cause que la trajectoire tourne sa concavité da côté du soleil ; les cosinus des angles qu'elle fait stcc les prolongenieus de x et j sont donc — - cl — -; par conséquent, les équations du moavemeot . seront
r ' dp
■Ri.
En appelant toujours v la vîteS9e au point '. nous aurons
dr
df
dr •
et, en diScrenttant ,
Id- + '-i^r,
par conséquent , si l'on ajoute les équations ( i ) après les avoir multipliées par dx et dj^, et si l'oo^^
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ce qui montre que la force qui agit sur chaque planète suit la raison inverse du carré de la distance au centre du soleil.
La grandeur de cette force est fc à l'unité de dis^ tance ; soit ft' ce qu'elle devient pour une autre planète , dont le demi-grand axe et le temps de la révolution seront représentés par a! et T'j on aura de même
Or, d'après la troisième loi de Kepler, on a
d'où il résulte
par conséquent, à l'unité de distance, et, généralement , à la même distance du soleil , la force accélératrice R est la même pour deux planètes différentes.
La force motrice de chaque planète est donc indé* pendante de sa nature particulière, et proportionnelle à sa masse, comme les poids à la surface de la terre. Elle varie d'une planète à une autre suivant la même loi que d'une position à une autre de* la même planète ; et si deux planètes étaient situées a la même distance du soleil et abandonnées à elles-mêmes^ sans vitesse initiale, elles tomberaient d'un même mouvement vers cet astre , et l'atteindraient dans le même intervalle de temps.
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Ainsi, les trois lois de Kepler nous font connnttrc complètement la force qni relient les planètes dans leurs orbites : la loi des aires proportionnelles au temps nous fait voir que cette force est conslamment dirigée vers le centre du soleil ; celte du mouvement elliptique, ou l'expression de la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précédente , nous montre que son intensité varie, pour une roème planète, en raison inverse du carré des distances au soleil ; enfin , nous concluons de la loi descarrésdes temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes , qu'à égalité de distance au centre de cet astre, l'inlensilé de la force motrice est proportionnelle aux masses de chaque planète , et indépendante de sa nature particulière.
aa6. Newton a étendu aux comètes, dans leur mouvement autour du soleil , et aux sateUiles autour de leurs planètes respectives , les lois de Kepler et les conséquences qui s'en déduisent relativement à la force qui agît sur ces mobiles. _
centre du soleil , et supposant toujours les aires décrites par le rayon vecteur autour de ce point , proportionnelles au temps pour chaque comète. Ce cas est compris dans les formules précédentes du mouvement elliptique , en y faisant
a = co , a(i — e) z=i b;
b désignant la distance périhélie OB, qui est une quantité finie.
Les masses des comètes sont très petites par rapport à celles des planètes et paraissent d'une tout autre nature. En vertu de la troisième loi de Kepler, les forces motrices de deux comètes, ou d'une comète et d'une planète, à la même distance du soleil, sont entre elles comme leurs masses respectives, et leurs forces accélératrices sont égales ; il en est de même à l'égard de plusieurs satellites d'une même planète , mais non pas relativement aux satellites de deux planètes différentes, ou à un satellite et une planète; car la loi des carrés du temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes n'a lieu que pour les corps qui tournent autour d'un même centre: nous ferons connaître par la suite le rapport qui existe entre les forces motrices de deux satellites appartenant à des planètes différentes, et entre celles d'une planète et d'un satellite.
Ajoutons encore que dans ces derniers temps on a étendu les lois du mouvement elliptique aux étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement révolutif de l'une des étoiles autour de l'autre a été reconnu , et que leurs positions relatives, calculées d'après ces
lois , se sont accordées aussi bien qu'on pouvait l'espérer avec leurs positions observées.
227. ExaminODS actuellement les altérations que la résislarice d'un éther très rare répandu autour du soleil, produirait dans le mouvement elliptique des planètes. Leur non-sphéricité parfaite et le frottement du fluide contre leur surface, pourraient faire sortir le centre de gravité du plan de son orbite : on fera abstraction de ces deux circonstances; et il ne s'agita que de former les équations du mouvement de ce point, eu ayant égard, à la fois, à la force centrale en raison inverse du carré de la distance, et à une force tangentielle provenant de la résistance du milieu.
Je supposerai , comme dans le mouvement des projectiles dans l'air, cette résistance proportionnelle au carré de la vitesse , à ta densité du milieu et à la surface de chaque planète ; la force accélératrice qui en résultera sera , en outre, en raison inverse de la
<f*x j^ fx ds dx \
1[F "^ 'P ~~ ~' ^ It di * (
<//• "*" r» "~ f^ dt dt' J
En employant les coordonnées polaires , on en déduit, sans difficulté y ces autres équations
qui en sont une transformation.
228. Lorsqu'on néglige leurs seconds membres, les équations (2) se réduisent à '
et les équations (5) à celles-ci :
-^^ — ^5 — 2fid.- = o, d.r*M = o. (5)
On satisfait à ces équations (5) au moyen des formules (à) , (b) , (c) , du n* 220 ; ces formules n'en sont pas les intégrales complètes , parce qu'elles ne contiennent que deux constantes arbitraires aet e; mais si l'on fait attention que les équations (5) ne renferment pas explicitement les variables 8 et ^, et qu'elles contiennent seulement leurs différentielles dB eidt , on en conclut que les formules du numéro cité devront encore satisfaire à ces équations^ en ajoutait des constantes quelconques à ^ et 8. De cette manière, les intégrales complètes des équations (5)^ et, par
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r = a[i — e cos tt) , \
Ht + E = u — e sîu u ,
langue — <») :
«, e, 6, f«, étant ies quatre constantes arbitraires, et n une constante liée à a par Véquatioa
a*n* = /* , qui résulte de tït ^ n, -f^ = fj., par l'e'limiaation de T.
Le zéro de la variable u répondra toujours à la plus pelite valeur de r, ou au périhélie B {fig. 5a). Pour K =: o , on aura 6 = w ; de sorte que S représentera myintenaul l'angle MOE, compté à partir d'une droite OE , qui fait un angle BOE = a, avec OB. La valeur de 6 en série sera de la forme e = ni 4- 6 + 6.,
que les équations (2), qui ne différent des premières que par de très petits termes, au moyen d*ane méthode dont les géomètres ont fait les plus heureuses applications à la Mécanique céleste^ et que je vais exposer à l'occasion du problème qui nous occupe.
Les valeurs de x et j*, qui satisfont aux équations (4), sont de la forme :
X = f{ty a, e, €, û)), jr = F(^ a, e, s eo) ; /
J' et F indiquant des fonctions adonnées.. Pour que ce$ valeurs satisfassent encore aux équations (^), jV coijsidère^y e, €, a>, comme de nouvelles variables qu'il s'agira de déterminer. Mais ces inconnues étant au nombre de quatre, et les équations (3) seulement au nombre de deux, je peux prendre à volonté deux équations auxiliaires ; et je fais, ea cojo^quence,
fda + fde+fdi + fiJié-o:,
da 'de dt dm . . . ' . ,,.
ou, autrement dit, j'égale à zéro les parties de dx et djf provenant des variations de a^ e, £, œ De cette
dx , ' .djr ;d Ycticuro lAjiiiuicica uc ^
simplement
manière, les valeurs complètes de -r ' et -j- sont
àx _ df '4r J_ JF dt dt* dt ^^ 'Si'
£n différentiant de nouveau , on a
dt' dt^ '^dlda dt '^ dtde dt '^'dtdi dt; dtdmdt * df''^ dt^'^ dtdadt '^didedi'^'did^dt^didmdl'
Or, par h^-potlièse, les valeurs précéiicnlcs du cr et y satisfont aux équations (/J). eu y regardant o, C, i, a, comme des constantes arbitraires, ou a donc
par conséquent, si Ton substitue les valeurs complètes de -j- et —■ dans les équations (a), on aura
dida dida
'^dlde d-F
-ird^"
"■dJd."
^J"==-'d,di
dt;
et ce système des quatre équalîoas (ft) et (c) serrira à déterminer a, e, t, ta, en fonctions de t.
25o. Cette substitution de quatre équations diflërentiellcs du premier ordre , aux deux équations (a), qui sont du second ordre, n'aurait, eu général, aucun avantage. Mais les valeurs de da, de, dt, da,
Les équations (à), après quon y aura substitué les valeurs variables de a, e, €, cj, feront connaître, comme dans le cas du mouvement elliptique, les valeurs de r et S en fonctions du temps. La trajectoire sera encore une ellipse, mais dont les éléosens varier ront continuellement. Si l'on suppose que l'on consr truise à chaque instant Tellipse constante qui répond aux valeurs des ëlémens à ce même instant, les or* données xetjr^ et leurs différentielles dx et d/-^ seront communes, en vertu des équations (b), k c^ts ellipse et à la trajectoire, qui sera, par conséquent, la courbe de contact de toutes les ellipses constantes. Par la même raison, la vitesse du mobile et ses corn* posantes auront les mêmes expressions, et s^roat. déterminées par les formules (d) du n? ^22 ^ dans le mouvement elliptique et dans le mouvement altéjcé par la rÀistance du milieu.
23i. Observons qu'on a identiquement
nt == fndt -f- ftdni
en comprenant ftdn dans l'inconnue e , on pourra donc écrire ainsi :
fndt + i*-G>ss5W-*-e sîni^, (d)
la seconde équation (a). Alors, en même temps qu'on changera, dans les équations du mouvement elliptique, les constantes a, e, i, co, dans leurs valeurs variables , il y faudra remplacer nt par l'intégrale fndt, que no93 i^upposergg^s nulle quand tz;;sQ. La quantité n qu'elle ipenferme se déduira de a^^ au
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mo^en de la formule
donnée par lequation a'n' = ;w du a" aaS. Cette intégrale fndt exprimera le moyen mouvement de la planète (n° ^.ig), altéré parla résistance du milieu; et, de cette manière, la diATérenlielle du moyeu mouvement sera ndt, dans le mouvement trouble comme dans le mouvement elliptique.
Au périhélie, l'angle 6 — a? est égal à zéro ou à nn multiple de SGo"; eu vertu de la première équation (a), il en sera de même k l'égard de l'angle u; donc, pendant l'intei-valle de temps compris entre deui:p;issages consécutifs de la planète à son périhélie, la quantité fndt + É — a augmentera de SGo"; ce qui servira à déterminer cet intervalle, quand on connaîtra n, e^ » en fonctions de t. Le temps de la révolution, on I'idtervalle compris entre deux retours consécutifs de U planète au même point fixe, sera celui qui répondra à
milieu , en y regardant a, e, e, ù?, comme des variables de'termînées par les équations (b) et (c) , et y mettant yh^^ à la place dent. La diiTérentlelle de la fonction (p sera donc nulle, soit qu^onla prenne, dans le premier cas, par rapport à Tif, r, 6; soit quon la prenne, dans le second cas, par rapport à /ndt, r, 6, a, e, €, c?; or, r et 6 étant des fonctions de jc eX y y leurs différentielles sont les mêmes dans les deux cas, en vertu des équations (A); par con-' séquent, en supprimant, dans la différentielle complète de ^, la partie -j^ d.ni^^dr-^r-^d^f qui est séparément nulle, on aura
-j-da "^ -^de ^4^ -^ de + -^ dcû = o.
da 'de ' dt dm
Cela posé, après avoir mis dans lequalion (2) du n° 218, 6 — cj à la place de 0, on en déduit
r + rôcos(fl — co) = a{i — e^);
en différentiant , comme il vient d'être dît, on aura donc
r cos ^d.e coso + rsin 0^. e sin c? = d.aJ(^\ — e^). (e)
Je différentie de même la première équation (a) et réquation (d); ce qui donne
(i — ecosu)da — a cos iide + ne smudu = o, di — dcû + sinude — (i — e cos u)du = o,
en considérant u comme une fonction de a, e, 6, c?. J'élimine du entre ces deux équations; il vient
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( r — c cosuyda-{-a[e — cos u)de-i-ae sin u (dt — iiû?y=o .
Mais, en mettant dans les formules
ataiigîu
I 4- tang' i u '
- lao|i" ;
h la place de tang-^u sa valeur donnée par la troisième équation {a), on a
COS u = -^ — -; , sin u = -î-i-; i— jpi — --; ;
au moyen de quoi l'équation précédenle devient
Ce que m
-«cos(8--)rfe+:
Hic<f.-<£.)=o. en
]us disons relativement à l'équalion fi^o, s'applique également an cas oii la fonction (p renferme les ditVérenliclles premières de r et ô. Ainsi , l'on a, (1.1MS le mouvement elliptique,
Maintenant ^ on tirera facilement des quatre équations (e), {f)j (g), les valeurs de da, de, déydœ} eu y mettant pour r sa valeur, savoir,
a( I — e*) I + e CO8 (ô — â») '
afin de les exprimer en fonctions de Fangle 6 seule^ ment , on trouve
da =z îf^ [i -f- ae cos ( 9 — û> ) + e^]ds,
de = — 20 [^ + cos ( fl — a )']ds,
€dcjz=i — 2psin(0 — fo)ds, '^^
, . apesin (9— •) [v/i— e«— <?•— ecos(9— â»)]
ae = + —7 y \ ,
[i+e cos (9 — â»)] (i+V/i — «V
La valeur de ds qu'on devra substituer dans ces formules, est
ds = \/r^+ ^ ^;
et en y substituant celle de r, elle devient
jg —. fl(i — g*) j/i 4- ^g cos ( e — i> ) -f- e* ^
[i+ecos(6 — tÊ)y
On intégrera les seconds membres des équations (Jk)^ en y considérant a^ e , £, 6?, comme.des constantes, ainsi qu'il a été dit précédemment ; et quand le coef-« ficient p sera donné en fonction de r, et conséquem-*ment de 8 » on en déduira , par la méthode des quadratures ou par la réduction en série, les valeurs variables de a , e , € , â? , qui devront être substituées dans les équations du mouvement elliptique.
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25t, Si l'exceiilricité e est une très petite fradîoii, les formules (//), réduites à leur partie principale,
deviendront
tla = — --îp aVâ , rfe = — 2pa cos f 6 — « "y^, rdo) = — 2fa siri (6 — cj)d&, di^zpae sin (6 — ûJ^rfâ;
et l'on y pourra considérer le coefficient p comme constant. En intégrant et désignant par Sa, Se, Scj, Se, les parties variables de a, e, s, ci, on aura donc
Su = — îpfl'S, Se = — 2pa sin ^ 9 — a), cSro = 2pacos(ô — a), Si = — 2/»(iecos(9 — (u).
Si l'on exprime par Sn la partie correspondante de n,
on de -^^, de sorte qu'on ait
égale a an; son accroissement est donc aj^n-^ nJ^a; quantité positive et e'gale à ça*n&.
En ne'glîgeant tout-à-fait Texcentricité, on a
r z=: a, ô = fndt + e;
si donc on désigne par J'r et cTfl , les parties du rayon vecteur et de la longitude qui proviennent de la résistance du milieu, on aura, au même degré d'approximation ,
Sr = — 2pa*Q, cTÔ = ipaB\
En vertu de cette diminution continuelle du rayon vecteur, qui s'élèverait à 4'^fa* à chaque révolution de la planète, elle finirait nécessairement par atteindre la surface du soleil.
Au reste , s'il existe dans Tespace un éther qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes que cette influence peut être sensible, à cause delà petitesse de leur masse, et parce que, toutes choses d'ailleurs égales y le coefficient p est en raison inverse de la masse du mobile. Et , en efiet , on n'a reconnu jusqu'à présent aucune trace d'une résistance de l'éther dans le mouvement des planètes et des satellites; mais d'après les calculs de M. Enke, cette résistance parait influer d'une manière appréciable sur le mouvement de la comète récemment découverte, dont la révolution est d'environ 1200 jours.
S lïl. Mouvement dun point matériel soumis h une force ceniraie.
254- Le problème que nous allons résoudre est rinvei-se de celui du paragraphe précédent : on supposait alors la trajectoire et la loi du mouvement données par l'observation , et il s'agissait de déterminer en grandeur et en direction, la force à laquelle ce mouvement était dû; maintenant, on suppose qu'une force constante dirigée vers un centre fixe, et donnée en fonction de la distance du moTiile à ce point, est appliquéeàce mobile, et l'on propose dea conclure la trajectoire et la loi du mouvement.
Celte courbe DMB ( fig. 55 ) sera comprise dans le plan passant par le centre fixe C, et par la direction DA de la vitesse initiale. Je mène dans ce plan et jwr le point C, deux axes rectangulaires Cj- et C^, dont le premier passe par le point de dépari D du mobile, et qui seront les axes des coordonnées. Au bout du
On en déduit îmmédiatenieiit let deux intégrales premières
dans lesquelles & et c sont les constantes arbitraires ; et si Ton appelle 0 l'angle MCr, de sorte qu'on ait
X = rcosfl, / = rsinO,
ces intégrales deviendront
r-d6 = cdt, ^!l±^ = ^ 2fKdr+ b ; (2)
d'où Ton déduira des valeurs de dû et d^ , de la forme
de = Jrdr, d6 = Frdr,
qu'il ne s agira plus que d'intégrer exactement ou par approximation •
En éliminant dt entre les équations (2) , on a
- ej- .' -
2fRdr=b, (3)
pour l'équation différentielle de la trajectoire. Si l'on appelle s^ la vitesse du mobile au point M ^ on aura
i^* = ô -— 2fRdr; (4)
et en représentant par cT l'angle que sa direction fait avec MC , ses composantes seront
ycos d^ = — 3-, i^sm^T = r-r ,
suivant MC et suivant MH perpendiculaire à ce rayon vecteur.
Les deux constantes b et c , et celles qui seront introduites par l'intégratioii des valeurs de t/t eld^^ se détermineront d'après la position et la vitcwe initiales dn mobile. Pour cela, je représenterai par j- la distance initiale CD, par a, l'angle CDA qui pourra être aïgu ou obtus, et par h la liauteur due à la vitesse initiale^ de sorte que cette vitesse soil \,^2gh, en appelartt g la gravité. Si l'on suppose que l'intégrale y"IWr, qui entre dans les formules précédentes , soit auUe quanti r^y, on aura d'abord
d'après la valeur de i^'. En vertu de l'équatioAn r»(/9 = cdi, la valeur de v sin «T est la même chose ^ que -; par conse'quent, nous aurons
c ^ y \/igh sin a.
Quant aux deux autres constantes arbitraires, on les déteiminera de manière qu'on ait ô = o et r = quand / = o, et le problème sera complètement
d*x kx étj kj ^
lïF y'* ~dF 'y^
et leurs intégrales complètes seront
j: = A cos t i/— + A' sin t v/— ,
jr = B cos / \/^ + B'sin t y/^;
A y A', B^ B', étant les quatre constantes arbitraires. Pour les déterminer^ on a, d'après les suppositions précédentes,
•^=7^ r=^y -£='^ N/agAcosa, ^= s/aghsina, quand ^ = o ; d'où il résulte
A = >, A'y^— = — V^gh cos a ,
B = o, B'i/ — -- y/agAsina, et , par conséquent,
X = >(cos ^ y/^ — ^^ cos a sin t ^A),
(]es formules nous montrent que les révolutions du mobile autour du point C seront isochrones, et leur
durée commune égale hL27r Wj-. On en déduit
>sinasin^y/;=^\/$ii'
^ sm a cos t y - ^= ocsxn et -^ jr cos et ;
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d'où il résulte
poar l équation de la trajectoire , qui est , comme od volt, une ellipse dont le centre est au point C. Poor que celte ellipse soit un cercle, il faut qu'on ait a^go' et A";=2g/j.Dansce cas, le ntouveinent est uniforme; car, d'après les valeuvs de x ety , ou a
ce qui donne \'yk pour la vitesse v. La force centrale Il et la force centrifuge — sont constantes et toutes deux égales à k.
Si la force R est répulsive au lieu d'être attractive, comme on l'a supposé , il faudra changer k en — K dans les formules précédentes. La trajectoire sera alors iiQC hyperbole , et le mouvement cessera d'être révolatif.
a56. Prenons actùellemfent la force R en raisoo inverse du cube des distances , et représentons-la par
k étant toujourà sa valeur au point D. Nous aurons , dans cette hypothèse ,
.3/FW/ = A>(i — ^;),
à cause que l'intégrale doit s'évanoair quand r = y.
En ayant égard aux valeurs debeic, et fàitont
yd. y r dz
7 — ^' "IT'^Jâ'
réquation (5) deviendra
^ + (j _ _JîL- V = — ! ^^
t^^ sin* « / sin* « 2gh sin' «
Le Goefficient de z* pourra être positif ou négatif; j^' fais donc
ky
2^A sin* «
d'où il résulte
et , par conséquent ,
Dans le cas des signes supérletfr^^, On aura
^^9 = arcfsîn = ,/ ^^ 1 ' a) — arq sîn = ';>' '>, !' ^ » et , dans le caLS* dfes signes inférieurs ,
nz + l/cot*« — /i^ 4- /i*x*
/i9 = log
/i -f- COt m
en observant qu'on a r = j^ et z = i quand 6 = 0. De la prenaière valeur de «9 , on tire
nz :i=* cot a sin /ifl + 71 cps nô.
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Le maximum de z ou le minimum de r rapond à I»
valeur de S, tirée de l'équalion fiz = o, ou
tang «fl ^ - cot a , pour laquelle on aura
s = 7 = \/ï H- ;JiCOl'«.
Au-delà de celte valeur de 6 , le mobile s'éloignera indéfiniment du point C , et son rayon vecleur r sera infini , pour la plus petite valeur de 6 tirée de l'éauslion s = o, ou
lan}5 nô = — ntang»;
valeur que â ne pourra atteindre qu'après uq temps
infini. En mettant à la place de r, la valeur de - dans
la première équation (a), on eu déduira sausdifficullé, / en fonction de ff.
Dans le cas de la valeur logarithmique de tA, on
point C f et atteindra ce point après un nombre infini de révolutions.
Si Ton fiait a = 90*, pour simplifier , on aura.
ar
/16 — AÔ?"
pour l'équation de cette spirale. La première équa-^ lion (2) devient
S/Iighdt = ^^^t, ;
tiy en intégrant, on a
y — ï" y\* — ^ J nt\/agh= „a .«a^
237. Pour dernier exemple, supposons, comme dans la nature , la force R en raison inverse du carre des distances ; de sorte qu'on ait
k étant l'intensité de cette force au point D, pour, lequel Tintégrale est supposée nulle.
Si l'on fait l'équation (3) de la trajectoire deviendra d'où l'on tire
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'■Il
En iatégi'aut et désignant par gj la constante arbitraire, on aura donc
â = oj + arc ( cos = --" -^— •— ^ ;
ce qui donne
fcy'r :
• r\/A*>-*— c»Ccos(Ô— «), (a)
en mettant a> -f-T à la place de m, aCa qoe €« soit la valeur de 6 qui repond à la plus petite valeur de r, c'est-à-dire, au point de la trajectoire ou le mobile est le plus rapproché de C.
Pour en déduire l'équation de celte courbe eu coordonnées rectangulaires, je fais
x' = r cos(fl — 6»), y ^ rsin(6 — &);
x' et y seront les coordonnées du mobile rapportées
« rlc« .ivpii C.y Pt f1v'_ IpU niM> l'nn nil y'C^ ~ ^ .
tous les cas, le point C sera un foyer de cette courbe ; car, d'après Téquation (a), le rayon vecteur r est une fonction linéaire de labscisse x'\ ce qui n'a lieu, dans les trois sections coniques, que quand l'origine des coordonnées est un de leurs foyers.
A cause de è = 2gA, on aura
il s'ensuit donc que le signe de S, et, par conséquent , la nature de la section conique qui sera décrite par le mobile , ne dépendra que de sa distance et de sa vitesse initiales, et nullement de la direction de cette vitesse; en sorte que difTérens points matériels partant d'un même point D, avec des vitesses égales , décriront tous des sections coniques de même nature, quelles que soient leurs directions initiales. Si Ton a, par exemple. A: = g, la courbe décrite sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole , selon que la hauteur due à la vitesse initiale sera moindre que CD, égale à cette distance, ou plus grande.
238. Dans le cas de l'ellipse , Téquation (a) montre que la plus grande et la plus petite valeur de r, répondent à 0=fi7-l-'^ et ô=r«7; en les désignant par a(i + e) et a(i — e), de sorte que a soit le demi-grand axe et e l'excentricité , on aura donc
ou, ce qui est la même chose.
Ca{i—e) = ky' — S/^^ — c^^.
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Eu ajoutant ces équatîoas elles multipliant membre
à membre, il vient
€a = ky', €'a*(i — e') = c*.
Si l'on y met pour C et c leui-s valeurs
C = 2(^j- — gh) , c =i y \/agh sio a, on cil d^;diiil
2(A> — ^A)« = ky',
yk \'\ — e' = 3 \/gh(ky — gA)sina;
ce qui fait comiaitre le demi-grand axe et l'excentri- L'ilé. On delcrmloera l'angle a en faisant, à la fois, 6 :^ o et 1:=^ y dans l'équation (a). Ainsi, les dimensions de l'ellipse et la position de son grand axe seront complètement déterminées, d'après la position, la vitesse et la direction initiales du mobile. Quant à son mouvement sur cette courbe, il est connu par les formules («), {h), {c), du n" 220.
Le carré de la vitesse à un instant (juelconque est ,
239. Il ne sera pas inutile de considérer en particulier le mouvement parabolique que Ton prend, par approximation , pour celui des comètes pendant la durée de leur apparition.
A cause que l'on a , dans ce cas , ^=0 ou kyz=:gh , les équations (b) donnent ^ = 00 et e = i ; ce qui a effectivement lieu dans la parabole. La formule (c) se réduit à
en appelant u la vitesse dans un cercle du rayon r, on aurait, en vertu de la même formule,
par conséquent , à distance égale du soleil , la vitesse d'une comète est à celle d'une planète qui décrirait un
cercle , comme \/2 est à i •
En général , les équations {b) donnent
kya(i — e) (i + e) = 2gh'^ sin*cL,
en élevant au carré les deux membres de la dernière , et les multipliant ensuite par ceux de la première. Si donc on appelle p la plus courte distance de la comète au soleil , de sorte qu'on ait
et qu'on fasse kyz=zghete= i , on aura
p := y sin'a;
ce qui détermine la distance périhélie , au moyen de
la distance et de la directioa initiales du mobile, que
Ton suppose connues.
Je fais € =: o et ky = gk dans l'équation (a) , et j'y mets pour c* sa valeur agA^'sin' a ; elle devient
r = aj- sin' a — r ces ( 6 — wj ;
d'où il résulte
pour l'équation de la trajectoire. Si l'on y fait 6 = 0 et r ^ ^, ou en déduit
7(1 + cos«) = 2p, cosjta = sin a;
ce qui détermine l'angle » que fait le rayon vecteur du périhélie avec celui qui aboutît au point de départ du mobile.
Je substitue les valeurs de c et de r, dans la première équation (3) du a? aSffi et je ffîs» pour abréger,
y y^gh ein /t
il en résulte
yr, — n V^dt.
[i 4- cosCS — «Jp En observant que
1 + COS ( ô — fiï ) = 2 CCS* ; ( 9 — «y ) , «t faisant
OQ aura donc
d^ ndt ^
d'où l'on tire , en intégrant et désignant par € la constante arbitraire ,
(5 + tang* 4 ) tang 4 + € = --^,
Pour déterminer cette constante, on a, en même temps ,
et à cause de cos j coz=:sin(t^ il en résulte
« = (5 + cot* a) cot a.
En appelant t' le temps écoulé depuis le départ du mobile jusqu'à son passage au périhélie, on aura à la fois
et, par conséquent,
Cela étant , désignons par r le temps compté à partir de l'instant de ce passage, de sorte qu'on ait tsszt'+r, nous aurons
[5 + tang*î(ô-«)]tangi(fl-û,)= ^j (e)
en résolvant cette équation du troisiènie degré , on aura donc tang 5 ( fl — r»? ) en fonction de r, et ^
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suitf: , r et 6 à un instaut quelconque : le temps r sura
positif après le passage an périhélie, et négatif avaat
ce passage.
A cause de
ghy = A-j-" ^ fà, y'y sin a = V'p>
la valeur précédente de n est la même que
elle est donc, d'après l'équation a^n* ^= ^ du n' 2a8, la vitesse moyeune aagulaii-e d'une planète dont 1? demi-grand axe serait égal à^j et si l'on appelle i celle de la terre et / son demi-grand axe, de sorte qu'on ait
ou en conclura
ensuite connaître la vitesse de la comète et sa position sur sa trajectoire à un instant quelconque; et comme le plan de cette courbe est celui qui passe par le centre du soleil et par la direction de la vitesse initiale^ il s'ensuit que le mouvement est complètement déterminé. Mais le problème astronomique est différent. Lorsqu'on découvre une comète , les observations ne donnent pas immédiatement le plan de son orbite, sa distance au soleil, sa vitesse et sa direction, à TinstaHt où elle apparaît; en sorte qu'en prenant sa position à cet instant, pour son point de départ, les constantes y, h, a, ne sont pas données comme dans le problème précédent. La question consiste alors à déduire des observations, les valeurs de cinq quantités , savoir : l'inclinaison de l'orbite et la longitude de son nœud ascendant sur le plan de Técliptique, ce qui déterminera le plan de l'orbite ; la longitude du périhélie et sa distance au soleil , d'où il résultera la position de l'orbite dans son plan ; et , enfin , le temps correspondant au passage de la comète par son périhélie. Lorsque ces cinq inconnues sont déterminées , les équations (c), (rf), (e), représentent, comme précédemment, le mouvement de la comète dans son plan. Or, chaque observation de la comète donne son ascension droite et sa déclinaison; trois observations fournissent donc six données, et, par conséquent, six équations qui sont plus que suffisantes pour déterminer les cinq inconnues; et cela permet de remplacer deux de ces équations par leur combinaison la plus propre a diminuer l'influence des erreurs des observations. Les valeurs approchées des
cinq élëmens qu'on vient d'énumérer dtâtit ainsi c dues de trois observations faîtes à l'époque de l'a^iïn parition , les observations subséquentes servent ensuite à corriger ces premières valeurs et à vérifier les formules (d) et (e).
Nous ne pouvons qu'indiquer ici ce problème C tronomie , dont il existe différentes solutions.
CHAPITRE VIL
DIGRESSION 8€R L^ATTRAGTIOIV UNIVERSELLE-
241 * Les points matériels de tous les corps s'attirent mutuellement y en raison directe des masses ^ et inverse du carré des distances.
Cette grande loi de la nature , que Newton a découverte, est une conséquence nécessaire de l'observation et du calcul. On peut voir, en effet, dans TjE'xposition du Sjstème du Monde j comment, en partant de Texpérience, on est conduit, sans aucune hypothèse et par une suite de raisonnemens rigoureux , au principe.de ï attraction universelle. Les développemens de ce principe sont l'objet spécial de la Méca^ nique céleste. Dans ce chapitre , nous nous bornerons à en exposer succinctement les principales conséquences;
. 242. La force qui relient les planètes dans leurs orbites, est la résultante de lattraction exercée par tous les points matériels du soleil sur tous ceux de chaque planète. Vu la petitesse des dimensions du soleil et des planètes par rapport aux distances qui les séparent, on conçoit que ces attractions peuvent être regardées, avec une approximation suffisante, comme des forces parallèles et égales dans toute l'étendue d'une même planète ; leur résultante est alors égale à leur somme, et la distance restant la même, la
force motrice de chaque planète est proportionnelle
au produit de sa masse et de celte du soleil; or qui
devient encore plus exact , à cause de la forme à peu
près spliërique de ces deux corps, lorsqu'on prend
pour leur distance celle de leurs centres de gravité
(n-gg).
Supposons donc , pour exprimer nume'riqucmenl rintcnsîle de cette force, que l'on prenne une certaine distance, par exemple, celle du soleil à la lerre, pour unité linéaire; choisissons une masse et un îolervalle de fenips déterminés pour unités de ces deux sortes de quantités ; et prenons enfin pourunitcde force, comme dans le n* it8, la force accélératrice constante qui produit dans l'unité de temps une vitesse égale à l'unité de longueur. Concevons maintenant deux corps dont les masses soient égales à celle qa'on 3 prise pour unité, et qui soient placés à nue distance l'un de l'autre é^ale à l'unité linéaire ; soit /"lu force attractive de l'nn des deux corps Kur l'autre, c'està-dire , le rapport numérique de son ïnlegghrf j *P^||p^i
penser qu'il a été et qu'il restera constamment le même.
243* La force motrice de la masse M, due a Fat*
traction de m , est aussi représentée par*^^ , de manière que la réaction de chaque planète sur le soleil est égale et contraire à 1 action de cet astre sur la planète; mais la force motrice "—i^ , agissant sur les
deux masses M et m, leur imprimera à chaque instant des vitesses inHniment petites qui sont réciproquement proportionnelles à ces masses^ Ou , autre-
metit dit, leurs forces accélératrices sont — et - — .
Il en résulte que si ces deux corps sont abandonnés, sans aucune vitesse initiale^ à leur attraction mutuelle , ils s'avanceront l'un vers l'autre en parcourant , dans le même temps , des espaces qui seront en raison inverse de leurs niasses; ils se joindront au centre de gravité de M et m, qui partage leur distance primitive en deux parties réciproquement propor^ tiounelles au)c masses.
En général, si la planète est projetée dans l'espace suivant une direction quelconque , et qu'on propose de déterminer sou mouvement apparent autour du centre du soleil , regardé comme un point fixe , il faudra concevoir que l'on imprime à chaque instant il cet astre, une vitesse infiniment petite, égale et contraire à «elle qu'il reçoit de l'attraction de la pUr nète ; mais , afin de ne point altérer le mouvem/eat relatif de ces deux corps , il faudra, en même temps ^ imprimer cette vitesse à la planète; ce qui revient à I. 3o
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loi appliquer une force acoâératrioe égaie et oon«traire à celle du soleil; donc^ dans le moaYement dont il est «{oestion , la force accélératrice de la planète m sera constamment dirigée vers le soleil M , et
^A fin
égale k la somme des deux forces "^ ^ "^ ; ^ donc
on veut Texprimer par ^ , comme dans le n* ^^5, il faudra prendre
Ainsi p Ton devra substituer cette valeur dans les différentes équations du mouvement elliptique qu'on a données précédemment; par conséquent, l'équation
du n^ cité donnera
/(M + my (0
T étant toujours le temps de la révolution de la planète , et a le demi-grand axe de son orbite.
Le rapport -^ qui dépend , comme on voit , de la
quantité m , différera donc, pour ^eux planètes dont les masses sont inégales; en sorte qu'on ne peut pas supposer qu'il soit rigoureusement le même pour toutes les planètes. Cependant les observations qui conduisent à la troisième loi de Kepler, prouvent que ce rapport est sinon exactement , du moins à très peu près constant; il en faut donc conclure que les masses des planètes sont très petites par rapport à celle du soleil ;
Ce qui fait que le rapport -j du carré du temps au
cube de la distance moyenne varie très peu en passant d'une planète à une autre. La masse de Jupiter^ la plus considérable de toutes, est efTectivement moindre qu^un millième de la masse du soleil.
244' C'est pour cette raison que l'attraction mutuelle des planètes ne produit que des perturbations^ ou très lentes, ou très peu considérables, dans le mouvement elliptique dû à l'attraction du soleil. En effet, les masses de deux planètes étant m et m^, la force motrice dirigée de Tune vers l'autre , est exprimée
par '^^ , à la distance p ; la foixre accélératrice de m
provenant de l'attraction de m^ , sera donc "^'j et
comme la distance p ne devient jamais très petite par rapport à la distance r de m au soleil , il s'ensuit que si m^ est une très petite fraction de M , le mouvement de m produit par l'attraction solaire devra être fort peu modifié par l'attraction de m^.
Les perturbations planétaires peuvent donc être . déterminées par la méthode de la variation des constantes arbitraires, que nous avons expliquée précédemment (n** 229). Elles sont de deux espèces. Les unes consistent en des inégalités périodiques généralement très petites , dont les périodes comprennent des multiples peu considérables, en général , des révolutions de la planète troublée et de la planète perturbatrice. Cependant, lorsque leurs moyens mouvemens approchent d être commensurables , ces périodes peuvent devenir beaucoup plus longues, et
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i<s int'galitiis Itcoucoup plus sensibles. Ainsi, les moyens nioiivcdicns de Saturne «t de Jupiter étaot à peu près ciitie t^ux comme a el 5 , Laplace a trouvé qu'il résulte de l'altraction niuluelle de ces deux planètes, une inégalité dont la période est de gag ans, et ilont le majciiiiwn est d'environ ^f*' dans la longitude (le Saturne , cl d'il peu près 20' dans celle de Jupiler.
Les autres perturbations des planètes sont : i". les nmuveinens progressifs du périhélie et des nœuds de loiii-s orl)iles, dans lesquels ces points parcourent la circonférence entière, en des temps extrêmement longs i|ui peuvent surpasser un millier de siècles; 3'. les variations séculaires qui afl'ecteut les excentricités pt les inclinaifions de ces orbites, ainsi que les loni>itndcs moyennes des planètes , dont les périodes sont semblables aux précédentes, et dont les amfJitudes , |h;u considérables , ne sont pas encore bien connues.
!\lais tandis (jue ces divers élémens du mouvement elliptique varient simultanément en vertu de l'attracilun planétaire, il est très remarquable que cette force
La force accélératrice qui provient de rattraction d'une planète m^ sur une autre planète m, étant indépendante de la masse m et proportionnelle à la masse Tn^y on conçoit que les perturbations dues à cette force et observées dans le mouvement de m autour du soleil, peuvent servir à déterminer le rapport de la masse m^ à celle de cet astre. Ainsi, par exemple, d'après la grande inégalité de Saturne, produite par l'action de Jupiter , on a trouvé la masse de cette dernière planète égale à -^0 de celle du soleil. Nous indiquerons tout à l'heure un autre moyen de cal*culer la masse des planètes , quand elles sont acconhpagnées d'un ou plusieurs satellites.
Les comètes, à cause de la petitesse de leurs masses, ne produisent aucun effet appréciable sur les planètes; mais leurs mouvemens sont troublés par les attractions planétaires, et l'on détermine aussi par la méthode du n"* 229, leurs perturbations, qui influent considérablement sur les époques de la réapparition de chaque comète, c'est-à-dire, sur l'intei'valle de temps compris entre deux passages consécutifs à son périhélie.
245. Soient ml et m les masses d'un satellite et de sa planète, et r' la distance de leurs centres; la force motrice du satellite , dirigée vers le centie de la planète, sera aussi exprimée par*^^ à cette distance
r'; le coefficient y étant le même que précédemment. Dans son mouvement apparent autour de la planète, la force accélératrice du satellite aura pour expression
^, , en faisant
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Je représenterai par a le demi-grand axe de l'orbite du satellite, et par T' le temps de sa rcvolatitm; en appliquant 1 équation (i) ^ son mouvement, on aura
«""/(»' + '"')' et si l'ou divise ces deux équations membre à membre, aliu d'éliminer le coelGcleoiy', il e» résultera
Or, si l'on excepte la luue, les ma»^s des s»telliles Bont très petites par rapport à celles de leurs planètes vespeclives : la niasse d'un sateltitc de Jupiter, par exemple , n'est pas uu dix-millième de celle de celle planète; on peut donc mettre mk la place dem-(-m' dans celle dernière équation ; et comme a , a', T, f, sont des données de l'observation , elle pourra servir à déterminer le rapport de m h M. C'est de celle manière que Newton a trouve' pour la masse de Jupiter, y-^j de celle du soleil ; ce qui dtQcrc peu de la frac-
pour la lune , on y supplée par d'autres considérations y parmi lesquelles je vais indiquer Faction de ce satellite sur les eaux de la mer.
Soient C ( fig. 56) le centre de la terre, A celui de la lune, M un point quelconque du sphéroïde terrestre; faisons
CA = a, AM = p, CM = r,
et appelons A Fangle ACM; nous aurons
p* = a* — aarcosA + r';
et si nous abaissons du point M la perpendiculaire MR sur la droite AC , nous aurons aussi
MB = rsinA, AB =e= a — rcosA.
Au point M , la force accélératrice provenant de l'attraction de la lune et dirigée suivant MA, aura
pour valeur •^-;-, en désignant par m! la masse du
satellite , et parole même coefficient que précédemment. Ijcs composantes de cette force suivant la perpendiculaire MB et la parallèle MD à la droite AC , seront donc
fm'rsMïX fin a fm'r cos.X
Je substitue la valeur de p dans ces quantités; et la plus grande valeur de r, c'est-a-dîre, le rayon du globe terrestre, étant, à peu près, un soixantième de ^t , je néglige le carré de r; en faisant alors
fnir 8În A ^ a/mV co» A #
—?— = '?' ir— = <P.
les deux composantes de l'attraction lunaire seront
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0 L't + tp'. Tous les points de la terre sont donc
sollicités parallèlement à CApar une force constante et égale h' — -, et, en ootre, par des forces ip et (p' (loril 1.1 iL-sullanle varie en grandeur et en direclîoo, il'iiii point i\l li un antre, et est nulle au centre C.
Or, il est évident qu'en vertu de la force— ^, la masse
entière de la tcirese portera vers la lune, d'un mouvement commun à toutes ses parties, sans que les points de la partie fluide changent de position relative; c'est donc aux forces Ç et tp' appliquées aux différens points de la mur, que seront dus \e JIux et le reflux produits par l'action du la lune.
La masse du soleil étant M, et (Z sa distance à la terre, si l'on désigne, en outre, par jj., -^ , ij.', ce que deviennent 7^, ip , ^', relativement à cet astre, on aura de mérae
ces oscillations doivent être entre elles comme les forces correspondantes; si donc on désigne par m le rapport de la marée lunaire a la marée solaire, dans un même lieu de la terre et pour des positions semblables des deux astres, on aura
équation dans laquelle on prendra pour a et a les distances moyennes de la lune et du soleil à la terre^ et d'où Ton tire
rn d? M
en appelant m la masse de la terre.
D'après les lois différentes que suivent les marées lunaire et solaire, on peut, effectivement, distinguer les unes des autres, et déterminer leur rapport en chaque lieu de la terre. La moyenne d'un grand nombre d'observations , faites dans le port de Brest , donne (*)
co = a,3533,
pour la valeur de ce rapport. La distance a est, à très peu près, 4^^ ^^^^ ^ distance ce, et la masse M, comme on le verra tout à l'heure, aussi à très peu près , 355ooo fois la masse m. Au moyen de ces valeurs, on trouve, d'après la formule précédente, la masse de la lune égale à ^ de celle de la terre. Indépendamment des oscillations de la partie fluide
(*) Mécanique céleste, tome V, page 206.
474 TRAITÉ DE MÉCAMQUE.
de la terrt!, les actions du soleil et de la lune prodnisent encore, dans le mouvemetit du splicroîde terrestre autour de son centre de gravite , à raison de sa non-sphcricilc, des perturbations que nous ferons connaître lorsqu'il sera question du mouvement de rotation d'un corps solide.
247- On peut remarquer que la composante des forces (p et ^', suivant le prolongement MB du rayon CM, est ^'cosA — (p sin A; eu sorte que sa valeur est
(acos'A — sm'Xl'i^,.
C'est la diminution de la pesanteur au point M, prodnitc par l'acliun de la lune. Or, en supposant que M appartienne à la surface de la terre , et désignant par g la ffravite en ce point, on a aussi /m ^ gr*, à Irîs peu près; d'ailleurs, le maximum de scos'A — sïn*A répond à K:=:o, et est e'i^al à 1. lia plus grande valeur de cette diminution de pesanteur sera donc
-~-j ; quantité à peu près égale à un huit-mîUii
248- Abstraction faite de la force centrifuge due à la rotation de la terre ^ la pesanteur que nous observons à sa surface est la résultante des attractions exercées par tous les points du sphéroïde sur chaque point matériel, laquelle résultante ne dépend que de la position et de la masse de ce point, et nullement de la nature du corps auquel il appartient; c'est, en effet, ce que l'expérience a pleinement confirmé. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure qu'on s'élève au-dessus de la surface de la terre; et c'est aussi ce qui résulte des observations du pendule, faites à différentes hauteurs. De plus, la pesanteur terrestre , diminuée dans le rapport du carré du rajon de la terre au carré du rayon de l'orbite lunaire, doit être la force accélératrice qui retient la lune dans son orbite. Or , la distance du satellite étant, à peu près, 60 fois le rayon de la terre, il s'ensuit que la lune, si elle n'avait aucune vitesse, devrait tomber vers la terre, de la môme quantité en une minute qu'un corps quelconque , dans le vide , en une seconde à la surface de la terre. Cette quantité n'est autre chose que le sinus verse de l'arc que la lune décrit sur son orbite en une minute , ou , à très peu près , le carré de cet arc divisé par le diamètre de cette courbe; et comme la circonférence de l'orbite est 60 fois celle de la terre, on en conclut que la quantité dont il s'agit est égale à
40 millions de mètres, multipliés par — ^, en désignant par n le nombre de minutes que contient une révolution lunaire. Il faut donc^ d'après la va-
leur de la gravité g qu'on a trouvée par l'expérience du pcutlule, que ce produit soit à très peu près égal h 4°'i90; ou trouve, effectivement, 4" ,88 pour sa valeur, en observant que n ^ 5c)345. La diffèreiice serait encore moindre , en ayant égard à diverses circonstances dont nous avons fait abstraction pour simplifier \a démonstration.
I,n pesanteur terrestre est donc im cas particulier de i'attraclion universelle; et, pour cette raison, Ton appelle aussi cette force générale la pesanteur ou la 'gravitation universelle.
■>. îç). A cauf^e que la terre s'écarte peu de la forme spliérique , l'attraclion qu'elle exerce sur un point
irfat
est i
comme celle d'une
peu près
^pliiTe, en désignant par m sa masse, par r son rayon, et par / le coefficient de l'attraction universelle. Celle valeur approchée doit être tout-à-fait exacte pour les points appartenant à un certain pa- ■alll-lc; et, d'après la théorie de l'attraction des sphé-
on pourra regarder cette valeur de la gravité^ ainn modifiée, comme égale à lattraction de la terre ^ et poser réquatîoD
En la multipliant membre à membre par l'équation (i) du n° 243, appliquée au mouvement de la terre autour du soleil , on en conclut
m ê'TV
formule qui va servir à déterminer le rapport de la masse de la terre à celle du soleil.
Si Ton conçoit un triangle rectangle qui ait pour base le rayon de la terre , et pour hauteur sa distance au soleil, le petit angle opposé à la base est la paraUlaxe du soleil, que Ton détermine directement par des observations astronomiques, et que l'on peut aussi déduire d'une certaine inégalité produite dans le mouvement de la lune par l'action du soleil , que l'on appelle l'inégalité parallactique. La grandeur de la parallaxe varie avec le rayon de la terre et son éloignement du soleil auxquels elle répond; pour la distance moyenne a et pour le rayon r qui aboutit
au parallèle dont le sinus de la latitude est V^j , sa valeur est 8", 60. On a, par conséquent,
- = tang 8",6o , a = (23984) r.
Sous ce même parallèle, et en prenant j^ pour Faplatissement de la terre , on a
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pour son rayon. Le temps de sa réTolution anrnur
du soleil, CKprirac en secondes, est
Au moyen de ces valeurs et de celle de g, qui suppose aussi qu'on a pris la seconde pour unité de temps, on trouve
25o. l'C soleil est nne sphère d'un rayon égal à 110 fois celui de la terre; on connaît donc le rapport des volumes de ces deux corps cl celui de leurs nias-ses ; d'où l'on conclut immédiatement le rapport de leors densités moyennes : celle du soleil est, à peu près» le quart de la densité de la terre.
A la surface de cet astre, l'aHraclion est exprimée par
en appelant R son rayon. Â cause de
terre. En négligeant donc la diminution qu'elle pro«duit dans la pesanteur à la surface du soleil, on voit que le poids d'un corps à cette surface est 2g fois et demie le poids du même corps à la surface de la terre , et que les corps y parcourent à peu près 145 mètres dans la première seconde de leur chute. Eu appliquant successivement 1 équation (i) du n"" 243 à la terre et à une autre planète, et supposant que les quantités m, a, T, relatives à la terre, deviennent m, , a, , T, , par rapport à la planète, on en
conclura
^ _ M + m. IV
par 1 élimination de f. Connaissant la valeur de a par l'observation de la parallaxe solaire, ou autrement, ainsi que la masse m de la terre et la durée T de l'année sydérale, cette équation servira à déterminer la valeur du demi-grand axe a, d'une planète quelconque, lorsque sa masse m, et le temps T, de sa révolution seront donnés. Le procédé du n^ ^45 pour déterminer cette masse, suppose seulement qu'on connaisse une valeur approchée du demi-grand axe. aSi. L'attraction exercée à la surface de la terre par une masse considérable, telle qu'une haute montagne, fera dévier les corps pesans de la direction verticale, et le prolongement du ^Z à plomb n'ira plus rencontrer le ciel au zénith. Il s'en écartera en sens contraire des deux côtés opposés de la mon-* tagne ; en sorte que si tout est semblable de part et d'autre , pour la forme de la montagne et pour Féloignement du (il à plomb, la distance angulaire des
lieux étoiles par lesquelles son prolougement ira passer, SEsra double de sa déviation. Cet effet a ë(é observe, par les astronomes, au Pérou et en Ecosse; mais, k cause que les masses des plus hautes monla- ^nes sont encore très petites, eu égard à la masse de la terre, les déviations dont il s'agit sont aussi très peu considéiables, et ne s'élèvent qu'à de petits nombres d(5 secondes. Voici un exemple du calcul de la déviation du til â plomb, due à l'atiraction d'une masse donnée.
Soit A (tii^. "iyj le centre d'une sphère homogène, suspendue à l'extrémité d'un Hl inextensible et îaflexible, dont l'autre bout est attaché au point fixe C; soit aussi 0 le centre fixe d'une autre sphère honioj-ène qui a^ît sur la première. Le fil CA s'écarlera de la verticale CB sans sortir du plan passant par cette droite et la W^ne CO ; et, dans sa position d'équilibre, il faudni que la résultante du poids de la première sphère et de l'allraotion de la seconde vienne passer par le point lïxe C, Or, ces deux forces se-
pour réquatioQ d'cquilibrc qui devra servir à déterminer la déviation inconnue BCÂ.
J'appelle «r cet angle , y Fangle donné BCO , a et c les distances aussi données CA et CO , et ^ la distance inconnue ÂO; nous aurons
^* = a* + c* — :iaccos{y — x),
et, en outre,
• nn. k as\n{y — x) ac sm(y - x)
sinCOA= £ , a= z f p=asma:.
Appelons aussi m la masse de la terre, m, celle de la sphère mobile, m! celle de la sphère attirante. En désignant toujours par f le coefficient de l'attraction universelle, et représentant par r le rayon de la terre , les forces motrices P et Q auront pour valeurs
et si f est la densité moyenne de la terre , f ' celle de la sphère attirante, et / son rayon, on aura aussi
Au moyen de ces diflerentes valeurs, l'équation P^ = Q^ se changera en celle-ci :
p/^sinx = fV'csin(j. — jc),
où il ne restera plus qu'à mettre la valeur de^ pour en déduire ensuite celle de a:. . ,
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Je supposerai , ce qui a lieu généralenieut , la Iodgueur CA du fil à plomb très petite par rapport à la distance CO. En négligeant a par rapport à c dans les valeurs de _;-, on aura simplement ^ = c ; d'où il résultera
sju{>_ar)
La densité p' et le rayon r* de la sphère attirante restant les mêmes, la valeur de .r que l'on lïrera de celte équation sera d'autant plus grande que la distance c sera plus petite, et que l'angle y approchera davantage d'être un angle droit; et comme c ne peut pas être moindre que le rayon /■', il s'ensuit qu'on aura le maximum de déviation du fil à plomb que puisse produire l'attraction d'une sphère donnée , en prenant r = z'' et 5- ^go"; ce qui réduit 1 équation précédente à
tane a: = — .
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sitné dans le plan horizontal passant par cette extrémité.
252. Cette moyenne densité de la terre, conclue de la déviation du fil à plomb que produit l'attraction des montagnes , a été évaluée à quatre ou cinq fois la densité de Teau. Cavendish l'a trouvée égale k cinq fois et demie cette densité , en la déduisant de l'attraction exercée par deux globes de plomb de huit pouces anglais de diamètre, qu'il a su rendre sensible par le moyen de la balance de torsion. Sans entrer ici dans tous les détails de cette belle expérience, des diverses précautions qu'elle exige , et des calculs qu'il faut faire pour en déduire un résultat exact , je vais seulement indiquer les points principaux de ces calculs (*).
La balance de torsion est l'instrument le plus exact que nous ayons pour servir à la mesure des forces très petites. Coulomb , à qui Tinvention en est due , l'a surtout employée à mesurer les forces d'attraction et de répulsion des corps électrisés; et, pour cette raison , elle est aussi connue , en Physique , sous le nom de balance électrique. Elle consiste principalement en un fil métallique très délié, vertical, attaché à un point fixe , et à l'extrémité duquel est suspendu un levier horizontal. Supposons ce levier formé d'une tige très mince ACA' ( fig. 58 ) , partagée en deux parties égales à son point d'attache C, et termina
(*) On trouve dans le 17* cahier du Journal de l'École Polytechnique une traduction exacte du mémoire de Cavendish.
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par deux splicres d'un petit diamètre, dont les centres sont A ut A'. Du point C comme centre, et d'un rayon égal à CA, décrivons le cercle horizontal BAU'A', dont nous diviserons la circonférence en uq jirand nombre de parties égales. Lorsque le levier tournera auloui- du point C, ses extrémités A et A' parcoutroiil cette circonférence, et les points de division auxquels ils répondront à chaque instant feront connaître les arcs qu'ils auront décrits. Tant que le fil de suspension qui aboutit au point C n'est pas tordu , le l<;vic'r reste en repos dans une certaine position. Je suppose qu'il réponde alors à la ligne BCB*; si l'on vient à l'écarter de cette ligne, pour le mettre dans une autre position quelconque ACA', le fil de suspension sera tordu sur lui-même, et cette torsion tendra à ramener ce levier vers la ligne BCB'. Pour le retenir dons la direction ACA', supposons que l'on applique à ses deux extrémités (les forces égales e( contraires , dirigées dans le plan horizontal , et perpendiculaires h sa longueur; la valeur commune de s deux FurCL's sera la mesure c
uux points A et A% et tendantes h ramener le levier à la ligne de repos BCB".
Cela posé, approchons du levier deux sphères homogènes d'une même matière , d'un même diamètre, et symétriquement placées de part et d'autre de la ligne BCB'. Soient 0 et 0' leurs centres situés dans le plan horizontal qui contient le levier, a égale distance de C , et sur une droite 0.C0' menée par ce point. L'attraction de ces deux corps va écar-« ter le levier de la ligne BCB"; et, à cause que tout est semblable autour du centre C , la droite ACA' tournera autour de ce point, qui restera immobile. A mesure que le levier s'écarlera de la ligne de repos, la force de torsion augmentera. Il existe une position dans laquelle cette force ferait équilibre à l'attraction des deux sphères; mais comm/e. le levier atteint cette position avec une vitesse acquise, il la dépasse , et il oscille , de part et d'autre , à la manière d'un pendule horizontal. L'observation fait connaître la durée d'une oscillation entière. En comparant la longueur de ce pendule à celle d'un pendule ordinaire qui oscillerait dans le même temps ^ on en conclut le rapport de la force d'attraction dé chaque sphère à la pesanteur; et, par suite, on a le rapport de la masse de cette sphère à celle de la terre. L'équation qui sert à déterminer ce rapport est facile à former, ainsi qu'on va le voir.
2.55. Les deux sphères mobiles dont les centres sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes forces, et ayant le même mouvement autour du point fixe C^ il suffira de considérer le mouvement du centre de
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l'une d'elles, du polat A, par exemple; soient donc
comme dyiis le problème précédent.
ex :
CO = c, BCO = •
appelons in la masse de la sphère attirante dont le centre est en 0 , cty le coefBcient de l'attraction universelle; au bout d'un temps quelconque t, désignons par 6 l'angle ACB, et par z la distance AO, nous aurons
■ 2ac cos ( j' — ô ) ;
et la force accélératrice provenant de l'attractiou di-
rigée suivant AO sera — -. Je la décompose en deux
autres forces , l'une dirigée suivant le prolongement de CA, et l'autre perpendiculaire à CA. Cette dernière
composaiile sera égale à~- sin CAO, c'est-à-dire, il -^;— sîii (2 — â ) , en y mettant pour sin CAO sa
ligne de repos sera très petit. En appelant h la dia* tance BO ^ ou la valeur de z qui répond à 0 s= o ^ de sorte qu'on ait
ô* = a* + ^* — 2accos5^, et développant suivant les puissance de 0 , il vient
sin(> — 9) 8in> -, ^ , „ • • n ^ • ^
— i^^ — - = —rf- — [(^ + C) co^y — ^ac — œsinVj i\ +etc.
Si donc , on fait , pour abréger , [(a*+ C) cos y — tiac — ac sin*>] -^-^ + h =g',
fm'c sin > _ ^ , 55 — *>6^
et qu on néglige les puissances de 0 supérieures à la première , l'équation du mouvement deviendra
d'où Ton tire , en intégrant ,
ô = ^ + ^ cos (^ y/? + *0 ^
k et k' étant les deux constantes arbitraires.
D'après cette valeur de 0, le plus petit et le plus grand écart du levier ACA^ à partir de la ligne BCB'^ seront ^ + ^ et ^ — k; et , si l'on tîre la ligne DCD', telle que l'angle BCD soit égal à ^ , le levier fera ^ de part et d'autre de cette droite , des oscillations égales et isochrones dont l'amplitude sera la constante k ;
OU déterminera l'angle S par l'expérience , en mesuraot le plus petit et le plus grand écart du levier, et prenant , pour cet angle , la demi-somnie de ces valeurs extrêmes de 6- La droite DCD' qui répond à Qi^f est la position du levier dans laquelle il demeurerait en équilibre , s'il y parvenait sans vitesse acquise. La durée de chaque oscillation entière du levier, de part et d'autre de cette ligne , sera le temps pendant lequel l'angle t l/— -J- A' augmentera de i8o*;enIe désignant par T, on aura donc
et cette durée T sera aussi donnée par l'observation.
Maintenant, si l'on appelle g la gravité, et / la
longueur du pendule simple qui fait ses oscillations
inKniment petites dans le temps T, on a ( n" 182 ) ,
■Vh
on aura donc
ga = S'I;
par conséquent , à cause de
nous aurons, finalement.
m cil* sin y '
m élaal la masse de la terre et r son rayon .
Toutes les quantités contenues dans cette formule sont connues dans chaque expérience; elle servira donc à calculer le rapport de la masse wl à celle de la terre ; et connaissant , en outre , les volumes de ces deux corps et la densité de wl^ on en conclura la densité moyenne de la terre.
254* On démontre j dans la Mécanique céleste ^ que pour la stabilité de lequilibre de la mer, il est nécessaire et il suffit que la densité moyenne de la terre surpasse celle de l'eau. C'est parce que cette condition est remplie , que les forces provenant des actions simultanées du soleil et de la lune ne produisent que de petites oscillations : si elle ne Tétait pas, et que la terre , par exemple , en conservant sa densité moyenne , fût recouverte par une mer de mercure y l'action des moindres forces étrangères au sphéroïde terrestre, produirait, dans ce fluide, un mouvement prc^ressif, de sorte que la mer, au lieu d'osciller, parcourrait la surface entière de la terre.
On prouve aussi , par diverses considérations , que la densité des couches concentriques du sphéroïde terrestre doit croître en allant de la surface au centre ; d'où il résulte que sa densité moyenne doit surpasser celle de la .couche superficielle; condition qui se trouve effectivement remplie ; car si Ton excepte les métaux, qui sont en petite quantité dans cette couche, les densités des autres matières dont elle est formée , sont toutes beaucoup moindres que cinq fois et demie la densité de l'eau. Mais il importe d'observer que cet accroissement de densité ne suppose pas l'exis-
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tence de matières entièrement difierentes de celles qiic nous voyons à la surface , et dont la densité propre serait excessivement grande : on peut admettre que toutes les couches de la terre sont formées d'une même matière , un peu compressible, on d'un mélanf^e de tlinërcntes matières, comme à sa surface; et dans celte hypothèse , qui paraît la plus naturelle , leur accroissement de densité serait dû a la condensation produîfe, dans chaque couche, par la pression des couches supérieures, qui va eu augmentant de la surface ;iu centre.
Dans l'intérieur de la terre, la loi de l'attraction dépend de la loi inconnue des densités; en dehors, elle varie sur le prolongement de chaque rayon , à peu près en raison inverse du carré de la distance au centre; et d un rayon à un autre, elle éprouve eo même temps une variation proportionnelle au carré du cosinus de l'angle que chaque rayon fait avec Taxe de (îgure (lu sphéroïde terrestre. Il résulte de cette dernière variation qu'à égale distance du centre de la
produit dans le mouvement de la lune ; on conçoit que sa grandeur doit dépendre de Tapplatissement de la terre; et en la comparant à celle que Tobservatîon a donnée , on en conclut un applatissement j~j9 peu différent de celui qui résulte de l'en* semble des mesures du pendule et des degrés du méridien.
A la surface de la terre , la variation de la pesanteur provenant de celle de lattraction et de la force centrifuge, suit la même loi qu'à une distance quelconque du centre , c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle , comme nous lavons déjà dit ( n"" 178 ), au carré du cosinus de la latitude. Mais pour vérifier cette loi par les mesures du pendule à secondes , il faut que les oscillations ne soient pas observées près d'une montagne ; car , en même temps que la composante horizontale de son attraction écarle le pendule de la verticale , dans sa position d'équilibre , la composante verticale de cette force diminue la pesanteur, et, conséquemment, la longueur du pendule simple. En évitant cette cause d'anomalie, on trouve encore qu'en certains lieux la longueur du pendule à se-* condes s'écarte de la loi de variation donnée par la théorie ; ce qu'on doit attribuer à ce qu'en ces lieux , la densité du terrein , dans une étendue et une profondeur considérables , est plus grande ou plus petite que la densité générale de la couche superficielle; d'où il résulte une augmentation ou une diminution de la pesanteur totale, et, par conséquent, de la longueur du pendule simple, qui est proportionnelle ù son intensité. Le pendule est donc aussi un instru-
ment de Géologie, qui annonce, par ses anomalies ^ des variations d'une grande étendue dans la nature du sol.
Au reste, il faut observer que la loi du décroissement de la pesanteur, proportionnel au carré du cosinus de la latitude , en allant du pôle à l'érpiateur , suppose qu'on prend pour la surface de la terre le prolongement du niveau des mers; et comme les lieux des continens où se font les observations s'élèvenl à des hauteurs diflerenles au-dessus de ce niveau, il est nécessaire de réduire les longueurs observées, à celles qui auraient lieu à ce nivcau-méme sur chaque verticale. Cette réduction se fait ordinairement en augmentant la pesanteur et la longueur du pendule à secondes , dans le rapport du carré de la distance du lieu de rol)servalion au centre de la terre, au carré de cette même dislance diminuée de la hanleur de ce lien au-dessus du niveau des mers; ce qui revient à négliger l'attraction de la coucbe de terre comprise entre la surface du continent et le prolongement de la surface des mers. On va voir, dans le naméro suivant , que cette correclion est trop graude de près de moitié. . .
a55. Soient AM'B ( fig. Sg ) la surlâce d'un continent,DAMBE le niveau des mers et son prolongement, et C le centre de la terre ; soient aussi M' le lien de l'observation, et M le point où le rayon CM' rencontre ce prolongement; M'M sera la hauteur du point M au-dessus de la surface des mers , que je représenterai par h, et qui sera donnée par un nivellement ou par des mesures barométriques. Si M' était
très voisin de la mer» la pesanteur pourrait être un peu diminuée et sa direction un peu dérangée , à cause que la densité de Feau est moindre que celle du terrein; mais je supposerai que cela n'ait pas lieu, et je supposerai aussi qu'autour du point M' la surface du terrein soit horizontale ou sensiblement perpendiculaire au rayon CM'^ et que sa densité soit uniforme. Il s'agira de calculer l'attraction exercée au point M^, par la couche AM'BM, élevée au-dessus du niveau des mers. Dans ce calcul , on poura faire abstraction de la courbure de cette couche et de la variation de son épaisseur, ou, autrement dit, on pourra considérer l'épaisseur de cette couche comme constante et égale à A, dans toute l'étendue où son attraction peut être sensible. Je représenterai par c le rayon de cette étendue, et par ^ la densité de la couche.
Cela posé, soit K un point quelconque de la couche attirante ; désignons par zeX j ses distances à la surface du terrein et au rayon CM'; et décrivons deux surfaces cylindriques qui aient MM' pour axe commun, et dont les rayons soient j'- et^-+-^- Le volume compris entre ces deux surfaces aura Trjrydjf pour base et dz pour hauteur; et si on le décompose en anneaux horizontaux d'une épaisseur infiniment petite, le volume de l'anneau qui répondra au point K sera nicydydzy et sa masse iir^ydydz. L'attraction de cet anneau sur un point matériel situé en M' se réduira à une force dirigée suivant MM', qui sera égale à la somme des composantes verticales des attractions de tous ses points; et comme ^ pour le
point quelconque fi., on a
KM' = v!r'
]a force accélératrice provenant de l'attraction de l'anneau entier, aura pour valeur
f étant toujours le coefficient de l'attraction universelle. Par conséquent, pour avoir l'attraction de la couche que nous conside'rons , il faudra intégrer cette formule depuis z ^ o jusqu'à s = A , el depuis J = o jusqu'à _^ = c ; ce qui donne
en désignant cette force par II. Mais , en géaéral , l'épaisseur verticale de la couche attirante est petite, eu égard à son rajon horizontal ; si donc on néglige h' par rapport à c*, on aura simplement
DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 4g5
par g' et y^ au point M', on aura donc
g=.k^y, g'=.jJ^ + k'^y'.
Je développe le premier terme de ^ snivant les paissances de A ^ puis je retranche ^ de g ^ et je néglige le carré de h et la petite différence >' — > ; il vient
A cause de la petitesse du facteur -, on peut faire
kz=z g' dans le premier terme de cette formule; dans la petite quantité k!^ on peut aussi supposer
en désignant par p la densité moyenne de la terre, et prenant -^^ pour son volume ; il en résultera alors
et, par conséquent ,
Cest donc par le facteur compris entre les paren-
thèses, et non par le facteur i H , comme on a
coutume de le faire , qu'on devra multiplier la pesanteur g^ qui a lieu sur un continent, à une hauteur h au-dessus du niveau des mers , pour la réduire à ce
niveau. Ou |>eut, en géoéral, évaluer p' à la moitié
de p, et preDtire, eu conséquence, i + 7- pour ce
fadeur. A Paris, l'élévatioB h du poiat de l'Observaloire où se trouve le baromètre, est de 63 mètres; d'où il résulte que la gravité et la longueur du peudule à secoodes y sont moindres qu'au niveau des mers, dans le rapport de l'unité à i,ooooi25.
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BE L9EQIJILIBBE D'UN CORPS SOLIDE
!256. n n'y a pas de corps solide, dans la nature, qui ne soit plus ou moins compressible, et qui ne change de forme lorsqu'il est soumis à des forces qui se font équilibre. Mais quand le corps solide que nous allons considérer aura pris la forme convenable, on pourra regarder les points d'application des forces qui le sollicitent comme un système de forme invariable ; et c'est à cet état que répondront les coordonnées de ces difTérens points, qu^on supposera connues, et qui entreront dans les équations d'équilibre.
Soient M , M', M'', etc. , ce système de points matériels. Pour chaque point on aura sept quantités à considérer, savoir, ses trois coordonnées, la force qui le sollicite, et les trois angles qui en détermi- I. 3a
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neiit la dircclion. Je dcsignerai par P la force qui est ;ippliquéc au point M, et dont la direction sera la droite MD (fig. (io); par a:,jr, z, les trois coordon- TKJcs OG , GH , IIM , du point M , rapportées aux axes ruclanf^ulaiics Ox, Oj , Oz; et par a.,€,y , les angles aigus ou obtus que fait la droite MD, avec des parallèles à ces axes, menées par le point M. Re)ativenîiint aux autres points M', M", etc., je représenterai les quaiitîlés analogues par les mêmes lettres avec des acccus,
Cela posé, avant de cbercherles conditions d'équilibre des forces données P, P', P", etc., nous allons liansfornicr ce système de forces en trois autres, dont l'un sera composé de forces parallèles à l'axe Oz, un autre de forces parallèles à l'axe Oj et dirigées dans Io plan des x et ^, et te troisî^e de forces dirigées suivant l'axe Ox.
tS;. Décomposons chacune des forces P, P', P", etc. , .>^ans changer son point d'application , eu Irois forces p:irallèles aux axes des oc , y, z; P cos a.
pose la force g qui agit suivant MC , avec la force Pcos«t, dirigée suivant MA parallèle à Ox; soient ME la direction de leur résultante , et K le point ou son prolongement vient rencontrer le plan des x et jr. Je transporte son point d'application en ce point K , puis je la décompose en deux forces parallèles aux axes des x et z ; ce qui reproduit les forces P cos a et g ; mais la force P cos cl est maintenant dirigée suivant la projection sur le plan des x et jr, de sa première direction ; et la force g est appliquée ^ per*pendiculairement à ce plan, au point K de cette projection, dont les coordonnées sont faciles à déterminer.
En effet , H étant la projection du point M sur le plan des x etj^, ses coordonnées seront x elj', et l'on aura jr et x — KH pour celles du point K, puisque ces deux points appartiennent à une même parallèle à l'axe des x. Or, en considérant le rectangle KNMH^ dont la diagonale KM est la direction de la résultante des forces g et P cos a , qui agissent suivant les côtés KN et KH , on a la proportion
KH : HM :: P cos a : g;
d'où l'on tire
à cause de HM = z. Les coordonnées du point d application K de la force g, dans le plan des xeljr', sont donc
z9 cos ae
y et X •
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En opérant de la même manière sur les forces P coS C et — g", la première sera transporlée dans le plan des x et j- suivant la projection de sa première direclion, et les coordonnées du nouveau point d'application de la force — g, dans ce même plan
On transportera par le même moyen toutes les forces P'cosa.', P"cos a,", etc., P'cosë', P"cosC, etc., dans le plan des x et ^■; chacune de ces force* agira suivant la projection sur ce plan , de sa direction primitive, qui pouvait être au-dessus ou au-dessous de ce même plan ; et Ton aura de plus autant de coaples de forces g cl — g', g' et — g", etc., qu'il y a de points M', M", etc. Les coordonnées des points d'application de ces dernières forces, dans le plan des x et }', se déduiront de celles qui répondent aux forces g et — gî *i'i accentuant les lettres x, j-, », g , P,
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au point Q , où le prolongement de sa direction HK vient rencontrer l'axe Ox; puis je la décompose suivant les directions rectangulaires Qjc et Q^, ce qui reproduit en ce point Q les forces P cos a et //. D'ailleurs, on aura
GQ : GH :: P cos a : h;
et , à cause de OG = a: et GH =7", on en conclura
pour l'abscisse du point Q.
La force Pcos a, dont la direction était HF , sera donc remplacée par une force P cos cl, qui agira suivant l'axe Oœ, et deux forces A et — A, perpendiculaires à cet axe, et appliquées à des points Q et G dont les positions sont connues. U en sera de même à l'égard des autres forces P'cosa', P'^cosa", etc., parallèles à l'axe des œ, et comprises dans le plan des X et jTf qui seront aussi remplacées par des forces P' cos a, V" cos a", etc. , dirigées suivant la droite Ox , et par des couples de forces h' et — h\ h!' et — h", etc., parallèles à l'axe 0^.
259. Nous voyons donc que par ces deux opérations successives, les forces données seront transformées, comme on l'avait dit, en trois groupes de forces^ dirigées suivant l'axe des a:, perpendiculaires à cet axe et comprises dans le plan des or et ^, et perpendiculaires à ce plan.
Dans cette transformation, la force quelconque P se trouvera remplacée par six autres forces, qui seront :
i*. Les trois forces T cosy, g, — g, parallèles a
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l'axe des z, et dont les points d'applïcatioD sav le plan dt^s X et y ont poui* coordouoées rapportées aux axes Ox et Oj , savoir : celai de la première, x
et r; celui de ia deuxième, x — — et r: celui
de la troisienit; , x et j -f- .
3°. Les deux lorces Pcos^ — h et h, parallèles à l'axe des_^, comprises dans le plan des x tlj^ et qu'oit peut supposer appliquées à Taxe des x; la première à la distance x du point 0 , et la seconde à la distance
_ rj^o^ •* ;, •
3*. La force P cos a. , dirigée suivunt l'axe de» X^ et dont ou pourra transporter le point d'application en 0.
2G0. II est facile actuellement de former les équations d équilibre des forces données P, P', V", etc., ou des trois groupes de forces qu'on vient de leur substituer.
On doit d'abord remarquer que cet équilibre ne peut exister, à moins qu'il n'ait lieu séparément
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les forces perpendiculaires au plan des ^ et^ de fitire tourner le corps solide autour de Taxe fixe ; par conséquent^ l'équilibre est impossible tant que ces dernières forces ne se détruisent pas séparément. Cela étant, on verra de même que l'équilibre ne peut exister entre les forces comprises dans le plan des x e\ y ^ sans que les forces parallèles à Taxe des 7* ne se détruisent entre elles; car s'il avait lieu, et que cette condition ne fût pas remplie , on fixerait un point de Taxe des x^ qui détruirait toutes les forces dirigées suivant cette droite : rien n'empêcherait plus les forces perpendiculaires à cette droite, de faire tourner le système autour de ce point ; en sorte que l'équilibre se trouverait détruit par l'addition d'un point fixe, «ce qui serait absurde.
Cela posé, si le corps solide que nous considérons est entièrement libre, il faudra d'abord (n* 67), pour l'équilibre des forces parallèles P cos ^, P'cos y' ^ V' cos y\ etc., g et — g, g' et — g', g^' -rt — g'^ etc. , que leur somme soit nulle ; ce qui donne
Pcos}^ + F cos y 4- F' cos 3." -f- etc. = o.
U faudra, en outre, que les sommes de leurs momens par rapport au plan des x et z et à celui des ^ et z, qui sont parallèles à ces forces, soient aussi nulles. Or, par rapport au premier plan , on a
T^Pcosy + yP'cosy H- yF'cos>" + etc. ,
pour la somme des momens des forces P cos y , P' cos y\ V cos y", etc. j celle des momens des forces
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Sf g'» s"» ^C-t es»
gy + gy + g'y + etc. ;
et la somme des momens des forces — g , — g*, — g", etc., a pour valeur
d'après les coordonnées des points d'application de ces diverses forces. Oa a donc , en ajoutant ces trois sommes et réduisant,
P(_;-cos ^— z cos Ê) +Ï^C^cosî^' — z'cos G')+ etc.=: oj
et l'on trouvera de même, en formant la somme des momens des mêmes forces, par rapport au plan des _;- et Jï , et l'égalant a zéro ,
P(xcos5' — 2;cosa)+P'(x'cosy — z'eosa')-f-ctc.=o.
Quant aux forces P cos & — A , P' cos Ç — A' , F'cosfi" — A", etc., et A, A', A", etc., parallèles à Taxe des j, et tontes comprises dans le plan des x et j', il n'y aura que deux équations d'équilibre (n" 57): il sntfira que leur somme soit égale à zéro, ce qui donne
Pco8e+P'co3C-i-P"cose"+etc.s=o,
et que la somme de leurs momens , par rapport au plan des^ et z, soit aussi égale à zéro. Or, par rapport à ce plan , la somme des momens des premières forces est
j:(Pcosff — A)H-x'(P'cosC'— A')-f-etc. = o;.
STATIQUE, SECONDE PARTIE. 5o5
celle des momens des forces h , h', h", etc. , est ^ en même temps,
^(^_5r£?^*)+A'(:c'-?>^^) + etc.;
d'après leurs distances à Taxe des ^ ; par conséquent, en égalant la somme totale à zéro, on aura
P(j: cos ^— :/• cos ol) -|-P'(x'cos C — j^cos a') -j- etc.= o.
Enfin y pour l'équilibre des forces dirigées sui« vaut l'axe des x^ il suffira que leur somme soit nulle; d'où il résulte
P cos a + P' cos a' + P'' cos a" + etc. = o.
Telles sont les six équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre d'un corps solide entièrement libre et sollicité par des forces quelconques , qu'il s'agissait d'obtenir.
En faisant y pour abréger
Pcosct + Fcosa'4.F'cosci" + etc. = X, Pcose + Fcosg'4-P"cos^"+etc.=Y, Pcos5. + P'cosy + P''cosy' + etc. = Z,
P(a:cos ff — ^cosa)-f-F(a:'cos^'— ^'cosa')+etc.=L , P( z cos a — a:cosj^)+F(j^cos«' — ^a:'cosj.')+etc.=M, P( j" cos 7 — z cos€)-|-F(^cosy — ^2'cos €')+ etc.=N ,
ces équations d'équilibre deviendront
On peut remarquer que ces quantités L, M, N, ain&i
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que Z, Y, X, se déduisent tes noes des auliies par la
règle du n' 33.
Ces six équations renferment des conditions d vquilibre communes à tous les systèmes de points matériels, entièrement libres; car, quelle que soit laoature d'un pareil système, ou la liaison mutuelle des points qui le composent, il est évident qu'on ne troublera pas leur équilibre en rendant leurs distances îuvarîables , sans changer leurs coordonnées, ni les forces qui les sollicitent. Par conséquent, les équations d'équilibre d'un système de forme invariable, qui ont lieu entre ces quantités , doivent encart: subsister pour tout autre système ; mais alors elles ne sont plus suffisantes; et il y faut joindre d'autres conditions spéciales pour chaque système en particulier, qui serviront, comme on le verra par la suite, à déterminer les positions relatives de ses différens points dans l'état d'équilibre.
262, Quand les forces données sont toutes parallèles entre elles, les angles qu'elles font avec chacun
P + F + F' -f^ etc. = o,
et les trois autres deviendront
(Px + P V+ Vx''+ etc.) cosC = (Pj+ Vf + Fy+etcOcos <i , (Pz + Vz + Vz" H-etc.)co8«= (ParH- Fj^+Fx^-f etcOcosy, (Pr + Py + P'y + e^c.) cofiy = (Pz4. Fi' +PV + etc.)co8 C.
Mais les équations d'équilibre des forces parallèles étant seulement au nombre de trois , il faut que ces trois dernières équations se réduisent à deux ; et ^ en effet, si on les ajoute après les avoir multipliées par cosp^, cos^, cosa, on trouve une équation identique; en sorte que Tune d'elles est une suite des deux autres.
Quand toutes les forces données sont comprises dans un même plan , on peut prendre ce plan pour celui des x eljr; alors les angles 7, y\ y^\ etc., sont droits, et les coordonnées z, z', :i\ etc., égales à zéro ; ce qui fait évanouir la troisième et les deux dernières équations (1). Dans ce cas particulier, comme dans le cas des forces parallèles , il y a donc seulement trois équations d'équilibre, qui sont
!263. Lorsque les forces données ne se font pas équilibre, on peut demander la condition qu'elles doivent remplir pour avoir une résultante unique , et quelle est cette résultante.
Pour répondre à cette question^ je désigne par R cette force; par a, 6, c, les angles que sa direction fait avec des parallèles aux axes OjT; G^, Oz, mlenées
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par un de ses points , qu'on prendra pour son point d'applicalion , et dont les coordonnées, rapportées à CCS mêmes axes, seront représentées par x, , ^, , i,. Cette force, prise en sens contraire de sa direction, fera équilibre aux forces données. Les équations (i) auront donc lïeu en joignant à P, P', P", etc. , une force égale et contraire à R; par conséquent, on
X = R cos a
et, en oulrc,
Y=RcosA, Z = Rcosc, (2)
R (x, cos b — j,coàa),
M =:: R {Z, cos tl X, COS c) ,
N = R {jt cos c — z, cos b) , ■dire, en vertu des trois premières équations,
Xr. — Yx, 4- L = o, 1
Zx, — Xz, + M= o, [ (5) Yr. _ Z/. + N = o. )
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cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces données aient une résultante unique: quand elle aura lieu, cette force sera déterminée, en gi*andeur et en direction , par les équations (2).
Si les trois sommes X, Y, Z, des composantes parallèles aux axes des oc j jj z, sont nulles, Féquation (4) sera satisfaite; mais alors la résultante sera une force infiniment petite, située à une distance infinie des points d'application des forces données, ou , plus exactement, ces forces se réduiront à deux, égales, parallèles, agissant en sens contraire, et non réductibles à une seule (n*' 44)«
Lorsque les trois sommes L, M, N, sont nulles^ l'équation (4) sera aussi satisfaite; et l'on voit, par les équations (3) , que la résultante passera par l'origine des coordonnées,
264» Quand la condition exprimée par l'équation (4) ne sera pas remplie , on y pourra satisfaire en joignant aux forces données une force convenable. Je supposerai , pour plus de simplicité, qu'elle passe par l'origine 0 des coordonnées; je la représenterai par Q, et par A, fi , v, les angles qu'elle fait avec les axes Ojc , 0/, O2. Les quantités L, M , N, ne changeront pas par l'addition de cette force , et les sommes X, Y, Z, augmenteront des termes Q cos A , Q cos jx, Q cos y. L'équation (4) deviendra donc
Q(LcosF +McosAt+NcosX)+LZ+MY+NZ = o;
en sorte qu on y satisfera d'une infînité de manières différentes , au moyen de la force Q et des angles X ^ l^fV y relatifs à sa direction.
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I^ résultante R des forces Q, P, P', F', elc, et sa position, se détermineront au moyen des eannlious(33et (5), dans lesquelles on mettra X-f-QcosA, Y + Qcos^, Z + QcoRi-, au lieu de S, Y, l. Le» forces données P, P', P", etc., pourront donc être remplacées par cette résultante R et une force égale et directement contraire à la force Q; d'oii l'on conclut que quand des forces données ne sont point en équilibre , ni réductibles à une force unique , on peut toujours les réduire, d'une ioGoité de manières difiërentes, à deux forces seulement, qui ne seront pas comprises dans un même plan, sans quoi elles se réduiraient à une seule, contre l'Ii^'pothèse. C'est d'ailleurs ce qu'on voit immédiatement par la transforinatioa du u" aSy; car les forces données P, P', P", etc., pourront être remplacées par la resultante des forces parallèles à l'axe des z, et par celle des forces comprises daos le plan des a: et ^' ; et l'on pourra ensuite transformer, sans diûicullé, ces deux résultantes eu deux autres forces, d'une infinité de manières difTérenles. En cherchant la condition DOur
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je désigne par X', Y', Z', L', M', N', ce qu'elles deviennent relativement à A' ; j'appelle x^^jr^^ z, , les coordonnées du point K rapportées aux mêmes axes que celles qui entrent dans ces diverses quantité; par le point K, je mène une droite HKH' perpendiculaire au plan tangent commun aux deux corps ; je représente par a^b^ c , les angles que fait la partie KH de cette droite , comprise dans A , avec des parallèles aux axes des x ^ j^z^ menées par ce même point K : toutes ces quantités sont données , et il s'agira de for^ mer les équations d'équilibre auxquelles elles doivent satisfaire.
Or^ le corps A exercera sur A', dans la direction KH'i une pression inconnue que je représenterai par R; il en éprouvera , en même temps, une résistance égale et contraire à cette force normale. Si donc on joint aux forces données qui agissent sur A une force R dirigée suivant KH > on pourra ensuite faire abstraction de A'; et, de même, si Ion joint aux forces appliquées à A^ une force R dirigée suivant KH', on pourra aussi considérer A' isolément. Il résulte de là et des équations (i) qu'on aura pour l'équilibre de ces deux corps les douze équations suivantes :
X +Rcosas=o, Y-|-RcosA=o, Z-j-Rcosc=o, X' — Rcosii=:o, Y' — Rcos6=o, Z' — Rco6c=o, L +R(ar, cosi — ^, cosa) =o, M +I^(^iC08a — a:, cosc) =o, N +R(^iCOsc — z, cos6) =0, L' — R(ac:,cosô — ^, cosa) s=o, M' — R(js, cosa — jr.cos c) =o, N' — R ( j,cos c — z, cos 6) =o.
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qui se réduiront à onze par l'élimination de R. Après — ^ .: »: ,. j'„- :i:i . ^.- _■_: '
CCS onze équations d'équilibre auront été vérifiées, l'une des précédentes fera connaître la TaleuT de R, qui devra être une quantité positive pour que les deux corps s'appuient réellement l'un contre l'an Ire.
Ces douze équations donnent îmniédiatemeut
ce qui résulte aussi des conditions d'équilibre communes à tons les systèmes entièrement libres, comme celui des deux corps A et A' (n° 261).
On trouvera pareillement les équations d'équilibre d'un nombre quelconque de corps solides, dont plusieurs s'appuient l'un contre l'autre; et il est aise de voir que le nombre de ces éqaations sera égal à six fois celui des corps , moins le nombre de lenrs contacts.
I-es éq!iations d'équilibre d'un corps solide
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toujours qu'on ait remplacé les forces données P^ P'y P"y etc., par les trois groupes de forces du n'^^Sg»
i"*. Si le corps solide qui doit rester en équilibre renferme un point fixe, on prendra ce point pour l'origine 0 des coordonnées. Les forces dirigées suivant Taxe Ojc seront détruites par ce point; ce qui fera disparaître l'équation X = o. Pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe Ojr et comprises dans le plan des a: et jr, il ne sera plus nécessaire qu'on ait Y = o , et il sufEra que leur résultante coïncide avec l'axe Oj^, ou que la somme L de leurs momens, par rapport au plan des j^ et 2, soit égale à zéro. Enfin , pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe des z, relation Z =s o ne sera plus néces:$aire ; il suffira que leur résultante coïncide avec Taxe Oz ; ce qui exigera que les sommes de leurs momens , par rapport aux plans des^ et z , et des 30 et z, qui sont les quantités — M et N, soient égales à zéro.
Ainsi y dans ce premier cas, les trois équations d'équilibre qui resteront nécessaires seront
Elles signifient , efiectivement , que les forces don* nées ont une résultante unique , et que cette résultante vient passer par le point fixe 0. Cette force exprimera, en grandeur et en direction , la pres^ sion exercée sur ce point, et sera déterminée par les équations (a).
2**. Supposons que le corps solide soit retenu par un axe fixe, autour duquel il est assujetti à tour^ ner, sans pouvoir , glisser dasa le sens, de . sa ioa** I. 33
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euciir. Prenons cet axe pour celui des z; les forces parallèles à celte droite Oz ne pourront produire aucun mouvement , et les trois équations Z = o ^ M = n, N = o , relatives à leur équilibre, ne seront plus nécessaires. Les équations X=o et Y=o ue le seront pas non plus pour l'équilibre des forces comprises dans le plan des X et j' ; ea sorte que, dans ce cas, il n'y aura plus qu'une seule équatïoa d'équilibre, qui sera L = o, c'est-à-dire,
P(.rco>S-jcosa)-|-P'Cr'cosC"— ycos«') + etC.= 0. (5)
Mais si le corps avait la liberté de glisser le long de l'axe lixc, il faudrait en outre, pour enipécber ce mouvement, que la somme Z des forees parallèles à Or fut égale à zéro ; et il y aurait alors les deux équations d'équilibre
La. pression que l'axe Cxe éprouvera perpendiculairement à sa direction sera la résultante des forces
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siste en ce que l'équilibre ait lieu successivement autour de trois axes fixes et rectangulaires , menés arbitrairement par ce point. Par conséquent, si ré-* quilibre existe autour de trois axes rectangulaires qui se coupent en un même point, il aura aussi lieu autour de toute autre droite passant par ce point.
3«. Je suppose que trois ou un plus grand nombi*e de points non en ligne droite, appartenant au corps solide , soient assujettis à demeurer sur un plan fixe dont la position est donnée ; et je prends ce plan pour celui des x et j. liCs forces parallèles à l'axe des z ne pouvant produire aucun mouvement, les équa-tions relatives à leur équilibre n'auront pas lieu; mais les trois équations
qui répondent aux forces comprises dans le plan des X et j*, seront nécessaires pour empêcher le corps de glisser ou de tourner parallèlement à ce plan fixe.
La force Z exprimera la pression totale que le plan fixe éprouvera. Si le corps est seulement posé sur ce plan, de sorte qu'il s'agisse, par exemple, d'un polyèdre dont une face soit en contact avec le plan des X et y^ il faudra que le signe de Z soit tel , que cette force appuie le corps contre ce plan. Il faudra , en outre, que cette résultante des forces parallèles à l'axe des z vienne percer le plan des x ^\ y dans l'étendue de la base du corps , sans quoi elle le détacherait de ce plan, en le faisant tourner autour de l'un dçs côtés de cette base. Qr, si Ton appelle x^ et
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y, les cooriloiiuces du point où cette résuLtaute rencontre le pian des a: et y , ses momens par rapport aux plans des j: et s et des _/ et z seront Tij^ et Zx, ; ils devront t;tre égaux aux sommes des momens des composantes par rapport aux mêmes plans; et, d'après les valeurs de ces deux sommes qu'on a trouvées précédemment (n° aLîo), on aura
Zx, = — M, %j, = N.
Il faudra donc vériBer, dans chaque cas particulier, que les valeurs de x, et y, , tirées de ces équations , appartiennent à un point de la base du corps; condition d'équilibre qui ne peut être exprimée par des équations, non plus que celle qui est relative au signe de Z.
4°- Si les points du corps assujettis à rester sur le plan fixe des x et j' sont seulement au nombre de deux, ou bÏL'n s'ils sont tous situés sur une même droite, on prendra cette ligne pour l'axe des_^; la résultante Z devra alors rencontrer le plan des a: etj
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le plao fixe au point 0 , et devra avoir un aigoe convenable.
Ce résultat coïncide avec celui du numéro précédent; car si l'on suppose le corps A' fixe et terminé par un plan, que l'on prenne ce plan pour celui des x et j, et le point K (fig. 62) pour origine des coordonnées^ on devra faire , dans les équarlions de ce numéro, jcr, s=s o, j^« s=: o, z, s= o, a = 00% b = go''; ce qui réduira aux cinq équations précédentes, un parefl nombre des six équations relatives à l'équilibre du corps A. La aixièn^t de ces équations deviendra, en même temps,
en supposant qu'on ait c = o , ou que la partie KH de la normale soit l'axe des z positives; par conséquent, la pression exercée sur A', qui est égale et contraire à la résistance R , sera la force Z eu grandeur et en direction.
On peut remarquer, d'après cette énumération des différens cas d'équilibre, que les nombres d'équations relatives à un corps solide gêné par des obs* tacles fixes peuvent être tous ceux qui sont inférieurs au nombre six , correspondant à un corps entièrement libre.
1167. L'équation (5) relative à l'équilibre autour de Taxe des z supposé fixe , ne contient ni les composantes parallèles à cet axe, des forces dou« nées P^ P', F', etc., ni les coordonnées parallèles au même axe, de leurs points d application M^ M', M", etc. ; en sorte que l'équilibre ne serait pas
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troublé, si l'on remplaçait ces forces et leurs pointa d'application par leurs projections sur le plan des X ct^; ce qu'on démontrerail d'ailleurs facilement fi priori.
Soient donc Q, Q', Q", etc., les forces P, F, P", etc. , projetées sur le plan des x et jr , c'est-iilirc, décomposées parallèlement à ce plan et transportées aux projections des points M, M', M", etc. , sur ce même plan. Dési(^ons par q, y", ç", etc., les perpendiculaires abaissées de l'origine des coordonuéfs, supposée fixe, sur les directions des force* Q, Q', Q'', etc.; et, pour fixer les idées, supposons que Q, Q', Q", tendent à faire tourner, dans le même sens , aufour de celte origine, et que Q'", Q", etc. , tendent à faire tourner dans le sens oppose. Pour réqtiillhre de toutes ces forces, il faudra, d'après le n" 47, que l'on ait
Q'/ + Qy+Q"7"-QV— Q"î"— e"=-=o, (6)
en considérant a. a', o". a'", etc.. comme des nu»n>
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l'angle jO/^ soit aigu ou oBtus ea même temps que xOxg ; appelons a:, et jr^ les coordonnées OF et FH du point H ^ rapportées à ces nouveaux axes; nous aurons I comme on sait,
jr, =2jr COS /X + j: COS a , jr^ =^ COS A — JCCOSi/l.
Or, la perpendiculaire OK ou q, abaissée du point 0 sur HA, devant être une quantité positive, on aura
jf = zfc /, = rfc (^cosX — ûccos/i),
selon que Tordonnée jr, sera positive ou négative, ou, ce qui est la même chose, d'après le sens qu'on a supposé à l'axe Ojr^ , selon que la force Q tendra à faire tourner, dans un sens ou dans le sens opposé, autour du point 0. On a d'ailleurs
Q = P sinj., et, de plus (n^ 8)
COS a = sin^^cosA^ cos^ = sin^cos^t^;
il en résultera donc
Qy = db P(^çosa — xcos^).
Les forces Q' et Q" tendant, par hypothèse, à faire tourner dans le même sens que Q, on aura de même
QV = ± F(jr' COS a' — jç'cosê'), QY= ± P'Xy'cosa" — x"cosC'^);
et les autres forces Q'", Q'% etc., tendant à faire tourner en sens opposé^ on aura, au contraire.
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Q'"^'" = =p ¥'" ( y" cos a'" — jc'"coaC"),
Ctf.
Oa prendra donc, en même temps, les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs; et en les substituant dans l'équation (G), elle dcvieH' dra l'équation (5); ce qu'il !f'agis»iait de Terifiep,
2(.>8. Le corps en équilibre étant toujours soumis à la pesanlcur, il faudra comprendre parmi les forces données P, F', P", etc., son poids appli<}ué suivant la verticale a son centre de gravité. Supposons, par exemple, quil s'agisse d'un corps pesant posé sur îin plan incliné et soutenn par une seule fore*. La figure 64 représente une section du corps passant par le centre de gravité G, et perpendiculaire au plan incliné; la longueur de ce plan est AB, sa base BC, et sa hauteur AC. On place l'origine O des coordonnées sur la verticale GH passant par le centre de gravité, et l'on nr(?nd les axes Qz et Ox □cmcndiculairc et
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^' =: o ; ce qui moatre d'abord que la force P' devra âtre comprise dans le plan des x et z ; el ^ en effet , cela est évidemment nécessaire pour que celte force et le poids du corps aient une résultante unique , perpendiculaire au plan incliné. Je supposerai que 0 soit le point où la direction de V rencontre la verticale GH, et je représenterai par OD cette direction. L'angle «'ou DOa: devra être obtus pour satisfaire k la première des trois équations précédentes ; j'appellerai J* l'angle aigu DOx' que fait la force P' avec le prolongement de Oor , de sorte qu'on ait
cosa' = — coscT.
L'angle a ou HOlr est le complément de l'inclinaison ÂB€ du plan ; en désignant la hauteur AC par h , et la longueur ÂB par l,on aura donc
h cos 6t = n;
d'où il r^ultera finalement
y = FcosJ^;
«quation d'équilibre qui fera connattre l'une des deux quantités F et J^, quand l'autre sera donnée.
Lorsque, par exemple, la force F sera parallèle au plan incliné , on aura ^ sr o , et , conséquem* ment,
ou, ce qui est la même chose ,
F = Psini,
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en appelant / l'inclinaison du plan. Si l'on appelle Q la pression que le plan éprouvera, et qui sera, dans ce cas , la composante du poids P suivant la perpendiculaire Oz , on aura, en même temps, Q = P cos i.
269. On fait ici abstraction du frottement qui s'ajoute à la force P' parallèle au plan incliné, pour empêcher le corps de plisser le long de ce plan. Si cette force P' est nulle, le frottement seul peut retenir le corps tant que l'inclinaison / u'a pas atteint une certaine Hmile. En désignant par A cette limite, c'est-àdire, l'angle / qui a lieu lorsque l'équilibre va commencer à se rompre, et supposant qu'à cet instant le frotteniL'Mt est une fracliony"de la pression , il faudra que la force^Q fasse exactement équilibre à la compo^aiile Psin .\ du poids du corps, parallèle au plan incliné. Par conséquent, on aura, àla fois^
Q^FcosA, /Q = PsioA; «a
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faces : on a aussi remarqué qu'il n'atteint le maximum de sa valeur qu'après que le contact du corps et du plan a eu lieu pendant un certain temps^ diflférent pour les corps de nature diverse; et ce n'est qu'à partir de ce maœimum que le frottement est proportionnel à la pression.
En admettant cette loi expérimentale, il en ré-* suite que si plusieurs corps de même nature , et dont les surfaces ont le même poli , sont placés sur un plan horizontal , et qu'après un certain temps on incline ce plan graduellement, tous ces corps commenceront à glisser sous un même angle X, quels que soient leurs poids et rétendue de leurs surfaces en contact avec le plan.
270. Lorsqu'un corps est posé sur un plan horizontal y la pression exercée par son poids P se distribue entre les points d'appui de ce plan ; mais quand leur nombre surpasse trois, cette distribution semble d'abord indéterminée; ce qui présenterait une difficulté que nous allons examiner.
Pour fixer les idées, supposons que ce plan horizontal soit la surface d'une table dont les pieds sont verticaux. Dans ce plan, menons deux axes rectangulaires Ox et Ojr (fig. 65). Soient C la projection du centre de gravité du corps sur ce plan, et A, A% A", etc., les points de ce même plan qui répondent aux pieds de la table. Désignons par x^ et^,, x et^, x' et y y x" eijr'^, etc. , les coordonnées de ces points C, A , A', A", etc. , rapportées aux axes Ox et 0;^. Pour que la table ne soit pas renversée , il faudra que le point C soit situé dans l'intérieur du polygone
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AA'A"A"'etc. Cette conditîoo étant remplie, le poidd P appliqué au point C se decoiiiposei-a eu forces parallèles, dirigées dans le sens de la pesanteur, et passant par les points d'appui A, A', A", etc. , lesquelles forces seront les charges que les pieds de la table auront à supporter. Soient Q, Q', Q'', fie. , ce» charges iiicoiiuues; d'après la tiiéorie des forces parallèles, nous aurons «^
1" = Q + Q' + Q"+ etc., 5
Px, = QjT + QV + QV + etc., P.r. = Qj + Oy + Q"/' + etc.
Or, s'il n'existe que trois points d'appui A, A', A", ces trois équations suffiront pour déterminer les charges Q, Q', Q'; mais s'il y en a trois ou uo plus grand nombre, le problème sera indéterminé, et l'on pourra prendre à volonté les valeurs de toutes les inconnues, moins trois, pourvu qu'il n'en résulte, pour ces trois inconnues, que des valeurs positives. Cette indétermiuatioB aurait lieu, en effet, s! la
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mination est un problème très difficile, dont la solution générale n'a pas encore été donnée , et qui appartient à la Physique mathématique. Nous nous bornerons ici à remarquer que tout est nécessairement déterminé dans la nature, et que quand quelque chose nous semble indéterminé, c'est que nous avons fait abstraction de quelque donnée du problème , c'est-à-dire , de quelque propriété de la matière , comme le degré de flexibilité de la table, dans la question présente.
TRAITS DE MÉCiBlQUE.
CHAPITRE U
THÉoaiE DES MOHËKS.
371 . Les momens que uous allons considérer dans ce chapitre sont ceux dont il a été question dans le n" 43. Ainsi, le moment d'une force P est le produit P^ de celte force et de la perpendiculaire p abaissée du centre des momens sur sa direction. Si donc ce centre est C ( fig. 66) , et que la force P soît représentée par la droite MA prise sur sa direction , son moment aura pour expression le double du triangle CAM qui a pour base cette force et son sommet au point C. D'après cela, le théorème du u" 46» relatif au moment de la résultante de deux forces , n'est plus qu'uue proposîtioa de Géométrie &cîle à démontrer.
f?_ _«■_» „^: t lUA „t iun 1»» j — . ^ •
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et à cause de
MB = AD, CF = CE — EF
il en résultera
CAD = CMB — ^MB.EF;
mais le produit MB.EF est la surface du parallélogramme MADB f ou le double du triangle MÂD ; on aura donc
CAD = CMB--MAD,
et , par conséquent ,
CMD = CMA + CMB ;
ce qu'il s'agissait de démontrer.
La figure suppose que la droite EF soit la diffé-* rence des perpendiculaires CE et CF; elle pourrait être leur somme y et Ton modifierait sans difficulté la démonstration précédente pour l'appliquer à cet autre cas. On prouvera aussi , de la même manière ^ que le triangle CMD est la différence des triangles CMA et CMB , quand le point C est placé dans l'angle AMB ou dans son opposé au sommet.
273. Par le centre des momens (fîg. 67) , menons un plan quelconque; projetons sur ce plan la droite AB qui représente la force P en grandeur et en direction; soit Q la force représentée de même par la projection A'B' de AB ; le moment de la force P sera le doublé du triangle CAB, et celui de la force Q le double du triangle CA^B'; par conséquent^ le centre des momens restant le même , le moment de la projection d'une force sur un plan passant par ce point ^^
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est la projeclïon, sur ce ménie plan, du moment de
cette force,
Si l'ou appelle H le moment de la force P, et K celui de sa projection Q; que l'on élève sur les plansde ces deux momens des perpendiculaires CD et CE, et qu'on appelle J" l'angle DCE , cet angle sera aussi l'inclinaison de H sur K, et l'on aura ( n° lo J
K = li ces (T.
Pour une même force P, l'angle J^ et le moment H changeront avec la positiondupointCsurladroiteCE; mais cette droite restant la même, le produit H cos (T ne variera pas; car K ou le triangle CA'B' ne fera que se déplacer parallèlement à lui-même, sans cbanger de grandeur.
373. Au lieu d'une seule force, considérons on système de forces quelconques P, I", P", etc. Soient H , H', H", etc. , leurs raomcos par rapport au point C (fig. 68). Désignons par «T, S', S", etc. , les angles que les perpendiculaires CD, CD', CD", etc., aux plans de ces momens^ font avec un même axe CE ; par Q» Q'» Q"» etc. , les projections de P, P*, F', etc., sur le plan mené par le point C et perpendiculaire à cet axe; et par K, K', K", etc., les [Kt>iectioa$ de H^ H', H", etc. , sur ce même plan. Nous aurons
K=Hcos*f, K'zsH'coscT', K" = H"cos/", etc.
Si l'on voulait seulement .conoattre les aïres des projections d'après ceUes des surfaces projetées, il Cadrait conùdérer les incliaaisoDâ c^, j'', iT", etc. , ^mme des angles aigus; mais dans les usages qaç
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nous ferons des projections des raomens, nous regarderons ces angles comme aigus ou obtns^ ou , autrement dit, nous prendrons pour les droites CD^ CD', QD'^y etc. , les parties des perpendiculaires aux plans des momens H, H'^ H", etc., qui font des angles aigus ou obtus avec Taxe CE , selon que les projections Q, Q', Q", etc. , des forces P, P', P*, etc. , tendront à faire tourner autour du point C^ dans un sens convenu, ou dans le sens opposé. Ainsi, dans la figure, les angles DCE, DTE, D"CE, étant aigus, et les angles D'^'CE , D'^CE, etc. , étant obtus, cela suppose que les forces Q, Q', Q*, tendent à faire tourner dans un même sens, et les forces Q'", Q*% etc. , dans le sens opposé. Les droites CD" et CD'" étant le prolongement Tune de l'autre, cela signifie que les forces P'' et P'" sont comprises dans un même plan passant par le point C, mais qu'elles tendent, ainsi que leurs projections Q'' et Q"', à faire tourner en des sens op* posés.
En appelant S la somme des valeurs positives du négatives de K, K', K'^, etc. , nous aurons
S = Hcos J'+H' coscT' + H' cos cr' + etc.;
abstraction faite du signe , S sera la somme des mo^ mens des forces Q , Q', Q", etc. , qui tendent à faire tourner dans un sens , moins la somme des momens de celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé ; d'après le théorème du n* 47 f 1^ quantité ± S exprimera donc le moment de leur résultante qui tendra à faire tourner dans le sens des forces qui répondent aux angles aigus cT, J^\ J"", ou aux angles I. 34
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obtus cT'", S""", etc., seloa que la valeur précédenta de S sera posilive ou négative.
Si l'on change à la fols toutes les droites CD, CD', CD", elc. , dans leurs prolongemens, les angles J, cT', cT', etc. , se cliangeront dans leurs supplémens , et S deviendra — S. Il eu sera de même lorsqu'on remplacera l'axe CE par son prolongement CE'.
La somme S, comme cbacune de ses parties, sera indiJpendanle de la position du point C sur l'axe CI-^; elle ne dépendra que du système des forces P, P', P", elc., de la position de cet axe et de sa direction perpeiuliculiiire au plau de projection. Dorcnavant nous appelleions cette quantité S le moment des forces P, 1'', P', etc. , par rapport à l'axe CE.
374- D'après celle déliai tion, les trois quanlitûs I., M, N, du II" 261 , seront les momens des forces P, P', P", elc. , par rapport aux axes des coordonnées positives de leurs points d'application.
Puur le faire voir, soit Q la projection de la force P sur le plan dcsx etj', et g la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur sa direction . (i««
STATIQUE, SECONDE PARTIE 53i
contraire Tune de lautre, et la force Q, dans le sens de Q cos/jl; on aura donc
Q^ = orQcosft — jrQcùsX.
En examinant les difTérentes positions que peut avoir le point A^ et les diverses directions qu'on peut supposer à la force Q, il est aisé de voir que cette équation subsistera quels que soient les signes de a: ^ j-, cos A , cos ft , pourvu que la force Q , transportée au point E ou F, où sa direction rencontre Taxe des x ou des j^, tende à faire tourner Taxe Ox des x positives , dans l'angle des xetjr positives, et, conséquemment , l'axe Oj' des jr positives, en dehors de cet angle, comme cela est indiqué par les flèches s et /• Si le contraire avait lieu, c'est-à-dire, si la force Q, ainsi transportée , tendait à faire tourner l'axe des j^ positives, dans l'angle des x et jr positives, et, par conséquent, l'axe des x positives, en dehors de cet angle, on aurait
Q^ = j^QcosA — arQcos;x,
quels que soient aussi les signes de x^jr^ cos A , cos f€. Il suit de là que si S est le moment des forces P, P', P^, etc. , par rapport à l'axe des z positives, et que Ton regarde les angles cT, cT', cT", etc. , du numéro précédent, comme aigus ou obtus, selon que les projections Q I Q'* Q"> ®*c. , de ces forces tendent à faire tourner Taxe des x positives , dans l'angle des coordonnées x et j* positives , ou en dehors de cet angle, on aura
S = Q (a: cos;x — jr cos A) + Q' (x' cos /jl' — y cos A') + Q" (x'' cos fi" —y cos A") + etc. ;
TRAITÉ fiîF , jii'; x",y', V', ^"; elc, étant ce que de-
viennent cc,j, A,«, relalivemeot aux forces Q', Q", etc.
Soient , de plus, a. G, y j a.', C, y'; a". G", y"; etc., les angles que font les directions des forces P, P', P*, etc. , avec ties parallèles aux axes des x , y, z ; on aura
Q=Psiiiy, Q'=P'smy', Q' = P'siny', cU-,
cosa :=suiycosA, cosa'^siny'cosA', c<M*''^sinY'co»X*, ete., cosC=sJnvcos^, co9S'=:siuy'co^', COsâ''=siDy'cos/»'', etc.;
et d'après ces valeurs, celle de S coïncidera avec la quantité L du n° 261. Ainsi L esticmomentdes force» P, P', P*, elc. , par rapport à l'axe des z positives ; et selon qu'il ist posîlifou négatif, ce .ijsième do forces tend à faire tourner le plan des oci?\z positives autour de cet axe , dans l'angle trièdrc des coordonnées positives , ou en deiiors de cet angle.
Maintenant , si l'on .substitue respect îveni en t les axes des s, x, y, positives, à ceux des x, j^ z, posî-.
système de forces tendra à £iire tourner le flan des jr et a: positives autour de cet axe , dans l'angle des coordonnées positives, ou en dehors de cet angle trièdre.
Les trois quantités L, M, N, sont donc, comme on Ta dit , les momens d un même système de force par rapport aux trois axes des coordonnées positives de leurs points d'application ; et les signes de leurs valeurs, telles qu'elles sont écrites dans le n° 261 , répondent à un sens de rotation connu , autour de chaque axe supposé fixe.
2^5. La première valeur de Qq du numéro précédent, est la même chose que
Q^ = ocP cos C — fjr cos a.
En appelant H le moment de P par rapport à l'origine des coordonnées , et cT l'angle compris entre une partie de la perpendiculaire au plan de ce moment et l'axe des z positives, on aura donc ( n* 272 )
H cos eT = P ( a: cos C — jr cos a);
ce qui suppose que cette partie de la perpendiculaire au plan de H, soit celle qui fait un angle aigu ou obtus avec l'axe des z positives, selon que la quantité comprise entre les parenthèses est positive ou négative. Soient eT, et J^^ les angles que fait la même partie de cette perpendiculaire avec les axes des j* et des a: positives ; on aura de même
HcoséT, = P(zcosa -— xcosy), H cos J^. = P (^ cos y — z cos S ).
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Si doue OD fait , pour abréger ,
(icosC — _;'cosa)'+(scosa — xao&yy+^xcoty — zco>C)'=^*,
et qu'on regarde p comme une quautîté positive, il en résultera
H = Yp, a cause de
COS" J' + ces' J; + COS' <J^, =: I ;
par couséqucut , ou aura
COS cT = - (jT ces G — jr COS a ) ,
COS iT, = - (s COS a — X COS y) ,
COS J^, =1 -(j'cosy — s COS ff ) ,
pour déterminer sans ambiguïté les trois angles <f, eP, , (T.. L'angle cT sera aigu ou obtus , comme on l'a supposé , selon le sigue de x cos S — y cas a, elles
de plus les équations d'une droite menée par l'origine des coordonnées et parallèle à cette force, seront
(^ cos a =:ucos€, wcosa = ucosy;
et comme cette parallèle est aussi comprise dans te plan que l'on considère , il en résultera cette seconde équation de condition :
A cos a + B cos C + C cos ^ =s o. De ces deux équations, on tire
p ^___ A ( x cos C — jr oos a ) ""^ jr cos y — zcosb[ *
-j A (2 cos « — or cos 7).
jr cos y — X COS b '
et en substituant ces valeurs dans l'équation du plan^ elle devient
u(jrcoS y — Z COS C) -^-S^iz COS A — X COS >)+W^ar cos C— ;7t:OS«)=aEO.
Or, d'après les formules connues ( n* 17 ), les cosinus des angles cT, eT. , cT. » que fait la normale à ce plan avec les axes des u^ v^Wj qui sont aussi ceux des Xj yy z , auront pour valeurs les formules qu'il s'agissait de vérifier.
En vertu de l'équation H = P/),. la quantité p est la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la direction de la force P. C'est aussi ce qui se vérifiera sans difiiculté, en prenant le pied de cette perpendiculaire pour le point d'application de P; car, si Ton appelle r le rayon vecteur de ce point, qui sera alors cette perpendicubire , et A , /ea , r> les angles que
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lait sa dircctio[i avec les axes des jt,^, z, on aura a' = rcosA, ^ = rcos/i, z = rcosy;
it en siibslituant ces valeurs dans celle de p*, et ayant éf^aid aux cqualions (a"* 6 et 9 )
(OS* :( + cos' Ç + cos* 5^ ;=: I ,
cos" ^ + cos'ft + cos' f ^ I ,
cos a 1.0s A + cos S cos ft -+- cos > cos i- ^ o.
p' :^ r" ou f = ^■■
27G, Les niomeiis d'un même système de forces pai- rappori à diflërens axes, jouissent de propriétés iL'marqiiahlcs qui sont une conséquence inimcdiate di; celUs dus projections des surfaces planes sur diflërens plans, que nous allons maintenant exposer.
Soient Ox, 0/, Oz , trois axes rectangulaires qui se coupent un un point O ( fig. 70 }. I^lcnons par ce point trois autres axes Ox', Oy', Oz' , aussi reclangu-
cos' a + cos' S -}- cos* 7. = i , ) cos* et' + cos' €' + cos' y =z i , > (i) cos' a" + cos' €" + cos' y = i ; )
et à cause que a/Oy, afOzf, yOz% sont des angles droits, on aura aussi
cos OL cos a' -f- cos € cos C -f- cos ^r cos y = o , I cos a cos a"+ cos € cos S^+ cos y cos 7" = o , ? (a) cos a' cos a"+ cos ff ' cos C + cos 7' cos 5." = o . )
Les neuf angles a, a', a", etc. , détermineront réciproquement les directions des premiers axes Ojc, Oj, Oz , par rapport aux seconds Ox', Oy, 0;^. De cette manière on aura d'abord
cos' A + cos' a' + cos' a" = I , ) cos' S + cos' C + cos' C = i, > (3) cos' y 4- cos' 5/' + cos' y' = 1 , î
et , en outre ,
cos a cos € + cos a' cos €' + cos a" cos ff" = o , j cos a cos y + cos et' cos y' + cos a" cos y"z=o,\ (4) cos Ê" cos y + cos S' cos y -f- cos ff " cos y'' = 0;)
équations qui seront équivalentes aux six précédentes, et pourront leur être substituées.
Soit a l'aire d'une surface plane terminée par un contour quelconque , et située dans un plan passant par le point 0 ; par ce point , élevons sur ce plan une perpendiculaire OD, et faisons
xOD = q, 7OD = q', zOD = q'.
Ces tiX)is angles aigus ou obtus , détermineront la di-
rection de OD et celle du plan de a ; s'ils se chaogeDf tous les trois dans leurs supplëmeas , la droite OD se changera dans son prolongement, et le plan de a reslera le même.
Appelons aussi p, p', p", les projections de a sur les plans ^O: , arOz , xOy, nous aurons ( n* i o ) p = a cos y, p' = a cos q', p' = n cos 'y'.
Soit, enfin, b la projection de a sur un quatriùmc plan, qui sera, si l'on vent , le plan^'Os', et c l'angle x'OD ; on aura aussi
h :=: a cos c, et , d'après la formule (2) du n* 9 ,
«:os c = cos q cos a + cos q' cos Ç -\- cos 5* cos y ; (5) d'où l'on conclut
b^= pco&a-^p' eosê + /j''cos y; (6)
équation qui fera connaître la projection d'une aire a sur un plan quelconque , lorsque l'on connaîtra ses
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trois plans ocOj', ûcOz, jOz^ et ajoutons ensemble les projections faites sur un même plan ^ en ayant égard à leurs signes , ainsi qu'il vient d*être dît. Soient A , A', A", les trois sommes qu'on obtiendra de cette manière ; soit aussi B la somme des projections de a^ a\ et y etc. , sur le plan ^Oz' ; en formant pour chacune de ces aires ^ une équation semblable à l'équation (6), et ajoutant ensuite toutes ces équations , on aura
B = Acosa + A'cos^ + A^cos^.
Représentons encore par B' la somme des projections de ay a! y d'^ etc. , sur le plan x'Oz\ Il est évi* dent que la valeur de B' se déduira de celle de B , par la substitution de l'axe Oy perpendiculaire à ce plan , à l'axe Ox' perpendiculaire au plan yO:^, c'està dire^ en mettant dans la formule précédente et', C, y, au lieu de a, S, y, ce qui donne
B'^ss A cos a' -I- B cos ^' + C cos y.
Si l'on représente de même par B'' la somme des projections de a, a' , d'y etc. , sur le plan x'Oy, sa valeur se déduira de celle de B , en y substituant a!', C, y', au lieu de (t,Ç , y; d'où il résultera
B"= A cos a" + B cos g^'^- C cos y".
De ces valeurs de B^ B', B% et en ayant égard aux équations (3) et (4) , on tire réciproquement
A = Bcosa + B'cosa' + B"cosa^ ) A'=zBcos€ + W cosC + V' cosC, > (7) A^=Bcos>+B'cos>'+B^cos/. )
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Ces diÛ'ereates équatioDS nous moolreol que les pi'ojt-ctions des sarfaces planes sor di0ëreus plans, suivent les mêmes lois que celles des ligues droites sur des droites difiereutes.
278. Eu faisatit la somme des carrés des valeurs de B, B', B", il vient, d'après les ëqualions{5) el (4),
ce qui fait voir que l;t somme des carrés de ces trois quantités B, B', B*, ne varie pas avec la direcliou des trois plans rectangulaires de projection auxquels elles se rapportent. Dans le cas particulier où tontes les aires n, a, a', etc. , Kont dans un même plan , cette somme n'est autre chose que le carré de l'aire totale « -f- rt' + (/ -i- etc. ; et si l'on prend ce plan pour celui des axes Ojr et Os, par exemple, on aura évidt:mraent
A = rt + a' + «'-+- etc. , A':=o, A" = o. Clierclions actuellement ce que la même soim
grande somme des projections sor un même plan ^ des aires planes que l'on considère dans l'espace.
2jg. Le plan yOz' qui répond à cette plus grande projection ^ jouit de propriétés importantes en mécanique , que nous ferons connaître dans la suite de ce traité. Sa position est facile a déterminer , d après les équations B^ = o et B'' = o ^ qui le caractérisent.
En effets les équations (7) se réduisent alors à
A = B cos a , A' = B cos C , A^ = B cos y ;
d'où Ton tire
A cos a =
cos
cos y =
Lors donc que l'on connaîtra les sommes A, A', A', des projections sur trois plans rectangulaires jOûc ^ jrOz, xOjTf choisis arbitrairement , on pourra immédiatement déterminer la direction du plan yOz' de la plus grande projection , au moyen des trois angles tt^ S f y, qui se rapportent à la droite Oo^ perpendiculaire à ce plan. Quant a sa position absolue dans l'espace f il est évident qu elle est indéterminée ; car les projections de chacune des aires a, c^, dy etc. , et^ par conséquent^ la somme de ces projections, sont les mêmes sur tous les pians parallèles.
La somme des projections des aires a^ a
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fi', etc. , est égale sur tous les plans également inclines sur celui de !a plus grande projeclion.
Pour le démontrer, prenons le plan pcrpendicul.iire à la droite OD; désignons par C la somme àea projections de a, a', a', etc. , sur ce plan ; soient toujours q, </, tj', les angles que cette droite OD fait avec les axes Oj", 0/, Os, el c l'anjjle x'OD qui mesure l'inclinaison de ce plan sur celui de la plus grande projeclion. On aura , d'après oe qu'où vient de trouver ( ii" 277 ),
: Acosi/ -j- A'cosç' -|- A'cosy',
En substituant Bcos a, Bcas€, Bcosj-, à la pla^* de A, A', A', on aura donc
C = li (cos a cos q ■+■ cas ë ces q' -J- cos y cos a') ,
ou bien , en vertu de la formule {5}, C = B cos c , et, en mettant pour B sa valeur,
C = V'Â' H- A" -i- A" cos c;
droites qui représentent , en grandeur et en direction , les forces P, P', P', etc. , que l'on a considérées précédemment. Leurs momens L, M , N, par rapport aux axes 0^ , 0/, Ox , des coordonnées positives de leurs points d'application ( n® 274 ) seront alors les sommes des projections de a^ dy a' y etc., sur les plans xOfy xOZf jOz\ et voici les conséquences qui résultent des propositions qu'on vient de démontrer :
I*. En appelant E le moment des forces P, P', P', etc. , par rapport à un axe passant par le point O, qui fait avec les axes Oo:, Ofy Oz, des angles 6 , e', 6% aigus ou obtus ^ on aura
E = N 00s € H- M cos ê' + L cos 6^
i"*. Parmi toutes les directions autour du point 0, de l'axe du moment E, il en est une pour laquelle ce moment est le plus grand possible et égal à
V^L* -[- M* + N*. Par rapport à tout autre axe, passant toujours par le point 0 et perpendiculaire à celui du plus grand moment, le moment E est zéro,
et il est égal à * V^L* + M* + N* cos cT, relativement à un axe qui fait l'angle cT avec celui du plus grand moment.
3*. Enfin, si l'on appelle a, ^, 5^, les angles que fait l'axe du plus grand moment passant par le point 0, avec les axes O^r, O^-, Oz, des momens N, M, L , et que l'on désigne par G la grandeur de ce plus grand moment , on aura
cos a = g;, C06b = ^, C0S7^=g,
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et , en même temps ,
G = \/L" + M- 4-T^' d'où il résulte cfu'en prenant sur les axes Ojt, O^", Oî, à partir du point 0 , des droites proporlionnelles aux moniens N, M, L, et actievant le parallélépipède dont ces droites seront les trois cotés adjacens, U longueur de sa diagonale représentera la grandeur du plus grand moment, et cette droite sera l'axe de ce moment principal.
Ces théorèmes remarquables sont dus à Euler. lU établissent une parfaite analogie entre la conipusitioo des momens et ccUe des forces; analogie qui tient à ce que les forces étant représentées par des lignes droites , les momcns sont exprimés par des surfaces plantas, qui se projettent sur des plans diflereiis, de U même manière que les lignes sur des droites tlifTéreutes ( n" 277 )■
282. Le point 0 et le système des forces P, F, P', etc., étant donnés , j'appellerai moment j/rinçiBai
égaux à zéro ; car , à cause de
les équations R = o et G = o ^ entraîneront les six équations d'équilibre du n* :26i •
On en peut conclure que pour qu'un système de forces fasse équilibre à un autre, il est nécessaire et il suffit : i"". que les résultantes R qui ont lieu dans ces deux systèmes soient égales et contraires ; 2*. que, pour un même point 0 , leurs momens principaux soient égaux et répondent à des axes dirigés en sens contraire, ou dont l'un soit le prolongement de l'autre. La résultante R et sa direction , le moment principal et la direction de son axe, resteront les mêmes, dans toutes les transformations qu'on peut faire subir à un même système de forces, et, généralement, pour deux systèmes de forces équivalens.
Soient a, b , c, les angles que la force R fait avec les axes Ox, Ojr, Oz, on aura
cos a = ^ , cos ^ = g- , cos c = g-.
Soient aussi ro l'angle compris entre sa direction et l'axe du moment principal; a, ^, >, étant les angles que fait cet axe avec Ojc, Oj', Oz, nous aurons
cos cj = cos a cos a + cos b cos € + cos c cos y,
ou , ce qui est la même chose ,
XN -h YM 4- ZL cos 0 = g^ .
Il s'ensuit donc que la condition d'une résultante I. 35
aique qui est exprimée ( n" 363 ) par l'équatioa XN + ÏM 4- ZL = o ,
en ce que l'axe du moment priacipal G et la n 1 de la résultante R doivent se coupera angle it. est ce qu'on vérifie , en eflét, en observant 3 si les forces P, ¥', P", etc., dans leur véritable isitioD, ont une résultante unique, cette force doit e égale et parallèle » R et que son moment par rapport au point 0, do i être le moment priaci-
pal G ; en sorte que i moment priacipal est
lors perpendiculaire à ; résultante transportée
a >inl 0 parallèlement à Ile-même; mais ce raisonnement ne suffirait pas ptour prouver que réciproquement, quand l'équation précédente a lieu, les forces données ont une résultante unique.
383. Je transporte le point 0 en un autre point quelconque que j'appelle 0, ;je désigne par a?,, jr,^ z,, les coordonnées de 0,, rapportées aux axes Ox, Oj; Oz, et par L, , M,, N,, ce que deviennent L, M, N , relatiremeot à ce point 0, : les valeurs de ces dernières quantités se déduiront des premières ( n" 261 ) , en y mettant a: — x,, J" — J', t 2 — z, , à la place de x , ^, z j et il en résultera
M, = M -(- Zx. — Xz„ [■ (a)
N. = N + Yz, — Zj,. )
Ces formules montrent que quand P, P', P^, etc. , se réduisent à des forces égales, parallèles et dirigées en sens contraire , mais aoa directement opposées ,
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auquel cas on a X = o ^ Y = o ^ Z = o ^ les quantités L, 9 M, y N, ^ sont indépendantes des coordonnées du point 0, ; en sorte que la grandeur du moment principal et la direction de son axe ne varient pas avec la position de ce point. En effets quelque part que soit placé le point 0, , il est évident que l'axe du moment principal des deux forces parallèles qu'on peut substituer aux forces données P, P', P^, etc. , est la perpendiculaire à leur plan; et nous savons d'ailleurs (n^ 4^) que la somme des momens de ces deux forces qui sera le moment principal des forces données, est une quantité constante.
Dans tout autre cas , le moment principal change avec la position du point 0, ; et l'on peut demander quel doit être ce point, ou ces points, s'il y en a plusieurs , pour lesquels ce moment est un minimum. En le désignant généralement par G. , c'est-à-dire , en faisant
G.* = W + M,* -h N.% nous aurons
Si Ton égale à zéro ses trois différences partielles par rapport à or, , j*,, z, , afin de déterminer sa valeur minima , et si l'on observe que
on obtient trois équations qu'il est facile d'écrire sous
cette forme :
R'x,=X(X^. + Xr. + Z2.) + YL — ZM,
R'j, = Y {Xr, +X;-. +Zs. )H-ZN — XL,
= Z ( Xx. + Y^, +Z3, ) +XM— YN.
on ajoute ces trois équations après les avoir ,1 ées par X , Y, Z, on trouve une équation itique; il s'ensuit donc que l'une d'elles est une lite des deux autres; et comme les coordonnées uTu "i> "^s'y ™° u'au premier degré, elles
appartiennent à une Iroile qui est ie lieu des
centres des moroeas , ipport auxquels le mo-
ment principal est au un. Il n'est pas nécessaire
d'examiner lequel a I du maximum ou du minimum; car il est évider la valeur de G, croit in-
définiment avec les va i x,, j^,, z,, et n'est pas
susceptible de mojcinuà
284' En éliminant la quantité Xx, + Y^, -(- Zz, , entre les équations précédentes, prises successivement deux à deux , on trouve
xr, _ Y:r, + L = nHi|)L+i^ i
Zx.-X..H-M = lffi+.^L±J^| (A)
ïz, _ zr, + N = Ml+^+H);^
équations qui appartiendront aux projections sur les trois plans des coordonnées du lieu des centres des momens principaux minima.
On en déduit
f, NX + MY + LZ , ,
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pour la valeur du moment principal nUmmnm^ qui est ainsi la même pour tous les centres 0,.
Si Ton appelle a,. Ci 9 >,, les angles que l'axe du moment G, (ait avec des parallèles aux axes Ox^ O7 , Oz, menées par le point 0,, on aura
cosa, = g-, cosb, = ^, cos)., = g^,
quel que soit le centre des momens ; et , d'après les équations (rt), (6), (c), il en résultera , en particulier, pour un point O, appartenant à la droite déterminée par les équations (6),
cosa, = ^, cosff, = g:, cos>, =g-;
ce qui montre que les axes de tous les momens principaux minima , dont la valeur commune est donnée par la formule {c), sont paraUèles enti^ eux et à la direction de la force R.
Quand les forces données ont une résultante unique 9 il est évident que la plus petite valeur de G, doit avoir lieu lorsque le point 0, est pris sur sa direction ; ce qui rend cette valeur égale à zéro. Réciproquement y si la valeur de G, est nulle par rapport à un point 0, ^ on en conclura que les forces données P, P', P, etc. , ont une résultante unique, passant par ce point; car si elles se réduisaient à deux forces non comprises dans un même plan y on pourrait faire passer l'une d'elles par le point 0,y et réduire leur moment principal à celui de l'autre force , lequel ne serait pas zéro^ contre l'hypothèse. On conclut de là que la condition néces^
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sairt' et siillis;inte pour que les forces données aient une résultante unique, consiste en ce que leur moment principal puisse être égal à zéro. Ce moment (jtant alors un mini/num , la conrlitioa doQt il s'agît ^LTa exprimée par l'équation
LZ -f- MY + NX = G,
d'après la formule (c) ; et le point O, auquel il se rapport(^ , appartenant 3 cette résultante, les équations de la droite suivant laquelle elle est dirigée , seront
\j, — Yo;, + L = D, Z.r, — Xz, + M:= o, \z, — Zjv, + N = o,
cil vertu des équations (b). Ces résultats coïncident ;ivec ceux du n° a65 qu'on a trouvés par d'autres considérations.
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EXEIIPLES DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS FLEXIBLE
§ I". Équilibre du poljrgone funiculaire.
285. On appelle, en général , machine fimiculaire^ tout assemblage de cordes liées entre elles par des nœuds fixes , ou simplement passées dans des anneaux qui peuvent couler le long de ces cordes. Le nombre des cordons qui viennent aboutir à un même nœud peut être quelconque ; mais pour simplifier la question , nous supposerons que chaque nœud n'assemble jamais que trois cordons; et , en premier lieu, nous exclurons les anneaux mobiles.
Prenons donc une corde parfaitement flexible et dune longueur quelconque , dont A et B (fig. 71 ) soient les deux extrémités. Soient M , M', M", etc. , différens points de cette corde ; attachons à ces points des cordons MC , M'C, M'C, etc. , suivant lesquels agiront des forces données P, P', P^, etc. ; appliquons aussi au point M une force donnée H , agissant dans la direction du cordon MA , et au dernier des points M, M', M", etc. , une autre force donnée K, dirigée vers le point B. Dans Fétat d'équilibre, cette corde flexible formera un polygone dont les sommets seront
les points A , M , M', M',... B, etque nous appellerons spécialement un polygone funiculaire. Il s'agît de trouver les conditions que les forces données H, P, P', P', . . ■ K , doivent remplir pour que cet équilibre soit possible , et de tlélermîner la figure du polygone qui convient à cet état.
Pour trouver ces conditions , je pars de ce principe évident que si l'équilibre existe, chacun des cordons MM', M'M', etc., doit être tiré, à ses deux extrémités, par des forces égales, dirigées suivant ses prolongemeus; car si ces deux forces n'avaient pas la même direction que le cordon , rien ne les empêcherait de le faire tourner; et si «lies n'étaient pas égales et contraires, elles feraient avancer le cordon suivant sa direction.
U s'ensuit d'abord que la résultante des denx forces. U et P, appliquées au point M , doit coïncider avec le prolongement MD du cordon M'M. On peut donc transporter le point d'application de cette force au point M' situé sur sa direction ( n° 41 ); en la composant ensuite avec la force P*, appliquée à ce point, il faudra que cette seconde résultante , qui sera celle des trois forces H , P, F', coïncide avec le prolongement M'D' du cordon M'M' ; et, par conséquent, il sera permis de la transporter an point M'. Je prmds encore la résultante de cette force et de F' qui agit ence même point M'; j'ai, de cette manière, la force qw tire le cordon M'IVI"* à son extrémité M", et qui doit être dirigée suivant son prolongement M^". Cette force est, comme on voit, la résultante des forces H, P, P', P"; ua raisonnement semblable prou-
verait qae la force qui tire le même cordon à son extrémité M''', et qui doit coïncider avec son autre prolongement M'^'D'", est la résultante des forces P''', P'%. . ., K; ces deux résultantes sont donc égales et directement opposées; et, conséquemment , la résultante de toutes les forces données H, P, P', P*. . . . K, doit être égale à zéro. On parviendrait évidemment au même résultat, en considérant les forces qui agissent aux deux extrémités de tout autre côté du polygone. A insi y les forces appliquées au polygone funiculaire doivent être telles qu'en les transportant en un même point parallèlement à elles-mêmes , elles s'y fassent équilibre ; ce qui donne y comme on sait y trois équations entre les grandeurs de ces forces et les angles que font leurs directions avec trois axes rectangulaires menés par ce point. Ces équations sont (n** 35)
Hcosa+Kcose+Pcosflt+P'cosa'+etc.= o, ) Hcosi+Kcosy-f-Pcos^+P'cosÇ'+etc.=o, ? (a) H cosc+Kcosg"+Pcos7+P'cosy+etc,=o; )
Uy Cy Af a% etc. , désignant les angles relatifs à l'un des axes; byfy €y €', etc., les angles relatifs à un autre axe; et c, g, ^, y, etc., ceux qui répondent au troisième.
286. Lorsque les forces H, P, VyTf'p. .• K , et les directions des cordons par lesquels elles agissent y ne satisferont pas à ces équations, il sera impossible qu'elles se fassent équilibre par le moyen du polygone funiculaire, quelque figure qu'on lui donne; mais toutes les fois que ces équations seront salis--
:s, on pourra donner au polygone une figure l'équilibre ail lieu. Les grandeurs et les dilons des forces H, P, P'. P",. . . R, éfanl doncette Hgure est déterminée, et sa construction de la suite de compositions de forces que nous Ms indiquer.
i ;t , connaissant tes directions des cordons et C, par lesquels agissent les forces H et P, léterminera la g et la directîou de leur
dtante. Sur le prok int de celte direction , à
rtir du point M, je ; ia longueur donnée du
é MM'; cela fait, j': le au point M' la résul-
ite de H et P suivan ne M'M, et la force P"
ivanl la direction don i cordon M'C. Je prends
résultante de ces deux ces, et sur le prolongeant de sa direction , à pa r du point M', je porte longueur donnée du colé M'M". Mainlenant , je fais au point M" une construction semblable à celle que je viens d'indiquer ponr le point M; j'applique en M" la dernière résultante sur le côté M"M', et la force P" suivant la direction donnée du cordon M"C"; je compose ensuite ces deux forces en une seule, et, sur le prolongement de celle-ci, je porte la longueur donnée du cÀté M"M'.
Je continue ainsi jusqu'à ce que je sois parvenu an dernier des nœuds M, M', M", etc., qui sera, je suppose, le point M'*, de sorte que M'*B soit le deniier c6té du polygone. Sa direction est connue, puisqu'elle représente celle de la force extrême K, qui est donnée par hypothèse. Il faudra donc que la direction prolongée de la résultante des deux forces appli-
quëes au point. M'% suivant le côte M^TVI'^et suivant le cordon M'^C'% coïncide avec la direction donnée du côté M'^B. C'est, effectivement, ce qui arrivera toujours; car, d après notre construction, la force dirigée suivant M'^M'" n'est autre chose que la résultante des cinq forces H, P, F, P", P'", transportées au point M'^ parallèlement à leurs directions; en la composant avec la force P'% dirigée suivant M'^C'% on aura la résultante de toutes les forces données , moins la force K; or, en vertu des équations (a), qu'on suppose satisfaites, cette résultante est égale et directement opposée à la force K (n" 55).
Si Ton mène par le point A, les trois axes auxquels se rapportent les angles a, e, m, a', etc., h, f, Ç, & y etc. , ^, g, >, >', etc., les coordonnées de chacun des sommets du polygone , rapportées à ces axes , seront les projections sur ces mêmes axes de la partie du polygone comprise depuis le point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calculer, en fonctions de ces angles , des longueurs des côtés du polygone et des forces données ; les formules générales que Ton obtiendrait de cette manière serviraient, dans chaque cas, à construire directement tous les sommets du polygone, ou seulement un ou plusieurs de ces points ; mais il est plus simple de déterminer successivement , et les uns au moyen des autres , les différens côtés du polygone, ainsi qu'on vient de l'indiquer.
287. Quand les forces données remplissent les conditions exprimées par les équations (a), et qu'on a fait prendre au polygone la figure propre à Téqui*
libre, l'intensité commaae des deux forces égales et contraires qui tirent chacun des côlés suivant son prolongement, est la tension que ce cordon éprouve; il est donc important , dans la pratique , de calculer cette tension , et de s'assurer, par l'expérience, qu'elle ne dépasse pas celle qu'un cordon du même diamètre et de la même matière peut supporter sans se rompre,
Or, d'après ce qu'on vient de voir^ cette tension variera d'un côté à l'autre du polygone; la tension du côté MINI' sera égale à la résultante des forces H et P, ou à celle des forces P', P", P'",. . . K; la tension du cùlé M'M" sera égale il la résultante des forces H, P, P', ou à celle des forces P", P'",. . . K; et ainsi de suite. 11 sera donc aisé, dans chaque cas particulier, de déterminer les tensions qu'éprouvent tons les côtés du polygoue en équilibre, lorsque les gran~ deurs et les directions des forces 11, P, P', P",. . . K, seront toutes données.
Si les points extrêmes A et B du polygone sont fixes, les forces H et K représenteront à la fois les tensions des cordons qui aboutissent à ces points et les pressions que ces points éprouvent. Dans ce cas» les valeurs de H et K, et des angles a, é, c, e,/*, g, qui déterminent les directions des deux côtés extrêmes du polygone, ne seront plus données ; mais on aura huit équations pour déterminer ces buit inconnues, savoir, les équations {a), les équations (n* 6) cos'a+cos'i-f-cosV=i, cos'e-J-cos'/-|-cos'g=:i, et trois équations résultant de ce que la position des deux points fixes Â et B est donnée. On formera
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celles-ci en calculant les valeurs des trois coordonnées de l'un de ces points , rapportées à des axes passant par l'autre point, c'est-à-dire, les projections du polygone entier sur ces trois axes, et les égalant aux valeurs données de ces mêmes coordonnées.
La détermination de ces huit inconnues sera généralement très compliquée; mais après que le poly* gone funiculaire aura pris de lui-même la figure propre à l'équilibre des forces appliquées à ses som* mets, on obtiendra sans difficulté les tensions de ses différens côtés ; ce qui suffira pour la pratique. Ainsi y en décomposant la force P appliquée au point M en deux autres forces dirigées suivant les prolongemens des côtés AM et MM', les composantes, données immédiatement par la règle du parallélogramme des forces, seront les tensions de ces deux côtés. Celle qui agira suivant le prolongement de AM devra être égale à la force agissant suivant ce premier côté, lorsque le point A sera libre; et quand il sera fixe, elle exprimera la pression exercée sur ce point. Pareillement , les composantes de la force P' suivant les prolongemens de MM' et M'M", exprimeront la tension de MM', déjà connue par la décomposition de P, et celle du côté adjacent M'M"; et ainsi de suite.
288. Les cordons qui forment les difierens côtés d'un polygone funiculaire sont toujours un peu extensibles; chacun d'eux s'allonge d'une petite quan«titéy en raison de la tension qu'il éprouve dans l'état d'équilibre ; et lorsque cette tension est connue , on peut calculer l'allongement correspondant.
En effet, l'expérience f»*oave que tant que la
teasîoa d'un fil homogène et d'une épaisseur constante n'approche pas de la force nécessaire pour le rompre, son allongement est proportionnel à sa longueur et à la tension qu'il éprouve j il varie d'ailleurs, d'un Gl à un autre, avec l'épaisseur et la matière du fil. Cela étant, je suppose que l'on attache à an point fixe un fil de la même épaisseur et de ta même matière que le cordon AM , et que l'on suspende à son extrémité inférieure un poids donné fT, très grand par rapport à celui du lil. Soient l et t(i -f-isr) ses longueurs avant et après la suspension du poids Tï; cette quantité 'Sr sera une fraction très petite, indépendante de / et proportionnelle à II , en négligeant le poids du fil ; en sorte que si, dans une autre expérience, les trois quantités /, o-, n, sont f, '»■', n', on aura
quels que soient / et /'. Or, il est évident qu'un fil at' taché à un point fixe et tiré à son autre extrémité par une force dirigée suivant son prolongement , est dans le même état que s'il était lire par cette même force suivant ses deux prolongemens. Si donc on appelle T la tension du cordon AM, et si l'on suppose qu'il se soit allongé dans le rapport de i-f-Tà l'unité, on aura
pour déterminer cet allongement; et il en sera de même pour tous les autres côtés du polygone.
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289. Soit qœ les points CJLlfémcs A et B da polygone soient fixes, ou qu'ils soient libres, si l'nn ou plusieurs des nœuds M, M', M'', etc., sont remplaces par des anneaux, cette circonstance donnera lieu à de nouvelles conditions d'équilibre. Supposons, par exemple, que M'' soit un anneau mobile qui puisse glisser le long du cordon M'M^'M''' ; il est clair que dans ce mouvement la somme des distances M'M'' et M^'M"', du point M" aux points M' et M''', restera constante. Or, si Téquilibre existe, cet état ne sera pas troublé en rendant fixes ces deux derniers points; mais alors le point M'' sera dans le même cas que s'il était astreint à demeurer sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, dont M' et M'^^ sont les deux foj^ers, et dont le grand axe est égal a la longueur donnée du cordon MIM^M'"; donc ce point ne peut rester en équilibre (n* 36), à moins que la force P'' qui lui est appliquée ne soit perpendiculaire à cette surface; d'où il suit, d après une propriété connue de l'ellipse, que la direction de cette force doit couper en deux parties égales l'angle des deux rayons vecteurs M"M' et M"]W'.
Lors donc qu'en exécutant la construction du n"* 286, on sera parvenu à un anneau mobile tel que M'', et que l'on aura pris la résultante des deux forces dirigées suivant M"M' et M"C", dont le prolongement sera le côté M'M"'; si l'on trouve que les angles C"M"M' et C'M'W ne sont pas égaux entre eux , il en faudra conclure que l'équilibre n'existe pas. En général, il faudra que la direction du cordon M!'C', attaché a un anneau mobile, ne
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doDDée d'avance, afin qu'on puisse, en la iinant d'une manière convenable, remplir la m de légalité des deux angles M'W'C" et
ervons que dans l'état d'équilibre, les tensions i côtés adjacens à un anneau mobile seront es entre elles; cela résulte de ce que ces deux font des angles égaux avec la direction de la rce appliquée à ce) -innpaij, ei que leurs tensions lut les composante; tie force suivant leurs
■oprcs directions; n: ; égalité de tension peut
ssi être considéi-ée > évidente en elle-même,
lisque les deux cùtét g desquels l'anneau peut
lisser ne forment qu'un cordon , qui doit nécessairement éprouver la même tension dans toute son ■tendue.
390. Ce que nous disons à l'égard d'un anneau obligé de glisser le long d'un fil considéré comme inextensible et parfoitement flexible, peut s'étendre à tous les points d'un système de points matérïeb en équilibre. Quelle que sott la liaison de ces points entre eux , on ne troublera pas cet équilibre en fixant Ions les points du système , excepté un seul. Or, si la liaison de ce point avec les autres est telle qu'il puisse encore décrire une surface ou seulement une ligne courbe autour de ces points fixes, il est évident que le point mobile sera dans le même cas que si la surface ou la ligue courbe existait réellement; par conséquent, la direction de la force qui lui est appliquée doit être normale à cette surface ou à celte ligne.
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Concluons donc que dans tout système de points matériels en équilibre , la force appliquée à chacun de ces points est perpendiculaire à la surface ou à la ligne sur laquelle ce point serait obligé de rester^ si tous les autres points auxquels il est lié étaient regardés, pour un moment , comme des points fixes.
Quand cette condition , relative à la direction des forces et à la liaison des parties du système, n*est pas remplie, on peut ôtre certain que Féquilibre n'existe pas ; mais elle ne suffit pas à elle seule pour assurer l'équilibre du système.
291. Si toutes les forces qui agissent sur un poly* gone funiculaire suspendu aux deux points fixes A et B, sont des poids donnés, il résulte de la construction du n* 286, que ce polygone tout entier sera contenu dans le plan vertical passant par ces deux points ; et cela est d'ailleurs évident en soi-même , puisqu'il n'y aurait aucune raison j)Our qu'il s'écartât de ce plan plutôt d*un côté que de l'autre. En prenant alors la perpendiculaire à ce plan pour l'axe auquel répondent c , g , > , >' ^ etc. , tous ces angles seront droits, et la troisième équation (a) disparaîtra; les deux autres se réduiront à
Hcosa + Kcose =0, 1 >.tx
Hcosô + Kcos/+ n = o, J ^^
en supposant que les angles a, e, a, a', etc., répon»* dent à un axe horizontal, et les angles b, f, €p C% etc., à un axe dirigé dans le sens de la pesan*^ 1. 36
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teur, et en rcprcsentanl par R la soutioe ties p
P*, P", etc., appliqués au polygone.
L'équilibre de ce polygone ue sei-a pas ti-oublc à l'on rend sa forme invariable; par conséquent, la force n devra être égale et directeraeul opposée à la résultanle des forces U et K. En vertu des équations (i), elle est déjà égale et contraire à cette résultante; il faudra donc encore qu'elle pas&e par le point 0 ( fig. 72 ), où les prolongemens des cordoos extrêmes AM et BN viennent se couper, et qu'oa peut prendre pour le point d'applicatiou commua aux deux forces H et K. Ainsi, dans letat d'équilibre, la résultante fl des forces verticales P, P', F'', «te., sera dirigée suivant la verticale ODj et, cela ëlaot, on aura les proportions (n° a<j)
sin BOD : :
sia AOD : ;
I AOB, I AOB,
qui feront connaître les tensions des cordons extrêmes , ou les pressions U et K exercées sur les deux Doints lîxes A et B. quand on aura mesuré les shpIm
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longement de cette droite, et con^truisoDS le paml-» lélépipede doat MD' est la^diagonale, et qai a ses trois côtés ad jacens MA', MB', MC, sur les directîoi» des trois cordons. Si l'on représente la force P par la droite MD% ses composantes suivant ces directions seront représentées par les droites MA', MB', MC, et elles exprimeront les tensions des trois cordons MA, MB, MC, on les charges des trois points fixes A , B, C, lesquelles se trouveront, dans ce cas, complètement déterminées. Mais , lorsque les cordons aboutissant au point M seront au nombre de quatre , ou en plus grand nombre, on pourra décomposer la force P d*une infinité de manières différentes, suivant leurs directions; en sorte que leurs tensions et les charges des points fixes ne seront plus déterminées , et une ou plusieurs d*entre elles pourront être nulles, ou prises arbitrairement. Or, cette indétermination aurait réellement lieu dans la question abstraite , où Ton n'a tenu aucun compte de Texteusibilité des cor-* dons; mais elle n'existe plus dès qu'on a égard à cette propriété de la matière : alors tous les cordons s'allongent un tant soit peu ; leurs extensions dépendent de leur nombre et de leurs positions relatives ; et si Ton mesurait ces petits allongemens, on en pourrait conclure la tension de chaque cordon, ou la charge de chaque point fixa qui a réellement lieu.
Ainsi , en supposant que le cordon AM, par exemple, se soit allongé duns le rapport de i4*crii l'unité, et sachant, d'ailleurs, qu'un cordon de même matière et de même diamètre s'allonge dans le rapport de
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j -^-t^s^a l'unité, tjuand on le suspend verticalement à un point fixe , et qu'on attache le poids P a son extrémité inférieure, on en conclura (n' 288) que la tension éprouvée par ce cordon , ou la charee que supporte le point A, est égale au produit - P.
Si l'on désigne par -œr' et «T', la" et /", etc.^ ce que deviennent les fractions tar et J" relativement aux cordons MB, MC, etc., et par y, y', y", etc., les angles aigus que fout les cordoos MA, MB, MC, etc. , arec la verticale MD', Il faudra qu'on ait
- cos > + ^ cos j-' 4- ^cosy + etc.^ 1,
afin que la somme des composantes verticales de toutes les tensions soit égale au poids P. En projelant les mêmes conJons sur un plan horizontal mené par le point M, et désignant par a, <o' , cd", etc. , les angles que les projections de MA, MB, MC, etc., font avec une droite "MO tracée arbitrairemeut dans ce plan, on aura aussi .j^^H
moyen des angles que ces trois cordcVns font avec la verticale MD'^ et des angles compris entre les plans de cette droite et de leurs directions. Quand il n'y en a que deux, leurs directions et cette verticale sont comprises dans un même plan ; ce qui réduit à une seule les deux dernières équations.
§ II. Équilibre dun Jil Jleœible.
293. Considérons d'abord un fil pesant, homogène et d'un diamètre constant; supposonsrle parfaitement flexible et attaché par ses extrémités A et G (fîg. 74) à deux points fixes; et proposons-nous de déterminer la courbe ABC qu'il forme dans son état d'équilibre. On nomme cette courbe la chaînette; elle est évidemment comprise dans le plan vertical passant par les deux points fixes A et C ; car il n'y aurait aucune raison pour qu'elle s'en écartât plutôt d'un côté que de l'autre.
Par un point 0, menons dans ce plan deux axes rectangulaires 0^ et Qt* , qui seront ceux des coor-^ données positives ; prenons (Xr horizontal et dirigé du côte du point A, et 0^ vertical, dirigé en sens contraire de la pesanteur, et passant par le point B^ le plus bas de la courbe. Soient x eX, y- les coordon^ nées OP et PM, rapportées à ces deux axes, dun point quelconque M de la chaînette, et s l'arc BM aboutissant en ce point et compté du point B; et dé^ signons par ocf ^ y\ s\ ce que deviendront x, y, s , relativement à un autre point de cette courbe ^ tql que Ton. ait Jî' >\ ^» - ,rr -
Si l'on appelle p le poids de l'ututé de longueur du fil, lorsqu'il est coucl)« sur un plan horizontal , p (s' — s) sera , dans cet étal , le poids d'u ne longueur s' ^s du même fil , puisqu'on le suppose homogène et d'une épaisseur constante. Quaûd il sera suspendu aux deux points fixes A et B, ses diflëreotes parties s'allongeront inégalement, à raison de leurs tensions respectives; et, eu même temps, leurs densités ou leufs épaissenis diminueront de manière que leurs masses ne changent pas ; par conséquent , le poids de cette longueurs' — sae sera plus exactement le même qu'auparavant ; mais si la matière du fil est très peu extensible, et qu'on néglige les petites dilatations de ses parties, on pourra encore prendre p{s' — s) pour le poids correspondant à l'arc MM' de la chalnetle.
Soient, eu outre, T et T' les forces inconnues qui agissent à ses extrémités M et M', et proviennent de ce que ces points sont liés aux parties CM et AM' de cette courbL-. Enjoignant ces forces au poids /?(/ — s), on pourra considérer MM' comme entièrement libre;
Eontale du centre de gravité de l'arc MM'. ElW auront lieu , quelle que soit la longueur de cet arc : si on la suppose infiniment petite, on pourra négliger, dans ces équations , les quantités infiniment petites du second ordre; mais il faudra conserver les quantités du premier ordre; ce qui n*empécbera pas qu'on ne doive considérer la force T comme étant dirigée suivant la partie MH de la tangente , a Texti^mité M , et la force T', suivant la partie M'H' de la tangente , à lautre extrémité M\
Pour le faire voir, prenons sur MM' un point m tel que l'arc Mm soit infiniment petit du second ordre; ce qui permettra de négliger le poids de cette partie de la chaînette. Si l'on fixe le point m^ réquilibre ne sera pas troublé ; or, le fil étant sup* posé parfaitement flexible, il n'jr aurait rkn qui empêchât la force T de faire tourner l'arc Mm autour de m, si elle n'était pas dirigée suivant son prolongement MH. On verra de même que la force T' doit être dirigée suivant M'H'.
D'après cela, nous aurons
dx p dr
cos<i = — ^, cosC = — g,
et en n^ligeant les infiniment petits du second ordre , ces dernières valeurs seront
cos«'*=g-Hrf.^, cosff'= g + rf.f.
On pent aussi prouver qu'on a T'=sT«f*</T. En
efiet, la quantité T est une fonction des coordoanées du point quelconque M auquel elle répond , qui devient, conséquemment, T-f-^/T au point M'; en ce point, elle exprime la foice qui agit sur la partie supérieure AM' de la clialnetle, suivant la direction M'II, , prolongement de H'M'. Or, si m' est un point de la courbe dont la distance à M' est inHuiment petite du second ordre, la force qui agît en m' sur la partie Am', sera la même , en grandeur et en direction, que celle qui agit en M' sur AM'; par conséquent, la partie M'm' de la chaînette est tirée en sens contraire, suivant M'H' et m'H^, par des forces T' et T + (/r, qui doivent être égales pour que M'm' demeure en équilibre,
Cela posé , je substitue ces différentes valenrs dans les deux premières équations (a), et j'y fais/ — t — r/y; elles deviennent
rf.T^f=o, 'l.T'£ = pd.. (A)
Quant à la troisième, elle prendra la forme
en y négligeant les infiniment petits du second ordre, ce qui permet de remplacer jr, par x dans son second membre. Or , cette éqaation eat la même
chose que
et, comme on voit, elle est une suite des deux au-
très. Effectivement I le problème ne peut dépendre que de deux équations , puisqu'il n'y a que deux inconnues ^ et T à déterminer en fonctions de j: ; la première , pour connaître l'équation de la courbe , et la seconde^ pour savoir quelle est la tension en un point quelconque M, c'est-à-dire^ la grandeur des forces égales qui tirent l'élément Mm suivant ses deux prolongemens.
L'intégrale de la première équation (b) est
0w dx
en désignant par c la constante arbitraire. Au point B, on a j- = I et T = c ; si donc on représente la tension en ce point le plus bas, par le poids d une longueur A du fil ^ on aura c=ph, et, en un point quelconque ,
La seconde équation (b) deviendra donc d'où l'on tire
hd.^£^ds;
en observant qu'on a , en même temps ^ ^ z= o et
dr . , '.
'j- = o au point B. Ces équations feront connaître
immédiatement l'arc s et la tension T , lorsque l'ordonnée j" aura été déterminée en fonction de x.
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En mettant dans l'équation préc^eate, k la place de r/f, sa valeur
ds
= dx\/
En intégrant et observant qu'on a j:^o et ^ = au point B , on en dédaït
. = Alog(-|^ tt, par conséquent.
(* e'tant, à l'ordinaire, le base des logarithmes népériens. Je multiplie cette équation par
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d'où l'on tire
en observant que ssszq et xtstù, an point B , et prenant 1 origine 0 des coordonnées à la distance h au-dessous de ce points de sorte qu'on ait ^ se A quand ^ = o.
Jr Ces équations (c) donnent s=:h-^, comme plus
haut. La seconde est l'équation de la chaînette, sous la forme la plus simjde; elle montre que cette courbe est symétrique de part et d'autre de son point le plus bas.
La valeur précédente de T deviendra
'ï' — M ^ = /îr;
en sorte que la tension en un point quelconque M est exprimée par le poids d'une longueur du fil , égale à la perpendiculaire MF abaissée de C6 point sur la droite horizontale^ passant par le point 0. Cest au point B que cette tension est la plus petite ; et sa valeur en ce point est pk , comme on l'a supposé.
2g5. n ne reste plus qu^à déterminer la constante h qui entre dans ces formules. L'expression de ^ fera ensuite connaître la figure de la chaînette ; mais pour que sa position soit connue dans le plan vertical passant par les points A et C , il faudra aussi déter-
S;! TRAITÉ DE MÉCANIQliE. ^
miner la Jîstance de l'axe Of à l'un de ces points fixes.
Pour cela, je mène par le point A une horizontale qui coupe l'axe- 0^- eu un point Q, et par le point C, une verticale qui rencontre cette horizontale au point D. Ija position du point C , par rapport au point A, étant connue , les distances AD et DC seront données. Je les représente par a et ^ ; je désigne aussi par k 1» dislxince AQ ; en sorte qu'on ail
AD = rt , DC = J , AQ = >t , OB = /i ;
a et h étant des quantités données, cl k et h les Jeux inconnues qu'il s'agîra de déterminer.
J'appellerai /i la dislance QD , / la longueur doDnée de la courbe ABC , g et g" ses parties AB et BC,/la nèche BQ; oa aura ^
en regardant k' et g' comme des quantités positives ou négatives, selon que le point C appartiendra au prolongement de AB ou à AB même. Les ordoo-
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il en résultera
d'où l'on tire
/ k k y kfy.
• * * y Vv
= Ke^ + e * - e^ - e"^).
De là et de ^ + ^' = ^ > OQ conclut
/' — *• = A» \e^ 4- e~* — a), et , par conséquent ,
en faisant y pour abréger ^
Cette quantité /i étant composée de quantités données^ l'équation {^d) fera connaître la valeur de a, et par suite celle de h. En général y cette équation se résoudra par des essais ; et Ton en déduira la valeur numérique de a d'après ceUe de n , aussi exactement qu'on voudra. Si n diffère très peu de Tunité, la valeur de cl sera très petite ; en développant alors
les expooentielles , et négligeant la quatrième puisjJ sance de a , on aura simplement a.* = 6(n — i). Si nous faisons aussi
DOus aurons
k = ia + hë, k' = ^a — hC; et la valeur pre'cédente de b deviendra
ce qui fera connaître la valeur de €, d'après celte de h, et, conséquemment, les quantités k et k'. Le signe de k' décidera de quel côté de Oj, le point C sera placé.
Le cas le plus simple aura lieu quand les points fixe& Â et C seront situés sur une même droite horizonlale. On aura alors 5 ^ o ; l'équation (c) donnera C = o, et, par suite, k^k'^^a, comme cela doit être. On aura, en même temps,
A +/= Ke"^+ e 'V;
ce qui fera connaître les tensions aux points A et C , ou les charges que ces points fixes auront à supporter, après que la valeur de k aura été calculée. Dans le cas général, ces tensions extrêmes se déduiront des valeurs àe jf , correspondantes à x = k et X = — A'.
Parmi toutes les courbes de même longueur
qui aboutissent aux points donnés A et C ^ la qhatn^tte est celle dont le centre de gravité est le plus bas.
En effet , menons par le point A ( fig. j5 ) un axe horizontal Ay, et un axe Ax' vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient a:' et y les coordonnées d'un point quelconque M^ rapportées à ces axes. En appelant x^ la distance du centre de gravité d^une courbe quelconque AMG , à Taxe Ay, nous aurons ^
b étant la valeur de x' qui répond au point C , et / désignant la longueur donnée de cette courbe , de sorte qu'on ait
Or, d'après la formule (e) du n** aoi , la courbe dans laquelle la premlèi^ intégrale est un maximum entre toutes les courbes de même longueur, a pour équation différentielle
j» / cdx
J P "HL
c et d étant des constantes arbitraires. £n intégrant et observant que les variables x* ^\.y sont nulles eq même temps , il vient
et , par conséquent ,
x' + c + \/{x' + c/ ^ c'^^ ye"" ,
en faisant , pour abréger ,
On tire de là
en faisant aussi
On aura doue
pour lëquation de !a courbe qui jouit de demandée. Au point C, on aura
a propriété
a étant la distance donnée de ce point à l'axe \x', de sorte qu'on ait à la fois x'ss 6 eiy = <*• Cette équation particulière et la longuear / de la courbe serviront à déterminer les deux constantes c et c'.
Maintenant, pour faire coïncider l'équatioD (J^ avec celle de la chaînette > désignons par e une constante indéterminée, et changeons les coordonnées x' etj^ en d'autres, telles que l'on ait
de manière que ces nouvelles cooixloanées x et/ soient dirigées en sens contraire de y et x', et rapportées à une autre origine. Par ce chaDgemeot, l'é-
qiiation (/) deviendra
« or
Déterminons la quantité € , en posant 1 équation
et décignons par — A , la valeur commune de ces deux quantités égales , de sorte qu'on ait
Comme on a yy' = c'*, il en résultera A = c'j et lequation précédente de la courbe deviendra
ce qui coïncide avec la seconde équation (c) que nous avons trouvée pour la chaînette.
297* Si la force verticale qui agit sur chaque élément du fil suspendu aux points A et C ( fig. j4)f au lieu d'être proportionnelle à la longueur de Télément ds, est proportionnelle à sa projection horizontale cLr , la seconde équation (b) deviendra
p étant une constante donnée qui repr&ente le poids d'un prisme dont la hauteur est l'unité linéaire. Eo vertu de la première équation (b), qui ne changera pas^ on aura toujours
ea designaat par ft nae ligne de longueor încoDDae, et par ph un poids équivalent à la tCDsion au polot B, le plus bas de la courbe. Il ea résultera donc
A^.^ = rfx;
■ dx
1 l'on tire
en plaçant l'origine des coordonnées xel^T" au pointB. Dans ce cas, la courbe sera, comme on voit, nne parabole qui aura son sommet au point le plus bas ; et l'on aura
T = p VA' + x%
pour la tension en na point quelconque.
Eq employant les notations du n" aç)5 , on aura , aux points A et C,
3hJ ^ k\ aA(/— h) = Jf",
et à cause de A: + Ar' ^ a, on en conclura
lura, I
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En supposant , pour plus de simplicité , les deux points A et C dans une même droite horizontale, on aura
A = o, k =1 k z=z ju;
rëquation précédente se réduira à
hl = h-\o^l±^L±I: 4. A vâ^hTâ^j
et l'on en déduira, par des essais, la valeur approchée de h j lorsque les valeurs numériques de / et A: seront données.
Cette inconnue h se déterminera plus facilement quand la longueur / de la courbe différera très peu de sa projection a\ ce qui rendra la valeur de h très grande par rapport à a. On aura alors, en séries très convergentes.
V/A« + A» = A + 1 ^- — i^; -f. etc.,
*°g ——H = * - i Al + «**=•
Au moyen de ces valeurs, Téquation précédente devient, à très peu près,
d'où l'on tire
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On a tlioifii cet exemple, parce qu'il trouve Due application utile dans la coaslruclïon des pools saspendus, où il est important de calculer la tension (le la cliaine de suspension et la charge de ses points d'appui.
21)'^- Supposons actuellement que tous les poiols du m soient sollicités par des forces quelconques. Il Ibi-nicrn, en t^enéral, une courbe à double courbure; Icj équations dVqnilibre de chacun de ses elëmcns seront au nombre de trois; et, en supposant toujours le lîl parfaitement flexible, on obtiendra ces équations par h's considérations que nous avons exposées eu détail dans le n" 2g3. De cette manière, on trouve
,/.T'^-i-Xids = o, \
,/.Tf: + Y€rf. = o, \ (,)
-I.T '-'" -j- Zeds = o; \
lis ' )
ut les coordonnées rectangulaires d'un
Eu vertu de la tension T, rélëment ds aura éprouvé une extension et la quantité € une diminution, telles que la masse îds n'ait pas changé ; en désignant donc par ds' et e', ce que ces quantités étaient dans Tétat naturel du fil , on aura
ids = eW;
et en supposant Textension proportionnelle à la force qui la produit (n* 288), nous aurons, en même temps,
ds = {\ + œT)ds'i (2)
a> étant un coefficient très petit, dépendant de la matière et de l'épaisseur du fil au point M. Quand le fil sera homogène et d'une épaisseur constante dans toute sa longueur, c' et cà seront des quantités constantes; mais, en général, ces deux quantités pourront être regardées comme des fonctions données de l'arc 5"', compté d'un point déterminé du fil et aboutissant au point M.
299. Si le fil , de nature quelconque, est seulement soumis à la pesanteur et suspendu verticalement à un point fixe que j'appellerai A, les deux dernières équations (i) disparaîtront, et la troisième se réduira à
dT + gîdx = o,
en prenant l'axe des x vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et désignant cette force par g. Je place au point A l'origine des x, et j'appelle Q la valeur de T qui répond à 07 = o , c'est-à-dire , la charge que ce point aura à supporter. Au point quelconque M , on aura
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T = Q - g/a/x; l'iotégrale élant nulle en même temps <fue
Appelons B rextrémité inférieure du fil ; nt(acliODs en ce point un poids P, et désignons par / la longueur de AB. Il est évident que P sera la teosion au point B; on aura donc, en même temps, x = l, ut T := P ; ce qui donne
et, par conséquent,
T = 1? + gf' uijc—gfuh:.
Or, le second et le troisième terme de cette formule sont les poids du lil entier et de sa partie AM ; il s'ensuit donc que la tension au point M est le poids de la partie BM , augmenté du poîds P; ce qui est d'ailleurs évident.
La loi de l'allongement du fil dans toute son étendue . déneud de sa nature et de son éoaisseur. Je snn-
STATIQUE, SEœNDË PARTIE. 583
longement, et p son poids entier. Le poids de la par-
tîe BM sera ^-^ — j ^, et la tension au point M
aura pour valeur
T = p + PlL=^l.
En la substituant dans Féquation précédente, intégrant et observant qu'on aor'so eta: = oau point A , il vient
pour l'allongement de la partie AM. On en déduit rallongement total en faisant 0?'=/' et a: = /; ce qui donne
/_f=«/'(p+ip).
en sorte que pour avoir égard au poids du fîl dans le calcul de cet allongement, il faut ajouter la moitié de ce poids à celui qui est attaché à son extrémité inférieure.
3oo. Dans le cas général , j'ajoute les équations (i), après les avoir multipliées P^^-jz^-j-f Ti^^^^ résulte
dT + ê{Xda: + Ydj + Zdz) = o, (5)
à cause de
ds^ "*" <if« "*" £/*• •" ''
ds * ds ^^ ds * ds '^ ds * ds """
Si Ton supppse le fil homogène et son épaisseur coii»^
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tante f et qa'oo néglige la petite dilatalian de ses élémeDS, la quantité e sera constante; de plus, la formule Xfix + \dj- + Zdz est, en général , la différentielle exacte d'une fonction des trois variables x,y, z, considérées comme indépeadanles; en faisant donc
:Ux + Xdy + Zdz=-~d.(p{x,j,z'), nous aurons
rfT = ed.ip{x,y, z),
et, par conséquent ,
T = eip{x,j, z),
en comprenant la constante arbitraire dans la fonction <p. Cette constante disparaîtra dans la différence dés Tâlèurs de T relatives à deux points dn fil ; il s'ensuit donc que sans avoir déterminé la fîgare d'équilibre, on connaîtra l'accroissement de la tension d'un point à un autre ; en sorte qu'il sufBra que la tension sort connue en un point déterminé, pour qp'elle le soit âtis^ dans tonte la longueur du fil.
Quant à la courbe formée par le fîl, elle sera déterminée par deux des trois équations (i) , OD par deux combinaisons quelconques de ces trois équations, dans lesquelles on substituera la valeur précédente de T; en sorte qu'H faudra généralement intégrer le système de deux équations différentielles du second ordre pour connaître cette courbe. Son rayon de courbure au point quelconque M s'exprimera au moyen de la formule difiërentielle suivante, qui o'est
que du premier ordre ^ et qui suppose seulement connue la direction de la tangente en ce point.
Les équations (i) peuvent être remplacées par celles-ci :
qui sont la même chose que dûcdy — djd^x = {Xdjr — Y^) %^ ,
dzd-x — d:jcd'z — {Zdx — Hdz) ~, } (4)
dfd'z — dzdy = Çidz — Zdj)
en effectuant les difTérentiattons et prenant Farc s pour la variable indépendante. Or, si Ton appelle p le rajon de courbure au point M, on a (n^ i8)
[(dxdy—djd^xY'^^ (dzd^x — dxd'zY'\- {djd'z — ^z^x)*]»
d'après les équations précédentes et la valeur de T ^ on aura donc
, = 9(^,.X,^)ds ._
[(Xrfr — Y«fc)» -{- (Zrfr — Xdz)' + (ïdt — Z<ir)»]«
Dans le cas de la chaînette , on a X = o, ¥ = — g, Z = o, «p=âr>
ea preuaol les axes et l'ongioe des coordonnées que supposent les équations (c) du n> 294. On aura donc ds
ce qu'il est aisé de vérilier, d'après ces équations.
Sot . Appliquons ces formules au cas d'ua fil tendu sur la surface d'un corps solide, et supposons, pour plus de simplicité, qu'il ne soit soumis à aucune force donnée , de sorte qun la seule force qui agisse sur ses differens points soit la résistance inconnue du solide sur lequel il s'appuie.
Au point quelconque M du fil, soit Nds la grandeur de cette force appliquée a t'élémeiit eds du fîl, et dont les trois composantes seront \eds , Ytds , Ztds; sa direction sera normale à la surface du solide, et dirigée de dehors en dedans. La pression qui aura lieu sur la partie du solide correspondant à ds sera égale et contraire à cette force ?ids, de manière que N exprimera la mesure de la pression rapportée à l'unité de longueur.
En appelant ^, ft, v , les angles que fait la partie extérieure de la normale en M avec des parallèles aux axes des x , y ^ z, menées par ce point , on aura
eX = N cos A , «Y = N cos j» , iZ = N ces p .
De plus, si L = 0 est l'équation de la sar&ce du solide, et qu'on fasse, pour abréger.
OD aura aussi (n® 21)
en prenant convenablement le signe de V* Cela étante nous aurons
Xda: + Ydjr + Zdb = NV^L = o;
ce qui rendra nulle la valeur de ^T donnée par réquatîon (3). La tension sera donc la même dans toute la longueur du fîl^ quelle que soit la forme du corps solide. Je supposerai sa valeur donnée, et je la représenterai par k. Si le fil est attaché par une de ses extrémités à un point du corps , et qu'un poids considérable , par rapport à celui du fil qu'on a négligé , soit suspendu verticalement à son autre bout , ce poids sera la tension k et la pression que le point fixe éprouvera. Si le fil est libre par ses deux bouts y et que des poids considérables y soient suspendus , ils exprimeront les tensions extrêmes ; par conséquent , ils devront être égaux , et chacun d'eux sera la tension k. Enfin, si les deux bouts du fil sont supposés fixes, sa tension k se déduira de son extension, qui sera constante dans toute sa longueur.
3o2. Je désigne par X\ /jl', y', les angles que fait la perpendiculaire au plan osculateur au point M , avec des parallèles aux axes des jr, jr, z. Le rayon de courbure en ce point étant p , on aura (n* ig)
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dxd^r — dyd'^:
■^ ■ — ^ P ros iF
did'x — dxd'f.
dj-d*s — dzdy
f COR fJt ,
f COS A'.
H Si donc on ajoute les équations (4) spvès les avoir
H multipliées par cos v, cos te , cos A , et qu'on ait
^L égard aux valeurs de X , Y, Z, qui ont lien dans
^P le cas que nous considérons, il en résultera
cos » cos / + cos ^ cos fi' + eos A cos A' = o ;
par conséqneRt , les normales k la surface da corps solide et au plan osculatcur de la courbe formée par le fil, en chaque point M, sont perpendiculaires l'une à l'autre; ce qui est la propriété caractéristique de la ligne dont la longueur est un minimum ou an maximum sur une surface donnée (n" i(îi). Il s'ensuit donc qu'un fil tendu sur un corps solide, trace , en général, la plus courte distance d'un point à un autre sur la surface. A la rigueur, il est possible que cette distance soif, au contraire,- un maximum ^ ainsi, par exemple, deux points donnés snr une sphère sont les extrémités communes â deux arcs de grands cercles, dont l'un est la plus courte distance entre ces points, et l'antre la courbe plane la plus longue; or, il est évident que l'équilibre du iil tenda'sera rigourensement possible sur ces deux arcs de Cercle, puisqu'en le plaçant sur l'un des deux, il n'j aurait aucnne raison pour qu'il s'en écart&t plutôt d'un côté que
.de Tautre; mais sur le petit arc l'équilibre sera stable y et sur le grand il ne sera qu'instaDtané , de sorte quil ne pourra subsister, physiquement, qu'à Taide du frottement du fil contre le corp^ solide.
Si Ton substitue encore les valeurs de eX , éY, cZ , du numeVo précédent, dans la formule (5), on aura
+ (^^cos;.--^cos.)J = -,
à cause de €^ {pc ^ j^ z) = k. En même temps, on a
^ "^ ^*» "*" ^» ^ ' cos* A + cos* fJL + cos* y = I ;
la normale à la surface du corps et la tangente à la courbe du fil, en chaque point M, étant perpendiculaires l'une à l'autre, on a aussi
_cosA+^cosfi + ^cos,^ = o;
or , au moyen de ces trois dernières équations, on réduit sans difficulté le coefficient de N, dans la précédente, à Funité. On a donc simplement
ce qui montre que la pression rapportée à Funité de longueur, exercée par un fil fendu sur la surface d'un corps solide, est égale, en chaque point, M, à la tension divisée par le rayon de courbure du fil p
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c'est-à-dire, par le rayon de la section normale h ia
surface et tangente à ta courbe du fil.
5o3. Ces résultats seront modifiés par le frottement du fil contre la surface du corps sur lequel il s'appuie. Pour montrer comment on doit avoir égard à cette force dans l'équilibre d'un fil flexible , je vais considérer l'équilibre d'un cordon ABMCD (fîg- 76} , dont la partie BMC est appliquée sur la gorge d'une poulie fixe, et qui est tiré, suivant les prolongemens BA et CD de cette partie , par des forces données. La poulie et la droite AB seront supposées verticales; la force agissant suivant BA sera un poids k, et je représenterai par F celle qui agit suivant CD. Les tensions qui ont lieu aux points B et C suivant les tangentes BA et CD, auront k et F pour valeurs. Je supposL-rai aussi , pour simplifier la question , que la poulie soit circulaire; j'appellerai c sou rayon, et je prendrai son centre O pour l'origine des coordonnées : l'axe des z sera perpendiculaire à la poulie, l'axe des j^ vertical et dirigé de bas en haut, l'aie des X horizontal et passant par le point B. Enfin , je fixerai au point C l'origine de l'arc s aboutissant au point quelconque M du cordon , de sorte qu'on ait CM = j.
Cela posé , si le fix>ttemeDt était nul , il faudrait qu'on eût A" = F dans le cas de l'équilibre ; mais , a raison du frottement , l'équilibre peut subsister tant que la différence de ces deux forces A: et F n'a pas dépassé une certaine limite. Concevons donc que l'équilibre soit sur le point de se rompre dans le sens du poids k} ce qui suppose qu'on ait A > F. A cet
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instant , le frottement du cordon contre la poulie , qui a lieu au point quelconque M, sera dirige, suivant la partie MH de la tangente , en ce point. Je re * présente par ft son intensité , et , comme précédemment, par N la résistance normale qui a lieu au même point Âf ^ suivant le prolongement MO' de MO , de manière que fids et ^ds soient les forces tangente et normale qui agissent sur Télément êds du cordon aboutissant au point M , et que ;x et N repr^ntent ces mêmes forces, rapportées à Funité de longueur. Si Ton mène par ce point M des parallèles Mor' et M;^ aux axes Ox et Ojr, on aura
cos arTVfH = — •?^, cos/MH =
cos or'MO' = j , cos^TVfO' = ^ ;
de là on condat
C c ' ce'
pour les valeurs de cX et £Y qu'il faudra substituer dans les équations (i). La force éZ sera évidemment nulle; la troisième équation (i) disparaîtra, et les deux premières deviendront
as C C
Le point M appartenant à la circonférence de la poulie , on a
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au mojeo de quoi les deux équations précédentes
peuvent être changées en celles-ci :
Mais ^(j-dx — xdj^) est la différentielle da secteur décrit par le rayou OM, à partir d'une ligne fixe (u' i56), qui sera OC, par exemple. Ce secteur étant circulaire et répondaut à l'arc s, sa valeur est jCS} on a donc
jdx — xd/ = cds.
D'ailleurSt on a aussi
■Tà$=-ds,
dx»
ce qui réduit les équations (6) à
T = cN , dT = f*dsi
d'où l'on tire
crfN = fids.
La pression qui a lieu au point M, sur la gor^e de la poulie , est égale et contraire à la force N ; si donc on suppose le frottement proportionnel à la pression (n° 369 J, on aura
y étant un coefficient constant qui dépendra de U
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nature des deux surfaces en contact. On aura donc
et^ en intégrant,
Jl N = Ac« ;
A désignant la constante arbitraire , et e ]a base des logarithmes népériens. On aura , en même temps ,
fs fs
T = Ace^ , /x = Ayc^
Au point C, on a j == o et T = F ; on a donc
A == - ; et si l'on appelle / la longueur de lare CMB,
on aura ^=:Z et T = A:, à son autre extrémité B. Nous aurons donc finalement
fi J± J*
en un point quelconque M, et, de plus,
A = Fe%
pour 1 équation d'équilibre.
En représentant par F' le frottement total qui a lieu dans toute la longueur de CMB , on aura
et Tcquation d'équilibre pourra s'écrire ainsi :
Si nous faisons I. 38
nous aurons
OÙ l'on voit que le frottement total F' est égal à îa plus putite des deux forces k tl Y, multipliée par un coeificient /', qui varie non-seulement avec la quantité f , mais aussi avec l'élendue / du coolact et le rayon c de la poulie. La difierence des forces ^ et F, à l'instant où l'équilibre se rompt, fera coanaltre la valeur de F', et leur rapport, diminue de l'unité , sera la valeur du coefficient J', d'où l'on pourra ensuite déduire celle de/. Lorsque F sera uu poids, ainsi que A, on devra, pour plus d'exactiiude, comprendre dans ces poids A: et F, ceux des parties verticales BA et CD du cordon.
3o4> D'après les trois équations (i), il est facile de vérifier que les six équations générales de l'équilibre (n* 361) ont lieu dans le cas d'un fil parfaitement flexible.
Pour cela, j'appelle K et K' les deux extrémités du fil , et / sa longueur ; et je fixe au point K l'origine de l'arc s. En intégrant les premiers membres des équations ( i ), depuis le point K jusqu'au point K', on aura
(T|)-[Tg+/:'x^.=o.
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les quantités comprises entre les crochets répondant au point K, et celles qui sont renfermées entre deux parenthèses, au poiut K'. Indépendamment des forces X y Yy Z y qui agissent dans toute la longueur du fil , je suppose que des forces particulières , données en grandeur et en direction , soient appliquées à ses deux bouts : j'appelle k celle qui agit au point K , et a, €, y^ les angles que fait sa direction avec des parallèles aux axes des x^ jj Zj menées par ce point ; et je désigne par k!j a!j €', y' y les quantités analogues relativement au point K'. Ces forces k et k' seront les tensioos extrêmes, en grandeur et en direction; et d'après les parties des tangentes en K et K', avec lesquelles leurs directions devront coïncider, nous aurons
[tJ]=-*cos., [if ]=-A cosC. [t|]=-.* cosv. (T^')=A'eos.', (if )-*'eos<r, (t^) = *'cosv',
les équations précédentes deviendront donc
kcos€ + k'cosC'+' f^Yuis=^o,K (8) kcosy^ k^cosy'-^ 1 Zsdszssof
et elles expriment^ comme ou voit , les QOodUioa^ d'équilib;*e renfermées dans les trois premières «éicpiations;(i)dun*26^. . .,,.[• :,.,].. .
En- -oit^seitVBn t qu'oih a iâentiqtaement ...
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OD déduira des équations (i) du n* 398
Si donc on intégre ces quantités nulles depuis le point K jusqu'au point K', et que l'on désigne par a , b, c, les valeurs de x, y, 2, relatives à K, et par a', b', c", celles qui répondent à K', on aura , eu ajant égard aux équations (7) ,
*(flcosC~6coM)+*'(<ï'coBr— ^'cDM^+r (x7~-jrX),ett.= o,\
Â(ccoM — aco»y)+A'(c coW— a'cosy )-f- / {tii—xIi)tds = o,\(^ k(bto»c—crath)+k'(fi'cof.c' — c'coiff)+f (j-Z — sT)id>=:o;1
ce qui exprime les conditions d'équilibre relatives aux momens des forces données , qui sont renfermées dans leR trois dernières équations (t)dQ n" a6i. 3o5. Ces équations (8) et (g) serviront , en général , à déterminer les coordonnées a, b, c, a', b' , c', des deux points extrêmes K et K' ; toutefois, il y aura
des cas où une partie de ces quantités devra rester iadéterminée. Si, par exemple , les forces données qui agissent sur le Hl sont la pesanteur et d'autres forces indépendantes des coordonnées de leurs points d'application , il est évident que la position absolu^ du fil dans l'espace ne pourra pas être déterminée : on pourra alors prendre arbitrairement les trois coordonnées de l'un des points K et K'; les équations (9) détermineront les trois coordonnées de l'autre point; et y pour que l'équilibre soit possible, il faudra que les forces données satisfassent aux équations (8).
Lorsque l'un des points K et K' sera fixe, le premier par exemple, les équations (8) et (9} auront encore lieu, pourvu que l'on regarde la force k comme inconnue, en grandeur et en direction, et représentant la pression que le point & aura à supporter. Dans ce caS', les valeurs de à, 6, c, seront données; les équa^ tious (9) détermineront celles de a\ V y c\ et les équa* tions (8) feront connaître les trois composantes de la force k. Quand les deux points K et K' seront fixes et donnés de position , on connaîtra leurs coordonnées, et les équations (8) et (9) serviront à déterminer, en grandeur et en direction , les pressions k et V exercées sur K et K'.
Dans tous les cas, soit que les coordonnées de K et K' aient été données, soit qu'on les ait déduites des équations (8) et (9) , on assujettira la courbe formée par le fil à passer par ces deux points ; ce qui servira à déterminer les quatre constantes arbitraires que renfermeront les intégrales complètes dp ses deux équations dififérentielles du second ordre, Quant à \%
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constante arbitraire que contiendra la fonction f du □" 5oo, on déduira sa valeur de la longueur donnéa du fil, c'esl-à-dire , de l'équation
dans laquelle on regarde j et z comme des fonctiODS de X. De cette manière, le problème sera complètemenl résolu.
§ in. Équilibre rfime verge élastique.
5o6. Nous entendons par cette déoomïnalion une Verge droite ou courbe, dont on ne peut changer la courbure sans y appliquer une ou plusieurs forces, el qui reprend sa forme naturelle dès que ces forces ont cessé d'agir, tandis qu'au contraire un fil parfaïtcnienl flexible conserve , san-i le se^'ours d'ancune force, la conrbare qu'on lui a fait prendre, et n'est élastique que dans le sens de sa longueur. Poor qa'nne verge soit éls&tîque par rapport à la (lexioD , il fant qu'elle soit formée d'une matière fort peu extensible et contractible ; mais cela ne suffit pas : il faut encore que les dimensions de son ëpaisseor , ^oique très petites par rapport à sa longueur, aient cependant une grandeur convenable ; car, quelle que soit la matière de )a vei^e, on peut toujours diminuer assez son épaisseur pour qu'elle n'ait plus aucune tendance sensible à reprendre la figure dont on l'aécartée , et qu'elle soit ainsi réduite à Télat d'un fil par&itement flexible.
, Lorsqu'une verge élastique est écartée de sa formo naturelle par des forces données, chacun des filets longitudinaux dont elle se compose peut éprouver trois effets difi*érens : chaque partie, d'une longueur aussi petite qu'on voudra, peut être contractée ou dilatée, sa courbure naturelle peut être augmeqtée ou diminuée, et cette partie peut avoir été tordue sur ellemême. La tendance de chaque partie à reprendre son état naturel, dépend des attractions et répulsions mutuelles qui ont lieu entre les molécules de tous les corps et ne s'étendent qu'a des distances insensibles. Le calcul des forces totales qui en résultent et doivept faire équilibre aux forces données, appartient à la Physique mathématique : je renven^ai, pour cet objet, à mon Mémoire sur VéquiUbre et le mouvement des Corps élastiques (*). Dans ^:e Traité , on formera les équations d'équilibre d'une verge élastique, en partant de principes secondaires qui sont généralement admis*
On appelle, en particulier, lame élastique un parallélépipède rectangle d'une petite épaisseur, que Ion courbe dans le sens de sa longueur, de manière qu'il se trouve compris entre deux surfaces cylindriques, dont les arêtes sont égales à sa largeur. Cette dimension peut avoir une grandeur quelconque; en la divisant par des plans très rapprochés et perpendiculaires à sa direction, la lame sera partagée en verges élastiques rectangulaires. Jacques fiernouilli a déterminé, le premier, la figure de la lame élas- "•■'I IIII..I I I II .Il I
(*) Mémoires de V Aiadémie des Sciences, tome VIII.
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tique CD équilibre , d'après des considérations que noQS allons développer, et qui serviront ensuite à ta solution complète du problème, dans le cas d'une verge élastique quelconque.
îoy. Cousidérons une lame élastique encastrée par une de ses extrémités, c'esl-à-^ire, fixée de manîèi'e que l'un des deux petits rectangles qui la terminent perpendiculairement à sa longueur, ne puisse prendre aucun mouvement. Supposons qu'on la plie dans le sens de sa longueur au moyen d'nne force appliquée à son autre bout , et qui sera la seule qui agisse sur la lame. Four que la lame prenne une figure cylindrique , comme on vient de le dire, il faudra qu'elle soit terminée, à son extrémité libre, par un rectangle inflexible, au milieu duquel on appliquera la force donnée, dans un plan perpendiculaire à la largeur de la lame. Toutes les coupes longitudinales ou perpendiculaires à celte largeur seront égales; celle q'ii renferme la direction de la force donnée est représentée par la figure 77 ; et les courbes AMB et AIM'B' sont les sections des deux surfaces cylindriques de la lame, qui formaieat ses deux faces planes dans son état naturel.
On suppose que tous les points qui appartenaient, dans cet état, à une même perpendiculaire à ces deux &ces, sont encore situés, après que la lame a été pliée, sur une même normale aux deux surfaces cylindriques; ce qui est, etTecliTement» conforme a ce qu'on observe dans son changement de figure, Il en résulte que si MM' est une normale à
la courbe ÂMB^ elle sera aussi perpendiculaire à Â'M'B', et contiendra tous les points de la lame qui étaient situés primitivement sur une des perpendiculaires à ses deux faces ; il s^ensuit aussi que si l'on décompose la lame, dans son état naturel^ en filets longitudinaux , et que la courbe CND représente un de ces filets après le changement de figure, elle coupera à angle droit en N la normale MS/l'.
Soit m un point de la courbe ÂMB, infiniment voisin de M; menons ]a normale mnm! aux trois lignes ÂMB, CND, A'M'B', qui les coupe en m y n, m'; les prolongemens de MNM^ et mnm^ se rencontreront en un point 0 , qui sera le centre de courbure commun à ces trois courbes. Appelons p le rayon de courbure du filet moyen, ou également éloigné de AMB et A'M'B'; cr la partie de ce filet comprise entre ces deux normales M IXM' et mnm' ; u la distance du filet quelconque CND au filet moyen, et (/ la longueur de N^. En considérant cette distance u coinme positive ou comme négative , selon que CND se trouve , par rapport au filet moyen , du côté de la convexité AMB de la lame, ou du côté de sa concavité A'M'B', le rayon de courbure NO de CND sera égal à f+u, et les longueurs infiniment petites cr' et ^ seront entre elles comme p'^uét p , de sorte que Ton aura
En se courbant , les filets longitudinaux auront éprouvé de très petites extensions ou contractions , et les longueurs a' et ^, qui étaient égales auparavant.
seront ili^venucs uiegalt^s. Désignons pav^ leur grandeur primitive , et faisons
^ et S' étant de très pelites fraclions, positives ou négatives, selon que ie filet rao^en et le lilet CND se
seront allongés ou raccourcis. l»a fraction - est aussi
supposée très petite ; si ckmc on néglige le produîtde
J^ et -, on anra
ce qui montre que quand le filet niojen n'aura pa.* changé de longueur, les fîlets situés du côté de la convexité se seront tous allongés, et tes filets situés du côté de la concavité se sei-oot fous raccourcis, les uns et les autcs proportionnellement à leurs distances au filet moyen .
Cela posé, reodops invariable la forme de chacune ^ecdeux parties de ]a.lai^^;qui répondent à AMM'A' et hmm'B', et que nous. appellerons H et K, pour abréger, ha partie 11 sera.inftqpbile; ^9- pairie K sera tirée vers H , ou en sera repoiissée, par la tendanoe de la partie intermédiaire Mmm'Mt' a reprendre son état naturel et redevenir une tranche d'une ép>aisseur constante y. Le filet Nn de cette tranche tendra à se contracterou à se dilater, selon qu'il aura été allongé ou raccourcijc'est-à-dire, sqloo que la. quantité J^' sera positive QU négative- La partie K sera donc tirée dans le premier cas, et pou.ssee dans le second caR, par une
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force appliquée au point n } or, on suppose que cette force, provenant de Faction de N/i, est proportionnelle à la quantité ^' et normale à mnm\ comme si ce filet ^^/l était isolé.
En adoptant cette hypothèse , je représenterai par a^'\z, force dont il s agit, rapportée à lunité de sur* face, et , conséquerament , par a^'^du la force normale exercée sur l'élément transversal de la surface K, qui répond au point n; a étant une constante dépendante de la matière de la lame , A sa largeur, et ?^du l'aire de cet élément. Si donc on désigne par 2i l'épaisseur de la lame, et qu'on représente par T la force totale qui tirera ou poussera K, selon qu'elle sera positive ou négative ^ on aura
T = aXp_^rdu,
et , en mettant pour i"' sa valeur,
T = aaAécT.
Soit, en outre ^ /et le moment des forces normales à la surface de K , pris par rapport à l'axe transversal également éloigné des deux faces de la lame; nous aurons aussi
et y par conséquent,
On voit par là , i •. que la force T, qui tend à contracter ou à dilater une tranche quelconque de la lame , ^t proportionnelle à lextension positive ou né-
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edu Gletmojen, et indépendante de sa courbure; que >n moment^ est, au contraire, îndépenit de cette exieusion , et en raison inverse du rayoa courbure; 5". que la matière et la largeur de la le restant tes mêmes, la valeur de T est proporm à son épaisseur, et celle de /*, ^u cube de lension.
land ie filet moyen n'a pas changé de longueur, ^^ = 0 et T=:o; ' ""orces parallèles qui lit ou poussent K se i ent à deux , égales et
ntraires, mais non ment opposées, dont le
iment, par rapport à ï transversal perpendi-
laire à ces forces, ""* tn jours égal à /t. Celle i ^ est eu qu'i i^lle le moment de Cé-
Hé^ lequel est pr inel, en chaque point,
i courbure de la 1 it à l'angle de contin-
ice de son lîlet moj 5o8. Il est facile actuellement de former les équations d'équilibre de cette lame. Dabord, si l'on appelle T* ce que devient la force T au point M, on voit que la trancbe infiniment petite qui répond à MnunlVI', sera tirée ou poussée , d'un côté par cette force T', et de l'autre par une force égale et contraire à T; et puisque , par hypothèse , aucune force donnée n'agit sur cette tranche, il faudra donc qu'on ait T' = T. Ainsi la force T est constante dans toute la longueur de U lame, et, par conséquent, égale à la composante suivant cette longueur, de la force donnée qui agît à son extrémité libre. La dilatation cT sera aussi constante , proportionnelle à cette force, et posîtÏTe oo négative selon que celle force tendra à allonger ou à
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contracter les filets longitudinaux. Elle n'aura aucune influence sur la figure de la lame ;' mais quand on laura mesurée, elle pourra servir à déterminer la valeur de la constante <t , relative à la matière de la lame. En représentant par ftsr un poids équivalent à la force qui tire la lame dans le sens de sa longueur, et par co Taire de chaque section transversale de la lame , on aura
Four déterminer la figure de la lame , menons par le point A, dans le plan du filet moyen, deux axes rectangulaires A^ et hjr^ dont le premier sera tangent à la courbe AMB , et représentera la direction de la lame dans son état naturel , et dont le second sera tourné du côté de sa concavité. Soient a? et ^ les coordonnées rapportées à ces deux axes, d'un point quelconque du filet moyen; a et &, celles de son extrémité libre, que nous prendrons pour le point d'application de la force donnée qui tient la lame en équilibre; PetQ les composantes de cette force, suivant les prolongemens de a et A. Par le point qui répond à x eXjr^ menons Taxe perpendiculaire au plan de la figure, auquel répond le moment désigné parjU, et faisons une section perpendiculaire au filet moyen. Pour réquilibre de la partie de la lame comprise entre cette section et son extrémité libre, il faudra que le moment ft, ajouté aux momens de P et Q, par rapport au même axe, donne une somme égale'^à zéro, en ayant égard au sens dans lequel les forces dont (jl est le roo-
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ment, et les forces P et Q, tendent k faire tourner
cette partie de la lame ; on aura de cette manière
£n prenant l'ahscîsse x pour la variable ïndi^pendantti, et observant que la lame est convexe lett l'axe Sx , on aura
OÙ l'on regardera le radical comme une quantité positive. Si donc on substitue cette valeur dans celle de fÂ., et celle-ci dons l'équation précédeDie, et qu'où fasse , pour abréger ,
il en résultera
pour l'équalioa de la courbe formée par la lame élastique en équilibre.
Son intégrale contiendra deux constantes arbitraires que l'on déterminera par les condîtioos y^%
et j- = o, quand x = o, ou, si l'on veut_^=o
et 4-^=- 0 , pour cette valeur 4e x ^ à cause de la
petitesse de e. En faisant ensuite x^=^a eA^ ys^h dans cette intégrale , on anra une équation en a et b, que Ton joindra à celle qui résultera de la longueur donnée de la lame; on aura alors les deux équations nécessaires pour déterminer cet inconnues a et é; et
la courbe élastique proprement dite, sera complèteiTient déterminée.
509. Si la lame, au lieu d'être encastré)e, est entièrement libre à son extrémité A , il faudra pour la maintenir en équilibre, appliquer à cette ejctrémité une force dont les composantes soient égales et contraires à P et Q; en prenant l'extrémité côn'espondante du filet moyen pour son point d'application, il faudra, de plus, que la résultante de P et Q vienne passer par ce point; ce qui exigera qu'on
ait
Qa=P(^> — g).
Cette équation suffira, quand la lame sera retenue par un axe fixe, passant par cette extrémité du filet moyen, et dirigé dans le sens, de sa largeur. Si elle est simplement posée sur un plan perpendiculaire à sa longueur, qui ne Vempêche pas de tourner autour de l'arête d'une de ses deux faces , il faudra que le frottement de cette arête contre le plan , ou une autre force, empêche la lame de glis.ser
La lame n'étant point encastrée, la direction de son plan tangent en A ne sera plus connue ; si l'on place toujours en ce point l'origine des coordonnées X et y y on aura encore J^* == 6 ou ^ = o , quand a: = o; mais on ne pourra plus prendre l'axe des x sur la tangente en A , dont la direction ne sera pas donnée à priori. Cet axe sera alors la direction donnée
de la force P, et l'équation j^=o, quaqdj:=:o,
devra être remplacée , pour la détermination des constantes arbitraires, par l'équation précédente.
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relative aux momens des forces P et Q, qu'on pourra
réduire à Qa :^ Vb.
S lO. Supposons qu'on ait F^o; en sorte que U lame soit pliée par une force Q perpendicnlaire à sa direction primitive ; ce qui est, par exemple, le cas d'une lame horizontale, encastrée par un bout , et à l'autre bout de laquelle on suspend un poids donné Q.
Je fais dans ce cas
c étant une ligne dont la longueur donnée sera généralement très grande, à moins que le poids Q ne soit aussi très considérable. L'équation ( i } deviendra
et en intégrant de manière qu'on ail ^ = o quand
On en déduit
^4c' — (aor -
ds étant l'élément différentiel de la courbe. Ces formules s'intégrei-onl exactement par le moyen des fonctions elliptiques; mais à cause de la grandeur de c, oa as = x , à très peu près^ et l'on peut r^aù'e à
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la valeur de djr} d'où Ton tire
pour l'équation de la courbe.
La lame s'écartera peu de la direction horizontale; l'abscisse a pourra être prise pour sa longueur, et l'ordonnée b exprimera son plus grand écart. A cause de
3Qc*= ou»€%
si l'on fait 2éA = co , comme précédemment , nous aurons
acoé^b = o^Q ,
dans le cas de x = a et jr :=z b. l\ en résulte donc que la nature de la lame restant la même, la quantité b dont elle fléchira sera proportionnelle au poids ' Q et au cube de la longueur a , et en raison inverse du carré de son épaisseur € et de l'aire ^ de sa section tranversale.
Si l'on substitue pour au) sa valeur j du n* 3o8, et
qu'on appelle h l'allongement total aj" de la lame , produit par un poids nsr, on aura
ha'Q
En supposant ^zt'sQ, on en conclura que si un même poids Q , appliqué à l'extrémité libre d'une lame élastique, agit successivement dans le sens de sa I. 39
longueur et perpendiculairement à sa longueur , rcxtension k et la flcxioo h, supposées très petites par rapport à la longueur a , seront entre elles conimc les carrés de l'e'paisseur et de cette longueur.
5i 1. Quelles que soient les forces P et Q, on obtiendra toujours uue intégrale pi-emîère de l'équation (i) en la reduîsanl à la forme de lequatioa (a) par la transformation des coordonnées. Nous nous bornerons à considérer le cas où ta lame , appu^ ée contre un plan et non encastrée, s'écarte peu de sa forme naturelle. Ce sera, par exemple, un ressort posé sur un plan horlzonlal par son exircmité inférieure A, et chargé d'un poids donné à son exlré- j mité supérieure B. On suppose qu'eu se pliant sous cette tliargc, le ressort s'écarte très peu de la ver- 1 ticale AB, et que dans toute sa longueur, la tangente | à la courbe qu'il forme dans son état d équilibre, fait un très petit angle avec cette ligne droite. La figure 78 représente différeutes formes qu'il peut prendre dans cet état.
Prenons pour axes des x et des y , la verticale Ax dirigée en sens contraire de la pesanteur, et l'hori-
Kontale A^. La quantité ^ sera très petite , par hypothèse; nous négligerons son carré dans l'équation (1)^ on aura aussi Q =ïs o , puisque la force qui agit à l'extréniité B est verticale ; en vertu de l'éqnatioa Qa=:P^ du n" 3og, il s'ensuivra b^o; et comme le poids P sera dingé de B vers A, il faudra changer le signe de cette force dans réquatîon ( 1 ), qui la suppose dirigée eu sens contraire. De cette
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manière, cette équation deviendra simplement
en faisant, pour abréger.
g = i or^é* = 5 P.
On représente ici par œ Taire de la section du ressort, perpendiculaire à sa longueur; par € sa demi-épaisseur, dans le sens où il est plié; et par (t une quantité dépendante de la matière dont il est formé. Ces trois quantités sont supposées constantes, et par suite c est une ligne de grandeur Constante et donnée.
A cause que l'on a^=o, quand x=o, on déduit de cette équation
• . nx dr itk ifx
r = A; sin — , -^ = — cos — ;
k étant une constante arbitraire qui doit être nulle ou très petite par rapport à c.
Quand on aura A: = o, le ressort restera droit , et sa longueur ÂB sera un peu diminuée par la pression du poids P. Lorsque ce coefficient k ne sera pas nul , le ressort se pliera; au point B^ on aura jc = a et ^ = 6=0; en désignant par i un nombre entier, il faudra donc qu'on ait
a "ss;. ic
pour la valeur de a ou de AB. Si Ton appelle / la longueur du ressort, on aura aussi
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ea négligeant la quatrième puissance de tant pour a sa valeur, il vient l = ic (i
d'où l'oa tire
nul ou exprimé par celte
Ainsi le coefficient k • formule.
5 12. Voici les conséquences remarquables qui se déduisent de ce résultat.
i". Tant que l sera moindre que c, la formale (5) sera imaginaire pour toutes les valeurs du nombn entier i; on ne pourra pas preudre le coeflîcieni k différent de zéro, et le ressort ne sera pas plié par le
poids p. .
a°. Soit parce qu'on aura augmenté la longueur du ressort, soit pfirce qu'on aura diminué la quantité c en faisant croître le poids P, supposons que / surpasse c; )a valeur de^^, différente de zéro et qui répond à I = I, sera sébile, et le ressort pourra être plié ppr ce poids. Éo désignaat'par _/ une fraction très petite, et faisant
■.c, t==./ai
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I équation de la courbe du ressort sera donc
a sin — ,
où l'on voit qu'elle ne coupera pas la verticale entre les deux points A et B.
5*. Le rapport - continuant à croître , s'il vient à
surpasser 2 , la valeur de k qui répond à i = 2 sera réelle, et le ressort pourra prendre une figure différente de la précédente. En désignant pary une fraction très petite y et faisant
nous aurons
1 = 2, a = 2C, k zsi fay
d'où il résultera
a sm — ;
ce qui montre que , dans ce cas , la courbe coupera la verticale au milieu de ÂB, qui répond à x = ^ a. 4"". En continuant ainsi, on voit; que 31 / surpasse un peu iCy et qu'en désignant par ^ une très petite fraction, on ait
on pourra prendre ce qui donnera
iirx
y = Ç)a sm — ;
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êqaatioa d'une courbe qui coupera la droite AB en un nombre i-\~\ de points équidistaus , y compris A et B.
Lorsque / surpasse un multiple de c d'une quaulilé qui n'est pas très petite, la valeur de k, donnée par la formule (5), cesse d'être très petite par rapport à c; et celle de ^ n'étant plus alors une très
petite fraction , la figure du ressort ne peut plus être déterminée par l'analyse précédente. Il faut observer que, dans tous les cas, la figure rectiligne, qui répond à A =: o , est possible ; mats elle n'est stable et nécessaire que quand l est moindre que c. 3i3. On entend par \a. force d'un ressort, supposé vertical pour fixer les idées, le plus grand poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids P est déterminé par l'équation c=zl, qui donne
où l'on voit que, tontes choses d'ailleurs égales , U force d'un ressort est en raison inverse du carr^ de sa longueur. Le ressort étant un parallélépipède rectangle , on voit aussi que si l'on essaie de plier successivement les faces adjacentes, sa force sera proportionnelle au carré de l'épaisseur perpendiculaire à la face qu'on voudra plier.
Quant à la grandeur absolue de P, on la calculera en mettant dans la formule précédente la valeur de a, que l'on déduit soit de l'extension A de ce ressort, i»it de sa flexion h, que produirait un poids «■ ; or ,
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d'après les n~ 3o8 et 3io, et à cause de a^ = A et a:=:l, ces valeurs sont
wl
par conséquent, on aura
3lh ' * 3ô •
5i4* Les résultats du n* Soy s'étendent aisément à une yerge élastique , lorsqu'on la suppose droite ou à simple courbure dans son état naturel , et qu'en la pliant elle reste encore à simple courbure et n'éprouve aucune torsion.
On prendra, dans ce cas, pour le filet moyen, celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections perpendiculaires k sa longueur, lesquelles pourront être constantes ou variables, pourvu qu'en chaque point leurs dimensions soient très petites par rapport au rayon de courbure de la verge. Soit C9 l'aire de Tune de ces sections, faite par un point quelconque du filet moyen ; décomposons eo en élémens perpendiculaires au plan de ce filet ; et soit i^du l'aire de l'élément qui répond à la distance i^ de ce même filet ; la variable u pouvant être positive ou négative, et V désignant une fonction donnée de u. Soient aussi A: et — ^ A^ les valeurs extrêmes de u; nous aurons
la seconde équation résultant de ce que l'origine de; U variable u est le centre de gravité de a.
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Désigaons par u, ff*, J' , /'^ p, les mêmes quantités que dans le o" Soy, et par y, y', r, ce qu'étaient ff, <j', f, dans l'état naturel de la verge élastique; on aura, pour les deux états de cette verge,
et, pour le passage de l'ua à l'autre.
Si donc ou néglige les produits — et — , oa en déduira
valeur qui coïncide avec celle (lu numéro cité, dans le cas de la verge natarellement droite, OÙ l'on a
Soit encore T la somme des forces perpendicnlaîres à a qui tirent ou poussent l'une des deux parties de la vei^e, séparées par cette sectIoD normale. Appelons ft le moment de ces forces par rapport à l'axe passant par le centre de gravité de a>, et perpendiculaires au plan du filet moyeu; d'après l'hypothèse du n" 5o7, on aura
zf'^r^u, ^ = 'f\
J''vudu-,
a. étant une quantité dépendante de la matière de la verge, qu'on suppose constante dans l'étendue de chaque section a , mais qui pourra varier d'uu point à un autre du filet moyen. En subslilusnt ponr /'
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sa valeur précédente, et faisant, pour abréger,
il en résultera
Quand la verge élastique sera à double courbure , dans son état naturel ou après son changement de figure , la force T aura encore la même expression ; de plus 9 le filet moyen étant toujours celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections normales , et en désignant par r et f ses rayons de courbure en un même point, avant et après ce changement , on pourra prendre cette expression de /t4 pour le moment de l'élasticité par rapport à un axe passant par ce point et perpendiculaire au plan osculateur du filet moyen ; mais il faudra, en outre, avoir égard à la torsion de la verge , comme nous le ferons tout à l'heure.
Si 5. En comparant cette valeur de /ci à celle du n* 807 , on voit que l'équation différentielle seconde de la courbe plane formée par le filet moyen d'une verge élastique qui n'a éprouvé aucune torsion , ne différera de celle qui répond à la lame élastique proprement dite , qu'en ce qu'elle contiendra au
lieu de - , et la quantité 9 à la place de la demiépaisseur £. Si la verge est homogène , et qu'elle soit, dans son état naturel, un prisme ou un cylindre al«
longé, les trois quantités a, a, q, seront cODSlaotes, et l'on aura r= oo . On en conclut que la flexioa d'uue verge naturellement droite, produite par no poids Q perpendiculaire à sa direction, et la force de ce ressort, se déduiront des valeurs de 6 et P ti"ouvées dans les n" 3io et 3i5, en y mettant y à la place de e. Par celte substitution, l étant la longueur de cette verge, on aara
ou, ce qui est la même chose,
Four denx Tei^s diflîfrantef, iOms 4e i gaenr, les flexions prodaitea par on inAim- poid» wroDt donc en raison înTerse des forces de resaott ; «ft sorte qu'il snffira de comparer entre elles les gnndcarsde ces forces, dans lesdiOëreotes hypothèses sur le contour de la section normale.
Supposons que la section normale soit nn triangle isocèle, et qu'on veuille plier la vei^e, de manière que la face correspondante à la base de ce triangle devienne une surface cylindrique, concave on convexe. Soient a et c la base et la hauteur de ce triangle. Dans le cas de la convexité, vers laquelle sont dirigées les valeurs positives de u (n* 307) , nous aurons
et il en résultera
Dans le cas de la concavité , on aura
A=|c, A'=5C, i.=:2Qc + «); d'où l'on conclut
ce qui montre que, dans ce second cas, la force du ressort est triple de ceUe qui a lieu dans le premier. Si la section normale est un carré représenté par f*, et qu^il s'agisse de plier le ressort, de sorte que deux de ses faces opposées deviennent des surfaces cylindriques, on aura
Si eUe est un cercle dont le rayon soit k , nous aurons
et en supposant Taire de la section normale égale dans les deux cas , de sorte qu'on ait y* = ^Tck*, on voit que la force de ressort qui a lieu dans le premier cas surpasse celle qui répond au second, dans le rapport de TT à 3.
Supposons encore que le ressort cylindrique soit un tuyau creux , dont les surfaces concentriques, intérieure et extérieure, aient g et ^ pour rayons. Pour avoir la force de ce ressort, il faudra mettre
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siiccessîvement g tl g' k la place de A dans la deroure valeur de P, et retrancher les résnllats l'uu de l'autre; ce qui donne
Si l'aire T(g'' — g*) de la section normale est égale à 'TtA'*, on aura donc
d'oii l'on conclut que le volume, la longueur et la matière étant les mêmes, la force d'un ressort creux est plus grande que celle d'un ressort plein , dans le
rapport de 1 -|- ^ à l'unité; ag étant le dîaniètre
intérieur, et ■Ttk* l'aire de la section normale.
5i6, Formons maintenant les équations d'équilibre d'une verge élastique quelconque, dont tous les points sont sollicités pai- des forces données.
Appelons A et Blés deux extrémités du fîlet moyen. Soient JT,^, 2, les trois coordonnées rectangulaires d'u n point quelconque M de cette courbe, s l'arc AM, at la section normale de la verge faite par le point M , y sa densité en ce point, et, cooséquemment, yotds la masse d'une tranche infiniment mince de la veree. Désignons par \yads, Yyaids, Zyads, les forces don* nées qui agissent sur cette masse paratlèlement anx axes des x, j-, z, de sorte que X, Y, Z, soient ces forces rapportées à l'unité de masse. La somme de leurs composantes , suivant la taiigente en M au 61et moyen , et tendant h augmenter l'arc s , sera
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Représentons aussi par T la force provenant de l'action d'une partie de la verge sur la partie adjacente, appliquée à l'une des faces de la tranche ycùds^ perpendiculaire à û)y et tendant à diminuer ou à augmenter l'arc s f selon qu'elle est positive ou négative. L'autre face de yœds sera tirée ou poussée en sens contraire par une force égale à T + dT ; par conséquent, pour l'équilibre de cette tranche , il faudra que la force dT soit égale et contraire à la force tangen* tielle donnée, ou qu'on ait
dT + ytjù ÇLdx 4- \dj+Zdz) = o ; (a)
ce qui s'accorde avec l'équation (3) du n^ 3oo.
Â cause du peu d'extensibilité de la matière de la verge , on pourra prendre , dans cette équation (a) , pour ^ et â) la densité et la section normale de la verge au point M, dans son état naturel. Si ces deux quantités sont constantes, et que la formule comprise entre les parenthèses soit une différentielle exacte, on obtiendra, par l'intégration immédiate» la valeur de T; et, parce que l'on a Tstsccûé^cT (a' Soy), on en conclura la dilatation positive ou négative de l'élément ds , qui se sera allongé dans le rapport de I -(- J^ à l'unité ; mais cela ne fera pas connaître la dilatation de la section normale co, ni le changement de densité de la verge au point M. Or , d'aprèd ce que j'ai fait voir dans le Mémoire cité au commencement de ce paragraphe, l'allongement ou le rac^
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courcissement de ds est toujours accompagné d'uoe diminution ou d'une augmentation de ce, mais telle, que le volume aids variera dans le raéme sens que ds, et la densité y, en sens inverse. Il s'ensuit que quand une verge homogène , prismatique ou cylindrique, est attachée par un bout, et tirée à son autre extrémité par une force dirigée suivant le prolongement de sa longueur, elle éprouvera, à la fois, une extension et une augmentation de volume, proportionnelles à cette force; ce qui a été effectivement confirmé par l'expérience. Réciproquemeat , si cette verge est posée verticalement sur un plan horizontal, et chargée d'un poids à sa partie supérieure, qui ne ta fasse pas plier, elle se raccourcira, et, en même temps, son volume sera diminué proportionnellement à la graudeur de ce poids.
317. Prenons sur l'arc AM du filet mo^en un point m infinîment voisin de M; par ce point m , faisons une section normale ; et concevons que la partie de la verge comprise entre cette section et l'extrrâaité A» soit rendue tout-à-fait immobile, et que la partie comprise entre l'autre bout B et la section faite par le point M, devienne seulement de forme invariable. Cela étant, cherchons les conditions d'équilibre de cette seconde partie , que nous appellerons K.
En vertn de la torsion de la verge , les points de la tranche comprise entre les deux sections normales faites par M et m , seront sollicités par des forces qui tendront à détordre ses diSërens filets loDgitudioaux, et agiront dans des plans perpendiculaires à Mm, c'est-à-dire, à la tangente en M au filet moyen. Ces
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forces tendront à faire tourner K autour de cette droite > en sens contraire de la torsion. Soit r leur moment par rapport à cette droite, que Ton appellera le moment de la torsion de la yerge, correspondant au point M. Si Ton mène par ce point des parallèles aux axes des x^ y ^ z, et si Ton observe que l'axe de ce moment fait, avec ces droites ,
des angles dont les cosinus sont ^, -j-^ 7^0^ ^^ conclura (n? 281)
dx dr dz
^ ds' ^ ds ' ^ ds'
pour les momens par rapport à ces trois parallèles, des forces qui agissent sur K dans le sens de la tor<sion.
Désignons par fc , le moment de Télasticité relatif au point M, c'est-à-dire, le moment des forces dont T est la somme , par rapport à un axe mené par ce point et perpendiculaire au plan osculateur du filet moj^en; r et p étant les rayons de courbure en ce même point, dans l'état naturel et après le changement de forme de la lame, et f désignant une quantité pasitive, dépendant de la matière et de la section normale au point M, nous aurons (n* 3 14)
et si Ton appelle /, g, h, les angles que l'axe de ce moment fait avec les parallèles aux axes des oc^jr^z^ menés par le point M, les momens de l'élasticité par rapport à ces trois droites seront
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fACOsf, ^cosg, fi,cosfi.
Soient M' un point quelconque de l'arc MB; se, y*, d, ses trois coordonnées; / l'arc AM', et y', eu' t X', Y', Z', ce que deviennent y, m, X, V, Z, i-^lativement à M'. En appelant /la longueur totale du filet mojen , et faisant
f\ [Y- (^ - X) - X'C/- jr)] >-«■&' = z„
Ç' [X' (i' _ z) — Z'(ar' — x)]5.Vrfr' = Y„
/' [Z' (/ -rj - Y'('' - 2)]/»'*' = X„
ces trois quantités X,, Y^, Z, , seront les niomeos (les forces données qui agissent sur K, par rapport aux ajfes menés par le point M, suivant les directions des X , y , s.
Enfin , supposons que des forces particulières agissent à l'extrémité libre de K; représentons par F, Q , R-, les sommes de leurs composantes parallèles aux axes des j: , _/, z , et par a', h' , d, les coordonoées du point d'application de leur résultante; leurs momens par rapport aux mêmes axes que Z^^ Y, , X ^ seront
et si l'on désigne par a y b, c, les coordonnées de l'extrémité B du filet moyen, on pourra remplacer ces momens par
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P (c — z) — R (a — or) + Q',
en faisant^ pour abréger,
Généralement, les coordonnées d^ h\ cf^ seront distinctes de ^ , ^ ^ ^ # parce que les forces extrêmes P, Q, R, ne seront pas appliquées immédiatement à la verge élastique, et qu'elles agiront aux extrémités de bras de levier. Soit que ces forces aient ou non une résultante unique , les quantités F, Q', R', seront leurs momens par rapport à des axes menés par le point B, parallèlement à ceux des x^ y ^ z^\vi donc on suppose qu'on ait en ce point
dx I 4t m, dz ,
-=cosa^ ^ = cosC, ^ = cosy,
et qu'on fasse
P'cos a' + Q' cos C' + R' cos / =3 L,
cette quantité L exprimera le moment des forces extrêmes par rapport à la tangente au point B (n* 281); d'où l'on peut déjà conclure que L sera le moment de la torsion extrême , où la valeur de r relative à ce' même point.
Cela posé pour l'équilibre de la partie K de la verge 1. 4^
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élastique, il faadra que la somme des momens par rapport à chaque axe , de toutes les forces qui agissent sur ses dîfféreutes tranches et à ses extrémités , soit égale à zéro; ce qui donne ces trois équations
^cos/-r^ + X, + P' + R(&-j-)-Q(c_=) = o.
^cosfi-r^ + 2^ + R' + Q(a-a:)-P(&— j) = o. 3i8. D'après les formules du n* ig, on a cos/
djd'z — did'jr
COa e = r-r -,
cos n = — ^ — T-r^- —
>^ étant la racine carrée de la somme des carrés des trois numérateurs. 11 en résulte
Mis' '
et, {Ar cooi^tpieùt ,
^.>«>»/^i.^rf.;.COTg + ^rf.^c<»» = o.
Oa a d'ailleurs
d^ ^ ds* ' ds* ''
dx w dx ^^ djr ^ djr dz t dz
ds * ds "^ ds * ds "^ ds * ds """
Si donc on ajoute les différentielles des équations {b)^ après les avoir multipliées par ^y ^, x# on aura, en réduisant y
mais à cause que les quantités soumises à l'intégration dans les expressions de X^, Y^, Z^, s'évanouissent à la limite /=:s, il suffit (n"" 14) de différentier sous les signes /par rapport k Xpjr, z, pour obtenir les valeurs de dX.^ , dY^ , dZ^ ; on a donc simplement
rfX^ == dzj^\yc0'ds' — djr f^^Zya>'ds', d\,t^dx f^^Vy%W — dz y^'xVû^W, dl^ = dx f^^X'yWd/ — dxJ^Yy'œW ;
et en substituant ces valeurs dans Téquation précé'dente y elle se réduit à Jr = o.
Ainsi le moment de la torsion est constant dans toute la longueur d'une verge élastique en équilibre, quelles que soient les forces qui y sont appliquées.
Sa valeur sera donc partout la mèn>e qu'à chacun des deux bouts de la verge; et il est facile de vérifier qu'au point B^ on a r = L, comme on l'a dit plus haut. En effet, en ce point, on a, x ^=«, jr = bp
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z= c; les intégrales X,, Y,, Z,, s'évanouissent , et
les équations (&) deviennent
T COS a' = /t ces / 4- P',
T cos C = /* cos g + Q', T COS 5.' = ;a cos h -f- R'.
A cause que la normale au plan oscillateur du filet moyen et la tangente à cette courbe, sont perpendiculaires l'une à l'autre, on a, en ce même point B,
cos a.' cosf + cos S' cos g + cos >•' cos A ^ o ;
eu ajoutant donc les équations précédentes, après les avoir multipliées par cos a', cos C, cos y', la quantité /jt disparaîtra, et, d'après la valeur de L, on aura T — L.
Le moment de la torsion pent seul se de'duire des équations d'équilibre ; quant à la torsion elle-même, sa grandeur est variable le long de la verge, lorsque la matière ou la section normale varie d'un pointa un autre. Si la verge est homogène, et que la section normale soit constante, la diflërence des angles de torsion est la même aux extrémités de deux parties de la verge, d'égales longueurs, et proportionnelle aux longueurs, quand elles sont difiërentes. Supposons, pour fixer les idées, qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique, soit encastrée par un bout, et qu'on ap[dique à son autre extrémité deux forces égales , parallèles et contraires, agissant à distances égales et de deux côtés différeos ; cette verge restera droite ; mais elle se tordra sur elle-même, proportion nellement à sa longueur et au moment de ces deux forces
par rapport à son filet moyen , lequel moment sera la valeur de la quantité L. J'ai trouvé, en outre, dans le Mémoire déjà cité (n* 3o6), que si la section normale de cette verge est un cercle , la quantité de la torsion sera proportionnelle, toutes choses d ailleurs égales, à la quatrième puissance de son diamètre; ce qui est conforme à Texpérience.
319. Deux des équations (6), ou deux combinaisons quelconques de ces équations, après qu'on y aura substitué la valeur de /jl et mis L à la place de r, serviront à déterminer la figure de la verge en équilibre. Si elle est droite dans sou état naturel , et que toutes les forces qui y sont appliquées soient comprises dans un même plan , les trois équations (b) se réduiront à une seule qui sera celle de la courbe plane formée par le filet moyen.
Prenons le plan de ces forces pour celui des a: et j^; nous aurons
z = o, cosy=o, cosg = o,.
c = o, c' = o, R = o, cosy=;=o;
d'où il résultera
et les deux premières équations {b) s'évanouiront.
A cause de r=: 00 , la valeur de u se réduira à- ;
on aura aussi cos A =: ± i ; mais en ayant égard au sens de Faction de T Sur la partie K de la verge (n® 314)9 il est aisé de voir qu'il faudra prenÂ*e cos kz=: — 1 dans la troisième équation {b) , qui
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deviendra, de cette manière,
r'[Ti^- - *) - XV -jr) V^-f )
+ R'+QCa-:r)-P(J-^)=?; ^
et l'on remarquera (pi en consen'ant les Dotations du n° 5 r4 , le coefficient G aura pour valeur
Lorsque les forces X et Y seront ntilles , cette équation (c) coïncidera avec l'éqaation (i) du n* 3o8, en observant que dans celle-ci , les forces P et Q agissent à l'extrémité même de la verge, ce qui rend nul leur moment K'. Dans tous les cas, on fera dtsparaitre par des diâerentiations, les intégrales contenues dans cette équation (c), qui se cbangera par là en une équation différentielle du quatrième ordre.
La figure de la verge étant détemiinée par réqoation (c), il faudra en outre que les forces données qui y sont appliquées, satisfassent aux conditions d'équilibre du n" a6i , qui se réduiseot à trois, à cause que ces forces sont toutes comprises dans nn même plan. Désignons donc par D et E les sommes des forces particulières nui agissent à l'extrémité A de la verge , parallèlement aux axes des x et y, et par P leur moment par rapport à ce point A , de manière que D, E, F', soient à l'égard de ce point, ce que F, Q, R', sont reUtivemeat à l'autre extrémité B; les trois équations dont il s'agîC seront
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D+p+r xv*»w=o,
F + K+Qia - j:) - P(& — ^)
"^/o' [YV-^)-x'Cr-j')]>VJ/=:o,
où Ton mettra pour x et ^ les coordonnées du point A.
Lorsque les deux bouts de la verge seront entièrement libres , les forces evtréipes et leqrsi mômens sauront donnés. Si la verge est encastrée à son extrémité A , les (brces D et E ^ ainsi que leur moment f, seront indéterminés ; mais on conna)tn^ les valeurs
de j:,^, ^, relatives à ce point A. Si la verge est
seulement retenue par le point fixe A , les' forces D et £ seront encore indéterminée^ ; leur résultante sera égale et contraire à la charge de ce point d'appui , dout elle exprimera la résistajaçe^ et VQnAW^J^/rr^.^ pour leur moment : on connaitr# ajiors. \//^ .y^^pff
de X et^, mais non plus celle , de -j-. Les mêmes re-
marques s appliquent au point B.
Z20. Supposons , par exemple p que la verge ioit hooiogène et naterdlement prismatîqiic ou icylin^ drâque; ce qui rràdra constant», les traîa quaniifds y,e$pQ» Supposons y en outre;^ qu'elle ne soit souU mise qu'à des forces perpendicolnres à sa longueur^ qui l'écartent très peu de sa position primitive; et prenons popr l'axe des x , le filet moy efi dans> oftte
position ; od aura alors
D = o, X = o, P = o; ce qni fait disparaître la première équation (d"). En négligeant le carré de ~ , on aura aussi
et l'éqaatioa (c) se réduira à
Eu la différentiaDt une première fois, on a
On a aussi (a** i4)
i-f^^^'ds' = .
. \âs;
en différetitiant une seconde fois, et mettant dx an lîeti'dé ds t on anra donc
' Les tpatre constantes arbitraires que contiendra llntégrale complète de cette dernière équatioo , se détermineront d'après les conditions reUtivcg muc deux bouts de la verge, et en observant que la Taleur de^ tirée de cette équation devra satisfaire «nx deux précédentes pour tontes les valenrs de ce. Or, réquatiott (/) résultant des deux autres par la diffë-
rentiation, il suffira, pour cela, qne cette valeur de^ satisfasse à celles-ci pour une valeur particulière de a:; il suffira donc qu'on ait
«g='''. «s=-<î. fe)
pour x= a ; conditions qui résultent de Féquation (e) et de sa différentielle première, en y donnant à x cette valeur particulière. Si l'on y donne à or la valeur relative au point A, et qu'on ait égard aux équations (d) , on aura
mais ces équations n'expriment pas de nouvelles conditions distinctes de celles que renferment les équations (d) et (g) , que l'on pourra , si l'on veut , remplacer par le système des équations (g) et (h).
5^1. Ces formules comprennent le cas de la vei^e pesante. Alors, je suppose le point A fixe, et j'y place l'origine des coordonnées x et jr; je suppose aussi que l'axe des x, qui représente la direction naturelle de la verge, soit horizontal ; je prends l'axe des jr positives dans le sens de la pesanteur, et je représente cette force par g. On aura Y := g, et Tintégrale de Féquation (/) sera
€x = ^Jc^-f-Cx^-f-Cx^-f-C'a:; (i)
C, C, C% désignant trois constantes arbitraires, et la quatrième étant nulle, à cause qu'on a a:=so et jrz=zo au point A.
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Supposons la verge eacastrév à c«tte extréaûlé; U fàadra qu'oD ait aussi ^ z=o quand x = o ; d'où il
résulte C"= o. Supposons, en outre, que le poids Q soit attaché immédiatement à l'autre extrémité fi, de sorte qae son moment R' soît zéro; en verlu des équations (g), qui répoadent « ce point, ou à X = o , on aura
~ gyaia* + 6Ca + aC = o ,
gyoia -|- 6C = — Q.
Je tire de là les valeurs de C et C; je les substitue dans l'équation (i), dont ]e supprime le lerme C'x; j'appelle q le poids de la verge , de sorte qu'on ail q^^ gycea; il vient
équation qui coïncide avec celle du o" Sic, quand on néglige le poids de la T«rge, «t qu'on j met (^f^ fi la place de C.
Pans les deux c«s de Q m o et 9 ^a: o, on a
pour l'ordonnée du point B , qui nprîipfi U flexioa totale de la verge. En supposant Q = 9, on voit dcHic que les flexions prodtûtes pac ut) poids Q suspendu à l'extrémité libre d'une verge horizontale encastrée par son autre bout, et, par ce même poids , réparti uniformément sur toute la longueur de cette verge , sont entre elles comme 8 est à 5.
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322. Si le point B est fixe comme le point A, et situé sur la même horizontale , il faudra qu'on ait jr:=o quand x = a; ce qui change Téquation (i) en celle-ci :
fy = g (x«— a') + Qx (a-— a*)-f- Ga:{x — a); (a)
q étant toujours le poids de la verge. La détermination des deux constantes C et C présentera les cas suivans.
i». Quand la yei^e est encastrée à ses deux bouts, il faut qu'on ait ^ ^=: o pour a: = o et pour xs=za; ou tire de là
et l'équation (a) devient
En appelant f la flèche de la courbe formée par cette verge , c'est-à-dire , la valeur de jr qui répond à son milieu^ ou à x=ija, on aura
a*. Si la verge est simplement retenue par les points fixes A et B, les charges de ces points d'appui seront les forces E et Q, prises en sens contraire de leurs di« rections, et leurs momens F' et R' seront nuls (n? 3 19). En vertu des premières équations (g) et (h), on aura
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j--^ = o pour X =r o et pour x = a-, d'où Ton"
conclut
Jj,, C' = o.
On aura
alors
er =
et la flèche /sera
c'est-à-dire, quintuple de celle qui avait lieu dans le premier cas. D'après les dernières équations (g) et (h), on aura aussi
valeurs qnî ont aussi lieu dans le premier cas , et qni sont évidentes en elles-roêmes.
3°. Enfin, lorsque la verge est encastrée à son extrémité A, et seulement retenue à son autre boot,
dr ^ d'Y
on a ^^o pour a:=:0, et ^ = o poor x=a ; ce qui donne
^ — — 48' ^ — le-'
au moyen de quoi l'équation (a) devient
g~ — gJ'Çfl — J)(3a— aj)
Les secondes équations (g) et (k) donnent , en même temps.
STATIQUE , SEœNDE PARTIR 637
ce qui montre que le poids de la verge se partage inégalement entre les deux points d'appui , et que la charge de lextrémité encastrée est plus grande que celle de Tautre , dans le rapport de 5 à 3.
5a5. En supposant toujours les points A et B fixes et situés sur une même horizontale, et la vei^e homogène et prismatique , considérons le cas où les autres points sont chargés de poids inégalement distribués dans toute la longueur.
Soit donc
ymY =z= ?^a:j
(px étant une fonction donnée qui s'évanouit quand :r = o et quand x=:a, et q désignant le poids total , ce qui suppose
/ Çxdjc
Cette fonction ^x pourra être continue ou discontinue , c'est-à-dire que son expression analj^tique pourra changer une ou plusieurs fois entre les valeurs extrêmes x = oetx=:a;ou, autrement dit, si on la représente par l'ordonnée d'une ligne dont a: soit l'abscisse, cette ligne pourra se composer de plusieurs portions de courbes différentes. Si Ton désigne par cT une ligne d'une longueur aussi petite qu'on voudra , nous pourrons supposer, par exemple , que cpx soit zéro depuis j: = o jusqu'à j:=r|;a — J^, et depuis x = 7 û 4" J^ j usqu'à x = a, de sorte que cette fonction n'ait de valeurs différentes de zéro que dans une très petite étendue cT de part et d'autre de x^sju.
Ce cas sera celui d'un poids q agissant au milieu de Ut verge élastique , que nous examinerons font à l'heure en particulier.
Quelle que soit la (onction ipx , continue oa dts~ continue, pourvu qu'elle soit nulle pour jr = o et pour X = rt , on aura , depuis x = o j usqu'à x^4i ÎDclusivement ,
ipx:=-z.{ j sin farax j sm — ; (a)
' n étant un nombre entier et positif, et la caraclëristique S indiquant une somme qui s'étend à toutes les Talents de n, depuis n = i jusqu'à n = oo . Cette formule est due à Lagrange, qui l'a donnée dans les anciens Mémoires de CJcadêmie de Turin (*) ; nous la démontrerons plus bas. En eu faisant usage , Tëquation (_/") devient
et en intégrant et observant que ^ =; o pour a: = o et pour X = a^ on aura
H- X (a — j:) [Cx + C (a — x)] ; (*;
C et C étant des coostantes arbitraires que Ton déterminera comme dans les trois cas du numéro précédent.
334> Examinons en détail te cas où le poids a est
<*) Tome III , page a6i .
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suspendu au milieu de la verge , c'est-à-dire , le cas où y comme on vient de le dire, la fonction ^j/ est nulle pour toutes les valeurs de x* qui différent un tant soit peu de -^a.
On pourra alQi*s faire x' = ^ a dans le facteur
sîn que renferme l'intégrale relative à j:'; ce
qui donnera
sm 0x€lx =s sm — / ^x'cuxfzsrasin — ,
et fera disparaître tous les termes de la somme Z qui répondent à des nombres pairs n. Je désigne par 1 un nombre pair ou impair; je fais /i=2i — i, et j'étends la somme 2 à toutes les valeurs de i, depuis 1=1
jusqua ISS 00 k A cause de sia<' < ra — ( — ^ i)',
réquatiou {b) devient
Cy=±=jc(â — x)[Cjc4.C(a — x)]
Mais d'après une formule connue ^ on a , comme on le verra plus bas ,
pour toutes les valeurs de6#, depuis a) = o jusqu'à <»=î^.Sidonc<max<ia, on fera»=— et Ton
'«^ (—0* ^- {ii—\)9X ^ j, ^ •_• V
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si , au coatraire, on a x >■ - a, on fera et = ~ — ;
et coRime on a
(ai — i),(a — x) . (a»— i)»i sm ^^ ' — i =: sin i ,
oo CD conclura
De cette manière, nous aurons l'une on l'autre de ces deux équations :
Çr = xla-x)lCx+C'ia-x)]- ^ C4t^
(a-xy-ia'i^—xy].^
Il ne restera donc plus qu'à déterminer les constantes C et C dans les trois cas suivans :
i'. La condition ^ = oponrj:^=o etpoarj:7^=a, qui a lieu quand la verge est encastrée k ses deux extrémités > donne
Les équations (i) deviendront
au milieu de la verge, on aura ^ = o , comme aux extrémités; et la flèche y, ou l'ordonnée conrespon-
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liante a x s=z ^a, sert
€ est-à-dire, double de celle qai avait lieu dans le premier cas du n"* 322. En vertu de^-scoondes équations (g) et (h), on aura aussi
comme cela devait être
2"*. Dans le cas de la verge simplement retenue par
ses deux bouts, oii Ion doit avoir -~ = o pour X = o et pour a: = a , il en résulte
C = o , C = o , et, par conséquent,
La tangente au milieu de la courbe est horizontale, et les valeurs de Q et È sont — {q, comme dans le premier cas; mais la flèche y a pour valeur
en sorte qu'elle est quadruple de la précédente, et plus grande dans le rapport de 8 à 5, que oelle du second cas du n"" 522. Si Ion mène une tangente à la courbe élastique, par Tun pu l'autre des points A et B; que Ton appelle a son inclinaison, et qu'on
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ilésîgue par j' l'ordoQnée verticale du point de cette
droite qui répond à l'abscisse égale â ^ a, on aura
tang a. = -g-> , J' z=. - a tang « ; d'où l'on conclut
Dans le secopd cas du n* 333, le rapport de y^ à y sc-
•. 8 rait j.
5*. EoBn, si la verge est encastrée à rextrémité A
et seulement appuyée à l'autre bout B, oa aura
ày ^ d'y
-— = o pour x^o , et ^^ = o pour x^a\ od ea
déduira
et les éqnatious ( i ) devieudront i
Elles dooaent pour x=:4 ^> ^^ même valeur de y, savoir
__ 7ga* ^ — 8.96.C'
mais ce n'est pas la plus grande ord<Hinée. On «tin
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en sorte que le poids q se partagera dans le rapport de 1 1 à 5 entre les points d'appui A et B.
Z^S* Nous allons maintenant démontrer la formule de Lagrange , citée précédemment.
Pour cela ^ considérons la quantité
1 — aA cosO -f- S* •
qui est une fraction rationnelle par rapport à A ^ et dans laquelle 6 désigne un angle réel. Son développement suivant les puissances de h sera
ce qu'on peut aisément vérifier ; car si l'on multiplie cette série infinie par le dénominateur i*— aA cos 6-f*^' de la fraction, on retrouve son numérateur , enob-* servant qu'on a
2 cos Tlfl cos G = cos (/!+ l)fl -{- COS {u l)fl ,
quel que soit le nombre n. Si h est moindre que l'unité, abstraction faite du signe, cette série sera conver-gente , et la fraction sera rigoureusement égale à son développement prolongé à l'infini ; à cause de
i_ aAcosfl + A* = (i — A)'+ ^Asîn'^e, nous aurons donc, dans cette hypothèse,
= I + sSA'cos/iO;
la somme 2 s'étendant à toutes les valeura du nombre entier n^ depuis /i = i jusqu'à 71= oo . Quelles que soient la fonction yâ et la constante réelle a, on aura
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donc aussi
Soit g une quantité positive et infiniment petite; cette équation subsistera encore en y faisant A=i — g, puisqu'elle a lieu pour toute valeur de h moindre que l'unité. Four toutes les valeui'S finies de n , on aura
pour des valeurs infinies de cet exposant, h' pourra différer de l'unité, mais en intégrant par partie , OD a
Os coi 7.(» - «)dt=: -Jt Si n n(»-«) - i y ^ 5in n(9 — «î^;
en sorte que si y 6 ne devient point infinie, entre les limites 0 = 0 et 6=7r, ui pour ces limites, Tiulégrale / yâ cos n(â — a.)(l^ , qui multiplie A', s'évanouira
pour n=:ao > d'où il résulte qu'on pourra toujours remplacer h' par l'unité sous le àgoe Z. Au ouméraleur de la fraction comprise sous le signe J", oa aura I — A* = 3g, en négligeant g* par rapport à ag; dans le secdnd terme du déûominatteur, on pourra mettre l'unité aulleu de A ou t rf-g ; et, de cette manière , nous aurons
Le coefficient de tiQ soos cette dernière iht^rale est infionnent petit, excepté poor les ralénrs de 6
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infiniment peu différentes de « , qui rendent son dénominateur infiniment petit ; cette intégrale est donc infiniment petite ou nulle , tant que la différence 9 — a est une quantité finie ; ce <}ui aura lieu dans toute rétendue de l'intégration , lorsqu'on supposera eL<C Of ou a'^ tt; donc toutes les fois que la constante CL tombera en dehors des limites zéro et ^, on aura l'équation
ifl^^ ^^fo^ cos » (9 ~ a)d8 = o. (a)
Si, au contraire, on a ^t^o et •<9ryiiy aura des valeurs de 6 qui différeront infiniment peu de CL] en faisant donc
6 = «t + w, , dB s= du,
l'intégrale dont il s'agit s'évanouira encore pour les valeurs finies àe u, mais non plus pour les valeurs infiniment petites de cette variable, positives ou né-* gatives; à l'égard de celles-ci, on aura
/G=/a, sini(fl_a) = i«;
par conséquent, le second membre de l'équation (i) devient
lorsque a tombe entre zéro et 'TT. Or, cette intégrale étant nulle pour toute valeur de u qui n'est point infiniment petite, nous pouvons maintenant l'étendre, sans en altérer la valeur , à des valeurs quelconques de Uf positives ou négatives, et. la prendre > st'nous
voulons, depuis u ^ — oo jusqu'à « = qo : on aura
slorfi
et fioalemeut
\f'fWi + ^J'f^ cos n (6 -
Ce raisonoemeot convieudra encore au cas on a coïncide arec uue des deux limites zéro on -n" ; mais si l'on a a^o, on ne pourra donner à u que des valeurs positives, et seulement des valeurs négatives, si l'on a œ=: tt, afin que dans ces deux cas, la variable 6 qn'ou a faite e'gale à s-f- u , ne sorte pas des limites de l'intégration. De cette manière, l'inte'grale relative à u se trouvera réduite à la moitié de sa yaleur, ou à 1?; et si l'on représente par 6 et ^ les valeurs de fa, qui répondent à et, ^ o et a =■»■, il en résultera
îr7fl^+z/'79cos«flrf8 = -5rC, 1
V o J o a > {il
|/'^>ifl+2(-i)«y^'/flco9nBtft= l-Ky.)
Maintenant faisons
et soit aussi
La quantité x étant positire et moindre que la cens-
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tanle a, mettons à la place de a, dans l'équation (2) et — dans Féquation (5) ; en observant qae
les limites relatives à x^ seront zéro et a y nous aurons
— ; ^x'dx' + - 2 / ^x C08 7.aJ o a J o
— / ^dx' + - X / ^x cos — ^ -dx = çx ;
et en retranchant ces deux équations lune de l'autre, îl vient
- 2 f / ^x sm dùc'\ sm = ^x ;
ce qn'il s'agissait de trouver.
3a6. Cette formule représente les valeurs de la fonction ^x^ pour toutes les valeurs de la variable Xy qui sont positives et moindres que a, et même pour JC = o et x = a, lorsque ^x sera nulle pour ces valeurs extrêmes. U est important d'observer que la série indiquée par 2, finira toujours par être convergente ; car pour de très grandes valeurs de n^ l'intégrale relative à x^ deviendra une très petite quantité, qui diminuera de plus en plus à mesure que n augmentera, et qui sera tout-à-fait nulle pour 72 =: GO , comme on l'a vu plus haut au moyen de l'intégration par partie. Cette remarque est nécessaire et suffit pour justifier l'emploi, qu'on fera de la formule précédente.
Les différentes formules par lesquelles on peut ainsi représenter en séries de quantités périodiques, toujours convergentes, des portions de fonctions arbi*
Iraires coutiaues ou discontenucs, se déduisent des cHpiatïon.'; (5) , que nous venons d'établir. Je me conteaterai de donner ici deux de ces formules , qui nous seront utiles dans la suite ; pour de plus grands développenoens sur celte matière, je renverrai à mes Mémoires sur le Calcul intégrât, qui font partie du Journal de r École Polytechnique, et où l'on trouvera une théorie complète de ce genre de transformations.
Après avoir ajouté les équations (5) et retranché la première de la seconde, j'y mets al au lieu de n , puis 37 + / ei a^-^-la. la place de x et x'^ et ensuite ^a:et (px'au lieu deçfx-f-/) et ?(x'+ /); les limites des intégrales relatives à af deviennent =1: i, et ces équations sont remplacées par celles-ci :
Partageons chaque somme £ en deux antres , dont l'une se rapporte aux nombres n pairs, et l'antre anx nombres n impairs. Four cela, soit t nn nombre entier quelconque; et faisons successivement n = 31% n =s 31 — I ; aoQS aurons
:' Vo9-
WTt£+/)_
O'COS
. Ç£i-i)« ^,_(t»-iW(x+l)_
et de même pour les sinus et CQsinus compris sons
les signes A par conséquent , on aura
çx= 7 Sf / f j: sin — j- </jr Jsin -y-
les sommes 2 s^étendant à toutes les valeurs de i, depuis z=i jusqu'à i = oo. Ces équations auront lieu pour toutes les valeurs de a: qui seront comprises entre les limites db l.
Cela posé, si la fonction çjc est telle que Ton ait ^ (— x) = — çx, il en résultera
/' , . / r^ ' '«"^'j ' r^ ' (a'-i)ir*' . V ^xdx'=x)y j çxcos—j-dx=sOy I fxcos^ j- — dxz=zo,
et, en outre,
j (px^ sin -^^ rfx' = 2 1 ^x'sîn -^^ rfr' ,
au moyen de quoi la seconde équation (6) coïncidera avec la formule (a), en y changeant a en Z; et la première se réduira à
^x= ^ 2 (/>^'sin ^^^da^'yn^^^. (7)
Si , au contraire, la fonction (px est telle que l'on ait
^( — a:)r=^x, on aura
6jk>
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^x'sin
(ai — l)7rx'
dr':
= o, / Çx'sîn
f~da:'= i
et les autres iolégrales pourront s'étendre seulement depuis jr = o jusqu'à or = i, en doublant les résuitats. La seconde équation (6) rentrera dans l'équation (7), en y mettant / — x au lieu de x, et fx ï la place de q)(l — x)- La première équation (6) deviendra
Ces formules (7) et (8) représenteront les valearsdf fx, depuis j: = o jusqu'à x= t; celles quî s'en déduiront, en les différentiant par rapport h ce , exprimeront, dans le même intervalle, les valeurs
de -^. La formule (7) suppose (px = o pour ar=:o, et -^ = 0 quand x:=l; la formule (8) exige que l'on ait -^—^o pour j;:^oet pour x^ ^ Lorsque ces conditioos ne sont pas remplies, ces formules 00 leurs différentielles n'ont pas lieu pour les râleurs extrêmes de X.
337. Réciproquement, les formules de ce genre font connaître les sommes des nombreuses séries périodiques que l'on a obtenues par différens moyens. Ainsi , par exemple^ pour en déduire la somme de la série dont on a fait usage dans le n* 3^4 w }^~ joute les équations (3) et (3) , après avoir mis — » s à la place de a dans la première; il en résulte
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f'f^ + a2 ( r'/fl C08 n ÔdO) cos net = »/«. Je prends ensuite yd^ 6; on a alors
///9cos»flrfe=^îîi^^:-l;
quantité nulle pour tous les nombres pairs , et égale à — . pour 71 = 31 — i . L'équation précédente devient donc
la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier i, depuis i = i jusqu'à f = oo .
En multipliant par «b et intégrant, on en déduit
^8in(2i— i)tf r • .
On n'ajoute pas de constante arbitraire, parce que les deux membres de cette équation sont nuls , soit pour a = o, soit pour a=:7C; en sorte que cette équation a lieu pour toutes les valeurs de a, depuis a=:o jusqu'à a = ^ inclusivement. Si l'on y fait a=:^^ -\' co, on aura
sin (aï — i) a = — ( — i)'cosC2i — i)cû ,
et, par conséquent.
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depuis û) = -^ 7T jusqu'à a = ^tt. Je n]a]lîplie par da et j'intègre de nouveau; il en résulte
■ij. _ ^ _ ^ a4 3a '
^(—1)' gin (31
ce qu'il s'agissait d'obtenir.
338. Si l'on met na au lieu de a , et ensuite a:^+ a et x-\-a à la place de x et x', dans la seconde équation (5), et qu'oo fasse ^(a + j;):^Fa: , on
pour toutes les valeurs de x comprises entre ±a^ En faisant
ia * ^a *
cette équation pourra s'écrire ainsi :
Yx = -^f' Fx'(ir'+ i^ry Fj?'cosu(a/— j:)"J(;
u étant un multiple de c, et la somme Z s'étendant à toutes les valeurs de u, depuis u =: c jusqu'à u;^co. Or, si la constante a devient infinie, la différence c des valeurs consécutives de u deviendra infiniment petite, et la somme "S. se changera en une intégrale prise depuis u^c, ou u:^o, jusqu'à K = oo. En faisant donc a^=<o et t^du^ mettant le signe / an lieu de Z, et supprimant le premier terme de la formule précédente , nous an-
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rons
Fx =s ^ r r r Fo/ cos u (x' — œ) ctr'l du.
Fourier a donné le p'remier cette formule importante^ qui s'étend à toutes les valeurs réelles, positives ou négatives , de la variable a: , et convient , comme les. précédentes , dont elle se déduit, à une fonction quelconque Fj:, continue ou discontinue.
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CHAPITRE IV
BBINCIPE DES VITESSES vntTUELLES.
539. Dans les cas les plas simples de l'équilibre des machioes, la puissance et la re'sistance sont réciproquement proportionnelles aux espaces (]ue leurs pointi d'application décriraient simultanément, si l'équilibre Tenait à se rompre. Pour que ce rapport ait toujoon lieu, il faut prendre les espaces infiniment petits qoï seraient décrits dans le premier instant, et les ren>placer par leurs projections sur les directioDs des forces. Il a été remarqué depuis long-temps dans I<S machines simples; Jean Bemouilli l'a ensuite éteodo, par induction, à un système quelconque de poiols malériels sollicité par des forces données; et, sous la dénomioatton de principe des vitesses virtuelles, D est ainsi devenu le principe ge'neVal de l'équilibre. Nous le démontrerons dans toute sa géoéralité, après l'avoir vérifié sur les exemples suivans.
1*. Soient (fig. 79 J A, A', A",,., une suite de poulies contenues dans une même chape, et formant une moufle fixe, et B, B', B", . . . une autre suite de poulies aussi contenues dans une même chape , et formant une moufle mobile. Supposons qu'un fil soit attaché à la poulie inférieure de la moufle fixe, et s'enroule successivement sur toutes les poolies, eu passant alternativement d'une moufle à l'autre. A l'ex-
trémîté libre de ce fil, suspendons un poids P qui fasse équilibre à un poids R suspendu à la poulie inférieure de la moufle mobile. La tension du fil sera la même dans toute sa longueur^ et égale au poids P; de plus, si les diamètres des poulies sont très petits, eu égard à la distance qui sépare les deux moufles, les cordons qui vont de rune à l'autre seront sensiblement parallèles et verticaux : la force qui soutient le poids R sera donc égale à la somme de leurs tensions ,ou a n fois le poids P, eu appelant n le nombre de ces cordons; par conséquent, dans Tétat d'équilibre , on aura
R = nP.
Or, si l'équilibre se rompt , et que le poidst R mont^ ou descende d'une quantité a , tous les cpi^dons qui aboutissent à la moufle mobile se raccourciront ou s'allongeront de cette même quantité. La longueur totale du fil devant rester la même, la partie à la«* quelle est attaché le poids P s'allongera [OU, se raccourcira de n fois cette quantité A;.d<uic, en dési^ gnant par C la quantité dont le poids j F. s'élèvem ou s'abaissera , on aura f =jia, et, con^équemment,
Ra = Pff;
ce qui renferme le priticipe qu'on vient d'énoncer.
â®. ABC (fig. 86 ) représente la roue d'un treuil, et È^'C l'intersection du plan vertical de cette roue et de la surface du cylindre; 0 est le centre commun de ces deux circonférences, et AOC et A'DC sont leurs diamètres horizontaux. Un fil s'enroule sur la roue^
«eux forces R' el R", y,
l'é<|ai)ibre ne sera pas I
sont égales à R, la fore
équilibre, puisqu'il n'j-
leur action simultanée
daas un sens que dans 1,
qu'il y ait aussi équilibn
R'. perpendiculaires à AC
miles <le ce levier, dont (
en appelant r le raj-on A
OC du C3.|indre, l'équat
IV
' «use de R'=H. Maintei, et que le poids R monte ou tandis que lepoidsPdescen '■le e, il est évident, par qu'on aura fr' = »r; d'où
te =
conforraénient i l'énoncé t de vérilier- 3°. Supposons qn'une <
a nu nnïdc B :. ~
^ette vis, soit adaptée à son extrémitë înfërieiire; quW fil smt enroule sur cette roue et attaché par un bout à sa circonférence , et qu'on applique à son autre bout une force horizontale F qui agisse suivant une tangente k la roue, et fasse équilibre au poids R. On pourra , si Ton veut , placer sur la direction de cette tangente une poulie fixe et verticale, plier le fil sur cette partie , et remplacer F par un poids P égal à cette force et attaché à lextrémité libre de la partie verticale du fil. En appelant h la hauteur du pas de la vis , et ^ la circcmférence de la roue^ on aura
d'après la condition connue de l'équilibre dans cette machine. Les deux poids R et P tendront k faii^ tourner la vis en sens contraire; si l'équilibre vient à se rompre, Tun de ces poids montera^ et l'autre des^ cendra ; et si le poids R s'abaisse ou s'élève d'un pas % de la vis , le poids P s'élèvera ou s'abaissera d'une hauveur égale k la circonférence c de la roue ; d'où il résulte qu'en appelant, en général, ee et £ les espaces parcourus simultanément par les deux poids «R et P, on aura «c s= i?A, et, par conséquent,
conformément au principe dont nous nous occupons, 40. Considérons'^ncore deux poids P et R posés sur deux plans inclinés, et attachés l'un k l'autre par un fil passant sur une poulie fixe, située en haut des deux plans qui sont adossés l'un à l'autre. La fi- 1. 4^
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gurc Si représente une section verticale de ce système ; AC est ta longueur du plan sur lequel est posé le poids R, BC celle du plan qui supporte le poids F, AB une droite horizontale, et CD une verticale qui représente la hauteur comniuoe des deax plans. Faisons
BC = A, CD = A
celle de J • réfmi- ]
la composante de R suivant C\ sera R-, et celle c
P suivant CD aura Pr pour valeur. Poar l'éfiiii-
libre, il faudra que ces deux composantes soient égales; en sorte que l'on aura
Pa = Rh.
Si l'équilibre se rompt, et que le poids H glisse d'une quantité y sur le plan CB, le poids P glissera de li même quantité , mais en sens contraire , sur )e plan AC; et en appelant a, la hauteur verticale dont le poids R se sera élevé ou abaissé » et C celle dont le poids Fse sera abaissé on élevé, il est aisé de voir que Ton aura
d'où il résulte
PC = Ra ,
comme dans les exemples précéAis : mais ici a et C sont les projections verticales des espaces^ décrits simultanément par les poids R et F» tandis que y dam le cas précédent , a et € étaient ces espaces i
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53o. D après ce qu'on a vu dans le n^ 49 f <lcux forces qui se font équilibre par riutermëdiaire d'un levier quelconque, sont en raison inverse des espaces infiniment petits, projetés sur leurs directions respectives, et que peuvent décrire en même temps leurs points d'application. Cet énoncé est celui qui convient à tous les cas. Ainsi , en appelant P et R la puissance et la résistance en équilibre par l'intermédiaire d'une machine quelconque, supposant qu'eu imprime un mouvement infiniment petit à cette machine , et désignant par ^ et a les projections sur les directions de ces forces, des espaces qui seront décrits en même temps par leurs points d'application , où aura toujours
PS = Qa ;
à quoi il faut d'ailleurs ajouter que l'une des projections devra tomber sur la direction même de la force correspondante, et l'autre sur son prolongement, ainsi que cela a lieu dans le levier.
Dans la pratique, il suffira que le mouvement imprimé à la machine soit seulement très petit. En mesurant les longueurs des projections C et et, on en condura immédiatement le rapport de la puissance à la résistance, sans rien connaître de la composition particulière de la machine.
33 1. Non seulement cet énoncé convient à une macliiue quelconque, mais il s'étend aussi à un nombre quelconque de forces en équilibre. Soient donc, en général, M, M', M", etc. (fig. 8^), un système de points matériels liés entre eux de telle manièixî qu'on
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^ ; supposons que des forces P, P', P", etc.,
agissent sur ces points, suivant les directions MA, M'A', M" A", etc.; faisons subir à ces points des déplacemens innniment petits et compatibles avec les condilioDS du système, de sorle qu'ils soient transportés en N, N', N", etc.; projetonsN, N', >'', etc., sur les droites MA, M'A', M"A'', etc,ena, a^^ a*, etc., et posons
Ma = p. M'a' M"a" =: jf', etc.
En considérant ces prc sp, p', f^, etc., comme
des quantités positiv égatives, selon qu'elles
tombent sur les directions des forces correspondantes, ou sur leurs proloDgerai ;, lous aurons
tp + Py + , + elc. = o, ■
lorsque l'équilibre aura lieu; et réciproquement ÎIt aura équilibre , quand cette équation subsistera pour tous les déplacemcns compatibles avec les conditioEis du système.
Les droites infiniment petîtesMN, MTÎ', M"N", etc., sont ce qu'on appelle les vitesses virtuelles des points M, M', M"> etc.; dénomination qui provient de ce qu'elles sont considérées comme les espaces qui seraient parcourus simultanément par les points du système , dans le premier instant où l'ëquilibre vieD- 1 draît à se rompre.
On doit observer que le principe des vitesses virtuelles , contenu dans la formule qn'oD Tient d'écrire, donne seulement les conditions d'équilibre qui peuvent être exprimées par des équations.
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mais non pas celles qui sont relatives à la direction de certaines forces, et à l'étendue dans laquelle elles doivent rencontrer un plan fixe (n* 366). Les mouvemens compatibles avec les conditions du système , qui donnent lieu à des équations d'équilibré , sont ceux dont les mouvemens directement contraires sont également possibles. Mais, par exemple , si un point matériel esl posé sur un plan fixe , le mouvement sera possible dans ce plan , suivant chaque direction et suivant la direction contraire ; et perpendi* cnlairement a ce plan, il ne pourra avoir lieu que dans une seule direction. Or, la considération des mouvemens dans le plan, donnera lieu aux conditions d'équilibre qui s'expriment par des équations, et la considération du mouvement perpendiculaire déterminera seulement la direction de la force normale , qui doit être contraire à celle du mouvement possible. Dans l'énoncé du principe des vitesses virtuelles, on suppose implicitement que chacun des mouvemens compatibles avec les conditions du système , et le mouvement directement contraire , sont également possibles; en appliquant successivement l'équation précédente à ces deux mouvemens, les quantités p, p'f P*\ 6^c. , changeront toutes de signe , et il n'en résultera qu'une seule équation d'équilibre.
Si la force P, est la résultante de plusieurs forces données Q, Q', Q", etc. , et qu'on représente par q, q^y q'', etc. , les projections de MN sur leurs directions; on aura (n® 54)
Pp = Qî 4. QY + W-t-etc. ;
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en sorte qn'on pourra remplacer dans Tëqualion précédente, le ferme Vp relatif à la force P, par celle somme de termes de la même nature, qui répondent à SCS composantes; et de même, par rapport aux forces P, P', P*, etc. , si elles sont aussi les résultante de plusieurs autres forces.
Le principe des vitesses virtuelles , dans le cas d'un point isole en équilibre, est, comme on l'a vu dans le n" 5g, une conséquence de celle deroière équation, soit qu'il s'agisse d'un point entièrement libre, ou qu'il soit assujetti à demeurer sur une sorface ou sur une courbe donnée, il s'agît actuellement de démontrer ce principe général, dans le cm d'un système quelconque de points matériels M, M', M'', etc.
332. Supposons ces points liés entre eux par des vcrgfs inflexibles ou par des lils flexibles, dont les uns soient fixement attachés à ces points, tandis que d'autres les traversent comme des anneaux mobiles. Dans ce dernier cas, ces points ou auoeaux oa( la liberté de glisser le long des fils qui les traversent, et que l'on suppose, pour cela , parfaitement flexibles.
Après qu'on a appliqué les forces données P, Vf P', etc., aux points M, M', M", etc., et que Téquilibre s'est établi, il est clair que les fils qui joigoeot ces points deux à deux , éprouveront chacun une tension particulière, c'est-à-dire, que chacun de fxs lils sera tiré à ses deux extrémilés par des forces égales et contraires, dirigées suivant ses prolongemens , ainsi qu'on l'a déjà dit dans le cas du polygone funiculaire (u" 285). L'intensité de cette force sera la me-
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sure de la tensioa inCoanne que ce fil éprouve. Un (Il qui ne serait pas tendu, ne contribuerait pas k l'équilibre, et Ton pourrait en faire abstraction.
La tension peut varier d'un fil à un autre ; mais s'il « s'agit de deux fils qui sont le prolongement l'an de l'autre à travers un anneau, la tension est la même dans ces deux parties d'un même fil qui doit nécessairement éprouver une égale tension dans toute sa longueur (289). Ainsi, par exemple, si M est un anneau traversé par le fil M'MM'', la tension de MM' sera égale à celle de MM'.
Lorsque plusieurs fils viennent se croiser dans un même anneau , la tension est la même dans les deux parties de chaque fil , et peut varier d'un fil à l'autre. Si donc, outre le fil M'MM'^, il passe encore un fil M'^'MM'^ dans l'anneau M, la tension sera la même dans les deux parties MM'^' et MM'^ de ce dernier fil^ et, en général, elle sera difiërentede celle des deux parties MM' etMM'', du premier fil. Et si un autre fil^ tel que MM^, vient aboutir au même anneau M auquel il soit fixement attaché , ce fil aura sa tension particulière, généralement difiërentede toutes celles des autres fils qui aboutissent au même point M.
Observons encore que si M' est un anneau ainsi que M, et que le fil M'^MM', après avoir traversé l'anneau M, passe encore par l'anneau M' pour aller aboutir au point M^'', la tension sera la même dans ' les trois filsM'TVI, MM', M'M'"; car alors ces trois (ils n'en font qu'un seul M'^MM'M'". En général , lorsqu'un fil est pai'tagé en plusieurs parties , par des an-
Ea considéraut les autres points M', M", M'", etc. , I 4u système, od aura pour chacun d'eux une equa- I Uon par itle à celle-ci ; ces équations serout
P'/jM «', m]. J/(m', ra)4-[m', m"]. //(m', m*^
+ [m', /n'"] .cT/ (m', m'") -f- etc. =o, P^/j"-|-[m", m\,S'l'(m", m)H-[m", m'] . <r,"(m", m')
+ [m", m"^.^"(ni", m"')-\- etc. ==o,
p', p", p"'y etc., étant l( M"',elc., projetées suri P', P", P'", etc., qui agi:
Ajoutons toutes ces [m, /»*] et {m, m') soni.
m'", m] . <r/''(m"', m^ '"(m'", m") H- etc. = o
es ■virtuelles de M', M', lions tics forces données ur ces points matériels.
ons: en observant que :me chose que [m', m]
et {m, m), et de même pour toutes les notatïous semblables ; et en substituant la variation totale de chaque distance a la somme de ses variations partielles, uou^ aurons
Pp + Vp + P>"+ PV+ etc. \
+K,m-]./Cm',r«-)-|-etc. \
-f-elc. = o J
335. Jusqu'ici les déplacemeos MN, M'N', M"N",ettt (6g.83),6ont iodépendans entre eux; et Téquatioa (a) suppose seulement que ces points n'ont pas quitté les surfaces ouïes courbes données, sur lesquelles ils sont obligés de rester ; mais si nous supposons, en outre, qu'en vertu àtÊBe& dcplacemeus, les points da système
sont déplacés simultanément. Alors , nous désignerons par (m, m!) la distance de deux points quelconques M et M'; en sorte que (m^ ni')^ (m! , m!'), etc.» soient de même les distances de M et M', M' et M'', etc. Nous emploierons la caractéristique ^y , pour indiquer les Yariations de ces distances ^ relatives au d&* placement du point M; la caractéristique J^/, pour indiquer celles qui ont lieu quand c'est le point M' qui se déplace ; la caractéristique cT/^ pour indiquer les variations provenant du déplacement de M'' ; et ainsi de suite. Enfin, nous réserverons la caractéristique /, sans aucun accent, pour indiquer la variation de la distance de deux points , résultant de leurs déplacemens simultanés.
Puisqu'on suppose , par exemple , que M a été transporté de M en N et M", de M' en N^ nous aurons
/ (m, mO = MM' — NN',
cT, (m, mO = MM' — NM'/
cr/(m,m') = MM' — MN';
U est important d'observer que la variation totale, indiquée par J^, est égale à la somme des variations partielles , indiquées par J^^ et ^J ; de manière qu'on a , pour deux points quelconques,
J'Çm, m') = cT/m, m') + J'/Çm, m");
équation qui résulte de ce que les déplacemens de M et M' sont infiniment petits , et qui n'a lieu que dans cette hypothèse. En efiet (m, m') est une fonction des coordonnées de ces deux points; ces variables pren-^
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lequatîon (a) toutes les fois que la longueur totale de . ce fil ne variera pas.
Concluons donc, enlîn,
1°. Que l'équation résultanle du principe des vitesses virtuelles a Heu pour loiis les mouvetnens înfîniment petits qu'on peut donner à un corps solide, libre ou gêné par des obstacles Bxes; car dans tous ces iDOUvemens les distances respectives des points de ce corps sont invariables.
2'. Que cette équation a aussi b'eu pour tous les mouvemens infiniment petits que peut prendre un système de points ou d'anneaux liés par des fiU flexibles, pourvu que ces (ils restent droits ou tendus. Quand cette condition n'est pas remplie, les leasions ne disparaissent pas toutes dans l'équation (fl), et, conséquemmeul, l'équalion Çù) n'a plus lieu.
556. Il faut encore démontrer que, re'ciproquemciit, quand l'équation (b) a lieu pour tous les mouvemens infîaiment petits qu'on peut faire prendre au système des points M, M', M", etc., les forces données P, P', F', etc. , sont en équilibre , ainsi tjœ nous l'avons énoncé précédemment (n' S5iJ.
Supposons pour un moment que l'équilibre n'ait pas lieu. Les points M, M', M", etc. , ou une partie d'entre eux, se mettront en mouvement, et, ,dans le premier moment, ils décriront simaltancment des droites telles qne MN, M'N', M'TT', etc. ; ou pourra donc réduire tous ces points au repos, en leur appliquant des forces convenables, dirigées suivant les prolongemens de ces droites, eu
iiiiJniment voisin de M , et appartenant à la surface ou à la courbe sur laquelle ce point IVl est astreint à demeurer, s'il n'est pas entièrement libre. Soient />, tf t\ t'^ etc. , les projections de MN sur les directions des forces P , [w, w^] , [/w , m''] , \jn , m"^ , etc. ; nous aurons (n® Sg),
Vp + {m,m'].t+ [/», m"] . €+ [m, m'"] . i'+ etc.= o.
Mais, à cause que la ligne MN est infiniment petite , il est aisé de voir que sa projectioà sur la ligne MM' n est autre chose que la différence des deux distances MM' et NM'; car si l'on abaisse du point N (fig. 83) la perpendiculaire NH sur MM', la droite MH sera cette projection , et Ton aura
MH = MM' — HM'.
Or, on a aussi
HM' = \/(jmy — (NH/ = NM',
en négligeant les infiniment petits du second ordre ; on aura donc
MH = MM' — NM .
D'après les notations convenues, cette équation est
et l'on aura de même
t!=aj^^{m, m") , t" = S'^(m, m'") , e!c. ;
par conséquent, Tëquatiou d'équilibre deviendra
P/) + [/n , m'] . J^Xw» m') 4- [m , m"] . J^/m , m") + [/« , m'"'] . «T, {m , m'") + etc. *•
qu'on ait, ou R = o , ou MN = o ; ce qui signifie , dans l'un et l'autre cas, que le point M ne peut preodre aucun mouvement : il en est de rnème k l'égard de tous les autres points; par conséquent, le système entier est en équilibre; et c'est ce qne nom nous proposions de démontrer.
337. Lorsqu'il sera question des fluides, nous ferons voir, en partant de leur propriété fondamentale, que le principe des vitesses virtuelles a aussi lieu daoï l'équilibre d'un système de forces dont les actions se transmettent par l'intermédiaire d'un fluide contenn dans un canal ou dans un vase de forme quelconque. De cette manière, la démonstration du principe général de l'équilibre aura toute l'étendue que l'oa peut désirer; car les verges inflexibles, les 6U tendus, les fluides contenus dans des canaux, sont les difierenta sortes d'intermédiaires qu'on peut établir eatre des ' points matériels, séparés les uns des autres, pour •! transmettre l'aclion des forces de l'un de ces pointi à un autre ; et si d'ailleurs , parmi ces points, il r en a qui soient immobiles, d'autres par&itement lilûes, et d'antres assujettis à rester sur des surfaces ou sur des courbes données, on aura le système de points maté* riels le plus général qu'on puisse avoir besoia fie considérer. Toutefois, je vais donner une autre démonstration dn même principe , que l'on doit k Lagrangn^ et qui repose sur des notifms plus élémentaires qae la précédente; die est fondée sur U possibilitë ia remplacer toutes les forces appliquées à un sjrtènt quelconque de points matériels, par un seul pcùA agissant comme on va d'abord l'expliquer.
338. Si un point M ( fig. 84) est sollicité par une force P dirigée suivant la droite MA , on peut d^abord supposer que cette force soit appliquée au point A p et agisse au moyen d'un cordon MA attaché à ce point M. On peut ensuite remplacer ce cordon par un fil qui s^enroule alternativement sur une moufle fixe et sur une moufle mobile, et soit attaché par Fun de ses deux bouts à Tune ou à l'autre de ces deux mouflet ; celle qui est fixe répondant au point A, et celle qui est mobile au point M. En suspendant verticalement un poids K a lextrémité libre du fil, la tension sert égale à K dans toute sa longueur. Si les dimensions des poulies sont regardées comme infiniment petites^ les tensions de toutes les parties de ce fil , qui abou« tissent à la moufle mobile , auront la même direction ; en appelant 1 leur nombre, leur résultante sera égale à îK , et agira sur le point M suivant la direction MA; par conséquent, si l'on a iK s: P, ou pourra remplacer l'action de la force P par celle du poids K.
11 en sera de même k l'égard des autres forces P', P'^, etc., appliquées à des points M^ M'^, etc. , suivant des directionsM'A', M"A", etc.; chacune d'elles pourra être remplacée par un poids égal à un sous-multiple de son intensité , agissant comme on vient de Texpliquer pour la force P. De plus, il est aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer successivement, comme le représente la figure 85, un seul et même fil sur toutes les moufles fixes en A, A', A'^, etc., et sur toutes les moufles mobiles attachées aux points M, M', M*', etc. Supposons donc que 1, i', !\ etc., sont I. 43
(les iiombr«s entiers, et qu'on ait
,K = P, i-K = P', ï"Ks=F', etc. (rf)
En suspendant verticalement le poids K à l'extrémilé libre de ce fil , le système des forces données P , P', P", etc. , se trouvera remplacé par ce seul poids, dont l'action sera transmise aux points M, M', M", etc., par l'intermédiaire de ce fil , et des moufles (ixes et mobiles. A la vérité, les équatiuus (d) supposent les forces P, F, P", etc. , commensurables; mais cette hypothèse est loujoui-s admissible» puisque leur commune mesure K peut être un poids aussi petit qu'on voudra , et même ïaGniment petit, si cela est nécessaire.
539. Concevons actuellement qu'on imprime aux points M, M', M", etc., un mouvement qai soil compatible avec les conditions du système, ainsi que le mouvement directcnient contraire ; soient Ti, N', N", etc., leurs positions après un temps infiniment petit; et appelons, comme précédemment, p, p', p", etc., les projections de MN, M'N', M"N", etc., sur les directions de P , P', F', etc. , on sur leurs prolongeraens.
Le point N étant projeté en a sur la droite MA , chacun des cordons qui vont de A à M sent raccourci d'une quantité AM — AN, pour lafjaeUe on pourra prendre Ma, en négligeant les tnfioîment patits du second ordre ; ce cordon serait , an contraire, allongé de Ma, si le point a tombait sur le prolongement de AM; d'où l'on conclut qu'à raison du déplacement de M, le poids K descendra
dans le premier cas, et montera dans le second, d'une quantité égale au produit de Ma et de i; ce qui revient à diFe, d'après le signe de p (n* 33 1), que la variation positif e ou négative de sa hauteur verti^ cale sera exprimée par ip,SL raison de ce seul déplacement. Il en sera de même par rapport à tous les autres points M', M'', etc.; par conséquent, si Ion désigne par Ç une quantité infiniment petite, qui représente, selon qu'elle sera positive ou négative, la quantité to^ taie dont le poids K descendra ou montera, par suite des déplacemens simultanés de tous les points du système, nous aurons
}^ =1 ip + fp + ly -f- etc.
Or, le poids K tendant à descendre, et étant la seule force qui agisse sur le système, il est évident que rien ne l'empêchera de produire le mouvement que nous considérons, si celte valeur de ^ est positive; et que, si elle est négative, rien n'empêchera le poids K de produire le mouvement directement contraire, qu'on suppose également possible , et pour lequel ^ changera de signe. Pour que l'équilibre ait lieu, il est donc nécessaire que ^ soit zéro. Réciproquement, le poids K ne pouvant produire aucun mouvement quelconque, sans descendre d'une quantité infiniment petite dans le premier instant, il s'ensuit qu'il n'en produira aucun, et que Féquilibrc aura lieu, si l'on a ^ = 0, pour tous les déplacemens des points M, M', M", etc., infiniment petits et compa»tibles avec les conditions du système.
Maintenant, si l'on multiplie par K l'équation
ip + Cp' ■+■ i"p" + etc. = o ,
nécessaire et suffisante pour l'équilibre, et qu'on ait égard aux équations (d) , elle se changera dans l'équatioQ (b) du principe des vitesses virtuelles , qu'il s'agissait d'obtenir.
340. Cette démonstration ne suppose pas le principe préalablement démontré pour un point matériel isolé. Si le système se réduit à un seul point M auquel sont appliquées les forces P, P', P", etc. , données en grandeur et en direction, on substituera à leur action simultanée celle d'un seul poids K , comme dans le n' 538; et, dans le cas de l'équilibre de ces forces, le principe des vitesses virtuelles se déduira de cette substitution par le raisonnement qu'on vient de faire : or, ce principe fournira immédiatement les équations d'équilibre du point M, assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe , on eotièrement libre (n" 5g}. Dans ce dernier cas, en considérant Tune des forces données comme étant égale et contraire à la résultante de toutes les autres , on en déduira les règles de leur composition et de leur décomposition , et le théorème du parallélogramme des forces. Eo appliquant ce principe à l'équilibre de trois forces parallèles, dont l'une est, par conséquent , égale et contraire à la résultante des deux autres, on en conclura également les règles de la composition et de la décomposition des forces parallèles.
On déduit aussi , sans difficulté, du principe général des vitesses virtuelles, les équations d'équilibre
d'un corps solide entièrement libre ^ que nous avons trouvées d'une autre manière dans le n* 260*
En effet , nous pouvons d'abord supposer que tous les points de ce corps décrivent des droites égales entre elles et parallèles à l'un des axes des coordon-* nées. En appelant h la longueur de ces droites , et oc , a', a!\ etc. ^ les angles que leur direction commune fait avec celles des forces données^ nous aurons
/> = ^ cos a , p'^=zh cos <t\ />" = h cos a", etc. ,
pour les vitesses virtuelles des points M, M\ M", etc.^ du corps solide, projetées sur les directions des forces P, P', F', etc., appliquées à ces points; donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (6), et supprimant le facteur h , comme à tous les termes , on aura l'équation d'équilibre
P cos ût + P' cos a! + F' cos a" + etc. = o.
En considérant successivement les mouvemens du corps parallèlement aux deux autres axes des coordonnées, on obtiendra de même les deux autres équations d'équilibre semblables à celle-là.
Nous pouvons aussi iiaire tourner le corps autour de l'un des axes des coordonnées. Pour former l'équation qui correspondra à ce mouvement, je représenterai les coordonnées des points M, M', M*, etc., et les angles que font les directions des forces P , P', F, etc., avec celles de ces coordonnées, par les mêmes lettres que dans le vfi 260. En supposant que la rota^ tion ait lieu autour de l'axe des z, chacun de ces points décrira un arc de cercle parallèle au plan des
.r cl_j', qui aura pour rayon la perpendiculaire abaissée de ee point sur cet axe. De plus, par la nature du corps solide, l'angle décrit par cette perpendiculaire sera le même pour tous ses points. Si donc on le suppose inHaicnent petit , qu'on le désigne par cd , et par r, r*, r", etc. , les distances des points M, M', M", etc., à l'ax» des z, on aura ra>, j^ai, i^'ai, etc. , pour leurs vitesses virtuelles ; et en appelant aussi ^, ^^ J^', etc., les angles aigus ou obtus que font les directions de ces vitesses avec celles des forces P, P', F', etc. , il en résultera
i> cos/', etc..
p^rcocosS", p'=r'atcos cf', p'z
pour les projections de ces mêmes vitesses sur les directions de ces forces ou sur leurs prolongemens.
Soient , en outre , a, h,c, les angles compris entre la direction de la vitesse rai et des parallèles aux axes des a:, j', 3, menées par le point M; les mêmes angles relatifs à la direction de la force P étant a, 6 , ■} , on aura
cos<r = cos<!ZCOsaH-cos & cos C-f-cosccos y ;
mais à cause que la vitesse ra est tangente ëa M , aa cercle du rayon r qui a son centre dans l'axe des z, il est aisé de voir qu'on a
cosi=±-, cosa = a=-, cosc^o.
cl, par conséquent,
p =s r«cos (f = dz(x cos € • On aura de mcme
■ _^COS a)«.
p' Z=: dtZ (x' COS ff ' — jr C08 *')«,
p" :==dz [x' cos Ç' — ycos «'>,
Les signes dépendront du sens de la rotation ; et Ton devra prendre, à la fois , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs ; en les subs^ tituant donc dans Féquation (i) et supprimant le facteur zka>, commun à tous les termes, nous aurons
p(^cosC— ^cos a)+p'Çx cos C — -y cos a')-f%tc.=;=o.
Cette équation d'équilibre est celle des momens par rapport à Taxe des z, autour ducpiel le mouvement a eu lieu ; on obtiendi^ de la même manière les équations des momens par rapport aux axes des X et des^, en faisant tourner successivement le corps solide autour de ces deux droites.
341 • On peut donner à Téquation (b), une forme différente qui en rendra les applications plus faciles.
Pour cela , soient x,j', z, les coordonnées du point M dans sa position d'équilibre ; ^+ J^x, j^ + jy , z + J^z, ce qu'elles deviennent quand on transporte ce point matériel dans une position N infiniment voisine ; X , Y, Z , les composantes de la force P suivant les prolongemens des x ^ y^ z, dans le sens positif; ces quantités infiniment petites J^x, Jy-, J^z, seront les projections de la vitesse virtuelle MN sur les direc* tions de X, Y, Z ; et /7 étant toujours sa projection 9ux: la direction de P, on aura (n* 33i)
Pp == \<^x + YJir + 2^z.
En désignant par les mêmes lettres avec des accens.
les quantités analogues qui réponilent aux points M',
M", etc. , on aura aussi
P-/ = XVa^ -H \'J>' -h yJV, ■
etc. ; ^^
et si l'on ajoute ces équations et la précédente « od pourra écrire
Vp + P>' + P>' + etc. =S (X^ + Wj- + ZJi) j
la somme S s 'étendant à tous les points M , 51' , M"» etc. , du système , et se composant , par conséquent, d'un nombre de parties semblables, égal à celui de ces points. De cette manière, l'équation (6) prendra la forme :
2(XJ'jc + ^Jy + Z<rs) ï= 0, (e)
qu'il s'agissait de lui donner.
Or, quelle que soît la liaison des points da système, on peut toujours l'exprimer par une ou plosienn équations entre leurs coordonnées. Soient donc L , L', L", etc., des fonctions données de x, _;-, z, x', y, etc. , ou d'une partie de ces coordonnées; et supposons que ces équations soient
L = o, L' = o, L" = o, etc. (/)
Les déplacemens simultanés de tous les points du système devant être compatibles avec les conditions auxquelles il est assujetti, il faudra que les coordonnées X, ^, z , y, y, etc. , de M , M', M", etc. , et les coordounées x-f-jx, /-|-<0'» s+J^z, x'+eTx', etc..
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de N , N', N", etc. , satisfassent successivement a ces ^ équations ; par conséquent, en négligeant les infiniment petits du second ordre , nous aurons
É cT^ + IcTr + g cTz + g,J^x'+etc.=o,
Si l'on change en même temps le sens des déplacemens de tous les points du système , les signes de J'Xy S^y éTz, i'x'f etc., changeront tous à la fois, et ces équations seront encore satisfaites; en sorte que le mouvement infiniment petit auquel elles répondront, et le mouvement directement contraire, sont également compatibles avec les conditions données , comme le suppose implicitement l'énoncé du principe des vitesses virtuelles (n** 35i).
Cela posé , au moyen de ces équations {g) , on éliminera, dans chaque cas, de Téquation (e), un nombre des quantités J^jc, jy, ^z, J^x', etc., égal à celui des équations (y*) ; celles de ces quantités qui resteront ensuite dans le premier membre de Féquation (e) , seront indépendantes entre elles ; on devra donc égaler séparément leurs coefSciens à zéro ; ce qui fournira toutes les équations d'équilibre du système , dont le nombre sera égal à trois fois celui des points maté* riels M, M', M'', etc., moins le nombre des équations (y). Lorsque les positions de ces points, c'est-à-dire, les valeurs de leurs coordonnées x, j^p z, x\ etc..
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seront données, il faudra que les composantes des forces P, P', P", etc., satisfassent à ces ë<]aatioDs d'équilibre; quand, au contraire, oa donnera ces forces en grandeur et en direction, et que les positions des points du système seront inconnues, ces mêmes cquotîoQS, jointes aux équations (_/"), serviront à déterminer toutes leurs coordonnées.
34a- Les équations (e) et (g) étant linéaires par rapport à j'jr, J'f, ^z, faf, etc., l'éliminalion d'une partie de ces quantités pourra se faire, d'après la méthode connue, en ajoutant ces équations après avoir multiplié les équations (g) pardes facteurs indéterminés, et en égalant à zéro, dans cette somme, les coeOiciens de celles des quantités S'a- , S'y, êz , «Tx', etc., qu'on voudra éliminer. Les coefBciens des quantités restantes devant ensuite être aussi ^anz à zéro, il s'ensuit qu'on devra égaler à zéro les coelficiens de toutes les quantités ^x, S'y, ^z, S'cc\ etc., indislinctemenlj dans la somme dont il s'agit; d'où il résultera un nombre d'équations égal à celui des coordonnées , entre lesquelles il restera , dans chaque cas, à éliminer les acteurs indétenninés , ponr avoir les équations d'équilibre du système.
En désignant par X, X', A", etc., les facteurs par lesquels on multipliera les équations {g) , on aura , par ce procédé ,
-g^-^-'^ -^ +etc. = o,
pour les équations provenant des coefficiens de Sx^ SjTf J^z 'y on aura de même
X'H-A§ + ^'g-f-V'^ + etc. = o, Y'+A^H-A'^^+X"^ + etc. = o, \(h') Z'+A§+A'f + A"^ + etc. = o,
pour celles qui proviennent des coefliciens de J^a^, Jy, «Tz' ; et ainsi de suite.
Au lieu d'éliminer simplement A, A'^ X", etc. ^ on pourra tirer de ces équations les valeui*s de ces in«connues; nous allons expliquer comment on en déduira ensuite y en grandeur et en direction , les forces provenant de la liaison des points du système, qui agissent sur tous ces points et font équilibre aux forces données P, P', P", etc. La détermination de ces forces inconnues est une partie importante du problème de Téquilibre, dont la solution complète et générale se trouvera ainsi comprise dans Tensemble des équations (f) , (A), {h') , etc.
343. Si l'on suppose que tous les points du système, moins le point M, soient rendus fixes, l'équilibi^ ne sera pas troublé. En vertu de l'équation L = o, le point M sera alors astreint à se mouvoir sur la surface dont L = o est l'équation , et dans laquelle les coordonnées x,jr^ z, seront seules variables. Or, en désignant par u la résistance de cette surface, laquelle sera dirigée suivant une des deux parties de la normale en M , on pourra remplacer cette surface , ou l'équa*
tion de conditioQ L=:o, par celle force inconoue. De même, on pourra remplacer L' ^ o par une force f/., normale à la surface qui répond à cette équation; L" = o par une force fi, normale à la surface correspondante; et ainsi de suite. Donc, en jolgoaat à la force donnée P, ou à ses composantes X, Y, Z, ces forces normales fi , f/., , fi^, etc. , on pourra en- < suite considérer le point M comme entièrement libre ' et isolé. Par conséquent, si l'on désigne par a, b, c, les angles que fait la direction de la force f* avec des parallèles aux axes des x, y, z, menées par le point M; par a, , b,, c,, les mêmes angles relatifs i la force fJt, ; et ainsi de suite , nous aurons
X + ^ cos fl+f(, cos fl,4-/t, cos (z,+etc.=:o , Y ~\-fi. cos b-^fi, cos i, + ^i cos A,+etc.=o , Z +/* cos c +u, cos c, 4-ft, cos c, +etc.=!0,
pour les trois équations d'équilibre du point M. De plus, sil'on fait ^ pour abre'ger.
'=v/(0+d7)-+(gy- '.=v/(f)'+Q+(fy,
on aura aussi , par les formules connues (n* a i).
i dh , ï dh 1 dL
cas /ï = - j - , cos o = - j- , cos cs= -y-,
f dx^ 9 dj f dz ^
idV , 1 dV I dV
COSa.ts— j— , COS£?,= - j— , COSC,=s--;7- , * B,é/jr ' 'i HT », or '
COS a.= - 3- , cos ^,= - -y-, cos c.=- -r- •
■ w» dx^ ■ »* 4r F, d* '
etc. ;
ce qui changera les trois équations d'équilibre en celles-ci :
X4-^— -^îîi— 4-^— ^etc — o ^ ^ f dx^ f, dx ^ f. dx ^ ^^^- — ^^
, i« JL , u. dV , 4«> dV , -
■h- 7 — H --j h — rï h etc. = o,
^ f djr ^ 9, djr * f^ djr ^ '
Or^ en les comparant aux trois équations (g) avec lesquelles elles doivent être identiques , on en conclut
fjL = vX, Atf = >'i^'» f*t = J'*^''- etc.
Ainsi ^ par rapport au point M, les forces provenant de sa liaison avec d'autres points du système, sont exprimées par les produits fA , v,A', v^\", etc. ; ces forces devant être des quantités positives , on don** nera aux radicaux y , v^, v^^ etc., les mêmes signes qu'aux quantités A, A', A'', etc., et leurs directions seront complètement déterminées par leséquations (i).
Si Ton appelle de même fe", ju/^ fi^', etc., les forces provenant de la liaison du système, qui agissent sur le point M' et sont normales aux différentes surfaces
sur lesquelles il est oblige de se mouvoir, quand tous les autres points M, M", M'", etc., sont rendus fixes, on trouvera pareillement
fc' = v'^, fi.,' = v.'A', /:(,' = r.'X", el en faisant pour abréger.
■•=v/(iyT(l^)+(^)->
etc. -_
On obtiendra de même les expressions des forces relatives aux points M", M"*, etc.
544- £n comparant les valeurs de /k et /j.% on a ^1 fi.v' = fi.'v; "
de sorte qu'elles sont entre elles comme les quantité c et /. Lors donc que deux poiuts matériels M elM' sont liés entre eux, el, si l'on veut, à d'autres points en nombre quelconque, par une équation L^ o, il en résulte, dans l'état d'équilibre, des forces /a et fi! appliquées à M et M', dont les grandeurs sont entre elles comme » et i>', et qui font arec les axes des coordonsées , des angles dont les cosinus sont
pour la forcer, et
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i dL i dh i dL
v'daf' f' df f' dz"
pour la force f/!. Le sens et la grandeur de ces forces dépend du signe et de la grandeur d'une quantité A qui se déduit, dans chaque cas, des équations d'équilibre.
La considération des surfaces sur lesquelles chacun des points d'un système conserve la liberté de se mouvoir, lorsque tous les autres sont supposés fixes, détermine les (directions normales des forces provenant de la liaison de ces mobiles, pour chacune des équations par lesquelles cette liaison est exprimée (n* 290); mais on n'en peut conclure aucun rapport entre les forces relatives à deux points matériels liés par une même équation ; et c'est le principe des vitesses vir* tuelles, ou les équations (A), (A'), elc. , qu'on en a déduites, qui fait connaître ce rapport à pnbrî, daus le cas de l'équilibre.
345. Pour donner une application de ces formules, reprenons lexemple du polygone funiculaire que nous avons déjà considéré dans le § I'"' du chapitre précédent ; et supposons que les points matériels M, M^, M'', etc. , soient les sommets successif de ce polygone.
Si l'on appelle /, /', T, etc. , les longueurs données des côtés MM', M'M", M"M"^, etc., les équations (/), seront , dans ce cas ,
L = v/(x — x'Y + {j—fT +{z—z')-^ Z= o,
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d'où
il résultera
rfr"
dL-_
etc,
et loutes les autres différences partielles de L, L', L", etc., qui entrent dans les formules precédeotes, » TOiit égales à zéro.
Eu considérant les deux points M et H', <hi atm
où l'on prendra les signes supérieurs ou ÏDférieon, selon que la valeur de A sera positive ou négatire. On conclut de là et des équations précédentes, que les points M et M' seront sollicités par des forces égales d contraires, dirigées suivant la droite MAI' oa snivïot ses prolongcmens, et dont la quantité A, abslraclion faite du signe, sera la grandeur commune. 11 en sera de même à l'égard des points M' et M", M" et M'", elc; en sorte que dans l'état d'équilibre, les quantités A, A', a", etc., exprimeront les contractions ou les teo* fiions des côtés successifs MM', M'M", M"M*, etc. Commeon aura, d'après les équations (ij,
cosa=±^", cos6=±''X-, ccy&c^=h~-,
et qu'on devra prendre les signes supérieurs ou inférieurs, selon que la valeur de A sera positive ou négative, on en conclut, par exemple, que I.i force ap-
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pliquée au point M sera dirigée de M vers M'^ et ex« primera une contraction du côté MM', quand cette valeur sera négative , et que cette force agira dans le sens opposé et exprimera une tension , lorsque la valeur de A sera positive. L'un ou l'autre de ces deux cas sera possible , si les côtés du polygone sont des verges inflexibles , jointes par des charnières; et le second cas pourra seul avoir lieu, si les côtés sont des fils flexibles.
Les équations (h), (K)^ {h"), etc., pourront s'écrire
ainsi
etc.
Les trois premières montrent que la tension A sera la résnltante des forces X, Y, Z. En les ajoutant aux
tyo TRAITÉ DE MÉCANIQUE,
trois suîvai^tcs , on aura
ce qui fait voir que la tensioD A' sera la résutlaatc de X', Y', Z', eî des Torces X, Y, Z, transportées au poiut M', parallèlement à elles- mêmes. En conlinuaut de même, on aura pour la tensioa d'un côte quelconque la même valeur que dans Ie'n° 287.
Le nombre des sommets M, M', M", etc., étant désigne par «, celui des équations précédentes sera 3«, et celui des tensions A, y, A", etc., égal à n — I. En éliminant ces quantités, on aura donc un-f- I équations d'équilibre, lesquelles, jointes aux n— I longueurs données /, l', I", etc., des côtés du polygone, suffiront pour déterminer les Sncoordoanées de ses sommets, et, par conséquent, sa figure d'équilibre. Mais ce calcul n'aurait aucune utilité; et il vaut mieux, comme uous l'aTOOS fait dans le n° 386, tracer successivement les c6tés du polygone funiculaire , d'après les grandeurs et les directions données qui agissent à ses dïfie'rens sommets.
546. Dans le cas d'un système qudconque de points matériels M, M', M", etc., si les forces données, qui sont appliquées à ces points, proviennent de leurs attractions ou répulsions mutuelles, et de forces semblables qui émaneut d'un ou plusieurs centres..
on aura
^(S.da:+Ydj+Zdz)=rd(p(a:,jr, z, x',^', z', etc.);
(P désignant une fonction donnée des coordonnées de M , M', M", etc. I dépendante de la loi de ces forces par rapport aux distances.
En effet, a l'égard des forces provenant dos centres fixes, cela résulte de ce qu'on a vudans le n*" i58. Supposons 9 en outre, que U exprime l'action mu-tuelle de M et M', qui sera attractive , pour .fixer les idées. Soit aussi u leur distance mutuelle, de sorte que U soit une fonction donnée de 1^, et qu'on ait
u- = c^'— jcY + (y—rY + (z'~ zy.
Les cosinus des angles que fait la droite MM' avec des droites menées par le point M, suivant les directions des x,jr, z, positives, seront
en les multipliant par U, on aura les composantes de cette force appliquée au point M et dirigée suivant MM\ Celles de la même force U , appliquée au point M' suivant la direction M'M, seront égales et contraires; et de là on conclut
?[(y-x) (^-dlr') + {j'—j) (dr—dy) + {z'—z) (^«— rf/)].
pour la partie de la somme 2 qui provient de l'action et de la réaction de M et M'. Or, en différentiant la valeur de u*, on a
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ui}u=ix'-x)(dx'~dx)+{y—jr]{dy~dj)+(l^sKds'~Jz);
ce qui réduit la quanlité précédente à — Urfa, c'eslà-dire, à la différentielle d'une fonction de«. Il en sera de même pour les parties de la somme 2 provenant des actions mutuelles des autres points du système; par conséquent, sa valeur entière se composera de termes qui seront tous des dillérentielles exactes, et cette valeur sera aussi la différentielle d'une fonction donnée des coordonuées de tous ces points.
En vertu de l'équation (e), cette fonction, que nous représentons par ^, sera un majcinuim ou un minimum, relativement aux valeurs des coordonnées qui répondent à une position d'équilibre du système; et, réciproquement, si l'on détermine le maarimuni ou le minimum de la fonction ip, en ayant égard aux équations (^f) qui peuvent être données entre les coordonnées, les valeurs qu'on obtiendra pour ces variables répondront à des positions d'équilibre.
On conclut de là que quand le système des points M, M',M", etc., est en mouvement, de sorte que lears coor^ données, et, par suite, la quantité 7> soient des fonctions du temps , cette fonction ^ atteindra son maximum ou son minimum, toutes les foi^ que le système passera dans une position où il resterait en équilibre, si les points qui le composent n'avaient pas de vitesses acquises.
347- Il y 3ui^ entre le maximum et le minimum de la quantité ^ une différence esseatidle,'à laquelle U importe d'avoir égard , et que nous alltMS expliquer..
On dit que l'état d'équilibre d'un corps ou d'un sys-
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teme de corps est stable, lorsqu'en écartant un tant soit peu ces mobiles de leurs positions, ils tendent à y revenir, en faisant de petites oscillations que les frottemens et les résistances des milieux finissent toujours par éteindre ou rendre insensibles. L'équilibre est non stable ou instantané, lorsque le corps ou le système de corps qui est dans cet état, tend de plus en plus k s'en éloigner , et finit par chavirer, dès qu^on l'en a un peu écarté. En ne supposant aucun frottement qui puisse y jusqu'il un certain point, retenir les corps dans leurs positions, ce second état d'équilibre est un cas purement mathématique, qu'on ne saurait jamais observer, puisque la moindre force perturbatrice suffirait pour le détruire.
Cela posé, les équations fournies par le principe des vitesses virtuelles, ou, ce qui est la même chose, par la condition du maximum ou du minimum de la fonction ^ , sont communes à ces deux états ; mais le maximum convient à la stabilité, et le minimum à l'équilibre instantané; et c'est, en effet, ce que nous ferons voir dans un autre chapitre , où nous considérerons la nature du mouvement qui a lieu lorsqu'un système de points matériels a été très peu écarté d'un état d'équilibre quelconque. En attendant, nous all6ns donner des exemples de ces deux états d'équilibre dans le cas d un système de corps pesans, et faire ODnnaltre d'abord une propriété de son centre de gravité.
348. Supposons donc que la pesanteur soit la seule force apjdîquée aux points M , M', M'', etc. , lesquels seront les centres de gravité de corps dont nous
représenterons les poids par 'js-, 'sr , ts", etc. En prenant la pesanteur verticale et dirigée dans le sens de cette force, nous aurons
Z = ijîr , Z' =: le-', Z" ^ ta-", etc. ;
les autres composantes seront toutes nulles , et U eu résultera J
df = 'O-dz + for'dz' + 'a''dz' + etc. m
Mais en appelant n la somme des poids 'S', -v', <sr*, etc., et z, l'ordonnée de leur centre de gravité, verlîcale et dirigée dans le sens de la pesanteur, on a aussi (n" ii/f)
riz, ^= mrz -{• isr'z' + 1B-V + etc.;
on aura donc
rfip := nrfz, , p = c 4- nz. ;
c étant une constante arbitraire.
Or, on conclut de Xo., i'. gue l'oi-donnée s, est ia quantité qui devra être nn maximum ou un minimum, lorsque le système sera en équilibre , et réinproqucment; a', que le maximum de je, répondra an cas de l'équilibre stable, et son minimum au cas de l'équilibre instantané.
Ainsi, la condition d'équilibre d'un système qtwlconqne de corps pesans> consiste en ce que le centre de gravité du système entier soit le pins bas ou le fdm bant possible ; le plus bas quand l'équilibre est staUe, et le'plus haut quand il n'est qu'instantané.
549. D'après ce théorème « si ane cbatne pesante , attachée par ses deux bouts à des points fixes , est en
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équilibre, son centre de gravité sera le plus bas possible; ce qui s'accorde avec le résultat du n"* 296.
Si un point matériel pesant est pose sur une courbe, et qu'en plusieurs points la tangente soit horizontale, l'ordonnée verticale du mobile , comptée dans le sens de la pesanteur, sera un maximum dans ceux de ces points oii la courbe est concave par en haut, et un minwtum dans ceux où elle tourne sa concavité par en bas; par conséquent, les premiers seront des positions d'équilibre stable, et les derniers des positions d'équilibre instantané.
Si l'on pose un ellipsoïde homogène et pesant, sur un plan fixe horizontal , son centre de gravité, ou de figure, sera le plus bas possible lorsque l'ellipsoïde touchera le plan fixe par lune des deux extrémités du plus petit de ses trois axes ; et alors l'équilibre sera stable. Quand il le touchera par l'une des extrémité du plus grand de ses trois axes, son centre de gravité sera le plus haut possible ; et l'équilibre ne sera qu'instantané. Enfin , si le point de contact est une extrémité de l'axe moyen , l'élévation du centre de gravité sera un minimum pour une partie des sections du corps, et un moûcimum pour les autres sections; par conséquent, l'équilibre sera stable ou non stable, se^ Ion que les déplacemens auront lieu dans le sens des premières sections ou dans le sens des dernières. Tout cela étant évident, à priori, peut servir de vérification au théorème du numéro précédent.
Supposons encore qu^on ait versé dans un vase deux liquides homogènes et pesans. Si la surface de séparation et celle qui termine le liquide supé-
t toutes deux horizontales, et que ce lî- , it celui qui a la moindre densité', le centre
é de ces deux liquides sera le plus bas pos- ■ il est aisé de voir qu'en ioclinant ou coure ou l'autre des deux surfaces, on élèvera le centre de gravité du sjslème. Ces deux étant toujours borizontales, si le liquide le moi ( nse est au-dessous de l'auti-e , ou verra de
même que le centre ''" Mté du système sera le
plus haut possible, l -quent, pour l'équilibre
de deux liquides supe , il est nécessaire et il
sufTit que chacun d'ei t terminé par un plan
horizontal; mais, pour bilité, il faut, de pins,
que ce soit le liquide le pms dense qui occupe la partie inférieure du vase. Quand la différence des deux densités est peu considérable, il est possible, avec beaucoup de précaution, de faire surnager le liquide le plus dense; maïs cet équilibre non stable ne peut se maintenir assez de temps , pour être observé , qu'à raison du frottement des deux liquides contre les parois du vase.
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