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Traite de Nomographic
Réduire à de simples lectures sur des tableaux graphiques, construits une fois pour toutes ('), les calculs qui interviennent nécessairement dans la pratique des divers arts techniques, tel est le but que se propose la Nomo graphie .
Si, à chacune des variables qui sont liées par une certaine équation, on fait correspondre un système d'éléments géométriques (points ou lignes), cotés au moyen des valeurs de cette variable, et que le lien établi par l'équation entre ces variables se traduise géométriquement par une certaine relation de position facile à constater entre les éléments géométriques correspondants, l'ensemble de ceux-ci constitue un abaque de l'équation considérée.
C'est la théorie des abaques, c'est-à-dire celle de la représentation graphique cotée des lois (2) mathématiques définies
( l ) Ce caractère, absolument fondamental pour la Nomographie, la distingue du Calcul graphique proprement dit, dont les principes ont été pour la première fois présentés avec quelque généralité par Gousinery, sous le nom bien choisi de Calcul par le trait (1840). Calcul auquel se rattache notamment la Statique graphique, et dans lequel, pour une opération effectuée sur des données particulières, on substitue à un calcul numérique le tracé d'une épure. On doit chaque fois, pour un choix différent des données, recommencer cette épure. Les abaques, au contraire, fournissent, à la fois, le résultat d'une certaine opération pour tous les états possibles des données compris à l'intérieur d'un certain champ de variation. On peut dire que l'abaque synthétise en quelque sorte les constructions géométriques correspondant à une infinité d'états différents des données.
(2) En grec : vdfjioç.
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par des équations à un nombre quelconque de variables, qui est désignée aujourd'hui sous le nom de Nomographie (l ).
Le principe de la représentation plane des équations à deux variables était acquis le jour où Descartes eut jeté les fondements de la Géométrie analytique.
Pour les équations à trois variables le premier exemple de représentation plane semble être dû à Pouchet qui, dans son Arithmétique linéaire (1795), fait usage d'un système de courbes cotées tracées sur un quadrillage régulier. La même idée se retrouve dans les travaux de d'Obenheim, officier du Génie {Balistique, 1814 '•> Mémoire sur la planchette du canonnier, 181 8); de Piobert, officier d'Artillerie (Mémorial de V Artillerie, 1826); de Bellencontre, également officier d'Artillerie {Mémorial de V Artillerie, i83o); d'Allix, ingénieur de la Marine (Nouveau système de tarifs, 1840). C'est Terquem qui lit remarquer, à propos des publications de d'Obenheim et de Bellencontre (Mémorial de l'Artillerie, i83o), la généralité de ce mode de représentation des équations à trois variables, en l'assimilant à celui des surfaces topographiques au moyen de la projection de leurs courbes de niveau, dont les inventeurs furent Philippe Buache (Essai de Géographie physique dans les Mémoires de U Académie des Sciences pour 1702), Ducarla (Expression des nivellements, 1782) et Dupain-Triel (Méthode nouvelle de nivellement, 1804) (2).
Toutefois, dans cette première période d'une cinquan-
(*) C'est en publiant, en 1891, notre brochure : Les Calculs usuels effectués au moyen des abaques, où cette théorie se trouve pour la première fois esquissée dans son ensemble, que nous avons proposé ce nom qui a reçu maintenant la sanction de l'usage, et que la Commission internationale du' Répertoire bibliographique des Sciences mathématiques a adopté pour désigner la division X3 de ce Répertoire.
(2) D'après AI. Favaro, l'emploi des courbes de niveau, dans certains cas particuliers, se rencontre chez divers auteurs plus anciens : Bassantin {Astronomique Discours, 1 5 5 7 ) ; le P. Jean-François {Art du fontainier, i665).
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tainc d'années, l'emploi clos tableaux graphiques de calcul resta fort restreint. Il fallut que l'application de la loi du 1 1 juin 1842, qui avait décidé rétablissement de no lie premier réseau de chemins de fer, fit sentir la nécessité d'évaluer par des méthodes rapides les terrassements considérables que comportaient de tels travaux, pour que des ingénieurs comme Lalanne et Davaine fussent amenés à se préoccuper du parti qui pouvait, à cet égard, être tiré des méthodes graphiques. C'est à cette heureuse circonstance (jue nous devons l'invention duc à Lalanne (1 843 ) de l'ingénieux principe de l'anamorphose qui, développé en un Mémoire paru en 1846 dans les Annales des Pouls et Chaussées, devait se prêter à de si nombreuses applications.
Ce n'est qu'en ces dernières années que M. Massau, dans son important Mémoire sur V intégration graphique {Annales de V Association des ingénieurs sortis des Ecoles spéciales de Gand, r 8 8 4 ) a porté le principe de l'anamorphose à son plus haut degré de généralité.
Pour le cas particulier qu'avait d'abord envisagé Lalanne, M. Lallemand, ingénieur des Mines, a su donner aux abaques anamorphoses une forme spéciale, à laquelle il a attaché la désignation iï abaques hexagonaux {Comptes rendus, 1886). Ces abaques, outre l'avantage d'une plus grande précision dans la lecture, sont susceptibles de se prêter à l'introduction de variables nouvelles.
Nous avons de notre coté, dans les Annales des Ponts et Chaussées de 1884, fait connaître le principe d'un mode nouveau, et beaucoup plus général, de représentation graphique des équations, auquel nous avons été amené par une certaine transformation dualistique appliquée aux abaques de Lalanne et auquel nous avons, depuis lors, donné toute l'extension qu'il comporte, en montrant, par exemple, comment il se prête à la multiplication du nombre des variables.
La comparaison de ces diverses méthodes nous conduisit
VIII INTRODUCTION
à opérer leur synthèse en une théorie unique, celle à propos de laquelle est né le terme de Nomo graphie, et qui a fait l'objet de notre brochure de 1891 .
Nous avons eu l'heureuse chance, en publiant cette théorie, d'inciter divers hommes techniques à effectuer de nombreuses applications des principes qui s'y rencontrent, et plus spécialement de la méthode des points alignés (dite, dans cette première brochure, des points isoplè/hes), applications qui se trouvent mentionnées pour la plupart dans le corps du présent Ouvrage (Gh. III). En outre, M. Goedseels a, sous le nom d 'abaques à transversales quelconques, étudié une généralisation intéressante des abaques à points alignés.
Nous avons, d'autre part, depuis la publication de notre première brochure, eu connaissance des travaux fort ingénieux poursuivis par M. le professeur R. Mehmke qui, en particulier, par sa méthode des images logarithmiques, a su tirer un parti nouveau de l'anamorphose logarithmique.
Nous étions donc fort encouragé à reprendre et à compléter la théorie dont notre brochure de 1 89 1 ne contenait que l'esquisse. Plusieurs Notes publiées dans divers recueils, et dont on trouvera la liste ci-après, ont marqué les étapes de nos recherches dans la voie d'une plus haute généralisation. Nous pensons être maintenant parvenu au terme de la synthèse que nous avions entreprise. C'est pourquoi nous nous sommes décidé à publier le présent Traité.
Préoccupé avant tout d'être utile aux gens techniques : i° nous avons, pour l'exposé de la théorie, adopté l'ordre qui consiste à partir du cas le plus simple, celui des équations à deux variables, pour atteindre progressivement à des cas de plus en plus compliqués; i° nous avons, d'un bout à l'autre de cet exposé, multiplié les exemples d'application, tous puisés, dans la pratique des arts techniques, d'ailleurs, les plus variés.
Ces exemples d'application, ainsi que quelques digressions
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d'un caractère plutôt accessoire, sont imprimés en petit texte.
La synthèse la pins générale, englobant toutes les méthodes possibles de représentation plane des équations ci un nombre quelconque de variables, fait l'objet d'un dernier Chapitre, celui par lequel nous aurions débuté si nous nous étions adressé aux seuls mathématiciens, et sur lequel nous nous permettrons d'attirer spécialement leur attention en raison des problèmes intéressants dont il peut leur fournir la matière.
Nous ne terminerons pas cette Introduction sans remercier bien sincèrement notre ami Albert Gauthier- Villars du soin qu'il a apporté à la publication de l'Ouvrage, et M. Duporcq, ingénieur des Télégraphes, de l'excellent concours qu'il a bien voulu nous prêter pour la revision des épreuves.
Paris, i 5 mai [899.
M. d'Ocagne.
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ERRATA
Pases i3, troisième ligne, au lieu de « imm », il faut « 2mm ».
228, note en bas de la page, dernière ligne, ajouter « p. 41 ».
320, quatrième ligne, au lieu de « trouvent », il faut « trouvant ».
390, note en bas de la page, au lieu de « notre Mémoire O.30 », il faut « notre Xote 0.23 et notre Mémoire 0.25 ».
09G, deuxième ligne, au lieu de « E2 hT^ », il faut « E.wr'j ».
4o3, deuxième note en bas de la page, au lieu de « 0.30 », il faut « 0.25 ».
I. — Echelles de fonctions
1. Echelle normale d'une fonction. — Soit /(a) une fonction de la variable a, prise dans un intervalle où elle est uniforme, c'est-à-dire n'a pour chaque valeur de a qu'une seule valeur bien déterminée.
Portons sur un axe Ox, à partir de l'origine O {fig- i ), les longueurs
/ étant une longueur arbitrairement choisie, et inscrivons, à côté
Fig. i.
0 cl a, a? a 3 h
des points qui limitent ces segments, points qui seront marqués d'un trait, aussi fin que possible, perpendiculaire à l'axe, les valeurs correspondantes a,, ou, a3, ... de la variable (' ).
(') La première idée d'une échelle de ce genre, construite dans un cas particulier, semble due à Gunter, au début du xvne siècle ( voir la note au bas de la page io).
L'ensemble des points cotés ainsi obtenus constitue Véchelle de la fonction f (a). La longueur / est dite le module de cette échelle.
Cette échelle sera limitée à deux valeurs particulières a et b de la variable a.
Partant de la limite inférieure a, on pourra construire l'échelle sans faire intervenir l'origine O. Il suffira, en effet, pour obtenir les points a,, a2, a3, ... et b de porter sur l'axe, à partir du point coté «, choisi arbitrairement, les segments
L est la longueur de l'échelle; a et 6 sont ses limites.
Si, pour la construction de l'échelle, on fait croître la variable a par échelons égaux à un nombre rond (i, 2, 5, 10, . . .) d'unités d'un certain ordre décimal, on obtient une échelle normale de la fonction. C'est le cas de beaucoup le plus fréquent. Dans le choix de l'échelon il faut avoir soin que les points les plus rapprochés sur l'échelle considérée laissent entre eux un intervalle voisin d'une certaine limite fixée par l'expérience et que nous appellerons le minimum d' intervalle graphique de l'échelle.
Dans la plupart des cas ce minimum d'intervalle graphique sera fixé au millimètre ('). Tl pourra parfois être abaissé audessous. On reviendra plus loin sur ce point (n° A).
Remarque. — Si la fonction /(a), après avoir crû dans un certain sens, se met, à partir d'une certaine valeur de a, à croître dans l'autre sens, il sera nécessaire de reporter, à partir de cette valeur de a, l'échelle de la fonction sur un second axe parallèle au premier.
(') Disons une fois pour toutes que, si sur certaines figures de cet Ouvrage on rencontre des divisions beaucoup plus petites, cela tient à ce que ces figures-ont été obtenues au moyen d'originaux que les nécessités du format ont conduit à réduire par la Photographie.
2. Analyse de la graduation. — On réalisera, en général, par tâtonnements la condition relative au minimum d'intervalle. Il est facile néanmoins d'indiquer une marche rationnelle pour que la graduation obtenue satisfasse à cette condition.
Nous supposons a < b. Admettons, en outre, pour fixer les idées, que de aà b, les accroissements de la fonction, correspondant à des accroissements égaux de la variable, aillent constamment en diminuant en valeur absolue. C'est, par exemple, le cas pour la fonction y a, de o à <x>.
S'ils allaient constamment en augmentant en valeur absolue, comme pour la fonction a2, de o à oo, il faudrait, dans la marche qui va être indiquée, partir de b au lieu de partir de a.
Si, enfin, ils allaient alternativement en diminuant et en augmentant, on fractionnerait l'intervalle total en intervalles partiels pour lesquels le sens de leur variation resterait le même.
Plaçons-nous donc dans la première hypothèse, et, prenant, par exemple, le millimètre comme unité de longueur, posons (1)
la longueur L étant environ celle que nous voulons donner à l'échelle. De là nous tirons le module / correspondant, puis nous arrondissons la valeur trouvée, de façon à avoir pour ce module une valeur commode, ce qui conduit à une valeur de L voisine de celle que nous avions prise d'abord. Soit, pour fixer les idées, la fonction y ce à représenter de a = i à a = ioo. Adoptons pour notre échelle une longueur voisine de 2oomin. Pour cela posons
l(\/ÏÔÔ — v/T) = 200mm,
d'où
Nous prendrons évidemment ici / = 25mm, d'où résultera pour L la valeur
L = 25 x 9 = 225mm.
La valeur de / étant ainsi déterminée, si nous désignons, en outre, par m le minimum d'intervalle graphique, nous poserons
De là, par les procédés de l'Algèbre, soit directement, soit par approximations successives, suivant la nature de la fonction /(a), nous tirerons
la valeur de i. Cette valeur tombera entre et
l0«-t-i io"
( ' ) La notation | X | indique la valeur absolue de X. On prendra donc la différence f(a) — f(a — s) ou f(a — s) — / (a) suivant que de a — z à a la fonction est croissante ou décroissante.
Considérant les trois intervalles définis par
> _ „ , *"> __„^> tt^'
IO"+1 IO^1 IO/i+1 10"
nous verrons dans lequel de ces intervalles sera comprise la valeur de i. Nous commencerons dès lors à faire croître a par échelons successifs égaux à la limite supérieure de cet intervalle; si donc i tombe dans le premier
intervalle nous commencerons par faire croître a, à partir de a, de — — en • Si i tombe dans le deuxième intervalle, nous ferons croître a de
n-hl
en • Si i tombe dans le troisième intervalle, nous ferons
io'2+1 io"+1
croître a de — - en — -• io'* 10"
De cette façon, nous sommes assurés que, jusqu'en un point qui sera déterminé plus loin, les premiers intervalles de l'échelle seront supérieurs à m.
Revenons à notre exemple de la fonction \fâ. Ici, puisque / = 25, nous avons, en prenant m = i'
mm
d'où
Gomme on a
fc=(-£) et i =0,0784 •
nous commencerons à faire croître a de 0,1 en 0,1.
Si nous représentons par Ox la valeur de l'échelon adopté, nous pourrons continuer à nous servir de cet échelon jusqu'à la valeur a^ de a telle
1 LA *i )-/(«i- ?i)l > ™ > l LA«i+ Oi)-/(«i) I-
Pour la régularité, nous ferons coïncider le changement d'échelon avec une valeur ronde de a. Il nous suffira donc de prendre la valeur ronde immédiatement inférieure à la valeur ai définie par la double inégalité cidessus.
Si la valeur ai est un peu inférieure à une valeur ronde dont elle est très voisine, on pourra tout aussi bien effectuer le changement d'échelon à cette valeur ronde parce qu'en somme la détermination du minimum d'intervalle graphique n'a rien d'absolu et qu'on peut, sans inconvénient, descendre légèrement au-dessous (1).
(') C'est pour cette raison qu'au n° 1 nous avons dit que l'intervalle entre les points les plus rapprochés devait rester voisin de ce minimum et non lui rester supérieur, d'une façon absolue.
Si nous revenons encore à notre exemple de y/a avec / = 25mm, nous voyons que l'échelon de o, t, que nous avons adopté à partir de la valeur i, ne devrait être théoriquement conservé que jusqu'à la valeur a, telle que
•25 (/«î — /ai — o, l) > I > 25 (/«i-h 0,1 — \/rti),
ce qui donne at = i , 6, car on a
a5(y/i,6 — y/i,5) = i,oo5, 25(v/i,7 — V/ï,6) = 0,972.
Mais ici on conservera évidemment l'échelon de o, 1 jusqu'à a = 2, pour prendre à partir de cette valeur l'échelon de 0,2.
On voit que l'écartement entre les points 1,9 et 2 sera égal à
25 (y/ 2 — y/i 59) ou omm,895,
dimension très admissible.
En résumé, considérant la suite
2 5 10 20 5o too
' — ~t~a ' T7> t~a> rr> — ttt*
[Q«-Hl JQ/i-Hl JQ/H-1 JQ/i + 1 JQ«+1 ] Q«+l
appelons ftl l'échelon initial déterminé ci-dessus, qui est une des trois premières fractions écrites, et représentons par
ce que devient la suite précédente lorsqu'on la fait commencer à ce terme.
Nous nous servirons, à partir de a, de l'échelon ^1 jusqu'à la valeur ronde «i pour laquelle le produit
'l/(*i)-/(«i-et)i
est le plus voisin de m, ce que nous exprimerons par la notation
l\f(ai) — /(«i— 6i)|= rndzs.
Nous emploierons ensuite l'échelon 02 jusqu'à la valeur <z2 pour laquelle, avec la notation précédente, on aura
et ainsi de suite.
Sous une forme encore plus condensée, nous pourrons énoncer la règle à laquelle nous avons abouti sous la forme suivante :
Données :
Fonction /(a); Limites a et b ;
Longueur approchée de l'échelle L0 ; Minimum de l'intervalle graphique m.
Opérations :
i° Donner à l la valeur arrondie satisfaisant à l'équation
2° Déterminer 0i en prenant celle des trois quantités
•i 5 io
io/i+1 ' io'^1 ' 10"+'
qui est immédiatement supérieure à la valeur i définie par
Soit
la portion de la suite
i 5 io io 5o
_ _ o_i_l »i_i_l ' »>_i_ 1 * . -nJ-l !
ÏO'/i+l I0'J+1 Ï0"+1 I0'i+1 I0'i+1
qui commence à Oj.
3° Déterminer ax, a2, «3, . . . par les équations
l\f(ai)-f(al-Ol)\=m±z,
l\f{aï) — f( ai — 02)1 = mdz £, l\f(a3)-f(ad-^)\=m±s,
Des lors, la graduation procédera par échelons 0! de a à a{, par échelons 62 de ai à a2> par échelons 03 de a% à a3, ..., et ainsi de suite jusqu'à b. Rien d'ailleurs n'empêche, si les nombres at-\ et ai semblent trop rapprochés, de sauter 0; et de passer immédiatement à 0/+1.
Remarque. — En raison de l'égalité des échelons successifs dans chaque section de la graduation, il est inutile d'inscrire les cotes de tous les points constituant cette graduation. Il suffira d'inscrire ces cotes de distance en distance, de telle façon qu'il n'y ait point d'hésitation à déterminer mentalement les cotes des points intermédiaires. C'est ainsi que, sur un double-décimètre,
la chifFraison en centimètres suffît, la lecture étant d'ailleurs rendue plus facile par rallongement des traits correspondant aux demi-centimètres. Un artifice analogue pourra toujours être mis en œuvre avec toute autre graduation.
3. Construction géométrique d'une échelle. — Pour construire l'échelle de la fonction /'(a), on peut avoir recours à la courbe G dont l'équation est
v = if(y)-
Il suffît de prendre sur la courbe le point dont l'ordonnée est a pour que l'extrémité de son abscisse donne sur Ox le point coté a de l'échelle demandée.
Si la courbe G peut être obtenue point par point au moyen d'une construction géométrique simple, son tracé dispense de tout calcul.
Supposons, par exemple, que la fonction dont on désire
l'échelle soit y/a2 — a2, a étant une constante; dans ce cas, le module / étant égal à i , la courbe G, définie par l'équation
sera un cercle de rayon ci ayant son centre à l'origine; son tracé est immédiat.
Sans que la construction soit toujours d'une aussi grande simplicité, on conçoit, par cet exemple, le parti que l'on pourra, le cas échéant, retirer de l'emploi d'une construction géométrique.
Le plus souvent, on procédera de la façon suivante : ayant déterminé directement un certain nombre de points de cote ronde, on élèvera en ces points, perpendiculairement à l'axe portant l'échelle, des ordonnées proportionnelles à leurs cotes. Les extrémités de ces ordonnées sont autant de points de la courbe G. On tracera dès lors cette courbe et l'on s'en servira ainsi qu'il vient d'être dit pour obtenir les points de l'échelle, intermédiaires entre ceux qui ont été obtenus directement.
La détermination des échelons successifs se fera ici avec une grande facilité. On donnera à l'ordonnée y des accroissements successifs égaux à un certain échelon jusqu'à ce que l'accroisse-
ment correspondant de l'abscisse x tombe au-dessous du minimum d'intervalle graphique choisi. On adoptera alors un échelon supérieur au précédent et on le conservera jusqu'à ce que la même circonstance se reproduise; et ainsi de suite.
Remarque. -— Le procédé géométrique ci-dessus permettra de construire l'échelle d'une fonction définie par une courbe G obtenue expérimentalement.
4. Interpolation à vue. — Un point étant pris sur l'axe de l'échelle, en dehors des points qui constituent sa graduation, on pourra se proposer d'évaluer approximativement la valeur correspondante de la variable a. Cette évaluation porte le nom iï interpolation à vue.
Les deux points de la graduation qui comprennent le point considéré fournissent des valeurs approchées par excès et par défaut de la valeur cherchée, au degré d'approximation défini par l'échelon correspondant.
La question qui se pose consiste à apprécier l'appoint à ajouter à la valeur approchée par défaut pour avoir la valeur cherchée.
Cet appoint s'estime au jugé d'après l'allure de la graduation aux environs du point considéré.
Soit, par exemple, à lire la cote du point M sur l'échelle de la fig. i. On aura sensiblement pour cette cote la valeur 3,47-
Sur l'échelle de lajig. 2 bis, on aurait 3,45.
Fig. 2. Fig. 2 bis.
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On voit que le degré de précision de ce genre d'interpolation dépend du plus ou moins d'habitude du lecteur.
Toutefois l'expérience prouve qu'un lecteur tant soit peu exercé arrive à ne pas se tromper du ± de l'échelon lorsque l'intervalle graphique n'est pas sensiblement inférieur à imm.
Avec un intervalle de omm,5 l'approximation n'est pas sensiblement supérieure au -i.
Cela montre qu'il n'y a pas de sérieux avantage à employer des intervalles inférieurs à imm.
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Il y aurait sur ce point particulier à faire une étude qui relève de la Physiologie. Il est probable que le degré d'approximation r ,latif est à peu près constant pour des divisions supérieures à imm environ et qu'il décroît, à partir de là, avec une assez grande rapidité.
Remarque. — Les échelles construites dans la pratique, sous les dimensions qui ont été reconnues commodes, ne donnent généralement que trois chiffres significatifs (exceptionnellement quatre); encore le dernier chiffre n'est-il fourni que par l'interpolation à vue, ainsi que cela a lieu avec les graduations du doubledécimètre et de la règle à calcul. Ce degré d'approximation suffit d'ailleurs dans une foule d'applications, et notamment dans celles qui relèvent de l'art de l'ingénieur.
5. Échelles usuelles. — Les échelles les plus fréquemment employées dans les applications (1) sont les suivantes :
i° Échelle régulière. — On a une telle échelle quand la fonction/*^) se réduit à a, parce qu'ici les points obtenus en faisant croître a par échelons égaux sont régulièrement espacés sur la droite portant cette échelle.
Le type de cette échelle est fourni parla graduation du doubledécimètre (fig. 3); il est inutile d'y insister.
Fig 3.
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La distance constante entre points dont la cote diffère d'une unité donne dans ce cas le module de l'échelle.
2° Échelle logarithmique. — C'est l'échelle de la fonction
(') La construction de ces échelles s'effectue très rapidement lorsqu'on dispose de Tables numériques, qui se rencontrent aujourd'hui dans un grand nombre de manuels, telles que : Tables des carrés, des cubes, des racines carrés et cubiques, des inverses et des logarithmes des nombres; Tables des lignes trigonométriques naturelles et de leurs logarithmes.
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log oc. Un exemple très courant en est fourni par la graduation de la règle à calcul ordinaire (') (ftg> 4)-
Fig. 4.
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Sur cette graduation l'intervalle entre les points 1 et 10 est de i25mm, et les échelons sont de 0,02 de 1 à 2, de o,o5 de 2 à 5, enfin de o , i de 5 à 10.
Voici au surplus comment l'analyse de cette graduation peut être faite conformément au procédé qui se trouve résumé à la fin du n° 2. Prenons
L = i25mn\ m = omm.5.
Le module est donné par
/(log 10 — log 1) — I25mm.
d'où
Pour déterminer $i nous avons l'équation
j 25 [log 1 — log(i — i)] = o,5,
d'où
log(i — i) =— 0,004 = ^,995 et
Comparant cette quantité aux trois suivantes
0,02, o,o5, o, [, nous voyons qu'ici il faut prendre
et, par suite,
(l) La première échelle logarithmique semble avoir été construite par Gunter (1581-1626). Voir notre brochure 0.8, p. 56.
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Les valeurs au «2, «3 sont alors données par les équations
i25[log<?i — log(«! — 0,02)] — 0,5, i25[loga2 — log(rt2— o,o5)] = o,5, i25[log«3— log(a3 — 0,1 )] = o,5, ou
log = log — = log — — =0,004,
ax — 002 a=> — o,o5 «3 — o,i
ou encore
ou enfin
ai a2 a3
cl\ — 0,02 a2 — o,oo a3 — 0,1 «1 «2 #3 t ,01
d'où, en arrondissant comme il a été dit,
fl->= 5 ,
rt3=I0.
Un autre modèle usuel de règle à calcul (*) porte une échelle logarithmique pour laquelle l'intervalle de 1 à 10 (fractionné en deux tronçons superposés sur la règle) a une longueur de im. Sur cette règle l'échelon est de 0,002 de 1 à 2, de o,oo5 de 2 à 5, et de 0,01 de 5 à 10.
Il est essentiel de remarquer que, si l'on prolonge l'échelle logarithmique au delà de 10, elle se reproduira de 10 à 100 avec la même longueur et les mêmes intervalles, mais ceux-ci correspondant à des échelons dix fois plus grands; de même de 100 à 1000 avec des échelons encore dix fois plus grands, et ainsi de suite. En d'autres termes, sur l'échelle de 1 à 10, d'abord construite, les unités peuvent être prises comme se rapportant à un ordre décimal quelconque, c'est-à-dire que le degré d'approximation relatif est constant.
La justification de cette remarque résulte de ce que
/ log(io"a) = l(n -+- loga), en sorte que, de io"-1 à 10" l'échelle est la même que de 1 à 10.
(') Construit par la maison Tavernier-Gravet, à Paris.
11 suffit seulement de supposer l'origine rejetée à la distance ni de l'origine primitive dans le sens négatif.
3° Échelle segmentaire. — Cette échelle, d'un emploi très
CL
fréquent aussi, est celle qui correspond à la fonction
Soient A et B les points de cette échelle correspondant à a = o et a — oo. Si M est le point correspondant à une valeur a quelconque, on voit immédiatement que
AM
MB -*■
Autrement dit, la cote de chaque point fait connaître le rapport des segments déterminés sur AB par ce point; d'où le nom d' échelle segmentaire.
Si nous prenons pour la longueur de l'échelle entre les limites o et oo la valeur L= 200mm, ce qui donne pour le module /= ioomm, et si nous adoptons pour minimum de l'intervalle graphique m = imm, nous voyons, en appliquant le procédé indiqué au n° 2 que l'échelle peut être constituée (fig> 5) (*) au moyen des échelons suivants (2) :
De o à o,5 o,oi
4 io o,5
3o oo 10
5o ioo 5o
(') L'échelle construite avec le module indiqué ici a été réduite par la Photographie pour donner \&fig. 5.
(2) Ces échelons ont été déterminés rigoureusement par la condition de ne pas descendre au-dessous du minimum d'intervalle graphique qu'on s'est fixé. M. Prévôt, qui a une grande habitude du maniement pratique des abaques, estime qu'il vaut mieux sacrifier un peu cette condition pour n'opérer les changements d'échelon que sur des nombres constitués par des puissances de 10 multipliées par 1,2 ou 5. Par exemple, dans le cas ci-dessus, on prendrait :
De i à 2 - o,o5
5 io o,5
io 20 I
5o ioo io
On voit qu'ici la portion de l'échelle correspondant à la variation de a de ioo à oo est un peu inférieure à
T> H" "*Ji.nn
Mais si, dans une application, a doit varier entre telles limites que l'on veut, comprises dans cet intervalle, par exemple de ioo à 200, on n'aura qu'à construire entre ces limites une échelle ayant la longueur convenable pour l'application qu'on aura en vue.
Nous jugeons inutile d'insister davantage sur la construction des échelles usuelles. Ce qui précède suffira, sans doute, à montrer la voie à suivre dans des cas analogues.
6. Echelles dérivées. Etalons de graduation. — Lorsqu'on possède une échelle de la fonction /"(a), il est très facile de construire l'échelle de la nouvelle fonction obtenue en y remplaçant a par une certaine fonction de a et, plus particulièrement, par/?a-j-<7, ce qui est le cas le plus ordinaire.
La nouvelle échelle est alors dite dérivée de la première, et celle-ci prend le nom à? étalon. Les échelles construites précédemment, si on les envisage à ce point de vue, seront donc appelées : étalon régulier, étalon logarithmique, étalon segmentaire.
Supposons, par exemple, qu'on ait à construire sur un axe l'échelle de laf onction log(/?a -f- q). On part de la valeur a = a et l'on commence à construire l'échelle avec un certain échelon 9.
Ayant appliqué l'étalon logarithmique le long de l'axe à graduer, on marque d'abord un trait en face du point de l'étalon dont la cote est pa + q, puis, à partir de là, d'autres traits en face des points de cet étalon pris de/>9en/>8. Comme, en général, p G a une valeur simple telle que 0,1, 0,2, o,5, cette opération se fait très rapidement. Elle n'est, en tout cas, pas plus compliquée que celle qui consiste à porter sur un axe la graduation pu + q au moyen de l'étalon régulier.
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On pourra même énoncer cette opération en disant tout sim-
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plement que Von porte la graduation p& -f- q au moyen d'un étalon logarithmique.
Tout dessinateur devant aujourd'hui avoir sous la main un étalon logarithmique (graduation de la règle à calcul) aussi bien qu'un étalon régulier (graduation du double-décimètre), on voit qu' au point de vue de la simplicité de la construction il sera indifférent d'adopter une solution comportant le tracé de l'échelle soit de /(a), soit de log/'(a). On trouvera dans la suite de l'Ouvrage de nombreuses occasions d'appliquer cette remarque, l'emploi des échelles logarithmiques y étant très fréquent.
7. Échelles transformées. Echelle linéaire générale. — On peut également déduire d'une échelle donnée d'autres échelles par application de transformations géométriques simples-, les nouvelles échelles ainsi obtenues sont alors dites transformées de la première.
L'exemple le plus simple qui puisse être donné d'une telle transformation est celui de l'échelle linéaire la plus générale ('), qui se déduit homographiquement d'une échelle régulière.
Une telle échelle est définie par l'équation
ma. -+- n ^
x = 1 avec o = ma — np ^ o.
pu -h q
Si, sur le support A' A de l'échelle, nous reportons l'origine au
Fig. 6.
point A' {fig. 6) correspondant à la valeur cl' de la variable, l'équa-
(l) Il est essentiel de remarquer que le terme de linéaire, ici défini, ne doit pas être confondu avec celui de rectiligne, qui désigne les échelles dont le support est une ligne droite, quelle que soit leur graduation.
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lion qui définit l'échelle devient
Par le point A' menons un axe A'B de direction quelconque, sur lequel nous porterons une échelle régulière d'intervalle également quelconque, mais telle que son point v! coïncide avec le point A'. Cette échelle sera dès lors définie par une
équation de la forme
La droite joignant les points A et B, cotés a sur l'une et l'autre échelles, a pour équation, par rapport aux axes A' A et A'B,
XQp'a + g') | Y
o (a — a') k(oi — a')
ou
k(p'oL + g')X -h <3T = kù(y.— a').
Cette équation renfermant le paramètre a au premier degré, la droite AB passe par un point fixe P, qui sera dit le centre de rayonnement.
Pour construire ce centre, il suffit de prendre les couples de points A" et B", A!" et W correspondant à deux valeurs quelconques a!' et oim du paramètre, et de prendre l'intersection des droites A"B"et A//;BW.
L'échelle régulière portée sur A'B, projetée à partir du centre P, donne sur Pi! A U échelle linéaire demandée.
' Remarque. — Si A0 et AM sont les points cotés o et oo, on a, pour les abscisses de ces points,
Donc
AA oo — Ou c
y Ou ç& -
poL-\- q
m iwx -+-
p pa -t-
oa
p(pa-+- q) eU, par suite,
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Cette dernière égalité montre que, lorsqu'on a marqué les points A0 et A^, l'échelle linéaire peut être obtenue comme dérivée d'un étalon segmentaire de même longueur (n° o, 3°, et
8. Echelles isogrades. — Nous avons supposé jusqu'ici que m„ _ l'échelle était construite pour des valeurs de la va- , 00 riable croissant par échelons égaux. Gela conduit, 1 01f pour toute échelle autre qu'une échelle régulière, •.** à des points irrégulièrement espacés sur la droite
servant de support. Rien n'empêche, si l'on préfère
i38 avoir des points régulièrement espacés, de satisfaire
! s2 à cette condition en sacrifiant alors l'égalité des éche-
]"gg Ions. On obtient ainsi ce que nous appelons une échelle
174 iso grade.
'si Le principe de la construction d'une telle échelle est
bien simple. Partant de la valeur «, et s'étant donné, en outre du module /, l'intervalle constant i entre les points de division successifs, on détermine les cotes a,, ou, a3, ... de ces points par les équations
3.8i La détermination de a,, a2, a3, ... se fera très aisément
M7 si l'on possède une Table de la fonction /(a). On n'aura qu'à relever les valeurs de l'argument correspondant à des valeurs de la fonction croissant en progression arithmétique.
La fig. 7 donne l'échelle logarithmique isograde con-
■t-,37 VS8 <t-,79
_6,3i struite de o a io avec /= : i25ram, i = 2mm,D.
9,55 loin en loin, comme sur un double-décimètre. Nous en
Le défaut d'une telle disposition est d'exiger une chiffraison complète, au lieu que, avec les échelles normales, comme nous l'avons indiqué dans la remarque finale du n° 2, on peut n'inscrire des chiffres que de
signalerons plus loin un avantage (n° 29, 2°).
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9. Abaques à échelles accolées. — Prenons d'abord l'équation à représenter sous la forme
«2 =/i(ai),
qui est très fréquente dans la pratique.
Supposons construites, de part et d'autre d'un même axe et à partir de la même origine, les échelles
x = la2 et x — lfi(at.l).
Dès lors, deux valeurs de a, et dea2, se correspondant en vertu de l'équation précédente, seront inscrites en face d'un même point de l'axe supportant les deux échelles. Il suffira donc, étant donnée l'une d'elles, a, par exemple, de lire la valeur de a2 correspondant, sur la seconde échelle, au point coté a, sur la première.
Si a, a pour limites a, et 6t, on construira l'échelle (a{) entre ces limites et l'échelle (a2) enlre les valeurs correspondantes a2 et Z>2, données par
Exemples :
i° Abaque du nombre probable des écarts. — Si la fonction 6(2) est définie par l'égalité (1 )
fi
~L / e-'2 dt,
on sait que le nombre probable N, sur 1000, des écarts inférieurs, en valeur absolue, à celui dont le rapport à l'écart probable est p, est donné par
Prenant comme module / = omm,i3, on aura l'abaque de cette équation en construisant sur un même axe les deux échelles
a?=omm,i3N et 2? =i3omm0(p).
(*) On possède les Tables de cette fonction. Voir notamment le Calcul des probabilités de M. J. Bertrand, p. 329.
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On obtient ainsi la». 8, empruntée au Traité de nivellement de haute précision, de M. Lallemand (*).
Fie;. 8.
«M)-if
3,0 — pp
: eoo
: ioo
: _ 6oo
it-00
(M Page 227 du tirage à part de cet Ouvrage, extrait du Volume : Lever des ™ et nivellement de V Encyclopédie des Travaux publics (1889), et page 575
plans
de ce Volume.
2° Abaque de la dépression de V horizon. — La formule qui fait connaître, en minutes, la dépression o de l'horizon de la mer en fonction de l'altitude h, en mètres, de l'œil de l'observateur au-dessus du niveau de la mer, lorsqu'on tient compte de la réfraction, est
Si, prenant pour module / = 8mm, on construit sur le même axe les deux échelles
x = 8mm o
et
x= i4,nn\7o8v/A,
on obtient la fig. 9, empruntée au Mémoire de M. Favé sur les Éphémérides graphiques (1).
Fig. 9.
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Les calculs nautiques s'effectuant encore à l'aide de la division sexagésimale du cercle, l'intervalle correspondant à chaque minute d'angle a été divisé en six parties égales, de sorte que l'échelle de la dépression est divisée de 10 en 10 secondes. D'après ce que nous avons dit à propos de l'interpolation à vue (n° 4), un bon lecteur obtiendra donc sur cette échelle la dépression à 1 seconde près.
Par exemple, pour h = i5m, on lit 0 = j'y".
Remarque. — Nous avons supposé les deux échelles portées sur le même axe, mais nous pouvons tout aussi bien les supposer portées sur deux axes parallèles, les points se correspondant de l'un à l'autre sur des perpendiculaires à leur direction commune, qu'on pourra mener par les points de division de l'une des deux échelles, (a2) par exemple.
Inversion des échelles. — Reprenant l'équation
(*) Annales hydrographiques ; 1894.
upposons qu'on la résolve par rapport à a,. Elle devient alors
Les fonctions/, et/2 sont dites inverses l'une de l'autre.
Fig. io.
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On pourrai l construire l'abaque de l'équation mise sous cette
nouvelle forme ainsi qu'on l'a fait précédemment, mais si le premier abaque a déjà été construit, l'établissement du second est immédiat. Il suffît, en effet, après avoir disposé le long d'un axe une échelle régulière pour a,, d'inscrire de l'autre côté de l'axe les valeurs correspondantes dea2, relevées sur le premier abaque.
Les échelles qui accompagnent l'échelle régulière sur l'un et sur l'autre abaque sont dites, comme les fonctions correspondantes, inverses l'une de l'autre.
Par exemple, si l'on opère l'inversion de l'échelle de l'abaque de la fig. 8 on obtient l'abaque de \&fig. 10, qui se rencontre dans le Cours cV Artillerie du commandant Jouffret (1 ).
11. Abaques à deux échelles irrégulières. Echelles logarithmiques. — L'équation entre a, et ou peut encore être mise sous la forme
/i(ai) =/2(a2),
soit qu'on ne puisse, par les procédés de l'Algèbre élémentaire, dégager du signe fonctionnel ni a, ni a2, soit qu'on ait intérêt à adopter pour l'une des variables une échelle spéciale. Il arrivera notamment que, en vue d'avoir pour l'une des variables une approximation relative constante, on la représentera par une échelle logarithmique.
La construction de l'abaque dans cette hypothèse est tout aussi simple. Il suffît de placer, de part et d'autre d'un même axe, les échelles définies par
#=Vi(ai) et ^ = </2(as)- Voici, à titre d'exemple, l'abaque de l'équation
tang o^ = sina2,
dressé par M. Lallemand avec 1= om, i {fig- 1 1).
(') Cours d'Artillerie : Les Projectiles, p. 118. (Fontainebleau, 1881.) Le commandant Jouffret considérant non pas la valeur absolue des écarts, mais ces écarts eux-mêmes pris avec leur signe, l'échelle se reproduit symétriquement de part et d'autre du zéro, les cotes de l'échelle du nombre probable des coups étant diminuées de moitié.
Si. l'équation étant mise sous la forme (i) ai=/2(a2),
on adopte pour la variable a, l'échelle (•2) ^ = ?i(ai),
l'échelle de la variable a2 s'obtiendra par l'élimination de a, entre
Fig. it.
équations (1) et (2), ce qui donnera
x == cp2(a2).
Si l'élimination peut se faire sous cette forme explicite, on est ramené au cas précédent. Sinon, après avoir construit l'échelle (a,), on calcule les valeurs de a, qui, en vertu de l'équation (1),
correspondent à un certain nombre de valeurs de a2 et, en face des points ainsi obtenus sur l'échelle (a,), on inscrit ces valeurs de a2. On obtient de cette façon l'échelle (a2) sans avoir eu à effectuer l'élimination algébrique destinée à faire connaître l'équation (3).
Exemple : Abaque auxiliaire pour le calcul de V erreur probable d'une nivelée. — Dans la détermination de l'erreur accidentelle probable d'une nivelée par diagrammes anamorphoses, l'abscisse X et l'ordonnée Y, à l'origine, de la droite de répartition sont données, en décimillimètres, par les formules
en fonction de l'erreur probable 7), qui est représentée par une échelle logarithmique.
L'abaque de l'équation (2) se construit immédiatement, / étant le module, au moyen des formules
x — Zlogï], x — Z(log665 — logY).
En prenant l = iicm,on obtient ainsi l'échelle de gauche de la fig. 12 (1). Pour construire directement l'échelle (X) de l'équation (1), il faudrait, après avoir éliminé r{ entre cette équation et l'équation
X= /logT),
ce qui donne
X = 6,44 X IOTt / 2,823 — -y,
tirer de là x sous forme explicite, ce qui ne se peut pas. On est donc obligé de procéder comme il vient d'être dit, c'est-à-dire de calculer les valeurs de X pour un certain nombre de valeurs de r{ et de marquer les points correspondants en se servant de l'échelle de rr On obtient ainsi l'échelle de droite de la fig. 12.
Remarque . — Nous avons supposé jusqu'ici que les échelles étaient toujours construites sur des droites. C'est en effet ce qu'il y a de plus simple; mais rien, le cas échéant, ne s'opposerait à
(') Cette figure reproduit Va fig. 77 du Traité de nivellement de haute précision de M. Lallemand.
ce qu'elles fussent disposées le long d'une courbe, si, par exemple, les valeurs de l'une des variables provenaient d'un premier abaque où cette variable serait nécessairement représentée par des points cotés distribués sur une certaine courbe.
12. Abaques cartésiens à deux variables. — ■ On peut affecter à chacune des deux variables une échelle régulière en établissant le lien entre points correspondants par l'intermédiaire d'une courbe.
Imaginons que l'on porte sur deux axes rectangulaires Ox et Oy
les échelles
x — ^a, et y = /2a2?
et que, par les points de division marqués sur chacun de ces axes, on leur élève des perpendiculaires.
Si les valeurs a, et a2 satisfont ensemble à l'équation
les perpendiculaires élevées aux axes correspondants par les points cotés a, et eu se coupent en un certain point. Les points répondant ainsi aux divers couples de valeurs a, et a2 satisfaisant à
l'équation (i) sont distribués sur une certaine courbe C qui, rapportée aux axes Ox et Oy, a pour équation
Les divers points de la courbe C, déterminés individuellement, sont facilement marqués sur le plan grâce au quadrillage ci-dessus défini, et l'on voit que la courbe G obtenue en joignant tous ces points suffît à constituer un abaque de l'équation (i). Un tel abaque dérivant de l'emploi des coordonnées cartésiennes sera dit cartésien.
Fig. i3.
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Si l'on se donne l'une des variables, a< par exemple, il suffît de prendre le point où la courbe G est rencontrée par la perpendiculaire à Ox passant par le point de cet axe coté a, et de lire la cote a2 du pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur Oy.
Il ne sera d'ailleurs pas nécessaire de tracer ces perpendiculaires. Si, par hasard, elles coïncident avec deux des droites du quadrillage, cela va de soi. S'il n'en est pas ainsi, on peut, par la pensée, les intercaler entre celles-ci, effectuant de la sorte sur le quadrillage une interpolation à vue, analogue à celle dont nous avons déjà parlé (n° 4) à propos des simples échelles.
hajig. i3 donne un abaque de ce genre pour l'équation
N =iooo0(p)
déjà envisagée au n° 9, construit avec les modules lK — icmpour 0.r, U ±= ocm, 004 pour Oy.
Remarque. — Si la variable a, a pour limites les valeurs a , et 6M il n'y a lieu de tracer la courbe G qu'entre les perpendiculaires r Ox correspondant aux points x = l\ aK et x — lK b\ . Les perpendiculaires abaissées sur Oy des extrémités de cet arc de courbe déterminent les limites correspondantes a2 et b2 de la variable a2.
13. Emploi d' un transparent. — ~ Pour éviter à la fois le tracé d'un système de droites parallèles et la nécessité d'effectuer, le cas échéant, une interpolation à vue entre ces droites, il est tout naturel d'avoir recours à une droite tracée sur un transparent mobile mais convenablement orienté, qu'on fera glisser sur l'abaque.
Selon le cas, on se servira de cet artifice pour l'un des deux ou pour les deux systèmes de droites parallèles constituant le quadrillage défini au numéro précédent.
Dans les deux cas, le transparent portera deux axes rectangulaires qui seront dits ses index. Si l'on fait glisser l'un d'eux le long de l'axe Ox de l'abaque, les diverses positions de l'autre suppléeront aux perpendiculaires à cet axe non tracées. On en trouvera un exemple plus loin (n°23; 3°).
Si, en maintenant ses index respectivement parallèles aux axes de l'abaque, on déplace le transparent de façon que son centre (point de rencontre des index) reste sur la courbe G de l'abaque, on voit que, pour chacune de ses positions, les cotes des points où les index couperont les échelles des axes fourniront un système de valeurs correspondantes.
Pour maintenir l'orientation du transparent, on peut tracer sur l'abaque une série de parallèles à la direction de l'un des axes, laissant entre elles des intervalles égaux assez petits, 5mm par exemple. L'index du transparent parallèle à l'axe considéré tombera entre deux de ces parallèles, et l'on sait que l'œil apprécie très exactement le parallélisme de deux droites peu écartées l'une de l'autre.
ÎOOO
On peut aussi constituer le transparent au moyen d'une matière rigide et mince (verre, corne, celluloïd, etc.) ayant deux bords rigoureusement parallèles aux deux index. Dans ce cas, après avoir mis l'index I2 en coïncidence avec Ox, de façon que le centre du transparent se trouve au point coté a,, on applique une règle contre le bord du transparent parallèle à ït et l'on fait glisser ce transparent le long de cette règle jusqu'à ce que son centre soit venu sur la courbe G. L'index I2 rencontre alors l'axe Oy en un point dont la cote fait connaître a2.
La Jig. i4 reproduit l'abaque précédent, modifié comme il vient d'être dit. La position du transparent, correspondant à l'exemple numérique o = i , 3, N = 620, est indiquée en pointillé.
14. Emploi d'une échelle mobile. — Supposons que, dans le mouvement qui vient d'être décrit, le transparent entraîne l'axe Ox. On voit alors que l'on devra l'arrêter dans une position telle que le point de l'axe Ox coté a4 se trouve sur la courbe C. Gela suggère l'idée de cette autre disposition de l'abaque :
On ne laisse subsister sur le tableau que l'axe Ojr, avec sa graduation, et la courbe C, et on le complète par un transparent portant deux axes, l'un O'y' , non gradué, destiné à diriger les mouvements du transparent en glissant le long de Ojk, l'autre, O'x', perpendiculaire au premier, portant la graduation (a,) précédemment marquée sur Ox.
Fig. i5.
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Le mode d'emploi de l'abaque est alors le suivant :
On fait glisser le transparent en maintenant O'y' en coin-
cidence avec Oy jusqu'à ce que le point a, de l'axe O'x' se
Fis. 16.
trouve sur la courbe C. La cote du point de Oy avec lequel
coïncide Of est alors égale à a2.
Fig. 17.
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On pourrait évidemment rendre mobile l'axe Oy an lieu de Ox. La fig. io montre ce que devient, avec cette nouvelle disposi-
tion, l'abaque de la fig. r 4. Il ne faut pas perdre de vue, en examinant cette figure, que l'axe O' ' x' est lié à un axe Q'y' qu'on peut faire glisser le long de Oy.
15. Anamorphose. — Nous avons supposé les variables a< et a2 représentées respectivement sur les axes Ox et Oy par
Fig. ii
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des échelles régulières. C'est évidemment ce qui est le plus simple; mais on peut, dans certains cas particuliers, être amené à adopter d'autres échelles. Il n'y aurait alors rien à changer à ce qui précède; on aurait encore recours à la courbe lieu du point de rencontre des perpendiculaires aux axes 0^ et Ojr, élevées par
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les points cotés a, et ou ; seulement cette courbe ne serai i pas la même que dans le cas précédent.
On peut, en particulier, toujours substituer une droite à la courbe qui serait construite au moyen de deux échelles régulières, en transformant convenablement une de ces échelles.
Soit, par exemple {ftg. 16), OP la courbe obtenue avec des échelles régulières portées sur Ox et Oy. Les points A, et A2 respectivement cotés a, et eu correspondent au point M de la courbe OP. Pour substituer à la courbe OMP la droite OM'P, choisie d'ailleurs au hasard, il suffit de modifier l'échelle portée sur Ox en plaçant la cote a, , d'abord inscrite à côté du point A1 , à côté du point A, obtenu en prolongeant la perpendiculaire A2M à Oy jusqu'en son point de rencontre M' avec la droite OP et abaissant du point P la perpendiculaire M/A^ sur Ox.
Cette transformation, qui substitue la droite OM'P à la courbe OMP, est ce que Lalanne a appelé une anamorphose géométrique, ainsi qu'on le verra plus loin (n° 24).
Appliquée à l'abaque de l'djig. i3 l'anamorphose donne celui de la fi g. 17.
Voici un autre exemple emprunté à la Pratique du calcul des planchers du capitaine du Génie Grison (M :
Cet abaque, reproduit par \a Jig. 18, fait connaître la valeur de
q =/?* en fonction de celle de p, pour y? variant de 5oo à 2000
(') Brochure autographiée à l'École du Génie de Grenoble (1891). L'abaque du capitaine Grison s'étend en réalité de p = 5o à p = 2000.
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I. — Abaques cartésiens. Anamorphose
16. Abaques cartésiens à trois variables. — Soit à construire un diagramme coté pour J'équation
(i) F(ai,a2, a3)= o.
L'idée qui se présente tout d'abord à l'esprit est celle-ci : donnons à l'une des variables, de préférence à celle qui sera le plus généralement calculée en fonction des deux autres ('), a3, par exemple, une valeur déterminée. Nous aurons alors une équation entre les deux variables a, et a2 que nous pourrons représenter, ainsi que cela a été indiqué au n° 12, au moyen d'une courbe tracée sur le quadrillage défini par les équations
Ol) X = l^CCi,
/( et l2 étant des modules choisis en vue de la meilleure disposition.
L'équation de cette courbe sera
(') Bien qu'un abaque à trois variables permette, en général, indifféremment le calcul d'une des variables en fonction des deux autres, il convient, principalement pour la limitation du diagramme, de distinguer celles que l'on a le plus babituellement à considérer comme indépendantes. Dans la pratique ce choix n'est pas douteux, attendu que, dans la plupart des formules représentées, c'est toujours la même variable qui est prise pour inconnue.
Cette courbe le long de laquelle l'élément a;{ conserve une même valeur a été dite par Lalanne une courbe d 'égal élément, puis par l'auteur allemand Vogler une courbe isoplètJie (t'aoç, égal; TEAyjÔcç, quantité). Ce dernier terme a été depuis lors adopté par Lalanne. Nous dirons tout simplement une courbe cotée.
Construisons de même les courbes répondant aune série de valeurs de a3, croissant par échelons réguliers, en ayant soin ^inscrire à côté de chacune d'elles la valeur de a3 correspondante .
Remarquons d'ailleurs qu'il suffira de tracer la portion de chaque courbe comprise à l'intérieur du rectangle formé par les perpendiculaires élevées respectivement à Ox et à Oy par les points correspondant aux valeurs limites aK et bK de a,, a2 et b2 de a2, qui sont des données de la question, puisque nous avons supposé que a< et ou étaient les variables indépendantes.
Nous obtenons donc, à l'intérieur d'un rectangle quadrillé (fig- 19), un système de courbes cotées qui nous fournit la re-
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présentation demandée dans les limites admises pour les variables indépendantes. Ce rectangle quadrillé figurant une sorte de damier (en grec, a8a;), on a donné à ce genre de diagrammes le nom iïabaques qui, par voie d'extension, a fini par désigner toute espèce de diagramme coté.
Faisant une fois pour toutes la convention de désigner par les termes d' horizontale et de verticale les parallèles respectives à Ox et à Oy, nous pourrons énoncer le mode d'emploi d'un tel M. d'O. 3
abaque, en vue d'obtenir la valeur de a3 lorsqu'on s'est donné a, et a2, de la manière suivante : lire la cote a3 de la courbe passant par le point de rencontre de la verticale cotée a4 et de V horizontale cotée a2.
Par exemple, sur la fig. 19, pour a, = 2, ou = 5, on a a3 == 4.
Il va sans dire que cette lecture suppose, le cas échéant, le secours d'une interpolation à vue. Par exemple, sur la fig. içj, pour a{ = 4, 5, a2 = 2 , 5, on lirait a3 = 3,5.
Nous avons admis que l'équation considérée servait de préférence à calculer a3 en fonction de a, et a2, mais on voit immédiatement que l'abaque permet tout aussi bien d'obtenir a, ou a2 lorsque l'autre de ces deux variables est donnée ainsi que a3.
Par exemple, a2 et a3 étant données, on aura a, en Usant la cote de la verticale passant par le point de rencontre de V horizontale cotée a2 et de la courbe cotée a3.
Les abaques ainsi constitués, dérivant directement de l'application des coordonnées cartésiennes, sont dits abaques cartésiens. Terquem a remarqué qu'ils peuvent être considérés comme fournissant la représentation par courbes de niveau de la surface définie par l'équation (1) où a,, a2 et a3 sont prises pour des coordonnées cartésiennes de l'espace.
Remarque . — Les courbes (a3) ont une enveloppe dont l'équation s'obtient, comme on sait, en éliminant a3 entre l'équation (a3) et sa dérivée par rapport à a3
da3 \lï l, )
Mais le tracé de cette enveloppe ne sera généralement d'aucune utilité. Elle peut d'ailleurs être complètement extérieure à la partie utile de l'abaque, limitée à l'aire d'un rectangle, ainsi qu'on vient de le voir.
17. Rattachement aux abaques à échelles accolées. — A simple titre de curiosité, nous ferons remarquer que le principe de la représentation des équations à trois variables, obtenu ci-dessus par la voie la plus naturelle, peut également se dégager du mode de représentation des équations à deux variables, exposé au n° 9, lorsqu'on tient compte de la remarque qui termine ce numéro.
Donnant à o^ dans l'équation (i) du numéro précédent une valeur particulière aj, nous avons à représenter une équation entre les deux variables a2 et a3
Pour cela, portons respectivement, sur l'axe Oy et sur la parallèle à cet axe dont l'abscisse est
les graduations (a2) et (a3) définies par (3 y — /2 a2
et
cette dernière équation étant celle qu'on obtient en explicitant par rapport ky l'équation
Lorsque nous donnerons à a\ d'autres valeurs, la graduation de Oy ne variera pas et nous aurons de nouvelles graduations sur d'autres verticales, en vertu des équations (2) et (4).
Nous pourrons joindre par une courbe tous les points qui, sur ces verticales, correspondent à une môme valeur de a3, valeur qui servira de cote à cette courbe.
L'équation d'une telle courbe s'obtient par l'élimination de a^ entre (2) et (4) ou, ce qui revient au même, entre (2) et (4')- Elle est donc
On voit qu'on retrouve bien ainsi les courbes précédentes.
18. Emploi d'un transparent ou d'une échelle mobile. — On pourra ici encore recourir à l'emploi d'un transparent tel qu'il a été décrit au n° 13.
Le mode d'emploi de l'abaque sera alors le suivant {fi g. 20):
Le transparent étant orienté, faire passer ses index I( et I2 respectivement par les points cotés a, et a2 sur Ox et Oy ; la cote de la courbe sur laquelle se trouve alors le centre du transparent fait connaître a,}.
Par exemple, sur la fig. 20, pour a{ = 10, a2 = 8, on a a3 = 5, On pourra aussi, comme cela a été indiqué au n° 14, rendre mo-
Fig. 20.
bile l'un des axes Ox ou Oy, le second par exemple. Dans ce cas, le mode d'emploi devient le suivant {fig. 21):
Fig. 21.
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On amène l'origine O' de l'axe mobile O' y' au point a, de l'axe Ox. Le point a2 de V axe Q'y1 tombe alors sur une courbe dont la cote fait connaître a3.
Sur la fig. 21 , pour a, =10, a2 = 4? on a a3 = 3.
19. Exemples. — Les exemples d'application de cette méthode sont extrêmement nombreux. Ils comprennent notamment tous les tableaux graphiques construits depuis les premiers essais de Pouchet jusqu'aux travaux de Lalanne, dont quelques-uns ont été cités dans l'Introduction.
Nous signalerons simplement ici le tableau de multiplication de Pouchet, parce que c'est le premier en date de tous les abaques connus.
Premier type d'abaque de multiplication. — La multiplication se traduit par l'équation
ai*2— cc-i = o.
Si, pour la représenter, nous portons sur les axes Ox et Oy les graduations
;r = 5mma1 et y — 5mma2,
nous obtenons pour les courbes cotées (oc3) les hyperboles équilatères
xy — 25 a3 = o.
C'est ainsi qu'a été obtenue la fig. 22, qui ne doit être considérée que
Fie. 22.
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comme un schéma de l'abaque de Pouchet, construit avec une bien p)v grande précision.
Il est essentiel de remarquer que la méthode s'applique sans nulle difficulté lorsque les trois variables sont liées par une loi qui n'est connue qu'empiriquement. En elTet, à chaque couple de valeurs de deux des variables at et a2, prises comme indépendantes, correspond le sommet du quadrillage situé au croisement de la verticale (at) et de l'horizontale (a2). Supposons que nous inscrivions en ce point la valeur correspondante de a3. Nous n'aurons plus ensuite qu'à joindre, par une ligne continue, tous les points répondant à une même valeur de a3 pour avoir la courbe cotée (a3), de même qu'en unissant sur un plan topographique les points de même cote par un trait continu on obtient ses courbes de niveau.
Les applications de celte méthode sont très fréquentes. On trouvera quelques détails, à ce sujet, dans le Calcul graphique de Favaro (traduction Terrier, p. i54 et suiv.) et dans l'important Ouvrage que M. Marey a consacré à la Méthode graphique dans les Sciences expérimentales (Ire Partie, Ghap. Y).
20. Superposition des graduations. — Supposons qu'une équation entre les trois variables a1} a2, a3 soit telle que, si l'on a
F(ot1, a2, a3)= o,
on ait aussi, quelle que soit la solution (aj, a2, a3),
f\i fi et fz étant des fonctions connues.
Dans ces conditions, l'abaque, construit entre certaines limites, permettra de résoudre encore l'équation proposée pour des valeurs prises en dehors de ces limites.
Supposons, en effet, que l'abaque ait été construit avec les limites ai et b\ pour a1} a2 et b% pour a2, a3 et b3 pour a3. A côté de chaque valeur de a1} a2 et a3 comprise entre ces limites, nous pourrons inscrire respectivement la valeur dey^at), dey2(a2) et de f3(as), en doublant ainsi chacune des lignes de graduation. Dès lors, si nous prenons pour o^ et a2 des valeurs respectivement comprises entre fi(al) etfl(bi), et entre /2(a2) ety2(^2), nous voyons que l'abaque nous fournira la valeur correspondante de a3, à la condition que nous fassions usage, pour les éléments, droites et courbes, qui le constituent, des cotes inscrites dans les secondes lignes de graduation.
Il suffit que les limites primitives soient telles que les amplitudes de variation s'étendant de a-i à b^ et defi(al) à f\(b{) d'une part, de <?2 et b.2, et dei/2(a2) à/2(62) de l'autre, aient une partie commune pour qu'il n'y ait pas de lacune dans le champ de variation auquel l'abaque est applicable.
C'est en cela que consiste le principe de la superposition des graduations.
Après avoir construit l'abaque, on peut, sans rien changer aux droites et aux courbes tracées, superposer aux graduations primitives de nouvelles graduations s'en déduisant suivant des lois connues et fournissant encore des solutions de la même équation.
Il pourra arriver que les fonctions f^{ o^), /"2(a2), /3(a3), ou certaines d'entre elles, soient assez simples pour que le calcul de leur valeur se fasse immédiatement de tête. Ce sera le cas, par exemple, si/^a^se réduit au produit de aj par un facteur simple comme 2, 5, 10 ou une puissance de 10. Lorsque cette circonstance se produira, il sera évidemment inutile d'inscrire sur l'abaque la seconde graduation qu'une opération mentale permettra de déduire immédiatement de la première.
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A ce point de vue, les cas particuliers qui suivent méritent une attention spéciale. Ils se rencontrent d'ailleurs assez fréquemment dans la pratique.
21. Multiplicateurs correspondants. — i° Il arrivera que, si l'on multiplie deux des variables o^ et a2 P^r des facteurs quelconques Xt et X2, la nouvelle valeur a'3 de la troisième variable pourra se déduire de sa valeur a3 correspondant à aY et a2.
Gela aura lieu lorsque l'on aura
A étant une fonction quelconque, n^ et n2 des constantes quelconques. On voit, en effet, que l'on a dans ce cas, en représentant par V la fonction inverse de A,
(2) ai=A(Xï«XS-V(at)).
Le cas le plus simple est celui où l'on a {i bis) a3 = Àa*1^-,
parce qu'alors (2) devient (2 bis) ai='Xï'XS»as.
Autrement dit, si le système de valeurs (al5 a2, a3) satisfait à l'équation (1 bis), il en est de même du système (Xioti, X2a2, X^'X^^).
On peut alors dire que Xj, X2 et X'^X'^ constituent des multiplicateurs correspondants pour les variables a1? a2 et a3.
En prenant pour Xt et X2 des valeurs simples, telles que to et ses puissances par exemple, on voit que les nouvelles valeurs de al5 a>, 0C3 se déduiront de celles inscrites sur l'abaque, par une simple opération mentale, sans difficulté aucune.
20 Supposons maintenant que les facteurs par lesquels on multiplie aj et a2, au lieu d'être indépendants l'un de l'autre soient X et ~km, m étant une constante.
La circonstance indiquée se présentera dans ce cas lorsqu'on aura
(3) a-i= A\va,/Va,a2
A et / étant des fonctions quelconques. On voit, en effet, que, dans ce cas,
(4) «; = a(xv(«,:
L'équation (3) pourra encore s'écrire (3') «•=A(a?/(«f«f))l
Je nombre m étant alors
Dans ce cas (1), on aura
(4') ai = A(X»V(at)).'
Si, par exemple, l'équation est de la forme
elle peut s'écrire
et rentre bien ainsi dans le type (3'). Alors
et In formule (4') donne
al = X~«3aQ.
Autrement dit, si le système (a-, a2, a3) satisfait à l'équation (5), t7 ett es£ afe même du système (Xai, X-re2a2, X_'*3a3).
C'est-à-dire que, dans ce cas, /es variables a1? a2 e£ a3 admettent les multiplicateurs correspondants X, X- "2, X_/*3 (2).
Considérons en second lieu l'équation
(6) at=(Aafof)«T.
Pour voir qu'elle rentre dans le type (3'), il suffit de l'écrire
On a dès lors
(') Il ne faudrait pas croire que sous cette forme l'équation fût plus générale que sous la précédente. Il suffit, en effet, de poser
A(r) = A1(0, vf(u~n=AW, f=--^'
pour qu'elle devienne
(2)Dans ce cas, le principe des multiplicateurs correspondants se trouve appliqué dans notre brochure de 1891 (p. 91). Il a été exposé sous forme géométrique par M. A. Chancel dans une étude dont il sera question plus loin (n° 118, 2°).
et la formule (4') devient
Par suite, lorsque le système (o^, a2, a3) satisfait à Véqua-
tion (6), il en est de même du système vXai, X '/a2, otj /.
C'est par l'examen de divers cas particuliers que nous avons été conduit aux types (j) et (3).
M. G. Kœnigs, à qui nous avions soumis la question, a démontré qu'ils sont les plus généraux correspondant à la propriété caractéristique de chacun d'eux. On trouvera plus loin sa démonstration (n°15o).
22. Abaques à lignes droites. — Parmi les abaques qui viennent d'être définis, il convient de distinguer ceux sur lesquels les courbes (a3) se réduisent à des droites ; de tels abaques se rencontrent fréquemment dans la pratique.
Si nous nous reportons au n° 16, nous voyons que, pour que cette circonstance se présente, il faut que l'équation (a3) soit de la forme
(a3) __/(a3)+ ^-<p(a3)H-iKa3) = o.
et, par suite, l'équation (i)
^i/Os) + a-2 ç(a3)-ir <|;(a3) = o.
Dans ce cas, il pourra être plus intéressant que dans le cas général de considérer l'enveloppe E des courbes (a3) qui sont ici des droites. Si, en effet, la portion utile de cette enveloppe se trouve dans les limites de l'abaque, elle pourra dispenser du tracé des droites (a3). Il suffira d'inscrire la cote de chacune de ces droites à côté de son point de contact avec la courbe E.
Etant données des valeurs pour <yH et a2, pour avoir la valeur correspondante de a3 il suffira de mener par le point de rencontre des axes du quadrillage cotés a, et <y.2 une tangente à la courbe E (ce qui se fera très aisément au moyen d'un index rectiligne marqué sur un transparent) et de lire la cote du point de contact de cette tangente. On pourra évidemment, le cas échéant, avoir ainsi plusieurs solutions, lorsque du point de rencontre des droites cotées a, et a2 il sera possible de mener plusieurs tangentes à la courbe E.
23. Exemples : i° Second type d'abaque de multiplication. tion de la multiplication étant écrite
L'équa-
ata2 — a3= o,
il suffit de constituer le quadrillage au moyen des droites
(aO x — liCti,
(a3) y = hct.3,
pour que les courbes cotées (a2) soient des droites issues de l'origine
y = Ta2x.
En prenant l\
5mm, /3=omm,5, on obtient ainsi l'abaque de la
Fig. 23.
Il va sans dire qu'ici s'applique le principe des multiplicateurs correspondants, l'équation étant la plus simple du type du n° 21, i°. Les multiplicateurs correspondants pour ai, a2 et a3 sont respectivement Xi, X2 et Àj À2.
(J) Le triangle à calcul de M. P. Chenevier, qui figure dans les galeries du Conservatoire des Arts et Métiers, n'est autre qu'une forme particulière de cet abaque, dans laquelle, au lieu de tracer un certain nombre des droites (oc2) issues de l'origine, on a fixé en cette origine un fil que l'on peut tendre pour le faire passer par les points d'une graduation placée sur un bord du cadre et repérant les positions des droites (oc2) non tracées.
On obtient une meilleure disposition de l'abaque (fig. 23 bis) en prenant des axes de coordonnées non plus rectangulaires, mais faisant entre
3tc eux un angle égal à — • Nous devons cette remarque à l'obligeance de
M. Frochot, ancien conservateur des Forêts (').
2° Abaque de Lalanne pour V équation trinôme du troisième degré. — Soit l'équation
z*-hpz -+- q = o.
Choisissant un module / quelconque, nous pouvons construire l'abaque de cette équation en prenant
v=-ip, y — iq^
ce qui nous donne pour z les droites
y ■+- zx -+- /-s3 = o.
L'abaque ainsi obtenu {fig. 24) est celui qui a été construit par Lalanne (2).
Nous avons d'ailleurs fait remarquer (3) qu'on pouvait se borner à tracer
(') C'est en 1892, au Congrès de V Association française pour i 'Avancement des Sciences, qui se tenait à Pau, que M. Frochot nous a communiqué son abaque. Il l'avait, croyons-nous nous rappeler, publié dans un Ouvrage, mais nous manquons sur ce point d'indication précise.
(2) Mémoire sur les Tables graphiques {A. P. C, 1" semestre, 1846).
les droites correspondant au\ valeurs positives de z, les valeurs absolues des racines négatives de l'équation étant obtenues comme racines positives de la transformée en — z, c'est-à-dire de l'équation qui se déduit de la précédente par simple changement de q en — g.
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Cet artifice peut être considéré comme dérivant du principe des multiplicateurs correspondants (n° 21).
L'équation donnée peut, en effet, s'écrire
pz
Sous cette forme, elle rentre évidemment dans le type (5) du n° 21, et l'on voit ainsi que, pour les variables q,p, z, on a, en faisant 1 = — i, les multiplicateurs correspondants ( — i)3, ( — i)2, — i, ou — r, i et — i. C'est bien là la remarque qui vient d'être faite au sujet des racines négatives.
Mais, plus généralement, on peut dire que les variables q, p, z admettent les multiplicateurs correspondants nz, n- et n. Pour montrer l'utilité de cette remarque, nous prendrons l'exemple suivant :
Si l'on représente par
z la hauteur en mètres sur laquelle le parement d'un mur de réservoir
peut être maintenu vertical à partir du couronnement; a la largeur en mètres du mur au couronnement;
X le rapport de la pression limite admissible par mètre carré au poids
de i'"c de maçonnerie; 6 le rapport du poids de imc d'eau à celui de i,llc de maçonnerie,
M. Delocre a fait voir, dans son Mémoire classique sur les grands barrages, que la hauteur z est donnée 0) par la racine positive de l'équation
*»-+■ T,~XT=o si ->_
ou
Posons
ici,
GX 8 9 4
a = iom, X = 2om,
et c'est la première équation qui est applicable. Cette équation devient
L'abaque de la fig. 24 ne nous donne pas directement z. Ayons dès lors recours aux multiplicateurs ci-dessus définis en prenant n = 10. Il vient ainsi
et l'abaque donne
— = im,i8,
JO
d'où
z = nm,8.
3" Abaque du poids de la vapeur d'eau contenue dans l'air (2). Si p est le poids en grammes de la vapeur d'eau contenue dans i'nc d'air à t°, lorsque la tension de la vapeur est f en millimètres, on a
(') Les inégalités de condition, telles qu'elles sont énoncées ici, se rencontrent pour la première fois, dans une Note publiée par nous, en mars 189 1, clans les Annales des Ponts et Chaussées (p. 44^)- Par suite d'un lapsus, le sens de toutes les inégalités de cette Note a été renversé, ainsi que nous l'avons fait remarquer depuis dans un erratum.
(2) Nous avons construit cet abaque en 1886, pour la Direction de l'Artillerie de l'Arsenal de Rochefort, en vue d'observations à faire, plusieurs fois par jour, dans des poudrières qui étaient de son ressort.
D'ailleurs la tension/ est fournie par les Tables de Regnault(1) en fonction de la température de condensation t' lue sur l'hygromètre. L'équation ci-dessus peut s'écrire
Pour la représenter nous poserons, lx et l2 étant deux modules quelconques
x = lxx 810/,
ce qui donne pour les droites (p)
Faisons, par exemple (2),
/1 = omm,oo37, /2=omm,43.
Nous obtenons ainsi l'abaque de la fig. iS.
Les graduations de Ox et de Oy sont alors données par
x = 3mm/, y - imm,2t, et les droites (p) par
py x
Toutes ces droites convergent au point x == o, y = — 3'26mm,8. On les appelle des radiantes (n° 27).
(l) Jamin, Cours de Physique de l'École Polytechnique, t. II (3e édition )
(L>) Ces nombres ont été choisis pour mettre le texte d'accord avec la fig. a5 qui a été obtenue par réduction photographique de l'abaque construit à plus grande échelle en 1886. Sans cela on eût pris
/, = omm, 0037, l2 — omm, 3G
de façon à avoir à porter les graduations
Il pourrait, de prime abord, sembler plus simple de choisir /, et l2 de façon à n'avoir à porter que les graduations
mais alors les radiantes (p) se rapprochant de la direction parallèle à Oy, leurs points de rencontre avec les verticales (/) se détermineraient avec moins d'exactitude.
CM
Echelle de la température
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L'échelle de t ou échelle des températures sera construite entre t = — io° et t = 4o°. Sa longueur sera égale à inim,2 x 5o = Go""1"1.
Pour construire les droites (p) déterminons les points où elles coupent les horizontales o° (y = o) et 4o° {y = imm,2 x 40 = 48mm).
Pour y = o, nous avons, en prenant comme unité le millimètre.
x = 760 X 0,00377? = 2,8i/>; pour y = 48
Construisons ces droites pour des valeurs de p croissant d'unité en unité de o à 5o.
Les abscisses des deux points déterminant la droite extrême (p = 5o) seront, pour t — o° (y = o) et t = 4o° (y = 48),
a. = I4omm,5 et ^ = i6imm.
Reste à construire l'échelle de la tension y. Celle-ci étant fonction de la température de condensation t', nous pourrons la déterminer par le procédé indiqué au n° 12, c'est-à-dire en traçant la courbe qui fait connaître les variations de f en fonction de £ (traduction graphique de la table de Regnault), les modules le long de 0 x et Oy étant précisément les nombres 3mm et imm,2 obtenus plus haut. En d'autres termes, on construira la
courbe définie par
x == 3mmf,
y= iwm,it',
les valeurs correspondantes de t' et de f étant celles que donne la table de Regnault.
Cette courbe, que nous désignerons par F, étant tracée, on voit à quoi se réduit le mode d'emploi de l'abaque : lire la cote p de la radiante passant par le point de rencontre de V horizontale t et de la verticale /', cette dernière coupant la courbe F au même point que l'horizontale t'.
Usant ici d'un artifice (1) signalé au n° 13 nous remplacerons le système des verticales par un index mobile tracé sur un transparent dont l'orientation sera maintenue par la coïncidence, avec l'axe AB de l'abaque, d'un second index de ce transparent, perpendiculaire au premier.
Dès lors, le mode d'emploi de l'abaque peut s'énoncer ainsi : l'index d'orientation du transparent étant mis en coïncidence avec AB, faire passer l'index de lecture par le point de la courbe F situé sur l'horizontale t\ suivre cet index jusqu en son point de rencontre avec l'ho-
(') C'est précisément à l'occasion de eet abaque que nous avons eu pour la première fois recours à cet artifice.
rizontale t et lire la cote p de la radiante passant par ce dernier point.
Par exemple, pour t = 3o°, £'=i6°, la position de l'index étant celle indiquée en pointillé sur la figure, on lit p = [2gl, 9. On aurait pu évidemment tout aussi bien écrire au pied de chaque verticale la valeur correspondante de t' obtenue par l'intermédiaire de la courbe F, et effacer celle-ci.
4° Nous dirons encore un mot des abaques publiés par M. Genaille sous le titre Les graphiques de V ingénieur, et nous indiquerons sommairement leur disposition dans un cas. Si une charge est uniformément repartie sur une poutre de portée a, on a
pa~- q,
q étant un nombre qui dépend de la section de la poutre et de la limite de pression admise par unité de surface (1).
A chaque type de fer du commerce correspond une valeur de q. L'abaque de l'équation précédente, en permettant de calculer </, définira donc le type de fer à adopter pour des valeurs données de a et de p.
Cet abaque peut être construit au moyen du quadrillage défini par
x = hq, y = I2P, ce qui donne pour a les droites cotées dont l'équation est
droites passant par l'origine. Au lieu d'inscrire la valeur de q au pied de la verticale correspondante, on peut y inscrire les éléments de la section donnant cette valeur de q. Les abaques ainsi obtenus pour les différentes espèces de poutres sont ceux que M. Genaille a fait connaître au Congrès de 1884 de l'Association française pour l'avancement des Sciences, et dont des exemplaires à grande échelle figurent dans les galeries du Conservatoire des Arts et Métiers (- ).
G DT
(') On a q= j I étant le moment d'inertie polaire de la section, n la
distance des libres qui supportent la plus grande tension, R la limite de pression admise.
(2) Aux exemples qui viennent d'être donnés ci-dessus, et qui pourraient, sans profit d'ailleurs pour le lecteur, être beaucoup multipliés, nous tenons à joindre la mention d'abaques de ce genre, pour le calcul du profil de certains murs de soutènement, dans la livraison de septembre 1898 de la Revue du Génie par le lieutenant Belhague (PI. IX) et le commandant Bertrand (PL XI). La très intéressante étude du premier de ces officiers sur la construction de la route de Tananarive à Moramanga fait ressortir l'utilité de l'emploi des abaques pour des travaux qui, comme celui-ci, exigent une grande célérité.
5o CHAPITRE II.
II. — Anamorphose
24. Principe. — Nous avons vu au n° 15 qu'en substituant aux échelles régulières, qu'il est tout naturel, de prime abord, de porter le long de Ox et de Oy, d'autres échelles fonctionnelles, on peut toujours transformer en une ligne droite la courbe représentative d'une équation liant les variables auxquelles correspondent ces deux échelles.
Dans quel cas une telle modification apportée aux deux échelles Ox et Oy d'un abaque cartésien à trois variables transformerat-elle à la fois toutes les courbes de cet abaque en lignes droites?
La réponse à cette question est facile.
Pour qu'avec les graduations
(ai) a?= hfi(&i),
(a2) y= lzf2(a2),
les courbes (a3) constituant l'abaque soient des droites, il faut et il suffit que leur équation soit de la forme
(«3) WaCas)-4- r?3(a»)-t- <h(a3) = °-
Ceci aura lieu si l'équation proposée est
Nous obtenons ainsi à la fois la forme des équations auxquelles cet artifice est applicable et l'indication de la manière dont cel artifice doit être mis en œuvre.
Dans le cas où il ne s'agit que de la courbe isolée constituant l'abaque d'une équation à deux variables, comme au n° 15, une telle transformation n'offre aucun avantage appréciable, le travail requis pour l'établissement d'une échelle fonctionnelle étant équivalent à celui qu'exige la détermination des points de la courbe correspondante; on n'économise, somme toute, que le tracé de la courbe réunissant les divers points obtenus individuellement. Il n'en va pas de même ici, et l'avantage y devient très sensible.
Si le travail exigé par le changement de graduation équivaut à
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peu près à la construction d'une courbe, comme on aurait un certain nombre n de celles-ci à tracer, on voit que l'économie réalisée peut-être représentée environ par le travail requis par le tracé de n — i courbes. Une fois, en effet, le nouveau quadrillage établi, il suffit d'y marquer deux points pour obtenir chacune des lignes droites destinées à remplacer les courbes qu'on aurait eu à construire point par point dans le système primitif, et qui ont, en outre, sur celles-ci l'avantage d'un tracé rigoureux.
Le principe d'une telle transformation a été indiqué, pour la première fois, par Léon Lalanne qui lui a donné le nom (Y anamorphose géométrique (1). C'est sous la forme indiquée au n° 28 qu'il s'est d'abord présenté à lui et cela à propos des applications traitées plus loin aux nos 29 (i°) et 108.
25. Exemple : abaque de tir. — Dans un travail relatif à une question de tir (2), le capitaine G. Ricci, de l'artillerie italienne, se propose de construire l'abaque de l'équation
p(É/cos<p — <x) — d2 — a2,
destinée à faire connaître a lorsque p et cp sont donnés. Il suffit d'écrire cette équation sous la forme
d coso — a = o,
pour voir qu'elle rentre dans le type précédent. Nous porterons donc suites axes les graduations
et
(cp) y = U cosep,
et nous aurons ainsi pour les courbes (a)
(a) — - x — jj — a = o
c'est-à-dire des droites.
Le capitaine Ricci a construit cet abaque pour p, variant entre 1000 et
( ' ) Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique (A. P. C, ier semestre 1846).
(2) Rivista di Artiglieria e Genio, t. IV, p. i65 (novembre 1896). On trouvera dans le Bulletin astronomique, t. III, p. 62 et >3i, une série d'intéressantes applications du même principe, ducs à M. Radau.
<Sooo (de 100 en 100 entre iooo et 6000, de 200 en 200 entre 6000 et 8000), pour cp variant entre o° et 120° (de 2 en 2 entre io° et 200, de 1 en 1 entre 20° et 1200), enfin, pour a variant entre — 800 et 5oo, de 10 en 10.
En vue de réduire les dimensions de l'abaque, il l'a fractionné en trois parties accolées les unes aux autres. Pour chacune de ces trois parties U a été pris égal à om,2o, tandis que /t varie de l'une à l'autre. Ayant adopté li = 5oom pour la partie qui s'étend de 8000 à 3ooo, l'auteur a réduit cette valeur de l{ à la moitié, soit à 25om, de 3ooo à 2000 et à son sixième, soit à 83m, 33, de 2000 à 1000. Il en résulte que sur les verticales suivant lesquelles ces trois abaques partiels s'accolent (p = 3ooo et p = 2000) les droites (a) changent de direction.
La fig. 26 donne une réduction de cet abaque.
26. Abaques à parallèles. — Les équations du type signalé au n° 24 peuvent revêtir la forme très simple
/i(ai) H-/»(*a) +/s(a3) = o,
qui est extrêmement fréquente dans la pratique. Dans ce cas, ayant constitué le quadrillage de l'abaque en élevant respectivement aux axes Ox et Oy des perpendiculaires par les points des échelles que définissent les équations
(a2) y = hfii^i ),
on oblient pour équation des courbes cotées (a3)
qui représente un système de droites parallèles.
Le coefficient angulaire de ces droites étant constant et égal à
— -f, il suffira, après avoir déterminé la direction correspondante
qui s'obtient en joignant le point de l'axe Ox d'abscisse lK au
point de l'axe Oy d'ordonnée L, de déterminer un point pour chacune de ces droites. On pourra prendre notamment leurs points de rencontre avec l'axe Ox, définis par
x =— Ji/3(a3).
On pourra aussi prendre leurs points de rencontre avec la perpendiculaire Os à leur direction menée par l'origine O, droite
dont l'équation est
lxx = L2y-
II". ■?.(')
kOOQ
Si nous représentons par z les segments comptés sur cette droite à partir de O, nous voyons que le z de la droite (a3) qui n'est autre que la distance de l'origine à cette droite est donné par
lihfz(cts) sjl\ -h l\
En résumé, ayant gradué les axes 0.r, Oy et O^ d'après les trois équations (a,), (a2) et (a:)) ci-dessus, on n'a qu'à élever à chacun de ces axes des perpendiculaires parles points de l'échelle qu'il porte pour obtenir l'abaque de l'équation considérée.
Exemple : Nous rencontrerons par la suite un très grand nombre d'équations de cette forme. Contentons- nous ici de prendre comme exemple la formule des miroirs et lentilles sphériques
où d et d' sont les distances du miroir ou de la lentille à deux points conjugués, y la distance focale principale.
D'après ce qui précède on aura un abaque de cette formule, en posant
l étant un module quelconque, ce qui donne pour lignes cotées (/) les droites
immédiatement obtenues en joignant les points donl les cotes sont égales à /dans les graduations de O x et de Oy.
En prenant / — 3"1, 5, on a ainsi la fig. 27 ( ' ).
27. Abaques à radiantes. — Une autre forme d'équation très fréquente, rentrant dans le type du n° 24, est la suivante :
/i(ài)/2(a2) =/3(«3).
On voit qu'on aura la représentation anamorphosée de cette équation en graduant les axes Ox et Oy suivant les lois
Os) y= hA(*s),
ce qui donne pour courbes cotées (a2)
(ce,) y = j-M**)*>
droites issues de l'origine, que l'on appelle des radiantes (- >.
Ces droites passant par l'origine, il suffit d'obtenir un point de chacune d'elles. Si, par exemple, on les coupe par la parallèle à Oj/, dont lK est l'abscisse à l'origine, savoir
OC =^ t| .
on voit que l'on obtient sur cette droite l'échelle définie par l'équation
Nous avons rencontré plus haut (nu 23, i", 3" et 4°) divers exemples d'abaques à radiantes sans anamorphose.
(') Cet abaque a été construit par M. Gariel (A. F. A. S., Congrès de ('.1er mont-Ferrancl, p. i/jo; 1876), qui lui a ensuite appliqué une ingénieuse transformation géométrique. Nous avons fait voir dans notre brochure 0.4 ( p. 88 ) coin ment l'application directe de la méthode des points alignés, dont il sera question plus loin (Chap. III), conduisait à cet abaque transformé.
(2) On peut substituer au système de ces radiantes une droite pivotant autour du point O. Il suffit, pour cela, d'inscrire le long d'une ligne quelconque les cotes des points où les droites (a2) supposées tracées rencontreraient cette ligne. On obtient ainsi une certaine échelle, rectiligne ou curviligne, qui permet de repérer la position de la droite pivotante pour chaque valeur de a,. Une telle disposition sera même avantageuse au point de vue de la précision de l'interpolation à vue.
Voici des exemples de tels abaques obtenus par anamorphose :
i" Troisième type d'abaque de multiplication. — Ou peut, pour représenter l'équation
poser
x — 11olu y
ou
ce qui donne comme courbes cotées (a3) les radiantes
l2x = hzzy.
Un tel abaque est représenté par la fig. 28. Il se rencontre parmi les Ta-
Fig. .8.
bleaux graphiques dressés par M. l'ingénieur des Ponts et Chaussées Crépin, en vue de l'étude du dessèchement des pays watringués, dans un Mémoire remarquable où, pour la première fois, cette question complexe est soumise au calcul ( 1).
i° Abaque des heures de lever et de coucher du soleil. — Si l'on représente par \ la latitude du lieu et par D la déclinaison du soleil correspondant à l'époque, l'angle horaire M du soleil au moment de son lever ou de son coucher est donné par l'équation
— cosvfl = tangÀ. tangD,
(') A. P. C, iei sein. 18S1, p. i38. J/abaque de multiplication ici reproduit se trouve sur la PI. VI jointe à ce Mémoire.
qui rentre dans le type ci-dessus. Nous prendrons donc, pour représenter
cette équation,
x- /]tangX, y = — /2cos^H,
d'où
y — - x ta n g I ) .
Si l'on prend /j - /2, on voit que la droite cotée (D) est la droite menée par l'origine, qui fait l'angle D avec l'axe des x.
Chaque horizontale Ai correspond à deux cotes égales et de signes contraires. Mais on peut immédiatement écrire les valeurs de ces angles horaires en temps, ce qui donne l'heure vraie du lever ou du coucher.
Si l'on inscrit ces cotes aux points de rencontre des horizontales (AI) cl
Fig. 29.
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d{un cercle de rayon /,, ayant son centre en un point quelconque de l'axe des x, on obtient la fig. 1%, qui est une réduction de l'abaque construit par M. Gollignon (»).
On voit que l'horizontale, passant par le point de rencontre de la verticale dont la cote est la latitude X du lieu et de la radiante dont la cote est la déclinaison D du soleil pour l'époque, va couper le cercle horaire
(») L'abaque de M. Gollignon est complété par des tracés permettant de passer du temps vrai au temps moyen et de tenir compte de la durée du crépuscule (AT. A., ie série, t. XVIII, p. 179» eL 3<! séric' l- I» P' 49°)-
en deux points dont les cotes sont les heures de lever et de coucher du soleil.
Au lieu de coter les radiantes au moyen des valeurs de D, on pourrait inscrire immédiatement à côté de chacune d'elles l'indication de l'époque correspondante, ainsi qu'on l'a fait sur la fig. 29 pour les solstices et les équinoxes.
3" Abaque des débits d'une rivière. — Le débit d'une rivière en un point déterminé est donné par la formule
où q désigne le débit exprimé en mètres cubes par seconde, o> l'aire de la section exprimée en mètres carrés, u la vitesse moyenne exprimée en mètres par seconde.
Pour la section considérée, l'aire w est une fonction f(h) connue de la hauteur d'eau h lue sur une échelle plongeant dans la rivière. On peut donc écrire
(1) q = uf(h).
D'autre part, lorsqu'il ne s'agit que d'une détermination approximative, on peut prendre pour la vitesse moyenne u le produit par 0,8 de la vitesse à la surface donnée par un flotteur parcourant pendant t secondes une longueur connue e, comprise entre deux repères, en sorte que
L'équation (1) peut être représentée au moyen des éléments cotés
(u) X = Ii u.
(g) y — hq,
(h) y=ff(h)x,
et l'équation (2), ainsi que cela a été expliqué au n° 12, au moyen de la
courbe
xy
",8e = y^jr'
qui est une hyperbole équilatère G, dessinée sur le quadrillage défini par
x = li u, y = l'.2 1.
Nous pouvons faire coïncider l'axe des x de ce quadrillage avec celui de l'abaque précédent, son axe des y étant dans le prolongement de l'autre et en sens contraire.
Pour construire les droites cotées (h), il suffit de remarquer, ainsi qu'on l'a fait au début de ce numéro, que, sur la droites? = l\, ces droites déterminent l'échelle
y = hf(h).
L'abaque ainsi obtenu (fig. 3o) est celui qui a été établi par
Fig. 3o.
Si
la)
itn //
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M. Vandervin, ingénieur au corps belge des Ponts et Chaussées, pour
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la station de Hombeek , sur la Senne (*), où l'on avait e — ioom. L'abaque de M. Vandervin a été construit avec les modules
l1 = om,i, /2= om,oo'2, /'2 — om,ooo5.
La y^. 3o en est la réduction aux f .
Le mode d'emploi de cet abaque est le suivant : La verticale passant par le point de rencontre de l'horizontale (t.) et de l'hyperbole C coupe la radiante (h) en un point situé sur l'horizontale (q) (2).
Par exemple, le 'i5 janvier 1891, à Hombeek, le flotteur a parcouru la distance des repères en t = 92*, la hauteur d'eau étant de i2m,o4. La verticale passant par le point de rencontre de l'horizontale t = g2s et de l'hyperbole G coupe la radiante i2m,o4 en un point dont l'horizontale suivie jusqu'à l'échelle des débits donne q = 38mc,5.
4° Abaques des poutres chargées. — Le commandant Chéry (depuis lors général) a, dans sa Pratique de la résistance des matériaux (3), donné une série d'abaques pour le calcul des poutres chargées, traduisant pour les diverses sections usuelles l'équation
pa2 = q
déjà définie au n° 23 (4°)- Pour construire ces abaques, il a eu recours au quadrillage anamorphose défini par les équations
x = ilP, y = —î>
d'où résulte pour les éléments cotés (q) l'équation
ltx = Uqy,
qui définit des radiantes issues de l'origine. Au lieu d'inscrire à côté de chacune de ces radiantes la valeur correspondante de q, le commandant Chéry y a placé une lettre de référence renvoyant à une table placée en regard de l'abaque où se lisent les dimensions de la section donnant cette valeur de q.
On trouvera, dans la partie du Chapitre IV consacrée au calcul des pro-
(') Annales des Travaux Publics de Belgique, 1892. Dans le même Mémoire, M. Vandervin construit un abaque de même type pour le calcul des moments d'inertie des rectangles.
On en trouve un autre pour le calcul des sections résistantes des travées droites dans une étude de M. D. Gorrieri (Atti del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Bologna, i8g5).
(2) On pourrait, à côté de chaque verticale, écrire la valeur correspondante de t obtenue par l'intermédiaire de l'hyperbole C, ce qui reviendrait à faire une anamorphose le long de Ox.
(:i) Paris, Ducher et Cie; 1877.
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fils de remblai et de déblai, d'autres exemples d'abaques à radiantes
(fig. m 6 à 19.2).
28. Anamorphose logarithmique. Toute équation repré sentable par un abaque à radiantes est également susceptible d'être représentée par un abaque à parallèles.
Le type d'équation du n° 27 peut, en effet, s'écrire, lorsqu'on prend les logarithmes des deux membres,
log/i(ai)-f- log/2-(a2) log/3(a3).
Il rentre alors dans le type du n" 20, représentable par un système de droites parallèles tracées sur un quadrillage irrégulier.
On appréciera par la suite tous les avantages de cet ingénieux artifice, dû à Léon Lalanne, et qui a constitué la première forme sous laquelle s'est présenté à lui le principe de l'anamorphose.
Pour effectuer la représentation de l'équation ci-dessus conformément à la méthode indiquée au n° 24, on commencera par tracer le quadrillage formé par les perpendiculaires élevées respectivement à Ox et à Oy par les points de division des échelles définies sur ces axes par les équations
(ai) a?= Jilog/i(a, ),
(a2) y= /2log/2(a2).
On n'aura plus ensuite qu'à construire les droites («a) j +- ji = log/3(as),
ce qui peut se faire, ainsi qu'on l'a vu au n° 26, en graduant la perpendiculaire Oz à la direction de ces droites suivant la loi
,. , JiMog/3(a3)
(oL-ibis) z= — ■•
La construction des échelles logarithmiques (a, ), (a2) et (a3 bis I n'offre d'ailleurs pas plus de difficulté que celle des échelles des fonctions/,, /2 et/3 lorsqu'on dispose d'un étalon logarithmique ainsi qu'on l'a fait observer au n° 6.
Au surplus, on trouve maintenant dans le commerce du papier
à quadrillage logarithmique (1 ), grâce auquel la construction d'un abaque de ce genre se fait avec la même facilité que celle d'un abaque non anamorphose sur du papier à quadrillage régulier.
On doit à M. R. Mehmke un autre mode d'utilisation des plus remarquables de l'anamorphose logarithmique, sur lequel nous reviendrons plus loin (n° 139) et qui consiste à substituer à certaines courbes algébriques non pas des droites, ce qui ne serait pas possible, mais des courbes qui peuvent être obtenues par translation dune seule et même courbe dessinée sur un transparent.
29. Exemples : i° Quatrième type d'abaque de multiplication. — Les exemples d'application de l'anamorphose logarithmique sont extrêmement nombreux. Le plus classique d'entre eux est celui, dû à son inventeur même, qui a trait au calcul des profils de remblai et de déblai et que l'on trouvera plus loin (n° 108). Nous aurons d'ailleurs bien d'autres occasions d'utiliser ce principe dans la suite de cet Ouvrage. Aussi pensons-nous pouvoir nous borner pour le moment à indiquer l'application classique qui en a été faite par Lalanne lui-même à la multiplication (- ).
Pour représenter l'équation
aja2— a3,
il suffit, après l'avoir écrite
logOC^logO^rr: logOCg,
(') Nous signalerons, sur ce papier logarithmique, dont l'idée paraît due à M. W.-F. Durand, deux intéressants articles, l'un de M. René de Saussure dans la Bévue scientifique (2e semestre 189,4, p. 74^), l'autre du P. Poulain dans le Cosmos (numéro du 29 juin 1893, p. 390).
( 2 ) Description et usage de l'abaque, etc. (i845; 2e édition, i85i; 3e édition, i863). Les exemples d'application de l'anamorphose logarithmique sont très nombreux. Nous citerons ceux donnés par M. Collignon pour l'écoulement de l'eau dans les tuyaux {Cours d'hydraulique), par le colonel Goulier pour certaines corrections topométriques {Mémorial de l'officier du Génie, n° 18, 1868), par M. A. Kapteyn pour divers calculs relatifs aux machines à vapeur {Revue universelle des mines, 2e semestre, 1876), par M. A. van Muyden pour le calcul des conduites d'eau sous pression {Bull, de la Société vaudoise des ingénieurs, mars 1884 ) ainsi que pour le calcul des conducteurs électriques {Lumière électrique, 9 janvier 1886), etc.
Divers auteurs allemands, MM. G. Hermann {Das graphische Einmaleins, . . ., Braunschweig, 1875), Helmert {Zeitschrift fur Vermessungswesen, 1876), Vogler {Sechs graphische Tafeln..., Berlin, 1877), semblent être arrivés de leur côté au même principe dont la priorité ne saurait pourtant être contestée à Lalanne.
de poser
ce qui donne pour les droites (a3) l'équation
x -h y = / loga3.
On voit qu'une fois le quadrillage construit les droites (a3) se déterminent très aisément. La droite ayant pour cote une certaine valeur de <x3 coupe, en effet, les axes Ox et Oy aux points ayant précisément pour cote, «huiles graduations de ces axes, la valeur considérée de a3. On obtient ainsi l'abaque représenté par la Jig. 3i.
Fig. 3i.
a 9 to
•2° Abaque de V équation des portées lumineuses. - - Nous venons de faire voir comment l'anamorphose logarithmique permet de substituer à des abaques à radiantes des abaques à parallèles. Son rôle se borne dans ce cas à remplacer des lignes droites par d'autres lignes droites d'une disposition plus avantageuse. On saisira par la suite tout l'intérêt d'une telle substitution, mais il est bon d'observer que l'anamorphose logarithmique permet encore de construire des abaques à lignes droites pour des équations qui ne sauraient, sans ce secours, bénéficier d'une telle simplification.
Un exemple remarquable nous sera fourni par l'abaque de l'équation de^
portées lumineuses (l), construit pour le Service des Phares par M. E. Allard qui en était alors l'ingénieur en chef. Cette équation est
ioolarf = cl2,
où a désigne le coefficient de transparence du milieu. L l'intensité lumineuse et cl la portée lumineuse en kilomètres.
Pour construire l'abaque de cette équation, il suffit de l'écrire
log 100L — — d log a t- 2 logo?, et de constituer Je quadrillage au moyen des formules
(a) x - — li log a,
(L) j = /2logiooL,
ce qui donne pour éléments cotés (d) les droites
(d) y— -.— x -+- iU_ log d.
On commencera donc par porter sur Ox et Oy les échelles définies par les formules (a) et (L), pour élever ensuite à ces axes, par les points de division ainsi obtenus, les perpendiculaires qui constitueront le quadrillage de l'abaque.
M. Allard a donné à ces échelles la forme isograde (n"8), de façon qu'en dépit de l'anamorphose le quadrillage présente un aspect régulier. Il a pris pour les modules les valeurs
ti= \ = im,333....
et a adopté, tant sur l'axe Ox que sur l'axe Oy, un intervalle constant de 2mm.
Gela conduit à donner à a des valeurs dont les logarithmes décroissent
régulièrement de
et à L des valeurs dont les logarithmes croissent régulièrement de
D'ailleurs, l'échelle (a) a été construite sur om,20 de longueur, soit jus-
(') Mémoire sur l'intensité et la portée des phares, par E. Allard (Paris, imprimerie Nationale; 1876).
qu'au nombre a0 tel que
Tloga0 = <>,•>.
ou d'où
logao = — o, i5 = i ,83,
«o = 0,708, et l'échelle (L) sur om,3o de longueur avec une limite supérieure égale à
Fiir. 32.
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10000000, ce qui donne pour la limite inférieure L0
0,04(7 — logLo) = o,3,
ou
d'où
IogL0 = — o,5 = i,5,
La fig. 32 reproduit un fragment de l'abaque ainsi obtenu (*)•
M. Allard a remarqué que si («, L, d) est une solution de l'équation
c'est-à-dire si
iooLarf= d2.
cette égalité peut s'écrire, à étant un nombre absolument quelconque,
( \\ld
iool*L\a*J = (Xa*)2
ir suite, \a\ X2L, \dj
et que, par suite, \«A, A2L, kdj est aussi une solution de l'équation.
On reconnaît là une application du principe de la superposition des graduations (n° 20).
L'équation ci-dessus peut en effet s'écrire
rf2L-i W-i
ioo
Sous cette forme on voit qu'elle rentre dans le type (6) du.n° 21, lorsqu'on y fait
ai = d, a2 ~ L, a3 — a,
ce qui fait correspondre à la solution {d. L, a) la solution (X<i, X2L, al-1), ainsi qu'on vient de le constater.
Si, par exemple, on prend X = — ? on voit qu'à la solution (d, L, a) correspond la solution ( — , — , a10 ). Le passage de d et L à — et — —
\io îoo / io ioo
s'opère immédiatement de tête. Il n'en est pas de même de celui de a à a10.
Pour cette raison, les valeurs de a10 ont été inscrites à côté de celles de a sur une seconde ligne. Il suffira donc, si la valeur de a figure dans cette seconde ligne, de prendre sur Pécbelle de L la valeur de iooL et de diviser par io la valeur obtenue pour d.
Par exemple, la verticale 0,917 (i,e ligne) ou 0,422 (2e ligne) coupant l'horizontale 1,78 sur l'oblique 9, on a les solutions
et
« = 0,422, L = o,oi78, «' = 0,9.
(') PL F du Mémoire cité.
III. — Emploi d'un transparent à trois index. Abaques hexagonaux.
Anamorphose graphique.
Desiderata à réaliser dans la lecture d'un abaque
L'anamorphose, sur laquelle nous venons de nous étendre, en permettant de constituer l'abaque de certaines équations, uniquement au moyen de systèmes de lignes droites et, plus particulièrement, de droites parallèles, introduit une large simplification dans la construction des abaques, mais sans qu'il en résulte de changement essentiel dans leur mode d'emploi.
Celui-ci se réduit toujours à ce qui suit : prendre le point de rencontre de deux droites cotées, et lire la cote d'une ligne, droite ou courbe, passant par ce point.
Or, du fait qu'une cote inscrite en un point d'une ligne s'étend à toute cette ligne, il résulte qu'il faut, soit en partant de cette cote pour chercher un point d'intersection situé sur la ligne, soit en partant de ce point pour chercher la cote, suivre la ligne sur une certaine étendue.
Cette opération s'appliquant à trois lignes pour chaque lecture, on risque, pour peu qu'on ait quelque défaut d'attention, de passer de la ligne qui devrait être suivie à la voisine et, par suite, de commettre une erreur de lecture.
En outre, si les valeurs des variables auxquelles on a affaire ne sont pas de celles auxquelles correspondent des lignes effectivement tracées sur l'abaque, il faut, par la pensée, faire une interpolation entre ces lignes, opération qui n'est pas tout à fait aussi simple que lorsqu'il s'agit de placer, également à vue, un point intermédiaire entre ceux d'une échelle portée sur une ligne.
Enfin, l'enchevêtrement des lignes sur les abaques précédemment décrits peut, à la longue, produire une certaine fatigue de la vue.
Ces inconvénients ne sont pas, tant s'en faut, de nature à faire renoncer à l'emploi des abaques construits comme on vient de le dire; on peut d'ailleurs les atténuer, dans une certaine mesure, par l'emploi de traits de force convenablement espacés dans le réseau des lignes tracées (n° 43) ; ils sont assez sensibles cependant pour qu'on se soit préoccupé des moyens de s'en affranchir.
Le but à atteindre peut, d'après ce qui vient d'être dit, être défini ainsi qu'il suit : faire en sorte que, sur l'abaque, une cote ne soit attachée qu'à un seul point, l'équation à représenter se traduisant par une certaine relation de position entre plusieurs points.
On trouvera plus loin (Gh. III) une méthode d'une grande généralité permettant d'atteindre ce but. Mais nous possédons dès maintenant le moyen de réaliser cette condition pour les équations représentables par trois systèmes de droites parallèles, grâce à une nouvelle extension de l'usage des transparents dont il a été question aux nos 13 et 18.
31. Transparent à trois index. — Si nous nous reportons au n° 26, nous voyons que pour construire l'abaque de l'équation
nous n'avons (en prenant les modules /, et l2 égaux entre eux et les désignant alors par la seule lettre /) qu'à porter sur les axes Ox et Oy supposés rectangulaires et sur leur bissectrice Os les
échelles définies par
y =- lfi(*2),
et à élever, par les points cotés de ces échelles, des perpendiculaires respectivement à ces trois axes.
Si donc nous avons recours à l'emploi d'un transparent tel qu'il a été indiqué aux nos 13 et 18, nous voyons que nous pourrons, grâce à ce transparent, rendre inutile, non seulement le tracé des perpendiculaires élevées aux axes Ox et Oy respectivement par les points des graduations (a() et (a2), mais encore celui des perpendiculaires élevées à Oz par les points de la graduation (a3) pourvu que, par le centre du transparent, point de rencontre des index I, et I2, nous fassions passer un troisième index I3 perpendiculaire à Oz {fig. 33).
Lorsque nous déplacerons ce transparent, en lui conservant son orientation , ses trois index lt , I2 et I3 coïncideront à chaque
instant avec trois des droites que l'on s'est dispensé de tracer el dont les cotes se correspondent en vertu de l'équation donnée.
En d'autres ternies, il suffit, le transparent avant une orientation convenable ( « ), de faire passer les index I, et I2 respectivement par les points a, et a2 des axes Ox et Oy pour que V index I3 donne a3 sur l'axe Oz.
L'abaque, dans ce cas, se réduit donc aux trois échelles rectilignes (a, ), (a2) et (a3), complétées par le transparent portant les trois index Ij, I2 et I3 (2).
Cet emploi du transparent mobile a été proposé par M. Blum, à l'occasion des calculs de terrassements, dans une Note sur laquelle nous aurons occasion de revenir (3) (n° 108).
(') Pour le maintien de l'orientation du transparent, voir ce qui a été dit au n° 13.
(2) Il y a lieu de se préoccuper des variations du papier en longueur et largeur; avec un papier de bonne qualité, ces variations, bien que pouvant différer d'un sens à l'autre, sont uniformes dans chaque sens, ainsi que permet de le constater ce fait qu'un rectangle dont les cotés sont parallèles aux bords de la feuille de papier ne cesse pas d'être un rectangle. S'il reste semblable à lui-même, c'est que tous les angles se sont conservés sur la figure, les droites restant des droites. Par suite, l'application du transparent à trois index donne les mêmes résultats que s'il n'y avait eu aucune variation. Si le rectangle ne reste pas semblable à lui-même, c'est que, les droites restant encore des droites, les angles ne se sont pas conservés; par suite, le transparent précédent ne peut plus servir. Mais, si l'on a eu soin de figurer sur l'abaque les directions des normales aux trois échelles, elles donneront, à chaque instant, les directions corrigées des trois index du transparent.
(3) A. P. .C., ier sem., p. 455: 1881.
Remarque. — Il n'est pas essentiel que les trois échelles donnant les cotes des trois systèmes de parallèles, non tracés, auxquels on substitue les index du transparent, soient perpendiculaires à la direction de ces systèmes; il n'est même pas nécessaire qu'elles soient rectilignes. Supposant, en effet, les trois systèmes de parallèles d'abord construits, nous pouvons inscrire leurs cotes à leur rencontre avec des lignes quelconques et effacer ensuite ces systèmes en ne conservant que leurs graduations avec les lignes leur servant de support. L'application du transparent convenablement orienté sur le tableau formé par les trois échelles curvilignes conservées tient lieu des systèmes de parallèles effacés.
On peut même, si les trois graduations ne se gênent pas mutuellement dans les limites admises, les inscrire le long d'une seule et même ligne.
Mais, si des circonstances spéciales peuvent, en certains cas, conduire au choix de telles dispositions, il est, d'une manière générale, préférable sous le rapport de la précision, d'adopter des échelles perpendiculaires à la direction des index correspondants.
32. Principe des abaques hexagonaux. — Si l'on se reporte au numéro précédent, on voit que, moyennant l'emploi du transparent à trois index, la construction de l'abaque d'une équation représentable par trois systèmes de droites parallèles se réduit à la construction des échelles des trois fonctions^ (a, ), /^(ao) et /"3(a3) respectivement portées sur les axes Ox, Oy et leur bissectrice Oz, avec le même module, d'ailleurs quelconque, pour les deux premières, et ce module divisé par \J i pour la troisième. Or, il arrive souvent que ces trois échelles dérivent d'un même étalon (n° 6), l'étalon logarithmique par exemple; il y aurait donc avantage à pouvoir constituer l'abaque au moyen de trois échelles de même module. Cette considération fait ressortir a priori l'intérêt qui s'attache à l'artifice, dû à M. Lallemand, dont il va être maintenant question et qui a encore l'avantage d'une disposition plus symétrique des échelles, celles-ci étant parallèles aux trois côtés d'un triangle équilatéral.
Cet artifice, auquel l'auteur est parvenu par une voie qui sera indiquée plus loin (n° 33), consiste à faire usage des coordonnées ainsi définies : Ayant pris deux axes Ox et Oy faisant entre eux
un angle de -~- ou i :ïo°, les coordonnées d'un point sont les
distances de l'origine O aux pieds des perpendiculaires abaissées de ce point respectivement sur Ox et Or.
Dans un tel système de coordonnées, toute droite est représentée par une équation du premier degré
ax -f- by h- c = o.
On trouve, en outre, bien aisément, que la distance de l'origine à cette droite est donnée par
a2H- 62-f- lab cos -—
En particulier, si l'on prend une droite perpendiculaire à la bissectrice Oz de ûcOy, droite dont l'équation est de la forme
x-hy = h,
on a
TU 2 COS
Dès lors, l'abaque de l'équation
étant défini, avec le module /, au moyen des équations
x = lfi(*i), y = //2(a2),
celles-ci, où ^r ety désignent nos nouvelles coordonnées, représentent, comme dans le cas des coordonnées cartésiennes, des droites respectivement perpendiculaires à Ox, à Oy et à la bissectrice 0,3 de l'angle de ces axes; mais ici les distances de l'origine aux droites du troisième système, qui définissent l'échelle portée sur Ov, sont données, en vertu de la formule ci-dessus, par
z = If 3(013).
On obtient donc alors sur Os une échelle de même module que celles portées sur Ox et Oy.
La construction de l'abaque se réduit par suite à celle des échelles
des fonctions/, (a,), f 2(3-2) el/3(a3), effectuée avec le même module, respectivement sur les axes Ox, Oy et O^ tels que l'angle xOy soit égal à — ou 1200, et que O: soit la bissectrice de cet
angle (fig. 34).
Ici, les index IM I2 etl3, respectivement perpendiculaires à Ox, Oy et Oz constituent les trois diagonales d'un hexagone régulier, d'où le- nom iïabaque hexagonal donné à ces sortes de dia-
grammes.
Si donc on veut constituer le transparent au moyen d'une matière rigide ayant des bords parallèles aux trois index, on lui donnera la forme d'un hexagone régulier.
L'orientation du transparent sera encore assurée au moyen de parallèles équidistantes à la direction de l'un des index f{ ), et son mode d'emploi ne différera pas de celui que nous avons précédemment indiqué pour les abaques à axes rectangulaires (n° 31). Nous croyons bon toutefois de le rappeler :
Le transparent étant orienté, et son index \{ passant par le point coté a, de la première échelle, on le fait glisser dans la direction de cet index (en appuyant une règle contre l'un de
(') Pour assurer rigoureusement cette orientation, il suffit de tracer sur le transparent un index I0 perpendiculaire à It. Cet index étant mis en coïncidence avec Ox de façon que le centre du transparent marque le point coté a, sur cet axe, on applique une règle contre un des bords du transparent, parallèles à I,, et l'on fait glisser ce transparent le long de la règle jusqu'à ce que l'index I2 passe par le point coté a2 sur Oy.
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■ses bords parallèles à I, s'il est rigide) jusqu'à ce que l'index L passe par le point a2 de la deuxième échelle. L'index l:! rencontre alors la troisième échelle en un point dont ht cote est la valeur a3 demandée.
33. Forme géométrique élémentaire du principe précédent. — Appelons A, B, C les points où les index In I2, I3 rencontrent respectivement Ox, Oy, Oz {fig. 35).
Fi g. 35.
Les segments OA, OB et OC représentent, d'après le numéro précédent, //,(a4), If '2(a2) et //3(a3). On a donc
OC = OA-i-OB,
et comme ces segments ne sont autres que les projections de la distance des points O et O' sur Ox, Oy et O^, on voit que l'égalité précédente exprime la propriété qui s'énonce ainsi :
La projection d'un vecteur sur la bissectrice d'un angle de 120° est égale à la somme des projections de ce vecteur sur les côtés de cet angle.
Cette propriété est d'ailleurs bien facile à démontrer directement. Elle traduit, en effet, l'identité trigonométrique
COS CD = COS r +W
TZ I
cos - = - 3 2
On peut donc, par une marche inverse, partir de ce théorème tout élémentaire pour établir le principe des abaques hexagonaux. C'est d'ailleurs ainsi qu'a procédé M. Lallemand pour établir la théorie de ce genre d'abaque (' ).
La voie par laquelle nous y sommes parvenus, un peu moins élémentaire sans doute, a toutefois l'avantage de rattacher plus intimement cette théorie au corps même de la doctrine exposée dans cet Ouvrage et qui embrasse la généralité des abaques.
34. Déplacement des échelles (2). — Si l'on se donne les limites des variables a, et a2 auxquelles correspondent respectivement les points KK et B, d'une part, A2 et B2 de l'autre, les limites de a3 en résultent attendu que lorsque les index 1, et I2 passent respectivement par A{ et A2, l'index 13 détermine sur la première échelle le point A3 ; de même pour B3. On voit, en outre, en vertu du théorème énoncé ci-dessus, que l'on a
Les points cotés sur A1 B, servent à déterminer la position de l'index 1, dont la direction, perpendiculaire à A,B,, est fixe. Il résulte de là que si l'on déplace l'échelle A4 Bf dans cette direction pour la reporter en A\ B\ , chaque point coté continuera à définir la même position pour l'index ït {fig- 36).
La même remarque s'appliquant aux deux autres échelles, on voit que chaque échelle peut être déplacée d 'une quantité quelconque normalement à sa direction.
On pourra donc prendre pour supports des échelles (a,), (a2)
(') En dehors de la Note insérée, en 1886, dans les Comptes rendus, par laquelle M. Lallemand a porté sa méthode à la connaissance du public, il en a sous forme de feuilles autographiées, datées de i885, donné un exposé complet qu'il a bien voulu mettre à notre disposition et d'où nous avons tiré tous les renseignements relatifs à ses travaux personnels, qui ont trouvé leur place dans cet Ouvrage.
(2) Les remarques contenues dans les nos 34 et 35, faites par M. Lallemand à propos des abaques hexagonaux, s'appliqueraient aussi bien aux abaques du n° 31.
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et (a3) trois droites quelconques X, Y, Z parallèles aux axes Ox, Oy et O: précédemment définis. Il faudra toutefois rigoureusement observer la condition que les origines A,, A;, et \{ des trois graduations se correspondent, c'est-à-dire qu'elles se hou vent simultanément sous les index I,, I2 et I3.
Fig. 36.
Nous sommes ainsi amenés au mode de construction suivant des abaques hexagonaux :
Ayant choisi trois droites X, Y et Z formant un triangle équilatéral, et ayant pris sur IL un certain sens positif, nous définissons les sens positifs sur Y et sur Z par la condition qu'ils fassent avec le premier des angles {comptés dans le sens
trigonométrique positif ) respectivement égaux à — - et à — •
Si aK et bK sont les valeurs limites de a,, a2 et b2 celles de a2, nous construisons sur X et Y, avec un même module l dy ailleurs quelconque, les échelles des fonctions /<(<*<) et /2(a2) entre ces limites, en faisant correspondre à at et à a2 des points A< et A2 quelconques.
Les perpendiculaires élevées à X et à Y en A, et A2 se coupent en un point dont la projection sur Z est A3. Nous construisons alors sur Z, toujours avec le module l, V échelle de la fonction
,/s(a3) en /disant correspondre le point A3 à la valeur a3 telle que
££ «ow.ç /a prolongeons jusqu'au point qui est la projection sur Z du point de rencontre des perpendiculaires élevées à X et à Y par les points B< et B2 qui répondent aux valeurs limites bi et b2 des variables a4 et a2.
Remarque. — Rien n'empêchera, le cas échéant, s'il en résulte une meilleure disposition de l'abaque, de prendre, pour le support de l'une des échelles, une première droite jusqu'à une certaine valeur, puis une autre, parallèle à la première, à partir de cette valeur (voir les fi g. J\\ et 142).
35. Fractionnement des échelles. — Entre les limites aK et bK d'une part, a2 et b2 de l'autre, prenons des valeurs intermédiaires quelconques C\ et c2.
Quatre cas peuvent alors se présenter :
I ai est compris entre ai et Cj a2 entre a2 et c2
II at » Ci et bi a2 » a2 et c2
III at » <^i et Cj a2 » c2 et è2
IV ai u Ci et bi a2 » c2 et 62
Nous pouvons dès lors, sur une même feuille de papier, construire, d'après la règle qui a été donnée au numéro précédent, les abaques correspondant à ces quatre cas, indépendamment les uns des autres, mais en conservant de l'un à l'autre la même direction pour les axes.
Si l'on aligne sous une même position de l'index I{ les limites inférieures «4 et cK des deux tronçons de la graduation (a4), et sous une même position de l'index. I2 les limites inférieures a2 et c2 des deux tronçons de la graduation (a2), il en résulte que les limites inférieures des quatre tronçons de la graduation (a3) sont aussi alignées sous une même position de l'index I3 (fig. 3y).
Il faut bien remarquer, d'ailleurs, que chacune des graduations (a3) des cas II et III est formée de parties empruntées aux graduations (a3) des cas I et IV, puisque l'ensemble de celles-ci représente la graduation complète allant de (a4, b^ ) à (a2, b2).
L'ensemble des quatre abaques, ainsi réunis sur le même tableau, équivaut à l'abaque unique construit précédemment, et,
Fig. 37.
grâce à ce fractionnement, il occupe une place beaucoup moindre.
En outre, le travail que représente l'établissement de cel abaque fractionné n'est guère supérieur à celui que comportait l'abaque unique. En effet, les deux échelles (a,), ou les deux échelles (a2) respectivement mises bout à bout reproduiraient les échelles (a,) et (a2) non fractionnées; de même pour les deux échelles (a3) construites pour les cas I et IV. Quant aux deux autres échelles (a3), correspondant aux cas II et IN, nous venons de voir qu'elles sont constituées par des parties empruntées aux deux précédentes. Une fois celles-ci construites, leur établissemenl représente donc un supplément de travail insignifiant, à savoir eelui qu'entraîne le report sur un axe d'une partie de graduation relevée sur un autre axe.
Ici se place, d'ailleurs, une remarque essentielle : il arrive très fréquemment en pratique que les valeurs des deux variables indépendantes a, et a2, entre leurs valeurs extrêmes a{ et bt, a, et 62, ne s'associent pas d'une manière quelconque, mais que
leurs variations simultanées, quoique indépendantes, sont de même sens.
Dans ce cas, très fréquent, jele répète, on pourra trouver dans les intervalles de ci\ à bK et de a2 à b2 des valeurs moyennes c{ et c2 telles que af et ou leur seront ensemble respectivement supérieures ou inférieures. Dès lors, n'ayant jamais à associer une valeur de a4 inférieure à c, à une valeur de a2 supérieure àc2, et inversement, les combinaisons II et III ci-dessus ne se produiront jamais et la construction des échelles (a3 ) correspondantes devient inutile.
La construction de l'abaque à échelles fractionnées ne représente alors pas plus de travail que celle de l'abaque à échelles non fractionnées.
En tout cas, pour éviter qu'il y ait confusion dans la manière d'associer les divers tronçons d'échelles, on placera à côté de chacun d'eux certains signes, des chiffres romains par exemple, se référant aux abaques partiels dans lesquels il intervient, de sorte qu'on n'aura pour chaque lecture qu'à associer trois tronçons portant le même chiffre romain.
On pourrait aisément généraliser ce qui précède, et supposer que l'on fractionne les échelles (aH) et (a2) respectivement en nK et n% tronçons, ce qui conduirait à construire n{ n2 tronçons d'échelle («3), à moins que la remarque précédente ne s'appliquât; mais une telle généralisation, théoriquement sans difficulté, est pratiquement sans intérêt : il est donc inutile d'y insister.
Il arrivera, au contraire, très fréquemment, qu'il ny aura lieu de fractionner que l'une des échelles (a,) et (a2), la seconde, par exemple.
11 suffit, pour tomber sur ce cas, de supposer dans ce qui précède Ci = b{.
36. Exemples : i° Cinquième type d'abaque de multiplication. — L'équation de la multiplication étant mise, comme au n° 29, sous la forme
log^-t-loga, = loga3,
on voit que l'abaque hexagonal correspondant, emprunté à M. Lallemand, se construira immédiatement suivant le mode indiqué au n° 34, les trois échelles fonctionnelles étant ici de simples échelles logarithmiques données
par un même étalon. C'est là un cas où se manifeste bien nettement l'avantage signalé dans le premier alinéa du n° 32.
Sur l'abaque de la^. 38 les échelles de (ai)et de (a2) à côté desquelles
Fig. 38.
AA
AB
on lit la lettre A ont été l'une et l'autre fractionnées au point 3, et leurs seconds tronçons B ont été disposés de telle sorte que, pour le tronçon de l'échelle (a3) correspondant aux tronçons B, les points de division soient les mêmes que pour le tronçon de cette échelle (a3) correspondant aux tronçons A. Pour qu'il en soit ainsi, il a suffi, ayant pris le point 1 du premier tronçon AA de l'échelle (a3), d'en faire le point 10 du deuxième tronçon BB. Le point 9 de ce deuxième tronçon s'est dès lors trouvé déterminé, et il a suffi de placer les points 3 des tronçons B de (ai) et de (a2) sur les parallèles aux index Ij et I2 menées par ce point 9.
Associant ensuite le tronçon A de l'une des échelles avec le tronçon B de l'autre, on a obtenu, vu l'identité de ces échelles, le même tronçon AB constitué par la partie 3 à 10 de AA et la partie 10 à 3o de BB mises bout à bout, le point 3 se trouvant sous la position de l'index I3, quand les index ït et I2 passent respectivement par les points 1 et 3 d'un tronçon A et d'un tronçon B conjugués.
i° Abaque des corrections dynamiques de niveau. — Les corrections d'altitude r\± et de latitude ri2, exprimées en décimillimètres, qu'il faut faire subir à une différence brute de niveau d, exprimée en mètres, pour
So CHAPITRE II.
obtenir la différence correspondante de niveau dynamique, sont données par
7)2 = — 26 d cos 2X,
H étant l'altitude moyenne exprimée en mètres, X la latitude moyenne exprimée en grades.
Remarquons que, sauf le cas très exceptionnel de régions situées en contre-bas du niveau de la mer (pour lesquelles H est négatif), la correction d'altitude 7)t est de signe contraire à celui de la différence de niveau.
En outre, la correction de latitude 7)2 doit être prise avec le signe de la différence de niveau ou le signe contraire suivant que la latitude X est
supérieure ou inférieure à - ou 5oG.
Nous sommes ainsi amenés à négliger les signes des seconds membres, et, par suite, à prendre la même valeur de r/2 pour deux valeurs de X supplémentaires, ce qui montre qu'il n'y aura lieu de faire varier X qu'entre
o et — •
Gela posé, pour traduire ces formules en abaques hexagonaux, il suffira de les écrire
log rf-f- logH + logO, OOI9 = log | 7)i |, log<:/ -h log COS'2 X -t- log 26 — log j 7)2 |.
Pour la première, on aura donc à construire :
Sur l'axe X, l'échelle x — /loge/,
» Y, » y= /(logH -h logo, 0019),
» Z, » z = Zlog| 7)1 J;
pour la seconde :
Sur l'axe X, l'échelle x = /logé/,
)> Y, » y = Z(logcos2X -h logaô),
» Z, )> Z — /log | 7)2 |,
/ étant un module quelconque.
On voit que de l'un à l'autre abaque les échelles portées sur X et sur Z sont les mêmes. On pourra donc les prendre en commun, et construire parallèlement l'une à l'autre les deux échelles (H) et (X) portées sur les axes Y.
En outre, on pourra fractionner l'échelle ( d) commune au point d — 10, en faisant coïncider le point 10 du second tronçon avec le point 1 du premier, ce qui entraînera de même la coïncidence de tout point 10 a du second tronçon avec le point a du premier.
D'ailleurs, les corrections riX et rt2 étant proportionnelles à d, le tronçon
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correspondant de l'échelle (r^, r)2) s'obtiendra simplement en multipliani par 10 les cotes des points du premier tronçon (').
C'est ainsi qu'a été obtenu l'abaque de la fig. 3g emprunté à M. Lallemand (2).
Fig. 39-
Mètres
(') On reconnaît là une application du principe des multiplicateurs correspondants ( n° 21 ).
(-) Nivellement de haute précision (tirage à pari), p. 3i.
Pour éviter toute confusion, on a souligné les cotes des seconds tronçons des échelles (d) et (r;1, y)2).
Le mode d'emploi de l'abaque, moyennant cette distinction des deux tronçons des échelles (d) et (r;1, ï]2), se résume donc en ceci :
Le transparent étant orienté, et son index \^ passant par le point coté d de la première échelle, on le fait glisser dans la direction de cet index de manière à amener son index I2 à passer successivement par les points cotés H et \ des secondes échelles (verticales); dans ces deux positions, l'index I3 donne sur la troisième échelle d'abord rit) puis rj2.
On trouvera plus loin (n° 109) une autre application de la méthode des abaques hexagonaux dans le cas des équations à trois variables.
37. Juxtaposition d'abaques hexagonaux. Abaques à glissement. — Le principe des abaques hexagonaux a été étendu par M. Lallemand lui-même à des équations contenant un nombre quelconque de variables, grâce à un artifice qui peut revêtir la forme analytique que voici :
Prenant un nombre quelconque de fonctions d'une variable, posons
( n — •>, ) ffl-i ( a„_! ) -H <7a-l = °n .
Nous pourrons représenter ces diverses équations par des abaques hexagonaux définis par les mêmes axes Ox, Oy et Oz, en ayant soin d'écarter les unes des autres les échelles parallèles à un même axe par application de ce qui a été vu au n° 34, c'est-à-dire en alignant les origines de ces échelles sur une perpendiculaire à leur direction commune menée par l'origine O.
Nous définirons, d'ailleurs, les échelles des divers abaques par les formules (où, pour plus de simplicité, nous faisons le module / égal à i)
-f-/2(a2) = ff3>
III
X = ff4,
(IV
Suivant que n sera pair ou impair, les formules relatives au dernier abaque seront
(N — II) a?=<r„, y=^—fn-\{<*-n-\\ z = <*n-i
ou
(N — II)' X=(Tn-U y=fn-l(«n-l), Z = (Sn.
On voit que les abaques des équations (k) et (Â-f-i) ont en commun l'échelle de Og si À est impair, celle de Ox si /.est pair. Par conséquent, pour faire passer le transparent de sa position sur V abaque de rang (k) à sa position sur V abaque de rang (k -\- i), il suffit, en maintenant son orientation, de le faire glisser perpendiculairement à Oz, c'est-à-dire dans lv direction de l'index I3, si k est impair, perpendiculairement à Ox, c'est-à-dire dans la direction de l'index I,, si k est pair.
Cela posé, remarquons que les équations (1) à {n — 2), additionnées ensemble, donnent
/i(ai)-+-/2(*2)4-. • •+/«-i(a«-i) = »».
Construisons sur l'abaque les échelles (a,), (ou), ..., (a,i_,) à l'exclusion des échelles (0-3), (<74), . .., (s"//-i) et sur l'axe qui porterait l'échelle (o-/z), construisons celle de la fonction — fn(<Zn)i c'est-à-dire construisons l'échelle x =■ — fn{^n) si n est pair, l'échelle z=- — -fn(oi.n) si n est impair.
Nous aurons ainsi
et nous voyons, d'après ce qui vient d'être dit, que tout système de valeurs de a,, a2, ..,, OLn satisfaisant à l'équation ( E) sera tel que, si, après avoir fait passer l'index I, par le point (a,), on donne au transparent les glissements alternatifs qui viennent d'être définis, de manière à prendre successivement avec l'index I2 les points (.a2), (a3), ..., (a,,^), l'index^ si n est pair, I3 si n est impair, donnera, dans la dernière position du transparent, la \ aleur de an sur l'échelle correspondante.
En résumé, la représentation de l'équation (E) ci-dessus s'obtiendra comme suit ( fig. 4o et \o bis) :
En ayant soin d'aligner les origines des échelles parallèles à un même axe sur une perpendiculaire élevée en O à cet axe.
on construit parallèlement à Ox l'échelle de la fonction fK (a, ), parallèlement à Oy celles des fonctions f 2(0.2) , — ,/s (a3 )? /s(a4)5 — / s ( a s ) ? • • •■> (— *)nfn-\ (v-u-\ )•> enfin parallèlement à Ox si n est pair (fig- 4°)^ ^Os sj tt est impair (fig. 4° #w), celle de la fonction — fn(o.n)»
Fig. /Jo.
fa<s>
0/i trace, en outre, deux flèches F' <?£ F'; perpendiculaires V une à 0^, V autre à Ox.
Fig. 4o è/«.
fa7;
Et Je mode d'emploi de l'abaque est le suivant : Le transparent étant convenablement orienté, on fait passer son index \{ par le point (a,), son index I2 par le point (a2), puis on le fait glisser alternativement dans le sens desflèches ¥' et F'7, de façon à amener successivement son index I2 à passer par les points (a3), (a<(), (a5), .... Quand cet index I2 passe
par le point (a„_f), l'index, I, ou I3, perpendiculaire à V échelle (aw), rencontre cette échelle en un point dont la cote est la valeur de oin demandée.
Nous rencontrons ainsi un premier exemple de représentation d'une classe d'équations à un nombre quelconque de variables.
38. Exemple : Abaque des sinus et des tangentes. — Nous emprunterons à M. Lallemand l'exemple suivant : Soit à représenter les équations
eux sina2 = a4 sina3, oli tang a2 = a4 tanga3,
qui sont d'un usage fréquent dans les applications de la Trigonométrie plane. Nous les écrirons
logotj-f- log sina-2 — logsina3 — loga4=o, loga! + log tanga2 — log tanga3 — loga4= o.
Pour représenter la première, nous n'aurons, d'après ce qui précède, qu'à construire parallèlement à Ox l'échelle des fonctions log»t et loga, qui n'en formeront qu'une, parallèlement à Oy celle des fonctions log sina2 et log sina3 qui se confondront également.
De même pour la seconde équation, en changeant les log sin en log tang. On pourra, d'ailleurs, faire coïncider les échelles logarithmiques (at), ou échelles des longueurs, des deux abaques. On obtient ainsi la fig. ^i sur laquelle l'échelle des tangentes a été fractionnée au point coté 45°.
Il n'y a ici à effectuer qu'un seul glissement dans la direction des parallèles équidistantes tracées sur l'abaque.
Le mode d'emploi sera donc le suivant :
Faire passer les index Ii et I2 du transparent convenablement orienté respectivement par les points (at) de l'échelle des longueurs et (a2) de l'échelle des sinus {ou des tangentes), puis faire glisser ce transparent dans la direction des parallèles équidistantes jusqu'à ce que son index I2 passe par le point (a3) de l'échelle des longueurs ; son index i y coupe alors l'échelle des sinus (ou des tangentes) au point coté (a^).
Si, après avoir pris l'échelle des sinus dans la première position du transparent, on prenait, après glissement, l'échelle des tangentes, on aurait résolu l'équation
aj sin a2 = a4 tanga3.
39. Définition de V anamorphose graphique. — Tous les abaques envisagés jusqu'ici dérivaient d'un type unique ainsi
constitué : un quadrillage coté sur lequel est dessiné un faisceau
de courbes cotées.
Les cotes des verticales du quadrillage se rapportent à une des variables a1? celles des horizontales à une autre variable a2, enfin les cotes des courbes à la troisième variable a3, et les valeurs de ces trois variables se correspondent en vertu de l'équation proposée lorsque cette verticale, cette horizontale et cette courbe se croisent en un même point.
Les diverses cotes croissant/^//- échelons égaux, le quadrillage pourra être régulier ou irrégulier, c'est-à-dire; que les deux sys tèmes de parallèles qui le constituent pourront être à intervalles égaux ou inégaux.
L'abaque d'une équation à trois variables, construit avec un quadrillage quelconque, pourra toujours être considéré comme transformé de celui que donne la méthode cartésienne (n° 1G), si l'on fait correspondre à chaque droite du quadrillage régulier que comporte celle-ci la droite parallèle de même cote du quadrillage irrégulier que l'on aura choisi.
Rien d'ailleurs n'est plus facile que de passer de l'abaque cartésien à son transformé. Si, en effet, un point du premier se trouve à la rencontre de la verticale a, et de l'horizontale a2, son transformé sera également sur le second à la rencontre de la verticale a, et de l'horizontale a2. Cette remarque, appliquée aux divers points d'une courbe tracée sur le premier abaque, permet de construire immédiatement la courbe correspondante sur le second.
L'anamorphose, telle qu'elle a été ci-dessus envisagée, a pour but de déterminer ce quadrillage irrégulier de façon que toutes les courbes données par la méthode ordinaire sur le quadrillage régulier deviennent des droites.
On vient de voir à quel caractère analytique se reconnaît la possibilité d'une telle transformation et de quelle façon elle se réalise pour une équation de forme donnée, mais on peut aussi tenter de l'effectuer sur un abaque cartésien dont les courbes ont été obtenues empiriquement, en transformant l'une d'elles, suivant le mode indiqué au n° 15 et voyant, avec le nouveau quadrillage ainsi défini, ce que deviennent les autres.
Une telle anamorphose est dite graphique. Lalanne en a fait connaître un exemple remarquable, relatif à l'abaque qui traduit la loi de mortalité de Demonferrand pour la population française (1).
M. Lallemand a utilisé l'anamorphose graphique à un autre point de vue, en se proposant non pas de substituer des droites à
(') Mémoire sur les Méthodes graphiques^ dans les Notices publiées par !<• Ministère des Travaux publics à l'occasion de l'Exposition de Melbourne (Imp. Mat.; 1880), p. 3;4 à 379.
des courbes, mais de remplacer des courbes coupant un des systèmes d'axes du quadrillage sous un angle trop petit par d'autres courbes ne présentant pas le même inconvénient par rapport aux axes du quadrillage transformé.
Exemple. — En voici un exemple emprunté à cet auteur
Ayant à représenter l'équation C1)
supposons que l'on pose d'abord
lau
/ étant un module quelconque, ce qui définit un quadrillage régulier. Nous aurons alors pour les courbes cotées (a3) l'équation
?■+■ Ja3
la-
qui représente des hyperboles équilatères passant toutes par le point (a? = — /, y = o) et toutes asymptotes à la verticale x = l {fig. 41).
L'angle sous lequel chacune de ces hyperboles rencontre les horizontales, très aigu au voisinage de Oy, croît rapidement à mesure qu'on s'éloigne
de cet axe pour devenir, à la limite, égal à - quand x — l. La précision avec
laquelle s'obtiennent les points de rencontre suit une loi inverse.
Pour remédier à cet inconvénient, M. Lallemand a eu recours à une anamorphose graphique ayant pour effet de substituer à ces hyperboles des courbes coupant les horizontales dans toute la portion utile du plan
sous des angles différant peu de - •
Cette anamorphose graphique ne porte d'ailleurs que sur les horizontales du quadrillage, les verticales restant invariables.
Ayant pris la courbe du faisceau correspondant à la valeur moyenne de a:i (ici a3 = 5), on lui mène une tangente TT' faisant avec les axes des
angles égaux à — ■> et l'on définit le mode de correspondance entre les nou-
velles et les anciennes horizontales ainsi qu'il suit :
Pour une même cote les points de rencontre de la première horizontale avec V hyperbole 5 et de la seconde horizontale avec la droite TT' sont sur une même verticale.
(' ) Pour représenter cette équation par trois systèmes de lignes droites, il suffirait de poser x — oc2, y — <x3.
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C'est, on le reconnaît immédiatement, la transformation de l'hyperbole > en la droite TT' suivant le mode envisagé au n° 15, le transport des points ayant seulement lieu parallèlement à Oy au lieu de Ox.
Par exemple, les premières horizontales 10, 20, 3o, 40, 5o coupant l'hyperbole 5 aux points a, fi, y, 0, e, on mène par ces points des verticales qui coupent la droite TT' aux points a', (3', y', 0', s'. Les secondes horizontales 10, 20, 3o. 4o, 5o sont celles qui passent par ces points.
Fi g. 42.
Rien de plus facile, dès lors, que d'obtenir la transformée d'une courbe de l'abaque primitif. Ayant pris ses points de rencontre avec les diverses horizontales de cet abaque on les reporte par des verticales sur les horizontales correspondantes du nouvel abaque.
C'est ainsi que sur la fig. 42 les courbes 1 et 10 en trait gras (*) ont été déduites des courbes 1 et 10 en trait fin. Quant à la courbe 5, elle a pour transformée la droite TT' elle-même. On voit que les angles de ces courbes
avec les horizontales s'écartent peu de -
(') Un calcul bien facile montre que ces diverses courbes ont des équations de même forme que les précédentes. Ce sont donc encore des hyperboles.
go CHAPITRE II.
IV. — Anamorphose générale
41. Principe. — L'idée de l'anamorphose, développée dans les paragraphes précédents, conduit tout naturellement à la généralisation que voici :
A chacune des variables oc, et ou faisons correspondre un système de courbes cotées quelconques. Si nous associons les couples de valeurs de a, et ou conduisant, en vertu de l'équation proposée, à une même valeur de a3, et que nous prenions les points de rencontre des courbes cotées correspondantes, ces points seront distribués sur une courbe à côté de laquelle nous pourrons inscrire la valeur de a3 considérée. En répétant cette opération pour une série de valeurs de a:$ nous obtiendrons un système de courbes cotées pour cette variable, et ce système, joint à ceux qui ont été arbitrairement choisis pour a, et a2, constituera un abaque de l'équation proposée.
En un mot, toute équation à trois variables peut être représentée au moyen de trois systèmes de courbes cotées dont deux arbitraires, trois courbes prises respectivement dans chacun de ces systèmes étant correspondantes lorsqu'elles concourent en un même point.
On peut se demander s'il y a pratiquement intérêt à envisager une telle généralisation. Or, on conçoit a priori la possibilité de représenter uniquement au moyen de droites et de cercles certaines équations auxquelles n'est pas applicable l'anamorphose de Lalanne. Cette considération suffît à faire ressortir l'intérêt qui s'attache au principe général ci-dessus, qui a été rencontré par M. Massau, ingénieur au corps belge des Ponts et Chaussées (1), lorsque cet auteur a cherché à généraliser l'anamorphose de Lalanne en constituant le canevas de l'abaque au moyen non plus de deux systèmes de droites parallèles, mais de deux systèmes de droites quelconques, ainsi qu'on le verra plus loin (n° 47).
Avant de donner l'expression mathématique de ce principe gé-
(') Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications, paru dans les Annales de l'Association des Ingénieurs sortis des Écoles spéciales de Gand (Liv. III, Ch. III, § 2); 188J.
aérai, nous croyons utile de dire quelques mois des systèmes de courbes cotées.
Systèmes de courbes cotées. - Soit l'équation
où a désigne un paramètre arbitraire, x et y des coordonnées ponctuelles quelconques, généralement des coordonnées cariésiennes.
A cbaque valeur de a correspond une courbe, et, lorsqu'on fait varier ce paramètre de — oc à -f- oo, on obtient un système simplement infini ou faisceau de courbes.
Supposons que, faisant varier a par échelons égaux entre les limites a et 6, nous construisions la partie de chacune des courbes correspondantes comprise à l'intérieur d'une certaine aire A en ayant soin d'inscrire à côté de chacune d'elles la valeur correspondante du paramètre a; nous obtenons ainsi un système de courbes cotées (a) (1).
Toutes ces courbes sont tangentes à une même courbe, leur enveloppe, dont l'équation est le résultat de l'élimination de a entre les équations
Mais, outre que la partie de cette enveloppe, qui est tangente aux courbes tracées, se trouve généralement en dehors de l'aire A, il faut remarquer que, sauf dans le cas où les courbes cotées sont des droites, elle n'offre aucune utilité pratique.
Si l'on est conduit à envisager une valeur de a autre que celles qui ont servi à la construction du système, on doit se figurer entre les courbes effectivement tracées les plus voisines, celle qui répondrait à cette valeur de a, en se laissant guider par l'allure des courbes environnantes. Cette interpolation à vue est, on le voit, assez délicate et la précision qu'elle peut donner dépend bien évidemment de l'habitude qu'en peut avoir le lecteur.
(') Rappelons, ainsi que nous l'avons déjà dit au n° 16, que ces courbes ont également reçu le nom de courbes d'égal élément (Lalanne) et de courbes isoplèthes (Vogler et Lalanne). Nous nous en tenons au ternie plus simple et pluexpress if de courbes cotées.
Lorsque, par la suite, nous parlerons des courbes cotées d'un système, on devra entendre par là non seulement celles qui seront effectivement tracées sur le tableau, mais encore celles qu'il est possible de leur adjoindre par une interpolation à vue.
Il convient d'observer que la construction d'un système de courbes cotées ne comporte pas, en général, à beaucoup près, un travail équivalent à la somme de ceux qu'exigerait la construction des courbes qui le constituent, prises individuellement. Il arrive, en effet, presque toujours que, une fois l'une de ces courbes obtenue, le tracé des autres s'en déduit avec une grande facilité. On peut citer, à ce point de vue, comme particulièrement caractéristique, l'exemple des systèmes de courbes qui se rencontrent plus loin aux noS 125 et 126.
43. Disposition des cotes d'un système. — On peut placer la cote d'une courbe d'un système en un point quelconque de cette courbe, il sera même bon, si le tableau est de quelque étendue, de la répéter de distance en distance le long de cette courbe, pour que, en partant d'un point quelconque, l'œil n'ait pas à effectuer un trop long parcours avant de rencontrer la cote cherchée.
Pour faciliter cette recherche, il conviendra aussi d'observer une certaine continuité dans l'inscription des cotes des diverses courbes, c'està-dire de les disposer le long d'une courbe d'allure régulière, d'ailleurs quelconque. Une bonne disposition consistera à choisir à cet effet une trajectoire orthogonale du système des courbes cotées, ou du moins une courbe s'en écartant peu.
On pourra également échelonner les cotes le long d'une trajectoire dont les arcs, compris entre les diverses courbes du système, seront tous égaux entre eux, de telle sorte que, sur cette trajectoire, les cotes seront régulièrement espacées.
On voit d'ailleurs immédiatement que, si les courbes cotées sont considérées comme les projections des courbes de niveau d'une surface, une telle trajectoire n'est autre que la projection d'une ligne d'égale pente de cette surface.
En vertu de la remarque qui termine le n" 31, on pourrait, pour transformer un abaque à parallèles en un abaque avec transparent à trois index, prendre comme trajectoire des cotes de chacun des systèmes de parallèles une courbe répondant à la condition ci-dessus. La partie restante de l'abaque se composerait alors de trois courbes graduées régulièrement. Mais cela n'a qu'un intérêt purement théorique.
Dans tous les cas, on simplifiera l'inscription des cotes, en même temps qu'on rendra la lecture plus sûre, par l'emploi de traits de force qui serviront au tracé des courbes prises de io en io, par exemple, des traits un peu
moins renforcés étant encore appliqués aux courbes médianes des intervalles laissés entre les premières. C'est là une extension toute naturelle de la Remarque qui termine le n° 2.
44. Systèmes de droites, du premier degré ('). Si l'équa tion d'une droite eontient algébriquement le paramètre a au degré ft, elle définit un système de droites, du /*,iùme degré. De telles droites admettent en général une enveloppe de la classe //, puisque, à un couple de valeurs données pour x et y, correspondent n valeurs de a, ce qui montre que, par tout point, on peut mener n tangentes, réelles ou imaginaires, à l'enveloppe du système.
Les cas les plus intéressants sont ceux de n = 1 et n = 2, pour lesquels l'enveloppe se réduit respectivement à un point et à une conique.
Considérons d'abord un système de droites (a) du premier degré. Son équation est de la forme
(1) U + aV = o,
où U et V sont des fonctions linéaires en x et y.
A a = o et a = oo correspondent respectivement les droites U = o et V = o, représentées sur la fig. 4?> par AB et AC.
Toute autre droite (a) ou AM du système passera par le point de rencontre A de ces deux premières droites.
Si l'on remplace U et V par leurs valeurs développées en x
(') L'étude des systèmes de droites du premier et du deuxième degré a été faite dans le Mémoire cité de M. Massau, où les résultats rappelés ici sont établis d'une façon un peu différente.
et y. on voit que l'équation (i) renferme, sous forme homogène, six coefficients. Il faut donc cinq conditions pour définir le système. La connaissance du point A équivaut à deux conditions, Il faudra donc connaître les cotes de trois droites menées par ce point pour que la détermination géométrique du système soit complète.
Coupons ce système par une droite BG quelconque. L'équation (i), conservant la même forme pour un changement quelconque des axes de coordonnées, nous pouvons, sans nuire à la généralité, supposer que cette droite BG se confond avec l'axe des x. Alors, pour avoir l'échelle déterminée sur cet axe par le système (a), il suffira de faire y = o dans (i), ce qui donne l'équation d'une échelle linéaire (n° 7).
D'après ce qui a été vu en cet endroit, on peut construire géométriquement une telle échelle lorsqu'on en connaît trois points. En particulier, on peut se servir des points B (a = o) et G(a =00), auxquels on adjoindra le point de rencontre M d'une droite quelconque (a) du système avec la droite BG.
Rappelons quelle est la construction donnée au n° 7 : si, par le point M, on mène la parallèle MB' à AC, l'échelle régulière ayant son point (o) en B' et son point (a) en M, projetée à partir de A sur BG, donne, sur cette droite, l'échelle demandée. On peut donc dire que le faisceau cherché détermine sur toute droite parallèle à AG une échelle régulière.
45. Systèmes de droites, du second degré. — Un tel système est défini par une équation de la forme
(1) U+aV + a^W-o,
où U, V, W sont des fonctions linéaires en x et y.
A a == o et a = co correspondent respectivement les droites U = o et W = o, représentées sur la Jig. 44 Par AB et AG. Soit, en outre, BG la droite V — o.
L'enveloppe du système a pour équation
V2— 4UW = o.
C'est donc une conique T tangente à AB et à AG en B et en C. L'équation (1) renferme, sous forme homogène, neuf coeffï-
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cients. Il faut donc huit conditions pour définir le système. La connaissance de la conique Y équivaut à cinq conditions. Il faudra donc, si elle est donnée, connaître, en outre, les cotes de Mois de ses tangentes pour que la détermination géométrique du système soit complète. La conique F sera d'ailleurs définie si on a ses points de contact avec trois des tangentes cotées données.
En particulier, lorsque les droites AB, AC et BG ont été construites, on connaît, par le fait, deux tangentes cotées AB(a = o) et AG(a = oo ) avec leurs points de contact B et G. Il suffit alors de construire une autre droite quelconque MN de cote a, pour que le système soit géométriquement défini.
Quatre droites quelconques du système, prises avec leurs cotes, équivalant à huit conditions, permettront également de construire le système.
Cette construction repose, dans tous les cas sur le théorème suivant : Les points de rencontre, pris avec les cotes correspondantes, de toutes les droites du système avec V une quelconque d'entre elles forment une échelle linéaire.
En effet, les points de rencontre des droites du système défini par l'équation (i) avec la droite dont l'équation est
(2) U + a0V + agW = o se trouvent sur les droites du système
dont l'équation s'obtient par soustraction de (i) et (2), et comme
ce système est du premier degré, l'échelle qu'il engendre sur la droite (2) est linéaire. Le point coté a0 sur cette échelle est évidemment son point de contact avec la conique T.
En particulier, les échelles situées sur AB et sur AG sont données l'une par
(4) U = o avec V + aW=o, l'autre par
(5) W = o avec U-^-aV — o.
Si l'on connaît quatre droites cotées du système, on a, sur chacune d'elles, par sa rencontre avec les trois autres, trois points de l'échelle linéaire correspondante. On peut donc construire cette échelle (n° 7). Après en avoir ainsi obtenu deux, il suffit de tirer des droites entre leurs points de même cote pour avoir le système demandé.
Revenons au cas où l'on a tracé les droites AB, AC, BG et une droite MJN de cote quelconque a dans le système.
L'échelle linéaire sur AB est définie par les points B(o), M(a) et A (oc); celle sur AG par les points A(o), N(a) et G (00).
Si nous menons par M Ja parallèle MB; à AG et que nous construisions sur cette droite l'échelle régulière ayant son point (0) en B' et son point (a) en M, il nous suffira de projeter cette échelle à partir de G sur AB pour avoir l'échelle située sur cette droite. De même l'échelle située sur AG s'obtiendra par projection à partir de B de l'échelle régulière construite sur la parallèle NA7 à BG et ayant son point (0) en A; et son point (a) en N.
Le point E où la droite (a) touche son enveloppe Y est défini par l'équation (i) et sa dérivée par rapport à a,
(6) V+2aW = o.
Cette dernière équation, multipliée par \- et retranchée de (1), donne
Le point E se trouve donc à l'intersection des droites définies par (6) et (7). Or, la comparaison de ces équations avec (4) et (5) montre que la première représente la droite qui joint le point C
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au point coté 2a sur l'échelle de AB, et la seconde la droite qui
OC
joint le point B au point coté - sur 1 échelle de AG. De là une
facile construction du point E lorsque ces deux échelles onl été obtenues.
Remarque. — Pour qu'une échelle linéaire soit régulière, il faut que son point coté (oo) soit à l'infini. Il n'y aura donc, en gé néral, qu'une droite d'un système du second degré sur laquelle les autres détermineront une échelle régulière, à savoir celle qui sera parallèle à la droite cotée (oo), c'est-à-dire la tangente à la conique r parallèle à AC. Toutefois, si la droite (oo) est tout entière transportée à l'infini, ce qui a lieu lorsque W se réduit à une constante, auquel cas la conique F est une parabole, les échelles de toutes les droites du système sont régulières. La conique Y peut d'ailleurs être une parabole sans que sa tangente cotée (x i soit précisément celle qui est située à l'infini.
46. Abaque général à trois systèmes de courbes cotées. Considérons les trois systèmes de courbes cotées définis respectivement par les équations
(ai) Fi(#,7, a^)=o,
(as) F3(a?, y, a3)=o.
Si trois courbes prises respectivement dans ces systèmes concourent en un même point, leurs cotes sont liées par l'équation
(E) *(a1,a2,a3)=oJ
obtenue en éliminante et y entre les trois équations précédentes, et cela, bien entendu, quelle que soit l'espèce (cartésiennes, polaires, etc..) des coordonnées x et y.
L'ensemble des trois systèmes (a,), (a2) et (a3) constitue donc un abaque de l'équation (E), dont le mode d'emploi tient dans ce simple énoncé :
La valeur de la variable prise pour inconnue est donnée par la cote de la courbe du système correspondant, guipasse par le point de rencontre des courbes cotées au moyen des va- M. d'O. 7
leurs des deux autres variables dans les systèmes correspondants.
On voit que si l'équation (E) est donnée, on pourra choisir arbitrairement deux des trois équations de courbes cotées, les deux premières, par exemple, la troisième s'obtenant par l'élimination de a< et ou entre celles-ci et l'équation (E).
Mais, et c'est là un point essentiel, il faudra à la fois que les équations (a,) et (a2) qu'on se sera données et l'équation (a3), obtenue comme on vient de le dire, représentent des courbes réelles.
Lorsque, sous cette condition, on formera les équations (a,), (a2) et (a3), qui, par élimination de x et y, devront redonner l'équation (E), on pourra dire que l'on opère la disjonction des variables.
Il faut, en outre, remarquer qu'en pratique les variables a! et a2 prises comme variables indépendantes auront des limites aK et bK pour l'une, a2 et b2 pour l'autre. On commencera donc par construire les courbes correspondantes (a*) et(b^) du premier système, (a2) et (b.2) du second {ftg> 45)- Ces courbes détermi-
Fig. 45.
neront un quadrilatère curviligne, et il ne sera, bien entendu, nécessaire de construire les diverses courbes (a^),(a2) et (a3) qu'à l'intérieur de ce quadrilatère. Toutefois, si ces courbes sont
des droites ou des cercles, dont le tracé ne coûte pas plus de peine quand on l'étend davantage, on pourra, en vue par exemple d'une plus grande netteté dans l'inscription des cotes, les prolonger au delà des limites qui viennent d'être définies.
Remarquons enfin qu'il pourra y avoir lieu de pratiquer l'interpolation dont il a été question au n° 4-2 pour une, pour deux des variables, ou même pour les trois à la fois. L'opération mentale, qui consiste à se figurer, au milieu des courbes effectivement tracées, les trois courbes correspondant aux deux données et a l'inconnue, exige alors quelque attention et fournit des résultats dont la précision dépend évidemment de la plus ou moins grande habitude du lecteur et de la justesse de son coup d'œil.
On voit immédiatement comment les méthodes déjà exposées résultent du principe général ci-dessus.
Il suffit de prendre pour équations (a<) et (a2)
(ai) xr=lxau
pour obtenir comme équation (a3)
C'est la méthode cartésienne (n° 16).
Si l'équation (E) est de la forme
/i(ai)/3(a3)-h/2(a2)cp3(a3)+^3(a3) = o,
on n'a qu'à prendre pour équations (a, ) et (a2)
(aj) 3?= Ji/i(ai)i
(«0 y=hM<*2),
pour avoir comme équation (a3)
(a3) jM**)-*- f <?»(**) -i-ty*(**) = o.
On retrouve ainsi la méthode de V anamorphose (n° 24) telle qu'elle a été donnée par Lalanne.
Voyons maintenant quelle nouvelle extension de l'anamorphose peut résulter du principe général qui vient d'être indiqué.
Al. Abaques à trois systèmes de droites entrecroisés. L'anamorphose de Lalanne avail pour objet, en substituant à un quadrillage régulier un quadrillage irrégulier, de transformer un système de courbes cotées dessiné sur le premier en un système de droites sur le second.
Supposons maintenant qu'au lieu d'un quadrillage nous construisions un réseau formé de deux systèmes de droites quelconques et que, dans ces conditions, les courbes cotées correspondant à la troisième variable soient aussi des droites quelconques.
Si, pour abréger l'écriture, nous écrivons J), co;, tyi au lieu de fi(a.i), <p/(a*)> tyi(&i)i pour jf=i, 2, 3, nous voyons que nous aurons pour les systèmes (a, ), (ou) et(a3) les équations
a?/i-+-<7?i-*-tW= °<
Xf'2-J^y^2-1<- *\>2 = o,
L'élimination de x et y entre ces trois équations nous donne l'équation représentée qui peut s'écrire
Si donc une équation peut être mise sous cette forme, on pourra immédiatement effectuer la disjonction des variables par les équations (ai), (ou) et (a3) ci-dessus, et, en construisant les trois systèmes de droites définis respectivement par ces équations, on aura constitué un abaque à droites entrecroisées pour l'équation (E).
C'est en cela que consiste le principe de l'anamorphose généralisée, énoncé pour la première fois par M. Massau ( ' ).
Pour reconnaître si ce principe est applicable à une équation donnée, il faudra d'abord essayer de la mettre sous la forme (E) ci-dessus. Si l'on n'a pas recours pour cela à une méthode analytique rigoureuse (2) on se livrera à quelques tâtonnements. Ceux-ci seront d'ailleurs facilités si l'on a déterminé a priori certains
(') Intégration graphique, Liv. III, Ch. III, §2. (-) Voir le n° 154.
types d'équations susceptibles de revêtir la forme (E) ci-dessus (*). Il est intéressant à cet égard de s'arrêter au type ci-dessous <|ui a été rencontré par M. Massau (2).
48. Type d'équations rentrant dans la classe précède nie. — Ces équations sont celles de la forme
(i) ( m^-i- nx){nua,-^ ^2)/s-h(j[?1a1-h <7i)(/>2a2-h q2)v:i
-t- ( ri ai -+- *i (r2a2-H .ç2)^3= <>
où/:J, cp3 et ^:$ représentent des fonctions quelconques de a3.
Puisque nous sommes libres de choisir les équations (a,) et (a2) (n° 46) prenons celles qui résultent de l'élimination de ou d'une part, de a, de l'autre, entre les équations
(miaj-4- /ii )(msasH-/is) '(p\*\ -+-#i)(/>s«2-t- q-i)
(r1a1-t-*1)(r2a2-!-52) (/*iai-t- $i)(r2a2H- '*»)
L'équation (a3) sera alors
(a3) .r/3-f- jcp3H-^3= o.
Formons les équations (a, ) et (ou) ainsi qu'il vient d'être dit. Par un calcul qui exige quelques écritures mais n'offre aucune difficulté, puisque chacune des équations (2) est du premier degré par rapport soit à c/H, soit à ou, nous obtenons
, N D9S9 — r^qc, r»n<> — m.yS* m>q> — n»p«
{<Xi ) £- — ii x h — — y H -1±— — — = o,
/?i1a1-H/i1 Pi^\~~ Q\ r\a.i— Si
/„ \ P\&\—r\q\ ri/ii—fniSi miqv—nxpv
m2a2-h /i2 y?2a2_+_'72 r2a2-hs2
Ces deux dernières équations définissent des systèmes de droites du second degré.
L'équation ( 1 ) ci-dessus est donc représentable par trois systèmes de droites dont deux nécessairement du second de-
rrrp
Mais il y a plus : Ces deux systèmes du second degré admettent la même conique enveloppe.
(') Voir plus loin (Ch. VI, II B) l'étude des équations obtenues en supposant toutes les fonctions /, cp, 4» linéaires.
(2) Loc. cit. Les démonstrations ici données sont entièrement différentes de celles de M. Massau.
Pour le démontrer il suffit de faire voir que les droites (a,) et (a2) coïncident deux à deux, c'est-à-dire que, quel que soit al5 on peut déterminer a2 de façon que les droites (a,) et (a2) coïncident. La vérification directe de ce fait exigerait des calculs très compliqués; elle devient fort aisée grâce à l'artifice suivant :
Rien n'empêche, pour la construction de l'abaque, de substituer aux variables a, et a2 les variables a't et a'2 définies par
Il suffira seulement, lorsqu'on se sera servi d'une valeur soit de a'j, soit de a'2, pour construire une droite, de coter cette droite à l'aide non pas de cette valeur de a ou de a'2, mais de la valeur correspondante de a1 ou de a2.
Un calcul facile montre que
[ , qi^i — piSi \ Pi = »
r „ +1 =^iai -+- ^i avec
/)?a»+ff.) , , ! n±j\ — w2 s2
— = /?2a, -+- <?, avec <
1 rt2r2 — m2S2
Dès lors les équations (a,) et (a2) ci-dessus deviennent
Ces équations représenteront une même droite si l'on peut avoir
à la fois
Pî*z _ /?2a2-f- ?'2 _ 9^ ^
/i«i "Pia'i + ^i " ^1 Or, ces deux égalités se réduisent évidemment à une seule
' 7 2 — °> 1 /7 ' — et
/>2 a2 P1&1 9i TT
Il suffira donc que a',, et a'2 satisfassent à cette équation pour que les droites (a'a) et (a'2) coïncident. Autrement dit:
Si a, et a2 sont liés par la relation
rxqx— sxp\ mtat
fti
''•) </-2 — s-i/>ï i>t.îy.î - n=>
m\q\—n\P\ ridx + si
m2<Jl — H-2P-2 '*2^2 *2
les droites (a4) et (a2) coïncident.
Ainsi donc les systèmes (a,) et (a2) seront constitués par les mêmes droites (tangentes à une certaine conique) affectées de cotes différentes. Tl n'y aura évidemment, pour éviter toute confusion, qu'à distinguer les cotes se référant à l'un ou à l'autre système au moyen d'un signe quelconque (indice, accent, tiret, ...). 11 arrivera d'ailleurs souvent que la portion utile de chaque système ne comprendra pas les mêmes droites. On aura dès lors affaire à deux groupes distincts de tangentes à une même conique et il sera superflu d'affecter leurs cotes de signes particuliers.
49. T r ans formation homo graphique d'un abaque à droites entrecroisées. — Les lignes, droites ou courbes, qui, par leur entrecroisement, constituent un abaque, peuvent évidemment être soumises à une transformation ponctuelle quelconque pourvu que leurs cotes se conservent.
En particulier, la transformation homographique la plus générale, avec laquelle toute droite donne une droite, sera applicable à tout abaque à droites entrecroisées, puisque à trois droites concourantes du premier abaque correspondront trois droites concourantes du second.
Pour obtenir l'expression analytique de cette transformation, il suffît de multiplier l'équation mise sous la forme
«pi
CD
par le déterminant
où les lettres A, p, v, )/, ja', ... désignent des nombres quelconques, mais tels que D soit différent de zéro.
La règle bien connue de la multiplication des déterminants montre que l'équation s'écrira alors
X/i "+■ !J-?i ■+■ v^i X'/, - H !J-'?i + v'^i X"/, ~~ lx"^i ■+■ v" ^1
Af.2 — |J.Cp2 -T- V<12 X/3 + (a'f 3 — V<^3
Elle sera par suite représentable par les trois systèmes de droites
(a,) a?(X/!+ jiOi-4- v4/1)+^(X'/1+ n'^-hv'^) + X"/,- - F"?1+ v"^ = o, (a2 ) xÇkff, 4- {Jicp2 -h v62 ) -t-JK(X'/2-r- n'oj+v'^) — X"/2— ;jl"<?2— v"4>2 — o. (a3) #(X/3-+- jx<p3-+-v^3 >-hJK(X'/3-h fx'<p3-h v'63)- •- X"/3-- p."^3+v"4/3 = o.
Ainsi les nombres A, tx, . . ., v" étant astreints à la seule condition que leur déterminant D soit différent de zéro, les trois dernières équations écrites définissent V abaque à droites entrecroisées le plus général pouvant servir à représenter l équation (E) ci-dessus.
On peut d'ailleurs prendre pour fonctions /i, cp1? . . ., <j/3 celles qui correspondent à un quelconque des abaques à droites entrecroisées de l'équation proposée. Lors donc qu'on aura réussi à former l'un de ceux-ci, on aura du même coup obtenu tous les autres, pouvant s'en déduire homograpliiquement, avec conservation des mêmes axes de coordonnées.
Exemples : i° La première variante du second type d'abaque de multiplication { fig. 23) est constituée par les droites
aj x — loy = o.
qui conduisent, pour l'équation
de la multiplication, à la forint'
o to — a.
Remplaçons la seconde colonne par la somme des deux premières.
Gela nous donne
oli a.v — [o o
axx -+- ( at — io)/ = o,
d'où les équations
qui définissent précisément la seconde variante {fig. 23 bis).
Une simple permutation des colonnes du premier déterminant le Inins
forme en
! — io o at
d'où les équations
O - QC2 I
io — a;i o
— \ox -h ai = o,
ÏO.2? — a3y = o,
qui définissent un abaque du troisième type {fig. 28); 20 Un abaque de l'équation
étant constitué par les systèmes de droites dont les équations sont
on voit que l'équation peut se mettre sous la forme
1 o —fi !
o I — fi j = o.
I I —fi
Multipliant ce déterminant par
lOÔ CHAPITRE II.
nous obtenons, par la règle ci-dessus rappelée.
qui nous donne les systèmes de droites
x— f\ — x-±y<Jl — if2
Nous retombons ainsi sur les abaques hexagonaux. Les trois droites dont les équations sont ici écrites, qui font avec Ox respectivement les aneles -> - et -r-> sont, en effet, à des distances de l'origine égales à/,,/2 et/3.
oO. Quadrilatère limite. — On vient de voir comment, lorsqu'on conserve les mêmes axes de coordonnées, l'application du principe de l'homographie permet d'engendrer tous les abaques à droites entrecroisées d'une équation donnée.
On peut, en particulier, se proposer de faire en sorte, par ce moyen, que le quadrilatère limitant la partie utile d'un tel abaque coïncide avec un rectangle qu'on se sera donné d'avance.
Ce quadrilatère ABGD est formé par les droites correspondant aux valeurs limites a, et biy a2 et b2 des variables considérées comme indépendantes a, et a2 (').
Pour remplacer ce quadrilatère déjà construit par le rectangle A'B'C'D' il suffit d'effectuer géométriquement la transformation homographique de la figure en faisant respectivement correspondre aux points A, B, C, D les points A', B', G;, D'. Cette construction peut être réalisée ainsi qu'il suit :
( ' ) Il arrive fréquemment, en pratique, que les valeurs utiles a3 et b3 entre lesquelles reste comprise la variable a, tombent entre les valeurs limites théoriques définies par les cotes des courbes extrêmes du système passant à l'intérieur du quadrilatère ABCD.
Prenons une droite quelconque MIN du premier abaque ( fig. 46)
et cherchons à obtenir géométriquement sa transformée M'JY sur
le second.
Fig. 46.
On sait que la transformation homographique conserve les rapports anharmoniques; on a donc, en se servant de la notation entre parenthèses pour désigner de tels rapports,
(AMDJ) = (A'M'D'oo).
Par le point D, menons la parallèle DA0 à BG et tirons la droite BM qui coupe DA0 au point M0. Les points A, M, D et J projetés du point B sur DA0 donnent les points A0, M0, D, et le point à
l'infini. On a donc
(AMDJ) = (A0M0Doo)
et, par suite,
ou
(A'M'D'co) = (A0M0Doo), M'A' M0A0
MoD
Donc, V échelle des points W est semblable à V échelle obtenue en projetant de B V échelle des points M sur DA0.
Un résultat analogue pourrait évidemment être établi pour les trois autres côtés du quadrilatère, ce qui conduit à l'énoncé général que voici :
Pour reporter du premier abaque sur le second V échelle E déterminée par les droites cotées sur V un des côtés G du quadrilatère limite, il suffit de mener par V un des sommets S qui
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limitent le côté G, une parallèle P au côté opposé, et de projeter du sommet diamétralement opposé à S l'échelle E sur la droite P. L'échelle E' à construire sur le côté correspondant du rectangle limite du second abaque est semblable à V échelle ainsi obtenue.
En appliquant ce théorème aux quatre côtés du quadrilatère limite, on reporte toutes les droites qu'il contient à l'intérieur du rectangle limite qu'on veut lui substituer.
Mais, en général, la question ne se posera pas ainsi. Il s'agira de déterminer a priori, par voie analytique, les coefficients des systèmes de droites de l'abaque à construire, de façon à réaliser la condition requise. On procédera dès lors de la manière suivante :
Soient/,, 7/z,, ni et /', , m\, n\ les valeurs prises respectivement par les fondions /*,, cp,, <I^ pour a, = aK eta, — &,. De même pour ou.
Pour faire en sorte que le quadrilatère limite de l'abaque soit formé d'une part par les droites
de l'autre par les droites
il faut disposer des paramètres X, u., ..., v", de façon que, poules = as et a, — b\ , l'équation (a, ) du n° 49 donne les deux premières, et que, pour ou = a2 et ou — b2, l'équation (ou) donne les deux dernières.
Cela conduit aux équations de condition
( \h -h [am2 — v/i2 = o, \ X /'2 4- |i.m'2 4-v/i^ = o,
i X' lx -h \x' mt 4-v'«( — o,
( X /'j + |jl m'j -h v Tii ) A - ( X" / ■', + ii" m\ h- v" n\ ) = o, ( X7'2 + ja' m2 4- v' n[2 ) A- -+- ( X" l\ + {x m2 •+• v" n 2 ) = o.
De ces huit équations homogènes, il faut tirer des valeurs proportionnelles pour les neuf paramètres X, \j., . . ., v".
Des groupes (i), (2) et (3), on peut tirer respectivement des valeurs telles que
A-Hp,
ix = Kp,
v = Lp,
v =Lp,
0, p', p" étant des paramètres encore indéterminés. Portant ces valeurs dans les équations (4), on a des équations de la forme
Ap-t-Bp" = o, A'p'+B'p"=o,
d'où Ton tire p et p' en fonction de p". Les neuf paramètres X, u, . . ., v" se trouvent alors exprimés en fonction de p" seulement, auquel on peut attribuer une valeur quelconque, d'où résulteront les dimensions de l'abaque.
51. Exemple : Abaque du fruit ultérieur des murs de soutènement. Soient ABGD {Jig. 47) la section rectangulaire d'un mur de soutène-
Fig. Ln.
ment calculé en vue d'une certaine résistance, MBGN la section trapézoïdale de même hauteur et de même résistance.
Si l'on pose
BM AP
BA - l' AD "" "' et que l'on représente par p le rapport du poids spécifique de la terre
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soutenue à celui de la maçonnerie, ces trois quantités sont liées par l'équation
qui permet de calculer h lorsque l et p sont donnés. Nous allons faire connaître l'abaque qui a été proposé par M. Massau (*) pour cette équation.
Remarquons tout d'abord que si nous y regardons l, p et h comme o^, a2 et a3, cette équation rentre dans le type (i) du n° 48.
Elle est donc représentable par trois systèmes de droites dont les équations [(a^, (a2) et (a3) du n° 48], obtenues en posant
l(i-^-p) „ _ (i- l)(i-hip)
sont ici
(p) 2(2jp + i)a? + 3(/? + i)jK — (/>-hl)(2£ -+-i) = o,
(/*) hx-\-y — /t2=o,
Ces trois systèmes sont du second degré. Les deux premiers, d'après le théorème démontré au n° 48, auront pour enveloppe une même conique. Si, en effet, on écrit les équations (l) et (p) sous la forme
(/') fi{%x -\-Zy — i)-+-Z( 3^ -hi) — 2a? = o,
(/>') 2/?2 — /?(4a7 + 37 — 3) — (2a? + 3jk — i) = o,
on obtient pour les enveloppes correspondantes
(3^ + i)2+ 8a?(2x -+- Zy — i) = o, (\x -+- 3jk — 3 )2 -4-8(22?-+- 3jk — i) = o,
formes distinctes d'une même équation, savoir :
( f\x -+- 3jk)2 — 8a? -h 6j h- i = o,
qui représente une parabole tt.
En outre, l'équation (3) du n° 48 montre qu'une droite (/) et une droite (p) coïncident lorsqu'on a entre leurs cotes la relation
Mais ici chacune des variables restant, en pratique, comprise entre o et i , on va voir qu'on se trouve dans le cas signalé plus haut où les groupes utiles de tangentes à la parabole tt correspondant respectivement à l et à p sont distincts l'un de l'autre.
(•) Loc. cit., n° 298.
Voyons comment on peut construire chacun des systèmes (/). (/>)ei | /. i. Système (/). — Si l'on se reporte à la forme (/') de l'équation de ce système, on voit immédiatement que
pour / = o, on a la droite x = o.
» / = oo, » ix -h ïy — [ — o,
c'est-à-dire les droites AB et AC de la fig. 48 (*). Ces droites touchent la
Fig. 48.
parabole tt en leurs points de rencontre B et C avec la droite
Zy + 1 = 0.
On voit aussi que
pour /
on a la droite
ou Ox.
ou EH.
Pour trouver l'échelle des points de rencontre du système (l) avec AB, menons, suivant la construction indiquée au n° -45, la parallèle OB' à AC, et construisons une échelle régulière ayant son point (o) en B' et son point (1) en O, puisque la droite Ox est ici la droite (1). Divisons, par exemple. OB' en 10 parties égales. En projetant les points ainsi obtenus à partir de G sur OB, nous avons les points de rencontre de cette droite respectivement avec les droites (o, 1), (o, 2), . . ., (o, 9) du système (/).
(l) Cette figure, aux notations près, reproduit exactement celle du Mémoire de M. Massau (jîg. i40 qui, d'après la déclaration môme de l'auteur, ne doit être considérée que comme propre à faire comprendre la construction de l'abaque qui devrait être établi sous de plus grandes dimensions.
Pour achever de déterminer les droites (/), on pourrait prendre l'échelle qu'elles déterminent sur AC en projetant à partir de B, comme cela a été indique au n° 45, une échelle régulière marquée sur Ox, ayant son point (o) en O et son point (i) à la rencontre de Ox et de AG.
L'auteur de l'abaque a préféré, pour plus de précision, prendre l'échelle qu'elles déterminent sur la droite EH qui fait partie du système comme on vient de le voir, pour / = — 2. Pour obtenir cette échelle, il suffit de mener par le point E une parallèle EF à la droite AC(/ = co). L'échelle de EH, projetée à partir de G sur EF, donnera une échelle régulière. Or les points (o) ou E et (1) ou H de cette échelle se projettent en E et F. Divisant donc le segment EF en 10 parties égales et joignant les points ainsi obtenus au point C par des droites, on obtient sur EH les points (o, 1), ( o, 2), . . . , (o, 9) du système (/), qu'il suffit dès lors de joindre aux points de même cote de l'échelle déjà construite sur OB.
Système (p). — La forme (p) de l'équation de ce système montre, en vertu de la Remarque qui termine le n° 45, que les échelles déterminées par les droites du système sur l'une quelconque d'entre elles sont toutes régulières.
Or
pour p = 0,
on
la droite ix -f- "S y -
— 1 — 0 ou AG,
— 1 — 0 ou EH,
» p = --it
x — 0 ou Oy,
y ----- 0 ou Ox.
Donc, après avoir pris les points de rencontre des deux premières avec les deux dernières, on n'aura qu'à diviser les segments obtenus sur celles-ci en 10 parties égales et à joindre les points correspondants pour avoir les droites (o, 1), (o, 2), .... (o, 9) du système ( p).
Système (h). — L'équation (h) montre immédiatement que la môme remarque s'applique au système correspondant. Ici
pour h = o, on a la droite y — o ou Ox,
» h = 1 , » x h- y — 1 — o ou EH,
» h — — 1 , » x — y Tt- 1 — o ou EG.
Donc, en divisant en 10 parties égales le segment de E(i) à G(o), on obtient des points des droites (0.1), (0,2). ...,(0,9). Pour achever de déterminer celles-ci, il suffit de remarquer que la droite (h) coupe Ox au point x = h.
On voit sur la fig. 48 que les droites (h), tracées en traits interrompus, font avec les droites (p) des angles très petits. Cette disposition est défectueuse et l'on pourrait chercher à y remédier par l'emploi de l'homographie, mais on verra plus loin (Ghap. III, I) qu'il y a avantage à combiner celleci avec un autre genre de transformation. Nous reviendrons donc sur la question en temps voulu (n° 84).
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52. Abaques à cercles entrecroisés . — Puisque, d'après ce (jui a été vu au n° 46, on esl libre de choisir, pour définir L'abaque d'une équation (E) donnée, deux sur trois des équations (a, ), (a2 i et(a:$), on pourra, dans certains cas où L'équation (E) ne rentrera pas dans le type des équations représentables par trois systèmes de droites (,n° 47), avoir recours à des cercles cotés.
Cherchons l'équation la plus générale représentable par trois systèmes de cercles cotés. Il faut, pour cela, éliminer xety entre les équations de trois tels systèmes, supposés rapportés à des a\< îs rectangulaires, équations qui peuvent s'écrire
a\ i x'2' - y% ) — x fi -i- y®i -i- <l>i .= o. a, ( a?2 +JK2 ) -+- a?/s +y <p* -+- ^2 = o, a 3 ( x 2 -T- y- ) - # /3 -L- 7 <p3 h- &8 -— o ,
at,a>, a* étant des constantes qu'on pourrait, dans le cas général, prendre égales à i, mais qu'il vaut mieux conserver quelconques pour être libre, en les annulant, de réduire le système de cercles correspondant à un système de droites.
Si l'on élimine x--\-y2 entre ces trois équations prises deux à deux, on obtient
'Il
Si l'on additionne ces équations après les avoir multipliées respectivement une première fois par cp,, cp2, cp3, et une seconde par fii Ai fii on obtient les deux suivantes :
ÎM. 1>"<>.
cp 3
ty?.
Si, après avoir posé
D = /a Çs
nous convenons de représenter par D^-, D?, D<j, ce qae devient ce déterminant lorsqu'on y remplace les /}, les co/ ou les +;par les a/, nous voyons que les équations précédentes peuvent s'écrire
Dùx— D
Portant les valeurs tirées de là dans l'équation (a,), nous avons
a j ( D } • -h D|) -h D.L ( /, D/ h- ?1 Dç -f- •% D^ ) == o. Or
«Pi
<*i «pi +i
«pi
a.2 cp2 +2
Cp3
fi
f% aï +>
«2<pl
di2
«3 «pi
A «pi «î
cp2
cp2
cp2
d'où, en additionnant en colonne,
| «i/i «i«?i «i+i /i D/ -h cp i Dç -i- +t D^ = I /2 <p2
= atD.
L'équation ci-dessus devient donc
a2/i «2<pi
| «3/l «3<Pl «3+1
Dl--t-D£-*-DùD = o,
ou
«1 «pi +1 a 2 cp2 i^2
/l «?1 al
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Telle est, sous forme symétrique, l'équation la plus générale représentable par trois systèmes de cercles entrecroisés.
Si l'un des systèmes de cercles se réduit à un système de droites, il suffit d'égaler à zéro la constante a correspondante, d'où l'utilité de l'introduction de ces constantes.
Dans le cas, notamment, où deux des systèmes de cercles, les deux premiers par exemple, deviennent des systèmes de droites ( ' ), on a, en faisant rt) = a;,= o, l'équation
A <pi <h
«3[(<?1^2— <P2<W)2-H<W/2— ^/l)2] -K/*l?2 — /2<Pl) A ?2 ^2
et si. le troisième système devient à son tour rectiligne, auquel cas «3=o,
| A «pi
ainsi qu'on l'a déjà vu au n° 47.
53. Exemple : Abaque des murs de soutènement pour des terres profilées suivant leur talus naturel. — On peut faire des hypothèses particulières sur les systèmes de droites et de cercles constituant l'abaque considéré, par exemple, dans le cas de deux systèmes de droites et d'un système de cercles, supposer que les cercles sont tangents entre eux en un même point. Prenant ce point comme origine et la normale commune comme axe des x, on voit que cette hypothèse entraîne tp3=t|>3=o et l'avant-derniôre équation du numéro précédent, où l'on peut d'ailleurs faire a3= i, devient
(?i<h- ?2<W)2-K<W/2— <kA)2+/3(/i<p2— AfrKvity*— ?2<W) = °-
On peut aussi supposer que toutes les droites du système (aL) passent par l'origine, ce qui revient à faire o% = — i, ^1 — °»/i représentant alors le coefficient angulaire de la droite (ai). L'équation précédente devient alors
Gomme exemple d'application nous prendrons l'équation k'1 -+- kp sin cp cos cp — {T cos2 cp = o,
(!) Sur l'application de ce mode de représentation aux équations quadratiques, voir plus loin (Ch. VI, II, C).
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qui fait connaître le rapport k de la base à la hauteur d'un mur à section rectangulaire soutenant une terre profilée suivant son angle naturel cp, le rapport du poids spécifique de cette terre à celui de la maçonnerie étant égal -dp (i).
Remplaçant sincp et coscp par leurs valeurs en fonction de tangcp. on met cette équation sous la forme
k%+ kPlan%? _ P = o
i-t-tang"2cp 3(i h- tang'2cp )
ou
X"2(i + tang2cp) -h p(k tangcp — - 1 = o,
On voit, en prenant cd, k et p respectivement pour a1? a2 et <x3, quelle rentre dans Le dernier type écrit ci-dessus lorsque l'on fait
fi= tangcp,
fi = — 5 t y 2 = k, iL2 = // -.
/ étant un module quelconque.
L'équation est donc représentable par les trois systèmes cotés que définissent les équations
< cp ) x tangcp — y = o,
(k) —% -+- ky -+- lk* = o,
( j> ) x- -h y- — Ipx — o.
On retrouve ainsi un abaque auquel nous avions été conduit naguère par une autre voie (2).
Les droites (cp) sont faciles à construire puisque ce sont précisément les
droites passant par l'origine et faisant l'angle cp avec O x. Pratiquement il
suffit de faire varier cp de 20" à 5o".
De même, les cercles (p) sont les cercles de rayon —t tangents en O
à Oy. On fera varier/? de 0,4 à 1.
Les droites (k) forment un système du second degré dans lequel la droite cotée (00) est rejetée à l'infini puisque le coefficient de k2 est une constante. Donc, ainsi qu'on l'a vu (Rem. finale du n" 45), ces droites déterminent sur lune quelconque d'entre elles une échelle régulière.
(') Collignon, Résistance des matériaux, 3" éd., p. 669.
(2) 0.4, p. 28. La PI. IV de cette brochure est fautive en ce sens que les cotes (p) y devraient être doublées.
Choisissons deux d'entre elles, par exemple celles qui correspondent à
k — o et k
-t dont les équations sont
Sur ces deux droites les autres donneront des échelles régulières, ce qui permettra de les construire très aisément lorsqu'on aura tracé celles qui correspondent aux valeurs limites de k résultant de celles qui ont été admises pour <p et p et qui sont k = o, 2 et k = o, 5.
En limitant l'abaque à sa partie utile, et prenant / = iocm, on obtient la fig. 49 i1). A titre d'exemple, on voit sur cette figure que, pour o = 3o% p = o , j5 , on a k — o , 3 .
Fi8- 49-
On peut, comme cela a été indiqué au bas de la p. 55 [note (2)] pour les abaques à radiantes, se dispenser de tracer les droites (cp) en conservant seulement l'échelle qu'elles déterminent sur le cercle extérieur auquel on les a limitées sur la fig. 49 (2).
54. Emploi des coordonnées polaires. — Nous avons jusqu'ici supposé que nous faisions usage de coordonnées cartésiennes rectangulaires, mais il est bien évident que le principe général énoncé au n° 46 sera également applicable avec un système quel-
(') La partie utile de l'abaque a été disposée dans le cadre de la figure, de façon que la droite cp = 200 soit parallèle au bord inférieur de ce cadre. L'axe Ox, dont l'origine est d'ailleurs confondue avec le point de convergence des droites (cp), ferait donc un angle de 200 avec ce bord inférieur et en dessous de lui.
(2) On trouvera un autre exemple d'abaque à cercles cotés dans un Mémoire sur les mines militaires, du capitaine Ricour, inséré dans le Mémorial de l'Officier du Génie (n° 21, p 323: 1873)
conque de coordonnées. On pourra donc, dans certains cas, recourir à d'autres systèmes, à celui notamment des coordonnées polaires lorsque l'une des variables entrera dans l'équation sous forme trigonométrique.
Il faut bien remarquer que les abaques ainsi obtenus ne seront pas essentiellement distincts de ceux que l'on définirait en coordonnées cartésiennes, attendu qu'une fois construit l'abaque en coordonnées polaires, il n'y a qu'à écrire en coordonnées cartésiennes les équations des lignes cotées qui ont été déterminées pour retrouver, par élimination de x et y, l'équation en a< , ou et a3 d'où l'on est parti.
Cet emploi de coordonnées différentes ne peut donc avoir d'autre objet que de mettre plus aisément en évidence certaines formes simples des lignes cotées, au moyen desquelles on peut constituer l'abaque d'une équation donnée.
Pour en donner immédiatement un exemple, reprenons l'équation du n° 53
k- -f- kp sin o cos cp — ~ cos2 o — o.
Si l'on appelle p et a) les coordonnées polaires courantes, il suffit de jeter les yeux sur l'équation pour remarquer qu'en posant
(cp) co = cp,
(p) p cos tu = p,
on a
r/x /•> / p COS 10
( A ) A 2 -f- A p si n co — * — - — — o,
et ces trois équations définissent précisément en coordonnées polaires les trois systèmes de lignes cotées obtenus au n° 53. On peut préciser ce qui précède de la manière suivante : Soient, conformément à ce qui a été vu au n° 46,
(ai) F! (a?, j, cLt) = o,
(«s) F3(^, jk, a3) = o
les équations des trois lignes cotées constituant un abaque. Pour
avoir les équations de ces mêmes lignes en coordonnées polaires, il suffit, dans les précédentes, de remplacer x et y par p coso) el o sinco, ce qui donne
(a,), Gi(p, (o, a.{) = o,
On peut, dès lors, indifféremment éliminer .r et y entre les trois premières équations, ou p et oj entre les trois dernières, pour
retrouver l'équation
représentée par l'abaque.
La même observation s'appliquerait à un système quelconque de coordonnées ponctuelles. Pour faire la théorie de tel abaque, tel système de coordonnées sera d'un emploi plus commode et exigera moins de calculs, mais tout autre système de coordonnées pourrait être utilisé.
OO. Abaques polaires. — Etant bien entendu, d'après ce qui précède, qu'un abaque obtenu à l'aide d'un système quelconque de coordonnées ponctuelles pourrait l'être au moyen de ton l autre, et qu'il n'y a là qu'une question de plus ou moins de commodité, on pourra, comme l'a proposé M. G. Pesci, appeler abaques polaires ceux qui seront définis en prenant
de même qu'on a appelé plus haut abaques cartésiens ceux qui ont été définis en prenant
X = li Xi, y = loOLi-
Soit donc une équation
*I>(al5 a2, a3 ) = o,
que l'on représente, en posant
(a2) (s) = lo y i,
ce qui donne
Les lignes cotées (a,) et (ou) sont respectivement des cercles ayant leur centre à l'origine et des droites passant par cette
origine.
Supposons que sur une droite D pivotant sans glisser autour de celte origine nous portions l'échelle définie par l'équation (a,) (fig* 5o) et que sur une ligne quelconque, de préférence un
cercle ayant son centre à l'origine, nous marquions ses points de rencontre avec les droites (ou), munis des cotes correspondantes. Dès lors, lorsque nous amènerons la droite D à passer par le point (a2) de la ligne L, cette droite D se confondra avec la droite (ou). Gomme, d'autre part, dans le mouvement de pivotement de cette droite, son point (a,) décrit le cercle (a,), on voit ({lie ce point (a,) sera venu a la rencontre de la droite (a2) et du cercle (a( ), c'est-à-dire au point même par où passe la courbe (a3) dont on doit prendre la cote.
De là ce mode d'emploi de l'abaque : La droite D étant amenée (i passer par le point (a2) de la ligne L, on lit la cote a3 de la courbe sur laquelle tombe le point (a,) de cette droite D.
L'abaque permet évidemment tout aussi bien d'obtenir a, lorsqu'on se donne ou et a3, ou ou lorsqu'on se donne a3 et a, .
Comme exemple d'un tel genre d'abaque, proposé par JY1. G. Pesci, nous emprunterons à cet auteur le suivant :
Soit à représenter l'équation
COS0C
cos(a3 — a»)
qui se rencontre dans un problème de Navigation ('). Si l'on pose
(ai)
on a
(a3) pcos(a3 — u>) = / cosa3,
équation qui représente une droite coupant l'axe polaire à la distance /
de l'origine et faisant avec cet axe un angle égal à a3-
TC
On obtient ainsi l'abaque représenté par la fig. 5i, sur laquelle l'axe polaire a été placé dans la direction dite verticale.
Fig. 5i.
La ligne L est ici le cercle ABC. La droite pivotante est représentée «■n OP, la graduation des droites issues du point O' de l'axe polaire est inscrite à leur rencontre avec un cercle DEF de centre O.
On a figuré en pointillé la position de la droite pivotante pour a3 = [35° et aj = 2; l'abaque donne a2= 'i\°.
Remarque. — Il va sans dire que le même artifice sera encore appli-
(l) G. Pesct, Sui metodi per cambiare il rilevamento , dans la /îivisla
maritlima (mars 1897). ^a formule ici envisagée est la formule (7) de ce
Mémoire, dans laquelle on a fait /.- a,, 9 - a2, Q -t — a
cable tant que les lignes cotées (ai) et (a2) seront des cercles de centre 0 et des droites issues de 0, c'est-à-dire lorsque p et w seront pris égaux à des fonctions quelconques, l'un de a1? l'autre de a2,
P =/i(ai), a) =/2(a2).
Les abaques correspondants pourraient être dits à anamorphose polaire.
I. — Abaques généraux à points alignés
56. Principe des points alignés. — Nous avons déjà exposé au n° 30 les raisons pour lesquelles il est désirable, chaque fois que la chose est possible, de ne faire intervenir comme éléments cotés, dans la représentation d'une équation, que des points.
(') C'est dans notre Mémoire O.l paru en novembre 1884 que le principe de cette méthode a été donné pour la première fois.
Nous y sommes revenu dans la Note 0.2 avant de l'exposer plus en détail dans notre brochure 0.4, Ch. IV.
Nous avons à cet endroit donné à la méthode le nom de méthode des points isoplèthes pour rappeler que les systèmes de points qui y interviennent sont corrélatifs des systèmes de droites isoplèthes qui figurent sur les abaques construits par la méthode de Lalanne. Or, nous avons déjà dit ( n° 16) pourquoi nous nous étions décidé à abandonner le terme d'isoplêthe pour nous en tenir à celui de coté. D'autre part, on verra par la suite qu'on peut construire des abaques où n'interviennent que des points cotés, maison la relation de position établie entre ceux-ci est autre que l'alignement. Il nous a donc semblé que la meilleure manière de caractériser la présente méthode consistait à rappeler qu'elle reposait sur l'emploi de points alignés.
11 n'est pas indispensable, lorsqu'on n'a en vue que les applications les plus courantes de la méthode, de l'envisager avec toute la généralité que nous lui donnons ici et qui s'impose évidemment dans un exposé d'ensemble. Le lecteur surtout désireux de s'initier au côté pratique du sujet pourra se reporter immédiatement à la Section II.
Nous ajouterons que la plupart des exemples d'application donnés dans ce Chapitre sont empruntés soit à notre brochure 0.4, soit aux travaux énumérés dans notre article 0. 24. Depuis l'achèvement du manuscrit de cet Ouvrage, nous avons eu connaissance d'une intéressante Note de M. Mehmke (Z. S., t. XLI\ , p. 56 ; 1899) où sont signalés d'autres exemples d'application dus à MM. Adler, Maurer et à M. Mehmke lui-même.
Nous avons vu, en outre, comment l'emploi d'un transparent à trois index permettait de réaliser ce desideratum en ce qui concerne les équations représentables par trois systèmes de droites parallèles (n° 26), c'est-à-dire de celles qui sont de la forme
jNous allons maintenant exposer une autre méthode qui permet d'atteindre le même but pour la catégorie beaucoup plus générale des équations représentables par trois systèmes de droites quelconques, comprenant, par conséquent, les précédentes à titre de cas particulier, c'est-à-dire de celles qui sont de la forme
fi Ça ^2
L'idée de principe qui permet, a priori, de se rendre compte de la possibilité d'un tel résultat se confond avec celle de la dualité, fondamentale aujourd'hui dans le domaine de la Géométrie pure.
On sait qu'on peut, d'une infinité de manières, faire correspondre à une figure composée de droites une figure composée de points, telle qu'à trois droites concourantes quelconques de la première figure correspondent trois points en ligne droite, ou trois points alignés, sur la seconde. Toute transformation jouissant d'une telle propriété, dont le type est la transformation par polaires réciproques, est dite dualistique.
Supposons donc que nous appliquions une telle transformation à un abaque constitué par trois systèmes de droites quelconques, en conservant, bien entendu, dans le passage d'une figure à l'autre, la cote de chaque élément.
Nous obtiendrons ainsi un nouveau diagramme {Jig- 5a) sur lequel, à chacune des variables a, , ou et a3, correspondra un système de points cotés distribués sur une courbe, dite leur support, qui sera, dans la transformation effectuée, la corrélative de l'enveloppe des droites du système correspondant sur le premier abaque.
Ces trois systèmes de points cotés constitueront des échelles curvilignes.
I '.) itll
De même que sur le premier abaque, 1rs trois droites cotées moyen d'un système de valeurs de a,, ou, a3 satisfaisant à l'équation représentée étaient eoncourantes, ici les trois points corres pondants seront alignés.
Fi g. 52.
De là le mode d'emploi de l'abaque : la droite joignant les points cotés a, et a2 sur les deux premières échelles curvilignes rencontre la troisième échelle au point coté a:i.
Pour n'avoir pas à dessiner cette droite, on pourra se servir d'un transparent à un index ou encore d'un fil fin que l'on tendra entre les points (a, ) et (a2) ( ' ).
Il s'agit mainte
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nant de réaliser sous une forme pratique la transformation dualistique dont l'effet vient d'être analysé.
(') Ce dernier procédé, outre l'avantage d'une plus grande rapidité, offre celui, plus précieux encore, de ne pas exiger que la feuille sur laquelle l'abaque est dessiné soit rigoureusement plane, pourvu toutefois qu'elle reste convexe comme les feuillets, par exemple, d'un livre ouvert. Si, en effet, on tend un iî 1 sur une telle surface, il se dispose suivant une ligne géodésique, trans formée d'une ligne droite du plan, et les points qu'il recouvre sont bien des points alignés.
Quant aux variations du papier dont nous avons signalé les conséquences en ce qui concerne les abaques avec transparent à trois index dans la note (2)au bas de la p. Go, elles n'ont ici aucun inconvénient lorsqu'on suppose, comme à l'en droit cité, le papier suffisamment bomogène pour que les variations dans chaque sens soient uniformes, puisque dans ces conditions des points situés sur une droite quelconque ne cessent, à aucun moment, de se trouver en ligne droite.
Le mcryen qui se présente tout naturellement à l'esprit consiste à regarder les coordonnées courantes dans les équations définissant les divers éléments cotés de l'abaque non plus comme des coordonnées ponctuelles, mais comme des coordonnées tangentielles donnant pour le point une équation du premier degré.
Parmi de telles coordonnées, celles dont l'emploi, pour ce genre d'application, est le plus avantageux sont les coordonnées parallèles dont nous allons, en quelques mots, rappeler la définition.
Les coordonnées parallèles (') u et v d'une droite sont les distances AM et BN, prises avec leur signe, des points M et N où cette droite coupe deux axes parallèles Au et B^, aux origines A et B respectivement choisies sur ces axes (voir la fig. 60 du n° 66).
Dans ce système de coordonnées, toute équation du premier
degré
flMH-6c + C = O
définit un point P qui peut être ainsi déterminé : Prenons pour origine O le milieu de AB, pour axe Ox la droite OB, pour axe Oy la parallèle à Au et Bv menée par O; si l'on pose OB = ô, les coordonnées du point P rapporté aux axes qu'on vient de définir sont
Ou peut encore dire que si la parallèle à Au et B(^, menée par P, coupe AB en G, on a
GA b
Il est, en outre, bien clair que la condition pour que trois points, donnés par leurs équations, soient en ligne droite, est la même
(') Nous avons étudié en détail ce système de coordonnées dans un Mémoire (N. A., 3e série, t. III, p. 4I0> 4^6, 016; 188/j ), Mémoire qui se trouve reproduit dans notice brochure : Coordonnées parallèles et axiales ( Gauthier- Villars, i885 ).
En môme temps que notre étude paraissait dans les Nouvelles Annales, M. K. Schwering publiait une brochure sur le même sujet sous le titre : Théorie und Anwendung der Liniencoordinaten (Leipzig; x88^).
Nous sommes revenu à diverses reprises sur ce sujet, notamment dans les N. A. (3e série, t. VI, p. 493î l- IX> P- 445; t- XI, p. 70).
que celle qui exprime que les trois droites obtenues en remplaçanl u et e par x et y dans ces équations passent par un même point.
Si a, b, c sont des fonctions d'un paramètre variable 9, L'équation en u et v du lieu des points correspondants s'obtient en éliminant 0 entre l'équation de ce point et sa dérivée prise par rapport à Q.
C'est ici le lieu de répéter ce qui a été dit au n° 54 à propos do abaques construits en coordonnées ponctuelles : on peut évidemment faire la théorie d'un abaque à points alignés au moyen d'un système quelconque de coordonnées tangentielles, mais l'emploi des coordonnées parallèles est préférable en ce sens que, dans la plupart des cas, il conduit d'une façon plus directe à l'abaque offrant la meilleure disposition.
On pourrait môme, si on le voulait, faire toute la théorie des abaques à points alignés au moyen des coordonnées ponctuelles cartésiennes, ainsi que nous le montrerons plus loin. Mais, d'une part, la théorie y perdrait en unité, puisque avec la première manière il n'y a simplement qu'à donner, dans les mêmes équations, une signification géométrique différente aux coordonnées courantes; de l'autre, l'emploi des coordonnées tangentielles permet, dans les cas usuels, d'opérer sans tâtonnements ce que nous avons appelé la disjonction des variables (n° 41), quitte à interpréter ensuite les résultats obtenus dans le système des coordonnées cartésiennes pour la plus grande facilité de la construction.
58. Abaques tangentiels généraux. — Il n'a été question dans ce qui précède que de la transformation des abaques à droites entrecroisées en abaques à points alignés. Qu'obtiendrait-on en faisant subir la même transformation à tout autre abaque à entrecroisement?
Considérons d'abord l'abaque le plus général constitué par trois systèmes de courbes quelconques (n° 41). Chacun de ces systèmes donnera corrélativement sur le nouvel abaque un autre système de courbes, mais alors que sur le premier abaque trois courbes correspondantes, prises chacune dans un des systèmes, devaient se couper en un même point, sur le second, trois courbes correspondantes devront être tangentes à une même droite que (sous
(orme de l'index d'un transparent ou d'un fil tendu) l'on appliquera sur l'abaque.
Au surplus, toute équation entre trois variables étant susceptible d'une représentation ponctuelle comportant deux systèmes de droites et un système de courbes, savoir celle que donne la méthode cartésienne (n° 16), elle pourra, de même, être représentée tangentiellement au moyen de deux systèmes de points et d'un système de courbes. Tl suffira, pour cela, si l'équation donnée est
(E) 4>(al5a2, a3) = o,
de poser, en appelant /, et /2 des modules quelconques,
(aj ) u = li y.],
ou
/ Il V
Les deux premières équations définissent des échelles régulières supportées respectivement par l'axe des u et l'axe des vy la troisième un système de courbes quelconques. Toute équation à trois variables pourra donc être ainsi représentée, et le mode d'emploi de l'abaque sera le suivant :
Lire la cote a3 de la courbe touchant la droite qui unit les points cotés respectivement a, et eu sur les deux axes.
La substitution d'un tel abaque à l'abaque ponctuel correspondant ne présenterait quelque avantage que si elle permettaitdé remplacer les courbes de cet abaque ponctuel par d'autres courbes d'un tracé beaucoup plus simple.
Si, par exemple, l'équation est de la forme
il suffira, après avoir pris deux axes parallèles distants de Ik et ayant leurs origines sur une même perpendiculaire à leur direction commune, de poser
pour avoir
(a3) («/3 + cç3+^)2 = /2/>2 -+-{<>— "<)->
lk
équation d'un cercle (*) de rayon - ayant pour centre le
point
ou, en choisissant des axes cartésiens, comme au n" 57,
__ lk y 3-, A
JL> — — ■ —ji ?
CP
59. Transformation géométrique cl 'un abaque à droites entrecroisées en un abaque à points alignés. — Avant d'étudier la construction directe des abaques à points alignés, faisons voir comment on peut très aisément, si l'on possède un abaque à droites entrecroisées, le transformer en un abaque à points alignés.
Chaque droite PQ (Jig. 53) de l'abaque donné peut être définie par deux de ses points. Prenant les coordonnées x cly de chacun
<ie\ do.
de ces points et les reportant, comme coordonnées u et v, sur les axes parallèles du second abaque, on obtient les deux droites corrélatives dont le point de rencontre C est le point transformé de la droite PQ.
De préférence, il conviendra évidemment de prendre pour les deux points précédents les points P et Q, où la droite considérée rencontre les axes Ojc et Or.
Au point V(x = OP, y = o) correspondra la droite
BM(> = AM = OP, p = o):
(') Voir Coordonnées parallèles et axiales, formule (i\ ), p. i\.
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au point Q(# = o, y = OQ) correspondra la droite
AN(w = o, t> = BN = OQ).
La construction se résumera donc en ceci : Porter sur Ai/
et Bv les segments AM = OP, BN= OQ, et tirer les droites
AN et BM dont le point de rencontre C est le transformé de la
droite PQ (1).
Fig. 54.
(' ) Ici se placent deux remarques importantes : i° Pour que (ce qui est préférable) les points C, correspondant aux droites PQ, soient situés entre les axes Au et Bf, il faut que ces droites PQ aient un coefficient angulaire négatif; or on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi en choisissant convenablement le sens positif sur l'un des axes Ox ou Oy, celui de l'autre étant quelconque; 20 rien n'empêche, en passant de l'échelle de Ox à celle de Au, et de celle de Oy à celle de B^, de changer de module s'il doit en résulter une meilleure disposition, ces deux changements de module étant d'ailleurs indépendants l'un de l'autre (voir à ce propos les fig. 54 et 54 bis).
Voici un exemple (*) d'une telle transformation bien propre à mettre on relief les avantages de la méthode des points alignés.
La fig. 54 représente un fragment d'une Table graphique pour l'arpentage des coupes, dressée par M. Théry, professeur à L'École forestière.
Pour s'en servir, on prend le point de rencontre de la verticale cotée a, et de l'horizontale cotée <x2. La cote de l'oblique passant par ce point de rencontre fait connaître a3, et cette cote est précisément égale à celle du point où l'oblique rencontre l'axe Oy.
La transformation qui vient d'être décrite, appliquée à cet abaque, donne celui de la fig. 54 ois. Les cotes des points (a2) sont d'ailleurs obte-
Fig. 54 bis.
nues par la remarque que voici : puisque sur le premier abaque une oblique et une horizontale de môme cote se coupent sur l'axe Oy, un point de l'échelle curviligne du second abaque et le point de même cote de l'axe B v sont alignés avec l'origine A de l'axe Au.
Il suffit de jeter un coup d'œilsurles deux figures (2) pour que les avan-
(') On trouvera un autre exemple d'une telle transformation dans un article de M. Quiquet : Sur trois modes de réduction graphique des assurances mixtes aux assurances en cas de décès, paru dans le Bulletin de l'Institut des actuaires français (juillet 1897). Voir aussi n° 87.
(2) Encore convient-il de remarquer que les modules des axes de la fig. >'i sont supérieurs à ceux de la fig. 54 bis. S'ils avaient été les mêmes, la première de ces figures serait devenue à peu près illisible.
tages de la seconde par rapport à la première sautent aux yeux, en ce qui concerne les desiderata formulés au n° 30.
On peut faire, en outre, les deux remarques suivantes : i° Sur la fig. 54 les obliques (a3) se distinguent mal des horizontales (a2). On a même dû renoncer à les tracer pour les valeurs de a3 inférieures à o,o4, tandis que sur la fig. 5{ bis les points (a3) sont nettement séparés des points (a*) et ont pu être marqués jusqu'à a3 = o.
20 Sur la fig. 54 l'enveloppe des droites (a3) n'apparaît pas. Le seul aspect de la figure ne permettrait même pas d'affirmer si cette enveloppe se réduit ou non à un point. Sur la fig. 54 bis, au contraire, ainsi que sur tout abaque à points alignés, la construction même de ces points fait connaître le tracé de la courbe qui leur sert de support. On verra par la suite (n° 87) que cette circonstance est loin d'être négligeable.
60. Construction directe des abaques à points alignés. Supposons qu'une équation ait été mise sous la forme
D'après ce qui a été vu au 11 ° 57, nous n'aurons, pour obtenir un abaque à points alignés de cette équation, qu'à prendre les équations qui définiraient pour elle un abaque à droites entrecroisées et à y remplacer les coordonnées courantes cartésiennes x et y par des coordonnées parallèles u el v.
Nous avons ainsi les équations
(ai) m/i+p|;Pi + (1'i = Oî
( a2 ) uf% -h v cp2 -+- '^2 — °)
Pour construire chacun de ces systèmes de points cotés nous n'avons qu'à nous rappeler que, si nous prenons comme axes cartésiens O x et Or, la droite joignant les origines A et B des axes parallèles Au et Bt> et la parallèle équidistante de ces axes, le sens positif sur Ox étant celui de A vers B, et si nous prenons comme unité de longueur la moitié de la longueur AB, le point
a pour coordonnées (n° 57)
9t—fi
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Rien d'ailleurs n'oblige à supposer les axes 0.r et Oy rectangulaires, c'est-à-dire la droite AB perpendiculaire à la direction des axes Au et Bc; c'est même, en général, le contraire qui aura lieu.
Si P< et Q,, P2 et Q2 sont les points correspondant respectivement aux valeurs limites aK et Z>, de oth a2 et b2 de a2, on tirera les droites P1 P2, Pi Q2, P:>Qi, Qi Q2 c[uh sur ^e support du système (a3), détermineront quatre points, dont deux extrêmes et deux intermédiaires. En aucun cas on n'aura à construire de points (a3) en dehors de ces points extrêmes.
Ici encore la transformation homographique, qui conserve Palignement des points, pourra être utilisée. Gomme au n° 49, on obtiendra ainsi les trois systèmes de points
(a,)i u(l/i + p<pi H-vtpO -+- v(Vfx + fi-'cpt-h v'^) -^ X"/i -+• p'cpt-hv" tj/j = o,
(aj)! m ( X/3 -h [acp3 h- v^3) H- e(X'/3 + |a' cp3 -h v' ^3) -h X"/3 -f- fx"cp3H- v" ^3 = o.
les paramètres \, ix, ..., v" étant quelconques et astreints à la seule condition que leur déterminant
soit différent de zéro.
Les équations (a, ), , (a2)i, (#3)1 font alors connaître tous les abaques à points alignés correspondant à l'équation proposée. On fixera les valeurs des paramètres X, a, . . . , v" en vue d'obtenir la meilleure disposition de l'abaque. Nous reviendrons plus loin (n° 62) sur ce point.
Remarque. — Il arrivera souvent que, lorsque deux des systèmes de points cotés, (a,) et (a2) par exemple, auront été construits, le troisième (a3) s'en déduira immédiatement. Cette circonstance se produira lorsque, pour chaque valeur attribuée à a3, on pourra sans calcul, ou du moins par un calcul très simple, déterminer deux couples correspondants de valeurs pour a, et a2. Chacun de ces couples définira une position de l'index que l'on marquera au crayon. La rencontre des deux droites ainsi tracées donnera le point coté au moyen de la valeur de a3 considérée.
Si même le support du système (a3) est une droite connue d'avance, une seule position de l'index, et, par suite, un seul couple de valeurs de a{ et ou, suffira pour obtenir le point coté a3.
61. Emploi des coordonnées cartésiennes. — Les coordonnées parallèles nous ont permis de faire dériver corrélativement les abaques à points alignés du même principe que les abaques à droites entrecroisées; elles nous seront, en outre, d'un grand secours, pour définir immédiatement les points cotés correspondant aux divers types d'équations se rencontrant fréquemment dans la pratique (sections II et III). Mais nous devons faire remarquer que la théorie des abaques à points alignés peut se faire très simplement en coordonnées cartésiennes.
Il suffît de remarquer, en effet, que l'équation
f\ <Pi +1
fi <?3 ?3
n'est autre que celle qui exprime l'alignement des trois points
/et /'étant deux modules quelconques, ou, en coordonnées homogènes,
x = lA, y ^ /'?2, t = <]>2, x = if*> y = ï<?s, t = ty3.
Tous les abaques qui se déduiront homographiquement de celui-ci seront dès lors donnés par les formules
^o/i+ t*0 ?1 + Vp<W
*o/i Xo/2
Ko?i
KA-+- f^O ?2 "!- v0 +2
Ho?3
VÎ
Hû
Ho
vj*i
Ho
cp2
ri
vï+«
Ho
XÏ/.+.fxî^-hvît,
!e déterminant
étant supposé différent de zéro.
On voit que l'abaque correspondant à un système de valeurs de A0, |A0, • • . , y"0 sera identique à celui que donnent les formules (a,)n (a2),, (a3), du numéro précédent avec un certain système de valeurs de A, jji, • • • , v/;, lorsque l'on aura
lX0 = — lX >
En particulier, on retrouvera l'abaque donné par les formules (a,), (ou), (a3) du numéro précédent, en prenant
Po = 1 >
62. Transformation homo graphique des abaques à points alignés. — Quadrangle limite. — - La transformation homograpbique conservant l'alignement des points peut être d'un grand secours pour donner à un abaque du genre ici étudié la meilleure disposition.
En particulier, si l'on considère le quadrangle P, Q, P0Q2 formé par les points qui correspondent aux valeurs limites aK et b,, a2 et b2 des variables a! et a2 prises comme indépendantes, quadrangle qui forme le cadre de la partie utile de l'abaque, on peut le faire coïncider avec un rectangle dont les sommets seront définis, par exemple, par
Le problème est analytique ment le même que celui qui a été traité au n° 50, et, par suite, les valeurs à adopter pour A, ku, . . . . v" dans les équations (a,),, (a2), et (a3), du n° 60 sont celles qui
sont données par les équations (i) à (4) du n° 50, où l'on n'aura qu'à faire h r— k. On trouvera plus loin (n° 84) un exemple détaillé d'un tel calcul.
Si l'on se propose de substituer à un abaque déjà construit, dont le quadrangle limite PiQ)PoQ2 est quelconque, un autre abaque ayant pour quadrangle limite un rectangle P,Q', P!>Q!, donné (fig. 55), il suffira de recourir à la construction géométrique suivante :
Soit M un point quelconque du premier abaque ayant pour transformé M' sur le second. Tirons les droites P1 M et P, M' qui coupent P0Q2 et Po Q» Gn S et en S'.
Fig. 55.
La conservation des rapports anharmoniques dans la transformation homographique montre que
(IP2SQ2) = (a>P'2S'Q'2).
Si la parallèle au côté P, Q, menée par le sommet P2 coupe la diagonale P, Q2 au point q2 et la droite Pi S au point s, on a
Donc
ou
(IP2SQ2) ='- (<*>?*sqt).
(ooP'2S'Q'2) = (ooP2sgr2
P'2S; PoS
S^ : sq-i '
De même, si la droite P1 q{ est parallèle*» PoQo,
On voit donc que la ponctuelle formée par les points du pre /nier abaque projetés, à partir de Pj sur P2 q2 et (a ponctuelle
formée par les points du second abaque projetés et, partir de P, sur P.',Q2 sont semblables.
De même pour les ponctuelles Pi qK et P', Q' .
Mais la transformation homographique peut encore être utilisée à d'autres points de vue, par exemple, pour remédier au défaut consistant en ce que les intervalles correspondant à des échelons égaux se resserrent trop dans une partie d'échelle, alors qu'au contraire ils se dilatent notablement dans une autre. Pour définir la transformation homographique qui convient en pareil cas, le capitaine Lafay a eu l'idée de recourir à un procédé, en quelque sorte expérimental, qui mérite d'être signalé (').
Imaginons qu'on ait dessiné sur deux transparents portant chacun un axe, A, ou A2, deux faisceaux de droites identiques avant leurs centres G{ et C2 sur ces axes et déterminant sur chaque pa-
Fig. 5G.
rallèle à ces axes des segments égaux entre eux, puis plaçons ces transparents sur l'abaque construit en mettant en coïncidence leurs axes A, ou A2 qui se réduisent alors à un seul A. En faisant varier la position de la droite A sur le transparent, et celle des
(') C'esl au moyen de ce procédé que le capitaine Lafay a obtenu notammenl son abaque des formules de Fresnet, dont il est question plu- loin (n° 100, j°)-
centres C, et C2 sur la droite A, on engendre une infinité de réseaux auxquels on peut supposer l'abaque rapporté, et l'on arrive, par tâtonnement, à placer les divisions les plus dilatées de l'échelle que l'on veut transformer dans les mailles les plus dilatées de ce réseau, les divisions les plus resserrées dans les mailles les plus resserrées ( fig. 56). Si donc, par une transformation homographique rejetant la droite A à l'infini, on substitue à ce réseau, formé de deux faisceaux convergents, un quadrillage régulier formé par deux systèmes de droites à angle droit (fig- 56 bis), toutes
Fig. 56 bis.
les mailles devenant identiques, les parties, qui tout à l'heure étaient trop dilatées, se seront contractées, et réciproquement. Cette idée théorique est ingénieuse, mais il s'agissait de la rendre pratique; voici comment M. Lafay y est parvenu :
Il a considéré l'abaque déjà construit %, comme une perspective de l'abaque %' qu'on veut lui substituer, en prenant les points C( et C2 comme points principaux de distance. Dans ces conditions, les faisceaux de centres G, et C2 de la perspective deviennent des systèmes de droites parallèles inclinées à 45°, les unes dans un sens, les autres dans l'autre, sur la ligne de terre, ou, ce qui revient au même, sur la ligne A prise comme ligne d'horizon. Tl suffit alors de se donner la ligne de terre A' B' parallèlement à A ou AB, pour pouvoir effectuer la restitution perspective {fig- 5 7).
Si, par C4 et C2, on mène les droites C^Vet G2V à 45° sur C4C2, on a le rabattement V du point de vue sur le Tableau. Par suite, la transformée de toute droite sera parallèle à la droite joignant le point V au point de rencontre de cette droite et de A. En particulier, aux axes Ox et Oy correspondront les axes O'x' et O'y'
menés respectivement par les points A' et B' parallèlement aux droites VA et VB.
De même, si la bissectrice 01 de l'angle des axes Ox et Oy coupe AB en I et A'B'en F, la droite OT qui correspond à 01 esl parallèle à VI.
Si l'on rapporte l'abaque ,31 aux axes Ox et Oy, et l'abaque 51' aux axes O'x' et O'y' , puisque, d'une part, Ox correspond à OV, et Oy à Oy, que, d'autre part, la droite AB correspond à la
droite de l'infini sur Q' x' y' , on voit que les formules de transformation seront
bx -+- a y — ab
bx -+- a y — ab
en posant 0A= «, OB = b.
Pour déterminer les paramètres \ et jji, ou plutôt leur rapport, il suffit de remarquer que l'équation de la droite OT, qui correspond, ainsi qu'il vient d'être dit, à 01, ou x =y, est
{xx;= \y.
Or, nous venons de voir que O'x' ', O'y' et OT sont respeeti-
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vement parallèles à VA, VB et VI. Si donc nous menons par I parallèles IL et IM à VB et VA, nous avons
L " VM
En résumé, une fois placés sur l'abaque les points G< et C2, d'où se déduit immédiatement V, la transformation voulue est définie par les formules ci-dessus, lorsqu'on prend deux axes O' x' et O'y' comprenant entre eux un angle égal à AVB et que l'on fait a = OA, b = OB, ), = B.VL, u. = Q.VM, 8 étant un module dont on dispose en vue de l'échelle qu'on veut adopter.
63. Fractionnement des abaques à points alignés. — Le dessin d'un abaque à points alignés ne comportant que. trois échelles curvilignes, on pourra sur une même feuille placer côte à côte plusieurs abaques de cette espèce. De là la possibilité de fractionner un tel abaque, ses diverses fractions étant groupées sur un même tableau. Pour nous placer à un point de vue tout à fait général, supposons l'échelle (a,) fractionnée entre ses limites a{ et bK en nK tronçons, et l'échelle (ou) fractionnée entre ses limites a2 et b2 en n2 tronçons. Associant chacun des premiers à chacun des seconds, on voit qu'on aura ainsi à construire n{ n2 abaques partiels.
Mais, ainsi qu'on l'a déjà remarqué au n° 35, il arrivera souvent en pratique que l'on n'aura pas besoin d'associer toutes les valeurs de <7H comprises entre a, et />, à toutes les valeurs de ou comprises entre a2 et b2. Cela permettra, dans bien des cas, de réduire le nombre des abaques partiels à substituer à l'abaque total qu'on aura fractionné. Si, par exemple, il existe respectivement dans les intervalles de at à b{ et de a2 à b2, des valeurs c{ et c2 telles que les variables a, et a2 soient ensemble supérieures ou inférieures respectivement à C\ et à c2, on n'aura besoin que d'associer le tronçon de a. à c( au tronçon de a* à c» et le tronçon de C\ à b\ au tronçon de c2 à b2, ce qui ne fera que deux au lieu de quatre abaques partiels à construire à la place de l'abaque total qui associerait l'intervalle de aK à b{ à lintervalle de a2 à b2-
Il arrivera, en outre, que plusieurs des tronçons des échelles fractionnées seront superposables, sinon comme graduation, du
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moins comme support, ce qui introduira encore une simplification
notable dans le dessin.
64. Systèmes algébriques de points cotés. — Avani d'examiner quelques types particuliers d'équations représentables par la méthode des points alignés, nous dirons quelques mots de la construction de certains systèmes de points cotés qui se rencontrent fréquemment dans les applications.
Si l'équation d'un système de points cotés (a), linéaire en u et i>, est algébrique et de degré n en a, on dit que le système (a | est algébrique et de degré n. Dans ce cas, le support du système est en général une courbe d'ordre n. Puisque, en e(Tel, à un couple quelconque de valeurs données pour u et r l'équation lait correspondre, en général, n valeurs pour a, c'est que sur une droite donnée quelconque, il se trouve n points du svstème considéré, ce qui établit la proposition.
Parmi ces systèmes algébriques, les plus intéressants à envisager, au point de vue des applications, sont ceux du premier et du deuxième degré.
Un système (cl) du premier degré est défini par une équation
telle que
U + aV-o,
où U et V sont des fonctions linéaires en u et v.
Le support de ce système est la droite qui joint les points U = o et V =: o, et puisque la position du point (a) sur cette droite dépend linéairement du paramètre a, on voit que ces points (a) forment une échelle linéaire. Ainsi donc tout système de points du premier degré se confond avec une échelle linéaire, et, par suite, d'après ce qui a été vu au n° 7, un tel système peut être aisément construit lorsqu'on a déterminé trois de ses points.
Un système du second degré est défini par une équation telle
que
U + aV+an\'= o,
où U, V et W sont encore des fonctions linéaires en u et v.
Le support de ce système est une conique V dont l'équation en coordonnées parallèles est
V2— 4UW=o.
Mais il sera généralement plus commode de former son équation cartésienne par l'élimination de a entre les formules donnant les coordonnées x et y du point défini par l'équation ci-dessus.
Nous pourrions reprendre corrélativement ici tout ce qui a été dit à propos des systèmes de droites du deuxième degré (n° 45). Nous aboutirions ainsi au résultat corrélatif que voici :
Les droites qui joignent tous les points du système à V un quelconque d'entre eux forment un faisceau linéaire.
Un tel faisceau déterminant sur une droite quelconque une échelle linéaire, on peut dire que les projections de tous les points du système (a) à partir de V un d'eux sur une droite quelconque forment une échelle linéaire.
Il suffira de prendre cette droite parallèle à celle joignant le centre du faisceau au point coté (ao) pour que cette échelle soit régulière ( ' ).
De même aussi que dans le cas d'un système de droiles, on aura {fi g. 58)
pour a — o, le point U — o ou M,
pour a = ce, le point W = o ou N
Fig. 58.
et le point de rencontre des tangentes en ces points à la conique F
sera
V=o ou P.
(') Il va sans dire, puisqu'on peut prendre une parallèle quelconque à cette direction, qu'on la choisira dans la pratique, de façon que son module soit exactement égal à l'une des subdivisions de l'étalon régulier dont on dispose, c'est" à-dire du double décimètre.
Déterminons, en outre, le point Q correspondant à une valeur particulière a, et par le point Q menons les parallèles Qlî <i QS àMNetNP.
Les droites du faisceau de centre M passant par les points (o), (a) et (co) coupent QLl en 11, en Q et à l'infini. Donc, la projection du système faite à partir de M sur QR. est une échelle régulière ayant R et Qpour points (o) et (a).
De même, la projection faite sur QS à partir de .M est une échelle régulière ayant S et Q pour points (o) et (a).
65. Système particulier du second degré. — Prenons comme exemple le système défini par l'équation
Ici, t étant une variable d'homogénéité, on a
* pour a = o . . . . v = o ou B, pour a = ce ... . t = o ou le point I à l'infini sur A.u et Bv.
Les tangentes en B et I se coupent au point u — o ou A {fig. 5g I.
Fig. oç).
La conique T est donc une hyperbole tangente en B à AB et ayant A« pour asymptote.
Pour a = i, on a
c'est-à-dire le point Mx situé sur la parallèle équidistante des axes, et tel
que OM! = — -•
Si nous projetons les points B, M{ et I à partir de B sur OM, nous
avons les points O coté (o), Mj cote (i) et J, à l'infini, coté (co), donc une échelle régulière. Par suite, en portant sur OMi les segments M1m2, m2/n3, m3m4, ... égaux à OMj, nous aurons les rayons Bm2, Bm3, B/«t) . . ., sur lesquels devront se trouver M2, M3, M4, ....
Projetons maintenant les points B, M] et J à partir de I sur AB ; cela nous donne les points B coté (o), O coté (1) et A coté (ce). Prenons le symétrique N de Mi par rapport à O; tirons BN qui coupe A u en C et projetons l'échelle AB à partir de G sur ON. Les points B, O et A nous donnent les points N coté (o), O coté (1) et I, à l'infini, coté (ce). L'échelle sera donc régulière et, puisque par construction NO — OM1? le point coté (2) coïncidera avec Mj, le point coté (3) avec m2, le point coté (4) avec m3, .... Les rayons CMi; Gm2, Cm3 ... nous donneront donc sur AB les points m2, m'^, m'^.. ... A leur tour les rayons unissant ces points au point I, c'est-à-dire les parallèles aux axes menées par ces points couperont les rayons correspondants Bm2, Bm3, Bm4, ... aux points M2,M3, M4, . . . qui sont les points cotés (2). ( 3), (4 ), ... dans le système considéré.
La construction est absolument générale : pour avoir le point Ma,
y. ce
coté (a), porter sur OMi les segments O ma = - •> Nma_1=-; tirer la
droite Cm^-i qui coupe AB au point ma; la parallèle aux axes menée par />?a coupe le rayon B/?i0L au point Ma cherché.
Si on prolonge Bma jusqu'en sa rencontre />a avec A u, et C ma jusqu'en sa rencontre qrx avec Bc, on voit que
Apa— iQma= a
et
Brjx=-- 2N/%-i — ce.
De là une variante de la construction, indiquée sur la figure pour a = -•
Nous allons étudier maintenant plus en détail quelques types d'équations rentrant dans le type général auquel s'applique la méthode des points alignés.
II. — Abaques à trois échelles rectilignes
A. — ■ Abaques a tiiois échelles parallèles (').
66. Type des équations correspondantes . — Ces équations sont celles de la forme
(*) Tout abaque à points alignés comportant trois échelles reetilignes concourantes peut être ramené à ce type par une transformation homographique rejetant à l'infini le point de concours des trois supports.
[fi étant toujours mis là pour //(a/)], auxquelles est applicable la méthode des abaques hexagonaux (n° 32).
Rappelons qu'on y ramène aussi celles de la forme
/i / 2 = fz en les écrivant
log/iH-log/2 = log/3.
Pour représenter l'équation (E) ci-dessus par un abaque à points alignés, posons (' )
(ai) u = lif,
(a2) v = hfu
ce qui nous donne
équation qui, avec le choix d'axes que nous sommes convenus de faire (n° 57), définit le point
(as)o a?=o=— -y-, JK=t— — r/3.
L'expression de 3? ne renfermant que des constantes, on voit que les points (#3) sont distribués sur une parallèle Gw aux axes, dont le point de rencontre C avec AB {fi g. 60) est tel que (n° 57)
(') Nous supposons que a, et a2 sont les variables indépendantes naturelles de la question (voir le renvoi au bas de la page 32).
Quoique ee ne soit pas rigoureusement indispensable il est préférable, au point de vue de la précision, que l'échelle du résultat (a3) se trouve entre les échelles des données (a,) et(oc2). Elle pourrait d'ailleurs sans cela se trouver fort éloignée de celle-ci, voire même à l'infini si la condition imposée plus loin à lx et l2 conduisait à prendre ces modules égaux.
Pour que cette situation relative des échelles soit réalisée, dans tous les cas, il faut, si dans l'équation (E) les fonctions /, et f2 sont de signes contraires, adjoindre à l'une d'elles le signe — de façon que dans l'équation (a3)0 les deux termes du premier membre soient de même signe.
Par exemple, si l'équation (E) s'écrit
J\ J2 — J \1 les fonctions /, et /., étant positives, on pose
u = l{fn
»=- hU M. d'O. IO
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Si donc nous représentons par
(«s) w — hjz
l'échelle de la fonction déterminée sur cet axe, nous voyons, puisque w n'est autre chose que y, que nous avons
ou
En résumé, ayant choisi arbitrairement les modules /, et l2, et. en ayant déduit le module /3 par la formule (2), nous voyons que, pour construire l'abaque de l'équation (E) ci-dessus, il suffit, ayant pris sur la droite AB le point C tel que la formule (1)
soit vérifiée, de mener par les points A, B, C trois axes parallèles Au, Bc, Cw et de porter sur ces trois axes, à partir de leurs origines A, B, G, respectivement les échelles définies par les formules (a,), (a2) et (a3).
11 est d'ailleurs très facile de donner le principe de cette sorte d'abaque par un procédé purement élémentaire, équivalant au fond à l'emploi de coordonnées parallèles, mais ne faisant pas intervenir explicitement leur notion.
Si l'on coupe les trois axes Au, Bv, Gw par une transversale quelconque MN qui les rencontre en M, N, P, on a, par construction,
PM GA h h
PN : GB z ~ k~ 1
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Donc le point P est le barycentre des points M et N respectivement affectés des coefficients T et T- Il en résulte qti<' (')
ÀM BN _ p / £ j^
ou, en vertu de l'égalité (2) supposée vérifiée, que
AM BN GP
ii U h
Or, toujours par construction, on a supposé les cotes a,, a2 et a3 inscrites aux points M, N et P, telles que
AM=7,/lï BN = /2/2, CP = /,/3.
L'égalité précédente devient donc
Remarque. — Dans le cas particulier où l'on prend pour les axes Au etBp» des modules égaux l{=- l2, la formule (1) montre que Cw se confond avec Ojk, et la formule (2) que l'on a /3 = -1 » ce qui d'ailleurs était évident a priori.
67. Disposition et limitation des échelles. — C'est la libre disposition que l'on a des modules lK et l2 qui fait toute la souplesse de la méthode. Rappelons que dans la méthode des abaques hexagonaux (2) ces modules sont nécessairement égaux; il en résulte
(l) Rappelons en deux mois le procédé élémentaire qui donne cette formule. On a
MP AG lt
PN ~~ CB ~~ T2' Mais
MP AM — CP
PN == CP — BN * Donc
AM — CP lA
CP — BN == t2 ou
(2) Rappelons aussi qu'outre le passage des index correspondants parles points (a,) et (a2), cette méthode exige le maintien de l'orientation du transparent, sujétion dont est affranchie la présente méthode.
que si, en appelant aK et bK , a2 et b2 les limites respectives de a, et de a2, les différences fK {bK ) — /< («, ) et f2 (b2) — f^a*) présentent entre elles un notable écart, les longueurs des échelles (a,) et (a2) offrent le même caractère. Avec la méthode actuelle, rien de pareil; on est même libre, dans tous les cas, de donner aux deux échelles la même longueur.
Plaçons nous d'abord dans ce cas idéal, quittes, dans la pratique, à nous en écarter plus ou moins pour satisfaire à d'autres convenances.
On peut tout d'abord se donner arbitrairement la longueur L des échelles qui appartiennent en général à la catégorie des échelles dites usuelles (n° 5) ou de leurs dérivées (n° 6). Les modules /, et l2 sont alors donnés respectivement par
fi(bi)— /1O1)
et le module /3 par la formule (2) du n° 66. On peut faire alors l'analyse des échelles (a,), (a2) et (a3), comme cela a été indiqué
au n° 2.
Si cette analyse faisait reconnaître que certains intervalles sont trop petits, il n'y aurait qu'à multiplier les trois modules d'abord choisis par un même nombre.
Portons alors sur deux axes parallèles les échelles (a,) allant du point P< au point Q,, et (a2) allant du point P2 au point Q2
(aa)
L'inclinaison de l'axe AB, non tracé, des origines, par rapport aux axes de coordonnées Au et Bv étant quelconque, nous sommes libres de choisir les points Pi et P2 sur une même perpendiculaire
( ') Sur cette figure et les suivantes la portion graduée de chaque axe est indiquée par un trait gras.
à ces axes. Les longueurs des échelles étant égales, la figure ^iQiC^Pa formée par ces échelles est un rectangle. Puisque l'échelle (a3) sera parallèle à celles-ci, le plus petit angle sous lequel elle sera rencontrée par l'index servant à la lecture sera égal à l'angle QiP<Q2. Gomme, d'autre part, l'écartement des axes est quelconque, nous pourrons en disposer de façon à donner à cet angle telle valeur qu'il nous plaira. Si, par exemple, nous
adoptons la valeur --, nous n'aurons qu'à prendre l'écartement
ï\ P2 des axes égal à la longueur P1 Q, des échelles. Le quadrangle limite de l'abaque sera alors constitué par un carré et l'index coupera toujours les supports des échelles sous un angle compris entre
r il
7 et-.
Traçons alors la parallèle P3Q3 aux axes telle que
P1P3 = fiy 1 3 P2 1%
et choisissons un couple de valeurs v!x et a' , des variables oq et a2, pour lesquelles la valeur correspondante a'3 de la variable a3 se déduise très aisément de l'équation donnée.
Tirant sur la figure la position correspondante R, R2 de l'index nous obtenons sur P3Q3 le point R3 coté a'3. Connaissant ce point et le module l3 nous pouvons très aisément construire l'échelle de la fonction f3, en la limitant d'ailleurs aux droites P< P2 et Q< Q2.
Tel est le type théoriquement le plus parfait de l'abaque à supports rectilignes parallèles. On pourra en pratique s'en écarter plus ou moins.
Il est bien évident, par exemple, que si les valeurs de l{ et l-2 calculées plus haut ne s'expriment pas par des nombres simples, on les arrondira pour qu'il en soit ainsi, ce qui introduira une inégalité entre les longueurs des échelles; d'autre part les nécessités du format pourront conduire à réduire l'écartement des axes et,
par suite, à abaisser un peu la limite inférieure - qu'on s'était
d'abord imposée pour l'angle de l'index avec les supports.
Il peut arriver d'ailleurs que pratiquement les valeurs limites de chaque variable at et ou n'aient à être associées qu'à une certaine partie de l'échelle de l'autre. Dans ce cas l'échelle (a3) pourra être réduite de longueur.
Supposons, par exemple, que l'abaque ne soit utilisé que pour des valeurs de a1 et de ou satisfaisant à une égalité telle que
Considérons toutes les positions limites de l'index, c'est-à-dire celles qui joignent les points dont les cotes satisfont à l'équation
Ces positions limites enveloppent une courbe C (Jig. 62 et 62 bis) et l'inégalité de condition signifie, selon le cas, que l'index doit ou être extérieur à cette courbe, ou, au contraire, la rencontrer. La position extrême de l'index sera l'une des tangentes menées de Qi et de Q2 à la courbe C. Si l'inégalité donnée exprime que l'index doit être extérieur à la courbe C, l'échelle (a3) ne devra être construite qu'entre les points P'3 et Q3 (Jig. 62); si, aucon-
Fig. 62.
Fig. 62 bis.
traire, elle exprime que l'index doit rencontrer la courbe C, l'échelle (a3) devra être construite entre les points P3 et Q'^ (Jig. 62 bis).
68. Fractionnement des échelles. — On peut effectuer le fractionnement des échelles comme dans le cas des abaques hexagonaux. Soient cK et c2 des valeurs des variables af et a2 intermédiaires entre leurs limites respectives aK et b^ a2 et b2.
On pourra fractionner l'abaque en quatre autres ainsi limités :
I ai entre ci\ et Cj, a2 entre #2 et c2,
II oci >i Ci et 61, a2 » c-2 et ô2,
III ai » ai et Ci, a2 » c2 et 62,
IY ai » Ci et 61, a2 » a2 et c2.
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Nous pourrons construire L'abaque 1 an moyen de dois axes parallèles (a,), (a2), (a3), gradues sur leur coté gauche par exemple (Jig . 63), et l'abaque II au moyen des mêmes axes gradués sur leur côté droit, le rapport j- des modules étant, bien entendu, supposé le même dans les deux cas.
Fig. 63.
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De même pour les abaques III et IV en remarquant que l'on peut se resservir pour ceux-ci du même axe (a,), mais en l'associant avec deux autres nouveaux axes (a2)1 et (a3)4.
Les chiffres romains inscrits à côté des diverses graduations indiquent la façon dont elles doivent être associées.
D'ailleurs, suivant une remarque déjà faite au n° 35, et sur laquelle il convient d'insister, il arrivera souvent qu'il existera entre «, et bt d'une part, a2 et b2 de l'autre, des valeurs c, et c2 telles qu'une valeur de a< inférieure à cs n'aura jamais à être prise avec une valeur de a2 supérieure à c2, elvice versa, ce qui fait qu'il n'y a lieu de considérer que les combinaisons I et II.
Pour ce qui est du fractionnement en un plus grand nombre de parties, pratiquement à peu près sans intérêt, il n'y aurait qu'à répéter ici ce qui a été dit à la fin du n° 35.
69. Exemples : i° Sixième type d'abaque de multiplication. — Ecrivons encore l'équation de la multiplication sous la forme
logaj — loga2-= loga3.
La symétrie de cette équation nous montre que nous devons prendre ici, pour les échelles (at) et (a2), des modules / égaux. Dès lors, le module de l'échelle (a3), portée sur la parallèle équidistante des deux axes, sera
égal à - (n° 66, Remarque finale). Pour que cette dernière échelle soit du
type usuel, il suffit, si a3 varie de i à ioo, comme dans les cas précédents, de prendre (n° 5, 2°)
ou
Gela donne, pour la longueur L des échelles (l)
L = 12 5mm.
Afin de réduire les dimensions du tableau, nous fractionnerons les échelles (o^) et (a2) vers le milieu de leur longueur, soit au point coté 9, et, suivant ce qui a été vu au n° 68, nous porterons les deux fragments de l'échelle (aj) de part et d'autre de l'axe des u {fîg- 64), les deux frag-
Fig. 64.
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ments de l'échelle (a2) de part et d'autre de l'axe des e, ce qui donnera pour (a3) deux fragments de part et d'autre de la parallèle équidistante des deux premiers.
En outre, le point coté 3 du second fragment des échelles (0^) et (a2) a été disposé de telle sorte que le point coté 10 du second fragment de l'échelle (a3) se trouve en face du point coté 1 du premier, ce qui fait que les points cotés 2 et 20, 3 et 3o, ..., et, généralement, a3 et ioa3 coïncident également.
Enfin, pour associer un nombre du premier fragment de (0^) à un nombre du second fragment de («2)5 nous répéterons celui-ci sur un nouvel axe des v, en portant le fragment correspondant de (a3) sur la parallèle équidistante de ce nouvel axe des v et de l'axe des u.
(l) La fig. 64 est une réduction de l'abaque construit avec ces modules.
Ce dernier fragment se compose des tronçons de 3 à 9 d'une part, et de 9 à 3o de l'autre, empruntés aux deux premiers fragments de (a3), et il suffit, pour le disposer, de remarquer que son point 3 doit se trouver sur la droite qui joint le point 1 du premier fragment de (a,) au point ; du troisième fragment de ( a2 )•
Les fragments qui doivent être associés ensemble sont marqués d'un même chiffre romain.
2° Abaque des moments d'inertie des rectangles ( ' ). — Le moment d'inertie f d'un rectangle de base b et de hauteur h par rapport à la parallèle à sa base menée par son centre, est donné par la formule
bh*
qui peut s'écrire
log& -+- 31og/< = logi2 h- logl.
Si l'on veut donner aux échelles de (b) et de (h) la même longueur, il
faut construire les échelles de logb et de 31og/i avec les modules / et -»
ce qui rend ces deux échelles identiques.
La formule (1) du n° 66 montre alors que l'échelle (I) divise l'intervalle de l'échelle (b) à l'échelle (h) dans le rapport de 3 à 1, et la formule (2)
que le module de cette échelle (I) est égal à -•
Si donc on veut que l'échelle (I) donne le même degré de précision que l'échelle logarithmique usuelle (n° 5, 20), il faudra prendre
- = = i2r)mm,
d'où
/ == 5oomm.
Et si l'on fait varier b et h de o, 1 à 1, la longueur L des échelles sera égale à 5oomm (2).
Surlay?^-. 65, cet abaque a été réduit environ au A.
3° Abaque des marches de troupes en colonnes. — Soient V la vitesse en mètres par minute d'une troupe en marche, T le temps de la marche
(') On remarquera sur cet abaque que le sens positif des axes A u et B v a été pris de haut en bas, contrairement à la convention habituelle. Cette disposition a été adoptée par le dessinateur de l'abaque, M. Prévôt, qui l'a systématiquement appliquée pour tous les exemples analogues, afin de rapprocher ces Tables graphiques des Tables numériques, sur lesquelles le sens croissant va toujours de haut en bas.
(2) Il serait bon, avec ce choix de module, de fractionner les échelles en deux parties à peu près égales, comme on vient de le faire pour l'abaque de multiplication, afin que le Tableau fût plus maniable.
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en minutes, E l'espace parcouru en hectomètres. On a
VT
ioo
Soient maintenant T' le temps de la marche en heures, E' l'espace par couru en kilomètres. On a
OS
CD
UJ
0>-uJ
capitaine Goedseels, professeur à l'École de Guerre de Bruxelles, les a traduites en un abaque (*) de la manière suivante :
(') Revue de l'armée belge, t. V (mars-avril 1898).
Ecrivons-les
(T) logVn-logT — 2 = logK,
(2') logV-t-log6T' — a = logE'.
Occupons-nous d'abord de (1'). Pour les besoins de la pratique, il suffit d'y faire varier V de 72 à 100, T de 6 à 6G. Fractionnant cette seconde échelle au point 24, on aura un premier abaque fragmentaire avec V variant de 72 à 100, T de 6 à 24, un second avec V de 72 à 100, T de 24 à 66.
Or, on a
log [OO
— log72 = 0,143,
log24
— log 6 = 0,602,
log66
— log 24 = 0,439.
Si donc li est le module de l'échelle (V), I21 et /22 ceux des deux fragments de l'échelle (T), on devrait avoir, pour que les trois échelles fussent de même longueur,
/ — ll / — ll
O , OO
On prendra évidemment ici
/ _ h î — ll
t-21 - — "T ' ê22 — TT
Les modules correspondants des fragments de l'échelle (E) seront donc donnés, d'après la formule (2) du n° 66, par
/ — ll 1 — li
et ces deux fragments de l'échelle (E) diviseront les intervalles compris entre l'échelle (V) et les deux fragments de l'échelle (T) respectivement dans les rapports de 4 et 3 à 1.
Pour l'équation (2'), on voit qu'il suffit de reprendre les mêmes échelles (V) et (E) et de modifier simplement l'échelle (T) en divisant ses cotes par 6 puisque, pour le même point, on aura
Il suffira d'inscrire la graduation (T) sur un côté du support, le côté droit par exemple, et la graduation (T') sur l'autre, c'est-à-dire le gauche.
C'est ainsi qu'a été obtenu l'abaque du capitaine Goedseels, représente
par la fig. 66 qui est la réduction à la moitié environ de l'original. Sur
cet original, l'auteur avait pris lx = im, ce qui donnait pour l'intervalle des
points ioo et 73
im(log 100 — log 75) = Om,I25.
Il est facile, s'il s'agit de longs parcours, de tenir compte des haltes. Supposons, par exemple, que la marche s'effectue avec une halte de dix minutes par heure. Il faudra alors sur l'échelle (T') (celle de gauche),
lt2.
2rj
Fig. 66.
(ut)
avancer de dix minutes l'origine de chaque heure, ce qui donne la chiffraison affectée de V indice i. Avec une lialte de dix minutes par deux heures, on obtient de même la chiffrai son affectée de Yindice i.
Exemples numériques :
i° Temps mis par une troupe marchant à la vitesse de 8om, pour parcourir 37km. La position (I) de l'index, marquée en pointillé sur la figure, donne ( chiffraison de gauche)
T — 7h4im (sans haltes),
T = 911 nm (avec une halte par heure),
T = 8h2im (avec une halte par deux heures).
■>." Profondeur d'une colonne qui s'écoule en 17 minutes à la vitesse de g5m. La position (II) de l'index, avec la chiffraison de droite pour T, donne i6h,n,i ou i6iom.
3° Profondeur d'une colonne qui défile en 4 minutes à la vitesse de 72™. On applique ici le principe des multiplicateurs correspondants (n° 21) en
multipliant V par 10, ce qui exige que la lecture E soit divisée par 10, ou, ce qui revient au même, faite en décamètres. La position (III) de l'index, avec la chiftraison de droite pour (T), donne '28l)m,8 ou 288"1.
Nous avons insisté sur les détails de construction des abaques de ce genre parce qu'ils sont d'un usage courant dans la pratique. Ce qui vient d'être dit suffira, espérons-nous, à éviter tout tâtonnement dans les applications de la méthode. On en trouvera d'ailleurs par la suite d'autres exemples (noS71,90, 110, 111, 112).
70. Composition des échelles. — ISous allons, pour plus de simplicité, raisonner ici dans le cas de trois échelles, mais il sera facile de voir que ce qui va être dit s'étendrait immédiatement à un nombre quelconque d'échelles.
Soient donc trois échelles à supports parallèles A,«,, A2u2,
Fig. 67.
A, A12 Aj A,j3 A31 A23
A3W3 {fig. 67), définies respectivement par les formules
Il 2 == tij'î >
Uz = hfz-
Traçons trois nouvelles échelles Ai2ui2i A23tt23 5 A3, w3, parallèles aux premières, telles que
Ai Ai2
A3A31 Ai A3i
et définies respectivement par les formules
(«23) U23 = hsfïSi
(«31 ) W31 = hifiii
les modules /12, /23, l$\ étant liés aux précédents par les formules
D'après ce qui a été vu au n° 66, les cotes a12, a23, a31 des
points obtenus sur ces échelles en prenant des alignements entre
les points cotés a,, ou, a3 sur les trois premiers axes, seront
telles que les équations
seront satisfaites.
Mais, en outre, d'après ce qui a été vu au n° 66, les points M12, M23 et M3, sont les barycentres des points M,, M2, M3 pris deux
à deux et respectivement affectés des coefficients T> j-f ■=-• Par
suite, les droites M12M3, M23M< et M3, M2 passent par un même
point M123 qui est le barycentre des trois premiers points. Ce
point M|23 se trouve donc sur une parallèle aux axes menée par
le barycentre A123 des points A,, A2, A3 respectivement affectés
des coefficients T-> T , T et à une distance w,23 du point A,o3 telle ii /2 t3
que
Il y
ih_ 1,
le module /123 étant défini par
Si donc on porte sur l'axe A123w423 l'échelle (a12;{) définie par la formule
on voit que les valeurs correspondantes de a,, a2, a3 et a123 satisferont à l'équation
et l'on peut remarquer que si l'on se donne trois des sept variables a,, a2, a3, a,2, a2;?, a:H , a, 03, il suffît de prendre quatre alignements pour obtenir les quatre autres.
Tel est le principe de la composition des écbelles parallèles énoncé par le commandant du Génie Bertrand dans le Mémoire d'où est extraite l'application qui suit.
Il suffit d'écrire a4 au lieu de a123etde poser fK 23 = — /*•> pour que l'équation précédente prenne la forme
La généralisation évidente dont nous parlions au début de ce numéro montre qu'on pourra de même obtenir ainsi la représentation des équations de la forme
c'est-à-dire de celles qui ont déjà été envisagées au n° 37.
Dans le cas où l'on n'aurait pas besoin de considérer les équations obtenues parle groupement des échelles deux à deux, trois à trois, . . ., il serait inutile de graduer les échelles résultantes correspondantes.
71. Exemple : Abaque des distributions d'eau. — Cet abaque est celui à propos duquel le commandant Bertrand (l) s'est trouvé amené à
énoncer le principe ci-dessus. Tl l'a établi en partant des formules de M. Flamant.
(') Description et usage d'un abaque destine à faciliter la solution des problèmes relatifs à la distribution des eaux {Revue du Génie militaire, t. \ 111. p. 475; 1894).
Le Mémoire a été tiré sous forme de brochure à part mise en vente à la librairie Berger- Levrault.
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Soient :
l la longueur de la conduite
d son diamètre,
q son débit,
h la perte de charge,
j la pente de la ligne de charge,
p la puissance de la conduite,
r sa résistance,
u la vitesse,
e la variation de prix (1).
Entre les sept premières de ces quantités, on a les équations
(,) 7log? " lo8h = — lo8r>
(2) -\ogh-+- logJ = — logy,
(3) log/+ ?log? = log/>,
(4) ?log? — log/i-h log/ = ^ logo?— G,
G étant une constante numérique.
Ces quatre équations permettent de calculer quatre des quantités qui y entrent en fonction des trois autres. On voit immédiatement qu'on peut appliquer à leur ensemble le principe de la composition des échelles en
prenant
a,= q, oc2^= A, a3 = /,
a12=r, «23 = /, a-zi^P,
puis
fx=l\0çq, y2=_log/i, /3=Iog/,
/i2 = — logr, /23 = — logy, /31=log/?,
/i23= -^logd — G.
Enfin l'auteur a choisi pour les modules les valeurs
Z1=5cm, /2=/3=6cm.
L'abaque ainsi obtenu par le commandant Bertrand est celui que représente la fig. 68, avec une réduction d'un peu moins de -•
(') Pour la définition de ces termes divers, je renvoie à la brochure du commandant Bertrand.
Au diamètre a? et à la résistance r sont respectivement liés la section s et le débouché o par les formules
11 suffira donc, pour avoir ces nouvelles quantités, d'accoler aux échelles (cl) et (r) déjà construites des échelles (s) et (o) établies ainsi qu'il a été dit au n° 11. Ces échelles se trouvent sur la fig. 68. On voit, en outre, que l'échelle du débit a été graduée en double suivant que l'unité admise est le litre par seconde ou par minute.
On reviendra plus loin ( l) sur la construction des deux dernières échelles, celles de la vitesse u et de la variation de prix e.
Il convient de remarquer, en ce qui concerne l'inscription des graduations, l'innovation introduite par l'auteur et qui consiste à donner en toutes lettres l'indication de chaque ordre décimal, ce qui fait qu'il suffit, d'inscrire un seul chiffre en face de chaque point.
B. — Abaques a deux échelles parallèles (2).
72. Type des équations correspondantes . — Le choix des origines sur les axes Au et Bv étant quelconque, on peut placer ces origines aux points où ces axes sont rencontrés par le troisième support. Les points (o^), (a2) et (a3) ont alors respectivement pour équations
(a,) u = l\fu
(a2) v = hf2,
/, et l2 étant des modules quelconques, ce qui donne, pour l'équation représentée,
Prenant toujours la droite AB comme axe des x en plaçant
(') Renvoi du n° 99.
(2) Une transformation homographique permet de ramener à ce type tout abaque à points alignés comportant trois échelles rcctilignes quelconques, en rejetant à l'infini l'un des sommets du triangle formé par les trois supports.
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l'origine O au milieu de AB et adoptant le sens OB comme sens positif, on voit que le point (a3) est défini par
si l'on pose OB = o.
En résumé, pour représenter par un abaque à points alignés l'équation (E) ci-dessus, il suffit, ayant pris sur Ox les points AefB symétriques par rapport à O {le point B étant sur la partie positive de Ox), et mené par ces points deux axes parallèles Au et Bv, de porter sur les axes A u, Bc et Ox, à partir de leurs origines A, B et O, respectivement les échelles définies par les formules (a4), (a2) et (a3).
Remarque. — Pour que les échelles des variables (a,) et (a2), prises comme indépendantes, comprennent l'échelle (a3), il faut que la fonction/^ soit constamment positive entre les limites considérées. Si elle devenait négative à partir d'une certaine valeur, on aurait recours à un fractionnement (n° 63) en posant
73. Disposition des échelles (1). — Faisant en sorte, en vertu de la remarque précédente, que les points (a3) soient situés entre les axes Au et Bc, on pourra toujours, comme on l'a vu au n° 67, disposer de li et /2 de façon à donner aux. échelles (o^) et (a2), entre les limites adoptées, la même longueur, les droites PiP2 et Qj Q2 qui joignent leurs extrémités ayant d'ailleurs une inclinaison quelconque par rapport à la direction des axes Au et Bp, telle cependant, quant à présent, que l'angle P1Q2P2 soit inférieur à l'angle P1P2Q2 (fig- 69).
Nous sommes libres également de disposer de l'écartement des axes parallèles. Pourrons-nous encore ici le fixer de manière que l'angle sous lequel l'index rencontrera le support P3 Q3 de l'échelle (a3) ne tombe pas au-dessous d'une certaine limite?
Si, par le point P1? nous menons des parallèles d'une part Pi ^2 au
(') La discussion mathématique de la meilleure disposition à donner à un tel abaque, développée clans ce numéro, n'est évidemment pas indispensable à l'application de la méthode; elle est intéressante toutefois en ce sens qu'elle fait connaître une disposition limite permettant de tirer de la méthode les plus grands avantages. En pratique, on ne s'y astreindra pas toujours, se contentant d'une sorte de tâtonnement ; mais nous avons tenu, dans les applications subséquentes, à nous y conformer rigoureusement de façon à fournir de véritables modèles théoriques.
ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES. AliAQUES A ALIGNEMENT.
support P3Q3, de l'autre aux diverses positions de l'index, nous voyons que le minimum de l'angle en question est Q^P,'/,, inférieur au minimum
Q0P1Q1 de l'angle que l'index fait avec les supports parallèles. Ce dernier
angle varie, en effet, de Q2P1Q1 ou P1Q2P2 à P1P2Q2 en passant par -»
et nous venons de supposer par hypothèse PiQ2P2< PiPaQ2- Toute la question revient donc à fixer la position relative des échelles, de façon à rendre V angle Q2Pi^2 le plus grand possible.
Si d'abord, en conservant l'inclinaison de la droite Qi Q2, nous changeons l'ccartement des axes, toutes les largeurs devront être modifiées proportionnellement. Le problème peut donc s'énoncer ainsi : Parmi tous les couples de points Q2 et q2 pris sur la droite Qi Q2 et tels que le rapport
n soit constant, quel est celui qui est vu du point Pi sous le pi us
grand angle ?
Soit ( fig. 70) q'%, Q'2 l'un quelconque de ces couples de points. Pour en
Fig. 70.
obtenir un autre quelconque q'!,, Qg, nous n'avons, après avoir joint les points q'.2 et Q', à un point quelconque S" de Q[ P1; qu'à mener par Pj des parallèles Piq'i, P1Q2 aux droites S'q'ti S"Q',. Il suit delà que l'angle M. d'O. l '•
sous lequel le segment q\ Q2 est vu du point Vx est égal à l'angle q\ S"Q'2. C'est done ce dernier qu'il s'agit de rendre maximum. Il le sera lorsque le cercle circonscrit au triangle <72S"Q'2, cercle qui passe par les points fixes q\ et Q'2, sera de rayon minimum, et cette circonstance se produira lorsque ce cercle sera tangent à la droite P1Q1. Soit alors S son point de contact. L'angle maximum est donc égal à q\ SQ'2 et les points <?2j Q-2 correspondants s'obtiennent en menant par le point Vx les parallèles P1Q2 et PiQ2 à S<72 et à SQ2. Le problème est ainsi résolu. On peut en mettre le résultat sous forme analytique. En effet, de ce que
Q^S* = Qi?ixQiQi,
il résulte, par proportionnalité, que
Q1P1 =Qi?*xQ,Qa;
QiQ5
ou, si l'on représente par k le rapport constant — — — ? qu
/cQiPi =QïQ2 ,
ou encore, si l'on appelle L la longueur P1Q1 des échelles parallèles, D la distance Q1Q2,
D = Lv/A.
Alors
Qi^
Appelons «3 et b% les valeurs de la variable a3 correspondant aux points P3 et Q3 (Jig. 69). Nous avons, en vertu de la formule (2) du n° 57, et en nous reportant à l'équation (a3)0 du n° 72,
P1P3 li Mat)
P1P2 hM"*) -+- l*
Q1Q3 = ïiMh) Q3Q2 ' h
QiQ3= hM*>^
et, par soustraction,
ou
1 _ Qiga
ï " Q1Q1 "" [hMaz)-^h][hMh) + h]
/i^L/.(*8)-A(aa)]
Si la valeur de la fonction y3 est infinie pour l'une des limites, b3 pai
exemple, on a
Il n'y a plus qu'à porter cette valeur de k dans la formule (1).
L'écartement qui vient d'être déterminé, en vue de rendre maximum l'angle <72PiQ2> est indépendant de l'angle que QiQ2 fait avec Q1P1. Si l'on fait varier cet angle, les points q2 et Q2 parcourent les cercles décrits de Qi comme centre avec les rayons
Ql?2
QiQ2 = L/A3
et, puisque le point Pt se trouve entre ces deux cercles, l'angle g^PiQ» augmente au fur et à mesure que Q1Q2 se rapproche de Q1P1 {fig. 71).
Mais on ne saurait faire croître cet angle indéfiniment, parce que l'angle PiP2Q2 devenant, contrairement à l'hypothèse faite jusqu'ici, plus petit que'PiQ2P2, décroîtrait indéfiniment.
Arrêtons-nous dans la position pour laquelle les angles P1Q2P2 et Pj P2 Q2 sont égaux. Le triangle Pi Qi #2 est alors isoscèle, et le point Q2 se trouve sur le cercle décrit de Pj comme centre avec l'écartement D, calculé par la formule (1) pour rayon.
D'autre part, les triangles P-iQi^2 et P1Q1Q2 ayant un angle commun Qt compris entre côtés proportionnels, car
QiP
Qi?
sont semblables, et le triangle QiPi<72 est lui-même isoscèle.
En résumé, ayant fait choix des modules ly et /2, de façon que les deux échelles (aj) et (a2) aient une même longueur L. et ayant calculé k par la formule (•>.), on prend pour point Q2 l'un des points de rencontre des cercles décrits de Pi et Qi comme centres avec le rayon Ly/A\ Le support de V échelle (a3) est alors une droite antiparallèle de P1Q1 et P2Q2 par rapport à Pi P2 et QiQ2.
Il va sans dire, encore une fois, que la disposition des échelles qui vient d'être étudiée, théoriquement la meilleure, ne s'impose pas rigoureusement dans la pratique, et qu'il suffira, pour les applications, de choisir une disposition qui n'en soit pas trop éloignée.
On pourra notamment substituer aux valeurs de lu de l2 et de k rigoureusement calculées des valeurs arrondies qui n'en diffèrent pas beaucoup.
Remarque. — Si les points P3 et Q3 coïncident respectivement avec les points Pj et Q2, on a k — i, et les triangles PiQtQ2, P1Q2P2 sont équilatéraux. Mais le minimum de l'angle de l'index et du support P3Q3 descend ici nécessairement à zéro.
74. Exemples : i° Septième type d'abaque de multiplication (J). — Ecrivons l'équation de la multiplication
aja2 = a3 sous la forme
«i a3 Elle sera dès lors représentable (n° 72) par les systèmes de points cotés
(ai) u = ,
ai
Convenons de faire varier o^ et a2 de 1 à 10. Puisque les segments
portés sur Au et Bp sont de sens contraires, et que u décroît lorsque a,
augmente, le sens de la graduation sera le même sur les axes parallèles.
Prenons dès lors
ce qui nous donne
et, en outre
/i(&i)-/iOi) =1-— = ->
/*(&*) — fî(.&i) = — l -+- 10 = 9.
T/échelle (a2) étant régulière, prenons pour cette échelle la graduation du décimètre, c'est-à-dire
/ .cm
fc-2 — • i
<l OU
(') Corrélatif du troisième type (n°27).
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Pour que l'échelle (at) ait même longueur, il faut doue que
d'où
IO
/l = IO
La formule (2) du n° 73 donne alors
( hi](io+i)
\lO / II
IO I
IOO
et
La formule (i) du même numéro donne donc à son tour
D = i,i x 9cm= 9cm,9- D = iocm.
Nous prendrons
Il est dès lors facile de construire le parallélogramme PiQiQ2P2
(ftg. 72) (1), dont les côtés PiP2 et QiQ2 sont égaux à iocm, les côtés P1Q1
et P2Q2 à 9cm.
Fig. 72.
(') Lajîg. 72 est une réduction de l'abaque tel qu'il a été construit et qu'il se trouve décrit dans le texte.
Pour construire le support P3Q3de l'échelle (a3), il suffit de se rappeler que ce support se confond avec l'axe AB des origines. Or, le point Pi coté 10 a pour coordonnée u,
lx TOcm U = — = = Ic,n,
IO I o
et le point Q2 coté i a pour coordonnée v,
p = l2 = [cm.
U suffit donc de prolonger P1Q1 de icm du coté de P1} et P2Q2 de icm du côté de Q2 pour avoir les points A et B, et, par suite, la droite AB
OU P3Q
La graduation (a2) est immédiatement obtenue, puisque c'est celle même d'un décimètre.
Pour obtenir l'échelle (ai), remarquons : i° qu'elle est linéaire; i° que nous en connaissons trois points, Qi(i), Pi (10) et A (00). Donc, suivant ce qui a été vu au n° 7, si nous portons surQiQ2 une échelle régulière auxiliaire (fi), ayant son point 1 au point Qj, et si la droite, joignant le point to de (fi) au point Pi, coupe en S la parallèle à Qt Q2, menée par A, les droites, joignant ce point S aux divers points de (fi), donnent sur P1Q1 les points de même cote de (ai).
En prenant pour (fi) une graduation de décimètre ayant son point 1 en Q1} on obtient ainsi le centre de rayonnement Si, qui a servi à obtenir les points de («i) cotés de 10 à 5.
Prenant maintenant pour (fi) une échelle régulière pour laquelle le module est égal à 2cm,5, on voit que le point 5 de cette échelle tombe au point Q2. Il suffit donc de joindre le point Q2 au point 5 de (aj), déjà obtenu, pour avoir le centre de rayonnement S2 correspondant. Ce centre a donné les points de ( at ) cotés de 5 à 3.
Si, enfin, on prend pour l'échelle (fi) le module égal à 5cm, son point 3 tombe au point Q2. Donc la droite qui joint ce point Q2 au point 3 de (ai), déjà obtenu, donne le centre de rayonnement S3. Celui-ci a servi à déterminer les points de (ai) cotés de 3 à 1.
Il faut remarquer d'ailleurs que les trois échelles (fi) dont il vient d'être question se superposent, à la graduation près, et sont données toutes trois par simple application d'un décimètre le long de QiQ2.
Quant à l'échelle (a3) elle s'obtiendra, par application de la Remarque qui termine le n° 60, de la manière suivante :
Les droites joignant le point 1 de (ai), c'est-à-dire le point Qt, aux divers points de (a2), passent par les points de (a3), de même cote que ces derniers. Ainsi ont été obtenus les points de (a3) cotés de 1 à 10.
Les droites joignant le point 2 de (ol1) aux divers points de (a2) passent par les points de (a3) de cote double. Ainsi ont été obtenus les points de (a3) cotés de 10 à 20.
Les droites joignant le point 10 de (a2), c'est-à-dire le point P2, aux divers points de (cct), passent parles points de (a3) de cote décuple. Ainsi ont été obtenus les points de (a3) cotés de 20 à 100.
2° Huitième type d'abaque de multiplication (•). — Ce nouveau type s'obtient en prenant, dans l'équation
pour l'application du procédé indiqué au n" 72, at et oc3 comme variables indépendantes, au lieu de at et a2 ; mais, afin de n'avoir pas à changer les indices dans les formules données à cet endroit, nous écrirons l'équation de la multiplication sous la forme
olx a3 = oc2
ou
Les formules de la représentation seront donc ici
Oi) u = l1<x1,
(a*) oc
Faisons varier a! de 1 à 10, a2 de 1 à 100. Ici, les graduations (at) et (a2) étant de sens contraires, on prendra
a2 = 100, b2 = 1, ce qui donne
«3 — 100, 63 =0,1 et, en outre,
/iC*i) — /i(«i) = to— i = 9, /*(*«) — /2O2) =— 1 4-ïoo = 99.
Donc, pour que les deux échelles aient la môme longueur L, il faut que
L = 9*i = 99^- Prenons
/ .cm ,
Alors
h = ocm,i et
L = cT,9.
(') Corrélatif du second type ( n° 23, i°).
La formule (2) du n° 73 donne maintenant
(0,01 1 -1- 0,1) (11 -+- o, 1) III
et
yk = 1,06.
Par suite, la formule (1) du même numéro donne
D = 1,06 x 9cm,9 = ioc,n,494.
Nous prendrons
D = ioom, 5.
Il est dès lors facile de construire le parallélogramme P1Q1P2Q2 dont les côtés P1P2 et Q1Q2 sont égaux à FOcm,5, les côtés P1Q1 et P2Q2 à 9cm,9 (M-73)V).
Fig. 73.
Le point Pt, coté 1, a pour coordonnée u,
u — h = [cm,I et le point Q2, coté 1, a pour coordonnée v,
v = h= ocn,,i.
Gela permet de marquer les origines A et B sur les axes, et, par suite, de tracer la droite AB ou P3Q3.
Les graduations (o^) et (a2) s'obtiennent immédiatement, puisque ce sont des échelles régulières de modules jimin et imm.
(*) Même remarque que pour la fig. 72 (p. 169),
Une fois les échelles (ai) et (a2) construites, l'échelle (a3) s'en déduil immédiatement par application de la Remarque qui termine le n° 60.
Les points (a3) de 0,1 à 10 s'obtiennent sur P3Q3 au moyen des droites qui joignent les points (a2), de cote décuple, au point (at) coté 10, c'esl à-dire au point Ql5 les points (a3)de 10 à 5oau moyen des droites qui joignent les points (a2) de cote double au point (at) coté 2, les points (a;() de 5o à 100 au moyen des droites qui joignent les points (a* ) de même cote au point (ai) coté 1, c'est-à-dire au point Pt.
3° Abaque de la correction barométrique. — La correction s, exprimée en millimètres, qu'il faut retrancher d'une hauteur barométrique />. lue en millimètres de mercure, pour la ramener à zéro, la température étant de t° C, est donnée par la formule
s — o, 000 [6 pt .
que nous écrirons
pour que le dernier type d'abaque de multiplication qui vient d'être examiné lui soit immédiatement applicable.
Posons donc
u — li x o,oooi6/>,
et admettons comme limites (1)
pour/) : <2i = 5oo, b\ = 800,
pour s: «2=5, b-, — o,
ce qui donne pour t
et, en outre,
fi(bi) — /i(«i) = 0,00016 x 3po = 0,048,
Si donc L est la longueur commune des échelles nous devrons avoir
Prenons
/, = icm.
Alors
rem
h= — 7â =ioio,o4o
et
f.cni
Comme ici la fonction /3(a3) est - qui pour la limite b3=o devient in-
(') Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1899, p. an.
finie, il faut, pour avoir k, appliquer la formule (2') du n° 73. D'ailleurs,
puisque
1 o^oootT)/?
on a, pour les valeurs limites s = 5, p = 5oo,
1 o .00016 X 5oo
Par suite, la formule (?/) en question donne
(I ou
et
Nous prendrons
k= ' hi = - = 2,6 666.
s/k = i,63 D - 5cmx i,63 = 8cm,i5.
Construisons donc le parallélogramme P1Q1Q2P2 (fig- 74) C * ) ayant pour
côtés 5 et 8ciii.
Fi°- -,'
tftf^P,
L'échelle (s) est immédiatement construite puisque, vu le choix de !■>, égal à icm, elle se confond avec une échelle de décimètre.
L'échelle (p) est une échelle régulière dans laquelle les points Pi et Qi sont cotés respectivement 5oo et 800; elle est donc aisée à construire, et l'on peut aussi facilement marquer son origine, point coté o, qui, jointe à l'origine Q2 de l'échelle (s), donne le support P3Q2 de la troisième échelle (t).
Le point coté o de cette dernière échelle se confond avec le point Q2 puisque t == o doit donner e = o quelle que soit la pression />, et son point
(') Même remarque que pour la fig. 72 (p. 169).
coté oo se trouverait sur Pj Qt, puisque de même t = ce donne e = oo. peut remarquer maintenant qu'on a, pour ainsi dire sans calcul,
t = 5o° avec p = 5oo,
On
Donc, joignant par une droite le point (/>) coté 5oo, ou Pl5 au point(e) coté 4> on obtient sur P3Q2 le point (t) coté 5o.
L'échelle (t) est linéaire ; on en connaît trois points (t = o), (t = oo) et (£ = 5o); il est donc facile de la construire, ainsi qu'il a été vu au n° 7, en se servant de l'échelle (s) dont les cotes seraient décuplées. Tirant la droite qui joint le point coté 5o de cette nouvelle échelle, c'est-à-dire le point P2 au point (t) coté 5o, qui vient d'être obtenu, on a, sur PiQi, le centre de rayonnement. Projetant à partir de ce centre les points (s) sur P3Q2, en décuplant leurs cotes, on obtient les points (/).
C. — Abaques a échelles non parallèles
75. Échelles concourantes. — Il est bon toutefois de remarquer qu'il peut, clans certains cas, y avoir avantage à recourir à d'autres dispositions, homographiquement équivalentes aux précédentes, mais dont la théorie peut se faire directement par une voie tout élémentaire.
Voyons, par exemple, quel genre d'équation on peut représenter par l'alignement de trois points A, B, G, respectivement pris
Fi g. 75.
sur des échelles (a, ), (a2), (a3) portées par deux axes O^ et Oy et la bissectrice O^ de leur angle {fig. 70).
(') Pour le cas de trois échelles linéaires on trouvera plus loin (Ch. M, II, B) une théorie détaillée des équations correspondantes.
L'équation de la droite AB rapportée aux axes 0^ et Oy est, en appelant /, et l> les modules des échelles (a,) et (a2),
Les coordonnées du point C, en appelant /.$ le module de l'échelle (a3), co l'angle des axes, sont
2 cos
et comme ce point se trouve sur la droite AB, on a
Si donc on prend
il vient
2 cos —
. w \hf\ r '2/2,
t:{ = 2/1 cos - ,
Telle est la forme de l'équation représentée. Il suffit de poser
'fi
CD
pour retomber sur le type d'équation du n" 66, ce qui devait être, puisque les dispositions d'abaque correspondantes sont transformées homographiques l'une de l'autre.
On peut d'ailleurs ramener d'une infinité de manières à la forme actuelle toute équation de la forme
En efTet, après avoir multiplié les deux membres de celle-ci par k et leur avoir ajouté 2 A, on peut l'écrire
Ii -h h ■ ©1 4- //. -+- /«: co2 = 2 // -t- k 93
ou
h H- /i CD* ^ -r- k CD9 2 /? -;- A ©3
Donc, en posant
Il -+- k cp i
li -h L cp2
on est ramené à la forme ci-dessus.
Cela permet, lorsque, entre les limites considérées, les fonctions cpl3 cp2 et cp3 varient de o à oc, de substituer à l'abaque de dimensions infinies que donnerait l'emploi d'échelles parallèles un abaque de dimensions finies.
Exemples. — i" Si nous prenons
fi(*i) = «* 0' = i,2,3), nous obtenons ainsi une représentation fort simple de l'équation
qui se rencontre fréquemment, notamment en Physique dans la théorie «les miroirs et lentilles sphériques. C'est aussi l'équation qui lie les modules de trois échelles à supports parallèles (n° 06).
Si l'on prend to = — (fig. 76), on a
•1 cos — == 1 cos -
Fig. 76.
Ainsi donc, si Von coupe par une transversale quelconque trois échelles régulières (ai), (a2), (a3) de même module portées sur les côtés d'un angle de 1200 et sur sa bissectrice (le point coté o de M. d'O. 12
chacune de ces échelles se trouvant au sommet de l'angle), on a, entre les cotes des trois points alignés, la relation
ai
Avec cette disposition des axes la transversale les coupe en général sous
des angles trop petits. Il est préférable de prendre a> = — • Dans ce cas
2 COS — — 2C0S- = i/j.
D'ailleurs, quel que soit l'angle w , la graduation de la bissectrice s'obtient, en projetant celle de l'un des côtés de l'angle parallèlement à l'autre.
A titre de curiosité on peut se rendre compte de la façon dont cette disposition d'abaque peut se déduire de celle que nous avait, au début, donné l'emploi des coordonnées parallèles (n° 66).
Pour plus de simplicité nous prendrons le cas où w= —• La marche
serait la même dans le cas général.
Les formules définissant le premier abaque montrent que l'équation peut se mettre sous la forme
Multiplions-la par le déterminant
Gela nous donne
d'où les équations
t| (i ï définissent respectivement les points
Ces points reproduisent la seconde disposition de l'abaque lorsqu'on fait coïncider la bissectrice de l'angle des supports, qui font entre eux
l'angle — -■> avec Oy.
i° Soit encore l'équation
sinaj sina2 = sina3
qui se rencontre dans la théorie de la polarisation elliptique. Ecrivons-la
log sin Xy -t- Iog sina2 = log sina3.
Lorsqu'un angle varie de o° à go° son log sin varie de — oo à o. Nous sommes ici dans le cas d'appliquer la remarque qui termine le n" 73. Ecrivons donc cette équation
h — k log sin ocj h — k log sin a2 ih — k log sin x:i
Posant, en appelant / un module quelconque,
h — k log sin y.{
h — k log sina2
nous aurons sur Ox et Oy deux échelles (at) et (a2) pareilles.
Pour avoir l'échelle (a3) il suffit de remarquer que pour ctv — 900, l'équation donne a3 = a2. Gela montre que l'échelle (a3) s'obtient en projetant, à partir du point (xi) coté 900, l'échelle (a2) sur la bissectrice de xOy.
Avec les données numériques xOy = 6o°, l = 6cm, h = 1, k = 10, l'abaque obtenu est celui de la fig. 77, réduction de celui qui a été construit par le capitaine d'Artillerie Lafay en vue de ses recherches sur la polarisation elliptique (1).
77. Echelles non concourantes. — Soient, maintenant, trois échelles (a, ), (a2), (a3) portées par trois droites non concourantes, c'est-à-dire formant un triangle UVW (/?#'. 78). Voyons
quel est le type d'équation représenté par l'alignement de trois points pris respectivement sur chacune de ces échelles. Le théorème des transversales donne
ou
AV.BW.CU AW.BU.CV :
AV BW GV AW ' "BU" ~ CÏJ
Puisque la position de chaque point sur l'échelle correspondante dépend de sa cote, on peut poser
AV BW
AW:^h BU ~Ju
eu
On voit ainsi que l'équation représentée est
On retombe ainsi sur la forme du n° 72, ce qui devait être.
(') Journal de Physique, 3e série, t. IV, p. 178; 189").
puisque les dispositions d'abaque correspondantes sont transformées homographiques Tune de l'autre.
En réduisant les fonctions /?(a,-) simplement à a/, on aurait tin abaque de multiplication transformé homographique du huitième type ci-dessus (n° 74, 2°). Il est très digne de remarque que ce type d'abaque a été proposé jadis par Môbius (').
Si la fonction /3 varie de o à 1 , le point C se déplace à partir de V jusqu'à l'infini sur le prolongement du côté UV. Un artifice bien simple permet de ramener à distance finie la position limite du point G. Il suffit, en effet, d'écrire l'équation
et de poser
GV
eu = 7^<
AV BW . _
"Âw"-"-'1' ~ bv = /lfi'
Il étant une constante quelconque inférieure à 1. C'est d'après ce principe qu'a été construit par le capitaine Lafay, tou-
Fi§- 79-
to ?o
so
jours en vue des recherches physiques dont il a été question plus haut, l'abaque de l'équation
tangos tanga2= sina3
(') Werke, t. IV, p. 620. C'est à l'obligeance de M. Mehmke que nous devons celte indication.
dont la jlg. 79 est une réduction. Pour cet abaque la constante h a
, , , 5 ete prise égale a - -
ET UJ\E ÉCHELLE CURVILIGNE
78. Type des équations correspondantes . — Ces équations sont celles de la forme
où y3, co 3 et d/3 ne sont pas à la fois linéaires, sans quoi l'on serait ramené au cas précédent.
Il suffit, pour les représenter, de poser
il = /i /i ,
ce qui donne
Les points définis par cette équation sont distribués sur une certaine courbe dont l'équation en u et v s'obtiendrait en éliminant a3 entre l'équation (a3)0 et sa dérivée prise par rapport à a3 ; mais il est tout aussi facile de former l'équation cartésienne de ce support. En effet, en appelant toujours o la demi-distance des origines A etB, on a
(oc,)
hfz
Tfi'
Il o
et l'équation cartésienne du support de (a3) s'obtient par l'élimination de a3 entre ces deux dernières équations.
On n'aura d'ailleurs généralement pas besoin de connaître la nature géométrique de ce support curviligne, chaque point (a3) étant construit individuellement. On aura souvent avantage à effectuer cette construction suivant le mode signalé dans la Remarque du n° 60 en se servant des échelles (a,) et (a2) préalablement construites.
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Il sera toujours bon de faire en sorte que les points (a3) se trouvent entre les axes parallèles, ce qui exige que dans l'équation (a3)0 les coefficients de a et v soient de même signe.
Si cette circonstance ne subsistait pas dans tout l'intervalle considéré on aurait recours à un fractionnement avec changement de signe sur l'un des axes. On en trouvera plus loin un exemple (n°83).
L'étude de la variation de l'angle sous lequel l'index rencontre l'échelle (a3) ne saurait se faire avec la même simplicité que dans le cas où le support de cette échelle était rectiligne (n° 73).
Mais il arrive souvent dans les applications que l'arc de courbe sur lequel est distribuée l'échelle (a3) diffère peu de sa corde. On peut alors appliquer la règle donnée à l'endroit cité comme si le support curviligne se confondait avec cette corde.
79. Premier exemple : Abaque de l'équation du second degré ('). — La présente méthode est de celles dont les applications sont le plus fréquentes dans la pratique. Nous croyons donc utile de nous étendre avec quelque détail sur plusieurs de celles-ci.
Soit, en premier lieu, l'équation du second degré
(E) z'~-+-pz -h q = o.
Pour obtenir son abaque, posons
(p) u — lip,
ce qui donne pour (z)
(Z)0 /j /2^2+ 1-2ZU -f- li V — O
ou, en appelant toujours 20 la distance AB des origines,
. rx 1 1 — L 0 z — 1 1 IvZ-
Les échelles (p) et (q) étant régulières, il n'y a pas lieu de s'y arrêter. Pour l'échelle (z), remarquons d'abord que, d'après l'expression de x, cette échelle projetée sur AB parallèlement aux axes Au et Bt> donne une
( ') C'est précisément à l'occasion de cette application et de la suivante (équation trinôme du troisième degré) que nous avons, dans notre Mémoire O.l, fait connaître le principe de la méthode des points alignés.
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échelle linéaire ayant son point coté o en B et son point coté oo en A. Il est très facile de construire cette échelle soit comme transformée d'une échelle régulière ( n° 7), soit comme dérivée d'un étalon segmentaire, si l'on a pris pour AB la longueur de cet étalon {Remarque finale du n° 7).
Si d'ailleurs /j = /2, cette échelle se confond avec l'étalon segmentaire même.
Pour achever de déterminer les points (3), il suffit de remarquer que, pour v = o, l'équation (z)0 donne
ce qui montre que la droite joignant le point B au point (z) coupe Vaxe Ku au point de V échelle (p) dont la cote est égale à z.
Donc, en coupant le faisceau des droites qui unissent le point B aux points (/>) par les parallèles aux axes menées par les points de l'échelle linéaire construite sur AB, on obtient l'échelle curviligne {z) (l), dont le support est une hyperbole facile à déterminer.
Transportons, en effet, l'origine des axes cartésiens du milieu O de AB au point B. Les coordonnées du point (z) deviennent
— •*/, ùz —LUz*
Elles montrent immédiatement : i° qu'à l'origine B la tangente est l'axe des x, c'est-à-dire AB; 20 que l'axe Au(x = — ô) est asymptote, pour
Z = co.
Tl suffit d'ailleurs de construire la portion de l'hyperbole correspondant aux valeurs positives de z. et qui est tout entière comprise entre les axes A m et Bç. Gela revient à ne construire l'abaque que pour les racines positives de l'équation (E). Ses racines négatives sont données, en valeur absolue, par les racines positives de la transformée en — z qui se déduit de la précédente par le simple changement de p en — p.
On n'a d'ailleurs besoin le plus souvent, dans les applications, que des racines positives.
En prenant l{ = l2 = 6mm,5, on obtient ainsi la courbe G2 de la Jïg. 80 ( - ).
(') On a déjà indiqué, au n° 65, une construction de cette échelle (fig- 5g), dans le cas où l{ = l2.
(2) Les relations fondamentales entre les racines zl et z2 de l'équation et ses coefficients p et g, savoir
montrent que l'abaque constitué par les axes A u et B v et la courbe C2 peut servir d'abaque d'addition et de multiplication, la droite joignant les points cotés z{ et z2 de la courbe C, coupant l'axe ku au point coté p et l'axe B^ au point coté q. De même, la droite, joignant le point (z) coté zx au point (p) coté 2Z„ passe par le point (q) coté z\.
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80. Cas particuliers divers. — Pour les applications où interviennent des équations du second degré, on dispose de lx et de /2, «le façon à donnei aux échelles parallèles, entre leurs limites respectives, des longueurs égales ou à peu près.
Fig. 80.
i° Épaisseur des lentilles plan-convexes. — Soit, par exemple, l'équation
ou
e2 — iRe ~ — - = o.
qui lie l'épaisseur e, le rayon de courbure R et le diamètre d d'une lentille plan-convexe.
L'abaque correspondant, pourt/, variant de 20mmà 100""". et II de roomi
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à 5oomm, a été construit (l) en posant
avec lx = omm,i, /2 = on,m,5.
La y?^". 81 donne une réduction de cet abaque. On voit qu'ici la portion
Fig. 81.
Millimètres
u-so-
— tf
to
ce
(') A la demande de M. Carpcntier, le constructeur bien connu d'instruments de précision.
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utile de l'hyperbole se confond très sensiblement avec sa corde, et, par suite, qu'en se servant de celle-ci au lieu de la courbe entre les droites joignant les points limites des échelles parallèles, on pourrait, en vue de la meilleure disposition de l'abaque, appliquer ce qui a été dit à propos des abaques constitues par trois échelles rectilignes dont deux parallèles
i° Volume du ballast. — Le demi-profil du ballast d'une voie de ch . min de fer est un trapèze-rectangle ayant un côté incliné à |. Si donc A est la largeur en plate-forme de ce demi-profil, h la hauteur du ballast, le volume par mètre courant, abstraction faite des traverses, est donné par
Y = bh +0,70 A2.
Ici, l'inconnue étant toujours V, on fait en sorte que l'échelle corres pondante soit située entre les deux autres. II suffit, pour cela, de poser
u='llb, v = l2V.
La fig. 82 donne une réduction de l'abaque qui a été ainsi établi pour le service de la construction de la Compagnie des Chemins de fer de l'Ouest avec
/, = 25cm, /2=i6cm.
On voit qu'ici encore la portion utile de l'hyperbole portant la graduation (h) se confond très sensiblement avec sa corde.
Pour tenir compte des traverses, il suffit de retrancher de la lecture \ une constante t représentant le volume occupé par les traverses sur un mètre courant. On peut éviter cette soustraction en dessinant sur le transparent qui porte l'index, un demi-cercle de rayon l^t ayant son centre O sur l'index (1). Appliquant alors le transparent sur l'abaque, de façon que le point O se trouve sur l'axe des v et la demi-circonférence (t) du coté des V décroissants par rapport à O, on voit que le volume V demandé sera donné par la cote du point de l'échelle (V) qui se trouvera sous le cercle ( t).
On peut même tracer ainsi plusieurs cercles (t) correspondant aux divers types de traverses employés.
Sur la fig. 82, la position de l'index marquée en pointillé montre que pour b = 3m,4, h = om, 5o, on a V=imc,8.
81. Second exemple : Abaque.de l'équation trinôme du troisième degré {-). — Reprenons maintenant l'équation trinôme du troisième degré déjà envisagée au n° 23 (20), soit
(E) zz^pZ .+- q — o.
(') Un tel artifice avait été déjà employé par M. Lallcmand pour un autre abaque (n° 137).
(2) Voir le renvoi, p. i83.
Posons
iP)
Fig. 82.
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Il vient alors, pour (.3),
( •S >0 /1 /-> -S3 + /2Zii + /1C= O,
o.ec!
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ou, en appelant toujours 20 la distance AP> des origines,
L«s échelles (/>) et (7) ci-dessus sont les mêmes que celles de l'abaque de l'équation du second degré (n° 79). Pour la troisième, l'expression de x esl aussi la môme que dans le cas du second degré. Autrement dit, la projection de l'échelle (z) faite sur l'axe AB parallèlement à ku et Bp sel la même.
Nous avons vu au numéro précédent comment on pouvait construire cette échelle projetée.
Nous allons maintenant faire voir comment, pour une valeur quelconque de s, on peut passer du point M projeté sur AB au point/? correspond;) m de l'échelle curviligne (z) {fig. 83). Bendons-nous compte pour cela de la nature du support Z de cette échelle.
Fig. 83.
rtoo
L'équation en u et v de la courbe Z, obtenue en exprimant que l'équation (z)0 a une racine double (n° 57), est
C'est donc une courbe de la troisième classe. D'ailleurs les expressions (z) de x et y montrent que la courbe Z, unicursale, est égalemeni du troisième ordre. C'est donc ce que Salmon a appelé une cubique cuspidale (*), c'est-à-dire une cubique unicursale douée d'un point d'inflexion et d'un point de rebroussement. Il est d'ailleurs très facile de vérifier que le point d'inflexion se confond avec le point B où la tangente est AB et
(') Courbes planes, traduction Chemin, p. 186.
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le point de rebroussement avec le point situé à l'infini sur la partie négative de l'axe Au, cet axe constituant lui-même la tangente en ce point.
Si, en effet, on transporte l'origine du milieu O de AB au point B, les coordonnées du point M coté z deviennent
hh
Elles montrent que, à l'origine B, la tangente est Bx, puisque, pour z y tendant vers o, lim — = o.
En outre, y, négatif pour z très petit et positif, devient positif pour z 1res petit et négatif, d'où résulte que la courbe est située de part et d'autre de sa tangente en B, c'est-à-dire que ce point B est un point d'inflexion.
Pour z = ± :o, x = — 20, y == — oo, ce qui montre que l'axe Au est une asymptote de rebroussement pour la branche de courbe située du côté des y négatifs.
Les tangentes au point d'inflexion B et au point de rebroussement Rœ se coupant au point A, le théorème général sur la construction point par point des cubiques cuspidales que nous avons fait connaître (J ) montre • pie :
Si l'on Joint le point A au point de rencontre K de la droite BP et de la symétrique de PM par rapport à Oy, la droite AK et l'ordonnée PM se coupent sur une droite fixe issue de B.
La vérification de ce théorème est d'ailleurs bien aisée avec le dernier choix d'axes de coordonnées qui vient d'être fait, c'est-à-dire avec l'origine au point B.
Les coordonnées du point K, immédiatement déduites de celles de P,
sont, en effet,
— •il^
ce qui donne pour équation de la droite AK
2ô72jk = — l\z{x -h 2§).
La première des formules (z)' qui donne Yx du point H peut s'écrire
( l ) N. A., 3e série, t. XI, p. 386, et t. XII, p. 345. Dans la première de ces deux Notes, p. 388, 2e ligne, au lieu de « par le point T », il faut « par le point I ». La démonstration ne laissait d'ailleurs aucun doute au sujet de cette faute d'impression.
Un autre théorème donné dans cette même Note (p. 3gi) montre {fig- 83) que si la parallèle à BP menée par A coupe PM en N, il suffit de prolonger AN de la moitié NT de sa longueur pour obtenir la tangente PT à la courbe Z en P.
Divisant membre à membre les deux dernières égalités, on a
X -20 li
équation qui montre que le lieu du point II est la droite BII coupant l'a\e A 11 (x = — 1 8) au point G défini par
En amenant le point P au point S surO/, on voit que BG passe par ce point. Ayant donc marqué sur Au le point G ainsi défini, on obtiendra le point P coté z, connaissant sa projection M sur ABde la façon suivante :
On mène par M la parallèle MP aux axes qui coupe BG en II, et, sur la droite AH, on prend le symétrique K du point H par rapport au point de rencontre I avec Oy. La droite BK coupe MH au point P cherché.
Remarquons d'ailleurs, comme dans le cas du second degré, que les racines négatives de l'équation (E) pouvant être obtenues, en valeur absolue, comme racines positives de la transformée en — z, qui se déduit de l'équation donnée par le simple changement de q en — q, il n'y a lieu de considérer que les valeurs positives de £, auxquelles correspondent des points situés entre les axes Au et Bv.
D'ailleurs les équations du troisième degré qui se rencontrent dans les applications n'ont généralement qu'une racine positive, et c'est la seule dont on ait besoin.
Rappelons, en outre, que, si ~0 est une racine de l'équation
pz H- q = o,
0^o est une racine de l'équation
z*-h b*pz -+- (Pq = o,
ce qui permet d'étendre l'usage de l'abaque au delà des limites de ses échelles.
Soit, par exemple, l'équation
— -2 IO Z — (JOOO
qui se rencontre dans le Mémoire de M. Gorrieri cité ci-après. Remarquant que cette équation peut s'écrire
on tend l'index entre le point (p) coté —2,1 et le point (7) coté — 9, ce qui donne le point (z) coté 2,42. On a donc
82. Cas particuliers divers. — La répartition des tôles de semelles dans les grandes poutres de pont, en vue d'assurer un travail à peu près constant du métal dans toute l'étendue de la poutre, exige, pour être opérée avec exactitude, la résolution d'équations trinômes du troisième
degré.
Dans son Traité de la stabilité des constructions (l), M. J. Pillet applique à cet usage l'abaque qui vient d'être décrit avec les données particulières que voici :
L'équation étant écrite
l'abaque est fractionné pour la valeur q — o, r. La première partie de l'abaque est définie par
la seconde par
u — p x 5ocm (de o à o,4 3 ), v — q x 2oocm ( de o à o , i) ;
u — p X 5ocm (de o à o,4^ ), ç = q x 20cm ( de o à i , i5).
On voit que les deux échelles (p) coïncident. Quant à la première échelle (</), elle coïncide avec la seconde lorsqu'on décuple ses cotes. On peut donc se contenter de marquer l'une des deux. Les deux échelles (z) correspondantes sont portées par deux arcs de courbe distincts.
L'auteur a d'ailleurs soin de faire observer que l'usage de l'abaque s'étend au delà des limites de ses échelles, grâce à l'emploi des multiplicateurs correspondants rappelé ci-dessus.
De même le calcul de la hauteur des poutres dans les travées associées dépend d'équations trinômes du troisième degré de la forme
où X représente la composante normale de la résultante de toutes les forces qui précèdent la section considérée, M le moment de cette résultante par rapport au centre de gravité de cette section, R la limite de la charge permanente par unité de surface, a et a' des coefficients qui dépendent de la forme de la section.
Pour les diverses formes usuelles de section (bois et fer), M. D. Gorrieri a fait l'application du type d'abaque ci-dessus à l'équation cubique
correspondante (2), en prenant comme variables indépendantes p = — =r>
an.
(') Paris, J895. (Voir p. 194 de cet Ouvrage.)
(2) Calcolo délie sezioni resistenti per le traviassoggettate etc. (Bullettino del Collegio degli Ingegneri ed Architetti in Bologna; 189'»).
a = —r=- pour les poutres en dois a seetion rectangulaire, p = — , a = 7 a R r r & 7 R ' l;
pour les divers types usuels de poutres en fer, distingués chacun par des
valeurs particulières attribuées à a et a'.
Les onze abaques ainsi construits sont tous fractionnés en trois pour l'échelle (p).
Il n'y a pas lieu ici de faire varier z d'une manière continue : il suffit de marquer les points correspondant aux valeurs de z qui se rencontrent dans les types de fers du commerce, et de prendre, pour chaque couple de valeurs de p et de q, la cote du point (z) situé immédiatement audessus de la position de l'index joignant les points (p) et (q). C'est d'ailleurs ce que l'auteur a eu soin de faire.
83. Troisième exemple : Abaque de l'équation de Kepler (J). — L'équation de Kepler qui lie à l'anomalie moyenne jj. l'anomalie excentrique a d'une planète circulant dans une orbite d'excentricité e est
a — e sin a — jj.,
a et \x étant exprimées en parties du rayon. Ces variables prennent donc toutes les valeurs de o à 2-tt = 6,2832. Quant à la variable e, elle reste comprise entre o et 0,4.
Remarquons en outre que les anomalies a et ;jl sont ensemble inférieures ou supérieures à tz.
Pour représenter l'équation posons
(jj.) u = hp,
Il vient dès lors pour (a)
(a)0 l%u -h ^sinap — IiIool^o
ou
^ lj sin a — li li lirJ-
v ' /iSina-t-^ /iSina-h/2
Remarquons que tant que a est inférieure à tc, x est, en valeur absolue, inférieur à S, demi-distance des origines, c'est-à-dire que le point (a) correspondant est entre les axes Au et Bc\
Pour a supérieure à ir, ce point serait en dehors des axes. Fractionnons donc l'abaque à partir de cette valeur de a, ou, puisque nous venons de remarquer que a et pi sont ensemble inférieures ou supérieures à tc, à
(') O.ll.
partir de p. = te, pour changer le sens croissant des \x sur Au. Gela revient, en désignant par a' et ;jl' des valeurs de a et [Jt. supérieures à te, à prendre pour \x'
({*') U = ^l(2TE— \l'),
en conservant l'équation (e).
Il vient alors pour (a')
(a')0 — h u -4- li sinaV -h l± Z2(2te — a') = o
ou
. . /jsina'+ /2 — l^l^ir. — a')
l\ sin a — l2 i\ sin a — /2
On voit immédiatement que le point (a') coïncide avec le point (a), dont la cote est liée à la sienne par la relation
a — 2 te — a'.
Il suffit donc de construire les points (a) pour a < te et d'inscrire à côté de chacun d'eux la cote 2 te — a, en outre de la cote oc, pour avoir du même coup les points (ce'). On pourra d'ailleurs, pour plus de commodité, inscrire ces cotes en degrés.
Pour que l'échelle ((i.) (qui, comme on vient de voir, revient sur ellemême à partir du point coté te) et l'échelle (e) eussent même longueur, il faudrait avoir
te/j = o,4 1-2 ou
3,1416/} = o,4 1% , d'où
l2 = 7rS5h.
On aurait donc des échelles sensiblement de même longueur en prenant l2 = 8/1. Sur l'abaque de la fig. 84 empruntée au Mémoire 0.11, on a pris /, = 10 l\, ce qui donne les formules
O) u=lnx,
(e) . v = rql1e,
, N ^ sin a — 10 10/1 a
sin a -t- 10 J sin a -r 10
Pour obtenir le degré de précision requis par l'Astronomie moderne, il faudrait évidemment adopter une valeur de Jx qui rendrait l'emploi de l'abaque peu pratique.
Un abaque construit avec /t = 5omm, ce qui lui donne un e hauteur de 70"", fournit aisément l'approximation du demi-degré ( l ). Sur celui de la fig. 84, on a pris lY = 10""".
-r-ft»
— os
Cet exemple particulier va encore nous permettre de faire voir comment on peut, avec une échelle curviligne, déterminer l'écartement des axes en vue de rendre aussi grand que possible le minimum de l'angle de l'index avec les échelles.
Il suffit de jeter les yeux sur la fig. &4 pour voir que ce minimum est donné par l'angle de la droite qui joint le point (;jl) coté o au point (e) coté 0,4, avec la tangente à la courbe qui porte l'échelle (a) au point coté o.
Pour calculer cet angle, transportons l'origine en ce dernier point.
Les coordonnées du point (a) deviennent alors, si l'on pose h = kl\t
klAa
sina -+- k
sina
sina-+- k
kl\ a
2 0 sin a
Le coefficient angulaire nii de la tangente à l'origine, limite de £■ lorsque a tend vers zéro est donc donné par
mi =
(') Un tel abaque peut encore rendre des services aux astronomes en leur fournissant pour l'application des méthodes d'approximation usitées pour la résolution de l'équation de Kepler, telles que celle de Gauss ( I5ailt.au>, Cours d'Astronomie, t. ÏT, p. g4), une valeur très sensiblement approchée qui dispense de tout tâtonnement.
Celui de la droite qui joint la nouvelle origine au point (e) coté 0,4, dont les coordonnées sont
est donné par
x = 20, y — o,/\kli,
La tangente x de l'angle que font ces deux droites est, par suite, donnée par
o,ik*lf ' o2+o,i£*/f
Cherchons le maximum de z.
L'équation ci-dessus peut s'écrire
xo2 — o,3/i7iO -h o, 1 k2zl\ = o.
Pour que ses racines 0 soient réelles, il faut que
ou
Le maximum de x, indépendant de k, ce qui est digne de remarque, est donc donné par
Js=0>47*>
valeur qui correspond à un angle de 25°22'3o". Pour cette valeur de x,
on a
L'écartement 20 des axes devra donc, dans cette hypothèse, être pris égal à o,632Â7i.
La disposition des échelles étant ainsi arrêtée, nous allons indiquer comment une construction très simple permet de déduire l'échelle curviligne (a) de l'échelle rectiligne ( [jl). elle-même très aisée à obtenir, puisque c'est une échelle régulière.
Supposons d'abord pour cela que nous ayons inscrit (au crayon, de façon à pouvoir les faire disparaître) les cotes des points (fjt) en degrés.
Si nous prenons comme axes de coordonnées BA (x positifs) et Bv (y positifs), les coordonnées du point P coté a (Jig. 85) sont
iol 0 lv sin a H- l2
li sin a -h U
La droite BP a donc pour équation
y lx*
et, par suite, le point M(x = 28), pour ordonnée
c'est-à-dire que le point M est celui dont la cote, sur l'échelle ([ji), est égale à celle du point P.
Eu d'autres termes :
L'échelle curviligne (a) projetée à partir du point B sur Au donne précisément V échelle (jj.), les cotes étant conservées de l'une à l'autre.
Fig. 85.
Il suffit donc, pour avoir l'échelle (a), de connaître sa projection faite sur AB parallèlement à Au. Cette projection est donnée par l'expression de x ci-dessus
lx sin a+/2
Pour construire l'échelle ainsi obtenue, il suffit de poser
sin a = t,
ce qui, moyennant l'usage d'une table des sinus naturels, ramène cette construction à celle de l'échelle linéaire
ùl,
lit ■+■ l2
Cette dernière exige simplement la détermination directe de trois points
Or on a immédiatement
pour a = o, t = o,
•^ = 20 (point A), x = -T r>
Il -h 2.1 2
Ces trois points permettent de construire l'échelle demandée dont on
n'a d'ailleurs besoin qu'entre t = o et t = i, et que nous désignerons par
(t), bien qu'elle soit cotée au moyen des valeurs de a.
Il faut remarquer, en outre, que pour deux valeurs supplémentaires de
a, on a sur AB le même point Q.
Finalement, la construction de l'échelle X se réduit à ceci :
La parallèle aux axes menée par le point Q de V échelle (t) coté
a coupe les droites gui unissent le point B aux points de V échelle
( \j.) cotés 01 et Ti — a, en des points qui sont les points cotés a et t: — a
de l'échelle (a).
B. — Abaques a trois échelles curvilignes.
84. Second abaque du fruit intérieur des murs de soutènement. — Tout ce qui a été dit des abaques à trois systèmes de droites quelconques (n° 47 et suiv.) peut être transporté corrélativement du domaine ponctuel défini par les coordonnées cartésiennes au domaine tangentiel défini par les coordonnées parallèles.
Un exemple suffira pour le bien faire comprendre.
Reprenons l'équation du n° 51
relative au calcul du fruit intérieur des murs de soutènement.
Nous aurons sa représentation au moyen de points alignés en changeant simplement x et y en u et v dans les équations (/), (p), (h) du n° 51, ce qui donne
(/) 2(l^ — i)u-+-3l(l-hi)'v — 1(1 — I) = 0,
(p) • i{ip -f- i)u -t- 3(p -h i)t> — (p -h l)(2/> -+- 1) == o,
(h) hu -!- v — h2 = o.
Ce sont trois systèmes du second degré, et les deux premiers ont pour support une même conique, de même que les systèmes de droites dont ils sont les corrélatifs avaient pour enveloppe une même conique. Les cotes l et p d'un même point de cette conique, considéré successivement comme appartenant à l'un puis à l'autre, sont d'ailleurs liées par l'équation
Si l'on construit les trois systèmes ci-dessus, on obtient la disposition représentée par la fig. 86, corrélative de celle que montre la fig. qj.
Nous avons, à la fin du n° 51, fait ressortir les défauts de cette dernière. Ceux qu'offre la disposition de la fig. 86 ne sont pas moins sensibles. On voit, en effet, que les droites joignant deux à deux les divers points des échelles (p) et (l), prises dans leurs parties utiles, coupent cette dernière sous un angle très petit. Pour remédier à ce défaut, nous allons appliquer
ici la transformation homographique exposée au n° 60, qui renvoie pour les formules au n° 49.
Fig. 86.
Faisant varier l et p de -| à i, proposons-nous de faire en sorte que le quadrangle limite formé par les points
soit le rectangle des points
l'unité de longueur étant d'ailleurs prise égale au demi-écartement des axes.
Nous référant aux notations du n° 49, posons
H(0= Vi+ J* «pi H- v 4*lf
G(p) = "kf-2 -h \J- <?2 + v 4^2 5 K(A) = X/3-h {ACp3-+- V^3,
et de même avec les accents prime et seconde. Les fonctions y,, cp/, -L, étant ici
y2 — txp + -2, ©g = 3jo -h 3,
nous avons
H(/) = (2X + 3fx — v)/2-+-(3flH_v)/ — 2X5 G(p) -~ — 2v/?2-{- (4 X -1-3^ — 3v)/? -r- 2X + 3 [i. — v, K(A) = — vM+ X/i -h jx,
et les équations des points (/), (/>), (/?) s'écrivent
Les conditions imposées au quadrangle limite donnent donc les relations
O^Uo,
Les équations (5) et (7) développées sont
X -4- [J. — V = o, 8X -f- gji. — 6v = o
X [Jt v
d'où
Les équations (r) et (3) sont
d'où
6 X' — c)[Jt' — v' — o,
Les équations (2) et (8) sont
8X"-t-9[j»"— 6v"=o, d'où
Enfin les équations (4) et (6) sont
ou, en tirant les X et les p en fonction des v des équations (9 ), (10) et (11),
lov -h
iov'
Prenons
Les équations (9), (ro), (11) nous donnent alors
X- -6, X'- — 1, X"=io
{* = 4» lJ-'= 0, (.1"= o.
Portant ces valeurs dans les expressions des H, G et K écrites plus haut, nous avons
H'(Z) =2(/-i)(2/-i), H"(0 = io(Z — i)(/-h3j,
G(p) = 2(/>— 0(27? — i), G'O) =:-2(2jP + l)(3/?-i-2),
K(/0 =2(A.— i)(A — 2), K'(/0 = h(6h — i), K'r(h) = — 5h(lh — 3),
d'où enfin, pour les équations des systèmes (/), (/>) et (A),
(O2 (*+.a)(Z+3)KH-(Z — 0(2/ — i)e-hr>(/ — i)(/-+- 3) =o:
(P)z {P — OC2/3 — ï)a + (2jP + l)(3^ + 2)P — 5(2/> — l)(2/) -h 1) — - o,
Voyons comment on peut construire ces divers systèmes qui constituent des échelles curvilignes {fig. 87).
Echelle (/). — On a immédiatement les points cotés 1 et o,r>, qui sont, d'après la détermination même qui vient d'être faite,
IL = O
c'est-à-dire
puis les points cotés — 2 et — 3
c'est-à-dire
on fin le point coté ce
(oo) u -f- 2f -f- 5 == o,
c'est-à-dire x
L'échelle curviligne (/), projetée successivement de chaque point (—2) et ( — 3) sur une parallèle à la droite joignant ce point au point (»),
Fig. 87.
donne une échelle régulière, et, comme on connaît les points (1) et (o,5) de ces échelles régulières, la construction en est des plus aisées.
Echelle (/?). — Les quatre points (/) cotés (1), (o,5), ( — 1) et ( — 3)
sont les points (p) cotés ( — o,5), ( — - ) > (1) et (o,5), en vertu de la re-
marque faite au début de ce numéro, qui se vérifie d'ailleurs sur l'équation (p)->.
Quant au point (00), il est ici
u H- )V — 10 = 0, c est-a-dire x = -> y = -■
La construction sera la même que pour l'échelle (/), les centres de rayonnement étant ici
(-0,5) [ou (l = i)], et (-- |) [ou (/ = o,5)]. Echelle (A). — Pour l'échelle (/*), on a tout de suite les points
p = 1, c'est-à-dire x = 1, jp = 1,
On voit que les points (h) cotés o, i et c© coïncident respectivemenl avec les points {p) cotes , i et ce.
D'ailleurs, l'équation donnée montre que, quel que soit A, pour /— i.
on a
Donc les droites joignant le point (/), coté 1 aux divers points (A). passent par les points (p) cotés 2/1 — 1, ce qui simplifie grandemenl la construction de l'échelle (h), puisque, à une simple modification des cotes près, l'un des faisceaux qui ont servi à obtenir l'échelle (p) sert égalemenl pour l'échelle (h).
IV. — Application de la méthode des points alignés à la représentation de lois empiriques.
80. Abaque de la vitesse d'un train remorqué par une locomotive de type connu. — Lorsque trois variables sont liées entre elles par une loi qui n'est connue qu'empiriquement, on peut toujours, comme nous l'avons vu, en faire la représentation au moyen, d'un abaque cartésien (n°16). La méthode dés points alignés exigeant que l'équation représentée offre certains caractères fonctionnels, très généraux, il est vrai, on est en droit de se demander si elle pourra également se prêter à la représentation de lois empiriques à trois variables.
La meilleure façon de répondre à la question est de donner quelques exemples d'une telle représentation.
En premier lieu, il se peut que l'empirisme de la loi n'intervienne que dans la détermination d'une fonction de l'une des variables, liée aux autres variables par une formule mathématiquement déterminée.
C'est le cas pour une formule, traduite en abaque à points alignés, par M. M. Beghin, ingénieur de la Gie des chemins de fer départementaux ( ' ).
Soient :
M et R,„ le poids et la résistance par tonne de la machine; T et R^ les mêmes quantités pour le train remorqué; r la rampe de la voie en millimètres, E l'effort de la machine.
(') A. P. C., livraison d'octobre 1892, p. 54$.
On a, entre ces quantités, la relation
E = M(RIIt + r)-hT(R,-*r).
Pour une machine donnée, M est une constante; quant à E, Rm et R^, ce sont des fonctions empiriques de la vitesse V. L'équation ci-dessus lie donc en réalité les trois variables r, T et V.
Remarquons qu'elle peut s'écrire
Si l'on pose
P étant le poids total du train, qui peut être pris comme variable indépendante au lieu de T, elle devient
F(V) = P[*(V)-t-r] ou
Sous cette forme, et regardant les variables r, P et V comme at, a2 et a3, on voit immédiatement qu'elle rentre dans le type du n° 78. Il suffit donc, pour la représenter, de poser
ce qui donne
(V) l2u-h lx F(V)v-+-lll2&(Y) = o.
Les échelles (r) et ( P), respectivement portées par les axes Au et Bp, sont faciles à construire. L'échelle curviligne (V) peut également être construite lorsqu'on connaît empiriquement F(V) et 4>(V), c'est-à-dire un tableau, sous forme numérique ou sous forme graphique (nos 9 ou 12), des valeurs de ces fonctions correspondant à diverses valeurs de V. Au surplus, si les vitesses extrêmes entre lesquelles on applique la formule ne sont pas très éloignées, la fonction 4>(V) varie peu dans l'intervalle, et en représentant par k sa valeur sensiblement constante on voit que les points (V) sont distribués sur la droite, dont les coordonnées parallèles sont
u — — lik, ç = o.
Mais M. Beghin a fait la remarque que, à défaut même de la détermination empirique des fonctions F et <ï>, l'échelle (V) pouvait être construite lorsqu'on disposait d'un tableau d'essais. En effet, prenant des
couples de valeurs de /• et de P correspondant à une même vitesse \ , 01 n'a qu'à unir par des droites les points cotés, au moyen de ces valeurs su
QO
les échelles (/•) et (F). Ces droites devront passer par le point coté au moyen de la valeur de V considérée. Cette façon de procéder est conforme à la Remarque faite à la fin du n° 60. Elle a en outre, ici, l'avantage de per-
mettre de rectifier des erreurs d'expérience, attendu que toutes les droites répondant au cas où V a la valeur donnée doivent passer par un même point.
La fig. 88 reproduit l'abaque de M. Beghin, construit avec les modules lx = i im5 /2 = 4mm, pour la machine de 25 tonnes des chemins de fer corses.
La position de l'index tracée en pointillé, correspond à l'exemple numérique /• = iomm, T = 701, ou P — o/5 T, pour lequel on a V = 3>.km.
86.- Abaques du tir de siège. — Dans l'exemple précédent, il s'agissait d'une équation ayant mathématiquement la forme requise pour l'application de la méthode des points alignés, mais dans laquelle l'une des variables entrait sous des signes fonctionnels qui n'étaient définis qu'empiriquement. Il arrivera plus souvent que la loi unissant trois variables ne se présentera pas sous la forme d'une équation remplissant une telle condition, mais que, an degré d'approximation requis par la pratique, on pourra l'y amener. Voici un exemple remarquable de ce cas, que nous empruntons à un intéressant travail du lieutenant d'artillerie Lafay (*) (aujourd'hui capitaine).
La charge G d'un canon dépend de la vitesse initiale V qu'on veut imprimer au projectile, et celle-ci est fonction de la portée P et de ce que les artilleurs appellent V angle tabulaire <£.
Il s'agit donc, pour déterminer la charge G ou, ce qui revient au même, la vitesse Y, de construire un abaque donnant Y lorsque P et 4> sont connus.
Ayant remarqué que, pour de petites valeurs de <£, la relation qui unit ces quantités peut prendre la forme
sina* =/(V)F(P),
où y et F sont des fonctions connues empiriquement, on est conduit, pour chercher à étendre cette formule, à de plus grandes valeurs de <ï>, après avoir gradué les axes cartésiens Ox et Oy suivant les lois
x= /F(P), y = l sin 2<ï>,
à marquer sur le quadrillage ainsi obtenu les points correspondant à des couples de valeurs de P et de 4» donnant, d'après l'expérience, une même valeur de Y et à unir, pour chaque valeur de Y, ces divers points par une ligne {fig. 89).
Cette ligne passe par l'origine et reste d'abord presque confondue avec sa tangente en ce point, ce qui explique que,- pour les petites valeurs de 4>,
(') Revue d'Artillerie, octobre 1890.
Le colonel Langensheld, de l'artillerie russe, a étendu aux mortiers de côte le travail que le lieutenant Lafay avait réalisé pour notre canon de i55 long.
la formule ci-dessus est sensiblement exacte. Mais clic ne tarde pas à s'en écarter. Pourtant, si l'on ne considère que sa portion MN correspondant aux valeurs pratiques de la portée (;>ooo£ P £ 5ooo pour le mortier, par exemple), on reconnaît que l'arc ainsi limité diffère peu d'une droite qui, prolongée de part et d'autre, est dessinée en trait mixte sur la figure.
Fig. 89.
On peut, avec une approximation suffisante, substituer, entre les limites considérées, cette droite, à la courbe donnée par l'expérience, et eela pour toutes les valeurs pratiques de V. L'abaque défini en coordonnées cartésiennes peut, dès lors, être transformé en un abaque à points alignés (n°59).
C'est ainsi qu'a été obtenu l'abaque dressé par M. Lafay, dont \ajlg. 90 est une réduction.
A l'échelle de l'angle tabulaire a été accolée celle de la hausse correspondante, à l'échelle de la vitesse initiale celle de la charge pratique.
Nous nous sommes borné, pour les besoins de notre exposé, à extraire du travail très intéressant de M. Lafay l'exemple précédent, mais ce savant officier a traité de même les divers calculs que soulève le tir des pièces de siège et a réuni tous les abaques correspondants sur une même planche de 34cm sur 38cm, des lettres de référence indiquant la façon dont les diverses échelles doivent être associées.
Cette possibilité de réunir les divers abaques dans les limites d'un cadre étroit, par juxtaposition de leurs échelles respectives, est un avantage sérieux à l'actif des méthodes qui n'utilisent que des systèmes de points cotés.
87. Abacjue des consommations théoriques d'une machine à vapeur. — Voici enfin un cas bien remarquable, traité par M. Râteau, ingénieur au Corps des Mines (*), où, comme on va voir, l'emploi de la méthode des points alignés a permis non seulement de représenter une relation empi-
(') Annales des Mines, février 1897
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rique unissant trois variables, mais encore de mettre en évidence une loi physique qui n'avait pas été soupçonnée jusque-là.
La consommation théorique K d'une machine à vapeur dépend des pressions P (amont) et p (aval) entre lesquelles elle fonctionne. K s'exprime d'ailleurs en kilogrammes par cheval -heure, P et p en kilogrammes par
centimètre carré.
Fig- 91-
Pression aval en kilogrammes par Cm 2
Guidé par l'intuition, M. Râteau a eu l'excellente idée de construire les lignes d'égale consommation (K) sur un quadrillage logarithmique 0)dé-
(») Les exemples analogues sont tellement fréquents dans la pratique qu'on ne saurait d'une manière générale trop recommander ce mode de représentation aux physiciens. Il existe d'ailleurs maintenant, dans le commerce, du papier quadrillé logarithmiquement, ainsi que nous l'avons dit au n° 28 ( note (') de la p. 62). Nous tenons, à ce propos, à rapporter que le professeur C.-V. Boys, dont, en mai 1896, nous visitions le laboratoire du Collège de Science à Londres, nous disait avoir systématiquement recours à ce mode de représentation qui, dans un grand nombre de cas, lui avait été du plus utile secours.
fini par
Hogp, JK = /IogP,
et il a ainsi constaté, au degré d'approximation permis par l'expérience, que ces lignes (K) se confondaient avec des droites (fig. 91). C'était un premier point déjà intéressant; il en résultait que l'équation unissant les variables K, p et P est de la forme
/(K)log7? + cp(K) log P + <KK) = o.
Mais lorsqu'on jette les yeux sur la fig. 91, il ne paraît guère facile de reconnaître si les droites obtenues sont ou non concourantes, vu que leur point de concours, s'il existe, se trouve fort éloigné des limites du dessin. Afin d'en décider M. Râteau a eu recours à la transformation de cet abaque à droites entrecroisées en un abaque à points alignés, suivant le mode indiqué au n° 59 (*), ce qui lui a donné la fig. 92.
On voit ainsi que les points cotés (K) viennent, dans les limites au moins de l'expérience, se disposer en ligne droite, d'où l'on doit conclure que les fonctionsy, <p et <l», précédemment laissées arbitraires, sont linéaires par rapport à une même fonction -y de K. On a donc
et l'équation encore inconnue que représente l'abaque doit être de la forme
O -h bi)\ogp +(«' -h 6'^)logP 4- a" -h b"y = o.
Pour avoir la représentation de cette équation en points alignés, en plaçant les points (K) entre les axes parallèles Au et Bv, on pose
u = l log/>, v = — / log P, .1 étant un module quelconque, ce qui donne
(a-{-byJu — (a' + b'y)v + /(«" + b"y) = o. L'ordonnée du point que définit cette équation est
— l{a"^-b"yj
et, par suite, la formule qui définit l'échelle (K) sur son support,
(l) U faut observer qu'on est ici dans un cas où s'applique la première remarque de la note au bas de la p. i3o. C'est pourquoi les sens croissants des échelles (P) et (p) sur \ajig. 92 se trouvent inverses l'un de l'autre.
/' étant le module dont la projection sur la direction des axes \ u et lie
est égale à /.
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Pour analyser cette graduation, remarquons que, dans le cas théorique où les pressions d'amont et d'aval seraient égales, la consommation K serait infinie, quelle que fût cette commune valeur P de la pression. Or,
toutes les droites unissant deux à deux les points (p) et (P) de même cote passent, d'après les formules qui définissent ces mêmes échelles, parle point
c'est-à-dire par le milieu de la distance des origines non marquées AetB. Prenant donc le point de rencontre d'une quelconque de ces droites avec le support du système (K), on a le point E coté oo.
Si maintenant en chaque point de l'échelle (K) on élève une perpendiculaire proportionnelle à sa cote, on obtient la courbe représentative de la fonction définie par cette échelle (n° 3). Or cette courbe, qui a nécessairement pour asymptote la perpendiculaire élevée en E au support EF de l'échelle, semble au premier coup d'œil se confondre avec une hyperbole équilatère. Admettant cette hypothèse, on peut, au moyen de théorèmes connus sur l'hyperbole équilatère, en faire la vérification graphique (*); elle se trouve ainsi justifiée.
Il en résulte que la formule définissant l'échelle (K) est de la forme
ce qui aura lieu, en vertu de la formule écrite plus haut, si
b" = o, et
L'équation prend donc la forme
(a-+- 6K)log/?+ (a' + 6'-K)log P + a" *= o,
et comme, ainsi que nous venons de le voir, p = P doit toujours donner K = oo, il faut, en outre, que
Gomme d'ailleurs b et b' ne sauraient être nuls, car K disparaîtrait de l'équation, nous pourrons poser b = i, et nous voyons finalement que l'équation cherchée est de la forme
(a-f-K)logp-f-(a' — K) log P -h a" = o.
(') Soient, par exemple, M et N deux points quelconques de l'hyperbole. Menons par chacun de ces points des parallèles aux directions asymptotiques; nous formons ainsi un rectangle dont la seconde diagonale coupe l'asymptote connue au centre O de la courbe. Cela posé, si une droite quelconque menée par O coupe en I et en J les parallèles aux asymptotes menées par l'un des points M ou N, le quatrième sommet du rectangle, dont les trois premiers sont M ou N, I et J, appartient à la courbe. On trouve ainsi que si, pour construire l'hyperbole, on a porté perpendiculairement à EF les ordonnées y = XK, la seconde asymptote est définie par y — o,^.
ÉQUATIOx\S A TROIS VARIABLES. ABAQUES A ALIGNEMENT. 2l3
Portant dans cette équation des systèmes de valeurs de K,/> et P donnés par l'abaque, et traitant les équations linéaires en «, a', a" ainsi obtenues par la méthode des moindres carrés, on trouve
a = —o,85, a! = — 0,07, «" = 6,95. L'équation cherchée est donc, si l'on change tous les signes,
( o,85 — K) log/> + (K + 0,07) log P -- 6,95 = 0,
d'où
6,()5 — 0,92 log P
log P — log/?
Telle est l'expression mathématique de la loi suivant laquelle K dépend de P et p.
Elle cadre remarquablement avec les données de l'expérience, comme M. Râteau le fait voir dans son Mémoire (1).
Le point sur lequel nous insisterons ici, c'est l'importance qu'a présentée, pour la recherche qui vient d'être résumée, l'emploi de la méthode des points alignés. C'est elle, en effet, qui, en permettant de reconnaître que les éléments cotés (K) formaient une série linéaire, et en ramenant l'analyse de la graduation correspondante à celle d'une simple échelle rectiligne, a rendu possible la détermination complète de l'équation qui traduit analytiquement la loi suivant laquelle K dépend de P et p.
V. — Abaques dérivés des abaques à points alignés
A. — Abaques a double alignement (2).
88. Principe général. — Supposons que les variables a, a, et a2 d'une part, a, a3 et a4 de l'autre soient liées par des équations
(*) On doit encore à M. Râteau l'idée d'un ingénieux dispositif qui permettrait de réaliser mécaniquement l'abaque à points alignés ci-dessus (A. F. A. S.; congrès de Pau; 1892). Supposons une masse gazeuse, de pression p, emprisonnée sous une cloche flottante. Les variations de p entraîneront des variations de niveau de la cloche, et l'on conçoit que l'on pourra déterminer le profil de celle-ci de façon que ces variations de niveau soient proportionnelles à celles de log/?. Les extrémités de deux tiges verticales fixées respectivement sur deux telles cloches donneront ainsi, par leurs déplacements, les variations de log/? et de logP, et pourront, par suite, servir à marquer, sur les échelles parallèles de la fig. 92, les points cotés (p) et (P). Si donc un fil est constamment tendu ( grâce, par exemple, à deux petites poulies et deux contrepoids égaux) entre les extrémités de ces tiges, il coïncidera à chaque instant avec la position de l'index qui, par sa rencontre avec l'échelle intermédiaire, fait connaître la valeur de K.
(2) Désignés dans notre Note O. 30 sous le nom d'abaques à pivotement.
telles que
/(a) cp(a) ^(a)
/i(«i) ?i(*i.) <W(ai)
/2(a2) cp2(a2) ^2 ( ^2)
/3(a3) cp3(a3) ^3(a3)
/4(at) cp4(a4) <K(a4)
Chacune d'elles sera représentable par un abaque à points alignés, et l'on voit, puisque les fonctions/, <p, <|/ sont les mêmes dans les deux équations, que leur échelle curviligne (a) sera la même. Par suite, les deux abaques pourront être construits avec cette échelle en commun {fig. 93).
Fig. 93.
Si l'on se donne les valeurs de trois des variables a,, a2, a3, aJ les équations (E) et (E;) permettent de calculer celle de la quatrième, en plus de celle de a.
Sur l'abaque la droite passant par les points cotés at et a2 et la droite passant par les points cotés a3 et a4 se coupent au point coté a.
Or il peut arriver qu'une équation entre quatre variables al5 a2, a3, a4 résulte de l'élimination d'une variable auxiliaire a entre deux équations telles que (E) et (E').
Le diagramme qui vient d'être construit fournira donc dans ce cas une représentation de l'équation considérée.
Son mode d'emploi, pour obtenir a4, par exemple, connaissant ai5 a2 et a3, se réduira à ceci :
Faire passer l'index par les points cotés ol{ et a2, puis le faire pivoter autour du point oit il rencontre V échelle (a)
jusqu'à ce qu'il passe par le point coté a3. // coupe alors la dernière échelle au point coté a4.
Comme, en général, on n'aura pas besoin de connaître la valeur correspondante de la variable auxiliaire a, on pourra se dispenser de marquer la graduation relative à cette variable; il suffira de tracer son support qui sera dit la ligne des pivots. Si pourtant on veut, dans chaque cas, repérer la position du pivot, on n'aura qu'à marquer sur cette ligne une graduation absolument quelconque.
L'abaque ainsi constitué par l'accolement de deux abaques à points alignés ayant une échelle commune sera dit, pour rappeler son mode d'emploi, un abaque à double alignement.
On peut, dans le cas le plus général, former le type des équations ainsi représentables.
Remarquant que l'une des fonctions/, cp, ^, la dernière, par exemple, peut toujours être remplacée par l'unité, et posant, pour abréger l'écriture
at bt ajbj
= [aibj],
nous voyons que les équations (E) et (E') peuvent s'écrire
/(a)[?3^] + ?(«)[ W^J + LA^J^ o.
De là, en posant encore pour abréger,
[atbj] [ciclj] [akcti] [ckd{]
= [aibj, ckdi],
nous tirons
[?i<ta<kA]
Donc, si G et T sont les fonctions inverses respectivement de/ et de cp, le résultat de l'élimination de a sera
\L?l4'ï><kA]/ ~ \L?1(V2, ^3/4
La forme de cette équation est, comme on voit, assez compliquée; mais il n'y avait qu'un intérêt purement théorique à faire voir la façon dont elle pouvait être obtenue.
cp2 (j;2
Dans ce cas l'équa-
2l6 CHAPITRE III.
En pratique, on n'aura guère à appliquer la méthode que dans
le cas où l'échelle auxiliaire (a) sera une échelle régulière,
c'est-à-dire où, dans les équations (E) et (E'), la fonction /(cl) se
réduira à a, la fonction <p à i et la fonction fy à o. Ces équations
s'écrivent alors
et l'élimination de a, faite immédiatement, donne
Échelles rectilignes et parallèles
tion donnée est de la forme
On la décompose immédiatement en
et
On peut construire les abaques de ces deux dernières équations, dont l'accolement par l'échelle (a) produira l'abaque à pivotement demandé, par l'un ou par l'autre des procédés suivants qui, bien entendu, ne sont pas théoriquement distincts, mais qui, en pratique, présentent une différence sur laquelle on insistera plus loin.
Premier procédé. — Pour représenter l'équation (E') on peut poser
(ai) u\ = h/u
(a) u — — la.
Il vient alors pour a2, en vertu de ce qui a été vu au n° 66,
(a2) u2 = — h Ai
avec
Taxe A2 u2 {fié- 94) étant d'ailleurs tel que
ou, si l'on tient compte de (i), que (f)
Représentant par xK et x2 les distances des axes A, u{ et A2?/2
à l'axe Au des pivots, on peut écrire (2)
Xi li
De même l'équation (E") sera représentée par
^3 — hfzi 11 — — /a,
/ ayant la même valeur que ci-dessus, et
(!) On voit, que, dans ce cas particulier, on retombe sur le principe de la composition des échelles (n° 70).
avec
(3) et
fi
On obtient ainsi la disposition de \&fig. g4 (').
Les cinq modules /, /,, /2, /3, /., ne sont astreints à vérifier que les égalités (i) et (3). On pourra donc chercher à les déterminer en vue de la meilleure disposition de l'abaque.
Comme on connaît les limites (2) entre lesquelles, pratiquement, reste comprise chaque variable, on peut calculer les différences 8,, o2, £3,84 entre les valeurs extrêmes des fonctions /i,/2,
Si, dès lors, on veut faire en sorte que les échelles (a< ) et (a2) d'une part, («■§-) et (a4) de l'autre aient même longueur, on posera
Ces deux équations jointes à (1) et (3) permettent d'exprimer quatre des modules en fonction du cinquième, / par exemple. On trouve ainsi
Les quatre échelles seront de même longueur si /< B< c'est-à-dire
0, Oo = Oq — Ô,..
(') On peut, sur cette figure, placer les systèmes (a,), (a2) d'une part, (a3), (a4) de l'autre, de côtés différents par rapport à l'axe Au des pivots, afin de la rendre plus claire. Mais rien n'empêche évidemment, pour réduire la largeur de l'abaque, de placer les deux couples de systèmes associés d'un même côté de l'axe Au.
(2) Théoriquement, les valeurs limites de trois des variables prises comme indépendantes entraînent celles de la quatrième ; mais, en pratique, celle-ci reste généralement comprise entre des valeurs plus resserrées que ces limites théoriques, et qui résultent des données fournies par l'expérience.
Il ne resle plus qu'à choisir le module / pour que les diverses graduations donnent le degré d'approximation exige'.
Second procédé. — On pose
enfin
(«) avec
la.
Dans ce cas, l'axe des pivots est situé à la fois entre les échelles (a<) et (a2) et entre les échelles (a3) et (a4) {fig> ç)5), les distances
Fi
( — ^Pj *
#,, ^2> ^35 2? 4 de cet axe aux supports parallèles de ces échelles étant telles que
fi
Si l'on veut ici que les échelles (a,) et (a2) d'une pari, (a3) et (a4 ) de l'autre soient de même longueur, il faut avoir, en appelant toujours oM 3o, 83, ùrt les différences entre les valeurs extrêmes des fonctions ft, /2, /3, /4,
/jSjrrr /2 ^2j ^3°3 — ' 4 °4 >
ce q
ui donne
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Ol
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Les quatre échelles seront de même longueur si /± S1 = /3S3, ou
Dans ce cas, comme dans le précédent, si /1 = /3 et /2 = /4, on peut faire coïncider les supports des échelles (a4) et (a:î) d'une part, (ou) et (a4) de l'autre. Il suffit, pour cela, de placer les deux graduations d'un même support de part et d'autre de ce support, en adoptant le même côté pour celles qui doivent être associées par le moyen de l'index.
Comparaison des deux procédés. — Le premier procédé présente l'avantage (surtout lorsque les deux couples d'échelles associées sont d'un même côté de l'axe des pivots) que les deux points dont il faut prendre l'alignement avec l'index sont, pour chacune des deux positions de celui-ci, du même côté du pivot. Lorsque cette condition est remplie, on peut se servir pour l'index d'un fil tendu que l'on fixe sur le pivot. Si elle ne l'est pas, comme dans le second procédé, on ne peut plus fixer le fil sur le pivot, et, pour repérer la position du pivot, il convient de munir l'axe sur lequel il se trouve d'une graduation d'ailleurs absolument quelconque. En revanche, ce second procédé a l'avantage de limiter la longueur de la portion utile de l'axe des pivots à celle de la plus grande longueur des échelles parallèles {fig* q5), tandis que, dans le premier cas, elle la dépassait sensiblement, à moins que l'on ne diminuât beaucoup la longueur des échelles P3 Q3 et P4Q4
{fig- 94).
Cette seconde considération l'emportera généralement sur la
première. Toutefois, il y aura des cas où, pratiquement, les points
extrêmes des échelles P2Q25 P4Q4 n'auront pas à être associés
respectivement à toute la partie utile des échelles PiQi, P3Q3, en
sorte que la longueur de la portion utile PQ de l'axe des pivots se
trouvera réduite.
Manière d 'effectuer la construction. — Quel que soit le pro-
cédé employé, on effectuera la construction de la même manière, une fois qu'on aura arrêté les valeurs des modules /, , /.>, /.,, /.,.
On commencera par tracer l'axe des pivots, puis les supports, en observant, pour leurs écartements par rapport à cet axe, les relations (2) et (3) dans un cas, (6) dans l'autre.
Cela fait, on construira, tout à fait indépendamment les unes des autres, et seulement en vue de la meilleure disposition à obtenir trois des échelles, (a,), (a2) et (a3) par exemple, réduites à leurs portions utiles P 1 0 ( , P2Q2} PaQ.v
Pour fixer la position de la quatrième échelle sur son support, il suffit de fixer celle d'un de ses points. Or il sera toujours facile, par une particularisation convenable, d'obtenir un système de valeurs de oc°, x°, aîj et aj satisfaisant à l'équation. Dès lors, la droite, joignant Jes points cotés aj et a", coupera l'axe des pivots en un point, et la droite unissant ce point au point coté aj coupera le support de la quatrième échelle au point où devra se trouver la cote a°. Ce point suffira pour déterminer la position de cette dernière échelle.
90. Exemples. — Nous allons donner des exemples de l'un et de l'autre procédé :
i° Abaque des poutres uniformément chargées. — Si une poutre à
section rectangulaire de largeur b et de hauteur h supporte une charge
uniformément répartie q par mètre courant sur une portée/?, on a, entre
ces quantités, la relation
qp*- bh*
k étant la limite de travail admise pour le bois par unité de surface (par exemple 6oks par centimètre carré). D'ailleurs la valeur commune des deux membres de cette égalité est le moment de flexion de la section la plus fatiguée.
Posant
nous pouvons écrire cette équation
logq -+- 2log/> = log6 -+- 2 logA -h Iog/ii. Prenant donc
nous aurons, par application du premier procédé, l'abaque à double alignement correspondant, en posant
(q) "i = Mog?,
(h) ui = —h(*logh-h\ogki),
m2 = — /2 ilogp,
avec
La fig. 96 donne la réduction au tiers de l'abaque construit d'après ce procédé par M. J. Mandl, lieutenant du Génie dans l'armée autrichienne (*), avec les modules
/2=4cm,72,
cm —
6cm.35.
Les échelles graduées sont alors définies par
Ul= 7cm,o xlog?, w2 = — 9cm544 x log/?,
ï^3 = I2C"',7 x log b,
uk~— i2cm,7 x logé — 6,35 X logÀY
Si l'on se reporte à la manière d'effectuer la construction indiquée à la fin du n° 89, on verra qu'il est inutile de calculer le terme constant du second membre de cette dernière formule.
M. Mandl a complété cet abaque (2), par un dispositif ingénieux qui permet de déterminer b et h en vue de rendre la section de la poutre semblable à un rectangle donné. Posons
(x) Mittheilungen ùber Gegenstànde der Artill.-u.-Genie-Wesens, 1893. La disposition de la fig. 96 suppose le sens positif pris du haut vers le bas.
(2) Sur l'axe des pivots, l'auteur, d'après la remarque faite plus haut, aurait pu inscrire les valeurs du moment de flexion. Il a préféré, avec juste raison, inscrire les numéros d'échantillon des fers du commerce, de type courant en son pays, qui donnent ce moment de flexion. La graduation de gauche se rapporte à des fers à double T, celle de droite à des fers à U. L'index tendu entre le point coté q et le point coté p venant rencontrer l'axe des pivots en un point, il suffit, sur chaque graduation, de prendre le numéro inscrit au-dessus de ce point pour savoir quel est le type de fer correspondant à adopter. Pour l'exemple numérique indiqué en pointillé (/? = 4m, 60, q = o\ 44), on a le choix entre le fer à double T n° 16 et le fer à U n° 30. Les fabricants de poutres en fer devraient joindre un abaque de ce genre à leur album d'échantillons pour tous les types de sections.
Fig. 96.
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Nous avons alors
\ogb — log/? = logX.
Or, si nous faisons un changement d'origine sur l'axe A4?£4, et si nous remettons Z3 à la place de i2cm,7, nous pouvons écrire les formules définissant les échelles (b) et (h),
u*= 41og6, m4 = — /3log/i.
Nous voyons donc que, pour les couples de valeurs satisfaisant à la relation ci-dessus, nous aurons
w3 + M4= ^logX.
Cette équation définit un point (X) situé sur la parallèle équidistante des axes A3w3 et A^u^. Donc, pour que la section ait la similitude définie par une certaine valeur de X, il suffira que V index passe par le point (X) correspondant.
Ayant tracé la parallèle équidistante des supports des échelles (b) et (/*), il n'y a qu'à joindre par une droite les points cotés b0 et /i0, tels que
pour avoir sur cette parallèle le point (X) correspondant. C'est ainsi, par exemple, que les droites joignant le point (h) coté 20 aux points (b) cotés i5
et 20 donnent les points A et B correspondant respectivement à X = - et
Les lignes pointillées de la fig. 92 montrent les positions de l'index pour l'exemple numérique p = 4tn,6o, q = ol,44-
our A = - ,
on a
6 = T7cm, h = 23cm,
b = h= 2icm.
20 Abaque de V écoulement des gaz par des tuyaux. — M. F. Gaud a reconnu que l'écoulement des gaz dans les tuyaux obéissait à l'équation ( l)
/iD3=i655AQ2,
ou
h représente la perte de charge kilométrique exprimée en millimètres
d'eau ; D le diamètre du tuyau en centimètres; A le poids du mètre cube de gaz en kilogrammes; Q le débit horaire en mètres cubes.
(') Bull. ojf. de la Soc. techn. de l'Acétylène, 2e année, p. i36; 1898.
Pratiquement, d'ailleurs,
h reste compris entre o,t et 3oo.
D » o,5 et 25,
A » 0,08 et 3,
Q » o,oo5 et ioo.
Écrivons d'abord l'équation ci-dessus sous la forme
log A -+- 5 logD = log A -+- 2logQ -h log iG55.
D'après la remarque faite plus haut, il n'y a pas lieu, pour la construction des échelles, de tenir compte de la constante. Nous poserons donc, suivant le second procédé,
(h) U\ = l\ logA,
(D) u2 = h 51ogD,
(A) w3=/3logA,
(Q) w4=^2logQ.
Nous avons d'ailleurs
§! = log3oo — logo, i =3,47, o2= 5(log25 — logo, 5) =8,49, o3= log3 — logo,o8 =1,5;,
o4 = 2 (log 100 — logo,oo5) = 8,60.
Par suite,
Ces deux quantités étant peu différentes l'une de l'autre, les longueurs des échelles, supposées égales pour chaque couple, n'auront elles-mêmes, entre elles, qu'une petite différence.
L'égalité rigoureuse pour chaque couple exigerait que l'on eût, d'une part,
de l'autre,
Ces divers rapports sont voisins des suivants :
qui satisfont, en outre, rigoureusement aux égalités nécessaires
i i i il
Si on les adopte, on obtient les longueurs d échelles voulues pour le
so-
io-^
o.oi
degré d'approximation qu'exige la pratique en prenant
d'où
fl = 7Omm, h = •28mm, /3 = I20mm, /4 = 24'
Les échelles sont dès lors définies par
(h) Ul- 7ommIog7/,
(D) «2 = i-îomm logD,
(A) w3= i20mmlogA,
(Q) iH= 48mmlogQ,
et leurs longueurs sont données, au millimètre près, par
Li=_ 7omm(Iog3oo — logo,i) = 238mm, L2=i4omm(log25 —logo, 5) = 238mm, L3 = i2omm(log3 —logo, 08) = 192""", L4= 48mm(logioo — logo,oo5)= 2oGmm.
On voit qu'elles diffèrent peu les unes des autres.
Les distances xu xti a?8, xk de ces échelles à l'axe des supports devront être telles que
Pour que l'index rencontre les axes sous des angles qui restent sensiblement compris entre 45° et 900, il faut que les écartements des échelles (h) et (D) d'une part, (A) et (Q) de l'autre, diffèrent peu de la longueur des échelles. On atteint ce résultat en prenant
a?1 = ï3cm, a?2=5cm,2, ^3=i5cm, #4=3cm.
C'est avec ces données qu'a été construit l'abaque dont la fig. 97 est une réduction.
Les deux positions de l'index marquées en pointillé sur la figure montrent que pour h = 2,3, D = 4,6, A = i,5, on a Q = i,25.
91. Échelles rectilignes non parallèles. Abaque du nivellement barométrique. — Les équations qui viennent d'être représentées, à titre d'exemples, sont de la forme
Il a suffi de prendre les logarithmes des deux membres pour leur donner la forme voulue, mais elles peuvent, sans subir cette transformation, être traduites en abaques à pivotement. Si, en effet, on appelle a la valeur commune des deux membres de celte équation, on peut représenter les équations
AA
en posant d'une part
de l'autre
u = lz, u\ = Itfi,
et faisant coïncider les échelles (a).
En voici un exemple emprunté à l'excellent Traité de Topographie de M. Prévôt (i).
La différence de niveau Z, en mètres, entre deux stations voisines, est donnée approximativement par la formule
où h et t désignent la hauteur barométrique exprimée en millimètres et la température à la station supérieure, h' et t' les mêmes quantités à la station inférieure.
Posant
on peut écrire cette formule
Appelant a la valeur commune des deux membres de cette équation, quantité qui représente la différence de niveau correspondant à une diffé-
(') La Topographie appliquée aux Travaux publics (Ouvrage faisant partie de la Bibliothèque du Conducteur des Travaux publics; Dunod, éditeur; 1898). L'abaque ici reproduit figure sur la Planche jointe au Tome 1.
M. Prévôt a également construit, pour la détermination du poids des cordes filées employées dans les instruments de musique un remarquable abaque à double alignement rentrant dans le type du n° 92, mais s'appliquant à une équation plus compliquée. M. Gustave Lyon, Directeur de la maison Pleyel- WolfT, qui a fait constamment usage de cet abaque au cours des études qui l'ont conduit à l'invention de la harpe chromatique, a, dan9 une conférence faite le 24 février 1897 devant le Groupe parisien des Polytechniciens, déclaré que l'abaque de M. Prévôt lui a fait gagner les onze douzièmes du temps qu'il eût dû, s'il en avait été privé, consacrer au calcul numérique.
Nous citerons encore un abaque de ce genre construit par M. G. Pesci pour le jaugeage des tonneaux (G. G.; t. XXXV; 1899).
rence de pression de imm, nous poserons, comme il vient d'être dit,
(a) il — /a,
(z) «1= /iZ,
(0) w3= /3(8ooo-+- 320).
Les échelles (e) et (fj.) seront alors définies respectivement par
l\ zu — lul = o,
ou, en désignant par o^ la demi-distance des origines A et At,
(O et
1 l—hz
/3 [Jt. Il — lll3 = o,
ou, en désignant par 83 la demi-distance des origines A et A3,
GO
Fig. 98.
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La/s-. 98 reproduit l'abaque ainsi construit par M. Prévôt : i° avec les
modules 1= iomm, /i = omm,i, l3= ; 2° avec les mêmes modules / et l%
et le module lt= omm,5.
Les deux abaques ainsi obtenus ne diffèrent que par leurs graduations (Z) et (s). Les deux graduations distinctes relatives à un même axe sont placées de part et d'autre de cet axe, ce qui, en l'espèce, est d'autant plus commode que les points de division sont les mêmes d'une graduation à l'autre et que seules les chiffraisons diffèrent, l'une étant quintuple de l'autre.
Pour qu'il n'y ait aucune hésitation dans la façon de lire ces graduations, celles qui doivent être associées dans la seconde position de l'index ont été munies de chiffres soulignés.
Les deux positions de l'index, tracées en pointillé sur la figure, se rapportent à l'exemple numérique pour lequel on a
h = 722mm,6, h' = 698'"™, 3, ^^i5°,2, l'=ii°,
(I ou
e = 24mm,3, [jL = 7iomm,4, 8=î3°,6.
L'abaque, pris avec ses graduations soulignées, donne
On aurait pu, pour la disposition des échelles de chacun des deux abaques juxtaposés, appliquer ici ce qui a été dit au n° 73.
92. Échelles curvilignes. — Parmi les équations rentrant dans le type général (2) du n° 88, celles qui se rencontrent le plus souvent sont de la forme
E") AA
Pour la première, on pose
(a) u '= la,
(«0 v=—hf\,
ce qui donne pour les points (a2)
(«2)0 hu h- lf%v = Ux^i
OU
Pour la seconde, (a) u = /a,
«s) v——l3fz,
ce qui donne pour les points (a4) (a;)0 /3w + //> = M3cp4
OU
11 est, bien entendu, nécessaire de faire coïncider les échelles (a) des deux abaques, dont la graduation n'aura d'ailleurs pas à être marquée, et dont le support constituera l'axe des pivots.
Quant aux échelles (a<) et (a3), on pourra leur donner le même support en prenant le même axe des v dans les deux cas. Les graduations correspondantes n'auront alors qu'à être portées de part et d'autre de cet axe.
93. Exemple : Abaque de V écoulement de Veau dans les canaux découverts. — La formule donnée par M. Bazin (1) est la suivante :
u= 87y/RI^
où U désigne la vitesse moyenne en mètres, R le rayon moyen en mètres, I la pente, y un coefficient numérique qui dépend de la nature de la paroi. Elle peut s'écrire
1 , JL = 5z/I R /R " u
Sous cette forme, on voit qu'elle rentre dans le type (E) ci-dessus lorsqu'on prend
ccl = y, a2=R. a3=ï, a4=U
et
f3=$7S/ï, A=^> cp4 = o.
11 en résulte que les quatre échelles seront définies, en vertu de ce qui a été vu au n° 92, par les formules suivantes :
1 — hR _ lh\/R
Les échelles (y), (I) et (U) sont rectilignes. L'échelle (R) a pour support la courbe dont l'équation, obtenue par élimination de R entre les formules (R), est
(i) ar«+^^* = 8«.
La construction de cette ellipse est bien simple. Considérons (Jig. 99)
Fig. 99-
CC
le cercle qui, rapporté à Ox et à la perpendiculaire Oy' élevée en O à cet axe, a pour équation
C'est le cercle décrit sur AB comme diamètre. Pour une même abscisse x, on a entre l'ordonnée^' du cercle et l'ordonnée y de l'ellipse la relation
,s/lh
s/Th
Donc, réduisant l'ordonnée PM' du cercle dans le rapport — ^-> ce qui
ri 20
donne PM", on n'a qu'à faire tourner celle-ci en PM de façon à la rendre parallèle à Oy pour avoir le point correspondant M de l'ellipse.
Les expressions (R) et (U) de x montrent en outre que les cotes R et U des points M et P sont liées par la relation
/iR = /3U.
L'abaque, dont la fig. 100 est une réduction, a été construit avec les modules
/ = 8m,n, lx = 32m,n, lz = 8mm,
la demi-clistance des origines A et B étant
g = 40mmf
En outre, l'échelle (U) étant d'abord supposée s'étendre de A (cote oo)
Fig. ioo.
à B (cote o), on a, pour une raison donnée dans la Remarque qui termine le n° 73, pris l'axe AB des origines incliné à 6o° sur la direction des axes A u et Bt\ L'échelle (y) est alors donnée par
y.32mm.
C'est une échelle régulière facile à construire (1 ). Elle a été portée sur le côté gauche de l'axe Bp.
(') Les seules valeurs de y à considérer sont, d'après M. Bazin :
0,06. — Parois très unies (ciment, bois raboté, etc.).
0,16. — Parois unies (planches, briques, pierre de taille, etc.).
0,46. — Parois en maçonnerie de moellons.
o,85. — Parois de nature mixte (terres très régulières, perrés, etc.).
i,3o. — Parois en terre dans des conditions ordinaires.
1,75. — Parois en terre d'une résistance exceptionnelle (galets, herbes, etc.).
L'échelle (I), portée sur le côté droit, de I = 0,0001 à I =o,oi, est définie par
v = — v/T.;i5mm.
L'échelle (U), portée par l'axe AB des origines, est définie par
4omm
C'est une échelle segmentaire (n° o. 3°), bien facile à construire soit au moyen d'un étalon segmentaire, soit par transformation d'une échelle régulière (n°7), puisqu'on en connaît immédiatement trois points qui sont le point A coté 00, le point B coté o, et le milieu de AB coté 1. Il suffit d'ailleurs de prendre les valeurs de v entre 0,1 et 5.
Pour ce qui est de l'échelle (R), on commencera par tracer l'ellipse qui lui sert de support en remarquant qu'ici le rapport de réduction qui entre dans les formules (2) est
Une fois ce support construit, on a immédiatement l'échelle (R) en remarquant que, d'après la formule (3), qui donne ici
on a la projection de l'échelle (R) sur AB, faite parallèlement à Au et Bc, en divisant par 4 les cotes de l'échelle (U).
Il suffit de prendre les valeurs de R entre o, 2 et 5.
C'est ici l'axe A« qui sert d'axe des pivots. Pour savoir quelle est sa longueur utile, il suffit d'associer la plus grande valeur de y (Y = iî"^) à la plus petite de R (R = 0,2). On trouve ainsi un peu moins de 8cm,8.
Les positions de l'index tracées en pointillé sur la fig. 100 correspondent à l'exemple numérique y = 1 ,3, R = 1,6, I =0,002, pour lequel l'abaque donne U = 2"1, 4.
B. — Abaques a transversales diverses.
94. Abaques à transversale circulaire. — Si l'on analyse le mode d'emploi des abaques à points alignés, on reconnaît qu'il consiste essentiellement en ceci : deux points cotés déterminant la position d } une transversale rectiligne (l'index) tracée sur un transparent, si cette transversale passe par un troisième point coté, il existe entre les cotes des trois points une équation dont on a ainsi un mode de représentation.
L'idée se présente dès lors de remplacer la transversale rectiligne par une transversale quelconque, telle que sa position soit
:omplè terrien t définie par deux points cotés. Cette idée se rencontre lans un Mémoire de M. le capitaine Goedsecls ('), professeur à 'École de Guerre de Bruxelles, dont nous allons résumer la subtance.
La seule courbe, invariable déforme, qui partage avec la ligne Iroite la propriété d'être déterminée de position par deux points, •si un cercle de rayon constant. De même, en effet, qu'une Iroite définie par deux points peut glisser sur elle-même en fa i - |ant naître une translation, un cercle de rayon donné, défini par lieux points, peut glisser sur lui-même, en faisant naître une roalion. Le type d'abaque correspondant est donné par h/ig. 101 .
Fig. ioi,
La considération des transversales circulaires ne présente guère [u'un intérêt théorique. Nous nous y arrêterons toutefois un instant pour faire voir que le calcul que nous avons développé au i° 52 permet de mettre sous forme symétrique (2)le type géné- *al d'équation ainsi représentable.
L'équation du cercle de rayon R. servant de transversale, rapporté à deux axes rectangulaires fixes, mais d'ailleurs quelconques, jlu plan est
; et 7) étant les coordonnées variables de son centre. Exprimant
(') Les procédés pour simplifier les calculs ramenés à l'emploi de deux transversales qui se rencontrent au sein d'une graduation. Bruxelles, 1898. I (2) Ce type d'équation n'est pas, dans le Mémoire de M. Goedseels, donné sous ,'orme symétrique.
que ce cercle passe par les trois points cotés (a,), (a2), (a3), dont les coordonnées sont définies respectivement par
(a/) x=fh y = ^i (i=i,a, 3),
on a les trois équations
Le problème qui consiste à éliminer \ et tj entre ces trois équations est algébriquement le même que celui qui a été résolu au n° 52, lorsqu'on remplace
ai
par
fi
— *fh
Nous pouvons donc écrire immédiatement le résultat. Convenant d'abord, pour simplifier l'écriture, de poser d'une manière
générale
ai b\ ci
= ! <*>ibiCi\,
et remarquant que
nous avons pour l'équation cherchée
Si l'on pose
on voit qu'avec la notation abrégée du n° 52 l'équation précédente peut s'écrire
En particulier, si les points (a, ) et (a2) sont distribués sur Oj, les points (a3) sur Oy, cette équation, toutes réductions faites,
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prend la forme simple
Abaques à transversale quelconque et repère. Abaques à équerre. — Si la transversale est autre qu'une droite ou un cercle ('), il faut trois (2), au lieu de deux, conditions pour définir sa position par rapport à l'abaque : aussi ne suffîra-t-il plus ;de la faire passer par deux points cotés et faudra-t-il lui imposer, en outre, une condition simple quelconque. Celle qui se présente tout naturellement à l'esprit consiste à mettre en coïncidence avec l'un de ces deux points cotés, un point marqué sur la transversale çt que nous appellerons son repère.
En faisant varier la nature de cette transversale et la position du repère, on peut engendrer des modes de représentation en nombre pour ainsi dire indéfini, s'appliquant à des équations de tvpes divers. 11 s'en faut pourtant que toutes ces sortes d'abaques soient d'un grand intérêt pratique. Ceux qui. à ce point de vue, présenteront le plus d'importance, seront, cela va de soi, ceux pour lesquels la transversale sera de nature simple.
On peut, par exemple, supposer que celle-ci se réduise à un système de deux droites, plus particulièrement à deux droites rectangulaires (3), le repère étant le point de rencontre de ces deux droites. On obtient ainsi le type d'abaque représenté par la fig. 102 et que M. Goedseels a appelé abaque à équerre.
Il est très facile de former le type général d'équation correspondant. Les trois systèmes de points cotés étant, en effet, définis par les formules
(') Rigoureusement il faudrait dire un système de trois droites parallèles ou de trois cercles concentriques, comme on le verra plus loin ( n° 145, Rem. I).
(2) Pour s'en rendre compte, il suffit de rapporter cette transversale mobile et invariable de forme à deux axes rectangulaires qui lui soient invariablement liés. Sa position se trouve alors définie par celle de ces axes; or cela exige trois conditions, deux d'entre elles définissant, par exemple, la position de l'origine et la troisième l'orientation des axes.
(3) Ces deux droites rectangulaires pourront être soit dessinées sur un transparent, soit constituées par les bords d'une équerre, comme c'est le cas pour le profilomètre Siégler ( n° 113).
on a, en écrivant la condition de perpendicularité des droites O'X' et O'Y' dont l'ensemble constitue la transversale,
(?i— ?a)(?i — <?3> +(/i— A) (fi— A) = o. Si les points (a,) sont distribués sur l'axe Oy, les points (a2) et
Fig. 102.
(a3) sur l'axe Ox, on a y, = o, <p2 = o, o3 = o, et l'équation se réduit à
Un abaque de ce genre se rencontre dans le profilomètre de M. Siégler dont il sera question plus loin (n° 113).
96. Abaques à transversale quelconque pour équations à quatre variables. — La fixation sur l'abaque de la position d'une transversale quelconque, invariable de forme bien entendu, exigeant trois conditions simples, nous avons dû, pour utiliser une telle transversale dans la représentation d'une équation à trois variables, lui imposer une condition venant s'ajouter à l'obligation de passer par deux points cotés. Nous pourrons donc, au lieu de cette condition supplémentaire réalisée ci-dessus au moyen du repère, lui imposer l'obligation de passer par un troisième point coté et nous aurons ainsi un mode de représentation applicable à des équations à quatre variables. Ce genre d'abaque est également proposé par M. Goedseels dans le travail déjà cité.
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Reprenons, par exemple, l'équerre du numéro précédent; elle nous donnera le type d'abaque ainsi défini :
On applique, sur V abaque portant les quatre échelles curvilignes (a,), (a2), (013), (a'.)j une équerre dont on fait passer V un des côtés par les points cotés a, et a2 et Vautre côté par le point coté a3. Ce second côté coupe alors la quatrième échelle au point coté a,,.
Comme précédemment la forme d'équation correspondante 'obtient immédiatement en écrivant la condition de perpendicuarité des deux axes constituant la transversale, ce qui donne
(<pi — <p* ) (<ps — <p* ) + (/1 — ft ) (/s ~fk) = o.
Exemple : Abaque des levers tachéométriques. — C'est à M. Goedseels que nous empruntons cet exemple.
Soient h la lecture stadimétrique, 1 la distance zénithale, a l'azimut donnés pour un point par le tachéomètre, X, Y, Z les coordonnées rectanigulaires de ce point. On a, en représentant par G une constante instrumentale,
(1) X = h (G sin i-r- cosi) sin i cosa,
■ 2) Y — A(G sin i -h cosi) sini sin a,
(3) Z = h(G sin i -+- cos i) cosi,
ou, en supprimant le terme h cos-i, généralement négligeable,
!(3') Z = - G sin ai*.
On voit que les formules (1), (2) et (3') se ramènent à une seule équation (E) a4 = a2(G sina3 -h cosa3) sina3 cosaj,
grâce aux identifications (Oi p)i
Bornons-nous donc à représenter l'équation (E). Or elle peut s'écrire. m, p, q étant trois paramètres arbitraires dont on disposera par la suite,
(—q cosai) /?( sin2a3 -h çSina3 cosa3j -+- l — ) ( -- -^q) = °-
<Xl= — — a,
ai = 11.
ÛC4 = Z.
Sous cette forme, elle rentre immédiatement dans le type général ci-dessus, grâce aux identifications
cpi = — q cosa^
mpq
j. mi
o3 = /? I sin- a3 -+- ^- sina3 cosa3 l,
Les points (ai) et (a3) sont donc distribués sur Oy, de part et d'autre
Fig. io3.
(as)
so" '. .----' „ roo"
..---' \ fa,,)
de l'origine, les points (a,) et (a4) sur la partie positive de Ox; on dis-
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tinguera d'ailleurs ces derniers les uns des autres en plaçant les graduations correspondantes de pari el d'autre de 0.r.
Pour un tachéomètre dont la constante C esl égale à 100, ce qui est le cas ordinaire, et en donnant aux paramètres m, />, q les valeurs
M. Goedseels a obtenu l'abaque dont la y/^'. io> est la réduction à la moitié.
Les graduations angulaires y sont faites en gracies (').
Prenons l'exemple numérique pour lequel les données sont
h = i, 54, ci = 70g, t = o,3g, d'où l'on déduit immédiatement
- = 0,77, a — Jo°, •>. 4 = jf 1".
ce dernier angle, pour être compris entre o et 2tt = /ioog, ayant été augmenté de 2t.
Les trois positions de l'équerre, dont la première seule a été marquée en pointillé sur la figure, donnent successivement :
Pour a] = 70, a2 = i,^b a3 = 93,
X = a4 = G(Vn ; Pour aj = 3o, a2 — 1, 54, "J-z = 9,3,
l — GC4 — 1 J4 ,
Pour a! = 3i4 , oc2 = 0,77, a3 = 100,
Z = av = 8m.
97. Abaques à parallèles mobiles. — La position du transparent, lorsqu'une droite qui y est tracée est amenée à passer par deux points cotés, n'est déterminée, avons-nous vu, qu'à une translation près; mais il est des lignes dont cette translation ne fait pas varier la position : ce sont les droites parallèles à la première. De là l'idée d'un autre mode de représentation appli-
(') Suivant le conseil donné par le colonel Goulier, pour la graduation des mires, les chiffraisons de (a,) et de (ot)) ont été inscrites de façon que le sens croissant de la graduation soit dirigé vers la droite du chiffre lu normalement. Ce conseil n'a pas été suivi en ce qui concerne la chiffraison de (oc2), parce que, l'abaque étant tenu comme l'indique la figure, les chifi'res seraient lus à l'envers.
cable à des équations à quatre variables, qui a été proposé par M. M. Beghin (').
Sur V abaque portant quatre échelles curvilignes (a,), (a2), (a3) et (a4), on applique un transparent portant des lignes parallèles équidistantes (Jig. 104), de façon que V une d'elles, A'0, passe par les points cotés a, et a2. Celle, A;; qui passe alors
Fig. io'|.
par le point coté a3 (2), rencontre alors la quatrième échelle en un point dont la cote est a/(.
Il suffit d'exprimer le parallélisme des droites définies, d'une part par les points (a,) et (ou), de l'autre par les points (a4) et (#3), pour avoir la forme de l'équation représentée
f?t et cp4 désignant des fonctions quelconques de a4. Ce type est le même que celui du numéro précédent, ce qui était évident a priori.
Si l'on fait a4 = aj, on tombe sur un mode de représentation d'une équation à trois variables dans lequel, à la variable a, correspondent deux échelles curvilignes (a,) et (oLt)f.
(') G. C. t. XXII, p. 124 (1892).
.(2) Cette parallèle A' peut n'être pas une de celles qui sont effectivement tracées sur le transparent, mais être interpolée visuellement entre celles-ci. Lorsque les parallèles équidistantes sont suffisamment rapprochées, une telle opération comporte une grande précision.
ÉQUATIONS A TROIS VARIABLES. ABAQUES A ALIGNEMENT. 2/j3
Comme c'est la première fois que s'offre à nous un exemple de ce genre, nous insisterons sur la remarque que voici :
Lorsqu'à une même variable correspondent plusieurs systèmes gradués sur un abaque, cette variable, prise pour inconnue, ne peut, en général, être obtenue au moyen de V <ibaque que par tâtonnements.
Dans l'exemple qui nous occupe, on voit que, pour avoir a, lorsque a2 et a3 sont donnés, il faut, ayant fait passer la droite A^ par le point coté ou, faire tourner le transparent autour de ce point, jusqu'à ce que la cote du point où A'0 coupe l'échelle (a,) et la cote du point où la parallèle à A'0, passant par le point coté a;l (parallèle qui varie à chaque instant sur le transparent), coupe l'échelle (a,)', soient égales entre elles.
L'emploi d'un tel abaque ne sera donc avantageux qu'autant que l'on n'aura jamais à prendre la variable a1 pour inconnue. Il faut observer d'ailleurs que, dans la plupart des formules usitées en pratique, il y a une ou plusieurs variables, souvent même toutes les variables, moins une, pour lesquelles cette condition a lieu (1 ).
Quel sera, d'autre part, le bénéfice que l'on pourra avoir à retirer d'une méthode de ce genre? Celui, dans certains cas, de substituer à un abaque comportant des lignes cotées un autre abaque sur lequel ne figurent que des points cotés, dont la supériorité, tant au point de vue de la facilité du dessin que de la commodité et de la précision de la lecture, a déjà été signalée (n° 30).
98. Exemple (2) : Second abaque des jyiiirs de soutènement pour des terres profilées suivant leur talus naturel. — Reprenons l'équation du
k- -h kp smcp coso — — cos2cp = o.
Nous avons vu qu'elle est représentable au moyen d'un système de cercles et de deux systèmes de droites; en revanche, elle ne l'est pas au moyen
(1) Cette remarque a déjà été formulée, sous une forme un peu différente, dans le renvoi au bas de la page 32.
(2) La modification du profilomètre Siégler, que nous avions proposée naguère ( A. P. C, avril x883, p. 402 ), est un premier exemple d'application de ce procédé.
de trois systèmes de droites entrecroisés, ni non plus, corrélativement, par points alignés.
La méthode des parallèles mobiles permet néanmoins, comme on va voir, de représenter cette équation uniquement au moyen de systèmes de points cotés; c'est même à l'occasion de cette application que M. Beghin a fait connaître le principe de la méthode.
L'équation peut s'écrire, A, jjl, v étant des paramètres actuellement indéterminés,
ix Àv .„ . / _ v cotcp\
: — £- k^ — lplvk — i ) = o.
sincpcoscp ;jl \ 3/
Elle rentre alors dans le type général ci-dessus, moyennant les identifications (1 )
/i ~ - = ~~ — J cpi = o,
sincp coscp sin 2cp l
v cotcp
cp2 = Ip,
cp3 —
— kK
Les échelles (cp ), (cpt), (p) et (k) seront dès lors définies par les formules
Les deux premières auront pour support l'axe Ox, de part et d'autre duquel elles seront marquées, la troisième l'axe Oj, la quatrième la parabole dont l'équation est
lx*
y \xv
Si l'on prend A = 8C"\ p = 2c,n, v = 6cm, on a
sin 2 cp
v cote»
JK = °>
JK = X/?,
/cm
S1112Cp
# = 2cm. COtcp,
JK =o.
JK =/>.8cm.
a? = À\6cm,
jk = A2.24cm.
(') On peut ici, bien évidemment, faire correspondre deux échelles à la variable cp, attendu que cet angle, qui représente l'inclinaison naturelle des terres employées, sur l'horizon, n'a, en aucun cas, à être pris comme inconnue.
Pour les mêmes limites des variables qu'au n° 53, et eu prenant les axes Ox et Oj inclinés à 45° l'un sur l'autre, ou obtient L'abaque de
Fig. io5.
la fig. io5. On a, sur cette figure, tracé en pointillé les positions des parallèles correspondant à l'exemple numérique du n° 53, savoir :
L'abaque donne bien encore
Abaques indépendants, accouplés ou superposés. — On
rencontre dans quelques applications des systèmes d'équations de
la forme
F(ai, a2, a3) = o,
On peut, en utilisant les méthodes exposées dans les deux Chapitres précédents, construire un abaque pour chacune de ces équations. Ces abaques indépendants permettent de calculer les valeurs des deux dernières variables lorsqu'on se donne soit a, et a2, soit l'une de celles-ci avec a3 ou a4.
Supposons, par exemple, qu'on se donne a, et a3. L'abaque de F fait alors connaître ou, puis, au moyen de a, et a2, l'abaque de <ï> fait connaître a4.
Mais, si l'on se donne a3 et <x4, les abaques construits ne permettent d'obtenir o^ et a2 que par tâtonnements. On procéderait ainsi : Prenant arbitrairement une même valeur de ai sur les deux abaques, on verrait, en la joignant respectivement aux valeurs de a3 et a4 données, les valeurs de a2 qu'elle déterminerait, et l'on ferait varier cette valeur commune de ol{ jusqu'à ce que les deux valeurs obtenues pour a2 devinssent égales.
(') On trouvera au Chapitre suivant (n° 139) un autre exemple d'abaque pour un système de deux équations.
Un tel procédé laisserait à désirer sous le rapport de la rapidité et de la précision. Mais il faut bien dire que, lorsque, en pratique, îles équations se présentent sous la forme ci-dessus, ce sont les variables a3 et a4 qui y sont généralement prises pour inconnue-.
Puisque le choix est libre de deux sur trois des systèmes colés constituant l'abaque d'une équation (n°46), on peut toujours admettre pour chacune des équations précédentes un système commun répondant à une des variables communes, a, par exemple, et, en particulier, un système de droites parallèles. Dans ces conditions, on peut dessiner les deux abaques l'un à côté de l'autre en superposant leurs systèmes de parallèles (oc,), tout en dégageant l'une de l'autre les parties utiles des autres systèmes cotés de chacun d'eux. On obtient ainsi un diagramme dont la disposition est celle de \& fig. 106, et l'on dit que les deux abaques sont accouplés par la variable a, .
Fig. 106.
La remarque qui vient d'être faite à propos des abaques indépendants s'applique encore aux abaques accouplés. Ils ne peuvent donner a, et a2, lorsqu'on connaît a3 et a4, que par tâtonnements.
Mais, puisque, comme nous venons de le voir, nous disposons librement de deux des systèmes cotés de chaque abaque, adoptons maintenant pour l'un et pour l'autre les mêmes systèmes (a,) et (a2). Nous pourrons alors tracer sur le même tableau le système (a3) et le système (a4) qui, joints aux deux premiers, constituent l'un l'abaque de F, l'autre l'abaque de <ï>. Dans ce cas, le diagramme obtenu présente la disposition de la fig. 107, et nous disons que les deux abaques sont superposés.
Ici, les courbes cotées qui correspondent à des valeurs de a,, ot2, a3, a4 constituant un système de solutions des équations don-
nées, passent par un même point. Il est, par suite, indifférent qu'on se donne les valeurs de tel ou tel couple d'entre elles. Les courbes cotées au moyen des valeurs des variables données se coupent en un point par où passent deux courbes prises respectivement dans les deux autres systèmes et dont les cotes sont les
valeurs des inconnues.
Fig. 107.
La superposition des deux abaques étant, comme on vient de le voir, toujours chose possible, il semble, a priori, qu'on ne doive pas hésiter à y recourir dans tous les cas. Il est cependant une considération qui peut y faire renoncer : il se peut, en effet, que chacun des deux abaques F et <ï> soit individuellement susceptible d'anamorphose avec des choix différents pour les systèmes (a, ) et (a2); dans ce cas, la bien plus grande simplicité de la construction pourra faire renoncer aux avantages de la superposition.
Remarque I. — Si les équations F et <ï> sont de la forme
/(ai, a2) =/8(a8), /(ai, «2) =?i(a*)>
les courbes cotées (a3) et (a4) sont géométriquement les mêmes et ne diffèrent que par leurs graduations. Le diagramme formé par les abaques superposés se réduit donc à un ensemble de trois systèmes de courbes cotées, dont l'un pourvu de deux graduations, l'une pour a3, l'autre pour a4.
Jl va sans dire que, dans ce cas, il ne peut ôlre question de prendre a;5 et a4 comme données indépendantes. La connaissance de l'une d'elles entraîne celle de l'autre et laisse le système des [valeurs de a< et ou indéterminé.
Remarque IL — Si les équations sont telles qu'il puisse y
avoir superposition, et que les quatre systèmes de lignes cotée-
ne soient composés que de droites, on substituera à celles-ci,
;en vertu du principe du n° 56, et par l'emploi des coordonnées
parallèles (n° 57), de simples points cotés.
Dès lors, la droite joignant les points correspondant à deux des ! variables coupera les deux dernières échelles en des points dont | les cotes seront les valeurs correspondantes des deux autres variables ( ' ).
100. Exemples (2). — i° Abaque des triangles sphériques rectangles. Point à la mer. — La résolution du triangle sphérique ABC, rectangle en A, peut, dans cinq cas sur six, se réduire à l'emploi des deux seules équations
(i) cosa! cosa2 — cosa3,
(2) cotaj sina2=cotav
Les cinq éléments à considérer dans le triangle sont, en effet, l'hypoté nuse a, les côtés de l'angle droit b et c, et les angles droits B et G, d'où les six cas de résolution :
Données. Inconnues.
Ier cas «, b ; c, B, G ;
2e cas b, c\ a, B, G:
3e cas a, B ; b, c, G;
4e cas 6, B; a, c, G;
5e cas b. G; a, c, B:
6e cas B, C; «, b, c.
(') Indépendamment de l'application de ce genre d'abaque, développée dans les nos 110 et 111, nous citerons encore les échelles (u) et (e) de l'abaque du commandant Bertrand (n° 71), chacune d'elles jointe aux échelles (q), (d) el (y) constituant un abaque du type visé dans la Remarque II ci-dessus, et un abaque construit par M. Dariès pour la formule de M. Maurice Lévy, relative à l'écoulement de l'eau dans les conduites (Nouv. Ann. de la Construction, 5e série, t. IV, col. 1 13 ; 1897).
(2) L'abaque des corrections dynamiques de niveau ( n° 36, 20) peut être cité comme un exemple d'abaques superposés, les deux abaques en lesquels il se décompose ayant en commun les éléments cotés (d) et (r,).
Voici comment les équations (i) et (2) permettent de résoudre les cinq premiers cas ( l) :
1er cas :
Pour
cq^
on a
CLi~
2e cas :
aj =
3° cas :
ai =
4e cas :
at =
ai =
>e cas :
aj= c,
Il suffit donc de superposer les abaques des équations (1) et (2) pour pouvoir résoudre à vue, au moyen de l'abaque à quatre systèmes de lignes cotées ainsi obtenu, les cinq cas indiqués ci-dessus.
En prenant tout simplement pour lignes cotées (ai) et (a2)
(ai ) x — /a1;
(a2) y — l<xç>,
ce qui donne
x y (a3) cos -: sin^- = cosa3,
HT
(av) cot — sin '•— = cota4,
on obtient l'abaque de la fig. 108, construit par MM. Favé et Rollet de l'fsle, ingénieurs hydrographes, en vue de l'application suivante (2) :
Dans la détermination du point à la mer par la hauteur des astres, on a à résoudre le triangle pôle-zénilh-astre PZE (fig. I09)5 connaissant la dislance polaire PE = 0, la colatitude PZ — X et l'angle horaire ZPE = M. Jl s'agit d'obtenir la distance zénithale ZE = z et l'azimut BZE = A, .ou son supplément PZE (3).
On peut, pour effectuer cette résolution, appliquer le procédé de Towson, qui a déjà donné lieu aux tables de Lord Kelvin (Sir William Thomson) et qui consiste à mener par le point E le grand cercle EB normal au méridien PZ.
(') On trouvera plus loin ( n° 121) un abaque permettant de résoudre tous les cas possibles relatifs aux triangles sphériques.
(2) Annales hydrographiques, 1892.
(3) C'est cet angle que, dans leur Mémoire, MM. Favé et Rollet de l'Isle représentent par Az.
Dans le triangle rectangle PBE nous pouvons, connaissant o et /II, cal. culer PB = m et BE = n. C'est ici le troisième cas de résolution, et, en
Fig. 108.
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nous reportant au tableau ci-dessus, nous voyons qu'il suffit de prendre
a3= 0, at = M,
pour que l'abaque donne
at = /*, a2= m.
Nous connaissons alors, dans le triangle rectangle ZBE.
BE = /i et ZB = m — X, et nous devons calculer z et A. C'est ici le deuxième cas de résolution
Fi g. 109.
et le même tableau nous montre que pour
ai ■= n,
l'abaque donne
a>rrr t)l
En résumé, l'emploi de l'abaque pour obtenir z et A, connaissant 0, Al et X, sera le suivant :
Ayant pris le point de rencontre des courbes a3 = 0 et a4= M, on descend sur la verticale de ce point, au point dont la distance au premier, comptée sur cette verticale, est égale à X. Les deux courbes passant par ce nouveau point donnent a3 = z et a4 = A.
En prenant sur les axes Ox et O y des échelles de 2mm pour 10', et, traçant les courbes de 10' en io', on obtient facilement l'approximation de la minute qui suffit pour les besoins delà navigation. La fig. 110 reproduit, à grandeur d'exécution, un fragment de io° carrés de l'abaque de MM. Favé et Rollet de l'isle. L'interpolation parallèlement aux axes s'opère au moyen d'un transparent sur lequel un carré de i° de côté est subdivisé en carrés de 10' de côté.
Pour les différents usages auxquels cet abaque peut se prêter pour les besoins de la navigation, nous renvoyons au Mémoire des auteurs où la question est traitée dans les plus grands détails.
i° Abaque des formules de Fresnel pour la réflexion vitrée (' >. Ces formules définissent les racines h et k des coefficients de réflexion //-
Fi g. no.
et k2 de la manière suivante :
COSl
COS-? I
o — cos- 1 I
Suivant ce qui a été vu au n° 61, ces équations expriment respectivement l'alignement des points
( y — — /'cos'2/,
et
x — In'',
jr= — Tcoa»!, ( jk = /'(/i* — i), lj = o.
Le premier abaque se composera donc des trois systèmes rectilignes de
Fis. ut
Echelle commune à h et h/
points (/), (/i) et (A); le second, des systèmes rectilignes (i) et (A- iden-
tiques aux systèmes (i) et (h) du précédent et avec les<|ucls; par conséquent, on pourra les faire coïncider, et du système curviligne (// ), dont |t> support est une parabole.
L'abaque de l'ensemble des deux équations comprendra donc une échelle rectiligne (i) portée sur Oy, une échelle rectiligne, à la fois (h) et (k) portée sur O^r, une échelle rectiligne (n), portée sur une parallèle à Oj,
pour le calcul de h, et une échelle curviligne (n)u pour le calcul de k 0) En prenant /' = 2/, M. Lafay a obtenu un abaque dont la disposition est représentée par la fig. m. Sur cette figure où les points (o,5), (1), (i,5) et (2) de l'échelle curviligne ont été marqués, on peut voir que les divisions de cette échelle, très serrées aux environs du point (o, 5), s'espacent beaucoup entre (i,5) et (2). M. Lafay lui a dès lors appliqué le procédé de transformation homographique décrit au n° 62 {fig. 56, 56 bis et 57), et dont il est lui-même l'auteur. La droite A choisie comme devant être rejetée à l'infini est tracée sur la Jig. ni.
Les formules de transformation obtenues comme il a été dit à la fin du n° 62 sont ici
io.r-f-3jK — 3o \ox-v-'6y — 3o
L'abaque transformé est représenté par \a.fig. 112.
Gomme les valeurs de h- et de h'2 ne sont pas moins utiles à connaître que celles de h et de /-, on a accolé à l'échelle de (h) et (k) celle de (/i2) et (A-2).
Par exemple, pour i = 36°, n = 1, 68, l'index, mené par le point i = 36°, et successivement par les points /i = i,68 de chacune des échelles (n), donne
h2 = 0, , io3 et k2— o,o34.
II. — Calcul des profils de remblai et de déblai
101. Généralités. — Les équations qui s'offrent dans le calcul des profils de remblai et de déblai rentrent dans les types
Ci) [/i(«i)]^[/2(a2)]^ = A(«4).
Pour représenter la première de ces équations par trois systèmes rectilignes, on posera, en représentant par U, V et W trois fonctions linéaires quelconques en x ely (3), soit
(3) ./^y' f'2~lj' -^3==Y'
( ') Cet abaque à quatre échelles semble, au premier abord, appartenir à la catégorie des abaques superposés (n° 99); il n'en est rien. En réalité, il s'agit ici de deux abaques accouplés par l'échelle {i), attendu que la seconde échelle commune se rapporte, pour l'un et pour l'autre des deux abaques réunis, à des variables différentes h et k.
( !) Il va sans dire que ces fonctions linéaires doivent être telles que leurs quotients deux à deux ne se réduisent pas à des constantes.
oit
Afin d'employer pour le second abaque au moins un système de lignes cotées commun avec le précédent, nous écrirons l'équation (2) ci-dessus sous la forme
Nous voyons alors qu'il suffit, pour que le second ne se compose que de lignes droites et soit accouplé au premier par la variable a,, de poser, en appelant T une nouvelle fonction linéaire, soit
soit
(G) /1=y' f^ — f* fTi==f
Cela fait donc, dans l'hypothèse de l'accouplement par la variable a, , quatre variantes de la solution qui peuvent être résumées dans le tableau ci-dessous :
jre 2e 3e /fe
variante. variante. variante. variante.
ier abaque. ^ f2 = -g-. ^ > ^, w^
TUTU
Si l'on voulait que les abaques fussent superposés, il faudrait, dans le groupe (3) ou le groupe (4), prendre les deux premières M. d'O. ll
équations, ce qui donnerait, pour le système (a4), soit
fi= - v»ï ' SOit /4= T^~~'
et L'une ou l'autre de ces fonctions rationnelles ne sauraient se réduire à des fonctions linéaires que pour mK = m2, auquel cas on retomberait sur la circonstance examinée dans la Remarque 1 du n° 99.
Donc, la superposition entraîne dans ce cas la nécessité d'admettre un système de lignes cotées non droites, ce qui met obstacle à l'application du principe des points alignés.
Mais l'anamorphose logarithmique (n° 28) permet de tourner la difficulté. Il suffît, en effet, d'écrire les équations précédentes sous la forme
log/i + log/2=log/3
et
mx log/i h- m2 log/a = log/4,
log/i=M,
log/2=N,
log/3 = M + N, log/4 = ;wiM + m2 N,
M et N étant deux fonctions linéaires quelconques en x et y, on ait deux abaques superposables, puisque les lignes cotées (a, ) et (a2) y sont les mêmes, et, de plus, uniquement composés de droites, ce qui permet de les transformer en abaques à points alignés.
Les principes qui viennent d'être exposés contiennent la théorie de tous les abaques qui ont été et pourraient encore être proposés pour le calcul des profils de remblai et de déblai. Nous allons nous étendre sur ce sujet non seulement en raison de l'intérêt intrinsèque qu'il présente pour les ingénieurs, mais encore parce que c'est précisément à son occasion que sont nées la plupart des méthodes d'où est sorti le germe de la Nomographie. On va voir avec quelle simplicité la synthèse réalisée dans ce corps de doctrine permet de retrouver les multiples solutions du problème, dues à différents auteurs, et d'en faire une comparaison critique.
pour qu'en posant
102. Rappel des formules. Distinction des cas. — Représentons par
r la cote du sol naturel, prise avec son signe, par rapport à la plate-forme (remblai, signe — ; déblai, signe -J-) ;
Q la déclivité transversale (tangente de l'angle sur l'horizon) du sol naturel, prise avec le signe H- ou avec le signe — , suivant que, à partir de l'axe, le sol est en rampe ou en pente ;
h la demi-largeur de la plate-forme ;
b' cette demi-largeur augmentée de la largeur du fossé ;
b" la distance à l'axe de l'arête inférieure et intérieure du fossé \
t le talus des remblais ;
t' le talus des déblais ;
h la profondeur du fossé ;
F l'aire de la section du fossé ;
cp son périmètre (somme de la largeur au plafond et de la longueur des deux talus) ;
R l'aire du remblai ;
D l'aire du déblai ;
e l'emprise ;
/ la longueur du talus.
Posons, en outre,
bt = a, b' t' = a',
et considérons les quantités s, A, r>, s', )/, </, y définies par les formules
T É-hô/
ff'H-
0 | désignant la valeur absolue de 9.
Remarquons d'ailleurs que les formules (i) et (3) d'une part, (\') et (3') de l'autre nous donnent encore
(') bis) (3' bis)
Tous les cas à considérer sont alors au nombre de six, pour lesquels les demi-profils ont été représentés sur lajîg. 1 13, et les
ig. u>.
MffîMTTm^
résultats relatifs à ces six cas peuvent se résumer dans le tableau ci-dessous (*) :
VI. (-s > o, 5 -h 60 < o, 2 + 6"0 + à > o
La distinction des six cas prend une forme plus frappante, grâce à la représentation graphique suivante, proposée par Lalanne.
Les seuls éléments variables d'un profil à Fautre sont la cote s et la déclivité 9 du sol. Si ces deux quantités sont prises comme coordonnées rectangulaires d'un point, ce point définit complètement le demi-profil correspondant.
Si nous faisons varier z de — io à + io et Q de — o,25 à + 0,25, le point figuratif de chaque demi-profil se trouve à l'intérieur du rectangle BCEF (Jîg. î 1 4 ) construit avec un module de 5omm pour l'axe des x et de 5mm pour l'axe des y.
Si l'on se reporte au tableau ci-dessus, on voit que les limites correspondant aux diverses conditions qui servent à distinguer les cas sont données par les droites ( ' )
z = o (AD), .5 + 68 = 0 (HG), z-hbffQ-hh = o (Kf).
Il en résulte que chacun des six cas est caractérisé par la position du point figuratif à l'intérieur de l'un des polygones suivants :
I DJIFE
II DJK
III OABGH
IV OAG
V OGIJ
VI OHKJ
(') Pour la construction de ces droites sur la fig. n4> on a pris 0 V, b" ' = 5m,5, h = om,5, données qui se rapportent au profil type adopté plus loin.
Ayant, par ce moyen graphique, déterminé le cas auquel se rapporte un demi-profil donné, on voit que la marche à suivre pour le calcul est donnée par le tableau ci-dessus.
Fig
ce)
Ilq
loB
-io Z
Supposons, par exemple, que l'on se trouve dans le cas IV. On calculera e' par la formule (V), V par (?/), ^ soit par (3'), soit par (3' bis), e' étant maintenant connu, et y par (4). Les quantités cherchées, qui sont, dans tons les cas, <?, /, R et D, auront alors les valeurs données par la quatrième ligne du tableau ci-dessus.
Abaques d'entrée et de renvoi. — La solution nomo
graphique du problème se réduit doue à la mise eu abaque des formules faisant connaître s, X, a-, s', à', a-' et y.
Observons tout d'abord que si l'on rapproche les formules (i) et (2) donnant £ et X en fonction de z et 0, on voit que In Remarque 1 du n° 99 leur est applicable, c'est-à-dire que l'abaque faisant connaître £ en fonction de z et Q fera également connaître A moyennant une seconde graduation inscrite à côté des lignes (s). Même remarque en ce qui concerne les formules (i;) et (2'), ce qui nous permet, dans l'exposé qui suit, de négliger les formules (2) et (2'), étant entendu que, une fois les éléments cotés (s) ou (V) construits, ils recevront une seconde graduation appropriée à ) ou V, graduation qui se déduit d'ailleurs de la précédente par la formule
A — SX — (3
ou
Considérons alors le système des équations (1) et (3) faisant dépendre e et <r de z et 9. Nous pourrons toujours, par un procédé quelconque, construire sur une même feuille pour ces équations des abaques indépendants, accouplés ou superposés (n° 99), dont l'ensemble constituera ce que nous appellerons M abaque du remblai ou abaque R.
Au lieu du système des équations (1) et (3), nous pourrions tout aussi bien considérer celui des équations (1) et (3 bis) qui lui est équivalent, et nous aurions ainsi un abaque il bis.
De même, le système des équations (V) et (3'), ou (1/) et (3'bis), donnerait V abaque du déblai D ou D bis.
Enfin l'équation (4) peut se traduire en un abaque dit du terme complémentaire ou C.
Ces divers abaques étant ainsi définis, il suffit de jeter les yeux sur le tableau du numéro précédent pour être conduit à la règle qui suit :
On lit, dans chaque cas, sur un premier abaque, dit c/'ejvtrée, V emprise, la longueur du talus et une portion d'aire de même désignation (R ou D) que lJ abaque considéré. La portion restante de cette aire se lit sur un ou deux autres abaques, dits de renvoi. Cette portion restante est précisément égale à V aire de désignation contraire à celle de l'abaque (Ventrée.
Voici d'ailleurs, pour les divers cas, le tableau des abaques
d'entrée et de renvoi :
Abaque Abaque
Cas. d'entrée. de renvoi.
1 R néant
IV D C
VI D R et C
Il faut remarquer d'ailleurs, comme le montre clairement la fig. 1 1 4 ? c|lie les cas I et III, pour lesquels la lecture sur l'abaque d'entrée suffît, sont de beaucoup les plus fréquents.
Nous sommes donc amenés finalement à construire trois abaques dits de remblai (R ou R bis), de déblai (D ou D bis), et du terme complémentaire (C).
Pour ce dernier, nous n'avons ici rien de particulier à dire, l'équation (4) étant d'un type dont nous nous sommes déjà occupés à plusieurs reprises (nos 26, 28, 66).
D'autre part, ce que nous dirons de l'abaque du remblai s'étendra immédiatement à celui du déblai, attendu que d'un cas à l'autre les équations représentées sont à très peu de choses près les mêmes. Gela va nous permettre, dans la revue que nous allons passer des divers types d'abaques qui ont été proposés, de nous borner à ceux du remblai.
104. Différents types d1 abaques. — Reprenons les équations (i) et (3) dont la représentation simultanée constitue l'abaque R, savoir :
Elles se rattachent immédiatement aux équations du n° 101 si l'on fait les identifications
m i ss 2 , m 2=i*.
On voit donc, en premier lieu, ainsi que cela a été démontré au n° 101, qu'elles ne sauraient, écrites sous cette forme, donner lieu, en raison de l'inégalité de m{ et m2, à des abaques superposés sans qu'on y admette un système de lignes cotées non droites.
Onsera donc conduit à les représenter au moyen d'abaques accouplés. D'après ce qui a été vu au n° 101, V accouplement par la variable z pourra se faire suivant l'une des quatre variantes
ier abaque . . . <
2e abaque
ire var.
2e var.
3e var.
4e \ ar
sA-hô
T, U, V, W étant des fonctions linéaires en x ety. Nous représenterons l'abaque résultant de cet accouplement par R-.
Si l'on voulait faire V accouplement par la variable G, ce qui donnerait lieu à un abaque Rq, il n'y aurait, pour conserver les notations du n° 101, qu'à permuter ci-dessus les indices i et 2, ce qui conduirait, dans le tableau précédent, à remplacer les premiers membres par les suivants :
iei abaque.
Rc
ie abaque.
De même, l'abaque R bis correspondant au système des équations (i) et (3 bis), qui sont
(sois) a -+- c = •>
donne un abaque R*", avec accouplement par la variable z, dont les quatre variantes sont données parle tableau ci-dessus, où l'on remplace les premiers membres par
Ier abaque..
Ibis
ie abaque.
Cl — ■ z
et — z *
et un abaque Rg , défini de même par
Ier abaque..
2e abaque... { - — :- — > 1 a — z
Pour avoir des abaques superposés nous devrons, comme on l'a vu au n° 101, recourir à une anamorphose logarithmique en écrivant les équations (i) et (3) sous la forme
log(a - z) — log(* -h 0) = loge, i\og(a — z) — log(£ -+- 6) = log(cr + c) + log2,
et posant
log(a —z) = M,
log(£ + 6) = N,
d'où
loge = M — N, l0g(or + c) -4-log2 = 2M — N.
Ces quatre dernières équations, où M et N sont des fonctions linéaires en x et r, définissent les quatre systèmes de droites (z ), (9), (s) et(cr) de l'abaque à superposition. En y remplaçant x cly par les coordonnées parallèles u et c, on substitue à ces quatre systèmes de droites quatre systèmes de points.
Pour les raisons déjà dites (n° 56), c'est ce dernier type d'abaque qu'on devra préférer. Aussi nous y arrêterons-nous davantage (nos 110, 111 et 112). D'ailleurs, en outre des avantagesignalés à l'endroit cité, l'emploi des points alignés offre encore ici, comme on le verra plus loin, celui de permettre de compléter l'abaque par un dispositif fort simple grâce auquel, au moment même de la lecture, on est fixé sur le cas dans lequel on se trouve sans avoir à recourir à la jig. ii4, et l'on connaît, s'il y a lieu, les abaques de renvoi correspondants.
Nous allons toutefois montrer comment les autres abaques qui ont été proposés pour le même objet rentrent dans les types généraux qui viennent d'être décrits.
105. Abaques superposés à graduations algébriques. — Ce sont ceux qui sont obtenus sans anamorphose logarithmique. Nous venons de voir qu'ils ne sont susceptibles de superposition qu'autant qu'on y admet un système de lignes cotées non droites. Il est très remarquable que le premier en date des abaques de cubature, celui de Davaine (1), appartienne précisément à ce typelà. Il est constitué par les systèmes de lignes cotées (2)
(ff) a -h c = -?-,
(') Mémoires delà Société des Sciences de Lille, i845.
(2) Ici, comme dans toute la suite de ce Chapitre, on a, pour simplifier l'écriture, fait abstraction des modules. Il suffit, dès lors, de considérer, dans les équations des diverses lignes cotées, x et y comme les rapports respectifs de l'abscisse et de l'ordonnée aux modules correspondants.
ce qui donne lûfig. 1 15 (') où les arcs de courbes appartiennent à des hyperboles ayant Ox et Oy pour asymptotes.
Fig. n5.
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Suivant la remarque faite au début du n° 103, il suffit de munir les droites (s) d'une seconde graduation définie par
1 = ex — p
pour avoir les valeurs correspondantes de X. Cette observation serait à répéter pour tous les abaques suivants.
106. Abaques accouplés (2). —Nous n'avons pas, parmi les abaques connus, rencontré un seul exemple d'abaque du type R- (n° 104).
Type Rq. — ■ Si, dans la première variante de ce type, on prend
Usi, \^x, W=yt T = ar,
(') Cette figure, ainsi que les suivantes, ne doit être considérée que comme un schéma.
(2) Parmi les abaques donnés en exemples dans ce paragraphe, les abaques Switkowski et Paulin sont les seuls sur lesquels l'accouplement tel qu'il vient d'être défini ait été réalisé par leurs auteurs. Pour tous les autres, les deux abaques ont été construits séparément.
on obtient les droites cotées
ier abaque
2e abaque
qui définissent un abaque de M. Massau ('). Les axes des x des deux abaques étant mis en coïncidence et les axes des y dans le
Fig. 116.
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prolongement l'un de l'autre, on obtient la disposition de la fig. 116.
Deux autres abaques du même auteur dérivent de la quatrième
(') Ann. de l'Assoc. des Ingénieurs sortis des Écoles spéciales de Gand (188',) : Mémoire sur l'Intégration graphique (Liv. III; n°s 202 et 221).
variante du type R6 avec les parlicularisations
U^i, Y^x, W^jk, T = ^, et
U=y, Y~x, W = i, Ts-.
7y/?e R2". — Si, dans la troisième variante de ce type, on prend
U==a?, V=r, W=jk, T=j,
Fig. u7.
on obtient les droites cotées
Ier abaque. . .
ie abaque
ci — z = x,
qui définissent encore un abaque de M. Massau ('), représenté par la fig. 117.
Si l'on porte les mêmes valeurs particulières de U, V. W et T dans la deuxième variante, ou si l'on fait dans la quatrième,
U^^r, V^r, Wsi, T^i,
on obtient encore deux abaques proposés par le même auteur.
Sur l'abaque de \afig. 1 1 7 (comme d'ailleurs sur tous ceux où interviennent des radiantes) on peut, suivant la remarque faite au n° 55, effacer les droites issues de l'origine, pourvu qu'on les remplace par une droite pivotante autour de ce point, en conservant un point de chacune d'elles muni de sa cote.
Dans ces conditions, rien n'empêche de replier la partie inférieure de la fig. 117 sur la partie supérieure, ce qui donne la fig. 118. Tel est l'abaque qui a été proposé par M. Switkowski (2).
Fig. 118.
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On voit que le mode d'emploi de cet abaque est le suivant :
La droite pivotante étant amenée à passer par le point 0 coupe la verticale z en un point dont V horizontale donne z, sur V échelle de gauche, et X. La droite pivotante étant alors amenée à passer par le point s de l'échelle de droite coupe la même verticale z en un point dont V horizontale donne t.
( ' ) Ibid., n° 223.
(-) A. P. C, ier semestre 1884 ; p. ^n.
On a incliqué au pointillé sur la fi g. 1 1 8 les deux positions de la droite pivotante pour z .= — 2,5, 9 = — 0,1. Type Rfç. — Avec
U = i, V = x, W=/ + a, T~y-+-c, la deuxième variante donne
1e1 abaque
Z> kMj ■
2e abaque
On obtient ainsi l'abaque construit par M. Paulin ( * ) ( J^g". 1 19).
Fi;
Oci
•yO<
(') ^4. P. C, 2e semestre, 1889; P- 44°-
A\ ec
U=I, \ 'ix, W^J, T :;-,
a quatrième variante donne de même
Ier abaque
2e abaque i a — z = -,
C'est l'abaque qui a été proposé par M. Lanave (' ( fig. 120).
(Bit,
(') Bévue pratique des Travaux publics, juillet 1891, p. 148.
107. Abaques indépendants. — On peut enfin renoncer à accoupler les abaques en vue de la réalisation d'un autre desideratum.
Nous allons en indiquer un exemple dû à M. Rouit (1), où l'on s'est proposé de séparer dans chacune des quantités à calculer la partie qui varie avec la largeur de la plate-forme de celle qui en est indépendante, de façon que le même abaque puisse servir si, le long d'un même tracé, la largeur de la plate-forme prend successivement plusieurs valeurs.
ri.
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La formule (i) (n° 102), où l'on remplace a par sa valeur, peut
s'écrire
ht z
' *-f-0 f + 6 Construisons à part les abaques des formules
Ei =
et s.? =
11 suffit pour cela de prendre pour la première les droites cotées (£l) x = zu (G) j^-JL-, (6) a? = 6^,
pour la seconde
(s,) a7 = £2, (6) i^=_^, (*) x = zy.
(l) Mémoire autographié; Bordeaux, 1S77. ^e procédé est reproduit dans la Statique graphique de Favaro- Terrier, t. II, Calcul graphique, p. 278. M. Rouit indique plusieurs variantes de son abaque. Nous nous contentons ici d'en reproduire une.
SYSTÈMES DE DEUX ÉQUATIONS. 2j5
On peut construire ces deux abaques sur la même feuille, les droites (sj) et (9) de l'un coïncidant avec les droites (e2) et (Q) de l'antre. On obtient ainsi la Jig. 121.
Pour se servir de l'abaque, on prend les points de rencontre de l'horizontale (8) avec les droites (b) et (z). Les cotes des verticales passant par ces points sont et et e2. Il reste ensuite à faire la différence algébrique
De même, la formule (3 bis) (n° 102), où l'on remplace a et c par leurs valeurs, peut s'écrire
ht ez
Construisons à part les abaques des formules
al= — (e — 6),
et
zz
Il suffit pour cela de prendre pour la première les droites cotées
(ffl) a? = ffi, (s) y — e, (b) x = — (y — b),
pour la seconde
On construira encore ici les deux abaques sur la même feuille
Fig. 122.
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en remarquant que les droites (o-,) et (s) de l'un coïncident avec les droites (<72) et (s) de l'autre. On obtient ainsi ^fig- 122.
L'horizontale (s) coupe les droites (b) et (z) en des points dont les verticales ont pour cotes <7i et <r2. Il reste ensuite à faire la différence algébrique
cr = Ci — o"2.
Remarque. — Si la largeur de la plate-forme ne reste pas la même tout le long d'un tracé, elle n'y prend, en tout cas, qu'un très petit nombre de valeurs différentes. Aussi l'économie de temps résultant de ce qu'on n'a à construire qu'une seule paire d'abaques pour ces diverses valeurs nous semble-t-elle plus que compensée par la nécessité de compléter, dans tous les cas, chaque lecture par une opération arithmétique, fût-ce une simple addition.
Si l'on préférait construire séparément les abaques correspondant aux diverses valeurs de la largeur de la plate-forme, de façon à éviter cette addition complémentaire, il suffirait de modifier les abaques précédents de la façon suivante :
Sur le premier abaque, le segment de l'horizontale (9), compris entre la droite (z) et la droite (6), est égal à e. Donc, pour une valeur fixe de b, la parallèle à la droite (b) menée par le point de rencontre delà droite [z) et de l'horizontale (B) est une droite (s). On obtient ainsi un abaque constitué par les droites cotées
(z) x = zy, (6) j = --— , (s) bty == x -h e.
De même, sur le second abaque, le segment de l'horizontale (e), compris entre la droite (z) et la droite (6), est égal à <7. Donc, pour une valeur fixe de b, la parallèle à la droite (b) menée par le point de rencontre de la droite (z) et de l'horizontale (s) est une droite (o1). On obtient ainsi un abaque constitué par les droites cotées
Pour déduire directement ces deux derniers abaques des équations (1) et (3 bis) il suffit de poser pour le premier
a — z = — > £ -1- b = — , £ = ay — x,
pour le second,
ay — ix a y — ix
108. Abaques superposés à graduations logarithmiques. — Nous avons vu au n° 104 que, pour avoir des abaques superposés uniquement composés de lignes droites, il suffisait de construire les droites cotées définies par les équations
logO — z) = M, log(*-t-6)==N,
loge = M— N, log(ff + c) + log2 — i M — N,
où M et N sont des fonctions linéaires en x et y.
Lalanne, à qui est dû cet artifice, a fait connaître en 1 843 un
premier abaque (*) qui se déduit des formules précédentes
lorsqu'on y fait
M~x, N=jk.
Il a ensuite proposé un second abaque, d'une meilleure disposition, obtenu en prenant
M=^±Z, Ne y.
Les droites cotées de cet abaque ont alors pour équations
(z) 2log(a — z) = se -+- y,
(6) log(* + 6)=ty,
(s) 2loge = a? — y-,
(*) log(cr + c) h- log2 = x,
ce qui donne la disposition représentée par \ajig. i 23.
(') A. P. C., ier sem. 1846. En réalité, les premiers abaques de Lalanne n'étaient pas à superposition. Ils ne donnaient que a en fonction de z et de 0. Ce n'est qu'après la publication faite par Davaine de son abaque (n° 109) où la superposition se rencontre pour la première fois, que Lalanne eut à son tour recours à cet artifice, qu'il combina avec son ingénieuse idée de l'anamorphose logarithmique.
En appliquant à cet abaque l'artifice du transparent mobile (n° 31), qu'il a précisément imaginé à cette occasion, M. Blum a
Fig. 123.
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obtenu l'abaque représenté par la fig. 124 sur laquelle on a marqué en pointillé, pour une position quelconque du transpa-
Fig. 124.
rent, les index Z, T, E, S correspondant respectivement aux échelles (*), (*), (*), (a-).
Il va sans dire, comme on l'a déjà remarqué plusieurs fois, que
la graduation (s) est doublée par la graduation Çk), eu sorte que l'index E fait encore connaître cette dernière quantité.
J09. Abaques hexagonaux. — Reprenons les équations (i) et (3 bis) mises sous la forme logarithmique
logs = log(« — z) — log(* -+- 0), et
Iog(ff -4-c) H- log'2 = 2log(a — z) — log(£ H- 0).
Chacune d'elles pourra être représentée par un abaque hexagonal, car elle est de la forme requise à cet effet (n° 32). Ils pourront, comme les abaques ci-dessus, avoir en commun l'échelle (8), mais non l'échelle (z), attendu que, les diverses échelles devant être construites avec le même module, l'échelle (g) du second abaque dérivera d'un étalon logarithmique (n° 6), double de celui de l'échelle (z) du premier.
Les deux abaques ne pourront donc qu'être accouplés par la variable 0. L'abaque ainsi obtenu est représenté par lafig. 125. Son mode d'emploi est le suivant :
Le transparent étant convenablement orienté, on fait passer l'index T par le point 9 et l'index Z par le point z de /'échelle (z) pour s. On lit alors sous l'index E les valeurs de s et de \. On fait ensuite glisser V index T sur lui-même pour amener l'index Z dans la position1!! ', ou il passe par le point z de /'échelle (s) pour o\ On lit alors la valeur de cr sous l'index E venu en E'.
Ce dédoublement de la lecture constitue à ce dernier abaque, par rapport au précédent, un désavantage que ne compense pas la plus grande facilité de construction des échelles.
M. Lallemand, à qui est dû le principe de construction de cet abaque, ne s'est occupé que du calcul de <r en fonction de z et de 9. Il ne pouvait, par suite, être frappé de l'inconvénient que nous venons de signaler, et qui résulte de la nécessité du calcul simultané de z et de s.
Nous indiquerons enfin un artifice auquel M. Lallemand avait eu recours pour tenir compte, sur l'abaque faisant connaître a-,
SO
du terme complémentaire. Cet artifice pourrait d'ailleurs être utilisé avec les types d'abaques précédents.
Fig. 125.
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A un couple de valeurs de z et 8 correspond sur le plan de l'abaque une position du centre du transparent. Ce point peut être dit le transformé du point qui, rapporté aux axes de la fig. i i4, a pour coordonnées ces valeurs de z et 0. On peut ainsi définir sur le plan de l'abaque la ligne transformée d'une ligne tracée sur le plan de \&fig. 1 1 4 et notamment les transformées des lignes qui limitent les régions correspondant aux divers cas du calcul des profils. On obtient ainsi, sur l'abaque même, la région à l'intérieur de laquelle se trouve le centre du transparent, lorsqu'il y a lieu d'ajouter le terme complémentaire y, et l'on peut, dans cette région, faire la représentation de ce terme complémentaire en prenant pour (z) et (0) les systèmes de parallèles engendrés par les axes du transparent.
systèmes n:: deux équations. 28 j
On obtient ainsi pour y un système de courbes cotées (') (fi g. 126).
Dès lors, si le centre du transparent tombe sur la courbe (y), il faut, à la lecture <r faite sous l'index E, ajouter la lecture y. Ce
Fig.. 126.
système de courbes (y) a reçu de M. Lallemand le nom d'échelle centrale additionnelle.
L'idée est assurément ingénieuse, mais il vaut mieux, en pratique, tout en figurant les limites de la région pour laquelle doit s'ajouter le terme additionnel, se servir d'un abaque de ce terme construit à part. Cette construction n'a besoin, en effet, d'être laite qu'une fois pour toutes, puisque le terme complémenlaire ne dépend d'aucune donnée spéciale au profil type considéré; elle ne comporte, en outre, que des droites parallèles, ce qui permet de recourir encore à l'usage du transparent. Dans le cas contraire,
(') Cette façon de représenter y est une application immédiate du procédé indiqué au n° 18 {fig. 20), combiné avec une anamorphose.
les courbes (y), d'une construction assez longue, varient pour chaque abaque particulier.
110. Abaque R à points alignés. — Nous allons, au sujet des abaques à points alignés, entrer dans de plus grands détails pour les raisons données à la fin du n° 104.
D'après ce qui a été vu à cet endroit, on définira l'abaque à points alignés, pour le remblai ou abaque R, en reprenant les équations du n° 108 et y remplaçant M et N par des fonctions linéaires des coordonnées parallèles u et v.
Nous prendrons (')
L'abaque sera alors constitué parles systèmes de points cotés (2)
(z) l°g(rt — z) = u,
(6) log(;-i-0)=-P, • :
(e) et (X) logs = log(X -+- (3) — logx = u-hv,
(a) log(<7 -h C) H- lûg2 = 2Z£ -h C.
Les deux premières équations définissent des échelles logarithmiques portées par les axes Au et Bp; les autres, des échelles logarithmiques portées par des axes parallèles à Au et B^, le premier, Ct), mené par le milieu G de AB, le second, DÇ, mené par le point D au tiers de AB à partir du point A {fi g* 127).
L'axe G 7) portera deux graduations, l'une définie par
l'autre par
8(X) = log(x-*-P) — 1°gT/
(') Nous posons V = — v, et non V = v, pour que tous les points cotés correspondant aux quantités à déterminer soient entre les axes sur lesquels sont pris les points cotés correspondant aux quantités données, ce qui permet d'opérer avec plus de précision que s'ils étaient en dehors de ces axes. Cet artifice est indiqué dans la note au bas de la page i/j5.
(2) Même observation que celle qui est contenue dans la note (2) de la page 267, en ce qui concerne les modules des axes Au et Bi>, modules que l'on prend d'ailleurs égaux entre eux en vue de rendre plus approché le tracé indiqué pour la figuration graphique des cas, tant dans ce numéro que dans le suivant.
en représentant par ô(e) et o(\) les distances comptées à partir
deC.
Fig. 127.
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De même, la graduation de l'axe DÇ sera donnée par
g log(a + c)-4-log2
Limitation des échelles. — Si l'on se reporte au tableau du n° 103, on voit que l'abaque R sert comme abaque d'entrée dans les cas I et II, et comme abaque de renvoi dans les cas V et VI.
Si l'on se reporte ensuite au n° 102 et à la. Ji g. 1 14, on voit que l'on aura à se servir de cet abaque pour des valeurs de 9 quelconques comprises entre les limites que l'on s'est assignées (ici — o,2D et o,25), et pour des valeurs de z comprises entre la limite inférieure — 20 et la valeur de z correspondant au point H, c'est-à-dire o, 256.
Soient
BT1! = — log(2 — o,25), AZt = log(a -+- 20),
BT2 = — log(*-t-o,25), AZ2 = log(a — o,256),
BT0 = -log;, AZ0= loga.
L'échelle de 9, dont le zéro sera au point T0, sera limitée au segment T1 T2. L'échelle de z, dont le zéro sera au point Z0, sera limitée au segment Z, Z2.
Il sera bon d'ailleurs, sur l'échelle TtT2, d'écrire à côté des deux parties correspondantes : terrain en pente (partie où 9 est négatif); terrain en rampe (partie où 9 est positif). De même. sur l'échelle Z,Z2 : cote en remblai { partie où z est négatif); cote en déblai (partie où z est positif).
Puisque la droite joignant les points z et 9 correspondant aux données est toujours comprise entre T1Z1 etT2Z2, il est inutile de prolonger les graduations des axes Cr, et DÇ au delà de ces droites.
L'axe DÇ des surfaces servant lorsque l'abaque est pris comme abaque de renvoi, la graduation devra s'étendre depuis S< sur T, Zj jusqu'à S2 sur T2Z2 } son zéro est S0.
L'axe Ct,, ne servant que lorsque l'abaque est pris comme abaque d'entrée, portera pour e et pour X des graduations allant du point Ej ou L, sur T4 Zf à un point qui sera déterminé plus loin.
Il faut remarquer que la droite T0Z0 qui joint les zéros des graduations de 9 et z coupe l'échelle de £ au point coté b, les échelles de "k et de c en leurs points zéros.
Figuration des divers cas. — L'abaque sert pour l'entrée
(n° 103) dans les cas I et II, c'est-à-dire (n° 102) lorsque, z étant
quelconque,
Cherchons l'interprétation géométrique de cette condition (1). Si nous associons à chaque valeur de 9 la valeur de z telle que
z-h b"b-hh = o,
nous obtenons les positions limites de l'index. L'enveloppe de ces positions limites est une certaine courbe dont il serait facile de former l'équation en u et v\ mais cela est inutile. Pour la très faible amplitude de variation de 9 (de — o,25 à o,25), on vérifie graphiquement (2) que toutes ces positions limites passent très
(') C'est là une application de ce qui a été dit à la fin du n° 67, page i5o.
(2) On pourrait se livrer à ce sujet à des calculs qui constitueraient un exer cice d'application des coordonnées parallèles, mais qui seraient sans intérêt pratique, la vérification graphique étant parfaitement suffisante, étant donné le but qu'on se propose.
sensiblement par un même point. Nous pouvons prendre pour ce
point l'intersection M des deux, positions extrêmes T, P1 et T., P.,
données par
8 = — o,25, z = 0,256"— h et
Dès lors, la seconde condition pour que l'abaque serve pour l'entrée montre que l'index doit passer au-dessus du point M. Par le point M, menons en trait gras une parallèle aux axes dans le sens négatif. Si l'index coupe cette droite, c'est qu'il passe audessous du point M; par suite, l'abaque ne s'applique pas pour l'entrée.
Pour cette raison, nous appellerons ce trait gras une banc d'arrêt, et nous dirons :
L'abaque sert pour Ventrée [cas 1 et II) si V index ne rencontre pas la barre d'arrêt. On voit ainsi que l'échelle de £ et \ doit être arrêtée à la droite T2P2-
Dans le cas II, c'est-à-dire lorsque z >» o, il faut recourir comme abaque de renvoi à celui du terme complémentaire. Or, si z >> o, l'index passe au-dessous de Z0 ; et, comme il passe audessus de M, il coupe nécessairement la droite MZ0, que nous tracerons en pointillé et que nous appellerons une barre de renvoi. Nous pouvons donc dire que, lorsque l' index rencontre la barre de renvoi, il faut recourir à l'abaque complémentaire.
Mode d'emploi de V abaque. — Rapprochant ces remarques de la règle générale donnée pour la lecture au n° 103, nous obtenons cette règle très simple :
Si l'index rencontre la barre d'arrêt (trait gras), laisser l'abaque et se transporter sur celui du déblai.
Si l'index ne rencontre pas la barre d'arrêt, faire immédiatement la lecture de l'emprise et de la longueur du talus.
Pour la surface du remblai : si l'index ne rencontre pas la barre de renvoi, faire simplement la lecture sur l'abaque ; si l'index rencontre la barre de renvoi, ajouter à cette lecture la lecture correspondante sur l'abaque dont le nom (terme complémentaire) est inscrit à côté de cette barre de renvoi.
Le terme additionnel fait lui-même connaître la surface du déblai.
111. Abaque~D à points alignés. — Nous prendrons les mêmes fonctions M et N que dans le cas du remblai. L'abaque sera, dès lors, constitué par les systèmes de points cotés :
(9) (e')et(V)
log(a'-f- z) log(Y — 8)= — p, logs' = log(X'-h p') — Iogx'= W + P, log(a'-f- c') -h log2 = 2tt + c.
A la valeur des constantes près, la graduation des axes A?z, Bp, G ïi, DÇ, sera donc la même que dans le cas précédent {ftg. 128).
Fie. t28.
Si
cr -v.
En outre, le sens suivant lequel croîtront z et 9 sera renversé (1).
Limitation des échelles. — Si l'on se reporte au tableau du n° 103, on voit que l'abaque de déblai sert comme abaque d'entrée dans les cas III, IV, V, VI.
Si l'on se reporte ensuite au n° 102 et à la. Jig. 11 4, on voit que l'on aura à se servir de cet abaque pour des valeurs de 9 quelconques comprises entre les limites que l'on s'est assignées (ici — o, 25 et o, 26) et pour des valeurs de z comprises entre la limite
(x) Il est bon, pour que ce sens reste le même lorsqu'on passe de l'un des abaques à l'autre, de retourner le second bout pour bout, lorsqu'on le dispose à côté du premier; c'est ce qui a été fait sur la Planche ci-jointe.
supérieure 20 et la valeur de z correspondant au point I, c'està-dire — (o, i5b" -+- h).
Soient
BT;= — log(«'-4-o,a5), BT'2=-log(*'-o525), BT'0 = — lôg*1, AZi = log(a' — o,25 6v— h), AZ'2 = log(a'-h 20), AZ'0 = loga'.
L'échelle de 9, dont le zéro sera au point TJ,, sera limitée an segment T^T^. L'échelle de £., dont le zéro sera au point Z', sera limitée au segment Z'4Z'2.
Ici, comme dans le cas du remblai, on aura soin d'écrire à côté des échelles correspondantes : terrain en pente, terrain en rampe, d'une part, cote en remblai, cote en déblai, de l'autre.
Puisque l'index reste toujours au-dessous de la droite T'Z', il est inutile de prolonger les graduations des axes Crj et DÇ vers le haut au delà de cette droite.
Nous verrons plus loin comment ces graduations seront arrêtées vers le bas.
Il faut remarquer que la droite T^Z^, qui joint les zéros des graduations de 9 et de 3, coupe l'échelle de e' au point coté b! , celle de V au point coté cp, et celle de o- au point coté F(n° 102).
Figuration des divers cas. — L'abaque sert pour l'entrée
(n° 103) dans les cas III, IV, V et VI, c'est-à-dire (n° 102) lorsque,
z étant quelconque,
z-hb"b-hh>o.
L'interprétation géométrique de cette condition est la même que dans le cas du remblai. Elle conduit encore à la considération du point M donné par l'intersection des droites
Ti'P'^O = - o,25; z = o,-i5b" — h)
et
Il semble, au premier abord, qu'ici le sens de la barre d'arrêt doive être changé, mais il n'en est rien, car, ainsi que nous venons de le voir, le sens de la croissance pour 9 et z est lui-même changé (l ).
(l) Ne pas perdre de vue que, sur la Planche, le second abaque a été retourné bout pour bout pour que le sens des graduations soit le même que sur le premier.
Ainsi, V abaque sert comme abaque ci 'entrée si l'index ne rencontre pas la barre d'arrêt.
Il s'agit maintenant de caractériser les cas IV, V et VI, où l'abaque d'entrée doit être complété par certains abaques de renvoi.
Ces cas sont séparés les uns des autres sur la fig. 1 14 par les droites AD, ou z = o, à laquelle correspond sur l'abaque le point
Z„, et HG, ou
Exactement de la même manière qu'on l'a fait pour le point M, à propos de l'abaque du remblai, on peut, vu la petite amplitude de la variation de 9, faire correspondre à cette équation le point N défini par les droites
et
T'i Qi (0 = — o,25; z = o,25 6);
et, suivant que z -+• b§ est > o ou < o, l'index passe au-dessus ou au-dessous de N.
Dès lors, les conditions résumées au n° 102 se traduisent ainsi :
Pour le cas IV, l'index passe au-dessous de Z'0 et au-dessus de N; donc, il coupe la droite NZ'0, qui est dès lors une barre de renvoi au terme complémentaire (n° 103).
Pour le cas V, l'index passe au-dessous de Z^ et au-dessous de N; comme il passe au-dessus de M (sans quoi il couperait la barre d'arrêt), il coupe la droite MN, qui est dès lors une barre de renvoi au remblai (ibid.).
Pour le cas VI, l'index passe au-dessus de Z'0 et au-dessous de N; il coupe donc à la fois les droites NZ (qui renvoie déjà au terme complémentaire pour le cas IV) et MN (qui renvoie déjà au remblai pour le cas V). Or, précisément, il y a, dans ce cas (ibid.), renvoi à la fois au terme complémentaire et au remblai. Il suffît donc de maintenir, pour ce dernier cas, aux droites NZ'0 et MN la signification qu'on leur a donnée comme barres de renvoi pour les cas précédents.
Mode d'emploi. — Finalement, le mode d'emploi de l'abaque
sera exactement le même que celui énoncé pour l'abaque de remblai, à la fin du n° 31, à cette différence près qu'ici l'index peut rencontrer à la fois deux barres de renvoi, et que, dans ce cas, le terme additionnel à ajouter à la lecture faite directement sur V abaque, pour la surface du déblai, se compose de la somme des lectures correspondantes sur les deux abaques auxquels renvoient ces barres.
Ce terme additionnel fait, d'ailleurs, connaître la surface du remblai.
112. Abaque C à points alignés. — L'équation qui donne ce terme complémentaire étant de la forme (4) (n° 102), il suffit de prendre les points cotés définis par
ilogz = it,
— loge = v,
logy -h log2 = U -h V.
On obtient ainsi un abaque très facile à construire, attendu que, si le point y, situé sur l'axe Cyi équidistant de Au et Bv (G étant le milieu de AB), est à la distance o(y) du point C, on a
log^-Mog,^
On doit, avons-nous vu au n° 102, entrer dans cet abaque avec la valeur absolue de 9 ; il n'y a donc pas lieu de s'inquiéter du sjgne de 9.
De même, z n'entrant dans l'expression de y que par son carré, il n'y a lieu de s'occuper que de sa valeur absolue.
Limitation des échelles. — L'abaque du terme complémentaire s'applique dans les cas II, IV et VI (n° 103), c'est-à-dire, puisqu'il ne s'agit ici que des valeurs absolues de 9 et s, pour 9 compris entre o et o , 25 et z compris entre o et o , 25 b.
Remarquons que pour 9 = o ou pour z = o on a des points à l'infini sur Be ou Au. Il suffira de faire varier 6 de o,oi à o,25, et z de o, i à o, 256.
La limitation de ces deux échelles entraîne celle de l'échelle centrale sur laquelle se lira y. Cette échelle doit, en effet, s'arrêter à la droite qui joint le point extrême de l'échelle de 9 (o,oi) au M. d'O. 19
point de 1 échelle de z défini par la plus haute valeur correspondante de r. prise en valeur absolue
o.oi b" — h.
Les fig. 12Q. 129 bis et 12g ter gravées sur la Planche cijointe représentent les trois abaques, dressés d'après la méthode qui vient d'être indiquée, avec les données particulières :
b = 5m. b'=6m.5o. b"=5m.bo. h=om.5o. t = - = 0,66, t'—i,
d'où l'on déduit
F = omq,5. -^=]ul.qï.
Le mode d'emploi de ce triple abaque peut se résumer de la manière suivante :
Pour faire la lecture on tend une droite, dite index, entre la cote, lue sur l'axe de gauche, et la déclivité, lue sur l'axe de droite. On fait la lecture de chaque axe au point où il est rencontré par l'index en se conformant à la règle suivante :
On entre dans l'abaque. R ou D. sur lequel l'index ne rencontre pas la barre d'arrêt, et on lit immédiatement l'emprise et le talus.
Si l'index ne rencontre aucune barre de renvoi, on lit. en outre, immédiatement la surface, et celle-ci est de même d g nation, R ou D. que l'abaque dans lequel on se trouve.
Si l'index rencontre une ou plusieurs barres de renvoi, on <e reporte aux abaques indiqués par le mot écrit à côté de chacune de ces barres '). La somme des lectures faites sur l'abaque d'entrée et su?' les abaques de renvoi donne la surface de même désignation que l'abaque d'entrée. La somme des lectures faites sur les abaques de renvoi don//' la surface de désignation contraire .
Remarque. — Il n'a été question jusqu'ici que du calcul d un demi-prolil. Pour passer de la première moitié à la seconde d'un
(*) Le tableau du n° 103 montre qu'il n'y a pas de renvoi dans les cas I et III. de beaucoup les plus fréquents, et qu'il n'y a de double renvoi que dans le cas VI,
d'un intcrèt purement théorique, comme le cas V.
D'Ocape.
ABAQUES A POINTS ALIGNES POUR LE CALCUL DES PROFILS DE REMBLAI ET DÉBLAI
PI. i
Fig. 129
Fig. 129*'
Fig. 129bis
Abaque à équerre. — ■ L'équation *( 3) du n° 102 peut
s'écrire
Sous cette forme, on voit qu'elle rentre dans le type indiqué à la fin du n° 95, et, par suite, qu'elle peut être représentée au moyen d'un abaque à équerre.
Fie;. i3o.
Il suffira de porter sur l'axe des x (fi g- i3o) les échelles
et sur l'axe des j^ l'échelle
l\) 1%, h étant des modules liés par la relation l* =1 l^L2.
Plaçant alors le sommet O' de l'équerre au point coté z et faisant passer le côté O' Y' par le point coté 8, on lit à la rencontre du côté O'X' et de la troisième échelle la valeur de 1.
Tel est le principe de l'instrument construit par M. Siéglersous le nom de profilo mètre (1 ).
0) A. P. C, p. 98; 1881, ier semestre.
2CJ2 CHAPITRE IV.
Pour le calcul de e, et, par suite, de X obtenu, comme nous l'avons vu, en accolant une seconde graduation à celle de s, l'auteur a eu recours à l'ingénieux dispositif que voici :
Fixons à l'équerre un axe NP parallèle à O' y' et portons sur cet axe l'échelle
le module l/4 étant tel que, si d est la distance du point O' au point N, on ait
d li
La similitude des triangles NPO' et 00' M donne
d ~~ ' (*-h8)/t ' ou, en vertu de l'égalité précédente,
qui est bien la formule (i) du n° 102.
Ce mode de représentation graphique de l'équation liant e à z et 9 ne rentre dans aucun des types d'abaques envisagés jusqu'ici. On verra plus loin (n° 149) comment il dérive de la théorie générale englobant tous les types possibles d'abaques.
114. Abaque langentiel. — Le procédé suivant, dû à M. Willotte (1), peut être rattaché au principe général du n° 58 dans le cas, envisagé page 128, où à deux des variables (ici z et 9) correspondent de simples points cotés, un de ces systèmes de points, (9), étant d'ailleurs rejeté à l'infini.
Soit ZOAB le gabarit d'un demi-profil de remblai (fig- 1 3 1 ). Pour achever de définir un tel demi-profil, il resterait à tracer la ligne du terrain naturel.
Si l'on considère toutes les positions de cette ligne pour lesquelles l'aire o- du demi-profil conserve une certaine valeur constante, ces positions ont pour enveloppe une certaine courbe qui pourra être cotée au moyen de la valeur choisie pour o\
(l) A. P. C, p. 3o3, 2e sem.; 1880.
SYSTÈMES DE DEUX ÉQUATIONS. 2g3
Il est très facile de déterminer la nature de celte enveloppe. A l'aire de chaque demi-profil considéré on peut, en effet, ajouter une constante, savoir l'aire du triangle que le prolongement de AB ferait avec les droites OA et OZ. L'enveloppe est donc une
Fig. i3i,
courbe dont la tangente forme avec les droites OZ et AB, prolongées jusqu'en leur point de rencontre, un triangle d'aire constante ; c'est, par suite, comme on sait, une hyperbole ayant OZ et AB pour asymptotes.
Si, pour un certain nombre de valeurs de o,(i) comprises entre les limites pratiques de cette quantité, on construit la portion utile des hyperboles correspondantes, on obtient le système des enveloppes (a-).
De même, toutes les positions de la ligne du terrain naturel correspondant à une même valeur de s ou de X passent nécessai-
(') On peut choisir soit des valeurs de a croissant par échelons égaux, comme on l'a fait pour les abaques précédents, soit les valeurs correspondant aux hyperboles qui, entre les limites assignées, ont leurs sommets (situés sur la bissectrice de l'angle de OZ et de AB) séparés par des intervalles égaux, ce qui donne pour ces sommets une graduation isograde (n° 8). Ce second choix, proposé par M. Willotte, donne un dessin plus satisfaisant. Le calcul des cotes se fait d'ailleurs très rapidement, puisque leurs différences secondes sont constantes.
2g4 CHAPITRE IV. — SYSTÈMES DE DEUX ÉQUATIONS.
rement par un même point de la ligne AB, qui pourra être coté à l'aide de cette valeur de s ou de "k. On obtient ainsi sur la ligne AB à la fois une échelle (s) et une échelle (X).
Cette seconde partie de l'abaque rentre dans la simple application du principe des points alignés, lorsque l'un des trois systèmes de points, ici (9), est rejeté à l'infini.
Si dès lors on applique sur le tableau ainsi formé un demiprofil dont trois des côtés s'appliquent sur OZ, OA et AB, le quatrième, c'est-à-dire la ligne du terrain naturel, sera tangent à une courbe (<x) dont la cote fera connaître l'aire du demi-profil, et passera par un point de la droite AB, dont les cotes e et ~k donneront la largeur d'emprise et la longueur du talus. Tel est le procédé de M. Willotte, qui suppose, comme on voit, les divers demi-profils dessinés sur un transparent pour être successivement appliqués sur le diagramme. Afin de rattacher complètement ce procédé aux abaques, il suffit de substituer au dessin des demiprofils le dispositif qui consiste : i° à graduer OZ suivant les valeurs de z prises à partir du point O; 2° à recourir à l'emploi d'un transparent portant un axe OZ' qu'on fera glisser le long de OZ et un système de droites issues de O' et cotées au moyen des valeurs de leur déclivité prise par rapport à la direction perpendiculaire à O'TJ .
Il suffira, pour faire la lecture relative à un demi-profil donné, d'appliquer le transparent sur le tableau précédemment défini, de façon que, l'axe 0'Z; étant en coïncidence avec OZ, l'origine O' se trouve sur le point de OZ coté z, La droite (9) du transparent sera alors tangente à la courbe (a-) et passera par le point (e) ou (a), dont les cotes sont les valeurs demandées pour les éléments correspondants.
Il sera question plus loin (n° 133) d'un dernier procédé pour le calcul des profils de remblai et de déblai, dû à M. Toulon.
ÉQUATIONS A PLUS DE TROIS VARIABLES. 2q5
I. — Éléments à plusieurs cotes
A. — Droites a deux cotes.
115. Définition des éléments à deux cotes. Points condensés. Echelles binaires. — Si nous considérons sur un plan deux systèmes de courbes cotées (a) et ((3), dont l'ensemble constitue ce qu'on appelle un réseau, chaque point du plan pourra être affecté des cotes des deux courbes, prises l'une dans chaque système, qui s'y rencontrent. On définit ainsi un point à deux cotes (a, (3).
C'est, on le voit, l'idée même qui conduit à la notion des coordonnées curvilignes dans le plan.
A travers le réseau de points à deux cotes qui vient d'être défini, traçons un système simplement infini de lignes G. Chaque point d'une de ces lignes, considéré comme appartenant au réseau, sera muni de deux cotes, et l'ensemble (a, (3) de ces deux cotes pourra être affecté à la ligne sur laquelle le point aura été pris, et qui sera dite, dès lors, une ligne à deux cotes (a, (3).
D'après cette définition, la ligne C possédera une infinité de couples de cotes, mais, lorsqu'une des deux cotes sera donnée, l'autre en résultera.
En effet, se donner l'une des cotes, c'est se donner une courbe, prise dans l'un des systèmes du réseau, sur laquelle devra se
(l) Rappelons que par généralisation de plusieurs des méthodes indiquées pour les équations à trois variables, nous avons déjà obtenu divers modes de représentation applicables à des équations à plus de trois variables, notamment aux nos 37 et 70, et dans le § V du Chap. III.
trouver le point pris sur la ligne C; ce point est donc déterminé ('), et la seconde cote est alors celle de la courbe du second système du réseau passant en ce point. La fig. i32 fournit la
représentation schématique d'un système de lignes G à deux cotes a et (3.
De cette notion de lignes à deux cotes va maintenant découler celle d'une nouvelle espèce de points à deux cotes. Coupons, en effet, les lignes G par une ligne L quelconque. Le point de rencontre de chaque ligne C avec la ligne L pourra être affecté de tous les couples de cotes afférant, en vertu de la définition précédente, à la ligne G considérée, et, de même que précédemment, la connaissance d'une des cotes d'un tel point entraînera, par l'intermédiaire de la ligne G correspondante, celle de l'autre.
Chaque point de la ligne L pourra donc être considéré comme provenant de la superposition d'une infinité de points à deux cotes, comme si le réseau de ces points était venu, en quelque sorte, se condenser sur cette ligne. Pour cette raison, nous appellerons les points à deux cotes de cette espèce des points condensés.
Parmi les systèmes de lignes à deux cotes qui se rencontrent le plus fréquemment dans les applications, il convient de distinguer à part les systèmes de droites parallèles. Considérons un tel sys-
(') II pourrait y avoir ainsi plusieurs déterminations distinctes; mais, dans les cas de la pratique où cette notion intervient, la détermination est généralement unique, et, sauf énonciation expresse du contraire, nous supposerons toujours dans la suite qu'il en est ainsi.
tème (A) (fig> 1 33) et rapportons-le à deux axes rectangulaires, l'un Ox perpendiculaire, l'autre Oy parallèle à sa direction.
Fig. i 33.
Rapportées à ces deux axes, les courbes (a) et ((3) du réseau ont des équations telles que
f(x, y, cc)= o,
et l'équation de la droite A passant par le point de rencontre de ces courbes, obtenue par élimination dey entre (î) et (2), sera
Ainsi le système (A) donne sur Ox les valeurs de la fonction di(a, p). Pour cette raison, l'ensemble qui vient d'être défini peut être dit Y échelle binaire de la fonction »}(a, P) le long de Ox, suivant la terminologie de M. Lallemand (').
Réciproquement, étant donnée la fonction <|>(a, £}), on peut se proposer de construire pour elle une échelle binaire. Il suffira pour cela de se donner une des deux premières équations, (1) par exemple. L'équation (2) résultera alors de l'élimination de a entre (1) et (3).
On reconnaît là un cas particulier du principe du n° 46.
Il va sans dire que, dans chaque cas particulier, la fonction <b
(') M. Lallemand qui, dans son Mémoire autographié sur les abaques hexagonaux, semble avoir, pour la première fois, fait un usage systématique des échelles binaires, déclare, dans la Note préliminaire de ce Mémoire (p. 7), être redevable de leur idée première à M. Prévôt, chef de bureau au Service du Nivellement général de la France.
étant donnée, on choisira l'équation (1) en vue de la plus grande simplicité de construction possible. On s'attachera notamment, chaque fois que faire se pourra, à n'avoir à tracer que des droites. Si, par exemple, la fonction <L (a, fi) est de la forme
on prendra pour équation (3)
(3.) *=*IU(a)Vi(P)-fcV,(P)],
/ étant un module quelconque, puis pour équation (1)
(ii) y=l'V.(a),
/' étant un autre module, parce qu'alors l'équation (2) sera
(2.) rx = lYl(P)y, + ll'V2($),
qui représente des droites.
Remarque I . — Les parallèles A pourront, dans tous les cas, être tracées équidislantes, mais on pourra aussi se dispenser de les tracer en les remplaçant, ainsi que cela a déjà été vu au n° 13, par un index mobile maintenu dans une direction parallèle à la leur. Dans ce cas, c'est l'ensemble des courbes (a) et ((3) qui sera dit V échelle binaire de la fonction <b (a, p) le long de Ox.
Remarque //. — On peut, pour la plus grande commodité du dessin, déplacer comme on veut l'échelle binaire dans la direction des droites A puisque, dans un tel déplacement, les points du réseau qui sont primitivement sur une certaine droite A, ne cessent pas de s'y trouver.
Remarque III. — L'échelle binaire (a, [3) étant accolée à l'axe Ox, les points de cet axe peuvent être considérés comme des points condensés à deux cotes a et (3, les couples de cotes de chacun d'eux étant ceux afférents à la parallèle à O^ passant en ce point.
116. F ractionnement des échelles binaires. — Le plus souvent l'échelle binaire de la fonction ^ (a, [3) accolée à Ox,
ce = lty(a, £)
sera constituée par des parallèles à cet axe, cotées au moyen des valeurs de a,
(a) r=l'oL
et par les courbes ((3) dont l'équation est
Supposons que les nécessités de l'application pratique que l'on a en vue exigent que ces courbes soient construites jusqu'à la parallèle PQ à Ox {fig. 1 34) correspondant à la valeur limite de a
Fig. i34.
(cote du point B).
Puisqu'on est libre de déplacer une échelle binaire dans le sens perpendiculaire à Ox {Rem. II du numéro précédent) on pourra, par exemple, en coupant l'échelle le long de l'horizontale du point A, milieu de OB, amener la partie supérieure de l'échelle à se superposer, par une translation parallèle à Oy, à la partie inférieure. Dans ce déplacement la portion du système ((3) comprise à l'intérieur de MNPQ vient en M'JYP'Q' et les horizontales comprises entre A et B viennent coïncider respectivement avec celles qui se trouvent entre O et A. Seulement, comme elles conservent leurs cotes, chacune des horizontales de O à A présentera, sur l'échelle binaire définitive, deux cotes distinctes, l'une se référant aux points situés à l'intérieur de ORMN, l'autre aux points situés à l'intérieur de M'N'P'Q'.
L'exemple donné plus loin (n° 118, 20) éclaircira ce point. C'est
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d'ailleurs à cet exemple, dû à M. Chancel, que nous avons emprunté le principe qui vient d'être exposé.
117. Échelles binaires accolées. — En reprenant chacun des types d'abaques étudiés dans les Chapitres précédents et y remplaçant les éléments, points ou lignes, à une cote qui y interviennent par des éléments de même nature mais à deux cotes, on obtient de nouveaux types d'abaques sur lesquels le nombre des variables est doublé.
Par exemple, les abaques à échelles accolées (n° 9), lorsqu'on y remplace les échelles simples par des échelles binaires, fournissent le type représenté par la fig. 1 35 où les deux échelles bi-
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naires, accolées par l'axe Oy, ont été écartées l'une de l'autre dans le sens perpendiculaire à cet axe (').
On voit immédiatement que le même type d'abaque serait
(') Bien des auteurs ont, indépendamment les uns des autres, eu recours à l'emploi d'échelles binaires accolées en vue d'applications particulières. Cet emploi se trouve indiqué, sous sa forme générale, dans le travail de M. Lallemand sur les abaques hexagonaux où cet auteur le présente comme dérivant de ce qu'il appelle le principe de l'élimination graphique et qui consiste à relier deux abaques à trois variables par un système commun de courbes cotées.
Dans la déclaration déjà citée (note au bas de la p. 297) de la Note préliminaire de son Mémoire, il fait savoir que c'est M. Renard, agent du Service du Nivellement général de la France, qui lui en a suggéré l'idée. Celle-ci avait
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obtenu en partant de celui des abaques cartésiens à trois variables (n° 16) et y munissant les parallèles à Ox de deux cotes au lieu d'une par l'adjonction du réseau (ou, (32). L'échelle binaire de gauche donnant
v=^i(ai,Pi), et celle de droite
on voit que l'équation représentée est de la forme
<W(ai, Pi) = <M*2, i8^)-
Le mode d'emploi d'un tel abaque est fort simple. Si, par exemple, connaissant a, , (3, et ou on veut avoir (32, on n'a qu'à suivre l'horizontale passant par le point de rencontre de la verticale a, et de la courbe (3, jusqu'à la verticale a2. La courbe passant par ce nouveau point a pour cote (32.
On obtient encore le même type d'abaque en remplaçant, dans un abaque cartésien tel que ceux définis au n° 16, une des échelles simples portées sur Ox et Oy par une échelle binaire, ou, plus généralement, par une échelle à points condensés.
Si l'on effectue ce remplacement pour les deux axes on a l'abaque d'une équation à cinq variables (').
On peut enfin introduire une sixième variable en munissant les courbes de l'abaque d'un réseau de doubles cotes, ainsi qu'on l'a expliqué au n° 115. Si ces courbes sont des droites parallèles on tombe sur un type d'abaque examiné plus loin (n° 119).
Exemple : Abaque de la prime des porte-mires du Nivellement général. — La fig. i36 reproduit l'abaque qui sert, au Service du Nivellement général de la France, à calculer la prime P d'un porte-mire en fonction du nombre total de nivelées N, de la longueur totale nivelée L, et du nombre de jours ouvrables a» (2). Cet abaque est du type cartésien à anamor-
d'ailleurs été antérieurement émise, et sous une forme plus générale, par M. Massau dans son Mémoire déjà plusieurs fois cité Sur l'intégration graphique (Liv. III, Chap. III, § I, n° 183).
(1) L'abaque des machines à fraiser que M. F.-J. Vaes a fait connaître en 189,4, dans le XVIIIe Jaarverslag van de Nederlandiche Vereeniging van Werktuig-en Scheepsbouwkundigen, appartient à cette catégorie, les axes Ox et Oy étant munis l'un et l'autre d'échelles à points condensés.
(2) Comme chaque opération comprend un aller et un retour, la prime s'applique, en réalité, à 2N nivelées réparties sur la longueur 2L; elle comporte, eu outre, le piquetage effectué par la brigade.
phose logarithmique, les axes étant munis de deux échelles binaires l'une
CD
fcC
pour N et w, l'autre pour L et w. Les fonctions représentées le long de ces
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axes par ces échelles sont le nombre moyen journalier de nivelées n ei la longueur moyenne journalière l, dont les valeurs sont inscrites à côté des axes correspondants. Enfin la longueur moyenne d'une nivelée v, qui résulte de / et /i, donne lieu sur l'abaque à des droites cotées.
On voit sur la figure des traits interrompus qui correspondent à l'exemple numérique
L = 46k,n, N = 32T, o) = ii,
pour lequel l'abaque donne
P = 7f,5o, / = 4km,2o, rc = 29, P=i45m.
On peut présenter le principe des échelles binaires accolées sous une forme plus générale. Supposons que l'équation à quatre variables
F(at, (3i,a2, p2) = o
provienne de l'élimination de la variable y entre les deux équations
Ces deux équations seront représentables, indépendamment l'une de l'autre, par des abaques cartésiens, avec ou sans anamorphose, constitués chacun au moyen d'un système de lignes ((3) tracé sur un quadrillage (a, y) que définiront une échelle (a) portée sur Ox et une échelle (y) portée sur Oy. On pourra d'ailleurs toujours adopter une même échelle (y) sur les deux abaques. Il suffira dès lors de les accoler par leur axe Oy pour éliminer graphiquement la variable y et avoir, par suite, la représentation, par deux échelles binaires accolées (a,, fi{) et (a2, J32), de l'équation à quatre variables ci-dessus.
11 y aura même des cas où il sera avantageux, en regardant, dans ce qui précède, ol{ et ou comme une seule variable a, d'appliquer ce mode de représentation à une équation à trois variables a, [3, et (32, en particulier lorsqu'il en résultera la possibilité de n'avoir à tracer que des droites.
Lorsqu'il s'agira ainsi d'une équation à trois variables, on pourra adopter, pour les deux abaques partiels (a, [3,, y) et
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(a, [j2, y), non seulement la même échelle (y), mais encore la même échelle (a), ce qui permettra de superposer ces deux abaques partiels (n°99). Dans ce cas, il sera inutile de tracer les parallèles (y) à Ox, puisque les points (a, y) des deux abaques seront en coïncidence. L'abaque résultant ne se composera dès lors plus que des parallèles (a) à Oy et des deux systèmes de lignes (fi,) et (^2), qui, par leur entrecroisement, représenteront l'équation en a, [4, et [jo donnée, et l'on voit que la transformation reviendra, dans ce cas, à l'application, sous une forme spéciale, du principe de l'anamorphose générale (4) (n°41), l'introduction de la variable v n'ayant servi qu'à effectuer la disjonction des variables.
118. Exemples : i° Abaque des annuités. — Si l'on représente par
A le montant d'un emprunt,
n la durée en années de l'amortissement,
/ le taux de l'intérêt,
a le montant de l'annuité,
on a
a foo
IOO
Cette équation est représentable par l'accolement, le long de Ox par exemple, de deux échelles binaires donnant l'une
et constituée par les droites cotées
(a) y = al',
(A) y = Axl',
(') Cette idée de principe a été présentée sous forme géométrique et très heureusement utilisée par M. Duplaix, dans un intéressant travail dont nous avons eu connaissance en cours d'impression du présent Ouvrage, et qui est intitulé : Abaques des efforts tranchants et des moments de flexion développés dans les poutres à une travée par les surcharges du Règlement du 29 août 1891 pour les ponts métalliques (Paris, Carré et Naud; 1899).
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l'autre
MX) ./' =
I -h — IOO
et constituée par les lignes cotées
(») y-nl\ (0 (i+^)
/. /' et l" étant des modules quelconques.
L'abaque ainsi obtenu (!), qui a été construit par M. Prévôt, est repré sente par la Jig. 1.Î7.
Le mode d'emploi est rappelé par le croquis placé dans l'angle supérieur de droite.
La formule de la première échelle binaire
montre que les abscisses font connaître dans chaque cas l'annuité a \
pour un emprunt de 1 franc. La graduation correspondante a été inscrite à la partie inférieure de l'abaque.
20 Abaque de la formule de jauge de V Union des Yachts français. — Cette formule est
I JO
où T représente le tonnage de course.
p le périmètre,
L la longueur à la flottaison,
s la surface de voilure.
Elle peut s'écrire
On voit dès lors qu'elle pourra être représentée par l'accolement le long
(') Pour donner le degré d'approximation requis par les calculs de banque, cet abaque devrait être construit sous des dimensions qui rendraient son emploi impraticable. Tel quel il permet d'obtenir un résultat approché pouvant être utile lorsqu'on veut se faire une première idée d'une opération projetée.
de Ox des échelles binaires définies par
i3T hP cv=——l et x — — L
s/ s io
/ étant un module quelconque.
Fig. 187.
fa Op3 0,
Annuité pour un emp
ÎTv* °>ib 0,iô
Si l'on représente par V et /" d'autres modules, la première sera consti-
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tuée par les droites cotées
(T) y = Tl\ (s) r = *^f
la seconde par
Ce dernier système de droites cotées du second degré rentre dans un type étudié à part (n° 45).
L'abaque correspondant, construit par M. Ghancel (J) avec les modules
l = V ' — 6,n,n, 25, l" =il = i2mm, 5,
et que reproduit la fig. 1 38, présente plusieurs particularités intéressantes.
i" Les deux échelles binaires ont été accolées de façon que le point o de l'échelle (T) corresponde au point 16 de l'échelle (L).
En outre, les droites parallèles à Ox correspondantes n'ont été tracées qu'à des intervalles assez grands pour ne pas embrouiller la figure. Aux parallèles non tracées, on a substitué, ainsi que cela a été indiqué d'une manière générale au n° 1-4, un transparent portant d'une part des parallèles que l'on fait glisser sur celles de l'abaque, de l'autre un axe perpendiculaire à leur direction et portant les graduations (T) et (L).
L'emploi de l'abaque peut alors s'énoncer ainsi : le bordel inférieur du transparent étant appliqué sur le bord inférieur du cadre, on fait glisser ce transparent jusqu'à ce que le point coté L de son échelle mobile se trouve sur la droite cotée p. La cote du point de l'échelle mobile qui se trouve alors sur la droite cotée s fait connaître le tonnage T.
Sur la fig. 1 38, on a dessiné la position de l'échelle mobile pour l'exemple numérique
L = i2m,8o, /? = i3m,8o, s = 2io,nf'
Cette position est définie par la condition que le point L — 12,8 se trouve sur la droite p = 1 3 , 8. On voit que la droite s = 210, qui appartient au faisceau (s) inférieur, passe alors par le point
dont la cote est la valeur du tonnage cherché.
2° La valeur du périmètre p variant dans le même sens que la longueur L, on a limité chaque droite (p) à la portion qui correspond aux
(') Étude et graphique de la formule de jauge de l'Union des Yachts français. Grenoble; 1894.
valeurs de L qui peuvent lui être jointes. C'est là ce qui produit ces sortes de gradins qu'on observe sur la fig. i38.
3° L'échelle binaire (s,T) a été fractionnée (n° 1-16) à la ligne T=i6, la seconde partie du système (s) étant remontée à la ligne T = o. Si donc on a affaire à un point d'une ligne (s), pris dans le faisceau supérieur, l'horizontale T passant en ce point a pour cote la valeur de T, lue sur l'échelle de droite, augmentée de 16.
i° La forme de l'équation représentée montre qu'on peut appliquer le principe des multiplicateurs correspondants (n° 21) en posant
IV = f* L, p'= [jLjo, s' = v9- s, T" = [Jt2 v T.
Voici un exemple numérique emprunté à l'auteur : Les données sont
Pour avoir des nombres rentrant dans les limites de la graduation, prenons les multiplicateurs
fX = 2, v = '1.
Nous avons ainsi
L'horizontale L'= r5,24 rencontre la droite p' = i4,86 en un point dont la verticale coupe la droite s' — 34o du faisceau supérieur sur l'horizontale T'= 8,3. On doit donc prendre, d'après ce qui vient d'être vu (3°),
Donc
5° Abaque pour la résolution des triangles reclilignes dont un angle au moins figure parmi les éléments connus. — Si a1? a2, a:$ représentent les angles d'un triangle quelconque, yij Ta? Y3 les côtés opposés, on peut résoudre tous les cas pour lesquels un angle figure parmi les éléments connus au moyen de la formule facile à démontrer
tan g —
/ al\l Ï2+Ï3
tar ~
-«[-('-t)] t"Ts
dans laquelle on prendra toujours pour y2 le plus grand des côtés donnés, lorsqu'on lui adjoint
(2) ai~f- «-2+ a3 = tc.
Les quatre cas à considérer peuvent se résumer ainsi :
Données. Inconnues.
Premier cas a, B, G A, b, c
Deuxième cas b, B, C A, a, c
Troisième cas a, b, C A, lî, c
Quatrième cas a, b, A B, G, c
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Les formules précédentes permettent de les résoudre, grâce aux identifications suivantes :
Premier cas : Pour at=B, a2 = G, ( i) donne a3=A,
» a2=B, at=C, *(3=a, (i) » Ï2=^,
Deuxième cas : Pour c^^B, a2=C, 12) » a3=A,
» at = A, a2=B, Y2=^? (•) » Ys— c*
Troisième cas : Pour a^C, *[.2=a, -(%= b, (1) » a2=A,
» aj = c, a2^A, (2) » a3=B,
» ai = B, a2=A, Y2 — a-> (0 w Y3 — c-
Quatrième cas : Pour a2= A, Y2 — a» Ï3 — ^> (0 ;) aj = C,
» ai=c, a2=nA, (2) » a3=B,
» a! = À, a2=C, Y3=£, (0 » Y2EEHC-
L'abaque à échelles accolées construit pour l'équation (1) ci-dessus par M. Lallemand est représenté par \ajig-. 139.
En vue d'une plus grande netteté, cet abaque a subi une anamorphose graphique (n° 39). L'exemple du n° 40 n'est autre d'ailleurs que la construction de l'échelle supérieure de cet abaque.
Jci les deux échelles accolées sont placées l'une au-dessus de l'autre, la première étant constituée par les horizontales (Y2) et les courbes ( y3 ), la seconde par les horizontales (aj) et les courbes (a2). De l'une à l'autre, les points se correspondent sur les verticales.
Quant à l'abaque de l'équation (2), il a été superposé à l'échelle inférieure. Il a suffi, comme cela a été expliqué au n°41, de joindre entre eux les points du réseau formé par les courbes (a^ et (a2) pour lesquels la somme ai -h a2 était égale au supplément d'une certaine valeur de a3 pour avoir la courbe a3 correspondante et obtenir ainsi le système (a3).
Gomme exemple numérique, plaçons-nous dans le troisième cas en nous
donnant
a = Tom, b = 43m, G = 6o°.
Pour rester dans les limites de nos graduations, nous diviserons par 10 la longueur de chaque côté. Dès lors, l'horizontale Y2 — 7 et ^a courbe Y3=453 de l'échelle supérieure se coupant en un point, suivons la verticale de ce point jusqu'à l'horizontale at = 6o° de l'échelle inférieure. Par le point ainsi obtenu passent les ccurbes a2 = 820 et a3 = 38°;
donc
A = 820 et B = 38°.
Puis, si du point de rencontre de l'horizontale a! = 38° et de la courbe a2 = 820, nous remontons par une verticale à l'échelle supérieure, nous obtenons sur l'horizontale Y2 = 7 un point par lequel passe la courbe Y3=6,i; donc
c = 6im.
Fig. .:;.).
I Côtés .
Notations.
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119. Abaques hexagonaux à échelles binaires. — En remplaçant une, deux ou trois échelles simples d'un abaque hexagonal (n° 32) par des échelles binaires accolées aux axes correspondants, ainsi que M. Prévôt en a eu l'idée ('), on introduit une, deux ou trois nouvelles variables.
La fig. i/(o indique la disposition générale d'un abaque hexa-
gonal à trois échelles binaires, c'est-à-dire à six variables. Le type de l'équation correspondante est, d'après ce qui a été vu au n° 32,
/i(«ii Pi)-H/*(a*, h) =/3(a3, p3).
On dispose à volonté des trois échelles accolées respectivement aux trois axes de l'abaque hexagonal, pourvu que trois points (a,, (3,), (a2, (32), (a3, p3) pris dans chacune de ces échelles et correspondant à une solution particulière de l'équation ci-dessus se trouvent simultanément sous les trois index du transparent.
L'emploi de l'abaque, si, par exemple, on prend {J3 pour inconnue, est le suivant : deux des index du transparent convenablement orienté passant V un par le point (a,, (3, ), Vautre par le point (a2, (32), le troisième index coupe la courbe a3 de
(') Voir la note au bas de la p. 297.
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V échelle binaire correspondante en un point, et la cote de la courbe j33 passant en ce point est la valeur demandée.
On pourra, dans certains cas, se servir de cette méthode en faisant entrer une même variable dans deux groupes binaires différents, ce qui serait le cas, par exemple, si, dans l'équation ci-dessus, on remplaçait f>:$ par (3,. Il convient toutefois de remarquer que, dans ce cas, la variable figurant dans deux groupes binaires ne saurait être prise pour inconnue. Pour qu'une variable intervenant dans un abaque puisse y être prise comme inconnue, il est évident, en effet, qu'il ne doit lui correspondre sur cet abaque qu'un seul système d'éléments cotés.
Exemples : i° Premier abaque des intérêts composés (l). — La formule des intérêts composés est
A = a(i+r)«, dans laquelle
a désigne le capital placé;
/" le taux;
n le nombre d'années du placement;
A le capital produit.
Il suffit de l'écrire sous la forme
JogA = loga -h n log(i -+- /■)
pour voir qu'elle rentre dans le type ci-dessus lorsqu'on prend le long de deux des axes des échelles logarithmiques ordinaires pour A et a, et le long du troisième une échelle binaire pour l'ensemble de n et de r.
Si / est le module des échelles logarithmiques (A) et (a), l'échelle binaire {n, r) sera définie par
x = In Iog(i h- r),
l'axe des x étant supposé coïncider avec l'axe correspondant de l'abaque hexagonal. On constituera donc cette échelle au moyen de deux systèmes de droites cotées
y= nog(i-hr),
V x = Iny .
L'abaque correspondant, pour lequel, sur la Jig. iZji, on a pris
i= r= - xim,
(') On trouvera plus loin ( n°122), un abaque plus simple pour la même formule.
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est dû à M. Prévôt. Jl prête à une remarque intéressante d'où résulte une
Fig. i4i.
no_
grande simplification de construction et qui peut trouver son application
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dans des cas analogues. Elle consiste en ce que, dans le champ de variation très limité de la variable /', les accroissements do Iog(i-4- r) sonl sensiblement proportionnels à ceux de /•.
Calculons, par exemple, au milieu de cet intervalle, logi,oj, en admettant cette proportionnalité. Nous aurons
logi ,04 — logr,o>. 5 1 ,04 — 1 , 02 5 log 1, 06 — log i,oa5 1,06 — 1,025'
d'où
log l,o4 = logl,020 + 757 (log I,06— log 1,025) == OjOlGQjSq.
La véritable valeur de log 1,04 est
log 1 ,04 — 0,0170333.
L'erreur commise est donc
e = — 0,000039 î ou sensiblement
Avec la valeur de /' admise sur la fig. i4r, cela donne pour l'écart entre la position de la droite r = o,o4, obtenue par cette interpolation proportionnelle, et sa position rigoureuse la valeur
| X om, 000 06 = om, 000 04 ,
soit Yé de millimètre, écart qui peut être négligé sans inconvénient.
La position des index du transparent, marquée en pointillé sur la fig. i32, correspond à l'exemple numérique a = 2oooofl', T=o,o4, n — i5<*, pour lequel l'abaque donne A — 36ooofl (1).
2° Abaque de la poussée des terres. — M. Boussinesq a donné, pour le calcul de la poussée des terres sur un mur vertical de soutènement, la formule suivante :
O \ / 77 CD
tanir2 f L cos '
dans laquelle
o désigne l'angle de frottement des terres sur elles-mêmes;
©! l'angle de frottement des terres sur la maçonnerie;
m le poids en tonnes du mètre cube de terre;
H la hauteur en mètres du mur;
P la poussée en tonnes par mètre carré.
(') On peut faire à propos de cet abaque la même observation que celle qui a été présentée au sujet de l'abaque des annuités (noie au bas de la page 3o5).
Pour traduire cette formule en abaque hexagonal, il n'y a qu'à la mettre sous la forme
logP
loges -i- 2 log II -h i lo£ tang
log, cos
log 2
log cos
MM
Le terme du premier membre donne pour P une échelle logarithmique simple, les deux premiers termes du second membre donnent une échelle binaire pour l'ensemble (tu, II), et le reste du second membre une échelle binaire pour l'ensemble ( cp, ç>t ).
L'abaque correspondant, construit par M. Renard, et sur lequel l'échelle de la poussée P a été fractionnée au point P = 5 pour que l'abaque tienne dans un cadre plus restreint, est reproduit sur la fig. \!\ •>..
La position des index du transparent, marquée en pointillé, correspond à l'exemple numérique
ttt = 2T,
pour lequel l'abaque donne P = 5T,^j.
120. Abaques à glissement. — L'emploi des échelles binaires peut aussi se combiner avec le principe des abaques hexagonaux à glissement dont il a été question au n° 37.
On aura ainsi la représentation d'une équation de la forme
/îOi, Pi) -+-/2O2, pï)4-...H-/«(a«, p„) = 0.
Exemple : Abaque de l'erreur de réfraction dans le nivellement géométrique. — Si l'on représente par
B la pression barométrique;
D la différence brute de niveau prise en valeur absolue; L la longueur de la nivelée;
/2 la température de l'air à la hauteur de la lunette;
t:i et ty ses températures aux points où la ligne de \isée rencontre les deux mires d'arrière et d'avant,
et si l'on pose, en outre,
l'erreur de réfraction z est donnée par la formule omm, 00108 B
76 D (1 -ho, oo366 0)
HKÏ (* + *')
o,4343— -Iog(i — 8»)
log
o étant défini par l'équation
log(i + o) x'
( '2 ) ï ; ST — — *
log(i — 0) X
En outre, s est ou non de même signe que la différence de niveau D qui, sur l'abaque, ne sera prise, comme on vient de le dire, qu'en valeur
absolue, suivant que le quotient — ^ — est négatif ou positif .
Posant
o,ooto8
k, o,oo366 = a
et remarquant qu'en vertu de (2) 0 est une fonction de x et t', on voit que la formule (1) peut s'écrire
ou encore
logs — log/: — logB — logD -4- 1 logL — 2 log(i -h aO)
-+-log(x-i-x') + logcp(o),
8 dépendant de x et de x' en vertu de l'équation (2).
Sous cette dernière forme, on voit qu'elle est susceptible d'être représentée par un abaque hexagonal à glissement du type de la fig. 4o(n°37), comprenant une échelle simple (s) et trois échelles binaires (B,D), (L, 6) et (x, x').
L'échelle (s) et l'une des échelles binaires, (L, 6) par exemple, seront accolées à l'axe Ox de la fig. 40, les deux autres échelles à l'axe Ojk, et le glissement aura lieu normalement à l'axe 0-3 (1).
Si nous représentons par Oj^iji, O^Xoy^ O^x^y^ les systèmes d'axes rectangulaires auxquels sont rapportées respectivement ces trois échelles binaires, elles seront définies par
(Et) *,= J(logB — logD),
(E2) x2 = J2[logL--log(n-a0)],
(E3) W=^log(x-i-T') + log<pC8)],
où / est le module commun aux trois axes.
Pour les deux premières, nous prendrons, en appelant lit /2, /3 trois nouveaux modules, les systèmes de droites cotées
(B) jKi=JilogB,
(D) lrx,= /^—//jlogD,
(') Pour passer de la disposition de la fig. l\o à celle de la fig. i43, il faut, avec un tel choix d'axes, supposer que l'on fasse tourner la première de 1200 dans le sens rétrograde.
et
oUj
JK2 = /2log(n- a0), /,.r.> = 2 //ologL >. /»-,.
Pour la troisième, nous prendrons d'abord le système
171 yz = h*.
Quant au système (t'), on serait d'abord tenté, pour le construire, d'ob-
Différence de niveau (D)
rprii/ni i) 1 1 1 i / 1 i t_i_+-L_i_i_n.
tenir l'équation des courbes qui le composent, en éliminant o et x entre les équations (2), (E3) et (t) ci-dessus. Malheureusement, cette élimination est impossible. On peut toutefois tirer 1 de la dernière de ces équa-
tions pour en porter la valeur dans les deux autres, ce qui donne
'■= = /»*log(n-«)'
xz= l
[log^+T^H-log^*)].
Dès lors les coordonnées de chaque point de la courbe x' se trouvant A exprimées en fonctions du paramètre ô, il est possible, en faisant varier ce paramètre, de construire la courbe point par point.
L'abaque correspondant, représenté sur la fig. i{3, est dû à M. Lallemand.
Son mode d'emploi, d'après ce qui a été vu au n° 37, se réduit à ceci : ayant d'abord fait passer les index \x et J2 du transparent respectivement par tes points (L, 0) et (B, D), on fait glisser ce transparent dans la direction de l'index f3 Jusqu'à ce que l'index I2 passe par le point (x, x"). L'index \± coupe alors V échelle (z) en un point dont la cote est l'erreur demandée.
Par exemple, pour
B = om,;G, D. -2m,22, L^i5om, 9 — i°,6, x = o°,75, x' = o°,35,
l'abaque donne
et, comme ici le rapport — =r— est négatif, il faut prendre
e= -omm,6.
B. — Points a deux cotes (').
121. Points alignés à deux cotes. — Un système de points à deux cotes peut être défini par les coordonnées de chacun de ses
(') Ce sont les points qui étaient désignés dans notre brochure 0.4 sous le nom de points doublement isoplèthes. Devant nécessairement nous restreindre ici à un nombre assez limité d'applications, nous signalerons, en outre, comme particulièrement intéressantes celles, relatives à divers problèmes de l'art naval, qui sont dues à M. G. Pesci, professeur à l'Académie navale de Livourne, et dont voici la liste :
Sulla costruzione delta curva di ricerca ( Rivista marittima, décembre 1896); Sui metodi per cambiare il rileva/nento (Ibid., mars 1897}; Sul calcolo délie distanze in mare (Ibid., juillet 1897); Quarto contributo alla cinematica navale (Ibid., mars 1898); Abbaco per il calcolo délia latitudine (Ibid., octobre 1898).
Nous citerons également notre Note 0.15.
M. R. Mehmkc nous a signalé un graphique de l'écoulement de l'eau dans les
poinls, fonctions des deux cotes a, et Sn
»=/i(«i,Pi), JK = <Pi(a,, 3,).
Pour obtenir les équations des deux systèmes de courbes cotées (a,) et ((3,) constituant le réseau, il n'y a qu'à éliminer successivement chacun des deux paramètres entre les équations précédentes, ce qui donne
fO, y, a,) = o, *(*,./> Pi) = o.
On peut aussi définir le système (a,,Jj,) par l'équation en coordonnées parallèles de chacun de ses points
"/i(ai, p,)4" Pcpi(ai5 Si) + ^i(a,, pt) = o.
Si Ton prend, ainsi qu'au n° 60, comme origine O le milieu de la distance AB des origines des axes Au et Be, comme axe Oy la parallèle à ces axes menée par O, comme axe Ox la droite OB, et si l'on pose OB — o, les coordonnées cartésiennes du point défini par l'équation ci-dessus sont
x = g?i(«i> Pi)—'/i(«ii Pi)
<fiOi, pi)H-/i(ai, pi ) «?i(aj, Pi) H-/i(a!, pO*
et l'élimination successive de (3, et de a, entre ces deux dernières équations donne les équations cartésiennes des systèmes (a,) et ([3, ) constituant par leur ensemble le réseau (afl, (3,).
Un système de points à deux cotes étant ainsi défini, il n'y a qu'à reprendre tout ce qui a été dit dans les nos 60 et suivants, en substituant à un, à deux, ou aux trois systèmes de points à une cote, des systèmes de points à deux cotes, pour avoir des abaques à points alignés représentant des équations à quatre, cinq ou six variables.
Si l'on se reporte au n° 60, on voit donc que l'équation la plus
canaux et rivières, publié en 1869 par MM. E. Ganguillct et W.-R. Kulter (Zeitschrift des OEstr. Ing. und Arch. Vereins, t. XXI, p. 5o), que ses auteurs ont obtenu par un procédé géométrique direct, mais qui peut être considéré comme une application du principe général étudié ici.
générale représentable par un abaque à trois systèmes de points à deux cotes est de la forme
/1O1, Pi) <pi(ai,Pi) <W(aiify) | /2(a2,p2) ^2(^25^2) ^2(^2,^2) = o.
/3(«3, ?3) «P3("*S, Ps) ^3(a35 p3> I
L'abaque correspondant à la disposition indiquée par la fig. 1 44-
Fig. 144
fa,)
Son emploi se réduit à ceci :
Si, par exemple, on prend fispour inconnue, on fait passer V index par les points de rencontre d ^ une part des lignes a, et Pi, de Vautre des lignes ou et p2; cet index coupe alors la ligne a:$ en un point par lequel passe une ligne p3 dont la cote est la valeur de V inconnue demandée .
Ainsi, surlay?£. 1 44 ? pour
«1 = 2, Pi =3, a2=M, P2 = 6, a3=5,
'abaque donne p3=: 8.
Tout ce qui a été dit relativement à la transformation homographique et au fractionnement des abaques à points alignés à une cote pourrait être répété ici.
M va sans dire que l'emploi des points à deux cotes peut être immédiatement étendu aux abaques à transversale quelconque
(n° 96) qui fournissent alors la représentation d'équations à huit variables ( ' ).
Parmi les abaques à points alignés comportant des points à deux cotes, ceux qui, de beaucoup, se rencontrent le plus fréquemment dans la pratique, sont constitués au moyen d'un seul système de cette sorte et de deux systèmes de points à une seule cote, distribués sur deux axes parallèles. Ils généralisent par conséquent les abaques envisagés aux §§ Il (A et B) et III (A) du Chapitre III, et, en ce qui concerne leur disposition, on n'aura qu'à se reporter à ce qui a été dit là.
Les équations représentables par des abaques de ce type sont celles de la forme
(E) /i(a1.)/3(a3, pa) H- /»(«») T«(«»,p8) + +•(«., P.) = o.
Pour obtenir l'abaque correspondant, il suffit, en représentant par /, et l2 deux modules quelconques, de poser
(ai) u = l1fi(a1),
L'équation du point (a3, J33) est alors (a3, p3) ul2fs(x3, p,)-+- vli ?3(«3> Ps) -+■ hk ^(«3, Ps) = o, et ses coordonnées cartésiennes par rapport aux axes ci-dessus défi-
(') Dans son Mémoire sur les abaques à transversales quelconques cité plus haut (n° 94), M. Goedseels a même poussé la généralisation plus loin. Puisque trois points déterminent la position d'une transversale tl de forme donnée, en prenant chacun de ces points muni de deux cotes, on voit que l'on fait dépendre la position de la transversale de 6 variables. Une autre transversale t2 pourra de même dépendre de 6 variables. Le point de rencontre (£,, t2) de ces deux transversales dépendra donc de 12 variables. On pourra de même définir les points (i3, tk) et Uô> O- Ces trois points permettront à leur tour de définir la position d'une transversale t^ qui dépendra dès lors de 36 variables. Si cette transversale t^ passe par un point à deux cotes, il en résultera la représentation d'une équation à 38 variables. Mais cette transversale t1 pourra à son tour être combinée d'une manière analogue avec d'autres transversales correspondant elles-mêmes à plusieurs variables. De là le moyen, théoriquement au moins, d'étendre indéfiniment le nombre des variables. On verra d'ailleurs plus" loin ( Chap. VI, § I) que ce mode d'extension rentre dans la théorie générale.
nis, si l'on représente toujours par o la moitié de ia longueur AB,
= g h ?3(«3, Pa) — hfz(*s, Pa) *i ?3(a3; Ps) + h/zi**, P3)
' /1 ?3(a3, pa^^/aC^a, Pa)"
L'élimination successive de j33 et de a3 entre ces deux équations donne les équations des deux systèmes de lignes du réseau
(Pi)
FO, JK, a3) = o, *(•*> 7> Pa) =0.
Remarque. — Il se peut que les points à deux cotes, entre lesquels on prend des alignements, se réduisent à des points condensés (n" 115). Soit, par exemple, une équation de ia forme
/!•(«„ pr) ■+/,(«*, p,) =*/,(«„ p,).
La méthode qui vient d'être exposée conduil, pour la représenter, à poser
w = hfl(<*l, Pi),
t> = /2/2(à2, PO> ce qui donne
Z2w + /!<' = JiJ*/s(*s, Ps).
On voit que, bien que dépendant de deux paramètres, les points
OL , , G
(a,, 43|) sont tous distribués sur l'axe Am, c'est-à-dire, d'après la terminologie du n° 115, condensés sur Au. De même les points
(a2, (32) sont condensés sur Bc, et les points (a3, p3), condensés sur une parallèle aux deux premiers axes.
Ces points condensés peuvent être définis respectivement sur ces trois axes au moyen d'échelles binaires qui leur sont accolées (n° 115, Rem. 111). On obtient dès lors un abaque du tvpe représenté par la fig. 1 4 5 .
Si, notamment, nous reprenons l'équation du premier exemple d'application donné au n" 119, nous voyons qu'en posant
u=/1logÀ., v = — hloga, nous obtenons
h u + ixv = n log(i -+- /•),
équation qui représente le point
„ l\ — /■> /ïlog(i -+- r)
Il suffit dès lors d'accoler à la parallèle aux axes, définie par la valeur de a?, l'échelle binaire que définit l'expression de y, pour avoir sur cette parallèle les points condensés (n, r).
On peut, dans ce cas particulier, éviter l'emploi des points condensés et rentrer dans l'application pure et simple de la méthode générale, comme on va le voir dans le numéro suivant.
122. Premier exemple : Second abaque des intérêts composés. — Reprenons la formule des intérêts composés, mise sous forme logarithmique (n° 119, i"),
logA = loga -h n log(i -+- r).
Nous pouvons ici prendre comme éléments cotés (a) et (n)
(a) u — li loga,
(n) v = l-iix.
Gela nous donne, pour l'ensemble des variables A et /•, les points à deu\ cotes définis par l'équation
l2 u 4- li log(i + r)p- it /2 log A — o, ou, en vertu des formules (y) du numéro précédent,
li log(i -h r) -+- iy
h h log A li log(n- r)4- li
La première de ces équations ne contenant que /' définit les éléments cotés (r) qui sont, comme l'on voit, des droites parallèles aux axes An
ET
'ci
Fig. i46.
Taux (r)
et Bi>; puis, l'élimination de r entre ces deux équations donne, pour le? éléments (A), l'équation
q or — /t(ô — ;r)log A,
droites qui passent toutes par l'origine B(cr = o, y — o) de l'axe Bt>, et qui coupent l'axe A u(x = — ô) aux points définis par
y = /ilogA,
qui se confondent avec les points (a). Cette circonstance permet d'éviter le tracé des droites (A). En effet, il suffit, pour avoir une telle droite, de joindre le point B (qui n'est autre que le point n — o) au point de
l'échelle (a) coté A. On peut, d'ailleurs, pour réaliser cette droite, se servir de l'index lui-même. L'emploi de l'abaque devient alors analogue à celui des abaques à double alignement (Ch. III, § V, A). 11 peut s'énoncer ainsi :
On fait d'abord passer l'index par le point coté a sur l'échelle du capital et le point coté n sur l'échelle du temps, puis on le fait pivoter autour du point où il rencontre la verticale cotée r, de façon à l'amener à passer par le point n = o. 77 coupe alors l'échelle du capital au point coté A.
Sur l'abaque représenté par la fig. 1 46, on a pris £2=0j°4^i de façon à donner à l'échelle du temps (n) la même longueur qu'à l'échelle du capital (a) et (A), avec les limites adoptées.
Les deux positions de l'index marquées en pointillé sur la figure correspondent à l'exemple numérique déjà envisagé au n° 119 (i°), savoir
a = 20Ooofr, n = i;V, r = \ " 0,
pour lequel l'abaque donne
A = 36ooofr.
123. Deuxième exemple : Abaque de la distance sphérique (1). — L;» distance sphérique cp de deux points en fonction de leurs latitudes X et X' et de la différence L de leurs longitudes peut s'écrire, ainsi que l'a remarqué M. Gollignon,
1 cosep = (i-h cosL) cos(X X') — (1 — cosL) cos(X -;- X' ).
Sous cette forme, elle rentre dans le type (E) du numéro précédent.
Adoptant ici pour 0, l\ et /2 une valeur / unique (ce qui a l'avantage de nous donner pour quadrangle limite de l'abaque un carré), nous poserons, en vertu des formules (at) et (a2) du numéro précédent (2),
u - - — l cos(X -+- X').
v = l cos(X X'),
ce qui nous donne, pour équation du système (L,<p),
u([ — cosL) -fc(i+ cosL) — 2 cosep = o.
Les coordonnées cartésiennes du point correspondant, données par les
(') O. 4, p. 84. M. Collignon a, depuis lors, utilisé cet abaque dans sa Note sur la détermination de l'heure du passage du Soleil dans un plan vertical (/. E. P., 2e série, 4e cahier, p. i23; 1898).
(2) Voir la remarque contenue dans la noie au bas de la page i\b.
formules (y) du numéro précédent, sont ici, puisque o = /, = U = /,
x = l cosL, y — l coscp.
Ici, point d'élimination à faire, puisque chacune des variables L et © n'entre que dans une des équations. Ces équations donnent directement les lignes cotées (L) et (cp) qui sont des parallèles aux axes.
L'abaque correspondant obtenu en prenant / = 4cm est représenté par la fie- i47-
Fig. i47-
Echelle, de. L
La graduation des horizontales (cp) se confond d'ailleurs, si on l'inscrit sur le bord droit de l'abaque, avec l'échelle (X — X').
La position de l'index, marquée en pointillé sur la figure, correspond à l'exemple numérique suivant, qui fait connaître, sur la mappemonde, la distance sphérique de Paris à Hanoï :
L'abaque donne <p = 87°5o'.
On peut remarquer que cet abaque permet de résoudre un triangle
ÉQUATIONS A PLUS DE TROIS VARIABLES. 3'2g
sphérique dont on connaît soit trois éléments de même espèce, soit trois éléments consécutifs.
Si, en effet, on connaît les trois côtés a, b, c, on voit qu'en prenant
successivement
on a
es = c,
Si l'on connaît les trois angles, le cas se ramène au précédent par la considération du triangle supplémentaire.
Si l'on connaît deux côtés a et b et l'angle compris G, en faisant
on a
cp = c.
Connaissant dès lors «, b, c, on est ramené pour le calcul de A et B au cas ci-dessus.
La considération du triangle supplémentaire permet de traiter de même le cas où les données comprennent un côté et les deux angles adjacents.
L'abaque ci-dessus est intéressant en raison de l'extrême simplicité de sa construction et de la diversité de ses usages. On va voir maintenant qu'en sacrifiant un peu de cette simplicité on peut construire un abaque permettant la résolution des triangles sphériques dans tous les cas possibles.
124. Troisième exemple : Abaque général de la Trigonométrie sphérique (l). — Les six cas de résolution des triangles sphériques peuvent, par la considération du triangle supplémentaire, se ramener à trois, savoir ceux où deux au moins des côtés figurent parmi les données, et la résolution de ces trois cas peut être effectuée par l'emploi de la seule formule
(i) cosa! = cosa3 cos(33-- sina3 sin (33 cosa2,
dans laquelle on remplace les variables a,, a,, a3, p3 par l'un des systèmes de valeurs
(B) aci^b, a2 B, ol3=c, p3=«,
(C) at-=c, a2 = G, a3 a, fi3 = b.
33o CHAPITRE V.
Avec ces différents états des variables qui y figurent, nous donnerons à la formule (1) la désignation de formule (A), (B) ou (G).
Voici, dès lors, comment s'effectuera la résolution dans les trois cas auxquels on est ramené :
Cas. Données. Résolution.
la formule (A) donne A,
II a, b, A » (B) » B,
III b, c, A » (B) » B,
On voit ainsi que toute la résolution des triangles sphériques pourra s'effectuer au moyen du seul abaque de l'équation (i) qui rentre bien dans le type (E) du n° 121.
Prenant sur les axes Au et Bt> des modules égaux à l et représentant toujours par o la demi-longueur AB, nous voyons que les formules (at), (a2) et (y) du n° 121 définissant l'abaque seront ici
(otl) a — / cosai,
(oc2) v =■ — / cosa2,
^ sina3 sin 83 — i sina3 sin^3 -^ i
, cosa3cosS5
sina3 sin ^3 -h i
La symétrie de ces deux dernières équations en a3 et (33 montre qu'ici les lignes (a3) et les lignes ((33) sont les mêmes. C'est donc cet unique système de lignes qui, en se recoupant lui-même, constitue le réseau
(«•i Pi).
Les équations (y) étant du premier degré en sin (33 et cos (33, l'élimination
de (33 n'offre aucune difficulté. On trouve
v ' sm2a3 /2Cos2a3 v ;
D'après ce qui vient d'être dit, l'équation ( j33) est la même avec le simple changement de a3 en (33.
Appelons U et U', V et V les extrémités des échelles (aj) et (a2)
{fig- M8) (!)i extrémités qui sont données respectivement pour s, et au égaux respectivement à o" et à i8o°, par
'iJ
(a,) go0!^ A0"
Si l'on cherche les équations des tangentes à l'ellipse a3 parallèles à O.r. on trouve bien aisément
Ce sont les droites UV et U'V. Ou trouve également que les tangenteissues de l'origine O sont les droites
§y = zfc l.r,
(l) Sur la Jig. i4<S, le sens positif de Vm et lïv, et, par suite, celui de Oy a été exceptionnellement pris t/e Aau2 en bas.
c'est-à-dire les droites UV et U' V. En résumé, si l'on appelle X«> le point situé à l'infini sur OA, on voit que le système (a3) est constitué par les ellipses inscrites dans le quadrilatère OUX«>U'.
On vérifie, en outre, que le pôle de V axe UU' par rapport à toutes ces ellipses est l'origine B de l'axe VV (1).
Une fois les axes UU' et VV gradués pour les variables ccl et a2, il est très facile de construire la portion utile de chaque ellipse a3. En effet, cette ellipse coupe l'axe AB, ou Ox, au point défini par l'abscisse
„ i — sin a 3
i -h sina3
point qui se trouve sur la droite joignant le point \ (x = o, y = l) au point de l'échelle UU' coté a 3-+- 900, dont les coordonnées sont
x = — 0, y = / cos(a3 -+- go°) = — l sina3.
Elle coupe l'axe UU'(a?= — 0) aux points de l'échelle correspondante cotés a3 et r8o° — a3, et, d'après ce qui vient d'être vu, les tangentes en ces points passent au point B. On se trouve ainsi amené à construire une ellipse connaissant deux points, les tangentes en ces points et la tangente parallèle à la corde qui les joint, construction facile à effectuer (2).
Remarquons que les ellipses cotées a3 et 1800 — a3 coïncident dans toute leur étendue. Il suffit donc, pour avoir le système (a3) tout entier, de faire varier a3 de o° à 900.
Cette coïncidence deux à deux des ellipses (a3) entraînerait une ambiguïté dans la lecture si l'on n'avait soin de faire la remarque suivante :
Si l'on se reporte aux formules (y) ci-dessus, on voit que y est positif ou négatif suivant que a3 et (33 sont ou non pris du même côté par rapport à 900.
Donc, 5i'a3 et (33 sont à la fois supérieurs ou inférieurs à 900, le point de rencontre des ellipses correspondantes se trouve au-dessous de OA. Si le contraire a lieu, le point de rencontre des ellipses se trouve audessus, en vertu de la note au bas de la page 33 1.
Enfin, une autre ambiguïté apparente se produit lorsque a3=(33 ou lorsque «3-f- (33 = 1800, parce qu'alors les deux ellipses dont il s'agit de prendre le point de rencontre coïncident dans toute leur étendue; mais ce
(*) Si l'on fait une transformation par polaires réciproques relativement à un cercle de centre B, on voit qu'on obtient un système de coniques concentriques circonscrites au rectangle formé par les points transformés des droites UV, U'V, U'V, UV. Le centre commun de ces coniques est le point transformé de la droite UU'.
(2) Nous avons, pour cette construction, indiqué un procédé (celui qui a effectivement servi pour la Jlg. 148) dans les N. A. (3e série, t. XII, p. 35o), procédé qui se trouve reproduit dans notre Cours de Géométrie descriptive, p. 177
point de rencontre occupe alors une position limite qui est le point de contact de l'ellipse considérée avec la droite UV si a;i = 33, avec la droite U' V si a3+ |33 = 1800.
Le point (a3, (33) est ainsi défini sans ambiguïté dans tous les cas, et l<mode d'emploi de l'abaque résulte simplement de l'alignement de ce poini avec les points z{ et a2.
123. Quatrième exemple : Abaque de l'équation complète du troisième degré. — Pour représenter l'équation
^:î -iiz- p z 'r- q — o,
qui rentre évidemment dans le type (E) du n° 121 , il suffit, en appelant li et h deux, modules quelconques, de poser
(p) « = hp,
(q) V = hq,
équations qui définissent deux échelles régulières portées sur Aw et Be. Le point (?i, z) est alors défini, en vertu des formules (y) du n° 121, par
lil2(z^A~ nz*)
La première de ces équations ne contenant que z définit les éléments cotés relativement à cette variable, qui sont, comme on voit, des parallèles aux axes coordonnés Au et B e, déterminant, sur l'axe AB des origines, une échelle linéaire (n° 7) qui, dans le cas où l{ = h. devient une échelle segmentaire (n° 5, 3°).
Quant aux courbes (/&), qui sont des cubiques cuspidales, on pourrait aisément former leur équation en éliminant z entre les équations (z) et (y); mais cela est inutile.
Lorsqu'on a construit l'une d'entre elles, par exemple la courbe n = o, qui est précisément celle dont nous nous sommes occupé en détail au n° 81, les autres s'en déduisent très aisément. Si, en effet, j0 et yn sont respectivement les ordonnées des courbes cotées o et n, pour une même valeur de z, on a
y„=yo-n ', _»
et, puisque la fraction qui multiplie n est une constante pour une même
valeur de z, on voit que les courbes (n) déterminent sur la droite z une
/, A, s"2 échelle régulière dont le module est égal à —. — et le sens crois-
sant opposé à celui des échelles ( p) et (q).
C'est en se fondant sur cette remarque et en prenant
«ju'on a construit l'abaque de la fig. 149, dont l'emploi se réduit à ceci : faire passer l'index par les points cotés p et q et lire les cotes z des verticales passant par les points où cet index rencontre la courbe cotée n.
On s'est d'ailleurs, en vertu d'une remarque déjà faite à propos de l'équation trinôme (n° 81), borné à envisager des valeurs positives de z, les valeurs absolues des racines négatives de l'équation étant données par les racines positives de la transformée en — z, c'est-à-dire de l'équation définie par les coefficients — n, p et — q.
Les équations du troisième degré qui se rencontrent dans la pratique n'ont d'ailleurs, en général, qu'une racine positive, et c'est la seule qu'on ;iit besoin de calculer.
Les positions de l'index marquées en pointillé sur la figure se rapportent
aux équations
et
pour lesquelles l'abaque donne respectivement z = 1,46 et «s = 1 ,6.
Remarquons, en outre, qu'ici s'applique le principe des multiplicateurs correspondants (n° 21) lorsqu'on prend
z'=Xz: n' = Xn, p'=X2/?, q'-=.\$q.
En voici des exemples pris dans la pratique :
i° Voûte en dôme. — Bossut, dans ses Recherches sur l'équilibre des voûtes (Mémoires de l'Académie des Sciences, p. 566; 1774)- est amené, à propos d'une voûte en dôme particulière, à résoudre l'équation
En prenant X = — , on a l'équation
L'abaque donne pour cette dernière
Par suite
20 Remous d'une rivière. — Le remous z d'une rivière à son passage
Fig. i'|«,.
H) HO
-BH6MM-B) (0) (2) (4) (61 (8) (10) -(SH7)-(SH3)-(1) (1) (3) (5) (7) 19»
sous un pont est donné par l'équation
^+(2H- A) g-2 + H(H — 2Â)j h B — AH* = .o, où
L désignant la largeur de la rivière en amont du pont,
/ sa largeur totale sous les arches du pont.
II la profondeur moyenne en amont,
Q le débit de la rivière,
U le coefficient de contraction.
Avec les données suivantes, qui sont celles relevées par d'Aubuisson dans son expérience sur la Veser, savoir
L=i8om57i, / = 96m,i3, U 5,T\37, Q = i45ome, U=o,gr
on a l'équation
Prenant ici A = -> on a 1 équation
pour laquelle l'abaque donne
et, par suite,
z -om,38 (»).
126. Cinquième exemple. Abaque de V équation du quatrième degré. — Soit l'équation du quatrième degré
z'* -h m 33 -h nz- -h p z -h q = o . Lorsqu'on pose
^ = m z', n — m-/i', p = mzp\ q — mk q' ,
elle devient (2)
z'*H- z'3-hn'z'*-hp'z'-{- q'= o.
Sous cette forme, il suffit, pour la représenter, de poser
(p) 11 = hp',
{"') v = hq',
(') L'expérience de d'Aubuisson a donné z = om,382.
(2) Il y a lieu ici de faire une double observation :
i° Pour le cas où m serait négatif, il y aurait lieu de construire un second
ce qui donne pour les points (n', z' )
, , lila(3'l-+z'»-hnz't) (-'> ' = Û^T^J '■
On voit que tout ce qui a été dit à propos de la construction de l'abaque précédent peut être répété ici. On obtient seulement comme courbes (n) des quartiques au lieu de cubiques. Mais, une fois tracée la courbe n = o, les autres s'en déduisent exactement de même qu'au numéro précédent, la relation
subsistant encore. Si donc on construit ce nouvel abaque avec les mêmes modules que le précédent, on voit que les échelles régulières déterminées sur les diverses verticales (z) par les courbes (n) sont les mêmes dans l'un et l'autre cas. C'est ainsi qu'a été obtenu l'abaque de la fig. i5o (l ). Pour déduire les coefficients n',p', q' des coefficients m, n, p, q et passer ensuite des racines^' aux racines^, on voit qu'il suffit de construire
l'abaque de l'équation
pour î = i, 2, 3, 4-
Cet abaque rentre lui-même dans le type ici étudié. Il suffit, en eiïet, d'écrire l'équation précédente sous la forme
loga = loga'-t- i logm,
abaque, analogue à celui qui va être décrit, et correspondant à l'équation
z'*—z'3+ n'zn-{ p'z'-r q'= o.
Cet abaque servirait notamment à obtenir les valeurs absolues des racines négatives des équations pour lesquelles le coefficient m est positif. 2° Pour le cas où m = o, on pourrait construire aussi l'abaque de l'équation
zi -i- nz2-t- pz -h q = o,
mais la résolution d'une telle équation se ramène immédiatement à l'emploi àr l'abaque décrit ci-dessus, au moyen de la transformation z' = z ±i.
(') La simple inspection de la figure montre que la portion tracée des courbes {n) comprise entre les axes n'est jamais coupée par une droite en plus de trois points, c'est-à-dire qu'aucune des équations représentées n'a plus de trois racines positives, ce qui est évident a priori, attendu que, le coefficient de z3 dans ces équations étant égal à i, la somme des racines est égale à — i, ce qui exige que l'une au moins d'entre elles soit négative.
Fig. i5o.
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pour voir qu'elle est représentable au moyen des deu\ systèmes de points à une cote
(a) w = /tloga,
(ni) v — — l2 logm,
et le système de points à deux cotes
l-i u -+- li iv — lx l2 loga' = o, ou
/t/aloga^ ^ lti -h l2'
Prenons /t = /2- Les échelles (a) et (m) sont alors des échelles logarithmiques de même module portées en sens contraires sur Ait etBp. Les lignes (i) sont des parallèles à ces axes définies par
c'est-à-dire déterminant sur AB une échelle segmentaire, et les lignes (a'), dont l'équation s'obtient par l'élimination de i entre les expressions cidessus de x et y, sont définies par
(a') ioljt = lx loga'(ô — x).
Ce sont des droites et l'on voit, en faisant x = o et x = — o, que la droite cotée a' joint l'origine B de l'axe Bv au point coté a de l'échelle portée sur A u.
Cet abaque, où il suffit de donner à i les valeurs i, 2, 3, 4? est donc très simple à construire (fig. i5i). Au lieu d'inscrire à côté des verticales les valeurs de î, on y a inscrit la désignation des variables correspondantes. En outre, on a, à côté de l'échelle de gauche, inscrit les désignations des diverses variables auxquelles se rapporte cette échelle, c'est-à-dire qui ont été représentées en bloc par la variable a dont on s'est servi pour la construction ( l).
Le procédé à suivre pour la résolution d'une équation du quatrième degré est alors le suivant : Faisant passer l'index, sur l'abaque de la fig. i5i, par le point m de l'échelle de droite, on le fait pivoter autour de ce point pour prendre successivement les points n: p, q de l'éc/ielle de
(x) Au lieu de construire les radiantes qui figurent sur cet abaque auxiliaire, on peut recourir à un pivotement de l'index, comme pour l'abaque des intérêts composés (fig. i38). Pour avoir n', par exemple, ayant fait passer l'index par les points m et n, on le fait pivoter autour de son point de rencontre avec la verticale (n') jusqu'à ce qu'il passe par le point z de l'échelle (ni). Il donne alors la valeur de n' sur l'échelle (n).
gauche. Ces diverses positions de V index coupent respectivement les échelles (n'), (/>') et (q') en des points dont les cotes font connaître n\ p', q'. Celles-ci, transportées sur l'abaque de la fig. i5o, font connaître les racines z . En faisant passer alors sur la fig. i5i l'index,
Fig. i5i,
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pivotant toujours autour du point m, par les points de V échelle (z' ) cotés au moyen des valeurs de ces racines, on obtient les racines z demandées sur l'échelle de gauche.
Soit, par exemple, à résoudre l'équation
Les trois traits mixtes (I), (II) et (III) qui sont marqués sur la fig. i5i montrent que, si l'on réduit le coefficient du second terme à l'unité, les trois autres coefficients deviennent respectivement, en valeur
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absolue, 4, 2 et 5. On a donc à résoudre, au moyen de l'abaque de la ////. i5o, l'équation
Le trait mixte marqué sur cette figure et qui unit les points p—>, q = — 5, coupe la courbe n — 4 tout près de la verticale z = 0,8, mais un peu en avant. Nous aurons donc pour cette dernière équation
Le trait pointillé (IV) de la fig. i5i montre que la valeur correspondante de z est
comme d'ailleurs, dans ce cas particulier, on le vérifie immédiatement par le calcul.
On pourrait construire des abaques analogues pour l'équation du cinquième degré puisque, comme l'on sait, une telle équation peut toujours, par une transformation appropriée, être mise, suivant le cas, sous l'une des formes
zs -4- n c-2 -h p z h q = o,
-35 H- ^3 -h nz- -4- pz -H q — o.
127. Droites à doubles enveloppes. — Les équations appartenant au type (E) du n° 121, c'est-à-dire
(E) fi(*i)fi(**, ?s )+/»(**) ?(*»» P»)4- <|>a(as, P«) = o,
auquel se réfèrent les divers exemples précédents, peuvent être effectivement représentées suivant le mode corrélatif dérivant de l'emploi de la méthode cartésienne, ainsi que la remarque nous en a été faite par le P. Poulain ('). Si nous posons (2), en effet,
(>) # = Ji/i(«i), y = h f *(**)>
(') Dans une Lettre en date du 16 octobre 1891.
(2) On aperçoit immédiatement la généralisation suivante : si l'équation donnée était de la forme
/(aiva2)/3(a3i Ps) + ?(*n *a)?8(«8i Pa » + 4*3 («si Ps) = "•
on poserait encore
x — J,/(ana2), y = /, 9 (a,, a,),
ce qui déterminerait le point à deux cotes (a,, a,) p;ir un réseau dont les deux systèmes constituants seraient définis par l'élimination successive de a, et de a, entre les expressions de x et de y.
nous définissons un point à deux cotes, a, et a2, qui doit se trouver sur la droite
# Va (as, h) + yh TsOs, £3) + ^i ^(«a, Pa) = o,
droite que nous pouvons appeler A et dont, pour plus de simplicité, nous représenterons l'équation ci-dessus par
Si l'on donne à a3 une valeur constante, cette droite a une enveloppe C^, dont l'équation s'obtient par l'élimination de [33 entre l'équation (2') et sa dérivée prise par rapport à £}3 ou
A(33(a3, Pa) = 0. '
On peut ainsi construire les enveloppes £aa correspondant aux diverses valeurs de a3.
De même, l'élimination de a3 entre l'équation (2') et
permettrait de construire les enveloppes £p3 correspondant aux diverses valeurs de p8.
On voit, dès lors, que l'équation (E) ci-dessus exprime simplement qu'une tangente commune aux courbes 6a3 et £p3 passe par le point (an a2).
Fig. i52
JC--
L'abaque comprendra (fig. 102) : ,i° le réseau des parallèles
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aux axes, défini par les formules (i) et servant à déterminer les points (a,, ou); 2° le système des enveloppes £ag; 3° eelui des enveloppes £« .
Si, par exemple, a,, ou, a3 étant données, on veut avoir j}3, on fait passer par le point (a,, a2) un index, posé sur V abaque, que Von amène à être lange/ht à l'enveloppe Ca , et on lit la cote de V enveloppe Cp3 qui se trouve en contact avec cet index.
La lecture d'un tel abaque, si les deux systèmes C^ et ^b3 sont effectivement composés de courbes, sera généralement moins nette que celle d'un abaque à points alignés. 11 est toutefois des cas où les enveloppes de l'un des systèmes se réduisent à des points et où, par suite, l'abaque gagne en netteté.
Soit, par exemple, l'équation complète du troisième degré
Posons
x=lp, y = lq,
équations qui définissent un quadrillage régulier parallèle aux axes. Il vient ensuite
xz H- y -f- l(zz-r- n z2) = o.
Lorsque laissant n fixe, on fait varier z dans cette équation, on obtient une enveloppe Cn dont l'équation peut s'écrire immédiatement, puisque c'est la condition pour que l'équation ci-dessus ait une racine double en z.
La voici :
27 ly2 -f- 4-r3 H- n{\ Ji- l2y — nlx2 — 18 Ixy) = o.
Cette équation définit des cubiques cuspidalcs (unicursales, de la troisième classe) passant par l'origine, où elles sont tangentes à Ox.
Quant aux enveloppes £-, obtenues en faisant varier 11 dans l'équation ci-dessus, z restant fixe, on voit, puisque dans ces conditions la droite correspondante reste parallèle à une direction fixe, qu'elles se réduisent à des points à l'infini.
Pour une direction donnée, la valeur de z est le coefficient angulaire changé de signe. On pourra donc définir ces diverses directions au moyen d'un transparent sur lequel seront marquées, en outre des axes O'x' et O'y, des droites issues de l'origine et cotées au moyen de leur coefficient angulaire changé de signe.
L'usage de l'abaque sera alors le suivant :
Les axes O'x' et O'y' étant maintenus parallèlement à Ox et Oy, on place l'origine O' du transparent en coïncidence avec le point (/?, q) du quadrillage de l'abaque. Les racines z de l'équation sont alors les
cotes des droites du transparent qui se trouvent en contact avec la courbe cotée n (l).
128. Trajectoires des contacts. — Reprenant l'abaque général du numéro précédent, choisissons une des enveloppes Ca et menons les tangentes communes à cette courbe et à chacune des enveloppes <^a3. Le lieu des points de contact de ces tangentes el des courbes C^3 sera une certaine courbe G>p3 qui pourra être dite trajectoire des contacts (33 pour le système (a3).
L'équation de cette trajectoire est bien aisée à obtenir; elle résulte simplement de l'élimination de a3 entre les équations' (2') et (3) du numéro précédent. En effet, ces équations sont celles de deux droites passant par le point de contact de la droite (a3, (33) avec son enveloppe Ca?. Par suite, l'élimination de a3 donne bien le lieu de ce point correspondant à une valeur fixe de [j3.
Fi
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Cette trajectoire £« étant tracée et cotée au moyen de la va-
(') Pour éviter l'usage du transparent, on pourrait appliquer une transformalion homographique ramenant à distance finie la droite de l'infini de l'abaque ci-dessus, celle, par exemple, qui est définie par les formules
et qui fait correspondre à la droite de l'infini la droite y' = a. Aux différentes valeurs de z correspondraient alors des points cotés sur cette droite. Le réseau (/>, q) serait constitué par des droites (p) issues du point x' = o, y' — a, et des parallèles (q) à Ox, et l'on aurait les racines de l'équation en lisant les cotes des points où un index, passant par le point ( p, q), viendrait couper la droite y' = a, lorsqu'il aurait été amené à être tangent à la courbe cotée (n).
leur correspondante de (33 pourra, au point de vue de l'usage de l'abaque, remplacer la courbe Cpa, qu'il n'y aura partant pins besoin de tracer. L'emploi de l'abaque sera alors le suivanl {fig. i53) :
Etant données a,, a2, a3, on fait passer par le point (a,, tx2) du quadrillage un index quon amène à être tangent à la courbe (a:}). La cote de la courbe (j33) passant par le point de contact fait connaître la valeur de p3 cherchée (').
Le principe de ce mode de représentation nous a été, sous forme de l'exemple particulier cité pins bas, communiqué par M. B. Paladini.
Suivant que les courbes £p8 ou les courbes (?p3 seront plus simples à construire, on aura recours aux unes ou aux autres. Par exemple, clans le cas de l'équation complète du troisième degré, traité à la fin du numéro précédent, les courbes Cz se réduiraient à de simples points, tandis que les courbes (Bz seraient assez compliquées. Voici, par contre, un exemple, celui même que nous devons à M. Paladini, où l'emploi des trajectoires o comporte une réelle simplification. Il s'agit de l'équation
([) il sin(a -h w) -f- m sinto — sina — o,
rencontrée par M. Pesci dans son Mémoire sur la Cinématique navale cite plus haut (2), et qui sert à déterminer w en fonction de m, n et a. Si nous posons, en appelant l un module quelconque,
(2) x = Im, y = In,
nous avons les droites à doubles enveloppes C% et CM} définies par lé quation
(3) y sin(a -(- tu) -\- x sina) = Zsina.
La dérivée de cette équation, prise par rapport à 10, est ( 4 ) y cos ( y. -r- w ) H- X COS (O = o.
Retranchant cette équation, multipliée par sinco, de la précédente, mul-
(') Il convient de remarquer qu'un tel abaque ne se prête pas également bien, comme les précédents, au choix de l'une quelconque des variables comme inconnue. Si, par exemple, c'est a3 que l'on cherche, il faut trouver la courbe a„ dont la tangente, en son point de rencontre avec la courbe £3, passe par le point ( an x2 ). ce qui ne peut se faire que par tâtonnement. Il est vrai que, dans un grand nombre de cas de la pratique, c'est toujours la même variable qui est prise pour inconnue.
(2) Note au bas de la page 3ao.
lipliée par costo, nous avons, après suppression du facteur commun sina,
(5) y — /cosw = o.
L'élimination de «, par addition des carrés (3) et (4), donne
(6) x2 -+- y- -\- ixy cosa — l'1 sin2a.
Telle est l'équation des enveloppes Ca, qui sont des coniques faciles à construire, comme on le verra plus bas.
On trouverait de même pour les enveloppes £w un autre système de coniques. Mais l'élimination de a entre (3) et (4), qui se trouve effectuée dans (5), fait connaître les trajectoires Gw, et l'on voit, d'après (5), que ce sont des droites parallèles à Ox. Il sera donc plus simple ici de recourir à ces trajectoires plutôt qu'aux enveloppes £w.
Pour construire les ellipses Ca, il suffit de remarquer que, si l'on prend pour axes de coordonnées les bissectrices 0^ et OjKi des angles des axes primitifs, l'équation (6) devient
il'2 sin2 - su2 cos,2 -
Autrement dit, si, sur le cercle de centre 0 et de rayon ly2, on prend le
point A tel que jKiOA = -, les demi-axes de l'ellipse £a sont les projections de OA sur O^i et OjKi.
Quant aux droites fêw, on peut les prendre superposées aux droites cotées n, leur cote co étant donnée par celle du point où elles rencontrent le cercle de rayon //qui n'est autre que Cn\ gradué comme un rapporteur
à partir de Ox.
En pratique, m et n varient de o.i en o,i entre o et 2, a entre o° et 1800, et a* entre o" et 36o°.
129. Abaques à équerre pour la résolution des équations complètes du troisième et du quatrième degré. — Ayant, aux n0s 125 et 127, décrit des abaques pour la résolution de l'équation complète du troisième degré, nous croyons devoir signaler ici un ingénieux procédé imaginé par M. Massau (l), en vue du même problème, et que nous avons nous-même simplifié.
Ce procédé, déduit par son auteur de considérations de Géométrie dans l'espace, interprétées par la Géométrie descriptive, consiste en ceci :
Etant tracées' sur un quadrillage régulier de module / les droites (z) définies par l'équation
lz- -h zx -r- y = o,
(') Mémoire sur l'intégration graphique, liv. III, Ch. III, n° 185.
on déplace une équcrre dont le premier côté passe constamment par le point (n — q,p) du quadrillage, c'est-à-dire par le poinl
x=l{n — q), y — lp,
et dont le sommet décrit la verticale cotée n ou
jusqu'à ce que le second côté de cette équerre coïncide avec une des droites (z). La cote de celle-ci est alors une racine de l'équation
pz -: q = o.
En effet, appelant y) Yy du sommet de l'équerre, on voit que l'on a
d'abord
Iz9- -+- ;//« -4- 7) = o;
puis, la droite cotée z étant perpendiculaire à celle qui joint le poinl x = l(n — q): y = Ip au point x = //*, jk = "*), on a aussi
L'élimination de 7j entre ces deux équations donne bien l'équation complète du troisième degré ci-dessus, ce qui justifie le procédé.
Les simplifications dont ce procédé est susceptible sont les suivantes : i° Si l'on prend les points d'intersection des droites (z) avec Ox, on
obtient les points
c'est-à-dire que la cote d'une droite z est celle du point où elle rencontre V échelle régulière portée sur Ox, changée de signe. 9° L'enveloppe des droites (z) étant la parabole
x- — 2 ly = o,
il suffit de tracer cette parabole P (fig. t 54) pour n'avoir pas à tracer l< îs droites (z).
L'abaque se réduit alors à un quadrillage régulier dont les axes Ox et Oy sont gradués et sur lequel est tracée la parabole P. Son usage se réduit à ceci : On déplace une équerre dont le sommet décrit la verticale cotée n (le long de laquelle on peut placer une règle) et dont un côté passe par le point (n — q, p) (sur lequel on peut placer une pointe fine) jusqu'à ce que son second côté soit tangent à la parabole P. La cote changée de signe du point où ce côté coupe Ox est une racine de V équation proposée.
On voit qu'il suffit, dans l'équation du système des droites (z), de remplacer z*1 par z* H- mz*, pour avoir un abaque de l'équation complète du
quatrième degré
zk -h mz* -h nz* -+-pz-+- q = o.
A chaque valeur de m correspond, bien entendu, une courbe enveloppe Cm analogue à P. Il n'y a qu'à tracer le système de ces courbes sur le quadrillage régulier pour que l'abaque se trouve construit.
Seulement ici les valeurs de z ne devront plus être inscrites sur l'axe Ox, puisque les cotes des points où cet axe est coupé par la droite
/ ( ^3 -h ?nz2 ) -+• zx -h y — o
ne sont pas les mêmes suivant la valeur de m. Ces valeurs de z pourraient être données par le coefficient angulaire de la droite correspondante changé désigne. On pourrait aussi recourir à l'emploi des trajectoires de contact 1sz (n° 128). En effet, le lieu des points de contact des enveloppes Cm avec les droites correspondant à une même valeur de z est une courbe dont l'équation s'obtiendra, comme on l'a vu au n° 128, en éliminant m entre l'équation ci-dessus et sa dérivée, prise par rapport à z. Ici, l'équation et sa dérivée étant linéaires en m, x et y, on voit que ces trajectoires (?- seront des droites.
On trouvera plus loin (142, 2°) un autre type d'abaque pour l'équation complète du quatrième degré.
130. Abaques à trois dimensions. — Bien que cela s'écarte un peu de notre sujet, qui vise la représentation plane des équations, c'est ici le lieu de faire connaître une curieuse extension à l'espace du principe des points alignés dont M. A. Adler (') d'une part, M. R. Mehmke (2) de l'autre, ont eu séparément l'idée.
Si nous reprenons les exemples donnés dans les deux derniers numéros, nous voyons que des équations de la forme
/i (*)-*- nfi(x) -*-pM*)-*-qA<*)
(') Wiener Berichte, t. XGXIV, 2e section, p. ^o^.
(-) Zeitschrift fur Mathematik und Physik, t. XLIII, p. 338.
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ont été représentées par l'alignement des points ù une cote </?) u- /,/>,
et du point à deux cotes
(n, z) ultMz)+-vliMz)+ lik[fi(z)-hnfi(z)] = o.
Si nous prenons maintenant un système de coordonnées parallèles dans l'espace (»). nous voyons que l'équation (i) exprime que le plan dont les coordonnées sont
(n)' u — lx n.
(pï t> = î.2p,
passe par le point M dont l'équation est
< ^ )' Ulthft{z)-^r Vhhf*(z) -4" Wl\ lïfk(z)-\- hlthfx(z) = O.
Ce point a pour projection, parallèlement aux axes Aw, Bv, Cw, sur le plan ABC des origines, le point m, barycentre des points A, B, G respectivement affectés des coefficients l%hf%{z)t hhf${z), l\l-if\(z), et sa distance mM à cette projection, comptée parallèlement aux axes, est
mM= -hhhfM
hhft(z)+ hhfz{z)+ hhfk(z)
Lorsqu'on fait varier z le point ni décrit sur le plan ABC une certaine courbe y et le point M engendre, sur le cylindre qui passe par cette courbe y et a ses génératrices parallèles aux axes, une courbe Y sur laquelle on peut marquer un certain nombre de ses positions en inscrivant à côté les valeurs de z correspondantes. On obtient ainsi le système des points cotés (z) de l'espace, distribués sur une certaine courbe gauche Y.
Dès lors, pour avoir les valeurs de z correspondant à des valeurs données de n, p, q, il suffit de couper la courbe Y par le plan déterminé par les points cotés n, p, q respectivement sur les axes A m, Viv. Gw, et de lire les cotes des points ainsi obtenus sur Y.
Pour réaliser le plan {n, py q) dans l'espace, on peut tendre un fil entre les points n et q de A u et de Gw, et amener un œilleton o, fixé à un curseur c mobile le long de Bp, en coïncidence avec le point/). En regardant alors par cet œilleton on lit les valeurs de z aux points où le fil semble couper la courbe Y.
(l) Les coordonnées parallèles de l'espace ont fait, de la part de M. II. Heddaeus, l'objet d'une dissertation inaugurale pour le doctorat en 1889, devant l'Université de Marbourg, sous le titre : Théorie uncl Anwendung eines besonderen Ebenencoordinatensy stems .
La Jig. i55 représente l'instrument construit, d'après ce principe, par M. Mehmke pour la résolution de l'équation complète du troisième degré
\- pz -h q = o.
Si l'on suppose l'équation pourvue d'un terme de plus
on peut, pour chaque valeur de m, traiter l'équation comme il vient d'être dit. A chaque valeur de m correspond ainsi une courbe Y qui peul être cotée au moyen de cette valeur de ni. Les diverses courbes gauches T
Fig. i55.
ainsi obtenues et qui constituent le système (ni) sont, d'ailleurs, toutes situées sur un même cylindre, attendu que la courbe *(, projection de T sur ABC, ne dépendant que des trois derniers termes de l'équation, est la même quel que soit m. On pourra donc les tracer toutes sur ce cylindre en marquant également les génératrices de ce cylindre correspondant aux diverses valeurs de z. Pourvu alors que le cylindre soit constitué par une matière transparente, comme le celluloïd, à travers laquelle on pourra, de l'œilleton, voir le fil tendu, on aura le moyen d'obtenir les valeurs de z correspondant à des valeurs données de m, n, p, q. Un tel abaque pourrait être construit pour l'équation complète du quatrième degré.
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131. Définition des éléments à n cotes. Échelles multiple*. — On a va (n° 115) que les éléments, lignes on points, à deux cotes se définissaient au moyen d'un réseau constitué par deux svstèmes de lignes à une cote. Rien n'empêche de munir à son 'tour l'un de ces deux systèmes, ou même les deux, d'un réseau de doubles cotes, et de continuer de même pour les systèmes constituant les nouveaux réseaux introduits. La répétition de cette opération permet, comme on voit, de multiplier autant qu'on le veut, théoriquement du moins, le nombre des cotes afférentes à un système quelconque d'éléments donnés.
La fig. 1 56 donne, par exemple, la représentation schématique
Fig. i56.
d'un système de courbes G à quatre cotes a, (3, y, o. La courbe C correspondant à un système de valeurs des quatre variables est celle qui passe par le point de rencontre de la courbe (a, (3) et de la courbe (y, S). Et l'on voit que, si la courbe G est connue ainsi que trois de ses cotes, la quatrième s'en déduit immédiatement. Dans le cas où les courbes G deviennent des droites parallèles, ces droites déterminent, sur un axe quelconque perpendiculaire à leur direction, une échelle dont les divers segments, comptés à partir d'une origine arbitrairement choisie, se trouvent être fonctions des cotes afférentes à ces parallèles. On obtient ainsi
des échelles multiples, dont l'idée, sous la forme particulière
indiquée ci-dessous, est due à M. Lallemand.
Considérons un système de parallèles à Oy tracées à travers
un réseau (a, [3) (ftg- i 07), c'est-à-dire définies par une équation
de la forme
a?= tp(a, P),
et un système de radiantes issues de l'origine, et tracées à travers
Fig. 167.
un réseau (y, 0), c'est-à-dire définies par une équation de la
forme
Y - #<Ky, s)-
On aura, dès lors, pour les parallèles à O x passant par les points de rencontre des droites des deux premiers systèmes, l'équation
Ces parallèles donneront donc sur Oy une échelle multiple, celle de la fonction de quatre variables dont l'expression est fournie par la dernière formule.
Faisant coïncider de même l'axe O x' d'un nouveau système de radiantes à deux cotes £ et r\ avec l'axe Oy de l'échelle précédente, on voit qu'on obtient, pour les parallèles à cet axe, une
équation de la forme
et ainsi de suite.
Si, au lieu de radiantes issues de l'origine, on avait, sur le réseau (y, 8), tracé des droites appartenant à un système simplement infini quelconque, leur équation eût été de la forme
et l'échelle multiple le long de Oy aurait représenté une fonction de la forme
Il est inutile d'insister davantage sur ce sujet. Nous nous contenterons d'indiquer un exemple dû à M. Lallemand et appartenant à la catégorie des abaques hexagonaux.
132. Exemple : Abaque de la déviation du compas. — La déviation du compas d'un navire, variable avec la position de celui-ci à la surface du globe, est donnée par la formule (])
8 = A -+- m sin Ç -+- n cos Ç -+- B sinsÇ -h Q cos 2£5
où Ç est le cap du compas, m et /i des fonctions de la longitude L et de la latitude /, qui seront définies plus loin; A, B, G des constantes pour le navire donné.
Les coefficients m et n étant des fonctions de L et de l peuvent être représentés par des échelles binaires que nous désignerons parm(L, /)et 71 (L, l).
(') Cette équation peut être représentée plus simplement par la méthode des
points alignés au moyen de deux systèmes de points condensés et d'un système
de points ordinaires à deux cotes.
Il suffit, pour le voir, de poser
v — lxn.
Les quantités met n étant fonctions de L et de /, les formules définissent deux systèmes de points condensés, aux cotes L et l, déterminés le long de Au et de Bp par des échelles binaires (Rem. du n° 121, p. 324).
On a, en outre, pour l'ensemble des variables 6 et Ç les points à deux cul es définis par l'équation
l2u sinÇ-f- /,pcosÇ + /, J2(A H- B sinaÇ -+- Ccos2Ç — o ) = o.
Ces points sont déterminés par un réseau (Ç, 8) dans lequel les lignes l ". ) -;ont des droites parallèles aux axes Xu et Bc.
Si maintenant nous posons
o' — m(L, l) sin Ç,
nous voyons que nous n'aurons qu'à combiner, ainsi qu'on l'a vu au numéro précédent, l'échelle binaire
avec les radiantes
y — x' sinÇ,
pour obtenir l'échelle ternaire
y = m(M) sinÇ = 8'(L,J, Q.
De même, si nous posons
o" = /i (L, /) cosÇ + A + B sin2^ -h G COS2Ç, nous n'aurons qu'à combiner l'échelle binaire
avec les droites cotées (£) définies par l'équation
y = a?" cos Ç -t- A -h B sin 2 Ç -t- G cos 2 Ç, pour obtenir l'échelle ternaire
y" = n(L, l) cosÇh- A-t-Bsin2Ç + Gcos2Ç= 8"(L, /, Ç): et, puisque
il suffira que les échelles ternaires o'(L, /, Ç) et o"(L, /, Ç) soient accolées à deux, des axes d'un abaque hexagonal pour que les valeurs de 0 soient données par une échelle régulière portée sur le troisième axe (n° 33).
Reste à voir comment on pourra construire les échelles binaires m(L, /) et /i (L, l). On a
m = arc si
"•[x('ung8H"ï)(,+;"n'B)]>
in [I (/tangO + §)(,-! sin B)],
n — arc si
formules où tout est constant, sauf l'inclinaison magnétique 6 et la composante magnétique horizontale H, fonctions l'une et l'autre de L et /. Pour construire l'échelle binaire de m
nous pouvons prendre pour lignes cotées L les parallèles à l'axe des x'
pvo.v sopTi)!)e7
SSpnfjfB'J
Reste à tracer les courbes cotées (l). Nous nous servirons pour cela des planisphères terrestres sur lesquels sont marquées les courbes, obtenues par l'observation, le long desquelles 6 d'une part, H de l'autre, ont une valeur constante. Pour avoir la courbe cotée / il suffit, pour diverses valeurs de L ou y', associées à cette valeur de /, d'avoir les valeurs correspondantes de m ou x'. Or rien n'est plus simple, attendu que pour un couple de valeurs de / et L le planisphère dont il vient d'être question donne les valeurs de 0 et H qui, portées dans l'expression de m écrite plus haut (et que l'on peut, au besoin, traduire par un abaque) font, à leur tour, connaître m.
De même pour l'échelle binaire de n.
C'est ainsi qu'a été construit l'abaque de la fig. i58, dû à M. Lallemand, qui se rapporte au navire le Triomphe, pour lequel les constantes cidessus ont les valeurs
o, io6,
— o,oi3,
Pour plus de netteté dans l'échelle ternaire de o", on n'a fait varier le cap du compas que d'une demi-circonférence. Afin donc d'avoir la valeur de S" correspondant à toutes les valeurs de Ç, on a dû répéter deux fois l'échelle binaire de n ('), l'une de ses positions correspondant à la graduation du demi-rumb nord, l'autre à celle du demi-rumb sud.
En résumé, ayant pris dans l'échelle de V (indiquée sur la figure par le chiffre I) le point de rencontre de la droite £ et de la parallèle au premier axe passant par V intersection de la droite h et de la ligne l, et dans V échelle de o" (indiquée par le chiffre II), le point de rencontre de la droite Ç et de la parallèle au second axe passant par V intersection de la droite L et de la ligne l (en tenant compte du demi-rumb où se trouve le compas), il suffit de faire respectivement passer par ces deux points les deux premiers index du transparent convenablement orienté pour que le troisième donne sur le troisième axe, qui porte V échelle de la déviation, la valeur de o.
On a indiqué en pointillé sur la figure les positions de ces index pour l'exemple numérique suivant :
/ = 4'2°N, L = 2o°0, Ç = 4i°,5. L'abaque donne alors
(*) Afin de faciliter la lecture, on a, sur l'échelle binaire de m, qui est, en somme, un planisphère anamorphose, fait figurer les contours des continents. On s'est dispensé de le faire sur l'échelle binaire de /?, parce qu'il en serait résulté une certaine confusion dans le dessin.
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II. — Systèmes mobiles
A. — Systèmes divers a translation et a rotation.
133. Systèmes à translation. Règles à un tiroir. — Nous avons eu, dans l'application de plusieurs des méthodes précédentes, à nous servir de transparents mobiles à un, deux ou trois index (nos 13, 18, 31, 56). On conçoit a priori qu'on pourra donner une nouvelle extension à la représentation plane des équations à plusieurs variables par l'emploi non plus seulement d'index mobiles, mais de systèmes cotés mobiles mis dans certaines relations de position avec les systèmes cotés d'un plan fixe (*). C'est un sujet qui sera approfondi plus loin (nos 144 et 145). Avant de l'aborder dans toute sa généralité, nous voulons en indiquer divers cas particuliers plus spécialement dignes d'attention au point de vue pratique.
Le cas le plus simple est celui d'un système mobile dont les déplacements se bornent à des translations parallèles à une direction fixe.
Considérons trois axes parallèles Ç)KxK, 02#2> 03.T3 tels que celui du milieu puisse glisser entre les deux autres {fig- 1 09). Si
Fig. i5g.
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l'origine 02 est amenée en face du point d'abscisse xK et si le point d'abscisse œ2 vient alors en face du point d'abscisse x3, on a
Si les trois axes portent respectivement les échelles définies
C1) On a déjà, incidemment, rencontré dans ce qui précède quelques exemples de systèmes mobiles (nos 14, 18, 55, 127).
par
^3= lfz(*s),
on aura donc
/i(ai)+/2(a2)=/3(a3)-
De là un mode de représentation nouveau pour les équations de cette forme, que nous avons déjà rencontrées aux noS 26, 28, 32 et 66.
On pourra réaliser matériellement l'abaque correspondant en gravant les échelles (a,) et (a3) sur la face supérieure d'une règle dans laquelle on engagera un tiroir à glissière portant l'échelle (a2). On retrouve ainsi le type d'instrument connu sous le nom de règle à calcul.
La plus simple de toutes est celle qui permet d'effectuer la multiplication en traduisant l'équation de cette opération mise sous
la forme
loga3= loga!+ loga2.
Comme ici les échelles (a, ) et (a3 ) sont identiques, on peut les supposer confondues. La règle à calcul ainsi obtenue, qui se trouve aujourd'hui entre les mains de tous les ingénieurs, est d'un usage trop courant pour que nous croyions devoir nous y arrêter davantage (1); il nous a suffi de faire voir comment elle peut se rattacher à la théorie générale des abaques.
Parmi les équations du type voulu, on peut encore citer celles qui se rencontrent dans le calcul des profils de remblai et de déblai lorsqu'on les a mises sous la forme logarithmique (n°104).
(l) Rappelons que Je principe de la règle à calcul fut proposé par Wingate dès l'époque où Gunter imagina la construction des échelles logarithmiques, soit tout au début du xvme siècle. L'usage de la glissière, introduit par Seth Partridge (1671), fut réinventé par Leadbetter (1750). C'est vers i8i5 que les frères John, de Soho, firent de la règle à calcul l'objet d'une fabrication courante. Introduite, en France par Jomard en 182 1, cette règle y fut construite par Lenoir, qui la perfectionna dans ses détails, ainsi que ses successeurs, Gravet-Lenoir et Tavernier-Gravet. M. Péraux en a fait connaître diverses variantes possédant des avantages spéciaux. Le ruban calculateur du marquis de Viaris en est un ingénieux dérivé. M. Gros de Perrodil a consacré une brochure à la Théorie de la règle logarithmique ( Gauthier-Villars, i885). On doit aussi à M. Labosne une Instruction sur la règle à calcul, qui contient toutes les indications de
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Une règle pour ce genre d'application a été construite par M. Toulon ('), une autre par M. Paulin ('-).
De même qu'on l'a vu à propos d'autres types d'abaques, les échelles d'une règle à calcul pourront, le cas échéant, être fractionnées. En voici un exemple bien simple :
Supposons que la partie utile Oxx^ de l'échelle (a,) déborde sur la partie utile de l'échelle (a3) {fig. 160). A partir de la per-
Fig. io\>.
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pendiculaire à 0,.#, menée par 03, reportons en O', A', la portion 0\ A, de l'échelle (a,), et fixons au tiroir un index O', dont la distance au trait origine 02 de l'échelle (a2) soit précisément égale à O, A,. Il est bien clair que lorsque le trait 02 marquera sur O, A, le point affecté d'une certaine cote a,, l'index 0[, marquera sur O, A\ le trait affecté de la même cote. On pourra donc supprimer la portion O, A, de l'échelle (a,) en la remplaçant par 0'4 Af de façon à limiter les deux échelles (a<) et (a3), portées par la règle, à une même perpendiculaire à la direction de cetle règle.
Lorsque le trait 02 se trouvera engagé entre les échelles de la règle, on se servira de ce trait pour prendre le point a, sur la portion A4 xK de l'échelle correspondante. Lorsque le trait 02 se trouvera en dehors des échelles de la règle, c'est avec l'index 02 qu'on prendra le point a, sur le segment O^A',.
détail relatives à son emploi. On trouvera à ce sujet quelques détails dans notre brochure 0.8, p. 52 à 06.
Enfin un nouveau modèle de règle à calcul, construit également par la maison Tavernier-Gravet, a été proposé en ces derniers temps par AI. V. Beghin, qui a rédigé sur ses nombreux usages une brochure très intéressante.
Il convient aussi d'observer que le même principe théorique peut encore être appliqué au moyen de la rotation relative de cercles concentriques munis des mêmes graduations que les règles et leurs tiroirs. Ce dispositif, adopté dès 1 par Oughtred, se retrouve dans divers instruments modernes, comme ceux de M. John Fuller (Computing telegraph) et de M. Boucher {cercle a calcul).
(') Voir le Cours de Routes de M. Durand-Claye ( >' édition, p. 56i).
(-) Portefeuille des conducteurs des Ponts et Chaussées, t. XXI, p. i33; [889
36o CHAPITRE V.
Il est bon d'ailleurs d'observer que, dans beaucoup de cas, les traits de la portion 0< At prolongeront exactement ceux de la portion K^xK qui pourront dès lors servir à définir la seconde partie de l'échelle, pourvu qu'ils soient munis d'une seconde chiffraison (' ).
On peut, bien évidemment, remplacer les trois échelles simples (a(), (a2) et (a3) du numéro précédent par des échelles binaires (<Z|, Pj), (a2, (32), (a3, (33). On a ainsi, au moyen d'une règle portant les échelles (a4, J3(), (a3, fJ8) et munie d'un tiroir portant l'échelle (a2, [32), ia représentation de l'équation
/l(«l,Pl)+/t(««,.P.)=/.(«»,.P8).
Pour mettre en correspondance les points de l'une à l'autre échelle, on peut avoir recours soit à une équerre dont un bord est mis en coïncidence avec un bord de la règle, soit à un curseur portant un index perpendiculaire à la direction de la règle et qui se déplace le long de cette règle.
134. Règles à plusieurs tiroirs. — Au lieu d'un seul tiroir, on peut munir la règle de plusieurs tiroirs glissant les uns contre les autres {fig. 1 6 1 ). Si la règle porte les échelles (a<) et (a„)
définies par
a?i = lf\ («i)>
et si les divers tiroirs portent les échelles
xt = //2(a2), &3 = lfi(**),
Vn-\— lfn-l(<*n-l),
( ' ) La règle à calcul fractionnée, imaginée et réalisée dès i85r par le lieutenant Mannheim (depuis lors colonel), a, dans la suite, été, sous des formes diverses, réinventée par divers auteurs, notamment par MM. Everett ( Universal proportion Table), Scherer {Bechentafel), Derivry {Carte à calculs), Thacker et Billeter ( Cylindres à calcul). Afin de donner à un tel instrument de calcul un grand développement sans avoir recours au fractionnement, le professeur Georges Fuller, de Belfast, l'a enroulé sous forme d'hélice (Spiral slide rule; voir notre brochure 0.8, p. Go). Les trois derniers instruments cités réalisent des sortes d'abaques à trois dimensions. D'après M. Favaro, la première échelle hélicoïdale aurait, dès i65o, été construite par Milburne.
on voit que si l'on arrête l'origine 02 en face du point a,, G-, en face du point ou, . . . , Ow_1 en face du poinl a„ 2j et si le point OLn-\ se trouve alors en face du point aw, on a
On obtient donc ainsi un nouveau mode de représentation des équations déjà envisagées au n° 37.
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On pourra, bien évidemment aussi, comme dans le cas précédent, remplacer une ou plusieurs de ces échelles simples par des échelles binaires.
Exemple : Règle à calcul pour la traction d'une locomotive. — Si v représente la vitesse en kilomètres par heure, q le poids en tonnes de chaque véhicule remorqué, a l'inclinaison de la voie sur l'horizon, le nombre n des véhicules que peut remorquer une locomotive de type connu est donné, d'après M. A. Frank, par la formule
A + B P^ + C — D sin a
Eq -+- ¥ v%— 1000*7 sin a
où A., B, C, D, E, F sont des constantes numériques dépendant de la locomotive considérée.
Cette formule a été représentée par M. F.-J. Vaes, au moyen d'une règle à trois tiroirs de la manière suivante (1) :
Si l'on pose
A +bp*+c=/i(p)i
(') Studies over trekkracht van Locomotieven en weerstand van treinen {De Ingénieur, avril 1897).
et
D sina
E? + Fp2=/3(o, g), iooo# sina . . .
on voit que la formule considérée peut s'écrire
/a(*>j <l)Mv, (h*)
ou
log/i = log/, (t>) -f- log/2(ï>, a) — log/"3(t>, q ) — log/4(i>, y, a).
Sous cette forme, on reconnaît qu'elle rentre dans le type général cidessus. On pourra donc la représenter au moyen d'une règle portant les échelles parallèles
x0— l logrc,
xx = Hog/iO)
(/ étant un module quelconque), entre lesquelles on fera glisser des tiroirs munis des échelles multiples définies par
x2 = /log/2(p, a), ,r3 = — nog/3(p, g), xk= — /log/4(>, g, à).
Les deux premières sont des échelles binaires; leur exécution n'offre donc aucune difficulté. On pourra d'ailleurs, pour l'une comme pour l'autre, prendre pour lignes cotées (v) des parallèles à l'axe des x.
La dernière est une échelle ternaire ; mais rien n'empêchera de construire sur différents tiroirs interchangeables les échelles binaires obtenues en attribuant à a différentes valeurs fixes. On se servira, dans chaque cas, du tiroir portant l'échelle (v. q) correspondant à la valeur de oc considérée. Si, d'ailleurs, les échelles {v,q) correspondant à plusieurs valeurs de a n'empiètent pas les unes sur les autres, on pourra les tracer sur le même tiroir, ce qui est le cas pour l'exemple numérique auquel se rapporte la fig. 162. Cette figure reproduit un fragment de la règle construite par M. Vaes avec les données
La règle même porte les échelles I et V relatives l'une à i>, l'autre à n. Cette dernière a d'ailleurs été fractionnée ainsi qu'on l'a expliqué, à la fin du numéro précédent.
te
Les tiroirs II et III portent des échelles binaires (v: <x)et(p, q) pour chacune desquelles les lignes (v) sont des parallèles aux bords de la règle.
Le tiroir IV porte trois échelles binaires (v, q) correspondant respectivement à a — j^-q, a = Yoj et a = 1 0<0 0 , échelles pour chacune desquelles les lignes v, toujours parallèles aux bords de la règle, sont les mêmes.
L'usage de la règle peut se résumer ainsi : On fait correspondre le point (v, a) de V échelle II au point v de V échelle I, puis le point (v, q) de l'échelle III à l'origine de V échelle II, puis le point {v, q) du groupe a de l'échelle IV à V origine de V échelle III, ou à l'index terminal, marqué sur cette échelle non loin de son extrémité si son origine est trop éloignée (ce qui est le cas sur la fig. T62). On n'a plus qu'à lire la cote du trait de l'échelle V qui se trouve en face de l'origine de l'échelle IV, cette lecture se faisant le long du bord extérieur ou du bord intérieur suivant que, pour mettre en place l'échelle IV, on s'est servi de l'origine ou de l'index terminal de l'échelle III.
Il va d'ailleurs sans dire que, puisqu'il s'agit ici d'un nombre de véhicules, on prendra pour n la valeur entière la plus voisine de celle qui serait exactement donnée par l'origine de l'échelle IV.
Par exemple, sur la fig. 162, la disposition des tiroirs, qui correspond aux données
v = Gokm, q = i5r,5, a = - — >
montre que l'on a
135. Systèmes à double translation. Résolution des équations trinômes à exposants quelconques. — On peut combiner la translation de l'échelle dans le sens de sa longueur avec une translation perpendiculaire à cette longueur.
Si, par exemple, nous prenons un abaque à points alignés, constitué au moyen de trois échelles rectilignes parallèles (Gh. III, § II, A), nous pouvons rendre chacune des trois échelles mobile : i° dans le sens de sa longueur; 20 dans le sens perpendiculaire à cette longueur.
Pour définir la première translation, on peut accoler à l'échelle (a) une échelle ([3) dont on amène un point de cote donnée sur l'axe Ox; pour définir la seconde, il suffit de faire passer le support de l'échelle ((3) par un point de cote donnée sur une échelle (y) parallèle à Ox. Dès lors, les coordonnées du point a sont
ar=/i[/(a)-o(p)]ï 7=/2<Ky).
Par suite, en supposant les modules /, et /2 les mêmes pour les diverses échelles parallèles, on voit que l'alignement des points a, , a2, #3 {fis • J63) donnera une représentation de l'équation
/i(«i)-cpi(pi) ^i(ïi) ' /2(a2) — cp2((32) ^2(y2) i =o.
En remplaçant les neuf échelles qui viennent d'être définies pai des échelles binaires, on a un abaque à dix-huit variables.
^so
SO
L<tO
(po
(a2)io.
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On pourra, sur les trois supports parallèles, supposer les échelles (a) et (p) respectivement confondues. La forme correspondante de l'équation sera la précédente dans laquelle les lettres ©,, 5p2, f ; seraient remplacées par fs^Ji, jz-
On pourra aussi attribuer à plusieurs des variables des valeurs constantes. Supposons, par exemple, le point a3 constamment confondu avec l'origine et le point a2 variable sur une échelle fixe. La forme correspondante de l'équation sera
/i(«i)-/i(Pi) ti(Y0 l /2(a2) h 1
ou
^[/i(ai)-/i(Pi)]-/2(a2)+i(ïi)==°3 h étant une constante.
En particulier, prenons pour/! et f2 la fonction logarithmique, et pour <]/! la fonction h-^. Nous aurons
logaj — log^! — Yi log«2= o
ou
Si l'on remplace les lettres txu p,, yi et a2 respectivement par s, m, jx et -s, on peut décrire l'abaque correspondant de la manière suivante :
L'axe Ox portant une échelle régulière quelconque, on lui élève au point coté i une perpendiculaire sur laquelle on porte une échelle logarithmique fixe E dont le point i se trouve sur Ox; puis on amène une échelle logarithmique mobile Em, de même module que la précédente et qui lui reste parallèle, à passer par le point coté \x de Ox, son point coté m se trouvant sur Ox. Si alors une droite, tendue à partir du point O, coupe les échelles E et Em aux points respectivement
cotés z et s, on a
s — mzV-.
Prenons une seconde échelle mobile En pour laquelle nous remplacerons s, m, [i. respectivement par t, n, v. Nous aurons de même
t = nzv.
De là l'ingénieux procédé de M. L. Torres pour la résolution des équations trinômes d'ordre quelconque (1). Une telle équation peut toujours être
mise sous la forme
tnzVzh. nzy = t.
Disposons nos deux échelles Em et E„ comme il vient d'être dit (Jig. 164). Si nous tendons à partir du point O une droite qui coupe ces échelles en des points dont les cotes s et t soient telles que l'on ait
szt t = 1.
la valeur de z lue sur l'échelle E, à son intersection avec cette droite, est une racine de l'équation ci-dessus.
(1) Ce procédé graphique constitue le schéma d'une curieuse machine conçue par M. Torres en vue de cette résolution. Les remarquables machines inventées par ce savant ingénieur pour résoudre diverses équations peuvent d'ailleurs toutes être regardées comme des sortes d'abaques mécaniques. Rappelons à ce propos que M. Torres est parvenu, par un véritable prodige d'ingéniosité, à donner une solution absolument générale et complète du problème qui consiste à obtenir mécaniquement les racines non seulement réelles mais imaginaires des équations algébriques de degré quelconque. [ Voir, à ce sujet, l'article que nous avons fait paraître dans le Génie civil (t. XXVIII, p. 179; 1896).]
ÉQUATIONS A PLUS DE TROIS VARIABLES. 3()-j
Là disposition des échelles de la fig. iGj répond au cas où l'on a
On voit que la position de l'index marquée en pointillé au-dessus de Ox
Fig. i(i|.
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coupe les échelles Em et E^ en des points dont les cotes o, 1 1 et 0,89 ont
une somme égale à t. Par suite la cote
du point où cet index rencontre l'échelle E est racine de l'équation
2 , ï x'* -+- 6 , ") xz — 1 .
De même, la position de l'index marquée en pointillé au-dessous de Ox coupe les échelles E,n et En en des points dont les cotes 200 et 199 diffèrenl de 1 (i ). Par suite la cote
(') L'ahaque dont on s'est réellement servi était muni d'échelles logarithmiques ordinaires dont celles de la fig. i56 sont la réduction dans le rapport de 1 à 6, (5.
du point où cet index rencontre l'échelle E est racine de l'équation
2 , i xk — 6 , 5 xz = i
On trouvera d'autres exemples de systèmes à translation dans les abaques à images logarithmiques auxquels une section spéciale (B) est consacrée plus loin.
136. Systèmes à rotation. Échelles tournantes. — Après les systèmes à translation, les systèmes mobiles les plus usuels sont ceux à rotation.
Pour commencer par l'exemple le plus simple, prenons une échelle (a) pivotant autour d'un de ses points sur le système supposé fixe des droites parallèles menées perpendiculairement à sa direction primitive Ox (') (jig. 1 65).
Lo
Si l'échelle (a) est définie par
at=lf{*\ la perpendiculaire à Ox passant par le point a a pour équation
x = lf(a) cosw,
iù étant l'angle que Ox' fait avec Ox.
Supposons tracée sur le plan de l'abaque une courbe portant une graduation quelconque (|3). L'angle oj est évidemment fonction de la cote p du point par lequel passe le support Ox' de
(l) Une telle échelle peut être considérée comme dérivant du type général des abaques polaires (n° 55) lorsque les courbes cotées de celui-ci deviennent des droites perpendiculaires à l'axe Ox.
ÉQUATIONS A PLUS DE TROIS VARIABLES. 36û,
l'échelle (a), ou un index quelconque invariablement lié à ce support. On peut donc poser
cosco = <p([3) et, par suite,
L'ensemble de l'échelle mobile (a) et de l'échelle fixe (£), qui peut être dite échelle de repérage, équivaut donc à une échelle binaire représentative de la fonction /(a) <p( (3) le long de Ox.
Nous n'avons fait aucune hypothèse sur la nature du support de l'échelle curviligne ( (3). Il va de soi que, dans la plupart des cas, le mieux sera d'adopter un cercle de centre O. Quel que soit d'ailleurs ce support, la graduation s'en fera bien aisément au moyen de la relation écrite ci-dessus, qui lie (3 à to. Dans le cas d'un support circulaire, la graduation ((3) est bien évidemment telle que sa projection sur Ox soit l'échelle même de la fonction 'f (P), construite avec un module égal au rayon du cercle.
En vue de représenter au moyen d'une échelle tournante les fonctions de la forme /(a)cp((3) + <p(a), M. Lallemand, à propos de l'application donnée ci-dessous, a eu l'idée de décrire, sur le plan de l'échelle mobile (a), de chaque point a de cette échelle comme centre, un cercle de rayon /<]>(a). La perpendiculaire à Ox1 tangente à ce cercle coté a, est alors
*=/[/(«MP)±<Ka)],
le signe entre parenthèses étant -j- ou — suivant qu'il s'agit de la tangente à la partie du cercle concave ou convexe vers Oy.
En accolant à l'axe Ox deux échelles telles que celle-ci, on voit qu'on aura la représentation d'une équation de la forme
pour laquelle une autre méthode a été exposée au n° 92.
Remarque. — Il suffit de remplacer l'échelle (a) par une échelle binaire (a, a,), et l'échelle ((3) par un réseau de points à deux cotes ((3, p{), pour avoir, par les perpendiculaires à O./ . l'échelle de la fonction/(a, a,)cp([3, J3,).
137. Exemple d'application : Abaque de la confection des mires. — La correction E d'une hauteur de mire est donnée par la formule
où H représente la hauteur lue, exprimée en décimètres, jjl l'indice de compensation au moment de la lecture, jjl^ l'indice de compensation au départ, c'est-à-dire une constante, f{ H) une fonction définie graphiquement par la traduction en diagramme des résultats de l'étalonnage.
L'équation précédente définit donc la correction E en fonction de H et de jjl.
Une correction analogue étant afférente à chacune des deux mires, la différence de niveau H" — H' devra être corrigée de la quantité
^^)Hff+/2(H'0-[(^^)H'+/1(H')].
Cette équation rentre dans le type envisagé à la fin du n° 133. On peut donc la représenter au moyen d'une échelle simple à translation (e) glissant le long de deux échelles binaires fixes (jjl', H') et (jjl", H").
Le o de l'échelle (s) étant amené en face du point (jjl', H'), le point de l'échelle (s) qui se trouvera en face du point ( jjl", H") fera connaître la correction cherchée.
Or, les fonctions représentées par les échelles binaires (jjl', H') et (jjl", H") sont du type considéré en second lieu au numéro précédent lorsqu'on fait correspondre respectivement les lettres H et jjl aux lettres a et (3 et que l'on définit les fonctions y, <p, <\t par
IO
Chacune de ces fonctions pourra donc être représentée par une échelle tournante portant des cercles de rayon //(H) pour H, et une échelle de repérage pour jjl.
Il suffira de disposer ces deux échelles sur un même plan, de façon que leurs origines O' et O" soient sur une même perpendiculaire à la direction de la translation de l'échelle (s) pour constituer l'abaque demandé.
C'est ainsi que M. Lallemand a construit celui que représente la Jig. 166, et qui est en usage au Service du Nivellement général de la France.
Chacune des échelles (H') et (H") est dessinée sur un secteur mobile respectivement autour de O' ou de O", et qui tourne devant l'échelle (jjl') ou (jjl") correspondante.
L'index V ou i" de ce secteur mobile est amené en face de la valeur de jjl' ou jjl" se rapportant à l'opération dont on veut corriger le résultat,
valeur qui est donnée en ccntimillimètres. Gomme cette valeur ne varie pas sensiblement dans le courant d'une journée, pour effectuer la correc-
Fie. 166.
tion des lectures faites dans cette journée, on fixe d'une manière invariable les secteurs, s r la planchette qui porte l'abaque, au moyen punaises P' et P".
L'échelle de la correction (s), graduée en décimillimèlres et gravée sur
une plaque de celluloïd, est indiquée en pointillé sur la figure (1). Ses déplacements sont guidés par une règle le long de laquelle s'applique un bord du transparent.
La disposition de la fig. 166 correspond aux données
{jt'=io6cn\ [Ji"=i26cm,
H'= udm,9, H" = 24dm.
Les indices i' et i" ayant été placés aux points cotés to6 et 126 des échelles (\x') et ([x") et l'horizontale o de l'échelle transparente étant amenée tangentiellement au cercle coté 11 de l'échelle (H'), on voit que la tangente horizontale au cercle coté 24 de l'échelle (H") correspond à la division 4o de l'échelle transparente. On a donc ici
e = 4odm.
138. Abaque de la lumière diffusée. — Nous avons vu au n° 135 comment, lorsqu'une équation peut revêtir la forme de déterminant requise pour l'application de la méthode des points alignés, on peut utiliser les systèmes à translation pour augmenter le nombre des variables correspondant à chaque point aligné. Voici un exemple où c'est un système à rotation qui remplit le même office. Cet exemple est emprunté à la Thèse du capitaine Lafay pour le doctorat es Sciences physiques (2).
cAo désignant un angle qui définit la vibration rectiligne incidente, ^ un angle qui définit la direction du grand axe de la vibration elliptique diffusée, les mêmes lettres affectées des indices 1 et 2 les mêmes angles pour le cas où la vibration diffusée devient rectiligne, a et b des variables liées aux directions des rayons incidents et diffusés et dépendant de la nature de la surface, l'équation à mettre en abaque est
sin2(<£ — ffi2) sina^ — J^) sin2((ff — ffi, ) sin2( X — A*) a b
= 2 s i n ( <£ — ([\)sin(<î — <£ 2 ) s i n ( 2 X — X 1 — <Â>2). Posant
CAO l d\£>2 == ^ J
2 CAO CAD l CAD 2 == P J
(') Cette échelle prête à l'observation que voici : Comme on n'a besoin que des valeurs arrondies de s, au lieu d'élever, au support de l'échelle, des perpendiculaires par les points de cote ronde, on les mène par les points moyens entre ceux-ci, en constituant de cette façon des cases à tout l'intérieur de chacune desquelles s'applique la cote ronde qui s'y trouve comprise.
(2) Annales de Chimie et de Physique, 7e série, t. XVI, p. 5o3 : 1899.
M. Lafay a remarqué que l'équation précédente pouvait être mise sous la forme
sina
tangp tang (3' — tanga'
tanga'
tangp' tang[3'-t- tanga'
cosa
tangP' — tanga' tangp'-
^tangp'-
tanga' tanga'
tang (3' — tanga' tang (3' — tanga'
Elle exprime donc l'alignement des trois points
sina
tang(3'
y = l cosa,
— la
x = Ib
tang(3' — tanga'
tang (3' tang^'-f-
tanga'
y = la
tanga
tang(3' — tanga' tang(3'-f- tanga'
tang(3'-h tanga'
tang (3' — tanga'
Y — lb & r
J tangp'--tan
iga
/ étant le module à la fois de Ox et de Oy.
Le point X, qui dépend des deux cotes a et (3, est à la rencontre de la droite
y = l cosa -a?Uang*p = ^2-
avec l'ellipse
Les droites et les ellipses correspondantes, cotées sur la fig. 167 respectivement au moyen des valeurs de
- =' — (eiloj — dv>2 ) 2 2
et de
— = oJis — ( CA£>|
sont faciles à tracer.
Le point U est, on le voit immédiatement, à la rencontre de la seconde bissectrice des axes avec la droite menée, par le point A {x =— a, y ——a) de la première, parallèlement à la direction OS dont le coefficient angulaire est
tang [J'
1 tanga
De même, le point V est à la rencontre de la première bissectrice avec la droite menée, par le point B (ar =^b, y = — b) de la seconde, parallèlement à la même direction OS.
Les points A et B donnent naissance sur les bissectrices à des échelles régulières (a) et (b) faciles à marquer.
Pour définir la direction OS on peut tracer sur l'abaque le réseau (a', (3'), défini par
x— — l cot P', y = — /cota',
ainsi que cela a été fait sur la fig. 167. La direction OS est alors celle qu va du point O au point (a', $'), et il suffit alors de mener par les'points
Fig. 167.
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cotés a et b des parallèles à cette direction pour obtenir les points U et V dont l'alignement donne X. Pour n'avoir pas à tracer ces parallèles, on aura évidemment recours à un transparent portant des traits parallèles équidistants suffisamment rapprochés.
Mais il est plus simple, ainsi que l'a remarqué M. Lafay lui-même, de recourir à une échelle (a', (3') tournante.
Supposons construit sur un transparent dont l'origine O' reste en coïncidence avec O, et dont les axes O'x' et O' y' sont d'abord en coïncidence avec Ox et Oy, le réseau défini par
x'=lcot$', y = — /cota',
symétrique du premier par rapport à Oy. Lorsqu'on fera tourner ce transparent autour du point O, de manière à amener le point (a', p') à se trouver sur Oy, il est bien clair que son axe Oy' se confondra alors avec la direction OS précédemment définie. Par suite, les droites mêmes de ce
transparent parallèles à Oy', qui passeront par les points coté- a fil h. détermineront les points U et V.
Remarquons que, si la direction OS passe par le point (a', [&'), la direction OS', qui lui est perpendiculaire, passe par le point
a?' = / tangp', y' — — l tanga'.
On obtient ainsi un nouveau réseau, que nous désignerons par (a', $'){ ; il ne diffère du précédent que par ses cotes, qui pourront être inscrites côté des premières, mais en chiffres penchés, afin de l'en distinguer nettement.
Gela permet de ne faire usage que des points situés à l'intérieur de l'angle AOB. Si, en effet, la direction OS est extérieure à cet angle, la direction OS' lui est intérieure. On prend alors les droites AU et BV perpendiculaires à cette direction.
Si l'on a recours au transparent mobile, le réseau (a', (3')i, symétrique du précédent par rapport à Oy, est défini par
x' = — /tang(3', y' — — l tanga'.
Puisqu'ici les droites AU et BV sont perpendiculaires à OS', ce seront les parallèles à Ox' , au lieu des parallèles à Oy', qui donneront la direction de ces droites.
L/emploi de l'abaque se résumera donc comme suit :
On amène le point d'intersection des droites cotées 2*3? — (Ê^ — (J.\ et ^i — $2 du transparent sur l'axe Oy. Si, pour que ce point soit à l'intérieur de AOB, on a du lire ses cotes dans le premier système, on prend les points de rencontre U^V des bissectrices OA et OB avec les droites du transparent parallèles à Oy' , qui passent respectivement par les points cotés a et b. Si, au contraire, les cotes 2CI* — *$\ — ^T2 et d?i — ^2 ont été lues dans le second système, on prend les points U et V au moyen des droites du transparent passant par a et b, mais parallèles à Ox'.
Une droite tendue entre les points U et V coupe alors l'horizontale
, <JUi <A>2 77 • 7,7 , jf -, u (1 Jloi -H ello?
cotée — sur une ellipse dont la cote tait connaître^ *
d'où l'on déduit immédiatement A>, <A>1 et X2 étant donnés.
Sur \ajig. 167, construite clans l'hypothèse d'un système (a, (3) fixe, on a, en traits pointillés, tracé les droites AU et BV correspondant aux exemples numériques suivants :
i° Direction OS.
Les données sont :
^ _ <£2 = 95°, -\ (JU, - X.2) = 4o° ;
2<£ _ <$x _ <£2 = 2oo°, K*i + ^)= 5o°-
On tire de l'abaque
d'où
20 Direction OS'.
Données :
a = i,5, b = o,4; #!— <£2 = 95°, {(Xi— JU2) = 4o°;
2 $ — $t — ^2 = 340°, I (ciloi + X2) = 50°.
On tire de l'abaque
CAD % ( CAO 1 + eAo 2 ) = O y ,
On remarque aussi sur la fig. 167 des hyperboles tracées en pointillé et marquées 0. Leur signification est la suivante :
Aux variables a et b est liée la variable S, différence de phase introduite par la diffusion entre les deux composantes d'une vibration, par
l'équation
ab = cos2S.
Or, les distances OU et OV des points U et V à l'origine sont données, d'après les expressions écrites plus haut des coordonnées de ces points,
ou=«/?tangg;-tang°t;, ov=6t/;tansg;+tangg,'.
tangp -htanga tangfj — tanga
Donc
OU.OV = 2tf& = 2COS*8.
11 en résulte que la droite UV est tangente à une hyperbole ayant Ox et Oy pour asymptotes. Ce sont les hyperboles correspondant aux diverses valeurs de 0 qu'on a tracées en pointillé sur la fig. 167. Celle d'entre elles qui est tangente à la droite UV fait connaître la valeur
de l (i).
B. — Abaques a images logarithmiques.
139. Nouvel usage de V anamorphose logarithmique. — L'ingénieuse méthode due à M. R. Mehmke (2) fournit des
(x) Cette seconde partie de l'abaque rentre, comme l'on voit, dans le type des abaques tangentiels comprenant deux systèmes de points cotés (p. 128).
(2) Civilingenieur, t. XXXV, col. 617 (1889) et Z. S., t. XXXV, p. 174 (1890). Dans un Mémoire plus récent, M. Mehmke a étendu l'application de ces ingénieux principes aux grandeurs complexes (Z. S., t. XL, p. i5; 1895).
abaques qui comportent, comme on va voir, des systèmes à translation.
Etant donnée une équation entre deux variables
M. Mehmke appelle image logarithmique de celte équation la courbe obtenue par anamorphose logarithmique (n° 28) de celle qui la représenterait en coordonnées cartésiennes, c'est-à-dire celle qui est définie par
,r = /loga1, j-=^loga2,
/ étant un module quelconque.
Cela posé, le principe de la méthode peut s'énoncer ainsi :
Les images logarithmiques des équations de la forme ( ' )
dz a^ia^zt c'a^ia^ziz c"a"lïa™"± c"a<a<= o
que nous désignerons par [cf, c", cw], peuvent toutes s'obtenir par translation des images logarithmiques du système défini par
± a'fia'.^dz a^ia^rt a^ïa^zfc Ya'"îV"2" = o,
que nous désignerons par [y].
Supposons, en effet, ce système rapporté à des axes O' x' et O'y' mobiles relativement aux premiers tout en leur restant respectivement parallèles, et soient œ0,y0 les coordonnées de l'origine de ces axes mobiles, dans le premier système.
Le point (a'13 a'2) du système mobile aura donc, après la translation qui amène l'origine mobile en coïncidence avec le point (#o?JKo)5 les coordonnées
x = xQ-±-l\o%a\, y = y0-h Hoga'g,
ou, en posant
^0=^logXo, y0=l[ogY0,
les coordonnées
ar = /logX0«i, y = /logY0a'2.
(l) L'anamorphose logarithmique ne s'appliquant qu'aux valeurs absolues invariables, il est nécessaire de mettre en évidence les signes des différents termes.
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Il s'ensuit que, si ce point se trouve maintenant en coïncidence avec le point (a, , ou) du système fixe, on a
Par suite, a, et a2 sont liés par l'équation
afiafî a'»ia'"2 a*rfa"*3 afïV*'" ± _J L- ± _J L_ ± _J Ë_ _+_ _i 2 _ Q
et il suffit de poser
X»»iYm2 X;n'Y'n2 yXwiY/w2
Xmi Y'"2 X'w'iY'"'i Xffli Yffl2
pour que l'image [y] transportée comme il vient d'être dit coïncide avec l'image [c', c" ', cw].
Remarquons que ces trois équations de condition, lorsqu'on se reporte à la définition de X0 et Y0, peuvent s'écrire
(1) {mi— m\ )x0-Jr (^2— rn'2 )jKo = /loge',
(2) (m1 — m\)xQ-\- (m2— ml)jr0 = /loge",
(mi— m'")x0-*-(mz— m"l)yQ— /log —
Les équations (1) et (2) montrent que les droites (7 et G/;, dont les coefficients angulaires ont respectivement les valeurs fixes
— et —, -, et qui passent par 1 origine mobile (ûc0. y0)}
coupent l'a\e Oy respectivement aux points dont les ordonnées
sont
/loge' „. , /losrc" __. ..
y = ^—t- = /' loge', v = °— T = l" loge",
l'équation (3) que la droite Gw, dont le coefficient angulaire est
égal à — \, , et qui passe également par l'origine mobile (œ0lyo)i
coupe l'axe Ox au point dont l'abscisse est
v 1 ° II" 1 ^
x= -log— = / log — •
mx— m'I y y
Construisons le long de Oy les échelles logarithmiques (c') et (c'f) de modules /' et l" et le long de O^ l'échelle logarithmique (y'") de module F.
Les trois remarques ci-dessus nous permettent alors d'obtenir facilement l'image logarithmique [c', c" , c'"~\ lorsqu'on a construit sur un transparent le système des images logarithmiques [y], ainsi
Fig. 168.
que les droites G', C" et G" {fig- 168), que nous appellerons les index de ce transparent.
Il en résulte, en effet, que si le transparent, tout en conservant son orientation, est déplacé de façon que les index C et C" soient amenés à passer par les points cotés c' et c" respectivement sur les deux échelles de Oy ( ' ), et si, dans cette position, l'index G!" passe par le point coté y"f de l'échelle de Ox, l'image
[y] dont la cote y est égale à -Wl coïncide avec l'image [c1, c", c"f].
On conçoit, d'après cet énoncé, pourquoi le système (y) peut être dit fondamental pour les images [c', c", c"'].
(*) Pour fixer avec précision la position du transparent, il est bon de constituer celui-ci d'une matière rigide (celluloïd) ayant un bord B, parallèle à Oy el un bord B2 parallèle à G'. Le bord B, étant appliqué sur Oy, on le fait glisser le long d'une règle jusqu'à ce que C passe par le point (c') de Oy, puis on applique une règle le long du bord B2 et l'on fait glisser le transparent contre cette règle jusqu'à ce que G" passe par le point (c").
On peut, pour éviter le calcul de — (1), recourir à l'artifice sui vant :
Les diverses positions de l'index Cw, gui se déplace parallèlement à lui-même, donnent sur Ox, ainsi qu'on vient de le voir, les valeurs de
Nous pouvons construire le long de Ox une échelle binaire de cette fonction (n° 115) en prenant, pour définir cette échelle, un axe Oy'" parallèle à la direction fixe de Cw. Cette échelle sera,
dès lors, définie par
y = F logy et
x -+-y — l loge ,
et la détermination de y, une fois le transparent mis en place au moyen de c' et c" ', se réduira à ceci : la cote y est celle de Vhorizontale de l'échelle binaire (y, c"r) passant par le point où la droite C!" coupe V oblique cotée c'" '.
On conçoit immédiatement comment ce principe permet la résolution d'un système de deux équations simultanées telles que
± a»ia*s ± flPajia»* ± d*a»ïaj2 ± d'" ' af 'oef = o,
où les exposants sont considérés comme constants et les coefficients comme variables.
Pour résoudre ce système d'équations, il suffit de tracer sur le quadrillage logarithmique défini par
x = nog«j, jK = ^loga2
les images [V, cv, c'f/] et [d', d", d'"] des deux équations ci-dessus. Les cotes a1 et a2 des différents points de rencontre de ces images sont les systèmes de solutions cherchés. Or, ces images peuvent être obtenues par translation du système fondamental (y), qui
C1) Il est à peu près aussi simple, et cela a l'avantage de dégager le tableau, d'effectuer ce petit calcul auxiliaire, soit au moyen d'un des nombreux abaques de multiplication décrits dans cet Ouvrage, soit au moyen de la règle à calcul.
vient d'être défini ci-dessus, et du système fondamental analogue (o) pour la seconde équation.
Les cotes (a,) et (.ou) des deux systèmes de parallèles constituant le quadrillage pouvant être rejetées sur des parallèles à ces
axes, on dispose des axes Ox et Oy pour y accoler d'une pari l'échelle binaire (cw, y), de l'autre les échelles simples (c') et (c"). Si l'on a
m2 — /n2 = tu — n\, m y — m"l = - nx — n"l ,
m 2 — m% = iu — n'I,
ces diverses échelles sont identiques aux échelles (d", o), (d') et (d") relatives à la seconde équation et peuvent, par suite, servir également pour elle.
S'il n'en est pas ainsi, on fixe la position de l'image [o] coïncidant avec [d' ', d\ d"f] sur un second tableau, puis on transporte le second transparent de ce tableau sur le premier où est déjà disposée l'image [c', c", c'f/] en repérant sa position au moyen des points où ses index D' et D" coupent les axes portant les graduations (aH) et (ou) qui sont les mêmes sur les deux tableaux.
Remarque. — Si cw= o, on a X = o, quels que soient c' et c" . Par suite, toutes les images [c', c'f, o], que nous représentons plus simplement par [c'y c"] sont obtenues par translation de la seule image [o], c'est-à-dire que les images logarithmiques de toutes les équations telles que
± aï'1 a'2"- zfc c' aï'« a'2" 2 zt c" aï"' tip = o, sont obtenues par translation de l'image de la seule équation
± a^1 a'f5 zb af » af 8 ± zf'Uf* = o.
77 suffit, pou?' obtenir l'image [cf,c'] de faire passer les index C et C" respectivement par les points cotés c' et c" sur les échelles portées par Oy.
Dans ce cas, le troisième index 01" disparait donc.
140. Images logarithmiques de polynômes. — La méthode précédente se simplifie lorsqu'il s'agit des images logarithmiques
d'équations de la forme
+ t IM' i tt 77?" i /// iJV
_ c a i ± c a j db c a f .
Ici, en effet, on a, en se reportant aux notations du numéro précédent
IW? =
Par suite, les coefficients angulaires des index G;, C", C'1' se réduisent à m, m', m" , les modules /', Z" à /, et /es échelles (c1) et [c") coïncident avec V échelle (a2).
Pour déterminer y, on peut prendre le point de rencontre de C" non plus avec Ox, mais avec Oy, ce qui, pour (yw), donne encore V échelle (a2).
On voit donc que le diagramme se réduit en ce cas au quadrillage logarithmique (a,, a2) complété par le transparent portant : i° les index C, C" , Cw, droites de coefficients angulaires m', m", in!", menées par son origine; 2° les courbes fondamentales [y], images logarithmiques des équations
m' _i_ in" _4_ .. ..m.'"
Pour avoir l'image [V, c", cw], o/* place le transparent sur le quadrillage, de façon que les index C et C" passent respectivement par les points cotés c' et c" de l'échelle (a2) portée sur Oy, et l'on prend parmi les images [y] celle dont la cote est donnée par
yw étant la cote du point où l'index G" coupe la même échelle.
On peut, pour éviter le calcul de y, recourir, comme dans le cas général, à l'emploi d'une échelle binaire accolée cette fois à Oy.
En outre, la Remarque terminant le numéro précédent s'applique encore et montre que si l'on ne prend que deux termes dans le second membre de l'équation ci-dessus, on obtient les
diverses images logarithmiques par les translations d'une seule courbe (').
Avant d'indiquer quelques exemples d'abaques fondés sur l'emploi des images logarithmiques de polynômes, nous dirons quelques mots de la construction de ces images, d'après M. Mehmke .
Fig. 169.
Supposons que deux courbes U et V {fig. 169) soient les images logarithmiques des fonctions
et
a2 = w(oci)
«2= t>Ol),
c'est-à-dire que, sur l'ordonnée correspondant à l'abscisse a,, on ait
HK= llogu,
HL = llogv.
Soil, en outre, W l'image logarithmique de la fonction
a2 = u -h v, de telle sorte que l'on ait
On
HM = l\ogv -h/log/in \>
HM — HL = LM = llog ( 1 + -
(l) En supposant bien entendu que les signes des divers ternies restent les mêmes. Pour chaque combinaison de signes, il faut avoir recours à une courbe spéciale.
Supposons construite la courbe représentative des logarithmes d'addition de Gauss, définie par
x = l\ogt, y=l\og(i+jj,
courbe que nous appellerons Logarithmique d'addition ('), et
qui est représentée sur la fig. 170 par la courbe A lorsqu'on
prend / = 2cm.
Fig. 170.
Num.
Log.
On voit que si t = -■> l'ordonnée correspondante doit être égale à LM. Or, si t a cette valeur, on a
x = / log£ = /logw — / logp = KL.
Ainsi donc, pour déduire le point M des points K et L, il suffit de prendre KL en abscisse de la courbe A sur la fig. 170; V ordonnée correspondante est égale à LM.
( l ) La remarquable machine à résoudre les équations algébriques, de M. Torres, dont il est question dans la note au bas de la page 366, est fondée en partie sur une traduction mécanique du mode de liaison défini géométriquement par cette courbe.
S'il s'agissait de construire l'image logarithmique W de
on verrait de même que M'K serait l'abscisse de A correspondant à V ordonnée KL. Mais, afin d'éviter toute confusion, il vaut mieuxrecourir à la courbe logarithmique de soustraction définie par
a? = llogt, y = /log li — l\
et représentée par S sur \&jig. 170.
Le segment IM est alors égal à V ordonnée de la courbe S correspondant à V abscisse KL (').
Dès lors, pour construire l'image logarithmique de
nous commençons par construire les images logarithmiques de et de
a2 = af
OC9 — oc
qui sont précisément les index C et G". De ces droites, par le procédé qui vient d'être décrit, nous déduisons immédiatement l'image demandée. Cette image, à son tour, jointe à celle de
a=> = yoc
c'est-à-dire à une droite, permet d'obtenir, toujours par le même procédé, celle de
a2 = ± af ' ± af db ya%f .
141. Principe des abaques à images logarithmiques. — Le principe des abaques à images logarithmiques est le suivant : Soit une équation de la forme
(x) M. E.-A. Brauer a imaginé un curieux appareil dit compas logarithmique, muni de trois pointes en ligne droite telles que si deux de ces pointes sont placées sur les points K et L de la y?»-. 169, la troisième vient automatiquement se placer au point M. Ce compas est décrit dans le Supplément au Katalog der mathematischer Modelle de M. Waltér Dyck (p. 4o).
f et cp étant des polynômes de la forme indiquée au début du numéro précédent. Posons
Nous pourrons obtenir les images \f et I<p de ces poljnomes sur un quadrillage logarithmique par le procédé indiqué au numéro précédent si nous avons pour chacun de ces polynômes un transparent portant soit le système des images fondamentales, s'il s'agit d'un polynôme à trois termes, soit l'image fondamentale unique, s'il s'agit d'un polynôme à deux termes.
Les cotes a, des verticales du quadrillage passant par les points de rencontre des images \f et I<p sont les racines positives de l équation donnée, dont les racines négatives pourront, s'il est besoin, s'obtenir de même en valeur absolue comme racines positives de la transformée en — z.
Puisque seules les verticales du quadrillage interviennent dans le mode d'emploi de l'abaque, on pourra se dispenser de tracer les horizontales dont les seules cotes devront subsister sur Oy pour permettre, comme on l'a vu au numéro précédent, de fixer la position des index ainsi que la valeur de y lorsqu'on a affaire à un polynôme à trois termes. D'ailleurs, comme on pourrait avoir pour les deux polynômes des échelles binaires différentes pour le calcul de y, il vaudra mieux, en général, se contenter d'effectuer ce petit calcul à part ainsi qu'on l'a dit dans la note au bas de la page 38o.
Nous plaçant donc dans le cas général, nous pourrons décrire comme suit un abaque à images logarithmiques :
L'abaque se compose : i° d'un plan opaque dont les axes Ox et Oy portent des échelles logarithmiques de même module et sur lequel on a tracé une série de droites [z) parallèles à Oy et passant par les points de division de l'échelle de Ox ; i° de deux transparents portant respectivement les images logarithmiques [y] et [ô] construites comme il a été dit au n° 140 avec leurs index C', G", CI" pour l'un, D', D", Dw pour l'autre.
Quant au mode d'emploi, il se réduit à ceci : Si les polynômes f et cp ont respectivement pour coefficients c\ c'f, d" et d ', d" ', df/, on place les transparents, dont l'orientation est
maintenue constante ('), sur le plan opaque, de façon que 1rs index C et C" d'une part, D' et D" de l'autre, coupent l'échelle de Oy respectivement aux points dont les cotes sont c' et c" d1 et d" . Si, dans cette position, les index C" et D'" coupent la même échelle aux points dont les cotes sont yw et ow, on prend
III lui
sur les transparents les images de cotes —, et — ^ Les cotes
des verticales passant par les points de rencontre de ces deux images sont les racines z cherchées.
Pour distinguer les rôles joués par les divers index, C et C" d'une part, D' et D" de l'autre pourront être dits des index de position, Cw et Dw des index de résolution.
Nous allons maintenant indiquer quelques exemples de tels abaques, empruntés également à M. Mehmke.
142. Exemples. — i° Abaque des équations trinômes de degré quelconque. — Une équation trinôme de degré quelconque peut toujours se mettre sous la forme
zm = ± pznztq
m ou, en prenant pour inconnue zn et posant — = \x (2),
zV- = ± pz zh q.
Formons les images logarithmiques des deux membres, suivant ce qui a été dit au numéro précédent.
Pour le premier membre, ce sont les droites fixes Cm, passant par l'origine et ayant précisément pour coefficient angulaire \i.
(') Voir la note au bas de la page 379.
(2) Il est à remarquer qu'une telle équation peut, pour une valeur particulière de [x, être traduite en un abaque à points alignés tels que ceux qui ont été construits pour u. = 2 et [x = 3 aux nos 79 et 81. Les points (s), pour cette valeur de \i, seront distribués sur une courbe C , et l'on voit que, pour une certaine valeur de z, les divers points obtenus en faisant varier jx sont distribués sur une parallèle aux axes Au et Bv, attendu que les coordonnées de chaque point (z) sont données par
„ l, — Lz — /, /■> zv-
lx+l2z J lx+hz
Si donc z et [x sont considérés tous deux comme variables, les points («, <i) sont donnés par un réseau comprenant les courbes C^ et des droites (z) parallèles aux axes Au et Bv. Les courbes G2 et C3 d'un tel abaque, les plus importantes pour la pratique, sont tracées sur la fig. 80.
Pour le second, ce sont, en prenant toutes les combinaisons de signes utiles, les images fondamentales des polynômes (1)
dessinées sur un transparent avec leurs index D' et D" qui, rapportés aux axes mobiles de ce transparent, ont pour équations, puisque les exposants de z sont o et i,
Y — oc, et
L'abaque avec le transparent est représenté par la fig. 171 dans le cas de l'équation
déjà envisagée au n° 81.
Fig. 171.
On voit que les index D' et D" coupent l'échelle de Oy respectivement aux points cotés 2,1 et 9. Ici il faut prendre, vu les signes, l'intersection
( ' ) La première et la troisième de ces images sont évidemment les courbes A et S de \ajig. 170. La seconde est la symétrique de A par rapport à l'index D' qui leur sert d'asymptote commune. Il est inutile d'envisager l'image de — z — 1, attendu que, si les deux signes du second membre étaient négatifs, l'équation n'aurait pas de racine positive.
de l'image de z -+- i avec la radiante du plan opaque cotée 3, puisque u, = 3, On trouve bien
2° Abaques des équations complètes des degrés 3, \ et :"). — Les équa tions complètes des degrés 3, 4 et 5 peuvent s'écrire respectivement
pz-i±qz-*,
qz-*,
zb z2 ± m z zb n = rt pz~l
±zî±Iz ± m = ± nz-l±pz-*±qz-*.
On reconnaît donc, suivant ce qui a été vu au n° 141, qu'on pourra les représenter en appliquant, sur un plan portant simplement l'échelle lo: rithmique de Oy et les parallèles à cet axe menées par les points de l'échelle logarithmique de 0#, des transparents portant les images logarithmiques des polynômes
avec leurs index respectifs. Les images relatives aux polynômes de la première ligne sont celles qui sont tracées sur la fig. 171; celles relatives au\
Fig. 172.
polynômes de la seconde sont représentées par la fig. 172. Le mode d'emploi ne diffère pas de celui indiqué dans le cas général (n° 141 j.
I. — Étude générale des abaques au point de vue de leur structure (1).
143. Dut de cette étude. — L'examen des divers procédés particuliers de représentation plane, applicables à des équations entre deux, trois, ou un plus grand nombre de variables, qui viennent d'être décrits dans les Chapitres précédents, conduit nécessairement à se poser cette question : Peut-on déterminer et classer tous les modes possibles de représentation applicables à des équations à n variables?
Nous avons vu au n° 131 comment on peut définir des éléments, points ou courbes, à un nombre quelconque de cotes. Il est donc évident d'abord que, pour engendrer un mode de représentation d'équations à n variables, il faudra associer ensemble des éléments à plusieurs cotes, tels que la somme des nombres de leurs cotes soit égal à n.
Si donc un mode d'association de plusieurs éléments a été déterminé, il suffira de voir de combien de manières différentes n cotes pourront être réparties entre ces éléments pour avoir tous les procédés correspondants valables pour n variables.
On pourra d'ailleurs n'attribuer aucune cote à plusieurs de ces éléments qui seront dits sans cote.
11 y aura là à résoudre un problème de partition sur lequel nous reviendrons.
Occupons-nous d'abord de reconnaître les diverses façons dont
(') Nous avons, pour la première fois, donné les principes de cette étude dans notre Mémoire 0.30.
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plusieurs éléments, mobiles au besoin les uns par rapport aux autres, peuvent être associés en vue d'engendrer un mode de représentation.
C'est donc au seul point de vue de leur structure que nous devons tout d'abord envisager les abaques. Une telle étude peut, par une extension de mot toute naturelle, être qualifiée de morphologique.
Convenons, avant toute ebose, de quelques notations que nous emploierons uniformément dans la suite de cette étude. Un élément, point ou ligne, dont la nature restera indéterminée sera représentée par la lettre E qu'on fera, s'il y a lieu, suivre entre parenthèses des lettres désignant les cotes y afférentes :
Parfois, si le nombre seul de ces cotes intervient dans une certaine question c'est ce nombre nque nous mettrons dans la parenthèse :
11 arrivera même, lorsqu'il n'en pourra résulter aucune ambiguïté, que nous écrirons simplement (/?.), ou même n.
S'il est spécifié qu'un certain élément est une courbe, une droite, ou un point, nous remplacerons la lettre E correspondante par une des lettres C, D ou P; s'il appartient à un système de cercles concentriques ou confondus, ou à un système de droites parallèles ou confondues, nous lui attribuerons la lettre Y ou A. La nécessité de considérer à part les éléments de ce genre apparaîtra plus loin (n° 145, Rem. I).
144. La notion de contact. — Lorsqu'un point se trouve sur une courbe, ou lorsque deux courbes sont tangentes entre elles, nous disons qu'il y a contact entre ces éléments.
Pour exprimer qu'il y a contact entre les éléments E et E', nous
emploierons la notation
EmE'.
11 n'est pas nécessaire de réfléchir bien longtemps pour reconnaître que la seule relation précise de position qui puisse être jugée à vue est le contact de deux éléments, dans le sens large où ce mot vient d'être pris.
En effet, les notions de position qui nous sont données par Ja vue se ramènent aux seules distances angulaires perçues directement par l'œil, et, parmi ces distances angulaires, les seules dont l'œil puisse évaluer exactement la grandeur sont celles qui sont nulles.
Donc, tout mode de représentation graphique d'équations à plusieurs variables ne saurait consister qu'en l'établissement ou la constatation de certains contacts entre divers éléments géométriques.
Pour rendre cette idée plus claire, revenons aux exemples les plus simples qui se rencontrent au début de cet Ouvrage :
La représentation d'une équation à deux variables au moyen de deux échelles accolées (n° 9) repose sur le contact des points de Tune des échelles, éléments à une cote, avec les perpendiculaires à la direction de leur support menées par les points de l'autre, également éléments à une cote. La représentation cartésienne au moyen d'une courbe (n° 12), repose sur le contact de cette courbe, élément sans cote, avec le point du quadrillage régulier répondant aux deux variables, élément à deux cotes, etc.
Si l'on n'a recours qu'aux éléments tracés sur un même plan, on voit que les seuls modes de représentation possibles se ramènent à la constatation d'un contact entre les deux éléments dépendant respectivement de aK et n2 cotes, ce qui correspond au cas d'une équation à n{ -\- n-i variables.
C'est ainsi que la juxtaposition de deux échelles binaires (n° 117), par le contact des horizontales à deux cotes de l'une avec les points à deux cotes de l'autre, permet de représenter des équations à quatre variables.
Si l'on a recours, au contraire, à des systèmes tracés sur des plans variables les uns par rapport aux autres ('), leurs positions
t1) Il doit être bien entendu que les divers plans variables intervenant dans la question peuvent ne pas se trouver matériellement réalisés dans la construction de l'abaque. Si, par exemple, cet abaque est constitué par un fil tendu sur diverses échelles graduées (points alignés), l'index réalisé par ce fil tendu doit être considéré comme faisant corps avec un plan appliqué sur le premier. Bien que l'on n'ait là qu'une droite variable par rapport à un plan, on doit donc, pour la généralité de l'exposition, considérer cette droite comme appartenant à un plan qui glisse sur le premier.
respectives devront être définies par certains contacts entre éléments appartenant aux uns et aux autres. Il y aura, en outre, un contact à constater sur le tableau formé par les divers systèmes arrêtés dans la position voulue. La répartition des variables se fera alors entre les éléments intervenant dans ces divers contacts.
Nous appellerons les premiers des contacts de position, le dernier contact de résolution.
C'est ainsi, par exemple, que, dans l'abaque du n° 137, les contacts de l'index i' avec le point u/, de l'index i" avec le point p." el de l'horizontale cotée o du transparent avec le cercle coté II' sonl des contacts de position. Le contact du cercle coté H7' avec l'horizontale cotée s du transparent est le contact de résolution.
145. Abaques à deux plans superposés. — Si deux plans sont simplement superposés, les déplacements de l'un par rapport à l'autre sont à 3 degrés de liberté.
Pour s'en rendre compte, il suffit de rapporter chacun de ces plans tu et tu' à deux axes rectangulaires Ox et Oy d'une part, O' x' et O1 y' de l'autre. Le plan tu' sera complètement défini par rapport au plan tu si l'on connaît: i° les coordonnées x(),y0 du point O' rapporté aux axes Ox et Oy; i° l'inclinaison de l'axe O' x' sur Ox, ce qui fait bien trois conditions. Lorsqu'on les laisse arbitraires, les déplacements du plan tu' par rapport au plan tu jouissent donc de trois degrés de liberté. ■
Or, un contact établi entre un élément E appartenant au plan tu et un élément E' appartenant au plan tu' équivaut à une condition simple. Il faut donc établir trois tels contacts pour fixer la position du plan tu' par rapport au plan tu (*). Cette fixité sera par suite définie, avec la notation du numéro précédent, par les contacts de position
e^e;, e2hE'2, e3he;.
l1) Exceptionnellement, on pourra, au lieu d'imposer à un élément K, l'obligation d'être en contact avec un élément E. de cote bien déterminée, l'astreindre à être en contact avec deux éléments E(. et E;- entre les cotes desquels existera une certaine relation. Nous n'avons rencontré dans cet Ouvrage qu'un seul exemple de cette circonstance, au n° 135, où la droite pivotant autour du point O (fig. i53) a sa position fixée par la condition de rencontrer les échelles Em et E„ en des points dont la différence des cotes soit égale à i. // est
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Les deux plans se trouvant alors dans cette position relative parfaitement déterminée, on n'aura plus qu'à constater un contact entre un élément E4 de l'un des plans et un élément E'4 de l'autre, qui sera le contact de résolution
Le mode d'emploi d'un abaque quelconque comportant un plan mobile se résumera donc, en général, dans la suite de symboles
e^e;, e2he;, e3hhE'3, e4~e'4.
Les quatre contacts ainsi dénotés étant simultanés, on peut évidemment prendre comme contacts de position trois quelconques d'entre eux, le quatrième étant alors le contact de résolution. Mais, en général, sur un même abaque, la même variable étant toujours prise pour inconnue, le contact de résolution est aussi toujours le même, et il sera, de préférence, inscrit le dernier.
Il n'y a, théoriquement au moins, lorsque les divers éléments en présence sont définis géométriquement, aucune difficulté à former le type d'équation correspondant à l'abaque ainsi construit.
Chaque élément E; du plan fixe a, par rapport à Ox et Ojy, une équation de la forme
où Ci représente l'ensemble des cotes correspondantes. De même, chaque élément E| a par rapport à O'x' etO' y' une équation de la forme
ou en passant à O x et Oy et désignant par X, jjl et v, les paramètres servant à définir l'un des systèmes de coordonnées par rap-
essentiel de remarquer que ce mode de détermination rentre bien dans le mode général ci-dessus défini, car les positions de l'élément E; en contact avec les éléments E; et E , dont les cotes ont entre elles la relation qui vient d'être dite, ont une certaine enveloppe Ci} en sorte que la condition imposée peut se traduire par le contact
bien que l'élément Ct ne figure pas sur le tableau.
port à l'autre
o/(Xa?+ v/i— X2j-f- [x, — y/i — X2j + X)'-i- v, £',)= o,
ou encore
gi(n,y, X ^, v, c;-) = o.
Le contact entre ces deux éléments s'exprimera par une équation telle que
et l'élimination de X, u. et v entre les quatre équations correspondant de cette manière aux quatre contacts donnera l'équation, entre les cotes des huit éléments en présence, ainsi représentée.
Remarque I. — llya lieu d'examiner à part le cas où les éléments E'j , E'2 et E4 sont des cercles concentriques que nous désignerons alors par la notation r'n F'2, T'A. Ces cercles peuvent d'ailleurs, leur rayon croissant indéfiniment, devenir des droites parallèles A't , A'2, A4. Enfin cercles Y' ou droites A' peuvent se confondre entre eux. Nous considérons tous ces cas particuliers comme compris dans le cas général des trois cercles concentriques r\, F2, T'4, ce que nous allons dire de celui-ci pouvant immédiatement s'étendre à eux et sous une forme encore plus simple.
Si les cercles T\ et T'2 sont mis en contact respectivement avec les éléments E1 et E2, le seul déplacement possible du plan tJ est une rotation autour du centre O'. En effet, F< étant l'élément parallèle à l'élément E1 à une distance égale à la différence des rayons des cercles T\ et T'2 (cercle de rayon égal à cette distance et de centre E, si cet élément se réduit à un point), le cercle T'2 sera en contact avec l'élément F< . Par suite, ce cercle T'2, en contact à la fois avec les éléments E2 et F1? ne pourra que tourner autour de son centre O', ce qui démontre la proposition.
Or, dans cette rotation, le cercle T'A, concentrique aux deux premiers, tourne aussi sur lui-même, et s'il se trouve tout d'abord en contact avec l'élément E4 il ne cessera pas d'y être pendant toute cette rotation. Le contact É3mE'3 devient dès lors superflu et pourra être laissé indéterminé.
La notation de l'abaque correspondant sera, par suite, si l'on se
sert de guillemets pour indiquer le contact indéterminé,
** ou, en attribuant, dans ce cas, au contact de résolution, l'indice 3,
Eiinr,, E2nr;, E3Mr;, » -. ».
Remarque II. — La coïncidence de deux points P et P; ou de deux droites D et D', appartenant à l'un et à l'autre plans, équivaut à deux contacts, car, dans un cas, on peut considérer que deux lignes se coupant en V sont en contact avec le point P, dans l'autre, que deux points pris sur D' sont en contact avec la droite D. Pour rappeler qu'une telle coïncidence équivaut à un double contact, nous la désignerons par la notation
PSP' ou DED'.
Si donc, dans le mode d'emploi d'un abaque intervient une telle coïncidence, sa notation sera
p^p;, e2he;, e3hE'31
ou
D,HD'n E2mE;, E3hhE'3.
Remarque III. — Il se peut que les cotes afférentes à un élément du plan tJ soient prises sur le plan 71, une fois fixée la position relative de ces deux plans, par exemple, que la courbe C; du plan tt/ prenne, une fois ce plan fixé par rapport au plan ir, la cote ou les cotes d'un point P de ce plan tz par lequel elle passe. Si a, [3, . . . sont les cotes du point P, la courbe C' sera dénotée
la barre qui surmonte les cotes indiquant qu'elles proviennent du plan antérieur à celui qui contient C
Remarque IV. — Enfin, s'il s'agit d'un point, ce point peut lui-même être formé par la rencontre d'une courbe G du plan % avec une courbe G' du plan iz' fixé sur le premier. Un tel point sera désigné par la notation
ou, en mettant les cotes en évidence,
146. Abaques à plusieurs plans superposés. — Ce qui vienl d'être dit s'étend immédiatement au cas de plusieurs plans superposés. Nous pouvons arbitrairement choisir l'un d'eux tc comme plan fixe. La position d'un second rJ sera alors définie, par rapport au premier, par trois contacts entre éléments correspondants pris sur ces deux plans. Ces plans étant ainsi rendus solidaires l'un de l'autre, nous représentons leur ensemble par (ira'), et nous définirons ensuite la position du plan tc", par les contacts de trois de ses éléments avec trois éléments appartenant à l'ensemble (tctc7), c'est-à-dire pouvant indifféremment faire corps avec le plan tc ou avec le plan tc'. De même, trois nouveaux contacts fixeront la position du plan iz" par rapport à l'ensemble (tctc'tc"), et ainsi de suite jusqu'au plan tc(/7î). Ces 3m contacts de position étant ainsi établis, on constatera l'existence d'un contact de résolution entre un élément pris sur le plan Tel77*) et un élément appartenant à l'ensemble [tctcV, . . .,7i(w-,>].
Chacun des 6m -\- 2 éléments intervenant dans ces 3 m + i contacts étant muni d'un nombre quelconque de cotes, on engendre ainsi V abaque le plus général qu'il soit possible de concevoir.
Avant d'aller plus loin dans cette étude, faisons voir pour plus de clarté comment ce mode général de description des abaques s'applique à quelques-uns de ceux qui ont été précédemment rencontrés.
Prenons en premier lieu les abaques à double alignement (n° 88), et appelons F et F les deux positions successives de l'index que nous pouvons supposer marquées sur deux plans tJ et tc" superposés au premier. Les contacts définissant la position de l'index Y seront en désignant d'une manière générale par P(a/) le point coté a/, et tenant compte de la Remarque 1 du n° 145,
P1(a1)n I', P2(a2)M F, » w )), De même les contacts définissant la position de F seront, e >
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tenant compte de la Remarque 1IF, du n° 145, et appelant L la ligne des pivots
Le contact de résolution sera enfin
Sous forme plus condensée, la notation de l'abaque pourra
s écrire
P.(«i)hI', P4(at)Ml',
Pa^-I" P4(a4)MF.
Prenons maintenant l'abaque du n° 137 :
Désignons par 0< et 02 les points du plan fixe avec lesquels coïncident respectivement les points O' et O" autour desquels tournent les échelles (H') et (Hv), par (Ow) le trait coté o de l'indicateur transparent, par D le bord de la règle guide, le long duquel glisse le bord Dw du transparent.
Les trois contacts fixant la position du plan tz' qui porte les cercles cotés (H') sont, en remplaçant, pour plus de régularité, pi'
et [/." par u, et jju,
' OtHO', (hhW, ceux du plan tc"
KO", (H2W
ceux du transparent izm
DBD", (H')m(O'"),
et le contact de résolution est
le trait coté s du transparent étant affecté d'un triple accent pour rappeler qu'il appartient au troisième plan mobile 7zv/qui est, dans le cas présent, le transparent.
Prenons enfin l'abaque du n° 138, sous sa seconde forme, c'està-dire en supposant le réseau (a', (j') mobile. Il doit être considéré comme constitué par la superposition de trois plans, le premiers
comprenant la partie fixe de l'abaque, c'est-à-dire les points! x, û), (a) et (6), le second iz' les points (a', (3'), le troisième ^'l'index UV servant à faire la lecture.
La fixation de la position de -' par rapport à - s'effectue en faisant tourner tc' autour de son origine O' qui coïncide avec () de façon à amener le point (a' (3') sur l'axe OY, d'où la notation
OBO', OYm («',£').
Les points U et V proviennent de la rencontre des bissectrices OU et OV des angles des axes OX et OY avec les parallèles à la direction O'Y' menées parles points (a) et (b). Si nous désignons par Ay les parallèles à O'Y' nous voyons, en nous reportant aux Remarques III et II du numéro précédent, que les points U et V seront dénotés
OU.A'yO)
et
0V.AJ..(6)
Par suite, la notation relative au troisième plan, si l'on y comprend le contact de résolution, sera, en appelant Mf l'index placé suivant UV,
OU.A^(a)
ov.a;,(6)
ma". (a,P)MA"3
147. Types d'abaques correspondant à un nombre donné de variables. — Si dans l'abaque le plus général défini au numéro précédent, on affecte chacun des éléments en contact d'un nombre yde cotes, qui d'ailleurs peut être nul, de façon que la somme de tous ces nombres soit égale à ft, on a formé un abaque d'équation à n variables.
La détermination de tous les types d'abaques applicables à des équations à n variables, et constitués au moyen d'un certain nombre m de plans superposés, consiste donc : i° à former toutes les partitions du nombre n; 2° à distribuer les nombres obtenus au moyen de ces partitions entre les 6m . + i éléments intervenant dans les 3m +i contacts de l'abaque, en ne comptant que pour une les diverses solutions qui peuvent se ramener les unes aux autres par de simples permutations.
Il n'y aurait aucun intérêt pratique à développer cette solution
dans le cas d'un nombre quelconque de plans superposés et nous nous restreindrons ici aux seuls cas où il n'y a, soit qu'un seul plan, soit que deux plans superposés, et qui embrassent à peu près toutes les applications usuelles. On verra d'ailleurs qu'ainsi limité le problème présente encore une certaine ampleur.
Dans le cas d'un seul plan, nous l'avons déjà dit, l'usage de l'abaque se borne à la constatation d'un contact entre deux éléments Ei et E2. Si donc on a affaire ; à n variables, il suffira d'attribuer respectivement à ces éléments nK et n2 variables de telle sorte que
ni-+- 7i.? = n.
Toutes les solutions de cette partition sont données par le tableau:
ou q - représente la partie entière de — , c est-a-dire — ou —
suivant que n est pair ou impair. Il n'y a pas lieu de prolonger davantage le tableau, car on tomberait sur des solutions qui se ramèneraient aux précédentes par permutation entre E1 et E2. Représentant donc par £1^ le nombre des types d'abaques à un seul plan pour équations à n variables, on a
Dans le cas de deux plans superposés nous avons trois contacts de position et un contact de résolution, donc huit éléments en présence
EihE'i, e2me;, e3mE'3, e4he;,
ou, en remplaçant la désignation de chaque élément par le nombre de variables qui lui est attribué à titre de cotes,
nx m n\ , n2 m n'2 , 7i3 m n'd, 7i± « 7i\ ,
les nombres n{ n\, .... n\ étant tels que
Deux solutions ne sauraient d'ailleurs être considérées comme distinctes lorsque l'on peut passer de l'une à l'autre, soit par permutation entre eux des quatre couples ci-dessus, soit par inversion simultanée de l'ordre des nombres entrant dans chaque couple, ce qui revient à un simple échange l'un en l'autre des deux plans superposés.
En recherchant, sous réserve de cette observation, toutes les décompositions en somme de huit termes (dont plusieurs nuls au besoin) du nombre /?,, on obtiendra tous les genres possibles d'abaques à n variables formés par superposition de deux plans ( ' ) .
Mais il faut encore remarquer qu'en procédant de la sorte on retrouvera les types d'abaques à un seul plan déjà envisagés. Parmi les solutions qui viennent d'être définies il s'en trouvera, en effet,
de la forme
Or trois contacts d'éléments sans cote du plan tc' avec des éléments sans cote du plan tc rendent invariable la position relative de ces deux plans. Par suite, un abaque possédant une telle notation est, en réalité, un abaque à un seul plan et devra être supprimé parmi les abaques à deux plans.
La détermination du nombre D^ des abaques à deux plans pour
(!) Nous ne parlons ici, bien entendu, que des abaques sur lesquels à chaque variable ne correspond qu'une seule graduation. On peut avoir d'autres types d'abaques à n variables en prenant des abaques à plus de n variables sur lesquels à une même variable correspondent plusieurs graduations. Par exemple, l'abaque du n° 98, bien que représentant une équation à trois variables, p, Ar, ç rentre dans un type d'abaque à quatre variables, la variable -o donnant lieu à deux échelles distinctes sur cet abaque; l'abaque du n° 132, bien que représentant une équation à quatre variables o, Ç, L et l, rentre dans un type d'abaque à sept variables, chacune des trois dernières variables donnant lieu à deux graduations distinctes sur l'abaque. Ainsi que la remarque en a été faite au n° UT, si une variable donne lieu sur un même abaque à plus d'une graduation, elle ne peut être déterminée comme inconnue sur cet abaque que par tâtonnement.
équations à n variables constitue un problème difficile de partition qui a été résolu par le Major P. -A. Mac-Mahon ('). On trouve
DXdJ —
(Jis 7 ==
Remarque 1. — La répartition des n variables d'une part entre les systèmes ramifiés qui servent à définir un élément à n cotes (n° 131), de l'autre entre les groupes attachés aux divers éléments en présence, entraîne pour l'équation représentée, qui sera formée dans chaque cas, ainsi qu'on l'a vu au n° 145, l'existence de certains caractères fonctionnels. Sauf donc pour les cas de n = 2 et de n = 3, on ne pourra obtenir d'abaque pour une équation quelconque à n variables. Fort heureusement les types représentables, d'ailleurs extrêmement généraux, comprennent à peu près toutes les équations qui se rencontrent dans la pratique.
Remarque 11. — Si l'un des trois contacts de position a lieu entre éléments sans cote, celui-ci peut être rendu indéterminé, comme on l'a vu à la Remarque I du n° 145, si l'on prend comme éléments sur le plan tî' des cercles V concentriques ou confondus ou des droites A' parallèles ou confondues.
Remarque III. — Pour les raisons exposées au n° 30, un intérêt particulier s'attache aux abaques sur lesquels les seuls éléments cotés sont des points à une cote. On voit immédiatement que les seuls qui soient susceptibles de revêtir cette forme sont
(l) S. M., t. XXVI, p. 56; 1898. Le dénombrement effectué dans cette Note par' M. Mac-Mahon porte à la fois sur les abaques à un seul plan et sur ceux à deux plans superposés, conformément à l'énoncé que nous avions communiqué au savant algébriste anglais. Les nombres obtenus dans cette solution et que nous avons désignés par (J (n) (Ibicl. p. 22) doivent donc être diminués de 0Xd}i, ou
el — ) +1, pour donner les nombres DX^n inscrits ci-dessus.
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ceux qui ne comportent que des éléments à une cote en contael avec des éléments sans cote.
Nous allons maintenant faire l'application de ces généralités aux abaques à un ou à deux plans pour équations à deux, irois et quatre variables, qui comprennent la plupart de ceux dont on a à faire un usage courant dans la pratique.
148. Équations à deux variables. — D'une manière générale, nous conviendrons de numéroter les divers types distincts correspondant à un nombre n de variables au moyen de chiffres romains pourvus d'un indice inférieur n indiquant le nombre des variables et d'un indice supérieur/?, indiquant le nombre des plans superposés constituant l'abaque ('). Nous écrirons, par exemple, XJ pour désigner le dixième type des abaques à n variables et kp plans superposés (2), dont l'ensemble sera lui-même désigné par JUj.
Jlal. — Les types à? abaques à un plan pour équations à deux variables au nombre de 2>Xd[ = 2 sont définis, en ce qui concerne la répartition des variables, par
II
Type I\. — La notation d'un tel abaque sera, en mettant en évidence les variables a, et a2,
Ei(al5a2)i-i E2.
Si, par exemple, l'élément E, est le point (a,, a2) d'un quadrillage dont les axes sont cotés respectivement au moyen de a, cl de a2 et si l'élément E2 est soit une droite, soit une courbe, on obtient les abaques cartésiens avec (n° 15) ou sans anamorphose
(') Il ne faut pas, à ce propos, perdre de vue l'observation contenue dans la note au bas de la page 3o/2.
(-) Dans notre Mémoire O.30 cité au début de ce Chapitre, nous avions adopté un seul numérotage pour les abaques à un ou à dcu\ plans. Il est bon, pour éviter toute confusion ultérieure, que l'attention du lecteur soit appelée sur ce changement de notation.
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Type II 2. — Notation :
E^oti) hh E2(a2).
Si l'élément E1 est la perpendiculaire à l'échelle rectiligne (a,) au point coté a, et si l'élément E2 est le point coté a2 sur une échelle rectiligne parallèle à la première, on obtient les abaques à échelles accolées (nos 9, 10, 11).
A22. — Quant aux types d? abaques à deux plans, an nombre de Xij = 2, ils sont définis par
Jf IMO IMO OHO OHO
I| IHO OHI OHO OHO
Type II. — Notation :
e^^he;, E2(a2)ME/2, e3hë;, e4he;.
Prenons le type à? abaque à transparent du n° 13, et appelons If et ].'„ les index du transparent qui se coupent au point 0;. Le point CV étant placé sur la courbe G et le transparent convenablement orienté, c'est-à-dire l'index I', passant par le point XOT situé à l'infini dans la direction perpendiculaire à Oa;, l'index P2 passe par le point y(a2) de l'échelle (a2) portée sur Oy, lorsque l'index I\ passe par le point x(v.\ ) de l'échelle (a'i) portée sur Ox. Un tel abaque sera donc dénoté
*(«i)Hli, /(a.)Hi;, ChO', X^hI'j.
Il rentre donc bien dans le type général Ilj ci-dessus lorsqu'on spécialise la nature des éléments qui interviennent de la manière suivante :
E\ = rlt Ei = i;, E;sïy, e; = i', .
Nous avons insisté sur ce premier type d'abaque à deux plans pour bien faire saisir la façon de rattacher un type particulier au type général. Nous nous contenterons dorénavant d'indiquer la spécialisation des éléments conduisant à la détermination de chaque type particulier.
Type II\. — Notation :
e^ome;, E2ME'2(a'2), e3he;, e4-,e;.
Représentant par G une courbe quelconque, par x' un poinl quelconque de l'axe Orxf, il suffit de faire
Ei^Oy, Ei(«'t) s /(«;), E'.aO', E'4 *',
pour tomber sur le type d'abaque du n° 14. D'ailleurs, moyennant la Remarque II du n° 145, la notation de cet abaque pourra
s'écrire
*(«i)MOy, GH7'(a;), o^aov.
149. Équations à trois variables. — JbJ. Ces types d'abaques, au nombre de D^J= 2, sont définis par
I] 3 mo
iq 2h,
7y/>e /j. — Notation :
Ei (ai, a2, a3)w E.2.
Si, dans un abaque du type décrit au n° 15, on accole une échelle binaire à l'un des axes de coordonnées, les points du quadrillage deviennent des points à trois cotes mis en contact avec la courbe G sans cote. On obtient donc bien ainsi un abaque 1J.
Type //jj. — Notation :
Ei(ai, a2)w E3(oc3).
Si l'on suppose que l'élément E{ est un point P et l'élément E3 une courbe C, on obtient
Ge type comprend tous les abaques cartésiens avec (n°2f) ou sans anamorphose (n° 16), le point Pétant alors pris dans un quadrillage. 11 comprend même tous les abaques à anamorphose générale (') (nos 46, 47 et 52), le point P étant alors pris dans un réseau quelconque.
( ' ) Il n'y a pas lieu de s'étonner que les abaques à anamorphose rentrent, avec notre classification, dans le même type que les abaques cartésiens ordinaires, puisque cette classification vise la structure des abaques et non pas la nature géométrique des éléments qui interviennent, nature que fait seule varier l'anamorphose.
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C'est ici, pour les équations à plus de deux variables, e seul cas où le rôle joué par les diverses variables, au point de vue de la structure de l'abaque, soit permutable d'une manière quelconque. En effet, les trois courbes (<*<), (ou) et (a3) se coupant en un même point, on peut indifféremment considérer ce point comme un point (a,, a2) en contact avec la courbe (a3), un point (a2,a3) en contact avec la courbe (a,), ou un point (a.3,0^) en contact avec la courbe (ou)- Et comme, d'ailleurs, la nature de ces courbes est quelconque, il en résulte, comme on l'a vu au n° 46, que l'équation représentée est elle-même quelconque.
A partir de n = 4? cette circonstance ne se retrouve plus.
cAd^. — Ces types d'abaques, au nombre de Xj = 5, sont définis par
I| 1 h O [HO OHO OHO
II5 2HO O H I OHO OHO
I FI g ihi 1 h o oho oho
IVf IHO IHO IHO OHO
V| IHO IHO OHI OHO
Observons tout d'abord que, conformément à la Remarque II du n° 147, chacun de ces types d'abaques est susceptible de la variante pour laquelle un des contacts devient indéterminé, les trois éléments de l'un des deux plans qui interviennent dans les autres contacts appartenant à un même système de cercles concentriques T' ou de droites parallèles A'.
En outre, conformément à la Remarque 111 du même n° 147, les types lITg, IV^ et V3 peuvent ne comprendre comme éléments cotés que des points, mais alors le type V3 n'est plus susceptible de la variante précédente, attendu que, chacun des deux plans portant nécessairement au moins un système de points, aucun d'eux ne peut être muni uniquement d'un système (T') ou (A').
Vovons maintenant comment divers procédés passés en revue dans cet Ouvrage pour des équations à trois variables rentrent dans ces types <A^.
Type I'I. — Notation :
E^a^pOnE;, E2(a2)HE'2, E3mE'3, E4hE'4.
Désignant par P(£, p) le point de rencontre de l'horizontale (t) et de la radiante (/?) de V abaque du n° 23 (3°), par A(Y), l'hori-
zontale (/') et, suivant la convention faite dans la Remarque l\ du n° 145, par
le point de rencontre de celle droite el
de la courbe F, enfin par O' x' et O'y1 les axes du transparent, nous voyons que cet abaque rentre dans le type l\ lorsqu'on prend
e'i - oy , e; 3 oy,
E3 O, Kv Or.
E'3 :Oy, i:. = *\
La notation de l'abaque peut alors s'écrire (' ), en tenant compte de la Remarque II du n° 1 45,
O^KOV,
A(f').F -Oy. V(t,p)~0'/.
Type ll\. — Notation :
E1(alî pt) m E', , E2 m e; (a's ), E3 « E'3> E4 m E'< .
On obtiendrait un tel abaque en remplaçant, dans le type du n° 14, l'échelle simple de Ox par une échelle binaire. Type ///g. — Notation :
E1(*i)ME,1(a'1)> E2(a2)wE'2, E3mE'3, E4mE'4.
Si les éléments E, sont des courbes G, les éléments E'4 les points de l'axe O' x', les éléments E2 des points P, l'élément E'2 l'axe O' x' , enfin, si nous réalisons les deux derniers contacts par la coïncidence des origines O et O', nous obtenons un abaque dont la notation est
On reconnaît là un abaque polaire (2) (n° 55).
Si les éléments E, sont des courbes G(o-), les éléments E2 les points y(z) de l'axe Oy pourvus de cotes z, les éléments E', dedroites D'(9) issues de l'origine O', l'élément E'2 l'axe O1 x' el si l'on remplace les deux derniers contacts entre éléments sans cote
(') Nous intervertissons l'ordre des contacts pour placer en dernier le contai I de résolution et donner les contacts de position dans l'ordre où on les effectue Cette observation s'applique à tous les exemples particuliers suivants.
(2) Pour comparer au type d'abaque décrit au n" 55 il faut changer a', en a,
et a, en a3.
par la coïncidence entre Oy et O'y', on obtient la partie de V abaque tangentiel de M. Willotte (n° 114), destinée au calcul de c, dont la notation est dès lors
' Oj-XOy, 7(*)nOV, C(a)~D'(6).
Pour la partie de l'abaque faisant connaître e ou a, il n'y a qu'à remplacer la courbe G(o-) parle point P(e) ou P(X).
Si les éléments E, et E2 sont des points de l'axe des x portant les deux échelles .r(a,) et#(a2), les éléments E', les parallèles A^a'j) à O'j/, l'élément E', l'axe O'y', enfin si les deux derniers contacts sont remplacés par la coïncidence des axes Ox et 0'x'i on a la notation
Or 3 0V, a?(aj)«Oy, a?(ai)-i A'(ai),i
qui définit les règles à tiroir (') (n° 133). 7y/;<? /Kg. — Notation :
Si les éléments E, , E2, E3 sont des points #(at), ^(ou), s(a3) portés sur les trois côtés d'un triangle équilaléral, l'élément E4 le point XM à l'infini dans la direction perpendiculaire à l'axe des x, si enfin, représentant par ï'{ , I!,, I'3 les trois diagonales d'un hexagone régulier, on prend
Ei«Ei = Ii, E'2^I2, E'.^Ii,
on obtient les abaques hexagonaux (n° 32) dont la notation sera
Si, rendant le dernier contact indéterminé, on prend pour éléments E'n E'2 et E'3 une même droite A', on a les abaques tangent iels généraux (n° 58) dénotés
E oc.)-* A', E2(a2)'-A/, E3(a3) *-* A', » i-i »,
qui, lorsqu'on prend pour éléments E, , E2, E3 des points, donnent les abaques à points alignés (n° 56).
Les éléments En E2, E3 étant des points Plf P2, P3, si l'on
(!) Pour comparer au n° 133, il faut changer a2 en a3 et x\ en x2.
prend pour élément E4 la courbe C{ servant de supporl aui
points P| et que l'on fasse
EisE'jsoy, E'3 -ov, e; o',
on a les abaques à équerre (n°95) (jui se dénoteront
d~0', P,(ai)«Oy, Pt(«i)«Oy, P|(a,)«OV.
Le cas particulier où les points (a, ) et (a2) sont «les points (s) et (8) portés par Oy et 0.r, et les points (a:() des points (?) portés par Ox, donne la partie du prôfilomètre Siégler (n° 113) destinée à faire connaître <t.
Type V\. — Notation :
E^aO-E;, E2(a2)~E'2, E3~E'3(a'3), E4~E'4. Pour
Bi(«i)s/(*), E2(a2)^(Ô), ( E3^Or, E4^Oj,
E'^oy, E'tSoy, Ei(a;)3p'(o, e; o',
où P'(e) désignent les points cotés (s), on a la partie du même prôfilomètre destinée à faire connaître e, et dont la notation est
O/hO1, y(*)~0'yt a?(0)«Oy, 0.y~P'(e).
150. Équations à quatre variables : <JUj. — Ces types d'abaques, au nombre de DbJ = 3, sont définis par
Il 4-o
ni 3~i
JIH 2-2
7y/?e 7J. — Notation :
^i (ai, Pi, ïi, 8i)"-«Et.
Si aux axes Ox et O/d'un abaque cartésien à deux variables (n° 12) on accole respectivement des échelles binaires (a,, [j{) et (yn 8,) chaque point du quadrillage devient un point à quatre cotes et peut être pris comme élément E,3 la courbe, qui est sans cote, peut être prise comme élément E2. On a donc bien ainsi un abaque du type Ij
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Type //'. — Notation :
Ei (ai, pi, vi)~ E2(a,).
On obtient un abaque de ce type en prenant un abaque à échelles accolées (n° 9) et remplaçant l'une d'elles par une échelle ternaire
Type Ill\. — Notation :
Ei(al5 pi)~E2(a2, p,)-
Les abaques à échelles binaires accolées (n° 117) rentrent dans ce type; il suffît, pour le voir, de prendre pour éléments E, les horizontales passant par les points (a, , (3, ) et pour éléments E2 les points (a2; p2)«
X'\. — Ces types d'abaques, au nombre de 3L* = 16, sont définis par
\\ 3mQ [i-iO O h o omo
JI^ 3" o o •-" i o«o oho
III? 2m | ]«0 O "— O OHO
IVl 2M | O h j O h o Oho
V 4 2 h O 2 h O O h o Oho
VI £ 2 h o I h 1 Oho Oho
VH4 2 h (> I h o T h o OHO
VIII l 2 h () [ho O h 1 Oho
IX; 2ho OH2 Oho Oho
X\ 2H0 OH[ OH[ oho
XI^ I H 1 1h[ Oho Oho
XII 7 [ H 1 IHO IHO OHO
XIII? [HI IHO O H I OHO
XIV4 [HO IHO [HO IHO
XV 4 ... IHO IHO IHO O H I
XVI 4 IHO IHO O H I OHI
Ici la Remarque II du nu 147 n'est applicable qu'aux types de I à XIII, les trois derniers ne comportant aucun contact entre éléments sans cote.
Quant à la Remarque III, elle ne s'appliquera, au contraire, qu'aux trois derniers.
Il serait facile de former des exemples de ces seize types d'abaques, mais cela serait sans utilité. Nous nous bornerons à faire
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voir auxquels de ces types se rattachent les abaques à quatre variables et à deux plans, rencontrés dans le corps de l'( ouvrage. Type 1V\. — Notation :
E,(«i, Pi)«Ei'(a;), E2(«2)~E'2, E3~E'3, E4~E'4.
Si les éléments E, sont les perpendiculaires A à Ox menées par les points (a,, (3, ) d'une échelle binaire accolée à cri axe, Ea les points #(a2) de Ox, E\ les points x'{ol\) de O' x' , E'., l'axe O' ) '. enfin si l'on remplace les derniers contacts par la coïncidence de Ox et de 0! x' suivant la Remarque 11 du n° 145, on obtient une règle à tiroir à échelle binaire (n° 133) dénotée
0#HOV, A(a,, Pi )•""*' (ai), a?(a2)HOy.
Type VII \. — Notation :
E1(a,,[31)«Ei, E2(a2)wE'2, E, ( a,) i-i E', , E4 m E'4.
Ce type comprend la plupart des procédés précédemment étudiés en vue des équations à quatre variables.
Si, par exemple, laissant le dernier contact indéterminé, suivant la Remarque II du n° 147, on prend pour éléments E'( , E'2, E'3, une même droite A', les éléments E,, E2, E3 étant des points P< , P2, P3, on a un abaque à points alignés pour quatre variables (n° 121) qui se dénotera
Pi(a„pi)HA'? P2(a2)MA', P3(a,)~A\ » m ».
Si, dans cette notation, on remplace les points P2 et P:$ par des courbes G2 et C3, on a celle des abaques à droites à doubles enveloppes (n° 127) (').
(') Il est curieux que ces deux derniers types d'abaques obtenus analytiquement comme corrélatifs l'un de l'autre rentrent, au point «le vue de leur structure. dans le même type général.
Quant aux abaques à trajectoires de contacts (n° 128), si l'on représente par C,(a2) l'enveloppe £«s et par P:i(a,,x() le point de rencontre de celle enveloppe et de la trajectoire £a3, ils se dénotent
P1(a1,31) hh A', C2(a2)MA', P3(a2,a3) m A', » m ».
Donc, au point de vue de leur structure, ils doivent être considérés comme des abaques à cinq variables a,, p,, a.,. *3, p3 dans lesquels deux des variables et p3 sont identiques, suivant la remarque contenue dan- la note au bas de la page /jot.
Si les éléments E,, Eo, E3 sont des points pris sur une échelle binaire et deux échelles simples accolées aux côtés #*, y, z d'un triangle équilaléral, si l'élément E4 est le point XM à l'infini dans la direction perpendiculaire à x, et si, en représentant par T'n 1' I'3 les diagonales d'un hexagone régulier, on fait
on a un abaque hexagonal pour quatre variables (n° 119), qui se dénotera
X.Hli, PiCa^pOMi;, P2(a2)-Ï'2, P.(«3)wli
Si l'élément E, est le point (n — q, p) dont les coordonnées sont x = n — q, yz=p^ l'élément E2 la parallèle A(n) à Oy, l'élé- Vnent E3 le point x(z) de Oi, l'élément E4 la parabole P de \&Jîg. 1 54 (p. 348), si, en outre, on fait
e\~o'x\ e;-o', E'^E'^oy,
le type général VII* donne l' abaque à équerre pour V équation du troisième degré (n° 129), qui sera, par suite, dénoté
(n— p, q)~0'x\ A(h)mO', PhO>'; x(z)~0'y'.
Type XI \. — Notation :
^(«OmEKo1,), E2(a2)~E'2(a2), E.mE;, E, m E'4,
Si les éléments E, et E2 sont respectivement les systèmes de droites D, (/?) et D2 (s), les éléments E', et E'2 les points y\ (L) et y'.2ÇT) pris sur les échelles (L) et (T), portées l'une et l'autre par Oy, enfin, si l'on remplace les deux derniers contacts par la coïncidence de Ox et de O' x' , on a l' abaque de Jauge des yachts de M. Chancel (n° 118, 20) qui est alors dénoté
OtfHOV, D1(jD)M/i(L)J D2(5)~jk2(T).
Type XI l\. — Notation :
Ei(«i)HE'i(«i), E2(a,)ME'2, E3(a3)ME'3, E4 « E'4.
Si en appelant D le support des points P1? O', un point marqué sur la droite D' et T\ (t) un cercle de centre O', on fait
Ei ,IW), E2^P2(è), E, =P,(A), E4^D, Ei^r;(*), E2^D' E'3 = D', E4^0',
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on obtient X abaque du volume du ballast (n° 80, 2°) alors <!<•-
note
DhO', p,(6)mD', p3(A)mD', Pi(V)wri(o.
Si, suivant la Remarque II du n" 147, on rend le dernier contact indéterminé en prenant pour éléments E'3 une droite A\ parallèle à la droite A'0 prise à la fois pour E'( et E'2, et munie (rime cote a4 lue sur le plan fixe, on a, les éléments E,, E2, E3 étanl des points, un abaque qui se dénote
Pi(«i)hA'0, P2(a2)HHA'0, P,(a,)MA'(i), » m »,
et qui n'est autre qu'un abaque à parallèles mobiles (n" 97).
Remarquons enfin que l'abaque du P. Poulain pour l'équation complète du troisième degré (n° 127), lorsqu'on le complète par un transparent à radiantes cotées donnant les valeurs de 3, renlrc aussi dans ce type général. Si, en effet, on représente par G (n) la courbe cotée ;z, par D;(s) la radiante du transparent cotée z et par x^ le point à l'infini sur Ox, il peut se dénoter
mOV, ^(jo)HOy, r(q)"0'.r', C(/i)h.D'(s).
Type X1V\. — Notation :
E1(a1)ME'1, E2(a2)ME'2, E3(a3) m E'3, E4(a4).-.E4.
Suivant une remarque faite plus haut les éléments à une cote E,, Ea, E3, E4, étant en contact avec des éléments sans cote,
Fig. 173.
peuvent être des points en contact avec des courbes G',, G2, G3,
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Si, en outre, les éléments E'i? E'2, E'3, E'4 se confondent avec une même courbe G on a un abaque à transversale quelconque de M. Goedseels(n° 96).
Type XV\. — Notation :
E^aO-E;, E2(a2)~E'2, E,(«i)mE;ï E4mE'4«).
Ici encore les quatre éléments cotés peuvent être des points
{fig- I74).
Fig. 174.
Si, en outre, les courbes G', , G'., et C3 se confondent avec le support du système (a'4) et la courbe G4 avec le support du système (a,), on a un abaque du type représenté par lâjlg. i^5, qui a également été proposé par M. Goedseels.
Fig. 175.
Type XVI\. — Notation
E.KJhE',, E2(a2)ME'2, E3~E3(a3), E4mE'4(«'4),
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Lorsque les quatre éléments cotés sont t\c> points on a mi abaque Ici que celui de la fig. 176.
Fig. 176.
Si les courbes C3 et C4 se confondent respectivement avec les supports des systèmes (a,) et (a,)', les courbes C\ et C'2 avec les
Fig. 177.
supports des systèmes (a'3) et (a'4), on a un abaque du type représenté par X&fig. 177, encore dû à M. Goedseels.
II. — Étude des équations représentables au moyen d'un type d'abaque donné.
A. — Caractères différentiels et fonctionnels.
151. Types d'équations répondant aux principaux types d'abaques. — Un type d'abaque étant donné, il est toujours facile, comme on l'a vu au cours de cet Ouvrage, de former, au moyen de fonctions arbitraires, entre lesquelles le mode d'emploi
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de r abaque établit un certain lien analytique, le type d'équation le plus général correspondant. Nous appellerons ces fonctions arbitraires les composantes du type considéré.
La question se pose dès lors, une équation quelconque étant donnée, de reconnaître si elle appartient à un type donné et de former dans ce cas ses composantes.
La méthode générale pour résoudre ce problème est la suivante : partant du type général considéré il faut d'abord en éliminer les fonctions arbitraires, ce qui conduit à des équations aux dérivées partielles qui doivent être satisfaites si telle équation particulière appartient à ce type, puis remonter par des intégrations convenablement dirigées aux fonctions composantes.
Le Calcul différentiel fournit théoriquement le moyen d'effectuer l'élimination des fonctions arbitraires. En réalité, les calculs qu'exige cette solution sont généralement inextricables, et l'on n'en vient à bout, dans quelques cas, que grâce à des artifices spéciaux.
Dans la pratique, on se borne presque toujours à un simple examen de l'équation qu'on veut représenter, examen qui met en évidence telle ou telle forme caractéristique se retrouvant constamment dans les applications. Il n'en est pas moins vrai qu'il y a un réel intérêt à posséder une méthode mathématique permettant de procéder de façon sûre à cette reconnaissance. Une telle méthode a été, comme nous allons le voir, donnée pour les types qui se rencontrent le plus fréquemment en pratique.
Nous tenons auparavant à faire l'observation que voici : pour les équations à deux variables, chaque type d'abaque est applicable à l'une quelconque d'entre elles. La question ne se pose donc pas.
Pour les équations à trois variables il existe des modes de représentation applicables à l'une quelconque d'entre elles (nos 16, 46, 55). Le rattachement d'une équation de cette sorte à tel type plus ou moins général n'a donc pour objet que de permettre de lui appliquer un mode de représentation plus simple que les modes généraux.
Pour les équations à plus de trois variables, au conl aire, il n'existe pas de méthode absolument générale. En rattachant une équation de cette sorte à tel ou tel type que l'on sait traduire par
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un abaque, c'est donc la possibilité même de sa représentation qu'on met eu évidence.
Cela dit, nous allons rappeler ici les types généraux d'équations qui se rencontrent le plus fréquemmenl parmi ceux qui ont ét< mis en évidence dans le cours de cet Ouvrage, avec l'indication des numéros où sont décrites les méthodes de représentation qui leur sont applicables :
/i(ai)-H/s(**)=/»(a3)
fl(*l)fl(*t) =/»(«3)
(I) (I bis)
ce type se ramenant d'ailleurs au précédent si on le met sous la
forme
ïog/i(a1)4-log/,(a1) = log/3(a3),
00 /i(*i)/3(a3)+/2(«*)<p*(*s)-t-<!'3(a3) := o. (nos 21, 78),
fi(cn) cpi(ai) ^,i(«i) /2(a2) u>2(a2) ^2(a2) /3(a3) 9s (as) <|>8(«s)
(nos 47, 56),
Les types (1), ([ bis), (II) ne sont, comme on voit, que des cas particuliers de ce type (III) ('), auquel on ramène encore très aisément (n° 48) le suivant
(IV
1 1 ( at ) X2 ( a2 )/3 (a3 ) - [Xi (ai ) fx2 ( a2 ) cp3 ( st3 )
— vi(a1)v2(a2)^3(a:i) = o,
les À, a, v désignant des fonctions linéaires en a, ou en a2.
(V) /i(«i) +/*(■««)=/»(«•) +/*(«*) Uos37, 70, Sï), 134), (V6«) /i(»i)/»(»*)=/»(«i)/4(«0 (n°91),
celui-ci se ramenant d'ailleurs au précédent par transformation logarithmique.
(VI) /iCaO/^a,.) -h <?,(«!) =/8(a,)/*(at) h?4(a4) (n- 92, 13
( ' ) Il convient de remarquer dès maintenant que le nombre véritable des fonctions arbitraires entrant dans un type donné, n'e^t pus nécessairement égal a celui des signes fonctionnels distincts employés à l'écrire. Ainsi, dans le type (II ), en divisant par l'une des fonctions de a,, on voit qu'il n'y a que quatre foncti arbitraires; dans le type (III), en divisant chaque ligne du déterminant pai un de ses éléments, on voit qu'il n'y en a que six.
XII) (XIII
| [<Pl(«l ) — Cp2(a2)] [?3(a3) ~ ?4(*4)]
/ +LA(«0 -/»(««)][/•(«•) -/4(«*)] = o (n-96,97),
/i(&n PO =/«(««> PO (n° 117).
/i(«i, Pi)+/t(«i, PO = /»(«i, Pa) (nos 119, 121, 133),
/i(«i)/3(a3, Pa)
+ /«C«0<pi(«s)Pa)-*-<I'a(«8, ps) = o (nos 121, 127, 128).
/i(alfPO ?i(«i,PO +i(«i,Pi)
/s(3t35p3) îs(«8,-p8) ^3(a:î,p3)
/i(«i)+/j(Oï) + ... + /«(aB) = o (nos 37, 70, 134), /i(*i, PO +/»(««» PO -+-• • •+/»(««, PO = o (nos 120, 134).
La détermination des caractères différentiels dont il a été question plus haut a été, comme on va voir, effectuée pour les types (I) [auquel se ramène (I bis)~\ et (II), de beaucoup les plus fréquents dans la pratique.
Pour le tvpe (III) l'élimination des fonctions arbitraires reste encore à faire, mais on verra qu'on peut former, au moyen de l'équation donnée, certaines équations fonctionnelles qui doivent être identiquement satisfaites si l'équation donnée rentre dans le type en question.
152. Equations du type (/). — C'est le comte Paul de Saint- Robert qui a résolu le problème en ce qui concerne les équations du type (I), qu'il considérait au point de vue de leur représentation par des règles à tiroir (n° 133). Voici sa solution (*) :
L'équation étant écrite, en représentant, d'une manière générale, par/*/ la fonction fi(y-i) de la seule variable a/,
on a, en posant
/i+/* = /ii
ày-z dix
= Pi:
di% du*
Pi,
(') Memorie délia R. Accademia di Torino, 2e série, t. XXV, p. 53; 1871
et dérivant l'équation considérée successivemeni par rapport à a,
et a a2.
A —f*Pu
d'où
A=f'iPi,
El-li.
Pi f'%
Posant maintenant
Pi
nous avons
d'où, successivement,
logr = iog/; — iog/;,
Telle est l'équation de condition cherchée. Il est facile de la former lorsqu'on se donne une équation quelconque
(5) F(zu a2,a3) = o,
attendu que
dF_ ^F
Si, pour la fonction r ainsi calculée l'équation (4) est identiquement vérifiée, l'équation (3) fait connaître^ , puis l'équation (2) où l'on remplace/"', par la valeur qui vient d'être obtenue, donne/2-
Formant alors la somme/( -h/21 on est assuré qu'en y remplaçant clk ou OL2 par sa valeur en fonction de a3 tirée de (5), la seconde variable, ou ou a,, disparaîtra en môme temps, et on obtiendra ainsi /2.
Prenons, par exemple, pour équation (5) l'équation
(6) a3 = *l*2-t- S/1 -+■ al V7' + a2
qui ne semble pas, a priori, rentrer dans le type (1). Ici on a
i -r oc
I Ï-JX.;
trou
par suile,
(8) et
à \o<ir
aj
ô'1 log/"
La condition étant remplie, si on porte la valeur (8) de
dans l'équation (3), on a
G>Iogr
d'où, en intégrant une première fois,
s/\ ha]
et une seconde,
(io) /, - A log(a, -+- v/i ^a|) ■+- B,
A et B étant des constantes d'intégration; puis, portant les valeurs (7) et (9) de r et de f\ dans (2), on a
d'où, en intégrant,
(11) y2 = A log(a2 + ^i + «j) H- C,
C étant une nouvelle constante d'intégration. Ajoutant (1 o) et (1 1 ), on a maintenant, puisqu'on sait que l'équation prendra la forme (1),
/:, = A log (a, + \fi-r-a\) (a, H- y / 1 -^ a | ) + B + G
= Alog(a34- a2y/i H- aj-f- a, y/i +a^) + B + G.
Or l'équation (6) rendue rationnelle s'écril
ou
c'est-à-dire, eu égard à (6),
a3 — i=ïï + a2 + 20ti a2\aia2 + V/l ■+■ *i \ • -» a2/
= a?(i-l- a|) H- a*(i -4- af) -+- 2«ias^i ^îv1- z2 = (ai y i-h a| h x2 V [ "+~ a î ) • Par suite, l'expression de f$ devient
/3 - Y log(a3 -+- v/*» — •) + B + G, et l'on voit que l'équation (G) peut se mettre sous la forme
Iog(a,-f- V7i -r- a}) ■+■ log^-i-v/i- xj) = log (a3+ v/a| — ï).
Le calcul qui vient d'être développé a eu l'avantage de rendre plus claire la solution générale ; mais on pouvait ici, en se fondant sur la théorie des sinus et cosinus hyperboliques sli cl < li. opérer plus rapidement la transformation voulue.
Si, en effet, on pose
or.{ -■ sli U\., a2 = sh i/2 on a
y/i H- y.\ — cli n {, \f \ — - ol\ — ch //.,,
et l'équation demandée devient
a3=shaishw2 cli //i ch w2 - = ch( #, //■>). Donc
arg. cha3 = «i- «s = arg. shatiH arg. shor2.
rx »
— - — log(a - /a'2— i I ; i/a2— i
arc. sli a =
/ ' /■ = Iog(a -(-/«* H i)
Conséquemment l'équation précédente devient
log(a3 + /al^r7)=log(ai- /af+ï) -f- log(a2 /a] i)
153. Équations du type (II). — i° Solution de M. Massau (J). — Supposant la fonction '|3 différente de zéro et divisant par cette fonction, nous pouvons, en remplaçant ~ et ~ par A et <p3, écrire l'équation
Prenant les dérivées par rapport à a, et à a2 et posant comme précédemment
ÔOL;
= Pl
~-Pï
nous avons
d'où
équation qui montre que a3 estime fonction de
en annulant à zéro le jacobien de a3 et de
pjk Ptfx
Pi fi Ptfi
Pi Pi
d Pi f^
d<xv p2ft
d p\J\ da.2 p3f\
ou, tous calculs faits.
si l'on pose
Pi
P-2 '-JT ~ R,
puis
El Pi
On a donc.
(') C'est M. Demoulin, chargé de cours à l'Université de Gand, qui a eu l'obligeance de nous communiquer l'analyse ici reproduite, dont le résultat seul est mentionné dans le Mémoire déjà cité de l'auteur sur Y Intégration graphique (Liv. III, Ch. III, n° 178).
Si l'on pose maintenant
J \ -- TT J-l _ it
l'équation (3) devient
(5) />iU2--/?2U1 = R
Toute solution de l'équation (i) vérifie L'équation (5) et réciproquement, car, de l'équation (5), on peut remonter aux équations (3) et (2), et, si l'on désigne par V3 une fonction de ot3, celle-ci peut s'écrire
Va
OU
d'où
\Px Va/',
équation de la forme (1).
Dérivons maintenant l'équation (5) successivement par rapport à a, et à a2. Gela nous donne
t'i U* -f- sUi + /?•> U', = -, — t
sU2 + r.,1] i -h piV'.y
OR
Dérivant ensuite l'équation (6) par rapport à a2 on a
dd.i OZy
Les équations (5) à (8) donnent les valeurs de U,, U2, U'4, Ua
et notamment
Ui = S, U2 = T.
On en déduit
On peut voir que les équations (9), qui sont du cinquième ordre, forment un système équivalent à l'équation (5).
Soit, en effet, a3 une solution commune aux équations (9).
Formons les équations
/'l A ~ 5 II -f- />■> V = — J
«A- r2 ul -hpiTZ — - — ?
da.>
<Vai c'a 2
qui définissent A, ij., v, tu.
On a
et, par suite, en vertu de (g),
du.
ce qui prouve que {x est fonction de a, seulement et A de a2 seulement. Donc, toute fonction vérifiant les équations (9) est une solution de (5).
20 Solution de M. Lecornu ('). — Partant de la même équation (i), M. Lecornu forme aussi l'équation (2), puis il pose
log-V = X3>
,08/i = — Xi»
7 , 7«>> X3 n '^tant fonctions respectivement que de a,, a2, a3. On peut alors écrire l'équation (2) sous la forme
(11) d'où
et
° 1 Pi
(') C. H., t. Cil, p. 8i5; 1886.
Posant encore
cette dernière expression étant dn troisième ordre par rapporl
à a3, on peul écrire l'équation (12) sous la forme
(i4) 3CiH-xi"=^
Prenant les dérivées de celle-ci par rapport à a, el à a2, on ;i
d , „ / t au dv
cl ' o ù
ou
, / g)m '<>// \ àv dv
Ov dv
dx{ ' da2
(i5) Xs-
Posant
' c^aj <ya2
dv dv
expression du quatrième ordre par rapport à a3, nous pouvons écrire l'équation précédente
(17) Xi
d'où
t)(p „ dw
Éliminant successivement yj cl yj{ entre (1 {), (17) cl chacune des équations (18), on a les deux équations du cinquième ordre
di\> du-
d"J.\ d'y.* (,o) ---- = = V— uw.
^ Pi Pi
On trouve ainsi un nouveau système de deux équations du cinquième ordre, nécessairement équivalent à celui qu'avait donné la méthode de M. Massa u.
Le calcul de «, v, w, que définissent les équations (i3) et (iG), peut s'effectuer ainsi qu'il suit :
PiP-2
du
du
ÔOL\
Pi
/ dv
dv
i 1 da2 v \ p2
<)y.\ Pi
Ces expressions différentielles étant formées, on vérifie si elles satisfont à (19). S'il en est ainsi, il reste à déterminer y,, f2, f$j
La première équation (19) montre que w est fonction de a3. Dès lors (17) donne
Z.j = / W dcL*'
L'équation (i 1) donne ensuite
Si donc nous remplaçons y par sa valeur en a, et a2, le second membre devient la somme d'une fonction de a, qui est y et d'une fonction a2 qui est 7 .
Dès lors, les deux dernières du groupe (10) donnent
/; = e-\ /; = ex.
et, par suite,
fi=l e-^d^, fz= I e-XidoLz.
Enfin l'équation (1), jointe à la première du groupe (10), qui peut s'écrire
I? - eX.
fait connaître /3 et cp3.
Remarque. — Nous avons supposé, dans le type (II), la fonc-
lion ^3 différente de zéro. S'il n'en était pas ainsi, l'équation pourrait se mettre sous la forme
ou
log(— /1) =log/2-f-log/3,
et l'on voit qu'elle rentrerait alors dans le type (ï), étudié au numéro précédent.
154. Equations du type (///). — Pour les équations de ce type, l'élimination des fonctions arbitraires, qui ne semble pouvoir se faire qu'au prix de calculs fort compliqués, n'a pas encore été réalisée. Toutefois, M. E. Duporcq (') est parvenu à établir certaines équations fonctionnelles qui, si elles sont satisfaites, permettent de mettre l'équation donnée sous la forme (III) du n° 151. Il commence par chercher la condition pour que la fonction F(ai? a2) puisse se mettre sous la forme
Soient a2 et b2 deux valeurs arbitraires de a2. Les trois fonctions de a,, F(a,, ou), F(a, , a2) et F(a, , b2) sont de la forme
X<pi(oci)-t- ;j.^i(ai)»
A et jji étant indépendants de a,. Ces trois fonctions de a, sont donc liées par une relation linéaire et homogène. Par suite, a{ et bt étant deux valeurs arbitraires de a,, on a l'identité
F(a1,a2) F(a,,«2) ¥(aLitbt) F(a,,a2) F(aua2) F(al?bt) F(buà%) F(è1?a2) F(bub2)
Cette condition est d'ailleurs suffisante, puisqu'on peut alors
écrire
F(a1? a2) — «F(a,, a.,) - ■•:- eF(x1; b2),
u et v ne dépendant que de a2.
(') C. R. (t. CXXVII, p. 265; ier août 1898) et B. D. (2" série, l. XXII, p. 287; 1898).
On voit, de plus, que les fonctions <p, et <t, sont toutes deux de
la (orme
l¥(zu <72) H- mF(alr 62),
/ et m étant des constantes.
Gela posé, cherchons à quelles conditions on peut avoir
/i(«i) <fi(*i) <W(<*i)
/a («s) ?s(*s) 4*3 (as)
déterminant que nous appellerons A.
Soient a2, £o5 c2 trois valeurs arbitraires de ou, et a3, 63, c:) trois valeurs arbitraires de a3. On voit que les quatre fonctions de a, ,
F(aj,a2,a3), F(al5a2ja3), F(<Xi, 6S, 68), F(a1)'Cj, c8)
sont de la forme
^/i(«t)4- ^<pi(a!) ■+■ vd^a,),
a. ui, v étant indépendants de a,. Il existe donc entre ces quatre fonctions de a, une relation linéaire et homogène. Par suite, a*, />), C| étant trois valeurs arbitraires de a,, on a l'identité
F(ai,a2,a3) F(a1,as, as) F(ai,62, 63) F(aJ,c2,c3)
F(al5a2, a3) F(a1;cr2,rt3) F(a^ 62, bz) F(a1;c2,c3)
F(c1,a2,a3) F(c1,a,,«3) F(cl56,,£3) F(clvr2,c3)j
On aura deux autres identités analogues,
(9.) et (3),
en opérant de même pour les variables ou et a;{.
On voit, de plus, que les fonctions y,, ©(, •]/, sont toutes trois de la forme
hf{au a2, a3) - - /;?! F(a1? b2, b3) -f- /ii F(at, <?,, c3),
/,, m,, /?, étant des constantes. On peut même, en remplaçant chacun des éléments du déterminant A par la somme des éléments de la même ligne multipliés, dans chaque colonne, par des paramètres convenables, supposer que
(M /i = F(«i,«2',«3), ?i^F(a,,62,&3), 6, == F(aj,r2, c3 1.
THÉORIE GÉNÉRALE. DÉVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. l\2()
Maintenant l'identité (1) montre qu'il existe trois fonctions m, v et iv de ou et a:î telles que
F(al5 3t2, a3) = u F(a1> a2, <z3) 4- p(Fafl A2, 63)-h tr F (a^ c2, c3),
et il va falloir exprimer que ces trois fonctions peuvent être mises simultanément sous les formes
o2 cp3 I
S'il en est ainsi, la fonction y2, par exemple, qui figure dans v et dans w, doit, en vertu de la remarque faite plus haut, être à la fois des deux formes
/■> =rt[lt p(a2, a3) — m2 f(as, 63)],
Cette fonction pourra donc être déterminée à une constante près si les quatre fonctions de a2
^(«2, «3)1 ?(««, &8>j (^(^2j«3), W(as, 63)
sont liées entre elles par une relation linéaire et homogène ; or cela résulte des identités (1) et (2).
En effet, en vertu de (1), les fonctions y(a2, a3) et <v(a2, a3) sont des fonctions linéaires et homogènes des trois fonctions
FOi, y-2, a8), F(6,, a2, a3), F(cj, a2, a3)
et, en vertu de (2), la fonction de a2, F(rH, a2, Ç3) est, quels que soient y;, et Ç3> une fonction linéaire et homogène des trois fonctions de a2
FOi, a2, a3), F(èi,a2, 63), F(c,, a2, c3).
Les quatre fonctions (A2) peuvent donc s'exprimer en fonction linéaire et homogène des trois précédentes. Il existe bien, par suite, entre elles une relation linéaire et homogène, et la fonction f2 se trouve déterminée au facteur constant r> près.
De même, au facteur constant r3 près, on mettra f:i sous les
formes
A^r*\h v(at, a3) + m3 f (62, a3)],
fz = r8[r8 ^(«2, as) +- »?3 w(62, a3)].
D'une manière analogue, on obtiendra finalement trois fonc-
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tions/5, <p°, ty* de a2 et trois fonctions/!), cpg , <l" de a3 respectivement proportionnelles aux fonctions /2, <p2, <k2, /3, cp3, <l3, en sorte que
Posons, en outre,
Si la première égalité (3) est satisfaite, on a
u = XU — X'U'.
Or cela exige que l'on ait identiquement
w(a2, a3), U(a2, oc3), U'(a2, a3) (4) u(az, a3), U(a-2,a3), U'(<z2, a3)
u(bs,bM), 0(6,,*.), U'(6,,6,)
On obtiendra deux identités analogues
(5) et (6),
d'une part entre ç>, V, V, de l'autre entre w, W, W.
Inversement, si ces conditions sont remplies, on pourra déterminer A, jjt, v, V, |j/, v' de telle sorte que
u= XU— X'U',
[JlV- fx'V,
vW-v'W,
et l'on en déduira les coefficients r2, 52, £2, >*3? s3, h au moyen des formules qui ont servi à définir X, u., v, X', u/, v', à la condition toutefois d'avoir
XfJLV = X'uV.
On connaîtra alors f2, cd2, 4'2'/'3' ?3? 4*3' ^es tr°is premiers éléments /1 , cp,, i|^ étant déterminés par (A).
En résumé, on aura à vérifier les égalités numérotées de (1) à (7), et, quand elles seront satisfaites, on saura déterminer les six éléments du déterminant A.
F(at, a,, a3)r
La recherche précédente sera grandement simplifiée si les systèmes de valeurs (at, bu c,), (a2, b>, c2), (#35 £;$, C3) satisfont à l'équation donnée, de sorte que
F(«i> &i, cO = o,
On n'aura, dans ce cas, qu'à chercher à déterminer les coefficients X, [/., . . ., vv tels que l'on ait identiquement
X F(ai, 6^ et), [i. F(a1} a2, Ci), v F(«i, bu a3) X' F(al5 ô2, c2), p' F(a2, a2, cs), v' F(a2, 62, a3) X"F(ai, 63, c3), ;x"F(a3, a2, c3), v"F(>3, 63, a3)
et il sera facile de reconnaître si cette détermination est possible.
155. Équations représentables par des abaques à graduations superposées. — Au sujet traité dans les numéros précédents nous rattacherons la recherche des équations les plus générales auxquelles est applicable le principe de la superposition des graduations sous les deux formes spéciales, importantes aux points de vue des applications, que nous avons envisagées au n° 21.
Rappelons que nous avons été conduit par voie d'intuition aux types (1) et (3) donnés dans ce numéro. Il s'agissait de voir s'ils étaient bien les plus généraux jouissant de la propriété voulue. C'est, nous l'avons déjà dit, à M. G. Kœnigs, que nous sommes redevable de la solution de ce double problème. La voici :
Problème I. — Trouver des fonctions cp, ^, U tel , es que
o(Xiai, X2a2) = <|(Xi, X2, U),
U ne dépendant que de ccl et a2.
Si nous posons (1) 12 = ?(Xiai, X2a2),
Q vérifie le système d'équations
dQ , dQ
(2) A(Q)=ai — -X
n, x dQ . dQ
„, x d\] dQ àU dQ
On a identiquement
et
/d\J âQ dU dQ_\ G / ^12 \Ja2 dai Ox{ d'i*) \ l d%i
diï
a 2 — aa9
da
! /<HJ\ <tà rn , oK2
les dérivées secondes disparaissant crelles-mêmes, comme on sait. Oi
on a
A -r— = ai - -r— } C ( ai ) = — - ^
\da2/ 0%{ 0x2 0x2
daj
C(Xi) =o.
Donc 12 vérifie l'équation
0*-U OU \ OQ
I U- U (VU \ UÏ.1
a. - : — ■ : — -y— — Xy = o.
c'a, da2 ''ao / «7»!
d2U di> daj da2
De même, en partant de
B(G(û))-G(B(û)) = oJ
on trou\c (6)
o'-u ou\ on O'-U on
' OXy 0X2 O'JLy ) 07.-2 ' Ox^ OXy
Si l'on tient compte de (4) les équations (5) et (6) deviennent
d*U dU\ OU 0>~U OU
Ox\ da2
Ooiy 0x2 0rx2J Oocy
on) ou\ ou o* u oi)
O'JLy 0% o OXy / Ox2 " Ox'r, OXy
qu'on peut écrire
o*-u on)
Ooiy OX;
da?
OU
ou
OXy
>>X\ Oy2
Ox\
OU
ou
OXy
Oz.2
OU
ou encore
àx-2 v àxx
dZy UT.)
Xi et X2 étant respectivement des fonctions de at seul et de a2 seul, ce qui
exige que l'on ait
Xj a1X2a2 = i
et, par suite,
X^i^m, X=>ou= — >
/n étant une constante.
On a donc
dU
da2 ct.x
dU m a2
OU
du au
ai -7 ma2 - — = o,
ce qui donne
ou, plus symétriquement,
U = /(«?. aj.),
/ii et n% étant des constantes.
L'identité initiale prendra donc la forme
cp(X1aJj X2a2) = ^(X1, X„/(aÇiaJ»)).
Si l'on fait XiO^ = a', , X2a2 = a2, il vient
ou, en attribuant à Xj et X2 des valeurs numériques quelconques,
ç(ài,ai) = A(«,1«.ai».),
A (a?) étant une fonction quelconque de x. Par suite,
<?(«i, «2) = A(a'1iia'^)-
On retombe bien ainsi sur la forme (i) du n° 21.
Problème II. — Trouve?^ les fonctions cp, ^, U telles que
cp(Xa1,X'»a2) = ^(X,U),
U ne dépendant que de a( et a2.
Posons encore
Ici Q vérifie les équations
(2) A(£i) = a!-r hma2- À -r- = o,
daj da2 0À
da2 ooli oal aa2
On a identiquement
ou
Oui d cl .2 ~ Ocl\ Ooc2 / Ooci
0°-U d*-U OU \ Où
ai -r-r- 4- ma, : m — 1 — - = o,
aaf cto^ 0a 2 aa! / oa2
ou encore, en tenant compte de (3),
ol\ h »ia2
Octi da.2 dcL'i àa2/ Ocli
du* Ocli 0cl2 ÔOCi J 0cl2
qu'on peut écrire
Ocli ()a> Ooc. \ I Ocli Ooc, Ocl=,
t)a2 daj / \ c)a2 t)a!
Si l'on pose
cette équation devient
ÔY dV .
cci- h ma2 - — = (i — m)V.
On a donc
En se reportant à l'expression ci-dessus de V on conclut de là que
ou encore
a'»-i doc^yf"^) da,
doit admettre un facteur intégrant.
Si nous posons
a2= «af,
il vient pour cette expression différentielle
:f_1 daix -f- y '( - j (et"1 du -f- ma'"-1 u d<xx),
am-
ou
dccx K \ u
ai , / i
i -f- mu y
dont l'intégrale a la forme
log«!+ log/(» = loga1/(w))
/"étant une fonction arbitraire comme y. Donc U est de la forme
u=fU/U<)_L
et l'on en conclut, comme à la fin de la solution précédente, que
cp(a1? a2)= ^Lai/\aia2 /Jj
A(#) étant une fonction quelconque de x. On retombe bien ainsi sur la forme (3) du n° 21.
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B. — Théorie algébrique des équations représentables
PAR TROIS SYSTÈMES LINÉAIRES DE POINTS ALIGNÉS
156. But d'une telle étude. — Si, dans l'équation générale répondant à un certain type d'abaque, telle que celles qui sont envisagées au n° 151, on suppose toutes les fonctions arbitraires composantes algébriques, on obtient un certain type général d'équation algébrique représentable au moyen du type d'abaque considéré. La question se pose alors, étant donnée une équation quelconque de ce type, de reconnaître comment on pourra former les fonctions composantes correspondantes et de chercher à quelles conditions ces fonctions seront toutes réelles, sans quoi ce mode de mise en abaque serait purement illusoire.
En outre, comme une telle solution, lorsqu'elle est possible, comporte, en général, une infinité de variantes, on peut se proposer de choisir parmi elles celle qui, à un certain point de vue, offre le plus de simplicité.
Pour les équations du type (III) du n° 151, où l'on suppose que toutes les fonctions composantes f cp, <]> sont linéaires, nous avons donné une solution absolument complète de la question (1 ), que nous allons reproduire ici pour bien préciser l'ordre de recherche algébrique auquel conduit la Nomographie, et dont les lignes précédentes ne peuvent donner qu'une idée assez vague.
On verra, sur cet exemple qui semble pourtant assez simple au premier abord, combien délicate est la discussion que soulève un pareil problème.
Lorsque toutes les fonctions /*, <p, ù du type en question sont linéaires, les trois systèmes de points cotés correspondants, définis comme on l'a vu au n° 61, constituent chacun une échelle linéaire (n° 7). On est dès lors tout naturellement conduit à se demander si, par l'emploi de la transformation homographique générale définie au n° 61 , on pourra faire en sorte que ces échelles deviennent régulières (n° 5, i°). C'est, dans ce cas, la variante que nous considérerons comme offrant le plus de simplicité.
De là deux parties distinctes dans cette théorie : i° Détermination des fonctions composantes ; 2° Transformation des échelles linéaires en échelles régulières.
Nous commencerons par établir quelques formules et faire quelques remarques auxquelles nous aurons à nous référer par la suite.
157. Formules et remarques préliminaires. — Etant donné un ensemble de trois systèmes de points cotés, on peut toujours, par une transformation homographique, faire en sorte que les supports des trois systèmes soient des droites assignées d'avance, en distinguant toutefois les cas où ces supports sont ou non concourants.
Premier cas. — Les supports ne sont pas concourants. — Dans ce cas, une transformation homographique permet de faire coïncider deux des supports avec les axes de coordonnées Ox et Ojr, et le troisième avec la droite de l'infini du plan Oxy (ce qui revient à faire correspondre à chaque valeur de a3 une direction du plan). Les trois systèmes sont, dès lors, définis par
/ir = m1a1-hrt1, y = o, t = Pi^i -+- q^
(a) l a1 = O, J' = />2a2 + #2j t = 771^0.2 -h IÏ2,
et l'équation représentée prend la forme
( (mlal -h7ii)(m2a2-f-7i2)(m3a3-f- ;i3) (La) <
( -Ki>iai -+-qi)(pt*i ^-q2)(P3^-+-q-i)= o,
qu'on peut écrire
Deuxième cas. — Les supports sont concourants. — Dans ce cas, une transformation homographique permet de faire coïncider deux des supports avec Ox et Ojk, et le troisième avec la bissectrice de l'angle de ces axes. Les trois systèmes sont alors définis par
x = m^.i-h nu y = o, ' =/>iai4- ?i,
(b) { x = o, y = m2a2-l- n2, t = p*a.±-\- q*, a» = m3a3H-/z3, y = m3 a3 •+- n3 , £ = — (jd3«3+ </3)>
et l'équation représentée prend la forme
(Eb) Piai-t-Çi , Pia%+q^ { ^3^3+^3 =Q
qu'on peut encore écrire
(E'b) _Jl__h_^_ + _JiL_=N.
ai -{-Si a.2-+- s2 «3+^
Chacune des équations (Ea) et (E6) développée est de la forme
(E) Aa1a2a3-i-B1a2a3-i- B2a3a1-l- B3aia2-H G1a1-f-G2a2+ C3a3 + D = o.
Toute la question revient à mettre une équation donnée du type (E) sous l'une des formes (Ea) ou (E6), en ayant pour tous les paramètres des valeurs réelles.
Eu vue d'alléger la suite de notre exposé, nous allons définir ici certaines fonctions des coefficients et faire quelques remarques relatives à des équations qui s'y rattachent et qui joueront plus loin un rôle important.
Posons
l F0=B1C1+B2C2+B3G3— AD,
(I) J E,= AC/-ByB*, F/=F0— aB/C/, Gf=B,D — CyC*, ( (hj\k = i, 2,3).
Le discriminant du premier membre de l'équation (E) rendu homogène peut s'écrire
( -l-BsGsB^i — ACiC2C3 — BiB2B3D),
et l'on a
(IH) F?-4E,-G;=A (i = i, a, 3).
Si donc on considère les trois équations
la condition de réalité des racines est, pour chacune d'elles,
On
a encore
E,B? H- F;AB; + G/A« = - EyEA|
I E,Cl.+ F,ByC/,+ G,B)=-E,.Gy, Ef D9- -+- F,- d D + G* G? = - Gj G*.
On en déduit que si E#=o, c'est-à-dire si l'équation (cp/,) a une racine infinie, V équation (<p;) a une racine égale à —->
égale aussi à -jt-j» et de même l'équation (cpy) une racine égale
a -~j égale aussi a ■=-,
Enfin, on voit bien aisément que, parmi les trois systèmes E;, F/, G|(*= i, 2, 3), il ne peut y en avoir un composé de trois éléments nuls sans qu'il en soit de même pour l'un des deux autres. La variable dont l'indice diffère de ceux de ces deux systèmes entre alors dans un binôme qui se met en facteur dans le premier membre de (E). Cette équation cesse alors d'établir un lien entre les trois variables, et il n'y a plus lieu, dès lors, d'en rechercher une représentation.
Dans le cas où tous les coefficients de (E) sont différents de zéro, cette proposition se démontre ainsi qu'il suit. On a
AC,— BjBk= o, ByCy-h B*C*- B/C, — AD = o, B,D — CjCk = o.
Tirant A et D des équations extrêmes pour porter leurs valeurs dans l'équation du milieu, on obtient
(BjCj-BtCi)(BkCk-BtCi) = p.
L'un de ces deux facteurs est nécessairement nul ; soit le premier. Rapprochant l'équation qui en résulte des deux extrêmes du groupe précédent, on en conclut que
A_ B/ Bj Ck i Bk d Gj D " X '
Dès lors, l'équation (E), qui peut s'écrire
a;a/(Aa/,-î- B/,)+ a^Bya^-t- G/) -h a,- (Bf-a/,+ Gy)+ G/,a/,+ D = o,
devient
(a*-+- X)(Aa;ay-+ By«;-f- B,ay-+- Gk)= o,
ce qui démontre la proposition.
Si un ou plusieurs coefficients de (E) sont nuls, la démonstration ci-dessus se modifie un peu dans la forme, mais subsiste pour le fond. Partout, clans la suite, nous supposons donc E/, F, et Gi(i = i, 2, 3) non nuls à la fois.
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158. Formation des fonctions composantes dans le cas de trois systèmes non concourants . — Afin d'éviter toute hypothèse particulière, nous représenterons par j, y, k une permutation quelconque des indices i, 2, 3 et nous supposerons les équations (E), (Ea), [El a) remplacées par celles que l'on obtient avec ce changement de notation des indices.
Sur la forme (E'a), on voit que, pour a,-= — st, le premier membre de l'équation se réduit à un produit de binômes en olj et a*. Or le résultat de cette substitution, dans le premier membre de (E), est
( B; — A st ) olj ak h- ( Gj — Bk Si ) ay- + ( G/, — By Si ) a/, 4- D — C* */.
Pour que ce polynôme se décompose comme il a été dit, il faut
que
(Bi-Asl)(D-CiSi)-(Cj-Bksi)(Ck—Bjsl)=G,
oiij si l'on se réfère à la définition donnée au numéro précédent,
que
<?iM= o.
On trouverait même que
Si donc pj- et pj sont les deux racines de l'équation (<p*), on voit que l'équation (E'a) peut s'écrire
(E"a) M(^+p',)(ay + p;.)(^+pi) + P(a/+PD(«y+p;)(aA+Pl-) = 0.
Les racines p' et p" doivent, d'après cela, être réelles; elles doivent aussi être inégales. Si, en effet, on avait P/=pJi le binôme a/ + 0; se mettrait en facteur commun et l'équation se décomposerait. Donc, d'après ce qui a été vu au numéro précédent, pour que l'équation (E) soit représentable par trois systèmes linéaires non concourants, il faut que le discriminant A soit >> o.
On va voir que cette condition nécessaire est également suffisante en prouvant que, lorsqu'elle est remplie, on obtient toujours pour M et P des valeurs réelles.
Il faut d'abord reconnaître le lien qui doit nécessairement exister d'une part entre les racines du groupe (p;), de l'autre entre les racines du groupe (p;/).
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Sur la forme (E" a) de l'équation, on voit que son premier membre devient identiquement nul pour a/= — p^, a* = — p^. Faisant cette substitution dans le premier membre de (E) et annulant le coefficient du terme en ay, on a
La substitution a/= — p' a^= — p/c donne de même
Ap;p;-B^i-^p}+c^°-
Eliminant p'Jj. entre ces deux dernières équations on obtient
E,pJ-B/C/=EyP;-ByGy,
ou, en doublant les deux membres, ajoutante chacun F0 et tenant compte des formules (I) (n° 157),
2E;P;./+F,= 2E;p; + Fy.
On trouverait de même
2E/p; + F/=2EjfcpiH-F*.
Ces deux dernières équations peuvent s'écrire
Pareillement, on obtiendrait
On peut donc dire que les trois racines du groupe (p') d'une part, du groupe (p';) de V autre, donnent une même valeur à la dérivée du polynôme (<p) correspondant .
On peut encore remarquer, en résolvant l'équation (<p*), que
Les racines d'un même groupe correspondent donc à un même signe pris pour y/A.
En résumé, on est libre de choisir parmi les racines de (cp,) la racine p', et la racine p'- , mais une fois ce choix fait, les racines p',. et o'k d'une part, p' et p'J-. de l'autre, sont déterminées sans ambiguïté.
Une ou plusieurs des équations (cp) peuvent avoir une racine infinie (jamais les deux, d'après la remarque finale du n° 157). Dès lors, Ef- étant nul, la quantité aE/pf-f- F; prend la forme indéterminée de o X co pour la racine pi infinie, mais comme elle prend la valeur parfaitement déterminée F; pour la racine p, finie, le critérium indiqué s'applique au moyen de cette seconde racine.
Abordons maintenant le calcul de M et P. Pour cela, remarquons
que l'identification de (W a) et de (E) conduit à huit équations de
la forme
MR'+PR'^K
où R/, R" et K ont les systèmes de valeurs
R'=pJ, R"=p';3 K = B„
R'=pjpi, R"=?"jP"k, K = G/f
*' =?'i?'j9'k, K'=9]?>pl, K = D.
Prenons deux de ces équations, distinguées par les indices o et i.
Nous en tirons
RïKo-R'oK! " R'o^-R'jKo' Par suite, l'équation (W a) devient
| -(R'1K0-R'0K1)(a/+p;)(a/4-p;)(aA4-pl)=o.
Nous allons voir comment cette équation peut s'adapter à tous les cas possibles caractérisés par le passage à l'infini d'une ou de plusieurs racines p' et p" '.
159. Discussion. — Premier cas : Les six racines p' et p" sont finies. — Dans ce cas, E;, Ey, E* sont différents de zéro. Nous prendrons ici dans le système (S)
Ri = i, r; = i, k0=a,
Ri = P'*> Rï = PÏ, Ki = B*.
L'équation (51) devient alors
(si ) \ (M--B0(«*+p;)(«/+p})(«*+pi)
! ■:-(Api-Bifc)(«/-Hp;)(«y+p;-)(«jfc-hpj) = o.
Deuxième cas : Une racine est infinie. — ■ Soit p'^=oo ('), auquel cas E*=o. L'équation (3it) ci-dessus, divisée par p"k, peut s'écrire
(A ~~ df) (a''+ p;)(a'+ Py)(^+ Pi)
-(Ap'A-B,)(a/+pJ)(ay+P;)(g+l)==o.
Pour pj = go, elle devient
(*2) A(^+p'.)(ay-4-p;.)(a/,+ p'/t.)-(Ap;c-B,)(at-+p;0(ay- + p;) = o.
Troisième cas : Deux racines de même groupe sont infinies. — Soient p" = p^==cc, auquel casEy= E^= o. Nous prendrons ici dans le système (S)
R'0 = i, Ri = i, K0- A,
L'équation (51), divisée par p^p'^, peut alors s'écrire
( A_ jb ) (a< + P'0(*/+Py)(a*+ Pi)
-(Ap;.p',-C,-)(a,-+pn(g+1)(g+.) = o.
Pour pj == pj = oc, elle devient
(3l3) A(a;+ p;.)K-+- p})(** + P'/,) -(Apjpi- Ct)(ai+ pj) = o.
Quatrième cas : Deux racines de groupes différents sont infinies. — Soient p/= p]t= °°j auquel cas on a encore E/= E*=== o. Nous prendrons ici
Ro — pi» Ro = Pi> Ko — B*> Ri = pJ, Rï = p;., Ki = By.
L'équation (/SI), divisée par p'.-p*, peut alors s'écrire
B*p- " By) (**+ p}) (^ + i) («*+ Pi)
Pi 7" 'VPy
fi
- (B*~ B' pr) f"'* P' )("'■*: ?"i > (pf + ') = °-
(') Lorsqu'une racine est infinie on peut simplifier le calcul des autres en s'appuyant sur les remarques faites à propos des formules (IV) du n° 157.
Pour p' = p£=oo, elle devient
(34) By(«/-h p'.) (a* + p'J + B*(a,-h pj) (ay-h p*) = o.
On voit qu'ici le terme en a^aya^ a disparu, c'est-à-dire que A = o. C'est là ce qui distingue ce cas du précédent.
Cinquième cas : Les trois racines cV un même groupe sont infinies. — Soient pj— Py— ?"kz== œi auquel cas E/= Ey = E# = o. Nous prendrons ici
R'0 = i, Rï = i, K0 = A,
*\ = Pi?j9k> K = ?W'j?"k, K1==D.
L'équation (51) divisée par p" p": p"k peut alors s'écrire
(A_^V.)(a''+p;)(ay+p/)(q'+^
^Pi-D,(-+I)(?+I)(g+I)-..
Pour pj = pj = pJJ. = oo, elle devient
(*,) A(a,+ pi )(ayH-P; )(a, + p',) - (ApJ pj p'.-D) = o.
Sixième cas : Deux racines de V un des groupes et une de Vautre sont infinies. — Soient p^ = p'.- = p"k = oo, auquel cas on a encore E; = Ey = E* = o. Nous prendrons ici
R'o = rt, RÏ = PÎ, K0=Bi?
Ri = ?'j?'hi R'î = pJ-Pa' ki = G*'-
L'équation {%) divisée par p^ pj p'^ peut alors s'écrire
pyîJ \pî" + v (ay + p'' )(a*+ 9'k
?J?k n.V- , ."x/'*/ ,Wa*
-(B^-G,-)(ay + pJ)
Py
yk
Pour pj = p"j = p^=: oo, elle devient
(*<0 B/(ay + p})(«/t+ P*) + C*(ct/-h p{ ) = o.
On voit qu'ici encore il n'y a pas de terme en a;aya£, c'est-à-dire que A = o. En outre, B,est différent de zéro, ce qui, avec l'hypothèse faite, entraîne nécessairement By = B# = o.
Résumé. — Si l'on compare à l'équation (Ea) chacune des équations de (SLi ) à (^tc)i on v°it que? pour A >> o, la représentation peut être définie par les formules (a) du n° lo7, les paramètres m, n, p, q étant donnés par les tableaux ci-dessous dans lesquels on les suppose rangés dans l'ordre
mi,
ni,
Pi,
nj,
Pj,
<lji
nu-,
Pk,
qk-
Premier cas — E/, Ey, E# ^é o :
h Pi» ^ Pn
Ap;-B*, piÇApi-B*), B^-Api, P;,(B,-AP'A.). Deuxième cas. — E,, Ey ^ o ; E* = o ( ' ) :
Pii
pj>'
B/,-Ap^.
Troisième cas. — E, -^é o ; Ey, E* = o ; A ^ o :
i, P'n *> PÎ>
A, p^A, o, G,- — Ap}p'A..
Quatrième cas. — E/ ^ o ; Ey, E* = o ; A = o : i, ?'t, i» PÎ>
o, i, i, » pj,
By, p;-By, O, BA.
Cinquième cas. — E/, Ey, E* = o ; A ^ o :
D-AP;.P;.p',.
(>) Dans ce cas A^o nécessairement; car A = o, Ek = o entraînent soit B;= o, soit B.=o, par suite soit E- = o, soit E4 = o.
Sixième cas. — E„ Ey, EA-o; A = o ; B; =^ o ( \ ) : o, i, i, pji
160. Formation des fonctions composantes dans le cas de trois systèmes concourants. — Nous avons vu que lorsque les trois systèmes linéaires sont concourants l'équation (E) est susceptible de prendre la forme (Ef b) qui peut encore s'écrire
N(az--h */) {clj 4- Sj) (a/, H- sk) — ^(«y-+- Sj)(ak-h sk) — tj{ak-\-sk) (a/+ Si) — ^(a/-t- si) (a/-f- S/) = o.
On voit que pour a/= — Si, ay = — sy, a^= — s*, elle se décompose en un produit de binômes. Il en résulte, comme au n° 158, que si, sy, s# sont racines respectivement des équations (<p4), (©y),
Ces trois équations doivent donc encore avoir leurs racines
réelles. Or, si ces racines étaient inégales, l'équation (E) serait
représentable par trois systèmes non concourants, ainsi qu'on l'a
vu au paragraphe précédent, et cela serait contraire à l'hypothèse
actuelle. Chacune des équations (co) a donc nécessairement ici ses
racines égales et, par suite,
Si pi, oj, pk sont ces trois racines, l'équation précédente deviendra donc
(E"b) \ N(*t~h P*) («y +Py )(**+?*) — */(«y-Hpy)(«*-+- p*)
( — fy (<**■+ p/,) (ai H- pi) — tk(cti+ pi) (ay-H pj) = o.
L'identification de cette équation et de (E) donne les huit équations
(a<) NPi—ti=Bi,
(3/) Npj-pk— tjpk~ tkpj= d,
( 4 ) N pi pj pk— tt pj pk — tj pkpi — tk pt pj = D .
(') On vient devoir que les deux autres B sont nécessairement nuls.
Ayant, dans toutes ces équations, remplacé N par sa valeur (i). Ton tire de (2;),
(5/) */=Ap/— B*.
Faisons maintenant la somme de (2/), (2*) et (3y) respectivement multipliées par p/f, p; et — 1 . Il vient
(6y) p*(Àp/— B|) = B*p/-Cy.
De même, la somme de (2*), (3;), (3y) et (4), respectivement multipliées par p*py, — p*, — py et 1 donne
(7/0 py(B;tp;-Cy)=C,p,— D.
Cela posé, nous pourrons calculer £,-, tj, t^ dans tous les cas possibles.
Remarquons d'abord que nous pouvons, au moyen de ces formules, vérifier que chaque équation (cp) a ses racines égales.
Si, en effet, entre les équations (6*) et (7*) nous éliminons pipy, nous obtenons
(8*) E,p,-h Eypy-f- B/,G/,- AD = O.
Si maintenant, de la somme des équations (8*) et (8y) nous retranchons l'équation (8/), nous obtenons
aE/pf-f- F;= o ou
ce qui démontre que p; est racine double de (cp/) et, par suite, que A = o, comme nous l'avions prévu a priori.
Passons maintenant à l'examen des divers cas qui peuvent se présenter.
161. Discussion. — Premier cas: Les trois racines sont finies. — Dans ce cas, E;, Ey, E# sont différents de zéro. D'après (1) et (5) l'équation (F/6) devient
Ap/— B/ Apy— By Ap£— B/. _ A a/H-pt ay-+-py *k-+-p/c
ou
(U) Apf— Bf | Apy-By \ak-hBk=Q
i; a* H- pi ay-+"Py aA-H-p*
Deuxième cas : Une des racines est infinie. — Soit p*=:ao, auquel cas E#= o. En vertu de (6j) et (6/) l'équation (ll^), multipliée par p*, peut s'écrire
B k p/ — Gy B /, p j — Ci A a/, h- B*
Pour p* = oo, elle devient
B/,p; — Cy B*py — G;
ou (»0
Ba-P/-- Cy B/,ay--h G/ <V+P/
a* -H pi
(Aa*-h BA) = o
Troisième cas : Deux des racines sont infinies. — Soient py=: p^= oc, auquel cas Ey= Ea-= o.
En vertu de (7*)? l'équation (B2), multipliée par py, peut donc
o LL1111
G/fV— D B*<xy+C/
a* -+- pi
ay
Py
— Apya*= o.
Or, pour obtenir (S2), nous avons supposé p* = 20, et, d'après
(6;), pour pA = oo, on a Apy=By. L'équation précédente peut
donc s'écrire
Ci Pi— D B^ay-+C/
a* + pi
Pour pi = oc, elle devient
CiPi-D
— Bya/t = o.
-^ +1 Py
( B/, ay +C/)- By 0Lk = O
ou
C/oCi-i-D
Quatrième cas : Les trois racines sont infinies. — On a donc E| = Ey = Ert=o. L'équation (ÎJ3), multipliée par p,-, s'écrit
C,-at,-+D
+ B^p/ay-f- Byp/OC£ = o.
Or, pour obtenir (Î53), nous avons supposé py=pA = oc, et,
THÉORIE GÉNÉRALE. DÉVELOPPEMENTS ANALYTIQUES. h9
d'après (7a) et (nj), pour py= pA = oo, on a BApf= G/, B/pt= C/f. L'équation précédente peut donc s'écrire
Pour. p; = 00, elle devient
( $4 ) Gf- a/ ■+■ Cy ay + G/, otk -+• D = o.
Ce dernier cas n'a d'ailleurs été envisagé qu'à titre de vérification, car il est de tonte évidence que l'hypothèse A = E; = Ey = E# = o entraîne nécessairement A = B/ = By = B# = o.
Résumé. — Si l'on compare à l'équation (E6) chacune des équations de (ÎB<) à (ÎB4), on voit que, pour A = o, la représentation peut être définie par les formules (b) du n° 157, les paramètres m, n, /?, q étant définis par les tableaux ci-dessous, dans lesquels on les suppose rangés dans l'ordre
mi, nu Pi, Ci,
mJ> nh Pj> <lh mjc, n/t, Pk, q/e-
Premier cas. — E/, Ey, Ea^ o :
i> ph o, Ap£—Bi,
I, ?J, O, Apy—By,
Deuxième cas. — E;, Ey ^é o ; E* = o ( ' ) :
p/j o, BA.pt- — Cy, l> P/' — Ba-, — Ci, o, o, — A, o
Troisième cas. — E; ?é o ; Ey = E# = o ( 2 ) :
ij P«, G/, D,
O, I, By, O.
(') Ici, comme on l'a déjà vu n° 159 {Résumé, deuxième cas), A ^ o nécessairement.
(2) L'équation (*33) montre qu'ici A = B t == 0.
Quatrième cas.
— E/ = E; = Ek = o :
O, I, Cy, 0.
162. Passage aux échelles régulières dans le cas de trois systèmes non concourants. — Si nous considérons l'ensemble des trois systèmes de points cotés
nous en obtenons la transformation homographique la plus générale en prenant
I a7 = Xi//-f- [Ai «p/ H- vt ty,
(') On peut donner des faits algébriques qui viennent d'être examinés l'interprétation géométrique suivante : Si, dans l'équation (E) du n° 157, on regarde a,, a2 et a3 comme des coordonnées courantes, on voit que cette équation représente une surface du troisième ordre passant par les droites du plan de l'infini situées dans les plans de coordonnées, et ayant, par suite, pour points doubles les sommets du triangle formé par ces trois droites.
Lorsque A > o, les plans a.+ p'^ = o et a.-f- p''-= o (i,y = i, 2, 3) se coupent deux à deux suivant des droites réelles de la surface. Lorsque i et j sont différents, la droite correspondante est à distance finie et parallèle à l'axe des coordonnées ak. Si une des racines devient infinie le plan correspondant se confond avec le plan de l'infini.
Lorsque A = o, p'-= p"- pour i = i, 2, 3. Les deux droites parallèles à chaque axe de coordonnées se confondent en une seule, et ces trois droites doubles concourent en un même point qui constitue un quatrième point double de la surface. On saisit ainsi la raison géométrique de l'annulation du discriminant A dans ce cas.
La théorie ci-dessus présentée fournit donc un mode de représentation plane des surfaces du troisième ordre ayant trois points doubles dans le plan de l'infini. Dans ce mode de représentation, à tout point de la surface correspond une droite du plan, à chaque section de la surface faite parallèlement à un des plans de coordonnées, un point coté.
Il suffirait d'appliquer en sens contraire la transformation dualistique qui nous a permis de passer des abaques à droites entrecroisées ( n° 47) aux abaques à points alignés (n° 56) pour obtenir une représentation point par point de la surface sur le plan.
Si A == o, la surface se décompose en le plan de l'infini et un hyperboloïde. La condition A>o signifie que l'hyperboloïde est à une nappe. Lorsque A = o, cet hyperboloïde se réduit à un cône.
le déterminant de la transformation,
H = X2, [ju, v2 '>
étant différent de zéro.
Pour que les points (a|) forment un système régulier, il faut et il suffit que t soit constant et différent de zéro, c'est-à-dire que dans A3/;-j- p^'f/H- v3^- le coefficient du terme en ol; soit nul et le terme constant différent de zéro.
Nous allons rechercher maintenant si, par un choix convenable des paramètres X, |x, v rendant H différent de zéro, on peut réaliser la condition précédente pour les trois systèmes linéaires d'une équation (E) ou seulement pour deux et même pour un d'entre eux.
Si l'équation est représentable par trois systèmes non concourants (A >• o), on peut prendre comme formules (a) les formules (a) du n° 157 où l'on remplace i , 2, 3 par 1, j, k. Les formules (a') sont alors
/ X = (XiWiH- ViPi)CLi
x = (PiPj -+- v'i™j)*j x — (Xi/? k -+- f*i mk)zk
( a' a ) ( 7 = ( P2/V H- v2 ni/ ) a,-
jk = (l2pk + \^mk)y.k
t = (X377^-f- V3pi)GL£ + X3rt, -(- V3^-,
* = ( P*/V + v3 /?V ) ay + f*3 ?y + v3 »y,
* = ( A3/?A: -h p3 mk)ak^r X3 £/, -f- fX3 ft/,.
Les équations exprimant que chacun de ces systèmes est régulier sont donc, d'après la remarque faite ci-dessus,
(rta)
Remarquons tout d'abord qu'en vertu des conditions ci-dessus on ne saurait admettre une solution dans laquelle plus d'un des paramètres À3, u3, v3 serait nul.
ni
-+- Vj
fr
JU
nk,
avec la condition
^3 ni ■+■ v3^/ ^ 0,
A3JDA- ■+- \**mk— 0,
^3q/c-+- Hz nk^ 0.
Tout revient donc, dans chaque cas, à essayer de satisfaire au plus grand nombre possible des équations (v>a) en observant cette condition. Mais, si cette seule condition est remplie par une solution, les trois conditions inscrites en regard des équations (r\a) sont satisfaites. En effet, si, X3 et v3 n'étant pas nuls à la fois, on
avait
l3mi-JrVspi= o et X3/ij--+- VsÇi = o,
m; ni
il en résulterait — - = — • Par suite, comme on le voit en se re- Pi qt
portant à la forme (Ea) de l'équation (E) (n° 157), a, disparaîtrait de cette équation. De même pour les deux autres équations (via).
Pour que les trois systèmes puissent être rendus réguliers à la fois, c'est-à-dire pour qu'il y ait compatibilité entre les équations (7) a), on peut remarquer qu'il faut que
m1m2mi-{-pip2P3 = o,
c'est-à-dire, si l'on se reporte à (Ea), que
On verra plus loin que cette condition nécessaire n'est pas suffisante.
Les équations (via) ne contenant que les éléments de la troisième ligne du déterminant H, on peut disposer arbitrairement de ceux des deux premières lignes, à la condition toutefois de ne pas rendre H identiquement nul.
Si, par exemple, X3 est différent de zéro (ce qui est partout le cas dans ce paragraphe), on pourra prendre
li — 0,
Pi = o>
Vf = I,
ce qui donne H = — X3.
Dans cette hypothèse, les formules (a' a) deviennent
lx=Pi*i -^qu y — °> t = (ksmi-±-vzpi )a,
( a a0 ) | x = rrij ay- + nJ} y = pj ay + qh t = ( \LZpj -+- v3 m) ) a,- ( 2? = o, y = mk<xk^-nk, t = ( l3pk 4- \*-zmk)ak
■+■ v3 qi,
P»ÇJ
hq/c
-+- part*
On voit que les supports sont pour (a,) l'axe des #, pour (a*) l'axe desjK, pour (ay) la droite
v3a?H- ix3y = i.
Gela posé, nous allons chercher, sous la condition sus-énoncée, à satisfaire à une ou plusieurs des équations ('i\a) dans chacun des cas que nous avons été amené à considérer (n° 199).
163. Discussion. — Premier cas : E/, Ey, E#^=o. — Les équations (rta) sont ici
[J-3 H- v3 == o, (B/, - Api)X3+ (ApJ - BA.)fx8= o.
Elles sont généralement incompatibles, mais on peut toujours satisfaire aux deux premières en prenant (')
Les formules (aa0) deviennent donc
!x — cet + p'i, 7 = o, * = p$ — pj,
x = «y+ P/> 7 = «/ + Pyi * = PÎ — Py>
. * = <>, r = (Ap'^ — B*)(«A+pl). * = (pj — p*)(A.aA-hB*).
En outre, l'équation (<7y) est ici
Si A = o, le système (a*) devient lui-même régulier. Deuxième cas : Ei? Ey^o; Ea=o. — Les équations (r a) sont ici
( ' ) Il faut bien remarquer que, dans ce cas comme dans tous ceux de ce numéro et du n° 165, nous faisons un choix particulier des paramètres, compatible avec les équations de condition correspondantes, mais que nous pourrions faire ce choix d'une infinité d'autres façons.
On satisfait encore aux deux premières en prenant
^3=I> fx3= I, V3 = — I.
Les formules (a#0) deviennent donc
i x = xi -h pj, y = o, t = pi — pï,
(aa2) Ja? = a/-+-p>, 7 = a/-h p}, * = p} — p},
(57 = 0, jk = A (a* -h p'k), t = Aak-hBk.
Ici, comme on Ta déjà remarqué au n° 159, A ne peut pas être nul, et, par suite, le troisième système n'est jamais régulier.
Troisième cas : E/^o; Ey, E/c=o; A^o. — Les équations (r\a) sont ici
ÎX3+V3 = o, v3 = o, fX3= o.
On satisfait à la première et à la dernière en prenant
X3 = I, fX3= o, v3 = — T.
Les formules (a<z0) deviennent donc
1 x = a£ h- pî, 7 = 0, * = p;. — p;;,
(a«3) <a7 = ayH-p'/, y = i, £ = — (ay -h py),
I a? = o, 7 = A(a/,+ p'/,), « = G,— Ap)p'A..
Quatrième cas : E/^o; Ey-, E*=o; A = o. — Les équations {'i\a) sont ici
On satisfait à toutes trois en prenant
^3 = Ij ^3=0, V3=— I.
Les formules (a<?0) deviennent
(aa4)
r = ây--hp},
r = By(a/,H-p'/t),
BA
Cinquième cas : E;, Ey, E*= o; A^ o. — Les équations (r, a) sont ici
On ne peut ici, sous la condition requise, satisfaire qu'à une seule de ces équations, par exemple à la seconde en prenant
Les formules (a«0) deviennent donc
/ 37=1, J = o, t=ar+-p'h
(a a») / a?==ay-H-py, 7=1, *=i,
( # = 0, j = A(a/,-f-p'A.), ^A(a/,+ p'/t)-+-D — Apjpyp,,.
Sixième cas : E/, Ey, E# = o; A = o. • — Les équations (?,«)
sont ici
(tq«6) j v3 = o,
( Pa = o.
Cette fois on satisfait aux deux premières en posant encore
Les formules (a«0) deviennent donc
ar = af -+- pj, 7 = o, * == 1 ,
(aa6) [x — aj-h p}, JK = t, t — i,
a? = o, .y==Bt-(a*+p!fc)î ' = B/(a/,+ pi) -+- C,-.
164. Passage aux échelles régulières dans le cas de trois systèmes concourants. — Lorsqu'une équation appartient à cette catégorie (A = o), on peut prendre comme formules (a) les formulés (b) du n° 157, où l'on remplace 1, 2, 3 par i, j , k. Les for-
mules (a') du n° 162 deviennent alors
/ x — (X! mi -f- vipi)<*i -f- li ni -h vj 97,
37 = ( fX, my -+- Vt/?y) «y + fX, 71/ H- Vt £/,
37 = [(Xi+ [-r-!)/^-— V1/?/t]a/,+ (X1+ IJ-j)/!/,— v^Ari
j = (X2m; -\-VîPi)&i -+- X2fti -+- v2g7,
(a'b) | j = (fX2myH-V2jpy)ayH- f^AlyH-V^y,
J = [(X2H- |x2)m/,— V2j%]a*-+- (X2+ lJ-2)n/c—v2q/„ t =zÇk3m-i-i- vspi)*i -h X3 /^ + v8gr/,
« =([X3my+V3py)ay-!- [a3/lyH-V35ry,
\ * = [(X3+ ;x3)/nA— v3p/r.]a^+ (X3-i- ;x3)^a.— v3^a-.
Les équations exprimant que chacun de ces systèmes est régulier sont, d'après la remarque du n° 162,
[ X3mfH- v3/>/ = o, avec la condition X3/i/+ v3^^o,
(?] 6) j (X3 /?Zy 4- V3/?y = O, » » fl3 Uj + V3 ^y ^ o,
( (X34-iJ.3)w/.— v3/?/„ = o. » v (X3-t-p3)7i/t — v3gr;t^o.
On voit que ces conditions ne permettent pas d'avoir v3 = o, en même temps que X3, p.3 ou X3 -f- jjl3 ; mais on peut prendre X3 = [jl3= o, avec v3 ^ o. En outre, le raisonnement déjà fait au n° 162 montre que si la condition précédente est remplie par un système de valeurs satisfaisant à une des équations (?\b), les conditions inscrites en regard des équations (t,6) le sont aussi ipso facto.
Remarquons encore que pour que les trois systèmes soient réguliers, c'est-à-dire pour qu'il y ait compatibilité entre les équations ('f[b) il faut que
mip2p3-\- m2p3pi-^ ni3plp2= o,
c'est-à-dire, si l'on se reporte à (E6), que
Gomme précédemment, cette condition nécessaire n'est pas suffisante, ainsi qu'on le verra par la suite.
Les équations ("/]&) ne contenant que les éléments de la troisième ligne du déterminant H, on peut disposer arbitrairement de ceux des deux premières lignes, à la condition toutefois de ne pas rendre II identiquement nul.
Si, par exemple, 13 est différent de zéro, on pourra prendre
X1== O, fA, — o, vt= I,
X2 = O, fÀ2 = I , v2 = o,
ce qui donne H = — a3. Les formules (od b) deviennent alors
x =piXi+ qi, y = o,
x = iV «y ■+- qj* y'= mi «y -+- nh
X — — (pk*k-*r q/c), y = mka.k-Jr nk,
t = (X3 mi ; + v3Pi)*i + A3 /i* H- v3 gv,
* = (f*a»VH- Hpj)*j-ï- P*nj+v»qj,
\ t= [(X3-f- lJ-s)mk— v3/?/,]aA-t-(X3-h [a3)ft/,— v3grA..
Si X3 = o, mais que v3 soit différent de zéro, on pourra prendre
X4== 1, ^1= Q, Vi= o,
X2=0, |JL2=I, V2 = O,
ce qui donne H = v3. Les formules (a' 6) deviennent alors
x — midi-h rit, y — o,
# = o, y = injaj-hnj,
£ = (X3m/-HV3/?,-)a,--h ^rii-hv3qt, t — (iLZ mj H- v3/?y ) a, -h ;a3 rcy- -h v3 gry,
* = [(X3+ {J-s) mk— v3jpA]aA.+ (X3+ \H)nk—Vzqk.
Gela posé, envisageons chacun des cas définis au n° 161.
165. Discussion. — Premier cas : E/, Ey, EA^o. — Les équations (vjè) sont ici
!X3 = o, Ps = °> X3+ ^3 + Av3= o.
On peut, sous les conditions requises, satisfaire dans tous les cas aux deux premières en prenant
Puisque À3 est nul et v3 non, il faut avoir recours aux formules
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(zb'{)) qui deviennent
Ix — ai-h pi, 7 = 0, t = A pi— Bi,
x = o, y = ay+ py, / = A py — By,
a? = a/,-t- p*, 7 = «*+ pAr, £ = Aa/c-t-B*.
On voit que le support de (a*) est la droite y = x. Si A= o, le système (a*) devient lui-même régulier. Deuxième cas : E;, Ey ^ o ; E* = o. — Les équations (tj 6) sont
ÎX3 = o, jia— B*v3= o, v3 = o.
On satisfait aux deux premières en prenant
^3 = O, \LZ— B*, V3— I.
Les formules (*&'0) deviennent donc
| a? = a; + p,-, 7 = o, « = B*p; — Gj,
(*&*) ja? = 0, J = ayH-py, / = BA.py— G/,
l a? = i , 7 = i , £ == A ajfc -h B/,.
Ici, ainsi qu'on l'a déjà remarqué au n° 161, A ne peut pas être nul.
Troisième cas : ^iy^- o ;«Ey, E#= o. — Les équations (?) b) sont ici
On satisfait aux deux dernières en prenant
^3=', H-3=Ii v3=o.
Comme X3 est différent de zéro, on a recours, cette fois, aux formules (zb0) qui deviennent
X = C;a;+ D, 7 = 0, t = Xi -+- p.-,
(a 63) ^a?= BA.ay, 7 = 1, * = l,
^ = — Bya/,, 7 = 1, t = 1.
X S. CiO-i,
X = CjCLj,
Quatrième cas : E;, Ey, E# — o. — Les équalions (rtb) sonlici
On satisfait à toutes trois en prenant
Les formules (a60) deviennent alors
166. Résumé général. — Tous les résultats qui précèdent peuvent se résumer dans le tableau suivant où une quantité positive est désignée par +, une quantité non nulle quelconque par &. Si l'un de ces signes est souligné, c'est qu'il découle nécessairement des autres hypothèses placées sur la même ligne.
Formules A. Et. E-. EA. A. Systèmes réguliers. correspondantes.
H- o o © o (a/), (ocy) (*ai]
0000 (a,-), (a/), (a*) (aaL
-h o 0 o 0 (a/), (ay) (cLa2
H- 0 o o o (a/), (ay), (a/„.) (aa4;
-h O O O 0 (ay) (aaô!
H- o o o o (B/^o), (a,-), (ay) (aa6;
o 0 e 0 0 (a^), (ay) (a#i>
o 0 0 0 o (a,-), (ay), (a*) (aè^
o 0 0 o 0 (a/), (ay) (a^2) n° 16o
o o o o 0 (ay), (a*) (a&3)
o o o o o (a/), (ay), (a*) O&O
On peut donc énoncer cette proposition :
Pour qu' une équation (E) soit représentable par trois systèmes linéaires de points alignés, il faut et il suffit que son dis-
criminant A soit supérieur ou égal à zéro. Ces trois systèmes linéaires peuvent être rendus réguliers lorsque, A étant nul, ou bien les quantités E/, Ey, E# sont toutes trois différentes de zéro, ou bien deux de ces quantités sont nulles, la troisième et A étant ensemble ou nuls ou non nuls.
Si E/, E7-, E/v étant nulles, A et A ne le sont pas, un seul des trois systèmes linéaires peut être rendu régulier.
Dans tous les autres cas on peut rendre réguliers deux de ces systèmes.
Soit, par exemple, l'équation de la multiplication
ala2 a3 = O.
Ici,
Donc, d'après la septième ligne du tableau ci-dessus, cette équation sera représentable par trois systèmes linéaires non concourants dont deux réguliers seulement. La fig. ^3 en est un exemple.
Soit maintenant l'équation
a.x a2 a3 ou
a2 a3 -f- a3 a! — at a2 = o.
Donc, d'après la neuvième ligne du tableau, cette équation sera représentable par trois systèmes réguliers concourants. C'est ce que montre la fig. 76.
G. — Représentation des équations quadratiques au moyen
DE DROITES ET DE CERCLES ENTRECROISÉS
167. Conditions requises. — Une étude comme celle qui vient d'être développée, outre qu'elle se compliquerait rapidement, serait sans utilité si elle s'appliquait à des équations d'un type
moins courant que le type (III) du n° 151. Il y a toutefois intérêt à examiner dans quelles conditions certains types d'abaques s'appliquent à des catégories particulières d'équations. Nous allons en donner un exemple en recherchant comment les abaques composés d'un système de cercles et de deux systèmes de droites (n° 52) peuvent s'adapter à la représentation des équations quadratiques à trois variables.
Revenant donc à l'avant-dernière équation écrite au n° 52, cherchons comment, en prenant pour les fonctions /, <p, ty des polynômes du premier et du second degré, nous pourrons arriver à rendre cette équation quadratique, c'est-à-dire du second degré par rapport à l'ensemble des variables al5 ou, a3.
Pour cela, représentons par :
X le degré des polynômes
<fl^2-
fii
On voit que la partie entre crochets de l'équation en question sera du degré 2X, et que le reste du premier membre de cette équation comprendra un polynôme du degré 2 fi. -+- tc et un autre du degré X -f- \x -+- tc. Pour que l'équation soit quadratique, il faut donc que l'on ait
2X^2, 2 [A -t- TZS 2, X + (JL + V^2,
v et tc ne pouvant d'ailleurs être nuls à la fois, puisque alors a3 disparaîtrait de l'équation. Ces conditions ne peuvent être réalisées que dans les trois hypothèses
li= 1,
Tt = 0,
fx = o,
qui donnent respectivement
2X = 2, 2 [l -t- TC = 2, X -+- fi. -h V = 2
ou
2X=0, 2[i. + TC = 2, X 4" {* "H V = 2.
Nous allons faire voir que les deux dernières hypothèses doivent être écartées. Prenant, en effet, pour les polynômes fK , ep^ tyi,f2, <p2, ^2 ^e degré le moindre, c'est-à-dire le premier (car avec le degré zéro les variables ol{ et a2 disparaîtraient de l'équation), cherchons à faire en sorte que les polynômes o{ <b2 — ^2^1 et àtf2 — ^2/1 soient du degré "k = o, c'est-à-dire se réduisent à des constantes. Si nous posons, d'une manière générale,
fi
= mt
«p/ = />; ai -+- <7/> <W = /'/ »/ + */
nous
voy
ons
1 que
la con
dition requise exige que l'on ait
ni\ ?\ — m2/*i = 0,
Plr2~ Plr\ = 0,
m152 — iiiV\ = 0,
/i!r2 — m^Sy = 0,
PiSi— q%rx — 0,
De
et
on tire
p désignant la valeur commune quelconque de ces rapports.
Les équations (4) et (6) deviennent dès lors, lorsqu'on y remplace m2, p2, r2 par leurs valeurs tirées de là et que l'on supprime
le facteur - ,
(4') ntr1—m1s1 = oi
(6') q\rx— ptSi = o.
Les équations (3) et (4') donnent alors
(5) et (6')
d'où
(3) et
Si '
£l — îl
rv s2
Si
Il — Il
mj _ p{
" Si
Rapprochant (9) de (7) et de (8), on voit qu'on a de même (10) — =-t- = — .
Les égalités (7) et (8) établissent que les systèmes du premier degré (a,) et (a2) ont même point de convergence, les égalités (9) et (10) que ce point est à l'infini. Quelles que soient les valeurs attribuées à a, et à a2, les droites cotées correspondantes donneraient ce point à l'infini.
L'emploi de Tabaque deviendrait illusoire.
Le raisonnement précédent suppose d'ailleurs les divers coefficients différents de zéro. Pourrait-on, au moyen de valeurs nulles, satisfaire à l'ensemble des égalités (7), (9) et (10) équivalent à celui des égalités (1) à (6)?
On voit immédiatement que non, car si mK =p\ = i\ = o ou m2 = p-2= ^2= o, la variable a, ou la variable ou disparaît de l'équation.
Si mA = o et /?Zo=o, on doit avoir ni — o et /z2=o, et les systèmes de droites (a,) et (a2) sont parallèles, hypothèse également inadmissible comme on vient de le voir.
Les deux hypothèses pour lesquelles "k= o doivent donc être écartées. Reste celle pour laquelle on a
X = 1 , \J- ~ O, V = I , TZ
La condition \ = i entraîne les égalités (7), qui, à leur tour, donnent
(11) miPz — m2pi = o.
La condition pi = o entraîne, d'une part, l'égalité précédente, déjà réalisée, de l'autre,
(12) m-iÇs— 722/?i=0,
Remplaçant, dans (i3), m2 elp2 par les valeurs proportionnelles mK et pi tirées de (7), on a
■ De (12) et (i 4)» on tire
mi ni i%\
et, si l'on remplace, dans (i3), n{ et qt par les valeurs proportionnelles tirées de là, on a
Les égalités (i4) et (16) peuvent être substituées à (12) et (i3). Elles expriment que les centres de convergence des faisceaux (<x<) et (a2) sont l'un et l'autre rejetés à l'infini.
Mais, de (i5), on tire
ni</2 — ^2^1 = o.
Il en résulte que
identiquement, et comme, dans l'équation proposée, la variable a3 n'entre que dans le déterminant qui est multiplié par ce facteur, cette variable disparaîtrait de l'équation.
Pour satisfaire aux égalités (1 1), (i4) et (16), sans que cette circonstance se produise, il faut prendre
Comme, en outre, les coefficients rK et r2 sont nécessairement différents de zéro, puisque, s'il n'en était pas ainsi, ol{ et a2 disparaîtraient des équations (a, ) et (a2), on pourra les prendre égaux à 1 .
En résumé, V équation représentée sera quadratique lorsque à oii et a2 correspondront les systèmes de droites parallèles
(a^ nxx H- qty -h st -+- zl = o,
et à a 3 le système de cercles
(a3) {x^-^-y^)-]r{tnzci.z-^ nz)x ^-{pza.z-^- qz)y -+- £3af 4- r3 a3 h- s3 = o.
Remarquons que les centres de ces cercles, dont les coordonnées sont données par les équations
ix 4- 7ft3a34- /i3 = o, •2j/-+-/>3 a3 4-#3 = o,
se trouvent sur la droite
i(pzx — m3y)-\- iiip-i— /n-ifjz=z o.
L'enveloppe de ces cercles est la conique
à laquelle ils sont bitangents, ce qui montre que la droite précédente est un axe de cette conique.
168. Formation des fonctions composantes pour une équation quadratique donnée. — On peut se demander si inversement toute équation quadratique en a,, a2, a3, telle que
( Aiaf -h A2a| -h A3a§ -h 2Bia2a3 -h 2B2a3ai ~h 2B3aia2
[ -h 2Giarr 2C2a2+ •2G3a3-f- D = o
est susceptible d'être ainsi représentée.
Pour nous en rendre compte, éliminons a, et a2 entre les équations (a,), (a2) et Q, et cherchons s'il est possible de déterminer pour les coefficients des deux premières des valeurs réelles, telles que l'équation quadratique en x et y résultante représente un cercle.
Si l'on tire a, et a2 des équations (a,) et (a2) ci-dessus pour les porter dans l'équation (Q), on obtient en égalant entre eux les coefficients des ternies en x'2 et y2 de l'équation obtenue, et annulant celui du terme en xy, les équations
Ai/if -+- A2/z| -+- iB^niii^— Aj^f -h A2^| -f- 2.B3q1q2, Ai nlql-+- k%n2q2 ■+• B3(tti<72-f- n2qi) == o.
De la seconde, on tire
Ai ni -+- B3n2 *2 " ?1 À2/22-HB3n1*
Partant, dans la précédente, on trouve, après réduction,
2 _ (A2n2-t-B3tti)2 qi~~ AiA2— B§
Le numérateur de cette fraction étant positif, on voit que la réalité de qt exige
(17) AiA,-B.2>o.
Comme on peut permuter entre eux les indices affectés aux trois variables, on voit que la condition de réalité peut s'exprimer ainsi :
Si, dans l'équation (Q), les variables a,, a2 et a3 sont considérées comme les coordonnées courantes d'un point de l'espace, il faut que la section, par l'un des plans de coordonnées, de la quadrique définie par cette équation soit du genre elliptique (i).
Supposant la condition remplie, on a
et, par suite,
y/AiA2 Airti + B3rc2
BI
Le choix de nK et n2 est libre, à cette seule réserve près qu'on ne saurait prendre à la fois nK = n2= o, parce qu'alors, q\ et q2 étant nuls aussi, les deux faisceaux de droites (a,) et (a2) seraient tout entiers rejetés à l'infini.
Quant à Si et s2, qui n'entrent pas dans les équations de condition, on peut les choisir arbitrairement. Nous prendrons
Sj = 52 = O.
Dès lors, /i, et n2 étant quelconques mais non nuls à la fois, qK elq2 ayant les valeurs (18) et (19), et l'inégalité de condition (17) étant satisfaite, on pourra représenter l'équation (Q) au moyen d'un abaque constitué par les systèmes de droites
(l) Ce résultat comporte l'interprétation géométrique fort simple que voici, et qui nous a été communiquée par M. Duporcq : si, par exemple, le plan z = o donne une section elliptique, considérons le cylindre ayant cette section pour base et ses génératrices parallèles à Oj:. Soit P un plan de section circulaire de ce cylindre. L'abaque n'est autre que la projection c}iindrique, parallèlement à Os, de la quadrique sur le plan P. La conique enveloppe est le contour apparent de la quadrique.
et le système de cercles
(sc*-hy2)(kin\ -+- A2/if -h 2B3 n^,)
— •î[(Blri2-h B2/ii)a3 -h C[ n{ -+- 02/12]^
— 2[(Bi0t+ B2(7i)a3-i-Gi^i-f- C2£2 |/
Remarque. — Puisque les cercles (a3) ont leurs centres en ligne droite, on doit pouvoir, en prenant cette droite comme axe des y, faire en sorte que l'équation de ces cercles ne contienne pas de terme en x. Or il semble ne pas pouvoir en être ainsi dans le cas général, puisque nous venons de voir que nK et n2 ne sauraient être nuls à la fois. Mais cette contradiction n'est qu'apparente; il ne faut pas oublier, en effet, que nous avons pris s{ = s2= o. En rétablissant pour l'un de ces coefficients une valeur quelconque, on verrait que l'on peut en disposer de façon à annuler le coefficient du terme en x.
FIN
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