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A.VERTISSEMENT DES TRADUCTEURS
Los services que la Statique graphique peut rendre à Tari de l'ingénieur sont chaque jour mieux appréciés. La Statique? graphit/ue (.»st otliciellement enseignée dans les écoles techniques de la Suisse», de Tltalie, de TAUemagne, de TAutriche, du Danemark, di» la Russie et des États- Unis: In'en qu'elle n'ait pas enclore trouvé place dans l'enseignement français, tout porte à iToire que c(»tte lacune sera prochainement comblée. Nous avons donc cru faire une œuvre utih» en traduisant lo traité classique de (îulmann.
La lecture de cet ouvrage exige la connaissance de ce que Ton appelait, il n'y a pas longtem[)s, la (irnmHrir supérieure y et que l'on appelle maintenant f/fU)?nrfrie de position ou géométrie projectire. Bien que cette science ne soit pas officiellement enseignée dans nos écoles, ce ne» sera pas là, nous l'espérons, un obstacle à la diifusion de la Statique graphique. Les principes fondameninux de la
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géométrie projective sont depuis longtemps exposés dans les écoles, et cette science aura avant peu, nous le croyons, sa place marquée dans les programmes. Il est, du reste, à peine permis maintenant aux ingénieurs d'ignorer une science qui les intéresse à un si haut degré et qu'ils peuvent étudier facilement, grâce à la publication récente d'ouvrages élémentaires (*).
Nous nous sommes efforcés, dans notre traduction, de conserver fidèlement le caractère et la physionomie de l'original; les légers changements, que nous avons, sur quelques points, apportés au texte, soit pour tenir compte des habitudes de l'enseignement français, soit par suite de circonstances particulières, n'ont été introduits qu'avec lapprobation de l'auteur, qui a bien voulu écrire une préfare spéciale pour l'édition française.
Quelques notes ont été ajoutées par nous pour éviter des recherches au lecteur. Malgré les soins apportés à notre traduction , on v découvrira sans doute d'assez nombreuses imperfections, inévitables dans un travail qui n'était pas sans difficultés et que nos occupations professionnelles nous ont obligés à exécuter, pour ainsi dire, à bâtons rompus. Nous espérons néanmoins avoir rendu un réel
Reye
[*} Nous citerons spécialement les Éléments de géométrie de position^ par ye, professeur à TUniversité de Strasbourg, ancien professeur à TÉcole lytechniquc de Zurich, traduits par M. 0. Chemin, ingénieur des ponts t^t
aussées, répélilcur à l'Erolt? des ponts et chaussées.
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service à nos camarades et collègues en leur faisant connaître l'œuvre de l'ingénieur éminent qui doit être considéré, à juste titre, comme le fondateur de la Statique graphique.
J. CLASSER, J. JACQUIER, A. VALAT.
i*' Décembre 1879.
PRÉFACE DE L'AUTEUR
Les premières applications systématiques des méthodes graphiques, à la détermination des dimensions des diverses parties des constructions, sont dues à Poncelet. C'est en effet à Técole d'application du génie et de rartillerie, à Metz, que ces méthodes, dont les beaux travaux de Monge avaient en quelque sorte jeté les bases, furent pour la première fois professées par Poncelet, devant un auditoire formé d'anciens élèves de l'École polytechnique de Paris, la seule où les sciences graphiques fussent enseignées à i^ette époque.
Poncelet avait reconnu le premier, que ces méthodes, tout en étant beaucoup plus expéditives que les méthodes analytiques, offraient cependant une approximation plus que suffisante dans la pratique puisque, quoi que Ton fasse, il ne sera jamais possible d'obtenir dans un projet rapporté sur le papier, une exactitude supérieure à celle donnée par une épure graphique.
Ces méthodes, appliquées à la théorie des voûtes et des murs de soutènement, ont été publiées dans le Mémorial de t officier du génie (tomes, XII et XIII, années 1835 et 1840).
Poncelet n'a cependant pas fait usage , pour déterminer les résultantes, du polygone funiculaire, dont l'emploi offre des ressources si précieuses à la statique graphique (*), et il était réservé à son successeur à l'école de Metz, M. Michon, d'en faire le pre-
(•) VarigQon en fait mention dans sa Nouvelle mécanique publiée.en 1687.
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mier l'application à la détermination des centres de gravité des voussoirs, dans sa Théorie des voûtes (*) .
La géométrie de position, à laquelle Poncelet a fait faire tant de progrès, n'était cependant pas à cette époque sulQsamment avancée pour qu'il fut possible do la substituer complètement à la géométrie ordinaire {Géométrie des Maasses) dans le développement et la démonstration des épures. Aussi Poncelet recourait-il, aussi souvent que possible , à la géométrie ordinaire , et lorsque les méthodes élémentaires ne lui suffisaient plus pour ses démonstrations» il se bornait à traduire en épures les formules algébriques.
Nous devons faire remarquer, du reste, que le premier Traité de géométrie de position, dans lequel il soit fait complètement abstraction de ridée de mesure, n'a été publié qu'en 1847, par G. de Staudt, professeur de mathématiques à Erlangen [Die Géométrie der Lage^ NUrenberg, 1847).
Quand nous fûmes appelé, en 1855, lors de la création de l'École polytechnique de Zurich, à professer le cours de construction (comprenant les terrassements, la construction des ponts, des routes et des chemins de fer), nous fûmes obligé d'introduire dans notre enseignement les méthodes graphiques de Poncelet pour suppléer aux lacunes des cours de mécanique appliquée. Ce cours ne comprenait alors à Zurich que les méthodes analytiques; il en était de même, à cette époque, à l'École des ponts et chaussées de Paris, et c'est en vain que l'on chercherait dans le Cours de résistance des matériaux de M. Bresse, les épures de Poncelet et de M. Michon.
Cette introduction des théories de la Statique graphique dans les cours de construction, ne laissait pas que de présenter certains inconvénients, en retardant outre mesure la marche des études ; nous obtînmes, en 1860, la création d'un cours d'hiver (à deux leçons par semaine) obligatoire pour les ingénieurs, dans lequel nous
(*'} C'est par roffet du hasard qu'en 1845 un cours autogi*aphié sans nom d auteur, ayant pour litre : Instruction sur la stabilité des comtructions^ est tombé entre noH mains. Celui qui nous Ta remis Tattribuait à M. Michon. Ce cours contient six leçons sur la stabilité dos voûtes et quatre sur celle des murs de revêtement.
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traitions ceux des problèmes de statique appliqués à la construction, (jui étiient susceptibles de soluflons graphiques, et dont renseignement ne trouvait pas place, faute de temps, dans le cours de mécanique technique (alors professé par M. Zeuner) .
Telle fut l'origine de la Statique graphique. Les cours de construction (ponts et chemins de fer) qui rentraient plus particulièrement dans notre spécialité, et celui de statique, se trouvant ainsi réunis dans un même enseignement, nous fûmes fréquemment amené à donner aux élèves des explications complémentaires sur les parties qu'ils n'avaient pas parfaitement comprises. Dans ces circonstances nous avons toujours trouvé qu'il était bien plus facile de rappeler des théorèmes de géométrie de position, dont la démonstration pouvait se faire à l'aide des lignes mêmes de l'épure, que de recourir à des calculs analytiques dont les développements exigeaient l'emploi d'une feuille de papier séparé.
C'est ainsi que nous fûmes amené, pour ainsi dire irrésistiblement, à remplacer autant que possible l'algèbre par la géométrie de position. Pendant les premières années, les connaissances des élèves, dans cette matière, laissaient, il est vrai, un peu à désirer ; mais depuis qu'un cours spécial de géométrie de position professé par M. Fiedler (auquel la Géométrie descriptive de cet auteur avait déjà préparé les élèves), a été introduit dans le programme des études, nous n'avons plus éprouvé aucune difficulté dans notre enseignement
C'est lorsque cet enseignement eut pris quelque développement, que nous avons pubUé la première édition de notre Statique graphique. (La première moitié a paru en 1864 et la deuxième en
Nos épures obtinrent plus de succès que nos méthodes. Notre pubUcation fut suivie d'un grand nombre de Statiques élémentaires, dans lesquelles, tout en reproduisant nos épures les plus simples (le plus souvent sans y rien changer) , les auteurs s'efforçaient d'en donner des démonstrations analytiques.
Nous estimons que la vérité n'est pas là; qu'on ne parviendra jamais à tracer les lignes d'une épure et à exécuter simultanément les
opérations algébriques que comporte l'explication de cette épure, ni à se bien pénétrer de la signification de chaque ligne et à se représenter les relations statiques, si Ton se borne à traduire une formule dont les développements ne sont plus présents à la mémoire.
Nous devons toutefois excepter du reproche que nous nous croyons en droit d'adresser à nos successeurs, les auteurs italiens, et en particulier Gremona qui a introduit la Statique graphique dans l'enseignement de l'École polytechnique de Milan. Ce savant, auquel les sciences graphiques doivent de beaux travaux dont nous avons profité , ne dédaignait pas d'enseigner lui-même à ses élèves la géométrie de position. Bien que Gremona ait aujourd'hui quitté Milan pour Rome, l'enseignement de la Statique graphique est continué à l'École polytechnique de Milan dans le même esprit.
Les explications qui précèdent nous ont paru nécessaires à l'historique de la Statique graphique, il nous reste à indiquer, en quelques mots, l'ordre que nous avons suivi dans notre ouvrage.
Le premier chapitre de la première partie traite du c(Uciil par le trait. Bien qu'il soit étranger à la Statique proprement dite, il est nécessaire que les élèves le connaissent, et comme il n'est pas enseigné dans les cours préparatoires, nous avons pensé qu'il était in» dispensable de faire connaître ces méthodes, qui sont empruntées aux auteurs français et surtout à Gousinéry. Au calcul par le trait nous avons ajouté la cubature des terrassements, le mouvement des terres, la théorie de la règle à calcul, les méthodes si ingénieuses de M. Lalanne (aujourd'hui inspecteur général des ponts et chaussées et Directeur de l'Ecole des ponts et chaussées de Paris) sur les représentations graphiques et sur les carrés logarithmiques.
La deuxième partie traite de la composition et de la décomposition des forces en général.
La troisième partie est consacrée aux forces parallèles et à leurs moments du premier et du second ordre, dont les applications à la théorie de l'élasticité, qui forme la quatrième partie de l'ouATage, sont si nombreuses.
Le second volume contiendra une série d'applications aux poutres, aux framoworks, aux arcs et aux murs de soutènement.
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Nous avions espéré, après la publication de la première édition de la Statique graphique^ que les analystes chercheraient à la traiter comme Salmon et Fiedler, par exemple, ont traité la Géométrie. Mais comme il n'en a rien été, nous avons essayé dans la deuxième édition, de joindre aussi brièvement que possible les solutions analytiques aux solutions purement géométriques. Les méthodes analytiques nouvelles ont le grand mérite de conduire directement au but et, en outre, de concorder avec les méthodes géométriques. Dans la plupart des cas nous avons pu déduire les formules des développements géométriques qui les précèdent. Ce mode de procéder a Tavantage de donner aux théorèmes une forme, qui, dans bien des cas, découle immédiatement des constructions géométriques, et, en outre, de laisser le choix, toutes les fois que nous donnons les deux solutions, entre la construction graphique et le calcul ; dans la pratique c'est Umtôt l'une des méthodes, tantôt l'autre qui conduit le plus rapidement au but. Cependant comme les méthodes analytiques exigent en général des connaissances plus élevées que les méthodes géométriques et que, notamment à Zurich, nous ne pouvons les exiger de tous les élèves, nous avons eu soin de distinguer par remploi de plus petits caractères, tout ce qui n'est pas indispensable à la compréhension de la suite de Touvrage.
Les développements analytiques que nous n'étions pas en mesure de remplacer par des démonstrations géométriques et qui doivent nécessairement être étudiées, ont été imprimées en caractères ordinaires. Grâce à la méthode que nous avons suivie, nous avons montré à ceux qui cherchent à expliquer une épure analytiquement, comment il faut appliquer l'analyse pour faire ressortir l'identité des formules et des épures.
Dans le développement des formules analytiques nous avons jugé nécessaire de bien indiquer dans les formules mêmes , les degrés qui sont si importants en géométrie. Nous avons pensé que nous y arriverions de la manière la plus convenable par le choix même des nutalions. Nous avons donc désigné partout les volumes par une grande lettre gothique qui représente ainsi trois dimensions. Les surfaces, qui représentent deux dimensions, ont été désignées par
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une grande lettre latine, et les lignes, par une petite lettre latine. Nous avons réservé les petites lettres grecques pour la dimension 0 ou pour les nombres exprimant des rapports de diverses natures.
Dans la Statique graphique les forces proviennent en général d'une transformation de surface ; par suite nous les avons traitées comme des surfaces et nous les avons désignées par de grandes lettres latines. Eu égard au mode de notation adopté, nous avons été amené tout naturellement à désigner les moments (qui sont des produits de forces par des lignes) par une grande lettre gothique, les charges ou les forces réparties par unité de longueur (qu'il est nécessaire de multiplier par une ligne pour en faire des forces) par une petite lettre latine, et enfin les forces ou les charges par unité de surface par une petite lettre grecque.
Nous nous sommes efiForcé de maintenir autant que possible l'analogie dans les notations, et par appUcation d'une sorte de dualité, nous avons désigné par :
3 le volume des corps. 3 les moments d'inertie.
(£ (S 9R les moments en général.
^4? le moment d'une force verticale infiniment éloignée, tournant autour d*un axe horizontal.
O % les moments par rapport à des axes
qui ne sont pas horizontaux.
F les sections. AB les réactions des appuis.
P les forces verticales.
Q les tensions dans les arbalétriers.
R les pressions id,
S les forces qui agissent suivant des barres
ou des treillis.
T les forces qui agissent sur des arcs ou
des chaînes.
ahclmxyz les bases^ les longueurs, p les charges verticales par unité de lon-
les coordonnées. gueur.
/ les surfaces transformées --- -r . ' b
hik les hauteurs! et les distances d'axes.
apYn les angles et les rapports connus, t le coefllcient d'élasticité.
94* les angles et les rapports inconnus. t\ les rapports de moments.
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t les tangentes. ^ le coefficient de torsion.
p le cofficient de résistance à la compression ou à Textension.
9 le coefficient de résistance au cisaillement.
o la charge verticale par unité de surface.
L'api>licAtion d'un système invariable de notations a Tavant^ige de ixîrmettre de se rendre compte, par un simple coup d'œil, de la signiQcation d'une expression et d'en constater l'homogénéité, ainsi, par exemple, l'éqijation
est h(jmogène; il en est de même de l'égalité de moments
^4J = IV + ^pl' = lV + 1 ^bP.
Dans la statique graphique il n'y a pas d'équations hétérogènes, [larce ({u'oii ne peut pas égaler une ligne à un volume ou un moment à un bras de levier, et si l'on arrive parfois à une équation pait'ille, c'est que l'on a supposé que certaines grandeurs étaient égales à luiiité et qu'on n'a pas jugé nécessaire de mettre ces unités en évidence.
Cependant, quelque utilité que présente 'ce mode de notation, il est dilBcile de le maintenir toujours, parce qu'il y a plus de degrés que d'espèces différentes de caractères; ainsi nous n'avons plus eu de ciiractères spéciaux à notre disposition pour désigner les moments d'inertie des volumes. Dans le même ordre d'idée, les coordonnées pluckérieiines, qui sont des longueurs réciproques, auraient dû Otru désignées par une notation autre que la notation greciiue. Toutes rétlexiuiis faites, nous n'avons pas non plus osé écrire Téquation de la droite
ax + by + {} = {)
[>;in-eque les détcrminanis, (jui sont représentés parées ('>()(îflicien(s,. [M'rdraiiMit eu clarté, si Ton en désignait les éléments par des ciU'aclères différents.
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En terminant, nous devons exprimer notre satisfaction de voir notre ouvrage porté à la connaissance des ingénieurs français.
Les sciences graphiques ont été de tout temps en honneur parmi eux, et ce sont les travaux de leurs illustres devanciers qui ont jeté les bases de la Statique graphique.
Gh. CULMANN.
Zurich, le 24 Novembre 1879.
Composition analytique des forces parallèles
88. Centre de pression des essieux d'un train formé de locomotives 333
89. Moment d'un train de locomotive par rapport à une section d'une poutre chargée. 33i
90. Position la plus défavorable d'un train de locomotives sur des poutres de différentes
portées 328
92. Effet de la réunion de la charge résultant du poids propre et de la surcharge acci-
dentelle 339
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n) Centre de gravité de la ligne droite 348
h) Centre de gravité d'une ligne brisée 348
c) Centre de gravité d'un arc de cercle 349
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a) Moments d'inertie d'une ligne droite 401
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1 i9. Poutre encastrée k Tune de ses extrémités 580
150. Poutre reposant simplement sur deux points d*appui et faisant saillie d'un côté. 58^2
151. Poutre encastrée k l'une de ses extrémités et formant saillie par rapport k on
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A. Sur le procédé Bnickner, pour déterminer remploi des déblais en remblais. . . . 595
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ADDITION ET SOUSTRACTION
Dans le calcul par le irait, raddîtion et la soustraction s'opèrent exclasivemenl sur des lignes droites. Pour ajouter ou retrancher des sorfices, des corps, des poids, des forces, etc., on les ramène préalablement à des lignes, en les représentant par des longueurs. Nous défelopperons plus loin les méthodes qui permettent d'exécuter ces réductions et nous admettrons dès maintenant que nous n'avons à opérer que sur les résultats de ces réductions, c'est-à-dire sur des lignes.
Les lignes droites à composer doivent être données en grandeur et en direction. La position d'une droite ne détermine pas à elle seule sa direction, car à chaque position correspondent deux directions qui diffè rent de r et que Ton appelle « directement opposées. »
Fîg. I. Lorsque plusieurs droites partent
d'une même origine 0 (fig. 1), il suffit, pour déterminer rigoureusement les directions de ces lignes, de I ^y^ convenir qu'on ne tracera chaque
droiteque d'un seul côté de l'origine.
En général, en désignant par le signe 0 l'origine d'une droite limitée, on détermine par là même sa 'direction. Ainsi les deux droites de longueurs égales de la fig. 2 ont des directions opposées.
^g. 2, Lorsqu'une droite est indéfinie
■ ■ ■ ' ou qu'on considère plusieurs segments sur la même droite, et, en
« <P général, dans tous les cas où la
désignation de l'origine ne suffit plus pour préciser la direction , nous Imdiquerons au moyen d'une flèche. Ainsi, dans la fig. 3, sur la ligne Â, les deux droites de longueurs égales /, , /^ ont des directions oppo-
sées différant de it. Pour distinguer les deux directions possibles d'une même droite, on se sert souvent du mot «sens» et Ton dit, par exemple, que les segments /,/, de la ligne A ont des sens opposés. Ces
Fig. 3.
deux sens correspondent complètement aux signes -{-et — de l'analyse et nous nous servirons souvent de ces mêmes signes pour distinguer les deux sens; ainsi, si Ton convient de donner le signe -f à /, , /, aura le signe — .
L'addition graphique consiste simplement à porter, à parlir de Torigine, la première droite en grandeur et en direction, puis à partir de l'extrémité de celle-ci, la 2' droite également en grandeur et en direction, puis la 3% et ainsi de suite pour toutes les autres. On considérera comme donnant, en grandeur et en direction, le résultat de cette construction ou de l'addition, la droite qui, partant de l'origine, ferme le polygone ainsi formé.
Nous verrons plus tard que la composition des forces n'est qu'une addition de lignes, et nous nous réservons de faire, à ce moment, une étude plus complète de cette opération.
Nous ajouterons cependant quelques mots sur l'addition de lignes de Tiôme direction. Dans ce cas, le polygone précédent se réduit à une droite, parce que toutes les directions ont un point commun à l'infini. Si les lignes ont des signes différents, la notation devient un peu plus compliquée.
Il est bon d'insister sur ce point, bien qu'il soil accessoire, parce qu'une mauvaise notation entraînerait, surtout pour les commençants, beaucoup d'erreurs.
Une droite peut être considérée soit comme une série de points, soit comme une série de longueurs. Dans le premier cas, il suffit [fig, 4), pour éviter toute ambiguïté, de désigner chaque point par une lettre ou un numéro quelconque. Dans le deuxième cas, il ne convient pas de donner à chaque point de séparation des différentes longueurs un indice spécial, ce qui conduirait à désigner chaque longueur par deux indices n'ayant aucun rapport avec celle-ci. Dans l'intérêt de la clarté et de la facilité de la lecture, il est utile que chaque longueur porte son indice, par exemple, la longueur /<, la force /i, l'indice i.
Si toutes les grandeurs ont le même signe, il suffit de placer l'indice de chacune d'elles en son milieu (fig, 5). Cette méthode est encore suffisante lorsqu'à une série de segmenta
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de même signe vient s ajouter une série de segments de signe contraire (fig. 6). Dans ce cas, il y a un point de rebroussement (entre 3 et 4) quand on passe d*une série à l'autre, et la somme des segments est
Fif. 5. 0 -J 1 1 1-
Fig. «. O-
FiR. 7. 0 ^ j 1 , 1 1 L-
Fig. 8. O I 4 1 ^ + ■» . ■>
Fig. 9. (^— ^_i 1 1 1 1 1
égale à 5 1...6. L*un des côtés de la droite est affecté aux lignes positives; Tautre côté, aux lignes négatives.
Dans le cas général, c'est-à-dire lorsque les signes se succèdent sans aacun ordre, il vaut mieux inscrire le même chiffre ou le même indice aax deux extrémités de chaque segment {fig. 1), et inscrire tous les indices de même signe sur le même côté de la droite, ainsi que Tindiquenl les flèches delà fig. 6,
Très souvent Ton essaye, dans les cas 5 et 6, de ne désigner que les points ; mais cette notation n'est suffisante que lorsque Ton connaît : I* Tordre des segments, et 2** les limites du segment correspondant h ces indices. Cette dernière condition peut, il est vrai, être remplie, si Ton convient de placer toujours l'indice à l'extrémité de chaque segment ; mais Tordre de ces segments reste toujours indéterminé et ne ressort pas de Texamen de la figure. Ainsi, dans la fig, 8, où chaque indice a été placé an commencement du segment correspondant, rien ne détermine Tordre des indices i, 3, 5, 2, 4, 7, 6, et la longueur des segments reste indéterminée, tandis qu'il résulte clairement de la fig, 9 que le segment i est suivi par le segment 3, 3 par 5, et ainsi de suite.
Les commençants commettent très souvent des erreurs, parce qu'ils n'observent pas ces règles, et nous ne pouvons assez leur recommander de désigner une longueur par deux mêmes indices placés à ses extrémités dès qn*il peut y avoir la moindre confusion. Un seul indice placé en
regard d*un point d'une ligne ne peut, en généra], servir qu'à design ce point.
Il arrive, dans certains problèmes, que Ton représente sur une met droite des grandeurs de nature différente. (Voir, par exemple, les épur des poutres continues, où, sur les mêmes verticales, on porte, non se lement les charges, mais aussi les efforts tranchants.) Dans ce cas, il ( bon de distinguer les diverses grandeurs en ramenant leurs extrémil sur des parallèles à la ligne principale et en y inscrivant leurs indici C'est ce que Ton fait pour les échelles, où les divisions principales so indiquées par de grands traits et les subdivisions par des traits pi petits.
La soustraction étant l'inverse de Taddition, il suffira, pour soustrai une grandeur d'une autre ou de la somme de plusieurs autres, de la le ajouter après en avoir changé le signe.
Tout ce que nous avons ditau sujet de l'addition etde la soustraction droites de mêmes position et direction s'applique aussi à l'addition e la soustraction d'arcs de la même circonférence ou d'angles situés da un même plan. Toutefois, il faut remarquer que ces méthodes ne peuvc pas s'employer pour l'addition de grands cercles sur la sphère et par su pour des rotations dans l'espace, parce que deux grands cercles formj le même angle avec un troisième ne sont pas parallèles entre eux, parce qu'il n'existe pas sur la sphère des grands cercles parallèles, l lors, il n'est pas psssible d'opérer sur une sphère des déplacemenls i rallèles.
En analyse, on indique Paddition de grandeurs au moyen du signe S :
ou
P, ... n = P, + Pj + ... + P.... + Pn = V Pi.
La soustraction s^indiquo par un simple changement de signe.
MULTIPLICATION ET DIVISION DES LIGNES PAR DES RAPPORTS
â' La multiplication des lignes par des lignes, ce qui donne des sur- Taces, des surfaces par des lignes, ce qui donne des volumes, etc. ; et inversement la division des volumes par des lignes, ce qui reproduit dés surfaces, et ainsi de suite. Dans ce cas il y a changement dans le degré.
Ce dernier cas est étudié dans le chapitre de la réduction des surfaces et des yolumes, et nous ne nous occuperons pour le moment que du premier, c'est-à-dire de la multiplication et de la division des lignes par des rapports.
Dans plusieurs ouvrages, on considère le cas où le rapport est donné par un nombre, et Ton dit que pour multiplier une longueur par i, 2, 3..., », on la porte 1, 2..., n fois do suite sur une droite. Cette méthode, quoique très simple, ne correspond pas entièrement à Tesprit de la statique grapBique. Les constructions graphiques ne peuvent donner que des lignes et non des nombres; de plus, on ne peut les effectuer que sur des lignes. Porter n fois de suite une même longueur sur une droite retient à représenter par une ligne le résultat d'une opération numérique. Cette opération fait aussi peu partie de la construction graphique que celle qui consiste à mesurer la ligne obtenue comme résultat de la con slniciion pour l'exprimer numériquement. Nous supposerons donc toujours que le rapport qui sert de facteur est exprimé par celui de deux lignes 171 et 7».
La méthode la plus simple pour multiplier une longueur / par un rapport—, c'est-à-dire pour déterminer a:=/—, nous est fournie par les
propriétés des triangles semblables. Les triangles peuvent avoir une po-
j.,j„ ,^ sition quelconque et un troi-
sième côté quelconque. Il suffît de grouper les trois longueurs /, m et n de manière que / et w, lignes qui se multiplient, n'appartiennent pas au même triangle et ne soient pas homologues dans deux triangles différents. Si l'épure ne conduit pas au choix d'une position particulière de deux triangles, le plus simple sera toujours de les former en menant deux parallèles liniilées aux côtés d'un môme angle,
'^e qui donne lieu à deux arrangements indiqués par les fig. 10 et 11,
Kig i».
Toutes les longueurs sont portées à partir de 0; mais m ne doit pas être porté, comme on Ta vu, sur le même côté que /, ni joint à / par Tune des parallèles. Si n est porté sur le même côté que /, on obtient la fig. 10, s*il est porté sur Tautre côté de Fangle, on obtient la fig.ii\ dans le premier cas, x ne se trouve pas sur le même côté que /, dans le second, il s'y trouve. La fig. iO fournit non seulement la réduction, dans
le rapport —, des longueurs entières portées à partir de Torigine, mais n
encore des segments tels que / — n, ce que nous exprimerons en disant
que la direction mn projette entre les côtés de Tangle le rapport—.
wv
Enfin, dans la fig, il, non-seulement toutes les parallèles partant des extrémités de m et n déterminent sur Tautre côté des longueurs proportionnelles à m et à n, mais encore les longueurs de ces parallèles ellesmêmes sont dans le rapport — et Ton a, par exemple, Xj = /j — .
ExEBiPLE. Quelle est la hauteur d'un prisme de pierre de même poids et de même base qu'un prisme de terre de hauteur hl Les poids spécifiques de la terre et de la pierre sont entre eux comme m est à r». Les hauteurs des deux prismes seront en rapport inverse de leurs poids spé-
in cifiques, et celle du prisme de pierre sera h — . Les fig, 10 et i 1 donnent
la solution de la question.
Kig. 12.
Si Ton a plusieurs longueurs /,, /,, /, à réduire dans un rapport donné, on peut faire ime construction [fig, 12) analogue à la fig. 10, ou une autre (fig. 13) analogue à la fig, 11.
MULTIPLICATION ET DIVISION UËS LIGNES PAR DES RAPPORTS
Les analogies sont assez frappantes pour que nous puissions nous dispenser de toute explication.
Fig. 13.
n/ It / Il \ U \ U
F.jr. 14.
Toutes les contructions précédentes exigent remploi de parallèles. Pour éviter cet emploi, on a proposé de se servir de la parabole pour la multiplication par un rapport constant. Les ponctuelles déterminées par les points d'intersection des diverses tangentes à une parabole sont toutes semblables; les segments limités par les mêmes tangentes se correbpondent et Ton doit considérer le point de contact d'une tangente comme Tintersection de cette tangente avec elle-même. Par exemple, dans la fig. 14, les segments portant les mômes chiffres sur les trois droites A, B, G, se correspondent. Si Ton donne une de ces lignes, B (i, 2, 3, 4, 5), par exemple, ainsi que la parabole qui lui est tangente, et si Ton a à multiplier ces différents segments par le rapport IC : 1B, on peut, par tous les points de la ligne B, mener des tangentes à la parabole, puis déplacer la tangente G jusqu'à ce que les extrémités de IG viennent Tune sur A, l'autre sur la tangente 12; la série G (1, 2,
3, 4, 5) sera alors semblable à B (i, 2, 3, 4, 5). On pourrait, au lieu de la parabole, donner une deuxième série A semblable à 6, car alors toutes les droites joignant des points homologues seraient tangentes à une même parabole. Il faut naturellement encore déterminer la position de G, de manière que cette ligne passe par des points homologues de A et de B. Ainsi 6A et 6B doivent se correspondre. Cette construction générale se simpliiie un peu quand tous les segments ont la môme grandeur, car alors il suffit de rendre les segments 6 sur A et sur B égaux à Tun quelconque des segments déjà marqués sur ces droites. Toutefois cette multiplication est toujours plus compliquée que celle indiquée dans les fig, 12 et 13; nous ne l'avons indiquée que pour mémoire, et nous ne nous arrêterons pas davantage à toutes les solutions pratiques que peut fournir la parabole.
Les diverses méthodes que nous venons d'exposer sont toutes également satisfaisantes au point de vue théorique ; mais, dans la pratique, nous recommanderons surtout la construction suivante {fig, 15). Son
avantage consiste en ce que n Qi x se mesurent directement avec le compas sans qu'on ait besoin de tracer les lignes qui leur correspondent, et l'on sait que les constructions qui ne se \ font qu'avec le compas sont de beau-
coup les plus exactes. Pour construire
Fig. 15.
TU
nt'
X = Z — , on décrit de l'extrémité de n
comme centre une circonférence de rayon m, puis de l'origine 0 on mène une tangente à cette circonférence (on voit par la figure qu'on peut commencer l'opération sur l'un quelconque des côtés de l'angle). La distance de l'extrémité de / à cette tangente est la grandeur cherchée, et cette distance peut se mesurer directement avec le compas sans qu'il soit nécessaire de la tracer elle-même.
Cette construction est surtout avantageuse lorsqu'il s'agit de multi-
plier plusieurs longueurs / par le même rapport — . On prend la lon-
gueur / avec le compas, on la porte à partir de l'origine et l'on mesure directement x.
Si Ton pose n=l, m sera le sinus de l'angle formé à l'origine. On voit qu'en se servant du sinus la construction est plus pratique qu'avec la tangente trigonométrique que l'on emploie si souvent.
Nous avons supposé dans la construction précédente que n était plus grand que m. Dans le cas contraire, on peut tourner la difficulté de deux
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manières. Lorsque la position de x est indifférente pour Tépure, on permute simplement m et n, a? et /. Le sinus de Tangle 0 ainsi formé sera —
et X sera la longueur de la portion de la tangente comprise entre l'origine et le point dont l'ordonnée est /.
S'il était avantageux d'obtenir x = — l sur des verticales, on con-
struirait l'angle 0 au moyen du rapport — = où x est un
n fi
nombre entier choisi de manière que l'on ait m < n. On l'obtient en
retranchant autant de fois que possible n de m\ la grandeur m est le
reste de cette opération.
Gela posé, on a :
.r'= — /=— / + aL n n
ni On construira — / comme nous l'avons indiqué, et il suffira d'ajouter x/
à la longueur trouvée, ce qui peut se faire sur l'ordonnée elle-même.
_ , ^ -^ , . . . .. wi w4-w
Dans la fig, lo, nous avons supposé x = 1, c est-à-dire — = .
Pour diviser une ligne par un rapport, il suffit de la multiplier par le rapport inverse. On emploie, en outre, souvent le mot de division au lieu de multiplication lorsque, dans les fig. 12, 13, 14, ce ne sont pas les divers segments, mais la longueur entière d'une ligne qui est donnée et qu'il s'agit de la partager en divers segments proportionnels à ceux d'une autre droite. Les longueurs totales des deux droites données remplacent alors m et n. Dans la fig, 12, la parallèle extrême est déterminée par les extrémités des deux lignes données, et dans la fig, 13 l'on obtient le centre 0 de projection en prolongeant jusqu'à leur point de rencontre les droites de jonction des extrémités des lignes données, ces lignes étant tracées parallèlement.
Si l'on veut diviser une longueur / en 2 parties proportionnelles à
— ni ni , ,. . , ii^i
ou — , on porte les lignes «, m ou — m sur deux parallèles passant
par les extrémités de / {fig, 16). La ligne qui joint les extrémités de ces longueurs détermine sur / les segments cherchés, comme on le voit par la figure, sans qu'il soit nécessaire d'une démonstration spéciale.
Pour l'exactitude de la construction, il faut que la ligne de jonction ne coupe pas / sous un angle trop aigu. Cet angle est maximum quand la ligne de jonction est normale aux parallèles, c'est-à-dire tangente
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commune aux deux cercles décrits des extrémités de / comme centres
Pig. f6.
avec m et n comme rayons. Si Tangle ainsi obtenu est encore trop petit, on fait la construction avec des multiples de m et n.
Ces dernières constructions nous fournissent les solutions des équations du premier degré :
nx^ + mx^ = 0 tix^ — mx9 = 0,
où m, n, Xi sont connus.
Nous pourrions énumérer ici toutes les méthodes employées pour traduire graphiquement les résultats de Tanalyse; nous pourrions aussi parler des constructions qui se rapportent aux systèmes anharmoniques et en involution, mais nous ne voulons pas aborder ce chapitre qui appartient tout entier à la géométrie de position. Nous nous contenterons de faire remarquer que lorsque m'=x~m, la construction de la fig. 16 nous permet de déterminer d^une manière très simple les pomts harmoniquement conjugués à deux points donnés.
1'* Application. Soit à construire la longueur F =
Fig. 17.
Ht
En mettant cette expression sous la l'orme s = =r -+■ ^1 on voit que si l'on porte
ÉLÉVATION AUX PUISSANCES
à partir d'un point 0 les longueurs ^ Ff et - Ef, F sera la distance à Torigine du
point qui, avec O, partage harmoniquement ces deux longueurs.
La fig, 17 donne la solution du problème ; une autre solution, au moyen d*un arc de cercle, est indiquée par des lignes moins fortes.
Une troisième solution, plus simple, nous est donnée par la fig» 18.
La question que nous venons de résoudre se présente dans la construction du moment d'inertie de deux surfaces.
2* Application. — Représenter la surface F d*un triangle OAB par une longueur /, de manière que /, multiplié par une longueur b constante pour toutes les surfaces à mesurer, soit égal à F, ou, en d*autres termes, réduire la surface F à la hase b.
Soient a la base, h la* hauteur du triangle. Il s*agit de former
f^-b^^Jh^^'W ce qui nous donne les deux constructions indiquées (fig, 19 et fig. 20).
Fig. 20.
Fib. 19.
Après avoir, dans la fig. 19, porté OC = 26, et déterminé, dans la fig. 20, le point i' sur OB de manière que sa distance à la base soit tb, on obtient dans chaque figure^ au moyen d*une parallèle BC à AD, des triangles semblables ADO, CBO dans lesquels les hauteurs sont proportionnelles aux côtés. On a donc, dans les deux figures,
7 = -7 , pourvu que a ei h n'appartiennent pas au même triangle et ne soient pas h 2b
des côtés homologues de deux triangles différents.
ÉLÉYATION AUX PUISSANCES
L*éléyaiion à une puissance consiste dans la multiplication plusieurs fois répétée d'une ligne par un même rapport, c'est-à-dire dans la for-
mation des valeurs
où / et le rapport — sont donnés.
ft
Dans le cas où / = m, n = 1 , ces expressions deviennent
valeurs qui représentent les diverses puissances de /. Il ne faut cependant pas oublier que dans ce cas /^ par exemple, ne représente pas la 2V11M puissance d*une ligne ; /^ représente le produit de la multiplication de Tunité de mesure de / par la (1 — 1)*~ puissance du rapport de / à cette unité. D'après cela /, /*, /•,... sont des quantités du 1" degré et varient avec l'unité choisie pour les mesurer. Pour éviter toute confusion, nous conserverons ici n en évidence, et nous construirons les valeurs écrites dans la série (1).
Pour cela, il suffit de répéter les constructions indiquées (fig. 10) pour la multiplication.
Portons (fig, 21) sur chaque côté d'un angle AOB, à partir de 0 les
Fiff. 2i.
longueurs m et n, et joignons leurs extrémités en croix. Une parallèle à l'une quelconque de ces droites de jonction, que nous appellerons anttparallèles^ déterminera sur les deux côtés de l'angle des segments respectivement proportionnels à m et à n. Si donc nous portons / sur OA à partir de l'origine, une première projection nous donnera sur B la longueur
ÉLÉVATION AUX PUISSANCES
/ — , le nouveau segment projeté sur A parallèlement à l'autre direction n
nous
donnera m — ) » et ainsi de suite.
Toutes les longueurs ainsi formées sur A et B, mesurées depuis Torigine, donnent sur chaque côté une progression géométrique dont la
raison est
Sur A : /, l(-\ , l C^j ,...,
SurB: /-, /(-), /(-),..,
Les antiparallèles forment aussi une progression géométrique dont la
raison est — .
tn Si Ton continuait la progression /, , /, — , dans Tanglc 0. formé par
deux antiparallèles consécutives, on formerait dans une figure G(yD analogue à AOB', sur ces deux antiparallèles les progressions
Dans cette nouvelle ligure, les directions projetantes sont parallèles à OA et OB, et les nouvelles antiparallèles forment la progression géométrique
On voit donc que les segments déterminés sur OA et sur OB par la série des transversales forment ainsi sur ces deux lignes des progressions géométriques, ce que Ton peut d'ailleurs démontrer directement au moyen des triangles semblables dont se compose la figure.
Nous traiterons, dans le chapitre v, le cas où l'exposant est fractionnaire à l'occasion de Textraction des racines. Auparavant nous dirons quelques mots des travaux de trois mathématiciens qui ont essayé de construire, par un procédé graphique et d'après les règles précédentes, dès expressions purement analytiques.
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Nous citerons les trois ouvrages suivants :
1* Sul calcolo grafico deî Polinomt inieri e razionali délia foi^nn ar*' + ar'"-'+... +ç'jr + /. Nota deir Ingegnere E. Stamm (Rendi conti de! Reale Instituto Lombardo. Milano, 1864.)
2* Grundzûge einer graphischen Ariihmetkik von D' Egger. Schaffouse,
3* Das graphische Rechnen, Promotions-Dissertation von Eug. Jâger. Spire, 1867.
Dans ces trois ouvrages, les constructions de polynômes algébriques ne diffèrent pas essentiellement. Les recherches de Stamm sont les plus anciennes; celles d'Egger sont de beaucoup les plus générales, et le livre de Jâger s'appuie sur des constructions plus connues.
Nous allons construire, au moyen de la méthode d'Egger, le polynôme
.y = «,«, .•• ^/>. + *i«t ••• «t-i/vi + ••• + «is;^t + «i/^i +/>o
m oh Pi représente des longueurs et « le rapport toujours positif - de deux
lignes m et n.
Notre construction ne diffère de celle du D' Egger qu'en ce que nous nous sommes servis de la méthode du sinus indiquée n* 2, p. 10, tandis que M. Egger s'est servi de la tangente, parce qu'il est parti dans ses recherches de l'équation d'une droite y=:ax -|- 6 où le rapport tangentiel est en évidence.
Écrivons le polynôme de la manière suivante :
y = \ {[(^iPi + Pi-x)^i^x + ;^<-i]«.-f + • • • +Pi)^t + />! } «I + />o
et remplaçons successivement les quantités entre parenthèses par ^,_,, y,_„ de manière que :
Le problème est ramené à construire les différents y.
Prenons {fig. 22) deux axes Ox, Oy, et menons parTorigine 0, des droites faisant avec Ox des angles dont les sinus soient a, , a,_j , «,_, , etc. Pour traiter la question d'une manière générale, nous avons supposé a<.j plus grand que 1 et nous en avons retranché l'unité pour avoir un sinus réel, c'est-à-dire <1; au lieu de. porter «..^ , nous avons donc porté «,_, — 1. Si ce dernier résultat avait encore été plus grand que 1 , nous aurions retranché 2, 3, etc., jusqu'à ce que nous ayons obtenu un sinus réel.
KLEVATIOX Al'X PUISSANCES.
Fig. iî.
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Cela fait, portons les différents p comme ordonnées sur l'axe des y,
les positifs vers le bas et les négatifs vers le haut, et menons par leurs extrémités des parallèles à Taxe des X. Si nous portons maintenant, au moyen du compas, Pf sur «, à partir de Torigine, Tordonnée du point ainsi obtenu sera f/^ a,; et la distance verticale entre ce point et Thorizontale de />,., sera y,,, =/>,a,. +/>,.,.
Cette longueur y,_, se mesure sans qu'il soit nécessaire de tracer aucune autre ligne. On la porte une première fois sur «,_, ; puis, à partir du point ainsi obtenu sur a^_^ , on la porte, une deuxième fois, sur l'ordonnée de ce point, vers le haut puisque a^, est > 1). La distance entre ce point et Thorizontale de —pi-i est égale à — y,_,. Dans la ûgure, y<., est négatif; il faut donc, pour continuer la construction, la. porter sur «,_, dans le sens négatif, c'est-à-dire vers la gauche. On mesure de nouveau l'ordonnée comprise entre son extrémité et l'horizontale de />,_3, on la porte sur a,_^, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait trouvé la valeur de y.
Lorsque tous les rapports a ont la même valeur, le polynôme devient
Il suffit, dans ce cas, de construire un seul «; la construction reste la même que la précédente.
Si s est inconnu et s'il doit être déterminé par la condition que y = 0, notre construction nous permet de résoudre, d'une manière analogue à celle fournie par la méthode des essais, l'équation
On ne peut toutefois obtenir directement que les racines comprises
entre — 1 et -f-1 ; pour obtenir les autres, il faudrait changer dans l'équa-
tionar en ~, et recommencer les opérations pour cette nouvelle équa-
tien.
Exemple. Soit, par exemple, à résoudre l'équation :
L*équation n*a pas de racines comprises entre +1 et — 1 . Nous chan-
gérons donc a: en —^ et nous aurons une nouvelle équation
dont les y, ont été construits (fig, 23) pour différents x à Téchelle de 1 = 0",003 = 1 ligne suisse.
Si nous portons successivement la longueur 23 sur des rayons correspondant à diflérents x, le lieu de son extrémité sera le cercle pointillé concentrique à Torigine, et y, = 23a: — i sera égal à la hauteur de Tune quelconque de ces extrémités au-dessous de Thorizontale — 1.
En portant ces longueurs y, à partir de 0 sur les rayons qui leur correspondent, on obtiendra comme lieu des extrémités des y,, la ligne semi-pointillée.
Les grandeurs y^ = 23a?' — x — 6 sont, de môme que précédemment, égales aux hauteurs des extrémités de y, au-dessus de Thorizontale — 6.
Portant enfin ces y,, à partir de 0, sur leurs rayons respectifs, on obtient, comme lieu de leurs extrémités, la courbe figurée par un trait plein, et les grandeurs y = 23x' — x — 6-j-l sont égales aux hauteurs des diff'érents points de cette courbe au-dessus de l'horizontale -f- \ .
L'intersection de cette courbe avec l'horizontale -f-l détermine les
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rayons correspondant aux trois racines. Gomme les racines de Téquation proposée sont inverses des x ainsi obtenus, on peut les mesurer directement sur la figure en prenant la distance de Torigine 0 aux horizontales +1 et — 1 sur les rayons correspondants. L*échelie de la figure étant trop petite, on a mesuré ces lignes sur les horizontales db ^^jôt = * centimètre et inscrites sur les directions correspondantes.
On Toit qu'en faisant le dessin à une échelle convenable, on peut arriver à une assez grande approximation. Cette méthode graphique a le grand avantage de faire voir clairement les variations de y.
Les deux intersections de la courbe avec les horizontales supérieures et inférieures se confondraient si le dernier terme de l'équation, au lieu d'être égale à -j-^i était égal à l'ordonnée du point A. L'équation aurait alors une racine double. Si le dernier terme était plus grand, il y aurait deux racines imaginaires. On voit aussi par la construction que les tangentes au point double 0 de la courbe des y passent par l'intersection de la courbe y^ avec l'horizontale — 6, et que y^y^ et y, ont des maximums faciles à déterminer.
En construisant toutes les courbes pour des rayons formant avec l'axe horizontal un angle plus petit que 180^, on obtiendra toutes les valeurs
de - comprises entre -]-l et — 1. En prenant des angles plus grands
que i80*, les constructions se répètent. Si donc l'équation a des racines les unes plus petites, les autres plus grandes que l'unité, il sera bon de faire l'épure pour les premières d'un côté de l'axe des x, et de l'autre pour les secondes. Les mômes horizontales servent dans les deux constructions, mais en ordre inverse.
Notre but n'est pas de traiter plus complètement, par les procédés graphiques^ la théorie des équations, mais il est certain qu'elle gagnerait en clarté si les grandeurs étaient représentées par des lignes au lieu de l'être par des nombres abstraits.
POLYGONES DE SOMliATION OU POLYGONES FUNICULAIRES
On est souvent conduit, notamment dans la statique, à multiplier Don seulement des lignes isolées (comme dans le chapitre précédent), mais toute une série de lignes par divers rapports qui sont quelquefois à construire eux-mêmes ; et, de plus, on est amené à sommer ces rapports ainsi que les produits formés. Lorsque la sommation de ces produits se Tait de manière que les triangles qui servent à former les produits se ^accèdent d'une manière continue, on obtient des polygones de somma-
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tion, aussi appelés polygones fnnienlaires à cause de leurs propriétés statiques. Ces polygones sont d'une très grande importance en statique graphique. Soit, par exenople, à former Texpression
dans laquelle les x, représentent des abscisses mesurées à partir d'un môme point dans une direction déterminée, les aP,, des charges isolées agissant verticalement, et les H, des coefficients de réduction arbitraires ou des efforts horizoulaux. Nous supposerons, pour le moment, que aP^ et H, sont donnés par des longueurs.
Portons sur «ne verticale, pg, 25, tous les aP à la suite des uns des autres, en tenant compte de leurs signes, de manière qu'on puisse mesurer sur cette ligne la somme d'un nombre quelconque de forces
sucessives, et la somme de toutes les forces P= ^aP,.
Par l'origine de aP^ menons une droile ayant un coefficient angulaire quelconque t^,.
Par le point i de cette droite dont l'abscisse est égal à H, et par l'extrémilé de aP^ , menons une droite que nous prolongerons jusqu'au point 2 qui îi pour abscisse 11,. La dislance verticale du pied de H, il l'origine de AP^ est H, toi; paï' suite, la distance de ce môme pied à l'extrémité de aP^ est H,xoi — AP, ; mais comme celte dislance est aussi égale à H,Xj,, il en résulte que le coefficient angulaire du deuxième rayon est déterminé par la relation
AP
fi, = toi —-g-.
Par l'extrémité de aP, et par le point 2, menons un troisième rayon ju^qu au point 3 dont la distance à la ligne P est égale à H^. En opérant cjmme précédemment, on obtiendra le coefficieul angulaire de ce troisième rayim par la relation
aP, aP, \\\
'^fS = '^lJ"~""^^^ = ''*Ol —
En continuant de la même manière on obtient le polygone des t dans lequel lo coefficient angulaire d'un quelconque des côtés e^t donné par > la relation
aP.
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On voit que le coefficient angulaire x^i pris arbitrairement, joue par rapport à > — -^ le rôle d'une constante d'intégration.
Fig. a:
Fig. îi.
Fig. 26.
Si nous menons par un point 0 (fig. 26) des parallèles aux divers côtés 1, 2, 3... de la fig, 25, ces parallèles détermineront sur la verticale dont la distance au point 0 est égale à Tunité les rapports
et ces rapports se trouveront sommés, sur la verticale que nous appelle^ rrjns la ligne des t, dans Tordre même suivant lequel les AP ont été portés >ar la verticale de la fig. 25.
En faisant varier la direction du premier c6té, en remplaçant pa exemple x^, par t ^^ (voir le tracé ponctué de la fig, 25), toute la figure s modifie ; mais par suite de la construction même, la ponctuelle P rest invariable, et tous les points extérieurs à P se déplacent sur des vertî cales. Les deux figures ont alors la ponctuelle P commune, ainsi que îe faisceaux des verticales; elles sont donc en affinité. Il résulte de la géo métrie de position, ainsi que de la construction elle-même, que, dan de pareils systèmes, les ponctuelles correspondantes, situées sur un même verticale, sont congruentes, car les rayons qui se coupent a point 4, par exemple, déterminent sur toutes les verticales des segment de même grandeur que ceux qui se coupent en 4', parce que 4 et 4' soi à la même distance de P; comme on peut répéter ce raisonnement pou deux rayons quelconques, la proposition que nous venons d'énoncer e découle. Il faut du reste qu*il en soit ainsi, car ces segments s'exprimer
par le rapport — -'- et par la position des verticales, et qu'ils sont com
plètement indépendants de t^,.
Tout ce qui vient d'être dit de la fig, 25 s'applique à la fig. 26, où 1 point 0 se déplace en 0'.
Revenons maintenant à la construction de l'expression
aP,
jL^^'W'
Portons sur l'axe des x les diverses abscisses par lesquelles il faut niull
plier les rapports — -* que nous venons de construire, en tenant compi
de leurs signes [fig, 24). Menons par les extrémités de chacune de c< abscisses des verticales, et partant d'un point quelconque^ relions c< verticales par des lignes menées parallèlement aux t des fig, 25 et 2( Nous mènerons par exemple entre 0 et 1 une parallèle à x^p entre 1 el une parallèle à t,,, et ainsi de suite. Les côtés du polygone ainsi formé, prolongés jusqu'à la verticale d
x^^ interceptent sur cette verticale les produits cherchés (x„ — x^ — !
car pour aP^ et x,, par exemple, on a, à cause de la similitude d(
aP figures, 1, x^—x^, [x^—x^] —^ dans la fig, 24, et 1, H,, AP^ dans 1
^n — ^i ^ [x^'-x,]\?,:YL, H, AP,
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Gomme cette relation est applicable à tous les autres AP^, on en con-
dut que les produits cherchés (x^ — x,) — - se trouvent sur les x^, avec
leurs signes et dans Tordre dans lequel les aP ont été portés les uns à la suite des autres dans la fig, 25. On peut donc déterminer sur la ligne x^ la somme d'un nombre quelconque des produits
Supposons c|ue les a:,, et par suite la position relative des aP, restent invariables, et par contre que les x^ varient, rien ne change dans le polygone de la fig. 24; seule la verticale x^ change de position. Si nous remplaçons, pour exprimer cette relation, en général x par j?^, on peut dire :
Deux rayons du polygone de sommation de la fig, 24 considéré comme faisceau interceptent sur les verticales x les sommes
AP
des AP. compris entre ces rayons.
Ce résultat ne changerait pas si l'on menait les côtés du polygone fig. 24) parallèlement aux côtés pointillés des fig, 25 et 26. Les sommes partielles dont il a été parlé ci-dessus sont en effet indépendantes de la valeur du x^^ choisi arbitrairement. En général, tout ce que nous avons dit des polygones des fig, 25 et 26 est encore applicable aux deux polygones de la fig, 24. Ils sont en affinité, et les segments qui se correspondent sur les verticales sont congruents. Cette propriété nous piermet de faire passer le polygone funiculaire par deux points déterminés. Supposons, par exemple, que le premier côté 01 doive passer par le point JT^^ et le dernier 67 par le point x^^. On construit le polygone en commençant au point a?^o» et prenant une première direction t^, quelconque. Si le dernier côté 67 ne passe pas par le point x^^,, il suffit de reculer tout le système de points obtenu sur la verticale x^, de manière que.le point qui suit 6 se place sur le point x^y^. Dans la fig. 24, on a indiqué ce déplacement sur la droite de la verticale x^. Gela fait, le premier côté 01 du polygone cherché passe par le point x^y^ et le point Oi de la verticale x^\ le second côté 12 passe par Tintersection de 01 avec x, et par le point 12 sur x,^, et ainsi de suite jusqu'au dernier côté.
On peut aussi, au lieu de la verticale ar„, se servir de la première verticale jc^. et la construction devient beaucoup plus simple. Le système de points sur x^ ne change pas de position et les côtés homologues des deux
polygones devront, par suite, se couper sur cette verticale. Le demie côté 67 est donc donné par le point x^^ et le point 67, que détermini sur^o le côté 67 du premier polygone. Les autres côtés se construisen de la même manière en rebroussant chemin. Dans la figure, la construc tion n'est indiquée, à cause du manque de place, que pour les côté 1,2,3,4.
Cherchons maintenant une expression algébrique qui nous donne h valeur d'une ordonnée y^. Nous désignerons la différence de deux coor données successives par ^i,i^\ et Ay,,,^.!. Nous leur mettons deux in dices, car il n'est pas possible de désigner d*une manière générale de: coordonnées successives par des indices consécutifs. La différence sen positive lorsque l'ordonnée du deuxième indice sera la plus grande.
On aura [fig, 24)
^yu «+i = '^», i-\-\^^u '-fil et par suite
yn = yo+ ^'^n.n-^i ^n,«+l = ^0+2 (''oi — 2 If) ^'''-^' '
OU
= yo + (^n — ^oKi — 2 ^'''+» 2 h"
On peut obtenir une autre expression de y„ en remarquant que l'ordonnée de l'intersection du premier côté avec la verticale x\ est y© + ^n'^oi» ®^ Q^® ^^ segment total intercepté par les côtés du polygone
P< V^ ,_ _ V AP
AP
On peut démontrer, en développant ^^i^i^i Zj-tt^ ^^® ^® second
membre n'est qu'une sommation partielle du premier. On a en effet, en remarquant que Ax,„+, = x,^., —x.
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« I] H," ~ ^'^' ^»^ ( lïf + h;) '
"-'2Tr=i'--.-.>CTlf+-1if)-
Ajoutant membre à membre toutes ces relations, il vient :
Nous avons déjà fait remarquer que les produits ont été formés en tenant compte des signes des facteurs, ce qui est évident d'après la construction . Toutefois nous avons cru devoir le confirmer par une application pi. III,; toutes lés combinaisons de signes des trois facteurs x^ — x,, iP^
el — y sont étudiées, et le signe de l'accroissement de la somme des
produits y dépend du signe des facteurs élémentaires (pi^ou ajoute. On a Mipposé que le sens positif de l'axe de x était de gauche à droite, celui des verticales aP de haut en bas, et enfin, pour déterminer le signe des H, on a considéré ces grandeurs c'omme bras de leviers h l'extrémité desquels agissent des forces AP; si un AP positif tourne autour de l'origine de H dans le sens positif, c'est-à-dire dans le sens des aiguilles d'une montre, H est supposé positif; il est négatif dans le cas contraire. Un ^^ — X, positif se trouvera par rapport à x^ du même côté qu'une tension H, positive par rapport à P,; dans ce cas le signe du produit est celui de la rotation du AP correspondant autour de H; si x^^ — x, est négatif, le signe sera contraire de celui de la rotation. On voit immédiatement sur le polygone de sommation des AP que le signe de la rotation concorde
AP
avec celui de — .
Nous pouvons ajouter, comme autre conséquence de cette sommation
algébrique, que le résultat de ces constructions est indépendant de
Tordre dans lequel on a sommé les produits. 11 est évident que les seg-
ments sur les verticales des aP et des produits no peuvent pas varier : les mêmes segments sont toujours portés les uns à la suite des autres. Les polygones eux-mêmes restent identiques en dehors des aP dont on a changé Tordre. En effet, sur la verticale des t (fig, 26) la somme des At correspondants à ces aP est restée la môme, et les rayons non permutés restent les mômes avant et après la permutation. Les polygones ont donc, avant et après le changement d*ordre, des côtés parallèles qui
AP
doivent passer par les mômes points de la verticale des {x^ — x,) — ^ ,
c'est-à-dire des côtés qui coïncident. Dans la PI. III,, on a permuté AP, et aP,. On peut aussi démontrer géométriquement que les côtés l'2 et 2'3 (PI. III,) doivent coïncider; car si les côtés \^\ 2'!' et 12 sont menés parallèlement aux côtés de môme nom du polygone des aP, et si de plus les côtés verticaux 11', 22' sont parallèles, cinq éléments (côtés ou diagonales) des quadrilatères 11', 22' sont parallèles entre eux; par suite les sixièmes devront Tôtre aussi, c'est-à-dire que 21' sera parallèle à la ligne 23 du premier polygone et se confondra avec elle.
Les fig, 24 et 25 deviennent très compliquées lorsque l'on trace entièrement toutes les lignes du polygone. Il suffit toujours de tracer les côtés du polygone entre les verticales qui leur correspondent et d'indiquer leur intersection avec la ligne des AP ou des produits. Les commençants feront bien de prendre comme modèle la pi. III,. Un côté quelconque, 34 par exemple, de l'un des polygones passe par le point 34 de la verticale, et est parallèle au côté 34 de l'autre polygone.
De môme que nous avons construit la fig. 24 au moyen de la fig, 2a, nous pourrions, en partant de la fig, 24, construire un autre polygone
qui nous donnerait des expressions de la forme 51~^"â — ^ • ""^^U — * • ^^•' et au moyen de ce dernier, d'autres expressions, telles que :
:^u^-iu z^-Zi x^-Xi ^^^^^^^^^
h'i hi H.
Ces constructions se présenteront dans Tétude des moments d'inertie, et en général dans celle de Ions les moments d'ordre supérieur. Pour le moment nous avons voulu nous borner à montrer qu'elles nous donnent le moyen le plus commode d'intégrer graphiquement, et nous les retrouverons plus tard, en nous appuyant sur des considérations purement statiques.
O. EXTRACTION DES RACINES
Extraire une racine, c'est déterminer le rapport — quand / et m ^)
sont donnés. Cette extraction de racines ne peut pas s'opérer directement; il faut qu*on ait recours à des courbes auxiliaires, telles que les deux courbes qui ont été construites PI. I.
Dans la PI. I, nous avons formé, sur les deux côtés OL et OM de l'angle LOM, des puissances successives au moyen d'un système de parallèles et d'antiparallèles formé des dix droites ABGD...KLM. A côté du premier triangle AOB, nous avons porté un second triangle C'OB =COB, à côté de ce dernier, un troisième triangle D'OC = DOC, et ainsi de suite, de telle manière que les parallèles et antiparallèles forment un tracé continu ABC'D'...K'LM, dont le dernier côté LM coïncide avec une des droites de l'angle LOM, quand celui-ci est une division paire de la
circonférence, — par exemple dans le cas actuel.
Dans cette figure, non seulement tous les triangles fondamentaux sont semblables, mais encore les figures formées du groupement de deux^ trois ou n triangles consécutifs le sont aussi, comme étant composés de triangles semblables et semblablement placés.
Les angles LMO, KXO, l'K'O, F'G'O, sont tous égaux de môme que les angles K'MO, l'LO, H'KO, etc., et les angles l'MO = H'LO, etc. En général, sont semblables tous les triangles formés par des rayons partant de 0, et par des cordes sous-tendant le même nombre de côtés du polygone ABC'D'...K'LM, c'est-à-dire déterminant le même angle en 0.
Ces propriétés sont tout à faitindépendantes de l'angle au centre LOM du premier élément triangulaire. Elles subsistent donc encore lorsqu'on suppose cet angle infiniment petit ; la ligne polygonale devient alors une courbe, les cordes qui sous-tendent le même nombre de parties élémentaires deviennent, dans la courbe, celles qui correspondent à des angles au centre égaux ; les triangles formés par des cordes et les rayons correspondantsjsont toujours semblables, et les rayons successifs, formant le même angle entre eux, déterminent une progression géométrique.
Les longueurs de ces rayons sont dans le rapport - . Par suite, pour défi
terminer, dans le cas qui nous occupe, — , quand / et /( - J sont donnés.
il suffit de déterminer les rayons de longueur / et m — 1 et de partager
l'angle qu'ils comprennent en k parties. Les deux côtés de Tangie ainsi
formé sont dans le rapport - .
De la similitude des triangles élémentaires^ on déduit aussi que leurs troisièmes côtés forment avec les deux autres côtés des angles égaux; pour des angles au centre, infiniment petits, le troisième côté devient la tangente, d*où il résulte que toutes les tangentes forment des angles égaux avec le rayon vecteur mené par leur point de tangence. Par suite, la courbe est une spirale logarithmique.
Cette spirale logarithmique se construit facilement et exactement au moyen de sa développée et d'un certain nombre d'arcs de cercles osculateurs.
La développée F"G"H" est en elTet une spirale logarithmique de même progression. Gomme toutes les parties de la courbe F'G'H' sont semblables entre elles, il en est nécessairement de même des triangles F'OF", G'OG", H'OH'' qui sont déterminés par le point 0, l'un des trois points F'G'H' et les «entres des cercles osculateurs correspondant F"G"H''. Les rayons vecteurs 0(F"G"H") se comportent par suite comme les rayons vecteurs O(F'G'H') et forment les mêmes angles entre eux; F"G"H" est donc la même spirale que F'G'H'; elle est simplement déplacée.
Deux points quelconques F G' de la spirale logarithmique, le centre 0 et les deux points de rencontre N et N' des tangentes et des normales correspondantes se trouvent sur le môme cercle.
En effet, les angles NG'N' et NF N' sont supplémentaires, car ils sont droits tous deux; de même, les angles OG'N et OF'N sont aussi supplémentaires, car les tangentes F N et NG' coupent les rayons vecteurs OG et OF' sous le môme angle. Par suite, les deux quadrilatères N'F'NG et OFNG' sont inscriptibles et le cercle circonscrit étant, dans les deux cas, déterminé par les trois sonmicts communs F'NG', passera aussi par N' et 0. NN' est un diamètre de ce cercle, parce que les angles en F' et G' sont droits, l'angle NON' est donc aussi droit. Cette propriété subsiste encore lorsque G' se rapproche indéfiniment de F' et que ces deux points coïncident finalenent. N' vient alors se confondre avec F' et G', et N devient le centre de courbure en F' comme étant l'intersection de deux normales infiniment voisines. On en conclut que, dans la spirale logarithmique, chaque rayon de courbure FF" et G'G" est projeté du centre 0 sous un angle droit.
Cela posé, il est facile de construii'e la développée quand on conuiiit l'angle sous lequel les rayons vecteurs sont coupés par la spirale. L'angle
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que lu normale FF" forme avec lu rayon vecteur en est le <'nmplémenl el F" se détermine en menant OF' perpendicnlairc ù OF' et prenant son intersection avec FF".
Supposons qu'oatre le centre 0 on donne les points A et G fort éloignés l'un de l'autre [fig. 21} et qui doivent être raccordés par une même spirale.
Ci rcons<' rivons un cercle au triangle OAC. Ce cerrle contiendra, d'après <*« qui a été dit plus haut, les points N et N' de rencontre des tangentes et des normales en A el en C.
D'un point M de Iti circonférence également distant de A et 0, décrivons un deuxième cercle ponctué passant par A cl C. Ce deuxième cercle t'oupe la spirale encore une fois en un point B situé sur la bissectrice OL lie l'angle GOA.
Menons, en elTet, les perpendiculaires MQ el MP sur OA el OC et désignons para. A, c,'»),;i, y, les longueurs dos jayons 0(A,B, C, M,P, 0). Nous aurons d'abord p = 9. car tJM est liissecteur du supplément de OAB [le plus, les angles OAM, (ICM sont égaux, aiuai que tes longueurs AM el li.M ; par suite, les triangles .AMI*, (JCM le seront aussi, el nous aurons
donc
Dans le triangle UAM nous avons :
AM =CM = va' + m' + 2a/< = <Jin' + ac
:n leiianl compte de (1).
MB, dans le triangle rectangle MOB,
pour valeur \/ni*+ é* et est
30 bU CALCUL GRAPHIQUE.
égal à AM et CM comme rayon du cercle ; par suite :
)jm^ 4- ac = v^m* + A* ou A* = ac.
Le rayon OB étant moyenne proportionnelle entre OG et OA dont il divise Tangle en deux parties égales, le point B fait partie de la spirale. Au moyen de M, nous obtiendrons facilement les centres 2' et 6' des arcs de cercle AB et BG qui coupent encore la spirale sur les bissectrices 02 et 06. Ges centres se trouvent sur les perpendiculaires menées de M aux cordes AB et BG, et sur les rayons 02', 06', on trouvera les points 1 , 3\ 5\ 1' correspondants aux subdivisions. En continuant ainsi jusqu*à ce que ces subdivisions soient assez petites, nous pourrons décrire la spirale au moyen des arcs de cercle tels que AB qui se rapprochent du cercle osculateur à mesure que Ton augmente le nombre des subdivisions.
Les arcs de cercle décrits avec 2', 6' comme centres, se confondent déjà à peu près avec la spirale. Les points i , 3'> 5', 7' sont complètement situés sur la développée. Les rayons extrêmes Al', G7' se coupent, comme cela doit être, en N sur le cercle OAG et de même les tangentes en A et en G se coupent sur le même cercle en N' diamétralement opposé à N. Si Ton prolongeait la spirale du côté du centre 0, elle couperait encore le cercle OAG en un nombre infini de points réels (deux fois par chaque rotation autour du centre) ; toutes les tangentes aux points d'intersection passeraient par N', toutes les normales par N.
Enfin, si par di>ux de ces points d'intersection Ton mène un cercle dont le centre soit situé sur le cercle OAG, ce nouveau cercle coupera une fois la spirale entre les deux points, sur le rayon bissecteur de Tangle au centre entre ces deux points. Deux de ces cercles sont représentés dans la fig. 27. A part les trois points d'intersection considérés, ils n'ont aucun autre point réel commun avec la spirale. Ge cercle devient osculateur lorsque les trois points se confondent.
Si au lieu de donner deux points A et G assez éloignés , on donnait (PI. I) deux points P'G' assez rapprochés pour que la spirale puisse être remplacée dans l'intenalle par un arc de cercle, on déterminerait le centre N' de cet arc en remarquant quil doit se trouver à l'extrémité du diamètre du cercle G'F'O perpendiculaire à la corde F'G'. En déterminant de cette manière le centre d'un élément suivant G'H', c'est-à-dire en traçant un cercle H'G'O et déterminant son intersection P' avec le diamètre perpendiculaire à la corde H'G', les points PNG' seront en ligne droite (dans le cas où les portions de courbe F'G , G'H' pourront être remplacées par des portions d'arc de cercle). Si donc on détermine exactement un centre de courbure N', le suivant P' et tous les autres
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peuvent facilement être déterminés en formant un triangle G'OP semblable à F'ON' et ainsi de suite.
Un moyen plus simple encore consiste à calculer Tangle a sous lequel la spirale coupe les rayons vecteurs. L'équation de la spirale logarithmique esl :
e — e' = tgaîgn. "
d, 0', M, u représentant deux azimuts avec les rayons vecteurs qui leur correspondent. Ces 4 quantités étant données, on peut calculer tg a qui est aussi le rapport constant des longueurs de 2 rayons perpendiculaires Tun à Tautre qui projettent, comme nous Tavons vu plus haut, le rayon de courbure d'un point quelconque de la courbe, et ce rapport suffit pour construire la spirale d'après la méthode indiquée. Posons dans cette équation,
el
Dous obtiendrons une spirale telle qu'en faisant tourner les rayons de
trois angles droits ils augmentent dans la même proportion que ceux
qui projettent les rayons de courbure, c'est-à-dire que les centres de
courôwe de la spirale construite avec cette valeur de tg a se trouvent
sur la spirale elle-même qui par suite est sa propre développée, PL I,.
Dès qu'une portion de cette courbe est construite dans un angle de
—- , il suffit, pour l'achever, de placer le centre des arcs sur la courbe
elle-même. Les normales et les rayons de courbure UT, TS et SO sont
en môme temps les tangentes.
De l'équation
^ 7C = tg a Ig n. tg a
un tire par des essais successifs, l'angle sous lequel la courbe coupe les rayons vecteurs, c'est-à-dire le rapport des rayons vecteurs.
HU SO TO . .».,...„o.
ttra= — = — = — etc. = 3,6441734.
OS OT OU
I^ courbe est construite d'une manière très simple au moyen de ce
3i5 379 373 , rapport (ou des rapports—-, —, —, valeurs approchées commo-
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des pour les échelles ordinaires sur lesquelles on peut lire trois chiffres) ; on peut, de plus, calculer un rayon vecteur quelconque, au moyen de la formule :
Ig ~ = 0,000034660603 8' =0,0020799962 e%
où e et e* représentent en minutes et en degrés Tangle que les rayons r et c forment entre eux. L'angle a lui-même est égal à 74* 39' 18" 53.
Ces deux spirales (PI. i) peuvent complètement tenir lieu de logarithmes et servent encore à multiplier ou élever aux puissances des rapports linéaires : Tangle que forment deux rayons quelconques est le logarithme de leurs rapports. Nous montrerons plus loin, par un exemple, Tusage de ces spirales.
Comme les longueurs des rayons ne peuvent être comparées directement avec les angles qu'ils forment entre eux, il est indifférent de choisir une progression quelconque pour la spirale. Pour construire la planche l, nous l'avons choisie de manière que le rayon vecteur décuple en un tour complet. Nous avons donc partagé en 20 parties la circonférence du (!ercle qui sert à mesurer les angles, et nous avons désigné ces parties par 0 5, 10,.... 90, 95, 100, de manière que la notation corresponde au système décimal. Tous les rayons vecteui*s dont le rapport est 10, 100, 1000, etc., se trouvent sur la même direction. Remarquons que cette disposition n'a aucun avantage en statique graphique, car on ne se sert que de rapports linéaires, et non de rapports numériques. La spirale qui coïncide avec sa propre développée et qui se construit, par suite, plus exactement, doit donc ôtre préférée. La circonférence qui sert à mesurer les angles est partagée en 24 parties. Il faut naturellement, pour que la construction soit bien précise, que les arcs de ce cercle ne soient pas trop éloignés, ou différents des arcs correspondants de la spirale; on a donc, dès (jue la spirale s'est trop écartée du centre, tracé un 2* cercle plus grand que le premier que Ton a partagé de la même manière.
ExEMPLK. On donne les 3 hauteurs d'un parallélipipède ubr, trouver le côté du cube équivalent.
1" Il faut trouver
.r = y/ abc ou
où / représente l'unité, c'est-à-dire la longueur du rayon de Taxe polaire. On détermine sur la spirale les rayons de longueur ûf, b, c, Pi. l„ on
ajoute les trois angles al: ht; cl, en tenant compte de leurs signes, et
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X sera le rayon vecteur qui formera avec / un angle égal au | de Tangle total.
2* On peut simplifier la construction en posant :
Si a est la plus grande ou la plus petite des 2 hauteurs, ba^ ca sont de même signe et s*ajoutent, et le résultat est partagé en trois parties. Si a est ta longueur moyenne, comme nous Tavons supposé PI. I, ,
6a, ca sont de signes contraires, et se retranchent.
Si l'on opère de manière que la différence aA soit mesurée à partir du rayon a dans le plus grand angle, et que Ton partage en trois parties
égales Tangle aA, la longueur du premier rayon de division à partir de a nous donnera Finconnue x.
On a très souvent à construire l'expression :
La question pourrait être résolue au moyen de la spirale en mettant
lexpression sous la forme - = 1/ — , mais dans tous les cas, il est plus
simple de se servir du cercle pour déterminer la moyenne proportionnelle.
Fip. 2«.
fl i>- f—y^
Il y a pour cela différentes constructions représentées fig. 28 et qui
reposent sur les principes suivants :
a) La tangente est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure.
b) Toute corde est moyennç proportionnelle entre le diamètre passant par une de ses extrémités et sa projection sur ce diamètre.
c) La perpendiculaire abaissée d*un point quelconque d'une circonférence sur un diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments qu'elle détermine sur ce diamètre.
d) Les [deux cordes déterminées par deux arcs de cercle de même diamètre et terminées d'un côté par le point d'intersection commun, de l'autre par la ligne des centres, sont moyennes proportionnelles entre leurs rayons et le segment coupé par 2 arcs sur la ligne des centres.
Les propositions a, b, e, sont démontrées dans tous les traités de géométrie, et l'on voit que b eid sont identiques , car le segment dans d est le double de la projection de la corde dans &, par contre le diamètre en d n'est que la moitié du diamètre en b.
ADDITION ET SOUSTRACTION AU MOYEN DE RÈGLES A CALCUL
La représentation graphique des logarithmes est, dans la pratique, d une très grande utilité. On peut représenter graphiquement les logarithmes de différentes manières, et notamment au moyen de la règle à calcul.
Les opérations qui se rattachent à cette représentation ne sont pas de nature essentiellement graphique , comme le calcul par le trait et ta statique graphique, parce que les quantités algébriques sont représentées graphiquement pour fournir des résultats algébriques, tandis que dans la statique graphique on opère graphiquement sur des données graphiques pour obtenir des résultats graphiques. Nous croyons, néanmoins, devoir indiquer ces méthodes, parce que toutes les brochures écrites sur les règles à calcul ne parlent pas des logarithmes, qui sont la base de leur théorie, et ne donnent par suite que des règles pratiques pour les ouvriers. Gomme il est impossible de se servir avantageusement de la règle à calcul, si Ton ne connaît pas la théorie des logarithmes, cet instrument n'a pas trouvé Taccueil qu'il méritait auprès des ingénieurs instruits. Nous espérons, en démontrant ses propriétés, en répandre Tusage à l'École polytechnique de Zurich.
La manière d'ajouter ou de retrancher des nombres au moyen de la règle à calcul (*), se démontre très facilement sur des échelles mobiles.
Supposons deux réglettes divisées et graduées de la même manière,
(*) n 8*agit, bien entendu ici, d*ime règle à calcul spéciale pour Taddition et la aoutnetion, et non de la règle à calenl ordinaire.
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et faisons glisser Tune d'elles au-dessous de Tautre {fig. 2^ ; il est évident que la différence entre les numéros de deux traits placés en regard Tun de l'autre sera constante pour une même position
Wg. M.
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relative des réglettes ; dans la figi 29, cette différence est de 7. Représentons par a, &, f..., les numéros des divisions de la réglette supérieure^ et par a,,i,,e,..., ceux de la réglette inférieure; on aura, en remarquant que ces numéros peuvent aussi désigner les longueurs 0) ABC et 0,) AjB.Cj :
Si Tune de ces quantités, par exemple b^ est considérée comme inconnue, on pourra écrire :
i=a— a, -|-i, Pour bien faire sentir le sens de cette formule, nous montrons {fig. 30)
Fig 30.
: Jb
comment Ton a formé la longueur b au moyen des longueurs a, a,, 6,. Une pareille figure est toujours possible.
De ce que nous venons de dire, il résulte que :
On peut^ en faisant glisser Fune contre Vautre deux réglettes de même graduation^ retrancher un nombre d'un autre^ et ajouter un 3« nombre à leur différence. Les réglettes conservent la même position tant que les deux premiers nombres restent les mêmes. Toutes les valeurs des sommes cherchées qui dépendent alors du dernier terme b,, se liront sur la réglette supérieure en regard de b,. En égalant à 0 l'une de ces quantités on peut ajouter ou retrancher deux nombres quelconques.
Fig. 81.
On peut aussi retourner l'une des réglettes, et faire correspondre des graduations allant en sens contraire {fig. 31) ; dans ce cas, la somme de
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deux numéros placés verticalement en regard Tun de Tautre' est constante, et Ton obtient les résultats suivants :
La formation de b s'explique au moyen de la fig. 32, et Ton en déduit les propositions suivantes :
On peui^ en faisant glisser Vune contre tautre des réglettes dont la grar duation est inverse^ retrancher un nombre de la somme de deux autres. Les réglettes conservent la même position relative tant que la somme des 2 premers nombres reste la même. Toutes les valeurs correspondantes au résultai final se lisent sur la réglette supérieure en regard de b, . En égalant à o Fune de ces quantités, F opération revient à ajouter ou retrancher deux nombres quelconques.
On peut aussi se servir de réglettes dont Tune ait des divisions deux, trois, ... fois plus grandes que Tautre. Dans la fig. 33, Téchelle de la
Fig. 33.
3 10 â 15 ^^ Ti, ^^ ^
réglette inférieure est double de celle de la réglette supérieure. Pour comparer les longueurs de la deuxième réglette avec celle de la première, il faut évidemment multiplier les numéros de sa graduation par % avant de les ajouter. Nous aurons donc, en nous servant des indices 1 et 2, pour distinguer les graduations dés deux réglettes z
a,— 2a,—*, — 2*,=rc, — 2c,= ..., d,=a,-2a,+ 2*,,
En retournant lei^ réglettes bout à bout on aura :
*5 = ffî + ï«i— i*i- Les résultats s'énoncent comme précédemment.
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En prenant des réglettes dont les divisions soient dans le rapport — , il faudrait multiplier les numéros de la graduation par m et par n.
RÈGLE A CALCUL ORDINAIRE
Dans les règles à calcul ordinaires, les longueurs (O)Afi..., (0|)A,Bf ..., ne sont plus proportionnelles aux nombres ai..., a^b^...^ mais à leurs logarithmes log a, log i..., log a^, log i,...
On peut construire graphiquement ces logarithmes au moyen des spirales logarithmiques (PI. Ii «t s). On détermine sur Tune de ces deux courbes les points dont les distances au pôle 0 sont i, a, i..., et Ton porte sur la règle des divisions dont les abscisses sont proportionnelles aux angles que forment entre eux les rayons vecteurs de ces points ; les abscisses s'obtiennent en développant les arcs de cercles interceptés par ces rayons sur une circonférence dont le centre se trouve en 0. En changeant le rayon de cette circonférence, on obtiendra différentes longueurs d*échelles. On retrouve les mêmes échelles pour des rayons vecteurs de sV & ^f de i à iO et de 10 à 100. On porte ordinairement sur la règle deux de ces échelles à la suite Tune de Tautre. Nous n*avons indiqué la méthode précédente que pour donner une construction graphique des logarithmes, mais dans la pratique, on se borne à porter comme abscisses, deux fois à la suite les uns des autres, les logarithmes des nombres de 1 à 100, mesurés à une échelle quelconque.
Au système ainsi formé, on joint ordinairement une troisième échelle ayant des divisions doubles des précédentes et sur laquelle on ne porte qu'une seule fois les logarithmes de 1 à 10, comme le montre la fig. 34.
Fig. 84.
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Dans une coulisse pratiquée au milieu de la règle à calcul, on place une réglette mobile. La partie supérieure de la règle, dont nous continuerons à désigner les divisions parai..., contient deux séries de logarithmes. La partie supérieure de la réglette est graduée de la même manière. Nous donnerons à ces dissions Tindice 1, et nous désignerons par suite par a,, b^, c^,.. les longueurs correspondantes à a, i, r... Quand
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la division de la partie inférieure de la réglette est la même que celle de la partie supérieure, nous la désignerons aussi par le même indice, c*estrà-dire par a^ b^^ c,... Si, au contraire, comme dans la fig. 35 (n* 9), les logarithmes sont portés à la partie inférieure à une échelle double, de manière que cette partie ne comprenne qu'une seule série de logarithmes, nous désignerons les divisions par a^, i^, e^... La partie inférieure de la règle, que nous affecterons de Tindice 3, porte toujours des divisions à Téchelle double, et par suite ne renferme qu*une seule série de logarithmes.
En appliquant les règles de Taddition de la fig, 30 à la partie supérieure de la règle et de la réglette, on aura :
log 4 = loga — loga, -flog A,,
Dans la fig.SA, par exemple, on aura
Le théorème énoncé au n* 6, à savoir que la position de la réglette ne change pas tant que la différence a — a^ des deux premiers membres reste la même, peut s'appliquer maintenantaux logarithmes : la position ne change pas, tant que la différence des logarithmes, c'estrà-dire le quotient
des nombres correspondants, reste le même. Ainsi, dans la fig, 34, tous
les nombres dont le quotient est de 7 = 2,25 se correspondent verti-
calement sur la règle et la réglette.
Gomme 0 est le logarithme de 1, on peut, en égalant à 1 Tun des trois nombres précédents, multiplier ou diviser deux nombres quelconques Tun par Tautre.
Nous pouvons résumer tout ce qui précède de la manière suivante :
On peut^ en faisant glisser la réglette mobile (Tune règle à calcul graduée cmmne la réglette^ multiplier le quotient de deux nombres par un troisième nombre quelconque^ par suite aussi multiplier ou diviser un nombre par un autre, La position de la réglette ne change pas quand les deux premiers nombres restent les mêmeSy et par suite tous les nombres dont le quotient est constant se correspondent respectivement sur les deux échelles.
Gomme les divisions correspondent aux mantisses des logarithmes, il faut ajouter séparément les caractéristiques. L'opération se fait ordinairement de tête. Si les mantisses des logarithmes à ajouter sont assez grandes pour que leur somme dépasse Tunité, l'extrémité du système de
lignes de la fig. 30 tombe sur la 2* série de logarithmes de la règle. Il faut donc, dans ce cas, augmenter d'une unité la caractéristique que Ton aurait trouvée sans cette circonstance. Il £aut en retrancher Tunité
lorsque cette extrémité tombe en avant de la 1'* série de logarithmes par
suite de la grandeur exagérée du dénominateur.
Soit, par exemple, à former b=z - 7. La position de la réglette sera
indiquée par le tableau suivant :
Il faut ajouter 1 à la somme des caractéristiques, qui est ici 0, parce que le nombre correspondant 7, qui forme Textrémité du système commençant en 1, tombe à droite de la T* série de logarithmes de la règle. La caractéristique finale est donc 1, et le résultat est 15 1.
Pour former b = -— • 700, on aurait, pour la même position de la
réglette, la caractéristique
et le résultat serait 157 500.
Soit 6= -•3,5 à former; on placera la réglette dans la position indi-
quée par le tableau suivant :
et on prendra comme origine du système de lignes le point I qui forme le commencement de la deuxième série, car on a besoin de la série précédente.
Si Ton retranche, du 2 qui suitl, log 9, on tombe sur la série précédente et, même après Taddition de 3,5, on n'arrive pas à 1. La caractéristique sera 9 , et le résultat de l'opération 0,78.
0,2 Pour former--^ -0,035, la caractéristique serait
et le résultat égal à 0,0000078.
Si la règle à calcul est construite de manière que la réglette puisse être retournée, on peut faire les mêmes opérations que plus haut. Le nouveau système de lignes ne se distingue du précédent qu'en rc qu'on
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ajoute d'abord les deux logarithmes, puis qu*on en retranche le troisième. Dans le dernier exemple, la réglette aurait la position indiquée par le tableau suivant :
Le produit de tous les nombres qui se correspondent sur la règle et la réglette est égal à 7.
On peut donCy en retournant la réglette^ diviser le produit de deux nombres par un troisième et^ par suite^ multiplier ou diviser un nombre quelcvnqtAe par un troisième.
La position de la réglette ne change pas tant que les deux premiers nombres ety par suite, leur produit ne changent pas^ et tous les nombres se correspondant sur la règle et la réglette ont un produit constant.
Comme cas particulier, des nombf*es réciproques se cotrespondent sur la réglette et sur la règle quand la division { de la réglette se trouve au-dessous de la division 1 de la règle.
Nous n*ayons considéré jusqu*ici que la partie supérieure de la règle et de la réglette, considérons maintenant leur partie inférieure. Dans la disposition de la fig. 34, les différences
Iga — lga, = 21ga3 — Iga,
seront constantes.
On voit, au moyen de cette équation, qu'on peut trouver les b dans les rapports :
A — Éi — ii — ^' b^~ b,^ a," a,'
c'est-à-dire faire les opérations suivantes :
b, = ^-ib=^ bl=.^bl ' al a • al »
ou
Nous laissons au lecteur le soin de- traduire ces résultats en langage ordinaire et nous nous contenterons d'indiquer les positions de la réglette dans deux cas particuliers : celui de la recherche de b^ et celui de la recherche de 6,.
Soit à former A, = q2,6 =3. (Le résultat exact est 3,0044, on voit
d ulleurs sur la règle que le 3 est un peu dépassé.)
Lft réglette a la position indiquée par le tableau :
Si au lieu de 9, on avait eu 3', on aurait pu faire toutes les opérations au moyen des échelles inférieures 1 et 3.
Si Textrémité du système de lignes se trouve dans la première série, il suffit d'ajouter les caractéristiques, celle du carré étant naturellement doublée. Si Textrémité dépasse la première série, il faut ajouter i à la caractéristique trouvée. Ainsi pour
La caractéristique est :
La même position de la réglette permet aussi de faire le calcul suivant :
6 (exactement 2,598);
mais il faut remarquer que l'origine du système se trouve à gauche au premier 1 et non plus au point 1. Si la somme des caractéristiques n*est pas égale à 0, il faut naturellement la diviser. Cette somme pouvant être
impaire, il peut arriver que sa moitié soit de la forme n-|--. Dans ce
cas, si Ton considère l'échelle 3 de la règle comme la vraie échelle de
logarithmes, les longueurs \/a, Va, , sfb^ des échelles supérieures devront être considérées comme des demi-logarithmes et par suite la caractéristique 5 représentera la longueur d'une des séries supérieures qu'il faudra ajouter dans ce cas au système de lignes pour lire le résultat.
Par exemple, d,= Kl - . 30=8,22 (exactement 8,216).
La caractéristique est -, c'est-à-dire qu'il faut ajouter au système la
longueur d'une série supérieure, et le résultat se lira en regard du nombre 3 placé sur la deuxième série de la réglette comme l'indique le tableau précédent.
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Si le système ainsi prolongé dépassait 3, il faudrait se servir de la série qui précéderait celles de la réglette, et alors ajouter i à la caractéris-
tique, car ropératiott indiquée revient à former i — - au lieu de -t.
Par exemple b^ = K/ j. 80= 13,42 (exactement 13,416).
On ne peut lire le résultat qu*au moyen de la série placée avant la
réglette, moins la caractéristique =1. (Voir le tableau.)
Gomme Téchelle 3 n*est gravée qu'une fois sur la règle, il n*est pas
toujours possible de lire à la fois tous les résultats ; lorsque, par exem-
g pie, on détermine le rapport - sur les échelles 0 et 1, il est impossible
de lire en même temps sur les échelles 1 et 3 les rapports compris entre
-jV et ^, et entre ^^^ et -.
Dans ce cas, on peut très facilement trouver le résultat au moyen d*un compas : on mesure avec le compas la longueur qui dépasse réchelle et on la porte à partir de Tautre extrémité de cette échelle. On peut aussi, en pren^int avec le compas la longueur d'une des séries supérieures, ou en la marquant sur une bande de papier, reculer d'une série un nombre quelconque, et lire le résultat sur Téchelle inférieure lorsque la réglette n'atteint pas le point voulu. Il est inutile d'expliquer plus longuement ces opérations qui sont évidentes, nous passerons sous silence tous les cas particuliers qui ont tant occupé M. Sella, par exemple ; il suffit de dire qu'avec le compas ou une bande de papier, on peut faire toutes les opérations.
En égalant à l'unité ou entre elles une ou deux des longueurs de la page 41, on voit qu'on peut exécuter les opérations suivantes :
Élever des nombres au carré et au cube ; diviser des nombres^ des carrés^
des cubes^ par des nombres ou des carrés. Extraire des racines carrées de
nombres et de ctUfes, c'est-à-dire former la puissance -; déterminer des
moyennes proportionnelles, enfin diviser ces puissances par une racine
carrée.
Nous laisserons au lecteur le soin de s'exercer dans ces opérations qui sont tontes simples, et nous n'ajouterons plus qu'une remarque sur l'élévation au cube et l'extraction de la racine cubique.
La meilleure méthode, pour exécuter ces opérations, consiste à retourner la réglette. Si l'on met en regard sur la réglette et sur la règle le nombre dont on cherche le cube, l'extrémité de la réglette correspondra sur la règle supérieure au cube cherché. Lorsque le nombre est
supérieur à y/lO = 2,154, Textrémité du système de lignes, qui se compose du logarithme double sur Téchelle 3 et du logarithme simple sur réchellei, tombe dans la première série; la caractéristique est alors trois fois celle du nombre. Lorsque le nombre est compris entre 2,154 et
y 100=4,642, Textrémité du système tombe dans la deuxième série et la caractéristique est égale à trois fois celle du nombre + 1. En prenant des nombres plus grands , l'extrémité du système se trouve dans la deuxième série, et la caractéristique est égale à trois fois celle du nombre + 2.
Les règles pour Textraction de la racine cubique sont inverses de celles que nous venons d'exposer.
On peut extraire les racines cubiques suivantes :
é, = yao, = V aj Oj.
Après avoir retourné la réglette, on met en regard les nombres a dans les échelles correspondantes, puis Ton cherche le nombre qui se correspond à lui-même sur les échelles 3 et 1. L'on cherchera cette correspondance entre 0 et 2,15 quand la caractéristique est entière, entre 2,15 et
4,64 lorsqu'elle est égale à un nombre entier augmenté de ~ ou diminué
de — -, et enfin entre 4,64 et 10 quand elle est formée d*un nombre
entier augmenté de - ou — -.
Soit par exemple à former Positions de la réglette :
On a :
V3,6 = 1,532, car la caractéristique =0, V^ =3,3(019), irf. =i
V'36Ô = 7,12 (7,114), id : „
DE L*USAGE DE LA RÈGLE A CALCL'L ORDINAIRE
U faut remarquer, pour rapplication des dernières décimales, que, lorsque deux mêmes nombres se correspondent sur les échelles 1 et 2, la différence de longueur, pour une même différence sur le nombre, est moitié aussi grande sur l'échelle 1 que sur Téchelle 3. Si donc on lit deux nombres correspondants aux environs du point exact, la différence entre eux et le nombre cherché sera sur 1 deux fois aussi grande que sur 3. On aura par exemple, en faisant coïncider 9 :
On voit que pour avoir 9, il faut de 9,05 retrancher le tiers de sa différence avec 9,1. On pourra donc facilement interpoler.
DE l'usage DE LA RÈGLE A CALCUL ORDINAIRE
La longueur d'une règle à calcul ordinaire est de 0*,26 à 0'',30. Elle est divisée de deux en deux centièmes entre 1 et 2, de 0,05 en 0,05 entre 2 et 5, et enfin de 0,1 en 0,1 entre 5 et 10. Si Ton admet que Ton puisse apprécier avec une certaine exactitude les cinquièmes de divisions, nous aurons comme approximation
entre 1 et 2 id. 2 et 5 irf. 5 et 10
En moyenne, l'approximation sera de rrrr?; l'usage de la règle à calcul
oUU
est donc indiqué pour tous les cas où cette approximation est suffisante : ainsi pour les calculs de sommes d'argent qui ne sont pas trois cents fois plus grandes que la plus petite monnaie ; pour tous les devis approximatifs ; pour les calculs des poutres, car le coefficient de résistance est loin
d'être déterminé avec l-approximation de — r ; pour tous les petits cal*
oUU
culs qui se présentent dans la construction et qui demandent rarement une plus grande exactitude. L'usage de la règle à calcul doit être recommandé dans tous les cas précités, car il épargne du temps et les lectures seules peuvent occasionner des fautes. Pour lire exactement, faisons encore remarquer l'avantage suivant : il est difficile d'interpoler ou de lire
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des nombres lorsqu'il faut apprécier des décimales sur chacone des deux échelles, tandis que cette difficulté n*existe pas lorsque sur Tune des échelles le nombre correspond à une division. On fera donc bien de corriger l'un des nombres, celui qui correspond à une plus petite division, de manière qu'il tombe sur une division exacte dans l'autre échelle. Soit a 4-^ le nombre qui se trouve sur le côté des grands intervalles; l représente la quantité, toujours plus petite que 0,1, à apprécier entre deux divisions, et supposons qu'on doive faire correspondre à a-j-^ un nombre a, qui ne tombe pas non plus exactement sur une division; comme l'on a :
on voit que la position de la réglette ne change pas quand, au lieu de faire correspondre a, et a + ^> on fait correspondre a, — ■ ^ et a. La
correction i>= ' peut se lire directement sur la réglette, car il résuite de l'égalité ^ = — ^qu'elle se trouve du côté de a„ vis-à-vis de
la correction 8 du côté de a.
Exemple. Soit à faire correspondre 312 et 743. Les subdivisions sont plus grandes près de 31 que près de 74. Nous fixerons donc 31 et corrigerons 743. Plaçons provisoirement 74 au-dessous de 31.
vis-à-vis de la correction o = 2 se trouve 4,78 ou 5, en nombre rond. Nous devons donc corriger 743 de 5, et par suite placer 738 au-dessus de 31 ce qui peut se faire très exactement.
On opère inversement pour lire des résultats, vis-à-vis de 31 on lit exactement 738, et l'on ajoute 5.
Lorsque la réglette est renversée, on a :
Dans ce cas, la correction n'est pas aussi facile, car il faut d'abord faire coïncider a, et i puis lire la correction vis-à-vis de a.
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Il en est de môme pour faire coïncider des nombres sur les échelles i et 3. On a, en négligeant les puissances supérieures de 8 :
a,:(a. + 8)« = d.-^:aî et
«. + «:aî = «.:[a.-5^]'.
// fcaU donc faire d^ abord coïncider les nombres sur les échelles 0 et i, comme si a, n^ était pas au carrée puis multiplier ou diviser par 2 la correction^ suwant qu'il faut rappliquer à VécheUe i ou à VécheUe 3.
Cette règle reste la même lorsqu'on retourne la réglette.
Nous allons encore montrer par quelques exemples comment la règle à calcul peut servir à calculer des formules usuelles et combien son emploi peut être avantageux.
D suffit ici de faire remarquer combien elle est utile lorsque, avec rapproximation qu'elle permet, il faut multiplier plusieurs nombres par un même rapport. On forme le rapport sur la règle et tous les produits se trouvent en face des facteurs; cette application se présente dans les devis où plusieurs objets doivent être multipliés par le même prix. Pour des calculs de société, on place la masse totale vis-à-vis de la totalité des frais et, aux différentes parts sociales, correspondent sur la règle les frais partiels.
Pour des réductions d'échelles, on place la base de réduction vis-à-vis de i, et les mesures de mêmes longueurs se trouvent vis-à-vis Tune de Tautre. On peut aussi effectuer directement des réductions composées en opérant de la même manière.
Les Anglais, par exemple, expriment la pression n sur l'unité de surface en livres de 0^,4534 ou en tonnes de i',0156, l'unité de surface étant le pouce carré de 0*,0254 de côté. Quelle est la pression ic^^ en kilog. ou en tonnes par centimètre carré? Nous transformons les livres anglaises «« et le pouce carré en mesure française. Le quotient 0,4534ic. : 2,54* devra donner r kil. par centimètre carré. On fait donc coïncider, dans les échelles i et 3, 0,4534 et 2,54, les unités de pressions se liront en regard dans les échelles 0 et i.
Ath.
Pour des tonnes, on aurait :
On peut, de la même manière, trouver les prix pour des unités de longueur ou des unités de surface différentes.
Pour multiplier le produit de deux nombres ou d'un nombre et d'un carré par un coefficient constant, on fera bien de calculer, une fois pour toutes, la réciproque du coefficient; le calcul pourra alors se faire au moyen d'une seule position de la réglette.
Nous donnons ici un tableau de coefficients réciproques pour te calcul des corps géométriques. Nous avons désigné par d les diamètres, par u le périmètre du cercle, h la hauteur du corps, par s le côté ou longueur de la génératrice qui le décrit.
Surface latérale d'un cylindre.
Surface latérale d'un cône droit.
Surface latérale d'un tronc de ^4-^/i cône droit ) 2
T.dh
Surface d'un cercle
Surface d'une zone sphérique.
Volume d'un cylindre droit cir-| , -, culaire *
Volume d'un cône droit circu laire
Volume d'une sphère.
Uh
\uh
Hti + ttj)*
uh
Ar.
Ï2Îc
ex*
Alt = 12,57 12Tt = 37,70 erc' = 59,22
Si les cercles sont remplacés par des polygones réguliers, donnés
par leur périmètre et les diamètres di et d^ des cercles inscrits et
circonscrits, on aura 'ïr,= -7 et ir^=-7-. La longueur du polygone est
11* Nous donnons ici les valeurs de it,, ir^, 47t, et les réciproques de —
4tc,
et de -r ic<.
S'il faut calculer les poids des corps au lieu de leurs volumes, on fera bien de combiner avec les coefficients déjà calculés, les réciproques des
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Triangle.
Carré
Pentagone
Hexagone
Heptagone
Oetogone.
Polygone k 9 côtés. . • . .
— 10 côtés
— ii côtés
^ iS côtés
— 13 côtés
^ 14 côtés
^ 15 côtés. . . . .
— 16 côtés
TZi
4it,
poids spécifiques, de manière à trouver le poids cherché en ne donnant qo*ODe seule position à la réglette. Dans sa Bègle logarithmique, Paris, 4845, M. J.-F. Artur a calculé, pour différents métaux, les coefficients suivants :
Le poids spécifique Y*^
Sa réciproque pour le calcul des prismes dont on connatt la
section et la hauteur Y = '"'
T Pour le calcul de cylindres dont on connatt la hauteur et le
carré du diamètre irity'
Pour le calcul du cylindre dont on connatt la hauteur et le
carré du périmètre 4it : icy
De sphères dont on connatt le cube du diamètre 6 : ny'
De sphères dont on connaît le cube du périmètre 671*:^
Nous donnons (pages 50 et 51) ces coefficients pour certaines matières, et nous ajouterons un seul exemple pour montrer leur emploi.
EiniLB. Soient deux poutres à relier par un boulon de0",025 de diamètre. La somme des épaisseurs des poutres est égale à 66 centimètres. Quel est le poids du boulon.?
Pour tenir compte de la tête et de Técrou, nous ajouterons 20 fois lé
diamètre , c'est-à-dire 50 centimètres. Le coefficient —7 pour des cylindres de fer etl égal à 0,1625:
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A. Corpt loiidei.
■tiù» luBint. ,
Or forgé
HiTCure (k 0")
Plorab fonda
Argent fondu.
Cuiire luniné
Nickel forgé
Fer tanda
Ponte grise
fiuin fonda
Zinc tondu.
Mici, S,T k
Caluire, 9,6 h Hufare. . . .
Quire, 1,63«— 3,eS3
Pddspath, 9*9 — 1,63. . . .
firaphile, meulière, ele. . . .
SalfaledcfhEui,»,* — . . .
Craie el grès,
Terre, illicite d'alnnlDe,
Soufre
Sable sec, ],*; mouillj. . . .
Albfttre
Mortier
Argile, vue, 1,66 — 1,16. , .
Ciment, t,7
Brique, 2,3
Lait de cbini, 1,6; sec. . . .
bon dense
Gjpse, terre Tjgftale brûlée.
Cbaui éteinte, 1,4; Yive. . . .
Chêne frais
Cbtoe sec
Bail de France
Hélre
Fr6ne
Orme et Aulne
Prunier
Pommier
0,3914 0,3TI4 0,38 te
I dluaitn f 4:^
o,im
0,16e 0,1746 0,1771 0,4SU 0,4487 0,4805 0,4897 0,5093 0,5536
o,o9ee
0,1409 0.1683 0,1SÏ3 0,3134 0,3304 0,3443 0,3453 0.3650 0,3490 0,9619
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mnl «t IntMiar. . . .
Pwjyw hbiic d'E^H»*-
tu^fUet ardiDaire
LU(fl.
B, Liquide*.
1,8109 i,:mo3
>,(HS3
),tttti3 ),9TI4 1,0000
18,73 19,01 19,13 ai,)»
6,l«6 10,13 li,:i4
C. Ga
I^cor d'iode
ïapcnr d'ettcnce de léH-
beaiUiM
Vipcar d'éilicr inlfurique. .
GUOK
Cu •olAmu
Ttpew d'alcool abiolu, . .
icidt carboDiqnc
Gu hydroehloriquo
Gu bjdnMalfurique
Oiigtii.
iMta.
Oijda de csriMDe
Ta|cnr ifttii
^mmoQiique
Cu du maraii
Ifdrogttie anJati
fljdrofiae
0,iy78
8,lï3
l.Oïl
i6,îa
3fi,.15 38,3H 41,23 46,91 *7,65 73.14
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caractéristique.
Le boulon pèse donc 4'',44.
Dans beaucoup de cas Texactitude de la règle à calcul suffit pour les problèmes d*hydraulique, car les coefficients fournis par Texpérience n*ont pas une exactitude de ^ , et Ton se fait illusion quand on croit pouvoir obtenir une approximation plhs grande. Nous donnerons ici quelques indications au sujet de remploi de la réglette.
Soit à calculer la vitesse de Teau dans des fleuves ou canaux au moyen de la formule
Nous considérons Téchelle 3 comme celle des vrais logarithmes. Nous ferons coïncider /, avec A:,, puis à A^, extrémité du système de lignes,
nous ajouterons la différence des logarithmes 1/ — mesurée avec le
compas sur l'échelle 1, et nous trouverons sur 3 la vitesse v. Gomme ce résultat s'obtient sur Téchelle double, on peut très exactement lui faire correspondre sur 0, la division 1 deTéchelle 1, et lire sur 0, vis-à-vis de F, la masse d'eau Q.
Souvent les quantités Q, A:, A, et / sont données et il faut calculer par
essais la valeur - . On combine alors avec A: 1/ - un nombre quelcon-
Weisbach emploie le coefficient C au lieu du coefficient k. On a alors la relation :
kK=^9
d'où l'on tire très simplement * au moyen de la règle à calcul en fonction des différentes valeurs de C. On lit ensuite 2g = 49,62 sur 0, on lui fait correspondre 4 ou 10 de l'échelle 1, et les Ç et * se trouvent vis-à* vis l'un de l'autre sur les échelles 4 et 3.
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Pour calculer la hauteur h résultant d'équations de la forme
on forme ri ' et on y ajoute, au moyen du compas, le rapport ^ . Pour calculer des formules de la forme :
Q = ^\/^gbk^ =
}fAk^ 0.2258
on forme 1? en prenant avec le compas la moitié de A' sur la réglette,
cl on ajoute cette longueur à x-^=s*
On voit, par ces exemples, combien l'on peut étendre l'emploi de la
règle à calcul au moyen du compas. On peut, en général, prendre avec
le compas un rapport quelconque.- et au moyen du rapport des sinus
- (voir n* 2, page 10), former la longueur Ig ( - 1 , l'ajouter à un système de lignes quelconque, par exemple à ~6, et calculer ainsi les talenrs de la forme :
d*one manière très simple et très rapide. Le même rapport peut se répéter plusieurs fois, de sorte que l'on
pourra multiplier M) par des nombres ou rapports quelconques.
Les multiplications successives d'un rapport constant par différentes puissances d'un nombre se font très simplement au moyen d'échelles.
Les règles anglaises (n' 12) dont nous parlerons dans le numéro suiîaot ont de ces échelles, qui sont construites pour déterminer la valeur l',05 de 1' au bout d'une année de placement, de manière que Ton paisse multiplier un nombre quelconque par les puissances de cette nleur, sans le recours du compas ou de la bande de papier.'
Nous exposerons, dans les chapitres suivants, de nouveaux perfectionnements qui étendent encore l'usage de la règle à calcul.
DU CiLCIIL GIM^HJQU€«
RÈGLE A CALCUL PERFECTIONNÉE
Nous allons indiquer quelques perfectionnements qu*on a apportés dans là coQstriiction d.e3 règles à calci^l ^fln 4\en étendre remploi ou de Tapproprier à des calculs spéciaux.
Dans ces derniers temps, MM. Tavemter et Vmay (Parts, 39, rue de Babylone) ont remplacé la graduation inférieure de la réglette par une graduation double, de manière que la réglette porte la graduation double aussi bien que la graduation simple [fig. 35). Il ne serait plus possi-
Fig. 35.
ble, avec cette disposition, de faire correspondre Téchelle simple avec réchelle double sur deux règles voisines si Ton n*y avait pas remédié au moyen d'un curseur (voir la figure) qui permet de reporter les nombres d*une échelle sur Tautre. Le curseur peut se déplacer sur la règle et la réglette glisse au-dessus du curseur sans le toucher. Les traits marqués sur les deux petits indicateurs donnent, pour une position quelconque, des nombres correspondants sur les quatre échelles.
Ce changement présente les avantages siîivants : parmi les opérations indiquées comme possibles dans le n' 7, p. 38, ne se trouvent pas les deux suivantes :
et ^, = — i/o,.
On peut maintenant les effectuer. Soit, par exemple^
et
Position de la réglette :
Dans la première opération, on lit sur 0, au moyen du curseur et vis-
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à-vis do nombre 3 de l'échelle 2, lé nombre 27,5 (exactement 27 ^); la caractéristique est 1, car le système de lignes dépasse la première série. Dans le deuxième exemple, on lit 5,25 sur Téchelle 3,, vis-à-vis de 9 de réchelle I. Ob considère, dans ce dernier exemple, les échelles 2 et 3 comme celles des logarithmes entiers et Téchelle 0 comme celles des demi-logarithmes ou des racines. On peut maintenant, d*une manière générale, combiner des carrés et des nombres ou des nombres et des racines carrées.
En supposant le dénominateur égal à 4, on voit qu'il est possible de former des puissances quatrièmes et d'extraire des racines bicarrées. Cette dernière opération s'effectue très facilement comme celle de l'extraction des racines cubiques, en retournant la réglette. On recule le curseur jusqu'à ce qu'il indique le même nombre sur l'échelle 3 et sur réchelle 2 (placée maintenant vis-à-vis de l'échelle 0).
Pour un seul et même nombre, la coïncidence peut se produire en quatre points différents, suivant que la caractéristique est égale à un
nombre entier db-j* où t peut représenter les quatre nombres 1, 2, 3, 4.
Pour des caractéristiques entières, la réglette retournée dépasse l'extrémité gauche de la règle de plus que la longueur d'une petite échelle, ' et le point de coïncidence se trouve entre 1 et 1,7783. Lorsque la carac-
téristique est augmentée de la fraction -ou — t, la réglette dépasse
l'extrémité de gauche d'une longueur inférieure à celle d'une petite échelle; la coïncidence a lieu entre 1,7783 et 3,1622. Avec les fractions
±-, la réglette dépasse l'extrémité de droite d'une longueur moindre
que celle d'une petite échelle, et la coïncidence a lieu entre 3,1623 et
3,6234; enfin, avec les fractions -{- 7 ou — -, la réglette dépasse l'extré-
mité de droite d'une longueur supérieure à celle d'une petite échelle, et la coïncidence a lieu entre 5,6234 et 10.
On peut, sur cette règle à calcul, former directement a* et a'; la réglette étant retournée, on lit, sur les échelles 1 et 3, qui sont maintenant en contact, des nombres égaux dont le cube est égal à la quatrième puissance des nombres qui se correspondent sur les échelles 2 et 3 au moyen du curseur.
Les deux coïncidences auront rarement lieu pour une même position de la réglette et il faudra, le plus souvent, reculer la réglette d'une double échelle. Soit, par exemple, 8* = 16*.
6,4 8 10 Extrémité de la règle.
Si sur 3 et sur 1 on fait coïncider 1,6, on lira sur 0 le nombre 4^1 avec
la caractéristique 3, c'est-à-dire 4100 (exactement 4096). L'extrémité de
la règle n'atteint que 6,4 sur l'échelle 3. La coïncidence pour 2 et 3 aura
lieu au point 2,53 ; mais, d'après ce que nous avons dit précédemment,
il faut la chercher entre 5,623 et 10 à cause de la .caractéristique -; on
fera donc glisser la réglette de sa longueur entière en conservant sur 3 la position 6,4 au moyen du curseur; dans cette nouvelle position, la réglette dépassera la règle de plus d'une série, et la coïncidence aura lieu au point 8.
Il faut considérer le curseur comme un véritable perfectionnement (*); il permet de marquer sur l'une des échelles un nombre quelconque tombant entre les subdivisions et de chercher avec exactitude le nombre qui lui correspond sur une des autres règles. Les corrections indiquées n* 8, p. 46, deviennent donc inutiles. Malheureusement le curseur n'est pas toujours parfaitement perpendiculaire à la règle. Un autre inconvénient consiste en ce qu'on ne peut plus faire coïncider des nombres dont le produit est constant; cette opération doit se faire au moyen du curseur, car les deux échelles simples ne peuvent plus être placées vis-à-vis l'une de l'autre.
RÈGLE TRIGONOMÉTRIQUE
Sur le revers de la réglette et en son milieu se trouve l'échelle suivant laquelle la double série de logarithmes a été portée. Elle est disposée de manière qu'en plaçant le 1 de la réglette au-dessus d'un nombre quelconque de l'échelle inférieure, on lise sur le revers de la réglette et à l'extrémité de la règle, la valeur du logarithme de ce nombre. Les deux bords du revers de la réglette portent les log sin et les log tang à l'échelle de la série simple pour les valeurs caractéristiques 8 et 1. Les sinus commencent donc à 34'24",7 et s'étendent jusqu'à 90' {voir fig. 36); les tangentes commencent à 34'22",7 pour s'étendre jusqu'à 45*. Mal-
(•) Nous croyons toutefois devoir ajouter que l'auteur a changé d'avis sur ce point
et qu'il considère le curseur comme réduisant l'exactitude à — au lieu de- — .
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heureasement ces graduations sont faites d'une manière très grossière. Jusqu'à 10*, la graduation n'est faite que de 10' en 10', tandis que l'intervalle entre 40' et 50' est aussi grand que 20 des subdivisions indiquées sur la règle entre 1 ,4 et 2, on pourrait donc le diviser en demi-minutes,
Fig. 36.
mais avec la graduation actuelle, il est inutile de songer à placer exactement la recette.
Vers l'extrémité de la réglette, il y a aussi peu d'exactitude. Entre 50 et 60*, il y a encore dix subdivisions et enfin trois traits indiquant 75*, 80* et 90* entre lesquels il est impossible d'interpoler. En dehors de ces dernières divisions, on peut, après avoir retourné la réglette de manière que la partie inférieure se trouve en haut, multiplier des quantités par des rapports de sinus et de cosinus, c'est-à-dire résoudre beaucoup de problèmes de trigonométrie. Lorsque les extrémités des échelles coïncident, les sinus se trouvent sur la règle en regard des degrés.
Les remarques que nous avons faites pour les sinus des petits angles s'appliquent aussi à leurs tangentes ; à partir de 10*, la graduation est faite de 20' en 20' et entre 20* et 45* de 30' en 30'. On ne peut donc commodément multiplier par des rapports tangentiels qu'entre 2* et 45*. Lorsque l'on veut déterminer le rapport des tangentes de deux angles, l'un plus grand, l'autre plus petit que 45*, on obtient son logarithme en mesurant, sur l'échelle des tangentes, la longueur comprise entre le plus petit angle et l'extrémité correspondant à 45*, et en y ajoutant la longueur mesurée en sens inverse depuis 45* jusqu'au complément du plus grand angle. Le tout peut se faire au moyen du compas, mais l'opération n'est, en général, pas simple; car, pour de grandes différences d'angles, la longueur obtenue peut être quatre fois celle d'une des petites séries de logarithmes; il faut alors retrancher de 1 à 3 de ces séries, ajouter autant d'unités à la caractéristique et opérer sur le reste comme sur un rapport de tangentes. Ces réductions étant longues, nous nous servons de la même règle à calcul que pour les calculs trigonométriques les plus simples. Lorsque, par exemple, les extrémités de l'échelle des tangentes coïncident avec celles des échelles supérieures de la règle, on peut lire les tangentes en regard des degrés. Ainsi, l'on voit qu'à une rampe de !0 p. 100 correspond l'angle de 5*43' (exactement 5* 42' 38").
A quel angle correspondent des rampes de 3 sur 30 et sur 3 mètres. Les caractéristiques sont 8 et 9. Pour résoudre les deux problèmes, nous
plaoeroas Téchelle des tangentes au-dessous du 3 de la deuxièiAe série ; comme Tindique le tableau suivant, où le commencement de la réglette est indiqué par 34' et Textrémité par 45*.
Tg 54' 1-54 3-49 5' 43 18'25 33*45 45
Le 2 qui se ti^ouve entre 34' et 5* 43 nous donne Tangle 3* 49 (exactement 3* 48' 49*) qui correspond à la caractéristique 8 ( tg= — ) et le 2 qui se trouve entre 5*43 et 45' nous donne Tangle 33*45 (exactement 33* 41' 24") qui correspond à la caractéristique 9 ( tg = -, rampe de 1 ^ j .
Remarquons que le 1 et le 10 nous donnent les angles correspondants à
des rampes de —- et de -. Ces angles sont de T 54' (exactement 1* 54' 33*)
et de 18' 25' (exactement 18* 26' 6").
En général, à chaque angle correspondent les hauteurs mesurées à une distance du sommet de Tangle égale à 30.
Enfin, pour calculer aussi des fonctions trigonométriques pour des angles au-dessous de 34' 23", on a porté sur Téchelle 0 les longueurs réciproques de 1' et de 1", c'est-à-dire les nombres de minutes et de secondes que comprend un diamètre. Ces nombres sont de 3437,75 et de 206 265 (il eût été utile de marquer aussi le nombre de degrés, 57,296; nos figures sont trop petites pour indiquer Tun quelconque de ces nombres). Gomme, jusqu'à 1", les sinus et les tangentes ne difiTèrent qu'à partir de la quatrième décimale, on pourra, pour l'emploi de cette règle, prendre l'arc au lieu du sinus ou de la tangente. On peut maintenant multiplier un nombre quelconque de minutes ou de secondes par un rayon. Trouver, par exemple, la longueur d'un arc de n minutes décrit
avec 300 mètres de rayon; il suffit de former -777^. Position de la
réglette :
En tenant compte de la caractéristique 3 de 1 : 1' on voit que, pour 300 mètres de rayon, 1 mètre correspond à ir,45 et que les arcs sont donnés en minutes vis-à-vis de leur longueur; 60' ou 1* a une longueur de 5",24, etc.
On voit, par la différence entre les angles exacts et ceux que nous
sin
trevTMis par la rôgla à ealcul^ qm les opérations sont pen approcbéoi, qu^foe habitude que Ton ait de Tinstniment. On pourrait un pen augmenter rapproximation par une meUleuve graduation, surtout au eom* mencement de réchelle, mais les erreurs seraient encore sen89>les. E31es ne sont d'aillenrs qu'apparentes et proviennent d'une autre raison ; nous mesurons les longueurs au moyen d'instruments divisés très grossièrement, par exemple avec des chaînes dont les tiges ont 0*,90 à 0^,S0 de long, tandis que les angles se mesurent avec des instruments d'une grande précision dont les subdivisions ne peuvent se lire qu'au moyen de la loupe; par suite, en combinant des longueurs avec des angles, ces derniers sont donnés avec un plus grand nombre de décimales, et la lec« ture dAS angles sur la règle paraît moins exacte.
BXBMPLB. Soient 50*, 70* et 60* les angles d*un triangle, soit 600" la longueur du c6tè opposé à 70*. Quelle est la longueur des deux autres côtés? • On pUoe 6 Tia-à-vis de 10, voir fig, 36, et Ton a :
488 Tia-à-Tk de 50, et 551 vis-à-vis de 60*.
On emploie aussi avantageusement la règle à calcul dans la tachéométrie pour réduire à l'horizon les longueurs que l'on mesure et pour trouver la différence de hauteur de leurs extrémités. Les calculs sont excessivement simples quand la mire est tenue perpendiculairement au rayon visuel, il suflSt de multiplier la longueur lue sur la mire par le sinus et le cosinus de l'angle, opération qui n'exige aucune explication et qui peut se faire au moyen d'une règle à calcul ordinaire.
Les géomètres, qui répètent chaque jour cette opération une centaine de fois, ont avantage à se procurer une règle construite spécialement pour cet usage. Dans ces instruments, les dernières subdivisions de réchelle des sinus portent les indices des angles complémentaires, au lieu de marquer 45% 50*, 60*... 90*, on marque 45*, 40*, 30*, 0*, car on a rarement à observer des distances angulaires supérieures à 45"; on a de cette manière, vis-à-vis de l'échelle supérieure, une longueur égale à environ 1,8 de l'une de ses séries et correspondant aux sinus des distances angulaires; la partie restante, égale à 0,2 de l'une des séries, correspond aux cosinus pour les réductions à l'horizon. Afin de trouver constamment les sinus et cosinus en ne donnant qu'une seule position à la réglette, il faut ajouter, pour les cosinus, quelques traits de division à gauche de 34' 23'^ ils ne sont strictement nécessaires que jusqu'au sinus dont le logarithme est 9, c'est-à-dire jusqu'à 5*43'. Pour lire, par exemple, ces 5* quand 5,20' se trouve au-dessous de 96, on a besoin de
ces traits, car alors rextrémité droite de l'échelle marquée sur la réglette dépasse la règle. Gomme cos 10* == sin 80* = 0,9848, on peut toujours marquer sur Téchelle ces quelques traits de division sans augmenter la longueur de Tinstrument.
La mire ne se place pas, en général, perpendiculairement au rayon visuel, on la tient verticalement. Au lieu de la longueur 2a\ on lira, par suite {fig. 37), une longueur :
__ . / cos 8 cos 6 \ 2(0
^"^^ \cos(8 + 8) ■^* cos(e — 8)/ "" cos e(l — tg« 8 tg« t
Fig. 37,
La distance directe est donc égale à a cos e en négligeant tg* 8 tg* e quL est très petit, ce qui est toujours permis, car Tangle 28 est déterminé par deux fils de la lunette et est, par suite, excessivement petit.
La distance réduite à Tho-
rizon est, par suite, égale à
acos*c et la différence d*altitude à acos2sin6 = a~ sin Se.
On peut, pour calculer ces quantités, se servir d*une règle disposée comme l'indique la fig. 38.
Fig. 38.
La partie supérieure de la règle contient, comme d'habitude, deux séries successives des logarithmes de 1 à 10. Sur le bord correspondant
de la réglette, on peut indiquer les valeurs Ig - sin 2a pour les caracté-
ristiques comprises entre 8 et 1. Le plus petit angle marqué est - arc sin
0,02 = 34' 23", rangle ^ arc sin 0,2=5*46'6%5 correspond à l'extrémité
de la !'• série. L'angle 45" correspond au chiffre 5 de la 2' série, et forme l'extrémité de l'échelle de la réglette, car la fonction ne peut jamais surpasser la valeur 0,5. Lorsque la distance angulaire est plus
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grande que 45*, il faut lire la différence d'altitude vis-à-vis du complé-
ment de Tangle, car on a ^ sin 2 (45 -f 0 = â ^^^ ^ ^•
Uespace libre entre 45* et Textrémité de la réglette suffit pour porter les cos* des angles compris entre 45* et 0*. En reculant la réglette vers la gauche^ et plaçant son extrémité droite au-dessous de la 2* série de la régie, on pourra toujours lire sur Téchelle des sinus tous les degrés supérieurs à 5*46'6'',5. Quant à l'échelle des cosinus, elle est située tout entière au-dessous de la réglette. Si cependant il fallait faire coïncider de grands nombres, par exemple 99 avec des angles inférieurs à 5*46'; comme cela arrive pour des distances de 1", 10*, 100*, etc., on ne pourrait amener la coïncidence qu'en reculant la réglette vers la droite. Dans ce cas, l'échelle des cosinus se trouve tout entière à droite de la règle et ne peut plus servir pour la lecture ; il faut donc, pour lire les nombres correspondants aux cosinus sans déplacer la réglette, tracer sur la gauche une graduation pour les cosinus, au moins jusqu'à 5* 46\ Nous indiquerons, afin d'employer des chiffres ronds, la graduation entre cos*^ 10* et cos* 0* = 1, et l'on pourra alors, en donnant une seule position à la réglette, lire en même temps la réduction à l'horizon et la différence d'altitude des stations.
Sur le bord supérieur de la règle figure encore une graduation grossière dont les divisions sont très écartées ; elle donne la correction qu'il faut faire à la différence d'altitude lorsqu'on tient compte de la courbure de la terre c'est-à-dire de la réfraction, calculée au moyen de la formule
0,0672 f ) . On lit à gauche , au - dessous des hectomètres , ou à
droite, au-dessous des kilomètres, la valeur de la réfraction en centimètres ou en décimètres.
Nous avons supposé que la limite des visées était de 2^, et nous avons arrêté Téchelle à cette valeur ; à droite, nous avons encore indiqué 300" (au lieu de 3000) sous lequel on lit la réfraction en millimètres.
Cette échelle ne peut évidemment servir que lorsque le mètre est l'unité de mesure. On voit, par la formule à construire, que cette échelle n'est autre que l'échelle double des logarithmes reculée de 0,672. Il faut remarquer, lorsqu'on en fait usage, que la correction doit se retrancher de la hauteur, quelle que soit la direction de la visée.
ExBHFLB. On lit 120* (ou 1 200) sur la mire. La position de la réglette est celle de la fig. 38 pour des distances angulaires inférieures à 20*. La distance réduite s'obtiendra sur la règle vis-à-vis de la distance angu* laire lue à gauche du 1*' zéro de la réglette, par exemple 110 vis-ànvis de 16* ; la différence d'altitude 32 se lira vis-à-vis du 16 de l'échelle
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prncipale d«r la réglette. La réfraction pour i20"de di^nce est égale à I""; elle est négligeable, mais pour 1 200" elle est de lO""*-
A droite, Hes lectures peuvent encore se faire pour 22'. Si Ton reculait la régletle d'une série entière vers la gauche, on pourrait faire les lectures pour toutes les distances angulaires comprises entre 4« 55' et 45*. Cette pomtien sevait, à vrai dire, la meiltenre, mais no«is ne povmons Findiquer dans la fig. 38, car nous voulions donner la réglette entière. Dans la pratique, il n*y aura jamais de doutes sur la manière ëe placer la réglette ; pour dos distances angulaires au-dessous de 5% Textrémité gauche se placera à Tintérieur de la règle; pour de plus grands angles, ce sera rextrémité droite qui devra s'y placer.
il. RÈGLES A CALCUL POUR DBS USAGES SPÉCIAUX
Lorsqu'il faut souvent multiplier des nombres par des coefficients déterminés, on supprime presque toutes les causes d'erreur en ne marquant sur l'une des échelles que les graduations correspondant à ces coefficients, au moyen d'un trait bien apparent. Ainsi^ j'ai remarqué, au gueulard d'un haut-fourneau en Angleterre, une règle à cakol dont la réglette ne portait que trois traits comme graduation. Ges trydts étaient marqués des mots : « minerai, ehart>on, castine. » Les ouvrier^, qui devaient veiller à ce que ces différentes substances fussent employées toujours dans la même proportion, n'avaient qu'à peser le wagon de minerais, et à placer le trait « minerais » en regard du poids trouvé, pour lire immédiatement en regard des deux autres traits les poids correspondants de charbon et de casUne. On ne demandait ainsi à l'ouvrier que de savoir lire exactement sur la règle.
On trouve aussi en Angleterre des règles à calcul au moyen desquelles on peut, pour de petits achats, transformer les pence en shillings et les onces en livres, c'est-à-dire éviter la multiplication par les fractions
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La /î^. 39 représente une de ces règles à calcul. L'échelle 3 (voir la figure) est consacrée aux prix en pence : elle s'étend de 3 à 35 pence
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et porte â«s Babdivisions indiquant les 1/4 de pence. L'échelle 2 de la réglette ne porte qu'un trait fortement marqué que l'on place au-dessus dti prix. L'échelle i de la réglette est celle des poids, elle s'étend de 2 à 36; sur tout« sa longueur, qui est de (r,32, chaque division est part^ée en 46 sobdiTiùons qui correspondent à des onces (ces subdivisions n'ont pu 6tre toutes indiquées dans notre figure). L'échelle supérieure de la règle îndiqiie les Taleurs en shillings et est divisée sur toute sa longueur em pence. (La fig. 39 n'indique pas non plus toutes ces subdivisions.) Les calculs se font très-simplement au moyen de la règle et n'ont pas besoin d'ezjdicaUon ; on place l'indice au-dessus du prix et on lit en regard de l'indice le poids de la marchandise, ou, réciproquement, en fusant coïncider la valeur d'une marchandise avec son poids, on lira sur 3, au-dessous de l'indice, le prix de t'unité-poids.
On oe construira évidemment plus de ces règles dès que le système diamal anra pénétré partout; mais Ton peut toujours concevoir des cas Fig. M. soit dans la construction, soit dans l'économie ru-
rale, où des règles analogues rendraient de grands services.
On a construit, également en Angleterre, une règle analogue à celle que nous indiquons fig. 40, et destinée à réduire les longueurs, les poids et les monnaies. La réglette seule est divisée en logarithmes. Des deux cAtés de la réglette sont indiqués sur la règle plus de 100 longueurs, poids et monnaies de ditFérentes espèces, et cette graduation de la règle est faite de manière qu'à chaque trait de graduation corresponde sur la réglette son coefficient de réduction. En plaçant une longueur quelconque, ou un poids, ou une somme d'argent, vis-à-vis de son unité, on peut lire immédiatement sa valeur en fonction d'une autre unité quelconque marquée sur la règle. Cette règle présente un avantage sur les tables onKnaires de réduction : elle fournit non seulement les coefficients de réduction comme cette dernière, mais encore leurs différents multiples. Elle rendra de grands services aussi longtemps qu'on n'aura pas, sur toute ta terre, les mêmes unités de poids, de mesures et de monnaies ; son usage serût surtout commode at, à cdté de chaque trait de|n<lii*ti<^i on inBcrivBit le coefficient de réduction correspondant,
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car alors on n'aurait plus besoin du tableau comparatif; elle pourra même encore être employée avec utilité après que les unités seront partout les mêmes pour transformer directement des grandeurs qui peuvent être exprimées de différentes manières, pour transformer, par exemple, une pression atmosphérique en pression d'une colonne d'eau, de mercure, de pierre, de ciment, etc.
La fig, 40 nous représente une règle servant à la réduction du change et des monnaies. Sur Tun des côtés de la réglette sont indiqués les cours des différents papiers arrivant habituellement sur la place (de Londres dans notre figure). Ces cours sont portés à leur place sur Téchelle logarithmique et indiqués par des chiffres. De Tautre côté, sur la droite de la réglette, sont indiquées de la même manière les valeurs des différentes espèces de monnaies ; remarquons que Ton fera bien de prendre pour leur évaluation la valeur réelle du métal qui les coinpose. Le fabricant a disposé les deux échelles en sens inverse : le haut de réchelle correspond aux cours élevés des papiers et aux cours faibles des monnaies. Enfin, au bas de la réglette et sur ses deux bords sont portées les deux échelles i à 2 et 5 à iOO, qui ont même longueur. Le trait i de réchelle 1 à 2 a été désigné par 0, le trait 1,10 par 10, 1,20 par 20, et 2 par 100; quant à Téchelle de 5 à 100, on a désigné logdO par 10, logSO par 20, log 50 par 50 ; on a disposé le tout de manière que lorsqu'on place rindice de la réglette vis-à-vis du zéro de la graduation inférieure, les cours indiqués par la règle sur la réglette soient au pair.
Si maintenant on place un cours quelconque vis-à-vis du repère correspondant de la règle, on pourra lire vis-à-vis de Tindice de la réglette de combien ce cours est supérieur ou inférieur au pair. En regard d'une autre valeur quelconque on trouve le cours qu'elle devrait avoir pour être aussi chère que celle qu'on a placée tout d'abord. On jugera donc de l'opportunité du payement par cette valeur. Enfin, pour une portion quelconque de la réglette, vis-à-vis de deux valeurs quelconques, se trouvent des nombres qui représentent la même somme dans ces deux valeurs, de manière que la réglette peut aussi servir à trouver, étant données des valeurs en une certaine monnaie , les valeurs correspondantes dans toutes les autres.
Feu L. Pestalozzi, banquier, a construit pour l'agiotage une règle à calcul très ingénieuse avec du papier à dessin. La règle se compose (voir la coupe fig. 42), d'un étui aplati en papier dans lequel peut glisser une réglette également en papier à dessin. Afin de rendre la réglette visible, on a découpé à la partie supérieure de l'étui de longues bandes, de sorte que les bords des ouvertures ainsi formées peuvent être gradués comme ceux des règles ordinaires. La fig. 41 présente trois de ces ouvertures,
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c'est-à-dire six bords sur lesc[uels on peut indiquer une graduation logarithmique. On peut faire des graduations analogues sur la réglette, et l'on obtient ainsi un ensemble de plusieurs règles. Chaque bord de la
règle est affecté à une place commerciale en relations avec la maison, et l'on y indique les logarithmes des valeurs en francs de l'unité de monnaie en usage sur cette place. Comme les cours des valeurs ne varient qu'entre de petites limites, 8 p. 100 au plus, sous l'influence de l'offre et de la demande, et que par suite l'on n'a besoin que d'une parlie de la règle ordinaire, de celle qui s'étend de 0,96 & 1,04, on peut prendre une échelle très grande : il suffit de porter sur la règle que nous décri- Tons la longueur logl,Oi — Iog0,96 = 0,035. En supposant, comme on l'a fait ici, une longueur de 7',50 pour la série entière de logarithmes, OD aura pour l'iastrument une longueur de 0*,â6. (La fg. 41 a été construite au moyen d'une échelle de 3* = 10 pieds de longueur totale).
An milieu de chaque série de l'encadrement on porte les valeurs moyennes 4 530, Ihlr371, LS et flM 253, flHoll 208, Paris (Zurich) 100, etc., h droite et h gauche de ces traits, la division logarithmique dont nous avons parlé; ainsi le trait 5,10 sur la série des dollars est porté vers la gauche à la distance IgSSO — lg3IO = 0,01671 (I pouce. 6JI lignes); 5,2 à la distance lg5,3 - Ig 5,2 = 0,00828 {8,28 lignes); 5,4 à la distance Ig5,4 — lg5,3 = 0,00811, etc. ; sur la série des thalers
on a gradué a gauche aux distances Ig— -=0,00234, IgT=7r=0,OOU7... *l à droite, aux dislances Ig —- — 0,00117, etc.. Les divisions ainsi
formées ne sont pas partagées en 10 subdivisions, mais en 8, selon l'usage routinier des places commerciales.
On a construit, pour chaque place conlmerciale, une bande mobile servant de réglette et portant des divisions qui indiquent les cours de cette place exprimés dans Tunité de monnaie qu'on y emploie. Il faut remarquer que les échelles de la bande mobile et celles de Tencadrement sont reculées Tune par rapport à l'autre, et que par suite les nombres placés vis-à-vis l'un de l'autre sont dans un rapport constant. On emploiera, pour la réduction, les cours moyens : ainsi, pour la bande correspondant à la place de Francfort (voir la fig, 41) ce cours est de 2,12. Sur la ligne médiane de la bande, ligne qui dans la figure est reculée un peu vers la droite, car nous avons supposé la bande un peu déplacée, on
marque les pomts — - , — -, —-, etc. La série il. rh. ne porte pas de
subdivisions; elle n'a qu'un point de repère en son milieu. Le trait 243 pour ^ à gauche, est situé à la distance
Le trait 257, à la distance Ig — - =0,120 à droite du milieu, correspond
exactement à 250 (250 fl. valent 100 dollars. 1 dollar vaut 2",30). Les graduations ont été faites de la môme manière sur les autres échelles.
Nous voyons par cette description que cette règle n'est autre chose que l'assemblage de plusieurs règles ordinaires ayant 3 mètres de longueur d'échelle, dont on n'a conservé que les parties nécessaires, et que l'on a placées l'une au-dessous de l'autre parce que cela était plus commode.
Remarquons que, dans ce nouveau système, on ne peut pas, comme dans la règle ordinaire, retourner bout à bout la réglette. La fig, 41, où l'on a supposé la bande mobile marquée Francfort, sert pour les opérations entre Zurich et Francfort, et permet de résoudre le problème suivant : Quel est le prix du florin à Francfort lorsqu'une des valeurs indiquées sur l'encadrement, par exemple £, se vend à Zurich 255 fr. et à Francfort 119 1/4 florins (pour 10 £)? Le cours cherché du florin est évi-
demment égal au quotient ..*. ,^ des cours donnés, on lit le résultat
213 13/16 sur la règle du milieu de l'encadrement. Pour comparer les
cours de Zurich et de Francfort, il suffit de jeter un regard sur la règle
pour voir si le payement avec des papiers étrangers revient plus cher ou
moins cher. Supposons que les florins hollandais vaillent à Zurich 210 et
à Francfort 98, ces papiers seraient plus chers que ceux de Londres, car
il faudrait tirer la bande mobile vers la droite pour la régler d'après les
cours. Si au contraire Paris était coté 98 à Zurich et 48 7/8 à Francfort,
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les papiers de Paris seraient meilleur marché, car pour faire coïncider les deux cours il faut reculer la bande vers la gauche : on fait ainsi reculer cette bande en comparant les cours jusqu'à ce que Ton ait trouvé le mode de payement le moins cher à employer.
L'exactitude de cet instrument est tout à fait suffisante, car les subdivisions (1/8) sont encore très longues. 11 donne, dans une position quelconque de la bande, un aperçu des cours équivalents avec toute l'approximation désirable.
On pourrait peut-être perfectionner l'instrument en graduant la partie de la bande qui correspond à Fancfort suivant les logarithmes des nombres 98, 99, 100, 101, 102 et indiquant des subdivisions aux 1/8; il serait alors possible de combiner, avec les cours donnés, des « tant pour 100 » provenant de frais, de commission, etc.
DESCRIPTION D*!JNE RÈGLE A CALCUL ANGLAISE
Nous terminerons par la description d'une règle à calcul très soignée, qui appartient à M. Finsler, directeur de banque. C'est une règle double, c'est-à-dire que l'encadrement de bois est assez épais (0",008) pour être muni de deux réglettes, l'une d'un côté, l'autre de l'autre.
Le côté supérieur est identique à la règle ordinaire décrite n* 7, p. 38; la réglette supérieure porte aussi sur son revers les graduations des fonctions sinus et tangente.
Sur le dessous de la règle sont portées, comme d'habitude, deux séries successives; mais la réglette qui leur correspond en porte trois. Comme Ton peut changer entre elles les deux réglettes, il sera possible de faire
correspondre l'échelle (ô) ^® ^^ réglette aussi bien avec la grande
échelle (1) qu'avec l'échelle ordinaire (r) du dessus de la règle, et, par
suite, d'exécuter toutes les opérations indiquées n* 8, p. 52, opérations avantageuses pour divers calculs, surtout pour les calculs hydrométnques.
L'envers de la réglette de dessous porte les deux séries ordinaires, inais en sens inverse de la graduation ordinaire, c'est-à-dire que sa graduation est marquée en allant de droite à gauche. La partie de la règle qui sépare les deux réglettes a été taillée en biseau afin que les lectures se fassent plus facilement d'un côté de la règle à l'autre (voir la fig, 43 qui donne le profil de la règle). Supposons maintenant que l'on permute les deux réglettes et que l'on retourne la règle de manière à pouvoir lire
au moyen du biseau sur Téchelle graduée en sens inverse ; supposons aussi que Ton fasse coïncider un nombre b quelconque de la réglette avec le biseau, on pourra, grâce au choix des graduations, lire, en retournant
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de nouveau la réglette, sur les échelles du dessus, des nombres a^, a,, a,, tels que :
fln a^
Nous n'avons pu découvrir d'oîi provenait cette formule, qui dérive évidemment des unités anglaises; mais nous la donnons parce que des dispositions analogues pourraient rendre de grands services dans les calculs d'hydraulique et de résistance des matériaux, et que nous voulons faire une description complète de la règle.
La partie inférieure du dessous de la règle porte une échelle ordinaire, c'est-à-dire dont les traits de graduation sont équidislants. Leur distance est égale à Ig 1,05. En considérant le point zéro de cette graduation comme origine d'un système de lignes, on pourra former, comme l'indique la fig, 44 :
on
lgao = lg;>»^ — lga, + lga,
fig. 44.
Ov
formule fondamentale des intérêts composés.
Les parties de la règle situées sous les réglettes, qui n'indiquent ordinairement que la longueur totale de l'instrument lorsque la réglette est déplacée, sont graduées ici de manière à servir pour les calculs de rentes. De l'un des côtés la graduation est telle que, lorsque rextrcmité de la réglette correspond au trait n de cette graduation, la réglette a été déplacée de
lg(l +1,05 + 1,05* -f ... + 1,05-*),
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de sorte que deux nombres quelconques placés vis-à-vis Tun de Tautre sur la règle et la réglette, sont dans le rapport :
De Tautre côté se trouve une division analogue : elle indique les valeurs
et les traits correspondants de la règle et de la réglette donnent des valeurs
On voit que cette règle résout les formules les plus usuelles des intérêts composés et des annuités ou valeurs des rentes passées ou futures. Elle sera donc très utile pour un calcul approché des rentes ; pour un calcul exact, les trois décimales que fournit la règle ne seraient plus suffisantes.
L'instrument que nous décrivons a exactement la longueur d'un pied anglais. Il porte sur ses bords extérieurs des divisions en 100 et 144 parlies de cette longueur. Enfin, sur Tun des deux côtés se trouvent indiqués quelques-uns des coefficients que nous avons donnés page 50.
Il faut malheureusement constater que les nouvelles règles usuelles sont moins avantageuses que cette règle ancienne. Non seulement la graduation est plus fine dans ce vieil instrument, mais encore le bois dont il est Tait est bien supérieur à celui que Ton emploie maintenant ; c'est du buis très dur qui aujourd'hui encore est poli, tandis t]ue les nouveaux instruments sont faits avec un bois cassant qui s'ébrèche en peu de temps.
Outre ces avantages, il permet de faire beaucoup plus de calculs, et il faut certainement regretter que la fabrique n'existe plus. Il porte la marque : Cary London. Sur l'une des règles décrites n* 11, se trouvait la marque : W. Cary 182 Strand 1815. Une autre règle analogue porte : 17 Poultry London 1824.
Remarquons, pour terminer, que l'on peut se procurer, en dessinant des échelles, beaucoup des avantages que fournissent les règles à calcul. Les trois échelles qui servent à calculer les intérêts et les rentes peuvent se dessiner directement.
Nous avons construit, PI. Ilg, les valeurs de p^\ PI. Il,, celles de
V —; PI. Ilg, celles de y]/>" pour /> = 1,05. L'échelle de la série for-
mée est de — ; si cette échelle était celle de la règle à calcul que l'on
a à sa disposition, on ponrrait mesurer au compas le logarithme de l'une quelconque de ces fonctions, et l'ajouter au logarithme d'un autre nombre quelconque. On pourrait se passer ainsi des échelles spéciales de la règle anglaise.
N'oublions pas de remarquer combien ces graduations rendent claire la nature de la fonction. Comme cela est évident, les traits de division des /j** (PI. Ilg) sont équidistants pour les mômes différences de n. Les
subdivisions de > — (PI. II-) diminuent constamment pour ces mêmes
différences et leur somme converge vers 20, ce que l'on a indiqué par un gros trait final. Les distances de S/?" diminuent aussi, mais leur somme n'est pas convergente.
Nous reviendrons plus tard sur les autres échelles indiquées sur la PI. II.
REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES
L'art des représentations graphiques est né en môme temps que celui du dessin, et l'écriture primitive ne fut d'abord que la représentation des objets que l'on voulait rappeler à l'esprit. Mais peu à peu l'écriture se perfectionna, et les signes qu'elle employait s'éloignèrent de plus en plus de la forme primitive des objets pour devenir de simples signes conventionnels; au contraire, l'art du dessin chercha de plus en plus à se rapprocher de la réalité, et déjà, dans une antiquité reculée, on étail parvenu à une perfection assez grande pour tromper, par des images, les animaux eux-mêmes. Les dessins primitifs n'étaient que de simples contours, des profils. Ces profils, malgré leur simplicité, avaient une utilité spéciale, outre qu'ils contribuaient aux progrès de l'art du dessin. Il fallait, pour la construction des anciens temples, dessiner le profil do leur entablement. Les contours des montagnes et les profils en long'des routes qui les traversent ne sont aussi que des profils. Le profil, cependant, ne sert pas seulement pour les représentations techniques; il peut aussi servir à représenter les conceptions abstraites, depuis que Ton connaît plus intimement les propriétés des diflerentes courbes.
On considère les courbes planes comme la représentation graphique (le la relation intre deux variables; elles rendent, prises à ce point de vue, d'immenses services à l'analyse et à la construction. Une courbe dessinée permet, mieux que Tcquation qui la fournit, de saisir l'en^iemble de ses propriétés; le dessin en met en relief et en rend apparentes toutes les singularités. L'avantage que présentent les courbes est bien plus grand encore quand ce n'est pas l'équation de la courbe qui est donnée,
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mais seulement un tableau de certaines valeurs correspondantes des variables. On peut, dans ce cas, au moyen de la courbe, trouver souvent les relations encore inconnues entre les variables. C'est ainsi que les courbes thermométriques et barométriques fournissent à la météorologie des moyens d'étude précieux.
Nous ferons, dans notre livre, un usage constant des courbes; aussi c'est un devoir pour nous de citer les recherches de l'ingénieur français L. Lalanne {*), publiées dans les Annales des ponts et chaussées, 1846, I, p. I, et intitulées : « Mémoire sur les tables graphiques et sur la géométrie nnamorphique appliquée à diverses questions qui se rattachent à lart de C ingénieur, » Il y essaya de perfectionner le système de représentation graphique et de l'étendre à trois variables. Notre citation est d'autant plus à sa place à la fin du chapitre des règles à calcul que ses recherches le conduisirent à un instrument tout à fait semblable (quoique déjà connu antérieurement).
De même qu'une fonction de deux variables peut ôtre représentée par une courbe, dont ces variables sont les coordonnées, de même une fonction de trois variables pourra l'être au moyen d'une surface. Si maintenant on parvenait à représenter sur le papier, qui n'a que deux dimensions, une surface courbe, on résoudrait le problème pour les fonctions de trois variables aussi bien qu'on l'a résolu pour celles de deux au moyen du profil.
Il est possible d'atteindre ce résultat par l'emploi des courbes horizontaies. Supposons que les trois inconnues xyz représentent des coor^ données dans l'espace, et admettons, pour avoir le droit d'employer le mot « courbe horizontale », que le plan xy soit horizontal. Donnons à la variable z une valeur constante 2 = 5„ qui détermine un plan z^ parallèle au plan des xy. Les points qui dans ce plan satisfont à l'équation donnée sont situés sur une courbe que nous projetons sur le plan des xy parallèlement à l'axe des z, et que nous dessinons dans ce plan. Si l'on répète l'opération pour une série de valeurs équidistanles z^ (z = 0), 2, , -, ... -»_t » on obtiendra une série de courbes qui ne sont autre chose que les courbes de niveau, ou courbes horizontales, usitées en topographie, et qui donnent une image exacte de la surface lorsque les sections sont assez rapprochées. En traçant en outre à des distances assez rapprochées une série de lignes parallèles aux axes des x et des y y on pourra, sans aucune nouvelle ligne, lire sur le dessin la valeur de :; correspondant à des coordonnées quelconques x, y.
**; Aujourd'hui inspecteur général des ponts et chaussées.
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Si réqualion est du 1*' degré par rapport h x et h y, les horizontales des 2 seront des lignes droites. La fonction z = «x + Py.+ ^ ®^* représentée par une série de parallèles. En particulier, ces parallèles forment des angles égaux avec les axes des x et des y lorsque oc = p, soit des angles de 45* lorsque ces deux axes sont perpendiculaires Tun à l'autre.
L'équation s= -, ou plus généralement z — r= -^ sera repré-
sentée par un faisceau de droites dont le centre se trouve au point a^b.
Si réquation est du second degré, les courbes seront des coniques.
La table de Pythagore z = xy est représentée par une série d'hyperboles équilatères qui ont comme asymptotes les axes de coordonnées. On peut facilement transformer ces hyperboles en lignes droites, il suffit de poser :
lgs = lga?-J-lgy
et de considérer les logarithmes comme inconnues. Gomme dans cette équation Igx et Igy ont les mômes coefficients a=p=i, on obtiendra, pour des valeurs constantes de z, des lignes faisant des angles de 45* avec les axes. Nous donnons (PI. IIj) une table de multiplication ainsi construite. Les côtés du carré portent les divisions logarithmiques que nous avons déjà appris à connaître en étudiant les règles à calcul.
Tous les points du contour portant les mêmes indices ont été joints au moyen d'horizontales, de verticales et de lignes à 45*. On peut opérer avec cette table, que Lalanne a appelée « abaque », comme avec les règles à calcul. D'après les raisons données plus haut, et qui sont d'ailleurs évidentes, l'horizontale d'un nombre coupe la verticale d'un autre sur la ligne inclinée qui correspond à leur produit, et, de même, l'horif ontale (ou la verticale) d'un nombre coupe la ligne inclinée d'un autre sur la verticale (ou l'horizontale) de leur quotient.
On n'est pas limité d'ailleurs au produit de deux nombres; on peut multiplier entre eux autant de nombres que l'on voudra. Soit, par exemple, à former le produit 2. 3. 5. 7; on suivra (avec une pointe quelconque) la verticale 2 jusqu'à l'horizontale 3, l'intersection se trouve sur l'oblique 6; on suit cette oblique jusqu'à l'un des côtés du carré, par exemple, le côté inférieur, de là on remonte verticalement jusqu'à l'horizontale 5, l'intersection se trouve sur l'oblique 3 (ou 30), et nous répétons les opérations indiquées pour arriver à l'horizontale 7 qui correspond à l'oblique 21. Chaque fois que l'on arrivera au côté de droite ou au côté supérieur du carré, il faudra ajouter une unité à la caractéristique; cela est arrivé deux fois dans notre opération, la caractéristique est donc 2 et le résultat 210.
REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES
On opère de la même manière pour diviser, mais en sons inverse. Soit
;. Nous suivons Toblique 360 jusqu'à son intersection avec la
verticale, elle se fait sur l'horizontale 6 ; nous la suivons jusqu'au côté gauche en 6, et nous allons de là, suivant l'oblique 6, jusqu'à l'horizontale 5; la rencontre a lieu sur la verticale 1,2; nous remontons cette verticale jusqu'au côté supérieur, et nous suivons l'oblique ainsi trouvée jusqu'à l'horizontale 4, qui nous fournit le dernier facteur 3, par lequel il faut diviser. Le quotient total est donc égal à 1.
On peut ainsi obtenir les multiplications et les divisions, de manière à fournir des produits de facteurs directs et réciproques.
L'horizontale et la verticale d'un même nombre se coupent sur la diagonale partant de l'origine et perpendiculaire aux lignes obliques, on peut donner à cette droite le nom de ligne des carrés.
Si Ton mène par l'origine une ligne faisant avec l'horizontale un angle dont la tangente est 2, la verticale de chaque nombre la coupera sur rhorizontale de son carré et sur l'oblique de son cube. On peut donc lui donner le Qom de ligne des cubes.
Supposons maintenant, d'une façon générale, que l'on ait tracé une série de droites formant avec l'horizontale des angles dont les tangentes soient les nombres entiers consécutifs 1, 2, 3, 4, etc.; l'une quelconque de ces lignes sera coupée par la verticale d'un nombre sur l'horizontale de sa !'•, 2% 3*.., w"^'"*' puissance etsur l'oblique de sa 2*, 3% 4*... (n-f 1)'^** puissance. On n'a indiqué (PI. Iljqueles lignes correspondant aux 2* et 3* puissances. On voit que ces lignes permettent aussi d'extraire les racines carrées et les racines cubiques.
Si Ton a à multiplier plusieurs nombres, carrés ou cubes, par un coefficient, on pourra le faire directement avec le compas, ou bien, si le coefficient se répète souvent, on peut le faire une fois pour toutes, en tirant une horizontale par le numéro qui correspond à ce coefficient. Supposons, par exemple, l'horizontale p tracée, on formera /"p, en remontant la verticale /jusqu'à la ligne des carrés, puis suivant l'oblique jusqu'au bord du carré et remontant la verticale jusqu'à/), où on lira le produit.
Il est encore plus commode, lorsque les opérations se répètent très souvent, de mener des parallèles aux lignes des carrés ou des cubes, à des distances égales au coefficient. On a fait cette construction (PI. UJ pour former nr et r"T. Par les nombres n des bords verticaux, on a mené des parallèles à la diagonale. Une verticale quelconque, 4 par exemple, coupe cette parallèle sur l'horizontale ne = 12,6 et sur l'oblique 50,3; la caractéristique est, dans les deux cas, égale àl, car la ligne tt a rencontré une fois le bord horizontal avant l'intersection.
Dans la PL U^ , on a aussi mené une ligne suivant l'inclinaison 7
par le point - « = 4,19 ; une verticale r quelconque donne sur cette ligne
le volume de la sphère de rayon r .
On voit, parce qui précède, que Ton peut, en réalité, effectuer toutes les opérations an moyen de Tabaque simple de la PI. II, , mais que celles qui se répètent souvent peuvent être simplifiées. Nous avons encore représenté (PI. II,) un carré destiné à former les valeurs oô*
el\a.ù qui se présentent si souvent dans les calculs de construction. Si l'on joint les divisions de Taxe des ordonnées correspondantes à la série des nombres entiers aux divisions de l'axe des abscisses correspondantes aux carrés de ces mêmes nombres, on obtient des lignes ayant
une inclinaison de — -. Ces obliques aboutissent sur le bord horizontal
aux valeurs de au* et sur le bord vertical aux valeurs de s/a.ù. L'ingénieur ayant plus souvent besoin de calculer aô', nons avons mené les obliques par les divisions du bord inférieur qui correspondent à la série des nombres entiers et nous avons écrit leurs racines aux points de rencontre de ces obliques avec le bord vertical. Pour les calculs de mécanique et d'hydraulique où l'expression \/a,b se présente le plus souvent, on aurait mené les obliques par les divisions du bord vertical et indiqué les valeurs des carrés aux points de rencontre avec le bord horizontal. Enfin, s'il fallait multiplier souvent par un môme coefficient les expressions ab^ ou ^a.b, on reculerait tout le système d'une quantité égale au logarithme de ce coefficient, et cela verticalement, s'il s'agissait d'un coefficient de \a.b^ et horizontalement pour un coefficient de ab-. La ligne à 45" passant par l'origne coupe les verticales et les horizontales
sur les obliques des cubes et des ])uissances -.
Si la ligne, au lieu d'être inclinée à 45", a l'inclinaison n, elle coupera au même point la verticale «, l'horizontale a" et l'ohlique qui aboutit sur
le bord horizontal au point a'"'^ et sur le bord vertical au point a ».
Exemple. Quel est le poids d'une barre de fer à section carrée de 0",05 de côtt'' et 3"' de lon/?ueur? Nous prenons au compas (pi. II^) la loncrucur correspondant au poids spécifique du fer, 1, 8, et nous la portons horizontalement à partir de l'intersection de l'horizontale 5 avec la verticale 3. L'extrémité aboutit à Toblique 59 (exactement 585). La caractéristique est, en calculant par décimètres et kilogrammes, = 1 -f 2 X *.) = *^. L'oblique 59 aboutit sur la troisième échelle, la caractéristique du résultat est donc 9 -f 2 = 1, et le poids est de 59 kilog.
Si la section était circulaire, on ajouterait encore logr. au logarithme du coefficient.
REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES
Les tables numériques des coefficients entrant dans des multiplications ou divisions peuvent ôtre remplacées par des échelles sur lesquelles on mesure directement les valeurs de ces coefficients. Ainsi, nous avons représenté, au moyen d'échelles, les fonctions trigonométriques (PI. lUei 5). Notons un avantage de ces échelles sur les tables. Les deux segments, déterminés par un trait quelconque sur Téchelle entière, forment ensemble une longueur constante; ils représentent par suite les logarithmes de deux nombres réciproques. On écrira donc sur les échelles des sinus et des cosinus les valeurs des sécantes et des cosécantes en mesurant les distances jusqu'à Textrémité de droite.
De même, sur Téchelle des/)" (pi. IIJ, la distance d'un n quelconque
à l'extrémité de droite sera le log de — .
Les échelles des sinus et des cosinus ne s étendent qu'entre les caractéristiques 8 et i. Gomme on peut substituer l'arc lui-même au sinus et à la tangente lorsque son logarithme est plus petit que 8, il suffira, pour trouver les logarithmes de ces fonctions, d'ajouter au logarithme du nombre de minutes ou de secondes celui de la longueur d'une minute ou d'une seconde et que l'on pourra mesurer (PI. 11^). Les échelles de la PI. Il«,7«i8 ont été expliquées plus haut.
Nous avons enfin représenté, sur la fig. 9, quelques fonctions de g et (le s. Pour g surtout, il est bon de remarquer l'avantage que donnent
les segments complémentaires, car l'on a aussi souvent besoin de — et
if
de — — que de 2g et de yïg.
On pourra, suivant les besoins des calculs, étendre ces échelles ou en construire de nouvelles. Nous ne les avons indiquées que comme exemples.
En comparant les opérations de l'abaque avec celles de la règle à calcul, il semble que les premières soient plus générales et plus étendues que les secondes; mais elles nous paraissent au contraire moins pratiques et moins exactes. On commet certainement plus d'erreurs en interpolant une ligne entre deux obliques, en la suivant jusqu'à une verticale également interpolée, et enfin en remontant cette verticale, qu'en faisant la somme de trois segments placés les uns à la suite des autres. Si l'on remarque en outre qu'une règle à calcul est bien plus portative qu'un abaque construit à grande échelle, on comprendra facilement que l'usage de la règle à calcul se soit peu à peu généralisé beaucoup plus que celui de l'abaque.
14. TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS QUI DONNENT COMME LIGNES DE NIVEAU DES COURBES, DE FAÇON A OBTENIR DES LIGNES DROITES
Il nous a été possible, dans la construction de Tabaque, de transformer réquation z=zxy qui donne des hyperboles comme courbes horizontales, en une autre donnant des droites, par le moyen des logarithmes. Cette méthode est susceptible d'extension. Il est d'abord clair que le problème est toujours possible quand Téquation entre les deux inconnues X eiy peut être mise sous la forme
où X représente une fonction de x seulement, y' une fonction de y, et
où a„ 6„ c^ ne contiennent que z, 11 suffit, en effet, de donner k x eiy
des valeurs successives, de calculer les x et y' correspondants et de
porter les résultats sur les axes de coordonnées en mettant des indices
correspondants aux valeurs de x et de y; puis de calculer, pour des va-
leurs successives de z, les longueurs — 7^ et interceptées sur les
axes par les droites représentées par l'équation ci-dessus, de tirer les
obliques correspondantes en donnant comme indice à chaque oblique la
valeur correspondante de z et la représentation graphique sera terminée.
La feuille sera alors couverte de trois systèmes de lignes, des parallèles
aux axes de coordonnées et des obliques, et aux points trinterscction de
trois de ces lignes correspondent les valeurs simultanées de x, y, z, qui
sont indiquées par les indices des lignes.
Dans l'exemple que nous avons traité plus haut, 2=--, on ax' = a:,
t/' = y, 'a, = 1, ^x = — :; et c, = 0; dans l'autre exemple, z=xy, on a x' = \gx, y'=.lgy, a,=:b, = i et c, = — Igz.
On ne peut pas donner de règle générale pour transformer tf{xyz)=iO en a^x-\- ô,y' J-c, = 0. On prendra comme z l'inconnue qui se présente le plus souvent et qui a le plus fort exposant, et l'on cherchera par des divisions convenables à séparer les deux autres inconnues. Si cette opération ne réussit pas, on pourra toujours, d'une inflnité de manières, écrire l'équation de la manière suivante :
^(xyz) = aj,{xy) 4 àj^{xy) + c,= 0.
En posant maintenant
^' = /iky) et y'^A[xy).
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. T
oD pourra faire la réduction demandée; mais on aura peut-être besoin, pour représenter x et y', de construire un ou deux tableaux auxiliaires se composant aussi de trois systèmes de lignes. Si Tune de ces fonctions î\ ^^ f\ ^® pouvait elle-même être représentée par un seul tableau de lignes droites, il faudrait construire de nouveaux tableaut auxiliaires. Il est même des cas où il faudrait un nombre infini de tableaux, où par suite la fonction ne serait pas convergente dans le sens que nous indiquons ici. Quoi qu'il en soit, il n'est jamais avantageux d'employer plus d'un tableau pour la représentation, et, si cela n'est pas possible au moyen de droites, il sera préférable de se servir de courbes, car l'emploi de plusieurs tableaux enlève à la représentation graphique toute sa clarlé.
Lalanne donne comme exemple d'une fonction nécessitant deux tableaux la fonction suivante :
Il pose j: -J- y = y', ce qui donne un tableau d'obliques à 45°; quant à
jT =ar*, on peut l'obtenir directement par le calcul. La fonction 5 = —;
sera alors représentée par un faisceau de droites passant par l'origine. On peut toutefois se passer de ce dernier tableau. Il suffit d'écrire en effet l'équation sous la forme suivante :
y — or' • - -f X = 0
OU
«>ù l'on a posé s' = - ; on voit que l'on arrive ainsi à une équation du
premier degré entre y et z ,
Nous citerons encore, parmi les exemples traites par Lalanne, son tableau graphique pour les calculs de déblais et de remblais sur lequel nous reviendrons plus loin, et son tableau très ingénîteux pour la résolution des équations du troisième degré, ramenées préalablement à la forme
Si l'on considère les paramètres p et q comme des coordonnées variables pour chaque valeur de x^ cette équation représentera une droite. Toutes ces droites enveloppent une parabole cubique? par chaque point de lintérieur de la parabole on peut mener trois tangentes à la courbe
et, par chaque point de Textérieur, une seule; de sorte que Ton voit immédiatement s'il y a des racines imaginaires. On peut évidemment étendre cette construction à des équations de la forme
Le mémoire de Lalanne se termine par un aperçu historique sur les méthodes de représentation graphique.
Nous n'avons pas cru pouvoir, dans notre étude des méthodes graphiques, passer sous silence ce travail important.
TRANSFORMATION DES TRIANGLES
On peut démontrer directement, par la géométrie, l'exactitude de la multiplication effectuée au n* 2, fig. 19 et 20, p. 13 pour déterminer la surface d'un triangle. Joignant, en effet, les joints G et B, D et A, on voit, à cause du parallélisme des droites AD et BC, que le triangle OCD est équivalent à OAB. Dans la fig. 19, 2b est la base et f la hauteur du triangle OCD; dans la fig, 20, au contraire, 2b est la base et fis. hauteur; par suite, on aura, dans les deux cas, comme surface de OAB = F =
i/-.2« = 6/-, d'où f=p
c'est-à-dire que la surface P est représentée par la hauteur f d'un rec-=tangle dont la base serait b. On voit ainsi qu'en réduisant un triangle à une base ou à une hauteur 2b donnée, on arrive au même résultat qu'en multipliant la base par la hauteur et divisant ensuite le produit par b.
Cette concordance des deux méthodes ne peut plus se démontrer lorsque, au lieu de triangles, on a des figures plus compliquées ; il est alors plus simple de transformer la figure que de calculer, puis somtoei* les différents triangles qui la composent. Nous allons montrer Comment on' peut mesurer une figure quelconque en la transformant en un rectangle de base donnée ou en un triangle ayant comme base ou comme hauteur le double de cette longueur. On obtient, par ces transformations, des longueurs proportionnelles aux surfaces à mesurer et sur lesquelles on peut opérer d'après les règles indiquées dans le premier chapitre.
Il n*est pas nécessaire de considérer, comme base du triangle, l'un de
ses trois côtés, ainsi que nous Tavons fait fig. 19 et 20; mais on peut prendre comme base une droite quelconque AB, [fig, 45) joignant un
Fig. 45.
Bi
sommet A du triangle à un point B, pris sur le côté opposé BC. La hauteur correspondante à cette base sera alors la projection orthogonale CD du côté BG opposé au sommet A sur une perpendiculaire à ABj. Pour distinguer cette projection sur une perpendiculaire de la projection sur la ligne ABj elle-môme, nous rappellerons antiprojection.
Menons, en effet, la parallèle AA, à BG et la parallèle BAj à ABj ; le triangle AjBC (A,G n'est pas tracé sur la figure) sera équivalent au triangle donné et la hauteur de ce triangle est CD. Gette hauteur CD est maximum lorsqu'elle se confond avec BC et à ce maximum correspond le minimum de AB, , c'est-à-dire la hauteur du triangle ABC. Si Ton fait tourner AB, autour du sommet A, sa longueur augmente indéfiniment et le point D parcourt un demi-cercle décrit sur BC comme diamètre; en môme temps que AB, augmente indéfiniment, CD diminue jusqu'à zéro.
On peut donc, pour efiectuer la réduction, prendre comme base une longueur quelconque plus grande que la hauteur du triangle ou, comme hauteur, une longueur quelconque plus petite que le côté BC opposé à A.
On aurait pu de même transformer le triangle ABC en un autre triangle AjBC et la surface de ce nouveau triangle serait exprimée par
^ AjC.BC,. D'une façon générale, on peut dire que la base de réduction
2b est la distance entre la base BC du triangle et la parallèle AA, mesurée obliquement suivant la direction de cette base 20 et que la hauteur correspondante h est la distance normale des deux parallèles menées par les sommets B et C à cette môme base 2^. Sur la fig. 45, on a indiqué les trois positions de la base et de la hauteur qui passent par les trois sommets du triangle.
TILINSFORIIATION DES TRIANGLES.
En considérant dans cette figure comme correspondantes deux perpendiculaires passant par un même sommet, par exemple A,B et BG, , on peut énoncer la construction de la manière suivante :
Si Ton mène^ par le sommet B (Tun triangle^ deux perpendiculaires correspondantes BAj et BGj et que Von intercepte sur F une d'elles le segment BA, au moyen d'une parallèle AA, à F un des côtés passant par B et, sur V autre ^ le segment BCj au moyen d'une parallèle GG, à BA, , le produit de ces deux segments représentera le double de la surface du triangle.
Lorsque Tun de ces segments GD ou AB, est égal au double de la base de réduction, l'autre sera la longueur qui représente la surface du triangle.
TRANSFORMATION DU QUADRILATÈRE
La transformation d'un quadrilatère ABGD [fig, 46) peut se ramener à celle du triangle. Il sufiit de mener, par Tun des sommets B, une parallèle à la diagonale AG jusqu'en B, sur AD, et le tnangle B.GD (BjC n'est pas tracé) sera équivalent au quadrilatère donné. La surface de ce triangle se mesurera au moyen d'une base quelconque FG et de Tanti-
projection BjB du côté BjD. Si l'une de ces deux longueurs est la base 2A, l'autre sera alors la mesure /'du quadrilatère.
Le problème peut être résolu directement {fig, 47).
De C comme centre décrivons un arc de cercle PC = 2ù comme rayon, et du sommet A, menons une tangente B,P h ce cercle. Considérons FG romme l'anti projection de la diagonale AC; nous aurons alors (comme dans la fig. 45, page 80), en menant BB, et DD, parallèlement à GA, AB, comme base réduite du triangle ABC et AD comme base réduite
du triangle ABC; par suite, la surface du quadrilatère ABCDsera égale à c'est-à-dire que la surface du quadrilatère sera représentée par B,Dp
FIg. 47.
Cette construction n'est plus applicable quand CF = 2// est plus grand que la plus grande dimension du quadrilatère ABCD. On porte alors 26 comme base en B,]) {fig* 48) au moyen d'un arc de cercle décrit
Fig. 48.
Fig. 49.
de D comme centre avec 26 comme rayon jusqu'à sa rencontre en B, avec la parallèle BB, à AC, et Taire cherchée sera mesurée par Tantiprojection CP de la diagonale commune AG. Lorsque le quadrilatère est étoile, comme dans la fig, 49, la constnic-
tion indiquée (fig, 47) donne la différence des deux triangles ABC et ACD au lieu de donner leur somme. Les bases réduites des deux triangles ABC et ADC tombent Tune sur Tautre, se retranchent, et la plus grande AB, correspond à la plus grande des surfaces. Dans le quadrilatère étoile, / a le signe de Tun des deux triangles composant le quadrilatère dont le sommet est le plus éloigné de la diagonale commune AC.
TRANSFORBIATION DES POLYGONES DE PLUS DE QUATRE CÔTÉS
Fis:. 50.
On peut pour le quadrilatère, comme pour le triangle, obtenir dans diverses positions les lignes qui le mesurent. Ne pouvant indiquer toutes ces positions, nous nous contenterons de faire connaître une construction commode pour le quadrilatère étoile {fig. 50) en laissant au lecteur le soin de la démonstration.
TRANSFORMATION DES POLYGONES Di: PLUS DE QUATRE CÔTÉS
Fig. ul.
Soit un polygone 01 234 5.
Par le sommet 1 {fig. 51) menons une parallèle 1 2, à la diagonale 02
qui joint les 2 sommets voisins jusqu'à sa rencontre en 2, avec le deuxième côté 2 3 ; le triangle 012 sera équivalent au triangle 0 2, 2 (2,0 n'est pas tracé sur la figure); par suite le polygone 02j345 sera aussi équivalent à 0 1 2 3 4 5. Le sommet 1 a été ainsi éliminé et le nouveau polygone a un sommet de moins que le polygone donné. Nous pourrons de môme éliminer le sommet 2, en menant 2,3, parallèlement à 03; en opérant ainsi, on pourra réduire un polygone d'un nombre quelconque de côtés à un quadrilatère tel que 03, 4 5, que Ton réduira enfin à la base 26 par les méthodes exposées an n* 16, page 81 .
Dans cette construction, le sommet 0 est resté fixe, et chaque nouveau côté des polygones successifs est venu passer par ce sommet; on pourrait, au lieu de conserver ainsi un sommet du polygone primitif, «onserver un côté de ce polygone.
La construction est indiquée (PI. 111,) pour un profil en travers de chemin de fer.
Noas avons mené
11 parallèlement à 20
Nous obtenons ainsi la ligne droite AD qui intercepte à gauche ci à droite des surfaces équivalentes. Cette construction n'a pas besoin d'explication et il suffit d'en indiquer la marche. La partie supérieure du profil peut de môme être réduite à une droite BG , et nous aurons ainsi transformé la figure en un quadrilatère ABGD qui, réduit à la base 2^, nous donnera la longueur /"représentant la surface du profil.
Cette méthode est la plus simple pour des profils en travers de forme quelconque. Avec un peu d'habitude, on peut faire la transformation d'une façon presque mécanique en portant la pointe du compas ou du crayon en 1,2, 3, 4, , etc., sans avoir même besoin de numéroter ou de tracer les lignes de construction. Plaçant, par exemple, une équerre en 3, 3, on la fixe avec le crayon au point 3, , et faisant tourner l'équerre autour de ce point en même temps que la règle sur laquelle elle devra glisser plus tard, on l'amène sur le point 5, puis on fait glisser l'équerre sur la règle jusqu'au point 4, ce qui détermine le point 4,, et ainsi de suite. Cette construction, toute méganique, est absolument indépendante de la forme du contour de la figure à transformer et il est indifférent que ce contour se dirige à droite ou à gauche. Or, les constructions qui peuvent se faire sans qu'il soit nécessaire de se préoccuper de la position respective des diverses lignes de la figure, sont tout à fait générales; aussi la méthode que nous venons d'indiquer peut s'appliquer aux polygones étoiles, ainsi qu'aux polygones dont certains côtés se coupent, et elle donne la surface exacte de ces polygones en tenant compte des signes.
Si l'on répète en effet les constructions précédentes sur un profil contenant à la fois du déblai et du remblai (PI. III3), on voit que les parties en déblai se retranchent d'elles-mêmes des parties en remblai et le profil transformé ABGD est égal à la différence des deux surfaces.
Pour reconnaître les signes des différentes surfaces composant une môme figure, on n'a qu'à parcourir d'une façon continue le contour de la figure, et à remarquer le sens suivant lequel on décrit le contour de chaque surface partielle; les surfaces décrites dans des sens différents ont des signes contraires.
On voit par exemple que le sens suivant lequel on décrit le contour de la surface en remblai 34ABGO est inverse de celui qu'on obtient en suivant le contour de la surface de déblai GO 1234, ainsi que l'indiquent les floches placées à l'intérieur des deux surfaces. Enfin, le sens suivant lequel on parcourt le profil transformé ABGD donne le signe du résultat. Si, par exemple, il y avait eu plus de déblai que de remblai, et que par suite AD fût venu en AD, , les surfaces ABGD, A et GO 1231 auraient été de môme signe.
PARABOLE 1K>CII LA DÉTERMINATION DES SURFACES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI. 8*H
DE DÉBLAI ET DE REMBLAI
Les profils en travers des routes et des chemins de fer sont en général des quadrilatères, dont trois côtés ont toujours une direction et une position constantes, et dont le 4* côté, qui est la ligne du terrain naturel, varie en position et en direction pour chaque profil.
Comme le calcul de ces profils se présente très fréquemment dans la pratique, on a calculé à Tavance les surfaces de déblai et de remblai pour difTcrentes positions et directions de la ligne du terrain naturel, et on a mis les résultats sous forme de table. On a aussi construit des tableaux graphiques qui fournissent immédiatement les surfaces des profils en les mesurant suivant les horizontales qui correspondent aux données du terrain naturel. Nous allons expliquer la construction de ces tableaux graphiques. Nous ne considérerons, comme il est d'usage, que le demi-profil ABCD (fig. 52) et nous le transformerons en le con-
Fig. 52.
sidérant comme la ditfcrenco des triangles OCD et OBA. (^ette niélhodc a l'avantage de permettre d'appliquer le tableau graphique à tous les protiU de même talus, car il suftît de retrancher, au moyen d'une parallèle à OD^, le triangle OBA qui est situé au-dessus du profil et qui est constant pour chaque espèce de profil. Nous allons d'abord réduire le» triangles OCD, OG,D|» OC,D, (G,D,, C,D, sont parallèles) à une môme base 0D = 2A, de manière que les sommets des triangles réduits soient Mlués sur les horizontales passant par D, Dj , D,, etc,
Projetons en E, E, , E,, par des verticales, les différents points CG,G, correspondant aux pieds des talus sur une horizontale passant par Textrémité D de la base de réduction. Les triangles donnés OGD, OG,D,, etc. seront équivalents aux triangles OED, OE,D, , OEjD,,etces derniers, aux triangles OED, ODS,, ODS, (les lignes D,E,, D,E,, D,S,, D,S, ne sont pas tracées sur la figure) obtenus en projetant du point 0 les points EEjEj sur les horizontales menées par D, D,, D,. Les lignes DE, D,S, , DjS^, représenteront alors les surfaces des différents triangles donnés. Pour obtenir leurs valeurs , il suffira de multiplier ces lignes par la baseiOD.
Si Ton joint tous les points S ainsi obtenus au moyen d'une courbe dont nous étudierons plus loin la nature, cette courbe permettra de déterminer la surface de tous les profils de même talus et correspondants à la même inclinaison du terrain naturel.
Les points E, S, , S, peuvent être considérés comme résultant de Tintersection du faisceau 0(DE,E,...oo) avec le faisceau de rayons parallèles cr>(ODD,D,.. .00). Ces deux faisceaux, étant projectifs à la même ponctuelle OGG,G,...co. le lieu du point S sera une courbe du 2* degré.
En considérant le rayon commun Ooo comme appartenant au faisceau 0, son conjugué dans le faisceau parallèle co sera la droite à Tinfini coco^; par suite la courbe est tangente à cette dernière droite au point oc, et c'est une parabole dont le rayon Ooo est un diamètre.
Le rayon commun Ooo, considéré comme faisant partie du faisceau parallèle, a pour conjugué, dans le faisceau 0, la droite OD, qui est par conséquent aussi tangente à la courbe au point 0. Enfin cette tangente, étiint perpendiculaire à la direction de son conjugué Ooo, qui est un diamètre, est la tangente au sommet, et O^o est l'axe de la parabole.
La parabole est donc complètement déterminée et peut se construire facilement pour chaque inclinaison du talus du profil et du terrain naturel.
La parabole varie quand on fait varier Tune ou l'autre de ces inclinaisons: si on la construit pour une série d'inclinaisons différentes du lorrain naturel, on pourra, par une interpolation, déterminer la surface du profil pour une inclinaison quelconque en mesurant cette surface sur l'horizontale qui correspond à la cote sur l'axe.
En changeant le talus du profil, la parabole change aussi. Mais les variations provenant des changements de l'inclinaison du talus sont tout à fait de môme nature que celles qui proviennent des changements dans l'inclinaison du terrain naturel, et les surfaces des profils OGD, OC,D et OGjD (/?/y. 53) sont équivalentes lorsque la différence x— 2, entre la tangente de l'inclinaison du talus et la tangente de l'inclinaison du
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terrain naturel, reste constante. Par suite, au lieu de prendre comme p. 53 indices des paraboles, les inclinaisons du ta-
lus et du terrain naturel, il est bien préférable d*adopter comme indice la différence des tangentes de ces inclinaisons. On obtient ainsi un tableau graphique qui peut servir, quelles que soient les inclinaisons du talus et du terrain naturel, ainsi que la cote sur Taxe.
La différence t — a étant prise comme indice pourla construction du tableau, il convient de la faire varier suivant une progres- ' sion arithmétique. Cette disposition est non sealement très commode pour lire directement les surfaces sur le tableau sans construction préliminaire, mais encore* elle facilite beaucoup la constraction du tableau graphique, car tous les rayons du faisceau 0 \fg. 52, p. 85) seront alors divisés en parties égales par les diverses paraboles.
Soit, en effet (PI. III J, un rayon quelconque OC coupant en C Thorizontale DG menée par l'extrémité D de la base de réduction 2^=0D; soit arc tangxF angle de OC avec l'horizontale, le point C sera un point de la parabole correspondant à une différence t des tangentes, c'est-àdire dont l'indice est t, car DC représente, sans réduction, la surface du triangle ODC, qui a la base OD voulue. Faisons maintenant varier de o la différence x des tangentes, en prenant tangDiCD = 5; la surface du triangle CCD devra être lue sur la parabole de x — o, et nous obtiendrons un point de cette parabole en menant la parallèle C,D,, de façon à transformer le triangle OCD^ en un autre triangle OC^D, dont la hauteur soit égale à la base de réduction CD, et dont la base CjDj sera par suite la mesure du triangle OCD,. Mais comme le point C, se trouve, par constraction, sur le rayon OC et sur l'horizontale correspondant au point D du terrain naturel, ce point C^ est le point de la parabole x — o situé sur le rayon OC. Par suite les formes OD,D et OC,C sont semblables et, lorque les variations DD, , DjD,, etc., des différences des tangentes sont constantes, les segments CCj, CjC,... interceptés par les différentes paraboles sur le rayon OC seront aussi constants. Pour déterminer les points où d'autres rayons OB, OE rencontrent les mêmes paraboles, on cherche les intersections H et K de ces rayons et de l'horizontale menée par le point de rencontre C de l'une quelconque de ces paraboles avec le rayon OC; on projette H et K parallèlement à la tangente commune OD sur le rayon OC, en G et I, puis on projette ces points G et I hori-
zontalement (c'est-à-dire parallèlement au diamètre commun) sur 0(HK) et Ton obtient les points cherchés B et E.
La démonstration de cette construction se fait comme précédemment, en remarquant que les faisceaux oo(OGCIoOj) et O(DHCDoo) sont tous deux projectifs avec la ponctuelle OGCïco, .
On voit par cette construction que les ponctuelles OBjB,B, OC,C,C, OE^E^Ë, déterminées avec les rayons du faisceau 0 parles différentes paraboles, sont semblables. Cette propriété résulte d'ailleurs d'une façon immédiate de ce que le point 0 est le centre de similitude des paraboles, qui so^t semblablement placées. 11 résulte aussi de cette dernière considération qu'un rayon quelconque du faisceau 0 coupe toutes les paraboles sous le même angle, et, comme les segments interceptés sont égaux, nous aurons sur toute la longueur du rayon la môme figure.
Si la variation de la différence des tangentes allait en diminuant (au lieu d'être constante) en-passant de la verticale à l'horizontale, il faudrait diminuer, d'après les mêmes lois, les segments interceptés sur un même rayon. Le long d'un rayon, la différence des valeurs x — a augmentera de 0,01 h 0,02, par exemple, puis à 0,05 et à 0,10.
CONSTRUCTION KT USAGK DU TABLK.\U PARABOLIQUK
Les propriétés que nous venons d'exposer et quelques calculs très simples permettent de (Construire facilement le tableau graphique.
Traçons (en prenant le décimètre comme unitéj un cadre de 2,4 de longueur sur 1,8 de hauteur (PI. IV), et remplissons-le par un quadrillage en millimètres. Considérons le côté supérieur comme axe des abscisses et en môme temps comme axe des paraboles, le côté gauche comme axe des ordonnées et comme tangente commune, et désignons parO l'intersection de ces deux axes, c'est-î\-dire l'origine des coordonnées, et par x, y les coordonnées d'un point quelconque de l'une des courbes.
L'équation des paraboles î\ construire, par exemple celle de OBC,
se déduit facilement do la proportion —-=:—-- ou [nn. o4 , -:=:— -ou -,
FG DC y fr a
en supposant, (comme on l'a fait pour la pi. IV, fj=a, (f est-à-dire
l'angle GOF deiS"; car alors l'ordoïknée î/ des points B = OF=rFG=DH,
et l'équation de la parabole est î/' = 6u;.
Au moyen de cette équation, on a calculé pour construire la pi. IV les
ordonnées Mes paraboles dont les paramètres sont respectivement 100,
50, 30 et 20, et pour des différen(ces d'ordonnées de 0,1 à 0,2,
CONSTRUCTION ET USAGE DU TABLEAU PARABOLIQUE
Vig. 34.
Quant aux autres paraboles, on a déterminé leurs intersections avec
des rayons successifs issus de 0.
?v~'^ Pour le premier de ces rayons, par exemple, pour celui qui coupe le côté inférieur de la feuille à l'abscisse 0,18 {*) et dont l'équation est par suite
tt
. y = -^ = ô;ïs^ = *o^.
on a :
V=- =0,la et x=: — = 0,01a.
En prenant pour unité la différence Aa des paramètres des paraboles consécutives coupant ce rayon, la dift'érence des ordonnées successives sera de 0,1 (1 centimètre) et celle des abscisses de 0,01 (1 millimètre). 11 passera donc une parabole par chaque intersection du rayon t == 10 avec les horizontales correspondant aux divisions en centimètres et avec les verticales correspondant aux millimètres.
On a ensuite posé - = 0,12. Le rayon correspondant coupe le côté
inférieur à Tabscisse 0,216, au môme point que la parabole 15, et la différence d'ordonnées correspondant à une différence de paramètres égale à 1 est 1^=^0,12. Les paraboles qui passaient par l'intersection du rayon 10 avec les horiKontales 0,1, 0,2, 0,3... passent aussi par Tin-
tersection du rayon jr-j3 avec les horizontales 0,12, 0,24, 0,36, et ainsi
de suite. Les arcs de paraboles compris entre ces rayons peuvent par
suite être tracés directement, car ils sont tous parallèles entre eux et
un les obtiendra successivement en faisant glisser une équcrre le long
d'une règle. Les différences entre les abscisses des intersections des
1 Aa
paraboles avec le rayon -— sont Ax = — = 0,0144. La parabole a=25
est la première qui passe par l'intersection d'une des verticales tracées sur le tableau avec le rayon, et celte verticale correspond h l'abscisse 0^; comme cette intersection est en dehors de la feuille, il en résulte
que le rayon —-7- ne contient aucune intersection d'une des verticales
du tableau avec une des parallèles.
■Aa.b>^.>d_^iA^ki
(') H ae tout pas oublier ^\^c^ dans tout ce pumf^mphe, le décimètre est ruttité de Imoieur.
On construit de la môme manière les arcs de paraboles compris entre les rayons -=0,12 et 0,13, et ainsi de suite. Nous nous contenterons
de donner les valeurs de -, aû, Ax et Ay correspondantes au rayon pour
lequel nous avons, dans l'intérêt de la clarté de la figure, changé la valeur de Aa, c'est-à-dire pour lequel le nombre des paraboles varie d'un côté à l'autre de chaque rayon.
m 1 0,5 0,2 0,1 0,05 0,05 0,01 0,005 0,002 0,002 Ay 0,1 0,1 0,06 0,05 0,04 0,024 0,24 0,02 0,016 0,03. Ax 0,01 0,02 0,018 0,025 0,032 0,0282 0,0576 0,08 0,128 0,45
Les abscisses des intersections avec le côté inférieur s'obtiendront en
multipliant 1,8 par -, et les ordonnées des intersections avec le côté
droit en divisant 2,4 par -.
Vers la fin de la construction, les intersections des rayons avec les intersections deviennent très obliques ; mais d'un autre côté, les longueurs des segments interceptés par les diverses paraboles sur ces rayons augmenteront, et le nombre des points de rencontre qui coïncident avec des intersections des lignes du quadrillage augmente aussi; on obtiendra des points des autres paraboles intermédiaires en divisant en un certain nombre de parties la distance de ces intersections au point 0.
Considérons, par exemple, le rayon - = 4; ce rayon rencontre toutes
les paraboles sur des intersections du quadrillage, et ces points de rencontre coïncident de cinq en cinq avec des intersections des lignes correspondantes aux centimètres. Ainsi, les coordonnées de l'intersection K de ce rayon avec la parabole a = 0,1 sont x=l,6 et y = 0,4; on les
a obtient en multipliant xc et ^y par — ou 20.
Gomme une parabole est déterminée quand on connaît son axe, son sommet et un autre quelconque de ses points, on obtiendra les mômes paraboles, quelle que soit la base de réduction ; on pourra donc s'en servir, dans la PI. IV, pourvu qu'eu changeant la base de réduction on change aussi d'une façon correspondante les indices des paraboles. Si l'on veut désigner les paraboles par la différence des tangentes t — a {fig, 33, p. 87), il faudra donner l'indice 1 à celle qui passe par le point [x = 2^,
CONSTRUCTION ET USAGE DU TABLEAU HARABOLIQUE
y = 2A) dont les coordonnées sont égales an double de la base de réduction. Sur la PI. IV, on a marqué les indices correspondants à la base 6 = 5 centimètres ou à la double base 2ô = 10 centimètres et la parabole qui passe par le point (ar = i,y = l) a été alTectée de Tindice 1. Il est évident, en effet, que le triangle rectangle dont Thypoténuse est 01 (sur la ligne OG) n'a pas besoin de réduction, puisque chaque côté de Tangle droit est égal à 2b et que sa surface est ainsi représentée par cette longueur. L'indice des autres paraboles s'obtient en numérotant proportionnellement tous les rayons du faisceau 0.
Nous terminerons en indiquant l'usage de ces tables au moyen d'un exemple.
Soit à déterminer les surfaces de déblai et de remblai pour le profil type dessiné PL III,.
Dans le cas du remblai, nous réduisons à un triangle AOA, ayant pour hauteur la base de réduction b, le polygone constant 03211 compris entre le prolongement du talus en remblai, l'axe et le contour supérieur du profil. Dans le cas du déblai, nous réduisons de même le polygone constant 0, 5432 1 1. Les moitiés des bases f et f^ donneront par conséquent les surfaces de ces polygones (savoir 6*"',75 et 12''",4). Pour déterminer les surfaces de remblai au moyen de la PI. IV, on prendra lorigine des coordonnées au point M dont l'abscisse est égale h fei dont Tordonnée est égale à OL (PI. IIIj). Pour le déblai, l'origine devra être prise au point N dont l'abscisse est f^ et dont l'ordonnée est 0,L
Soit, par exemple, une hauteur de remblai LP avec une inclinaison du terrain naturel de 0,53 (PI. IIIj). La surface du profil sera donnée par l'abscisse PQ (PI. IV) du point de la parabole ayant pour indice 0,67 — (— 0,53) = 1 ,2, dont l'ordonnée MP est égale à la hauteur LP. La longueur ainsi obtenue doit naturellement être la même que celle qui résulte de la construction directe faite sur le profil lui-même. La surface cherchée est égale à PQ X ^ = 3,66 x 5 =. 18^"%3.
On peut aussi déterminer la parabole graphiquement.
Le rayon OC, (PI. IV) qui forme avec l'horizontale un angle dont la tangente est t — a, coupe toujours la parabole correspondante sur l'horizontale D,G, dont l'ordonnée est 2^=10 centimètres, car le triangle DjOC, n'a pas besoin de réduction. On porte donc une fois pour toutes, sur la verticale x = 2ô = OR et, à partir de R, la tangente RT de l'angle constant du talus mesurée en prenant OR comme rayon (ici elle est de
- = 6*",7), on en retranche la tangente TU de l'inclinaison du terrain
mesurée toujours avec OR comme rayon (ici — 10x0,53 = — 5,3) et le
DD CàJUCOh 6IUrai<|VB«
résultat RU sera égal à M(t — «) ; par suite U sera un point du rayon OG, et on déterminera ainsi le point C| de la parabole oherchie.
La surface du profil peut être encore déterminée -sans construire les joints M et P.
Ajoutons à la hauteur du remblai LPssfi^,! [9\. lUg) la hauteur constante OLcsSyâSi ce qui donne 7«75, puis cherchons (PL IV) sur la parabole 1,2 Tabscisse du point Q dont l'ordonnée est égale à 7,7B. (L'in*dice de la parabole a été déterminé par une sousCraètioni comme on Ta vu.) Cette abscisse est égale à 5 centimètres et correspond à une surface de 5x5 = ^ centimètres carrés. On en retranche la surface du triangle 6***,75 déterminée une fois pour toutes, et il reste i5***,â5 comme surface du profil.
Tout ce que nous Tenons de dire pour le remblai s*applique aussi au déblai. U est à peine nécessaire d*ajouler que le tableau parabolique peut servir à la détermination de Tune des deux valeurs' x et y Bées par Ukie relation y^^^n- ihx lorsque Tatitre est donnée, n étant Tindice de la parabole. La parabole 0,1, par exemple, passe par tous lès points dont l*ot*doànée est égale à la racine de Tabscisse, c*ëst-à-dire par les points (1,4), (M), (9,3), (16,4), etc.
90. FOBMULSS DBS SURFACES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI» ET RfiPRtiBHTAtlM
DE CES SURFACES AU MOYEN DE LIGNES DROITES
On a constiniit autrefois, comme nous Tavons déjà dit, des tables à double entrée donnant pour différentes hauteurs de déblai et de remblai^ et pour diverses inclinaisons du terrain naturel» les surfaces correspondantes. Quoique ces tables ne paraissent pas avoir une grande utilité pratique à cause des modifications qui Sé présentent constamment dans les dimensions des proûls-types, et parce que la réduction graphique ou remploi du planimètre que nous étudierons bientôt conduisent presque aussi vite au résultat que Tusage d*une table quelconque, nous allons néanmoins établir ici en peu de mots les formules qui servent à les calculer.
Fig. 56.
Soit a la tangente de l'angle que fait avec Thorizontale le dernier côté du protiL pAns les jig, &3 et 8$) Oe d^ôrnier Oété KHH'reii^ntl Au tâlUd. Soit 1 1& bins«hté d9
FORMULES DES SURFACES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI
rinclinaison du terrain naturel; soient^ de plus, h la hauteur du remblai ou du déblai, c la hauteur constante quMl faut ajouter à h pour avoir le segment total intercepté sur Taxe par la ligne du talus a et celle du sol t, et enfin x la distance à Taxe de Tintersection du talus avec le sol. Nous aurons :
(a — T)ar = A -f c.
Appelons G la surface constante de la figure qui complète le profil pour en former on triangle compris entre Taxe du profil^ le terrain naturel et le talus, et que nous iTona distinguée par des luichures sur les fig, 55 et 56. Cette surface est négative sur ces deux figures; mais elle peut être positive dans certains cas, quand, par exemple, la ligne du terrain part du fond du fossé. Nous aurons, comme surface du profil:
Cette équation confirme les résultats trouvés plus haut. En considérant A + c comme une abscisse variable et portant à son extrémité comme ordonnée la grandeur F à une échelle quelconque, ou bien^ pour employer un langage plus conforme aux opérations graphiques, la grandeur F réduite à une base quelconque, le lieu des extrémités de F sera une parabole, comme on le voit d'après Téquation ci-dessus qui ne contient F qu'au premier degré. La ligne des {h -f- c) est Taxe de la parabole. Le paramètre n'est ni une fonction de t, ni une fonction de a, mais de (a — t) ; on obtiendra donc des paraboles différentes pour différents a ou différents t, mais la même parabole pour de mêmes différences a — t. La surface constante C se retranchera en déplaçant convenablement l'a^i tes abscisses parallèlement à lui-même. CeUe formule n'est applicable qu'entre < rtaines limites^ car il faut pour cela que .la ligne du terrain naturel rencontre celle du talus. Soient x et y les coordonnées d^m sommet du profil. On doit avoir A = y ± a: tg a quand la ligne du sol passe par ce sommet, et cette équation permet de déterminer les limites entre lesquelles la formule est applicable. Pour certaines valeurs de h, prises en dehors de ces limites, la ligne du terrain naturel coupe deux fois le profil-type; dans ce cas, le profil contient en même temps du remblai et du déblai; la surface nouvelle qui se présente alors doit être déterminée séparément et ajoutée à celle donnée par la formule, car celle-ci donne la surface algébrique de la figure, et, en l'appliquant à un profil mixte, on obtient la différence du remblai et du déblai. Loi'sque le remblai égale le déblai^ cette différence est nulle, et il faut évidemment, pour obtenir la surface totale, ajouter à cette surface 0 celle qu'on a calculée séparément. Sur la pi. II, nous avons représenté ces surfaces au moyen de lignes droites, d'après les méthodes de Lalanne.
Dans la formule simplifiée
nous considérons - /i* comme coefficient de Pabscisse , et en considérant K
comme une ordonnée, nous avons Péquation d'une ligne droite.
Nous avons pris 0*,02 comme unité pour , c'est-à-dire que nous avons porté
0* 02 comme abscisses — ^ . Nous avons par suite mis l'indice ^ à la verticale 0*,01; 1 à
la verticale 0,02; 0,5 à 0,04 et 0,25 à l'extrémité de la planché sur la Verticale 0-^08. Comme échelle des surfaces nous avons pris 0",001 pour 1 mètre carré. Nous aVons par suite porté sur la verticale 0,25, du côté droit de la figure^ les segments
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P=- A*Tr|= =:2M et, soimit t'éebeUo aAoptèa pour 1m mr^toes, 1m hantenrt
0,00s, 0,008, 0,018, 0,032, 0,05, 0,TZ; noiuJoigWHU iM pointa oUanu àroiiglnedM coontotmiM, at nom donnona comina iadioM à Mt nyma Jm tcIsiim œtrmpoadijitM da A 1, S, 3, t, 5, 0. Ou aobèra le tftblMn gnpUqne en IntarpoUnt de non- TMox rayons entra 1m rajrona déjà oMenna et es coatinaftnt la conatmotion an deli de l^dîoo 0. Ce aystème de tablean gnphiqite Mt certainement plos belle & canatraira qne le tablean panboliqae, raala il n>at paa dHtiie iq^loation aaari lÉDmèdiate. Lm hantenra aont donnéM par le ealenl et d(HT«nt étra comiriétfee par le çalcuL On ne pent plue, comme dan* U pi. II, ratrandur one fois ponr tontM l'ordonnie complémentaira M ou N, et de cm pdnta prendre bb compu 1m hantenra dM proflEa, maia 11 Iknt ajontsr numériqoeinent à chaqna luKitenr de profil la hanteur com plein antaire de M pour le remblai, hantenr qui, dans le profil de la pi. ni|, fig, 5, Bit de£-,0O, et pour la déblai celle de N qui est da4-,55; c'Mt alors aeul«nent qu'on pourra trouver inr le tablmu graphique le rayon qai détermine la surtàce.
Par contre, on peut ratrautâur immédiatement, an moyen d'horisontalea, 1m triaoglM complémentairM qui sont 4e e'iTC pour le remblai et de 1S,4 pour le dé- Uai, puisque 1m verticalM sont directement proportionnelles aux surbcw. Cette conatruction a été Ikite PI. Il|. Pour calculer au moyen de ce tableau le profil de remblai de la PI. m,, on calcule d'abord la hawteur totale du pn&l, soit T",?, et on suit, sur le tableau, le rayon eorreepondant A ^,7; ce rayon et lltorisoDtale S,TC Interceptent sur l'ordonnée a-~^=lji le segment PQ qui représentera la Burfbce cherchée.
Le tableau parabolique qui est général est bira préffintble. Lm paralwlM montrent d'ailleura Uen mieux la loi de Tariation de la suribce avec la hauteur du. profil on SM iBclinaiaona, que ne pent le Ikire une figure ota 1m inverMe dM dtfférencM sont portés comme abscisSM.
Mais si l'on veut conatmire un tableau pour un profil ^téclal, la construction de la PI. n, Mt la ^ns dmple. On «Coûtera A A la hauteur complémeott^re e, on donnera ' an rayon h + e Tindice A, et on. diminuera toutM Iw ordonnéM de la hauteur représentant la eur&ce constante du triangle complémentaire. On obtiendra alors directement la surface d'un proDl par l'ordonnée du point d'intersection du rayon A avec la verticale marquée de l'indice f — u.
Comme nous l'avona fait remarquer
ng. ".
plus haut, p. î7, L^lanne a
ployé les paraboles pour représenter
les surfaces dos prolils.
Plus tard, nous aurons besoin d'avoir les surfaces de profil exprimées au moyen des liautours h et h' i_fig. Si). Pour cela, nous trsnsfoi'mons le demiprofll donné suivant la surface ombrée, et nous voyons immédiatement que
F = 5*{A + fl')+^,
formule qu'on peut écrire.
TRANSFORMATION DES SURFACES LIMITÉES PAR DES ARCS DE CERCLE
en désignant par F' la surface du profil de hauteur - (/< + A') et dont la base sei*ait
horizontale. Quant à -- 1 — r — j , c'est la surface d'un petit triangle rectangle dont
rhypoténuse serait le talus, et dont la hauteur serait la demi- différence des hauteurs h et A'.
M. Ed. Pellis propose, dans la brochure autographiéc intitulée : Recuetl de notes des anciens élèves^ ingénieurs de Lausanne, 15 déc. 1869, de calculer simplement des tables de déblai et de remblai pour un terrain horizontal, tables qui donneraient
les Surfaces F', correspondantes à différentes valeurs - (A + A'), et de ces surfaces
on retrancherait le petit triangle d'erreur, calculé aussi d'avance pour différentes valeurs de A — A'.
Nous ferons remarquer à ce sujet que la hauteur extérieure A' nécessaire pour
calculer les valeurs de - (A -f A') et 5 (A — h') ne résulte pas directement des opé-
rations effectuées sur le terrain, mais qu'il faut, pour la déterminer sans calcul, dessiner les profils; l'emploi d'une table perd dès lors son principal avantage qui est de dispenser de tout dessin.
Nous avons cru néanmoins devoir mentionner cette proposition, et nous ajouterons en outre que M. Pellis considérait, dans ses calculs, le profil complet et non le <lemi-profil. La forme des équations trouvées plus haut reste la même pour ce cas.
ai. TRANSFORMATION DES SURFACES LIMITÉES PAR DES ARCS DE CERCLE
La transformation des surfaces limitées par des arcs de cercle repose sur la propriété suivante : la surface d'un secteur circulaire est équivalente à celle d*un triangle qui aurait pour base la longueur de Tare rectifié suivant une de ses tangentes, le sommet opposé à cette base se trouvant au centre du cercle auquel Tare appartient.
La seule méthode pratique pour rectifier un arc sur sa tangente consiste à porter le môme nombre de fois sur les deux lignes une petite corde quelconque et d'ajouter à la longueur ainsi obtenue sur la tangente le reste trouvé sur Tare après l'opération. Cherchons quelle grandeur on peut donner à l'arc a pour que, en mesurant l'arc / au moyen de la corde qui sous-tend l'arc a, l'erreur soit plus petite qu'une quantité donnée d.
La différence entre l'arc a et sa corde est, en appelant r le rayon de
l'arc :
a a — 2r sin --, 2r
ou, en développant en série :
L'arc a étant porté - fois sur Tare /, Terreur totale d sera - fois cette
différence. On aura donc :
/ g} _ aH
en supposant a assez petit pour que le deuxième terme soit négligeable en présence du premier.
On en tire :
4 /24rf
Dans le calcul graphique ordinaire, il suffit d'une approximation de
— -- de centimètre, ou, pour plus de simplicité dans notre formule, de
/ devant être exprimé en centimètres.
Si par exemple Tare à mesurer est de I centimètres, «= -r; si Tare
est de 3S centimètres, a doit être pris égal à — r.
Nous recommandons de ne jamais prendre a plus petit que ne le donnent ces formules, parce que, en reportant trop souvent une petite corde à la suite d'elle-même, on commet une erreur plus grande que celle qui provient de la différence entre Tare et sa corde.
En rectifiant un arc A6 sur la tangente menée à une extrémité A de cet arc, il est bon de commencer par l'autre extrémité B de l'arc (fig. 58). On porte un certain nombre de fois, à partir de cette dernière
extrémité, un petit arc a qui, sur la fig, 58, est à peu près le - du rayon»
et Ton va jusqu'à ce que l'on arrive à un point que Ion puisse considé*^ rcr comtne appartenant à la fois à l'arc et à la tangente^ On repart alors de ce point sans lever le compas, en allant en sens inverse sur la tangente, et l'on reporte la corde de l'arc à le môttie nombre de fois qu'elle a été portée siir l'arc (7 fois dans le cas de la figure). Pour des raisons faciles à comprendre, cette nicthode est beaucoup plus exacte
TRANSFORMATION DES SURFACES LIMITÉBS PAR DES ARCS DE CERCLE
que celle qui consiste à diviser l'arc en un certain nombre; de parties égales.
Fig. 58.
Nous croyons cette méthode plus pratique que celle qui consiste À construire la loD^nieur dont il faut augmenter la corde d*un arc pour obtenir la longueur de cet vc. C'est ce que propose M. Raim. Hanacek dans les Annales des ingénieurs et aickitedes autnchienSy 187t (*). Il construit Tare d'après la formule :
,=2VTM75 + g.
VP + /^ est la corde du demi-arc; Tautre terme ~r se construit au moyen d*un
triangle rectangle dont la hauteur est f, et dont un des segments déterminés sur
n rhypoténuse par cette hauteur est f ; Tautre segment est ^ .
Posons y r= T, et développons s ; il viendra :
, = 2/(l+?^-lx»+i,.-....).
La longaenr réelle est, comme on le verra, p. 100 :
L'tfrear est par suite sensiblement égale à r^ fois la longueur de Tare. Pour un
tei-eercle de 0*,05 de diamètre, cette erreur serait de 0,00065.
Soaa croyons qu*il sera en général plus exact et plus rapide de mesurer Tare au .^en d*ane corde a, assez petite pour ne pas avoir besoin de la corriger, que de le ■esorer au moven d'une correction à la longueur de la corde. Mais si Ton veut cal-
*} làtiekrifi iea oeslerreichuche» Ug.-wU Arck.-Vereins.
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oolar la lonffoMir d'un mo de cercle pour de Mi petites vmleare de f^ il nuidn mieax ee eùrfir des formulée exactes données, p. 100.
La surface du secteur de cercle est égale à celle du triangle AOG, qu'on peut réduire par Tun quelconque des procédés que nous avons indiqués.
La surface du segment de cercle AB est égale à la difiérence des surfaces des triangles OAG et OAB, ou à la surface du quadrilatère étoile
AGOB, dont la surface peut être représentée par ~ 2 A/*» . n* 16 (p. 83).
Il n'est pas nécessaire que la tangente soit menée par Tune des extrémités de l'arc; on peut la mener par un point quelconque intermédiaire, comme dans la fig. 59. Dans ce cas, ainsi que l'indique la figure, on rec-
Fig. 59.
tifiera CT en AT et DT en AB, T étant le point de tangence. La surface du secteur sera celle du triangle OAB ; la surface du segment sera OAB — OCD, égale à celle du polygone OABODCO, dans lequel le contour ABPE doit être parcouru dans un sens et les contours OGE, ODP en sens contraire. Le triang^ intérieur OEP se retranche de lui-même. La transformation de cette figure en un quadrilatère ABD,G se fera très simplement en menant 0G| pa:rallèle à GA, OD^ parallèle à DB, et amenant ainsi les triangles négatifs AOG et BDO en AG,G et BD D. La surface du quadrilatère ABD^Gf sera équivalente à celle du segment,
et pourra être exprimée par -2^./*.
TBANSFORMATION DK LA SURFACE d'uNE SECTION DE VOUTE
Soit à réduire à la base 26 la surface de voûte dessinée PI. III,.
On rectifie les deux arcs qui limitent la section de voûte considérée suivant les tangentes AB et 23 menées par leurs extrémités, et Ton obtient ainsi la surface du secteur extérieur OAB et celle du secteur intérieur 132. La surface cherchée sera égale à OAB moins la somme des trois triangles 132, OAl et OIG, c'est-à-dire moins la fig. OA321GO. En retranchant les parties communes, il nous restera le polygone ABOGi23A. Les parties qui restent à Tintérieur du triangle OAB ont été ombrées et leur contour doit être décrit dans le sens positif; les parties qui restent en dehors de ce triangle, et qui sont encore à retrancher, sont pointillées et doivent être décrites en sens contraire. On réduit cette surface à un quadrilatère d'après les méthodes connues. La plus simple consiste à réduire la ligne brisée G123A à la ligne G|à (voir n* 17, p. 83) d'une manière analogue à ce qui a été fait sur la P1.1II,; on obtiendra ainsi le quadrilatère étoile ABOGj dont la surface sera exprimée par le produit des deux lignes 26 et f.
La figure se simplifie un peu quand on considère la moitié de la sec» tion entière de la voûte. On ramène, comme précédemment, la surface de la demi-voûte à celle de la figure ABG0321A (PI. III,), qui a autant de côtés que celui de la PL III,. Gela fait, si on réduit le contour A1230 à la ligne AG, par un procédé analogue à celui qui a été suivi pour la fig, 51, p. 83, on obtiendra le quadrilatère ABGG,, équivalent à la demivoûte, et dont la surface sera représentée par le produit des deux lignes
l'ig. so. Très souvent, dans les cas que nous venons d*examiner,
les arcs de cercle sont donnés par leur corde et leur flèche^ et on se propose, au moyen de ces deux quantités, de calculer la longueur de Tare et les surface» du secteur et du segment.
Soient [fi§, 60) / la flèche, / la demi-ouverture, a le demi-angle au centre. Nous calculerons d'abord a au moyen de la formule :
et nous aurons ensuite
100 DU GALGOL GlUraïQQI; ' ' ' /
Ëzprimoiifl, au moyen de ces quantité, la demi-loiigaear ê de Vare, la surface du demiHE»etear Sf« et celle du demi-segment S». Nous aurons
Lorsque le rapport j=t est très petit, il est commode de déyélopper tontes ces formules en s6ries ; on aura :
81 le rayon et la corde soclNkiUids, on calculera f au moyen de la formule :
91 Pon veut exprimer }a flèqlie A du demi-arc au moyen de f et de r, on aura :
On voit que lorsque - est très petite on peut prendre pour la flèche du demi-arc
le 2 dd coilo de Parc complet. (Test sur cette propriété que reposent certaines
règles pratiques employées par les charpentiers, règles qui, dans beaucoup de cas, sont très commodes, par exemple, pour déterminer des points d'un cercle situés entre d'autres points donnés de ce cercle.
TRANSFORMATION DBS SURFACES LIMITÉES PAR DES GOURBES QUELCONQUES
Pour résoudre ce problème, nous considérerons comme des arcs de Fig. 61. parabole les portions peu étendues des
courbes qui limitent la surface sur laquelle on veut opérer, af 'f li^ V ^* surface d'un segment de parabole
^^"' ^ ! : \ (fig- 64) est, comme on sait, égale au
produit de la corde du segment par les
TRANSFORMATION DE LA SURFACE d'uNE SECTION DE VOUTE
Soit à réduire à la base 26 la surface de voûte dessinée PI. III^. On rectifie les deux arcs qui limitent la section de voûte considérée suivant les tangentes AB et 23 menées par leurs extrémités, et Ton obtient ainsi la surface du secteur extérieur OAB et celle du secteur intériear 132. La surface cherchée sera égale à OAB moins la somme des trois triangles 132, OAi et OIG, c'est-à-dire moins la fig. OA32iCO. En retranchant les parties communes, il nous restera le polygone ABOGi23A. Les parties qui restent à Tintérieur du triangle OAB ont été ombrées et leur contour doit être décrit dans le sens positif; les parties qui restent en dehors de ce triangle, et qui sont encore à retrancher, sont pointillées et doivent être décrites en sens contraire. On réduit cette surface à un quadrilatère d'après les méthodes connues. La plus simple consiste à réduire la ligne brisée Gi23A à la ligne G|à (voir n* 17, p. 83) d'une manière analogue à ce qui a été fait sur la P1.1II,; on obtiendra ainsi le quadrilatère étoile ABOCj dont la surface sera exprimée par le produit des deux lignes 26 et f.
La figure se simplifie un peu quand on considère la moitié de la sec'^ tion entière de la voûte. On ramène, comme précédemment, la surface de la demi-voûte à celle de la figure ABG0321A (PI. III,), qui a autant de côtés que celui de la PI. III,. Gela fait, si on réduit le contour Ai230 à la ligne AG| par un procédé analogue à celui qui a été suivi pour la fig. 51, p. 83, on obtiendra le quadrilatère ABGG,, équivalent à la demivoûte, et dont la surface sera représentée par le produit des deux lignes jiet/*.
V\%. «0. Très souvent, dans les cas que nous venons d'examiner,
les arcs de cei^cle sont donnés par leur corde et leur flèche, et on se propose, au moyen de ces deux quantités, de calculer la longueur de Tare et les surfaces- du secteur et du segment.
Soient (fig^ 60) f la flèche, / la demi-ouverture, a le demi-angle au centre. Nous calculerons d'abord a au moyen de la formule :
ëi nous aurons ensuite
-'=frî'(è-'}
Ifi t>tr i^Jttjûil. muMIttl'ii
■îVé^^l-U'
lA ftttrfhcé; oè tàppoti m iiMlé à mteiiif. Lorsque la flèeli6 eët le ^ de
là cùtûë, Vérfètit est fUm j^étitè QUè j4g de Ift ftii4kcè.
Pour préciser davantage, noUi ftttpposefMK tMteslés iKi^llâëft t^daites ft mtêhÊM de (r,(M m à une double hàiè ûèÙ^fii; Hdtei adtilettikind en outre que rapproximation avec laquelle on pent mesurer les hauteurs
soit derrrrrde Centimètre; dans ce cas, l'erreur commise sera moindre luO
que0"',(j00001.
Si donc on pose :
on aura, pour différentes v^êurs de /*,
5 mill.
3/=»^/* ^ Ofii
66,7 mîll.
f = ir=0.5.
'-lr+'^=oM
4 13,6 mill.
Angle au centre = 150' 8 86* 26' 45* 14' 26* 23' 1 1* 25',
En dessinant ces segments, on obtient la fig, 63, pour laquelle on com-
.vu\vui\f.\ït\'i\ /; 0(1
iu>'i\\r<'h)\ l'Hnmo'> (in'I ')ifjj
Z^STn
met une erreur d'un milïiHï^tre carré lorsqu'on détermine la surface des segment^/99t)ir))QU|pliimti)f^b4aeiparite»^ide^laiifaauteur. Dans les con-*
structions gpuf^hiqqes ordi|ï]^ires|on chercherai à obtiBiiir des segments
ressembljant àuj^i Jrçlî^diêrili^rs^^Oi^S'-W sèramen fixé
dans la mémoire les formes de ces segments, il sera aisé, en se laissant
raissent semblables**aux segments de la figure.
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- de la flèche, c'est-à-dire qu'elle est équivalente à celle d'un triangle
ayant la corde comme base, et - /"comme hauteur (/" étant la flèche du
segment mesurée normalement à la base).
Si Ton a un grand nombre de ces transformations à faire, le moyen le
plus simple pour multiplier f par - consistera dans l'emploi d'un com-
pas de réduction.
On partagera la ligne courbe limitant la surface en parties assez petites pour que chacune d'elles puisse être considérée comme un arc de parabole, et on transformera en triangles les segments de parabole {fig, 62)
„, „ de manière que le sommet de cha-
Fig. «2. ^
que nouveau triangle ainsi obtenu se trouve sur le prolongement de la base du triangle précédent. On obtient ainsi un polygone équivalent à \i figure donnée et ayant autant de côtés qu'il y a de seg ments. La fig, 62 indique la manière de procéder; la construction a été faite en allant de A vers B.
11 ne reste plus alors qu'à transformer ce polygone par les méthodes connues.
Quant à la grandeur que. l'on peut donner aux arcs successifs pour qu'ils pliissent être considérés comme des arcs de parabole, on ne peut à cet égard rien dire de précis tant qu'on ne connaît pas"^la navire (le la courbe à transformer. Nous nous bornerons à déterniiner 1 errliur que l'on commet lorsqu'on
applique cette méthoçi^^^ à un ^^^^^^^ lorl, u..-., , ..■„ lorn
La surface d un segment de icercle exprimée au moyen de la flèche /
eèdte toicenyiâilmi^oainnkeiihiWiriridanriei fihAléPÔiiJi^ééâdéftti^i'^'-^-'^^
|(^ lî ::|>.-)M/WT^Mii'il' -'4?ii;liyfY«:: ^l<'ll-.!!'ll'
8l4'««coii«dfirë'C^ sëgfllèht èfèittiâë '^àfêMiiA>6'^J^'\%^^
erreur
plus petite que - //"- ( Ç j ou plus petite que f |-. j multiplié par
ses deux extrémités en deux parties, telles que la surface de Tune soit double de celle de Tautre.
La différence entre Taire du polygone circonscrit et celle dé la courbe est donc égale au tiers de celle des deux polygones circonscrit et inscrit. On aura donc pour l'expression de la surface
Dans la plupart des cas, on pourra négliger la correction que nous venons de trouver; mais, si Ton en tient compte, cette formule due à Poncelet (voir Parmentier, Nouvelles antèales de mathématiques^ oct. 1855) est plus exacte que Tancienne formule de Simpson, ainsi que nous allons le montrer par la comparaison des deux méthodes.
Simpson ne suppose aucune relation entre les divers trapèzes paraboliques. La surface comprise entre deux ordonnées quelconques et la corde
de Tare parabolique étant de - (A., + Ki^^ ^^ ^^^^^ ^^ segment de para-
bole étant ^ (A,^, ^ '^'^jA, Simpson obtient comme surface de la
tranche :
En faisant la somme de toutes ces tranches, la première et la dernière ordonnée h^ et A, n'interviennent qu'une fois, tandis que chacune des ordonnées d'indice pair se répétera deux fois, une fois pour la tranche qui la précède, une deuxième fois pour celle qui la suit. Les ordonnées impaires consenent leur coefficient 4, et la formule de sommation devient
F=^{Ao + i/*i+2A,+ 4A,4-... + 4A, + A,)A.
Si Ton veut comparer cette formule à la précédente, il faut supposer un profil spécial. Lorsque ce profil est réellement terminé par un arc de parabole, les deux formules donnent le même résultat, qui est alors parfaitement exact.
Supposons que toutes les ordonnées paires soient de même longueur, ainsi que les ordonnées impaires, ces dernières étant plus grandes que les premières d'une certaine quantité constante ; la formule de Simpson correspondra alors à une série de tranches terminées en bas par des arcs qui se rejoignent à angle aigu sur les ordonnées paires, et qui sont arrondis sur les ordonnées impaires.
DÉTERMINATION DE L'aIRE D'UNK SURFACE LIMITÉE PAR DES COURBES. i05
La formule de Parmentier, au contraire, donne une surface qui est terminée par des arcs de paraboles qui se raccordent entre eux, pour les ordonnées paires, aussi bien que pour les ordonnées impaires, et qui ondulent entre les extrémités des ordonnées; et c'est bien là le cas le plus fréquent dans la pratique. Ainsi, toutes les fois que la courbe ne présentera pas réellement des angles rentrants, la formule du Simpson donnera des résultats moins exacts que celle de Parmentier. L'erreur commise serait encore bien plus grande si les angles rentrants correspondaient aux ordonnées impaires; car alors les ordonnées paires auraient pour coefficient 4, et la formule deviendrait :
L'erreur serait :
valeur qui n'est plus négligeable.
Ces dernières observations subsistent encore quand les ordonnées ne sont plus alternativement plus grandes ou plus petites, mais sont tantôt au-dessus, tantôt au-dessous d'un arc de parabole d'une assez grande longueur. La formule de Simpson donne toujours, comme limites de la surface, des arcs de parabole en nombre moitié moins grand que celui des ordonnées, et qui formeront des angles aux ordonnées paires, tandis que la formule de Parmentier donne autant de paraboles que d'ordonnées, ot toutes ces paraboles ont une tangente commune entre deux ordonnées successives. Par suite, le périmètre qui en résulte se rapproche beaucoup plus de la forme d'un sol ondulé ou de celle d'une ligne courbe obtenue en joignant ensemble une série de points isolés, que le périmètre correspondant à la formule de Simpson.
En outre, il n'y a absolument aucune raison pour supposer dans ces formules que les ordonnées impaires doivent avoir deux fois plus d'importance que les ordonnées paires.
Si Ton voulait doubler une fois les ordonnées paires, et une autre fois les ordonnées impaires, puis prendre la moyenne des deux résultats, on aurait un résultat plus exact, mais on retomberait sur la formule de Parmentier qui est, par suite, préférable.
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StJliFACES D*A1BB MAXIMA POUR UH PâRlifÀTHB DOHHÂ
Le problème «livuii se présente souvent ettkydiaRiliqiierwiiitraâè un proâl d*aire donnée de manière que le rà^Mirl de l*aife «i périmètre mouillé, c*est4<dire le rayon du proil, soit «m matiamm* In généml^ on connaît Tinclinaison ou la direction des côtés du pdygone«
Ce problème est traité dans toutes les géométries, mais en suppoiant connues les longueurs des côtés au lieu de leur! directions^ et oik dé-^ montre que tous les sommets du profil doivent se trouver sur un demicercle; par contre, on n'y traite pas le cas où les directions des côtés sont données. Steiner a complètement démontré dans le Journal de Crelk, vol. XXIV, que, pour ce cas réciproque, les côtés du polygone dolvmit être tangents à un demi-cercle dont le centre serait situé sur la surface de l'eau; mais, comme il est difficile de comprendre sa démonstration sans avoir étudié les trente et une pages qui la précèdent et que les théorèmes sur lesquels il s'appuie paraissent peu connus, nous allons essayer de donner une démonstration directe de sa proposition.
Soit ijtg. 65) A,B,BjAj un profil quelconque, trois côtés représentant
fïlS, 65.
BiBl^i
la section du canal, et le 4% le niveau de l'eau, ces différents côtés étant respectivement parallèles aux directions données. Recherchons si nous ne pouvons pas, en r».onservant les directions des côtés et le même périmètre, construire un autre profil de surface plus grande.
Rabattons les côtés AjB, en CBj sur la base de manière que CC représente le périmètre mouillé. Menons par B, les parallèles BjD, aux lignes GA,, et joignons CD,. Les deux quadrilatères AjBjBjAj et GDjD,C seront équivalents d'après la théorie des réductions de surface, et leur surface sera égale à celle du triangle COC, moins celle du triangle D,OD,.
DÉTERMINATION DE L'aIRE D'uNE SURFACE LIMITÉE PAR DES COURBES. i03
24. DÉTERMINATION, PAR L^ADDITION D^ORDONNÉES, DE L^AIRE d'une surface LIMITÉE PAR DES COURBES QUELCONQUES.
La méthode que nous allons exposer est très simple et d'un usage très fréquent dans la pratique, pour déterminer, par exemple, le profil d'une rivière. Elle consiste à additionner les longueurs d'une série d'ordonnées équidistantes et à multiplier cette somme par leur écartement constant b. Dans cette opération, chaque ordonnée est mesurée ou supposée mesurée au milieu de l'écartement b. Nous allons chercher l'erreur que Ton commet en appliquant cette méthode.
L'aire ainsi obtenue est égale à celle du polygone circonscrit à la courbe au moyen des tangentes menées par les extrémités des ordonnées hji^ .,. h^^^h^ {fig. 64) en admettant que les ordonnées soient assez
Fig. 64.
rapprochées pour que deux tangentes successives se coupent sur l'ordonnée intermédiaire. Ce polygone circonscrit est équivalent au polygone terminé par le contour KDEF..., comme il est facile de le voir. Sa surface est plus grande que celle du profil limité par la courbe. La surface du polygone inscrit dans la courbe, AMN... est, au contraire, plus petite, et elle est égale à celle du polygone terminée par le contour ABCDBP... La différence entre l'aire du polygone circonscrit et celle du polygone inscrit est, par suite, égale à la somme des aires des
deux petits rectangles distingués par des hachures aux deux extrémités du
profil ou à - b{h^ — h^ + K — *•)•
Si les ordonnées sont assez rapprochées pour que les arcs de courbe situés entre elles puissent être considérés comme des arcs de parabole, chaque arc partagera le triangle formé par la corde et les tangentes à
DU CALCUL GIUPHIQUS.
Soit (fig. 66) BB un côté d'un polygone qui n'est pas tangent à la circonférence inscrite dans les deux côtés extérieurs, de manière que le centre, de cette circonférence soit situé sur la surface de l'eau AA : on
Fig. 66.
pourra augmenter, comme nous venons de le montrer, la surface du quadrilatère ABBA formé par BB, par l'horizontale de la surface de l'eau et par les deux côtés extrêmes tangents à la circonférence, tout en conservant le même périmètre et la même direction des côtés. Si maintenant on retranche du quadrilatère ainsi augmenté les deux surfaces ombrées près des sommets B, chacune de ces surfaces étant la partie comprise entre les côtés AB et BB et les côtés intermédiaires du polygone primitif, on formera un nouveau polygone de même périmètre que l'ancien, mais dont la surface aura été augmentée de la différence des deux quadrilatères. Cette augmentation de surface n'étant pas possible lorsque tous les côtés du polygone sont tangents à la circonférence, on peut dire que :
La direction des côtés d'un polygone étant fixe, le rapport de la surface au
périmètre mouillé ( — j est maximum quand le polygone est circonsci*it à une
circonférence.
Lorsque^ comme c^est le cas pour les profils de canaux^ la longueur de
l* horizontale correspondante au niveau de Veau n'entre pas dans le périmètre
F mouillé^ le rapport — est maximum lorsque les autres côtés sont circonscrits à
une circonférence dont le centre se trouve sur cette horizontale.
Lorsque le profil transversal d'un canal se compose d'une horizontale correspondante h la ligne d'eau, d'une autre horizontale correspondante au fond du lit (fig, 67), et de deux talus, la somme des longueurs de ces
F talus est égale à la largeur du canal à la ligne d'eau, lorsque — est maximum, .j, li,..;
En effet, l'angle AOB est égal à a à cause du parajlé^m^M^ç^ côtés .^ et BB, et le triangle BAO est par suite isoc^)f;,.d'jqii,jA6irr 4^ffillj?n)i;?^T
DÉTERMINATION DR L*AIRE D'UNK SURFACE LIMITÉE PAR DES COURBES
La formule de Parmentier, au contraire, donne une surface qui est terminée par des arcs de paraboles qui se raccordent entre eux, pour les ordonnées paires, aussi bien que pour les ordonnées impaires, et qui ondulent entre les extrémités des ordonnées ; et c'est bien là le cas le plus fréquent dans la pratique. Ainsi, toutes les fois que la courbe ne présentera pas réellement des angles rentrants, la formule du Simpson donnera des résultats moins exacts que celle de Parmentier. Uerreur commise serait encore bien plus grande si les angles rentrants correspondaient aux ordonnées impaires ; car alors les ordonnées paires auraient pour coefficient 4, et la formule deviendrait :
L'erreur serait :
valeur qui n'est plus négligeable.
Ces dernières observations subsistent encore quand les ordonnées ne sont plus alternativement plus grandes ou plus petites, mais sont tantôt au-dessus, tantôt au-dessous d'un arc de parabole d'une assez grande longueur. La formule de Simpson donne toujours, comme limites de la surface, des arcs de parabole en nombre moitié moins grand que celui des ordonnées, et qui formeront des angles aux ordonnées paires, tandis que la formule de Parmentier donne autant de paraboles que d'ordonnées, cl toutes ces paraboles ont une tangente commune entre deux ordonnées successives. Par suite, le périmètre qui en résulte se rapproche beaucoup plus de la forme d'un sol ondulé ou de celle d'une ligne courbe obtenue en joignant ensemble une série de points isolés, que le périmètre correspondant à la formule de Simpson.
En outre, il n'y a absolument aucune raison pour supposer dans ces formules que les ordonnées impaires doivent avoir deux fois plus d'importance que les ordonnées paires.
Si Ton voulait doubler une fois les ordonnées paires, et une autre fois les ordonnées impaires, puis prendre la moyenne des deux résultats, on aurait un résultat plus exact, mais on retomberait sur la formule de Parmentier qui est, par suite, préférable.
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Cependant, la constniction que nou9 donnons {fig. 68) est toujours plus simple et plus pratique que le calcul. Soit à construire un profil de
fig. M.
15 mètres carrés d^ superficie, et sembli4^1i) à un profil donné circonscrit à une demi-circonférence.
Construisons un polygone quelconque (pointillé sur la figure) satisfai* sant à cette condition, et réduisons-le à la base 36 = 5*, de manière à trouver le résultat f sur Tun des côtés rectilignes du profil. L'aire du profil cherché doit être bf (f étant égal à 6") au lieu de bf. 11 faut donc
modifier tous les côtés a, du premier polygone dans le rapt)ort-— ~ = ^.
Pour cela, sur la plus grande des longueurs f {f dans le cas de la figure), nous décrivons une demi-circonférence, nous menons par l'extrémité de Tautre /"(c'est-à-dire f) une perpendiculaire à sa direction, et nous joignons son extrémité à l'origine commune de f et de f au moyen d'une
c \17 ligne C. On aura c*:=ff ou - = -^* Si donc Ton augmente a^ dans le
rapport -, comme l'indique la figure, où obtiendra une longueur a qui
est le côté cherché du profil demandé. Nous avons indiqué dans la figure toutes les lignes auxiliaires nécessaires à la construction ^ On démontre dans toutes les géométries que pour des polygones ré""
gtiliers le rapport - aygmeùte avec le nombre des côtés, et atteint, à la
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limite, pour le cercle, la valeur - r. On en conclut que de tous les pro-
Pig. 69.
fils (non semblables entre eux), celui qui aie plus grand rayon moyen est celui qui s'approche le plus du demicercle, et que c'est le demicercle lui-même qui a le plus grand rayon moyen. Si donc les berges d'un canal ne devaient pas dépasser une certaine inclinaison, on obtiendrait le profil de rayon moyen maximum au moyen d'un arc de cercle prolongé de chaque côté par deux tangentes dirigées suivant Tinclinaison maxima des talus (/f^. 69). Ce profil a été employé avec succès pour les torrents.
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Fig. 70.
Fig. 71.
Supposons qu'une roulette soit adaptée sur le milieu d'une tige, de manière à ne pouvoir tourner que dans un plan perpendiculaire à celleci, on pourra, en déplaçant l'appareil sur un plan, mesurer, par le
nombre de tours de la roulette, le chemin que parcourt le milieu de la tige perpendiculairement à elle-même. Ce chemin multiplié par la longueur h de la tige donnera toujours l'aire décrite par le système. La proposition est évidente dans le cas où la baguette se meut parallèlement à elle-même et décrit une surface dans le genre de celle que nous représentons (/î^. 70). Le nombre de tours effectué par la roulette mesure en effet, dans ce cas, la distance normale / des positions extrêmes de la tige et en multipliant cette distance par la longueur h, on obtient bien Taire de la figure. Il en est encore de mtane lorsque la tige ne reste pas parallèle à elle-même. Soient AB et A,B, (fig. 71) deux positions successives de la baguette. La surface du quadrilatère AAjBB, est égale à 6(// +/>,), V et />, étant les longueurs
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des perpendiculaires abaissées sur AB et kfi^ par le milieu de la droite MM| qui joint les milieux de ces côtés. En effet, le quadrilatère peut se décomposer en trois triangles ÀMiB + AA|Mi 4'BM|B|; la somme des aires des deux derniers triangles est égale à celle du triangle MA|B,, car, M étant le milieu de AB, chacun des deux triangles MA^Mj et MM|B| est égal à la moyenne arithmétique des su^rfaces AAiH^ et BM|B|, et leur somme est par suite égale à celle de ces surfaces ou à 1IA|B,. On voit donc que la surface du quadrilatère est égale à AM ,B + MA|B, = b{p +Pi), car p et p^ sont les demi-hauteurs 4e ces triangles. Remarquons en outre que la somme des aires des deux triangles ombrés est égale à l'aire du quadrilatère poihtillée, car les deux triangles AM|B, A|MB| ne re(H>U¥rent pas la partie ombrée et recouvrent deux fois la partie pointillée.
Pour obtenir le chemin / que décrit la roulette, supposons que la tige se déplace d'abord parallèlement à elle-même jusqu'au milieu N du chemin BtM|, puis tourne sur elle-même en N jusqu'à ce qu'elle soit parallèle à la direction A|B„ et enfin se déplace parallèlement à elle-même jusqu'à cette dernière position. Le système décrira ailisi la surCacé de la fig. 73, égale à la somme des deux parallélogrammes AGDB et A|B|D,G|,
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• c'est-à-dire égale à à(p-\-p^), ou à la surface que Ton veut mesurer, car les deux secteurs égaux NGG, et NDD, ne doivent pas être comptés, puisque l'un s'ajoute et. que l'autre se retranche. Pendant que la tige parcourt le premier parallélogramme, la roulette décrit le chemin p; pendant qu'elle parcourt les deux secteurs NGG, et NDD^, la roulette décrira le chemin c^'^ si, au lieu d'être fixée au milieu de la tige on suppose, pour plus de généralité, qu'elle Test à une distance c de ce milieu, ^^ étant l'angle des deux secteurs, c'est-à-dire l'angle que forment les deux directions extérieures AB et A,B, de la tige; c doit être pris avec le signe -^ lorsqu'en tournant la tige sur elle-même dans le sens positif, la roulette effectue aussi une rotation positive; enfin, pendant que le système parcourt le deuxième parallélogramme, la roulette décrit le chemin /i»,.
SURFACES D*A1KE MAXIHA POUR UN PÉRIMÈTRE DONNÉ
suite en général que - est maximum pour fous les quadrilatères dont deux côtés opposés sont les rayons de deux cercles tangents et ont leurs extrémités
Kg. #7.
situées sur deux horizontales, dont Tune correspond au niveau de Veau, et l autre au fond du lit.
Soient x, x, les cotangentes des angles des talus (inclinaisons des talus), h la profondeur, et b la largeur au fond du lit du canal ; la largeur du canal à la ligne d'eau sera :
d^où Ton déduit :
et
d'où enfin
Gomme h est le rayon du cercle inscrit, on voit, ce qui d'ailleurs est presque évident, que le rayon moyen est égal à la moitié du rayon du cercle inscrit.
Dans la pratique, on se donne en général Taire de la section et les inclinaisons des talus ; au moyen de ces données on peut calculer e, et Ton a alors :
_ 2F __ /âF
On peut calculer ainsi le périmètre mouillé et le rayon moyen qui complètent les éléments dont on a besoin dans les cas ordinaires.
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Gela posé, comme U est toujours possible d'amener le châssis à prendre une position quelconque au moyen d'une rotation autour d*un point 0 (ce point 0 s*obtenant par Tintersection des perpendiculaires PO menées par des points P tels que ÇP soit égal à la demi-diCTérence des longueurs GA), et comme l'on peut de plus considérer un arc de courbe quelconque infiniment petit comme un arc de cercle^ il en résulte d'une façon générale que le chemin parcouru par la roulette est indépendant de la position de celle-ci sur le châssis, c'estrà-dire que toutes les roulettes, telles que A et B, parcourent le même chemin.
Lorsqu'on fait glisser le châssis parallèlement à lui-même, le point 0 est rejeté à l'infini ; lorsqu'on le fait tourner autour d'un point du plan des roulettes, le chemin parcouru est nul, comme on le comprend facilement.
La roulette peut tourner dans les deux sens, et si l'on parcourt une surface en sens opposé, elle tournera aussi en sens opposé. U peut arriver aussi que la t\ge décrive plusieurs fois une même surface ; lorsque cela a Ueu toujours dans le même sens, la roulette tournera aussi chaque fois dans le même sens, et b{l — c^) contiendra cette surface autant de fois qu'elle aura été parcourue. Si, enfin, la surface était parcourue deux fois, mais en deux sens opposés, son influence sur le chemin de la roulette ferait nulle.
Il est donc important de connaître, dans chaque cas particulier, le sens dans lequel tourne la roulette lorsque Ton décrit une surface. Gomme la tige ne laisse aucune trace sur la surface, il faudra que le sens suivant lequel on parcourt le périmètre d'une figure sufiise pour déterminer le sens de rotation de la roulette. Nous pourrons appliquer ici toutes les règles données dans la géométrie pour établir la relation entre le signe d'une surface et le sens suivant lequel on parcourt son périmètre : il suffit pour cela de donner des signes contraires aux directions que suivent les deux extrémités de la tige, c'estrà-dire que si on distingue par une flèche tournée dans le sens de la marche la direction d'une des extrémités, on devra, pour l'autre extrémité, tourner la flèche vers le point de départ de celle-ci.
On peut, en eff^et, considérer un élément de surface ABCD {fig, 74) comme la différence des deux triangles OAB et ODG formés en prolongeant jusqu'en 0 les deux positions successives de la tige. Pour que le signe de la surface soit déterminé par le sens suivant lequel AB et DG ont été parcourus, il faudra donner à ces chemins AB et DC des signes contraires. On arrive au même résultat lorsque le point 0 se trouve sur la tige elle-même et non sur son prolongement {fig. 75); la surface totale
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de la ligure a été augmentée de OAB et diminuée de OGD. Le triangle ODC est, par suite, négatif comme dans la fiy. 74.
Fig. 75.
Si donc on place les flèches dans le sens de la marche pour une extrémité de la tige, et en sens contraire de la marche pour Tautre extrémité, et qu*on suppose ces flèches prolongées sur les positions extrêmes de la tige, le périmètre de tout élément positif, tel que ABGD [fig. 74) et OAB (jig. 75), sera parcouru dans un certain sens, et le périmètre d'un élément négatif, comme ODC [fig. 75), sera parcouru dans le sens contraire. Cette règle ne changeant pas lorsqu'un nouvel élément de surface vient s'ajouter à celui qui précède, on peut dire, pour les surfaces entières aussi bien que pour leurs éléments, qu'elles sont décrites dans un sens ou dans le sens inverse suivant que les flèches placées sur leurs périmètres parcourent ces périmètres dans un sens ou dans l'autre.
Fig. 76.
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Il résulte de là que nous pourrons employer j^our le planimèire les mêmes règles que celles ei^ usage dans la géométrie pouir les signes des surfaces dont le périmètre est parcomu dans des sens différents.
Montrons Tapplication de ces principes par quelques temples. Les deux parties ^e la surface {fig. 76) ont, d'après la direction des flèches, des contours de sens inverse, et sont aussi parcourues par Tinstrument en sens inverses comme Findiquent les flèches placées dans le sens de Favancement des roulettes.
Il est tout aussi évident que dans la f^. 77 les surfaces — 1 et -f 1 sont parcourues en sens inverses, et que les surfaces 0 sont parcourues une fois dans chaque sens, de sorte qu'elles n*ont aucune influence sur le chemin décrit par la roulette.
Dans les fig, 77 et 78, le parcours de la roulette est proportionnel à la différence des surfaces marquées -f ^ ®t — ^i.
Flg. 7i.
Comme les parcours des extrémités de la tige forment constam* ment une figure fermée par les positions extrêmes de la tige, on pourra toujours, pour une surface présentant des parties qui se recouvrent.
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if
partager la surface entière en parties séparées dont chacune ait, dans toute son étendue, un seul et même signe.
Nous avons indiqué cette décomposition sur la fig, 78, qui n'est autre chose que la fig. 77, dont les angles formés par les différentes parties du contour ont été arrondis. Si, comme dans la fig, 79, une surface est parcourue plusieurs fois, et que Ton arrondisse les angles comme précédemment {fig, 80), chaque partie décrite plusieurs fois sera comprise
Fig. 79.
Fig. t:\
toat entière dans une autre partie décrite une fois de moins, et les surfaces de signes contraires seront complètement séparées. Dans une pareille figure, le chemin décrit par la roulette sera évidemment proportionnel à l.(4-i)-f-2.(4-2)-i-3.(-f 3) — l.(— i), le symbole (=hn) servant simplement dans cette formule à désigner chaque surface avec le signe dont elle est affectée.
II résulte aussi de ce que nous venons de dire que Ton peut voir im* médiatement combien de fois une surface a été parcourue : il suffit de mener une droite depuis Vintérieur de cette surface et de compter ses intersections avec le périmètre en tenant compte des directions suivant lesquelles ce périmètre est parcouru aux points d'intersection. Ainsi la
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droite roeaée {fig. 80] de l'inlérieor de (+3) coiqie cinq Ibis le périmètre,' savoir : une fois lorsque ce périmètre se dirige vers le haut, et 4 fois lorsqu'il se dirigb vers le bas. La surface (-|- 3) sera donc parcoame + 3 fois dans le sens indiqué à l'extrémité de la sécante. Rappelons encore qoe, lorsqu'on parcourt pluùeors fois U même ligne, ' il tant compterla surface correspondante autant de fois qu'elle est pat^ conrue, et que, lorsqu'une ligne est parcourue autant de fois dans on sens que dans l'autre, la somme des surfaces correspondantes Mt nulle. , Lorsque la tige revient exactement à sa position primitive, ses deux extrémités ont décrit chacune une courbe fermée, et il est indifférent de considérer sépiarément les denx courbes décrites on de les combiner ensemble de fa- Qou à former une courbe unique.
Ainsi, dans la fig. 81, on peut dire que le chemin de la roulette correspond à la différence des surfaces (4- 1] et ( — 1), aussi bien qu'à la différence des surfaces limitées par la courbe en forme de cœur et par le cercle.
27, MESURE DES SURFACES AU MOïEH nU PLAHINÉTHE
Le planimëlre n'a pas été employé sous la forme simple que nous avons étudiée jusqu'à présent; mais l'on conçoit très bien qu'un pareil P,n_ jj instrument, construit sur
des dimensions assez grandes pour qu'une seule personne ne suffise plus à le manier, pourrait rendre de grands services. Si l'on avait, par exemple, un champ à mesurer, on pourrait tixer une espèce de roue de voiture {fig. 82) au milieu d'une perche un peu plus longue que la plus grande largeur du champ, et deux ouvriers, marchant de façon à maintenir constamment les extrémités de
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cette perche à l'aplomb des limites du champ, parcouraient l'espace à mesurer ; le géomètre n'aurait qu'à les suivre et k noter, h l'extrémité du champ, le nombre de tours que marquerait un compteur fixé sur la roue.
Hais, dès que le planimètre doit avoir les dimensions d'un compas, et doit être manié par une seule personne, il faut qu'il soit construit de façon à permettre à l'opérateur de concentrer son attention sur une seule des extrémités, à laquelle il fera décrire la figure à mesurer, pendant que l'autre extrémité décrira une figure d'aire connue.
L'instrument le plus pratique construit d'après ces données est le plaaimëtre d'Amsler. Ce serait sortir du cadre de notre traité que de décrire ici les détails mécaniques de sa construction ; on les trouvera dans les nombreux articles que divers journaux techniques ont consacrés à cet instrument. Nous nous bornerons à en expliquer le principe. L'une des k son extrémité A d'une pointe ou traceur qui sert à parcourir le
branches AB =^ {fig. 83} est i
fit. u.
contour des surfaces. Son autre extrémité fi est reliée par une charnière i^ une autre branche OB mobile autour d'un point 0, que l'on peut fixer dans la position que l'on désire. Si l'on décrit avec le traceur A {fig. 83) une courbe quelconque AA, la diSérence des surfaces {+ 1) et (— *) sera, d'après le n* 26 (p, HZ),
car e est négatif. Gomme il arrive rarement que la figure à mesurer contienne dans son périmètre un arc de rayon r compris entre deux droites Pig a*. ayant exactement la longueur
de la branche AB = A, il faudra le plus souvent parcourir avec la pointe A le périmètre entier de la surface à mesurer, comme l'indiquela fig. 84.
Si les deux extrémités A et B reviennent après l'opération dans leur position primitive, elles auront parcouru chae courbe fermée, et la surface décrite par B sera nulle, puisque B
i^à Mi tpxB^pBTèéii^ un arc dé ceràté dé tn^oter. S^pAniv^'âng^e f des directions ertrèmes est égal à léro, et la sufface décrite par A est siinplement
Ob toit qae, sotis cette forme, le plammètoe est on mstminent quirédntt l€tt surfaces à une base coastaate k
Lorsque 0 se trouve à Fintérienr de la figure, te point B parcourra un are de cercle de rayon r placé comme l'indique, par exemple, la fig. 81 (page 118) ; on aura alors, en mettant des flèches comme dans cette même figure, et déâgnant par F la surface totale décrite par A,
car
d'où
P = W-f(r« + 2fc)ic.
Orr» + 2r*e estégal à rj (fig. 85), r,
A>^1^ *— ji» A f/% *^^* ^* longueur du rayon OAlorsque le
4 X.— ^-♦* plan e de la rouleUe passe par le pôle 0.
On a, en eCTet, dans ce cas :
On aura* donc simplement :
Si Ton décrivait avec A un cercle de rayon r^, la roulette ne tournerait évidemment pas; on aurait alors /=0 et F = rÎTr, ce qu'on devait trouver.
REPRÉSENTATION DES VOLUMES AU MOYEN DE LIGNES
Nous définirons la transformation ou réduction des volumes comme nous avons défini celle des surfaces : réduire un volume à une base donnée, c'est trouver la hauteur d'un prisme de base donnée et équivalent au volume donné.
En considérant dès lors le volume d'un corps comme étant le produit d'une surface F par une longueur ou hauteur k, on réduira d'abord la surface F à une base ô, de manière que bl = F. Le volume sera alors 3 = F^=6/A:, et, en considérant Ik comme une nouvelle surface que l'on réduit à une deuxième base a, de sorte que ah = lk, on aura enfin :
2z=zFk = abh,
et, si l'on prend ab comme unité de surface, le volume sera mesuré par h. On voit que le problème actuel consiste simplement à répéter deux fois la réduction des surfaces, et comme nous avons résolu cette question dans le chapitre précédent, nous n'expliquerons pas la réduction ellemême des volumes; nous nous occuperons surtout du choix des dimensions à transformer et des modifications à apporter à la méthode dans le cas de volumes terminés par des surfaces irrégulières. Nous laisserons de côté les volumes géométriques simples, tels que parallélipipèdes , prismes, pyramides, etc.
Le plus souvent, les corps irréguliers dont on a à déterminer le volume !^Qt donnés par une série de sections parallèles plus ou moins distantes les unes des autres. Le cas le plus important qui se présente dans la pratique consiste dans la détermination des volumes de déblai et de
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remblai ponr les roates et chemins de fer; aussi c*est ce cas qae nous allons traiter tout d*abord.
29. TOLUHES DE DEBLAI ET DE REKBLAI TEBHDIÉS PAR DBS UGHES DROITES.
Les volumes de déblai et de remblai que nous considérons dans ce paragraphe sont terminés par des lignes droites (PI. y^) et donnés par des profils en travers consécutif.
P = (ABCE) et P, = (A4B,C,K,)
dont la distance / = AA| = EE^ peut être prise assez petite pour que les arêtes BB^ et GC| puissent encore être considérées comme des lignes droites. En supposant que le terrain naturel soit terminé par les droites BG ou B|G| dans les profils extrêmes, et VC dans un profil intermédiaire, la surface du terrain naturel sera, dans les limites du volume à déterminer, un paraboloïde ayant pour directrices BB| et GG| et pour génératrices des droites situées dans les profils en travers correspondants, c'est-à-dire parallèles à un plan fixe. Ge paraboloïde partage en deux parties équivalentes le tétraèdre BCB^G^; car un profil intermédiaire quelconque, B'^G'^ par exemple, coupe le tétraèdre suivant un parallélogramme (voir la figure) et le paraboloïde suivant la diagonale B''G'' qui partage ce parallélogramme en deux parties égales. Chaque élément du tétraèdre étant divisé en parties équivalentes par le paraboloïde, il en sera de même du tétraèdre complet. On voit par suite que la somme des volumes des deux prismes situés sous les faces BGG, et BB,G, du tétraèdre et celle des prismes situés sous les faces GB,G, et GB,B du même tétraèdre comprennent entre elles le volume du prisme ABGD, A'B'G'D' et en diffèrent de ïa même quantité.
Le volume cherché sera donc égal à la moyenne arithmétique de ces deux sommes, diminuée de la pyramide tronquée située sous les talus :*
ADA, ADD, A,D,A A,D,D \ _ GDE BCB, ■'" BGG, "*■ B,G,B "^ B,G,G ] G,D,E,
Nous négligeons le volume du fossé, qui forme un prisme.
Soient maintenant A = AE = A,E, la demi-largeur de la voie, h et A, les hauteurs de déblai ou de remblai au milieu des profils extrêmes, h' et h\ les hauteurs de déblai ou de remblai mesurées dans la partie correspondante aux arêtes extrêmes des talus, enfin x la tangente de rincli-
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naison des talus, comme l'indique la figure ; nous aurons :
ED = -; E,D, = ^; AD = ô+- et A,D,==^ + ^ et le volume sera donné par l'expression
OU, en réduisant :
3= i I6{h + A' + A. + A',) + 1 ; {hh' + A.A'.) ~l(h- A.) ^1=^.
Or les profils ont pour surface (voir n* 20, page 94)
F = i6(A+A')+^ et
00 aura donc, en substituant : ,
3 = /!:+Z.._*,(A_A,)ilZ^.
Cette formule peut s'obtenir analytiquement de la manière suivante. Si on suppose que, pour un profil quelconque, h varie proportionnellement à la distance x ^ ce profil au profil extrême, on aura, pour les hauteurs y et y' au milieu et à Textrémité d*un profil :
Sobstituant ces valeurs dans Texpression qui donne la surface d'un profil, on trouvera une équation de la forme :
F(jr) = « 4- 6a: -f ca:».
Le premier profil {x = 0) aura par suite une surface F=za, et le dernier (x = l), vue sur&ee
F, = F-h6/-hc/».
n en résulte que Ton a :
3= \ F{xyix z= F/ -\- 1 bl* -f iclK jo X 2
ISl
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Éliminons 6 entre les deux dernières équationi, !1 ▼ieBdi*â :
3 = |/(F + Fi)
Mais c =
. (V-^M^Îi-^5
s donc:
3 = i/(P + P,) -*^/(Ai - >i) i^p-^
La surface 'T * est la moyenne arithmétique des aires des profils
extrêmes, en y comprenant, si l'on veut, iee aires de tous les déblais prismatiques tels que fossés, etc. On Toit, par la formule,, qu'il fi*est pas exact de multiplier simplement la surface moyenne par la distance des profils. Il faudrait auparavant diminuer la surface moyenne de fai surface :
h' h' Comme - et -^ sont les projections ED et B,D, (PI. Yi) des talus, cette
surface sera égale à la sixième partie du triangle ABC (fig. 86), dont le
« „^ sommet G est situé au-dessous
Flg. 86.
du talus à une distance verticale h — A,, comme Tindiquent les constructions de la figure, et dont la base AB est égale à la différence des longueurs des talus. L'erreur sera donc égale au triangle ombré qui a pour base
A ~ AB. Lorsque les lignes du ter-
rain naturel se coupent dans les deux profils superposés, h — A, et A' — h\ seront de signes contraires, et Terreur, qu'on construit de la même
manière (fig. 87), devra être ajoutée à la moyenne des surfaces.
On pourra doue, dans chaque cas particulier, reconnaître, au moyen de cette construction simple, si Terreur que Ton commet en prenant, pour le volume cherché, le produit de la moyenne des aires des profils extrêmes par la distance de ces profils est assez petite
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pour être négligée ; dans le cas contraire, on pourra tenir compte de Terreur dans la réduction de chaque profil en réduisant en même temps le double du triangle d'erreur.
Lorsque le talus est vertical, sa projection est nulle, et Ton a
Pig. 88.
c'est-à-dire que Terreur est nulle aussi. Par suite :
Le volume d'un corps compris entre deux surfaces parallèles et verticales, tel que celui de la fig. 88, est égal au produit de sa longueur par la moyenne de ses bases.
Dans le passage du remblai au déblai, on a souvent à déterminer les volumes de corps qui ont la forme de
coins, comme ceux de la (ig, 89. Les formules trouvées plus haut sont
Fig. M».
applicables à ces volumes. Les surfaces latérales Fq et Fj sont verticales et parallèles, et leur distance est égale à Tépaisseur b du coin.
Si Ton compare le corps de la fig, 89 avec celui de la PI. V,, et si Ton considère la largeur b du coin comme correspondant à la distance / des profils de la PI. Y, ce dernier deviendra, abstraction faite des fossés, analogue à celui de la fig. 89, en faisant partir les lignes des talus des points A et A'. Il suffira donc, pour calculer le volume représenté par la]/¥^. 89, de remplacer, dans la formule générale, page 124, b par 0,
/ par A, A H — par / et]A -| — - par /,, ou, ce qui revient au même, h' et A\
par x/et x/,, en laissant subsister h et h^. On trouve, en faisant les subf^titutions indiquées :
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Dans les cak'uls des volumes de déblai et de remblai, on ne connaît fll en travers, et, pour obtenir le volume, on multiplie ordinairement F
par la moitié de la longueur moyenne ou - — g-^. t^
est-à-dire qu'on
prend comme Tolume :
L'erreur est la dilTérence enlrii cette quantilé et le vu peut mettre sous la forme.
urne exact qu'on
Mettons, dans ce dernier tenue, ' en l'acteur, afin de détermim.-!'
la correction qu'il faut faire subir à F pour avoir le moyen de la formule pratique. 11 viendra :
volume exact au
On aura donc le volume exact en augmentant F d'un triangle qui au-
3 (',-') fait b pour base, et (A, — A) -
le résultat par la demi-moyenne des longueurs. Nous indiquons [fig. 90] la construction de ce triangle qui est ombré
sur cette figure; cette construction n'exige aucune explication nouvelle.
Remarquons seulement que - [l — ^^] et /, -|-/ peuvent être portés à une
échelle quelconque. La correction sera négative lorsque les valeurs A— A, et/ — /, sont les signes contraires, c'est-à-dire lorsqu'au plus petit h correspond le plus grand I.
VOLUMES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI TERMINÉS PAR DES LIGNES COURBES
Des corpç, tels que celui de la fig, 91, ne peuvent plus être considérés comme continus, et il faut les partager comme l'indique la figure. L*une
Kig. »i.
des parties se calculera par la surface moyenne comme dans le cas ordinaire; Tautre partie est précisément le corps en forme du coin que nous venons d*étudier.
30. DÉTERMINATION, d'aPRÉS LA RÈGLE DE GULDIN, DES VOLUMES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI TERMINÉS PAR DES LIGNES COURBES
Les volumes de déblai et de remblai ne sont pas toujours terminés par des lignes droites; le cas contraire se présente assez souvent dans les chemins de fer et surtout dans les routes, dont le tracé offre fréquemment des rayons très petits. En général, on néglige dans ce cas la courbure, et on multiplie les aires des profils pris normalement à Taxe de la voie par les longueurs mesurées aussi suivant cet axe. Ce calcul est suffisant dans la plupart des cas ; mais quelquefois il donne lieu à des erreurs considérables. Supposons, par exemple {fig. 92), un profil en rocher, dans une partie de route en courbe de 20 mètres de rayon, et supposons que les centres de gravité S et Sj des surfaces de déblais et de remblais soient à 2",50 de Taxe de la route. On trouvera, par le calcul usuel, un volume
trop grand de T- pour le déblai, et trop petit dans la même proportion
pour le remblai. En effet, d'après la règle de Guldin, le volume d'un solide de révolution est égal au produit de la surface génératrice par le chemin que décrit le centre de gravité de cette surface, en admettant que la surface génératrice soit plane et dirigée normalement à la courbe
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décrite par le centre de gravité. Dans le cas de la figure, le centce de gravité décrit on arc de i7*,S de rayon au lieu de 90 mètres, et les lon-
Ffg. «t.
gueurs mesurées suivant Tare devront être réduites dans le rapport
La règle de Guldin est, en général, très utile à Fingénieur ; elle peut lui servir à déterminer le volume de corps irréguliers dont on connaît des profils pris dans une certaine direction, problème qui se présente assez souvent dans la pratique. Nous croyons que le meilleur exemple à donner est celui d'une route qui vient traverser à niveau un chemin de ter dans une partie en remblai (PI. Ys et s)* On pourrait, il est vrai, appliquer la méthode ordinaire, c'est-à-dire construire des profils intermédiaires a, 6, c, dy et trouver le volume en multipliant les moyennes des surfaces par leurs distances respectives ; dans ce cas, Tapproximation dépendrait du nombre et du choix des profils. Mais si Ton veut déterminer le volume d*une façon plus exacte, on pourra procéder de la manière suivante. Partageons le corps en trois parties au moyen du plan vertical ABC passant par le pied du talus du chemin de fer, et de la surface cylindrique DEB qui projette verticalement Tarête supérieure de la route.
La première partie est comprise entre le talus du chemin de fer et le plan vertical ABC, ses surfaces extrêmes se mesureront sur la projection verticale (PI. V,) ; Tune se projette suivant le triangle curviligne BGH et l'autre suivant un triangle rectiligne< On multipliera la moyenne de ces
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surfaces par la distance du centre de gravité S de la première au profil a, cette distance étant mesurée normalement à ce dernier profil. '
La deuxième partie est un cylindre ayant pour base ABEDA (PI. V,), dont on construira la hauteur au centre de gravité S^ de la base (voir la projection verticale fig. 3).
La troisième partie est comprise entre le talus de la route et le cylindre ABEDA ; elle est engendrée par la rotation d'un profil variable a, 1 , 2, 3. Le profil i a été pris à Tendroit où la courbure de Tarête de la route change de sens, le profil 3 à l'extrémité B de la partie dont nous nous occupons, et le profil 2 sensiblement à égale distance de ces deux derniers. On multipliera la moyenne des aires de deux profils consécutifs par le chemin que décrit leur centre de gravité (ce chemin est indiqué au moyen d'une
ligne — ); quant à la portion comprise entre le profil 3 et le plan
vertical BC, on l'obtiendra en multipliant Taire du profil 3 par le chemin 3 F. La ligne des centres de gravité se trouvera au tiers de la largeur des talus. La dernière portion comprise entre le profil 3 et le plan vertical BG pourrait aussi être calculée comme portion de cône : on multiplierait U projection horizontale de sa base par le tiers de la distance du centre de gravité de cette projection au sommet du cône, cette distance étant mesurée verticalement. Le résultat serait le même que si l'on multipliait
le - de la base par la hauteur normale du sommet sur cette base.
On déterminera de cette même manière le volume des quarts de cône qui flanquent les grands viaducs lorsque le terrain naturel est très incliné :
on multipliera aussi la projection horizontale de la base par le- deladif-
férence de niveau entre le sommet du cône et le centre de gravité de la base.
Lorsque le terrain est accidenté, on appliquera cette règle à chaque partie du cône pour laquelle la base pourra être considérée comme plane.
Le chemin à considérer dans les volumes de révolution, pour l'application de la règle de Guldin, est égal à â^Rr : F, F étant la surface génératrice et 3R le moment statique de cette surface par rapport à l'axe de rotaUon. On voit que le volume d'un corps de révolution est égal àân fois àon moment statique.
Nous appliquerons ce théorème lorsque nous aurons étudié les moments statiques.
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Les plan» paraUèle»i«u moyen desquels nous «vous détenaîné las tolumes dans les q9^ précédents» étaient tws vertiGaiix; ouds «a pooira souvent, pour des corps très irr^uUers» se servir de plans boria<mtaBx déterminant des courbes de niveau. La distance de deux courbes de ni* Toau est ordinairement obôisie de manière qtx'm coupant le terrain entre ces deus courbes par un plan vertical» normal rax couibes» rinlenection puisse être considérée comme rectîligne* Si Tcm suppose, de plus, que deux courbes consécutives soient semblables, le corps qu'elles limitent sera un tronc de c6ne et aura pour volume
3«4*(f+Fi+VfFJ,
h Maat la distance des plans dès deux courbes, F et F| les aires de cea courbes.
Dans la pratique, on se contente ordinairement de multifliiff par A la moyenne des surfaces, c'est-à-dire que l'on prend
là{F+F
valeur trop grande de la quantité
Ja(Vp-VFv)*.
Gomme toutes les dimensions semblables des deux surfaces sont dans le rapport
on obtiendra Terreur en construisant (fig. 93} sur la différence S'A de deux rayons homologues SA et SS' partant du centre de similitude S, une courbe ABC semblable aux courbes données et en multipliant
sa surface par le - de la distance des deux plans horizontaux. En gâfiéra)
AS' le rapport -r-^ est très petit, et presque toujours Terreur ponrra être
AiS
négligée. Une seconde erreur sera commise si les courbes ne sont pas semblables; mais cette erreur est plus petite encore que la précédente
DÉTBIUIINATION DES T01II«ES lU mOIES DE PLANS COTÉS.
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minée que pour une forme donnée de La courbe de DiTeau, et comme, dans la nature, la même Tonne ne se r^roduit pas exactement plusieurs fois de suite, nous laisseroDs de cAté cette erreur, qui n'est que de second ordre.
U arrive souvent que iecorp& à mesurer n'est pas exactement Umité i sa ftartie supérieure par une cmirbe borixontale; c'est ce qui a lieu, par exemple, pour un mamelon, et il reste alors, audessus de la dernière courbe horizontale, une portion àa volume en forme de calotte. On multipliera dans ce cas l'aire de la dernière courbe de niveau par la moitié ou le tiers de la hauteur de la calotte, suivant que celle-ci est arrondie ou pointue, et en général par un nombre variant entre 0,33 h. etO 5 h., suivant la forme de la partie supérieure. Si le corps est limité par un plateau incliné, un multipliera la hauteur verticale du centre do gravité du plateau au-dessus de la dernière courbe de niveau, par la moyeane des surfaces de la courbe et de la projection du plateau sur le plan de cette courbe.
La méthode la plus commode, pour ne pas dire la seule pratique, pour mesurer les aires de ces différentes courbes, consiste dans l'emploi du planimètre. Si Les plana horizontaux sont menés k des distuices égales, comme il convient de le faire, il suffit de multiplier par h la somme de ces surfaces diminuée de la moyenne des deux surfaces extrêmes, et l'on aura ainsi le volume total du corps compris entre ces surfaces. Si le corps était terminé par une calotte, il faudrait encore ajouter le volume de celle-d au volume déjà trouvé.
3S. BtRWDUTIOIl MS TOLOHBS AU HOnai M nAUS GOTÉS.
Le volume des corps dont la base n'a pas de trgs grandes dimensions, et pour lesquels ces dimensions ne sont pas bien définies, se détermine facilement au moyen des plans cotés, car, dans ce cas, il sera inutile de tracer des courbes horizontales. On choisit et l'on nivèle sur le corps considéré assez de points pour que les triangles que l'on obtient en joi-
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gnant tous ces points deux à deux par des lignes droites puissent être considérés comme plans. On supposera filors que chacun de ces triangles forme la base. supérieure d'un prisme ayant la projection horizontale du triangle comme base inférieure, et Ton multipliera la surface de celte dernière hase par la moyenne arithmétique des cotes des trois sommets supérieurs. Ce calcul donnera le volume de la partie dn corps projetée par le triangle lorsque la surface inférieure du corps sera située dans le plan de comparaison; dans le cas contraire, il faudra encore retrancher du volume trouvé le volume compris entre le plan de comparaison et la surface inférieure du corps.
Soit, par exemple, à déterminer le volume d'une chambre d'emprunt représentée par la fig. 94, dont les lignes poinLiliécs correspondent à la
surface primitive du sol naturel, et les lignes pleines à la surface après rexploitattun. On aura :
3=25(*. + *.+ yp- 2 5W+*'.+'i)i',.
F étant la surface des faces triangulaires inférieures après l'enlèvement des déblais, F, celles des faces supérieures primitives, et enfin h et k les cotes des différents sommets par rapport à un plan de comparaison supérieur.
On procéderait de la même manière pour déterminer le volume d'un corps au moyen de la projection orthogonale.
MOUVEMENT DBS TERRES
Le mouvement des terres consiste dans la représentation graphique des volumes de déblai et de remblai qui correspondent à une certaine longueur d'une ligne à construire, et qui forment des corps dont la longueur est de beaucoup la dimension principale.
Cette représentation fournit des indications très claires sur le mode d'emploi des différents cubes de déblai et de remblai, sur les longueurs et les limites des sections de transport; elle peut même, lorsqu'on emploie une échelle assez grande, fournir une détermination graphique des prix de transport. Enfin, on peut en déduire immédiatement les règles à observer pour obtenir une bonne disposition des transports. Le mouvement des terres a été imaginé par l'ingénieur bavarois Bruckner, de Neustadt (Hardt), dont la mort a été malheureusement prématurée, et est exigé, en Bavière, sur les chemins de fer de l'État, comme un complément indispensable de tous les calculs de terrassements, afin de rendre bien évidente la répartition des terres.
Le mouvement des terres diffère du profil en long ordinaire en ce que, au lieu des cotes du terrain naturel, on porte comme ordonnées la somme algébrique de tous les déblais et remblais depuis l'origine jusqu'au profil considéré, les déblais et les remblais étant affectés de signes contraires (*).
Sans nous arrêter sur la manière de déterminer ces sommes, nous expliquerons la méthode à suivre, en prenant comme exemple le mouvement des terres représenté PI. VI,, au-dessous du profil en long ordinaire fig, 1. Sur cette épure, les remblais ont été considérés comme des quantités positives et les déblais comme des quantités négatives.
Le point 0 a été pris comme origine. Le deuxième point du mouvement des terres a été pris sur la verticale IIl", de manière que sa hauteur verticale au-dessus du point 0, c'est-à-dire 01, représente, à une échelle quelconque, le cube total des remblais en deçà du profil Iir. De même les différences de hauteur 12 et 2B représentent le cube total des remblais entre III' '* ** d'une part, et entre *• " '^ de l'autre. La verticale en-
( *) il importe de remarquer que la représentation i^raphique du mouvement des terres dont il s'agit ici, diffère essentiellement de Tépure de la répartition des terrasses usitée en France. Dans cette dernière épure, les ordonnées représentent les surfaces de déblai et de remblai correspondantes aux différents profils. (Voir aussi la note A.)
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tière 0,B représente donc le cube total des remblais depuis Forigine 0
jusqu'à nr.
Le déblai commence en HP el est eoiitndéré comme négatif dans Tad- 4ition des cubes, de sorte que les sommes à porter en ordonnées, c'està-dire les cotes de l'épure du mouvement des terres, diminuent, et les cubeis dé déblai au delà de lit* devront être portés vers le bas à partir du point B, et ainsi de suite.
D'après cette construction, on voit immédiatement que : 1* La ligné brisée obtenue en joignant les différents sommets des ordonnées s'élève dans les parties en rembld et descend dans les parties en déblai; nous l'avons figurée en trait plein dans le premier cas et en traits pointillés dans le second.
2* Les points de passage du remblai au déblai correspondent aux maxima des ordonnées du contour formé par la ligne brisée, et les points -de passage du déblai au remblai correspondent aux minima des or* •données de ce même contour.
3* L*inciinaison des côtés de la ligne brisée par rapport à l'horizontale •est d*autant plus grande que les cubes des déblais ou des remblais correspondant à ces côtés sont plus considérables, c'est-à-dire que cette inclinaison augmente avec la surface des profils en travers^ ce qu'on peut énoncer d'une façon plus générale en disant que
4* La tangente de Tangle que fait la ligne du mouvement des terres avec lliorîzontale est proportionnelle à Taire du profil en travers correspondant. La tangente est donc positive, c'est-à-dire dirigée vers le haut pour les remblais, et négative, ou dirigée vers le bas, pour les déblais; elle est nulle pour le passage de l'un à l'autre, et correspond alors à un maximum lorsqu'on passe du positif au négatif, c'est-à-dire du remblai au déblai, et à un minimum lorsqu'on passe du négatif au positif, c'està-dire du déblai au remblai.
o' Lorsque le profil en travers du déblai ou du remblai a une surface
constante, le mouvement des terres est représenté par une ligne droite.
6* En général, des déblais ou des remblais qui commencent par
croître, pour décroître ensuite, donneront une ligne ayant la forme d'un
S couché.
On voit, par ce qui précède, que cette représentation du mouvement des terres donne un meilleur aperçu des cubes de déblai et de remblai que le profil en long, parce que ces cubes, qui ne sont pas en général proportionnels aux surfaces de déblai et de remblai, y sont portés comme ordonnées et apparaissent ainsi à l'œil sous la forme de grandeurs linéaires. Mais le plus grand avantage de cette représentation consiste en ce que :
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7' Bnire deux profils quelconques correspondants à des points situés sur une même horisontale, les cubes de remblai et de déblai sont égaux. 8* La snrfiice comprise entre cette horicontale et la ligne brisée audessus et au-dessous est proportionnelle à la partie des frais de transport qui dépend de la distance.
9* Ces surfaces, qui ont la forme de montagnes et de vallées, indiquent les différentes sections de transport; les montagnes, ou parties au-dessus de rhorizontale, indiquent les sections où Ton transportera en arrière, et les vallées, ou parties au-dessous de Tborizontale, celles où Ton transportera en avant.
Pour démontrer le § 7, il suffit de remarquer que les ordonnées ont été formées par Taddition de cubes de remblai et de déblai ; si, par suite, les ordonnées sont les mômes pour deux profils, c'est que, dans la partie comprise entre ces profils, on aura ajouté autant de remblai que de déblai ; ces deux cubes sont donc égaux, et les profils détermineront une ou plusieurs sections de transport.
fin supposant, comme on le fait d'habitude pour dresser le tableau
de frais de transport, que le prix du transport de T unité de volume, à
une distance variable, se compose d'une constante et d'une quantité
proportionnelle à la distance, on déterminera cette dernière quantité en
s'appnyant sur le § 8; quant à la partie constante, on pourra la supposer
ajoutée aux frais d'extraction. Considérons, en efiet, un élément aM
(PI. YI,) de la section III, élément qui doit être transporté en arrière
depuis le profil lU* jusqu'au passage du remblai au déblai ; les frais de
transport correspondants seront proportionnels au produit eM ou à la
surface ombrée dans la section III. Les frais totaux de transport du cube
de déblai M correspondant à la section III jusqu'au passage du déblai au
remblai seront proportionnels à £eAM ou à la surface ABD. On démontre
de la même manière que les frais de transport de la même masse M
depuis le passage du déblai au remblai jusqu'à la place qu'ils doivent
occuper dans le remblai, sont proportionnels à la surface BGD. La somme
des frais de transport sera donc proportionnelle à la surface ABC.
Gomme, dans cette démonstration, nous n'avons fait aucune hypothèse sur la position respective des éléments de remblai et de déblai, il est indifférent, au point de vue des frais de transport, de transporter les éléments du déblai en un point quelconque du remblai, pourvu qu'on ne dépasse pas, dans ce transport, les limites de la section, et que les transports s'effectuent parallèlement, ou à peu près, à l'axe de la voie. Remarquons encore que les surfaces ABD, ou les HàM, sont propor-* tionnelles aux moments statiques des cubes de terrassements par rapport au point de passage du déblai au remblai, c'est^^ire au produit du
cube M de déblai par la distance de s<m centre de gravité à ce point de piaasage, car SeAM est Texpression de ce moment statique*
Ce que nous venons de dire s'applique aussi msxK Iraaspqrts des mêmes eubes depuis le peint de passage jusqu'à leur lieu de dépôt; par suite, les firais totaux de transport d*un cube de déblai msA proportionnels au produit de ce cube pi^ la distance des centres de gravité des volumes occupés dans le déblai et dans le remblai, comme l'a démontré autrefois Oautbey.
Il suflSt de jeter un coup d'œil sur la PI. TIttis pour s'assurer de l'exactitude de la neuvième proposition. Gomme les transports s'effectuent toujours en allant du déblai au remblai, c'esMt-dire, sur notre ^ure, en allant d'une ligne qui descend à une ligne qui mcnite, et que d'ailleurs la ligne des déblais, que nous avons pointillée, se trouve nécessairement avant chaque vallée et après chaque montagne, il faudra évidemment transporter en arrière, pour les sections qui correspondait à des montagnes, et en avant pour les sections qui correspondent à des vallées.
. Toutes les propriétés énoncées jusqu*à présent découlent de 1§ représentation graphique que nous avons indiquée. Quant aux chambres ' d'emprunt et aux lieux de dépôt, on peut représenter d'ime manière tout à fait quelconque les cubes qui s'y rapportent. Dans la PL YI, nous les avons représentés de la manière suivante,
Soit {fig. 3) le plan de la voie avec une chambre d'emprunt indiquée par une partie ombrée. Nous avons porté, sur une horizontale, à partir de chaque point G de la ligne du mouvement des terres, la distance GE=GiEj [fig. 2 et 3) de ce point à la chambre d*emprunt, en tenant compte du sens du transport; pour un point (LL,) situé de Tautre côté de la chambre d'emprunt, la distance doit être portée en sens contraire de GE, de manière que LM = LjJjK, , en supposant, comme c'est le cas ordinaire, que les wagons qui servent au transport aboutissent toujours, en venant de la chambre d'emprunt, au même point de la voie.
Dans ce cas, le lieu des extrémités des distances sera la verticale MK, puisque les distances des points L à la chambre d'emprunt augmentent des mêmes quantités que les longueurs parcourues sur la voie. Le long de la chambre d'emprunt, entre (JFJiFJ, la distance à la voie est constante : JK=FG=JiKi=FjEj. Enfin, si Ton suppose que le milieu H de la chambre d'emprunt soit le point où l'on change le sens des transports, on aura comme lieu des extrémités des distances la ligne brisée ËGHKM. On voit donc que la partie de la ligne desservie par la chambre d'emprunt se subdivise en deux sections (PI. VIJ I et II; dans la dernière on transporte en avant, et dans la première, en arrière. Les frais de
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transport sont proportionnels dans la section II à la surface EGHGE, et dans la section I à la surface MKHLM. On voit aussi que la section II, qui est adjacente à la ligne GP, forme par rapport à elle une vallée dans laquelle les transports se font en avant, ce qui concorde avec les résultats précédents.
Nous avons fait une construction semblable pour les deux lieux de dépôt compris dans les dernières sections VIII, IX, X et XI, et tout ce que nous venons de dire pour les emprunts s'applique encore dans ce dernier cas.
La délimitation des sections de transport entre deux lieux d'emprunt ou deux lieux de dépôt n'est en aucune façon déterminée par les opéra- Uons graphiques que nous venons d'effectuer. Il suffirait, en effet, de déplacer la ligne de répartition GP vers le haut pour augmenter le déblai dans l'emprunt de la section II, ainsi que le remblai dans les lieux de dépôt de la section YIII, et en même temps augmenter toutes les sections de vallées où l'on transporte en avant, et diminuer toutes les sections de montagnes où l'on transporte en arrière ; en déplaçant la ligne de répartition vers le bas, on produirait l'effet inverse .
Il faut rechercher^ par suite, comment on doit répartir les sections de transport pour que les frais de transport soient le plus petits possibles, ou, ce qui revient au même, comment on doit placer la ligne de répartition GP pour que la somme des surfaces des vallées et montagnes qu'elle détermine devienne un minimum.
Cherchons comment varie cette somme, qui est proportionnelle aux frais de transport, quand on donne un déplacement ^h infiniment petit à la ligne de répartition GP (PI. YI,). Soit b la base d'une montagne et soit k la partie variable des frais de transport de l'unité de volume à l'unité de distance. Le déplacement par le haut produira pour cette montagne une diminution de frais proportionnelle à bkUi^ et pour toutes les montagnes une diminution A^Sm^^, puisque aA est constant.
Tandis que les frais diminuent pour les montagnes, ils augmentent pour les vallées d'une quantité analogue ihJlrbk. La diminution totale des frais n'est donc que de :
{lubk'^Yybk)àh,
Pour qu'un nouveau déplacement vers le haut ou vers le bas ne puisse plus produire aucune diminution de frais, il faudra que la quantité écrite plus haut, qui représente cette diminution, soit égale à zéro, ou bien aussi la quantité entre parenthèses. Il faut donc que la somme des produits des bases des montagnes par les frais de transport respectifs soit égale à la somme des produits des bases des vallées par les frais de
traiispori qui tour correspoiident Ba -éofonçani etlli fenniil» d'one manière prttiviet notit'obtieadrûiii llsipoitâi^ tèf^é qui «ail 2
XuMum'iNi ^biSt âc^iniltr liit tetvoimtffiisi'ilflni nlimfliini McfiMM db HMHtjMTly il /infC, pmttémmiMBt k pim potmik te ^«m ib MMqptnft éfi»fteti ces sections de manière que la somme des produits des longueimt Se Êmsimks Mctimu okTûH iNmq^eémMaài^jmrlm fnmde ÉvmfÊfêitîmjfmtifkiwU égalé à h somme analùgue pour Umies te sÊCtimu oè tms MM^Mnt «w
Dans ces sommes doiyent évidemment entrer les longuema dea tac- ' Uona correspondant aux lieux d'empfoni al aux Uanx de dipM extrtaiesi comme Tindiqae la PL TI^.
M. le professeur iTtfemcyer a, dans son ouvrage sur le SKMimMiiA des terres» étendu ce théoràme au cas où les frais de tmaspoit acml pmpoa^ tionnels à la racine carrée de la distance; mais comme oatlelqfpolhèae n'est yraie que pour de très petitee distances de tranaporii et qme inmt de grandes distances les quantités à transporter ont une inlMBM eonaidérable que l'on ne doit pas négliger, nous ne nous étendroaa paa da^ vantage sur la question considérée à ce point de fue. Mais aeu%8iippojenms qu'on a déterminé, d'une lis^^oa spéciale pour chaque aeetioA de trauport, lee frais de transpcM correspondant i l'unité de dietanœ, en tenant compte de la longueur de la section et des quantités à transporter. €da fait, nous réduirons graphiquement toutes les longueurs des aee» lions au plus haut prix de transport en portant ce dernier prix sur une horizontale et à une échelle quelconque, puis décrivant, de son extrémité comme centre, des cercles ayant pour rayons les autres prix de transport et menant des tangentes à ces cercles par Tautre extrémité. Cette construction est celle de la méthode des sinus et nous fournit les longueurs réduites des sections. On porte alors, sur une horizontale et i la suite Tune de l'autre, les longueurs réduites des montagnes dans le sens positif et celles des vallées dans le sens négatif. Le résultat, pour la meilleure répartition des sections, doit être égal à zéro. Si le résultat n'est pas nul au premier essai, on pourra trouver facilement, comme nous allons rindiquer, el au moyen d*une courbe d'erreur, la position de l'horizontale pour laquelle cette somme est égale à zéro.
La construction de cette horizontale est indiquée dans la PI. VI,. On a supposé, pour simplifier, que les frais de transport étaient les mêmes pour toutes les sections : la réduction dont nous avons parlé plus haut est alors inutile pour déterminer Thorizontale GP, la plus avantageuse. On obtiendra rapidement la différence des longueurs des sections de montagne et de vallée en rabattant successivement chacune d'elles sur la suivante au moyen du compas. Trouve-tK)n, comme pour l'horizon*
ALCCL GRAPHIQUE DES TERRASSEMENTS
aie P', une longueur de vallées plus grande que celle des montagnes, on portera l'excès sur cette horizontale à partir de P, et dans un sens <pielconque , en P'Q' par exemple. Cela fait, si Ton trouve, pour une deuxième horizontale P'^ que la longueur des montagnes est la plus grande, on portera son excès P^Q" sur celle des vallées en sens inverse. 11 suffit alors de joindre Q'Q" au moyen d'une courbe d'erreur pour obtenir par son intersection avec la verticale P'P*' le point P qui détermine Vhorizontale cherchée CF. La ligne Q'Q" est une droite dans le cas actuel, parce que le contçur du mouvement des terres ne présente pas d'angle entre les horizontales F et V\ Mais en général cette ligne est une courbe désignée sous le nom de courbe (Terreur,
Nous emploierons souvent cette méthode, qui correspond entièrement à la méthode connue en arithmétique sous le nom de méthode de fausse jmition. Le principe général des courbes d'erreur est le suivant : Si Ton a trouvé, en essayant certaines valeurs d'une inconnue à déterminer, des erreurs telles que + P Q' et — P"Q", on les porte comme ordonnées dans une direction et à une échelle quelconques à partir d'un axe des abcisses PP", en tenant compte de leurs signes et de manière que ces ordonnées ^ient une relation déterminée, mais quelconque d'ailleurs, avec les valeurs correspondantes de l'inconnue (dans l'exemple précédent, les origines PP* des ordonnées déterminent elles-mêmes les horizontales essayées comme solutions); la courbe d'erreur s'obtient en joignant les extrémités des ordonnées; cette courbe coupe l'axe des abscisses en un point P qui détermine la solution exacte. Dans le cas actuel, Thorizonlale cherchée passe elle-même par le point P.
D'après ce qui précède, la position la plus favorable de la ligne de répartition détermine les longueurs de toutes les sections de transport, pour lesquelles les frais de transport sont un minimum.
Autrefois, dans les chemins de fer bavarois^ on ne se servait de cette épure du mouvement des terres que pour la détermination graphique des sections de transport; mais, dans ces derniers temps, les ingénieurs des lignes suisses s'en sont servis pour déterminer en outre les frais de transport eux-mêmes, en mesurant les surfaces des montagnes et des
vallées au moyen du planimètre.
On prétend souvent que l'approximation des frais de transport déterminés par ce procédé est insuffisante pour un projet définitif. Supposons, pour nous faire une idée de cette approximation, que l'échelle des longueurs soit de i : 2000, et que celle des cubes soit telle que i millimètre représente 1000 mètres cubes. Avec ces échelles, un très grand déblai, de 150000 mètres cubes, par exemple, sera représenté par une hauteur de 0r,l5. Gomme les longueurs des ordonnées sont obtenues par le calcul,
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on pourra les porter tout i^ fait exactement, el la seule erreur que l'on puisse commettre est relie qui résultera de l'emploi du planimëtre. Admettons que, sur une surface d'environ 250 centimètres carrés, on commette une erreur de 1/2 centimètre carré; cette erreur représentera la 300* partie des frais du déblai; elle correspondra au transport de 40 tMK) mètres cubes à 10 mètres de distance, ou de 200 mètres cubes à une distance moyenne de 500 mètres. Cette quantité peut certainement être négligée par rapport A un déblai aussi considérable, et l'approximation est suftisaDte. Les prix de terrassements ne peuvent d'ailleurs pas, en général. Être calculés avec une approximation de 1 : 500.
Si, dans les travaux, on emploie diiférents modes de transport, il laudra évidemment mesurer à part la surface correspondant à chaque mode de transport el la multiplier par le prix qui lui est all'ecté.
s TEHHASSEMEKTS
Nous terminerons ce chapitre en montrant par un exemple comment l'on peut se servir des méthodes exposées jusqu'ici pour exécuter graphiquement tous les calculs relatifs aux questions de terrassements : il nous sufBra pour cela de présenter un résumé d'ensemble des constructions exécutées sur la PI. VI, et qui ont déjà été indiquées séparément.
La PL Vl, représente un proJil en long. Si chaque profil en travers était donné, on pourrait réduire ces profils à la base de 10 centimètres au moyen du tableau graphique des surfaces (PL IV). Pour simplifier les constructions, nous avons supposé ici que les profils en travers avaient la forme simple ABC (PI. VIJ pour le remblai et A,B,G pour le déblai. En les réduisant à la base double 0H=2i, on obtient (d'après le n' 19, p. 91) la parabole 000" comme courbe de réduction, et O'X' et CX' comme axes des abscisses pour les remblais et les déblais ; de sorte qu'une ordonnée y de la parabole pour une certaine hauteur ou pour une certaine profondeur du profil représentera la surface réduite, c'est-à-dire que cette surface sera égale à ày.
Si l'on porte toutes ces ordonnées^ (PL VI,) à partir de la ligne des terrassements sur les verticales des profils correspondants, on obtiendra la ligne poinlillée. La surface de ce nouveau profil, comprise entre deux ordonnnées successives, est égale à l'ordonnée moyenne multipliée par leur distance ; elle est par conséquent proportionnelle au cube des terrassements compris entre les deux {)rofils, puisque l'ordonnée moyenne
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est proportionnelle à la surface du profil en travers moyen. Le cube luimême s'obtiendra en multipliant par b la surface du profil pointillé. Pour tenir compte, dans cette réduction, de Terreur que Ton commet en multipliant la surface moyenne par la distance, il suffira de retrancher le triangle d'erreur des deux ordonnées successives.
Transformons toutes ces surfaces en triangles de hauteur constante A, nous obtiendrons de nouvelles bases qui serontproportionnelles aux cubes. Ainsi, pour le déblai commençant en V*, les longueurs 0"i, 1 2, 2 3, etc., sont proportionnelles aux cubes des déblais entre V* et V*, V et VI', VI* et VI*, etc. ; et ces déblais eux-mêmes s'obtiennent en multipliant les longueurs correspondantes par la surface constante bh. Gomme ce déblai est très considérable, nous avons réduit les surfaces à la hauteur 2A ; toutes les bases obtenues devront donc être doublées. Si maintenant on mesure la longueur totale 0"5 au moyen d'une échelle dont les divisions correspondent à la valeur des frais constants de transport, plus les prix d'extraction, multipliée par bh, on obtiendra la partie des dépenses relative au déblai qui suit le profil V*. Il nous paraît inutile de montrer comment Ton pourrait tenir compte de modes de transport et de natures de déblais différents et trouver les dépenses correspondantes.
Ces mêmes longueurs, portées sur la verticale V* dans la PL VI,, donnent les différences de hauteur qui correspondent, sur la courbe du mouvement des terres, aux divers profils, et les surfaces des parties comprises .entre cette courbe et une horizontale déterminant la répartition des sections de transport, fournissent la partie variable des frais de transport que Ton obtient au moyen du planimètre, en multipliant la surface trouvée par bh fois l'unité de prix de ces transports.
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Nous avons montré dans l'exemple précédent comment les surfaces devenaient proportionnelles à des longueurs par leur réduction à une base déterminée; comment ces longueurs, combinées avec d'autres, donnaient des surfaces proportionnelles à des volumes ; et enfin comment ces dernières surfaces pouvaient être réduites à une nouvelle base et représentées par des droites proportionnelles aussi à ces mêmes volumes; de même, ces droites, combinées avec de nouvelles longueurs, donnent des surfaces proportionnelles à des moments statiques ou au produit
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d'une longueur par un volume ; ces surfaces ellea-môiues peuvent être réduites de nouveau, et ainsi de suite.
On voit donc déjà qu'on peut déterminer graphiquement des momenls statiques et des moments d'ordre plus élevé, tels que des momeul» d'inertie; mais il existe pour cela des méthodes plus appropriées k ces réductions. Nous les étudierons dans les chapitres suivanUi.
DEUXIÈME PARTIE
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à'uDe longueur par UD volume; ces surfaces ellea-mëmes peuvent être réduites de nouveau, et ainsi de suite.
On voit donc déjà qu'on peut déterminer graphiquement des momenls statiques et des momeots d'ordre plus élevé, tels que des momenU d'inertie; mais il existe pour cela des méthodes plus appropriées à ces réductions. Nous les étudierons dans les chapitres suivants.
DES FORCES EN GÉNÉRAL
M. le professeur Albert Mousson dit, dans son ouvrage (*) La physique basée sur Vexpénence^ Zurich, 1858 (!•' volume, p. 26 et 27), en parlant des forces :
« Nous ne connaissons Texistence et la nature des forces que par Tobservation de leurs effets ; c*est par conséquent dans leurs effets que nous devons rechercher leurs caractères propres. Une force est définie complètement lorsqu'on donne :
« 4" Son point d'application, c'est-à-dire l'élément matériel sur lequel elle agit immédiatement;
« 2* Sa direction, où la ligne suivant laquelle se déplacerait son poin d* application, si la force agissait seule et sans être contrariée;
« 3* Sa grandeur ou son intensité rapportée à une unité de force bien déterminée.
(< Quand une force agit seule sur un corps, et sans que son effet soit contrarié, elle se manifeste en communiquant à ce corps un mouvement ou en développant une certaine quantité de mouvement. La quantité de mouvement ainsi développée sert à mesurer l'intensité de la force, à condition cependant que les forces à comparer aient agi pendant le même temps et sans s'être modifiées. Diverses forces P, P' sont par suite proportionnelles aux quantités de mouvement qu'elles développent, et, si Ton désigne par m et m les masses mises en mouvement, par g et g' les accélérations communiquées pendant l'unité de temps, on a
P:P'=mgr:my,
(•) Physik auf Grundlage der Erfahrung,
•Q, si Tes formes agissent sur Te même corps,
P:P'=jr:jr'.
« On admet que ronité de force est celle qui, dam Vuniti de Umpi^ esl êopabïe de cemmttmquer à Ttmiti de mtme un* aeeiUraiion égale à Fumié de longueur (*)• Si un obst&cle empèdie le ciyrps, sur lequel la force agit, de se mettre en mouvement, la force se manifeste à Fétat de pression. La pesanteur, par exemple, peut se manifester soit par la chute d*an corps, soit par la pression que ce &»fs^ exerce sur la main qui le supporte, pression que Ton appelle /}ot(&. Pour mesurer les forces qui agissent par pression, on se sert comme unité de la pression produite par Vunité de poids.
« Les deux manières de déterminer Tuitensité d'une force soit par Vumté de quantité de mouvement commmiiquée dans t unité de iemps^ soit fmtismùédifpmla^wm mat pas^^i^fiaiitraéktiD^cMPriipéfiiMO «àatre ^^fmlm pmmimii im ilwf fwwtqui apaani dTw» ■wwitBi rnatMiM ait proportionnelle aux quantités de mouvement qu'elles peuvenippvioM. IH' oeÉM^ «aau fMA •fwMiiiHr cfaitf(W jpatiiMi P dMnia eet waiÊbê de
WÊâéfk ^MÊÊÊÊk WSÈtk QMMttié- 4â ■WWMUfll* ' HOdate • WÊM' TMft atMâàOÊk
sauteur pourrait produire sur la masse conÊÊ§eméÊSÊtmé^m§miÊ^wa aaiaiaaÉ d*UM^ nioîèflei ciiBliwM uwidiii t yMwlÉ un lii— ■ F>m ■ ■il ■ si Ton représente par m la masse et par g raccélépatîm Aaeàlapeauiiear, •oaaura^
V=,wig;
aà Ton déduit
« CSemiue les forces qui i^menl sans être contarariées dans leur action ■e peuvent se HuaugejDti que par les mouvemenlis qu'elles prodiusent, •n> pevrt appliquer aux forces tout ce que Ton a dif précédemment de la comrpos^âun, de FéquivaleBee et de la décofupositioFn des mouvements.
« Pour défemncr la résuRaule de plusieurs forées ludé^wendantes, agiseaul sur une ménie motéosle, résultante qui n'est autre diose ipseï h, farce qui, agissaut seule, produirait le même effet, on Kprésenle les forces par des lignes de longueurs proportiofiiieHes à leurs iuleiisitès, et
(*) Dans cette citation, nous avons laissé de côté tout ce qui se rapportait aux différents systèmes de mesures, et remplacé les termes seconde, gramme^ mèti^e^ par unité de temps^ de poids^ de longueur.
LE FAKALLÉLOGRAim IBS FORCES. ||7
on les traite comme des lignes représentant des mouyemenisi fte Tement résultant que Ton obtient par le parallélogramme ou le pelygose représente la résultante des forces en direction et en grandeor; w
Nous ne croyons pas nécessaire de répéter ce que M. le professeur Mousson dit à la page 22 de son ouvrage sur la composition des mouvements; le lecteur pourra facilement compléter ces notions suceiaelieset s'assurer que cette conception des propriétés physiques des forces conduit au théorème suivant :
Si tmn représenie la dàrectùm et {intensité (ou gremêeur) des fareempar la Jùtetien et la Umguewr de ligneSy la eampêsition des forces n^eei amr^'diÊee que VaddUion des lignes, telle qu'elle est exposée ati n* 1, p, 4, addiiim dont le parallélogramme des forces n'est qu'un cas particulier.
Tout en adoptant cette conception physico-dynamique des forces, nous devons faire remarquer que la statique ne s'occupe que des pressions et des poids produits par les forces, et nullement des mouvements qu'elles engendrent, mouvements dont Tétude est du domaine dé la dynamique. Aussi a-t-on Thabitude dans la statique d'employer le mot furce pour oehii dépression ou de poieb, bien qu'il y ail là réeUement one interversion de la cause à l'^et.
LE PABALLÉLOtiRAMME DES FORCES
Gomme la statique ne s'occupe pas du mouvement qui pourrait être engendré par les forces, mais qu'elle les considère seulement au prâil de vue de leur équilibre, on comprend qu'on se soit efforcé, dans tone les traités pour l'enseignement de la statique pure, de ne rien emprunter à la dynamique et de trouver des démonstrations qui n'émanent pas de ridée de mouvement.
Bn commençant par l'équilibre de trois forces, on a cherché une démonstration directe du parallélogramme des forces.
Cette démonstration, sans l'aide de la dynamique, ne parait pas possible, car toutes les démonstrations que l'on a tentées supposent les trois propositions suivantes :
Si trois forces d'intensités A, B, G, dont les azimuths sont a, p, f, sont en équilibre :
1' Elles passent toutes trois par un même point; elles sont situées ëans un même plan, et la direction de l'une quelconque d'entre elles,
7, par exemple, est une fonction du rapport- des deux autres. En
.Al
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outre cette direction ne diange pas quand les deux forces sont augmentées dans un mAme rapport, par exemple doublées. 2* Quand les directions de A et B, c'est-à-dire « et ^^ sont supposées
constantes, il y a, pour chaque valeur du rapport ^, une seule et même
direction tcHqours réelle de la troisième force G; en d'autres termes, le
A' rapport ^ et la direction y de G sont projectifs.
3' Quand une des trois forces deyient égale à 0, les deux autres sont égales et de sens contraire, et quand deux forces sont égales entre elles, la troisième divise en deux parties égales Fangle formé par leurs directions. Ainsi
pour pour
si
On essaye quelquefois de démontrer la première proposition en disant que Ton ne change évidemment rien en changeant Tunité au moyen de laquelle les forces A et B sont exprimées, et que par conséquent y doit
être une fonction du rapport — .
Jl
Dans toutes les démonstrations on admet les propositions n* 3 comme des axiomes se comprenant par eux-mêmes. Quant à la proposition n* 2, elle ressort de la forme analytique donnée à la plupart des démonstrations.
En admettant ces propositions, on peut immédiatement arriver de la manière suivante au triangle des forces (demi-parallélogramme) qui représente Téquilibre de trois forces.
Comme, d'après la proposition n° 2, la direction de la troisième force ne dépend que du
rapport—, nous pouvons, sans nuire à la généralité de la démonstration, considérer Tune de ces deux forces, A par exemple, comme constante, et faire varier seulement Tautre force B. Portons, à Textrémité de A (fig, 95), B' = B en grandeur et en direction.
Si Ton fait B = 0 , la direction de G devra coïncider avec celle de A; elle passera donc par l'extrémité de B'.
Fig. 95.
LE PARALLÉLOGRAMME DES FORCES
Si l'on fait A = 0, ce qui revient à prendre -r- =qo ou B=oo, puisque
nous représentons A par une longueur constante, la direction de G coïncide avec celle de B et passe par le point à Tinfini des parallèles à B, c'est-à-dire encore par l'extrémité de B'.
Enfin, si l'on fait B = A„la ligne m, qui projette du point 0 l'extrémité de B', partage en deux parties égales l'angle AOB = p — a, et coïncide par suite avec G, d'après la partie de la proposition 3 qui se rapporte
au cas de —= ^. Il y a donc trois rayons du faisceau G (faisceau qui A
est projectif au rapport -- ou à la longueur B, si l'on prend A=l),
qui passent par les extrémités correspondantes de B'. Par conséquent ce faisceau est perspectif au faisceau B' formé en penant tous les B par l'extrémité de A, et toutes les directions de G passent par les extrémités correspondantes de B'.
Par suite on en déduit (v. fig, 95)
sin (y — p) sin (a — -y) * Si l'on détermine de la même manière la direction de A au moyen du
rapport r^j on obtient :
sin (« — y) sin (P — a) ' par conséquent en général
sin (y — p) sin(« — y) sin(P — «)'
Donc :
Trois forces agissant sur un même point, et qui sont en équilibre, se corn-portent en grandeur et en direction comme les côtés d'un triangle qui sont respectivement parallèles aux forces et sont proportionnels aux grandeurs de ces forces.
Analytiquement, oh arrive de la maniôre suivante aux mêmes résultats. Le rap-
port ^ elle faisceau C étant projectils, ^ et tgy doivent satisfaire à une équation
du premier degré relativement à chacune de ces quantités. L*équation doit par suite être de la forme :
« 3 tg Y + A tgy + c g -h rf = 0,
yw" ^
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Quand trois forces A^, A,, G qui agissent sur un même point sont en équilibre, il est évident que la force G est égale et directement opposée à la résultante de A^ et de A,. Ainsi, si Ton porte les forces A^ et A, Tune à la suite de Tautre, à partir d'une origine 0, en grandeur tit en dhrec-
_, „. tion, c*estrà-dire si Ton addi-
tioniie, comme il a été dit au n' 1, p. 4, les lignes qui représentent les forces A, et A„ la somme S|, de ces deux forces sera représentée en grandeur et en direction (fig, 96) parla ligne qui réunit Torigine 0 ^ Textrémité du contour A, -|-A, .
Si Ton agit à l'égard de la ligne S^, qui a son origine en 0 comme à Tégard de A„ et que l'on ajoute à partir de son extrémité , c*estrà-dire à partir de l'extrémité du contour Aj + A^t» la force A„ on obtient évidemment la somme
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des trok foroes S,^., = A^ 4- ^ + ^S9 ®^ ^^ûi»i de soitB juafu*à. la dernière force Asf. Lêl force 0^ rq)réseDte alors en grandeur et en direeÉHm la somme S^..« des :six fèrces dosinées^ Dans eetàe eo&stnictîen, les forces ▲ peuvent aToîr des directions quelconques dans Tespace, el-la fy, 96 peut è&re considérée comme une projection parallèle. Si tMe composition de forces devait Mre réellement opérée, il serait aéeesseife» pour déterminer la grandeur et la position des forces A, d*avoir deux dé ces projections, et Ton projetterait les hfaes d*après les règles ordinaires de la géométrie descriptive.
La détermination de la résultante revient donc, comme nous Favons d^ fait remarquer, à Taddition de lignes; Fextrëmité du contour obtenu donne le résultat de cette addition on la somme. Ainsi, ce n*e^ que dans le cas où toutes les lignes ou forces ont la m^me direction, que la distance de Forigine à l'extrémité du contour est égale à la somme ou à la différence algébrique de toutes les lignes ou forces; et de même que du résuhat de FadiKtion de plusieurs nombres on ne peut déduire la grandeur des divers éléments adtfitionnés, on ne peut déduire ici, de la seule position de Fextrémité, celle des divers sommets du contour.
Xta fiff. 96 donne non seulement la somme des forces A,_„ mais encore la somme partielle d*un nombre quelconque de forces consécutives. Ainsi la force 2 — 3 est la somme des forces A,^b.
De Fcxamen du parallélogramme formé parles quatre forces A,A,A',A',, dans lequel les fbrces A', et A'g sont respectivement égales en grandeur et en direction à A, et A,, on conclut que Fon arrive à la même extrémité 6 et par suite aussi à la môme somme S,_, quand on intervertit dans Faddilion Fordre des forces A, et Â,. Il en serait de même de deux autres forces quelconques, par exemple, de la force 23 = 13*, somme des forces A,^, et A, = A',, puisque 1253* est un parallélogramme. On ne peut réunir que d'une seule manière les points 1 et 3*^ par un tracé A'^^ ^ dont les'divers éléments soient en grandeur et en direction égaux à ceux du tracé 2, 3, 4, 5. Par suite, en partant du point 1, on arrive au même point 5 ou 2^, soit qu'on ajoute les forces suivant Fordre A,, 4,, sôît qu'on les ajoute suivant Fordre A', ^^ ,. On ne change donc pas la direction et la grandeur de'Sj.e quand on intercale la ligne A, entre A, et A, au lîeu de la laisser entre A, et A,. On peut de la même manière déplacer toute autre ligne et lui faire occuper une position quelconque dans le contour. Donc : dans ks additions de ce genre ^ la somme est indépendante de tatdi*e suivant lequel les diverses forces ont été composées.
Par sndogie avec ce qui a été dit au n* 1, p. T, dé ta soustraction dessus, neuB ^itendrons par soustraction da iorces Fintroduction de «es forces dans le contour avec un ngae eon traire. Ru» la /(f.#is4ef liR^ces
il»
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PIg. 97.
Ag et Ag ont été retranchées de S|^,ce qui veut dire que nous avons formé la somme de S,_« avec — A% et — Â',, A% étant'égal à A,, et A", à k^, H est clair que le résultat doit être égal à 05', somme de A, , ^ ,; nous avons en effet démontré que le résultat final est indépendant de l'or^b^ de succession des lignes; par conséquent nous obtiendrons la mtaie somme OS'' en additionnant dans Tordis suivant :
A.+À,-A%-hA, + A, + A. + A.^AV
Bn effectuant la somme A, — A%, on avance et on recule d'une même
quantité, et on reste ainsi au même point du contour; il en résulte que les additions A, — A% et A^ — A^, sont sans effet sur le résultat final, qui doit, par suite, être égal à la somme A^^^g.
On en déduit que, lorsqu'on introduit dans un tracé deux forces égales et de sens contraire, ces deux forces se détruisent mutuellement.. La fig. 97 montre d'une manière spéciale que l'on arrive à la même
somme lorsqu'on néf^ge complètement deux forces égales et de sens conU^aire, par exemple les forces A, et A^. Tout le contour A^g, peut se transporter parallèlement à lui-même le long de ces deux forces & l'autre extrémité de A g et A,, sans que les relations d'équilibre des autres forces soient troublées. Ces deux forces se détruisent donc sans rien changer aux relations d*équilibre des autres forces. On arrive au môme résultat en plaçant dans le contour les forces A, et A^ immédiatement à la suite Tune de Tautre.
Si, dans un contour fermé, il se trouve des forces de sens différent (*), la somme de toutes les forces de même sens est égale à la somme de toutes les forces de sens contraire. On peut s'en convaincre facilement en composant toutes les forces de môme sens. Dans le contour 12.. .8 {fig, 98), nous avons donné le môme sens aux forces i, 2, 4, 6 d'une part et aux forces 3, 5, 1, 8 de Tautre; en composant toutes ces forces dans Tordre 1, â, 4, 6, 3, 5, 7, 8, on voit que les forces 1, â, 4, 6 et 8, 7, 5, 3 ont la môme somme 0(3 — 6J.
(* ) Dans un contour polygonal, dont les côtés représentent des forces en grandeur et en direction, les forces ont le même sens si un mobile qui suit le contour les parcourt toutes dans le même sens, c'est-à-dire en allant constamment de Torigine de chaque force à son extrémité, ou inversement
COMPOSITION ANALYTIQUE DES FORCES FORMANT UNE GERBE
Si plusieurs forces agissant sur un même point peuvent former un ,.,5 çg contour fermé tel que toutes les
forces aient le même sens, la résultante de ces forces est égale à 0, et les forces sont en équilibre.
Si, dans un contour fermé (dans lequel le sens des forces est indiqué par des flèches), une flèche a un sens opposé à celui de toutes les autres, la force correspondant à cette flèche doit être considérée comme la résultante de toutes les autres.
Si m 4" « forces en équilibre donnent un polygone fermé tel que toutes les flèches aient le même sens, la résultante des m forces est égale et directement opposée à celle des n autres.
Ce que nous venons de dire s*applique d'une façon générale, quelle que soit la position des lignes dans Tespace, et par suite aussi quand le contour résultant de la composition des forces se trouve tout entier dans un plan (c'est-à-dire quand toutes les directions coupent une droite àFinfini déterminée), et nous n'avons rien à ajouter pour ce cas.
Nous devons faire observer en outre que les angles des forces, dans le polygone des forces, dénomination que nous donnerons désormais au contour des forces, sont les suppléments des angles que celles-ci font réellement entre elles.
Tout ce que nous avons dit précédemment de la grandeur et du sens des lignes s'applique à la grandeur et au sens des forces. Lorsqu'une force sera désignée dans le texte par les numéros ou les lettres de ses extrémités, Tordre de ces numéros ou de ces lettres exprimera la direction de la force^ et la pointe de la flèche sera dirigée vers le dernier numéro
ou la dernière lettre. Ainsi, la force AB est égale et directement opposée
à la force BA.
COMPOSITION ANALYTIQUE DE FORCES FORBiANT UNE GERBE
Noos nous appuierons sur la proposition démontrée au n* 37, p. 149, que trois forces en équilibre peuvent être représentées en grandeur et en direction par les grandeurs et les directions des trois côtés d*un triangle, c'est-à-dire d*une figure fermée.
{*) Une gerbe m une fonne géométriqae composée de lignes droites passant par on même point, mais dans nn même plan ; c'est le faisceau dans Tespace.
^qg^ j^ ■-■ ^^^mm^ mu i ■ ■ ■■ ■ ' ' ■ ■■■-■■■ ' . ■.»!---
YuZtf iM oooïdOBBéM de reacbrésiné d^iue lom A< ayant «m point d^pBnâoii àlV>f^|ihw4ea«»i4wuiilB». HoiurauMB, entra trois foroeB «iéQÉaitm, A«» A|, A«,
lA HMdtanta ^ dia iOMMi A« ft As étauie «ne ftMa talla «QOi 0^^ «Ha loit en éguilibre afac^ et Â^, on aura
Xii^Xi + Xt.
Yt,»=Yt + 1i,
Si maintenant nous composons la résultante 8|t atee nwa tiaisiàraa tece A^ anrous de ta mSme manière :
ék, par snlii^ dPnne ft^en gMmk : «^Mf* :« ,
laillPM £ Mlentent^ tentés létf^fofosifilieiMiiianr HAiiirdg eawpTMiiffaïaansuna Afinle mÉtnaieiitroiii èsmées sons leur tonne nsuaUa, mnltipJiffMJtoaa Jes X psr ^m fpriiiy^ fc^tmm Isa T par une variable it, tons les Z par une Tsrialile C, et posons
«S<»2éE4-Yii|4>Z4 .
91 neMrappsèBM a^.*** is us'tf giiiiisif nilssIiA^ki^ demment:
r|..«ti ^ X|«.«nÇ ~r *i»««iii'ï "t" •!•••»•> "^^ ^^***
Peur donner à cette formule une valeur pratiquCt nous allons lui attribues mue signiflcation géométrique, et les propriétés de la forme géométrique à laquells nous assimilerons la formule seront aussi applicables à celle-ci.
Nous admettrons que Ç, "n, C soient les coordonnées plncXériennes d*un plan, c^eatà«dire les inrerses cbangées de si^e des segmenta interceptés sur les asea ée coordonnées par un plan variable (*). Alors a'i = 0 sera Féquation du pointa rinûni de la force A<, et a't + 1 = 0 celle de son extrémité.
Soient maintenant Stf, 6i, a les coordonnées d*un point quelconque pris svr la direction de la force At. Cette direction sera représentée d'une façon générale par réquation
* de son point à Tinfini, et on aura entre les coordonnées du point (a«6,t;.) et celles de Textrémité de la force (XtY,Zt) les relations :
Xi Y. Z. Ai
* ^ ^ [eï= V«? + ^? -t- c? + »6<c<«, -f-'»ft«iM, +aN6i«»,J
(*) Yoir la note B.
ÉQCaiBRE DE QUAIUIB FMICB6 POKHâMT UNE GERBE. fW
«*,, tt| et tt»| étant les connus des angles formés par las ases de rnerdimiiées, et 9i Il distance du point aJbiPi à Porigine. On déduit de ces relations :
fi Posons
Nous appénerans a, = 0 la forme normale de Téquation du pointa rinfiniaiir la dirsefion de la force A«. Cette forme normale n*est autre que Téquation du point de la direction A^ situé à l'unité de distance de i*origine, diminuée de 1.
Nous aurons par suite a', = kifn, et l'équation du point à l'infini de la résultanteaera
9|...K = SAttttf = 0.
L*équation de Vextrémité de la résultante sera
<Ti...» + 1 = SA.*, 4-1=0.
De là on déduit pour la gxandeur de la résultante :
' V +.(.»,|)(«,î)i^+.(xA,|)(»,î)^
Si, dans les formules qui précèdent, nous regardons comme ayant le signe poléanllBEiffee 6|...i»et tousles Af, la ligne d^pplication d^une force sera déter-
aam ambigiffté par les signes de ~ , —, —, et la force elle-même par les
Ci Ci 0i
des sommes correspondantes (*}.
UTéaolte de la nature ndéme de Féquittlon que, lorsque totttes les fcntsés données •ont situées dans un plan, la résultante elle-même est située dans ce plan. Si nous r'f»**?*» dans ce plan les axes des x et des y^ nous obtiendrons les formules correspondantes en remplaçant simplement dans les formules trouvées plus haut c et Z farO.
Uam écfirona de nourean les ibrnmles pour le cas d'un plan. L*équatien générale 4a peint à l^inflni iie la force A* sera
et sa forme normale
Ci = ^aî + bi -t- 2ai6,ti>,
•éteatran^ daaaaaatdee coordonnées.
UéqaatîQn da point à l'infini de la résultante sera
OTairiiMteC.
et la gnndMir da cette léfiUtanta
v..=v("-:m-ii-("'I)(»-I)-
En fainnt Bnccurivement daoa ^'am + IbO, n=l, Z-ji, on obtient n points
corrMpendant nnx sominet* du polygone dtt foret», que l'on obtiradmit gnpbi^Dement par l'Addition des ligne* repréwatsnt le« (tircet (n* 38, p. 150}. Notu voyons ■lui, ctnune none l'avoni fait remorquer dans ilntaoducUon, qne la compoaitîon graphique et la composition analytiqae dee forces sont des opAratlons identiques.
ÉQDILIBBE DE QUAJBB rOBCBS FOUUKT OHK aOBS
De mAmé que daDs le plan les grandeurs relatives de trois forces en équUibre sont déterminées dès que leurs directions sont données, de ' même, dans l'espace, les grandeurs relatives de qaatre forces en équilibre formant une geriM sont déterminées par leurs directions. Si, par exemple, on compose les quatre forces ABGD qui agissent bot le point 0, et qu'en conservant cet ordre, on forme un quadrilatère gauche, l'extrémité de B ou le sommet BG se trouvera à la fois dans cbacnn des plans AB et CD, et par suite sur leur ligne d'intersection; mais comme ces deux plans sont complètement déterminés d'une part par te point 0, d'autre part par la direction des lignes A et B, G et D qui se trouvent respectivement dans ces plans, il s'ensuit que la ligne d'intersection 0(BG) est complètement déterminée.
Par suite si l'on mène, par un point quelconque de cette ligne d'intersection, des parallèles à B et à C, elles couperont les directions de A et D. Si l'on menait ces parallèles à B et à G par un point pris en dehors de la ligne d'intersection, elles ne couperaient plus les lignes A et D. Si l'on déplace le point choisi sur 0(BG), les longueurs des câtés du contour varieront en restant proportionnelles.
Si l'on intervertit l'ordre des quatre forces ABGD, on peut construire, comme on l'a dit au n* 38, dans le nouvel ordre de succession, un contour fermé dont les côtés seront égaux à ceux du premier tracé. Gomme on peut en dire autant de tout ordre suivi pour la composition des forces, il en résulte que le rapport de quatre forces formant une gerbe est entièrement déterminé par leurs directions.
Si l'on fait varier l'ordre de ABC en laissant D à l'extrémité du contour, on obtient tons les sommets d'un parallélipipède oblique dont D est la diagonale ; ce parallélipipède est une figure géométrique tout à fait ana-
COMPOSITION DE FORCES QUELCONQUES DANS LE PLAN
logue au parallélogramme des forces. Si Ton fait varier également D dans Tordre de succession, on obtient huit parallélipipèdes, et chaque force figure deux fois comme diagonale, quand elle est la dernière de la série ; ces huit parallélipipèdes ferment tout Tespace autour de Torigine.
4i. COMPOSITION DE FORCES QUELCONQUES DANS LE PLAN
Soit à déterminer la résultante des forces P,, P, ... P„ qui sont données sur la PL V^, en direction et en position, par les lignes P,, 22", 33j, où les chiffres sont considérés comme les indices de P.
On prolonge P, jusqu'à son point d'intersection 2 avec la force P, ; on compose, d'après les règles données plus haut, P, et P, pour former leur résultante P,,. On prolonge cette résultante P,, des deux premières forces jusqu'à son point d'intersection 3 avec P,; à partir de 3, on compose P, , et P„ et Ton obtient la résultante P|,,; celle-ci peut ensuite être prolongée jusqu'à P^, et ainsi de suite jusqu'à ce que toutes les forces données soient ramenées à leur résultante.
Gomme il est pratiquement très facile de mener des parallèles, il est préférable d*opérer àpart la composition des forces au moyen d'une figure spéciale (PI. VJ. Pour cela on porte en 1, à partir d'un point 0 arbitrairement choisi, la force V^ en direction et en grandeur, et l'on ajoute à cette force la force P, (2) ; le triangle qui projette du point 0 la force P, est égal au triangle P,P,Pt, (PI. VJ; la ligne 23, menée par le point 2 de la fig, 4, parallèlement à 0 (23) de la fig, 5, sera par suite la position de la résultante P,,, et la ligne 0 (23) {fig. 5) fait connaître la direction et la grandeur de cette résultante. Si Ton ajoute {fig, 5) la force 3 à (12), 0,34) est en direction et en grandeur la résultante de 1 23 ; la parallèle 34, menée à cette ligne {fig. 4), donne sa position, et en continuant ainsi on
obtient successivement les résultantes (12), (123), (1234) (123. ..9)
en direction et en grandeur comme rayons de la fig, 5, et en direction et en position comme côtés du contour qui, sur la fig, 4, réunit les différentes forces. Gomme la fig. 5 est identique à celle que l'on obtiendrait si toutes les forces agissaient sur un môme point, on en conclut qu'en changeant la position des forces partielles, on ne change ni la direction ni la grandeur de la résultante, et que cette direction et cette grandeur sont les mêmes que si toutes les forces agissaient sur le même point.
-13. POLTGOKE FUNICULAinB OU COURBE DBS PRESSIOHS ET POLYGOME DBS FORCES
Comme, par suite de la disposilion particuliâre de la PI. V„ les côtés du contour 1234S sont soumis à des ttHiEÎoas, il suffirait, pour établir
une liaison fixe entre les forces 1, 2 9, de les réuoir par un fil snr
lequel ces forces agiraient. C'est pour ce motif que l'on désigne fréquemment le contour polygonal formé par les résultantes sous le nom depoly$one funicvlatre. Dans la théorie des voûtes, où tous les côtés du polygone sont soumis à des pressions, on l'appelle ligne des pretstons. Nous emploierons ces denx expressions, suivant que la majorité des c6tés du polygone sera tendue ou comprimée. Nous appellerons par suite le contour 2 3, 4,.. .10, (PI. Vj) polygone funiculaire, bien que le côté 7, 8, soit comprimé. Pour déterminer si un côté du polygone est comprimé ou tendu, on décompose l'une des forces agissant sur le côté considéré en lieux composantes dirigées suivant les ctlês adjacents du polygone; si la composante dirigée suivant le côté considéré est tournée vers le sommet suivant du polygone, le côté est comprimé ; si, au contraire, elle s'éloigne de ce sommet, le côté est tendu.
Sur la PI. V,, on aindiqué cette construction pour les côtés 78 et 7,8,, que nous avons supposés coupés; les directions des composantes sont isdiqnéespardea flèches, et l'on voit que le côté 78 est tendu, tandis que le eôté 7, 8, est comprimé.
I^}u^ la distinguer du polygone faniculaire ou de ta courbe des presnoBs, nous appellerons ;)oI^^one des forces la figure auxiliaire (PL VJ qui doane la direction et la grandeur des forces.
ASn de rendre pins immédiate la connexion des deux polygones, il convient, comme nous l'avons fait sur là PI. V^., de désigner par les mfimes notations, en se servant, par exemple, des indices des forces, les points d'application des forces dans le polygone funicalaire, c'est-à-dire les sommets de ce polygone, et les forces elles-mêmes dans le polygone des forces, c'est-à-dire les côtés de ce polygose. Si plusieurs forces paral- Ifeles, comme 4, 5, 6, T, se suivent, leurs directions coïncident dans le polygone des forces, et l'on peat alors, suivant les cas, adopter l'une on faatre des solutions indiquées par les fig. 5, 6 et 7, p. S. Lorsque te polygone des forces a été construit et noté, on en déduit immédiatement le polygone funiculaire en traçant les divers côtés 23, 34, 45 de ce polygone entre les forces correspondantes et parallèlement aux rayons 0{23, 34,43 )
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OGKPCMBXiON AZUALTTIQCB DBS VOBC8B DANS LX PLAJf
«fOM pt nneiMr la otaipoBitioa dos fiiroas formant «m fciioosn à £Aa, il sera «nisi psMiMs de famaner à una forma nm|Ua aemffêménim àm Éoeom dana 1« pèuk Go rinltat peat •*x>MtBir de la ftçon soiTante.
Soit ois-fèiy-f «{ = «'•==0;
Fli|aatioii ds la ligne dhiite suivaiit laquelle agit la fbroe Ai. Uéqaation de la rémltnite des ftprœs A^ et A^ devra dtre de la forme
ma\ + na'f = 0,
puisque cette résultante passe par le point d^intersectioa de A^ et Àf. Les caeffidents m et a devront être choisis de ûiçon que cette ligne passe aussi par le point k l'infini de la résultante, point que Ton peut, d*après le n* 99, p. 155, déterminer de laasaaière e»isBnle
âfi=z 0 est satisfaite par les valeora
x=r4>é|.«o et y = — «,.00.
Par snita, Féfaatioa du point à finfini de la droite a'i sera :
«tmtiniw Bormide:
fi
eù ,.^__
^1 = ^aj + 6J — 2a,6|ti>.
L'équation du point à Pinfini de la résultante de A| et A^ sera donc :
La droite ma^t + ntiff=z 0 devant passer par ce point à Tinfini, il faudra que m ei
A Km
A soient respectlTement proportionnels à — ^ et --2. Nous aurons ainsi peur Téquaisi et la résaltsate :
A^îi + A,îî^=0.
S aoos déslgaons par w' le sinus de Tangle des axes des coordonnées, Téquation
aW ^=— =sO flsntca qaa noas aiipeileroBa la terme normale de réqvatioa a'<, ou et
^ réquation de la direction de la force. Par suite, en multipliant Téquation de la rMtante par «•', nous la mettrons sous la forme
Ai«i 4- AjOj = 0.
iftS COMBOÊOUm DB» P0IICB8.
t9. POCTGONB FUNICULAIRE OU COURBE DES PRBSSIQHS
ET POLYGONE DBS FORCES
Gomme, par suite de la disposition particulière de la PL ¥4, les côtés du contour 12345 sont soumis à des tiMisions, il suflurait, pour établir
une liaison fixe entre les forces i, 2 9, de les réunir par un fil sur
lequel ces forces agiraient. C'est pour ce motif que Ton désigne fréquemnent le contour polygonal formé par les résultantes sous le nom de pokffùne fïtmcultnre. Dans la théorie des voûtes, où tous les côtés du polygone sont soumis à des pressions, on rappelle Ugne des pressions. Nous emploierons ces deux expressions, suivant que la majorité des côtés du polygone sera tendue ou comprimée. Nous appellerons par suite le contour 13|4,...IOi (PI. ¥4) polygone funiculaire, bien que le côté 7^8, soit comprimé. Pour déterminer si un côté du polygone est comprimé ou tendu, on décompose Tune des forces agissant sur le côté considéré en deux composantes dirigées suivant les côtés adjacents du polygone; si la composante dirigée suivant le côté considéré est tournée vers le sommet suivant du polygone, le côté est comprimé ; si, au contraire, elle s*éloigne de ee sommet, le côté est tendu.
Sur la PL Y^, on a indiqué cette construction pour les côtés 78 et Ifi^y que nous avons supposés coupés ; les directions des composantes sont iadiquées par des ffèches, et Ton voit que le côté 78 est tendu, tandis que le côté 7j 8, est comprimé.
Pour la distinguer du polygone funiculaire ou de la courbe des pressions, nous appellerons j9o(y^one des forces la figure auxiliaire (PI. YJ qui donne la direction et la grandeur des forces.
A8n de rendre plus immédiate la connexion des deux polygones, il convient, comme nous Tavons fait sur la PI. Y^,, de désigner par les mêmes notations, en se servant, par exemple, des indices des forces, les points d'application des forces dans le polygone funiculaire, c'est-à-dire les sommets de ce polygone, et les forces elles-mêmes dans le polygone des forces, c'est-à-dire les côtés de ce polygone. Si plusieurs forces paral- IMeSy comme 4, 5, 6, 7, se suivent, leurs directions coïncident dans le polygone des forces, et Ton peut alors, suivant les cas, adopter Tune ou l'autre des solutions indiquées par les fig, 5, 6 et 7, p. 3. Lorsque le polygone des forces a été construit et noté, on en déduit immédiatement le polygone funiculaire en traçant les divers côtés 2 3, 3 4, 4 5 de ce polygone entre les forces correspondantes et parallèlement aux rayons 0(23,34,45 )
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OCmPCMBXION AZUàLTTIQCB DBS VOBC8B DANS LX PLAJf
«fOM pK nneiHr laotaipoaitioa dos fiiroas formant «m fciioosn à £Aa, il aeim «usi psiriMs de ramaner à uns tovmt tim|Ue ««mffêménàa dos ÉMrofls dm* l« pèuk Ce pinltai pe«t •*oMaHir de la &çon soivante.
Soit <ii»-f*,y-f c, = «', = 0;
Mpntionds la ligne dhvite suiTant laquelle agit la fbroe At. Uéqoation de la ré- An ftprœs Al et A^ devra être de la forme
ma\ + tu^i = 0,
paisqoe cette résultante passe par le point d^intersectioa de A^ et Àf. Les coefficients m et n devront être choisis de ûiçon que cette ligne passe aussi par le point à Tinfini de la résultante, point que Ton peut, d*après le n* 99, p. 155, déterminer de laawière — i¥snt»,
â^i=: 0 est satisfaite yar les valeurs
x=^4-é*-«> st y = — «i.oo.
Psr suite» réqaatioa du point à rinflni de la droite a'i sera :
et ss fbnM aormale :
a. = - (é^ — ofifi « 0,
ed ,.,__
e^ = ^aj + 6? — tcubnû.
L'équation du point à Tinfini de la résultante de A| et A^ sera donc :
La droite nu^t + fia'2= 0 devant passer par ce point À rinflni, il faudra que m et
A A «soient respectivement proportionnels à — ^ et — 2. Nous aurons ainsi peur Téqua-
ét la léMdtate
déaigBons par co' le sinus de Fangle des axes des coordonnées, réquation
aW
<^=— — =0 ssmoe que no«s apfPeUeroaa la terme normale de Téquatioa a'<, ou
de réquation de la direction de la force. Par suite, en multipliant Téquation de la résultante par «•', nous la mettrons sous la forme
Ai«t 4- AsO, = 0.
t UKS K'inCES.
Si nous appelons i,, la tornie normale de cette résultante, nous auransr
Dans cette êquatioD, le (léDominateur représente, d'après le n° 39. p. 155, la ré- BultaDtc S| 1 dos Tarcss A, et A,. La difFérence de signe, pour le coefficient de Su. proyient de ce que nous ivodb pria, pour »'., l'équation bÂ — im au lieu de a^ + b.i\.
On a par suite :
S,t e^t donc une force comma A,, ot s,, une forme normale comme a,. On pourra donc composer S» avec une troisième force A, comme noua avons composa ensemble les force» A, et A.. On aura ainsi :
S,^i, = S,,»,, + Ajn, = A,rt, + A/i, + Ayij,
et d'une façon générale :
L'fqualimi de la droite luioanl laquelle agit la i^iultanle d'un notnhtv quclcnque df fureei iititiea dan» un plan s'obtinit en tyril/mt It 0 In xormae det /iroduilt dei fonnti normales iie.i iqwitiona det rfù'Md'ons rfM farteipar te' fo'-ea elln-m^iei.
La valeur de la rituHante folitûnt m formùnl le déntiminaleur qui rumine â In forme 7tormate téguation de la rimitante mine iTahord ntiui [ormt tfune »omme SAiOi = 0.
La quantité e^ étant une racine carrée peut être prise positivement ou négativement. On n'aura aucun doute quant au signe que l'on devra choisir dans les applications, si l'on remarque que, par suite de la forme b,i — q.t, que noue avons adoptée pour l'équstion du point à l'inlinï de le ligne a,i: -\- b,!/ + c, les coclllcients de cette dernière équation ont la signiflcation suiTantA :
-^ est l'abscisse, prise avec son signe, de l'extrémité du rayon 1 mené parallèlement
à la direction et dans le sens de la force k partir de l'origine des coordonnées (').
— est l'ordonnûe, changée de signe, de ce mâme point.
Par conséquent, il faudra donner & et un signe tel que le signe de - soit le même que celui de l'absciaae du rayon 1, ou bien, ce qui revient au même, ipie le signe de — soit contraire à celui de l'ordonnée de ce même rayon.
Quant & j, son aigne, qui est déterminé, puisque celui de e. l'est d'après le« considérations précédentes, fait connaître le sens de la rotation de la force autour de l'origine. En effet, l'ordonnée du point d'intersection de la force avec l'axe des g «st
— j= — - : -> eu laissantde cAté l'indice I. Le signe de - étantlemémequecelui de l'abscisse du rayon 1, le signe de - ne dépendra que du signe de cettte ab
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sclsae, et du signe de l'ordonnée du point où la direction de la force coupe Taxe des y. Or on voit facilement que ces deux derniers signes déterminent le sens de ro-
tation de la force autour de l'origine. Par conséquent, le signe de -^ dépend uniquement de ce sens de rotation; on voit aussi que - est positif quand la force tourne
de + X vers + y ; c^est pour ce motif que nous adopterons ce dernier sens de rotation comme étant le sens positif.
Les considérations qui précèdent permettent de déterminer le signe de e au moyen de Tun quelconque des coefficients a, b, c; ce signe pourra donc être encore déterminé quand un ou deux de ces coefficients manquent, c*est-à-dire quand A passe par Torigine, ou est parallèle à Tun des axes, ou coïncide avec Tun des axes, ou 8*éloigne à Tinfini.
Nous avons montré que le signe de - dépend uniquement du sens de rotation de
la force autour de Torigine; une relation du même genre peut être établie pour les
signes de - et - . Puisque - est Tordonnée changée de signe de l'extrémité du e e e
rayon 1, le signe de - sera positif si la force tend à tourner dans le sens positif au-
tour du point de Taxe des x situé à Tinfini dans le sens des abscisses positives, et
négatif si le sens de cette rotation est négatif. De même, le signe de - sera positif
ou négatif suivant que la force tendra à tourner dans le sens positif ou dans le sens
négatif autour du point de Taxe des y situé à Tinfini dans le sens des ordonnées
positives. Si donc on considère le triangle dont les sommets sont 0, + x a> , + ^ a> ,
c a b les signes des coefficients -, -, - seront déterminés respectivement par le sens de
la rotation de la force autour de chacun de ces sommets.
^ensemble de toutes les lignes que Ton obtient en faisant successivement dans S|...»= 0, n = 1, ti = 2, n = 3, forme le polygone funiculaire, qui constitue un des auxiliaires les plus utiles de la statique graphique.
RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES CONSÉCUTIVES
La résultante de plusieurs forces consécutives passe toujours par le point de rencontre des côtés extrêmes du polygone funiculaire qui réunit ces forces.
La résultante des forces 2 et 3 (PI. YJ, par exemple, passe premièrement par leur point d^intersection 3, ; elle est en outre parallèle au rayon 0,(34) qui, dans le polygone des forces (fig. 3), sous-tend les forces 2 et 3. Mais la diagonale 3j (34) {fig. 4) est parallèle à la direction de la résultante (23) {fig. 5), parce que ces deux lignes forment les sixièmes côtés de deux quadrilatères complets 2 (3 4) (3 3,) [fig. 4) et 0 (12) (2 3) (3 4) (fig. 5), qui ont deux couples de côtés opposés et un cinquième côté respectivement parallèles. En effets dans les deux quadrilatères, les directions des deux forces 2 et 3 sont parallèles, et les trois côtés successifs du
polygone funiculaire i 2 (3 4), 2 3 (3 4) 3 4 sont parallèles aux rayons
0(!i,23,3 4). Par suite la ligne 3,(34) du polygone funiculaire coïncide avec 1» posiLion de la résultaDte 23 eL passe par le point d'intersection (34) ■dacôlé 12 dn polygone Tnniculaire qui précède 2 el du côté 34 qui suit 3.
U eu résulte aussi qu'il csL ubsolumcul indiflërenl de composer l'une aprës l'autre les forces !23 ou de composer immédiatement la résultante 2 3 avec I .
Si l'on prolonge (PI, V^) la force (23) jusqu'à la rencontre de la force 4 en 4„ la ré.sultanle de (33) et de 4 ou la force (2 3 4) passe parce puiuti,, vt, de la mi^nie manière que uuus venons de démontrer que la résullanle (2 3j passe par le point de rencontre (34) des deux côtés du polygone dont l'un précède i et l'autre suit 3, on démontrerait que la résul- Uinlti dti {i 3) et de 4 passe par l£ point (45), où se coupent le c6lé du polygone 1 (3 4), qui précède la force i 3, et le côté 45, qui suit 4. Pusuite, U ligne 4,(4 5) est la résullantedes forces (234). En continuant de la tnhme manière, on peut démontrer qneles points d'intersection (56), (fi 7), (78), etc., du côté du polygone 12 qui précède la force 2, arec les côtés du polygone qui suivent les forces S, 6, 7, etc., qui portent les mêmes notatiuns (5 6), (C7), (7 8), etc., sont des points delà résultante des forces (2. ..5). (2. ..6), (2. ..7). Si l'on utilise ces points d'inlersection pour construire le polygone 2 3,4,5, ...9,, qui commence piir la force 2, on obtient la position de ces diverses résultantes, qui doivent avoir les mômes directions que les rayons 0, (23, 34, 45...) (PL V,) du faisceau qui a son sommet ù l'origine 0, de la force 2.
Si l'on considère les côtés d'un polygone funiculaire comme les rayons d'un faisceau, les relations que nous venons de démontrer en dernier lieu enlre les fig. 4 et 5 séparées peuvent s'exprimer géométriquement de la manière suivante :
tes faisceaux 1234... ef 2 3, 4, ... ont le rayon 12 commun.
Ceci n'est du reste qu'un cas particulier de propositions que nous dé- ■montrerons an b* 46.
De phis, le premier faisceau a en commun avec le faisceau de premier ordreO la droite à l'infini, et le deuxième faisceau a celte même droite en commun avec le faisceau de premier ordre 0, de la PI.' V,. Par suite, la TiésulUnle ■d'un nombre quelconque de forces consécutives est complètement déterminée par un polygone funiculaire et un polygone des forces ; le point d'intersection des côtés extrêmes du polygone funiculaire donne un point démette résultante, et, dans le polygone des forces, la ligne qui sous-tend toutes les forces partielles détermine la grandeur et la direction de cette résultante. Comme d'ailleurs chaque résultante forme dans le polygone des forces, avec le pôle 0, nn triangle dont les déni Butres côtés r^résentent en grandeur et en direction les tensions
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des côtés extrêmes du polygone funiculaire, on peut aussi considérer cette résultante comme la résultante de ces tensions, pourvu que Ton ait égard au sens des flèches.
Ce que nous venons de dire peut se démontrer analytiquement d*une façon très simple. Sr peut être décomposé de la foçon suivante :
Or on sait que quand les équations de trois droites sont reliées par une équation du 1*' degrés ces droites passent un même point; le théorème démontré dans le paragraphe résulte donc inunédlatemeut de Téquation ei-dessus.
CHANGEMENT DE L*0RDRE DANS LA COMPOSITION DES FORCES
Si Ton change dans la composition des forces Tordre de deux forces partielles qui se succèdent immédiatement, par exemple des forces 2 et 3, ce changement n'a aucune influence sur les résultantes suivantes.
Nous avons déjà démontré précédemment (n* 38, p. iSi) que ce changement n'a aucune influence sur la direction et la grandeur des résultantes, et que, dans le polygone des forces (PI. VJ, les deux contours 123 et 1 3^2 j aboutissent au même point et conduisent à la même position pour la force 4. Il en résulte que la position 34 (PI. VJ de la résultante dans le polygone funiculaire qui est identique à 2^ 4 n*est nullement modifiée par ce changement dans Tordre de succession ; car cette résultante doit passer par le point 3 4, qui est déterminé par Tintersection du côté 12 du polygone avec la résultante 2 3 ou 3,(34). Par suite, le contour 13^ 2"^ 45 conduit au môme résultat que le contour 12345... La force 2 pourrait être de la même manière intervertie non seulement avec 3, mais aussi avec la résultante d'un nombre quelconque de forces consécutives, sans que cette interversion modifiât le résultat final.
Ce que nous venons de dire de la force 2 s'applique aussi à une autre force quelconque. Nous pouvons donc, par l'interversion des forces entre elles, amener chaque force à une place quelconque dans Tordre de succession, sans modifier en rien le résultat final, c'est-à-dire la grandeur, la direction et la position de la résultante.
Donc : La résultante de plusieurs forces situées dans un même plan est complètement indépendante de Vordre suivant lequel on opère la composition des forces entre elles,
AnslTtiquemaiit, oette propriété résulte immédiatement de Téquation
S5 = lAa,
ctr Tordre suivant lequel on compose les différents éléments Aa ne modifie nullement la somme S5.
no «POSITION
' të. CBAK6IMKIIT &'UNE FORCE DANS Lh: POLYGONE PUNICULAIHB
Si âans un polygone Auùcalaire, tracé soivant un wdte de soccMsioii déterminé dans la composition des forces, on remplaça une force quelconque par une autre force ne faisant paa partie de la »érie, ancuae des résultantes précédentes ne sera changée; mais ioates les résnltantes suivantes ou les cAtés du polygone funiculaire seront modifiés de telle manière que deux cfttés correspondants des polygones se coupent sur la résultante des forces considérées, dont l'one aura été préalablement cbangée de signe. .
*~ Ainsi, si l'on suppose (PI. V,) que l'on remplace la deuxième force 3 par la force 2, , ce qui représente un cas abaolnmeat général, car on peut concevoir que 1 soit la résultante d'un nombre quelconque de forces qui la précèdent, le côté qui suivra la n~ force représentent la résultante des forces (1, S, 3 ... n) et des forces (1« Si, 3 ... n] dans les devx polygones. Si l'on veut passer directement de l'une des résultantes & l'antre, il faut évidemment composer (1, S, 3... n] avec(— S + ^i) pour obtenir (1, S„ 3 ... n). Par suite, ces trois forces se coupent en un m6me point; mais comme la position de (— 3-f S,] reste la même pour toutes les con:ibinaiBoas, toutes les résultantes se coupent si^ant la ligne ( — i+i,) ou, ce qui revient au même, suivant la ligne (-\-i — 2,).
La résullante ( — 2 + 2,) passe naturellement par le point d'intersection A de ces deux forces, et l'on obLient sa direcUon en portant, à partir de A, ces deux forces en grandeur et en direcUon, et en joignant leurs extrémités : car, dans le petit triangle auxiliaire que l'on forme de cette manière, les flèches de 2 et de 2, ont des sens opposés. La ligne menée par A parallèlement à ( — 2 -j~ S,) est donc celle sur laquelle se coupent deux à deux les côtés correspondants des deux polygones funiculaires.
Si on introduit la force 2, dans le polygone des forces, à la place de la force 2, de telle façon que l'extrémité de cette force coïncide avec le sommet 23, il est clair que tous les sommets précédents, et par conséquent aussi le pAle 0, seront déplacés en grandeur et en direction de la quantité (—2 + 2,).
Il résulte aussi de ce qui vient d'être dit que les cMés correspondants de deux polygones funiculaires qui réunissent la même série de forces se coupent sur une ligne droite qui est la résultante des deux forces qui agissent sur les premiers cOtés des deux polygones, l'une de ces forces ayant été préalablement changée de signe. Par suite, on peut dire d'une manière générale :
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Deux polygones funiculaires quelconques^ qui réunissent la même série de forces y ont une ligne droite commune. On obtient la direction et la position de cette ligne en composant ensemble les résultantes de toutes les forces gm\ dans chaque polygone, précèdent ou suivent la série commune, après avoir changé le signe de Vune des deux résultantes considérées.
Il est à peine nécessaire de faire remarquer que les deux polygones (PI. y^,) sont compris dans cette proposition, car la force i est la seule qui ne soit pas commune aux deux polygones ; par suite, tous les côtés correspondants se coupent deux à deux sur la direction de cette force 1. Cette proposition est éminemment utile, car elle nous met à même de construire un nouveau polygone funiculaire sans recourir au polygone des forces.
Avec l'aide du polygone des forces, on peut construire chaque côté du polygone funiculaire sans déterminer les côtés précédents.
C*est ainsi que dans la construction des courbes de pression des arcs métalliques ou des voûtes, il est possible, quand une de ces courbes est construite, de changer à volonté la grandeur et la direction de la poussée horizontale, et d'obtenir immédiatement, comme nous le verrons plus loin, les changements correspondants du dernier élément de la courbe.
Nous allons démontrer d'une façon générale, par Tanalyse, la proposition relative an remplacement des forces^ et nous en déduirons les cas spéciaux dont la démonstration a (ait Tobjet du présent numéro et du précédent.
Soient S*»* et S'i^'i les résultantes des forces qui précédent la série commune t + 1 ... Il, et
S»«n = Si«4 + S,-^.n*i...»
les résultantes des n premières forces des deux groupes que Ton obtient en remplaçant les t premières forces Si^i par S'iVi. La soustraction donne :
Comme S^t — S'i^» reste constant, quel que soit le nombre n des forces considérées, il résulte de cette équation que Sh et s'n se coupent sur la li^ne que Ton obtient en composant les résultantes de toutes les forces qui, dans chacun des deux groupes considérés, précèdent la série commune, et après avoir changé le ligne de Tune de ces résultantes.
47. COMPOSITION ANALYTIQUE, DANS l'eSPACE, DE FORCES QUI PASSENT PAR UN MÊME POINT OU SONT SITUÉES DANS UN PLAN.
Dans les numéros précédents, nous avons supposé, pour la composition des forces, que celles-ci passaient toutes par Torigine des coordonnées, ou qu'elles étaient âtaées dans le plan des xy. Nous nous proposons maintenant, pour arriver ultérieu-
rflm«nt i la coinpo«itfon des forces dans l'eapsce, do transformer ta» (brnmlés nhtenues ds t'avnn i^u'altas puUsent s'appliquer k un faisceau ou il un plaa itualcoDiiuo de l'espaee.
Nous Buii-rona tino marche analogue à celle du n° 39, p, 154, et uous admettrùcs (f«e les coordonnées da point & l'inOni d'am force «oietit âonaéM sons la forma 'tii 'tf 'lit 0 = — 'il 1 — fft. — Itf ^- ^ooi* la délanniaatioDcompUto de la tigne d'application de cette force, uou^ avons besoin <le coauatti'o los coordonnées /), J„ /|,I d'un second point [par exeinplo du nunlre du fnisceauj.
Nonii aoroua. dans ce syslAme de notations (')
„^, ( qu'un point ^ni ae tronte lur cette Uirna, J , . , ^ . '
MtlalUre aux éqnatloiis :
«m, d'un totoU géutnit, aa n^FéMÉteat par |iUt «m OMMoalaM «Mlmaqu,
miOa de mAme daMSt-dai quatre iodioM 1234, «iparcci, a^o^c^d, ^^dlM coordonnées x, y, x, ii, {, n, t, ■>, anx Aquatloiu :
0 = Vk + /tj,z« + l^ak et 0 = ^kb + /(<& + IftEu
qti tont rMt>««tlfAiii«kt 1« SqnatlabB d« ptàu dé pnjitetloii «M U Ugna tn Ua pUiU coordotinSe. Hifl, ^»ir qoé odâ MtK poMbla, on ddt «tfllr •
'.l 'il /..
s=('ii4» + ^l'ii + *uW-0-
Dans ce» éqnattons, nona aronS remplacé U quatrième coordonnée I par les lettres u et v, pour indiquer que 1m Aqaationi et 1m coordonnéM peuvent être multipliées par des coefficients arbitraires.
EnQn les coordonnées
E' Ti' t;' v' du plan qui projette la ligne du point fixe k'^'z'1,
3f'y"^'u" da point d'intersection de la ligna avec le plan flse ("i*^"!",
Bdnt r^iriseDtées pftr les éqnatlons
3f', = Itlfi'K + l,&". + (,lE"i ,
car, en premier lieu, les 6' et les x" ssUafont aux équations posées, ce que l'on vérifie aisément en tenant compte de ce que S ^0; et, en second lieu, on a respectivement, pour Im points et les plans :
Vx' + l'y' + Çï' + v' = 0 et ÎV + tt'Y +■ f'j" + u" = 0.
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Au moyen de cas yalenrs ^'g et x"g^ on pourra enfin forint les équatioiis du plan r qui projette la ligne / du point (x'y'z'l)y et du point V\ suivant lequel la ligne / coupe le plan (4''i|' Vl)» savoir :
Gela poaéf nous aUons passer ft la détermination de la résultante d'après la ■éthode du n* 39, p. 154. L'équation du point à Tinâni de la force A agissant su!lant la droite /est :
Le £ut0nr qui mena cette équation à la forme normale est :
«? = V^i + «« + 'îs +2/4,/43u;i + 2/48/utt', + 24i/4,tcs. Cette Ibrme normale sera par loite :
L*équation du point à Tinâni de la résultante sera :
a =: SXA,
le signe Z s'étendsnt à toutes les forces à composer.
Les /41 ne se présentant qu'à la première puissance dans cette équation, les coefficients a^ de réquation du point à Pinânl de la résultante, c'est-A-dire les coordonnées de ce point à Tinfini seront :
Désignons par aj, a^, a^ les coordonnées du centre fixe du faisceau; nous aurons évidemment pour les coefficients qui entrent dans les équations de la résultante :
an =
ah
ai ûk
U^ Uk
Projetons maintenant les directions des forces et de la résultante par un point fixe (xyjrTl), et coupons-les par le plan fixe {h"T\'V"^) ; nous désignerons par /' I0 plan de projection des différentes forces et par a' celui de la résultante, par V les points d'intersection des différentes forces avec le plan fixe, et par a" celui de la rémltante.
Nous aurons alors, d'après les formules préparatoires indiquées plus haut :
a' =Ç'x+ Vy -fÇ'z + r' = 0 et a" = x"l + y^ri -\-z% + «", <rà les coefficients ont les valeurs suivantes :
^'g = at^'h -f Okhx'i -f flMx'* et x"g = aghi"k + agti"i + ag^'\.
Ces formules ne contenant les éléments — lu qn^u premier degré dans i'g et mite aussi dans a\ on peut les écrire de la manière suivante :
a' = ir- et a" = SV'-.
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démontrer pour le raisceau se démontra aussi pour le plan Ifis- W).
ProjetooH toutef^ les forces données, situées dans le même plan , sur un des plans de coordonnées, celui des xy par exemple; composons, dans ce dernier plan, toutes les projections suiiant les rèRles du n- 43, p. 160, puis projetons la résultante sur le plan des forces par un plun perpendiculaire au plan des j^. Cette dernière projection sera la résultante dos forces données, car le parallélisme respectif des rayons du polygone des forcée et de ceux du polygone funiculaire subsiste dansles projections de ces po)yi;onea. L'équation de la projection de la ligne /
Le facteur -
rapport de ta force projetée à la longueur projetée e', quî ramène l'équation à sa forme normale, est même signification que précédemment,
or A «t A', « et c* xmt dea Mgmoiti de droitea inteie^téi par dee ordonnéea pa> nllèlaa, comme le montre U/l9.9S.L'éqtuttloii delà pntJectioii de Iftréaultanteieni dono :
1 peut de la même façon projeter le système de forces donné sur trois coordonnas, d'où résultent des systèmes semblables, on a d'une manière
Comme < antres plan générale :
On peut en outre démontrer comme précédemment que si, d'un point fixe, on projette chaque force par un plan f, et qu'on coupe chaque force par un pian au point X'', on a, dans tous les cas :
a- = l.^P et ."=L^V'.
On peut, par suite, énoncer d'une façon générale la proposition suivante ; Si, ilant donné un système de forces passant toutes par le mAne point ou situées dans un mime plan, on multiplie les coefficients entrant dans les équations de In direction de
tliaqut force par le facteur normal —, et qu'au moyen des coefficients ainsi modifiés on
forme les iguations des plans qui projettent les différentes forces d'un même point fixe pris arbitrairtmenl, ou bien les équations des points tfintersection de ces foras par un plan fixe, les coefficients eorrespondonts des équations de la résultante sont les sommes algébriques des coefficients des équations des différentes forées, et tes équations du plan gui, du point fixe, projette la résultante, ainsi que celle du point d'intersection de celle résiliante avec le plan fixe, sont les sommes algébriques des équations coirespondantes des différentes forces.
HOHE^T DES f
i DANS LE PLAN.
aOHEBT BES FORCES DANS LE PLAN
Od entend par moment d'une Torce P, {fig. 100) (les forces sont représentées simplement par leurs indices sur la figure) par rapport à un point 0 arbitrairement choisi, le double de la surface du triangle 01 qui projette du point 0 la force 1, supposée représentée par une longueur proportionnelle portée sur sa direction. Le signe de la surface est déter-
Ftg. IBI.
miné par la direction de la flèche qui indique la direction de la force. Ainsi les moments des forces 1 et 3 ont des signes opposés, ainsi que l'indiquant les deux flèches circulaires.
La wmme des momenti d'un nombre quelconque de forcei dans le plan, par Tttjpport à un point de ce plan, eu égale au moment de leur résultante par fupport à ce même point.
Si toutes les forces agissent sur un même point A [fig. 100), relions ce point au p61e des moments, et projetons le polygone des forces 1, S... n
{fig. 101) sur une perpendicutaire îi AO; l'aire de chacun des tnangTes pnyelant les forces, par exemple i, sera égale à la moilîé du produit par AO de la projection h, de celte force sur la ligne h {/ty. 101), car A, est égal à la hauteur A', du triangle projetant.
; par suite aussi ^
ce que l'on traduit en disant que le moment des forces 1, 2 ... h est égal au moment de leur résultante (1, 2... h) par rapport Ji un point quelconque, qui est le même pour toutes ces fore
Si les forces partielles n'agissent pas sur un seul et môme point, on les relie toutes entre elles paç an polygone funiculaire, et l'on obtient (PI. V,), en allant d'un sommet à l'autre, le moment de la tension du cAté 23, qui est égal au moment des forces 1 et 2 ; puis le moment de la tension en 34, égal «u mmiient de la force 3, aagnmté de celui de la tension en 23, qui est égal à la somme des moments des forces 1 et 2; pu auite, le moment de la tension en 34 ast égal & U somme d«a moDMots daafbrcasl.SetS, et l'tw peut continuer ûiuiUdémoDBtrtfkiBJosqB'jIk laa*^ force.
Dlubitude on aiprime ânalytiquemeat le moment pif le produit de U. liorce P, par M distance j), au pAle d« moments^ distance que l'oa appelle bras de levier, c'esUà-dire par l'expression Pj),. Le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces est alors exprimé par SP;>. Quand toutes les forces agissent sur un mCme point, on forme . aussi quelquefois, au lieu de P,p,, le produit P,/,, où /, est la distance du point A {fig. 100) au pied du bras de levier />,. La même proposition est naturellement applicable à ces produits, car ils ne représentent pas autre chose que les moments des mêmes forces par rapport à un point 0,, placé de telle sorte que OAO, soit un triangle rectangle à cAtés égaux, car alors les longueurs /,/, sont égales eoïaïn»p^^.
Mais ces produits ne peuvent avoir un sens que lorsque toutes les forces passent par un môme point, car c'est alors seulement que le point 0, existe.
Puisque le moment d'un nombre quelconque de forces est égal au moment de leur résultante, ce moment sera nul par rapport h tous les points de cette résultante; il sera constant pour tous les points situés sur une parallèle à la résultante, et la grandeur absolue du moment croîtra proportionnellement h la distance de cette parallèle & la résultante.
Si, dans la forme normal» — {ax + bi/ + c) do l'éqoation d'ans dnite, on substitue les coordoaDéea x eXy d'un point détermina, le résultat a représente ta distance
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normale de ce point à la droite t. Les produits A/i, Sf ne sont donc autre chose que ce que Ton appelle ordinairement les moments des forces par rapport à un point, n r^ulte, par suite, de Téquation S^ = ZAa que le moment de la résultante S par rapport à un point quelconque du plan des forces est égal à la somme des moments des composantes par rapport au môme point. Si, en particulier, on substitue à X, y, 1 les coordonnées des sommets du triangle 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1, ayant ses sommets sur les axes coordonnés à Tunité de distance de Torigine, on obtient :
Si...n*l...n =^^ij^' = - Y,...^0>',
>l...n*l_n ~ 2 ^* êi *^' ^ "^ Xl...n«^'i
Si«»«l...n — ^^i^^. "*"'= + ^^«î^*'
fh représentant la longueur de la normale abaissée de l'origine sur la ligne i. Les deux premières formules signifient que les composantes parallèles aux axes de la résultante sont respectivement ^ales à la somme des composantes parallèles anx. axes des différentes forces ; la dernière exprime Tégalité des moments par rapport à Torlgine. Ce sont là les équations ordinairement employées pour la composition des forces; on voit qu'elles sont contenues dans la formule générale de sommation et qu'elles en dérivent simplement par la substitution de valeurs particulières pour X et y.
DÉTEKHINATION GRAPHIQtTf! DBS MOMENTS
La déterminatioD de la grandeur des moments s*opère très simplement par la transformation des sarfaces qui les représentent, et nous n*aurions rien à ajouter à ce qui a été dit au n* 15, p. 79, s*ii n'était pas possible de donner à ces constructions ou à d'autres analogues un sens plus statique, si nous pouvons nous exprimer ainsi.
De même quB, pour la transformation des surfaces, nous les avons toutes ramenées à une base constante, afin d'obtenir des lignes qui fassent proportionnelles à ces surfaces, de môme, pour la détermination des moments, nous ramènerons tous les moments à une force constante H contenant un nombre rond d'unités de poids, de telle manière que nous puissions lire sur le bras de levier h de cette force le moment HA.
Comme le moment de toute force qui passe par le pôle des moments est égal à 0, nous arriverons facilement à déterminer le bras de levier h en décomposant (fig. 102 et 103), dans le polygone des forces, la force donnée P en deux composantes dont Tune soit en grandeur et en direc-* tion égale à la force H prise pour base des moments, ce qui détermine la deuxième composante Q. Si par le pôle 0 (fig. 103) on mène une pa-
ITS COMPOSITION DBS POECBS.
rallèle OA à Q, et qu'on suppose la décomposition de P effectuée au point de rencontre de la force P avec cette parallèle, la force Q passera par le pôle, et le moment de P sera égal à celui de H ; la perpendiculaire h (que
FIg. IM. Fig. 103.
Ton n'a pas toujours besoin de tracer) abaissée dû point A sur une parallèle H menée par le pôle 0, est le bras de levier cherché. Pour montrer que toute cette opération n'est qu'une transformation de surfaces, nous avons reporté sur la fig. i03 le triangle PQH, et Ton voit du premier coup d'œil que HA est le double de l'aire de la surface ombrée, qui représente le moment de P.
Nous devons faire remarquer ici que le sens de la surface ne dépend pas de la position de A, mais uniquement des flèches des forces P et H, qui doivent toujours donner des surfaces de moments parcourues dans le même sens. Gomme tous les triangles représentant les moments ont un de leurs sommets au pôle 0, le sens de la surface doit toujours être d'accord avec le sens de la rotation de la force autour du point 0.
Appliquons ce que nous venons de dire à la détermination du moment de deux forces, et choisissons, par exemple, pour ces forces les tensions des deux côtés extrêmes d'un polygone funiculaire ou les résultantes des forces comprises entre ces côtés. Soient 0 {fig, 104) le pôle des moments (voyez aussi le polygone des forces, fig, 105), P et Pj les forces dont nous avons à déterminer les moments ; enfin soit H la base des forces à laquelle nous devons réduire les moments cherchés. La fig, 105 indique la décomposition de la force P en H et Q. et de la force P, en H et Q, ; on obtient les points A et Aj {fig, 104) sur lesquels la décomposition doit s'opérer, en menant OA et OAj parallèlement à Q et Q, (dans la fig. 105). Les perpendiculaires A et A, à une parallèle à H menée par le point 0, sont les bras de levier cherchés. Ces deux bras de levier s'additionnent parce que les deux forces P et Pj, de môme que les deux forces H, tournent dans le même sens autour de 0. La ligne A + A, (qui est indiquée par un trait
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fort sur la fig, 104) multipliée par H est, par suite, égale au moment des deux forces P et P,.
Si le p61e des moments se déplace sur une ligne OG parallèle à la résultante de P et de Pj, A + A, ne change pas. Si, en effet, on prolonge la droite AO jusqu*en B, où elle rencontre la parallèle BG menée à P par le point G, A,B et H sont toujours parallèles, comme sixièmes côtés des deux quadrilatères OA^GB {fig. 104) et PP,0,0 {fig. 103), qui ont déjà quatre de
Pig. 104.
Fig. 105.
leurs côtés parallèles deux à deux, ainsi que les cinquièmes côtés : par suite A + A, ^st toujours la projection sur une perpendiculaire à H de la ligne AB, qui se meut parallèlement à elle-même entre deux parallèles, et qui, par suite, conserve toujours la môme longueur. Si 0, et avec 0 la ligne OG, se rapprochent du point dMntersection D des deux forces P et P,, et par suite de leur résultante, la figure OADA^ (A + A,) reste toujours semblable à elle-même, et A-fAj varie proportionnellement à la distance du point D à 0 ou OG. La longueur A -f- A^ devient égale à 0 quand OG passe par D.
Nous avons, il est vrai, déjà énoncé et démontré cette proposition [n*48^ p. 470); mais nous avons voulu en démontrer géométriquement Texactitude, parce que nous Tutiliserons plus tard.
Si Ton a à déterminer le moment d'un très grand nombre de forces que Ton ne veut pas relier par un polygone funiculaire, on peut aussi employer avec avantage la construction suivante.
On décrit du pôle 0 (PI. Vil) comme centre une circonférence de rayon H; ce rayon doit être choisi sufiisamment grand pour que la circonférence coupe toutes les forces dont on a à déterminer les moments. Si Ton considère alors H comme la base de tous les triangles représentatifs des moments partiels, les antiprojections A^ A, ... des différentes forces
siir le rayon qui aboutit à l'un des points d'intersection de chaque force avec la circonférence, seront les bras de levier cherchés, et, en les ajoutant, on obtiendra le moment total.
Les surfaces sont des produits de deux lignes homogènes ; il n'en est plus de même des moments, qui sont le produit d'une force et d'une ligne, c'est-à-dire de deux éléments absolument hétérogènes ; et l'on peut se demander s'il est permis, ainsi que nous l'avons fait, d'intervertir et de composer ces éléments comme s'ils étaient homogènes. A cette question, on doit répondre par Taffirmative. La surface qui représente un moment, considérée en elle-même, doit être regardée comme absolument homogène. Les kilogrammètres, par exemple, ne sont ni des kilogrammes, ni des mètres ; mais des kilogrammètres, c'est-à-dire le produit de ces deux éléments, et, de même que ce produit peut être transformé, de môme la surface qui le représente peut être transformée aussi, à la condition toutefois qu'elle aura été obtenue originairement par la multiplication d'une force et d'une ligne.
On peut, en conséquence, tout aussi bien transformer cette surface que remplacer le momentd'une force de 4 kilogr. agissant sur un bras de levier de 15 mètres, par le moment d'une force de 10 kilogr. agissant sur un bras de levier de 6 mètres. On peut aussi remplacer tout aussi bien le bras de levier par la force, que Ton peut, dans l'exemple cité plus haut, admettre une force de 6 kilogr. avec un bras de levier de 40 mètres. Mais il faut toujours, quand on a mesuré sur l'échelle des longueurs une des dimensions suivant lesquelles la surface qui représente les moments a été décomposée, mesurer la dimension qui lui est perpendiculaire sur l'échelle des forces qui a seni à porter les grandeurs des forces sur la première figure représentative du moment.
Les constructions qui ont ser\1 à réduire les moments à un bras de levier contenant un nombre rond d'unités de longueur sont, par suite, exactement les mêmes que celles qui ont servi à la réduction des moments à une force contenant un nombre rond d'unités de forces. Si, par exemple [fig. 103), H est exprimé en un nombre rond d'unités de longueur, on peut lire A -(-A, sur l'échelle des forces, et considérer cette force comme agissant à l'extrémité du bras de levier H.
FORCES INnNlMENT PETITES SITUÉES A l'iNFIHI
Quand deux côtés du polygone funiculaire sont parallèles, leur intersection se trouve à l'infini, et leur direction est aussi celle de la résultante des forces qui agissent entre ces côtés. Sur la PI. V^, par exemple,
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les côtés 4 5 et 9 4 0 da polygone sont parallèles ; par suite, le point à l'infini de U résnltante des forces (5, 6, 7, 8, 9), c'est-à^ire de la direction de cette résultante, est déterminé; mais la position de cette force ne Test pas encore. Pour la déterminer, il sutiit de relier ces forces par un autre polygone funiculaire quelconque 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, , dont le pôle correspondant Oj dans le polygone des forces (PI. Vg) ne se trouve pas sur le rayon 0(5 4) (9 1 0) mené parallèlement aux côtés parallèles du polygone funiculaire, et de prolonger jusqu'à leur point de rencontre les côtés extrêmes 4j5, et 9^10, (PI. VJ de ce polygone funiculaire; on obtiendra ainsi un point de la résultante (5 6789), dont la direction et la position sont maintenant connues. Si la résultante se trouvait elle-même à Tinfini, il faudrait aussi que les côtés 4, 5^ et 9j 40, fussent parallèles, et. dans ce cas, la résultante passerait non seulement par le point à Tinflni du côté 45 du polygone, mais aussi par celui du côté 4, 5,, et elle serait entièrereioent à TinfinL Pour que cette circonstance puisse se présenter, il faut non seulement que les rayons 0 (45) et 0 (940) du polygone des forces (PI. VJ coïncident, mais aussi les rayons 0, 45 et 0, (940), ce qui n'a lieu que lorsque les points (45) et (9 40) coïncident eux-mêmes, c'est-àdire quand la grandeur de la résultante (56789) est égale à 0, ou pour mieux dire est infiniment petite.
Ces forces infiniment petites, situées à l'infini, composées avec des forces finies, située à distance finie, ne peuvent pas, ainsi que le montre le polygone des forces, changer la grandeur de la résultante ; mais efies en changent la position, ainsi que cela résulte du polygone funiculaire. Si l'on compose, par exemple, les deux forces égales 6 et 7 qui sont parailàLes, mais qui agissent dans un sens opposé, et que l'on appelle un coi^>le (ces forces sont la conception la plus simple d'une force infiniment petite à l'infini), avec la force (42345) dont la direction et la position est 56, celle-ci se transporte en (78); de même la position de la force (234^) composée avec le même couple 6 7 se transporte parallèlement à elle-même de 5^6^ en 7, 8,.
U résulte également de ce qui vient d'être dit que des forces infiniment petites situées à l'infini sont des grandeurs de même ordre que des forces finies qui agissent à distance finie, et qu'elles peuvent être composées avec ces dernières. Des forces finies qui agissent à l'infini sont des grandeurs infinies, qui ne peuvent plus être coiîiposées avec des forces finies; car si une force infiniment petite située à l'infini déplace la résultante (2 ... 5) d'une quantité finie, une force finie située à l'infini la déplacerait d'une quantité infinie, et la composition ne serast plus possible. H est tout aussi évident qu'une force infiniment petile agissant à une distance finie ne peut pas faire varier la position d'une réscdtante finie, et qu''ele
peut être négligée comme étant une grandeur infiniment petite d'ordre inférieur. Pour pouvoir composer directement des forces infiniment petites situées à IHnfini, il ne nous manque plus que de savoir les mesurer.
MESURE DES FORCES INFINIMENT PETITES SITUÉES A L*INFim
Comme les intensités des forces qui agissent suivant la direction d*une même ligne droite sont proportionnelles à leui*s moments par rapport à un même pôle, les intensités des forces qui agissent suivant la direction de la droite à Tinfini seront aussi proportionnelles à leurs moments par rapport à un pôle quelconque. Mais le déplacement de la position du pôle dans Tespace fini ne produit sur le bras de levier des forces à Tinfini que des changements qui peuvent être négligés; par suite, le moment des forces à Tinfini est le même pour tous les pôles situés à distance finie. Nous pourrons donc, pour toutes les constructions qui s*opèrent dans Tespace fini, considérer le moment des forces à Tinfini comme étant la mesure de ces forces. La grandeur réelle de ces forces sera d'ailleurs toujours égale à ce moment divisé par le bras de levier, qui est constant, mais infiniment grand.
On peut facilement vérifier sur un couple que le moment de toutes les „. ,^, forces infiniment petites situées à Tinfini est indé-
Fig. 106. *^
Q pendant de la position du pôle, c'est-à-dire con-
stant. Ainsi, par exemple, le demi-moment des deux forces parallèles, mais qui agissent dans un
^'y sens opposé {fig, 106), est égal à la différence
' v^ des deux triangles OAB et ODC ou à la figure
^p^^î^'^'^^^;^^^^ ABOGDA= au triangle ABD. L'aire de ce dernier
pV <P^^ y' : triangle est absolument indépendante de la posi- %k^ /' \\ lion du pôle 0, et le double de cette aire est égal / / ' au produit de l'une des forces AB par sa distance / --'' à l'autre force DC considérée comme bras de levier.
y^ Il en est forcément de même de la somme des mo-
ments d'un nombre quelconque de forces différentes dont la résultante est égale à 0. Comme le signe d'une pareille somme de moments est auss compris dans leur grandeur, il en résulte que le contour des surfaces représentatives des moments de ces forces doit être parcouru dans le même sens que pour la résultante 0, et que par suite le sens de rotation
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de ces forces à rinfini est indépendant de la position du pôle. La surface des moments du couple (fig. 106) est la môme, si Ton transporte le pôle 0 en Of de Tautre côté du couple ; la surface est parcourue dans le même sens indiqué par la flèche, et le couple tourne autour de 0, dans le même sens qu'autour de 0.
Au point de vue analytique, la force infiniment petite à Tinfini est caractérisée par cette circonstance que les coefficients de x et y dans l'expression S« deviennent nais; $$ se réduit alors ^ y] - cw'i et ce moment est aussi la mesure de la force infiniment petite.
52. COMPOSmON DKS FORCES INFINIMENT PETITES SITUÉES A L'iNFINI
DANS LE PLAN
La ligne à tinfini du plan étant une droite^ les forces à tinfini qui agâsent suivant cette droite s'ajoutent simplement.
Cette proposition est entièrement d*accord avec ce que nous avons démontré au n*48, p. 469, à savoir que les moments de plusieurs forces quelconques, par suite aussi de forces à Tinfini, s'additionnent simplement dans la formation de la résultante.
11 en résulte aussi que deux couples ayant des moments égaux mais de signes contraires se détruisent mutuellement , parce que la somme des forces à Tinfini qui les représente est égale à 0.
Cette proposition peut être démontrée géométriquement d'une manière très simple. Si les triangles ombrés, qui représentent les moments des deux couples PP^ et QQ, {fig. 107), dont les forces ont été prolongées Fig. 107. jusqu'à leurs points de rencontre, sont
j> R X. égaux et de sens opposés, BC et DE sont
/ parallèles ; par suite, les forces P et 0 seront respectivement proportionnelles à AE et AD, côtes du parallélogramme ADA^E, et la résultante de P et Q coïncide avec la diagonale de ce parallélogramme, de même que la résultante égale mais de sens contraire de Pj et Q, ; les quatre forces se détruisent donc mutuellement.
On démontrerait de la même manière le théorème suivant : Si deux couples sont en équilibre, les forces qui les composent sont entre elles comme les côtés du parallélogramme formé par leurs directions. Si des forces infiniment petites à Tinfini sont données comme résul-
l'on n'a pas toDJoun besoin de tracer] abaissée dii point A sur une parallèle H menée par le pAle 0, est le bras de levier cberché. Pour montrer que toute cette opération n'est qu'une transrormaUon de surfaces, nous avons reporté sur la fig, 103 le triangle PQH, et l'on voit du premier coup d'œil que HA est le double de l'aire de la surface ombrée, qui représente le moment de P.
Noua devons fiiûre remarquer ici que le sens d6 la surface ne dépend pas de la position de h, mais uniquement des flèches des forces P et H, qui doivent toujours donner des surfaces de moments parcourues dans le même sens. Comme tous les triangles représentant les moments ont un de leurs sommets au pAle 0, le sens de la surface doit toujours être d'accord avec le sens de la rotation de la force autour du point 0.
Appliquons ce que nous venons de dire à la détermination du moment de deux forces, et choisissons, par exemple, pour ces forces les tensions des deux c6tés extrêmes d'un polygone funiculaire ou les résultantes des forces comprises entre ces côtés. Soient 0 {fig. i04) le pôle des moments (voyez aussi le polygone des forces, fig. 105), PetP, les forces dont nous avons & déterminer les moments^ enfin soit H la base des forces à laquelle nous devons réduire les moments cherchés. La fig. 105 indique la décomposition de la force P en H et Q. et de la force P, en H et Q, ; on obtient les points A et A, (fig. 104) sur lesquels la décomposition doit s'opérer, en menant OA et OA, parallèlement à Q et Q, (dans la fig. 105). Les perpendiculaires A et A, à une parallèle à H menée par le point 0, sont les bras de levier cherchés. Ces deux bras de levier s'additionnent parce que les deux forces P et P,, de même que les deux forces H, tournent dans le même sens autour de 0. La ligne A-f A, (qui est indiquée par un trait
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fort sur la fig, i04) multipliée par H est, par suite, égale au moment des deux forces P et P,.
Si le pôle des moments se déplace sur une ligne OG parallèle à la résultante de P et de Pj, A + h^ ne change pas. Si, en effet, on prolonge la droite AO jusqu^en B, où elle rencontre la parallèle BC menée à P par le point G, A,B et H sont toujours parallèles, comme sixièmes côtés des deux quadrilatères OA^GB [fig. 104) et PP,0,Q [fig. 105), qui ont déjà quatre de
Fig. 104.
Fig. 105.
leurs côtés parallèles deux à deux, ainsi que les cinquièmes côtés : par suite A + A, Qst toujours la projection sur une perpendiculaire à H de la ligne AB, qui se meut parallèlement à elle-même entre deux parallèles, et qui, par suite, conserve toujours la même longueur. Si 0, et avec 0 la ligne OG, se rapprochent du point d'intersection D des deux forces P et P,, et par suite de leur résultante, la figure OADA, (A+ A,) reste toujours semblable à elle-même, et A-fAj varie proportionnellement à la distance du point D à 0 ou OG. La longueur A -f A, devient égale à 0 quand OG passe par D.
Nous avons, il est vrai, déjà énoncé et démontré cette proposition [n*48^ p. 170); mais nous avons voulu en démontrer géométriquement Vexactiiude, parce que nous Tutiliserons plus tard.
Si Ton a à déterminer le moment d'un très grand nombre de forces que Ton ne veut pas relier par un polygone funiculaire, on peut aussi employer avec avantage la construction suivante.
On décrit du pôle 0 (PI. VII) comme centre une circonférence de rayon H; ce rayon doit être choisi sufiisamment grand pour que la circonférence coupe toutes les forces dont on a à déterminer les moments. Si Ton considère alors H comme la base de tous les triangles représentatifs des moments partiels, les antiprojections Ap A, ... des différentes forces
■|W COirpOSÎTIOS DtS FORCES.
«iir le rayon qui aboutit â l'un des points d'intersection de chaque force avec la cîrconrérence, seront les bras de levier cherchés, et. en les ajoutant, on obtiendra le moment total.
Les surfaces sont des produits de deux lignes homogènes: il n'en est plus de mtme des moments, qui sont le produit d'une force et d'une ligne, c'est-à-dire de deux éléments absolument hétérogènes ; et l'on peut se demander s'il est permis, ainsi que nous l'avons fait, d'intervertir et de composer ces éléments comme s'ils étaient homogènes. A cette question, on doit répondre par l'atlirmative. La surface qui représente un moment, considérée en elle-même, doit être regardée comme absolument homogène. Les kilogrum métros, par exemple, ne sont ni des kilogrammes, ni des mètres ; mais des kilogrammètres, c'est-à-dire le produit de ces deux éléments, el, de même que ce produit peut être transformé, de mOme la surface qui le représente peut être Iransformée aussi, à la condiLi<in iouti-riij qu'elle aura été obtenue originairement par la multiplication d'une forte et d'une ligne.
On peut, en conséquence, tout aussi bian transformer cette surface que remplacerlemomentd'uneforcedBikilogr. agiHant&nrmibras de levier <leI5 mètres, parle moment d'une forcedelOkilogr.a^ssantsur un bras de levier de 6 mètres. On peut aussi remplacer tout aii3si bien le bras de levier par la force, que l'on peut, dans l'exemple cité plus haut, admettre me ton» de 4 IdliOgr. ane un bras de levier ée 10 mHffM. HaiB fl faut tonjouni, quand on a mesuré sur l'échelle des longueurs nne des dimensions suivant lesquelles la surface qui représente les moments a été décomposée, mesurer la dimension qui lui est peipeodiculaire sur l'échelle des forces qui a servi à porter les grandeurs des forces sur la première ligure représentative du moment.
Les constroclions qui ont servi à réduire les moments à un bras de levier ctmtenant un nombre rond d'unilés de longueur sont, par suite, exactement les mgmes que celles qui ont ser\'i à la réduction des moments à une force contenant un nombre rond d'unités de forces. Si, par exemple {ftg. 105), H est exprimé en un nombre rond d'unités de longueur, on peut lire A -f- A[ sur l'échelle des forces, et considérer cette force comme agissant h l'extrémité du bras de levier H.
FORCES nFINOlBHT PETlTfîS SITUËK A l'IHFUII
Quand deux côtés du polygone funiculaire sont parallèles, leur intersection se trouve k l'inllnl, et leur direction est aussi celle de la résultante des forces qui agissent entre ces c<ttes. Sur la PL V,, par exemple,
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les côtés 4 5 et 9 i 0 du polygone sont parallèles ; par suite, le point à Tmfini de la résultante des forces (5, 6, 7, 8, 9), c'est-àr^ire de la direction de cette résultante, est déterminé; mais la position de cette force ne Test pas encore. Pour la déterminer, il sutiit de relier ces forces par un autre polygone funiculaire quelconque 4, 5, 6^ 7, 8^ 9, 10, , dont le pôle correspondant Oj dans le polygone des forces (PI. VJ ne se trouve pas sur le rayon 0(54) (910) mené parallëlemenL aux côtés parallèles du polygone funiculaire, et de prolonger jusqu'à leur point de rencontre les côtés extrêmes 4,5, et 9,10, (PI. VJ de ce polygone funiculaire; on obtiendra ainsi un point de la résultante (5 6789), dont la direction et la position sont maintenant connues. Si la résultante se trouvait elle-même à Tinftni, il faudrait aussi que les côtés 4, 5, et 9, 10, fussent parallèles, el, dans ce cas, la résultante passerait non seulement par le point à Tinfini du côté 45 du polygoBe, mais aussi par celui du côté 4, 5,, et elle serait entièreraflient à Tlufini. Pour que cette circonstance puisse se présenter, il faut non seulement que les rayons 0 (45) et 0 (910) du polygone des forces (PI. y,) coïncident, mais aussi les rayons 0, 45 et 0, (910), ce qui n'a lieu que lorsque les points (45) et (910) coïncident eux-mêmes, c'est-àdire quand la grandeur de la résultante (56789) est égale à 0, ou pour mieux dire est infiniment petite.
Ces farces infiniment petites, situées à Tinfini, composées avec des forces finies, située à distance finie, ne peuvent pas, ainsi que le montre le polygone des forces, changer la grandeur de la résultante ; mais elles en changent la position, ainsi que cela résulte du polygone funiculaire. Si Ton compose, par exemple, les deux forces é^les 6 et 7 qui sont parallèiesy mais qui agissent dans un sens opposé, et que Ton appelle un couple (ces forces sont la conception la plus simple d'une force infiniment petite à Tinfini), avec la force (12 345) dont la direction et la position est 56, celle-ci se transporte en (78); de même la position de la fofce (2345) composée avec le même couple 6 7 se transporte parallèlement à dle-même de 5,6, en 7, 8,.
n résulte également de ce qui vient d'être dit que des forces infiniment petites situées à Tinfini sont des grandeurs de même ordre que des forces finies qui agissent à distance finie, et qu'elles peuvent être composées avec ces dernières. Des forces finies qui agissent à Tinfini sont des grandeurs infinies, qui ne peuvent plus être coitiposées avec des forces finies; car si une force infiniment petite située à Tinfini déplace la résultante (2 ... 5) d'une quantité finie, une force finie située à Tinfini la déplacerait d'une quantité infinie, et la composition ne serait phss possible. H est tout aussi évident qu'une force infiniment petite agissant à une distance finie ne peut jpas faire varier la position d'une résultante finie, et qu'ele
Comme les intensités des forces qui agissent suivant la direction d'une mfime ligne droite sont proportionnelles à leurs moments par rapport à un môme pôle, les intensités des forces qui agissent suivant la direction de la droite à l'infini seront aussi proportionnelles k leurs moments par n^port à un pâle quelconque. Hais le déplacement de la position dn pAle dans l'espace Bni ne produit sur le bras de levier des forces à l'infini que des changements qui peuvent 6tre négligés; par suite, le m(»nent des forces à l'infini est le mfime pour tons les pAles situés à distance finie. Nous pourrons donc, pour toutes les consbuctioos qui s't^rent dans l'espace fini, considérer le moment des forces à l'inflai comme étant la mesure de ces forces. La grandeur réelle de ces forces sera d'ailleurs toujours égale & ce moment divisé par le bras de levier, qui est constant, mais infiniment grand.
On peut facilement vérifier sur un couple que le moment de tontes les j,. Torces infiniment petites situées à l'infini est indé-
Q pendant de la position du p61e, c'est-à-dire con-
jV. slant. Ainsi, par exemple, le demi-moment des
deux forces parallèles, mais qui agissent dans un sens opposé {fig. i06), est égal à la difiiÉrence des deux triangles OAB et ODC ou à la figure ; ABOCDA = au triangle ABD. L'aire de ce dernier triangle est absolument indépendante de la posi< lion du pôle 0, et le double de cette aire est égal ": / y' *" au produit de l'une des forces AB par sa distance
I /' y'' à l'autre force DC considérée comme bras de levier.
j _/ y^ U en est forcément de même de la somme des mo-
ments d'un nombre quelconq-ue de forces diffé- ;*' rentes dont la résultante est égale à 0. Comme le
^ signe d'une pareille somme de moments est auss
compris dans leur grandeur, il en résulte que le contour des surfaces représentatives des moments de ces forces doit Être parcouru dans le même sens que pour la résultante 0, et que par suite le sens de rotation
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de ces forces à Tinfini est indépendant de la position du pôle. La surface des moments du couple {fig. 106} est la même, si Ton transporte le pôle 0 en 0, de Tautre côté du couple; la surface est parcourue dans le même sens indiqué par la flèche, et le couple tourne autour de 0, dans le même sens qu*autour de 0.
Au point de vue analytique, la force infiniment petite à TinAni est caractérisée par cette circonstance que les coefficients de x et y dans Texpression S» deviennent nuls; S« se réduit alors ^ A - cia'i et ce moment est aussi la mesure de la force infiniment petite.
52. COlCPOSinON DES FORCES INFINIMENT PETITES SITUÉES A L'iNFINI
DANS LE PLAN
La ligne à Tinfini du plan étant une droite^ les forces à tinfini qui agissent suivant cette droite s'ajoutent simplement.
Cette proposition est entièrement d*accord avec ce que nous avons démontré au n*48, p. 169, à savoir que les moments de plusieurs forces quelconques, par suite aussi de forces à Tinfini, s'additionnent simplement dans la formation de la résultante.
Il en résulte aussi que deux couples ayant des moments égaux mais de signes contraires se détruisent mutuellement, parce que la somme des forces à l'infini qui les représente est égale à 0.
Cette proposition peut être démontrée géométriquement d'une manière très simple. Si les triangles ombrés, qui représentent les moments des deux couples PP, et QQ, {fig. 107), dont les forces ont été prolongées Fig. 107. jusqu'à leurs points de rencontre, sont
p R A. égaux et de sens opposés, BG et DE sont
parallèles ; par suite, les forces P et Q seront respectivement proportionnelles à AE et AD, côtes du parallélogramme ADA^E, et la résultante de P et Q coïncide avec la diagonale de ce parallélogramme, de même que la résultante égale mais de sens contraire de P, et Q, ; les quatre forces se détruisent donc mutuellement.
On démontrerait de la même manière le théorème suivant : Si deux couples sont en équilibre, les forces qui les composent sont entre elles comme les côtés du parallélogramme formé par leurs directions. Si des forces infiniment petites à l'infini sont données comme résul-
vu
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tantfs de deux ou plusieurs aulre^ l'o(v«s, on peut les oamposer simplemeatavec d'autres forces, en les reliant par ud polygone funiculaire, comme nous l'avons fuil, par esieaiple, au n' 44, p. Itïâ, 1*1. V,. où le couptfiâT a été composé avecles résultantes (I 2... 5j et (33.. .5).
Si les forces à l'inllni sont données par les surfaces reprësentatÎTes des moments qui les mesurent, et qu'on ait à les composer avec des forces Unies, il sut&l de déplacer la résultante de ces dernières forces d'nne qoaatité t£lle que la surface représentant son mouvement par rapport 3 un point ({ueiccnque du plan augmunle de la surface du moment des forces h l'infini. Car l'introduction de la force in liniment petite ne change ui la direction ni la grandeur de la résullante lînie; seul le moment varie d'une quantité égale au moment de hi force à l'infmi. Si l'on suppose, p<iur effectuer ce déplacement, que le pâle 0 des moments se trouve Fi^ 105, sur la direction mi^mo de la résultante 1", celle-ci,
dans la composition avec une force à l'îuflni, se
< déplacera jusqu'en P, à une distance telle que la
surface du moment ombrée sur la figure soit égale. en grandeur et en signe, i celle de la force à t'inliui. Et réciproquement ou peut décomposer un<.lt>rce quelconque P en une force P, égale et paxtiiiàt âtate à tua dialaiice arbitMim, «K «■ nu >^ force à l'iBlai, dsot la fvfaee 4e nooiart soit / égaie à la sur&c« ombrée changée de signe. Si l'on voulait introduire , dans nn polygone funiculaire, une force à rinfioi donnée par son moment, ce que nous venons de dire de la force isolée P s'appliquerait exactement i la résultante agissant suivant le côté du polygone après lequel la force à l'initni doit se trouver; par exemple si, à la place du couple 6 7 (PI. VJ, on donnait la surface de moment correspondante sous la forme d'un triangle, dont la hauteur k fût égale à la distance de ces forces et la base égale à l'une d'elles, et dont le sens fût indiqué parlaHèehe, iisuffirait de transformer ce triangle et de le ramener à la base (1 ...a] pour obtenir un point de la force (1 ... 7). Si les lignes 6, 7 et (6 7) n'étaient pas tracées, le polygone funiculaire ne devrait pas Être considéré comme interrompu en 5, mais on - devrait se le représenter comme partant de ce point pour aller à l'iulîiii et recommencer ensuite en 7 8, ce que l'tm pourrait indiquer par un crochet, comme on l'a fait sur la figure.
ÉQUILIBRE DE FORCES DANS LE PLAN
NoQfi pouTODs maànlenant énoncer d'une maatèpe tout à 6iii fte^^e les ooBiittoxis ttTéqnilibre des forces, en entendant par une force à Tinflai el 4||aleà Ovne force dont le monent est égala 0.
Dtt fêrc» en nombre quekonque sont en équilibre quand leur r4$HU§0èie
Les foroes sont prises ici dans leiir sens le pl«s général ; eUes peuvent èCni des forces finies on à l'infini, mais elles ne peuvent avoir une résuHanie infinie.
Si des forces ne sont pas en équMih'e, cet éqmlibre peut toujours être réa- Usé ptsr Vadfonctiên de lew résultante prise en sens contraire, c'est-ànlire par fad^oncîimn de la force qui réduit à 0 &i résultante de tout k sjfstètne de forces.
G<mime ces particuliers, nous pouvons mentionner les suivants :
Si plumvrs foroes agissent suivant une même ligne droite, ou si plusieurs résultantes de divers systèmes de forces coïncident en direction avec une même ligne droite, Téquilibre, s'il n'existe pas, peut être réa- Ksé au moyen d'une force unique dont la «érection coïncide avec cette ligne.
Cette proposition s'applique aussi à la droite à l'infini. Ainsi l'équilibre de plusieurs couples, ou en général de systèmes de forces dont les résultantes coïncident toutes avec la droite à l'infini, peut être obtenu par ■ne force unique à l'infini. Si toutes les forces situées à une distance finie ont une résultante finie, celle-ci reste finie, quel que soit le nombre de forces infiniment petites à l'infini que l'on compose avec elles.
Si plusieurs forces sont réunies par un polygone funiculaire de telle manière que la direction de la première force, comme dans la PI. Y^, coïncide avec le premier côté du polygone, l'ensemble des 10 forces est en équilibre quand la résultante dans le polygone des forces est égale à 0, et quand la direction du dernier côté du polygone funiculaire coïncide avec la direction de la dernière force 10. Si tel n'est pas le cas, l'équilibre p^it être établi en ajoutant une force agissant suivant le dernier côté du polygone funiculaire et dont la grandeur sera donnée par le pcâygoae des forces.
Plusieurs forces, agissant sur un polygone funiculaire, sont en équilibre, quand le premier et l'avant-dernier côté du polygone se coupent sur la direction de la dernière force et que la somme de toutes les forces est égale à 0, c'estrà-dire quand le polygone des forces et le polygone
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faniculaire sonl tous les deux rermés. Si l'on introdait, par exemple, dans le polygone runiculaire une forre — (5 ....9) (PI. Vi) égale et contraire à la résultante des forces 5 6, 7, 8, 9, celte force — (5, 6 ... 91 sera en équilibie avec les forces 5, 6, 7, H et 9, el cet équilibre sera indiqué parla ligure parce que le polygone 5, 6,7,8,9, — (S. 6.. .89] 3, sera fermé : quant à la somme de ces forces, il est clair qu'elle est égale à 0 et que le polygone des forces est également fermé. Dans l'autre polygone funiculaire tracé sur la PL V^, la partie correspondant aux forces que nous venons d'indiquer est aussi fermée; seulement le point — (5 6. ..8 9) est à l'infini. Si l'on désigne par le signe oc ce point, quisetrouvedans la direction des lignes 4 ô et 9 10, le polygone fermé est alors le polygone (en 4 n) 5 6 78 (910oa), dont les eûtes oc i.". el 9 lOocsonl parallèles el se coupent sur le sommel]cn. Sil'on sellgureégalement le couple G 7 remplacé par la force à l'infini équivalente à ce couple, ce polygone passera deux lois par l'infiDÎ, lans que la position d'un sommet on d'un c6té du polygone cesse d'être déterminée avec précision. Inversement, si on ferme le polygone ftiniculaire et le polygone des forces, on pourrm mettre en équilibre tontes les forces données en appliquant au point d'intersection du premier et du dernier c6té du polygone funiculaire la force qui ferme le polygone des forces.
On peut anssi fermer le polygame par deux ou plusieurs forces, qui seraient les composantes de la force unique dont nous venons de parier. Les propositions que nous venons de démontrer s'appliquent aussi, d'une manière générale, aux résultantes des divers groupes que l'on peut former au moyen des forces isolées. Ainsi, si un nombre quelconque de forces est en équilibre, il en est de même des résultantes des groupes, suivant lesquels ces forces ont été réparties.
En particulier, si l'on forme deux groupes, la résultante de l'un doit être égale et directement opposée à ta résultante de l'autre. Celte proposition n'est que la généralisation du théorème suivant que l'on admet sans démonstration, à savoir que lorsque plusieurs forces sont en équilibre, chacune d'elles est égale ù la résultante de toutes les autres forces prise en sens opposé.
Si l'on forme trois groupes, leurs résultantes se coupent en un même point et chacune d'elles est la résultante prise en sens opposé des deux autres.
Si l'on forraequatre groupes, la résultante de deux quelconques d'entre elles doit être égale et directement opposée à la résultante des deux autres.
Si, parmi ces forces, il s'en trouve une à l'infini, la résultante de toutes les autres doit pouvoir Otre ramenée Jt une force à l'inlinî.
COMPOSITION DES FORCES AVEC L*AIDE DES FORCES A L^INFINI
Les propositions précédentes résultent aussi directement de la formule générale de sommation qui, dans le cas de Péqnilibre, devient S« = 0.
Si deux forces sont en équilibre, tous les coefficients de leurs équations normales doivent être respectivement égaux et de signes contraires, d'où résulte que les lignes de direction des deux forces doivent coïncider. 11 en serait de même des résultantes de deux groupes dans lesquels on aurait séparé un nombre quelconque de forces en équilibre.
L*équilibr« de trois forces ou des résultantes de trois f^upes est exprimé par
réquation
et on sait que, lorsque trois équations a multipliées respectivement par des coefficients A ont une somme nulle, les trois droites correspondantes se coupent au même point.
Toutes les propositions relatives à la division par groupes se déduisent de la forme algébrique de Téquation £Aa = 0. Si on répartit les différents Aa en groupes arbitraires, et qu^on fasse passer un nombre quelconque de ces groupes dans l'autre membre de l'équation, on voit que les résultantes des groupes de chaque membre devront être égales et directement opposées.
COMPOSITION DES FORCES AVEC L*AIDE DES FORCES A L*1NF1NI
On peut, d*après ce qui a été dit au n* 52, p. 178, décomposer chaque force en une force parallèle et égale passant par un point arbitraire, et en une force à Tinfini. Si Ton effectue cette décomposition pour toutes les forces données, on obtient, à Taide d'un simple polygone des forces, la direction et la grandeur de la résultante de toutes les forces qui agissent sur le point 0. Les forces à Tinfini s'ajoutent simplement en nne force unique à Tinfini. Si Ton compose ensuite cette dernière avec la résultante des forces agissant sur le point 0, on obtient la résultante de toutes les forces données.
Par ce procédé, on peut composer des forces sans l'aide de polygones funiculaires. Cependant, dans le plan, le polygone funiculaire est toujours le moyen le plus simple d'arriver à la position de la résultante de plusieurs forces. Quant au polygone des forces, on ne peut s'en passer dans aucune méthode.
Nous allons appliquer ce procédé à la composition de forces parallèles. Dans ce cas, le polygone des forces se réduit à une ligne droite, puisque toutes les forces ont la même direction, et la résultante R de ces forces est évidemment égale à leur somme ; ^insi R = "SA , si l'on désigne par A les forces isolées. Si Ton décompose chaque force A en deux composantes dont l'une passe par un point donné, et dont l'autre est à l'infini, cette dernière a pour mesure le moment Aa, et la somme de toutes ces forces à l'infini est égale à 91 = SAa, a désignant la longueur des
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DÉCOMPOSITIOII D*UNE FORCE ER TBC»S C01IP06AHTB
Dans la décomposition d'une force en deux composantes, la possllnlité de la décomposition est liée à la condition que les directions des trois forces passent par un même point. Dans la décomposition d*une force en trois composantes, ces forces ne se coupent plus nécessairement en un même point. Si les trois composantes forcent un triangle, une force quelconque située dans le plan du triangle pourra toujours être décomposée suivant les trois directions des côtés.
La théorie des firameworics (*) oilire un exemple de cette décomposition. Nous supposons, dans la /?;. 111, la section d'une construction,
Fif. m.
dans laquelle les forces extérieures sont équilibrées par les compressions ou les tensions de trois éléments de la construction, et nous cherchons à déterminer les forces qui agissent suivant les directions de ces trois éléments, en supposant connue la résultante P des forces extérieures à la section considérée, résultante qui est donnée, construite ou calculée d*une manière quelconque. Dans ce but :
On décompose la résultante P, au point d'intersection de cette résultante avec l'un des trois éléments de la construction, en deux composantes dirigées l'une suivant la direction de ces éléments et Tautre suivant la ligne qui joint ce point d'intersection au point de rencontre des
(*) Les systèmes rigides formés de barres, dont l'enfiemble forme une sorte de réseau triangulaire que les Allemands désignent sous le nom de fachvœrk, et les Anglais sous le nom de fi'ameivork, n*ont pas de désignation précise en français. Suivant Texemple donné par M. Maurice Lévy dans sa Sintiffue gntphique, nous avons adopté la dénomination anglaise.
DÉCOMPOSlTioN D*IINE FORCE EN TROIS COMPOSANTES.
deux autres éléments. Puis on décompose cette dernière force suivant la direction des deux derniers éléments et on obtient les forces qui agissent sur chacun d'eux.
Cette règle est générale et s'applique à la décomposition d'une force quelconque en trois composantes, qui doivent agir suivant trois lignes données situées dans un même plan contenant la force. Sur la fig. 111, ces décompositions sont indiquées ; dans cette figure et dans les figures suivantes, Q désigne la tension dans l'élément tendu, R la compression dans l'élément comprimé, et S la force qui agit suivant la contrefiche. La force qui agit suivant la ligne qui joint le point où P rencontre Q au point d'intersection RS, a été désignée par Q,. Si l'on considère la/f^. 111 comme un polygone funiculaire, ce polygone se réduit à la ligne poinlillée Q,,àrunedes extrémités de laquelle agissent les forces P et Q, et à Vautre extrémité de laquelle agissent les forces R et S. La fig. 112 représente le polygone des forces correspondant. En Q partant du pôle 0, on a porté sur une verticale la force donnée P, et à l'extrémité de P la direction [p de Q; la grandeur de Q est déterminée par la diagonale menée du point 0 parallèlement au côté Q, du polygone funiculaire. Les deux derniers côtés du polygone des forces, ou les forces S et R, sont parallèles aux éléments correspondants de la construction, et sont par suite entièrement déterminés.
On arrive naturellement au môme résultat si l'on entreprend la décomposition de P au point d'intersection PR (fig. 111), et si, dans le po- ?ig. 113. lygone des forces (fig. 113), on mène par le pôle 0 une
parallèle à R, et par l'extrémité de P une parallèle à R. 11 en résulte que les diagonales R^ dans les fig. 111 et 112 sont parallèles. Géométriquement, il en résulte aussi que, dans les quadrilatères dont les sommets sont les extrémités des deux diagonales Qj et R,, deux côtés opposés sont respectivement parallèles dans les deux figures.
En changeant l'ordre de composition des forces et en entreprenant la première décomposition au point d'intersection SP [fig. 111), on obtient
aussi les dispositions des fig. 113 et 114 pour le polygone des forces. On a le choix entre ces trois dispositions (fig. 111, 113 et 114) du plan des forces. Nous choisissons d'habitude la disposition de la fig. 112, quand toutes les forces, et par suite aussi les tensions et les pressions Q et R dans les longerons, sont à dé-
contre-fiche, nous choisissons les dispositions des fig. tttîtiM.
et iti liifui lut tcMBCWHiiifiwHnhla ai pnlyp» ftwirjÉliim,
Mim tiiePi^i twi «al lewidAés piiiiifetit, Jagr Iw i^siiililii w, il «^«iliiidiMÉQMitînMMat ainsi, mmmmlmwamU^ la «iMfttniM» ^ la|%. lÉI anee Im Agvfea Mmnies; 4iM la |%. itl« fuir «asMi^ia, faîil^ AS «gl^igii^ daw la /ff • iU il «t cMm^ «I iknl de s«ftii. lia 4ÎPWiti^4l«i éma, figuras peut etcia «taa en éwhmca» CiuMi A^iMijriQB
Kf^w. natta «ittoore, w4i»mant,
«nlifia Ampc ^tés oip^aés Q et m ^ i«) reUés |Ér «^ Iroi- J aièana oMé 6, 4war tgoies wmihliMan, l^ne au polfgone IkuiloBteive delà /^. 111 (celle 4Bf aMeha), elfantM a» petf* ff^ottades foicea 4a la jf^ iiS (celle de droite). On peut montrer de la même manière la relation des >^.4I3 et 114 «recla /?9. 111.
Pour que le polygone funiculaire et le polygone des forces soient
Fig. lift. semblables, il faut que doux côtés
B. R j opposés du polygone des forces
Xk,'-^y^ '^^. -' ! soient parallèles. La fig. llGdonne
[emple de cette similitude cas de longerons parallèles, et la /î^. 117 pour le cas où
'' "^^ .-- -' N fj un exei ^ '^'.j pour le
Tune des barres qui réunit les deux longerons, S par exemple, est parallèle à la force P. Il résulte également de ces figures que, dans le
Kg. in. polygone fumiculaire, c'est-à-dire
dans la figure qui représente la construction et sur laquelle on a aussi indiqué la force, les forces qui agissent suivant les éléments parallèles de la construction sont dans le rapport inverse de leurs longueurs, et que celles qui agis-
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t let puties obUqnes «oai dans le rapport direct de leurs
n en vésulte que :
Dmm k €a$ de hmgmrmê jMVti/fôfes, la force qui mit mivtuU urne amire^ Me, eUàlm vémliânte éa força mgtstatU en deàorg 4e oUte comire-fiche^ la itiifuew 4e ceUe<i eêt i la kmgmeur du êepueml mterceplé sut la de dm fomee par leê kmfet*(ms fmraUèiei.
On peut encore s'exprimer plus simplement, et dire : la campeêanêe œrîicale de la force agissant suivant la contre-fiche est égale à la somme des forces qui agissent en dehors de cette contre- fiche. Mais celte proposition n'est vraie dans ces termes que pour des frameworks ayant des longerons horizontaux; lorsque les longerons sont inclinés, la deuxième composante ne doit pas être prise horizontale, mais parallèle aux longerons. S'il existe dans le Framework des pièces verticales établissant la fiiison entre les longerons, oooime par exemple les poinçons dans les ponts du système Howe ou les montants dans divers systèmes de ponts métalliques, ces pièces n'auront à résister qu'à la somme des forces extérieures.
Si ces contre-fiches ou ces poinçons sont tous parallèles, les forces qui agissent suivant ces pièces sont proportionnelles à P et changent dans le même rapport.
La détermination des forces qui agissent sur les divers éléments d'un framework, telle que nous venons de l'exposer, est applicable tant que P tombe dans l'étendue de la feuille de dessin. Si P tombe en dehors de la feuille, on peut déterminer Q et R en divisant le moment de P par rapport aux points RS et QS par le bras de levier de chacune des forces Q et R par rapport aux mêmes points. P étant en effet la résultante de QRS, le moment de P par rapport à un point quelconque du plan est égal à la somme des moments des composantes par rapport au même point. Si Ton choisit ce point à l'interseclion de leurs composantes, le moment de celles-ci sera égal à 0, et par suite le moment de P par rapport à ce point d'intersection sera égal à celui de la 3* CGay^osante.
Si Ton désigne, pour exprimer cette relation d'une manière générale, par ^s (ooos écrivons b au lieu de/), parce que nous réservons la lettre p pour désigner les charges réparties sur l'unité de longueur) les perpendiculaires abaissées d'un point quelconque sur ces quatre forces l'égalité des moments conduit à la relation :
P6 = Qy-f Rr-|-S«.
Si le point par rapport auquel on détermine le moment est le point
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per^^endieiilaipes abaissées du point doniié^ sur tes dtoectîoi» et» forets isolées. Les moments sont natureUementpositift on négatif^, smVairt que lee forces toadeat à toucaer dans le sens positif ou dans le sejoâ^ négiUif autour dm poi&t ft|B.
Si Ton compose mahitenant la Force à rinflni 9t avee bt force finie B; qui piasfs» par le poûit fixe, la grandeur de la résuUaute sera toufaors B, et sa distance r au point fixe deviendra :
fSt_lJLa ^ SA
Les opérations algébriques exprimées par cette formule s'effectuent trèssimplemenlt loisque le nombre des forces k composer excède 2, au moyen du polygone* funieulaire) d'après ce qui a é4é dit au n* 43, p» 138* Nous reviendrons ptos loin sur ce sujet, dans un chapitre consacré spécialement aux forces parallèles, et, pour le moment, nous nous bornerons à énoncer encore quelques théorèmes généraux.
Si 9% et R sont égaux à 0, le système est en équilibre ; si 9t est seul égal à 0, il faut que r = 0, et le point fixe est sur la résultante R; si enfin R est seul égal à 0, le système se réduit à une force à Tinfini, absolument comme dans réquilibre en général.
LoBsque les forées sont parallèles, toutes les pecpendiculair^ menées dn point fixe sur les forces coïncident. Si Ton coupe les forces par une ligne oblique quelconque, les segments sont proportionnels aux perpendiculaires, et les équations d'équilibre indiquées plus haut seront encore applicables à ces segments, car dans tous les termes de ces équations les distances normales n'entrent qu'au V" degré. Gomme d'ailleurs ces propositions sont vraies pour une direction quelconque des forces parallèles, il en résulte que, si l'on fait tourner ces forces autour de leurs points d'application situés en ligne droite, leur résultante tournera aussi autour d'un point fixe de cette droite. Cette proposition v que nous démontrons ici en supposant les points d'application en ligne droite, peut être généralisée et s'étendre au cas où les points d'application sont dans un plan, et môme au cas où ils sont situés d'une façon quelconque dans l'espace, ainsi que nous le verrons dans le chapitre suivant.
Le point autour duquel tourne la résultante s'appelle centre des forces parallèles. Dans la considération du centre, on fait complètement abstraction de la direction des forces parallèles, et on suppose les grandeurs de ces forces comme concentrées^ ou on considère ces points d'application comme chargés de poids proportionnels à la grandeur des forces, et l'on peut alors, au moyen de ces points et de leurs poids, déterminer le centre^ qui prend le nom de centre de gravité.
COMFOSITION DES POTCES âTIC VktWE BCS FORCES A L'iNFINI. tS3
On eataid par maicat des points ainsi chargés le produit des forces qui agissent sur «n potni on poids, par leur distance, mesurée suivant une direction ^vekonqiie, à une ligne déterminée, quand ces forces agissent dans mi mtaie plan, et à un plan quand elles agissent dans Tespace.
Si tmt campe par Mme ligne droite un nombre quekonqme de forces situées dmm »• mène pkm^ et qme Ton suppose les peints d'intersection ckargés de poids prèportiûmmeb aux hauteurs (^ des forces par rapport à cette ligne droite^ Im réoulianie des forées damnées passera par k centre de gravité des points fmppUeation ainsi chargés^ et la hauteur de cette résultante sera égale à ht somme des hauteurs des différentes forces données.
Si, en effet, on décompose chaque force A, au point où elle coupe la ligne droite, en deux composantes dirigées Tune suivant cette figne, i^antre suiranf mie ligne passant par un point quelconque à Tin fini, c*esi-à-dire parallèle à une direction arbitraire, ces dernières compo> santés seront proportionnelles aux hauteurs des forces par rapport à la ligne droite. La résultante de toutes ces forces parallèles est, par suite, proporlàonnelle à SH et passe par le centre de gravité des points d Intersection chargés de poids H ; par suite, la résultante, qui provient de la composition de SH avec la somme de toutes les forces agissant suivant la ligne droite, passe également par ce point. Quant à la hauteur de cette dernière résultante par rapport à la ligne droite, on voit facilement qu'elle est précisément égale à la somme des hauteurs des différentes forces.
Appliquons ce que nous venons de dire à la composition de deux forces ou à réquilibre de trois forces parallèles, dont chacune peut être considérée comme égale à la résultante des deux autres prise en sens contraire. L*expression de cet équilibre est :
A. + A, + A3 = 0, Ajûj + Ajûj-f A^a^^O,
d'où Ton déduit, par élimination d'un des trois A, les deux égalités
(*) On appelle hauteur d^une force par rapporta une droite qmi U rencontre U distance de l'extrémité de la force à la droite, lorsque Torigi ne delà force est située sur cette droite; la hauteur d^une force par rapport à un plan se définit d'aae manière «nalogiie.
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perpmdi cul aires abaissées du point donné sur les directions d«$ fof«e$ isolées. Les moments sont naturellement positifs ou négatift, suivant que les totces tendent à tourner dans le sens posiLir ou dans le sens nég^UT ftntour du point Sse.
Si l'on compose maintenant ta force h l'infini 3t avec la fbrre fiuie B (|Ui pas.se par le point llze, la grandeur de la résultaatti sera toujours B, et sa dislance r au point fixe deviendra :
Les opérations algébriques exprimées par cette formule s'eWectuent très simplement lorsque lo nombre des forces 1 composer excède 2. au moyen du poly^ne funiculaire, d'après ce qui a été dil au n' A2, p. 158. Nous reviendrons phis loin sur ce sujet, dans un chapitre consacré spécialement ;iii\ fn]'(.e> i»acal]tlcs,ot, pour le moment, nous nous bornerons à énoncer encore quelques théorèmes généraux.
Si % et R sont égaux à 0, le système est en équilibre ; si 91 est wul égal & 0, il tint que r = 0, et le point fixe est sur la réBnltantci R; si Mtfin R est seul égal k 0, le système se ridait i une force i l'iofloi, absolument I iiwiiii iihli i:4^ibre M séairat
l»D84M<liBBlaDM0 «onftpandlttot^ «BSltelaB |m9flBtfciriaiB»BMBi« dfcptiat iM'MU'hn.fOTga» ootandoat Si 1*M ttmp»ltm.^rae»9Ut^m»^ ligne obliqiM qnelconqoB, les sagmMtts sont propoiiiomet» aB> pcrpendiculaiFes, ^ les équations d'équilibre indiquées pla»lLa«l seront encors appUcables à cas segments, car daos tous les termes de nea équations les dislances normales a'snlrent qu'au 1" degré. Gomme d'ailleurs ces proposilioQs sont vraies pour une direction quelconque âw forces- paral*lèles, il en résulte que, si l'on fait tourner ces forces Mitour dfl leurs points d'application sïtaéa an. ligne droite, leur résultante tournera aussi aotour d'un ^otfixede celle droite. Cette propositiOnv qve nouidémontrona ici «n supposant les points d'application en ligne droite, peut ttre gfoéralisée et s'étendre au cas oil les points d'application sont dans on plan, et même au cas où ils sont situés d'une fa.çon queleonqoa dans l'espace, aimi «pie noua le verrons dans te chapitre suivant.
Le point autour duquel tourne la résultante s'appelle centre dds forças parallàles. Dans la considération du centre, on fait oomplètsment abstraction de la direction des foroes parallèles^ et on supposa tes grandeurs de oes foroes oomme concentrées, ou on considère cw points d'appUcatiôn comme chargés de poids proportionnels à la grandeur des foroes, et l'on peut alors, au moyen de ces points et da leurs peida, détenniner ie wntrei qui' prend le nom de centre de-gravité.
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On entend par nmwft des points ainsi chargés le produit des forces qui agissent sur vn poîni on poids, par leur distance, mesurée suîrant eue direction ^pneleonqne, à une ligne déterminée, quand ces forces agissent dans on mtaie plan, et à un plan quand elles agissent dans l'espace.
Si fen coupe par W9e ti§ne droite un nombre quektmqve de forces situées dans mm wiéne plan, et que Vom suppose les points d'intersection chargés de pwds priportiommeb mac hauteurs (*) des forces par rapport à cette ligne droite^ bs résultasUe des forées données passera par le centre de gravité des points ^appUeatkm ainsi chargés^ et b hauteur de cette résultante sera égale à la somme des hauteurs des différentes forces données.
Si, en effet, on décompose chaque force A, au point où elle coupe la ligne droite, en deux composantes dirigées Tune suivant cette figne, Tautre suiranf une ligne passant par un point quelconque à Tinfini, c'esi-à-dire parallèle à une direction arbitraire, ces dernières composantes seront proportionnelles aux hauteurs des forces par rapport à la ligne droite. La résultante de toutes ces forces parallèles est, par suite, proporCaonneile à ^ et passe par le centre de gravité des points d Intersection chargés de poids H ; par suite, la résultante, qui provient de la composition de SH avec la somme de toutes les forces agissant suivant la ligne droite, passe également par ce point. Quant à la hauteur de cette dernière résultante par rapport h la ligne droite, on voit facilement qu'elle est précisément égale h la somme des hauteurs des différentes forces.
Appliquons ce que nous venons de dire à la composition de deux forces ou à l'équilibre de trois forces parallèles, dont chacune peut être considérée comme égale à la résultante des deux autres prise en sens contraire. L'expression de cet équilibre est :
A,a,-f Ajaj + Aja^^O,
d'où Ton déduit, par élimination d'un des trois A, les deux ^alités
Am Am /Vg
a, — fl, a^ — a, a^ — a,
(*) On appelle hauteur d'une force par rapport à une droite qui la rencontre la distance de Textrémité de la force à la droite, lorsque Torigine de la force est année sur cette droite; la hauteur d^nne force par rapport à un plan se définit d'aae manière analogve.
I8i COHI-IISITION DES l'Iltr.EH.
Dans ces égalités, les a représenlcnt les dUlances k une droite quelconque des points d'inlersection A avec une ligne droite.
Comme il n'y a que trois forces, il est nécessaire que deux d'entre elles aient le même signe et que la 3' ait un signe opposé, el celto dernière force doit être égale à la somme des deux autres.
La même proposition est applicable aus moments; si en particulier on égale un des trois a kO, les deux autres ont des signes opposés, ce qui veut dire que deux des forces tournent en sens opposé autour d'un point de la 3*. 11 résulte de là que le point d'application de la plus grande des trois forces est toujours compris entre les points d'application des deux autres, qui agissent en sens contraire de la 1".
Chacune des trois forces est proportionnelle à la dislance des deux autres.
Si l'une des trois forces est considérée comme la résultante, changée de signe, des deux autres, elle est située entre ces deux forces, quand celles-ci ont le même sens, et au delà de la plus grande de ces deux forces si elles sont de sens contraires.
Les démonstrations analytiques de ces propositions ne diifËrent pas de celles que nous avons données plus haut; il suffît de considérer les a comme les équations normales des directions des forces, équations qui ne didîrent que par le terme constant.
A proprement parler, nous devrions encore traiter ici de la compositions des forces dans le plan h l'infini; mais comme les opérations qui s'y rapportent doivent s'exécuter dans l'espace, nous nous en occuperons dans le chapitre suivant, en même temps que de la composition des forces dans l'espace.
DKCOHPOSITION D'L'NB FORCE EH DEUX COMPOSANTES
Dans la pratique, le problème de la composition des forces est en général lié d'une manière intime à celui de la décomposition. Il s'agit, par exemple, de déterminT la résultante de plusieurs forces (charges) et de la décomposer ensuite en plusieurs composantes (réactions; qui passent par des poinis déterminés (piles ou culées) ; ou bien encore, de composer les forces qui agissent en dehors de la section d'une construction, et de les décomposer ensuite suivant la direction des diverses parties de la construction.
Dans les décompositions, on ne peut pas décomposer une force en moins de deux composantes. Cette décomposition se présente souvent
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dans la pratique ; lorsque les deux directions suivant lesquelles une force doit être décomposée sont données, le cas est tellement simple que nous n'avons pas besoin de le traiter.
Dans la pratique, il arrive fréquemment que Ton connaît la résultante et deux points par lesquels les composantes doivent passer. Supposons, par exemple, qu'on ait à déterminer les réactions des appuis d'une poutre chargée d'un nombre quelconque de forces. Dans ce cas, les composantes doivent passer par deux points déterminés A' et B' {fig, 109); dans celte figure, R est supposée la résultante des forces 1, 2, 3, 4. Si cette résultante R est donnée, on ne peut plus choisir arbitrairement que la direction d'une des deux réactions A et B ; cette direction peut résulter de certaines conditions des appuis : par exemple, quand l'un des deux appuis ne peut réagir que dans une direction déterminée ; c'est ce qui arrive quand une extrémité de la poutre repose sur des rouleaux; la réaction de l'appui correspondant est alors verticale.
Le point d'intersection de cette composante avec la résultante R détermine la direction de l'autre composante ; deux parallèles menées dans le polygone des forces par les extrémités de R (fig. 110) donnent les grandeurs de ces composantes.
Fig. 109. Fig. 110.
;'*\rni ->»■
Z^lé^
Si l'on change les directions de A et de B, on obtient dans le polygone funiculaire (,%. 109) deux faisceaux perspectifs; dans le polygone des forces [fig. 110), les faisceaux A et^B sont aussi perspectifs, parce qu'ils ont le rayon R commun.
I/axe perspectif est parallèle à la ïigne A'B qoi relie les detn appais, car lorsqrue, dans le polygone funiculaire {/ig. 109), les denx forces A el B coïncident avec celle lif^ne, les rayons A el B dans le polygone des forces (fiff. 110] lui sont aussi parallèles. La position de retaxe dans le polrgonc des forées peut, parsuite.ètredéterminée au moyen d'un couple qoelconqne de rayons qni ne coïncident pas. Du reste, (h> peut aussi déterminer directement le point d'intersection de cet are arec R {/ig. liO); car si l'on désigne par a et // tes serments suivant lesqnels R conpe la ligne A' B' [fy. lOH) qui rencontre les deux forces A et B, et par A, et B, les hauteurs de ces deux forées par rapport à cette ligne A'B' Ififf. 110), on aura d'après ce qni a été dit an numéro précédent :
aA, = 6B,, ce qui détermine A, et fi,.
Si l'on choisit, pour déterminer l'axe perspectif (/îj/. 110), le point d'intersection des cAlés extrêmes du polygone funiculaire IJig. 109), qui est uu point de It, il devient inutile de tracer K dans le polygone funiculaire; il suffit de joindre les points A' el B' à ce point d'intersecUou, et de mener sur la fig. ilO des rayons parallèles & ces deux rayons, ce qui donne un point de l'axe cherché. La construction est indiquée sur les deux figures. Enfin, nous ferons remarquer que la ligne Afi qui ferme le Contour du polygone fumiculaire {fig. 109) est parallèle au rayon 0 (AB) ifi0. HO).
Quelquefois, trois forces qui doivent être en équilibre passent par les sommets d'un triangle. Dans ce cas, si on décompose chaque force en deux composantes suivant les directions des eûtes correspondants, les deux composantes dirigées suivant le mSme cAté du triangle devront être égales et de sens contraires. Car si l'on considère le triangle comme un polygone funiculaire fermé, qui réunit les trois forces, chaque composante représente la tension dans le cftté correspondant du polygone.
La taétliods analytique la plus commode pour décomposer une force en deus composantes conaiste à écrire les équations d'équilibre de trois forças; l'une quelconque de cellSB-cl peut alors ^trc considérée comme étant égale et directement opposée à 1b résultante des deux autres. Si les trois farces agissent suivant les lignes a,, o,. o,, il faudra déterminer trois coefflcienta a,, i,, Oj tels que □,a, -t- ofy + n^ ^ 0. Ces coefllciants déterminés, les Torcea correspondantes A. seront proportionnelles à iic,, e. étant le coefflcient qui ramène a, à la force normale. Pour que l'équation ci-desaus puisse être satisfaite, il faut que les trois lignes de direction se coupent au même point.
Si on écrit complètameat las équations a, = oix + i^ -f- c>, catte dtmiàra cfnditHD peut 9'exprimar par le déterminant :
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En désignant par des lettres grecques les neuf déterminants mineurs^ on pourra prendre, povr 1« etsÉBoienti fpd annntont la sonone des trois équations a, soit les déterminants mineurs o^, 04, a,, soit Pi, p,, f^ soit enfin yi, fit Ts*
Les forces seront, par suite, déterminées par les équations
A^:e^fft=:A,:flr^,:=:A«:«J^
et Ton Toit que Vune d*elles suffit pour déterminer les deux autres. Les équations peuvent emcore être mises sous la forme suivante :
CMUB6 7j^o>' : Uit n'est antre ohose que le sinus de Pangie t4^ on voit que nous retombons sur la condition qui neiis a servi de point de départ pour la. composition des forces.
Pour ramener au cas précédent le cas où on donne la résultante et un point de chacune des composantes, il suffit de déterminer une expression générale pour l'équation des deux composantes. Soit / l'équation de la ligne qui joint les deux points <ftniaéa A et B (Jig. 109) et r Téquation de la résultante; les équations des parallèlee^ à r menées par les points donnés seront respectivement r^a et r + 6, où a et b représentent les distances constantes comprises entre ces deux parallèles et la résultante R. Les équations des lignes de direction des forces A et B pourront dès lors être représentées par •
— <^ + ('• — û) ff\ /+(;• + b) ak.
Il est clair que ces deux lignes se coupent toujours sur r, quel que soit X, car la somme de leurs équations est rÇa ■\- b)\, où a, 6 et X sont des constantes.
Soient ei et er les coefficients qui ramènent à la forme normale les équations / et r; écrivons complètement les équations des composantes, et calculons les coefficients fa et e^. Nous trouverons en faisant
eiCr COS ûA = — aCr C08 ùfl = ttlbr + «r^ — {(HW -f ^ràl)»^
tfa = + V ^i — 2b\eter cmah'\- 6«X»e»r
^4 =+ V ««1 — Zaketer cos^ + a*\*e^ Les tofrces seraient données par les relations
A lem^h : e6 = R: (<i-t-A)X^; caren aura tmi^ours dans ce cas
5 r = ^ [- /+ (r - a) 6X] + - [/ +(r+ b)aX\.
er Ca Cb
n aaim commode de ae servir de ces formules lorsque les équations des lignes aemat données réellement. Dans oertaina cas^oependant, il seni^ns simpie de Ittre on calcul trigottosnétrique sur les fig» 109 et 110; cela dépend des donnéea. Dams tOBs les css, oe sont les méthodes graphiques qui fournissent les procédés lespkia pratiques.
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Dans la liécompoaiLion d'une force en deux composantes, la possibilité (le la décomposition est liée.'i ta condition que les directions des trois lorces passent par un même point. Dans la décomposition d'une force en trois composantes, ces forces ne se coupent plus nécessairement en nn même point. Si les trois composantes forment un triangle, une force quelconque située dans le plan du triangle pourra toujours être décomposée suivant les trois directions des côtés.
La théorie des fraraeworks (*) offre un exemple de cette décomposition. Nous supposons, dans la fig. Hi, la section d'une construction.
dans laquelle les forces extérieures sont équilibrées par les compressions ou les tensions de trois éléments de la construction, et nous cherchons à déterminer les forces qui agissent suivant les directions de ces trois éléments, en supposant connue la résultante P des forces extérieures à la section considérée, résultante qui est donnée, construite ou calculée d'une manière quelconque. Dans ce but :
On décompose la résultante P, au point d'intersection de cette résultante avec l'un des trois éléments de la construction, en deux composantes dirigées l'une suivant la direction de ces éléments et l'autre suivant la ligne qui joint ce point d'intersection au point de rencontre des
(') LessystâmoB rigides formés de barreB, dont l'ensemble fornie une sorte de rteean tri&ngulaire que les AllemaaJs désignent sous le □om de fachtaerk, et les Anglais aous le nom de fiwiiework, n'ont psa ds désignation précise en français. Suivant l'exemple donné par U- Maurice Lévy dans ta Slnliiiir gitiphiquf, nous avons adopté la dénomination anglaise.
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deux autres éléments. Puis on décompose cette dernière force suivant la direction des deux derniers éléments et on obtient les forces qui agissent sur chacun d'eux.
Cette règle est générale et s'applique à la décomposition d'une force quelconque en trois composantes, qui doivent agir suivant trois lignes données situées dans un même plan contenant la force. Sur la fig. 414, ces décompositions sont indiquées ; dans cette figure et dans les figures suivantes, Q désigne la tension dans l'élément tendu, R la compression dans l'élément comprimé, et S la force qui agit suivant la contreficbe. La force qui agit suivant la ligne qui joint le point où P rencontre Q au point d'intersection RS, a été désignée par Q|. Si l'on considère la/î^. 414 comme un polygone funiculaire, ce polygone se réduit à la ligne pointillée Qjfàl'unedes extrémités de laquelle agissent les forces P et Q, et à l'autre extrémité de laquelle agissent les forces R et S. La fig. 442 représente le polygone des forces correspondant. En 0 partant du pôle 0, on a porté sur une verticale la force donnée P, et à l'extrémité de P la direction iP de Q; la grandeur de Q est déterminée par la diagonale menée du point 0 parallèlement au côté Q, du polygone funiculaire. Les deux derniers côtés du polygone des forces, ou les forces S et R, sont parallèles aux éléments correspondants de la construction, et sont par suite entièrement déterminés.
On arrive naturellement au même résultat si l'on entreprend la décomposition de P au point d'intersection PR (fig. 111), et si, dans le porig. 113. lygone des forces (fig, 113), on mène par le pôle 0 une
parallèle à R, et par l'extrémité de P une parallèle à R. 11 en résulte que les diagonales R^ dans les fig. 111 et 112 sont parallèles. Géométriquement, il en résulte aussi que, dans les quadrilatères dont les sommets sont les extrémités des deux diagonales Q, et R,, deux côtés opposés sont respectivement parallèles dans les deux
figures.
En changeant l'ordre de composition des forces et en entreprenant la première décomposition au point d'intersection SP [fig. 111), on obtient Fig. 114. aussi les dispositions des fig. 113 et 114 pour le poly-
gone des forces. On a le choix entre ces trois dispositions (fig. 111, 113 et 114) du plan des forces. Nous choisissons d'habitude la disposition de la fig. 412, quand toutes les forces, et par suite aussi les tensions et les pressions Q et R dans les longerons, sont à dé-
lenainer. Cepeadant, quand les forres snnt déjà donoées par une anta'ti construcUon el qu'il suffit de détermioer la force S qui agit suivant Is contre-fiche, nous choisissons les dispositions des /Si/. 14-3 el H*. D'hsbitude, nous pouvons, dans de pareils cas, laisser de cùlé les forces R et Q el limiter le polygone des forces au triangle PSS,.
Dan^ la décomposition d'une force en deux conipusantes, le polygone des forces est toujours semblable au polygone funiculaire, c'est-Jt-dire à la figure que dcui des éléments donnés de la constnicUon forment avec la force qu'elles doivent équilibrer, car ces poK^oncs se réduisent k des triangles qui ont leurs côtés parallèles. Pour les quadrilatères, il n'en e&l plus nécessairement ainsi, comme le montre la comparaison de la fi^. Itl Hv«c les ligures suivantes: dans la /ig. III , par exemple, l'ange RS est aigu; daus la fig. 112 il est obtus, et ainsi de suite. L.» fliïei'sité des deux Qgures peut être mise en éndence, dune façon plus Kilt- II.'- nette encore, en dessinant,
entre deux eûtes opposés Q et H {/if/. HS) reliés par un troisième c6té S, deux figures semblables, l'une au polygone funiculaire delà /ig. lil (celle de gauche 1, et l'autre au polygone des J'orces de la fiff. \^î (celle de droite). On peut montrer de la même manière la relation îles ^^.113 et 114 avec la /î^ 111.
Pour que le polygone funiculaire et le polygone des forces soient Fig. n«. semblables, il faut que deux côtés
H ^ opposés du polygone des forces
- ! soientparallèles. La/f^.llôdonne f\ un exemple de cette similitude
_^ pour le cas de longerons paral-
~5 ïl" lèles, et la fig. 117 pour le cas où
l'une des barres qui réunit les deux longerons, S par exemple, est
parallèle à la force P. Il résulte également de ces figures que, dans le
Fig. UT. polygone fumiculaire, c'est-à-dire
dans la figure qui représente la
construction et sur laquelle on a
•-^ 9* ' "nRi ,!^' aussi indiqué la force, les forces
qui agissent suivant les éléments
parallèles de la construcUon sont
dans le rapport inverse de leurs
longueurs, et que celles qui agis-
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t les parties ofaiiqoes sont dans le rapport direct de leurs
D CB vfisuite que :
Dmm te a» de hm/Êtom fÊrallM»^ la f^rce qui êgii tmivQtU iMie emUre'^ âeàe^ eUàlm vémlfânfe ém fmrt» afù$tt»U en dehors de eeiie cotUre-fichej fa imiijMWw de cette^i ett Ha Umgueur du »egmemt ùUereepté sur la de ia fanée par les kmfer<ms faraUèks,
On peut encore s*exprimer plus simplement, et dire : Ja cmapêeanie verticale de la force agissant suivant la contre-fiche est égale à la somme des forces qui agissent en dehors de cette contre-fiche. Mais cette proposition n'est vraie dans ces termes que pour des frameworks ayant des longerons horizontaux; lorsque les longerons sont inclinés, la deuxième composante ne doit pas être prise horizontale, mais parallèle aux longerons. S'il existe dans le Framework des pièces verticales établissant la iîaison entre les longerons, oonme par exemple les poinçons dans les ponts du système Howe ou les montants dans divers systèmes de ponts métalliques, ces pièces n'auront à résister qu'à la somme des forces extérieures.
Si ces contre-fiches ou ces poinçons sont tous parallèles, les forces qui agissent suivant œs pièces sont proportionnelles à P et changent dans le même rapport.
La détermination des forces qui agissent sur les divers éléments d'un framework, telle que nous venons de l'exposer, est applicable tant que P tombe dans l'étendue de la feuille de dessm. Si P tombe en dehors de la feuille, on peut déterminer Q et R en divisant le moment de P par rapport aux points RS et QS par le bras de levier de chacune des forces Q et R par rapport aux mêmes points. P étant en effet la résultante de QRS, le moment de P par rapport à un point quelconque du plan est égal à la somme des moments des composantes par rapport au même point. Si l'on choisit ce point à rinlersection de leurs composantes, le moment de celles-ci sera égal à 0, et par suite le moment de P par rapport à ce point d'intersection sera égal à celui de la 3' coflBtposaaie.
Si Ton désigne, pour exprimer cette relation d'une manière générale, par bqrs (nous écrivons b au lieu de/>, parce que nous réser^'ons la lettre p poor désigner les charges réparties sur l'unité de longueur) les perpendîculaires abaissées d'un point quelconque sur ces quatre forces l'égalité des moments conduit à la relation :
P6 = Qy + Rr+S«.
Si le point par rapport auquel on détermine le moment est le point
IM COUI>nSITtON DES FDIICES.
de rencontre de deux forces, les perpendiculaire^ abaissées de ce poïnl sur ces deux forces soûl nulles, et la relation d'égalité des mouvements se réduit à deux termes. Pour éviter toute ambiguïté, nous afiecterons I;i perpendiculaire qui intervient dans chaque terme d'un indice qui sera la lettre représentant la force contenue dans l'autre terme. Ainsi, si 6, est la perpendiculaire abaissée du point de rencontre des forces H et S sur la direction de la force P, et q^ celle qui est abaissée des mêmes points sur Q, ou a:
De la mArne manière,
P*, = Qî*-
Dans la fig. 118, ooui aTons tracé toutes les peqmidicuUiNs possi-
bles. On voit qu'il y en a douze ; elles sont trois par trois perpendiculaires £1 chacune des quatre lignes PQRS, et en outre elles se coupent, trois par trois, au point de rencontre de chacun des quatre triangles que l'on peut former avec les quatre directions des forces. Toutes les perpendiculaires qui sont normales à une même direction sont désignées par la même lettre, et toutes celles qui se coupent au point de rencontre des hauteurs d'un môme triangle portent le même indice.
Dans le tracé des polygones funiculaires, il convient de remplacer les indices par les numéros des points de rencontre des barres du framevvork. points que l'on appelle des nœuds.
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Les perpendiculaires peuvent ôtre soit mesurées sur Tépure, soit calculées, et elles permettent, étant donnée une des quatre forces, par exemple B, de déterminer les trois autres.
Si on élimine P dans les trois équations ci-dessus, on obtient trois autres équations entre les trois forces Q, R, S.
C'est de cette manière que M* le professeur Ritter, de Hanovre, a établi sa théorie pour le calcul des fermes et des ponts métalliques.
Sans examiner si cette méthode conduit plus rapidement au but que la décomposition directe de P et la construction graphique des composantes, on peut dire qu'elle montre d'une façon très claire dans quelle direction chacune des trois forces Q, R, S agit. A chaque sommet du triangle formé par ces forces [fig. 111, p. 188), on a indiqué par une flèche dans quel sens la force P tourne autour de ce sommet, et il est clair que la composante opposée à ce sommet doit tourner autour de lui dans le môme sens, ce qui détermine si la barre correspondante du système est tendue ou comprimée.
On le sait à priori pour les deux longerons ; mais, pour savoir si une contre-fiche est tendue ou comprimée, il faut toujours avoir égard au sens suivant lequel P tourne autour du point QR. Si, par exemple, P, représentait, dans la fig. 111, la résultante des forces extérieures à la seclion considérée, cette résultante agirait, par rapport au point QR, dans une direction opposée à celle de P; S agirait par suite aussi dans un sens opposé, et la contre-fiche serait soumise à une tension au lieu d'une compression.
1^ contre-fiche serait également tendue si elle était dirigée suivant l'autre diagonale du trapèze formé par les longerons et par la tige précédente et la tige suivante, comme l'indiquent les flèches de la fig, 119.
Tant que la position relative de P par rapport au point QR ne change pas, les tiges qui relient les deux longerons sont alteiiiativement tendues et comprimées.
Si la direction de P passe par ce point, la contre-fiche correspondante n'est ni tendue ni comprimée.
Enfin si P passe de l'autre côté du point QR, en P, (fig. 111), il y a, comme nous venons de le voir, interversion dans l'ordre de succession des tiges alternativement tendues et comprimées.
Dans les framev^'orks à longerons parallèles, le point QR est à l'infini; par suite, la force P a, par rapport à ce point, toujours la position indiquée par la fig. 119, et, comme nous le ferons encore ressortir plus tard, toutes les tiges qui vont en descendant (à partir d'une extrémité) sont tendues.
Dans les cbarpenjtes anglaises, c'est le contraire qui a lieu ; la résultante P
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est toujours eu deçà du point Qll, parce que les longerons se coupent au delà de l'appui. La résultante a par suitu toujours la position indiquée par P dans la fig. iH ; elle tourne dans un sens opposé à ctilui qu'elle avait dans le cas d'un framework à longerons parallèles, et les tiges descendantes sont soumises à des compressions.
Dans les Frameworks formés difTéremment, on ne peut nen dire do précis sur le sens des elTorts qui agissent dans les tiges reliant les longerons.
Si les deux longerons Q et R sont parallèles, q^ devient égal à r,el égal à la distance normale des deux longerons. Les forces sont, dans ce cas, égales aux moments de la force P par rapport aux extrémités de la contre-Bchc, divisés par la hauteur constante de la construction.
Dans le cas de longerons non parallèles, si S est parallèle à P, b, et s, sont proportinnnels aux distances du point d'intersection Qll à I' et à S. Par suite, pour déduire S de P, on n'aura qu'à porter P sur la direction de S, et on joindra ensuite les extrémités de la longueur ainsi portée au point yB, ou plus généralement à un point quelconque situé sur une parallèle menée par QR à la direction commune à P et S. Le segment intercepté sur P représentera S. Ceci résulte d'ailleurs de ce que P et S soDten raison inverse des longueurs des cfttés correspondants du polygone funiculaire, ainsi que nous l'avons vu page 191.
Pour décomposer analytique in eut une force i^uivant les directions de trois droites données, nous nous appuierons sur la proposition suivante de la géométrie analytique : l'équation ai d'une droite quelcontiue dans le plan peut ^tre représentée au moyen des équations a,, a,, Oi de trois auvea droites données ne passant pas par le même point, de telle sorte que l'on ait: A.n, =A|i, +Atai+ A^j; Ai, A„ A^ otA( étant les déterminants dea coellloients des équations ni, a,, n^ et Oy Pour traduire cette proposition dans la statique, nous n'avons qu'à considérer les coefficients A, . A,, A,, A| comme des forces, et nous dirons: tau foret qxtelconque peut éhx décompotie suivant Iroù directions lituées dam le même plan et ne se coupant pat au ntéme
Les formules prennent une fbrme parfaitement symétrique si no s mons les
conditions d'équilibre des quatre forces, Bavoir :
CENTRE HES forces FARALLÈLES.
Ai«t Ajûj Aga, A4<7i
AiC,
1 + fl!ï! 4- IIO 4-
en
AA
A^Cj
On en déduit immédiatement les rapports des grandeurs des quatre forces Al A, A, _ A4
«IÛ8Û4
CjCA
C\CiPk
CiC,C4
<^lCî<^8
Ces équations permettent, étant données une des forces et les quatre lig;nes d'application de déterminer les grandeurs des trois autres forces.
Si on substitue successivement dans les trois équations précédentes les coordonnées des sommets du triangle formé par les forces Q, K, S, on obtient les trois équations
de la page 192, qui nous ont send de point de départ, car n est autre chose que
la perpendiculaire abaissée du sommet considéré sur la ligne ai.
COMPOSITION DES FtlTlCES.
COMPOSITION liÉNfcHALE DKS FORCKS «ANS LESPACE
l'oiir i:ompos(!r les forces dans t'espiice, l'hoisissous uibiLniironienl un plan P eL un poinl 0 sflué en dehors de ce plan; menons le plan projetaul du poinl 0 une des forces données, el cherchunti l'inUTsei-Uon de ce plan avec te plan 1'; puis, déterminons le point d'intersection de la force avec le même plan et joignons ce point au point (I. Nous obtenons ainsi deust droites situées dans le plan projetant de la foi^ce et la coupant dans le plan P ; nous pourrons par suite décomposer ta foi-ce suivant les directions de ces deux droites. En traitant de même toutes les forces données, nous les décomposerons en deux séries, telles que toutes les forces de la première série passent par un même point et (jue tontes celles de la seconde série soient situées dans un même plan. Les forces de chaque série pouvant être composées en une seule force, nous réduirons de cette manière le système entier à deux forces.
S"il arrive que ces deux forces se coupeni, elles pourront être composées de nouveau, et le système aura dans ce cas une résultante unique. Mais, en général, il n'en sera pas ainsi.
Deux forces dans l'espace qui ne se rencontrent pas ne peuvent pas être composées entre elles, car, s'il était possible de les équilibrer au moyen d'une force unique égale et directement opposée à leur résultante, ces trois forces devraient, d'après la condition d'équilibre énoncée au n* 33, page 179, se couper en un même point et être situées dans un même plan, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Quand deux forces ne peuvent pas être réduites à une seule, elles peuvent être d'une infinité de manières remplacées par deux autres forces, car, eu changeant le point 0 ou le plan I', on tous les deux à
la fois, on obtiendra deux autres forces qui, prises en sens contraire, équilibreront le système donné et par suite les deux forces auxquelles on a réduit ce système.
11 est intéressant d'étudier les relations qui existent entre les forces données et la position du point et du plan choisis. Dans ce but, nous commencerons par généraliser quelques-unes des propositions du n* 54, page 181.
Si deux forces parallèles tournent dans l'espace autour de deux
points fixes A et B, fig. 120, de façon à rester toujours parallèles et à
conserver respectivement la même grandeur, leur résultante tournera
Pig 120. aussi autour d'un point fixe G, qui,
d'après le n* 54, page 182, sera situé sur la ligne AB, de manière à diviser la longueur de cette ligne en segments inversement proportionnels aux forces.
^ Si on ajoute au système une 3' force 3,
A ^^^^- '>4 tournant aussi autour d'un point fixe,
*^^J ce que nous venons de dire s'appliquera à cette force et à la résultante des forces 1 et 2, et par conséquent à un nombre quelconque de forces. Nous pouvons donc dire d'une manière générale :
Si des forces parallèles de grandeur quelconque, et qui peuvent par conséquent avoir des sens opposés , tournent dans F espace autour de points fixes, de façon à rester toujours parallèles entre ellss, sans changer de grandeur, la résultante de ces forces tournera aussi autour d'un point fixe appelé centre de ces forces. Si les forces dont il s'agit sont des poids, le centre des forces s'appelle centre de gravité.
Si les différents points dans l'espace, par exemple les points d'application des forces 123 4 {fig, 121), sont donnés par leurs projections sur deux plans qui se coupent, le centre de ces forces se projettera constamment sur la direction de la résultante que l'on obtient en menant, par les projections de ces points d'application et dans le plan de projection, des forces parallèles de même grandeur que les forces données et ayant une direction arbitraire.
Si, en effet, on fait tourner toutes les forces données autour de leurs points d'application, de façon qu'elles deviennent parallèles au plan de projection, tout en restant parallèles entre elles, puis qu'on projette
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toutes ces forces sor le plan de projectioD et qu'on décompose chaque force dans son plan projetant en une force à l'inSni et en une composante parallèle, de même dircclion el de mâine grandeur, dans le plan
de projection, ces dernières forces pourront être composées, suivant la méthode ordinaire, comme des forces parallèles dans le plan, au moyen d'an polygone funiculaire.
Les directions des forces à l'tnflni coTncîdent avec la droite à l'inflni qui détermine la position des plans projetants; leur somme et la résultante obtenue dans le plan de projection seront donc situées dans an même plan et pourront être composées l'une avec l'autre; le résultat de cette composition sera la résultante des forces parallèles données. Le plan dont il s'agit sera par snitc le plan projetant de la résultante et contiendra aussi la résultante obtenue en composant les forces projetées dans le plan de projection.
Comme nous n'avons fait aucune bypotlièse particulière au sujet des diverses directions et positions choisies, ce que nous venons de démontrer s'applique, quelles que soient la position du plan de projection et la direction des rayons parallèles projetant les points donnés dans l'espace, sur le point de projection choisi.
Si nous nous donnons la direction des forces parallèles dans le plan de projection, cette direction et celle des lignes projetantes détermineront
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U direction des plans projetants. Si nous changeons la direction des forces dans le plan de projection, les plans projetants tourneront autour des rayons projetant les points d'application des forces dans Tespace. En opérant ainsi, nous obtiendrons la projection du centre des forces données, mais non la longueur du rayon projetant qui détermine la position de ce centre dans l'espace. Pour déterminer cette position, est nécessaire de changer au moins une fois la direction des rayons projetants. Il suffira alors de composer, en choisissant une direction arbitraire dans le plan de projection, les forces parallèles agissant sur les nouvelles projections des points de l'espace, pour obtenir un plan projetant de la résultante, qui ne contiendra* pas le rayon projetant déjà obtenu, et dont, par suite, Tintersection avec ce rayon donnera la i)0silion du centre cherché. Il faut, par conséquent, exécuter trois fois Topération consistant à déterminer la résultante des forces parallèles dans le plan ; chaqpie opération détermine un plan contenant la résultante dans Tespace.
D'après ce qui précède, toutes ces opérations pourraient être effectuées dans un seul et même plan, si on se donnait dans ce plan les projections des points d'application au moyen de deux directions différentes. Toutefois, lorsque tous les points sont donnés au moyen de leurs projections sur deux plans rectangulaires, il est préférable d'opérer entièrement suivant les règles de la géométrie descriptive et de faire tourner
le plan de projection de - lorsque le rayon projetant tourne lui-même
de-.
La fig, iâi montre comment ces opérations peuvent être effectuées. Les points d'application 12 34 des forces dans l'espace sont donnés par leurs projections sur un plan vertical E et un plan horizontal E^. En choisissant pcmr la direction des forces la direction de la verticale, on obtient ie polygone des forces PO ; le polygone funiculaire correspondant donne les verticales (1 S), (l 23), (123 4), sur lesquelles sont situées les projections des centres correspondants à ces différents groupes de forces. En choisissant maintenant la direction des forces parallèlement à la ligne de terre, on obtient le polygone des forces P^ 0^ et le polygone funiculaire correspondant donne les horizontales (12), (123), (1234), dont les intersections avec les premières verticales déterminent complètem^it les projections verticales des centres des groupes de foiees(l2),<123),(i23&).
Après av<Hr efiectué ces deux opérations dans le plan vertical, il sufira d'exécuter une seule opération analogue dans le plan horizontal, en
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prenuol les forces parallèles à la lifçiie de terre; on construira ainsi le polygone des forces 0,P, et le polygone funiculaire correspondant déterminera les parallèles (13), [1 23), (li34) à la ligne de terre, sur lesquelles devront se trouver les projections des centres des groupes de forces correspondants. Les positions de ces centres dans l'espace seront ainsi complètement déterminées. Les points d'application des forces 1, (12)2, (13)(123)3, (12 3) (12 34) 4, devront Èlre en ligne droite, comme on l'a indiqué sur la figure.
U résulte en outre des constructions faites jusqu'à présent que la forme du polygone funiculaire n'est pas modiliée quand, dans les plans projelant les forces, on rapproche ou on éloigne celles-ci du pian do projection.
HOHENT DES FORCES PARALLÈLES PAR RAPPORT A UN PLAN
Les composantes à l'inlini des forces parallèles agissant sur différents points dans l'espace ont pour mesure le moment de ces forces par rapport !l leurs projections respectives, et ce moment est lui-même proportionnel au produit de chaque foree par la longueur du rayon projetant son point d'application. En outre, toutes ces composantes à l'inflni sont siUiées sur une m*>me droile h l'infini, et, par suite, s'ajoutent simplement en donnant une résultante qui est la mesure du moment de la résultante des forces données par rapport à la projection de celle-ci. II en résulte que, si nous désignons d'une façon générale sous le nom de moment d'un système de forees parallèles par rapport à un plan donné la somme des produits de ces forces par les longueurs correspondantes des rayons parallèles qui projettent, suivant une direction arbitraire, leurs points d'application sur le pian donné, nous pourrons dire :
Le moment de diverses forces parallèles par rapport à un p'ian donné est égal au motnent de la résultante de ces forces par rapport au même plan.
11 en résulte que, si l'on déplace les points d'application de différentes forces parallèles dans des plans parallèles quelconques, le point d'application de la résultante se déplacera aussi dans un plan parallèle à ces derniers. Cette proposition résulte aussi directement des constructions delayf^. 121.
11 en résulte aussi que le moment d'un nombre quelconque de forces parallèles consécutives réunies dans un plan de projection par un polygone funiculaire, par rapport à un plan projetant quelconque, est égal au produit du segment intercepté sur la projection de ce plan par les
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côtés extrêmes du polygone, et de la hauteur du polygone des forces.
Les deux propositions suivantes sont une nouvelle conséquence de la construction, ainsi que du théorème des moments énoncé ci-dessus :
Si toutes les forces à composer peuvent être réparties en groupes tels que les centres de tous les groupes coïncident au môme point, ce point sera aussi le centre de l'ensemble des forces données.
Si les centres des groupes sont tous situés sur une môme droite ou dans un môme plan, le centre des forces sera aussi situé sur cette droite ou dans ce plan.
60. COMPOSITION, POUR UN SYSTÈME DE FORCES DANS t/eSPACE, DES COMPO- SANTES PASSANT PAR UN MÊME POINT ET DES COMPOSANTES SITUÉES DANS U5 MÊME PLAN
Si on coupe par un plan un nombre quelconque de forces dans l'espace et quon décompose chaque foi^ce^ comme il a été dit au n* 56, en deux composantes dont r une soit située dans le plan et dont Vautre passe par un point fixe arbitrairement choisi en dehors du plan, la résultante de ces dernières composantes rencontrera le plan au centre d'un système de forces parallèles appliquées aux points de rencontre des forces données avec le plan et ayant des intensités proportionnelles aux hauteurs respectives des différentes forces données au-dessus du plan (*;, La hauteur de la résultante du groupe des composantes non situées dans le plan est égale à la somme des hauteurs des différentes forces données,
La proposition est évidente lorsque le point fixe est à Tinfini. Pour rétendre à un'point quelconque, il suffit de remarquer que la résultante correspondant à un point à Tinfini peut ôtre décomposée en deux forces, l'une passant par le point choisi, l'autre située dans le plan, et que la hauteur de la première force au-dessus du plan est la môme que celle de la résultante. Donc :
Étant donné un système de forces dans Vespace, à chaque plan choisi arbitrairement pour effectue^' la décomposition indiquée précédemment correspond un point de ce plan par lequel passe constamment la résultante des composantes non situées dans ce plan, quel que soit le point fixe choisi en dehors du plan pour effectuer la décomposition.
(') Voir, pour la définition de la hauteur d'une force au-ddssus d*un plan, la note de la page 183.
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A cette proposition correspoiirt la réciproque suivante :
A chaque point arbitrairement r/ioixi pour eff'enluer la décnmposiliim des
fûrreu dnnnpet, cotTeiftond mm plan imaaM par ce point et qui contient
NMitamment la résultanle du groajie des romposantes ne pasmnr pnn par le
/mint rhoiii, quel que soit le plan ndopti' pour effectuer la décompoêition.
Soit, en effet [/Sg. 122), p le poini choisi. De re point, projetons les deux
forces A, et A, sar un plan @ pris arbitrairement et décomposons chaque force A au point (AS) (nous représentons par A l'une quelconque des forces A, et A,) en deux composantes suivant deux directions, l'une B passant par p, l'autre G située dans le plan S. Cela fait, déplaçons les forces agissant suivant les directions C, de façon que leurs points d'application se trouvent sur l'inlersecUon d des deux plans projetants. L« hauteur A de chaque force G par rapport à la ligne d sera alors égale au
momentdeA,parrapportaupointp,diviséparr^,soit--T , 91 étant le double
de la surface représentative du moment, et d la distance du point p au plan <B mesurée suivant l'intersection des deux plans projetants, comme l'indique la fig. 122.
Cette hauteur des extrémités de C est indépendante de la posiUon du
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plan © dans l'espace, lorsque d reste constant ; quelle que soit en effet la position du plan, Textrémité de C décrit une parallèle à d à la distance h. Ces parallèles sont indiquées par un trait ponctué sur la /î^. 122. Par suite, rextrémité de la résultante R des deux forces Gj et G, se déplace aussi suivant une parallèle à rf, c'est-à-dire que la résultante est toujours sitaée dans un plan fixe passant par p ; en outre, le moment de cette résultante par rapport à p est constant. Si en particulier nous supposons le plan @ perpendiculaire à d, les composantes G, et par suite aussi la résultante R, seront proportionnelles à leurs moments respectifs ; pour la résultante, ce moment sera 9t = R^.
Nous ayons supposé d constant, mais cette hypothèse n'est pas nécessaire pour la conclusion à laquelle nous voulons arriver. Si le plan @ coupe la ligne c/ à la distance d au lieu de d^ les K correspondant à
cette nouvelle position seront égaux à -= au lieu de -y ; les deux A' seront
donc proportionnels aux premiers A, c'est-à-dire qu'ils seront modifiés
d dans le rapport -r . Le plan projetant de R' ne sera par suite pas modifié.
d et R' sera devenu aussi R -s . Nous aurons donc comme précédemment :
R'rf'=:Rrf=3î.
La force R étant complètement déterminée par les intersections des parallèles à d avec le plan ®, elle pourra de la même façon être composée avec la composante d'une autre force quelconque située dans le plan S.
Dans la géométrie descriptive, on donne souvent la direction d'un plan au moyen d'une perpendiculaire à ce plan. Cette perpendiculaire définit en effet complètement la direction du plan, puisque tous les plans perpendiculaires à une même droite sont parallèles entre eux, et que l'angle que deux plans font entre eux est égal à l'angle des deux normales à ces plans.
Suivant un usage analogue, nous définirons la positicm des plans projetants au moyen de leurs normales et d'un point de ces plans, par eiBmple le point fixe p.
Si maintenant nous donnons à ces normales des longueurs proportionnelles aux moments ^, en faisant partir toutes ces longueurs du point p pris pour origine, et qu'on les compose entre elles comme des forces agissant sur le point p, la résultante de ces deux moments sera normale au plan 91 et proportionnelle au moment 31, car le contour Sl^Sl,9l servant à composer les moments est semblable au contour CiCjR, quand le plan 6 est perpendiculaire à rf, comme le montre la
SW i;(lMPOS[TI0N DES KOnCES.
fig. 122. Par conséquent, si 91, el 91, sont perpendiculaires à G, elC,, M sera aussi perpendiculaire à U.
Nous possédons maintenant tous les éléments nécessaires pour composer avec le moment 91 le moment JH, de la composante C„ dans le plan ®, d'une 3* force A,. Nous n'avons pour cela qu'à mener, dans le faisceau p, la normale correspondante au plan projetant de A,, en lui donnant unelongueurproporlionnelleàSl,, el à ajouter cette longueur à 3t, c'està-dire à la somme 91, -f- 91,. En procédant ainsi, nous avons remplacé la composition des forces dans le plan S par une composition dans le faisceau p, et ce faisceau, par suite de la manière même dont il a été formé, jouitde propriétés réciproques par rapport au plan @- Ainsi Irois forces ou un pifis grand nombre, situées dans le plan 3 et se coupant ennn même point, correspondent à nn même nombre de rayons normaux aux plans projetant ces forces et situés dans un même plan; ce plan correspond au point d'intersection des forces. De mpme, différent* points du plan S situés en ligne droite correspondent à un même nombre de plans du faisceau, qui se coupent sur le rayon correspondant à la ligne droite sur laquelle sont situés les points.
Ainsi que nous l'avons déjà fait observer, cette composition des forces est complètement indépendante de la position du plan £, puisque, pour composer les moments, nous n'avons besoin d'autres données que la direction des plans projetants et la grandeur de ces moments. Cette ' composition s'applique donc aussi à des forces situées dans le plan à l'infini, car les moments par rapport à p ne sont, dans ce cas, pas autre chose que les composantes à l'infini obtenues en décomposant chaque force A en une force parallèle passant par p et en une autre force à l'infini.
Donc :
Si Ton veut composer des forces situées dans leplan à l'infini, ondéterminera le rayon normal à la résultante cherchée el dont la longueur représente le moment de cette résultante, en portant les moments des différentes forces sur tes rayons coi-respondants et composant les moments comme des forces ordinaires.
Ce que nous venons de dire montre comment on peut composer des forces à l'infini, opération que les indications du n* 54, p. 181, ne nous permettaient pas encore d'efl'ectuer.
PROPRIKTÉS PROJECTIVES D'UN SYSTÈME DE FORCES. 205
PROPRIÉTÉS PROJECTIVES d'uN SYSTÈME DE FORCES
Lorsqu'on a, par la méthode exposée dans les numéros précédents, réduit à deux forces R et S, qui ne se coupent pas, un système de forces dans l'espace, et qu'on prend un point a sur l'une de ces deux forces, S, par exemple, le plan correspondant à ce point sera nécessairement le plan projetant orR. Décomposons en effet les différentes forces A, aux points où elles rencontrent un plan arbitraire 91, suivant la direction du point a et suivant la direction de l'intersection des plans aA et 91, et opérons de même pour la résultante R. La composante de R, dans ce dernier cas, sera la résultante des composantes de toutes les forces données dans ce même plan. Cette composante sera donc projetée du pointa par le plan oR ou ®, et, d'autre part, toutes les forces passant par le point o, non compris la force S, seront en équilibre.
Inversement, si parla force R on mène le plan 91, le point p correspondant à ce plan sera le point de rencontre du plan et de la force S. Si, en effet, on décompose les différentes forces A dans leurs plans projetants, menés par un point arbitraire a pris sur la direction de S, en deux composantes dirigées, l'une suivant le point a, l'autre suivant l'intersection de ces plans avec 9î, la force S sera la résultante de toutes les composantes passant par a; cette résultante coupera donc toujours le plan 91 au point de rencontre de ce plan avec S. De là résulte que, lorsque, en choisissant le point p, on a déterminé le plan 91 qui doit projeter la force R ne passant pas par le point p, inversement à ce plan 91 correspond le môme point p, par lequel doit passer constamment la force S non contenue dans ce plan.
Donc :
Si, en choisissant une place fixe @, on détermine le point fixe a de ce plan par lequel doit passer la force S non située dans ce plan, inversement^ en prenant le point fixe a, on obtient le plan fixe S, qui projette la force R ne passant pas par ce point.
En raison de l'importance de ce théorème de réciprocité, nous le démontrerons directement d'une façon géométrique. La hauteur de la
force A par rapport à «f est - — • ; la hauteur de cette môme force par rapport
SI c au plan 91, mesurée normalement à ce plan, sera - — ^^ . 7; , en désignant
(pa) G
par e la longueur des perpendiculaires abaissées des extrémités des forces C sur le plan 9Î, longueur qui est la môme pour C, et pour G,.
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rf'
plan m est - — ; . Le produit cd étant constant pour les deux forces A,
{P«) et A,, les distances pa, et pa, seront en raison inverse des bauteurs des forces A par rapport au plan ^. Le point p ost donc situé sur la ligue d comme le point n est situé sur la ligne 6. Cela posé, dans le plan projejetant la force A , du point a, portons, sur une normale à 6, le moment S» de cette force par rapport au point <s. Il est facile de voir qiie la hauteur de l'estrémité de ce moment, par rapport au plan <£, est Égale à (ffA)H. Mais on a par construction (uA,) H, = (oAJ H,, c'est-à-dire que les hauteurs des moments SIo, et 3(ij, , par rapport au plan S, sont égales. Par conséquent, le plan projetant le moment résultant, plan qui doit projeter aussi la résultanle R, comme nous l'avons vu au numéro précédent, sera précisément le plan "S. Ce plan © correspond donc bien au point a.
Pour démontrer les diverses propositions qui précédent, nous avons choisi arbitrairement le point p et le plan ©. Mais, puisque le plan 5 est déterminé par le point a, nous pouvons aussi choisir arbitrairement les points p et a, et alors nous obtiendrons R en prenant l'intersectioii des deux plans R et @, qui correspondent respectivement i deux points p et <F de S. Inversement, nous pourrons nous donner arbitrairement les pians 91 et @ ; la force R coïncidera alors avec l'intersection do ces deux plans et la force S avec la ligne joignant les doux points p et o correspondant il ces deux plans.
Donc, SI un plan loume autour d'une droite R, le point cerrespondani à ce plan décrit la droite S correspondant A R.
Nous appellerons désormais droites correspondantes ou conjuguées, deux droites suivant lesquelles on peut appliquer des forces finies R et S, susceptibles d'équilibrer un système de forces donné, et nous appellerons groupe 1 ensemble de deux forces R et S.
Le faisceau de plans passant par R et la ponctuelle S sont évidemment des formes projectives; ce sont même des formes perspectives.
Si le système de forces donné consiste simplement dans les forces A, et A, {fig. 122), A, et A, pouvant d'ailleurs être les résultantes d'autres forces, il résulte des propositions précédentes que les directions des quatre forces A,, A,, RetS sont situées sur un même hyperboloïde , dont les droites 6 et rf sont des directrices. Quels que soient en effet les points p et o pris sur S, les plans qui projettent les trois autres forces A,, A, et R doivent se couper suivant une même droite, car autrement leurs moments ne pourraient pas se faire équilibre; de même, quels que soient les plans 9{ et @ menés par R, les points suivant lesquels ces plans
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coupent les trois autres forces doivent être en ligne droite, car sans cela les composantes de ces forces situées dans chacun de ces plans ne pourraient pas se faire équilibre.
Si Ton prend sur Thyperboloïde AiA,RS une génératrice quelconque P, la ligne correspondante Q sera aussi une génératrice du môme hyperbûlolde. Si, par une directrice 6, on mène un plan coupant deux lignes correspondantes A,A,, RS ou PQ, le point correspondant à ce plan décrira la même directrice by car au point q correspond le plan @, et au point k^h le plan A,6. De là résulte que toute directrice du système, c'est-à-dire toute droite qui rencontre deux directions correspondantes, se correspond à elle-même. Nous verrons plus tard que le système de forces donné ne peut être mis en équilibre suivant les directrices qu'au moyen de forces infinies. Les directrices du système de forces donné sont caractérisées par cette propriété que les moments du système par rapport à Tune quelconque d'entre elles est toujours nul; car, si cette directrice coupe l'une des deux forces auxquelles le système peut être réduit, elle coupera aussi l'autre; le moment de ces deux forces par rapporta la directrice est donc nul, et il en sera de même de celui dp système.
Le faisceau de plans @ passant par la directrice ^ étant projectif avec la ponctuelle formée par le point q qui décrit la même directrice, celle-ci sera aussi projective avec la ponctuelle obtenue par l'intersection de la force R projetée par le plan © avec d. Mais, comme, par le déplacement du plan S, la force R engendre l'hyperboloïde, dont b est aussi une section, il en résulte que les ponctuelles {b R) et a sont aussi projectives. Les forces R et S étant correspondantes , ces deux ponctuelles sont en involution.
Donc trois directrices quelconques du système déterminent un hyperboloide, qui est le lieu géométrique d^une série de groupes de deux forces correspondantes formant une involution.
Par conséquent» deux groupes de droites correspondantes qui doivent être situées sur un même hyperboloïde , suffisent pour déterminer le système, car ces droites déterminent l'hyperboloïde. et en outre, d'après le n* 40, p. 156, les rapports des quatre forces agissant suivant elles. Ordinairement on ne donne pas quatre lignes d'application des forces^ mais seulement deux avec la grandeur des forces R et S correspondantes, et il s'agit alors de déterminer la force Q correspondant à une autre force P.
Menons par la force P deux plans coupant les droites R et S et divisons les points d'intersection en raison inverse des hauteurs des forces R et S par rapport à ces deux plans. Nous obtiendrons ainsi deux points
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do la droite Q. On peul aussi prendre deux poinls sur P ot ci>mposer l^f moments îR et S des forces H et S par rapport h chacun des (ieux points ' fhoisis; on obtient ainsi deux plans qui contiendront In force y. Le ^ quatre lignes PQRS seront, par construction, situées sur un ni^nic hy — pcrbolotde. Nous verrons, h la fin de ce chapitre, comment ces opéra — lions peuvent être effectuées d'après les règles de la géométrie des — i-riptive.
Nous allons maintenant essayer de déterminer la position de Q sur Fis iM. l'hyperboloîde.SoientR'et S'Iesdi-
i-ectrices parallèles fi R et S et situées sur le mÈme hyperbuloîde; ces directrices devront Hre coupées par toutes les génératrices. Nous désignerons les points d'intersection lie IIPSQ avec R' paro-^-irox {fig. 123); et avec S' par pTi'cn'x', Les cùlés du coulonr fermé AJiKcnn.' sont respectivement parallèles aux directions des quatre forces, et, comme le contour est gauche, ces forces devront, d'après le n' W, p. 156, être proportionnelles aux longueurs de ces côtés. Noua aurons donc :
D'un autre côté, par suite de la projcctivité des ponctuelles v.-Ap'it', les formes «ox et x'p'n' sont semblables, et l'on a :
Ces relations permettent de déterminer très facilement la position d'une force Q par rapport à R' et S' au moyen des distances ox et x'p' des points d'intersection de Q avec R' et S' A R et S, quand la position des autres points d'intersection est donnée.
Ce qui pi'écède n'est, du reste, pas autre chose que la solution du problème de géométrie suivant : Déterminer, sur les ponctuelles projectives cr.n<r et p't'oc, les points x et x' de telle sorte que les longueurs des segments xit et t.\' soient dans le rapport de deux longueurs données Rets.
L'expression générale du double rapport ou du rapport anharmonique des quatre forces RPSQ peut aussi s'obtenir au moyen des segments in-
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lerceptés sur R' et S' par les frois premières forces seulement. On aura en effet :
(RPSQ) = (oc^ax) = (p'ic'c^'x ) = ^ =r t! ,
9X pic
OU bien :
Ces relations donnent le rapport anharmonique des quatre forces sur lliyperboloïde, quand on connaît le rapport des forces et les segments interceptés sur R' ou S par les trois droites RPS ou SQR.
R S Appelons 3 le volume du tétraèdre xicic'x', 3 '—r-, sera le volume du
tétraèdre obtenu enjoignant les extrémités des forces R et S portées sur
leurs lignes d'application, car les volumes de deux tétraèdres dont deux
arêtes opposées ont respectivement la même direction, sont entre eux
comme les produits des longueurs de ces arêtes. De même le volume du
P.Q tétraèdre déterminé parles deux forces P et Q sera 3* — r-r-.
Hit .XX
Les quatre rapports qui entrent dans les expressions de ces volumes étant égaux, les volumes des deux tétraèdres sont aussi égaux. De là le théorème suivant : Le volume du tétraèd7*e obtenu en joignant ftf exlrémita des deux forces d^un même groupe, auxquelles on peut réduire un système de forces donné, est constant. On peut regarder une directrice comme une ligne double d'une involution de droites situées sur un hyperboloïde, et il existe alors une seconde directrice qui forme avec la première et avec deux droites correspondantes quelconques un système harmonique (*). Si on rapproche de plus en plus de la première ligne double les droites R et S, leur distance normale A et l'angle t que ces directrices font entre elles deviennent de plus en plus petits, et enfin deviennent infiniment petits lorsque les deux droites arrivent à se confondre avec la directrice. Le volume du tétraèdre RS est 1/6 R.S.A sin t. Si A et T deviennent infiniment petits, il faudra, pour que le volume reste constant, que R et S deviennent infinis. Toute directrice qui ne coupe pas R et S peut être considérée comme une ligne double de celte espèce, car elle détermine dans ce cas, avec RS, un hyperboloïde. Donc les directrices du système sont des lignes doubles, pour lesquelles les deux forces du
(•) Les deux droites doivent appartenir au même système de généi-atrices de fbyperboloïde que les deux directrices.
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fftvupe auxquelles le système de fiirces donné peut être réduit cotiwtdenl et deviennent infinies.
Une ligno double n'équivauL cependant pas cumplèteuieiil, un point di! vue delà détertnination du système, <i deux droites coiTespoDdante& distinctes. Le système est bien déterminé par les directions de detis forces H et S et par une directrice L ne coupant pas celles-ci, car, sur riiyperboloïde RS.L, l'involution est complètement déterminée parle ((roupû R S et la ligne double L; mais elle ne le serait pas si on se donnait seulement deux lignes doubles L et M ne se coupant pas. Ilfaul, pour déterminer complètement le système réglé eu ijivolutiou, dont L et M sont des rayons directeurs, ou bien se donner un rayon H du système, ou bien trois directrices A, c. d coupant L et M.
Si on prend arbitrairement la première force R comme rayon de l'involution dont L et M sont de» lignes doubles, le rayon S correspondant h II sera tel que le groupe HS forme, avec les lignes doubles L et M, un système harmonique. L'involution L.M.ÏtS est maintenant complètement déterminée, et on n'aura qu'à construire un autre groupe quelconque pour déterminer le rapport des forces R et S.
Si deux forces R et S représentant le système sont données, et qu'on prenne une troisième force P, on verra Facilement si l'involution RS.PO possède ^s rayons doubles. Pour cela, menons par P un plan quelconque confiant R et S, et déterminons le centre des hauteurs de ces deux lon'os ;iu-dessus du plan, centre par lequel doit passer la torre Q. Si entre ce point et la droite P se trouve un des deux points de rencontre du plan avec les deux forces H et S, l'involution PQ.RS n'a pas de ligne double. On peut aussi, par un point quelconque de P, projeter les forces R et S. et déterminer le plan résultant des moments de H et de S; ce plan projettera 0 et passera par l'intersection des deuï premiers plans ; si ce plan est séparé de P par un seul des deux autres plans, l'involution PQ.RS n'a pas de ligne double.
Au lieu de déterminer un système de forces au moyen de deux forces R et S, donnons-nous les lignes d'application des forces de deux groupes RS et PO, et cherchons à déterminer la force U correspondant à une cinquième force T n'appartenant pas à la série RSPQ. Nous n'aurons qu'ù mener par T un plan quelconque coupant les quatre directions données; en joignant respectivement les points d'intersection de ce plan avec Q et S d'une part, et avec P et Q de l'autre, on aura deux droites qui devront se couper en un point de U. Ou bien, par un point quelconque de T, nous projetterons les quatre forces, et le plan déterminé par l'intersection des plans projetant RS et par celle des plans projetant PQ devra passer par U. 11 suffira, dans l'un et l'autre procédé, de deux '
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opérations semblables pour déterminer U. Tous les points et tous les plans ainsi déterminés devront être situés sur une même droite ou passer par nne même droite U, comme cela résulte d'ailleurs de ce que U et T sont des rayons conjugués du système réglé en involution BS.PQ.
Nous avons jusqu'ici implicitement supposé que la force P ne coupe aucune des forces R et § ; s'il n'en est pas ainsi, si, par exemple, P coupe la force R, nous joindrons le point d'intersection de P et R au point de rencontre de la force S avec le plan PR, et nous décomposerons R en deux composantes dirigées l'une suivant cette ligne, l'autre suivant la direction de P, ce qui détermine la grandeur de P. Il ne restera plus alors, pour obtenir Q, qu'à composer la 1'* composante avec la force S.
De là résulte que, si deux forces appartenant à deux groupes éqiiiva- Lents de deux forces se coupent, les deux autres forces devront aussi se couper. U en est de même, par conséquent , lorsque les deux forces R et S se confondent suivant une directrice ; donc, si une directrice coupe une force, elle coupera aussi sa correspondante.
Nous pouvons maintenant nous représenter la distribution des directrices dans l'espace. Tout plan de l'espace contient un faisceau de directrices, et ce faisceau a pour centre le point correspondant à ce plan ; inversement, tout point de l'espace est le centre d un faisceau ^e directrices situé dans le plan correspondant à ce point. Si un plan se déplace en tournant autour d'une droite, le faisceau correspondant de directrices se déplace perspectivement par rapport à la droite correspondante au faisceau de plans, et décrit par suite l'espace entier. Si un plan tourne uitour d'une directrice, le centre du faisceau se déplace sur cette même directrice.
Tout bypërboloïde sur lequd sont situés deux groupes de forces correspondantes est le lieu d'une série de directrices. Ces directrices remplissent, par suite, l'espace entier dans toutes les directions, et cependant toutes les droites de l'espace ne sont pas des directrices.
ET AVEC LES COURBES DE 3* DEGRÉ
Les propriétés projectîves du système de forces développées dans le luunéro précédent, propriétés qui sont indépendantes de toute mesure, sont connues dans la géométrie de position, où le système de forces est
i[2 l:0NPuslT[o^ iies forces.
Dommé syslème focal. Le point correspondant à un plan s'appelle foyer de re plan, et le plan correspondant à un point, pla» focal de ce poinl.
Cette question est traitée d'une fai;on compli^to dans les Beitràge de Staudl, p. 38 à 63 (•), et nous en avons i-eproduit dans le numéro précédent les parties los plus importantes pour notre étude, eu la considérant toujours au point de vue des forces, U nous suffira d'appeler ici lallention sur l'identité des deux systÈmes.
De mËnie qu'un système focal est déterminé par une courbe du 3' degré, un système de forces sera déterminé aussi par une semblable courbe, que l'an peut appeler par suite courbe directrice du système. La considéralion des relations entre le système de forces et ces courbes ne rend pas dans la pratique de bien ^ands services, parce que les résultantes dont on a besoin peuventiïlre construites directement avec autant de facilité qu'au moyen d'une courbe. En revanche, celle considération donne une dée très claire de la relation entre les points, les plans et les lignes correspondants, relation qui est tout à fait analogue à celle des pâles et des polaires dans le système polaire. Nous ne pouvons, par suite, nous dispenser de traiter la question à ce point de vue.
Un peut, dans un plan, mener par un point quelconque deux tangentes réelles ou imaginaires à une courbe du â' degré. La ligne qui joint les points de contact est la polaire du point. De même, par un point quelconque 'de l'espace, on peut mener trois plans osculateurs à une courbe du 3* degrf , deux de ces plans pouvant ôtrc imaginaires; le plan déterminé par les trois points d'osculalion est le plan focal du point, et il passe toujours par ce dernier. Inversement, tout plan coupe la courbe en trois points, dont deux peuvent être imaginaires. Les trois plans osculateurs des points d'intersection se coupent en un point qui est le foyer du plan (Staudt, p. 313). Le foyer d'un plan est son point d'osculalion.
Tous les rayons menés par ce foyer dans le plan focal correspondant sont des directrices; il en est de même, par conséquent, de tous les rayons menés par un point de In courbe dans le plan osculateur. Le plan osculaleur coupant la courbe en trois points, la tangente à la courbe, qui esl située par suile dans ce plan, est la seule directrice reliant deux points de la courbe; donc les droites qui joignent deux points de la courbe ne peuvent être des directrices que si elles sont tangentes à la courbe.
(') Le systôme focal rurrespoiiii A ce que Mobius, Staudt et les géomètres Hlleniaiids appellent Nulliy-ilnii. Les expresiiloiis foyer et pian focal sont celles aduptées p3i' ChuBlca et Manaheiin; elles paraissetit préférables aux exprcssiuDs Je if''U et plan polaire adoptées par Cremona, et qui pcuTeut donner lieu i des courusions avec les syatànies polaires oi'dinaires.
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A la droite qui joint deux points de la courbe correspond Tintersection des deux plans osculateurs ; cette intersection ne coupe pas la courbe, car autrement chaque plan osculateur aurait un point commun avec la courbe en dehors du point d'osculation. A un cône du 2* degré perspectif à la courbe du 3* degré correspond un faisceau, qui enveloppe une courbe du 2' degré située dans le plan osculateur de la courbe au sommet du cône.
A une droite, qui passe par un point de la courbe sans être située dans le plan osculateur, correspond une autre droite située dans le plan osculateur du point, mais ne passant pas par le point. Quand la première droite est située dans le plan osculateur, elle est une directrice et se correspond à elle-même.
On peut de différentes manières construire des surfaces réglées contenant la courbe directrice. Une surface satisfaisant à cette condition est déterminée par une droite passant par un point de la courbe (Staudt, n* 472); ou par une sécante (ligne joignant deux points réels ou imaginaires de la courbe) et un point arbitraire situé ni sur la courbe ni sur la sécante, et qui détermine une deuxième sécante (Staudt, n' 478) ; par conséquent aussi par deux sécantes (*). A chaque surface réglée, ainsi déterminée, correspond une autre surface réglée, à laquelle sont tangents tous les plans osculateurs de la courbe d'ordre. Parmi les sécantes de Tune de ces surfaces réglées et les intersections de deux plans de l'autre, il se trouve deux sécantes et deux intersections qui sont tangentes à la courbe, et ces quatre tangentes coïncident deux à deux. Les deux surfaces réglées ont, par suite, deux directrices communes. Comme ces directrices ne se coupent pas, les deux surfaces doivent se couper en outre suivant deux autres droites , et elles ont par conséquent en tout quatre droites communes, qui peuvent être imaginaires deux à deux. Il en résulte que ces deux surfaces réglées ne peuvent pas se couper suivant une courbe du 3* degré, et, par suite, qu'aucune des surfaces réglées dont les génératrices forment une involution, et qui déterminent le système de forces donné n' 61, p. 205, ne peut être perspective à une courbe de 3* degré déterminant le système. Sur chacune de ces surfaces réglées, on peut construire une infinité de courbes du 3* degré, mais aucune de ces courbes ne peut être une courbe directrice du système focal.
Après avoir vu comment le système focal peut être déterminé par une courbe du 3* degré dans l'espace, c'est-à-dire comment une telle courbe
(') Voir la note £.
peut être une courbe directrice du système de forces ou du système Toeal, iJ nous reste à montrer comment invci'senieDt, étant dnnaé un syslÈme de forcesnu us système focak, on peut construire une courbe directrice. Noos supposons d'abord le système donné, comme au n" 34, par une surface réglée dont les génératrices forment un syslèm'j eninvolulion représenté pat le groupe /)/!, -yy,. Nous pouvons choisir sur cette surface trois dii-eclrices iirbitraircs abr, qui doivent être tangentes à la courbe ; nous pouvons en oatre prendre arbitrairement les points de contact sur deux de ces tangentes, « et b par exemple. Soient A=fl/i et B^éy ces points. Alors a/*, et 6'/, sont les plans focaux A, B, de ces poinUs, et, par suite, les plan* osculateors de la courbe en ces points. D'après SUudt, n" 181, p. 311, les deui points docnntiict BC sur h et c sont divisés harmoiii(|uemenl par les plans ap et a/i, : nous obtiendrons par conséquent le rayon r, sur leqnel est situé le point de contact C de la directrice r. en déterminant 1b quatrième rayon barmoniquiï du t^roupe pqp,r. De môme les points de contact A et C sont divisés harmoniquenicnt par les plans % et A^, ; '■ est donc aussi le quatrième rayon harmonique du groupe qp'/,r, et, par suile, un rayon double de l'inyolution pq ■ p,i/, ■ r. L'autre rayon double j-, et le rayon r sont divisés harmoniquemenl par p et y; r, sera donc le quatrième harmonique du groupe qr/n-, , et, eomme les points de contact AB sont aussi divisés harmoniquemenl par les plans cr et cr, , cr, est le plan osculateur du point. 11 résulte en outre de ce que les rayons rr, apparliennenl réellemeiU !i rinvoiiition^/), -ijç^ , (}ue p^, ij, et !■, ^unt lus quatrièmes rayons harmoniques des [iroupes rpçp^ , pqrç^ et qipr,-
Chacun des trois cônes qui ont leurs sommets respectivement en A B G
et qui sont tan^nts aux plans A) p,be B] q,ca C) r,al'
projette la cotiibe directrice, qui est ainsi l'intersection de ces cônes pris deux à deux. Les génératrices de contact de ces cùnes avec les deux derniers plans tangents de chaque groupe sont respectivement. , . A) BG B) CA C) AB
63, coNSTHucTion m: la cochbk directrick t>'un système de forces
Nous avons essayé d'exécuter, sur la fig. I2i, les opérations que nous venons d'indiquer. Nous avons pris arbitrairement les trois directrices aie et les points de contact ABC de ces directrices avec la conrbe directrice. On peut aussi prendre arbitrairement deux rayons de la surface réglée
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en involution, par exemple les rayons p et q, qui passent par A et B. Le rayon r, qui passe par G, est alors déterminé ; il est tangent à Fhyperbole qui limite la projection de Thyperboloïde abcpq sur le plan de la figure.
Fig. iU.
On détermine, par cette même condition de tangence à Thyperbole jointe à la condition que rpqp^ , pqrq^ et qrpr^ forment des groupes harmoniques, les trois derniers rayons p^q^r^ , dont le tracé n'exige aucune explication spéciale.
Les trois plans focaux ou plans osculateurs des points ABC, c'est-à-dire les plans Aj = a/?, , Bj = àq^ , G, = cti, sont déterminés par leurs intersections respectives. La ligne AjB^ passe par les points aq^ et bp^j car ces points sont situés dans chacun des deux plans ; de même Bfi^ passe par les points àr^ et c^,,et GjA, par cp, et a7\. Les trois intersections se coupent au point d'intersection S des trois plans, qui est le foyer du plan ABC, et le centre de Tinvolution formée par les intersections de ce plan a?ec/)p, •^j', -rrj.
Afin de déterminer les deux cônes qui projettent la courbe directrice des points B et G, nous avons construit les sections de ces cônes par le plan A = ap. Le cône B est tangent au plan B, suivant la génératrice 6; le plan B, = bq^ coupe A=ap suivant la droite qui joint les points aq^ (Iq)) (*), car ces deux points sont situés dans les deux plans. Le rayon b coupe A en {bp) ; par suite, la section conique à construire est tangente à Bj en {bp). Le plan Ba coupe A suivant la ligne a et est tangent au
(*) NonB mettons «itre parenthèses les éléments qui sortent de la fignre.
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cône suivant la génératrice BA : donc la section de ce cône est tangente à la ligne a en A. Le plan Se, dans lequel se trouve aussi le rayon q, puisqu'il doit couper la directrice c, coupe A =; aj) suivant la droite jnignant les points cji^aq, et est tangent au cône suivant la génératrice BC; la section conique cherchée est, par suite, tangente à la droite (cp, aq] en son point d'intersection (U) avec BC. Ces trois tangentes et leurs points de contact sont plus que suflîsants pour construire la section conique cherchée, qui est l'hyperbole poinlillée sur la figure. Il est évidemment avantageux d'utiliser pour cette construction le faisceau U ayant son centre au point oii la droite joignant les sommets B et G des cdnes rencontre le plan A.
On obtient par un procédé analogue les éléments dont on a besoin pour construire la section du cône G par le plan K=ap. Cette section est tangente à la droite ar^, cp au point cp; à l'intersection {ar) {&p) du plan Ci avec A en son point d'intersection (U) avec BG; et enfin à la droite a en A. Au moyen de ces trois tangentes et de leurs points de contact, on pourra construire l'ellipse poinlillée de la fig. 124. 11 est utile, pour celte construction, d'utiliser les rayons du faisceau U sur lesquels on a déterminé des points de l'hyperbole.
En joignant les sommets B et C des deux cAnes à des points de l'ellipse et de l'hyperbole situés sur le m6me rayon du faisceau U, on obtient des génératrices des deux cAnes qui sont situées dans un même plan et <ioul l'intersection donne , par suite, un point de la courbe du 3' degré que l'on veut construire.
Le pointu est situé à la fois dansIeplanA=apet dans le plan ABC; par suite la droite poinlillée AU est l'intersection de ces deux plans ; le plan A^nj) étant tangent à l'hyperboloïdeen A, ladroite AU est tangente à ia sectinnderhyperboloïdeparleplanABC. Rappelons-nous maintenant que U est l'intersection des droites {aq. cp) et (ar, èp),d'où il suit,parunepermutation tournante des lettres, que l'intersection des droites (6r, aç) et (bp, cq] est située sur la droite AC et sur la tangente pointillée B, et enfln que l'intersection de {cp, br] et {eq, ar) est située sur AB et sur la tangente G. Ces trois points d'intersection sont situés sur une même ligne droite, qui est la polaire du point S par rapport à la section de l'hyperboloïde par le plan ABC. Au moyen de ces trois points, on obtient te triangle pointillé circonscrit à cette section, et, au moyen de ce triangle, on peut construire la section elle-même, qui est, dans le cas de la l\g. 121, une ellipse que nous avons figurée par un trait plein.
Pour construire la fig. 124, nous avons représenté par un trait plein fort toutes les génératrices de la partie antérieure de l'hyperboloïde audessus de l'ellipse, et nous avons supposé enlevée la partie antérieure au-
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dessous de cette même ellipse, en nous bornant à indiquer par des croix les points d'intersection des directrices et des rayons qui étaient nécessaires à la construction. Enfin nous avons indiqué par un trait pointillé les génératrices de la partie postérieure de l'hyperboloïde.
La courbe directrice du système focal rencontre le plan à Tinfini en trois points; elle est formée par suite de trois branches. Elle a en commun avec l'hyperboloïde les trois points doubles ABC, soit en tout six points. Gomme une courbe du 3* degré ne peut avoir plus de six points communs avec un hyperboloïde sans être située en entier sur cette surface, et que d'ailleurs la courbe cherchée est tangente aux directrices abc situées dans les plans osculateurs AjB,C,, il en résulte que cette courbe est située complètement à l'intérieur ou à l'extérieur de l'hyperboloïde. Dans le cas actuel, elle est située à l'intérieur. La courbe passe aussi par le second point de tangence de l'ellipse et de l'hyperbole, sections des cônes B et C par le plan A = ap, puisque ce point appartient à l'intersection des deux cônes. Ce point et le point double A ^ni les trois points d'intersection de la courbe et du plan k=^ap. Dans la projection représentée par la fig. 124, la courbe de l'espace se projette suivant une courbe plane du 3* degré ayant un point double en D. Cette courbe ayant, dans le cas actuel, trois asymptotes, n'a qu'un seul point d'inflection réel, situé au-dessus du point A.
Nous n'avons adopté aucune échelle pour construire la fig, 124. On ne pourrait évidemment opérer ainsi s'il s'agissait d'effectuer réellement la construction, et en outre il serait nécessaire de prendre deux plans de projection. En choisissant pour l'un de ces plans ABC et pour l'autre A =<!/>, les deux projections s'exécuteraient aussi facilement que la projection unique et abstraite de la fig. 124.
Gomme confirmation de ce que nous avons dit en commençant, nous ferons remarquer que la courbe directrice du système focal ne se présente jamais comme moyen de construction, mais comme le résultat final de constructions exécutées au moyen de la surface réglée en involution. On doit, par suite, considérer la courbe directrice simplement comme un mode de représentation des directrices correspondantes d'un système de forces, tandis que la surface réglée en involution est le mode principal de représentation du système focal et du système de forces.
La fig. 124 peut aussi servir à mettre en lumière le contenu des n" 483 à 487 de l'ouvrage de Staudt.
COMPOSITION* DES FOBCEft.
COHPOSITIOK ABALITIQUE DUS FORCES DANS l'bSPACE
La composition analytique îles Torces dans l'ûspace n'est iiu'une simple gén^fAli- Bation des formules de sommatioii établies an n° 47. Noue obtiendrons ces aonvéOes (Ormules en procédant eiactement comme an n* 67, p. 196. Prenons un point arbitraire (r'ï'ï'l) Ulff. 1») 8t no plan artitrwre F.n, lii. (5"i'C'f"); soient (i"'j"t"l) le point d'inter-
aection de la droite l et du plan, ot {î'iiX'tO le plan projetant cette droite parle point
1.3 droite m (|ui joint les deux points et rinteracction /• ries daui plans coupent la droite / an mâmâ point et aont sitoèes duia un même plan. Nous pouvons par auite dÉcomposer la forco A agissant suivant / en dcui composantes B et C auiyant les directions de m et n. Nous ferons ensuite, d'après les rè(>les déjà exposées, la somme <le toutes les forces B passant par la mâme point
(ar'y'î'l), et celle de toutes les forces C situées dans un m^me plan IV'r.'V'v"). Ces
opérations s'effectueront de la manière suiTante : Les coordonnées du point d' intersection j"»— ''^ '■* force A et celles du plan
projetant (',. .. rësulteut, eu adoptant les mâmea notations (pi'au n- 47. p. 166, dee
Pj = Uu'i, + ImiX. + ltix\ et j:", = Jj^î"* + /«.£''. + 'aiX"t. En multipliant par lea valeurs de E'' et x', nous obtenons les équations
- S'iE", = - {/.^'î + i,,j^; + i.^-i)r„
— x\x\ ^ — {WaX'i + h:-:\ + 'n.ï'Mi',. Les coordonnées linéaires des droites m et n seront
fn.i = £'ai — x"i£, ot n,» = X,^\ — E'aI",- Appelons maintenant b la constante
* = îVi + *"'-*''' + ^'^'' + E'-ix-t = V'i' + 1>' + t"ï' + 1. L'addition des quatre équations ci-dessus nous donne :
Il est bon de remarquer que les m, n et / ne sont pas du même degré, mais que lea deuï premières quantités ont en plus le facteur 6,
Si on projette les trois droites /, m et n, d'un même point {x"i^"i' 1), et qu'on forme les équations m'", n"\ V" des trois plans projetants, de la même manière que nous avons, au n° 47, p. 167, formé l'équation t au moyen de /.*, ces équations ne contiendront les quantités m,\, n.t et l,\. qu'au 1" degré, et par suite nous devrons avoir aussi pour ces équations la relation
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D'après le n* 47, p. 168, les trois forces ABC étant dans un même plan seront liées entre eUes par Téquation :
O --, \J ... A^ _aa
où e' et e' sont formés au moyen des coefficients m^i, w^» de la même manière que e au moyen de l^i.
Les quantités f", m'", n'" contenant les coordonnées Tariablcs «"'t, ces équations ne i)Ourront être simultanées que si Ton a :
Nous déterminerons maintenant la résultante de toutes les forces B passant par le point (x'y'z'l), d'après ce qui a été dit au n* 47, p. 168, en faisant la somme de toutes les équations des points d'intersection des lignes d'application m de ces forces avec le plan (V't)"('V'}, après avoir préalablement multiplié ces équations par leurs facteurs normaux. L'équation des points d'intersection est identique à celle de / multipliée par 6; elle sera par suite V7>, en désignant, comme nous l'ayons liait précédemment au n' 47, p. 167, l'équation du point d'intersection par V. Le
facteur normal est -,; par suite, l'équation a" du point d'intteection de la résul-
e tante avec le plan (Ç"V'C"y ") sera
Cette équation, qui correspond tout à fait à celle obtenue au n" 47, p. 168, est in- «lépendante des coordonnées du point {x'y'z'l)^ puisque le facteur b a disparu. Par suite, pour le même plan {V'Ti"^"v% on obtiendra toujours le même point a".
<»n obtient un résultat analogue en composant ensemble les composantes partielles C, qui agissent suivant les droites n et sont situées dans le même plan r;'T.';"f"j. Projetons-les par le point (.r'y'z'l); les équations des plans projetants seront celles des /' multipliées, comme celles des lignes d'action des forces, par le facteur b. L'équation du plan projetant la résultante sera, par suite, d'après le n* 47, p. 168 :
Ces équations sont indépendantes des coordonnées du plan {},"rî'XJ'v") ; on obtient donc le même plan projetant, quel que soit le plan choisi pour la décomposition «^es forces.
Les sommes «it, n" 47, p. 167, satisfaisaient à l'équation
01^014+ ûlsOiî +-«14/7,3=311 = 0.
n n'en est plus de même dans le cas actuel, parce que les aa et les hk ne sont pas formés au moyen des relations entre les coordonnées d'un même point ou d'un même plan et celles d'autres points ou plans quelconques, relations résultant de ce que nous supposions que les lignes d'action des forces étaient tontes situées dans un môme plan ou passaient par un même point. S'il arrivait que l'équation 9v = 0 fût satisfaite, les a,* seraient alors les coordonnées d'une droite, par laquelle tous les plans projetants a' passeraient, et sur laquelle tous les points de rencontre a" seraient ntoés; le système se réduirait dans ce cas à une force nnique agianint suivant cette droite.
2M r.OMWiSITlON IIES lOltCES.
Pour terminer, noua pépéterons les proposiiiona démontrées jusqu'à présent, qui s'appliquent d'une fnçou générale à l'espsce, et parmi lesquelles sont comprises ct-UeB'lu n°47, p. 16S.
Formons, nu moyen lies coordonnées /,t des droiiM suivunl lesquelles agissent les (iarces A, les facteurs
d&D9 lesquels les u représentent les cosinus des angles ronnés par les axes coordonnés. Le signe du rwlical doit être choisi de f«llo fa^on que {/,i\ + /i,i + /,,t) -
soit l'équation du point à l'infini vers lequel la force A est dirigéB. Formons ensuite, BU moyeu des f, les sommes
]..âs coordonnëoB du plan (i'nr.'n^'nf'M) qui projette, du point (x'yVl), l'une des deux forces nuxquelles ae réduit le aystème quand toutes les autres forcM postent par ce
ot l'équation du plan projetant e?t ;
a' = ^ f ^ = EW + H'-V + î'-ï + "'»•
Les coordonnées du point t.x"y"i"l), où le plan (5"i|"C"e") eat rencoolré par l'une des forces, l'autre force étant située dans ce plan, seront:
et ainsi de suite.
11 est très important, comme nous le verrons dans les numéros qui suivent, de bien montrer que les ,r"„ dépendent des i" de la m^me manière que les x' dépendent des Ç'h. Pour mettre plus clairement en évidence cette corrélation, nous mettrons les Xm sous la forme suivante :
iHï". + "ni" + ■,.!" + «,.>"=«»". + 2 »""' 7 - "■
ss +«.,r + ,..,."+.„r =s +2«' 7 = »-
Ces équations donnent pour les j^'»..., comme il est facile de s'en convaincre, les valeurs x'j/'i'l. quand on remplace i"y\'T,"v" par les valeurs ci-dessus de i,'-nX'v'.
STSTÈUE FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES
On voit par là qu^on ne peut pas prendre arbitrairement les i-n^v, mais qu'on doit les choisir de façon à satisfaire à la 4« équation, afin que la 4* coordonnée u soit égale à 1.
Si les coordonnées W%"v" d'un plan ne satisfaisaient pas à cette condition, il faudrait les transformer en les multipliant par le facteur
L*équation du point de rencontre est
Dans ces équations, les {iW^^t {x"y"z"l), P et a" ont la même signification qu'au n* Al, p. 166; ces quantités se déduisent du reste des Ai, de la même façon que les (^'.iVmC'mv'm), {x"my"mz"ml), tt', a" se déduisent des a,*.
Si donc on décompose, et qu'ensuite on réduise à 2 forces un système de forces donné au moyen dMn point et d'un plan, on peut énoncer de la manière suivante les équations ci- dessus :
Si on multiplie les coordonnées des lignes d'action dun système de forces par le facteur
normal correspondant —, ou bien —, lorsqu'il s'agit d'une force infiniment petite située à
rinfinij et qu'on foi^me les équations des plans pt^jetant ces lignes d'action d'un point fixe et les équations des points de rencojitre de ces lignes avec un plan fixCy les sommes de ces équations donneront^ d'une part, r équation du plan projetant l'une des deux résultantes du système y d'autre part, F équation du point d'intersection de F autre résultante avec le plan fixe.
Nous démontrerons plus loin, au n" 67, que, dans le cas d'une force infiniment petite située à Tinfini, dont le moment est ^, et pour laquelle, par suite o^^, «,4,
ouBte sont nuls, le facteur normal est •-- , oii
co,
Uz
/si
co,
/lî
SYSTÈME FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES
Les équations qui, dans le numéro précédent, expriment la manière dont les ?.n«;'«.i^«. dépendent des xyz% et les x"^y"my"ml desk'n'V'v" étant du 1" degré, chaque système de quatre équations représente un système géométrique réciproque, dans lequel à chaque point correspond un plan et inversement. Nous avons déjà fait observer dans les numéros précédents que les deux groupes de quatre équations n'expriment qu'un seul et même mode de dépendance.
Les relations, qui sont représentées par le premier groupe de ces équations, sont identiques avec celles que représente le deuxième groupe ; les deux systèmes forment donc un système unique mais réciproque, c'est-à-dire un système polaire.
En multipliant par x'y'z'l les équations Ç«VmCmt''mi ®^ remarquant que aik = — a*i, on a
SJtS coHPOsinoH Dbs FORGES.
Dooe ctuufae point du système est siiué dans le plan ijni lui correspond, et inveruement: pitr roos^Luent le Bystcms polaire est ua s'jstrme focal.
Les ilroites correspondantes Ruivant lestjuelles agiKSCDt les deux forces psr le»qaollee le syatâme donué peut dtre représenta ont une iaiportance spéciale. Si iiodr prenona deux points sur l'une des deni forcei coireepondMifes, les plans correspondant à ces pointa sont des plana projetant l'autre force; celle-ci sera, par suilc. déterminée par l'interseoUon des deux plana.
Aux coordonnées m,k, multipliées par un facteur arbitraire m de la ligne qui réunît tas deux points (l'y'*'!), (i''y''s'Tl, soit.
1 J:"iJ"à I I 'ME''-HunV' + o,î;''-(-arti'", «uV'-t- imI"-!- 0|,;"-)- rt„f'' ]
correspondent les coordonnées da l'intersaclion des doux pians [l'u'î'f'l et (£"i"ï"i'''). L'expression générale des coordounées linéaires de cette iotorsection sera
ou jrhi'A est une combiuuisou de la mémt^ classe des indices l£3-l. Nous aurons en dévoloppaut le dâteriuionnt
linM = |a..«,J«,.-f|a,,«,,l«„+|^,«..|n„-|-|«,,n,,U,.-|-lff,fl„|i.,,+ l04fl*ln,,
l".."!!! lOtl"!!! Un".;! .U.,aij| i"»!"»! WuOrtl
Si, dans le détermin&nt 1 "ii.">« I. oii p et '/ représentent deux quelconques dâ^ I <"i^», I indices 1 S 3 4, un des indices p, q, ou tous las deux, sont âgaux £i it et i'. le di^terininant se réduit A ti.iftn- Ce eus ec présente pour uinq dos déterminants ci-dessuis: mois, pour le sixième, les quatre indices ikp<i sont difTérants et sont par suite uii«> conibinBiïon do 1 23 4. Mais on a
Ortdpfl -|- Qifaip -t- rUfO^i = 'X,
I 'Hpaiï I Nous aurons donc
Nous désignerons l'expression entre parenthèses, formée symétriquement aii moyen de ii et ", sous le nom de moment Imioire, et nous la représenterons par Su.. Quant à )>, que nous pouvons choisir arbitrairement, nous le prendrons é^al à ^, et noua obtiendrons alors pour l'équation de condition entre les coordonnées de deux droite* correspondantes :
Multiplions les équations correspondantes aux six combinaisons des indices tk par les (1,1. complémentaires, ghik étant une combinaison de la même classe des indices 12 3 4, et ajoutons-les; nous obtiendrons :
Mais S» est est égal à aS ; on en conclut que Su. = Sa-, et l'équation ci-dessus entre les Hiiii et Tiii devient complètement symétrique, savoir :
(«il + n.i) 9i = o.»S— = onS...
SYSTÈME FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES
Cette équation exprime la propriété caractéristique du système polaire, consistant en ce que, dans ce système, toutes les lignes se correspondent mutuellement.
En multipliant cette équation comme précédemment par rrighy puis par ngh, et ajoutant, on a
(Smm 4" Smn) JC = S am
d'où résulte
S«Mn = Snn*
Par conséquent, si on a Smm = 0, on aura aussi Sun = 0. S«m = 0 représente la condition à laquelle les tmk doivent satisfaire pour représenter les coordonnées d'une ligne droite; Téquation générale ci- dessus donnera donc pour w,* les coordonnées d'une ligne droite, quand on prendra pour les nuk les coordonnées d'une droite. Si S»m et Snn sontuuls^ on aura aussi
Smn Jv — S am — S an — SamS
on.
Si pik et qik sont les coordonnées de deux autres droites conjuguées, qu'on multiplie les équations précédentes par pgh et les équations
{Pth + qik) 91 = SapÛii
F^i' '/«A, et qu'on additionne, on obtient
(1) (Smp "i" Snp) %J\ ^ SanSap
(2) (Snp -f- Onq) «^ ^^ ^apSait)
d'où l'on tire
(3) Smp = Snq* •
Smp = 0 représente la condition à laquelle les coordonnées des lignes m etp doivent satisfaire pour que ces lignes se coupent. Mais si Smp = 0, Sn^ sera aussi égal à léro; par conséquent, lorsque, dans un système focal, deux lignes se coupent, les deax lignes conjuguées de celles-ci se coupent aussi.
Nous appellerons directrices du système les lignes droites dont le moment linéaire est nul, et dont les coordonnées Ak satisfont par suite à la condition Sai = 0. Soient fii les coefficients de la ligne If conjuguée de l, nous aurons
et par conséquent la ligne /' coïncide avec /. Donc les directrices du système se correspondent à elles-mêmes.
En remplaçant dans l'équation (1) p par /, on a :
(Smi + S.w)9l = Sm.Sirt,
équation qui montre que toutes les droites, qui joignent entre eux des points appartenant à des droites correspondantes, sont des directrices, car si Sm< et Sn< sont nais, S«i sera aussi nul ; et que, quand une directrice est rencontrée par une droite, elle est aussi rencontrée par la droite correspondante, car quand Smi et Sai sont nuls, Si»i est aussi nul.
Ijd moment de deux droites représentant le système et rencontrant une directrice est nul par rapport à celle-ci ; d'oii Ton déduit pour les directrices la signification statique que le moment de rotation du système des forces par rapport à une directrice est aussi nul. Nous appellerons, pour ce motif, les directrices axes de rotation <lu système.
De plus, on en conclut que tout plan contient un faisceau de directrices, le ceAtro
i FORCES.
[1 en résulte aussi i|ue ilnui sur un hyperlioloï'le, oar toute droites, est uae directrice du
du TsiareAU étant le Ioy«v du plan, i l^roupes queleonques de droitos coDju;juées sont siti directrice de l'hyperboloïde, qui coupe trois da c< aystËme et coupe par consâquent aussi La quatrième.
Si l'une de deuï droites correspondantes dt'crit l'hyperboloïde, L'autre d^rit sur cette dernière surface une forma projectivo ; eL, comme les droites se correspondent mutuellement, l'enseiuble de toutes les droites correspondantes sur l'hyperboloïde forme un système en invulution. Nous allons, eu vue d'applications ultiirieures. chercher.l'ex pression unulytîciue de cette ir.volution.
Soient |/ij, lîO) o et 6 les dirocIriiicB do l'hyperboloïde, 1 et 2 deus lignes correspondantes, ainsi que "k et V.
mg. I«,
Cl\'/-'
Nous désignerons par >, el p, les équations dos points d'intersection de h avec 1 et t. et par a, et b, les équations des plans correspondant à tes poin ", sera le plan correspondant au point a,, et de mflme pour les autres.
A la droite qui réunit les deux pointa
j, — II,
orrespond l'int«rsectioD des deux plat
et Px = p,-;?,
Pour obtenir la valeur du paramètre V correspondant à X {'), r les points d'intersection a^ et px' <i^ directrices « et A avo< L'équation du premier de ces points sera
it par a,x le i-ésultat de la substitution des coordonnées du plat l'équation du point a,. Par suite, a.^ est la consUnte :
(•) Le pirjmèlre i, rt
COURBE DIRECTRICE DU SYSTÈME DE FORCES
En désignant de même par a\i la constante qae Ton obtient par la substitution des coordonnées du point i dans Téquation du plan k^ il en résulte que aiX = ^ft. Comme, par suite, Texpression ci-dessus de ol'\ se compose des équations des points 1 et 2 multipliées par des constantes, cette expression représente Téquation d*un point de la ligne de jonction. Comme, d^aiiieure, la substitution des coordonnées du plan 6^ satisfait à Téquation, puisque o^x^iX — ^ik^ik^^^ cette équation représente le point de rencontre de la ligne a avec le plan fr^. Il résulte de
que et aussi
«iX — *i 1 — ^*j î = «1 1 »
car les coordonnées du plan n'entrent qu'à la première puissance dans les expressions ci-dessus, et o^i est nul ainsi que aj,, puisque le plan Àj passe par le point «s et le plan 6« par le point a,.
L*équation «x* est donc :
— Aa{«a| — ajiO^zrO.
En la comparant avec «^» = a, — V04 = 0, il en résulte que
ou
et par suite aussi :
"11 + «jîXV = 0 «ii + aî2>^V = 0.
Telle est la relation cherchée entpe les rapports X et V des segments interceptés par les droites a^ et o^;. Cette relation représente une involution de rayons.
COURBE DIRECTRICE DU SYSTÈME DE FORCES
NoQs allons indiquer brièvement dans ce numéro, comme nous Tavons fait au n*62, p. 211, la relation entre la courbe gauche du 3* degré et le système focal. Noos commencerons par rechercher le système fbcal qui est représenté par une cubique donnée.
La forme la plus simple des équations représentant une cubique est la suivante :
X| — Xxj = 0, arg — Xtj =: 0, aPt — Vrj= 0.
Dans ces équations, Xj, %, ar,, x^ sont des coordonnées tétramétriques (voir la note B), •nii se déduisent des coordonnées cartésiennes par des substitutions linéaires; X ^ un paramètre variable. La cubique est ainsi engendrée par Tintersection de trois plans variables projectifs passant chacun par une droite fixe. La recherche ■les constantes, auxquelles les forces et les moments sont proportionnels, conduit à ^expressions très compliquées, des déterminants du 5« degré, quejions développerons dans le numéro suivant. La formation de ces constantes ne présente aucun
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iatér^t pratique dans te eas de coordonn^estétram^trlques; noue ne tarons par suite u><age de ces coordannées que quand il a'Sf^ra de déterminer la pONitloD des 411' iiients géométriiiues, et non la gnindour d6^ forces ngissantrar lus différonls poïoU ou lies moments agissant dans diiréreiits plans. I/équàtion du plan qui passe par les trois points V*:^ ^^t (') ■
X,1,V. - P>.\ + ^1^ + Wi^, + 0^1 + ^ + 'l'-'i- J'i ot les coordonaéos de co plan sont donniïos par les rapports :
Le point correspondant à ce plan {l',^iV,Vi,) est l'interjection des trois pUns osculateurs en Xl)>,V L'étiuation du plan oscillateur CD V, se dMuit de celle itu plan pa^aut par les trois points ^i^^ en faisant ).| := ^=:^ = ^,. Cette équattou
\fx, — n}xt + 3)wj — 1-4 = 0.
En substituant successivement à i-i \, ^. X,, on obtient les âquitloos des tmis plana dont l'intersection donne le point cherché. Soient jf,if^^\ les coordoiuii-es da œ point. La résolution des trois équations donne :
En comparant ces ordoun^es lea équation^de condition :
^1 + \ + >» ^1^ + \X, + ïq*-! 3X,Î,X,'
celle du plan correspondant I'i^'iE'j^'m
dans lesquelles les coefficients de tous les termes manquants sont nuls.
Si nous comparons maintenant ces coefficients avec cens du système focal, ii- 61, p. 220, nous voyons immédiatement qu'ils représentent aussi un système focal, car
nt des iqDitiani qnï ptécideal.
iDées du poiQl 1, sont I, X,, 1/, X», L'équationdu pUn |iui
y., il* 11»
>.i il' >.,"
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et
On a aussi, pour une droite quelconque mik :
Les droites correspondantes aux coefficients sont liées entre elles pkt là relation :
niik + «I* = ( w,j — - mnj aik = f «jj — ^ «isj «tk,
et les directricéâ doivent satisfaire à la condition /{t = ^j.
Nous allons vérifier, au moyen de ces équations, qu'à la droite qtfi Joint dê\ii pointa dé là coÙrbë correspond Tintersection des plans osculateurs eti ces détlx poiiits.
Si, dans les équations ci-dessus qui donnent x'^x'^e'^'^ en fonction de ^^^, kàttk (aisons \:=z\^=\, le point x\x'j^'^\ sera un point de la courbe. Nous trou- . Yons en opérant ainsi
1 "" "x, "" xî ~ x; •
Le poixit, dont les coordonnées sont lX|X;Xf , est donc un point de la cburti»e ; non^ aurons de fnéibe ùii second point l^XJX^.
t^Âr sùité^ potir obtenir les coordonnées de la droite qui joint ces ièkx points, noits ti*iUrôil^ yu*â (brtner les six déterminants :
I 1 \ x; Xî I
en prenant les colonnes deux à deux. La suppression du facteur commun X^-^X^ donne pour ces coordonnées :
1 \4-^ 1; 4- XjX, + X5 XjX, w\ + x^ xjxî*
Noos déterminons dé la inétiié manière les coordonnées dé rintérseciiôn Aéé deux pUns ôsculateûrs correspondants aiix deux points. Leé coordonnées Vf!ji*ji\ du plan Ôscolâteur ftU point Xi s'obtiennent en faisant X| = X, = Xg dans lés équations donnant les ccfordonnéès du plan X^X^)^, savoir :
x; — 3x; 3Xi —1*
Nèiis {(îttïiëtlflSË pitr suite les coordonnées linéaires n,k de TinterSëctid^ dés j^lànià 08ciilatéilh$ eii Xf et X^ ftu moyôri des six déterminants :
I X? — 3X; 3Xi — 1 I
en ayant soin dé prendre, pour former nu, les colonnes gh, les lettres ghik réprésentant, comme précédemment, une combinaison quelconque des indices 1^34. Si nous supprimons lé facteur commun 3(X| ~ X,)« ^ous obtenons :
-1 "" -X, -x, ~ - 3X,x, - - KV+>^i^+ V) =^WV-55 ^=^W*
Kotts fdyotiK pai' èrùitè (tué Séun = Snn = 0, et que mu et na àont bien léà cjj6r-
an i;OIIFOSlTI0N DES FORCliK.
ilonuéos lie deux iiRiies droites^ (jue
-1S.. = — !&,» = '»„- '»r„ = n„-^.in=i,i,~i(V + \^ H- V).
que, pour des mdices lA UIb que a,k = trairea. Nous voyona enfla i]nc, pour i' satisTont A l'équntion
m,, + ".. = P.,ï., - -A^' 1- >.,"'-i + Vil".'.
Par conséquenl les droitsa m et n, c'est-à-dire la droite qui joint deux points do la courbe et l'iatoraactioD des plans osculdteura de ces deux |«ints sont bien dee droites corras pondantes du syatâme foc&l-
Ed ruisaut X, = )4, laa di'Oitcs ni et n se confondent en une tangente à la courbe; les coordonnées de cette tangente ac déduisent des âquetîons de rn,t ou de celles de
Cotte tangente oat une directrice du ajatôme, parce que deux droites correspondantae se conroodcnt sur celte taogente.
Cherchons encore k position du point, du plan osculateur et de la tangente à. la courbe pour les valeurs particulières 0 et oo de \. Pour \ =0, les coordonnées du point correspondant delà courbe (j'iTi-t'it'O sont (I OOOi^par suite, à celle valeur de \ correspond le sommet 1 da tétraèdre formé par les quatre plans x,x,x,ii, c'est -&-dire le sommet opponê à la Tace ,c,. Les coordennt'es du plan osculateur (ï'iE'i^'i^'i) ^it (0001): ce sont les coordonnées du plan 4 qui passe par 1»( sommets 1E3 du tétraèdre. Les coordonnées de la tangeole sont toutes égales à 0 sauf i!,, = l. Si on se reporte A ce qui a été dit au q° 47. p. 166 et 167, oo voit iiueces coordonnées représentent la droite qui joint les points 12, ou, ce qui revient au mémo, l'intersection des plans 3 ^. Donc, eu résumé, à la valeur i, = 0 correspond le sommet du tétraèdre des quatre plans coordonnés, et eu ce point la courbe est tangente à la droite qui Joint les sommets 1 S et a pour plan osculateur le plan 123. On reconnaît de la même manière qu'à la valeur \ =; oo correspond le commet 4, oii la courbe est tangeote à la droite 4 3 et a pour plan osculateur le plan 4 3 3. A la droite qui joint les points 1 4 correspond l'intersection des deux plana oscuiateurs 1 23 et 432 ou la droite 23; les droites 14 et 2 3 sont donc des directions correspondantes du système de forces représenté par la courbe. Les deux arêtes 1 3 et 2 4 du tétraèdre, dont nous n'avons pas parlé jusqu'à présent, sont des directrices.
Un système focal et la courbe du 3' degré qui le représente ne déterminent pas complètement le tétraèdre des coordonnées, et il y a une inilnité de tétraèdres satisl'aisant aux conditions que nous venons de trouver. Inversement, un tétraèdre donné ne détermine ni le aysléma focal ni la courbe du 3' degré qui représente ce système. En efTet, au point de vue statique, on peut faire varier le rapport des forces agissant suivant les arêtes 1 4, 2 3, et par suite le nombre des systèmes focaux possibles ponr un tétraèdre donné est infini. Au point de vue analytique, la courbe du 3* degré et le système focal correspondant varient quand on muItJpHe les expressions j',z,j'iXt par des constantes. Enfin, au point de vue graphique, deux points, ainsi que les plans osculateurs et les tangentes en ces points, ne suffisent pas pour déter^ miner une courbe gauche du 3* degré ; on peut encore faire passer la courbe par un point arbitraire, pourvu que ce point ne soit situé dans aucun des deux plans osculateurs.
Pour terminer, nous montrerons encore comment une courbe du 3' degré peut être déterminée par un système focal. Il est clair que nous obtiendrons cette courbe au moyen d'une transformation linéaire du système focal qui supprime dans le dé-
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terminant 91* la diagonale descendante, c'est-à-dire qui donne à ce déteiminant la forme trouvée p. 230. Soient :
les équations, ramenées à la forme normale, des plans du nouveau tétraèdre coordonné. Si ces équations n'étaient pas sous la forme normale, il faudrait multiplier
les ^ par -- , ta' étant le sinus de Tangle solide et E* le déterminant
1 wj <«>, p,,
Wj 1 O), prt co, w, 1 pa
P.1 P.Î Pa 0
Comme nous ne nous occupons, dans ce numéro, que de la position des éléments conjugués, nous pouvons laisser de côté ces coefficients et nous poserons :
et
et posons :
Substituons ces valeurs dans Tune des équations générales du système focal :
dk = o^iPh + û^Ph + flaPw + «rtPw Le résultat de la substitution sera :
MoUiplions maintenant chacune des équations obtenues en faisant successivement 1=1,2,3,4, par p^^ et ajoutons ; nous obtenons, en supprimant le facteur commun :rj^ du déterminant de substitution :
B = Pki^ti + p4^i2 + Pw^ks + Pjk4*k4
^*« = cuhi + Cj,P„ 4- ^siPu + <^4.Pu
= «u(P*lPn— PàsPil) + «l8(P»lPiî— pMpii) + Ûl4(PklP,4— PwP«)
+ ûîsCPïîPa — PmPa^ + ai4(PwPi* — hfiit) + Û8v(?*8pi4 — PuPis- Sous cette forme, on voit immédiatement que
^, = 0 et /,*=— <*t.
Le système est donc encore, après le changement de coordonnées, un système réciiMXXiae, car ce changement ne pouvait pas modifier la nature de la réciprocité. En outre, les déterminants mineurs mis entre parenthèses dans Texpression de ikt ne sont pas autre chose que les coordonnées linéaires de Tintersection des plans t'A, on de la droite qui joint les points gh.
Donc : Les éléments Uk du système focal transformé sont^ en tenant compte des signes, les moments linéaires Sa(gh) de Varéte t'A du nouveau tétraèdre coordonné.
Le déterminant T des éléments t est égal â RB* ou à
ou
^îl 's s ^»4
/si hi ^ U\ la Ui
ûl 2 «1 8 «1 4 «il «Î8 <'«4
Pli Plt Pi 8 Pi 4
Ptl Pjl Pj8 Pî4
Psi P82 Ps8 P84
ainsi que cela résulte du mode de substitution.
Nous pouvons msinteDaat tronver racilement la canâitipn pty^f^ que fit =S<i{f k) =0 i 'l'apres le n* 65, p. 223, Pm-éte gh ilu titrafidre coordonné rto\t être une dirtctriçt.
Par conséquent, si la transformation des coordonnÉes doit être telle que la dUf[onale dasceudaute <Iu déterminant T soit supprimée, les nrëtes 12, 1 3, 2 4. 34 du tétraèdre doiTent étie des directrices. Les arfites H et Ï3 Haut alors des droites correspondantes, ce qui coocorde avec lo résultat déjà obtenu p. 2SK. On ohtieniîrs donc la forme simple du système focal en prenant les sommets da tétraèdre coordonné sur deux droites co()JuKu4es-
Maie ces quatre sommets ne déterminent pas encore le syatéms Tocal, c&r od peut là modineren multipltnnt les coordonnées des arêtes pnr des facteurs arbitraires. Pour que le sj-stème tmnsfofaié soit congrueot avec le premier, il faut que las coordonnées des ar-Hes «oient obtenues au moyen des p ramenés à )a forme normale et des nn.
fil. FnnpEs cdSJiifiCÈiis
Après HTOir étudié la position de deux droites conjuguées, suivant les direclioas desquelles Baissent des forées, et au moyen desquelles le système de force<; donni' peut être représenta, il nous reste il déterminer In grandeur de ces forces.
Soient M et N les forcer agissant suivant les droites conjuguées m et n- Soient TU et " les facteurs normaux formés au moyen dus ma et ni* comme '■ a été form^ !iu moyen de /, ii" S4. p. ï?0. La somme ries deux forces devijiit être égale & celle lies dilïérenteB forces du système, nous aurons :
En comparant cette équation avec celle de la page 2H, savoir
fm,t -t- ft.,)9t = .i;tS.„ — a.iS,,. ,
on voit que ces deux équations ne peuvent exister, quels que soient mit et n,%. que M N 3i ÎR
Ces équations permettent de calculer facilement la grandeur d'une force, étant données les coordonnées de la droite suivant laquelle cette força agit.
Pour les directrices, on aSsi = 0, et par suite la force qui agîtsuivantane directrice est infinie. Nous pouvons arriver au même résultat par un autre moyen, en déterminant le volume (S, du tétraèdre formé enjoignant les extrémités de deux forces conjuguées, ces forces étant portées à une échelle quelconque sur la direction des droites. Soient i,. yi, n, 1 les coordonnées des sommets de ce tétraèdre (t = 1, i, 3. 4), et u' le sinns de l'angle solide formé p^ les axes des coordonnée.".
Si les points I ^t 2 sont situés sur la force M et les points 3
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faudm que
et
Xf — Xi _ .Vg — 1/^ __ gg— Zj __ M
IW
^4 — ^s y» — ys _ ^4 — ^8 _ ^
Substituons ces valeurs des différences des coordonnées dans Texpression du volume du tétraèdre, et remarquons que les déterminants mineurs formés au moyen des colonnes ik des éléments '
X, yi Zj \
et
ar, ifi 2, J
^ont égaux à ma et riik ; nous obtiendrons :
61? = — . — . SmnCo'.
Or — . ^ est égal à ^7-, et S«„ à ZZl, n» 65, p. 22îî; psr suite :
'am
Donc : ie produit de la constante 91 du système focal par le sinus de r angle solide est égal n six fois le volume du tétraèdre obtenu en joignant les extrémités de deux forces rmjuguées.
Appelons 8 l'angle que les deux forces font entre elles, et h leur plus courte distance ; nous aurons :
eS = 9îco' = AMN sin 5.
Enfin, en appelant 9Î le moment de la force N par rapport à un point de H et |a Tangic que la direction de M fait avec le plan de ce moment, nous aurons une troi- Mème expression du volume du tétraèdre, savoir :
6© = M9Î sin Ht = 9îaï'.
Cette formule est encore applicable lorsque Tune des deux forces est une force à l'infini, et montre que, dans ce cas, la base du tétraèdre est remplacée par la surface représentative du moment.
Si les deux forces conjuguées M et N coïncident suivant une directrice, /* et sin 6 deviennent nuls, et il faut dans ce cas que les deux forces soient infinies pour que le produit AMN sin Ô conserve une valeur finie. On doit par suite considérer la force agifv«ant suivant une directrice comme formée de deux forces infinies. Si, au lieu du produit MN, on suppose h sin S infini, c'est-à-dire h infini, puisque sin 9 est toujours <1, Tune des deux forces M et N doit être une force infiniment petite située à l'infini.
Si lefe deux forces étaient des forces à l'infini, 91 serait nul, et le système se réduirait à une force unique à l'infini résultant de la composition des deux forças agissant dans le plan à l'infini.
Puisque nous nous occupons ici de l'intensité des forces, nous allons indiquer encore la signification des équations fondamentales du n'» 65, p. 2?0, signification que nous connaissons déjà d'après ce qui a été dit au n" 60, p. 201- Imaginons q||e la force A ait son ongine au point {x''y''z") (fig. 125, p. 218); les coordonnées de l'extrémité de cette force seront :
S' DES FORCES
Substiluana ces coordonnées dans réi|uattOD du plan (£"ti"C"v") qui peut être mise
sous In Toriue
Î'V - -r-l + W(y - V") + 5"(ï -;:") = t. puisque ue plan contient le point {j^y';"). Nous ohWiioos ;
c'eat-à-dire k hauteur, mesurée suivant une certaine direction, la même peur toutes les forces, de la foroe A par rapport au plan tV'n"^''''")- l^ur avoir la hauteur suivant une normale, il faudrait multiplier cette expression par le facteur nonual — . La Talenr de — Si tirée do la 4- équation de la page SÏO, n* 65, o'eat-ii-dire
SOUB cette forme, oa voit immédiatement (|uc (j;''..^''»:"»!) saut les coonlonuées du centre d'un Hystème de forces parallèles ayant respectivement dea Lntoasités proportionnelles aux hauteui-s de ces forces par rapport au plau.
Cette propriété t^uhaiste quand le système de forces donna a été réduit à deut forces M et N formant un système équivalent, c'est-à-dire que :
Lr foyer iTim plan rsl situé sur la droite qui joint In paintis rl'inlnsecliBn de i-e phn tt des droites m et n, de telle façon qiK sa distnnce à ces mêmes points soil en raison inverse des hauteurs des detix forces par rapport au plan.
Passons maintenant à la composition des moments. Désignons, comme nous l'avons fait, p. £18, par i'g = layi. + ln^if, -\- li.ix'k, les coordonnées du plan qui projette la <lirection / d'une force A du point (x'ij'i'l), <>),iii^ les cosinus des angles des axes coordonnés, et
U, 1 Cd, Jl'
un Dictenr, que nous appellerons le facteur normal des moments (voir n° 64, p. Sil] ; - sera la longueur de la perpendiculaire abaissée du point (x'g'i'li sur la droite /, et
le moment do la force A par rapport à ce même point. SubsUtuons, dans tes équations ï'„, = y ï, — dun°64, p. ?ïû, à — sa valeur—; nous aurons, pour les coordonnées ilu plan pj'Ojctant la résultante :
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Cette équation est complètement indépendante de la grandeur de la force et des coordonnées de sa ligne d^action ; elle ne contient que le moment des différentes forces et les coordonnées du plan suivant lequel agit ce moment.
Supposons le système réduit à une force N passant par le point (a/y'z'l), et à une autre force M; la somme des moments se réduit au moment de cette dernière force, et nous avons :
l'fni = i'mt—, ou 9jC = Em.
Donc : Si on fait le produit des coordonnées des plans projetant d*un point fixe les différentes forces et des moments préalablement divisés par leur facteur normal, la somme de ces produits dorme les coordonnées du plan qui, de ce même point , projette la résultante ne passant pas par ce point. Le moment de cette résultante est le facteur normal formé au moyen de ces coordonnées»
Nous supposons, dans cet énoncé, que les coordonnées {V y\ ^' v') satisfont à Téquation de condition
indiquée au n» 64, p. 221. S'il n'en était pas ainsi, il faudrait multiplier f^liaque Ç, et par suite E, par le facteur — 31 : (a^ 5i ' + fl* f vj' + a^^^'). Si doue y,;' ti' Ç' v') désignent les coordonnées quelconques d'un plan, nous aurons pour Texpression du cHrré du moment agissant dans ce plan et pris par rapport au foyer :
1 CD, Ci>2 ^'
tOj 1 Ct>i Yj'
Quant à la hauteur de l'autre force N par rapport à ce plan, c'est-à-dire N sin v, elle s'obtient au moyen de Téquation de la page 231 qui donne :
N sin V = ia^^l' -f- a,,iy\' + 043;') g; = ^« sin «4.^,
en désignant par v et a^,^' les angles que la droite n et une droite dirigée vers le point à l'infini (a4ia4,a480) forment avec le plan {IWv')*
Au n*> 64, nous avons déterminé la position des points et des plans correspondants, mais sans nous occuper de la grandeur des résultantes passant par les points ou situées dans les plans considérés. Nous pouvons maintenant déterminer la gi*andenr de ces résultantes.
Nous supposons que les coordonnées ^"... du plan choisi satisfont à la condition
gi + fl4^^"-f-fl4,Ti"+a4,j;"=o,
et qu'on détermine les ^'... et les x",.. par les équations du n" 64. En substituant ces ▼aleurs dans
w,t= I X-- X'\ on obtient :
mi, + «,t = a,„{xr + y V + zV + v") = ai^b. La comparaison de cette équation avec
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manque plus maintenant, pour déterminer ^ pt N, que les deux fni'- , n. Si, dans râipresaïon ili! 'im on raït t' — 4, on a :
't lo racteiii: normal
1 peut dtro mis ro
. '^.. S/ + '',iE" + , 1». SR:' + «.,!'■ +
"lit" + "..H" + ".jt" + "■;'
I& forma Bnivante :
Dua c«tto expression lii.uii sontleï coefficients dea éléments dusin Hiilide, i^K'mentx dont la position est indiquée par les indices correapo. Ijb fauteur normal h peut de mâme ne mettre sous la forme :
Dans ces deux déterminants, la deroieri! ligan SBt Igalo h la dernière colonue.
Portons mainteDBQt, comme au n° GO, p. HïA, i partir d'un point quelconque, ]Mir exemple de l'origine dee coordonnées, des forces proportionnelles aux moments 9t et dirigées normslempnt aux plans {iW''')- Les coordonnées d'un point ciuëlonnque de la ligne d'action d'une de ces furces Reronl
«=1,, î' + <ù|ii|'4-u,,î:'.
/, = M.,S'-t-l„V + "„;', <■ = .«,, t' + w^Ti'+l,,;',
isdu déterminant représentant le sinus u' de il ^^\
Le facteur normal des nbr est
Les composantes du moment ?l s sont donntes par les éijuatioos :
t la direction des trois nst
COMPOSITION DES FORCES DANS L'ESPACB AD MOYEN DU PLAN A L'INFINI
Il résulte de ces équations que, lorsquon fait in somme des forces menées normalement aux plans projetants, c'est-à-dire lorsquon les compose comme des forces formant UH faisceau, la résultante S est aussi normale au plan ( U^imCm^m).
1^ grandeur (le la résultante est donnée par
w'S = iù' \/x« -f Y* -f Z« + i YZcoj -f 2ZXtù^ + gXYco, = w' Em , on
La résultante est donc égale au moment de la force M qui ne passe pas par le point {l'y'!!).
En ce qui concerne la direction de la force S sur la normale au plan et le si^e
correspondant de -, il convient do remarquer que S doit être porté du côté du plan
tj
projetant qui correspond à un sens de rotation détorminé du moment, et que, si
Ton déplace le plan du moment parallèlement à lui-m^me suivant la direction de S,
le sens de ce mouvement suivant chacun des axes coordonnés détermine le si^ne de
¥^ , ^T ce •
¥j tj ta
Pour terminer ces développements généraux, nous ajouterons quelques observations au sujet du système de coordonnées adopté. Les formules auxquelles nous sommes parvenus justifient le choix d*axes obliques; aucune formule n'est en effet devenue plus compliquée, et les fonctions des angles des axes, y compris le sinus de l'angle solide, ne sont intervenues que dans les expressions d^s facteurs normaux. En serait--il de même si nous avions adopté des coordonnées tétram étriqués? Sans aucun doute; mai;*, dans ce cas, les expressions des facteurs normaux seraient beaucoup plus compliquées, ainsi que nous Tavons fait remarquer au commencement du numéro précédent. L'addition des forces a pour base une opératiop consistant à mener une parallèle à une force donnée par l'extrémité d'un polygone des forces. Pour exécuter cette opération au moyen de coordonnées tétramétriques, il faudrait introduire dans toutes les formules les coordonnées du plan à Tinfini, qui ne sont plus 00 01. et les expressions des facteurs normaux contiendraient ainsi uji bien plus grand nombre de termes; aussi, nous croyons inutile de les développer ici. D^Ds le numéro précédent, nous avons montré que, dans tous les cas où il s'ainssait seulement de déterminer la position des forces et des éléments conjugués, on pouvajt sans difficulté passer d'un système à l'autre. Quant à la réduction d'vm système de forces à une force unique et à un moment, on peut la déduire des formules précédentes en prenant pour le plan (Ç"ti"C1) le plan à l'infini. Nous examiaeroDS ce cas dans le prochain numéro.
68. COMPOSITION DES FORCES DANS l'ESPACE AU MOYEN DU PLAN A l'iNFINI
Si J'en choisit, pour décomposer les difTérentes forces suivant le procédé indiqué daps les numéros précédents, un point situé à distance ^nie^ et comme p|an, le plan à Tinfini, on obtient, pour les composantes d'une force qiielcoqque du système, la force olle-môme transpprtée parallèlement à sa direction de façon qu'elle passe par le point, et un montent qui est égal au moment dp la force par rapport i. ce point. La déterini-
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nation de la résultante des forces qui passent par le point choisi n'est autre chose que la composition des forces données, comme si elles agissaient toutes au mCme point. Soit M cette résultante ; elle reste constante
en grandeur et en direction, quelle que soit la position du point choisi: elle passe donc toujours parle même point du plan à l'infini, propriélé qui n'est d'ailleurs que rc.\lension au plan à l'inllni de la propriété générale démontrée an n' 60, p. 204. Nous avons aussi démontré, dans le mônie numéro, que la hauteur de la résultante qui passe par le point, par rapport au plan choisi, est indépendante de la position du point; il cette propriété correspond, dans le cas actuel, la constance de l'intensité de la résultante M, car le plan Si l'inflni doit être regardé comme perpendiculaire à tous les rayons d'une gerbe.
Quant t la détermination du plan correspondant au point choisi, plan dont l'intersection avec le plan h l'infini donne la ligne d'application de la force à l'infini, elle se fera comme dans le cas général : on composera mts comme au n' 60, p. 204, et le moment résultant 3Î sera la B de la force à l'infini.
En comparant les opérations indiquées ici avec celles qui correspondent à la décomposition générale du n° 60, p. 201, on voit qu'on est dispensé d'effectuer la décomposition de la force A, fig. 122, p. 202, en deux composantes B et C, car la composante B, qui passe par le point choisi, est égale à A ; en outre, on ne peut se passer des moments pour la détermination du plan R. Comme d'ailleurs les droites, points et plans correspondants sont plus faciles à déterminer, quand on a une force à distance finie M et une force à l'infini 9J, que quand on a deux forces à distance finie M et N, il convient de se servir du plan à l'infini pour la composition des forces dans l'espace. Nous indiquerons dans un des nu-
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méros suivants les moyens pratiques d'effectuer cette composition ; nous rechercherons auparavant comment se comportent, dans ce cas, les propriétés projectives.
Soient M la force à distance finie et ^l la force à Tinfini, auxquelles on a réduit un système de forces donné, en décomposant chaque force suivant deux directions dont Tune passe par un point fixe à distance finie, et dont l'autre est située dans le plan à Tinfini. Il s'agit de déterminer le plan correspondant à un point quelconque x.
Soit 9? le plan de projection de la force à l'infini 91; la droite /, qui joint le point x au point d'intersection de ce plan et de la force M, est une directrice du système; elle est, par suite, située dans le plan cherché. Il ne reste plus dès lors, pour obtenir ce plan, qu'à composer les deux moments 91 et X M en partant de l'intersection / de leurs plans respectifs. Nous réduisons les deux moments à la même base, en prenant comme bras de levier commun la distance */j du point x au point de rencontre Mîî. Nous portons, pour cela, la force M sur sa direction à partir de ce point, et la perpendiculaire H abaissée de l'extrémité de M sur /, est la longueur représentative du moment de M. Nous réduisons aussi le moment 9t à la même base /, , de telle sorte que /jRj = 9t, et alors R, est la longueur représentative de ce moment. Cela fait, nous composons ensemble H et Rj, en portant R, à partir de l'extrémité de H dans le plan 3f parallèle à 91, perpendiculairement à /j. Le plan cherché QQ' passe par l'extrémité de R^. L'intersection de ce plan QQ' avec le plan 9Î' est parallèle à /, , puisque les plans 9t et 9i' sont parallèles ; par suite, cette intersection est normale à Rj et tangente au cercle décrit du point M91' comme centre avec Rj pour rayon. Le plan QQ' est dès lors tangent au cône qui a son sommet à l'origine de M et pour base le cercle 9Î'.
Uéquation /jR| = 9Î est indépendante de la direction des lignes l^ et Rj dans les plans 91 et 91'. Par suite, le cône que nous venons d'indiquer sera le môme pour tous les points du plan 91 situés à la même distance du point M9Î. Nous pouvons donc dire d'une façon générale :
Si^ par les extrémités de la force M et par la force à V infini^ on mène les plans 91 et 9i', et que, de ces extî'émités comme centres, on décrive y dans les deux plans, deux cercles ayant respectivement pour rayons les longueu7*s 1^ et Rj, qui mesurées, Vune à Céchelle des longueurs, Vautre à Véchelle des forces, donnent un produit égal au moment ^ de la force à F infini; que Ton considère Vun quelconque des deux cercles comme la base d'un cône ayant pour sommet le centre de t autre cercle, le plan correspondant à chaque point de ce dernier cercle est un plan tangent au cône passant par ce point, et inversement.
Le choix à faire entre les deux plans tangents que donne la construc-
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tion, ail les di-Ux pdlnls du <!erdo ti&n« la conslrucliou inverse, ilnit étVÉ tel que le aeas de H, vers /, soil le «enti dé U rotation dU mortietit 'ii, connue on l'u indiqué suc la figure.
Les relations réciproques que nous venons d'exposer doDnent une idée très elaire des points et plans correspondants. Considérons, par esemple, les points et plans correspondants situés sur oU passant jiiar une directrice l. Au point M3t de I correspond le plan ^ ; si le point x s'éloigne du point M3Î sur la directrice I, le plan QQ' se rapproche de M, et, lorsque le point x est à l'infini sur la directrice /, le plan correspondantesl /M. Comme la ponctuelle x et le faisceau de plan^ QQ' sont des formes projectives, toutes les ponctuelles obtenues en coupant le faisceau 00' par une droite quelconque seront aussi projectives à x. Si en parliculltf on coupe le faisceEiu par une droite située dans le plan 9!' et passant par l'ejctrcmité de M, chaque extrémité de M correspondra au point & l'infini do l'autre ponctuelle, et les produits des scf^ltiÈtits correspondants seront conslunls. Soit par suite {fîg. Iâ7) r: un autre point de la directrice /, tl f [, /, les seglTiËnts interceptés par les plans wP et kQ correspondants aut p6ints n et x, sur tine directrice qoolronqne tracée dans le plan 9t'. On aura : ', f , = ',f,. Soit )> l'angle formé par les deux directrices I ail; noua aurons :
H, = f, sin 1 et, comme H, l, = ifi, /,f,sinX = /,/,sini=9t.
Il convient d'observer que, dans les produits entrant daris ces éqdations, l'une des longueurs doit Être raesUrée ii l'échelte des lignes, l'autre à l'échelle des forces.
Les droites P et Q, qui joignent les points xx', itir', sont des droites torrespondanles du système donné, car si au point x correspond le plan xQ, qui intercepte sur / le segment f ,, ûa point x' correspond de la même manière le plan x'Q, qui intercepte sur / le segment /,. Si don6 on a déterminé le plan QQ' correspondant à nn point x d'une droite P, ce qui revient à construire l'intersection fc'V dé ce plan avec SR', on obtiendra un point it' de la droite Q correspondante de P, en menant dans le plan 'Jî, par le point PSÎ' = x', la directrice x'u', qui coupe le plan QQ' en On point de Q- On obtient un second point ic ati moyeh de la proportioniiahlé des segments de / et f .
Nous avons démontré d'une manîÈi-e générale, au n" 61, p. 207, que deux groupes quelconques de deux droites correspondantes sont sitnés sur un hyperbolo'ide. Dans le cas actuel, l'une des quatre droites s'éloîgnant à 1 inQni, l' hyperbolo'ide devient un parabolo'ide. Cela résulte aussi immédiatement de ce que nous venons de démontrer, car deux droites
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correspondantes déterminant sur les directrices / et /' des segments proportionnels, engendrent un paraboloïde, et à chaque génératrice de cette surface correspond une autre génératrice. On peut aussi déduire facilement des équations écrites ci -dessus la position respective des génératrices conjuguées. On déduit, en e£fet, de ces équations :
* * /j sinX /, sinX
Les rapports y-, y- étant constants, les produits /, /^ seront aussi
constants, et par suite les génératrices conjuguées déterminent sur chaque directrice du paraboloïde une involution dont le centre est sur.
Les points d'intersection des trois lignes MPQ avec le plan à Tinfliii sont situés sur une même génératrice et par suite sont en ligne droite. Si dotic, par un point, on mène des parallèles à ces trois droites, elles seront dans Un môme plan, et on pourra décomposer la foi-ce M suivant les deux autres directions. Nous avons effectué cette décomposition au point X et obtenu les deux composantes P et Q' ; puis nous avons ramené la composante Q en Q' au moyen d'une parallèle à /.
Pour obtenir le volume 6 du tétraèdre formé sur P et Q, nous n'avons
qu'à multiplier par les rapports — , et — ; le volume du tétraèdre dont
les sommets sont les points xx' rie'. Soit [i l'angle formé par la résultante M avec le plan 91 ; nous aurons :
et
d'oft
Té t. [/f] = ^ (/j + /,) (/', + /',) sin X .M sin (i
XX' l\ + l\ ' IITC' XX'' /', + /', "" /j + //
6 = ^ /, /*, sin X . M sin |a = - M9Î sin (i. 6 b
On voit que le volume du tétraèdre est équivalent à celui d'une pytamide ayant pour base la surface représentative du moment de la forcé à l'infini, et pour hauteur la hauteur de la force finie par rapport au planât.
t DES FonCES,
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Nous avons démontré au a' 61 , p. â09, que, pour uu système de forces donné, le volume du tétraèdre construit sur un système quelconque de deux forces équivalent au système donné est constant. Or M est constant que) que soit le point choisi, pourvu qu'on prenne comme plan le plan h l'inflni, et par conscquent 91 sin [i est aussi cunstant. La force à l'inGnî sera donc minima pour sin n ;= I ou }i.= 90'. A ce cas particulier correspond une position unique C de la résultante M, et celte ligne C est appelée ttxe reiilrat du système. D'après ce qui a été dit précédemment, il est facile de construire l'axe central, car il suflîl de chercher le point pour lequel le plan correspondant est perpendiculaire à M. Menons, par l'extrémité supérieure de M, un plan perpendiculaire à M ; le point cherché doit se trouver sur l'intersection m de ce plan et du plan 31 (fig. t27}. Appelons m, la distance de ce point h M mesurée sur la ligne m; nous aurons:
parce que -; — est le rayon du cône 91' auquel le plan est tangent.
Il ne peut y avoir aucun doute sur lo sens suivant lequel m, doit être porté si l'on a soin d'opérer comme nous l'avons indiqué. On voit d'ailleurs immédiatement sur la ligure que m, doit être porté en haut, car, en se hornant aux rotations plus petites que 90', le plan 9J doit, pour devenir normal h M, tourner en sens opposé au sens de la dotation qui rapproche ce plan de QQ'. Par suite m, doit être porté dans un sens opposé à /,. L'extrémité de w, détermine la position de l'axe central C.
Laxe central est rencontré par toutes les lignes de plus courte distance des directiotis de deux forces conjuguces. Supposons, en effet, l'axe central G construit; la ligne de plus courte distance entre une force P et cet axe C est une directrice, car elle rencontre C et elle est située dans un plan normal à C. l'ar suite, cette plus courte distance rencontre aussi la direction de la force Q conjuguée de P, et elle est perpendiculaire à un plan parallèle à ce plan. La ligne de plus courte distance entre P et C est donc aussi la ligne de plus courte distance entre P et Q, et, comme il n'y a qu'une seule ligne de plus courte distance entre deux droites, il en résulte que toutes les lignes de plus courte distance rencontrent l'axe central.
Cette propriété permet de déterminer facilement l'axe central au
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moyen d'un système de deux forces, car on obtiendra un point de cet axe en partageant la plus courte distance entre les directions des deux forces en raison inverse des hauteurs de ces deux forces par rapport à un plan perpendiculaire à la directrice de Taxe central. La même construction peut d'ailleurs s'appliquer en prenant, au lieu de la plus courte distance, la ligne qui joint les points de rencontre des deux forces avec un plan quelconque perpendiculaire à Taxe central.
Nous avons vu précédemment que les deux forces d'un même groupe peuvent être déplacées parallèlement à l'axe central sans cesser d'être conjuguées. Supposons que nous ayons ainsi déplacé tous les groupes possibles de systèmes équivalents de deux forces, de façon que leurs lignes de plus courte distance soient situées dans un même plan, nous aurons un moyen commode d'étudier toutes les positions possibles des éléments conjugués. Nous utiliserons pour cela la fig, J27, p. 236, en supposant que M soit normal au plan 91, et que / soit la plus courte dislance des directions conjuguées P et Q, c'est-à-dire que / soit perpendiculaire à un plan parallèle aux droites PMQ, par exemple PM'Q'. Nous aurons à faire en même temps H = M. Gela posé, désignons par x^ l'angle que le plan QQ' fait avec M; nous aurons MtgXj = Rj. Si nous posons 5ï=Mc, c représentant une longueur constante, que l'on peut regarder comme l'unité du système, et si nous nous rappelons d'ailleurs que S=/,R,, nous pourrons établir, entre la position d'un point x situé à une distance l^ de l'axe central et la position du plan correspondant qui fait un angle x, avec l'axe, la relation simple
Pour /j = 0, on a X, = 90% c'est-à-dire que, pour tous les points de l'axe central, le plan correspondant passe par la force à l'infini. Pour /,=x, on a X, =0, c'est-à-dire que, pour tous les points de la force à l'infini, le plan correspondant passe par Taxe central. Enfin, pour /, =c, X, =45% c'est-à-dire qu'aux points situés à une distance c de l'axe central correspondent des plans inclinés à 45** sur l'axe. L'équation précédente détermine complètement la position respective des éléments correspondants, puisque le plan correspondant à un point passe par la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe central, et qu'inversement le point correspondant à un plan est situé sur la perpendiculaire à Taxe central menée dans ce plan par l'intersection du plan et de l'axe.
Si l'on connaît les plus courtes distances l^ et /,, par rapport à l'axe central, de deux directions conjuguées, ainsi que les deux angles x, et X,, la position de ces directions [conjuguées relativement à l'axe central sera complètement déterminée, car chacune d'elles est située dans un
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plan perpendiculaire k la direclion commune do /, ot l,, et Tait avec l'axe l'HDglâ s, ou l'angle x,. Si nou^i écrivous l'équation /, tgx, =c sous la forme
',lg«, = ',tgx„
/, et /, représenterant, dans cetlo équation, les plus courtes distances à l'axe central de deux droite» conjugiiées (ce& plus courtes distances sont sur une même ligne droite), et »t,, x, représentent les angles que ces droites font avec l'axe. Nous avons ludique «es angles sar la fig. 137 ; mais il faut toujours supposer que, sur cette Qgure, le plan 9t est perpendiculaire à M, au lieu d'être oblique. Deux droites conjuguées quelconques restent conjuguées si on les lait tourner autour de l'axe, et, dans cette rotation, elles engendrent deux hyperboluSdes de révolution. Doux hyperboloïdes conjugués ne peuvent jamais avoir aucun point réel commua, à moins qu'on n'ait /, ^ l^. Si en effet on coupe deux hyperboloîdes par un plan passant par l'axe central, on obtient deux hyperboles dont les asymptotes font avec M l'angle x, pour l'hyperbole dont l'axe réel est /, , et l'angle x, pour l'hyperbole dont l'axe réel est (,. Or, s! ou suppose, par exemple, /, <f,. on aura aussi x, <x,, et par suite l'hyperbole /, enveloppe complètement l'hyperbole /, sans avoir aucun point commun avec celle-ci.
Deux hyperboloîde.s conjugués n'ayant aucun point commun, il en résulte que ces surfaces ne contiennent aucune directrice du système rie forces donné.
Si Ij ^/,,on aura aussi x,=x, et les deux hyperbololdes conjugués se confondent. Dans ce cas, les génératrices rectilignes de l'un des systèmes de cet hyperboloîde unique sont toutes des directrices; les génératrices de l'autre système sont conjuguées deux à deux, et leurs points de rencontre avec le cercle de gorge forment une involution dont le centre est le centre de l'hyperbololde. Cet hyperboloîde est un de ceux queaoua avons considérés au n' 61, p. 206.
Si l'on a i, =3 j, = c on aura x, = x, = 45*, et l'hyperbole génératrice de l'hyperboloiidg est équilatère.
il résulte de ce qui précède que, parmi tous les hyperbololdes en nombre infini, correspondant à une même valeur de /,, c'est-à-dire nyant le même cercle de gorge, il n'y en a qu'un seul qui contienne des directrices. Cet hyperboloîde est son propre conjugué.
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70. RELATIONS ANALYTIQUBS ENTRE LA FORCE A l'iNFINI ET LA FORGE HNIB CORRESPONDANTE.
Si Tune des deux forces conjuguées est à Pinfini, Tautre doit passer par le foyer f^kift^iO^^O du plan à l'infini. Les coordonnées de cette force seront par suite ^ki^ki^ki'^it"hi^9i'> 6^ ^^ ^ pourront être pris arbitrairement, pourvu qu'ils satisfassent à réquation de condition
qui exprime que ces coordonnées sont celles d'une droite. Ofl en dMttit» oomnie an d* 05, p. S88 :
Smm « Sa* = OnOf* + Of^kt + «IfÛl» = SU*
et Ton a d'une &çon générale :
mi» -f n<» = a».
Les coordonnées de la droite n conjuguée de m sont par suite :
et
et
Pour déterminer la grandeur des forces M et N, on a :
w = ea, «=aO
c est-à-dire M = e» et N = 0, comme On pouvait le prévoif .
Pour tous les plans qui passent par la droite à Tinfini n, on a, diaprés le n* 47, p. 165 :
V = ihz, Ta' = wsi, f = nj,.
En substituant ces valeurs dans l'équation du n" 67, p. 232, on ob^iéni :
d'oïl
1 oïj coj njs co, 1 coj n,i
COj Ci>| 1 Tiff 'lis ''Si "IS
Enfin la hauteur de la force M par rapport au plan 91 est :
Msin|i=— -,
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la déduit, puisque M =
irrÎTo au même résultat en formant, par an procédé puremeat géométrique. B âe l'angle que la druile a Tait avec le plan n. Pour obtenir les coordonnées e contrul, écrivons :
^, + Un"l)-
,<fl, + n,
Il suffit, pour que les n soient tes coordonnées d'une droite perpendieulsiro 1 l'axe qui passe par le point à l'inllni inOtiOnO, que ces coordonnées soient proportionnelles aux quantités entre parenthèses: le facteur dlts'o est ■ëcessaire pour que l'on ait :
De ces espr«Bsione, on déduit facilemant les coordonnées de l'&xe contrai, savoir :
En substituant dans 91* les valeurs de n ci-dessus, on a : W'_^ 1 s» _ ^'"'
d'où on déduit sin )j. =: 1 , ce qui vérille la perpendicularité de l'axe central sur le plan corresponSant 'Sî.
Les autres propriétés, que noua avons démontrées géométriquement dans les deux numéros précédent)!, peuvent se démontrer très tellement par l'analyse au moyen d'une transformation de coordonnées. Prenons pour origine des nouveaux axes le point [xi!/it,u,], et faisons passer ces axes respectivement par les points à l'infini 6n*iiinO, ctjCuCnO, 04,01,0^0, c'est-à-dire prenons pour axe des ;' la droite désiijnée jusqu'à présent par m.
Nous aurons alors :
i = ^j:' + -y y- Jr — '.'-V '^, j, = .^ a* + ^ V' + ^ i' -I- Kl.
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0 = e + iî- e' -f -^ V + — i;'
eafib
CdSe €afib Cb^e
CaSe €alSh ^b^e
o=«+-2-r + -ïi-v + -^i:' +
etee
ea^bCc
Dana ces équations, les e représentent, comme précédemment, les coefficients normaux des coordonnées, qui sont désignées par leurs indices, et, dans les deux déterminants de substitution ci-dessous
Pi Pi Ps P*
^41 ^4î ^ki
û*1 Û4î «4ÎI X, Vi Zi 1
Yi Yî Y$ Y4
nous considérons les éléments du second comme les coefficients des éléments du premier.
Après la substitution, nous pouvons disposer d*un u et d'un v, mais toutefois pas d*une manière complètement arbitraire, car il faut, dans le cas actuel, que le
produit fftti\ n* 67, soit égal au produit correspondant formé au moyen des nouvelles coordonnées. Ce produit représente en effet six fois le volume constant du tétraèdre formé au moyen de deux forces correspondantes; c*est un invariant.
Désignons par Uk, comme au n* 66, p. 229, les nouveaux coefficients que Ton déduit d*un coefficient au moyen des atk et des éléments du déterminant de gauche À l'exception des e. Nous obtiendrons, en procédant comme dans ce numéro :
^1 î — S«m — JC, ^28 — Sa*» ^si ^I4 = 'l4 = 0, /j4=84.
'OCJ
On a /,4 = /24 = 0, parce que nous avons fait passer Taxe des z' par le foyer a^i a^%a^%0 du plan à Tinfini, et que les droites à Tinâni ab et bc sont ainsi devenues des directrices.
Si de plus nous prenons les axes des x' et des y\ ou les points (b^ib^^b^^O) et (^4i^4t<^480), dans le plan 7i conjugué à (^iVi^tl), les équations
^l«18 + *»îWa, + *4S«18 = 0, <^4l'*«8+C4in3, + C4,7li, = 0
seront satisfaites, et les axes des x* et des y' seront aussi des directrices. Nous aurons donc aussi :
Sa* =^ Ooé ^^ 0.
Les équations du nouveau système focal sont par suite :
fUe'bCe
'Steaebee fSte'bee
ea
ej,"
eàCc
ûtetec
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La racine 9t' dM uouveaut dâtermin&DU de ce« caeiBcienls et le s nouvel angle solide sout :
d'où on âëdult, ce que l'on savait ilAj.'ï :
M en résulte auasi <]ue les coeffleienta du q'E") et :', dans eea équations, lont égaux a — . Mais ea est, comme noua l'avons vu, p. £43, la réaultante a^^asant suivant l'axa <)es c, réaultante que noua dâdigueroDu dorâoaTaot [>ar K, au lieu de M. Les éqnstionB ae réduisent alors aux suivantes :
i' = %', n' = — Itr', On tire des deux dernières équations :
c'aet-à'dire que le plan correapoodact A un point J^.Vril coupe l'axe dea x point doat l'ordonnée eat égala à :,. On tire dot deux premières équations ;
c'est-à-dire que la ligne qui joint le point iiViS,! au point de rencontre du plan correspondant et de l'aie des i est parailMe à la trace de ce plan sur te plan des xy.
Si maintenant on pose s = — - = R, la perpendiculaire R, abaissée de l'origine
du plan sera :
o\ et 0] désignant le ainua et le cosinus de l'augle des axes des x et des y. Mais U distance du point & l'axe des £, mesurée parallèlement au plan dee xg, est :
On en déduit par suite, comme au n° 70, p. :
9t étant le moment agissant dans le plan t>/.
On détermine les coordonnées de deux forces conjuguées par un procédé analogue à celui du n" Sô, p. 233, en faisant
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et pour tous les autres indices (Uk = 0, au moyen de réquation
Sam Rmif m^^
d OÙ Ton déduit la relation simple
R*ni,=: ât'm^^, ou R*wu = 9i'n0^,
et pour tous les autres indices m,* =— nu .
Les droites suivant lesquellesi sont appliquées deux forces coi^uguéee quelconques n*ont donc, si Ton fait abstraction des signes, que deux coordonnées différentes. Si Ton £ait varier deux seulement des coordonnées d'une droite qui contiennent les quatre indices 12 3 4, le produit des deux nouvelles coordonnées est constant, puisqu'on doit avoir: mi^fn^k + ^^is'^'^s 'i~^i4''>s8 = 0* ^^^ ^ satisfont à cette condition, car on a ^j 2^34 = ^11317134. Si Ton projette la droite m du'sommet 3 du tétraèdre des plans coordonnés, c'est-à-dire du point à Tinâni de Taxe des z, réquation m^^x -{- m^if/ '\- mi^=:0 de la projection sur le plan xy ne contient, comme terme constant, qu'une seule des deux coordonnées variables. Par suite de cette variation, la projection de la droite sur le plan xy se déplace parallèlement à elle-même, et la distance de Porigine à cette projection est proportionnelle au tenue constant m^ , de l'équation. Enfin, si nous substituons, dans les équations du n* 54, p. 218, du point d'intersection de la droite avec un plan, les constantes 00(v, nous obtenons le point d'intersection de la droite avec un plan parallèle au plan xy, savoir:
u'x' = mi^^-\- m^Vj u'z' = ^541;, n'y' = was; -^m^i^v, u' = m^^l^.
u'x et n'y* ne contiennent aucun des coefficients variables; leur rapport ~ reste par
fruité constant, c'est-à-dire que les points d'intersection de la droite variable m avec un plan fixe parallèle au plan xy sont situés sur une droite fixe qui rencontre Taxe
de« s au point — ~. Donc : si on fait varier les coordonnées m^^et m^^ seules^ la droite
m décrit un paraboloïde dont l'axe des z et la droite (\ Vinfini du plan xy font partie» Cest le paraboloïde du n» 68, p. 238, car la droite n en fait aussi partie. Appelons m^ le radical
m, = v/'wSi -f fw«,8 -h 2iWsim3jO,.
La distance de la trace de la droite sur le plan xy à l'origine est /{ = — ; celle
de la trace correspondante «est /2= -2.. Or, comme m^ = 719, et que "iis^s* ®8t constant, on aura :
/j/g = i- = — i- s const.
Donc : les couples de droites correspondantes déterminent sur une génératrice du para- UfkUde une involttiion dont le centre est sur Caxe des « (n* 68, p. 239).
D'après ce que nous avons dit p. 230, on obtiendra la grandeur des forces qui agissent suivant deux droites conjuguées au moyen des équations
oïl m et » ont la signiûcation indiquée p. 230.
Pour détenniner l'axe central tlauB ce systàme, on a, d'aprte ca qui a. éti di
m,, = m|, — mn = 0, m,)=— -jr t^- ""#1 = -g" "i, >n,i = R.
Les trois derniâres CDordoniiéea eoat cailea d'un pUo (guelcoiique normal à l'axe central, ou, ae qui revient au inâme, les coordoonâas d'une droite conjuguée :
Enfin, en substituant cea valeurs dans l'expression de 'ilt*, p. 243, ou obtient le moment (i par rapport & l'axe central
Noua aTonB développé ici les formules convapoodantes à cellea des a" 67 et 6S, el toute* les propriétés, dont la démonstration ne résulte pas immédiatement de ce» formules, peuvent se démontrer làcilement, de sorte que nous n'avons pas besoin de nous arrêter plus lon^tËmpa sur ce sujet. Nous allons mninteuuut montrer comment on peut, dans la pratiijue, exécuter la composition des forces en employant les procédés de la géométrie descriptive.
COMPOSITION GRAPUIQUE JiKS FORCES DANS LESPACK
Nous avons vu, aux n" 61 et 68, que le procédé le plus commode pour délerminer le plan focal d'un point donné consiste à composer les moments des forces par rapport à ce point. Ce procédé revient à prendre le plan à l'infini pour exécuter la construction indiquée au n' 57, c'est-àdire à décomposer chaque force du système donné en une force de mtlnie grandeur et parallèle à elle-même passant par le point donné, et en une force à rinQni. En composant ensemble toutes les forces passant par le point donné, et en composant aussi toutes les forces à l'inllni, on arrive immédiatement au système de forces du n' 68 {fig. 127), p. 235, qui permet d'obtenir des points et des plans conjugués, et par suite des droites conjuguées, plus facilement qu'au moyen de deux forces finies.
Les forces finies s'ajoutent directement, et on n'a qu'à exécuter graphiquement, au moyen de deux plans de projection, les opérations que nous avons indiquées par une projection axonométrique sur la fiij. 96, p. 130.
D'après ce que nous avons démontré au n° 60, p. 204, les moments se composent comme des forces, en les représentant par des droites normales aux plans des moments el dont les longueurs sont proportionnelleï
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aux moments. En général, les diverses forces ou moments soot donnés parleurs projections sur deux plans rectangulaires. Dans ce cas, il n'est pis nécessaire, pour construire le polygone des moments, de rabattre les plans projetant cbacune des forces du point donné, et de transformer les surfaces représentatives des moments dans l'espace; il suffit d'opérer sur les projections de ces surfaces, ainsi que nous allons le faire voir.
Imaginons que nous fassions tourner, autour de sa trace OX sur le plan horizontal, le plan OA projetant une force A du point 0, et que ce plan entraîne avec lui sa normale représentant la force à l'infini que l'on obtient eu décomposant A en une force égale et parallèle passant par 0 et en une force à l'infini. Dans cette rotation, la force A décrira un cAne circulaire droit, et la normale un plan. Considérons diverses positions, A,, A,, A,, etc..., de la force A, et les positions correspondantes p,, ;>, , p, de la normale. La position A, correspond au moment oh le plan OA est horizontal. Dans une position quelconque A,, par exemple, l'angle que le plan OA, fait avec le plan de projection est égal à l'angle que la normale ;>, fait avec la verticale 01. Par suite, lu rapport de l'aire OA, à sa projection OP, sera le mAme que celui du rayon p, à ^ projection verticale A„ de sorte qu'il suffira pour obtenir A, de trans-
ormer l'aire OF,.
Il résulte en outre de la fig. 138 que le signe de la projection de la
surface du moment correspond au signe de h. Choisissons d'abord le sens positif de h de façon que, dans une position déterminée, p, par exemple, son signe soit le même que celui de la surface xorrespon-
iW cuMrijaiTFON i>es nmxs,
diinle A,, Lortiqiiu A, loume autour do l'axe OX. h conserve 1« mfiins sigtie jusqu'à la position verticale OA, du plan; dans cette position, fi, est horizontal, et F, et A, sont tous les deux égiiux à 0. Le plan continuiint son mouvement de rotation, la projection de la surface change do signe, et il en est de môme da k, qui devient négatif. Par suito, si la force A du système occupe la position A„ h cette position correspondra une diminution h^ de l'ordonnée du polygone dos moments. Enfin, si le plan OA tourne de it, l;i force A revient dans le plan homontal, et le rayon correspondant Oa est situé dans lo prolonfïement de 01 ; il lui est égal et de sens contraire.
Il résulte de Ifi que :
L'aire de la projerlion d'une mu'fat^e de mimienl eal jiropnrliunnelle à l'arcroistemenl cùrreapondani de Vordrmnée du puli/yime des momenls, et le »ign« de cvl avcromemeni cotTeipomi au signe de la projection.
NouK avons effectué, d'après les règles de la Géométrie descriptive, PI. Vil, les opérations indiquées, en les appliquant an cas de quatre forces et en utilisant la propriété que nous venons de démontrer.
Les quatre lorces sont données en grandeiu- et en direction par leurs projections homontale et verticale 1334. Nous décomposons chacune de ces forces en une force de même grandeur et de môme direction passant par le point 0, et en une force à l'infini. La résultante des premières composantes s'obtient au moyen du polygone des forces 0I234M, d'après les règles connues (voir n* 38, p. 150); cette résultante OM est dclerminée en grandeur et en direction par ses deux projections OM.
Les directions des composantes à l'inflni sont déterminées par des rayons normaux aux surfaces de moment, et qui sont par suite perpendiculaires aux parallèles aux plans de projection menées dans ces surfaces,
Pour obtenir la projection d'une horizontale de la surface 01, par exemple, dont nous avons figuré le contour complet sur les deux plans de projection, on n'a qu'à mener une horizontale «, dans le plan vertical, et à projeter sur le plan horizontal les points d'intersection de cette horizontale avec le contour de la surface de moment; on obtient ainsi la projection cherchée a de l'horizontale. On détermine de la même manière la projection verticale A, d'une parallèle au plan vertical menée dans la surface de moment.
Ces droites, qui sont parallèles aux traces de la surface de moment sur les plans de projection, sont indiquées, pour les différentes forces, par des lignes pointillées ainsi : — . Les différents côtés du polygone des moments étant perpendiculaires aux surfaces de moment correspondantes, leurs projections seront perpendiculaires aux traces de
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6as surfaces. Ainsi, dans chaque plan de projection, le c6té ... 3 ... du polygone des moments ûiâ34U est perpendiculaire sur la ligne pointiUée "^ ' — correspondante à la force 3.
L'accroissement de Tordonnée de ce polygone, c'est-à-dire de la hau^ teur des sommets par rapport à chaque plan de projection, est propor^ tionnel à Taire de la surface suivant laquelle se projette la surface de momeot correspondante. Nous réduisons, dans chaque plan de projec*tion, tous les moments à une môme base r, comme nous Tavons indiqué m n* 49, p. 173, en considérant le rayon correspondant à Tun des points d'intersection de chaque force 1, par ei^emple, avec le cercle comme base (ja triangle 01 ; Taire de la projection de la surface de moment sera représentée, dans le plan horizontal, par Tantiprojection A,, et, dans le plan vertical, par Tantiprojection k^ . Pour permettre de reconnaître le signe qu'il faut donner à chaque accroissement de Tordonnée, nous avons indiqué, d'une façon générale, au moyen de flèches, la corrélation entre les signes de ces accroissements et les signes des surfaces. Les flèches placées sur la circonférence des cercles correspondent aux sur* faces, et les flèches placées perpendiculairement à la ligne de terre correspondent aux accroissements des ordonnées.
Ces antiprojections nous donnent les accroissements des ordonnées du polygone des moments, savoir : A, pour le plan vertical, et k^ pour le pUn borixontal. Comme d'ailleurs les différents côtés du polygone sont
perpendiculaires aux lignes pointillées — correspondantes, les
lommets consécutifs du polygone sont complètement déterminés.
La construction devient peu exacte lorsque la surface de moment se rapproche d'un plan perpendiculaire à la ligne de terre. On n'a, dans ce cas, qu'à changer Tun des plans de projection. C'est ce que nous avons fait pour la force 2. Nous avons changé le plan vertical en prenant pour nouvelle ligne de terre la projection de l'horizontale a,. La nouvelle projection de la force 2 est 2,, et celle du pôle 0 est Oj. Nous avons ensuite réduit comme précédemment la surface de moment et obtenu, comme antiprojection de 2^, normalement à a,, la longueur ifc,, qui est égale à la longueur du côté 2 du polygone des moments, puisque ce côté est perpendiculaire à la ligne de terre a,.
Pour la détermination de la projection verticale, il suffit de déterminer l'accroissement de Tordonnée par la réduction de la surface de moment 02 dans le plan horizontal.
On obtient de la môme manière les difi'érents côtés du polygone des moments 01 334 U, et on détermine ainsi le rayon OU qui correspond en grandeur et en direction à la résultante de toutes les forces à l'infini.
Nous déterminons ainsi complètement un système de forces aiaaloguç
DES FORCES
à celui de la (ig. 127, p. 236; OM est en grandeur el en direction la résultante M; le plan mené par 0 normalement à OU est celui du moment 9Î. Nous n'avons pas figuré les traces de ce plan, parce que noua n'en ferons pas usage dans les constructions que nous aurons à effectuer; BQUS nous servirons constamment de la perpendiculaire OU.
Nous allons maintenant déterminer l'axe central C et le moment correspondant 6. Pour cela, nous décomposons la force à l'infini, qui correspond au rayon OU, en deux composantes situées dans le plan h. l'infini, dont l'une est perpendiculaire à OM, et dont l'autre est dans un même plan avec OM. La première composante est représentée par la perpendiculaire abaissée deU sur OM, et la seconde par la distance du pied de celte perpendiculaire au point 0. Pour déterminer le pied de la perpendiculaire, menons par U un plan perpendiculaire i!i OM ; une horizontale menée par U dans ce plan se projettera suivant les droites u et u,, dont la première est perpendiculaire à OM, Une parallèle au plan vertical menée dans ce même plan sera représentée par les droites v et v,, menées par un môme point de la droite uu^, et dont tr, est perpendiculaire à OM dans le plan vertical. Les intersections de ces deux droites (mu,) et (no,) par le plan vertical qui se projette en OM, sont les points diï'; la droite qui joint ces deux points est située à la fois dans le plan perpendiculaire à OM et dans le plan vertical projetant OM ; son intersection avec OM donnera par suite la projection verticale du pied de la perpendiculaire qu'il s'agit de déterminer. Gomme vérification, on peut déterminer d'une manière analogue la projection horizontale du même point.
Les distances U" et U' de ce point à 0 et U, distances qui sont perpendiculaires l'une à l'autre, correspondent aux moments des composantes de la résultante à l'infini. La composante correspondante à U" est perpendiculaire à OM; l'autre composante, correspondante à U', est située dans un mfime plan avec OM, parce que U' est perpendiculaire à OM, et nous pouvons par suite la composer avec la résultante OM. Pour déterminer la grandeur dans l'espace des distances U' el U", dont nous n'avons du reste pas besoin pour notre construction, nous ramenons la ligne OM parallèlement au plan vertical, nous déterminons les distances OU el UM, et, au moyen de ces longueurs, nous construisons le triangle OUM, dont U' est la hauteur, el U" un segment. Ces constructions n'ont besoin d'aucune explication spéciale.
En composant OM avec la force à l'inlini correspondante à U', OM se déplace en G d'une quantité telle que la surface de moment correspondante soit égale, en tenant compte du signe, au moment représenté par U'.
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Les perpendiculaires abaissées du point M, dans chaque plan de projection, sur les rayons passant par les points d'intersection de G et des cercles de réduction, doivent être égales à la différence des ordonnées des extrémités de U', ces ordonnées étant prises perpendiculairement au plan de projection considéré. Cette différence d'ordonnées est égale à h^ pour le plan horizontal et à k^ pour le plan vertical. Par suite, si du point M comme centre, on décrit, dans chaque plan de projection, un cercle ayant pour rayon A„=A„ dans le plan horizontal, et A'^=A^ dans le plan vertical, les rayons des cercles de réduction tangents à ces cercles détermineront les intersections de G avec les cercles de réduction.
On peut, comme vérification, rechercher si le plan OG est bien perpendiculaire sur U'.
La droite G ainsi déterminée est Taxe central. Nous avons indiqué par un trait de force un segment de G égal à la résultante des quatre forces 1234. Ces quatre forces se réduisent par suite à une force G et à un moment de rotation autour de cet axe, dont la grandeur est S = UV.
Il est très commode, pour les constructions que Ton peut avoir à exécuter sur ce système de forces, de se servir de parallèles au plan horizontal menées par le point 0. Aussi, nous allons déterminer le foyer de ce plan, et pour cela nous emploierons un procédé analogue à celui qui nous a servi à déterminer Taxe central. Nous décomposons le moment OU de la force à l'infini en deux autres moments, dont l'un est situé dans le plan horizontal passant par 0, et dont l'autre passe par le point à l'infini de M. La normale, qui représente le premier moment^ est la verticale passant par 0. Toutes les droites, menées perpendiculairement à OM par l'extrémité U du polygone des moments, sont situées dans le plan uv déjà construit. Le point d'intersection V de ce plan avec la verticale détermine par suite le sommet inconnu du contour OYU. Ge point est Tintersection de la droite dd" avec la verticale passant par 0, car, par construction, ces deux lignes sont situées dans le même plan.
La différence des ordonnées du côté VU est égale, en ayant égard au signe, àl'antiprojection de laforceMj, quand on réduit celle-ci à la baser; on utilisera cette différence pour déterminer la nouvelle position M, de M, comme on l'a fait pour G. Le foyer d'un plan horizontal quelconque sera à son intersection avec M,.
Sur la PI. Vil, nous avons marqué, par un trait de force, le segment de M| représentant la grandeur de la force, en portant ce segment à partir du plan horizontal mené par 0. Faisons passer un second plan horizontal par l'extrémité de ce segment. Les deux plans horizontaux et la ligne M] correspondent complètement aux deux plans parallèles et à la ligne H de la fig. 127, p. 236: Appliquons les constructions que nous
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avons indiquées, et déterminons le plan correspondant â tin point donné. Soit X CI! point, que nous prenons dans le plan horizontal supérii portons la résultante M à partir de ce point et en bas. Afin de pouvcir facilement mener des perpendiculaires à M,, perpendiculaires qui sonl parallèles au plan uv, nous changeons daplans de projection en pronani pour nouveau plan vertical le plan vertical passant par M, et pour plan horiîîontal le plan horizental passant par 0; M, se projette vertJcalenienl en M', et x en x,. Transformons maintenant, dam chaque plan de projection, le moment xM, ou A„ et k'„ au moyen du rayon r. Appelons N le sommet inconnu du polygone des moments OTTS. Les antiproJoctionK fi„ et k'„ nous dunncnt la difTérenco des ordonnées du côté V'N qui représente le moment xM,. Nous pouvons par suite tracer sur chaque plan la projection du contour OTN; cette projection est ffN dans le plan horizontal, et OTTÏ' dans le plan vertical; O'N est perpondiculairo a la droite l, horiKonlale du plan xM,, OT est épal à OV, moment de la force a i'inflni située dans le plan horizontal, et euHn V'N' est perpendiculaire à M',, verticale du plan xM,. Le plan cherché K passe par le point X et est perpendiculaire i la droite V'N de l'espace; ses traces seront par suite perpendiculaires ùffN et O'N'; il coupe la ti^ede terre au point K.
Si on donnait le plan K et qu'on voulût déterminer le point eorrespondantK, on opérerait d'une façon esactement inverse. Le rayon O'N', perpendiculaire à la trace verticale, détermine, par son intersection avec V'N', le sommet N du polygone des moments, et ce sommet détermine â son tour les hauteurs k'„ et A„, au moyen desquelles on obtient le point X situé sur la parallèle /, à la trace horizontale.
Cherchons en particulier le point correspondant à un plan perpendiculaire à M,. Nous aurons, dans ce cas, A'„ = 0, c'est-à-dire que la projection verticale de l'axe central coïncide avec M',. Le rayon ON' comcide aussi avec M', ; par suite, la longueur de ta perpendiculaire abaissée de T sur M', est la différence d'ordonnées k\, qui, multipliée par r, est égale au produit de la projection horizontale M, par la distance de l'aie central et de M[. Sur la PI. VIL C passe par le pied de la perpendiculaire VN'; mais c'est là une circonstance fortuite, qui ne peut pas serrir de règle pour la détermination de l'axe central, 11 n'en aurait pas été ainsi si on avait pris un autre rayon )■ pour base de réduction.
Considérons une droite xx,, coupant en x le plan horizontal mené par l'estrémité supérieure de M,, et en x, le plan horizontal mené parl'estréroité inférieure. D'après ce que nous avons vu (/îy. 127, p, 236), le point d'intersection a, de la droite F et de la trace horizontale du plan K est un point de la droite ir,it conjuguée de xx,. On détermine le point de ren-
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coDtre TT avec le plan horizontal supérieur en faisant /| = -y^ . On peut
aussi déterminer ce point en menant par tc, un plan parallèle aux droites M, et XX, ; le point de rencontre de ce plan et de /, est le point tz; c'est ainsi que nous avons déterminé ce point sur la PL VIL Cette construclion n'exige aucune explication. Enfin, nous avons reporté sur le plan vertical primitif toutes les lignes du plan auxiliaire passant par M,.
La méthode exposée dans» ce numéro est, dans la plupart des cas, la plus pratique. Toutefois, il serait encore plus simple de prendre comme plan de projection le plan uv normal à Taxe central ; mais on aurait, dans ce cas, à effectuer tout d'abord une transformation de coordonnées. La fig. 129 montre comment les opérations se feraient après cette transformation.
Nous ETons conservé les mômes lettres que sur la f^g. 127 et sur la PL Vn. Pour déterminer le plan K correspondant au point x, nous menons par le point 0, dans le plan horizontal, une perpendiculaire à Ox, et nous prenons sur cette perpendiculaire le point 91 de telle façon que la différence des ordonnées des points 0 et 91 soit proportionnelle à Taire xOG, en ayant égard au signe ; la projection verticale 9t est située sur rhorizontale correspondante à l'extrémité du moment ®. Les tracer dn plan cherché K sont perpendiculaires à 091 et 0'9l'. Soit %' l'autre extrémité de la droite xx'; nous obtiendrons un point de la droite toh^
noMPDsiTiON nts kurces.
Juguéc kt:' en prolongeant Ox' jusqu'à ic', et les projections horizontales des lignes xk\ hh' sont parallèles.
72, niicoMPOsiTios des fohces et tétraèdbb des fobcks
Les méthodes exposées dans les numéros précédents suffisent te plus souvent pour résoudre les problèmes qui se présentent ordinaîremenl dans la pratique. Supposons, par exemple qu'il s'agisse d'équilibrer, au moyen d'une force unique sgiQsaat suivant une droite donnée R, différentes forces agissant sur un système matériel dont deux points sont fixes,
Prenons l'un des deux points fixes 0 comme pôle, et opérons ta composition des forces indiquées dans le numéro précédent. Nous obtenons ime force finie M passant par le point 0, et une force à l'infini 91, agissant dans un plan déterminé par un rayon normal 091 donné par la construction. Nous faisons ensuite passer par le second point fixe 0 et par la droite R, un plan K, dont nous déterminons le foyer x et l'intersection avec le plan 91, Une parallèle à cetle intersection menée par le point 0 est située dans le plan xM ; nous pouvons par suite décomposer la force M en deux autres forces dirigées l'une suivant Ox, l'autre suivant cc'Lto parallèle. La première est la pression ou tension sur le point 0. La seconde, composée avec le moment 09i, sera transportée parallèlement à elle-même suivant l'intersection des plans K et N ; nous pourrons, par suite, la décomposer en deux forces dirigées, l'une suivant le point 0', l'autre suivant la droite donnée R. La première composante donne la pression ou tension produite sur le second point 0'; la seconde est la force cherchée.
On fera bien de procéder d'une manière analogue quand on aura des forces à composer dans l'espace et à décomposer ensuite- Dans certains cas, on pourra utiliser une propriété générale que nous allons démontrer et qui conduira plus rapidement au résultat, si l'on suppose certaines constructions préliminaires effectuées. Nous avons vu précédemment, n' 56, p. 188, qu'un système de forces situées dans un même plan peut toujours Cire transformé en un système de trois forces dirigées suivant trois droites données ne se coupant pas en un même point. A celle propriété correspond, dans l'espace, la propriété analogue suivante : Vn système quelconque de forces dans Vespare peut pire transformé en un système équivalent de six forces agissant suivant les arêtes d'un tétraèdre donné.
DÉCOMPOSITION DES FORCES ET TÉTRAÈDRE DES FORCES
Décomposons, en effet, chaque force en deux composantes dont Tune fasse par un sommet du tétraèdre et dont Tautre soit située dans le plan de la face opposée à ce sommet. Toutes les composantes passant par le sommet pourront être ramenées à trois forces dirigées suivant les trois arêtes correspondant à ce sommet ; les autres composantes pourront être ramenées à trois forces dirigées suivant les trois autres arêtes, qui sont situées dans le plan de la face.
11 résulte de la démonstration même que, si on modifie à volonté les six arêtes du tétraèdre, en conservant un sommet et le plan de la face opposée fixes, la résultante des trois forces qui passent par le sommet n'est pas modifiée, et qu'il en est de même de la résultante des trois forces de la face opposée.
Si deux arêtes sont fixes, et en outre deux sommets situés sur Tune de ces arêtes, ou, ce qui revient au même, deux plans passant par les autres sommets, les deux forces de direction variable qui passent par un des points fixes, ou qui sont situées dans un des plans fixes, ont une résultante constante, quelle que soit la position des deux points ou des deux plans variables. Prenons, en effet, Tun des plans fixes et le sommet fiie opposé à ce plan pour opérer la décomposition indiquée au n* 60; la force, qui agit dans le plan fixe considéré, est constante, et elle peut être décomposée en deux forces dirigées , Tune suivant l'arête fixe située dans ce plan, l'autre suivant le sommet fixe situé dans ce plan. Cette dernière force est la résultante constante des deux forces variables situées dans le plan fixe.
Ce tétraèdre fournit une solution plus simple du problème traité au commencement de ce numéro. Prenons comme sommets du tétraèdre les deux points fixes et deux points quelconques pris sur la droite donnée R. La force agissant suivant cette dernière arête sera la force cherchée. La force agissant sur chacun des points fixes est la résultante constante des deux forces variables passant par ce point. On peut composer chacune de ces forces avec une partie quelconque de la force agissant suivant laxe 00' lui-même, et par suite on peut faire en sorte que la résultante ainsi obtenue fasse un angle donné avec l'axe. On peut aussi décomposer chaque résultante constante en une force normale à l'axe et une force dirigée suivant l'axe. Ces deux dernières forces, jointes à celle que donnait déjà la construction du tétraèdre, peuvent être équilibrées par la réaction d'un troisième point d'appui fixe établi spécialement dans ce but, par exemple au moyen d'une crapaudine ou d'un épaulement. Le tétraèdre des forces n'est qu'un cas particulier de la décomposition beaucoup plus générale d'une force en six composantes agissant suivant des directions choisies arbitrairement, sans que plus de trois de ces six
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directinns passent par un mCme point ou soient situées dans un mftnic plan. Cette derniôre restriction est n^coasaîpo, car, %[ on se donnait quatre directions passant par un roOmc point, le moment de la force par rapport à ce point devrait pouvoir se décomposer en deux autres moments doni les plans passeraient par chacune des deus autres directions et par le point, ce qui n'est possiblv quo si les plans d«s trois moments passent par la mOme droite. Il en serait de même si quatre directions étalent dans le môme plan.
Cette décomposition générale ne peut 6tre effectuée que par l'analyse.
DÉCOMPOSiTIGN ANALITIQUE DES FORCES
Noua BamiRM mUntocant ea mecnrs il'opâror flicllemeiit U compost H on snalrtiquo d'une rorce M passant par la point [j;tVii|l), ou rl'uiid force N allume Uans lu plan P.W"")-
Peur d^ompontr la fbivo M en trois forces passant pur la point, od ae peut pi'Oaiti-e urbitrairement pour ctaaquo force qoa trois coGnicienta fti^i't). car un roefllcicnt quelconque ' doit âtre l'un das aii détermluautB :
I *i .Vi >■. 1 I
L« gmadaun A> A', A" ilu trois eompMantas doivent adtttlUrA imi âqnatioDs :
ïï,„., = ^,„ + ^',.,+ ^r.,.
•■ 'il f4. f,,
Il, '\, r,.
ht /'il f..
anppoMDH en pBrtieulior qbé Ift" soient 1e« ar^es 41 4t 43 d'un tétraèdre passant toutes par le sommet 4. Noua auront I
/'rt = I X, y, z, 1 I et /-.. = I r, ;,, i, I I U. !/. *i 1 I U. y, »» 1 I
et par suite
I ''il '"il I — I Vi-i/i^ y^—y* j = I ïi =1 1 I = St.
en désignant par XjYtZtUi les déterminants mineurs du déterminant
D = X, yi 3i 1
Xi IJi Zj 1
De même les coefficienia de /^^ et i^i dans le dénominatoor de M sont Yf et 2j ^ et par suite oe dénominateur est égal à
(«» - «i)X, + (^4 - yj)Y, + (^4 - -ï,)Zi = - D.
Le déterminant du dénominateur de A est égal à
tn^i
Vt
yj
Les six déterminants formés au moyen de la l*"** et de la 4* ligne de ce déterminant donnent les valeurs de m changées de signe; en prenant la 2* et la 3* ligne, on obtient les coordonnées de l'arête 23 du tétraèdre, c'est-à-dire de l*aréte opposée à /. Par suite, si nous désignons, pour abréger, les moments linéaires de m et de cette arête 2 3 par Sm, s 3, nous obtenons, entre les grandeurs des forces agissant suivant les ai^tes, les relations
A _ A _ A^^ _ M cSw, s 3 e'Sm,8 1 e"Sm, t s "^ niù'
U décomposition de la force N en trois composantes, dont les directions forment un triangle 32 1, s'obtient au moyen des équations :
Nous nous dispensons de développer la solution de ces êguations, qui sont de la même forme que les précédentes.
Si nous considérons le triangle comme la base d'un tétraèdre, ayant pour faces les plans \^^Vi^ nous obtiendrons, en procédant comme pour M :
rôn, 41 e'Sn, 4 2 e"Sn, 4 3 wA'
«ti A est le déterminant (^i^ia^sU) des coordonnées des faces. Supposons que M et N soient deux forces conjuguées d'un même système. En
substituant dans les expressions précédentes les valeurs de — et — trouvées au
D*6T, p. 230, nous obtiendrons les valeurs correspondantes des composantes A; mais
nous pouvons obtenir ces valeurs par un procédé plus simple.
Nous avons vu qu'un système de forces dans l'espace peut toujours être remplacé
par un système équivalent de six forces, dirigées suivant des droites arbitrairement
choisies, à la condition qu'il n'y en ait pas plus de trois passant par un même
point ou situées dans un même plan. Les grandeurs des sin forces doivent satisfiaire
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aux Sis ^Dations :
et HiDBid« suite pour les indices U, 23, 42, 34,
La solution gén^mla de cos équations n'offre rien de particulier; mais elle se simplille d'une luanitro rotnarquablo lorsque les six directions choisiea aotil 1« arêtes d'un tétraèdre. Supposons, lianK tx cas, que les arêtes I et l' soient opposêeB_ Pour détonniner A, roultiplions chaque équation «i, par le /• qui est ofTectû de l'indice complémentaire gA. Nous aurons :
car tous leii autres moments linéaires Su sont nuls, puis'iue /' rencontre toutes les arêtes & l'exception de /.
Si In / sont dss déterminants mineurs du second degré de D et A, Sic est coastant et égal à D ou & ponr toutes les arêtes opposées. On a, dans ce cas ;
Ko coroparont ce résultat avec celai auquel nous sommas parvenos an n* 66, p. fSS, on peut dire que II, aa moyen if ma tranaformutton ilr i-ooriionnées, on raitporlr k lystème donné ii un litraèdre qae!con<jae, les taeffiritnts il» st/stéme fiiral rrpréientent la grandeura dtt forcei agùsani suivant Ifi arélei dv tilrarilrt, qtmnd on déeompi^ie le 'l/ilirnt mivant lu directions de ces aiiftes.
Si nous appliquons cette décomposition au tétraèdre des coordonnéos cartésiennes, nous trouvons ijur [oui lea p et les D sont égaux A I. Quant au\ iiréles, tous les / sont nuls, saar celui qui a pour indices ceux des sommets situés sur cette arête; par suite, pour l'ari'te opposée à l'arête ik, S.i se réduit à o,il,s ■= ",*■ Donc A = "ii eil la grandeur de lu force agissant suivant Faxe ik.
Cette application montre quelle est la sît^nillcatiou des coeilicicnts a,v. Les Torces "i\"i'''^i agissant suivant les axes des z, des if et des t, sont des forces flnies ordinaires, taudis que les forces a^jOt^a,^ agissant dans les plana des xy, des yi et des zx, sont des forces à l'inllni, c'està-dire des moments.
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RELATIONS COLLINÉAIRES ET RÉCIPROQUES
La construction d*un polygone funiculaire correspondant à un polygone des forces est toujours possible, quel que soit le contour de ce dernier polygone, et inversement. Supposons que Tun des deux polygones soit inscrit ou circonscrit à une courbe du second degré, et recherchons dans quels cas Tautre polygone satisfera à la môme condition.
Cette question serait résolue si nous pouvions indiquer dans quels cas les deux polygones sont projectifs, car alors Tun des deux polygones ne pourra être du second degré sans que Tautre le soit aussi.
Si les deux polygones sont projectifs, ils seront collinéaires ou réciproques. Pour mettre les deux polygones en relation collinéaire, nous devrons faire correspondre les côtés du polygone des forces aux droites suivant lesquelles ces forces sont appliquées, c*est-à-dire que le polygone des forces et le polygone formé par les directions des forces devront être collinéaires. Ces deux polygones ayant leurs côtés correspondants parallèles, auront comme droite commune la droite à Tinfini ; ils seront par suite semblables et semblablement placés. En construisant le polygone funiculaire, on obtient dans ce cas la figure de réduction donnée page 83, fig.^i, dans laquelle 012,3,... représente le polygone funiculaire. Gomme la surface réduite est proportionnelle au moment de la résultante, moment qui est égal à celui des composantes^ il en résulte que le moment d'un nombre quelconque de forces, dont les directions forment un polygone semblable au polygone des forces, est proportionnel à Taire de ce dernier polygone. Mais ce résultat, bien
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qu 'in té rossant, ne nons conduit pas au but que nous nous proposions, car les deux polygones 0 1 2, 3, et 0 1 2 3 ne sont pas projectifs. Nous laisserons pur suite de cûté la relation colllnéairo pour nous occuper de la relation réciproque.
Si le polygone des forces et le polygone funiculaire sont réciproques, à un cOté quelconque du polygone des forces devra correspondre, dans le polygone funiculaire, le point d'application de la force représenlé« par ce cOlé. Ainsi, aux différentes forces 2, 3, 4 .... du polygone des forces, PI. VIllj, correspondront les points d'application 2, 3, 4 ,.,., PI. VIII,, dans le polygone funiculaire, Inversement, les différents eûtes 2 3, 3 4 .... du polygone funiculaire correspondront aux sommets 2 3, 3 4 .... du polygone des forces. Les rayons 0,) 2 3, 3 4 ...,, fig. 3, devant être parallèles aux c6tés 2 3, 3 4 ...., fig. 3, cette condition ne peut être satisfaite qu'en faisant correspondre le pûle 0, du polygone des forces à la droite à l'infini du polygone fimtculaire, de façon qu'ils soient projectifs.
Tout rayon 0,) 2 3, 3 4 .... mené par le pôle 0,, rencontre alors la droite à l'intini au point correspondant tx,) 2 3, 3 4 .... du polygone funiculaire, c'est-à-dire que les rayons qui projettent de Û. les points 2 3, 3 4 .... sont parallèles aux côtés du polygone funiculaire qui correspondent à ces points, ainsi que cela doit être.
Si les deux polygones sont réciproques, les lignes d'application 2 3 4, fig. 3, des forces dans le polygone funiculaire, lignes qui sont parallèles aux côtés correspondants du polygone des forces, concourent en un même point 0., qui est le point du polygone funiculaire correspondant à la droite h l'inflni du polygone des forces.
Celte propriété, que nous devons à M. le Professeur Hei/e, résulte de ce que, dans deux systèmes plans réciproques, quand :
une droite du premier système est perspective au faisceau correspondant dans le second, cette droite considérée comme appartenant au second système est perspective au faisceau correspondant dans le premier.-
un faisceau du premier système est perspectif à la droite correspondante dans le second, ce faisceau considéré comme appartenant au second système est perspectif h la droite correspondante dans le premier.
En effet, si les trois rayons aùc, fig. 130, passent respectivement par leurs pointa correspondants ABC, et qu'à la droite o. sur laquelle sont situés ces points, corresponde le point 0, les rayons O) ABC passent aussi par les points 0) abr (|ul leur correspondent, car ces points sont identiques.
RELATIONS C0LL1NÉAIRE8 IT RÉCIPROQUES
En vue d'applications ultérieures, nous allons montrer la forme particulière que prend cette propriété lorsqu*on rapplique au polygone des forces et au polygone funiculaire. Pour plus de clarté, nous avons représenté par une droite Uqo, tracée dans les limites de la fig. 131, la droite à Tinflni. Le fais* ceau ayant pour centre le pôle 0^ du polygone des forces correspond à la droite à Tinfini U cq, de telle
Fig. i3i.
oc
dans le polygone J
0« étant le
façon qu'à un rayon quelconque 0^ U du système plan auquel appartient le polygone des forces corresponde, dans le système plan auquel appartient le système funiculaire, le point U de la droite à Tinfini situé sur ce rayon. Par suite, nous aurons comme éléments correspondante
des forcés 0* 0*U qo U funiculaire oo U 0, 0,U point qui, dans le plan du polygone funiculaire, correspond à la droite à rinflni du polygone des forces. La correspondance des deux premiers éléments est une donnée de la question ; celle des troisièmes éléments est une conséquence de la réciprocité, et enfin celles des quatrièmes éléments résulte de la correspondance des seconds et des troisièmes.
Si nous prenons le point U sur la direction d'une force quelconque, 3 par exemple, le rayon 0, correspondant devra, par suite de la réciprocité des deux figures, passer par le point d'application de la force 3 qui, dans le polygone funiculaire, correspond au côté 3 du polygone des forces. Donc les lignes d'applicatiop des différentes forces, dans le poly-
gone funiculaire, passent toutes par un même point 0,, qui est le point
correspondant à la droite A l'inlini du polygone des forces. Donc aussi ;
Quand tnutes les forre* d'un /tulyi/one funiculaire panent par un niéme point, le polygone des forces el le polygone funiculaire peuvent être mit ea relation réciproque.
Si les pûlea 0, 0, des deux systèmes, fig. 132 et 133, sont donnés el qne l'on prenne, dans l'un des systèmes, une droite quelconque a, fig. 132, le point correspondant A, de l'autre système devra se trouver sur le rayon parallèle Si a mené par 0, , et l'on peut prendre ce point arbitrairement sur ce rayon. Mais, une fois ce point choisi, les deux systèmes sont complètement déterminés. Traçons en elTet uoe seconde droite b, fig. 132 ; le point correspondant B[ est déterminé, car il se trouve à l'intersection du rayon 0,B, parallèle à 6 et de la droite A,B, parallèle au rayon qui de 0 projette le point (né). Inversement, si on se donne le point B, , on construira par le même procédé la droite correspondante /', et enGn on pourra construire la droite qui, dans la fig. 133, correspond à un point quelconque de la fig. 132, au moyen du point
FiR. m.
(ab) et de la droite correspondante A,B| . Ainsi, au point C pris sur li. correspond la droite C, menée par le pointB, parallèlement au rayon UC. Les trois droites passant par le point (ai) sont parallèles aux côtés du triangle 0,A,B, . Par suite, si l'on déplace une de ces lignes, a par exemple, parallèlement à elle-même jusqu'à ce qu'elle passe par le pôle 0 en a, .cette nouvelle droite a, formera avec les deux autres un triangle 0{afi){f>a^) semblable au triangle 0,Â,B. Abaissons maintenant du pôle 0 deux perpendiculaires k et k sur a et i ; l'aire du triangle 0 [ab) {ba,)
iF = la,h
bk; d'où -
D'un autre côté, la similitude des triangles donne a, 0,A,
RELATIONS COLLINÉAIRES ET RÉCIPROQUES
0 A k On a donc -r^ = - ou 0, A. x A = 0|B. X A, c'est-à-dire que : U,D, h
Dans deux systèmes reliés réciproquement comme nous Vavons indiqué^ le produit des distances de deux éléments correspondants à leurs pôles respectifs est constant.
Soit c* la valeur constante de ce produit; au moyen de cette valeur et des pôles 0 et 0', on peut construire les éléments d*un système qui correspondent à des éléments donnés de Tautre. Soit, par exemple, a une droite donnée du premier système (%. 134). Abaissons du pôle 0 la perpendiculaire h sur a, et portons la longueur c sur a à partir du pied de cette perpendiculaire ; en construisant un triangle rectangle dont c soit la hauteur, nous obtiendrons sur le prolongement de h la distance 0,A du point correspondant au pôle Oj. Le point A sera situé sur une parai-
Pig. 134.
Ilg. 135.
'^<()iA) y
»^ll
lèle à a menée par 0^ . et de façon que O^A forme avec h un angle droit de sens constant. Nous avons indiqué sur la fig. 135 la solution du problème inverse.
A des points situés sur un même rayon dans un système, par exemple AB,/î^. 135, correspondent des droites parallèles dans l'autre, aô, A^ 134. Si, du pôle 0, on mène un rayon quelconque, la forme Oba sera semblable à la forme O^AB. La relation O^A X A = OjB X K donne
en effet
0,k_k_Ob
OiB""Â""Oa'
Cette propriété est utile pour la construction des polygones réciproques.
On pourrait déduire de là que, si un polygone des forces et un polygone funiculaire correspondants à un système de forces donné sont réciproques, tous les polygones funiculaires correspondants à ce môme système sont des flgures semblables. Mais cette propriété résulte immé-
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diHtemenl de ce que oes polygones ont tous la droite à l'infini commiiiie.
m l'on considère le polygone des Torces et le polygone Tuakulaire au point de vue purement géométrique, c'est-à-dire comme des figures ré- (■[[iroques, tous les éléments du plan peuvent (Mre considérés comme li'« éléments des deui polygones. Mais, si l'on considère ces polygones au point de vue statique, c'esl-à-dire comme correspondants à un syslâme de forces réel, aucun côté du polygone funiculaire ne peut, dans ce '■(H, passer par le pôle de '.-e polyijttne, pourvu lûulefots que les deux pôles siiient uitués à distance finie. Si on elfet un côté du polygone funiculaire passait par le pôle, tous les autres eûtes devraient aussi passer par ce p61e comme intersection commune de co cûté avec toutes les autres forces. Si donc on relie par un polygone funiculaire un système Je forces passant par un tâeroe point, aucun côté ne peut passer par le pôle. 11 n'en est pas de même du polygone des forces, car les directions des forces ne sont assujetties à aucune condition.
Nous avons démontré d'une manière générale au n* U, p. 161, que la résultante d'un nombre quelconque de forces passe par l'intersection des côtés extrêmes du polygone funiculaire. Cette propriété peut, dans le cas spécial qui fait l'objet du présent numéro, se dédiùre directement de la réciprocité des deux polygones. La résultante 9 1 2 est représentée, dans le polygone des forces, PI. VIII,, par la droite indiquée en-pointillé. Aux extrémités de celte droite, qui sont les intersections des côlos 8 9 d'une part et 2 3 de l'autre, correspondent les côtés 8 9 et 2 3 du polygone funiculaire, et par suite A celte droite correspond dans le dernier polygone l'intersection (9 I 2) de ces côtés. Au point à l'infini de la droite 9 1 2 du polygone des forces correspond la droite qui joint le point 0, avec (912), PI. VIII,. Cette dernière droite est donc parallèle i\ 912, PI. Vlll,, c'est-à-dire qu'elle est en direction et en position la résultante 912, et elle passe par l'intersection des côtés 89 et 23 du pulygone funiculaire.
Écrivons l'équation d'un côtf^ du polyj^oue funiculaire: et celle du point correspondant du polygone dos forces :
(tn voit r|uo le point c^t silui' Mir lo oiMi' i:un-cspondaut quand on fail j-=— i), y — i, et nue le coelllcieiit ^^A - de f or Jonuce constante 1 reste aussi conatanL
RELATION DU POLYGONE DES FORCES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE, ETC
Mais pour que ce dernier terme reste constant, il faut que l'équation du premier c<)té du polygone funiculaire ne renferme qu'un terme en c, et que les équations de tous les côtés suivants n'en contiennent aucun, c*est-à*dire soient de la forme ox 4- ày. Ces câtéfl doivent donc passer par Torigine.
Donc t quand toutes les forces d'un polygone funiculaire passent par un même point, le polygone des forces et le polygone funiculaire peuvent être reliés réciproquement,
A la droite
flx 4- 6y + c = 0
correspond le point
— «Ti -f 6$ 4- c = 0.
La perpendiculaire p abaissée de Torigine sur la droite a pour longueur — . La
distance r du point à Torigine est - . Par suite pr = u>'^ constante.
Donc : le produit des distances des éléments correspondants à l'origine est constant.
Comme j: et t^, ^ et ^ sont en môme temps nuls et en même temps infinis, la droite
à Vinfini d'un polygone correspond à Torigine dans Vautre.
AVEC LES COURBES DU SECOND DEGRÉ
Quand les directions de toutes les forces passent par un même point et que les deux polygones sont réciproques, si Tun de ces polygones est inscrit ou circonscrit à une courbe du second degré, il en sera de mémo de Tautre polygone. Ce dernier polygone est inscrit ou circonscrit à une ellipse, une parabole ou une hyperbole, suivant que le pôle du premier polygone est situé à Tintérieur de la courbe, sur la courbe ou h Testérieur.
En effet, à chaque pôle d*un polygone correspond la droite à Tinfini de l'autre, et à tout point situé à Tintérieur d'une courbe correspond une droite située à Textérieur de l'autre. Par suite, si le pôle est situé à l'intérieur de la courbe, la droite à l'infini est située à l'extérieur de l'autre courbe qui est ainsi une ellipse ; si le pôle est situé sur l'une des courbes, l'autre est une parabole; enfin, si le pôle est situé en dehors d'une courbe, l'autre est une hyperbole.
Nous avons représenté ces relations sur la PI. YIII, où nous avons figuré deux ellipses, deux paraboles et deux hyperboles respectivement réciproques deux à deux. Nous avons considéré les polygones inscrits comme des polygones funiculaires et les polygones circonscrits comme des polygones des forces. Sur la^^. 1, nous avons pris successivement trois pôles 0^, 0^ et 0„ le premier à l'extérieur de l'hyperbole, le second sur la courbe, le troisième à Tintérieur; les courbes réciproques sont, dans le premier cas, l'hyperbole {fig, 2); dans le second, la parabole
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{fig. i), et, dans le troisîËme, l'eUipse (fig. 3). Les pâles correspondants 0^ de ces trois courbes sont situés à l'cstérieor, puisque la courbe correspondante (fig. i) est une byperbole. Nous avons encore dessiné sur la même planche l'ellipse {/ig. o) correspondante au pûle 0, de la fig. 3, et la parabole (fig. 6) correspondante au pôle 0^ de la fig. i, de sorte que cette planche représente toutes les relations réciproques possibles des trois courbes du second degré, à l'exception de celles de l'ellipse et de la parabole.
Avant d'aller plus loin dans l'esplication des constructions représentées sur cette planche, nous devons encore appeler l'attention sur les relations réciproques suivantes des points et des droites qui y figurent.
Nous trouvons comme éléments correspondants :
A chaque élément d'une courbe, A chaque rayon mené par un pôle, Au.\ deux points de la courbe situés sur ce rayon,
Aux tangentes eu ces points.
Au point d'intersection de ces tangentes, A la polaire du pAIe d'un polygone,' A deux points conjugués de cette polaire.
Aux extrémités du diamètre passant par le pôle,
Aux extrémités de la corde passant par le pôle et conjuguée au diamètre,
Aux points à l'infini d'une corde quelconque.
Aux points à l'inflni sur les asymptotes.
Aux deux branches de la courbe séparées par les asymptotes,
l'élément suivant de l'autre:
le point h. l'inlini situé sur ce rayon ;
les deux tangentes menées par ce point, qui sont par suite parallèles au rayon;
les points de contact de tes tangentes ;
le diamètre reliant les deux points de contact;
le centre de la courbe ;
deux diamètres conjugués parallèles aux rayons qui projettent les points de la polaire du pùlc de l'autre courbe;
les tangentes parallèles au diamètre;
les tangentes parallèles à la corde ;
le rayon qui du pôle projette le point correspondant à la corde, et par suite qui est parallèle à cette corde ;
les tangentes menées par le pôle parallèlement aux asymptotes;
les deux parties de la courbe séparées par les points de contact de ces tangentes.
RELATION DU POLYGONE DES FORGES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE, ETC
Il résulte en outre des propriétés démontrées précédemment, que les directions des deux diamètres passant par 0^ et 0 sont des directions conjuguées dans chaque courbe. Appelons rayons conjugués deux rayons menés par le pôle d'une courbe parallèlement à deux diamètres conjugués de l'autre courbe, et considérons chacun de ces rayons comme correspondant au diamètre qui ne lui est pas parallèle. Les deux faisceaux formés par ces rayons et ces diamètres sont projectifs, c'est-à-dire que le faisceau de rayons projetant, du pôle d'une courbe, les points de cette courbe est perspectif avec le faisceau de diamètres de l'autre courbe projetant les points de contact des tangentes correspondantes aux points de la première. En coupant ces deux faisceaux par deux directions conjuguées, on obtient deux ponctuelles semblables, car les points à l'infini de ces deux ponctuelles sont des points correspondants.
Gomme application de ces propriétés, nous avons, sur la PL VIII, construit cinq couples de courbes réciproques. En commençant par la fig. i, nous avons construit l'hyperbole {fig. 2) qui correspond au pôle Ot, situé en dehors de la première courbe. Pour cela, nous avons d'abord mené le diamètre u passant par 0/^, la corde t; conjuguée à ce diamètre, le diamètre n conjugué de u et la polaire m de 0^^. Gela fait, nous avons pris, pour former le polygone des forces, les tangentes aux six points de la courbe situés sur les droites mnv, les deux asymptotes et une tangente arbitraire 4, soit en tout 9 tangentes, dont 8 passent deux à deux par les points d'intersection de u avec les droites vnm oo.
Prenons maintenant le pôle 0;^ sur la fig. 2; aux quatre parallèles vrmi<y> correspondent les quatre points oo NMO^^ situés sur les parallèles menées par 0^^, et de telle façon que la ponctuelle NMO/^ soit semblable au faisceau de parallèles u)mnv (n* 74, p. 265). Nous avons pris comme
rapport de similitude - , c'est-à-dire que les distances NMO^^ sont les
moitiés des distances u)mnv. Les quatre droites 59mu {fig. i) se coupant en un même point, les quatre points correspondants 5 9 MU de la fig. 2 seront sur une même ligne droite, qui est la parallèle à u menée par le point M. La position des points 5 et 9 sera maintenant complètement déterminée en menant les rayons 0;^5 et 0/^9 {fig. 2) parallèles aux tangentes aux points 5 et 9 {fig. 1). Réciproquement, les deux tangentes N)38 {fig. 2) doivent être parallèles aux rayons 0^)38 {fig. i), ce qui détermine les points 3 et 8 sur O^^U. Enfin les tangentes Of,)iQ{fig. 2) sont parallèles aux asymptotes de la fig. 1, et les asymptotes de la fig. 2, qui passent par M, sont parallèles aux tangentes 0^^)27. En opérant comme nous venons de l'indiquer, on voit que nous avons obtenu des éléments disposés d'une manière analogue sur les deux courbes, savoir : trois
couples de points situés sur des cordes purallëles, Igs tangentes en ces points elles asymptotes. Le résumé ci-après permet d'embrasser d'un coup d'œil ces relations :
ALâMBNTS C01lRB8T>riNDA.NTS.
Asymptotes.
Mondes par lo pftle.
Aux commets
AuxextrémJtéBdelacorde pansant par le p&le
Lea quatre droites d'nne ra^me ligne cidouuB se coupent an un mâtne point.
A l'espitce lii(> limita' par les asymptutea et clont loa rayons coupent la courbe,
Ds coDtaot des tauRentat
meoées par le pAle. . • De COQ tact dos asymptotes Aux axtréiuttésdela corde
pasaant par le p41( SommstR
Les quatre pointa d'une m^me lign* cid9ssus aaai RituËs eur une mdmG droito.
correspond le segment INQ, duquel on peut mener des tangentes à la courbe.
Il résulte de cette dernièi-e relation réciproque qu'aucune partie de la droite à i'inBni de l'hyperbnle {^g. \) ne peut coïncider avec une partie de la droite ft rinflni de l'hyperbole (/îjr. 2) ; les deux points conjugués V,
et U, appartiennent l'un V^ il la raiirbe (fij/. 1), l'iutre U, h la courhi'
(As- 2)-
Pour déterminer le point 4 et sa tangente {ft(/. 2), nous avons, d'après ce que nous avons vu au n° 74, p. 265, mené le rayon O^i {fig. 2) parallèle à la tangente {fig. \), et la droite M4 parallèle au rayon qui projette de 0« l'intersection de la tangente 4 avec m {fig. 1 ). L'intersection de l i,,\ et de M4 nous donne le point 4, et la tangente en ce point est parallèle au rayon 0,4 {/ig. i).
Après avoir tracé les côtés du polygone, nous avons indiqué, sur la fig. 2, les directions des forces qui passent toutes par 0^, el nous avons montré en outre quel est le sens des efforts produits par ces forces sur l'hyperbole. On voit qu'une branche est comprimée et l'autre tendue.
En prenant le pAle sur la courbe en 0, (fig. i], on obtient la parabole {fig. 4), Nous avons choisi ce pôle 0^ sur h alln d'obtenir les mêmes directions conjuguées. Par le pôle 0^ de la fig. 4, nous menons une parallèle à la tangente en 3 (fig. 1), et par suite k la tangente en 8: nous prenons arbitrairement sur cette parallèle le point 3 correspondant a la tangente 3. La parallèle à n menée par ce point 3 est la tangente au sommet; les parallèles 0^)16 aux asymptotes sont des tangentes, dont
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on détermine les points de contact en prenant une abscisse égale à la moitié de la sous-tangente. Les points correspondants aux tangentes 2457 ont été obtenus directement par l'intersection des rayons projetant chacun de ces points de 0^ et de 3 ; le premier de ces rayons est parallèle à la tangente correspondante, et le second est parallèle au rayon qui de 0^ [fig. \) projette le point d'intersection de cette tangente avec la tangente 3. Quant aux tangentes en ces points 2457 de la fig. 4, elles sont parallèles aux rayons projetant de 0^ les points de contact correspondants de la fig, i. Nous ne les avons pas tracées sur la fig. 4; les flèches indiquées sur cette figure se rapportent au polygone des forces de la fig. 6 et non de la fig. i.
Pour obtenir une ellipse, nous prenons [fig. 1) le pôle 0, à l'intérieur de rhyperbole sur n, et nous construisons la corde 0^9 conjuguée de n, ^nsi que le pôle (nm^ de cette corde. Nous construisons ensuite [fig. 3), une figure 0^38 semblable à 0.83, en prenant comme rapport de similitude 2 à 1. Les points d'intersection des tangentes 3 et 8 [fig. 4) avec les tangentes 9 et 9' sont projetés de Of, par des rayons qui sont respectivement parallèles aux cordes 98, 93, 9'8, 9'3 de la fig. 1. Les points de contact des tangentes 9 et 9' sont situés au milieu des segments interceptés sur ces tangentes par les tangentes 3 et 8. Les parallèles 0^)16 aux asymptotes sont des tangentes, dont les points de contact se projettent des points 3 et 8 d'après les règles ordinaires.
Nous prenons maintenant sur la fig. 3 un pôle 0« à l'intérieur de la courbe, et nous construisons l'ellipse correspondante [fig. 5). Pour cela, nous prenons la figure 80,3 égale à 30,8, c'est-à-dire un rapport de similitude égal à 1; les rayons qui, de 0, [fig. 5), projettent les intersections des tangentes aux cordes consécutives ^ 3 6 8 1 , sont parallèles aux cordes de la fig. 3 désignées par les mêmes numéros que les tangentes. La propriété inverse donne la longueur de la corde 0,9 (fig. 5), la tangente 9 et la polaire wi, de 0^. Les tangentes 2457 ont été construites directement.
Enfin nous avons pris, sur la parabole [fig. 4), le pôle 0^ au point 3, et construit la parabole correspondante [fig, 6). Après les eiplications que nous avons données, cette construction n'exige aucune indication nouvelle.
Au point de vue des propriétés projectives, il convient de remarquer que, lorsque le pôle est situé sur une courbe, ce pôle est perspectif à toutes les formes géométriques qui engendrent la courbe. Par suite, les différents points de la courbe forment un système projectif avec : Les tangentes en ces points, Le faisceau qui projette ces points du pôle,
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Les intersections des tanfçentes en ces points et d'une tangente quelconque,
Le faisceau qui projette ces intersections d'un point quelconque eti>ar conséquent do pôle,
Les points correspondants et les tangentes de la parabole réciproque, et les formes géométriques qui leur sont perspectives.
En particulier, des formes semblables sont engendrées par :
L'intersection de toutes les tangentes avec une parallèle à la tangente menée parle pôle;
L'intersection avec la mfime tangente du faisceau qui, du pôle, projette les points de contact;
Les intersections des tangentes parallèles correspondantes avec une quelconque de ces tangentes ;
I^e faisceau de rayons parallèles, qui projette les points correspondants de la parabole réciproque ;
Le faisceau de rayons, qui, d'un point quelconque de la parabole, projette ces mêmes points sur une droite parallèle à la tangente menée par le pôle.
Comme cas particuliers de la position du pôle, nous étudierons encore celui où le pôle est au centre d'une courbe, et le cas où il est à l'infini.
PÔLE AU CENTRE d'uNE CODRDE
Si le pôle d'une courbe est situé en son centre, ce pôle sera situé sur un diamètre quelconque de la courbe, et par suite le pôle de l'autre courbe sera situé sur le diamètre conjugué d'une direction quelconque, c'est-à-dire que le second pôle est situé aussi au centre de la courbe,
La polaire du pôle est la droite à l'infini, et deux points conjugués de i;ette polaire correspondent à deux diamètres conjugués de l'autre courbe. Par suite, deux diamètres d'une courbe, qui sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'autre courbe, sont aussi des diamètres conjugués. Les deux courbes sont donc toutes les deux des ellipses ou toutes les deux des hyperboles. Dans le premier cas, les courbes sont semblables ; dans le second , les courbes occupent les angles supplémentaires d'asymptotes parallèles.
Si l'on se rappelle que, pour un système de forces concourant en un même point, tous les polygones des forces ou funiculaires que l'on peut construire par rapport à un polygone funiculaire ou à un polygone des forces donné sont semblables, on en conclura immédiatement qu'on peut
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clioisir les échelles des longueurs et des forces de telle façon que le polygone des forces et le polygone funiculaire soient Tun inscrit, l'autre circonscrit à la même ellipse.
On peut arriver au même résultat pour Thyperbole en plaçant les deux "hyperboles dans le même angle des asymptotes.
Nous supposerons, dans les deux cas, que le polygone des forces soit \e polygone inscrit, et le polygone funiculaire le polygone circonscrit. La tension dans un côté quelconque du polygone funiculaire sera représentée par la longueur du demi-diamètre parallèle à ce côté, et chaque force sera représentée en grandeur par la corde de Tellipse qui joint les extrémités des diamètres parallèles aux côtés du polygone funiculaire. La/î^. 136 met ces relations en évidence; elle représente l'équilibre
Fig 436.
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d'un système de forces agissant sur une enveloppe elliptique et passant par le centre de cette enveloppe.
Divisons le contour de Tellipse, qui est la courbe intérieure de la figure, 6n arcs tels que, mesurés normalement à la direction correspondante des forces, c'est-à-dire suivant les petits arcs indiqués en pointillé, ils soient tous égaux les uns aux autres. Représentons l'intensité des forces agissant sur Tellipse par Taire de trapèzes ayant pour bases les arcs et pour côtés latéraux les diamètres correspondants aux extrémités de chaque arc. La hauteur moyenne i, 2, 3, ... de chaque petit trapèze devra être proportionnelle (sur la figure nous Tavons prise égale) à la corde 1, 2, 3, ... qui joint les extrémités des deux diamètres conjugués aux diamètres limitant le trapèze. A la rigueur, nous aurions dû porter ces hauteurs moitié au-dessus et moitié au-dessous de Tare représentant ïa largeur moyenne; mais la figure eût été disgracieuse.
La tension de Tenveloppe elliptique à Textrémité d'un diamètre quelconque est représentée par la longueur du demi-diamètre conjugué.
SiTellipse est un cercle, la hauteur de chaque trapèze devient égale à ^ base, et la tension en un point quelconque de Tenveloppe circulaire est constante. Dans ce cas, qui se présente fréquemment, par exemple
tri
quand on étudie les pressions d'un lluide sur un vase à paroi rirculm, le i-apporl entre la pression exercée sur «n élément de l'enveloppe el I» leusion dans cet élémenl est égal au rapport entre la longueur de lé!*ment considéré et le rayon.
lE courbes rectpruHut^^ >'i soi^ad <itg>'i'
S = Ui,i' + ÏO|,j^ + n.,f,t + &,,,! +2tt,,s + n„ = ll
l'AquaUon d'une courba <la aecood deifeé ea coordonDtes i?arUsieunee. L'éi]uaiiuii
ï = oiin" — 2oi,tn + «jiS* — ïoiil + &«„ï + «,, = 0
repréimatbt*., eu eooràoaaéea Ungentietlss, une courbe du BeMaddc^ri^, enveloppe de la droite fii.
Si l'on écrit la discriminant (') «la chaouna des forme» 8 at S, on reconnaît que « discriminant est te mâme dans les deux cas.
La courbe S eat uns hyp«rbot», une parabole ou une ellipse, suivant «jue le coefficient Aj, da a„ dans te (li»criniiaaiit de S est < 0, = 0 ou > 0, c'est-à-dire, puisque ce coefHcient est le mi^me que celui du discriminant de Z. suivantque l'oriffine de 1 est située à l'extérieur de la courbe, sur la courbe, ou à l'ioténour.
Kéciproquemaat, la court>e I eat une hyperbole, une paratwle ou uue ellipse, ^uiïiiTit 'luc le i.'oetfli'ieiit de o,,-, dans li; diaiTiniiriiint île I est < ", — l* ou > i\ c'est-à-dire suivant que l'origine de S eat située i Testérienr de la courbe, sur la courbe, on à L'ivtérieur.
On peut démonti'er trte facilement les propriétés réciproques indiquées au n' 7!i, p. 368 ; on n'a qu'à écrire d'un aôlé tes équations des formes géométriques ( polaires, dtamètres, etc.), considérées par rapport â S, et de rautre ces mA»ee fqnatiuM dana lesquelles on aura remplacé xetypar— qetl. Ces denùM-ea équMMae représenteront les formes Réométriques réciproques de 1. On peut, de cette fa^n, transformer réciproquement presque toutes les formes ou propriétés de la giéométrie analytique, et auf^enter beaucoup le nombre des propositions réciproques que noua avons données.
Si le ptMe d'une des deux sections coniques coïncide avdc son centre, les coeUicientg a,j, o,, des puissances impairus de i et y deviennent nuls dans l'équation de cette conique, et )l en e^t de mAne par conséquent pour Téquatiou de l'autre courbe. Done : j>i h pAit lit Cuitt éts romhes cuiaciite acte ton eenliv, le pute lie i'aatn •:axirbv comàile aussi avei: luu amli-e. L'équation du faisceau du second degré qui enveloppe S est alors :
I nui [ooclKm hiiaiDKCi>s i* 1^ luiibln, par lappoct i cIucud lions r|ue J'on obliîDt tu êgabul 1 0 In f Ait'n ■( da )• toDetwD aa t*nw dossée. Li lUactiM
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= asf
a,, Oj, 0 71
«il «iS T^
= «S»! - «1 1 V -f 2fl, i^fï - ûjsÇ» - —1 = 0.
Les coefficients de cette dernière équation Mut les mêmes que ceux de 1, mu terme constant près. Donc, dans ce cas, les deux courbes sont semblables et semOtablement placées. Enfin, en faisant ^i i = ajs, et, en coordonnées rectangulaires, «P| « = 0, <ri obtient les twàsiona dans des enveloppes circulaires.
Si, dans les équations des polaires des deux courbes, on fait Xj et ^i d'une part, ^1 , vii diantre part, égata à oo , c6t équations se rédttisest A
P = S^i -f Syy, = 0, et n = Sç Çj — l^Ti, = 0,
ou
d^ 2dx'
,. dl
•Ti —
2dii
Si l'on fait jc =— ti , x, =. — tj, , y = 5, y, «s Ç, , Téquation P devient Téciuation il ; par suite, les deux systèmes polaires se correspondent. I>es coordonnées
Au
As 3
du eeatre de la courbe S, Â^* représentant les détennlAanto mineurs ds dimrimi^ nant, satisfont à Téquation P, car elles rendent S« et Sy nuls. Uéqoalion P est par
suite Téquation générale d'un diamètre. De même les coordonnées — ti = •-^ et
^ = 7^ de la polaire de Forigine annulant simultanément S^ et £ , satisfont à Té-
qoation 0. Donc : ^éux différents diamètres (Tune courbe correspondent, datis Vautre «sourie, des points de la polaire de Forigine des coordonnées, et à des diamètres conju- V^ d'une courbe correspondent, dans foutre courbe ^ des rayonJt conjugués parallèles à '^diamètres.
Poar démontrer la proposition de la page 269, consistant en ce que les sections de ^ deux faisceaux en involution par des droites parallèles à des diamètres coi\jugués ^ des ponctuelles semblables^ mettons les équations P et ff sotrs la fbrrae
=-..(x-^;)..+4(.-^;)..+(.-^-;^jx,]+<,4-^;)..=«, =-.(-xr;>'-''"^-^è:K+(*-îr;W^""(^-A-!;>'="-
Coupons les deux faisceaux par des droites parallèles à des diamètres conjugués, ^t supposons, en outre, qti*on aiit pris ponr axes des coordonnées «feux directions ^«gaéts, d« tell* aorte (|iie a^^ devienne égal à 0. Nous aurons :
Cluiqne valeur piartieulière du rapport -^ » ^ peut être considérée comme le rap-
port des coordonnées d'un point à l'infini du système plan arflqifèf âpi[>afti€irt la
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promiôra courbe ; et la même valeur i dn rapport ^ comme le rapport des coor-
duUDâefl du rayon pasEaut par ce point à l'intlni et par l'origine. Le rapport
eat le rapport des coordonnéM du diamètre de la première c«nrl>e qui est cobju-
gué au point A l'infloi — . Dans cette espraaBÎon, j; et y peuvent 9tre les «wr-
données d'un point f|ualconque du diamètre, et par suite les coordonnées de Un des points de la courbe «ilués sur ce diamètre, L'dquation
oet celle d'un point de la polaire de l'origine par rapport à la eeconde courbe, iin
les coordonaéea ^ = — •— et ( = ^ de la polaire sstisTont ftcette équation t<l<>^'
que floit ?i. Le rayon qui, de l'origine, projette ce point, e«t parallèle au diamMn correspondant, cap, pour .1: j, 11, E = « , le rapport dee coordonnées des deiu
droites est —.
Si maintenant nous coapona les deux premiers faiaceauic pai' une pareUUe ^
l'axe dee ordonnées, en (SiHant — — ^ a, := une constante H, l'ordonnée du poin*
d'intersection correspondante à chaque valeur de X sera :
Coupons les deux derniers faisceaux par une parallèle à l'axe des ubscisses. à 1.'^ distance c du centre, en faisant y = — — ^' = — ■= c; nous aurons :
e faisceaux, et en particulier —.s — '—^, forment donc, par leurs ir
tersections avec des parallèles aux axes, des ponctuelles semblables, ce qui démontre la proposition i^noncée.
Les relations indiquées subsistent encore lorsque le pôle d'un polygone, du polygone [les forces par exemple, s'éloigne à l'inlini, c'esl-à-dire quand toutes les forces qui agissent sur l'une des courbes sont parallèles. Nous n'avons qu'à imaginer, dans ce cas, le polygone comme transporli't à TinSni, et l'intersection de ta parallèle à l'axe des 1/ avec le troisième faisceau ;,yii peut être considérée comme une partie de ce polygone à l'infini réduite à une échelle plua petite que le polygone des forces réel.
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La relation entre ce polygone des forces rectilignes et les points correspondants de la courbe résulte par suite de Téquation
II désigne maintenant, dans cette équation, la tension dans le polygone funiculaire mesurée suivant Taxe des x, c'est-à-dire la poussée horizontale dans une voûte et la tension horizontale dans une chaîne ou un câble, c*e8t-à-dire aussi la distance horizontale du pôle du polygone des forces à la droite sur laquelle ces forces sont portées.
Enfin y, = — représente Tordonnée, mesurée à partir de l'extrémité de A, du point
du polygone des forces qui correspond au point (xy) du polygone funiculaire. L*équation ci-dessus peut donc se traduire en langage ordinaire de la manière suivante : Le polygone des forces est semblable à une section quelconque du faisceau qui, du centre de la courbe, projette les différents points de cette courbe su" une droite dont la direction est conjuguée à la direction des forces. La charge coiTespondante à un élément dx est donnée par le dy^ correspondant. La charge par unité de longueur
sera donc -J^; nous la désignerons par p, et nous aurons : dx
^ dx^
Mais on a, en appelant D le discriminant de S,
et, par suite de a,, = 0,
d'où
/i,,DH /> =
En portant les valeurs de p au-dessus de la voûte ou au-dessous de la chaîne, comme on l*a fait ïlans le numéro suivant, on obtient les courbes de charge qui y sont construites. Désignons par p© la charge correspondante à l'extrémité du diamètre parallèle à la direction des forces et par b la demi-longueur de ce diamètre, on aura :
A3 8 «ïîAss*'
et
Dans Phyperbole, le dénominateur de la fraction entre parenthèses croît jusqu^à rinûni; dans Tellipse, il diminue depuis 6 jusqu'à 0. Les valeurs de p varient par suite en sens inverse.
fji cnMpnstTiDN riER Fiince».
Dan» la parabole, le fiictcur 'la />, cet coo«lant et ftgal li I : la charge gur lni«ï»hole Mt par «uite coDutante.
Si l'on porlB les hauteurs de l'iiaree à l'exlérinur de In pourbe, lorsque c'est une elli[iw, ei à riolérieui" ioi-Biiuo c'eat une hyperbole, réqimtion 'le la eourtie Je dmrjif
Celle courbe peut avoir des points d'Inflexion, el il est partie al iôrem eut iiilér»sant de recherelier ijuand ces poiuts d'inflexion coïncident, Dana ce cas, la caat^" de charge a, en ce point quadruple, un élément reotilîKnp de plus grande longo'u' que dans le ca» général (voir la courbe lî, PI. IX). Pour déterminer ces polnD
d'infletion, noua prenons la dérivée «confie -r-j . Noue avons :
Ai.x poinb- ri-inllexion on a '-^ = (1. Ali snmmiH de la ctmrhe. '^ = 0, î^, «l diff^rent de (I. '■! i/— -i* ==*. Par «Ulte. Iiwr <l"'il >' ait un point d'inllexion au Bunnnet, il faiil iiue
Dnns Le eas d'une pliiii-in, si />„ pet plut- petit que celle valeur, la citurlie do rharffe a des points d'Inflexion réeU, et elle n'en a paa ai pt est plus firaud. Dans le cas d'une hypertHile. c'est l'invene.
Si l'on veut déterminer les pointa d'Inflexion pour une vjilour de /i, différente dp
e jrj' subatilucr
dx S, / A,j\' di:' S/ I A,,\»'
et déterminer le« pointa de la courbe qui satistont é l'équation ;
„ r. ^wi 1 D
1 RfifJ^;^^^^
Dans le caa de la parabole, il ne peut être question de poiuts d'inflexion pour le^i courbes de charge, et d'ailleurs aucune des formules donni^es jusqu'ici ne parait applicable à ce ca;. Toutefois, on [leut, au moyen d'une transformation convenable, d^'duire de rc-i formules, pour Ip cas de la parabole, une relation entre In cliarpp. le paramètre et les force".
Kolt j' = !nyré(iuatlon de la parabole; on a alors ",i = 1. ".)=• ". et tou" li-
PÔLE SITUÉ A L*INF1NI
autres coefficienU a»A = 0. On a en outre D = — >ff*etAs9 = '-a. La substitution de ces valeurs dans la première expression de p donne :
La tension constante suivant la direction du diamètre conjuré à la direction des forces est donc égale au paramètre multiplié par la charge constante. Nous démontrerons ultérieurement la même propriété par un procédé tout à fait différent.
Noua avons, pour plus de simplicité, réuni dans un même numéro tous les développementa analytiques relatife aux courbes du second degré; il nous reste à donner la démonstration géométrique des dernières propositions énoncées.
PÔLE SITUÉ A l'infini
Si le pôle du polygone funiculaire s'éloigne à Tinfini, le polygone des forces devient une ligne droite, car les différentes forces sont alors toutes parallèles»
Cette ligne droite doit être considérée comme résultant de la superposition de deux droites. Menons en effet, par le pôle 0 du polygone des forces, une ligne droite passant par un point A de ce polygone, et menons deux tangentes h la courbe du polygone funiculaire qui soient parallèles à cette droite. Appelons B le second point où la ligne OA rencontre la courbe du polygone des forces, et a, b, les deux tangentes. D'après ce qui a été dit au n' 74, p. 265, les formes aéoo, BAO sont semblables. Mais, comme a oc et ôqo sont infinis, tandis que AO est fini, la similitude n'est possible que si les points A et B se confondent. Chaque point de la droite qui représente le polygone des forces est donc un point double, et ce polygone se réduit à une droite double, et non pas à deux droites placées symétriquement par rapport à 0, comme on serait tenté de le croire au premier abord.
Si la courbe de Tun des polygones est une ellipse ou une parabole, la droite représentant l'autre polygone est illimitée, car, si Ton mène parle pôle 0 des parallèles à toutes les tangentes possibles de Tellipse, on obtient toutes les directions possibles. Si, au contraire, la courbe de Tun des polygones est une hyperbole, Tautre polygone se réduit à une portion de droite qui sous-tend du pôle un angle égal au supplément de l'angle des asymptotes, car la partie de la droite à Tinflni qui est comprise à rintérieur de Thyperbole, c'est-à-dire entre les asymptotes, n'est rencontrée par aucune tangente.
Cette portion de droite est finie lorsque le pôle à l'infini est situé à l'intérieur de l'hyperbole, parce qu'alors ce pôle se trouve en dehors de
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la portion de la droite à l'inlinî comprise dans le supplément de l'angle des asymptotes. Au contraire, quand le pôle à l'infini est situé à l'eitirieur de l'hyperbole, la portion de droite qui rej)résente l'autre potj' gone est infinie dans deus sens, c'est-à-dire est formée de deux brancbc! parce que, dans ce cas, le pôle divise en deux parties la portion de II droite à l'inflni comprise dans le supplément de l'angle des asymptotes
Ëalin, quand le pôle à l'inltni est situé sur l'hyperbole, la droite rC' présentant l'autre polygone devient parallèle à l'une des asymptotes ; li portion de cette droite représentant la polygone des forces ot situéi dans le supplément de l'angle des asymptotes est alors limitée d'imi part par un point situé h distance linie. d'autre pari par un point situé i l'inBai.
Toutes les relations projectives indiquées an n* 73, p. 268. Ironven encore ici leur application.
Pour construire les différents points du polygone des forces, le pro cédé le plus simple consiste à utiliser la propriété indiquée au n" 75 p. 269, d'après laquelle le polygone des forces est projectif à uni section quelconque du faisceau, qui, du centre de la courbe, projetti les différents points de cette courbe sur une droite dont ta direction es conjuguée avec la direction des forces.
Faisons l'application de cette propriété h deux exemples, en prenant dans un cas, comme polygone funiculaire une ellipse (/fi/. 137), dan;
l'autre une hyperbole (/ïj/. 138). Le premier cas correspond à celui dum voûte elliptique, le second k celui d'un cdble hyperbolique.
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Nous supposons que les forces verticales résultent de charges réparties sur la voûte. Divisons Tare elliptique en un certain nombre de parties ayant toutes la môme largeur mesurée suivant la direction conjugée de la verticale et représentons la charge agissant sur chaque partie par l'aire d'un trapèze ayant pour base l'arc correspondant et pour côtés latéraux des verticales. Les différentes forces du polygone des forces seront proportionnelles aux hauteurs de ces trapèzes. Mais ces forces sont aussi proportionnelles aux segments interceptés sur le faisceau qui projette les différents points de la courbe sur une droite parallèle à la direction conjuguée de la direction des forces. Par suite, nous menons des rayons (indiqués en pointillé sur la figure) jusqu'à la rencontre de la tangente au sommet, et les segments déterminés par ces rayons nous donnent les hauteurs des trapèzes. Les segments et les trapèzes correspondants sont désirés par les mêmes numéros, lorsfjue ces segments ne tombent pas dans l'étendue des trapèzes.
Il résulte des figures ci-dessus que les charges d'une courbe elliptique doivent augmenter jusqu'à l'infini, parce que, le centre étant situé à l'intérieur de la courbe, on peut mener des parallèles à une direction quelconque, et par suite à la direction conjuguée de celle des forces. Au contraire, les charges d'un câble hyperbolique diminuent jusqu'à zéro, parce que le centre est situé en dehors de la courbe et que les bases des trapèzes se rapprochent de plus en plus de la direction des asymptotes. Les segments sont en nombre infini; mais leur somme est finie; elle est égale à la partie de la tangente au sommet comprise entre les asymptotes. Nous ferons remarquer ici, en devançant les résultats que nous indiquerons plus loin, que, dans le cas d'une courbe parabolique, les segments n'augmentent ni ne diminuent, et que la charge est alors constante.
Si l'on veut pouvoir mesurer immédiatement sur le polygone des forces, en grandeur et en direction, les pressions et les tensions de la voûte et du câble, on n'a qu'à amener dans la direction des forces la tangente au sommet et les segments interceptés sur cette tangente; on obtient alors le polygone des forces avec l'orientation qu'il doit avoir. Pour déterminer la position du pôle, il est nécessaire de connaître au moins la direction de deux rayons. Sur la ^r/. 138, le pôle est déterminé par l'intersection de trois rayons, parallèles respectivement à la tangente au sommet et aux asymptotes. Sur la fig. 137, le pôle est déterminé au moyen des rayons parallèles à la tangente au sommet, à la tangente au point (2 3) ou au diamètre conjugué au rayon (23), et au diamètre (2 3). L'intersection du rayon parallèle à ce dernier diamètre avec le polygone des forces s'obtient au moyen du segment i i résultant de Tinter-
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section du diaiiiËtre conjugué el de la Uingeute an ^mmel. La lungueur lin chaque rayon fait coiinaltro la compression on la leasitin dans l'Élément correspondant de l'arc on du câble qui est parallèle à ce rayon.
Pour obtenir directement la distance polaire h, fig. i37. mesurée suivant la direction de la tan^^enle an sommcL, muis remarquons que le Iriangie formé par cette dist<mce polaire, par un rayon quelconque {2 3) et par la droite sur laquelle les forces sont portées, est semblable au triangle formé par le diamètre n iiariiUMe ii la direction des forces, par le diamètre parallèle au rayon cl par suite conjugué au diamètre correspondant [2 3j, et enlin par la portion / de la tangente au sommet. Si donc la longueur i est prise égale à a, h devra être aussi égal à la longueur correspondante (3 4 5 6). et par suite égal au segment que le diamètre conjugué (soil 2 3 dans la figure) intercepte sur lu tangente au sommet fi partir du point de contact de cette tangente. En portant ies longueurs a et h sur celte tangente, à partir de son point de contact, dans des sens opposés pour une ellipse, et dans le môme sens pour une byperbole, les extrémités de ces longueurs sont situées sur des diamètres conjugués. La construction de ces diamètres fournit, dans tous les cas, le procédé le plus rapide pour déterminer la distance polaire, et si nous n'avons pas effectué cette construction sur la fiij. 07, c'est qu'elle sortait des limites de la ligure.
Les extrémités des segments a el A portés sur la tangente au sommet apparlieniient îi la ponctuelle en involntii-n déterminée sur celle tangente par les diamètres conjugués; dans cette ponctuelle, le sommet à partir duquel les segments a et A ont été portés, est conjugué du point à l'infini. De lu résulte que le produit ah est constant, comme nous l'avons déjà vu d'une autre manière. Dans' le cas de l'ellipse, a et h sont portés dans des directions opposées et le produit ah est négatif; la ponctuelle n'a alors pas de points unis. Dans le cas de l'hyperbole, au contraire, d et A sont portés dans le même sens, et la ponctuelle a deux points unis qui correspondent aux asymptotes. Dans les deu.\ cas, le produit ah est égal au carré A' du diamètre conjugué à a.
Par suite, dans le cas de l'hyperbole, on peut dire que la moitié de la distance entre les extrémités du polygone des forces est moyenne pntportionnelle entre a et A. Nous avons indiqué, sur la fig. i38, une construction déduite de cette propriété; mais elle n'est pas aussi expéditive que la première,
Enlin rappelons-nous que deux tangentes quelconques, considérées comme des cùlés exlri'^mcs du polygone funiculaire, se coupent sur la résultante comprise entre les points de contact de ces tangentes. Ainsi l'intersection de la tangente en (2 3) avec la tangente au sommet [6 1j est
PÔLF SITUK A L'iNFini. 283
située sur la résultante des pressions exercées par les trapèzes compris entre les points (2 3) et (6 7), c'est-à-dire les trapèzes 3 i 5 6 (3 4 5 dans le cas de Thyperbole). Nous n'avons indiqué sur la fig, 137 que la tangente en (2 3).
Les courbes de pression, que nous venons de construire, sont importantes dans la pratique, parce qu'elles montrent comment on doit charger une voûte pour que sa courbe de pression soit une courbe du second degré. La plupart des voûtes étant circulaires ou elliptiques, nous avons indiqué, PI. IX, comment les courbes de charge se modifient quand on fait varier la charge h^ au sommet. Nous avons supposé, pour plus de généralité, que la section de la voûte est une demi-ellipse terminée aux extrémités du diamètre conjugué de la direction des forces, c'est-à-dire de la verticale dans le cas actuel. Nous avons divisé la charge en un certain nombre de parties au moyen de lignes verticales, dont la distance de l'une à l'autre, mesurée parallèlement au diamètre limitant l'ellipse, est constante. Nous avons indiqué sur la figure les verticales moyennes de chaque partie.
Pour construire la première courbe de charge 1, nous projetons sur une parallèle P à la tangente au sommet les points de division de l'arc, et nous portons les segments obtenus au-dessus de l'arc pour former les hauteurs correspondantes des trapèzes. Pour construire les autres courbes, nous déplaçons P parallèlement à elle-même et au diamètre limitant l'ellipse. Pour simplifier, nous avons construit les courbes 2, 4, 6, 8, iO, 12 et 23, en portant autant de fois les uns au-dessus des autres les segments déterminés sur P.
Outre ce que nous avons déjà dit de la forme des courbes de charge, nous ferons remarquer que pour les courbes de charge 1 à 10, dont la plus petite hauteur de charge correspond au sommet, la courbure de ces courbes est, à la clef, tournée dans le même sens que celle de l'ellipse, et, aux culées, la courbure est tournée en sens contraire. Les points d'inflexion sont naturellement situés entre les parties à courbures inverses. A mesure que la charge augmente, ces points d'inflexion se rapprochent du sommet, et le rayon de courbure de la portion de courbe comprise entre ces points augmente. •
Quand la hauteur de charge au sommet est égale au tiers de l'axe vertical de l'ellipse, les points d'inflexion se confondent avec le sommet, d'après ce que nous avons vu au n" 77, p. 278, et le rayon de courbure au sommet devient infini. Ce point de la courbe est alors un point quadruple, et la courbe paraît avoir dans rotlc partie un cIcmiumU rccMlipfiK; d'une longueur appréciable, (rcst ce que reprcficnlo la courhe 12.
La géométrie pure ne possède aucun moyen de déterminer le rapport
âSi ClinPOSITUIN UKS FOItCKS.
i qui correspond h ce cas; nous ne pmivons. par suite, que renvoyer aiil (J^veloppements analytiques du n' 77.
Alin de montrer tii forme que doit avoir un arc elliptique libre, par e:ieniple un arc-boutani, nous avons couvert de hachures la surface comprise entre l'ellipse et la rourbe I, On voit que cette surface hachurée a tout 11 fait la forme que tes anciens architectes donnaient à leurs arcboulanls; les clochetons, qui surmontaient toujours les calées, correspondent aux hauteurs de charge infinies. Ces constructeurs avaient iiiusî un sentiment très juste de la forme qu'il convenait de donner aux voûtes au point de vue de la stabilité.
n'est te professeur Bauenifeinil, de Munich, qui, à notre connaissance, a le premier donné l'équation (les courbes de charge pour les sections coniques (vol, IV, l*WG. dn Journal Hei ehemim de fer de Sluttgar)/. ït' 34, p, 291)).
73. POINT A l'iNPINJ n'uNK PABABOLE PIIIS COBIIE rfitB n'US POLV60ZIR
Nous passons du cas de l'ellipse et de l'hyperbole h celui de la parabole en déplaçant h l'inflnt le centre de la courbe dans ia direcUoe des
forces.
Remarquons que le polygone funiculaire correspondant à un arc on i\ un cible nniformi'menl l'hargé peut être considéré comme une ellipse ou une hyperbole dont le centre coïncide avec le centre de la terre. Si «n considère ce ccnlrc comme situé à l'infini, l'ellipse ou l'hyperbole deviendra une parabole vers le point fi l'inlini de laquelle toutes le-; forces sont dirigées. Par suite, le faisceau de ces forces est perspectif à la courbe, et tout ce que nous avons dit au n'73, p. â71, s'applique ici. Enlin, comme la droite à l'infini est tangente k Iji courbe, toutes le:* formes projeilives. qui' nous avons mentionnées, sont semblables, parce que, dans toutes ces formes, le point à l'infini et la tangente i\ l'infini de la courbe sont des élénienls corrcspondanls.
Ccllii rclaliuii de sifniiilude existe en particulier entre :
Lrt! faisce;ui de rayons parallèles à la direction des forces, c'est-à-dire passant par le pôle, qui projettent les difTcrents points de la parabole:
Les segments interceptés par les tangentes en ces points sur une tan- .^ente quelconque:
Les segments interceptes sur la droite qui forme le polygone de> forces par le faisceau de rayons menés du pùle des forces parallèiement aux différentes tangentes.
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Nous avons vu que, lorsque le pôle d'une des courbes est situé sur cette courbe, l'autre courbe est une parabole. Dans le cas actuel, cette parabole consiste en deux droites parallèles, dont Tune est le polygone des forces et dont Tautre passe par le pôle de ce polygone, car ce pôle étant perspectif à la courbe doit être situé sur celle-ci. On peut d'ailleurs donner de cette proposition une démonstration analogue à celle de la page 279. Menons, par le pôle 0, une droite quelconque coupant le polygone des forces en A et l'autre droite en B ; des deux tangentes a et b menées à la parabole du polygone funiculaire parallèlement à cette droite OAB, l'une b est la droite à l'infini, et elle passe par le pôle 0,. Or, comme OAB doit être semblable à 0,aô, cette condition ne peut être satisfaite que si le point B coïncide avec le pôle 0.
De la relation de similitude entre le faisceau de rayons parallèles projetant les points de la courbe et les segments du polygone des forces, résulte encore cette propriété que, si les rayons du faisceau sont équidistants, les segments doivent être égaux (comparez n' 77, p. 278); par suite, la charge sur des portions de courbe de même largeur parallèlement à une direction quelconque est constante, ce qui montre que la parabole est la courbe correspondante à une charge uniformément répartie suivant une direction quelconque.
Le point d'intersection de deux tangentes quelconques à la parabole est situé à égale distance des diamètres passant par les points de contact, car, si on considère les deux diamètres comme les côtés d'un triangle inscrit dans une courbe du second degré, ils forment un faisceau harmonique avec la tangente en leur point d'intersection et la droite qui joint ce dernier point au point d'intersection des deux autres tangentes. Donc le centre de pression d'un arc de parabole uniformément chargé est %iiué sur le diamètre moyen de cet arc. De là résulte aussi que le rapport de similitude entre les deux ponctuelles obtenues par l'intersection d'une tangente quelconque avec toutes les autres tangentes et avec le faisceau de rayon parallèles menés par les points de contact est i : 2.
Construisons (fig. 139), au moyen du polygone des forces, le polygone funiculaire correspondant à une charge uniformément répartie. Soient i, 2, 3 les forces agissant sur les longueurs horizontales i, 2, 3; ces forces passent par le milieu de ces longueurs et leur sont proportionnelles. Sur la gauche de la ligure, nous avons tracé le polygone des forces à l'extrémité d'une distance polaire H qui représente une poussée horizontale, puis nous avons mené les côtés du polygone funiculaire. Ces côtés étant tangents à une parabole se coupent mutuellement suivant des ponctuelles semblables. Les côtés du polygone des forces sont d'ailleurs proportionnels aux longueurs 1,2, 3, interceptées sur la tangente
au sommet par les autri;s lângenlcs, et par suite te polygone des forces forme UDe pùiiciuelle (semblable h celle que l'on obtient par l'intersec-
tion d'ane tanj^nte qaelconqoe et des autres tangaales. Sa oulie, comme les rayons qui, du foyer F de la parabole, projette let fWiBts
d'intersection d'nne tangente avec !ea autres tangentes, forment des angles égaux avec, ces dernières, c'est-à-dire avec les côtés dn polygone funiculaire qui sont parallèles aux rayons OaP, il en résulte que les faisceaux F et 0 sont congruents; les rayons correspondants de ces faisceaux forment entre eus un angle constant. Donc, te polygone des forres forme une jinnetuelle semblabk à i-elle qui résulte de ftnlenertion d'une tangente quelconque avec le faisceau F, el la iiremiére ponctuelle es! '.-ongruetite avec Fune de celles-ci.
Cette propriété nous donne un moyen facile pour construire le foyer d'un polygone funiculaire parabolique. On n'a pour cela qu'h mener une parallèle à aP telle que les segments inlerceplés sur te faisceau 11 soient égaux aux segments correspondants d'une tangente quelconque; puis, partant d'un des points de division, on fait l'angle F(I2)3 égal à l'angle 0(12)3, et la dislance F(12) égale à 11(12), ce qui détermine le foyer F cherché. On a alors tous les éléments dont on a besoin pour la construction de la parabole.
Prenons en particulier, pour effectuer cette construction, le rayon passant par le point de contact de la tangente considérée. Le rayon correspondant du polygone des forces sera parallèle à cette tangcnl«, et, en
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prenant celle-ci comme axe des abscisses et la direction des forces comme axe des ordonnées, nous aurons, d'après le n' 77, p. 278, pour l'équation de la parabole :
H Le rapport — =/? n'est pas autre chose que Je double de la distance
P du point de contact au foyer, distance que nous venons de construire,
car on a, dans le polygone des forces :
H ;>Ax ., , H
r— ; = 7 , d OU p =—,
ip {Aar' '^ p
Ce résultat s'accorde avec la propriété géométrique bien connue, d après laquelle la distance du sommet au foyer est égale au paramètre de réquation de la parabole, propriété qui subsiste lorsqu'on emploie des coordonnées obliques.
Les segments qui se correspondent sur les différentes tangentes se projettent tous du foyer F sous le même angle ; cet angle est égal à celui que feraient les rayons correspondants du polygone des forces. Ainsi lous les segments, que nous avons marqués de Tindice 1 sur la fig. {311, se projettent sous un même angle, qui est égal à l'angle formé pur le rayon 0(12) du polygone des forces avec l'horizontale. En désignant col aagle par t, on a évidemment :
— = p cos' t.
La longueur des normales sera :
H = = p COS t
^cost Toutes ces relations sont indiquées sur la iigure.
RAYON DE COURBURE DU POLYGONE FUNICULAIRED ANS LE CAS
11 ne peut être question de déterminer le rayon de courbure du polygone funiculaire que lorsque les force» sont réparties d'une manière CQDtintie el non isolées.
UI'IISITION UES K
Si, par les points de conlaot de lieux côl6s consécnLifs Irts rapprochés - du polygone runiculaîre. nn in&ne des normales à ces côtés {fig. J40),
iv. ,
Vr
l'intersection rie ces normales peut ëli'e considérée cumme le centre du nercle osculaleur du polygone funiculaire dans la partie considérée. Soient ÂJ' la dilTérence des abscisse.s des deux points de contact el/> la charge par unité de longueur; /iAx est la force qui agit entre ces deux points. Menons, par l'un des points de ronlacl, nnp perpendiculaire i la direction des forces: cette perpendiculaire formera, avec les deux normales, un triangle semblable à celui que les rayons du polygone des forces perpendiculaires à ces normales forment avec la charge p^x de l'élément correspondant de la courbe. Soit -c l'angle formé par cet élément de la courbe avec une perpendiculaire à la direction des forces, c'est-à-dire en général avec l'horizontale; on voit immédiatement sur la
ligure que la longueur d'un des rayons est , et que la longueur de
l'horizontale comprise entre les normales est -
. Lorsque les deux
points de contact se confondent, la longueur des normales est la longueur j' du rayon de courbure, et l'on a :
Cette détermination du rayon de courbure ot identique avec la détermination géométrique ordinaire.
11 est facile de construire l'expression que nous venons de trouver
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pour le rayon de courbure. Menons par le point considéré de la courbe une parallèle à la direction des forces, c'est-à-dire une verticale, et por-
tons sur cette verticale, à partir du point, la longueur — ; une horizontale menée par Textrémité de cette longueur interceptera sur la normale
à la courbe la longueur . Une antiparallèle, menée normalement
/> cos T
à r, donnera sur la verticale r-, et enfin, une seconde horizontale
p cos* T
donnera le rayon de courbure cherché r- .
p cos' T
Pour la tangente à la courbe, qui est perpendiculaire à la direction
des forces, on a x = 0 et cos x = i . Par suite,
r=— , ou H = »r.
M. le professeur Bauemfeind, que nous avons cité déjà, p. 284, a utilisé cette propriété pour déterminer, au moyen de cette poussée approximative, répaisseur des voûtes à la clef.
Quand la charge est uniformément répartie, — est constant, et le polygone funiculaire est une parabole. Dans ce cas, on voit sur la fig. 139, p. 286, que Ton a pour le rayon de courbure :
_ H _ n __ p p cos* X cos' X cosx *
Suivant celle des grandeurs —, n, p que Ton a à sa disposition, on
peut construire le rayon de courbure comme on Ta indiqué sur la figure. Si la charge est proportionnelle à la longueur de Tare de la courbe,
on a D = ^* , en désignant par p^ la charge au sommet, et par suite cos X . , . j i
p, cos' X '
La construction précédente se simplifie dans ce cas; on porte la
constante — sur la normale à la courbe, et il suffit de mener une per-
Px
pendiculaire à cette normale, puis une horizontale, pour obtenir le centre de courbure. Dans ce cas, la courbe est une chaînette; nous aurons occasion de nous en occuper ultérieurement.
tfS <:oMpoaiTiON des forces.
Ayant maintenant le moyen de construire le centre de courbure, ams pouvons construire la développée du polygone funiculaire, lorsqu'on connaît la loi de variation do la charge. Cette développée montre raieiu les propriétés du polygone funiculaire, ou plutôt de la courbe de pression.
Nous avons construit, PI. IX,, la courbe de pression d'une voAte circulaire en plein dntre et sa développée. Nous supposons la char^ divisée en un certain nombre de parties, représentées par de petits trapèzes, et dont les résultantes sont indiquées par les Verticales pointiUées. Nons obtenons le pol^one des forces en portant, & la suite les unes des autres, la moitié des longueurs de ces verticales. Gomme les normales qui servent à construire la développée sont plus Itmgues que les éléments de la courbe de pression, et qu'on peut tracer avec plus d'ectactitode des parallèles que des normales, nous avons fait tourner de 00* le polygone des forces, de façon que les éléments de la courbe soient perpendiculaires aux rayons correspondants, et que les normales soient parallèles à ces rayons. La poussée horizontale H a été déterminée par tâtonnements de telle sorte que la courbe de pression soit tangente à l'horiiantale qoi limite la voûte au point correspondant au sommet, et à la courbe circulaire de l'intrados, entre les verticales 32 et 24 (la verticale 23 n'est pas numérotée sur la figure). Pour rendre la figure plus claire, nons avons déplacé la courbe de pression parallèlement & elle-même suivant une verticale, jusqu'à ce qu'elle fût située complètement en dehors de la voûte.
En même temps que nous avons construit chaque cMé du polygone des pressions, nous avons mené la normale à ce cOté, normale qui e^t parallèle au rayon correspondant du polygone des forces HP', et nous l'avons prolongée jusqu'à la rencontre de la normale précédente. Nous avons ainsi obtenu la PI. IX,. On voit que la développée a deux poinU de rebroussement en A et en B ; A est un point de rebroussement, parce que la courbe est symétrique par rapport à la verticale passant par le sommet de la voûte. Le rayon de courbure de la développée au sommet est un maximum relatif; au point B qui correspond au point 12-13, le rayon est un minimum absolu, et à partir de ce point il croit jusqu'à l'infini.
Les joints de rupture de la voûte passent par les points où la normale à l'intrados et la normale à la courbe de pression se confondent. D'après la position relative que nous avons donnée à la courbe de pression par rapport à la voûte, on voit que, par le centre 0 de la voûte, passent trois tangentes à la développée, savoir; les normales 0, 12-13 et 18-19. C'est suivant la première et la dernière de ces tangentes que la développée
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est le plus éloignée de Tintrados, et c'est suivant Tautre tangente qu'elle en est le plus rapprochée. Nous n'avons maintenant aucune diflSculté pour revenir à la véritable position de la courbe de pression. Si nous déplaçons verticalement la voûte de façon que son horizontale supérieure soit tangente au sommet de la courbe de pression, le centre de Tintrados vient en 0'. De ce point on peut mener les trois normales à la courbe de pression qui passent par les points 0^ 4-5 et 23-24. Le premier point correspond au minimum de la distance entre la courbe de pression et l'horizontale qui forme l'extrados de la voûté, parce que, du point oo, centre de la courbe d'extrados, on ne peut mener qu'une normale à la courbe de pression. Il en est de même tant que le centre de lextrados est situé au-dessous du point A. Quand la courbe d'extrados est parallèle à celle d'intrados, le point de la courbe de pression qui est le plus rapproché de la première courbe est 4 — 5, et le point de rupture supérieur à l'extrados ne correspond pas au sommet. En général, il ne peut en être ainsi, lorsque la voûte n'est pas extradossée parallèlement à l'intrados, que si le centre de l'extrados tombe entre les points A et G, car ce n*est qu'entre ces deux points que Ton peut mener à la courbe de pression deux normales autres que la verticale. L'intersection des normales avec la verticale décrit en effet le chemin AeAoc, pendant que la normale elle-même décrit la développée, de sorte que la partie AG est la seule qui soit rencontrée deux fois par les normales. Le point de rupture inférieur se trouve en 23 — 24,
ET LE POLYGONE DES FORCES
Les propriétés réciproques, que nous avons fait connaître jusqu'à présent entre le polygone funiculaire et le polygone des forces, et qui ont été indiquées pour la première fois par le professeur Ckrk Maxwell^ édms le Philosophtcal Magazine y 1864, p. 250, se rapportent uniquement à des systèmes plans. Si on considère ces polygones comme les projections de polygones gauches, ces derniers peuvent être considérés de leur côté comme des formes réciproques d'un système focal. Gette théorie a été développée par Cremona dans son remarquable mémoire intitulé : Le figure rectproche nella Statica grafica, Milano^ Bemardoni^ 1872. Nous suivrons ici principalement ce dernier ouvrage.
Considérons, dans un système focal , un contour polygonal gauche 123 (fig. 141), et coupons-le par un plan N; la section est un polygone dont les sommets sont situés sur les côtés du premier. La figure réci-^
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proqoe (fig. Iti), formée des droites conjuguées de celles de la fig. Ul, codsiste en un polygone et en un Taisceau de rayons projetant les soramets de ce polygone do foyep 0 du plan N. Si maintenant, du point à
l'infini de l'axe central, nous projetons les deux systèmes sur un plan quelconque, nous obtenons deux polygones qui sont entre eux dans la même relation qu'un polygone funiculaire et un polygone des forces. Nous avons, dans les fig. Ht et 142, indiqué par des traits de force les côtés des deux polygones.
Dans un système focal, les plans qui, du point à l'infini de l'axe central, projettent deux droites conjuguées quelconques, sont parallèles, et par suite les projections des côtés du contour polygonal de la /ig. 141 sont parallèles à celles de la /îy. 142. Nous considérons les projections de la fig. 141 comme les lignes d'action d'un système de forces dans un plan, et les projections de la ^g. 142 comme le polygone des forces correspondant. Si, en outre, nous considérons la projection du polygone d'intersection du plan N comme un polygone funiculaire reliant les difi'érentes forces, les projections des rayons correspondants du fais-
REUTIONS ENTRE LE POLYGONE FUNICULAIRE ET LE POLYGONE DES FORCES
ceau 0 seront les tensions des côtés de ce polygone funiculaire, car ces projections passent toutes par le pôle 0' et sont parallèles aux côtés du polygone funiculaire.
Il est clair qu*étant donnés un polygone funiculaire et un polygone des forces dans un plan, on peut construire une infinité de polygones réciproques correspondants dans Tespace. On peut tout d*abord prendre arbitrairement le plan N, et, en projetant le polygone des forces et le pôle 0' sur ce plan, on obtient les points de rencontre avec ce plan des côtés du contour polygonal de la fig, 141, et le pôle 0 de la/î^. 142. Dans cette dernière figure, les points de rencontre 2', 3' du polygone des forces avec le plan N sont maintenant complètement déterminés, car ils sont situés sur les rayons qui, de 0, projettent les points de rencontre correspondants de la fig. 141. Ces rayons étant en effet des directrices du système, puisqu'ils sont situés dans le plan focal* et passent par le foyer, rencontrent les côtés du contour polygonal de la fig. 142. Par guite, les intersections des rayons du faisceau 0' avec les côtés du polygone des forces sont les projections des points de rencontre 2', 3' dans , l'espace. Il suflSt donc, pour obtenir ces points, de projeter de nouveau sur les rayons 0 les intersections des rayons 0'. Après avoir construit ainsi les diff'érents points d'intersection des deux contours polygonaux dans l'espace avec le plan N, on peut encore prendre arbitrairement un point du contour de la fig. 141 dans le plan projetant Tune des forces. En joignant ce point au point de rencontre correspondant, on obtient un côté du contour. L'intersection de ce côté avec le plan projetant la force suivante détermine un second côté du contour, et ainsi de suite.
La projection de la droite qui réunit, sur la fig. 142, le point 01 au point 34, est la résultante 123 du polygone des forces. A cette résultante correspond, sur la fig. 141, l'intersection des plans 01 et 34. Nous avons indiqué la construction de cette intersection, qui passe par le point de rencontre des côtés extrêmes du polygone funiculaire. Par suite, la résultante d^un nombre quelconque de forces situées dans un plan passe par l'intersection des côtés extrêmes de tout polygone funiculaire reliant ces forces.
Si on change le sens de la résultante 123, les forces sont en équilibre, et les deux polygones sont fermés. Donc, quand des forces sont en équilibre, le polygone des forces et tous les polygones funiculaires sont fermés.
Si, en partant du point 01, on change, dans la fig. 142, l'ordre des différents côtés du contour, on arrive toujours, d'après le n* 38, p. 151, aa même point final 34. Par suite, dans la fig. 141, le premier et le dernier plan 01 et 34, et par conséquent aussi leur intersection, ne cban-
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gent pas. La résultante d'un nombre quelconque de forces est donc indépendante de l'ordre dans lequel s'opère la composition', elle est 11 résultai d'uue addition.
Si on prend un autre plan N, on obtient, dans la projection, un auln p61e 0', du polygone des forces et un autre polygone funiculaire. Deir côtés correspondants quelconques des polygones situés dans les plans f et N, ae rencontrent, car ces côtés sont situés dans le plan de deux côlé consécutifs du polygone dans l'espace. L'intersection de ces côtés doi Être située sur l'intersection des plans N et N,. Ces intersections son donc situées en ligne droite, et il en sera de même des intersections de projections de ces côtés. De là résulte le théorème démontré au n' 46 p. 164. que les côtés correspondants de deuï polygones funiculaires re liant la même série de forces se coupent sur une même ligne droite. I est clair que cette ligne droite, qui est parallëlb à la droite joignant le^ deux pôles du polygone des forces, est la ligne d'action de la résultante àe: forces agissant suivant deux côtés correspondants quelconques des deu; ■ polygones funiculaires, l'une de ces forces étant prise en sens contraire
A une droite à l'infini, correspond, dans un système focal, une parai lèle à l'axe central. Par suite, si le plan N se déplace parallèlement; lui-même, son foyer décrit une parallèle à l'axe central, et, comme nou avons projeté les polygones par le point à l'infini de l'axe central, la pro jecliou du contour polygonal de la fig. 141, c'est-à-dire le polygone de forces, n'est pas modifiée. Quant aux côtés correspondants des deux po lygones funiculaires, ils sont parallèles, puisqu'ils se coupent à l'infini on obtient ainsi tous les polygones funiculaires qui peuvent être con struils avec un seul et même polygone des forces. La résultante de forces égales agissant suivant les côtés correspondants de deux de ce polygones funiculaires, et dont l'une a été changée de signe, est con stante ; c'est une force à rinfinl, c'est-à-dire un moment.
La considération du système focal permet donc de démontrer facile ment et simplement les diverses propriétés du polygone funiculaire e du polygone des forces, et nous a.urions pu substituer ces démonstra tions à celles données dans les n" 41, 42, 44, 45, si le systèni focal était plus généralement connu. Mais, au point de vue graphiqu( la considération du système focal n'est d'aucune utilité, car il faiil comme nous l'avons vu, construire d'abord les polygones pour ohteiii un contour possible dans le système focal. Toutefois, cette considéralio conduil, pour la composition des forces agissant sur un framework [*
1") Voir, pour le terme p-nw^ritrk. 1; eini)loierons ft'dquemmoiit le terme fem
FRAMEWORRS A CHARGES CONSTANTES
Soit (PI. X,) un frame aux nœuds duquel sont appliquées des forces quelconques, mais constantes. Nous reviendrons plus tard sur les différents systèmes de frames, et nous nous bornerons à faire remarquer, pour le moment, que les constructions de Gremona, que nous allons faire connaître, ne sont possibles que lorsque les forces sont toutes appliquées à des nœuds situés sur le contour du frame. Les forces doivent en outre être en équilibre. Par suite, si 012 ... 7 sont les forces données, nous les composons tout d'abord, et nous décomposons ensuite la résultante en deux composantes dirigées suivant les réactions des culées. Gela posé, nous construisons un nouveau polygone des forces, en suivant Tordre A1357B6420A;ce polygone est fermé. Sur la figure, nous avons désigné les nœuds du longeron comprimé par des chiffres impairs et ceux du longeron tendu par des chiff^res pairs, de telle façon que les tiges qui relient les deux longerons soient désignées par la série des chiffres consécutifs 01234567. Au moyen de ce polygone des forces, on peut construire un polygone funiculaire, puis, en suivant les règles données au numéro précédent, un contour fermé dans Tespace analogue à la fig. 141, et on projette sur ce contour les nœuds du frame. Gela fait, en reliant par des lignes droites les points correspondants aux nœuds qui sont réunis par des tiges dans le frame, on obtient un solide formé d'autant de faces que le frame contient de compartiments ou mailles, et qui est limité par la surface développable du contour polygonal. En comparant la figure que Ton obtient ainsi avec la fig. 141, on voit que sur cette figure la surface développable, qui dans ce cas est fermée, n'est pas limitée par un plan unique N, mais par la surface polyédrique qui correspond au frame.
Gonstruisons maintenant la forme réciproque dans le système focal. Elle se compose (comparez avec la fig. 141) d'un contour fermé gauche correspondant aux forces, d'un polygone dont les sommets sont les foyers des faces du polyèdre dont les sommets correspondent aux nœuds du frame, et enfin de droites correspondantes aux barres du longeron supérieur et du longeron inférieur du frame, droites qui remplacent les rayons issus du point 0 dans la fig. 140. A chaque nœud du frame correspond un polygone plan ayant autant de côtés qu'il y a de barres et de forces|passant par ce nœud,
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La projection {PI. X,) de celle forme réciproque est le plan des forces cherché. Celte projection comprend les parties suivantes : l' un contour fermé qui est le polygone des forces; nous avons représenté par des traits de force les côtés de ce polygone, et nous leur avons donné les mêmes numéros qu'aux forces ; — 2' un polygone dont les sommets correspondent aux mailles du frame; ce frame peut être considéré comme un polyèdre, et à chaque étrésillon considéré comme l'intersection de deux faces consécutives de ce polyèdre correspond le côté qui joint deui sommets consécutifs du polygone; les droites de la PI. X, qui correspondent aux étrésillons du frame forment donc, comme ces étrésillons, un contour continu; — 3' enfin une série de droites correspondantes aux barres des longerons supérieur el inférieur; ces droites sont les intersections des plans qui correspondent aux estrémités de ces barres, el, par suite, chacune d'elles joint un sommet du polygone des forces & un sommet du polygone dont il vient d'Otre question.
A chaque maille du frame considéré comme face d'un polyèdre correspond un sommet du contour correspondant aux élrésillons. A chaque sommet du polygone des forces correspond un triangle, dont un côté esl une barre de l'un des longerons, et les deux autres côtés les forces appliquées aux extrémités de celte barre; ce triangle est par suite un élémenl de la surface développable. 11 résulte de là, el de ce que les mailles du frame sont des triangles, que, par chaque sommet de la PI. X,, il passe trois droites, et trois droites seulement ; l'une de ces droites correspond à une barre des longerons, el les deux autres aux deus forces extérieures agissant aux extrémités de cette barre, ou aux étrésillons passant par ces extrémités. Les deux forces sont désignées par les indices des nœuds que réunit la barre, et le sommet correspondant à la maille dont celte barre est un côté est désigné par l'indice du nœud opposé à la barre. A l'exception des barres extrêmes AO et 7B, l'indice du nœud opposé à une barre est compris entre les indices des nœuds situés aux extrémités de celle-ci. 11 esl facile, au moyen de ces remarques, de reconnaître les éléments correspondants de la PI. X, ,i i.
A chaque nœud de la fig. l correspond, sur la fit/. 2, un polygone fermé ayant autant de côtés qu'il y a de barres et de forces passant par ce nœud. Chaque force n'appartient qu'à un de ces polygones, tandis que chaque barre appartient à deux polygones. En ce qui concerne le signe de la surface de chaque polygone, signe qui est déterminé par celui de la force appartenant à ce polygone, on peuL remarquer que chaque barre du frame est parcourue une fois dans un sens el une fois en sens contraire. Chacune des barres des longerons sépare en elfet, sur la fig, 2. deux forces consécutives de mémo sens, el, par suite, doit avoir de-;
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signes différents par rapport à chacune de ces forces. Quant au contour correspondant aux étrésillons, il est parcouru dans le môme sens pour tous les polygones dont Tun des côtés est une des forces d'un môme longeron, et il est parcouru en sens contraire pour tous les polygones dont l'un des côtés est une des forces de l'autre longeron.
Par conséquent, si l'on considère ces polygones comme les polygones des forces agissant sur les différents nœuds, les forces correspondantes à chaque nœud sont en équilibre, puisque les polygones sont fermés. Si donc le frame est construit de telle façon que les forces extérieures ne puissent ôtre équilibrées que par un seul système de forces intérieures, la /?^. 2 est le plan des forces de ce système, et chaque barre n'aura qu'à résister aux deux forces égales et contraires qui agissent à ses extrémités. Sur Isifig. i, nous avons indiqué par un double trait les barres comprimées.
Si l'on fait la somme des aires des différents polygones qui représentent l'équilibre des nœuds, les côtés correspondants aux barres du frame sont parcourus une fois dans un sens et une fois dans un sens contraire, et par suite ces côtés n'ijifluent pas sur la somme des aires. Cette somme est donc équivalente à l'aire du polygone des forces. Cette proposition apparaît d'une manière plus claire encore, si l'on imagine que l'aire de la figure soit décrite au moyen d'un planimètre simple, comme celui qui est représenté par les fig, 76 et 77 (p. 115). L'un des crayons devra décrire alors une (ois dans un sens et une fois en sens contraire le contour correspondant aux étrésillons pour revenir à son point de départ, ce qui donne une aire nulle, et l'autre crayon décrit le contour fermé du polygone des forces.
Si Ton fait une section quelconque dans un frame, et qu'on applique aux barres coupées des forces égales aux tensions ou aux compressions de ces barres, l'équilibre du système ne sera pas altéré, car, dans ce cas, les forces qui agissent sur les différents nœuds et celles qui agissent sur les sections des barres coupées sont en équilibre. Quand la section est telle qu'elle laisse d'un côté un certain nombre de forces consécutives dans le polygone des forces, et de l'autre côté toutes les autres forces, le diagramme 2 montre immédiatement que l'équilibre subsiste en appliquant, comme nous venons de le dire, aux barres coupées des forces égales aux tensions ou aux compressions de ces barres, car, dans ce cas, le contour correspondant aux barres coupées forme le polygone des forces situées d'un môme côté de la section. Ainsi, pour la section indiquée sur la fig. i, l'équilibre est représenté par le côté correspondant àl'étrésilIon34, parles deux côtés correspondants aux barres 35 et 24 des longerons, dont l'une est tendue et l'autre comprimée, et enfin par le
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polygone des forces 20A1^ nu 57B64, suivant qu'on considère l'équilibre à droite oa à gauche de la section. Qnand il n'y a, comme dans le cas actuel, que trois barres coupées, on peut, comme vérification, déterminer directement les forces qui agissent sur ces barres par la métbode du D* 56.
Il est facile de voir, d'après ce qui précède, qu'il n'est pas nécessaire, pour construire les diagrammes 1 el 2, de recourir à la considération du système focal. Il faut, au contraire, construire tout d'abord le polygone funiculaire pour obtenir le contour correspondant dans l'espace, et les deux polygones ne diffèrent des polygones funiculaires et des polygones des forces ordinaires que par l'ordre particulier des forces à composer; cet ordre conduit, comme nous venons do le voir, ft des fleures très élégantes. Mais cette métbode présente un désavantage, c'est qu'il faut avant tout construire un polygone funiculaire spécial et un polygone des forces, destinés à déterminer l'équilibre des forces extérieures, ce à qaoi ne peuvent servir les polygones funiculaires correspondants à un p6le déterminé, dont H. Gremona a fait usage dans ses %ures, parce que les réactions des culées, qu'il est nécessaire d'introduire dans le contour des forces, ne sont pas connues à priori. En général, on devra, ou bien construire deux polygones des forces, ou bien opérer comme nous l'avons fait pour la PI. XVI de la première édition du présent ouvrage. Mais, dans tous les cas, où les forces extérieures sont connues à priori, il n'y a aucune disposition du polygone des forces qui soit plus dtreclc et plus élégante. Aussi nous ferons exclusivement usage de celte méthode dans le cours de cet ouvrage, lorsque nous voudrons déterminer, pour des frames symétriques, les forces intérieures résultant ilii poids propre; nous en ferons aussi usage pour les constructions en forme de grues. La PI, X donne quelques exemples de l'application de celte méthode ; ces exemples sont tous tirés de l'ouvrage de M. Gremona, à l'exception de celui qui se rapporte à la poutre du système Pauli,
Les fig. 3 et 4 reprÉsenlent le plan des forces d'une poutre de ce dernier système. Les réactions des culées sont des forces verticales A el B, dirigées de bas en haut, et égales, comme on sait, à la moitié du poids propre de la poutre. Commençant par la force A, nous portons, h partir de l'extrémité supérieure de celte force, les charges 0, 2, 4, ,.., 12 du longeron inférieur, puis la réaction B, et enfin les charges 1 3, H, 9... I du longeron supéiieur. Gomme nous n'avons que des charges verticales, le polygoue des forces se réduit h une ligne droite. Par les points de division de celle ligne, nous menons des parallèles aux barres correspondantes des longerons, puis, partant du point 1 ou du point 1 3, nous des parallèles aux étrésillons, ce qui nous donne le contour
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1 ... 13; les intersections de ce contour avec les parallèles aux barres du longeron déterminent les forces qui agissent suivant ces barres. Pour construire la figure, nous avons supposé les charges du longeron supérieur différentes de celles du longeron inférieur, afin de ne pas obtenir des forces infiniment petites pour les étrésillons. Dans les poutres du genre de celle que nous examinons, on adapte ordinairement descontreétrésillons ; on peut alors considérer la poutre comme formée par la superposition de deux poutres simples symétriques Tune de Tautre, et la fig, 4 suflSt pour déterminer toutes les forces qui agissent suivant les différents éléments de la construction.
Les fig, 5, 6 se rapportent à une poutre à suspension, qui ne diffère de la poutre du système Pauli que par la disposition symétrique des étrésillons. La construction, dans ce cas, n*exige aucune explication spéciale.
Les fig, 7, 8 se rapportent à un câble rendu rigide par des étrésillons. Les tensions aux extrémités du câble se déterminent par la condition que -la composante verticale de chacune d'elles soit égale à la moitié du poids mort total. On peut alors construire le polygone des forces, qui est un quadrilatère fermé, et Ton achève la construction comme dans les cas précédents.
La construction, dans le cas d*une grue, est encore plus simple [fig, 9 et 10). Le polygone des forces se réduit à une verticale et n'est pas fermé. En partant de la force appliquée à l'extrémité 0, on peut construire successivement toutes les forces, et la construction peut se prolonger indéfiniment jusqu'à ce que l'on soit arrivé à la base de la grue. Le polygone des forces se ferme quand on y ajoute les forces agissant sur les éléments de la construction limités par cette base.
COMPOSITION DE DEUX FORGES PARALLÈLES
Nous avons appris à composer les forces parallèles au moyen des moments ; mais dans la pratique il est plus commode de les composer à Taide d'un polygone funiculaire. Nous exposerons dans ce chapitre les méthodes usuelles applicables à quelques-uns des cas qui se présentent le plus fréquemment.
Pour composer deux forces P et Q [fig. 143) agissant suivant deux di rections parallèles AB et GD, intervertissons ces deux forces et portons (J sur AB et P sur GD, en ayant égard à leurs signes ; leur résultante passera par le point d'intersection 0 des deux lignes BG et DA qui forment, avec les quatre points ABCD, un quadrilatère tel que son périmètre soit parcouru dans le même sens suivant les forces P et Q.
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Fig. 143.
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Pour démontrer cette proposition, projetons la force Q, au moyen d'une parallèle BE à AD, sur sa direction primitive GD, de telle sorte que CE représente la somme des forces P et Q , en tenant compte de leurs signes. On peut alors considérer OCDE comme un polygone des
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forces et B,BEE, comme le polygone funiculaire correspondant. Le cdté moyen BE de ce polygone est parallèle à OD et les c6tés extrêmes B,B et EE, se coupent en 0; par suite 0 est un point de la résultante. La grandeur de la résultante est égale à P -{- Q ou OE. Il résulte également de la similitude des deux triangles OAB et UOD, dans l^fig. 143, que la direction de la résultante de deux forces parallèles est la même que celle des forces elles-nièmes, qu'elle est située entre ces forces quand, celles-ci agissent dans le m^nie sens (par rapport à la droite de l'infini), qu'elle est au contraire située en dehors de ces forces et du cûté de la plus grande, quand elles agissent eu sens contraire. Enfin le rapport de la distance des deux forces P et Q à 0, soit
OB_AO_p • OC ~ DO — i'
Cette demiÈre proposition ressort également de la théorie des moments d'après laquelle Vp^ Qq.
La fig. 443 fournit aussi la solution du problème inverse, qui se présente fréquemment et qui consiste à décomposer une force donnée en grandeur et en direction en deux composantes parallèles agissant suivant des droites données. Par un point quelconque 0 de la résultante, on mène deux rayons OC et OE, interceptant sur l'une des deux droites données une longueur CE, représentant en grandeur la force à décomposer; puis, par le même point 0, on mène un rayon OD parallèle h la ligne BE, qui réunit les points d'intersection des deux rayons déjà tracés avec les droites données. Ce rayon divise la force donnée CE en deux composantes CD et DE qui, prises avec des signes convenables, représentent les composantes cherchées.
Si l'on n'a besoin que d'une seule des deux composantes, la force Q , par exemple, qui agit suivant la droite CD, il est inutile de faire la construction complète; cette force est représentée par le segment intercepté entre le point 0 et la ligne BE sur la direction de la force à décomposer. 11 résulte en effet du parallélisme des lignes OD et BE que cette longueur est égale à DE, c'est-à-dire â (J.
COMPOSITION DE PLUSIEURS FORGES PARALLÈLES DANS LE PLAN
a méthode ordinaire ; cette manière de procéder est du reste avanageuse, même dans le cas de deux forces, iorsqu*on a besoin de eurs moments. Gomme les forces parallèles se coupent à une distance nfinie, il n'est pas possible de prolonger la première des deux forces ionnées jusqu'à son point de rencontre avec la deuxième, et de prendre ^origine de cette force pour pôle du polygone des forces. Il faut, dans !e cas, choisir le pôle en dehors de la ligne droite à laquelle se réduit le 3olygone des forces. On peut prendre, pour le premier côté du polygone funiculaire, une parallèle quelconque au rayon qui passe par Torigne de la première force, et le polygone peut être construit d'après les règles données précédemment.
Un exemple de ce mode de composition est donné par les fig. 144 et 445. Les quatre forces portées l'une à la suite de l'autre sur la
-^i'-^:Jr^
Fig. 145.
h' U5 sont sur une même ligne droite qui constitue, avec le pôle 0, le polygone des forces. Dans le polygone funiculaire (fig. 144), les divers côtés sont parallèles ajix rayons correspondants du polygone des forces. Ainsi le côt& compris entre 2 et 3 est parallèle au rayon 0 (2 3) et les '-ôtés extrêmes sont parallèles aux rayons extrêmes 01, 04. L'intersection des deux côtés du polygone funiculaire détermine un
point lie la résuUanle Ap.» fttrre» qui apUsPiil entre ces t'Aies ; quanl îk b grandeur ot k \a direction tic c^itc ré^ultaote. elle est donnËe par le poly^ne des forces.
Souvent on « besoin d'obtenir la résultante des I, 2, a, iiretnitre^
forces. On peut alors effectuer la construction comme l'indique b fig. 144, oii les diverses résultantes sont représentées par les forces (1 31 [1 2 3} (1 9 11 4). Si les quatre forces données agissent sur une poutre ou sur une autre construction, et qu'on veuille déterminer les pressions sur les appuis A etB, il sutlira [d'après le n* 83, p- 161. fig. 143; voyei aussi le n* 38) rie décomposer la résultante (12 3 4) en deux forces passant par les points A el B. On ubliuot ce résultat en prolongeant les c6tÉa extri^nlBs du polygone jusqu'à leur rencontre avec les parallèles menées par A et B Ji la direction des forces el en fermant le polygone par la ligne AB. Le rayon U(AB) du polygone des forces, qui est parallèle à AB, divise la somme (1234) des quatre forces en deux composantes A el B qui sont les farces cbercbéea.
Si l'on établit l'équilibre du système en appliquant ces forces en Ad B après avoir changé leur sens, comme l'indiquent les flèches sur la fig. 145, ces forces A et B représentent les réactions des appuis. Ainsi (|ue l'exigent les conditions d'équilibre , la somme des sis forces A 1 :2 3 4 B est égale h 0 dans le polygone des fi>rces, et le polygone funi- ' rulaire, dont AB représente un côté compris entre les deux forces A et B. est fermé (n-,i3, p. 179).
Dans les éludes auxquelles donne heu la construction des ponts, il e^l souvent nécessaire de connaître la résultante de toutes les forces qui agissent du mSme cûté d'une section déterminée, par exemple ^,. Un appelle cette résultante efforl Iranchanl lorsqu'on suppose qu'elle agit dans la section donnée. Les forces agissant à gauche de la section ^, sont, dans le cas de la fi<j. 144, A et 1. En prolongeant jusqu'à leur point de rencontre les côtés du polygone funiculaire qui comprennent ces deux forces, on obtient un point de la direction de la résultante cherchée et le polygone des forces donne la somme A, de (Al), ainsi que l'indiquent les (ig. 144 et 145.
Il résulte de celte conslruction que, pour obtenir la somme des forcer qui agissent d'un môme côté de la section y, , il suffit de mener par le point 0 [fig. 143) deux rayons respectivement parallèles aux côtés du polygone funiculaire qui comprennent ces forces; ces rayons iatercepleront sur le polygone des forces la somme cherchée. On peut aussi construire directement cetle somme, à l'aide de la fig. 144, sans recourir au polygone des forces; cetle somme est donnée par le segment que les côtés du polygone funiculaire qui comprennent les forces à composer
COMPOSITION OÈ PLUSIEURS FORCES PARALLÈLES DANS LE PLAN
interceptent sur une parallèle aux forces menées à Une distance H des points de rencontre de ces deut côtés. Cette construction est indiquée sur la fig. 144 pour les forces 2 et 3. Le triangle formé par les côtés extrêmes 1 2 et 3 4 du polygone funiculaire et la verticale 2 3 indiquée par un trait fort est égal au triangle correspondant 0 (2 3) du polygone des forces [fig, 145).
En outre, la somme des segments y',8 + y%8 [fiQ- **^) Q^® ^®"x cftlft du polygone Interceptent sur les verticales menées par les points d'appui, est proportionnelle à la somme 2 + 3 des forces qui agissent entre ces côtés. En effet, si par le point d'intersection d'un côté du polygone avec Tune des verticales, nous menons une parallèle à Tautre côté du polygone, ces deux lignes et la verticale menée par le deuxième point d'appui, sur laquelle le segment intercepté est égal ày',3+y"„, forment un trianglet semblable au triangle correspondant du polygone des forces; ces deux triangles sont égaux si l'on preUd pour distance polaire la distance 2/ des points d'appui. Ainsi Ton a :
On déduit de cette égalité que cette somme se chati)i;e en diffifence, lorsque les côtés du polygone se coupent en dehors des poiAtft d'appui, comme c'est ie cas, par exemple, pour la ligne qui f^rme le polygone.
Si Ton prend 2/ pour distance polaire, la somme des segments est, ainsi que nous l'avons déjà fait observer, égale à la somme des forces agissant entre les côtés du polygone. Gomme cas particulier, les deox c6tés extrêmes du polygone déterminent sur chacune des verticales des points d'appui, des segments égaux à la réaction de l'antre appui, car l« segments compris entre la ligne qui ferme le contour polygonal et l'ua des côtés sont nuls.
Si la distance polaire, au lieu d'être égale à 81, est un multiple ou nn sous-multiple de cette longueur, on peut encore considérer les segments déterminés sur les verticales des appuis comme représentant les réactions ; seulement il faut avoir soin de les mesurer avec une échelle cor^ i^spondante au rapport renversé.
Nous devons faire remarquer que la somme des forces agissant en dehors d'une section déterminée change de signe pour la force qui cor-^ fespond au rayon 0 Afi) du polygone des forcesi c'est-à-diré la force 2 dans le cas de la figure. Ainsi, les forces (Al) ôi(A12) ont des signes contraires et sont situées de part et d'autre de la ligne 0(AB). Si l'on
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pt'oitd la ligue AB qui ferme le polygone comme axe des abscisses, r'c»^ au point 2 que l'ordonnée du polygone funiculaire passe par un maiimuni. En ce poinL, la tangente au polygone funiculaire est parallèle i AB et la résultante des forces agissant en dehors de ce point est uor force inSniment petite située i. l'intlni.
Le polygone funiculaire et le polygone des forces, teU que nous k' iivons construits dans les fig. iU et 145, donnent immédiatement les ronilîlion>i d'équilibre d'un arc chargé {fig. 146) ou d'un cible de poni suspendu {fig. H7j. Les rayons menés par le pôle 0 représentent les
compressions ou les tensions des sections correspondantes de l'ai-c ou du càhle.
La proposition tout à fait générale que nous avons démontrée, à savoir que le changement dans l'ordre des forces h composer n'a pas d'inlluence sur le résultat final, s'applique également aux forces parallèles. On peut donc, ainsi que nous le verrons par la suite, lorsqu'il s'agira de calculer des ponts, construire d'abord le polygone constant qui correspond au poids propre du pont, et y ajonter ensuite la charge accidentelle et variable.
Il convient de remarquer enfin que, dans le cas de charges uniformément réparties, ces deux polygones ont, ainsi que nous l'avons démontri; au n° 79, p. 284, des paraboles pour enveloppes.
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Pour appliquer ta méthode exposée au n* 49 (p. 171} à la détermination du moment d'un nombre quelconque de forces parallèles, remplaijous ces forces par les tensions P et P, des eûtes extrêmes du polygone
Ai2,
funiculaire. Gela posé, si on prend, pour la longueur H, qui, dans la fig. i05 (p. 173), représente la force ou le bras de levier auquel on réduit tous les moments, la distance du pôle 0 au polygone des forces (qui est une ligne droite), les composantes Q etQ, de la fig. 105 deviendront perpendiculaires à H et les lignes OA et OA^ de la fig, 104 seront parallèles à h -|-A,. Par suite, le moment A + A, des forces P et P, , ou des forces parallèles qui leur sont équivalentes, sera égal au segment que les côtés extrêmes du polygone funiculaire par rapport aux forces considérées interceptent sur une parallèle à ces forces menée par le pôle des moments. Ainsi, sur la fig. 144 (p. 305),
le moment des forces A 1 , par rapport aux sections y,, est égal aux produits y, H,
Tun quelconque des deux facteurs de ces produits pouvant être pris comme force et l'autre comme bras de levier.
Le sens de rotation des moments est naturellement déterminé par la direction et la position de la résultante par rapport à la section considérée. Il est à peine nécessaire de rappeler que ce procédé est identique avec la multiplication du n* 4 (p. 23, PI. III).
On peut démontrer cette même proposition en décomposant chacune des deux forces qui agissent suivant les côtés extrêmes du polygone funiculaire, à leurs points d'intersection avec la verticale par rapport à laqueliè on prend les moments, en deux composantes. Tune horizontale et l'autre verticale. Le moment des deux composantes verticales est nul. Chaque composante horizontale est égale à H, et la somme de leurs moments est égale au produit de H par le segment intercepté sur la verticale.
Si Ton veut introduire un moment dans le polygone funiculaire pour composer ce moment avec les forces considérées, il faut, d'après ce qui a été dit au n' 52 (p. 178), déplacer, parallèlement à lui-même, le côté du polygone funiculaire qui relie les deux forces entre lesquelles on veut introduire le moment, d'une quantité telle, que le produit de la tension de ce côté par la longueur du déplacement, ou, ce qui revient au même dans le cas de forces parallèles, que le produit de la distance polaire par le segment intercepté sur une parallèle aux forces par les deux positions du côté déplacé soit égal au moment donné. Cette dernière partie de la proposition résulte de la relation
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fournie par les lieux triangles semblables désignés par ces lettres dans les /îy, 149 Pl 130. On a inlercHlé sur ces ligures, entre les réactions dos
appuis et les ciiléû exlràmes du polygone funiculaire, les moments ïi et '4t;+i . La fig, I48reprpsunte la travée d'une poutre onntinue, comprise entro les appuis i et i'4-l- L.» nioioeot '^, sur
,,i l'appui l'a été supposé négatif (^; la longueur -r-'
doit par suite 6lre portée, sur la ^g. 14!), de toile façon que , lorsque le premier cûté S du p<jIyf;one funiculaire, sur lequel la direction de la force a été indiquée par imc flèche, aura été déplacé, cette force tourne dans
le sens (^autour d'un point de sa direction primiliie; —doit donc être
porté vers le haut. Nous traçons ensuite le polygoni> funiculaire comme h l'ordinaire jusqu'à l'appui l'+l enB;à partirdece point, le polygone doit 6tre déplacé d'une quantité correspondante au moment 'jj,^, et qui, mesurée parallèlement à la direction des forces, sera égale à $,^, : h. En B. le moment a été pris positivement ^, comme l'indique la fiff. 148; le sens de la rotation est par suite inverse de celui du moment correspondant à l'appui A, et le dernier cOté du polygone funiculaire doit être déplacé de haut en bas.
Les côtés extrêmes du polygone funiculaire coupent les réactions de-^ appuis aux points A et B, et la ligne qui réunit ces points ferme le polygone; en menant par le pôle une parallËle à cette hgne {fig. I'>0), ou ili'termine dans le polv^'unc des forces les réarlions des appuis P, cl
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Tout ce qui a été dit dans ce paragraphe ^t dansi le paragraphe précédent du polygone de la fig. U4 (p. 303), s'applique au ca^ actuel. Si l'on considère une section faite dans la poutre, les côtés eji^térieurs du poly* gone funici^laire se coupent sur la résultante de^ forces qui agissent sur la portion de la poutre qui a été séparée par la section. Si Ton mène une sécante quelconque parallèle aux forces, le produit du segQ^ent intercepté sur cette sécante par le polygone funiculaire et de la distance polaire est égal au moment, par rapport à un point quelconque de cette sécante, des forces situées d'un môme côté de celle-ci, Sur la fiq. 149, la ligne qui ferme le polygone funiculaire coupe ce polygone en d^ux points. On reconnaît facilement qu'en ces points le moment change de signe, car ce moment passe alors par zéro sans qu'il en soit de môme pour les forces. Si Ton fait deux sections. Tune ^ droite, Tautre à gauche de Tun de ces points, les résultantes des forces agissant en dehors de ces sections se trouvent entre ces sections ; par suite, elles tournent en sens opposé, si la force n'a pas changé de signe dans Tintervalle. Inversement, pour qu'un moment change de signe, il faut qu'il passe par zéro, parce que, dans les constructions, on ne rencontre pas de moments infiniment grands. En outre, comme les surfaces (voir fig. 76, p. 113) ne changent de signe que lorsque leur contour se croise entre la surface positive et la surface négative, on peut dire d'une manière générale en parlant des polygones funiculaires correspondants à des forces parallèles en équilibre :
Si Von coupe une portion d'un polygone funiêulaire fermé, reliant des forces parallèles en équilibre, par une sécante parallèle aux forces^ le momefit, par rapport à cette sécante, des forces situées d'un mime côté d^ la ieciion sera positif nu négatif suivant que la surface ainsi détachée du polyfirme pourra être déc7*ile dans un sens positif ou négatif par un mobile gui (Htrcourrait le polygone funiculaire suivant h direction des tensions opi des pressions des côtés extrêmes de la partie considérée. Pour les points situés en dehors de la section, le moment a le même signe ou un signe contraire, suimnt que ce point se trouve situé du même côté ou d'un côté opposé par rapport à la résultante des forces séparées par la section, c'est-à-dire par rapport à une parallèle aux forces, menée par le point d'intersection des côtés du polygone funiculaire coupés par la sécante.
C'est dans ce sens qu'on peut appeler surface de moment la surface d'un polygone funiculaire fermé, correspondant à des forces parallèles. Ces propositions ne s'appliquent pas d'une manière générale aux polygones ^iniculaires, parce que la direction de la résultante est variable.
Si les forces en équilibre, qui ont été composées dans la fig. 149, sont appliquées à une poutre (fig. 148), le sens de la courbure de la poutre
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supposée primilivfmenl rectiligne s'accortJera toujours avec le siptedu moment ou de la surface de moment. Les portions de poutre, qui corre^pondent nui parties du polygone situées au-<t£ssus de la ligni- qui li> Terme , ont leur concavité tournée vers le bas, et rédproque«ieul, nin« que l'indiquent les fi^tures. Aux pointïi aix les moments sont niiU l*o^ respondent par suite des sections pour lesquelles la courbure chanKP de sens ; dans ces sections elles-mêmes la courbure est nulle.
Ces points s'appellent points d'infl'xiun; en ces pointai, ou pourrait rouper la poutre sans troubler réquilibre. mais à la condition d'empêcher le glissement des sections, nerésulliil pourrait Ptre obtenu soit an moyen d'un étai, soit eu suspendant la partie de la poutre comprise entre les points d'inllexiuii, aux portions qui reposent sur les points d'appui: c'est iC qu'indique clairement Va (ig. I5i, Nous avons sup-
iTt=/T^=.Tc^
posé, dans cette figure, un fragment de poutre iT-posant sur chaque appui, et la partie médiane de chaque poutre suspendue par s{>s Rxtrémités aux parties latérales.
Si l'on considère d'une part les forces agissant d'un côté d'une section, et d'autre part les forces qui agissent de l'autre cùté de cette section, on I ibticnt, d'apr^s lu n" ti'A (p, 180), des signes opposés pour la résultante el pour son moment. Pour les forces situées dans un même plan, il est indilf'érent de considérer un oûté ou l'autre comme retranché. Oependani il est utile, dans les conditions ordinaires, de considérer toujours le mi'mc côté comme retranché; on se rappellera ainsi plus facilemcnl comment agissent les forces et les réactions des parties supprimées, l'ar suite, à moins d'indications spéciales, inni-i considérerons toujour^
e supprimée la partie de la construction située du côt^ de — .x^ , el nous remplai^erons celte partie par les Forces qui agissent sur elle, Comme nous prenons Eénéralement +j'„ situé à droite, la /îy. \^2 tcprésenlera les notations que nous emploierons. La partie de poutre re-
VARIATION DE LA SOMME ET DU MOMENT (F ET ^^^j.
86. VABIATION DE LA SOMME *ET DU MOMENT (P ET 5P) DES FORCES PARAL- LÈLES AGISSANT SUR UNE POUTRE, EN DEHORS D*UNE SECTION DÉTERMINÉE, QUAND d'autres FORCES VIENNENT S' AJOUTER A CELLES QUE L'oN CONSI- DÈRE.
Comme les forces parallèles et leurs moments se composent par une simple addition, nous pourrons traiter séparément chaque force venant s'ajouter aux quatre forces de la fig, 144 (p. 305), rechercher ses effets par rapport à une section donnée, et les ajouter à une des forces précédemment considérées. Si nous effectuons sur la fig, 153, pour une force
^supplémentaire aP, les constructions que nous avons faites sur les fig. 144 et 145 (p. 305), et si nous supposons que aP entre en ligne de «'ompte, les pressions sur les appuis A et B s'accroîtront des pressions ^A et 4B de la fig. 153; les ordonnées représentatives des moments varieront de quantités égales à y,, ;/, et ^,4, et les ordonnées correspondantes de la fig, 144 se trouveront augmentées de ces différences d'ordonnées.
Comme nous pouvons choisir arbitrairement la distance polaire H du polygone des forces, nous prendrons, pour simplifier, cette distance polaire égale à la portée AB. D'après le n' 84 (p. 307), les côtés extrêmes du polygone funiculaire interceptent dans ce cas, sur les verticales A et B, des longueurs représentant les réactions AB et AA des appuis. Si donc nous portons sur ces verticales ces réactions dont la somme est égale à AP, les rayons issus de A et B formeront deux côtés du polygone funiculaire,
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Enfin, il sufBt de jeter un coup il'œil liur la fig. 145, p. SOa, pour nconnaître que la résultante des Torces agissant en dehors d'une section quelconque, par exemple y,, est égale et contraire k celle des Torcfs agissant entre cette section et celle de moment maximum. Lorsque l'un considère des charges isolées, il faut supposer la force qui correspond nu moment maximum, c'est-à-dire la force Q dans le cas actuel, pah tagée par la ligne 0(AB) du polygone des forces en deux parties, dont l'une agit sur la portion de poutre située à K^iicbe de la section de aïoment maximum, et l'aiilre sur la portion de poutre située à droite du cette section- La force 1, ajoutée à la partie correspondante de la force 3, formera la somme A, des forces agissant on dehors de la kqcIÎod y,. Si l'on déplace la section y,, sans toutefois dépasser te point d'application d'une des forces,! un déplacement ir (voir fig. 144, p. 305) correspondra un accroissement du moment des forces agissant en dehors de la sectiuu égal à Aï.' (Al), car, quelle que soit la position de Al par rapport à y,. son bras de levier prend un accroissement J>a:, si aucune nouvelle forfp ne vient s'ajouter à celles qui agissent en dehors de la section. Si, pour une section quelconque, nous désignons par P la somme des force» agissant en dehors de cette section, et par ^ leur moment (chacune de ces lettres étant affectée des indices correspondants aux sections et aux forces), nous pourrons poser d'une manière générale, en remarquant que l'accroissement du moment peut aussi s'exprimer par HAy,,
L'égalité
résulte d'ailleurs aussi de la >^imilitude des figures formées <par ces longueurs dans le polygone des forces et dans le polygone funiculaire, d elle est identique avec les relations établies au n" 4 (p. 21). Il résulte de Ifi que ^ sera maximum quand on aura
c'est-à-dire quand la somme des forces agissant en dehors de la section sera égale à 0, ou, pour employer une expression à laquelle nous avons déjà eu recours, quand elle se réduit à un couple. Ce résultat concorde
aver ce que nous avons dit plus h;nit.
VARIATION DE LA SOMME ET DU MOMENT (P ET
86. VARIATION DE LA SOMME^ET DU MOMENT (P ET 5P) DES FORCES PARAL- LÈLES AGISSANT SUR UNE POUTRE, EN DEHORS D*UNE SECTION Dë;TERMINÉË, QUAND d'autres FORCES VIENNENT S' AJOUTER A CELLES QUE L'ON CONSI- DÈRE.
Comme les forces parallèles et leurs moments se composent par une simple addition, nous pourrons traiter séparément chaque force venant s'ajouter aux quatre forces de la fig. 144 (p. 305), rechercher ses effets par rapport à une section donnée, et les ajouter à une des forces précédemment considérées. Si nous effectuons sur la fig. 153, pour une force
supplémentaire aP, les constructions que nous avons faites sur les h. 144 et 145 (p. 305), et si nous supposons que aP entre en ligne de compte, les pressions sur les appuis A et B s'accroîtront des pressions '^Aet aB de la fig, 153; les ordonnées représentatives des moments varieront de quantités égales à y,, ;/, et ^,^, et les ordonnées correspondantes de la fig. 144 se trouveront augmentées de ces différences d'ordonnées.
Comme nous pouvons choisir arhitrairement la distance polaire H du Nygone des forces, nous prendrons, pour simplifier, cette distance polaire égale à la portée AB. D'après le n* 84 (p. 307), les côtés extrêmes du polygone funiculaire interceptent dans ce cas, sur les verticales A et B, des longueurs représentant les réactions AB et AA des appuis. Si donc nous portons sur ces verticales ces réactions dont la somme est égale à AP, les rayons issus de A et B formeront deux côtés du polygone funiculaire^
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se coupant sur iP; de plus, l'ordounée Y de ce point d'intersection, mulliplii^e par la distance polaire 2/. soit^/Y, représentera le momeul des Forces agissant en dehors de la section Y. Nous notons celte ordonnéfi Y, et non y, aQn de bien indiquer que si 3/ a été mesuré sur l'échelle des longueurs, Y doit être mesuré sur l'échelle des forces. Si l'on Tait varier la position de iP, le lieu des extrémités de Y est une parabole, parce que les faisceaux A et B sont projectifs et que les seuk rayons de ces faisceaux qui soient parallèles sont ceux qui sont A\T\%h vers le point à l'infini des verticales, en sorte que la courbe n'a qu'un point double commun avec la droite à l'intlni.
Si, des deux extrémités de l'un des deux rayons, celui qui est issu Af K par exemple, on projette les longueurs aA et aB, au moyen de paral- IMes à l'autre rayon, sur l'ordonnée de Y, et si l'on déplace ensuite cette figure en la déformant de telle manière que le rayon issu de A vienne occuper la position A'B, les deux rayons projetants seront parallèles â la ligne AB; on voit par suite que, si on porte les 4A sur l'ordonnée correspondante de Y. au-dessus de la ligne AB, le lieu de:^ extrémités de ces M sera la ligue droite AB. En menant par A' une parallèle à AB. on obtient sur l'ordonnée de Y le complément aB de a.\.
Il ressort de la ligure, ainsi que du n'.'ii (p. 183). [jueles valeurs deAA et de .iB sont données par les relations
AA _ W ^ RY ~ AB~ YA
Oes relations confirment ce que nous avons déjà vu, h savoir que aA l't aB sont négatifs, et que iA + iP+iB^O. Si nous coupons la construction dans le sens indiqué par la fig. 132 (p. 312), la somme Ae> forces agissant en dehors de la section sera, si celle-ci est comprise entre A et iP, égale à iA et par suite négative; pour une section comprise entre 4P et B, cette somme sera aA + aP^ — aB, c'est-à-dire positive. On voit aussi que la force aP exerce sur cette somme des effels opposés, suivant qu'on la suppose agissant d'un côté ou de l'autre de la section considérée. Les relations pi-écédentes donnent aussi le moment i,% des l'orrcs agissant en dehors d'une section Y, comprise entre A'
Nous aurons de la même manière, pour le moment par rapport à inu' lection comprise entre aP et B :
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Ce dernier résultai est mis en évidence par la figure suivante :
Fig. 154.
Le moment est égal au produit des deux segments figurés par un trait fort et situés de part et d'autre de la charge et de la section donnée, divisé par la portée totale AB et multiplié par aP.
On peut déduire aussi de la figure une expression très simple du moment A^. Si Ton place Torigine des abscisses au milieu 0 de la portée et si Ton désigne par ^l Tabscisse de àP, par x celle de la section pour laquelle on veut déterminer le moment, on aura respectivement, pour un X compris entre — / et p/, limites que nous désignerons par — 1 et p, et pour un x compris entre p et -|- ^ •
AîP_^. = ^(* + P)(*-7)'^.
De ces remarques générales nous concluons la proposition suivante : Si à des charges données Ton ajoute une charge nouvelle aP, la section de mment maximum se rapprochera du point d'application de cette charge^ et ^lle s'en rapprochera d'autant plus que aP se^'a lui-même plus voisin de la action de moment maximum.
Supposons, par exemple, que cette section soit située entre Y et B; tien ne sera modifié dans la partie YB de la poutre, si ce n'est la pres- Mon sur Tappui B qui sera augmentée ; par suite, d'après ce qui a été dit au n* 85 (p. 314), la portion de poutre comprise entre la section de moment maximum et Tappui B devra être plus longue, afin que son poids soit toujours égal à la pression sur Tappui B. La section de moment maximum s'éloignera donc de B et se rapprochera de Y, puisque, par hypothèse, aP est situé du côté opposé ; elle s'en rapprochera d'ailleurs d'autant plus que B sera plus grand, et, par suite, que AP sera plus près de B, c'est-à-dire de la section de moment maximum que A? ne peut pas dépasser d'après notre hypothèse.
Si la charge d'une poutre est uniformément répartie, la section de moment maximum sera le plus rapprochée d'un appui lorsque la poutre sera totalement chargée entre cette section et l'appui. Si l'on peut augmenter cette charge uniforme dans certaines parties, par exemple en intercalant une locomotive dans un train , la section de moment maxi-
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miim se rapprochera d'autant plus de l'appui que la locomotive sen elle-même plus rapprochée de celte section. Comme une charge placer au delà du point de moment maximum par rappori à un appui éioigne Ci? point de l'appui cousidéré, U locomotive aa devra pas dépasser le point de moment maximum pour que ce point soit le plus prts possible de l'appui.
Ainsi, quand un train, ayant sa locomotive en tête, s'engage sur un pont, le point de moment maximum se rapproche sans cesse de la locomotive qui avance, jusqu'à ce qu'il atteigne la roue d'avant; lorsque le train rontitlUe à avancer, le point de moment maximum s'éloi^e du prenaicr appui pour se rapprocher du second, jusqu'il ce qu'il soit atteint par la dernitre roue de wagon; il rétrograde ensuite pour regagner an posiliou primitive.
/jiaofiime P rfe» /fMWs agissant en df/i/tru d'une section Y,{fig. 1(4 ellSS) m/ augmentée ou diminuée suwant que Fan ajimte une forcé tfun rôfè ou de l'autre de celte section. Celta variation ett d'nulanl plus camidé'able t/ue lu force ajoutée est plus rnpprnch^e de la section.
En effet, nous venons de démontrer que AP produit des effets opposés, suivant qu'on l'aJOUU d'iln c6tA ou de l'auttfi d'une section faite dans la construction. S'il s'agit d'augmenter l'effort tranchant négatir, on chargera autant qas passible ta poison comprise entre la section et l'&ppUt B; s'il S'&glt, va. ContPaire, d'augmenter l*effort tranchant positif, c'est la partie romprise entre l'appui et la section qu'il faut charger.
En outre, comme ces forces iA et aB sont proportionnelles aux longueurs AY et YB, l'eU'et de 4P est d'autant plus grand que iP est plus rapproché de la section.
En reprenant l'e-xemplo donné plus haut, on peut dire que, pour nue section quelconque, la somme [-fP) des forces agissant en dehors de celte section est maxima, quand la Poue d'avant du train venant de B atteint la section y, ; elle est minim'a (et sa valeur absolue — V est un maximum) quand la roue d'avant du train venant de A atteint |celle section.
I.p iHo'iienl dex fot'ien ni/issanl en de/wrs if une secl'on quelconque j, (llg. 144 et 153) augmente lorsqu'un ajoute une force ûP agissant dans l'étendue de la travée AB ; r accroissement est d'autant plus grand que la force ajoutée est /ilus rapprochée de la section.
Comme, d'après le n" 85 (p. 309), les moments sont proportionnel> aux ordonnées du polygone funiculaire prisespar rapport à la ligne qui ferme ce polygone, et que ces ordonnées, pour chaque section de \a /ig. 144, s'accroissent des ordonnées correspondantes de la fig. 152, les moments subissent aussi des accroissements proportionnels à ces dernières ordon-
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nées. 11 ressort d'ailleurs de la /?(/. 152 que res accroissements ont tous le même signe dans retendue de la portée AB, car toutes les ordonnées qui représentent ces accroissements appartiennent à une surface de moment de signe constant (voir n" 85, p. 311).
La même figure montre d'ailleurs que y^ est maximum quand âP a son point d'application sur la section considérée.
Si nous appliquons encore ces propositions à Texemple dontié plus haut, on voit que le moment des forces agissant en dehors d'une section donnée est maximum quand tout le pont est chargé , et que les charges les plus fortes sont concentrées auprès de cette section. Doux trains, ayant leurs locomotives cheminée contre cheminée et se ren«> contrant sur la section considérée, déterminent par suite le niotïleht maximum dans cette section.
COMPOSITION ANALYÏlQt!!^ DES FOKCES PARALLÈLES
L'équation norniaie de là ligne d*aotion d'une fotxîe 6&t :
ai = (ax + 6y + c.) — .
Lorsque toutes les forces sont parallèles, le rapport des ooefficienti a et h est
constant; et par suite il en est de mémo dôs rapports - u' et - u'. ti n*y a alors
'l'autre coefficient variable, quand on passe d'une direction à Tautre, que d. Dans la
formule de sommation, on peut mettre ces rapports en facteurs comMuns, et on
obtient pour Téquation de la résultante :
Cl)' ^^ «-^ eu' .
S5 = (ttjc + 6y) - y A + y — A.
On Toit qu'an divisant par %A, On met cette équation sous la fbrme normale, et par suite, on a :
S = IA
Il résultB en Outre de Téquation précédente qud la résultante est parallèle aux composantes, et que son moment est égal à la somme des moments de ces compo-
U proposition générale , démontrée au n» 53, p. It9, pour Téquilibre de forces «IQelconques, s'applique à Téquilibre dé deux forces parallèles; les lignes d'ac- ^00 des deâiL forôes doivent coïncider, et ces deux forces doivent être éf^ales et ^ Itelis contraire. QUàht à l'équilibre de trois forces parallèles, il n*y a rieû à changer à ce qui a été dit au n" 54, p. 183; on n*a qu'à regarder a comme la forme i^ormale des équations.
Lorsque des forces parallèles ont une direction constante, il convient de prendre ^^«a ta axes, celui des y, par exemple, parallèle à «Étte direction, ht Tautre àlS perpendiculaire. L'équation d*un AP positif, agissant à l'extrémité d*un bras de levier
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positif 6. et i|iii. par suite, tourne itanB le aeDs positif nutour de l'origine. i!Bt :
L'équation de la résultaDle de Lous les XP est donc :
î: rt — .r) ip = — ïSàP + EfrûP,
le si^ne 1 s'ëtcDdant a loutes les rorcea & coraposor. Ka divisant par lAP. on i:ctt6 équation sous la forme normale; par Buite, -AP est la grandeur de la r< Unto, et l'abaciBBe de Hon point d'applieatioa est :
^■(A + Ï4P + A,) + nA + Ï61P + .^A,.
Un en dUnit '.
A=-yîl^AP et A,=-ytii^*p.
Faiiona un» BMtion entre le oP d'indice ■ et le &P d'Indice > + 1, ot déngnoos par $ réqnaUon de la rémlt&nte des tbroea agiMut en dehors de c«tte aection, (^'est-à-dire son moment par rapport au point z; nona aurona. tTnne manitee ana-
lo|iue à ce qne nous avons vu au n° 86, p, 31(i :
%i = |« - .. )A + 2] C- - ■'■l-il' ^ - t"i - -"lA, -^C-- '=>''*'
La somme P des forces agissant en dehors de ta section i s*obtient, soil direcieiiient. soit en formant le coefllcient de — .r dans l'expression de ^l :
P ^ A + ^ il- = - A, -2] AI' =X'irîr7, ^^-i. 73^ *"■■
Ko regardant P ooiiime HP. on voit, d'après ces équations, que chaque réaction A et A, joue le rrtie d'une fonafante d'intégration.
Appelons / la portée de la poutre, li et b' les distances respectives d'un iP aux appuis A et A|, eti-, x' les distances de la section considérée ft ce-i mi^mes appuis.
t le produit h.' doit a'
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les formules précédentes se simplifient et deviennent :
^ = - 7I] *'^P' ^t = - lli *^P'
P = A +^ AP = - Ai -^ AP = 5 ( ^ 6AP -^ A'AP j,
^ = — xA — ^ (x — b)àP = — x'A, — ^ C^' — b')àP
Quand on veut déterminer les forces résultant de charges fixes, par exemple du poids propre d*un pont, A et A^ sont constants, et le calcul peut 8*effectuer très facilement au moyen de Tune des premières formules. Mais si les charges sont variables, comme celles qui résultent du déplacement d*un train, le calcul est plus simple au moyen de la dernière formule, qui ne contient ni A ni A|.
S*il n*y a qu'une charge unique AP, Tun des termes £ disparaît dans les formules précédentes. Si en outre on prend les moments par rapport à la section correspondante à cette charge unique, on devra faire x = 6, x' = b', et Ton obtient :
P = A = r-AP,
S^=:^AP
En portant, à une échelle quelconque, sur Tordonnée correspondante à la position <1e la charge AP, cette force P et le moment $, on obtient une ligne droite pour le lien de Textrémité de P, et une parabole pour le lieu de Textrémité de $, comme au n« 86, p, 316.
Bans le cas des poutres symétriques, et en vue de certaines déductions analytitiques, il est commode de prendre Torigine des abscisses au milieu de la portée if^9' 154, p. 317). Les formules deviennent alors :
A =- i^ (1 - P)AP, A, = - -2] (1 + MAP.
p= A +2] ^p = - Al -2] ^^=2^ a-p)AP+ ^2] (^ + w^P'
=^(/ -x)2] (1 + P)AP + I (/ + i)2]n - P)AP.
^i la charge est continue, et que p soit une fonction de p représentant la charge P&r unité de longueur, on n^a qu'à poser AP = Ipdf^ et à intégrer au lieu de faire la
^i la charge est uniformément répartie, on peut la supposer concentrée au milieu
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As la poutre, et on n'a pnr suite qu'A remplacer, dans les formnim précédentes, iP par la charge totale, ^l par l'alisciâse du milieu, puis & Taira U somme.
Quand la charge uniformément répartie n'ocRUpe gu'una portion do la poutre. dont les extrémités sont à et b,, oa pi et ?,l, on de^ra remplacer AP par [b, — tlp
Ow(Pl-Mp;*iP. 0 + W'AP«t (l-p]/4P par ^(i, - %, [n- ^ (?+ P,l]{P,-?/f et 1 — - (P + p,) (p, — ^)Pp, et sommer lei différenta poids et les moments.
Le cas «gui ee présente le plus frAijusmroent dans ta pratiqua est celui où U hclion considérée i sépare des charges dilTérentes p et 7 par unité de loDgiisar. «t 011 U traïi^e entière e^t chargée.
Dans ce cas, le nombre des AP se réduit i, deux, et si l'on dMgne par 4 et f 1« distancM reapedÏTei de la section i aux appnla, lei deux &P sdht ip et b'q, et Isun
momenta par rapport aux appuis voisina sont- 6*^ et - b''q. On a alors :
j; et >' désiffuant les distances aux appuis du point par rapport auquel on prend les moments.
Si l'on place l'origine des abscisseâ au milieu de la portée, et qo*on désif^ne par p/ l'abaetsse de la section i, par i celle du c«itn des moments, et par I la demiportée, c'est-à-dtre par ± J les abscisses des appuie, las deux AP sont (1 + P)lp et
(1 _ p)tq, et leurs moments par n^tport aux appuis nitlns sont ~{l + p^f^ cl
^(l + p)'/«7. Ona.danaceca.:
A, = - i (1 + mp - 5 (3 + PKI - m- I' = j {1 + mp - J (> - ?:'''/:
%^=\ II-.-XI -t- Pi'';, + ^-{I + j-Ai - P,V'/,
gii:md la cliarne est uniforme sur toute la longueur du la poutre, on a /. = 7. ICn prenant, dans ce cas, l'un îles appuis pour origine, et appelant /-.l'abscisse d? la section considérée, t l'abscisse du centre des moments, / la longueur de la tiav.^.
i prend l'orifnne an milieu de la porMe et qu'on désigne par ?/
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labscisse de la section, par x celle du centre des moments, par ±z l celle des appuis, on obtient :
^4J = (l + p*-2fi^]l/V
88. CENTRE DE PRESSION DES ESSIEUX d'UN TRAIN FORMÉ DE LOCOMOTIVES
Les trains de locomotives forment le mode de chargement le plus important, et nous pourrions presque ajouter celui qui se présente le plus fréquemment pour le calcul des ponts à construire de nos jours; souvent même on considère la charge résultant du passage d*un train de locomotives comme la charge maxima qu'un pont puisse avoir à supporter. La première question à résoudre consiste à rechercher où se troiive le point d'application du centre de pression, ou bien où passe la verticale du centre de gravité d'un certain nombre d'essieux situés d'un côté ou de l'autre d'une section déterminée.
Gomme les opérations nécessaires à la détermination de ce point d'application sont connues, il nous suffira de les appliquer à un exemple^
Sur la PI. XI,, nous avons déterminé les verticales passant par les centres de pression d'un nombre arbitraire d'essieux consécutifs d'un train formé par des locomotives Engerth. Sur une horizontale tracée près du bord supérieur de la feuille, nous avons porté, à l'échelle de 0",003 par mètre, une série de longueurs de 40",60, représentant chacune une locomotive avec son tender; nous avons figuré la position des essieux de chaque locomotive, et nous les avons numérotés de i à 35; la dimension de la feuille nous a permis de placer sept locomotives. Les quatre premières sont dirigées vers la droite et les trois dernières vers la gauche, en sorte qu'entre le vingtième et le vingt et unième essieu, les locomotives sont placées cheminée contre cheminée. C'est entre ces essieux et les essieux voisins que nous trouverons plus tard les moments maxima. Les sommets du polygone funiculaire sont situés sur les verticales correspondantes aux points de contact des roues. Nous n'avons pas figuré ces verticales.
Sur une verticale tracée à gauche de la planche, nous avons porté à l'échelle de 0",003 par 10 tonnes les charges correspondantes à chaque essieu, savoir 13 tonnes pour chacun des trois essieux de la locomotive, et 8*,5 pour chaque essieu de tender. Nous avons naturellement donné aux charges les numéros des essieux correspondants.
tu [moments des forces parallèles.
Nous avons pris pour distance du pôle à la verticale des forces une longueur de 0,0G rcprésonlant soit uan longueur de 20 mètres, soit un poids de âOO tenues, suivant qut; l'on prendra pour base de réduction des moments un poids ou un bras de levier.
En prolongeant deux côtép quelconques du polygone Tuniculaire, on obtient par leur intersecLiou un point de la résultante des pressions produites par les essieux compris entre ces côtés. Le plus souvent on déllnit la positiau de cette résultante par sa distance au premier essieu. Dans la PI. XI,, c'est l'essieu n' SO qui est le premier, et cette plancbe indique comment les distances des centres de pression de tous les essieux qui précèdent ou qui suivent le vingtième peuvent ôtre mesorées.
Gomme, sur cette figure, le point d'intersection des côtés du polygone funiculaire qui sont voisins les uns des autres ne sont pus obtenus avec précision, nous avons répété la construction sur la PI. Xl„ k une échelle double, en ne considérant que la partie du polygone relative à deux locomotives, et en prenant pour distance polaire une longueur de 5 mètres convspondante à 50 tonnes seulement.
Enfin, comme exemple, nous avons reprcdaitles mêmes coostructiotts sur la PI. XI,, pour un train léger formé de locomotives à voyageurs. Les chaînes sur les essieux sont seulement de 4*,S, Wfi, T,l, 4',4 et 4 tuones, et la longueur totale de la locomotive et de son tender est de i2-,60.
aO. moment k'uN train DlC locomotives par RAri<ORr A UNE SBCTIOH
r'unf: poutre cuargëe
Les polygones de la Pi. XI servent principalement à metti'e en évidence les moments résultant de la surcharge accidentelle, et à déterminer, pour une portée donnée, le mode de chargement le plus défavorable résultant du déplacement du train.
Tant que ies charges ne sont pas représentées d'une façon régulière par une loi, il n'est pas possible de donner des règles précises sur le mode de déplacement de ces charges. Nous ne serons pas en état de dire n jiriori : à telle ou telle portée correspond telle ou telle position la plus défavorable pour le train; nous ne pouvons procéder que par tâtonnement. Néanmoins les considérations suivantes pourront être de quelque utihté, spécialement pour les petites portées. Si, sur un quelconque des polygones funiculaires de la PI. XI, nou^
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réunissons deux points par une droite, dont la longueur, mesurée horizontalement, c*est-à-dire parallèlement à la tension horizontale, soit égale à une portée déterminée, les ordonnées du polygone, par rapport à cette ligne^ seront, diaprés le n* 85 (p. 309), proportionnelles aux moments des forces agissant en dehors des sections correspondantes à ces ordonnées. Pour obtenir ces moments, il faut multiplier les ordonnées par la tension horizontale considérée comme force. On peut les mesurer directement sur la figure, en multipliant Téchelle adoptée par la tension horizontale. Ainsi, sur les fig, 1 et 2 de la PI. XI, une longueur de 0*,003 représentera un moment de 200 tonnes avec un bras de levier de 1 mëtre; sur la fig. 2, une longueur de CjOûG ne représentera qu'un moment de 50 tonnes.
Si Ton déplace une même travée par rapport au polygone funiculaire, c'est-à-dire si Ton déplace une corde BB' de ce polygone (PI. XI,), de telle façon que la distance horizontale de ses extrémités reste constante, ces cordes envelopperont une parabole TT^OT tant qu'elles s'appuieront sur les deux mêmes côtés du polygone, parce que leurs extrémités décrivent sur ces côtés des ponctuelles semblables. De plus , un point quelconque T" de ces cordes correspondant à un point fixe de la travée se déplacera sur une tangente BB' à la parabole, parce que toutes les tangentes se coupent réciproquement suivant des ponctuelles semblables. Les ordonnées verticales ET'' comprises entre la parabole et le polygone représentent les moments maximum qui peuvent se produire en un point E du polygone, car, puisque la parabole est l'enveloppe des cordes, aucune de celles-ci ne peut couper l'ordonnée ET" qui représente le moment, plus hant que T". L'ordonnée maxima E\ correspondant à la position BB' de la corde, représentera le moment maximum qui peut se produire au point T"" de la corde, qui décrit, comme nous venons de le dire, lorsque la travée se déplace, la tangente BB'.
Enfin, l'ordonnée maxima comprise entre la parabole et le polygone représente le moment maximum qui peut se produire pour une portée déterminée BB'. Il est à peine nécessaire de rappeler que les deux derniers maximums correspondent toujours à un sommet du polygone.
Ces diflérents maximums apparaissent clairement lorsque la parabole est construite, mais, comme il est assez difiicile de la tracer, il est bon de chercher à les déterminer directement.
Pour une portée donnée BB', mesurée horizontalement, on obtient facilement le point T'' de la parabole correspondant à une verticale déterminée E, ainsi que la position correspondante BB' de la corde. Il suflSt de remarquer, en effet, que le milieu 0' de celte cordé se trouve toujours
Mgale distance de la verticale donnée E et de la verticale passant par
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le point de rencontre S des cbtés directeurs de la parabole. Car si l'on mène la tangente AA' qui a son milieu en 0, cette tangente coupen toutes le.s autres tangentes h la parabole en leur milieu, et par suite BH' en son luiliou 0'. Le point 0' étant l'interseclion des deux tangentes :i la parabole se trouve à égale distance des diamèli'es passant par leun points de contact, c'est-à-dire des verticales S et B,
Si les distances horizontales T'B et T'B' sont données, la proposilion que nous venons de démontrer |>ermet de déterminer la position de U tangente BB' sur laquelle se meut le point itxe T", car, comme BU' et OT" sont divisés l'un et l'antre en deux parties égales par 0 , on obtient la position des points B et B' en prenant des distances horizontales Bu et OB' égales aux distances TB' et BT. .
La plus grande ordonnée de la oorde BB', ordonnée qui correspond au iDBimet E', représente le moment maximum qui peut se produire dam la secUon T'; mais il est daîr qne oe moment ne se produit pas dans la position BB', mais bien qu«ad le point T" se troew sur la vertioale de E*.
Gntn, quand on donne la position d'une extrémité B st de S, ce qui correspond au cas où de nouveaux essieux entrent dans la travée, on obtient la position de l'autre exb^mité, en prenant la distance boriiontale 8B' = BB.
Nous serions maintenant en mesure de construire directement les moments maximums si le sommet E' pour lequel ces moments se produisent était connu. Nous ne pouvons pas le déterminer a pri'uri. Cependant, dans le cas d'une charge uniformément répartie, produite pinun train de locomotives de poids égaux, ce sommet sera généralement un des sommets voisins de la résultante de la charge, c'est-à-dire de S, H n'y aura d'exception ù celte règle que lorsque la charge sera inégalement répartie, lorsque, par exemple, à une série d'essieux de locomotives succédera une série d'essieux de wagons moins chargés; il serait alorpossihle que les plus loiii'ds essieux de locomotives se maintinssent plu-j longtemps que la verticale de la résultante sur l'ordonnée du monieni maximum. Car tant que la charge est uniforme, tous les côtés qui se trouvent compris entre les mêmes essieux des différentes locQmotive^ enveloppent des paraboles, et le polygone se rapproche alors de la formi' parabolique; dans ce cas, l'angle E' du polygone voisin de la résultante S, contiendra toujours les directions (mais non la position) des langentes moyennes, et par suite aussi les directions des cordes qui leur sont parallèles et par rapport auxquelles les moments sont pris ; le sommet E' détermine par suite la position de l'ordonnée maxima. Si. au contraire, U charge est inégalement répartie, le polygone corrcspondaul
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paraîtra déplacé par rapport à une parabole inscrite dans Tangle des côtés extrêmes. La moitié correspondante à la charge la plus faible sera plus déprimée que la parabole, et la moitié correspondante à la charge la plus forte, plus renflée. Par suite, la parabole et le polygone se coupent et leurs sommets sont éloignés l'un de l'autre. Le sommet de la parabole étant sur la verticale de la résultante des charges, et celui du polygone correspondant à l'ordonnée maxima, il est donc possible que le sommet correspondant au moment maximum ne soit pas le plus rapproché de la verticale de la résultante.
Ce cas ne se présente du reste pour aucun des polygones de la PI. XI, bien que les essieux des locomotives soient plus chargés et plus rapprochés que ceux des tenders qui les suivent.
Mais si ce cas se présentait pour une charge donnée, le sommet correspondant au moment maximum ne pourrait être déterminé que par t&tonnement, ce qui se fait du reste si facilement et si rapidement que nous n'avons pas besoin d'insister davantage.
Nous pouvons traduire de la manière suivante en langage ordinaiFe les résultats auxquels nous sommes parvenus par des considérations graphiques :
Lorsqu'une poutre est chargée par des essieux [charges concentrées mr des pomts)y la section de moment maximum de la poutre se trouve toujours sous un essieu.
En général j c'est sous l'essieu le plus voisin de la résultante des charges que ie trouve la section de moment maximum.
Lorsque la charge occupe la position la plus défavorable^ cette résultante et cet essieu sont à égale distance du milieu de la poutre.
Dans le cas de la charge la plus défavorable pour une section donnée^ un mieu se trouve également sur cette section. Cet essieu peut être déterminé par cette condition que le train soit placé de telle sorte que la section considérée et la direction de la résultante des charges soient à égale distance du milieu ie lapout9*e; t essieu sous lequel se produit le moment maximum est celui qut doit passer sur la section donnée pow* que le moment soit maximum dons cette section. Il est bien entendu d'ailleurs qu'aucun des essieux ne doit sortir de la travée.
Les théorèmes que nous venons d'énoncer peuvent être copsidérés comme le complément de ce que nous avons dit au n' 66, p. 317. Nous n'avons rien à ajouter à ce que nous avons dit dans ce numéro au sujet du maximum produit par des forces agissant en dehors d'une 8«clîpi| déterminée.
i DES KOnCES t
SL'H DES POUTRES DE DIFFSHENTËS PORTÉES
Nous sommes mainleQaiit en mesure de représenter la position la plus défavorable d'un train pour différentes portées. C'est ce que nous avons fait (PL XI,) pour de petites ouvertures.
Nous avons tracé plusieurs ordonnées r représentant les mnmenls maximums: Chacune de ces ordonnées correspond h certaines limites do l'ouverture et détermine l'essieu sous lequel se produit le moment
maximum. Nous avons ligitré par un trait pointillé — — la
position du milieu m de la travée.
D'après ce que nous avons vn précédemment, ce milieu est toujours situé & égale distance de l'essieu r et delà verticale passant par Tintersection des cfttés du polygone funiculaire coirespondant à la char^ de la travée considérée, verticale qui représente la position delà résultante de cette charge. Quand r et m coïncident, nous n'avons marqué que r. liOrsque de nouveaux essieux s'introduisent sur la travée, la position de m, et par suite aussi celle de r. change. Par suile. au moment oît un nouvel essieu s'introduit, une même travée peut occuper deux positions différentes, correspondant l'une et l'autre h un maximum du moment, suivant qu'on trace le côté extrême du polygone funiculaire en tenant compte de cet essieu ou en le laissant de côlé, car, dans ces deux cas, le milieu de la travée occupe des positions dillérenles.
11 est clair que toutes les travées qui sont plus petites que le doubli' de la distance de l'essieu considéré ii celui des deux milieux qui osl hplus rapproché de cet essieu auront leur centre sur l'autre milieu. Inversement, toutes les travées qui sont plus grandes que le double de ta distance de l'es.sieu considéré ii celui des deux milieux qui est le plus éloigné de cet essieu auront leur centre sur l'autre milieu. Enlin, les travées comprises entre ces deux limites pourront avoir leur centre soit sur l'un, soit sur l'autre milieu. Siu' la PL XI,, nous avons ligure, pour le cas du quatrième essieu de la seconde locomotive, les deux positions de la travée moyenne entre les deux limites dont nous venons de parler. Si l'on mesure le moment maximum correspondant Ji chacune de ces deux positions, on trouve la mËme valeur dans les deux cas, du moins en égard à la précision dont la figure est susceptible. Cette ouverture moyenne peut donc être considérée comme une ouverture limite, audessous do laquelle le centre de la travée sera pris sur le railion le plu-
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éloigné de Tessieu, et au-dessus de laquelle le centre de la travée sera pris sur le milieu le plus rapproché.
En opérant comme nous venons de l'indiquer, il sera facile de déterminer sur une épure les différentes positions que peut occuper le milieu d'une travée, suivant son ouverture, et les limites de l'ouverture auxquelles correspond chaque milieu. Cette épure peut être utile dans le cas de poutres de petites portées ayant une section constante, et l'usage en est très simple. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de déterminer la section à donner à une poutre de 8 mètres l'ouverture, de façon qu'elle puisse résister à la charge d'un train formé de locomotives Engerth. Sur la PI. XI,, on inscrira dans le polygone funiculaire une corde de 8 mètres de longueur mesurée horizontalement, dont le milieu soit sur la verticale m dont les limites comprennent entre elles l'ouverture de 8 mètres. L'ordonnée /* correspondante est celle qui passe par le sommet 2; cette ordonnée représente soit i4'^,2, soit l'',42. Gomme la distance polaire représente un bras de levier de 5 mètres ou une force de 50"^, le moment maximum sera égal à 71. De ce moment maximum on déduira aisément la section qu'il convient de donner à la poutre.
Si l'on mène par le pôle du polygone des forces une parallèle à la corde de 8 mètres (cette corde est la ligne qui ferme le polygone funiculaire), cette parallèle partage la charge totale 1234 en deux segments
de 22* - et 25*-, qui représentent les réactions des appuis. 4 4
Fréquemment on compare le moment maximum à celui d'une poutre
uniformément chargée ; on opère ainsi surtout pour déterminer facilement
ce moment par la formule ^pP- Lorsqu'on emploie les procédés graphi-
ques, cette comparaison devient inutile, parce qu'il est bien plus rapide de construire ce moment que de le calculer. Nous avons cependant représenté cette comparaison sur la PI. XI,. Comme la parabole est, d après ce qui a été dit au n*" 79, p. 284, la courbe de la charge uniforme, cl que, dans la parabole, la sous-tangente est égale au double de l'abscisse, on obtient facilement la direction des tangentes pp d'une parabole ^us-tendue par une corde dont la projection horizontale est égale à B mètres, et dont l'ordonnée maximum est égale à l'ordonnée du sommet 2 du polygone. Il suffit d'élever, sur le milieu m de la portée de B mètres, une verticale ayant le double de cette ordonnée pour longueur, et de joindre l'extrémité de cette ordonnée aux deux extrémités de la corde par les lignes />/>. Si l'on mène par le pôle du polygone des forces deux parallèles à ces tangentes extrêmes, ces parallèles déterminent sur la verticale des forces la charge qui , uniformément répartie sur ces
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B mètres, prodairait un moment maxiruum égal à celui que prodnil l;i locomotive. En augmcnlanLfeUts charge dans le rapport de 10 à 8 ou de 0",0S h 0*',04, aini^i que nous l'avons indiqué sur la fijinire. nous obtien drons 88 tonnes comme charge équivalente pour 10 mètres. La charp' uniformément répartie est par suite, suivant l'expression habituellemi^nl employée, de8'',8 par métro couranl. Coinuie vérification, cette charpunirormément répartie donne, d'après le ii' HR. p. 313, un moment maximum do -j x8,8x i' = 70,4. alors que nous avons trouvé 71.
Dans tes poutres formées do matériaux lourds, tels que le fer on l'acier, et pour lesquelles chaque section doit être en rapport avec les forces qui agissent en dehors de cette section, il ne sufHl plus de connaître seulement le moment maximum, mais il faut encore le déterminer pour diverses sections. C'est ce que nous avons fait sur la PI. XI,, où les courbes des moments ont été tracées au moyen des ordonnées de la PI. Xl„ pour des ouvertures de â à 10 mètres. Nous verrons, par les calculs du numéro suivant (dont les résultats pour les petites ouvertures rie 2, a, 4 mètres ont été figurés sur la Pi. XI, en exagérant l'échelle des hauteurs), que l'on ne peut rien dire de général sur la forme de ces courbes; les unes sont tenHées vers le sommet, les autres sont au contraire aplaties.
Dans les frameworks, on n'a besoin des momeats qu'aux qœuds. Pour montrer comment ces moments varient d'un nœud à l'autre, nous a\o]i> figuré sur la PI. XI, les trajectoires que décrivent les 11 nœuds équidi>- Innts lorsqu'on les fait glisser t^ur le polygone correspondant au train de locomotives.
A gauche du vingliènio essieu nous avons tracé les lignes brisées que décrivent les cinq premiers nœuds, et à droite celles que décrivent le? cinq derniers. La ligne moyenne est décrite par le milieu de la poutii'. La position de la poutre est elle-même figurée trois fois.
Les distances verticales de ces lignes au polygone funiculaire donucjil les moments pour les diverses positions du train.
Un coup d'œil jeté sur cette figure montre que les maximums ili'> moments se produisent sur l'un des Irois premiers essieux des locomotives qui vont ù la rencontre l'une de l'autre, par suite sur l'un de-; essieux 18 à 2a, parce que chacune des trajectoires des nœuds est rendétdans la partie correspondante à ces essieujc. Au moyen d'essais avec le l'ompus, on détermine facilement les moments maximums, que nous avons désignés sur chaque trajectoire par la lettre »i. On remarque également, ce qui s'accorde avec ce que nous avons dit plus haut, que les maximums ne peuvent en Rénéral se produire que sous l'nn des essieux
les plus chargés des locomotives. Gomme les irrégularités dans la courbure des diverses trajectoires diminuent en allant de la trajectoire d'un nœud extrême à celle du nœud central, il en résulte que le maximum de la distance verticale entre Tune quelconque de ces trajectoires et le polygone funiculaire ne peut pas correspondre à un sommet de la trajectoire, mais seulement à un sommet de ce dernier polygone. Comme d'ailleurs l'augmentation du poids d'un essieu abaisse le sommet correspondant du polygone funiculaire, le maximum devra correspondre à Tun des essieux les plus chargés.
En portant, sur une horizontale représentant la portée de la poutre, les maximums trouvés pour chaque nœud, on obtient la courbe des moments maximums, qui est le but de notre construction.
Afin de montrer comment les moments pour une locomotive Engertb se modifient dans le cas d'une locomotive légère pour trains de voyageurs, nous avons, sur la PI. XI,, répété la construction pour une portée de 40 mètres.
D'après le n* 84, p. 306, les polygones de la PI. XI peuvent aussi servir à déterminer les efforts tranchants qui résultent de la charge accidentelle. Si Ton considère une portée dont la longueur soit égale à la distance polaire mesurée sur l'échelle des longueurs, c'est-à-dire à 20 mètres dans le cas de la- PI. XIi et s» et qu'on déplace cette portée de telle façon que le nœud 2, pour lequel on veut déterminer le maximum de l'effort tranchant, corresponde au premier essieu du train, c'est-à-dire à l'essieu 20, et que les extrémités soient situées l'une en y sur le polygone funiculaire^ l'autre en 8 sur le dernier côté de ce polygone, l'ordonnée Sy mesurée à l'échelle des forces représentera le maximum de l'effort tranchant que le passage du train peut produire sur le nœud s. Pour une portée différente de la distance polaire, il faudrait diminuer la force S, qui résulterait d'une construction analogue, dans le rapport de la distance polaire à la portée. Les efforts tranchants sont donc, dans tous les cas, proportionnels aux ordonnées S.
Comme application des formules développées au n* 87, nous alloiis calculer les moments et les forces que nous avons déterminés graphiquement dans le précédent numéro. Nous nous bornerons par suite au calcul des efforts et des moments produits par une locomotive Engerth sur des poutres de différentes portées. Nous commencerons par des travées de faible ouverture.
Paos le pas d*u^e travée de 1 m^tre de portée ç^tre les points d'»ppUç|itiP^ «teq
réactioaa des appuis, ou n'a à coosidérev, pour détennioar le rooment maiinmin dans UQQ section, igue l'efTet d'un seul essieu de 13 T., puïsi^ue l'écartemont ininimum des essieux est de 1~,10. Le moment pour l» section considérée e«t donc, d'aprôa le □' 86, donné par 1' 4^ nation
.JJ = £i^.,3.f-(i-.J.,3.
Ce moment est maximum pour x=: -, et sa voleur est alora -^^3,25, le momenl
étant eiprimé en tonnes et en mâtres. En portant, au-dei8u> de chaque section i, ce moment comme ordonna, oa obtient une parabole dont le Hommet correspond au milieu in la portt-o. Noua avons d^A vu ce résultat au n" 56, p. 316.
Si maÎDlcnaat nous considérons une ouverture de 2 mètres, la poutre pourra t'tie charirêe à la Fois de deux essieux écartés de 1*,10: il suffira pour cela que l'un des deux essieux noit distant de plus de U',10 du milieu de la travée. Ainsi, tant qua / est compris entre 0' et 0*,90, la pouti'e est chai'gée de deux essieux placés l'un ea j-, l'autre en j-+ 1",10, el, pour j compris enfi'a (i-,90 et 1",00, la poutre n'est chargée que d'un seul esxieu. Les moments, dans ces deux cas, soot :
ÎPJ^ = g . 13 (2 - « + ï — X — 1,1) « = 13 a.45 — *) * = «,8331 — 13 (0,7S6 — »)«,
!p;_, = |.13(2 i)x = 6,5-(Wi(l-«)».
n réaulte de cm équations qae le moment commence par croître Jnaqn'i l'abecîMe «=:0,TS5, qui correspond au sommet de U parabole rapréMatant Isa moments entra 0 et 0,9 et que le moment, en ce point, est 6,B331. Le moment décroît ensuite Jnaqu'A l'atMciase 0,9 pour laquelle les deux équations donnent 1& même valeur do moment, aoil 6,435, et il augmente de nouveau Jusqu'au milieu deU pontre. Sa valeur, en ce derniei' point, est 6,5.
Nous avons représenté, sur la l'I. W^. celte disposition particulière au moveu des paraboles coirespondaut aui équations ci-dessus, et en eiagér.int l'échelle des moments. <)□ voit que, dans le cas qui vient d'tïtre examiné, le moment maximum ne correspond pas au iiiilicu, mais à l'abscisse 0,72^. Kn employant l'échelle des moments dont nous nous sommes sen'is dans les précédents numéros, la déformation de la courbe ne serait pas sensible; toutefois, pour les petites portées, les court»es des moments ont plutôt l'apparence de segments de cercles que de segments de paraboles.
Ko procédant d'une manière analogue, on obtient les équations des moments jK>ur une portée de 3 mètres, «avoir :
»4,lJ'' = ?;.l.()'3-x-f3-x-l,l+3-ï-2,2)J- = 13(l,9-i).T= 11,7325— 13(0,K-a:]'.
= 14,95— 13 ll,5-.r)*.
On obtient pour les limites .t ^ 0,8 et .t — 1,1
*Po^ = U.44 et f,,, = '
Cette portée de 3 mètreH n'offi'e rien de parliculio e intéresaante à considérer. Pour x compris
peuvent être disposés de deux manières différentes, savoir :
des essieux de 13^ en {x — 1,1), a;, et a? + 1,1, et un essieu de 8^,5 en a: + 2,3; ou bien
des essieux de 13t en x, x + 1,1 et a: + 2^2,
Au commencement, c'est la première disposition qui donne les plus grands moments, et ensuite la seconde. Pour déterminer la limite entre les deux dispositions^ il faut chercher la valeur de x pour laquelle les moments correspondants sont égaux, et on trouve x= 1,2168. Cette abscisse est celle du point dHntersection des paraboles qui correspondent aux deux modes de charge indiqués. Les équations des moments seront, en ayant égard à cette particularité :
^^ =j[(4— a: + 2,9— a:-f- 1,8-a;) 13-t-(0,6-:r)8,5Ja:= i(118,2-47,5a;)a;
= 18,383- 11,875(1,244— a;)«; ^J;f^ = ^.13(2,9-a:)x=:20,499— 9,75(1,45— ar)«;
^Î!«68 = ^[13(a:-l,l)(4-x) + 13(4-x)a:+13(2,9-ar)a:+8,5(l,7-x)a:]
= 1 (-57,2+170,45 a:— 47,5a;«)=23,928—ll,875(l,794-«)«;
^1,7 =j-13[(a?-l,l)(4-a;)4-(4-ar)j: + (2,9-x)ar]=î.l3(-4,4+12aî-3a:«) = 24,7-9,75(2-a:)«.
Ces équations donnent deux à deux les mêmes valeurs 'pour les limites des abscisses, savoir:
pour a: = 0,6, ^4^= 13,455,
Nous avons aussi représenté ces paraboles PL XI4; il résulte de la comparaison de ces courbes qu*il n*y a pas de règle générale pour la disposition qu'affectent les courbes des moments. Dans le cas de travées assez petites pour ne comporter qu*un seul essieu, comme dans la travée de 1 mètre, la courbe de moment maximum est une courbe parabolique régulière, tandis que, pour une portée de 2 mètres, la partie supérieure de la courbe des moments est déprimée dans l'espace auquel ne correspond qu*une seule charge d*essieu. Au contraire, dans le pas d'une portée de
3 mètres, la courbe est exhaussée; il n*y a Jamais que trois essieux à la fois sur la poutre, mais dans la partie médiane, ce sont les essieux les plus lourds, et de là le relèvement de la courbe au milieu. Il y a en outre, dans les parlies rentrantes formées par les paraboles, des points correspondants à des minimums relatifs des moments, et d'autres correspondants à des maximums relatif. Avec une portée de
4 mètres, ces irrégularités commencent à devenir peu apparentes sur la figure, et, pour des portées plus considérables, on ne peut les distinguer que par le calcul.
Pour terminer, nous calculerons encore les moments correspondants aux nœuds d'une frame d'une portée de 40 mètres, moments que nous avons déterminés graphiquement (Pi. XI))« Dans cette détermination, nous nous sommes servis du compas pour rechercher sous quel essieu se produit le moment maximum. L'emploi du calcul permet de déterminer, d*une manière assez simple, si le moment correspondant à un essieu AP^ est un maximum ou non, sans avoir à calculer ce moment lui-
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même. Désignons tiAr 1', U ^(iiuina dm cUftrKM <li! tous len easienx pr^ctrtsut l'essioa aP„ et par P, la «omnie de» charges du tous les essioun qui sDivent ■?* dernier: pur l>, et 6', les dintances de l'essieu AP, sus deus estr^mit^s de !» poutre, par 6, et 6',. '/, et 6', les distanceg A ces nnâmeB eïli'^mit^s de centres Af Rravilé des groupes d'essieui P, et P,. D'après le n° 87. p. 3Ï1. le moment rt-sulunl de CBS dilTéi'entes charges par rapport à la section h,, b\ aern :
% = 1 (fc,i',P, + V'iAP, + *^',P.l.
Si maintenaDt nous TaisoiiB avancer tnul le Bystëme d'esBieni d'une quantité A''. sans chanRer la position de 1b Hcctîon considÉr*» K. 6, aujtniente do AA, tandU qmft", et 6',, qui entrent reepectivement comme ftcteiirs de âP, et de P, de CBtl« m^ma quantité i,b. On a par suite :
Si, an contraire, on fait reculer tout le eystème de &S, ft, et 6|, q«i sont flutenr^ de P, et de AP, diminuant, tandis que b\ augmente de Ah. On a donc anari :
— ^-fc'rfPt + iPO + M**
Si le moment $ eit un masittinm, il devra diminuer dans eha^bs daa BtoQTements considérés, et par suite lee deux dilTérencea de momenta doivent être négativee. ce que l'on peut exprimer par les inégalités
P. + tf., ftt ^ P.
P, 6', aP, + P,'
Eu général, la règle à calcul suffira ponr vérifler ces inégalités. On n'a qu'A mettre en regard l'un de l'autre tes nombres 6, et fiV '^ premier eur la rècle, 1? second sur la rf Rlette; la distance entre le nombre P, lu sur la règle et le nOTtiVre P, lu sur la réglette devra être plus pelîle que iP,, cequ'un simple coup-d'oM. permet de coofitater. Si cette distance est plus grande que aP,, il faut faire avancci tout le système vers celle des charges P, et P, qui est la plus petite.
Le maximum ainsi déterminé n'est pas uu maximum absolu, et plusieurs essieii^i consécutifs peuvent satisfaire à la condition résultant des inégalités ci-dessus. Dan? ce cas, la direction des côtés du polygone funiculaire et celle des cAtés du conloiii' du noeud considéré (Pt. XI,) sont aensiblemont parallèles eu passant d'un essieu ;i Tautre, de telle sorte que la distance verticale comprise entre ces deux po1rpon<>diminue en allant de chacun des deui essieu.t vers le sommet du polygone du nœud qu'ils comprennent entre fiuï, et qui correspond à un minimum du moment. Lorsque cette circonstance se présente, il est nécessaire de calculer les moments pour les deux positions de la charge et de prendre le plus ^rand de ces moments Quant aux roinima des moments, nous ne nous en occuperons pas. parce qu'ils sont sans utilité. Nous ferons seulement remarquer la dualité qui existe entre lemaxime et les minima des moments : les premiers correspondent anx sommets du polygone funiculaire, les seconds aux sommets de chaque polygone des nœuds.
Après avoir déterminé quels sont les essieux sous lesquels se produisent le;* moments maxima, il faut déterminer la valeur de ces moiiients. Pour cela, il convient de calculer les moments de tous les essieux d'un train par rapport à un cerlnin point, par exemple par rapport au premier essieu, et en même temps de faire l:i somme des poids et des moments des essieux. C'est ce que nous avons fait pour \» table ci-après, La 1" colonne de cette table contient les numéros d'ordre des es-
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Biens; la £•, leurs abscisses; la 3-, leurs poida; la 4'. les poids cumulés à partir dn premier essieu; la h', les momenta 'tes difTérents essieux; la 6', Ici raomeots des groupas d'essieux k partir du premier. La somme des poids et des momenta d'un nombre quelconque d'essieux conséeutil^ pnr rapport au premier essieu s'obtient simplemeiit eo prcoaut la difTâreai^e des eommea carrespoudantes au dernier eniau de la sMe incluaivcmeut et au premier essieu exclusivement. Le moment des poids de ces mâmea essioux par rapport k un poiut quelconque, par exemple par rapport an point d'intersectiou do Ueux barres da Trame, est égal au momoot de ces easieui par rapport au premier (moment dont la valeur absolue e^t dounée par la table), augmenté du moment des poids do ces essieux supposée appliqués au premier, et en ayant égnrd aux signes de ces deux momanbs. On voit par suite que cette table peut, dans les calculs, remplacer le polygone funiculaire. Les calcula, pour la portée de 40 métras de lu PI. XI,, s'olTectuent de la manière suivante. Le premier nœud divise la portée en deux segmenta de ^",33 et Sti'.Sâ de longueur. Il est clair qu'un moment maximum ne peut se produire on ce nceud qu'au moyen d'un essieu de la locomotive marchant en avant, car si l'on plaçait sur ce nœud uu essieu du train marchant en arriére, aucun essieu de l'autre train ne pourrait se trouver dans l'étendue du segment 3,33, et comme les easieux de la deuxième locomotive mar' chaut en arrière sont en moyenne plus éloignés de ceux de la première locomotive mai'chant aussi eu arriére que ceux-ci ne le sont de la premicre locomotive marchant en avant, la travée serait moins chargée. Nous plaçons donc sur le noeud 3,33 la première locomotive du train marchant eu avant. Pour b =2,2, la table donna p^Se*; par suite P,=Ï6 et iP,^l3. Le pri^ioier essieu du train marchant en arriére a pour abscisse 3,33 -1-5 = 8,33; par suite, il y a encore sur la travée une longueur de ce train égale à 3I",66. Pour b = 27,1, la table donne P, = 1681. y,^ mettant en regard, sur la règle à calcul, les nombres 3,33 et 36,66, ou 1 et I.t. on voit que la distance entre les nombres 2(i et IBS est plus grande que 13, de sorte que la position considérée ne correspond pas à un maximum.
Noos disons avancer le train d'un essieu; la longueur du train avant est 4.433, et P, ^47j5 — Ï6=^ïl,5; celle du train arrière est 30,566 et P, = 16a -f- I3 = 1S1; iP, est toujours égal à 13 tonnes. On n'a pas & changer la position relative de la régie et do la réglette, le nœud considéré étant le même. Un simple coup d'œil montre que la position de la charge ne correspond pas à. un maximum. Nous faisons de nouveau avancer le train d'un e?sieu; la longueur du train avant est 5,533; celle du train arrière, 29,466 ; P, = 47,5 - 39 = 8,5; P, = 168 + 26 = 194. On voit immédiatement, sur ta règle i. calcul, que cette position de la charge donne le maximum cherché. La valeur de ce maximum est ;
Dans cette équation , (35,566 -|- 34,446) - 13 représente les momenta des deux essieux que noua avons fait avancer; 5,533 x 21,5 et 29,466 x 168, les moments des charges concentrées sur le premier essieu. De ces moments, nous avons retrancha tes moments par rapport au pi-emier essieu que donne la table.
Pour le second nœud, auquel correspondent les segmenta 6,66 c(;t3,33 de la travéi'. on ne peut pas rccounaltre " /iri'uri si le maximum absolu résulte de l'un des trois essieux du train avant ou de ceux du train arrière; il est par .suite nécessaire de faire les essais et les calculs pour les deux cas. Pour le train avant, le deuxième essieu doit être placé sur la section conaidért-e, et on obtient un moment masimnm de 588,4. Les essieux du train arriére donnent un moment plus grand. Nous indiquons, sous la forme abrégée ci-après, les résultats de ces essais.
Train avant*
Train arrière.
Longnenr. Poids P|.
APf
LoDgaear.
Poids P3.
Règle à calcul :
Comme, dans ce cas, P, est tovOoars compris sur la règle à calcul entre P| = 26 et Pf + APf =r 39, les trois positions considérées de la charge offrent toutes le caractère d^nn moment maximum. Nous rencontrons ainsi la circonstance indiquée plus haut; le polygone funiculaire est sensiblement parallèle, dans le voisinage du moment maximum, au polygone du nœud, et, dans cette partie, les côtés du po lygone ftmiculaire qui partent de chaque sommet de ce polygone convergent vers le côté du polygone du nœud situé au-dessus de ce sommet (voir PL Xl|).
Dans ce cas, il est nécessaire de calculer les trois moments. Pour la 1** et la 2» position des essieux, les moments sont 604,0 et 608,2; mais le maximum a lieu pour la 3* position, savoir :
ÎP, = I (4,46 + 5,566) x 13
Pour le 3* nœud dont les segments sont 10 et 30, on est aussi obligé de calculer le maximum pour les premiers essieux du train avant et du train arrière. Dans le cas du train avant, on obtient le maximum quand le premier essieu est placé sur le nœud; ce maximum est 846,30. Le moment est un peu plus grand pour le train arrière. On obtient le véritable moment maximum pour ce dernier train, quand le premier essieu est placé sur le nœud, savoir :
îPj = I (5 X 47,5 — 71,8) + j (30 X 168 - 2146,65) = 847,6.
En plaçant le 3* essieu du train arrière sur le 4* nœud, auquel correspondent les segments 13,33 et 26,66, le moment est égal à 1011,65. C'est le 2" essieu de ce train qui donne le moment maximum, savoir :
ÎP4 = I (12,23 X 13 + 7,23 X 56 —1121,95) + .r [27.76(168 - 13) - 2146,65] = 1013,8.
Pour le 5« nœud dont les segments sont 16,66 et 23,33, on obtient le moment maximum quand le 2* essieu du train avant est placé sur le nœud ; ce moment est :
+ ^ (22;fâ X 13 + 17.23 X 112 - 837,5)= 1113,2.
En plaçant sur le 5* nœud le 3* essieu du train arrière, on n^obtient, pour le moment, que 1093,6.
Quant au nœud du milieu, il est évidemment indifférent de le charger avec le
!•' essieu du train ayant ou avec celui du train arrière. En prenant le l*' essieu du train avant, on obtient pour le moment maximum :
Nous terminerons ces calculs par une comparaison des résultats obtenus avec ceux que donne la construction graphique et avec ceux qui sont représentés par deux paraboles correspondant, la l'« à une surcharge uniforme de 5^,644 par mètre courant; la 2* à une surcharge uniforme de 56^ : 10,6 = 5T;S88. La 1" surcharge est celle qui produit le même moment maximum, au milieu de Ut poutre, que les trains de locomotiTes; la » résulte de la répartition uniforme du poids des locomotlTes sur la longueur de la travée. Ces paraboles se calculent simplement d'après
la dernière formule du n* 87, p. 323, en faisant P = r-
Le tableau suivant résume ces résultats et ftût ressortir les différences avec les moments calculés :
d'ordre
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En examinant de près ces résultats, on voit qu'une irrégularité se produit pour le nœud n" 2, irrégularité qui ne peut s'expliquer que par cette circonstance que ce nœud correspond à un de ces points de moment minimum, que nous avons fait ressortir sur la PI. XI4 en exagérant l'échelle des moments. Il est seulement remarquable que répure des moments n'indique pas cette irrégularité.
En faisant abstraction de cette circonstance particulière et en tenant compte de
la petitesse de l'échelle adoptée pour la PI. Xlj , échelle d'après laquelle — de millimètre représente un moment de 6T'n,66, on peut dire que la construction graphique donne les mêmes résultats que le calcul. Ordinairement, on emploie, pour construire les polygones, une échelle cinq ou six fois plus grande que celle de la flg. 1, et on obtient alors une exactitude bien suffisante pour les besoins de la pratique. Les calculs fastidieux, que nous avons indiqués plus haut, sont donc pratiquement tout à fait inutiles.
On voit aussi que, pour une travée de 40 mètres, il n'est nullement permis de considérer les poids des différents essieux comme uniformément répartis sur la longueur de la poutre; on obtient ainsi des moments trop petits, et les erreurs sont considérables.
Au contraire, on ne commet pas de bien grandes erreurs quand on calcule les moments comme si la charge était uniformément répartie, en prenant cette charge de façon que le moment au milieu de la poutre soit exact. Toutefois la construc-
EFFET RÉSULTANT DE LA RÉUNION DE LA CHARGE DU POIDS PROPRE, ETC
tiOD graphique est préférable à ce mode de calcul, notamment parce qu*elle donne des résultats trop forts, tandis que le calcul donne des résultats trop faibles.
Nous n*aYOns pas besoin de calculer le maximum des efforts tranchants correspondants, pour une section déterminée, à une surcharge située d*nn même côté de la section. Diaprés le n* 84, p. 306, ces efforts sont proportionnels à $.
ET DE LA SURCHARGE ACCIDENTELLE
Jusqu'à présent, pour déterminer, soit graphiquement, soit analytiquement, les forces agissant en dehors d'une section, nous avons disposé librement des charges, et, pour obtenir les charges les plus défavorables, nous avons considéré des portions de poutre complètement chargées et d'autres complètement déchargées. Mais, dans la réalité, il n'y a jamais aucune partie de poutre sans charge, puisque chaque élément de la construction doit supporter au moins son poids propre. Par suite, les déplacements de la charge que nous avons considérés dans les numéros précédents se rapportent uniquement à la surcharge accidentelle.
Dans la pratique, il convient de séparer entièrement l'une de l'autre les deux natures de charges , savoir : la charge provenant du poids propre et la surcharge. Pour déterminer les forces résultant de la première charge, la méthode la plus simple est celle que nous avons exposée au n* 82 (PI. X), tandis que pour la surcharge, il convient d'employer la méthode indiquée dans le n* 90 (PI. XI). Cela fait, on n'a qu'à composer ensemble les forces déterminées par ces deux méthodes différentes. Beaucoup d'ingénieurs poussent la séparation plus loin encore, et déterminent les efforts p (tensions ou compressions) qui se produisent dans une section déterminée, en ajoutant aux efforts p, produits par la surcharge les efforts p, résultant du poids propre.
Dans certains cas, il est utile de connaître l'effet résultant de la réunion des deux charges, par exemple lorsqu'on veut rechercher, dans un frame, jusqu'à quel panneau il est nécessaire d'employer des barres croisées; il en est de même pour les poutres du système Schwedler (*),
(*) En 1870, M. Schwedier, désirant éviter rinconvénient des ehan^ements de sens dans les efforts auxquels sont soumises les barres des poutres continues, renonça à ce dernier système et imagina une forme de poutre composée d*un longeron inférieur horizontal et d*un longeron supérieur formé d^une partie centrale horizontale prolongée par des arcs d'hyperbole Les deux longerons sont réunis par un treillis formé de montants et de barres inclinées. Mais ce système ne répondit pas complètement aux vues de M. Schwedler, qui Fabandonna et adopta, pour les grandes fermes des ponts qu'il a construits récemment sur TElbe et sur la Vistule, une forme elliptiqae. Ces systèmes seront étudiés dans le second volume.
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qui n'exigent pas des barres croisées dans les panneaux extrêmes. On peut déterminer de la manière suivante l'effet de la réunion da poids propre et de la charge accidentelle.
Nous construisons d'abord [fig. 155), au moyen dn polygone des
Torces dont le p61e est en B et dont la distance polaire est h, le polygone
funiculaire correspondant au poids propre. Cepolygone est représenté sur la figure par un Irait de force. Puis nous portons au-dessus de AB les moments maximums résultant de la charge accidentelle, que l'on obtient par une construction semblable à celle que nous avons exposée au n* 90 (PI. XI,), en ayant soin de réduire ces moments h. l'échelle de la fig. 155, d'après le procédé indiqué [p. 10), fîg. 15. On obtient ainsi la courbe de la charge accidentelle; en ajoutant les ordonnées de cette courbe à celles du poids propre, on obtient la courbe correspondante à la charge totale. Ces trois courbes font connaître, pour une section quelconque, les moments maximums *P„, ^, et "^i, divisés par la distance polaire k. Dans le cas d'une poutre de hauteur constante A, ces ordonnées ^p, ^, et ^, représentent, d'après le n" 56 (p. 192}, les forces qui agissent dans les deux longerons. Si les charges sont uniformément réparties, comme on l'a supposé dans la fig. 155, les trois courbes sont
des paraboles dont les Qèches sont respectivement ^~-, ^-^-et^.
Dans ce cas, il convient de calculer directement ces Qèches et de construire les paraboles au moyen des tangentes enveloppes, comme on la indiqué sur le côté droit de la figure.
EFFET DE LA RéUNTON DE LA CHARGE RÉSULTANT DU POIDS PROPRE, ETC. 3ii
Si ron mesure directement sur le polygone des forces les efforts tranchants correspondants au poids propre et qu*on les porte en ordonnées sur AB, on obtiendra la courbe CMC qui représente ces efforts tranchants. Dans le cas où le poids propre est uniformément réparti, cette courbe est une ligne droite dont les ordonnées aux points A et B sont égales hp^l^ comme Tindique la figure. Ajoutons maintenant aux ordonnées de CMC celles qui représentent les efforts tranchants résultant de la surcharge ; nous prenons pour cela ces efforts tranchants sur la PI. XI|, en les réduisant d'après le procédé de la/?^. 45, et nous les ajoutons aux ordonnées de CMC, en commençant une fois par la gauche et une autre fois par la droite. On obtient ainsi les courbes CD et CD' du maximum des efforts tranchants. Les ordonnées de ces deux courbes par rapport à AB donnent les maxima S et S' des efforts tranchants des différentes sections de la poutre pour un train marchant dans un sens ou dans l'autre. Ces deux courbes rencontrent la droite AB aux points E et E". Entre ces deux points, les efforts tranchants peuvent être positifs, nuls ou négatifs, tandis qu'en dehors de ces points les deux valeurs de S ont toujours le même signe. Comme, en dehors de ces points, les S ne peuvent pas être nuls en même temps, ces points marquent, d'après le Q' 85 (p. 313), les limites du déplacement du point de moment maximum. Au point de vue pratique de la construction, cet espace EE' représente, comme nous le verrons plus tard en nous occupant des frames, la partie d'une poutre à longerons parallèles pour laquelle les barres du treillis doivent être en état de résister à la fois à des tensions et à des compressions.
U résulte de la nature même des constructions que les courbes CD et CD' sont tangentes à la fois à la courbe GC qui représente les efforts tranchants résultant du poids propre, et à la courbe DD' qui représente les efforts tranchants résultant de la charge totale. Si le poids propre est uniformément réparti et qu'ainsi la courbe CMC soit une ligne droite, la courbe DD' est évidemment le polygone funiculaire de la surcharge, construit avec une distance polaire égale en grandeur et en direction à GC'. Si en effet on construit ce polygone funiculaire, les segments interceptés entre ce polygone et CC sont, d'après le n* 84 (p. 306), proportionnels aux efforts tranchants résultant de la surcharge accidentelle. Enfin, si la surcharge est elle-même uniformément répartie, comme on l'a supposé sur la fig, 155, les courbes CD et CD' sont des paraboles qui sont tangentes aux droites CC et DD' correspondantes au poids propre et à la surcharge aux points de rencontre de ces droites avec les verticales A et B, et dont les points à l'infini sont situés sur la direction des forces^ c'estrà-dire des verticales. Le point de contact F de la tangente
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FC parallèle à AB, point de contact qui est le sommet de la parabole, puisque la ligne AB est horizontale, esL situé h l'intersection des droites AD et BC. Supposons eu effet un quadrilatère inscrit dans la parabole auï quatre poinis FCD'^o, et un second quadrilatère circonscrit en ces mêmes points : les deux points A et B sont des sommets du triangle polaire de ces deux quadrilatères ; la droite Afi est un c6té de ce triangle comme ligne de joactioo des intersections des tangentes en CD et Fco; par suite, les points d'intersection des droites Go:> et DF, De» et GF, diagonales du quadrilatère inscrit, sont situés sur AB, et ne sont antres dès lors que les points A et B eux-mêmes. Désignons par N le point d'intersection de AB avec la corde CD, et par oo^ le point à l'iofini de l'horizontale AB; les couples Oaot.Afi.HN.E forment une involutioD de points conjugués par rapport à U parabole. Les points A et B sont con- JQgaés comme sommets d'un triangle polaire; les points 0 et N sont respectivement situés sur des droites joignant deux points de la parabole dont les tangentes se coupent respectivement en M et oo^. Le point 0 étant le centre de l'involution, on a :
OT' = OM.0N=OA.OB
par suite OE est la longueur de la tangente menée du point 0 à un cercle décrit sur AB ou sur HN comme diamètre, et peut 6tre construit facilement comme on l'a indiqué sur la figure. On a naturellement ME = MB'.
Cette construction permet d'obtenir facilement une expression ana- Ij-tique de la position des points E et E'. On a d'abord par construction:
OA _ OB _ AB _ 2/ à'où l'on déduit :
Nous avons calculé un certain nombre de valeurs correspondantes dt — et <ie —j- — — '/')> + /'' — - vVp/'i); ces valeurs sont données d.ni-^ le tableau Miivjmt :
EM
Pp P»
EM
On Yoit, par ce tableau, que, dans la pratique, le point de moment maximum est toujours compris entre deux points situés au quart de la portée à partir de chaque extrémité Si, en effet, on suppose />p= 0,15/7,,
ce qui correspond à une très petite valeur du poids mort, on a EM <^l'
Si/>, >2/>,, le point de moment maximum ne sort pas d'une longueur égale au cinquième de la portée située au milieu de la travée.
Après avoir déterminé la grandeur de là résultante des forces agissant en dehors d'une section, en supposant que la surcharge ne s'étende que d'un seul côté de la section considérée, nous devons rechercher la position de la ligne d'action de cette résultante. L'ordre adopté pour les forces étant sans influence sur le résultat de la composition, nous pouvons conserver le polygone funiculaire correspondant au poids mort, que nous avons déjà tracé et représenté par un trait de force, et tracer, à partir du point d'intersection K du dernier côté de ce polygone funiculaire avec la verticale de la section considérée, le polygone funiculaire de la surcharge accidentelle supposée limitée à cette section à partir de la gauche. Nous avons aussi représenté par un trait de force ce dernier polygone funiculaire KG. Il est clair que, si l'on tient compte de la différence des échelles, le segment AG est égal au segment correspondant de la PI. XI,. On n'a par suite besoin que de tracer une seule fois le polygone funiculaire de la surcharge, et on obtient l'extrémité G du polygone funiculaire correspondant à une portion quelconque de cette surcharge à partir de l'extrémité gauche de la travée, en portant en AG la valeur de S correspondante à cette surcharge. L'intersection I de la droite BG, qui ferme le contour, avec le côté du polygone funiculaire du poids propre correspondant à la section considérée, c'est-à-dire, dans le cas de laifig- 155, avec la tangente en ^p, donne un point de la résultante P des forces agissant en dehors de la section. Ce n'est que dans le cas où la surcharge accidentelle est uniformément répartie que les segments compris entre le côté AK et la courbe GK sont égaux aux se^-
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ments compris entre le polygone A$« de la surcharge accidentelle et le côté G$« de ce polygone. Par suite, c*est dans ce cas seulement que la construction indiquée par M. C. Heuser, dans le Erbkam's Zeitskrifl (année 1873 p. 523), est exacte.
La position de cette résultante P par rapport à une section du longeron comprimé ou du longeron tendu dans une poutre du système Pauli, ou dans une poutre à suspension, indique le sens des efforts auxquels sont soumis les étrésillons. Dans les poutres du système Schwedler, le côté du longeron comprimé correspondant à la section K doit passer par rintersection de P et de AB.
Pour appUquer le calcul au cas que nous venonB â*ezaminer, on n*a qu*à écrire les équations des moments du n* 86, p. 316, pour le poids propre et pour la surcharge accidentelle, et à les additionner. Dans le cas d'une charge uniforme, les formules de la page 321 donnent immédiatement les forces correspondantes à une section ou à un nœud quelconque.
DU CENTRE DE GRAVITÉ EN GÉNÉRAL
Comme, dans tout ce qui précède, nous n*avons fait aucune hypothèse sur le nombre et Técartement des différentes forces , nos propositions s'appliqueront encore si nous supposons le nombre des forces infiniment grand et leur écartement infiniment petit. Tel est le cas de tous les corps ou de toutes les masses matérielles, qui. sous Tinfluence de Tattraction terrestre ou d'autres actions parallèles, déterminent des pressions; le centre de ces pressions, de ces poids ou de ces forces, s'appelle centre de gravité.
Pour déterminer le centre de gravité, on suppose le corps décomposé en éléments finis ou infiniment petits, dont les centres de gravité sont connus et dont les poids peuvent être composés d'après les règles que nous avons indiquées précédemment.
U arrive fréquemment qu'on peut grouper les éléments des corps de telle façon que leurs centres de gravité se trouvent tous situés dans un même plan ou sur une même ligne droite : les opérations à effectuer se réduisent alors à des opérations dans ce plan ou sur cette ligne. S*agitil, par exemple, de déterminer le centre de gravité d'un rail de voie ferrée ou de toute autre construction à section constante, on peut supposer le corps décomposé en éléments prismatiques, dont les centres de gravité sont tous situés dans la section placée à égale distance des extrémités, et dont les poids sont proportionnels aux bases des prismes, c'est-à-dire aux surfaces interceptées dans la section moyenne par ces éléments prismatiques.
Cette section moyenne peut être considérée comme le lieu des centres
de gravité de tous les éléments prismatiques et comme uniformément chargés par le poids de tous les éléments ; pour obtenir le centre de gravité, on décomposera la section moyenne en surfaces élémentaires et Ton appliquera à chacune de ces surfaces une force proportionnelle à son étendue. C'est dans ce sens qu*il peut être question de déterminer les centres de gravité de surfaces et de lignes; on les considère les lieux des centres de gravité de corps. Les lignes et les surfaces peuvent être chargées^ soit uniformément, soit inégalement par les éléments des corps. Dans la détermination des centres de gravité d'un certain nombre de lignes ou de surfaces, nous supposerons toujours la charge uniformément répartie.
Dans tout ce chapitre il ne sera question que de forces parallèles.
Pour obtenir les expressions analytiques des coordonnées du centre des forces paraUèles et du centre de. gravité, prenons un plan arbitraire ^^, qui soit paraUèle À la direction des forces. Des points d*application des forces, abaissons des perpen diculaires sur ce plan :
— =:(aÇ + ôn + c; + l)7.
Dans cette formule, abcl désignent les coordonnées des points d^pplication« ta' le sinus de Tangle solide, et p la fonction du n" 64, p. 220, Soit en outre P la grandeur d'une quelconque des forces parallèles. Le moment de ces forces, par rapport au plan, dans le sens indiqué au n" 59, p. 200, est :
Pour que ce moment soit nul, il suffît que les coordonnées du plan ^ri^l satisfassent à la condition
0 = ÇlrtP -h -nUP 4- !;icP + SP.
Cette équation étant du 1*' degré en ^tiCI, est celle d'un point qui est le centre des forces parallèles. Les coordonnées de ce point sont :
laP i:6P IcP
XP ' vp ' vp *
11 est facile d'étendre immédiatement ces formules aux lignes, aux surfaces et aux solides; on n'a qu'à remplacer P par les éléments des lignes A*-, les éléments des surfaces AF et les éléments des solides AV; puis, passant aux limites, ces élémeuU'i deviennent des différentielles et les sommes des intégrales.
On peut obtenir ainsi l'ordonnée i/c du centre de gravité d'une courbe quelconque par rapport à un plan coordonné. On aura :
My = sye = \^ yds.
L'aljscisse du centre de gravité du no suilace plane F est :
5Jljc = Fjv = U xdxdy = \ xydx.
DU CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGURES
Il n'est pas nécessaire que, dans cette formule, Tordonnée soit mesurée à partir de Taxe des abscisses; y peut être la longueur interceptée sur Tordonnée par le contour de la courbe qui limite la surface. Il n'en est plus de même quand on recherche l'ordonnée yc du centre de gravité. On a alors :
ou, ce qui revient au même, pour le contour entier de la surface :
aR»=Py.= iJy«dx.
Dans le premier cas, les limites d'à? sont les abscisses des extrémités de la projection de la figure sur Taxe des x. Dans le second cas, les limites de l'intégrale ne diffèrent pas Tune de l'autre, mais à chaque valeur de x correspondent deux va^ leurs de y ; la série de l'une de ces valeurs de y correspond aux valeurs croissantes de X, l'autre aux valeurs décroissantes. En multipliant ^y par Src, on obtient :
22»» it = it C (y"« - j^)d«.
c'est l'expression du volume engendré par la rotation de la figure autour de Taxe des X, ainsi que cela résulte du n<* 30, p. 127.
Si Ton remplace les ordonnées parallèles par des rayons vecteurs issus de Torigine, le moment par rapport à Paxe des x sera en coordonnées cartésiennes :
3R» = Fy« = - \ y(xdy — ydx).
L'intégrale doit être prise pour le contour entier. Mais cette expression n*a pas ^n^nde utilité ; cette méthode n'est pratique qu'en coordonnées polaires. Dans ce cas, l'expression du moment par rapport à une droite 9 = a est :
3Ra = - \ r« sin (ç — 0)^9.
Les formules pour la détermination des moments des volumes ne diffèrent de celles que nous venons d'indiquer que par le remplacement de Pordonnée y par l'aire de la section faite parallèlement à un plan coordonné. Le moment par rapport à l'axe des xy est :
JH = ^ÇÇ «terfyrft = KV(5"«- z'«)rfxrfy = ^ zFx»rfz= \aR./te= \ SW.xrfy.
La première de ces intégrales est l'expression générale du moment ; la seconde représente la somme des moments de tous les éléments prismatiques ayant pour base l'élément superficiel dxdy\ la troisième, la somme des produits des volumes des tranches élémentaires xy par la distance de ces tranches au plan des xy; la quatrième, la somme des moments des tranches zy, et la cinquième, la somme des moments des tranches zx. On obtient des formules analogues pour les moments par rapport aux autres plans coordonnés.
L'emploi des déterminants permet d'obtenir l'expression des moments des éléments polaires; mais les résultats auxquels on arrive sont si compliqués qu'ils Dont aucune utilité pratique.
CENTRE DE GRAVITÉ DE UGNBS
a) Centre de gravité de la ligne droite.
Il se trouve en son milieu, car on peut, en partant de ce point, partager la ligne en éléments qui deux à deux ont la mètqe longueur et le même poids, et qui sont également éloignés du milieu; le centre de gravité de chaque groupe de deux éléments se trouve au milieu de la droite, et il en est de même, par conséquent, du centre de gravité de la droite entière.
b) Centre de gravité d'une ligne brisée.
Il s'obtient en considérant le milieu de chaque ligne comme le point d'application d*une force proportionnelle à la longueur de cette ligne. Si toutes les lignes sont situées dans le même plan, deux polygones funiculaires suffiront pour déterminer le centre de gravité ; dans le cas contraire, il en faudra trois {fig. 121, p. 198). Si la ligne brisée est formée par un certain nombre de côtés d'un Fig. i5«. polygone régulier, les centres de gravité de ces
U côtés seront situés sur un môme cercle. Si nous • ^ remarquons que, d'après la fig. 156,
As _ aA
{s étant la longueur totale de la ligne brisée,
As celle d'un côté du polygone; et les autres
lettres ayant la signification indiquée sur la
figure), on obtient pour le moment de la ligne
brisée :
3)î = Ypls = SrA/i = rh = y s, d'où
Pour construire y, nous décrirons, du point A comme centre, un cercle ayant pour rayon la longueur s développée, et nous joindrons le point A à rintersection de ce cercle avec une tangente parallèle à h ; sur cette ligne nous porterons h ; l'ordonnée de l'extrémité de cette longueur sera y. En menant, par cette extrémité, une parallèle à y, jusqu'au rayon qui divise en deux parties égales le contour polygonal, on obtient
CENTRE DE GRAVITÉ DE LIGNES
le centre de gravité S de ce contour. Le centre de gravité doit en effet être situé sur ce rayon, qui est le lieu des centres de gravité du côté médian du polygone et des autres côtés pris deux à deux.
c) Centre de gravité d'un arc de cercle.
On peut considérer Tare de cercle comme un polygone régulier d'un nombre infini de côtés, et déterminer son centre de gravité par l'application de la méthode précédente.
La construction de la fig. 157 ne diffère de celle de la fig. 156 que
Pig. 157.
par la dispositioTi des lignes. Le centre de gravité est situé sur le rayon OS qui divise l'arc en deux parties égales ; si on développe l'arc sur sa tangente moyenne en BB = s, et qu'on mène par les extrémités de l'arc des parallèles au rayon OS jusqu'à la rencontre en G des deux rayons OB, les trois points CSG seront en ligne droite. On a en^effet :
ce /
/ étant la corde et s la longueur de l'arc.
On obtiendra deux autres points de cette ligne GSG en décrivant un cercle 0 comme centre, avec s comme rayon; joignant 0 aux points d'intersection de ce cercle avec la tangente moyenne, et portant enfin sur ces rayons la longueur / de la corde.
L'expression analytique du moment d*un arc de cercle par rapport à un axe 9 est
Mç = ^'r»8ln(prf(p = r»(cos<p' — C08<p") = 2^8in j (ç^-çOsin - (9"+9')
2 8ini(9"-(p')
r=r8in - (ç" + 9') -n»
d) Centre de gravité de lignes courbes qnelconqnae.
Il s'obtient de la manière la plus simple en divisant ces lignes en parties d*égale longaeur, assez courtes pour qu*on puisse les considérer comme des lignes droites ; puis en reliant une série de parallèles menées par les centres de gravité correspondants au moyen de deux ou trois polygones funiculaires, qui donneront le centre de gravité cherché.
CENTRE DE GRAVITÉ DE FIGURES LDDTÉES PAR DES UGNES DROITES
a) Centre de gravité du triangle.
Imaginons la surface du triangle (fig. 158) décomposée en éléments,
au moyen de parallèles à la base AC ; un de ces éléments est indiqué par
p. j5g des hachures sur la figure, Les centres de
gravité de ces divers éléments se trouveront tous sur la droite BD qui les divise en deux parties égales, et par suite le centre de gravité de la figure sera sur cette ligne. Pour le même motif, il devra être sur la ligne CE, médiane de AB, et sur la médiane BC.
Pour déterminer d'une manière plus précise la position du centre de gravité, que Ton peut d'ailleurs construire très facilement en traçant les médianes, remarquons que si Ton considère la droite CSE comme une sécante coupant le triangle ADB, on
doit avoir
DC AE BS__
DG__ 1 AE_
GA^^â ^^ ËB"^"^ ' on en déduit
^Le centre de gravité du triangle se trouve donc au tiers de la longueur de chaque médiane à partir du côté correspondani. On peut dire aussi que la hauteur du centre de gravité au-dessus de chaque base est égale au tiers de la hauteur correspondante du triangle.
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Si le triangle est situé dans Tespace et que a, 6, c, s soient les ordonnées respectives des sommets et du centre de gravité par rapport à un plan quelconque, l'ordonnée du point D sera
et celle du centre de gravité
6) CSentre de gravité du parallélogramme.
Le centre de gravité du parallélogramme est au milieu de chaque diagonale et de chaque droite qui réunit les milieux de deux côtés opposés. Toutes ces droites se coupent au centre de gravité par suite de raisons qui se comprennent d*elles-mêmes.
c) Centre de gravité du trapèze.
Le centre de gravité du trapèze ABGD (fig. 159) est situé tout d'abord sur la ligne EF qui joint les milieux des deux côtés parallèles.
Fig. 159.
Si l'on suppose le trapèze décomposé en deux triangles ABD et BGD \la diagonale BD n*est pas tracée sur la figure), les aires de ces triangles soDt égales respectivement aux produits de ËB et de FC par h, et leurs cenU'es de gravité sont situés au tiers de la hauteur de chaque triangle. Appliquons, par les centres de gravité des deux triangles et à partir de la ligne EF, des forces parallèles à AB et à DG et proportionnelles aux aires de ces deux triangles, en les intervertissant comme nous Tavons vu au n"* 83 (p. 303), et de telle façon que GjE^ forme le troisième côté du quadrilatère de la fig. 143. Nous n'aurons pour cela qu*à porter la longueur FG en F^G, et longueur EB en EiB,. La ligne B^F, déterminera
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alors sur EF le centre de gravité cherché. On peut se dispenser de diviser la ligne EF ou la hauteur du trapèze en trois parties égales, en prolongeant B,F^ jusqu'aux points de rencontre G et H avec les c6tés parallèles, et en menant J^F, et HJ parallèlement à EF. En effet, on a
B,J = B,J.=F,C, + E,B, et
E,J = FH = F,C, + 2B,E, î= FC + AB.
Par suite
AG = CD
Par sutte, si Von porte^ des sommets k et C situés aux extrémités dune diagonale^ les côtés opposés en prolongement des côtés parallèles suivant AG et GEL, la ligne GH déterminera le centre de gravité sur la ligne qui riumt les points milieux des côtés parallèles.
La distance y du centre de gravité à l'un des côtés parallèles b {fig. iS9)
est égale à
FH + EG
Par suite, si Ton désigne par a et i les longueurs des côtés parallèles, on a
FH+EG=^(a + ô);
d'où
\[a-\-b) 3 a + 6 La distance du centre de gravité à l'autre côté parallèle est
La longueur d'une parallèle à a et 6 passant par le centre de gravité est égale à
ay + by, ^ 2{a' + ah + b*) y + y, 3(a + b)
La distance du centre de gravité à l'un des côtés obliques, niesurée
i:e?itre de gravita de figures limit^.rs par des lignes droites. 353
suivant la direction des côtés parallèles, étant la moitié de cette longueur, le moment par rapport à Tun de ces côtés sera égal à
gR=^A(a« + aô + ô»).
On arrive aux mêmes résultats, sous une forme un peu plus ^nérale, en consi- (itérant le. trapèze comme la surface compris^ entre deux ordonnées consécutives z, Ml 2^, lient la distance est égale à yt — ^p L'équation de la droite (yiSi)(y|2i) est :
(Sf — h)u + (yi — yt)2 + Uth — yi»t = o.
De cette équation on déduira Texpression d*un élément superficiel du trapèze, en considérant soit y comme une fonction de z, soit z comme une fonction de y; on substituera cette expression dans Téquation des moments, et on intégrera entre les limites correspondantes aux indices 1 et 2. On pourra utiliser dans ce but la formule
suivante :
1 fi 1 fî -^-^— \ y*»x*rfy = \ y^z^dz
Nous emploierons plus loin, pour les moments d'inertie, cette formule qui abrège acoup Pintégration. Les combinaisons des indices ghik doivent être telles que
9 + 1 = 171 et A + A = n; I j et ( J sont les coefficients du binôme, et la
somme s'étend à toutes les combinaisons possibles de t et k. En effectuant les opérations indiquées, on a pour la surface F :
J^ = 2(yt — yi)(«i + «t)- Le moment par rapport à l'axe des y est :
ÙR» = r y^di = 5 (Vî - Vu [I2yi + yiJz^ + (y, + 2y,):,],
et le moment par rapport à Taxe des z est :
a», = ^ ^ zVy = ^ (y, - yi) (z? + z,z, + z])'
U division de ces moments par la surface donne les coordonnées du centre <ij gravité, savoir :
(gVt 4- y,)gt + 'yi -i- 2y;jx^ _ {2Zi 4- zjyi j- U^ + 2zi)y^ ^*- 3(z,+ z^ 3(zt + zJ
d) Centre de graTité d'un quadrilatère irrégnlier.
On partage le quadrilatère ABGD {fig. 160) par la diagonale BD en deux triangles ABD et GDB, dont les centres de gravité S, et S, se
su
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trouvent situés au tiers des lig
Kig, 160.
S EA et EG, qui réunissent le milieu Ë de la diagonale aux sommets opposés A et C. Le centre de gravité S du quadrilatère partage la ligne S,S„ qui réunit les centres de gravité des deux triangles, de telle sorte que les segments S,S et SS, soient inversement proportionnels aux aires des deux triangle^ -Aj correspondants. Mais comme ces aires, qui ont une base commune BD, sont proportionnelles aux segments AF et FC de la deuxième diagonale AG, et que celle diagonale est parallèle à S[S„ on obtient le point S en intervertissant les segments sur AG, c'est-îi-dire en portant AG = FC et GC = AF; S se trouve alors sur la ligne EG. car on a
S^_AG__FC_ SS, ~ GC ~ AP
Tr.CDB Tr.ABD
Si l'on remarque en outre que S est au tiers de EG, puisque S, et S, sont au tiers des lignes GA et EC, ou peut dire : ÏA centre de gravité S d'un quadrilatère ABGD eit au tien de la droite
EG, que Von obtient en joignant le point E, milieu d'une diagonale, au point G qui est déterminé sur la deuxième diagonale par finlerversion des segtiienls interceptés sur celle deuxième diagonale par la première.
Si l'on réptte cette construction, en changeant la diagonale sur laquelle on opère, le point S devra se trouver également au tiers de la ligne KH, qui joint le milieu K de CA au point H qui résulte de l'interversion des segments FD et BF. En remarquant que les points milieux E et K des diagonales sont aussi au milieu de GF et de HF, on peut dire : Le centre de gracile d un quadrilatère coïncide ai'ec celui d'un triangle, qui aurait ses sommets au point d'intersection F rfes diagonales, et aux points H et G, que l'on obtient par l'interversion des segments que les diagonales interceptent l'une sur l'autre.
Les points F, S et le milieu J de HG sont en ligne droite. Si CD et AB deviennent parallèles, c'est-à-dire si le quadrilatère est un trapèze, HG devient aussi parallèle à ces lignes, et leurs trois points milieux se trouvent avec F et le centre de gravité S sur une même ligne droite. Cette proposition est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut en c). On en déduit également le théorème déjà énoncé sur la dislance du centre de gravité ù l'un des eûtes parallèles du trapèze.
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e) Centre de gravité des polygones asrant plus de quatre côtés.
Le procédé le plus simple pour déterminer le centre de gravité de polygones ayant plus de quatre côtés consiste à les décomposer en quadrilatères et à réunir leurs centres de gravité par un polygone funiculaire
tracé d'après les règles du n* 58 (p. 198)
On peut, de la manière suivante^ obtenir des expressions analytiques des moments des polygones au moyen de Texpression relative au cas du triangle.
Soient Xiyi les coordonnées des sommets d*un polygone. Si de Torigine des coordonnées nous projetons le cété ik, nous aurons, pour Texpression de la surface du triangle ainsi obtenu et pour celle du moment de ce triangle par rapport à Taxe
2Fi»= I Xi y,
et ôSJîa =
Xi yi xk yu
(yi + yjk).
On obtient la surface totale et le moment total en faisant la somme des déterminants pour tous les cétés du polygone, et, dans cette sommation, le signe de la surface et celui du moment sont indiqués par Tordre des indices t'A; dans le contour du polygone. Si toutes les surfaces et tous les moments à ajouter doivent avoir le même signe, le sens de ik doit rester le même dans le contour.
En appliquant cette sommation à un triangle quelconque 123, on obtient :
^1 yi
a?i yi yj + ys ^i y» ys + y\ ^i ys y\ + y\
^ty%
^tVi
^1 yi 1
a^ys
Xi yi
a?j yt 1 •i^s y.i 1
Xi Vi 1
^j yt 1
a^s ys 1
yilS:
en désignant par y^^f la somme des trois ordonnées yi + yi + ys*
Au lieu de projeter les différents cétés du polygone à partir do Torigine des coordonnées, on peut les projeter d'un des sommets du polygone, le sommet 1 par exemple. Dans ce ca^, on doit faire la somme des derniers déterminants pour les
indices
123, 134..., II/:..., In— In.
Appliquons «cette sommation au quadrilatère. Nous aurons :
= Xi
Xa
^t yt 1
^sys 1
a^iys 1
xt, yt, 1
yt 10 ytOi yiio yiOi
^i yi 1 ^f yj 1 ysii ^ys 1 ^k yk 1 ytis
^1 yt 1 ^f y« 1 3^8 ys 1 ^k y* 1
yi
ys
Xi yi s \
^i Vt y» 1
x^yji s 1
I désignant la somme yt + ys + ys + y^ • H est facile de déduire de ces expressions, au moyen de substitutions convenables, les résultats indiqués dans les paragraphes c et â. Mais ce calcul serait sans utilité. Ces déterminants ne peuvent lerrir que pour obtenir la surfiace et le moment de polygones irréguliers.
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a) Centre de grarité d'nn secteur de cercle.
Si l'on suppose le secLeur di>eomposé en secteurs élémenlaires ayant tous le même centre, les centi'Oî* de gravité de ces différents élémeuts, dont l'un est hachuré sur la fig. IË1, et que l'on peut considérer comme
des triangles, seront situés sur Vate de cerr.Ie décrit avec le rayon - r.
Cet arc de cercle considéré comme le lieu de tous ces centres de gravité , étant également chargé par chaque élément, son centre de gravilé coïncide avec le centre de gravilé S, du secteur.
Pour appliquer la méthode donnée au paragraphe c) (fig. 157, p. 3*9), nous n'aurons qu'à développer le demi-arc BD sur la tangente moyenne 8B Ifig. 161), pois à joindre les points 0 et B, et à projeter l'extrémité \ de l'arc de cercle, lieu du centre de gravité, en C sur OB, parallèlement au rayon moyen. Le centre de gravité S, est le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur le rayon moyen.
h) Centra de gravité d'nn segment de cercle.
■ Considérons le segment DBD (fig. 161) comme la différence du secleur et du triangle ODD, dont le centre de gravilé S, coïncide avec le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur le rayon moyen. Le centre de gravité S sera le centre de deux forces parallèles dont l'une BB est proportionnelle à l'aire du secteur et agit en son centre de gravité S,, et dont l'autre ED est proportionnelle à l'aire négative du triangle et agit
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en son centre de gravité S,. Si l'on porte BB et DE sur deux parallèles S,G et FSi menées par S, et S„ en les intervertissant et en ayant égard à leurs signes, le point d'intersection des côtés opposés S^S, et FG du quadrilatère, dont les autres côtés sont des lignes proportionnelles aux aires, déterminera le centre de gravité du segment.
Cette construction n'est précise que lorsque la surface du triangle est petite par rapport à celle du secteur, c'est-à-dire quand l'angle DOD est grand. Lorsque cet angle est petit, il est préférable de considérer le segment de cercle comme un segment de parabole, ou de le décomposer en plusieurs segments de paraboles ou en triangles, que l'on compose ensuite au moyen d'un polygone funiculaire.
c] Centre de gravité d'un segment de parabole.
La position du centre de gravité d'un segment de parabole se détermine très facilement par le calcul. Soit
y« = px Fig. m.
réquation d*une parabole {fig. 162). On a alors pour la
surface, pour le moment par rapport à Taxe des y et pour
Tabscisse du centre de gravité :
F= ^' ydz=.)/p Ç V^rfx = ? v^ = ? A/, Mt= \' yzdz = V^ Y V^^« = I V^ = g /*^,
Le moment de la moitié du segment parabolique par rapport à Taxe de«| s et Tordonnée du centre de gravité sont :
If If 1 1
U surface du triangle formé par la corde de Tare de parabole et par les deux
tâD juntes aux extrémités de cet arc est A/, et les moments sont - A/* et - hH, Si
1 OU en retranche les moments obtenus ci-dessus pour le segment parabolique, on 'à pour le triangle formé par les deux tangentes et par Tare de parabole :
Noos avons représenté sur la fig. 162 les résultats que nous venons de trouver. Ces formules sont très utiles; elles permettent de tenir compte des petits arcs qui
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se présentent dons des profils irréguliers, et oa peut méma les appliquer, lani graves erreurs, à des segments de cercle assez grands.
<l) Centre de gravité da trapèze parabolique.
Dans la sommation des aires (n* âl, p. 103), nous avons considéré le trapèze parabolique comme l'élément constitutif des figures limitées par des courbes quelconques, dont l'aire élait à déterminer. H est dès lors inlÉressanl de rechercher le moment et le centre de gravité du trapËie parabolique, afin de pouvoir déterminer le moment et le centre de gravité d'une figure quelconque.
Nous piturrions, pour déterminer le rentre de gravité, construire séparément celui du segment parabolique et celui du trapèze, et partager leur distance en parties inversement proportionnelles aux aires. Mais, bien e ce procédé puisse être, dans certains cas particuliers, le plusexpédilif, il est en général préférable de calculer des formules donnant les moments , el de construire ensuite le centre de gravité au moyen de ces formules.
On arrive rapidement à établir ces formules en additionnant les moments du trapèze et du segment parabolique ; mais, en vue d'une application ultérieure au calcul des moments d'incrfie, nous les déterminerons analytiquement par intégration.
Comme on a à diviser les nioiiients par les sui-faces, il est utile d'introduii-e dans les rarmultis la surface l'Muite â la largeur, mesurée horizontalement, prise pour base. Désignons (fîg 163) par 2f la hnuteur médiane diminuée du tiers de la Qèche, ce qui donne pour l'expression de la surface totale F = Afl. Désignons en outre
par g les - de la flèche, par 2rf la différence des ordonnées eitrémes, et enfin par
Il l'abscisse de l'ordonnée y. Ces notations sont indiquées sur la figure. On a alors ;
li de la parabole est situé dans la direction des ordonnées, e(
CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGURES LIMITÉES PAR DES LIGNES COURBES
pour z = 0 on obtient Tordonnée moyenne 2/*+ - ^, et, pour z r=d= 1, les ordonnées Zf—g'àzd des extrémités, ainsi que cela doit être. Cela posé, nous avons :
Désignons par /z<* et ye les coordonnées du centre de gravité; nous aurons :
Mtf d^ g% 1 , y^
Pour construire le centre de gravité au moyen de ces coordonnées, joignons le pied de Tordonnée médiane 2f au milieu de la longueur d portée sur la plus grande des deux ordonnées extrêmes à partir du côté inférieur, et menons à partir du milieu de l'ordonnée 2f une parallèle à cette ligne. Portons ensuite sur cette même
ordonnée, à partir de son milieu f, la longueur - (/, et menons, par le point obtenu,
une parallèle à la droite qui Joint l'extrémité supérieure de Tordonnée 2f au milieu de </. Uabscisse du point d'intersection de ces deux parallèles est égale à /ze, car on a :
Izc l d
= — • ou Ze=— .
id 2f* 6f
L'ordonnée de ce même point est ^ + - dze comme on le voit immédiatement sur la figure. Le centre de gravité est donc situé sur cette ordonnée, à une hauteur
^ au-dessus de ce point. On construit cette longueur ^ au moyen d'un triangle
rectangle dont la hauteur est - g, soit le tiers de la flèche, et dont Tun des segments
de Thypoténuse est hf, comme l'indique la figure. Dans la plupart des cas, la
quantité -^r-, est si petite qu'on ne peut la construire, et, si Ton peut la négliger, la Vif
détermination du centre de gravité, d'après la construction précédente, est très
L'expression du moment My permet de déterminer aussi d'une façon très simple leyolume d'un rase, engendré par la révolution d'un arc de parabole {fig, 164). D'après la règle de Guldin, ce volume est :
3 = 2nbiy = [(2/*)» 4- î rf» -1- 1 ^t j 2/^.
En général - g^ est négligeable par rapport aux autres quantités, et si d = 0,
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loràiiu'il B"agit d'un tonneau, on peut coneidérer 2f comme le
cODime c'est l rayOD moïen
Lorequ'oD donne la ««ction lODgituditiak du vi ment eur le de' Dans le cas
et mo^en. Soient
on peut mesurer immédiatelea longueurs S/, Sd, f et j.
est obligé de les cbIon supérieur, inférieur ces trois r&yocis, od i :
12/-= a + id=a- Sg = 2b-
flont susceptibles d'une appli
tution lia ïBleurs particulières de «, i et i
terminiïs jusqu'à présent, a l'exception de
Cm formules peuvent être utilisées pour le cubage exact dee bois non équarris.
Lca fonnule» que noua avons trouvées pour h surface et les moments du titipèze pnraboHque n très étenilue: on peut en dHuii-e. par la buIiïIl-
a lii-
:e rapportent au cercle.
e] Centre de gravité de figures iirégnUèreB.
Pour dfterminer le centre de gravité de figures irri^gulières, on les divise par des lignes parallèles en bandes trapézoïdales assex étroites pour que leurs centres de gravité puissent être considérés comme situés au milieu de la largeur; puis on détermine l'aire de ces bandes, qui, d'après le n" 2< (p. i03), peut Pire regardée comme proportionnelle à la bauLeur moyenne pour les bandes dont la largeur est constante. Pour les bandes dont la largeur n'est pas constante, ce qui a lieu, par exemple, pour les bandes extrêmes ou pour celles qui correspondent à des irrégularités particulières de la figure, on détermine les aires en les réduisant il une base commune. Cela fait, on considère ces aires comme des forces parallèles qui agissent au centre de gravité de chaque bande, on les réunit pour former un polygone des forces, et on construit, à l'aide de ce polygone des forces, un polygone funiculaire, dont les sommets sont situés sur des parallèles à la direction des forces, menées par les centres de gravité des bandes ; l'intersection des côtés extrêmes de ce polygone détermine la parallèle sur laquelle le centre de gravité est situé.
Ces opérations ont été effectuées sur la PI. XII, pour le profil d'un rail.
Le profil du rail est symétrique par rapport à la verticale qui divise en deux parties égales les lignes horizontales. Le centre de gravité de la section est par suite situé, d'après le n* 93 (p, 315), sur cette verticale, à une certaine bauteur qu'il s'agit de déterminer. Décomposons, par des
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horizontales, ce profil en 19 bandes. Celles qui sont numérotées 4, 10, il, 12, 13, 14 ont une largeur de 1 centimètre, et, pour les réduire à la base a qui est égale à 3 centimètres, il suffit de prendre le tiers de leur largeur moyenne. Les bandes 2, 3, 5, 6, 7, 9, 15, 17, 18 et 19 ont une largeur de 5 millimètres égale à la moitié de la largeur normale, et leur surface est par suite représentée par le sixième de leur largeur moyenne. Enfin, les bandes 8 et 16 ont une largeur de 8 millimètres, et leurs aires ont été déterminées au moyen d*une transformation directe de surfaces par la réduction à la base a = 0",03. Nous avons porté, çur la ligne médiane de chaque bande et sur le côté gauche de la figure, une longueur proportionnelle à sa surface, et nous avons donné à chaque longueur le numéro de la bande correspondante.
Désignons par ^j, y„ y,, etc., la hauteur, par rapport au centre de gravité du milieu de la 1'*, 2*, 3* ... bande; par z, , z,, z,, ... la largeur de ces mêmes bandes; par F,, F„ F,, ... la surface de la première, des deux premières, des trois premières bandes, etc., et par aF^ la surface de la bande de rang t. Cette surface sera représentée, en la ramenant à la base a, par la hauteur réduite, que nous pouvons désigner par Az',, et Ton aura :
aF< = flAz',.
Considérons les aires des différentes bandes comme des forces agissant horizontalement, et additionnons-les sur une horizontale qui représentera le polygone des forces. Les différents segments de cette horizontale sont égaux aux âz' des bandes correspondantes, et l'aire d'un certain nombre de bandes consécutives sera représentée, en la ramenant à la base a, par le z correspondant. On aura ainsi pour les cinq premières bandes :
F,=az',.
L'aire de la section totale du rail est égale à
F,, = az'j, = 3x15,92 = 47,76 centimètres carrés.
Comme on a souvent à diviser les moments par les aires, nous avons pris la distance verticale du pôle des forces à la droite qui représente le
polygone des forces égale à - z,, = 7, 96 centimètres, et nous avons pris
le pôle sur la verticale du milieu de 2,9. Par suite de cette disposition, les rayons extrêmes menés par le pôle forment Tun avec l'autre un angle droit, et les côtés extrêmes du polygone funiculaire qui leur sont parallèles donnent ainsi une intersection aussi précise que possible. Le poly-
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gone funiculaire a ses côtés respeclivemenL parallèles aux rayons correspondants de ce Taisceau. Ainsi le côté compris entre le milieu do la 5* et celui de la 6' bande est parallèle au rayon qui projette le point de séparation des segments du polygone des forces correspondants à la S' et à la 6* bande.
Les côtés exirômes du polygone se coupent sur l'horizontale qui passe par le centre de gravité du rail.
Si l'on prolonge tous les côtés du polygone funiculaire jusqu'à cette horizontale, ils y déterminent des segments iz'', qui, d'après le n*85 {p. 309), sont proportionnels aux moments des forces, c'est-à-dire auï produits des aires des différentes bandes parles distances y au centre de
gravité. En multipliant ces segments par 5 =', , , on obtient les moments
eux-mêmes. Ainsi, ad a, par exemple :
2;»iF=iF.--..
Cette dernière relation signilie que le moment des cinq premières bandes est égal à celui qu'on obtiendrait si toute la surface F = aî',,
agissait au bout d'un bras de levier-;",. Les côtés extrêmes du polygone funiculaire déterminent sur une horizontale quelconque un segment qui est égal au moment de la surface entière par rapport à celte horizontale, divisé par la distance polaire, c'est-à-dire
s désignant le segment considéré ety, la dislance de l'horizontale au centre de gravité, ou le bras de levier au bout duquel agit toute la surface ;; , ,. Par suite, pour une horizontale quelconque, le segment est le double du bras de levier.
Cette proposition résulte d'ailleurs immédiatement de ce que les côtés extrêmes du polygone, dont l'intersection détermine le centre de gravité, formenl avec une horizontale quelconque un triangle dont la hauteur est égale au double de la base.
iî" change de signe pour la bande qui contient le centre de gravité; :" diminue alors et devient nul pour le profil entier, ainsi que cela doit avoir lieu pour tout axe passant par le centre de gravité.
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CBHTBK DB GRAVITÉ DES VOLUMES
a) Centre de graTité de* polyèdres.
Nous commencerons par déterminer le centre de gravité du tétraèdre. Si l'on coupe le tétraèdre par une série de plans parallèles jl deux arêtes opposées AC et BD {fig, 165), on obtient une série de parallélogrammes dont les angles sont constants.
Fig. les.
Les centres de gravité de ces parallélogrammes sont tous situés sur la ligne qui joint les milieux E et F des deux arêtes, car le plan AEG partage en parties égales tous les cAtés des parallélogrammes parallèles à BD, et EF partage en deux parties égales toutes les lignes qui réunissent deux à deux les points d'intersection du plan AEG avec les cAtés parallèles à BD. Gomme les surfaces des parallélogrammes sont entre elles dans le même rapport que les produits de leurs cAtés HG et GJ, et que ces derniers cAtés sont respectivement dans le même rapport que les segments correspondants DG et GG de la ligne CD, puisque
^_DG GJ _ GC
H,G, ~ DG, ^ G,Jj ~ G,G'
les produits de ces cAtés, c'est-à-dire les surfaces des parallélogrammes HJ etH,J,, sont aussi dans le même rapport que les produits correspondants des segments de DC, savoir :
(HJ) _ HGXGJ _ DGxGG _ y* (H,J J ~ H.G, X G,J, ~ DG, X G,C ~ y,"
en désignant par 1/ et y, les ordonnées du cercle décrit sur DG CD|:][| me
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diamëlre, élevées en G et G,. Mais, comme deux uidunnées également éloignées du milieu de DC sont égales, les surfaces de deux parallclngrammes également distants du milieu S de la ligne EE sont aussi égales.
Par suite, on peut grouper les éléments du tétraèdre deux à deui, par rapport au milieu S de BF, de telle Taçon que tous ces groupes aient leurs centres de grarilé en S. S est, par suite, le centre de gravité du tétraèdre. Si l'on considère ABC comme la base du tétraèdre, E correspond au milieu de la hauteur et S au milieu de cetto demi-haut«!ir, soit au quart de la hauteur totale du tétraèdre.
Si l'on désigne par abcds les ordonnées du sommet du tétraèdre et de son centre de gravité par rapport à un plan quelconque, l'ordonnée de F sera représentée par- (a -{• c), et celle de D par- (b-\-d); par suite, celle de S. qui est au milieu de E et de F, sera représentée piir
S = 1 (a + 6 + e + rf).
Si l'on mène par le centre de gravité S du tétraèdre un plan parallèle aux arêtes opposées AC et BD. et qu'on le considère comme un plan diamétral d'un ellipsoïde dans lequel les longueurs parallèles à AC et àBD seraient des diamètres conjugués, et dans lequel la ligne EF qui réunit le milieu des arêtes serait le troisième diamètre conjugué, les sections du tétraèdre résultant de l'intersection de ce corps par des plans parallcles à AC el ji BD seront aux sections correspondantes de l'ellipsoïde comme 1 : jt. En effet, celte relation a lieu pour la section faite par le plan qui passe par le point S, et comme toutes les section^ de l'ellipsoïde sont entre elles dans le rapport des carrés des ordonnées d'une ellipse ou d'un demi-cercle décrit sur CD comme diamètre, et qu'il en est de môme des sections du tétraèdre, ta proposition que nous venons d'énoncer est démontrée.
Comme toutes les sections parallèles du tétraèdre et de l'ellipsoïde sonldans le rapport 1 ; ^, il en est de même de la portion du volume de chacun de ces deux corps comprise entre deux plans parallèles, el du volume total des deux corps. Par suite, les centres de gravité des volumes compris entre deux mêmes plans parallèles coïncident.
Si un corps est limité par des surfaces planes, on le décomposera en tétraèdres et Ton supposera menées par chacun des centres de graviié de ces tétraèdres des forces parallèles et proportionnelles à leurs volumes. Leur résultante pourra être déterminée par la méthode dé*oloppée au n* 58 ^p. lOS.j
CENTHR DK GRAVITÉ DRS VOLiM^ES.
L*expre8sion analytique du moment VK d*un tétraèdre par rapport à ûh plan coordonné, celui des yz, par exemple, est
ar, y, z, 1 ^» Vk H 1
(X| + arj -+- arj + JC4) =
^1 Vx H ^>»
•^1 Vi H ^itk ^ ys ^8 ^11»
^4 y* '4 ^ijs
en désignant par x^j^i la somme a;, + x^ + xi. Le déterminant est égal à six fois le volume du tétraèdre, et Texpression entre parenthèses à quatre fois Tabscisse du centre de gravité. La deuxième expression se déduit immédiatement de la première.
Comme un polyèdre quelconque peut être décomposé en tétraèdres^ les formules qui précèdent permettent de calculer le volume^ le moment et le centre de gravité d'un polyèdre quelconque.
Si le polyèdre est convexe, c*est-à-diré Si sa surface ne peut être rencontrée par une ligne droite qu'en deux points, et que Ton prenne pour la décomposition en tétraèdres un point fixe à Pintérieur ou sur la surface du polyèdre, tous les tétraèdres sont pleins; ils s'ajoutent les uns aux autres pour former le polyèdre, et l'on D*a À s'occuper que de la valeur absolue des volumes et des moments. Dans le cas contraire, on devra avoir soin de donner le même signe aux tétraèdres pleins et le même signe aux tétraèdres à jour.
Lorsqu'on a écrit le déterminant d'un tétraèdre, le signe de tous les autres tétraèdres se ti*ouve par là même déterminé. Si on prend un point unique comme sommet de tous les tétraèdres, le côté commun des deux bases adjacentes devra paraître être parcouru dans des sens différents pour les deux tétraèdres auxquels ce côté commun appartient, par exemple : 0234, 0543, 0564.
Lorsque^ pour éviter, dans la décomposition d'un polyèdre non convexe, d'avoir des tétraèdres à jour et des tétraèdres se pénétrant^ on ne prend pas un pôle unique, les sommets de deux tétraèdres qui ont une base commune devront être situés de part et d'autre de cette base ; celle-ci devra, par suite, paraître parcourue dans des sens différents pour chacun des deux tétraèdres, exemple: 1234, 3215.
6) Centre de gravité d*nn prisme tronqué à base triangnlaire.
Pour déterminer le moment statique d'un solide terminé par des faces planes, on peut aussi décomposer ce solide en prismes tronqués ayant pour bases les différents triangles suivant lesquels on peut décomposer la surface du solide et terminés à un même plan. Nous allons rechercher, en employant cette méthode, l'expression du
moment.
Prenons les arêtes du prisme parallèles à l'axe des z et limitons-le au plan des xy. L'expression du volume du prisme pourra être mise sous la forme de la somme des Tolumes de trois pyramides :
^i Vi «1 i ariv, 0 1
^1 Vi 0 1
2;ty,0 1
Xi y, 0 1^ ajfyiO 1
eo désignant par x^yx^x les coordonnées des sommets de la base du prisme et
par F le double de la surface de la projection de la base du prisme sur le plan des ^, soit
^lyil «syai
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On en déduit :
24 SÙL = KgJ-, + J-. + ij .-. + {i, + Èi, + ^,) =, + |x, + r, + 2rJ i,l P. 24 ïïî, = [(aji, + tfi + ï() =1 + (!/i + Sj, + !/») ^ + (ïi + !/ï + 8tfi) H] P. 24 3)t, = |(r. + :, + I,) !, + (i, + t,l :i + Vl F-
Enfla, en désignant par St la somme dea trois abscUse» Zi^^^t. et divisant le« luomeota ci-dessus par 3, oa oblieat les coordonnées da centra de gravité, savoir:
Il rémilte de la foime de ces èquationa que les coordonnées x^y^Zz-- Batisfont i, l'équation du plan de la base du prisme, et i|ue par suite le rentre de gravité est situé dana le plan médian des arêtes.
Ce résultat est d'ailleurs érideut de lui-nié meatâ pria mat iqu es, les centres de gravité de plan.
c) Centre de gravité des volumes limités par des faces courbes.
Si un corps est limiLé par des faces courbes, on le partagera par des plans parallèles, en prismes de même hauteur, celte hauteur étant prise suffisamment petite pour qu'on puisse admettre que le centre de gravité d'un quelconque de ces prismes coïncide avec le centre de gravité de la section moyenne et que son volume soit proportionnel à cette section. On pourra alors supposer qu'en ces centres de gravité on fasse agir des forces parallèles, proportionnelles à ces sections, et déterminer leurs résultantes par la méthode du n" 58 (p. 197).
En opérant ainsi, on obtient ordinairement une calotte, au lieu d'un prisme, à chaque extrémité du corps. Si l'on admet que la section de chaque calotte, par un plan perpendiculaire à sa base, soit une parabole, on peut admettre aussi que le centre de gravité est situé dans la section menée au tiers de la hauteur. Le volume de la calotte peut alors être considéré, ainsi que nous l'avons fait remarquer au n* 31 (p. 131). comme égal au produit de sa base par sa demi-hauteur.
MOMENTS d'ordre SUPÉRIEUR EN GÉNÉRAL
Nous avons montré au n* 4 (p. 26) comment on peut former graphiquement des sommes de la forme Sar^y^z^P, que Ton rencontre quelquefois en mécanique, et où les P représentent des forces parallèles, x, y, z les distances des points d'application de ces forces à trois plans coordonnés quelconques et mesurées suivant des directions arbitraires.
Bien que, dans la statique, on n'ait jamais à faire la somme des produits de dififérentes forces par plus de deux longueurs, nous croyons utile d'indiquer d'une 'façon plus complète comment ces sommes peuvent être construites.
D'après le n* 59 (p. 200), le moment statique simple de diverses forces parallèles, par rapport à un plan projetant la direction de ces forces, est proportionnel au segment intercepté, sur l'intersection de ce plan et du plan de projection, par les côtés extrêmes du polygone funiculaire construit dans ce dernier plan. Le moment lui-même est égal au produit du segment et de la base H du polygone des forces.
Si l'on veut obtenir un moment du second degré de ces forces, on n'a qu'à construire un nouveau polygone funiculaire, avec une nouvelle base A, en considérant les moments précédents comme des forces. Les segments que l'on obtient alors sont évidemment proportionnels aux moments des premiers segments considérés comme des forces, c'est-à-dire aux produits de ces segments par leurs distances au plan, par rapport auquel on prend les moments. Pour obtenir ces produits eux-mêmes, on n'a qu'à multiplier les segments par h. Ces seconds segments sont donc proportionnels au produit des forces par le carré des distances au plan. D'ailleurs ces seconds segments jouent par rapport aux premiers le
niËme rôle que ceux-ci par rapport aux forces : il en résalte que leur somme est, en ayant égard aux signes, proportionnelle à ta somme tlv^ produits des différentes Torccs par leurs distances respectives au plan projetant. Il faut multiplier celte somme de segments par HA pour obtenir Ît/'P.
Pour fixer les idées, nous répéterons brièvement les opérations précédentes en nous aidant de notations. Supposons que l'on se donne le plan E, par rapport auquel on prend les moments du second degré, et la direction des ordonnées y, dont le caiTé doit multiplier chaque force P. Si on prend arbitrairement la direction des forces P, la direction du plan de projection S, dans lequel on doit construire le polygone funiculaire, se trouvera par là déterminée, car ce plan est parallèle h la fois à P et à !l. inversement, on peut choisir arbitrairement la position du plan S, et les forces P devront être prises parallèles à l'intersection des plans S el B. Gela posé, si l'on construit dans le plan S un polygone des forces avec une distance polaire H, et ensuite un polygone funiculaire, les côtés de ce polygone funiculaire interceptent sur l'intersection (ES) des segments qui, multipliés par H, sont égaux à P^. Eu désignant par/) la somme de ces segments, c'est-à-dire la longueur interceptée sur (ES) entre les côtés eitrômes du polygone funiculaire, on aura :
Ce que nous venons de dire n'est que la répétition du procédé indiqué au n* 38 (p. 199). Nous pouvons continuer de la môme manière.
Considérant les longueurs/* comme des forces, construisons avec ces longueurs un second polygone des forces, dont la dislance polaire mesurée parallèlement à y soit h, et avec ce polygone un second polygone funiculaire. Les dilférents segments interceptés sur la droite (ES) par le premier polygone remplaceront complètement tes forces P dans l'équation précédente, et les segments du second polygone, multipliés par A
Pu* seront égaux aux segments du premier multipliés par y, soit ii -— . Désignons par p^ leur somme, c'est-à-dire le segment de la ligne (ES) intercepté par les côtés extrêmes du second polygone funiculaire; nous aurons :
p,hH = Zy'P.
Chaque terme de la somme se composant du produit d'une force i);u' deux dimensions linéaires, on devra, d'après le n' 49 (p. 174), mesurer Tune quelconque des trois longueurs/),, h, H sur l'échelle des forces, et les deux autres sur l'échelle des longueurs.
MOMENTS D*ORDRE SUPÉRIEUR EN GÉNÉRAL
Souvent on exprime 2y^P au moyen du produit de £? par le carré d'une longueur k. Pour obtenir la valeur de k^ on n*a qu'à prendre une des deux longueurs A et H égale à 2P; A: est alors évidemment égal à
v(p,A, car on a :
Si, au lieu d'exécuter, par rapport à un plan E, avec une direction y, la deuxième opération indiquée ci -dessus et consistant à traiter les yP comme on a traité les P, on exécute cette opération par rapport à un autre plan E avec une direction z, on obtient, au lieu de £y*P,
En répétant de la même manière cette opération dans l'espace au moyen du polygone funiculaire , comme nous l'avons montré au n* 58 (p. 499), on peut former d'une manière générale l'expression
Nous avons suppo.sé jusqu'à présent que la direction des forces P était constante, et que les différents plans E, E^ ..., à partir desquels on mesure les y, z, étaient aussi constants. Mais cette condition ne s'impose nullement pour la construction : on peut, si le problème à résoudre l'exige, par exemple quand les P représentent des masses de différentes grandeurs, qui doivent suivre dans toutes les directions les forces agissant sur elles, changer la direction des forces P, en même temps que la position du plan E, qui doit d'ailleurs être toujours parallèle à P.
Lorsqu'on détermine des moments d'ordre supérieur, on peut remplacer le tracé du dernier polygone par une transformation de surface du polygone précédent, transformation pour laquelle on peut utiliser le planimètre, car la surface limitée par le polygone funiculaire, par les côtés extrêmes de ce polygone et par une parallèle aux forces, est proportionnelle au moment d'ordre suivant. Décomposons en effet cette surface, que nous désignerons, pour simplifier, par l'expression de surface de nwmenly en triangles ayant pour côtés deux côtés consécutifs du polygone et le troisième côté sur la parallèle aux forces (voir fig. 24, p. 21) ; la surface du premier triangle sera
gC^»— ^,)-(^n — ^l) jj- = 2(^n — ^l)' -g^-
Ainsi, pendant que les deux premiers côtés consécutifs du polygone fu-
AP
niculaire interceptent sur la verticale de droite, le moment {x^ — ^ililH
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la surface du triangle r^ompris entre ces deux côtés est égale â la moiW (lu moment d'ordre suivant. La somme de tous les triangles sera pai suite égale £t la demi-somme des moments d'ordre suivants de ton! les àP.
Poncelet a déjà eu l'idée de déterminer les moments par des surfaces; mais le procédé qu'il a employé n'est plus en harmonie avec l'état actuel des méthodes graphiques. Le tracé d'un nouveau polygone funiculaire est pins rapide et plus général que la transformation des surfaces, et, si on veut employer un planimètre, il est préférable de recourir au plauimétre des moments, que nous décrirons plus loin , au n" ) 14. Cet insirument n'exige en effet aucun dessin.
au. VAKUTIOS nES MOMENTS n'iHEBTlK POUH DHS nfePIACKHEHTS PARALLÈLE!
DES pr.ABS coonnoNNfis
nLs du second degré ou momenls d'inertie ont une importance spéciale. Nous les appellerons moments d'inertie, même quand les distances des points d'application des dilférenles forces ne sont pas mesurées par rapport à un axe, mais par rapport à un plan parallèle à li direction des forces. Nous allons indiquer quelques propriétés de ce: moments.
La recherche des moments d'inertie serait très compliquée si on voulait déterminer ces moments pour un systtme ponctuel quelconqui dans l'espace, dont chaque point serait considéré comme le point d'ap plicalion d'une force paralJtle. Mais, dans la pr.itique, celte recherchi se simplilie beaucoup, quand on peut disposer de la position et de la di rection des axes, par exemple quand on peut choisir des axes de symé trie. Pour pouvoir opérer ainsi, il faut que l'on sache passer, des mo ments déterminés par rapports h ces axes particuliers, aux moment; pour un système d'axes quelconques. Dans ce numéro, nous nous hor nerons à étudier les variations des moments d'inertie pour des déplace' menis parallèles des axes; plus tard, nous étudierons aussi ces change' menls, pour des rotations des axes autour de l'origine.
Soient 3^1 , y, les coordonnées de la nouvelle origine, {x y), [x y'] les coordonnées du point d'application d'une forme quelconque 4P parrap port aux deux systèmes d'axes. On aura ;
x=x +x,, !/ = !/■ + .'/,, ri
Sti/aP = Sj-'v'iP + .r,£y AP -j- yfiraP-j-T,!/,]'
en posant Ï4p = P.
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Cette expression se simplifie, quand la nouvelle origine coïncide avec le centre de gravité du système, car, dans ce cas, S^/AP et £^'aP sont nuls, et, si on désigne par GjP le moment Sx'yAP par rapport au centre de gravité, on obtient :
Cette équation donne aussi la valeur de C^P, quand le moment lay^V et les coordonnées x, y, de l'origine sont connus.
On peut traduire cette équation en langage ordinaire en disant :
La différence entre le moment du second degrés par rapport à des axes quelconques et le moment du second degrés par rapport à des axes parallèles passant par le centre de gravité, est égale au produit des coordonnées du centre de gravité et de la somme de toutes les forces.
Il est d'usage de représenter les moments quadratiques par la racine carrée de ces moments, préalablement divisés par la somme des forces. Cette manière d'opérer est souvent avantageuse, comme nous le verrons dans le numéro suivant. On pose pour cela :
Sx^aP =. a'P, Ixy^P = CP , ïy*ûP = é»P, Ix «aP =k'P , SxyAPrzzGjP, 2:y'*AP=A'P.
En adoptant ces notations, l'équation à laquelle nous sommes parvenus plus haut, se réduit à la forme simple:
Kn faisant x^ = y, , ou y^ •= x, , on a aussi :
et
On a souvent à'composer des groupes entiers de A?. Nous pouvons effectuer cette opération en tenant compte des résultats précédents. Désignons par ar^y, les ordonnées du centre de gravité du groupe i, par P, la somme des AP^et enfin affectons de l'indice i les A, C, h correspondants à ce groupe. Nous aurons, en effectuant la sommation par groupes :
Ez« AP = a*P = S(a:,* + Â:<*)Pi SxyAP=CP = S(x,y, + G,)P, Sy« AP = 6»P = S(y.» + A,«)P,.
Nous devons enfin déterminer les moments par rapport au centre de gravité de l'ensemble des diff'érents groupes. Désignons par x^ y, les coordonnées de ce centre de gravité, et les moments correspondant# par
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d'.P, C,P el 6',P. Nous aurons pour l'expression de ce second momenl, en ayant égard aux relations précédentes :
= 2C,P, + ^ [(S^c.y.P,) (SP,) - (Sx.PJISy.P.)].
En effectuant les opérations indiquées, on voit que tous les produits qui ont les mômes indices, c'est-à-dire qui sont de la forme x,y^P,', se détruisent réciproquement Quant aux produits qui ont des indices différents I et k, le coefficient de P^Pj est :
On a par suite :
On peut aussi mettre cette équation sous la forme suivante, qui est cependant moins simple :
CP = i |SC,P,' + S[C+0, + (1,-1.»,- .V,)1P,P. j .
En disant coïncider les deux axes des x et des y, comme précédemment, on obtient les valeurs de (j%P et de iVP, savoir :
a\P =SA;.'p,. -f 1 2(37, — 3r»)'P,P.
= ^ isVP.' + ï:[A-,'-|-AV + (3r,- x,r|P,P.f , C,P = C,P, + ^ 2(:c. _ X,) {y.- y.)P,-P,
= ^|sC,P', + S(G,+ C, + (x.-a;.)(y*~yOlP.PW.
= 1 l2ft.»p,' + 2[V-i-V-l-(i/,-yJ']P,P.(.
Dans ces expressions, lorsqu'il n'y a qu'un seul indice, le signe S s'étend à tous les groupes, tandis que, lorsqu'il y a deux indices t e\ k.
le signe 2 s'étend aux - « (n — t) combinaisons possibles de deux indice* différents.
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Quand SA<*P< peut être négligé, le moment d'inertie a^P se réduit à la somme
Si Ton n'a que deux groupes P, et P„ l'expression devient, à cause deP=P, + P, :
où d représente la distance des centres de gravité) des deux groupes. Enfin, en réduisant le moment à la distance d, on obtient la résultante
Toir n* 2 (p. 12).
ELLIPSE d'inertie
Après avoir étudié les variations que subissent les moments de second ordre pour des déplacements parallèles des axes, nous allons étudier ces changements pour des rotations autour de l'origine.
Cherchons d'abord à exprimer le moment Sy'AP = A'P, par rapport à un axe q passant par l'origine, au moyen des moments Sx'AP =a*P, IxyAPs CP etI!^*AP=6'P. Gela fait, nous mènerons, de part et d'autre de l'origine , des parallèles à l'axe y à une distance A, mesurée suivant la direction des nouvelles coordonnées ;, et nous chercherons l'enveloppe de toutes ces parallèles lorsque l'axe q tourne autour de l'origine.
Avant tout, nous ferons remarquer que la position de ces parallèles est indépendante de la direction suivant laquelle on mesure les coordonnées q. Si en effet on change cette direction, les deux membres de Tégalité Sy'AP = A'P sont multipliés par le même facteur, et l'égalité n'est pas modifiée.
Nous pouvons par suite mesurer les distances des points d'application des forces élémentaires AP à l'axe ;, c'est-à-dire les coordonnées ;, suivant une direction quelconque. Si nous supposons que l'axe q soit l'axe des X déplacé autour de l'origine, nous conserverons l'axe des y fixe, et nous aurons simplement :
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T i^lant le coefficient angulaire de l'axe g [ftij. 166). En substituant cptle valeur de y dans Ey'AP. on obtient :
Sç'AP = i'ïa:'4p — itSa-yAR + ïy'Ap U
Pour construire cette valeur de h, meauus des parallèles aux axesde*
,1- et des y aux distances ± u el ± 6 ; l'axe des x et l'axe q intercepLenl sur les'^ parallèles à Taxe des y la longueur ot. Portons sur ces même-
parallèles, à partir do l'axe des x, une longueur - , et élevons à l'extrémité de cette longueur une perpendiculaire à l'axe des y. En décrivanl. du point x = a, y = o comme centre, avec b comme rayon, une denjicirconférence, cette demi-circonférence interceptera sur la perpcn
diculaire la longueur
sj-^
. La distance de l'extrémité de veUr
perpendiculaire, au point d'intersection de l'axe </ avec la droite j: = a. est égale h h. Nous rabattons cette longueur h mi x=^a, au muycii d'une demi-circonférence, et, par les deux points ainsi obtenus, nous menons les parallèles à q, dont nous voulons chercher l'enveloppe.
Cette enveloppe est une ellipse, appelée ellipse rf'i'nwde; elle a pour centre l'origine 0, est tangente aux parallèles x^±a, aux poinl»
y = ± - . et par suite aux parallèles y = ± 6, aux points r = zt j- . e1
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coupe les axes des x et des y aux points y = \l à* j- et jr= W a* — — .
Ces conditions sont plus que suffisantes pour déterminer Tellipse.
En effet, les différents couples de tangentes parallèles déterminent sur la tangente j: = a une involution de points, dont le centre est au
point de contact y = - de cette tangente, et dont la puissance est égale
G* au carré du diamère conjugué 6' ^ . Or, comme le diamètre parallèle
aux tangentes considérées coïncide avec q, il en résulte que ces tangentes enveloppent une ellipse, satisfaisant aux conditions indiquées plus haut.
Le produit des coordonnées des points de contact sur les parallèles
x = zta et y = dié est égal à6.r=a.- = C. Gomme d'ailleurs
CL
nous n'avons fait aucune hypothèse sur la position et la direction des axes coordonnés, ce résultat est général, et nous pouvons dire :
Le moment SpqAP par rapport à deux axes quelconques est égal au pro^ duit des coordonnées de Vexttémité du diamètre qui, dans Vellipse d'inertie, est conjugué à la direction p ou à la direction q.
Si les deux axes coïncident, le produit des coordonnées devient le caf*ré h* de la distance, par rapport à F axe q, de la tangente parallèle à cet axe.
Quand les axes p elq sont des diamètres conjugués 'LpqàP est nul, car Tune des coordonnées de Textrémité du diamètre conjugué kp ou k y est alors égale à 0. •
Le produit est le même, quel que soit celui des deux diamètres conjugués aux axes que Ton considère, car ce produit est respectivement
pour y et pour x, comme nous l'avons vu plus haut, a . - et A . - = G. 11
en résulte que les extrémités de ces deux diamètres sont situées sur une
parallèle à la diagonale du quadrilatère ax, ôy, car — et r- sont dans le
rapport de 6 à a, et par suite les tangentes -}- a et + ^ sont divisées en
G G parties proportionnelles, par les extrémités des segments - et t-. Gette
propriété peut se déduire aussi de ce que toutes les droites, qui joignent les points de contact d'un quadrilatère circonscrit, passent par un sommet du triangle polaire de ce quadrilatère. En effet, dans le cas du parallélogramme circonscrit zha àzb,\e triangle polaire se compose des deux diagonales et de la droite à l'infini; par suite, les droites qui joi-
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^ent les points de contact doivent être parallèles à l'une des diagonales ou passer par le centre 0.
Cette propriété nous fournit un moyen simple de déterminer le point de contact d'une nouvelle tangente + h. La droite qui joint les points de contact des tangentes 4- a et -l* ^ ^^'' ^^ ^^^^ parallèle à la diagonale ag, yh. En joignant ce point de contact au centre O, on obtient le diamètre conjugué à q. Les intersections de ces diam&tres conjugués et
de a forment avec l'extrémité de la longueur W é' 7 un triangle
rectangle, ce qui donne un autre procédé pour construire le point de contact.
Pour obtenir les extrémités du diamètre 5', on peut, de l'intersection du diamètre conjugué à y et de + a comme centre, rabattre au moyen
d'une demi-circonférence l'extrémité de V/i* j- sur a; en menant,
des deux points ainsi obtenus, des parallèles au diamètre conjugué à 9, ces parallèles sont tangentes à l'ellipse et passent par les extrémités de q. On peut aussi, par le point de contact de -|- n, mener uue parallèle au diamètre conjugué à q ; cette parallèle et a coupent q en des points conjugués; par suite, la longueur du demi-diamètre q est moyenne proportionnelle entre les distances de ces deux points au centre 0. Nous n'avons pas effectué cette construction sur la f!g. 166 parce qu'elle aurait été trop petite.
On obtient les intersections des axes de l'ellipse avec a au moyen du
cercle qui, ayant son centre sur a, passe par l'extrémité de V/ *' -,
et par 0. On peut construire les longueurs de ces axes au moyen de l'une des méthodes que nous venons d'indiquer. On peut aussi faire tourner de 90' un diamètre quelconque, joindre l'extrémité de ce diamètre conjugué au premier, puis décrire un cercle sur cette droite comme diamètre; les longueurs des axes seront les distances du centre 0 de l'ellipse, au point du cercle qui en est le plus rapproché et au point qui en est le plus éloigné. Celte construction est l'inverse de la construction ordinaire d'une ellipse, au moyen de deux cercles concentriques, ayant pour rayons les longueurs des axes, et n'exige par suite aucune explication spéciale.
Dans les constructions qui précèdent, nous avons supposé que les données étaient a, C et h. Mais, au lien de construire C = (Sx^iP);P, on peut construire le moment d'inertie Sy'aP = A'P pour un troisième ase, et les données pour la construction de l'ellipse sont alors a, b et A. Ce
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cas peut se ramener immédiatement au premier, en décrivant deux demicercles ayant leurs centres sur a et passant par les points d'intersection des tangentes ± b parallèles à x, et lii A parallèles à q avec -f ^- L'intersection de ces deux demi-cercles est l'extrémité de la perpendiculaire
sj
b^ ;, dont le pied est le point de contact de la tangente -f a et
fournit la grandeur -, dont nous nous sommes servis dans notre construction.
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Les constructions développées dans le numéro précédent sont générales et s'appliquent à des points quelconques. Si, en particulier, on les effectue pour le centre de gravité, on pourra, d'une manière très simple, d'après les règles du n* 99, passer, des moments déterminés par rapport à des axes quelconques, passant par le centre de gravité, aux moments par rapport à des axes parallèles. En raison des facilités que donne la construction de l'ellipse d'inertie, pour la détermination de^ moments quelconques , on commence toujours par construire cette ellipse, qui porte le nom d'ellipse centrale.
Si l'on désigne, sous le nom d'antipôle d'une droite, le pôle d'une droite
Fig. 167.
symétrique de la première par rapport au centre de l'ellipse, le moment SxyAp (Tun système de Ap par rapport à deux axes quelconques est égal à P,
multiplié par le produit de la distance x^ du centre de gravité à Fun da axe», par h distance y, de Fantipàle de cet axe à l'autre axe, c'exl-à-dire ipte Tim a SsyAP =sj^P ou x^\V, si y, et x, représentent les distances du centre de gravité d Caxe des x et relie de Cantipôle de cet axe à Caxe des y. On a, en effet, d'après le n* 99 :
2; JryiI' = (ï,j, + C)P = ^-, L + ^
La distance du pùle et par suite de TantipAle de l'axe des y, au centre
de gravité est égale à— , k désignant la dislance de. la tangente parallèle
à l'axe des 1/, au centre de gravité. Si Ion mène par le centre de gravité une parallèle à t'axe des x, la distance de l'antipâle à cette parallèle est
égalf à — . car on a :
Par suite ^. -| — est égal à la distance, mesurée suivant la direction
des y, de l'antipAle à l'axe des x, distance que nous avons désignée par y,, ce qui démontre la proposition énoncée.
La construction de x,,tjfP offre le meilleur moyen de composer de'^ groupes de aP, par exemple une surface principale avec d'autres groupes ou surfaces. Pour <'onstruire lea deux polygones t'unirulaires, on supposera, pour le premier, les masses concentrées au centre de gravité, et pour le second à l'antipôle du premier axe. Parfois cependant, lorsque le centre de gravité est voisin des axes et que x^ est très petit ou égal à 0,
cette construction n'est plus facilement applicable, parce que — devient
alors très grand ou c&. On peut dans ce cas recourir par divers moyens à une construction directe des CP. La proposition suivante peut aussi être très utile.
ttn obtient (x^' -|- A')P et (x^y^ + G}P en supposant ~ P concentré ô •■lia-
i/ue extréinilv du diamètre cunjuijué à l'axe, à /jarlir diiifuel les x sont mesurés. On a en effet :
Si lellipse cenlrule d'un système de iP est donnée, il est très facilr.
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à Taide de cette proposition , de construire l*e11ipse d'inertie pour un point quelconque et réciproquement.
Joignons [fig, 168) le point 0 au centre S de l'ellipse centrale, qui est
Kig. 168.
le centre de gravité du système, et prenons comme axe desi* la ligne qui réunit ces deux points. L'axe des y étant supposé parallèle au diamètre L'onjugué de l'ellipse centrale, nous aurons dans l'égalité :
SxyAP = (x.y, + C,)P,
G, = 0, parce que les parallèles aux axes menées par le centre de gravité sont des diamètres conjugués. Par suite, y^ étant nul, SaryAP est aussi égal à 0. Les axes ainsi choisis sont conjugués dans l'ellipse d'inertie.
De plus, on a :
A'=liyAP = ^,' + A» = A*.
Les deux diamètres conjugués à l'axe des x sont donc égaux, c'est-àdire que les deux groupes de tangentes parallèles à l'axe des x coïncident. Enfin, on a encore :
«*=isx«AP=^,^+^•^
La construction de a est indiquée sur la fig. 168; a doit toujours être plus grand que x„. Si l'ellipse d'inertie et le centre de gravité étaient donnés, on pourrait tout aussi facilement construire A:' = a' — Xc^,
Les diagonales ponctuées du parallélogramme circonscrit à l'ellipse d'inertie sont des diamètres conjugués; ils coupent évidemment l'ellipse f!entrale. Comme, dans deux groupes de diamètres conjugués quelcon-
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ques, les deux diamètres de l'un des groupes sont toujours séparés l'tiD de l'autre par un diamètre de l'autre groupe, il en résulte que, sur deux diamètres conjugué:^ quelconques, il y en a loujours un qui est compris entre les diagonales et par suite qui coupe l'ellipse centrale. En général, on peut dire que, sur deux diamètres conjugués quelconques, il y en a toujours un pour lequel les points d'application des sp sont situés de part et d'autre de ce diamètre, car si tous les iP se trouvaient compris dans un seul et même angle formé par deux diamètres conjugués, tous les xyiP seraiout de même signe et SjylP ne pourrait pas être nul.
Nous pouvons résumer de la manière suivante les propositions que nous venons de développer.
L'ellipse centrale d'un si/slème de àP a deux tangentes parallèleM communes avec Coules les ellipses d'inertie.
Les diamètres conjugués au diamètre eommun det deux ellipses sont parallèles. Le centre de gravité du système est à Cinlérieur de toutes la ellguei.
Les aP ne peuvent être tous situés dans un seul des angles formés par deux diantètres conjugués, e(, sitr deux diamètres conjugués quelconques, il y en a au moins un qui coupe l'ellipse centrale.
La différence des caiTés des longueurs du diamètre commun de l'ellijm centrale et d'une ellipse d'inertie est égale au carré de la distance des centra de cei tleax elliput.
Lorsque le centre de l'ellipse d'inertie s'éloigne, dans une direction d'ailleurs quelconque, du centre de gravité, c'est-à-dire du centre de l'ellipse centrale, le diamètre conjugué à cette direction reste constant, tandis que le diamètre correspondant à cette direction est toujours égal à \jx' 4" W, £, représentant dans cette relation la dislance du nouveau centre au centre de gravité, et k étant, comme plus haut, la longueur du demi-diamètre de l'ellipse centrale correspondant à la direction de x,. .\ mesure que la distance du centre de l'ellipse d'inertie au centre de gravité augmente, le contour de l'ellipse d'inertie se rapproche asymptoliquement du centre de gravité.
Si l'on choisit une droite quelconque comme axe des y et que l'axe des 3 doive passer par le centre de gravité et être situé de telle façon que Sy^P soit égal à 0, cet axe est dans l'ellipse centrale le diamètre conjugué à la direction des y.
Si toutes les forces peuvent être groupées de telle façon que tous les points d'application des forces d'un même groupe soient sur une mSme droite, et que ces différentes droites soient parallèles, qu'en outre le^ points d'application de la résultante de chaque groupe soient aussi situés sur une même ligne droite, les diamètres de l'ellipse centrale parallèles
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à ces deux droiles sont conjugués, et il en est de même des diamètres parallèles de toutes les ellipses d'inertie, dont les centres sont situés sur un de ces diamètre^s de Tellipse centrale.
Si toutes les forces peuvent être groupées, de telle façon que les centres des ellipses centrales de chaque groupe isolé, soient situés sur une même droite et que les diamètres conjugués à cette droite dans toutes les ellipses soient parallèles, le diamètre parallèle à cette direction dans Tellipse centrale de tous les systèmes est conjugué à la ligne des centres.
Tout ce que nous venons de dire s'applique naturellement aussi au cas^ où les diamètres conjugués sont perpendiculaires les uns aux autres et sont par suite des axes principaux du système.
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Gomme JlxyàP ne contient que le produit de deux coordonnées, on peut étendre immédiatement à l'espace les résultats que nous venons d'obtenir. Si l'on projette parallèlement à l'axe des z sur le plan xy, les points d'application de tous les aP, on pourra construire dans ce plan une ellipse centrale et des ellipses d'inertie quelconques. Si l'on considère toutes ces courbes comme les directrices de surfaces cylindriques, ayant pour génératrices des parallèles à'I'axe des z, on pourra appliquer à l'espace ce que nous avons dit dans les trois numéros précédents au sujet des moments 2a:yAP (expression dans laquelle on peut supposer X = y), en remplaçant les ellipses par les cylindres dont nous venons de parler. Comme nous n'avons fait aucune hypothèse spéciale au sujet de la position et de la direction des plans xz eiyXj nous pouvons énoncer d'une manière générale la proposition suivante : Si l'on forme, par rapport à tous les plans d'un faisceau de premier ordre, les S/>*aP, et si Ton mène deux plans parallèles à chaque plan du faisceau aux distances
±l/^2l/>*Ap, tous ces plans enveloppent un cylindre elliptique, dont
Taxe coïncide avec celui du faisceau de plans. Si l'on détermine les deux génératrices situées dans le plan diamétral qui est conjugué au plan par rapport auquel les p sont mesurés, YlpqiP sera égal au produit p^q^ des distances de ces génératrices aux plans p et q, multiplié par P. Si l'intersection des deux plans décrit un Yaisceau dans le plan des xy, autour de l'origine des coordonnées, toutes ces surfaces cylindriques ont deux plans tangents communs, savoir ceux qui sont parallèles au plan des ^cy.' De plus, chacun de ces cylindres a deux plans tangents
c le premier cylindre qui a pour ase Taxe «les ;. Par suilt. toutes ces surfaces cylindriques enveloppent on ellipsoïde. Si, parmi leplans qui passent par les axes des cylindres, on en choisit un quelconque ;>, et si l'on détermine la génératrice située dans le plan diamétral conjugué a ce plan, cette géDératrice sera tangente à l'ellipsoïde à l'extrémité du diamètre qui est conjugué h ce même plan dans l'ellipsoïde. Si l'on prend un second plan quelconque à partir duquel on mesurera les ç. S/i^iP sera égal .'i P fois le produit p,ifi des disUnc«.« à nés mi^mes plans de l'nne des extrémités du diamètre, qui est conjnjEin' il l'un de ces planii'.
Si l'un des plans contient le diamètre ronjugué à l'autre, l'une de,deux distances p,q, csl nulle, et par suite on a S/wyiP = 0. De cette manière on peut, au moyen de l'ellipsoïde d'inertie, déterminer les moments S/jyaP par rapport à deux plans quelconques passant par lorigine.
L'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité s'appelle ellipsoïde cent]'a!. Si cet ellipsoïde est donné, il est facile do passer, de deus plans contenant le centre de gravité, à deux plans parallèles passant par un point quelconque. Les formules du n" !I9 s'appliquent, sans aucune modilication, à cette transformation, et il en est de mi'me des résultats que nous en avons déduits au n" 101. Il nous parait Inutile de répéter ces formules; par contre, nous croyons utile d'i^noncer les résultats auxquels on arrive, en les étendant aux Hgnres de l'espace et en y opérant les modiUcalions nécessaires. Par analogie avec ce qui précède. nous entendrons par antipôle d'un plan, le pôle du plan symétrique du premier, par rapport au centre de l'ellipsoïde.
/^ mnmenl SsyiP d'un si/siéme de ùP par rapport à deux plans quflront/ues X7. et yz es/ égal A P fois le produit de la dislance X^ du rentre a\gravité à l'un de ces plans par la dislance y^ de l'antipi'ile de re plan à l'atiiv plan; en d'autres termes, on a SxyaP ^ s^y^P, e( = Xpy,P, en désignant par y, la distante du rentre de grat'ilé au plan des xz et par Xp relie de fatitipôle de re plan au plan des. yz. Cette somme esl égale ô 0 pour des dianù-- Ires conjugués.
On obtient également Sx'aP et SxyiP, en supposant une force - P concentrée à chaque extrémité du diamètre qui est conjugué au plan, à partir duquel les x sont mesurés.
L'elliptoîde central et un ellipsoïde d'inertie quelconque peuvent toujoun' être enveloppés par une surface ci/tindrique.
Les plans diamétraux conjugués au diamètre commun des deux ellipsoîde> sont jyarallèles et coupent les ellipsoïdes el les surfaces cylindi-iques suicani les deux ellipses de contact qui sont congruentes.
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La différence des carrés des longueurs du diamètre commun à V ellipsoïde d'inertie et à Fellipsoide central est égale au carré de la distance des centres des ellipsoïdes.
Le centre de gravité est à Vintérieur de tous les ellipsoïdes. Les AP ne peuvent être tous situés dans le même angle de deux plans diamétraux ^ conjugués dans un ellipsoïde d'inertie^ et, sur deux de ces plans, il y en a au moins un qui coupe T ellipsoïde central.
Nous entendons ici par plans diamétraux conjugués deux plans tels que chacun d'eux passe par le diamètre conjugué à l'autre plan.
Si Ton suppose que le centre 0 coïncide d'abord avec le centre de gravité S et s'en éloigne ensuite, suivant une direction quelconque SO, l'ellipse conjuguée à cette direction se meut avec lui ; deux diamètres conjugués quelconques de cette ellipse restent parallèles, conjugués entre eux et ne changent pas de grandeur; le diamètre situé suivant la direction OS est le seul qui varie ; la longueur de ce diamètre doit toujours être égale à ^x* + *'•
Bien que ce diamètre aille toujours en grandissant, son extrémité se rapproche de plus en plus du centre de gravité S, car ^jr/-f-*' — x^ diminue lorsque Xc croît.
Les plans tangents aux extrémités de ce diamètre coupent le cylindre qui enveloppe toutes ces ellipses parallèles, suivant une ellipse, qui appartient à la fois à la série des ellipses qui ne changent pas de grandeur et à la série des ellipses qui engendrent le cylindre. Si l'on projette cette ellipse du centre de l'ellipsoïde, l'angle solide que l'on forme ainsi renferme toujours l'un des diamètres de tous les groupes possibles de trois diamètres conjugués; deux de ces diamètres peuvent même être situés sur la surface conique qui enveloppe cet angle solide; comme cette surface conique coupe l'ellipsoïde central, suivant deux ellipses semblables et le pénètre entièrement, il en résulte que, sur trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde d'inertie, il y en a toujours au moins un qui rencontre l'ellipsoïde central.
Si trois diamètres conjugués doivent être déterminés par la condition r[ue l'un passe par le centre de gravité, centre de l'ellipsoïde central, et que les deux autres soient situés dans un plan donné, le premier de ces diamètres est le diamètre conjugué dans l'ellipsoïtle central à la direction du plan donné, et les deux autres sont parallèles à deux diamètres conjugués dans ce plan.
Si les forces aP peuvent être groupées, de telle manière que tous les points d'application d'un même groupe soient en ligne droite, que loutes ces lignes droites soient parallèles, et qu'enfln les points d'application des résultantes de chaque groupe soient situés dans un même
plan, la directiun des parallèles et la position de ce plan sont conju^éei dans tous les ettipsoïties d'inertie, dnnt les centres sont situés sur une parallèle aux droites de direction constante, contenant les points d'application et menée par le centre de gravité de tout le système. Il suffit de démontrer cette propriété pour l'ellipsoïde central, car, d'après ce qui a été dit plus haut, il en sera de mËmc pour tout ellipsoïde dont le cenlw est situé sur la parallèle dont nous venons de parler.
Prenons pour plan des xy le plan dans lequel sont situés les points d'application des résultantes de chaque groupe, et pour ase des z celle paralU-le menée par le centre de gravité \ x ci y seront constants pour toutes les forces d'un mBme groupe. En outre, dans chaque groupe, SïP est égal à 0, puisque, par hypothèse, le point d'application de la résultante est situé dans le plan des xy: par suite, SriP et Sy=P sont nuls pour un même groupe, et par conséquent aussi pour l'ensemble du système. 11 en résulte, d'après ce qui a été dit plus haut, que l'ordonnéee :. commune à ces deux sommes, est conjuguée au pl^n des xy.
Si toutes les forces peuvent être groupées de telle manière, que les points d'application d'un même groupe soient situés dans un même plan ayant une direction constante, et que les points d'application des résultantes de chaque groupe soient situés sur une même droite, cette droite est, dans l'ellipsoïde central, le diamètre conjugué à la direction des plans parallèles. Si, en effet, on choisit cette ligne comme axe des:, et si l'on prend pour plan des xy un plan parallèle à la direction des plans parallèles, on a, par hypothèse, pour chaque groupe, SarP et SyP = 0: par suite, l'axe des ;, qui passe également par le centre de,gravité fn* 59, p. 200], est dans l'ellipsoïde central le diamètre conjugué à la direction du plan des xy.
Enlin, si les forces peuvent 6tre groupées, de telle manière que les centres des ellipsoïdes centraux de tous les groupes soient situés sur une même droite, et que les diamètres parallèles à deux diamètres conjugués à cette droite dans l'un des groupes soient aussi conjugués dans les autres groupes, les deux diamètres parallèles à ceux-ci, dans l'ellipsoïde central de tout le système, seront aussi conjugués par rapport à la droite qui réunit les centres. Celle proposition se démontre comme la précédente.
Tout ce que nous venons de dire est général, quelles que soient la position et la direction des plans et des lignes dont il a été question; par suite, les diverses propositions que nous venons d'énoncer s'apphquent encore lorsque ces plans et ces lignes sont perpendiculaires les uns aux autres. Les trois diamètres rectangulaires de l'ellipsoïde d'inertie s'appellent les axes principaux. Les directions des axes principaux de
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l'ellipsoïde central sont conjugués dans chaque ellipsoïde, dont le centre est situé sur Tun des axes principaux.
Si les forces peuvent êtie groupées deux à deux, de telle façon que les lignes qui réunissent leurs points d'application soient perpendiculaires à un plan donné, et que le point d'application de leur résultante soit situé dans ce plan, la perpendiculaire à ce plan, passant par le centre de gravité, est un axe principal du système.
Si les forces peuvent être groupées de telle façon, que les points d'application de toutes les forces appartenant à un même groupe, soient situés dans des plans normaux à une même droite, contenant également les points d'application de la résultante de chaque groupe, cette droite est un axe principal de l'ellipsoïde central.
Enfin, si les forces peuvent être groupées de telle façon, que la ligne qui réunit les centres soit un axe principal, dans les ellipsoïdes centraux de tous les groupes, elle est également un axe principal de l'ellipsoïde central de tout le système ; si les deux autres axes principaux sont respectivement parallèles dans tous les ellipsoïdes partiels, ceux de l'ellipsoïde leur sont également parallèles.
Les théorèmes énoncés en dernier lieu se réduisent aux suivants, quand les point» d'application de tous les AP sont dans un même plan d'ellipsoïde d'inertie et l'ellipsoïde central étant alors remplacés par des ellipses).
Si toutes les forces aP peuvent être groupées de telle façon, que les centres de gravité de tous les groupes soient situés sur une même droite et que les diamètres conjugués à cette droite, considérée comme diamètre commun de tous les groupes, soient parallèles, le diamètre conjugué de ce diamètre commun, dans l'ellipse centrale, sera aussi parallèle aux premiers, et il en sera de même dans toutes les ellipses d'inertie dont les centres sont situés soit sur le diamètre commun, soit sur le diamètre conjugué à ce diamètre commun dans l'ellipse centrale.
Dans le cas particulier où toutes les forces aP peuvent être groupées deux à deux, de telle façon que les droites joignant les points d'application des forces soient parallèles et que les points d*application des résultantes de chaque groupe, soient situés sur une môme droite, les diamètres parallèles à ces droites sont conjugués dans toutes les ellipses d'inertie, dont les centres sont situés sur l'une des deux parallèles passant par le centre de gravité. Rien n'est changé dans ces propositions, quand les deux directions sont normales entre elles ; les diamètres conjugués sont alors les axes.
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103. SYSTÈME ne pohces parallèles, mut les intensités sort phopoi-
TIONNËLLES AUX DlSTAnCGS DE LEURS fOINXS d' APPLICATION A UN FLAN
Nous nous proposons d'appliquer les théories que nous venons de développer au système de forces défini dans le titre de ce paragraphe.
Soient iP des conslanles, qu'il suffira de multiplier par les distances respectives des points d'application à un plan, mesurées suivant une direction quelconque, pour qu'on puisse los considérer comme des forces. 11 est clair que la résultante de tout le système est égale su moment de ces constantes, considérées comme des forces, par rapport au plan donné. Par suite, si l'on détermine le centre de gravité de ces constantes, d'après la mélhode du n' 97, p. 363, l'intensité de la résultante du système sera égale à x,P, x, étant la distance de ce centre de gravité au plan donné Ë, mesurée suivant la direction donnée. La direction des forces est d'ailleurs arbitraire, mais doit rester la même poor toutes les forces.
Pour déterminer le point d'application de la résultante, supposons ce point d'application relié au centre do gravité des iP, centre que nou? venons de déterminer. Prenons la droite qui réunit' ces deux points comme axe des z. et le plan donné Ë comme plan des ary. L'intensité de chaque force est proportionnelle au produit :4P, alors môme que i n'est pas parallèle à la distance qui détermine l'intensité de chaque force. Gomme le point d'application de la résultante est situé par hypothèse sur l'axe des :, et par suite tout à la fois dans les plans xz et y;, 2y.:JP et Sr.ïAP seront nuls. Par suite, d'après le n* 102, p. 384, la direction des 3 est conjuguée, dans l'ellipsoïde d'inertie ayant son centre & l'origine des coordonnées, à la direction du plan E; elle est, par suite, complètement déterminée. Comme z passe par le centre de gra\ité, il en est de même dans l'ellipsoïde central.
Il nous reste à déterminer la position du point d'application sur le diamètre de l'ellipsoïde central, conjugué à la direction du plan Ë.
Comme le moment de la résultante est égal à la somme des moments de toutes les différentes forces par rapport au plan E, nous obtiendrons cette distance, en divisant cette somme des moments par la résultante.
La somme des moments est
2;'aP = 3. 3^P ;
en désignant, comme au n* 101 (p. 378), par i, et z^ les distances au plan Ë du centre de gravité et de l'antipôle de ce plan dans l'ellipsoïde central.
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Nous supposons z^ et z^ mesurés suivant la direction des z.
Nous ne diminuons ainsi en rien la généralité de la proposition, puisque ces distances restent proportionnelles aux distances mesurées suivant des directions quelconques.
L'intensité de la résultante est représentée par
ïzAP = z;sp.
Par suite, la distance de son point d'application à l'origine des coordonnées est
c'est-à-dire égale à la distance du plan E à son antipôle, dans le système polaire dont l'ellipsoïde central est la surface directrice.
Par suite, nous pourrons dire :
Quand^ dans un système de forces parallèles^ agissant suivant une direc^ tion d'ailleurs quelconque^ chaque force isolée est égale au produit dune constante AP, par la distance de son point dapplication à un plan E, me* surée suivant une direction quelconque, et quand, traitant ces constantes comme des forces, on détermine leur centre de gravité et leur ellipsoïde central, V intensité de la résultante de ce système est égale à la somme P de toutes ces constantes, multipliée par la distance de leur centre de gravité au plan E, et son point d'application est Vantipôle du plan E dans le système polaire dont Vellipsoide central est la surface directrice.
Comme les moments statiques et les moments d'inertie ont pris la place des forces et des moments, nous pourrons également les composer par groupes, d'après les règles données dans les numéros précédents, au moyen des ellipsoïdes centraux des difTérents groupes.
Noyau d'un corps
Gomme nous n'avons fait aucune hypothèse sur le nombre et la grandeur des aP, nous pouvons supposer le nombre infini, et les aP eux-mêmes infiniment petits ; les propositions développées dans les numéros précédents seront encore exactes. Ces propositions peuvent donc s'appliquer immédiatement à des corps, dont les divers éléments sont soumis à des forces proportionnelles au produit du volume de chaque élément par sa distance au planE. On pourra déterminer l'ellipsoïde central, comme on a déterminé celui de la somme des aP.
Si, au lieu de supposer fixe le plan E des numéros précédents, on le
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suppose variable, le point d'application de la résultante des forces se déplacera également, suivant les lois de la retalioD réciproque, dans le système aulipolaire ayant pour surface directiice lellipsoïde central des constantes P, et le point d'application restera toujours le pôle du plan symétrique à E.
Par suite, si le plan E décrit un le point d'application de la résul-
faisceau de plans de 1" ordre en tante décrira nne droite;
se mouvant autour d'une droite, Un faisceau de plans de 2* ordre, en une courbe plane da 1* degré ;
enveloppant une surEace coniqne, Utke gerbe de 1* ordre, en passant un plan;
totigourg par un point flie, Une gerbe de 3* ordre, en envelop- nne surface du 2* degré;
pant une surface du 2* degré.
Un corps quelconque, enveloppe la surface d'un solide auquel on
du plan E. donne le nom de noyau.
Lorsque le plan B esl situé en dehors d'an corps, le point d'application est situé à l'intérieur dn noyau de ce corps.
Nous allons essayer d'indiquer, par un exemple, quelle est la signîflcaUon de ce noyau.
Si nous supposons que les différents éléments d'un corps soient soumis à des forces attractives émanant d'un plan, et dont l'intensité soit proportionnelle à la dislance de chaque élément à ce plan; si nous supposons, en outre, que les plans atlractifs ne puissent jamais pénétrer dans l'intérieur du corps, mais qu'ils puissent simplement être tangents à ce corps, le noyau sera le lieu de toutes les positions du centre des forces attractives, et ce centre ne pourra pas sortir du noyau.
Dans la suite de cet ouvrage, nous aurons très rarement à considérer un système de forces dont les points d'application sont dispersés dans l'espace, mais nous considérerons ordinairement des systèmes de forces dont les points d'application se trouvent tous dans un même plan. De même que nous avons supposé plus haut que les éléments d'un corp= étaient soumis à des forces proportionnelles ù leurs dislances à un plan E, nous pouvons également considérer les éléments d'une surface comme soumis à des forces proportionnelles à leurs dislances à un axe situé dans le plan. C'est le cas, par exemple, des tensions des fibres de la seclion d'une poutre chargée, car ces tensions sont proportionnelles aui distances h la libre neutre. Nous terminerons en appliquant ce que nous venons de dire au plan et en particulier à l'exemple dont nous venons de parler.
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105. Système de forces parallèles agissant sur les différents éléments d'une section plane, et dont l'intensité est proportionnelle a la distance de ces éléments a un axe neutre. Notau de la section.
Pour pouvoir appliquer plus tard les résultats que nous venons de trouver à la résistance des poutres, nous allons donner dès à présent les indications générales nécessaires à la détermination de cette résistance. Toutes les fois que cela sera possible, nous prendrons Taxe de la poutre comme axe des x; par suite, cet axe se trouvera tout entier dans le plan des xy. Les ordonnées y eiz nous serviront à la détermination de la section. Nous placerons l'origine des coordonnées au centre de gravité, nous prendrons comme axe des z la parallèle à la fibre neutre, et comme axe des y le diamètre conjugué à Taxe des z dans l'ellipse centrale. Soient y^ l'ordonnée de la fibre neutre, et p la réaction d'un élément de surface aF dont l'ordonnée y est égale à c. La réaction de la fibre dont
la distance à l'axe neutre est égale à y„ + y sera égale à T P^^i
puisque les réactions des différentes fibres sont entre elles dans le rapport de leurs distances à l'axe neutre.
La réaction totale est par suite égale à
Q=yydJipAP==-%-pAF.
^Vn+C^ yn + c\
Remarquons que la réaction de la fibre du centre de gravité est égale à
Par suite, on peut dire : la réaction de la fibre qui passe par le centre de gravité^ et qui est parallèle à Faxe neutre, est la même que si la réaction iotaie Q était uniformément répartie suivant toute ua section. Le moment des réactions par rapport à Taxe des z est égal à
£i=yy.?^L4:ipAF==-VpF
ifc'F est comme au n* 99 (p. 371), le moment d'inertie de la surface par rapport à l'axe des z, qui passe par le centre de gravité. En divisant le montent par la force, nous obtiendrons l'ordonnée du
"cfi
point d'application de celte Torce par suite
Le moment V ; ■ — ■ piF des réactions par rapport à l'axe des y est
égal k zéro, puisque nous avons admis que cet axe passe par le centre de gravité, ce qui donne £;iP = 0, et qu'il est conjugué à l'axo dos z, d'où il suit que XyziF '= 0. Le point d'application est par suite situé sur l'aie des y, c'esl^à-dire sur le diamètre conjugué à l'axe neutre. Comme l'ordonnée y, de cet axe est aussi celle de l'anllpôlc, il en résuUe que le point d'application de la rénctiun est l'antipôle de l'axe neutre jiar rapport A Cellipse centrale de la section. Par suite cette réaction est complètement déterminée.
Fréquemment, la réacLion et son point d'application sont donnés, et il s'agit de déterminer la tension maximadanstaDbrec. On déduit d'abord,
du point d'application donné, l'ordonnée de la fibre neutre y^= —, et ensuite de la preArière des relations développées plus haut
Si l'on pose c^y^, p est é
la droite symétrique de taxe neutre par rapport au centre de gravite est le double de celle de la fibre guipasse par le centre de gravité.
Si y, = 0, y^ devient c», et p est constant et égal à ■=. Par suite, siQ a
son point d'application au centre de gravité, ou ce qui est la même chose, si l'axe neutre coïncide avec la droite à V infini, la réaction totale Q es( uniformément répartie sur toute la section.
Si y, = c^^, y=0, c'est-à-dire si Q est égal à 0 ou à une force infiniment petite située à V infini, Caxe neutre passe par le centre de gravité; cet axe divise la section en deux parties, dont les moments statiques sont A— Q se réduit à un couple.
on dans la fibre c est égale à
istruit l'ellipse centrale pour chacune des deux portions di'
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la section séparées par Taxe neutre, les antipôles de la fibre neutre sont, dans chacune des deux ellipses centrales, les points d^appiication des deux forces Q qui constituent le couple, et dont Tune produit une tension, et Tautre une compression. Le moment D, divisé par la distance de Tantipôle, donne la grandeur de la force.
Si deux sections sont en affinité, il en est de même de toutes les lignes de construction qui servent à la détermination de Tellipse centrale. Les pôles de deux axes correspondants se correspondent également et réciproquement.
Nous avons représenté dans la fig. 169 le cas particulier de Taffinité
Fig. 169.
dans lequel les deux systèmes ont en commun un point à Tinfini et 1 droite h.
Tous les points correspondants OPST et OjPjSjT, sont situés sur les parallèles qui passent par le point oo, et toutes les droites correspondantes, par exemple, les tangentes SP et S,Pj, TP et TjPj, ou les droites qui réunissent deux groupes de points correspondants, se coupent en A.
Gomme la similitude n'est qu'un cas particulier de Taffinité, tout ce qui vient d*être dit s'applique naturellement aux systèmes semblables.
Si Ton suppose que Taxe neutre varie, la position du point d'application de la résultante varie également.
Si l'axe neutre décrit.
le point d'application de la résultante décrit:
une droite ;
Un faisceau du 1*' ordre, en tournant autour d*un point.
Un faisceau du 2* ordre, en envelop- une courbe du 2* degré ; pant une courbe du 2* degré, .r
Le contour de la section, en enve- le contour, noyau de la section loppant ce contour.
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Par suite le pba grand edti d'un trîaagU at toujours coupi por VeUipu centrale de son périmètre, et lepUa petit ne Test jamais.
Siun côté a pour langueur ■^S, ce côté est tangent d tellipse centrale. Ce dernier cas se présente dans la fig. 170 pour le côté A qui est tangent à l'ellipse ; A, est dans ce cas égal à - /" et l'on n'a pas besoin de
construction spéciale pour le déterminer.
Les règles que nous venons d'énoncer sont générales et s'appliquent également aux triangles isoscëles. Si les câtés égaux sont plus grand? que le troisième c6té; ils sont coupés tous deux par l'ellipse centrale el le troisième c6té ne l'est pas. C'est l'inverse qui a lieu dans le eai contraire.
Dans les triangles équilatéraux, l'ellipse centrale coïncide avec le cercle inscrit.
Les trois groupes de tangentes que nous avons construites suffisent pour qu'on puisse dessiner l'ellipse centrale ; néanmoins, pour compléter l'étude de la question, nous déterminerons encore le moment d'inertie par rapport à ^ et le moment centrifuge par rapport aux axes / et à la parallèle à c passant par S.
Le moment d'inertie par rapport à l'axe / est égal à :
(s-a]{s-b) 3[s + cy
Pour construire la hauteur k, de l'ellipse centrale, mesurée suivant la direction des c, nous mettrons A, sous la forme :
Les deux facteurs du second membre représentent les longueurs de? segments suivant lesquels / partage la ligne c, par suite <i/3 A, est, dans le demi-cercle décrit sur c comme diamètre, l'ordonnée élevée au point de séparation des deux segments, ainsi que l'indique la fig. 170.
Pour obtenir k^, il suffit de réduire cette ordonnée dans le rapport :
yâ _ 1 _ 97 ) ~ 0,57734 ~ 56'
Nous avons opéré cette réduction, au moyen du rapport des sinus, sur la ligne \/3&, qui correspond au côté a et qui est la plus longue, et
FORMULES DE L*ELUPSOÎDE D*INERTIE
L*éqiiation.ie réduit à
oa
- !«<«'< AP = a«a'e + «c«'«i,
en désignant par oc et ti'e les distances du centre de gravité du système aux deux plans ot et a', soit «k; = a:e^ + .Vevi -H zcC + !« ot de même pour a'e.
Ces équations ne changent pas si l'on permute les deux plans ; il en résulte que k et W ont respectivement les mêmes coefficients que E' et E'v|. Gomme d*ailleurs ces quantités n*interviennent qu*à la première puissance, on aura, en faisant ^ ^9 ^ 1 = ^'i W, Cl 1« les équations tangentielles d*une surface du second degré, c'est^-dire
- I(a, — eiM)*AP = otm',
Ck>n8idérons de plus près cette surfiice.
Si nous prenons un second plan a' parallèle à Çt)Ç1, et tel que +«« = — ««« c^estrà-dire si nous déplaçons le plan ^y^CI parallèlement à lui-même de manière que le centre m soit situé au milieu de la distance entre les deux plans, les coordonnées du second plan satisferont aux équations précédentes. Donc le centre des moments Xmy mZml est aussi le centre de la surface.
Cette surface est, comme le montre la deuxième équation, inscrite dans les deux cènes qui ont leurs sommets respectivement au centre des moments et au centre de gravité, et qui enveloppent la surface £a*tAP = 0. Si tous les aP sont de même signe, cette dernière équation ne peut être satisfaite par aucune valeur réelle de UCli et les deux cènes sont par suite imaginaires; le centre des moments et le centre de gravité sont alors situés à Tintérieur de la surface qui est un ellipsoïde. Cet ellipsoïde s'appelle ellipsoïde (Vinertie quand le centre m est arbitraire, et ellipsoïde central qviaxid il coïncide avec le centre de gravité. L-équation de rellipsoïde central est :
Uéquation d^un autre ellipsoïde ayant son centre au point Xnyninl est :
- x:a«<AP = 2«<?ot^.
En retranchant cette équation de celle de Pellipsoïde ayant pour centre le point m, on obtient Téquation d*une surface du second dogré, qui est tangente à tous les plans tangents communs aux deux ellipsoïdes. L^équation de cette surface
est :
Cette équation se décompose en deux autres ««=0 et om — flu = 0. La première représente le centre de gravité; la seconde, le point à Finâni de la droite qui Joint les points m et n , car Péquation om — «•» = 0 ne contient pas de terme constant Nous savions déjà que tous les ellipsoïdes dUnertie sont inscrits dans un même cène imaginaire ayant son sommet au centre de gravité. Kéquation on» — a^ = 0 nous permet de dire en outre : Deux ellipsoïdes d'inertie quelconques correspondants à un même système de forces constantes AP sont inscrits dans un cyUndi^e réel dont les yéné-m
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ralrùx» loiU paraltèlet à la Hgtu qui joint la centra da deux elUptoMu. CtKB-H m tt coupent ifue luivmt une teule courbe du teamd degré réelle.
Ce que aoua *eaoiis de dire l'Applique natnreUementA l'eUlpioïda centrml et à no antre ellipsoïde qaelconqoe.
Rerenons à U tomine ^AP. L'éqnation
^ UiaUàP = a»«'« + ■«■.■
peut Strù ref^ardée comme l'équation tangeotieUe de l'ellipsoïde d'ioertie, car od n'a iju'à remplacer dans cette équation Î'i/C'l par IrXi pour obtenir l'équationrie l'ellipsoïde. Par suite, ai l'on considère tes coordonnées 'i^l de l'un des plans oomrue des constantes, et les coordonnées de l'autre plan comme des variablei, cette équation représentera le pôle du plan E-p,tl.
Donc ; Le moment eerttri^gtàeforteiiP par rapport à deux platUtpaitanl par le ctHtn de relliptaide d'inertie, ttt égal & la tomme F de ca forcet, mutt^lUe par le produit lit la dittanee à l'un de» deux plani donné* d'an plan gaeleonque, mené parallUemenl à a pion, tt de la diitance à Vautre plan dorme du pôle de ce plan parallèle.
Ce dernier pl«n pouvant être prie i. nne distajice arbitraire de l'on àet plana donnas, on a le moyen de diviser le moment centrUnge par nne lonjnioar qoeloonquc. Si on le suppose tangent à l'ellipsoïde, le point de contact sera le pAle do ce plu. On peut donc dire :
Le momeiil cenirifuge est égal h V multiplié par le produit dns distances, pur rappori DtiT deux plans donnés, de Cuh dei pointu de eontatt des quatre plans tangents à CttUp' solde que Ton peut mener pariillélemetit à ees deux plans.
Si les deux plans donnés sont ùen plans conjugués de l'ellipsoïde, chacun de ou plans contient le pAle de tous les plana parallèles ft l'autre. Donc : Le moment centrifuge, par rapport A deux plans conjugués de Tctlipsoide, est mil,
Dsjia la plupart des csb, on se contante de construire l'ellipBoïdo central, et l'on a alors à déterminer le moment cenlvifugo par rapport a deux plans quelconques ne passant pan pfir le centre de l'ellipsoMe. Menons un plan tiiCl parallèle au premier (le tes plans et passant par le centre de gravité ; alors sc = 0, et l'équation du pille de ce plan par rapport à l'ellipsoïde d'inertie est :
Cette é(|uation est identique avec celle lie l'antipôle du premier plan par rapport à l'ellipsoïde central. V.n effet, l'équation générale du pflle d'un plan quelconqu.' 5t,i;i piii- rapport à l'ellipsoïde central est ;
Tour que cette équation représeote l'antipôle du premier plan, il faut prendre It,X,\ de (elle façon {[ue lo contre de gravité se trouve à ésalc distance de ce plan Çïiil et du premier. Un aura alors évidemment :
ce c|ui rend identiques les deu\ équations.
On peut donc dire : te moment centrifuge irurt système de forces AP pur rapjml « ffciLT plans quelconques est éf/ot à P Hiulti/ilié pm- le produit de la dislance du centre d' griicHK •'• Chu de ces plans et de la dislance, au second pimi. de fantiiuMe du premier par rapiiort à Vellipsoide central. Quand l'un des plfins passe par Pantip-'ile de l'autre, le tiiomenl centrifuge est nul.
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Il résulte en outre de la formule :
LCoi — Om) («'.• — «'•») AP = (Oc - «m) (a'c — a'm) P + £(<x. — «c) («'.• - «'c) AP
qui est identique avec celles du n* 99, p. 371, que ie moment centrifuge, par rapport à deux plans gtielconques, est égal à P multiplié par le produit des distances du centre de gravité à ces deux plans, plus le moment centrifuge du même système par rapport à deux plans parallèles aux premiers et menés par le centre de gravité.
Les propriétés démontrées subsistent quand les deux plans se confondent. Dans ce cas, SpgAP devient Zp'^àP et s'appelle moment d'inertie. Nous pouvons donc dire :
Le moment d'inertie d'un système de forces àP par rapport à un plan passant par le centre d'un ellipsoïde d'inertie est égal :
A P multiplié par le produit des distances au plan donné dun plan quelconque pa^ rallèle à ce plan et de son pôle par rapport à l'ellipsoïde dinertie;
Ou à P multiplié par le carré de la distance des deux plans tangents à feUipsoîde d'inertie parallèles au plan donné;
Ou àP multiplié par le produit des distances^ au plan donnée du centre de gravité et de Vantipôle de ce plan par rapport à Vellipsoide central;
Ou àP multiplié par la somme des carrés des distances du centre de gravité au plan donné et à un plan parallèle tangent à V ellipsoïde central.
Pour les applications pratiques, il est utile de développer les formules qui précèdent. Posons :
a» = i Sx* AP, A = p ZyiZilP, Xc = ^ Ix. AP, 6« = ^ Lyi« AP, B = 1 L2.X. AP, yc = p Sy* AP. c« = i £z,«AP, C = 4 tayiAP, zc = i J^ZiàP. L'équation tanfi^entielle, qui nous a servi de point de départ, sera alors :
(C — y«xc — ycx,ii)ïil'-f (6* — 2ytfym)ïiVH-(A — yw«c— .ycZmhC — ym>»
(B— Z«:Cc— Z«Xm)CÇ'+(A-.Z«yc — Zcym) ;V+(C« -2Zc2m)Ç^'— ZmC
— Xm V -- ym W — «m Ç'— 1
Si l'on veut déterminer le moment centrifuge du système par rapport à deux plans passant par le point Xm.v,ni«l, on calculera les valeurs des différents coetficients de l'équation précédente, et on substituera ces valeurs dans l'équation. Cela fait, on déterminera les cordonnées UU» ^'t^'^'I de deux plans parallèles aux plans donnés de façon à satisfaire à cette équation, et le moment cherché sera égal à P multiplié par le produit des distances du centre des moments à ces deux plans, c'est-à-dire, en mesurant les distances normalement :
(aîmÇ -1- ymTl 4- «mÇ 4- 1) (aVn$' -f ym V + -mC 4- 1) *-^ P.
pp
Si l'on fait XmymZml = XcycZcl, on obtient l'équation tangentielle de l'ellipsoïcid central, savoir :
(««-2x<rî) ÇÇ'+ (C -2xeyc)ÇTi4-(B -gxcrc)^;'- Xc$ 4- (C — 8ycZc)Ti5' 4- (6« - 2yc*) tqt)' 4- (A -2ycZc)TiC - ycXi 4- (B - 2zcxc)r,l' 4- (A - 2zcyc)W 4- (c* - 2zc«) CÇ' - Je ; -
— Xr Ç' — yc tï' ^ Zt ;'-!=;; 0.
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8i l'on Ireneporte l'oriRino îles coordonnéM an ceatra da grmTlU, on au* cgVcSel = 0, et l'équation de l'ellipuoïde d'ineilia deriant i
CïiE' + ft'tiV + Alt'— V-n + B«' + AW+<^W'-«.Ç-
Bnnn. si l'origine des coordonaées aat le oantre dea momaata, an doit bin i'hV~Ii>i = 0, et on obtient la rorme la pliu «Impie de l'eUipaoïde d'inertie :
a»Sî' + CSV + BEC +
B«'-f-«)i' + Ctl'=l.
Comme 2it|fBi_=0, te momaot oeatrifuj^e aa rédolt alon atmplaaMDt A
Lai deux plans l-n^\, S'ii't'l. qui aervent k dAtemlDer le moment cantrifnffs, étant poraliaiea avi plana donnée, on oonnalt lea rapporta de laun coordonnéea, qni ■ont reapBctiTaraent proportioaaellea anx coordonnAea dea denx plana. Par anite, l'éqnatiOD tangenttella contlant denx indfitarminéea, at l'on pant prendra arbitrairement l'on dea danx plan;, par exemple (i|Cl. SntMtitnant alora, dana l'iqtiatioa, i la place de i'fiX', )VWH'> on obtient une équation du premier degré en X, d'ofa l'on déduit Acilement la valeur de X. A cbaqne nlanr de 'i-, oorrwpondcoit dani groupaa de coordonnéea aatiafaiaaDt k l'éqoatlon.
SI, au lieu d'un moment centrifuge on vent détarminer an moment d'ipertie, on aubstituedauB réquatioo à la place de Ît.C et E'ti'I;', X5 = Ti|', Tiïi = \T|', TJ;=H', et l'on obtient une équation ilu second degré en X, qui détermine la position d'nn plan tanjjent à l'ellipsoïde, dont la distance au plan donné fera connaître le moment d'inertie cherché.
Si l'on calcule de cette manière les coordonnées d'un plan tangent et qu'on les suhatitue dans l'une des équations tangentiellea, rérjuation ainsi obtenue représentera le point de contact, comme nous l'avons déjà fait remarquer.
Lorsqu'on veut se servir de ces équations pour construire un ellipsoïde, il convient de calculer les équations des pointa de contact des troia plana tangenta ygrallèles aux plans coordonnés. Ainsi, pour le plan tangent parallèle an plan >/:. i. et ; sont nuls, et î est donné par l'équation
(û' - Zjci-) E' - 2x^1 = l,
en désignant par Wi la valeur positive ou négative du radical. En substituant cette valeur, ainsi que celles de i| et ^ :^ 0, dans l'équation tangentiello générale, on obtient l'équation du point de contact, savoir ;
+ [|B - 3-„i. -Jrr:„l {x,„ + WJ- i„(n" - Zr<j-JH'
On obtient de la même manière l'étiuation du point de contact du plan tangent
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pandlôle au plan zx, soit :
ymZe
ycxm)lym-h^y)
• «m (6« - 2yry«)];' + (y-H- W„)W„ = 0.
ou
w, = ±: v'*" -«ycy«i + ymK
Enân, pour le plan xy, on a l'équation
[ÇB-^ZmXe L(A— z«yc
ou
ZcXm) {Mm + W.) - 3^» (c« - 2ZeZm)W + (c« - 2ZeZm) W.Ç' +
zcym) (zm + W.) - y« (c« - 2«c *•)];' - («« + W.) W. = 0,
Ces trois équations des points de contact se simplifient fort pea pour Pellipsoïde central, et nous pouvons nous dispenser de les écrire de nouveau dans ce cas. Au contraire, elles se simplifient beaucoup pour l'ellipsoïde d'inertie dont le centre coïncide avec Torigine des coordonnées; elles deviennent en effet :
Le dernier terme de ces équations étant db 1, les coefficients de V VC* pris avec leurs signes ou changés de signes, sont les coordonnées des points de contact En coordonnées cartésiennes, Téquation générale de Tellipsoïde est la suivante :
ou bien
a» —2xcXm, C -
Xmye — Xcy», B -
Xm
\Ze
— XeZm,
— Xm,
C—ymXe — ycX^, 6« ^Zycy^n^ A —
ym
Ze
— yeZm^
B — ««Xc— ZcXt^t A— Xmyc— zcym^ c»
— 22cX«,
— Xm, — Vm,
a* c B XeX«x c 6* A ye ym y
B A c* Se z« z xc yc «c 1 1 1 XMy«ijr«il 0 0 X y z 10 1
Nous n*écrirons pas la forme particulière de cette équation pour Pellipsoïde central; on Tobtient en faisant XMy«iX«il = xeyc;^l. Biais nous écrirons la forme de l'équation pour Tellipsoïde dUnertie correspondant à Torigine, forme qui se simplifie beaucoup, et que Ton obtient en faisant XmymZm^O, savoir :
a«C B X C6«Ay B Ac«z X y 1 1
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Si, au ]leu de considérer des systèmes dans l*espace, on considère des systèmes plans, le mode de démonstration du numéro précédent reste le même; on n*a qu'à remplacer les mots ellipsoïde et plan tangent par ellipse et tangente. Noos pouvons dès lors nous dispenser de répéter les propositions générales que nous avons démontrées pour Tespace ; nous nous bornerons à écrire les formules correspondantes au plan, et que Pon obtient en faisant C et x = 0.
Tous les moments dans le plan peuvent être représentés au moyen des cinq constantes suivantes :
L'équation tangentielle de Tellipse d'inertie correspondante à un centre de moments a?» y» 1 est
{C-^ymXc — yeXm) y\^ + (é« — 2yeymM — y«i'ï —
- «• Ç' — Vm —1 =0.
Si on détermine deux droites parallèles aux deux droites données et dont les coordonnées satisfassent à cette équation, le moment centrifuge par rapport aux deux droites données (qui passent par le point Xmyml) sera
{Xmi + Vm^ï + l){XmV + y« V + 1) ^ P.
pp L'équation de Tellipse centrale est
(«*- 2x8)U'4-C-2xcyc)eV-^c5 + (C - 2ycXc)-nl' + 6«- 2.y.2 )tiV - ycri
— xc l' — yc Ti' — 1 = 0.
Si l'on prend l'origine des coordonnées au centre de gravité du système, Téqua tion d'une ellipse d'inertie quelconque est :
a^ll' + C(^Yi' 4- U) + 6*^Ti' - xm{l + l') - ym(T| + Tl') = 1.
Enfin, l'équation tangentielle d'une ellipse d'inertie dont le centre coïncide avec l'origine des coordonnées est :
«nr-f C(ÇV + Ç'"n)-f 6V=1.
Si l'on détermine deux droites dont les coordonnées satisfassent à cette équation, le moment centrifuge par rapport à deux droites parallèles passant par l'orii^iae sera :
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Tellipse (Tinertie parallèlement aux axes coordonnées seront :
(a» — 2XeXfn) Wc^' — {Xm-i- Wx) Wx -f [(C — a^myc — Xcym) (Xm + W«) — ym(a* — 2XeXm)] ^ = 0
[(C - ymXcycXn.Hym + Wv) - xm(b^ - 2ycy«)lÇ' 4- (fl« - 2xcXm) W„ V - (y« + Wy) W„ = 0.
Dans le cas de Tellipse dMnertie dont le centre coïncide avec Torigine, ces équations deviennent :
à L'équation générale de Pellipse d*inertie en coordonnées cartésiennes est :
'~2XcXm^ C — Xmyc — Xcym, — X», X
ou
C — y«yc— ycym, ** —2y
— Xm, —
eym»
ym, y,
a* c XeXm X
C 6* yc ym y Xc yc 1 1 1
Xm ym 1 0 0
L'ellipse d'inertie correspondante à Torigine des coordonnées est
on
PLANES
Gomme l'ellipsoïde central et tous les rapports des moments d*une surface ou d'un volume sont donnés graphiquement par Fellipse centrale et analytiquement par les moments statiques et les moments centrifuges, nous déterminerons cette ellipse et cet ellipsoïde pour les surfaces et les volumes les plus simples, et nous montrerons ensuite comment on peut les construire pour des surfaces ou des volumes irréguliers.
Nous entendons par lignes, surfaces ou volumes simples, ceux pour lesquels la position de deux éléments conjugués passant par le centre de gravité peut être déterminée a priori^ et pour lesquels la longueur ou la surface d'éléments parallèles peut être représentée par une fonction simple de leurs distances normales. Dans ce cas, le calcul ou plutôt la construction des résultats calculés une fois pour toutes, est plus simple que la méthode purement graphique.
Par suite, si Ton choisit le diamètre conjugué aux éléments parallèles comme axe des y et si Ton désigne par z l'élément parallèle qui représente une longueur ou une surface, on aura, en prenant pour les intégrales les limites de la surface ou du volume, suivant qu'il s'agira d'une surface ou d'un volume, les relations suivantes
La surface ou le volume sera — Jsflfy
Le moment statique = J yzdy
Le moment d'inertie (y*c + ^'*) S^^/?/ = J y^^dy
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et comme y^ = , , le carré du demi-diamètre mesuré perpendiculairement à y sera égal à
fzdy \Szdy) '
Si Ton prend pour origine des z l'élément parallèle, qui passe par le centre de gravité, le dernier membre deviendra :
f zdy
Enfin si deux z, également éloignés de cet élément parallèle ont la niême valeur, on peut limiter Tintégration à une moitié de la surface ou du volume, parce que la division du demi- moment d'inertie par la demi-surface, ou du moment d'inertie total par la surface totale, conduit au même résultat.
MOMENTS d'inertie DE LIGNES
a) Moments d'inertie d'nne ligne droite.
Nous supposons la ligne droite uniformément chargée ; par suite son poids sera proportionnel à sa longueur; nous représenterons cette longueur, y compris le poids, par /. Le centre de gravité de la droite est par suite situé en son milieu, et son moment d'inertie par rapport à une perpendiculaire élevée en son milieu sera :
L'axe de l'ellipse centrale, qui coïncide avec la direction de la ligne,
est
v/ïi
Le moment d'inertie par rapport à la droite elle-même et égal à 0, et l'ellipse centrale se réduit à deux points situés sur la droite; leur dis-
/ tance au milieu de cette droite est égale à — := . Chaque tangente de l'el-
lipse centrale passe par un de ces deux points et dans tous les calculs
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de moments on peut supposer le poids ^ / conceatri en un de ces points.
Supposons maintenant la li^e occupant une position quelcosqne dans le plan ; soient y, ii et y, z, les coordonnées de leurs extrémités, le moment centrifuge par rapport à des parallèles aux axes des coordonnées, passant par le milieu de la ligne, sera égal à :
et par rapport aux axes eux-mêmes :
On en déduit les moments d'inertie en posant y ^z et l'on a finalement :
A = g(2y,2,+y,x,-|-y,i, + ay,i,),
h) Moments d'inertie da périmètre d'an triangle.
Le centre de graïilé de ce périmètre peul èlre déterminé de deux maniÈrcs différentes, soit que l'on suppose le poids tie chaque côté concentré en son milieu, soit que l'on suppose la moitié du poids de deux côtés concentrés en leurs points d'intersections.
En suivant la dernière méthode, on pourrait, d'après la fig. IC, p. 12, partager chaque côté du triangle, de telle façon que les segments soient entre eus dans le rapport inverse des poids concentrés à leurs estrémilés, poids qui sont proportionnels aux sommes des côlés adjacents, par suite h a-\- b, li-\-c,c-\-a. Les trois lignes qui joignent les points de division aux sommets opposés du triangle se coupent au centre de gravité S. En supposant le poids de chaque côté concentré en son milieu, on obtient une construction plus simple et plus élégante. Si l'on réunit lus trois points milieux des côlés, on détermine un triangle (pointillé
sur là /tg. nO), dont les côlés sont la moitié de ceux du grand
triangleelsontparsutto proportionnels aux poids concentrés ans sommets
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opposés. Si l'on compose deux despoids agissant aux extrémités d'an c6té, leur résultante partagera ce cAté en deux segments qui seront entre eux dans le rapport des cAtés adjacents. Par snite, la ligne qui joint le point d'application d'une de ces résultantes, au milieu du cAté opposé du grand triangle, partage en deux parties égales l'angle da triangle
\ .-Ki
pointillé. Donc le centre de gravité du périmètre d'un triangle est le centre du cercle inscrit dans le triangle, dont les sommet» coïncident avec les pointa milieux des côtés du triangle donné.
Pour déterminer d'une façon précise les points où les droites, qui réunissent le centre de gravité S & un sommet, coupent le cAté opposé à ce sommet, nous menons par chaque sommet du grand triangle des parallèles aux deux bissectrices des angles du petit triangle qui sont voisins de ce sommet. Deux de ces parallèles, menées par des sommets différents du grand triangle, déterminent, avec deux cAtés de ce grand triangle, un quadrilatère semblable au quadrilatère que ces mAmes côtés formant avec les deux bissectrices correspondantes du petit
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Irinngle. Par suite, la ligne qui projette, du point d'intersection de ces deux cûlés, l'intersection des deux parallèles aus bissectrices, passe par le centre de gravité et ce centre est situé au milieu de cette ligne, le rapport de similitude des deux quadrilatères étant 2 à 1. Les parallèles aux bissectrices ont été construites directement comme troisièmes côtés des triangles isoscèles, formés par chaque angle extérieur et le côté adjacent. Les sommets extérieurs de ces triangles ne tombent pas dans les limites de la flgure; mais nous avons indiqué quelles sont les longueurs interceptées sur les prolongements des côtés. Cette construction du centre de gravité est toujours la plus simple. Les sis parallèles aux bissectrices forment un hexagone, dont les côtés opposés sont égaux deux à deux, et ont une longueur égale au double de chacune des lignes joignant le centre de gravité aux milieux des côtés du triangle, lignes auxquelles les côtéa de l'Iiejcagone sont raspectivement parallèles. Le centre de gravité est le centre de l'bexagooe et les lignes qui réunisseot les sommets de l'hexagone aux sommets du triangle, sont des diagonales.
Les segments, suivant lesquels le côté e est divisé par la ligne S [ab], sont respectivement, savoir le segment adjacent au côté a :
A-fc « — a
en désignant par
des trois côtés; et le segment adjacent au côlé f/
11 nous parait inutile d'indiquer quelles sont les expressions analogues des segments des autres côtés.
Pour déterminer les segments sur S {aè}, désignons la longueur de celle ligne par / et nous aurons, en prenant S comme origine des coordonnées, pour l'ordonnée du côté c :
L'ordonnée du sommet (ai) sera :
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Enfin Tordonnée de la ligne qui joint les milieux de a et A sera :
2 as 2s
Le moment d'inertie du triangle par rapport à une parallèle à c passant par S est égal à :
*-.-[(D'+iî'"]<'-')+(¥')"'=M^'''-
Pour construire A„ demi-hauteur de Tellipse centrale, mesurée suivant la direction de /, nous mettrons son expression sous la forme suivante :
Si Ton remarque que la somme des deux facteurs, suivant lesquels nous
avons décomposé A*„ est égale à - /, on en déduit que A, est Tordonnée
en S d'un demi-cercle, décrit sur la longueur ;- / adjacente à c, parce
s — — C que l'ordonnée de c est égale à /. Nous avons effectué sur la fig, 170
la construction de A, et de A, et nous avons désigné par ces lettres les extrémités des ordonnées. En rabattant ces ordonnées sur les / correspondants, on obtient les points suivant lesquels les / sont coupés par les tangentes parallèles aux côtés.
11 est intéressant de se demander si Tellips» centrale coupe le périmètre du triangle. Gela résulte des inégalités suivantes.
il celle^-ri déprndent elles-mêmes de :
(Ml
.<is >3
Si les trois côtés du triangle sont de longueurs inégales, leplus grand
des côtés sera toujours plus grand que -s et le plus petit sera plus petit
que cette même quantité.
Par suite k pla* grand eôti if un triangle cêI toujoun eotgtépar Teigne centrale de son péi-im/'h-e, et le plu» petit ne Peil jamai».
Si un côté a pour longueur - s, ce côté e»t tangent à FelUpte eentnUe. Ce dernier cas se pré.sente dans la fig, 170 pour le c6lé à qui est tangent à l'ellipse; A, est dans ce cas égal à^/* et l'on n'a pu besoin de
coaalraclion spéciale pour I« détenuiner.
Les règles qne nous venons d'énoncer sont générales et s'appliquent également anz triangles isoscèles. Si les c6tés égaux sont plus grands qne le troisi6me cAté ; ils sont coupés tous denx par l'ellipse centrale et le troisième c6té ne l'est pas. C'est l'inverse qui a lien dans le cas contraire.
Dans les triangles éqnilatérauz, l'ellipse centrale coïncide avec le cercle inscrit. .
Les trois groupes de tangentes que nous avons construites suffisent pour qu'on puisse dessiner l'ellipse centrale ; néanmoins, pour compléter rétsde de la question, nous déterminerons encore le moment d'inertie par rapport ft I et le moment centrifuge par rapport aux axes / et à la parallèle & c passant par S.
Le moment d'inertie par rapport à l'axe / est égal à :
- 3(. + 0- "■ Pour construire la hauteur k, de l'ellipse centrale, mesurée suivant la direction des c, nous mettrons A, sous la forme ;
Les deux facteurs du second membre représentent les longueurs de> segments suivant lesquels / partage la ligne c, par suite s/^ A, est, dans le demi-cercle décrit sur c comme diamètre, l'ordonnée élevée au point de séparation des deux segments, ainsi que l'indique la fig. 170.
Pour obtenir k^, il suffit de réduire cette ordonnée dans le rapport :
Nous avons opéré cette réduction, au moyen du rapport des sinus, sur la ligne yJZk, qui correspond au côté a et qui est la plus longue, el
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nous avoDs obtenu, ainsi que Tindique la figure, A;,A;,A;^. En portant ces longueurs A; des deux côtés des / et suivant la direction des côtés, nous obtiendrons trois autres groupes de tangentes. Les six groupes de tangentes ainsi construites suflSsent amplement pour représenter Tellipse centrale; dans la fig, 170, nous avons tracé, au lieu de Tellipse, le polygone formé par ces tangentes et circonscrit à Tellipse. On peut encore déterminer les points de contact de ces tangentes au moyen du moment centrifuge. Ce moment par rapport à / et à une parallèle à c, passant par S, est égal à:
rd ls — a)c l [s — a) ^ , V cl (s — ô)c . / $ — b H, L2» 2(s-i-r) 12 s + c A ^ L 2s 2(s-f-<?)^12 s -f c J
D'après le n* 109 (p. 402), le moment centrifuge d*une ligne droite est en effet égal à la longueur de cette droite multipliée par la somme des
produits des coordonnées du milieu de la ligne, augmentée du — de la
somme des produits de la différence des coordonnées des extrémités. Ce dernier produit est nul pour la ligne r, parce que la différence des ordonnées est nulle suivant la direction des /. Nous mettrons À sous la forme :
2(s + c) 3s c = — ; — C — - C est l'abscisse du milieu de la ligne c par rap-
port à /; ^ / est égal aux deux tiers de l'ordonnée j-/ de la ligne qui
àS zs
joint ces milieux de a et b. Par suite, pour obtenir t ^^ t-, abscisses et
ordonnées des points de contact, nous portons, à partir du pied de chaque
V^ ^, A et A; sur le côté du triangle vers le sommet le plus éloigné, et
- -- sur la perpendiculaire à ce côté; nous joignons l'extrémité de cette
dernière longueur aux extrémités de A et ^ et par le milieu de chaque
côté, c'est-à-dire par l'extrémité de rr, :, nous menons des parallèles
à ces deux lignes de jonction, qui déterminent sur ^Zk les longueurs
■r et 7-. Dans la fig. 170, ces longueurs sont si petites qu'on peut à peine
les distinguer.
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Nous avons encore à construire le noyau central du Lriangle. L'ordonnée de l'antipôlo du c6té c est égale à :
elle est par suite égale à l'ordonnée du tiers supérieur de la longueur l. Donc fes sommets du noyau central du périmètre d'un triangle sont nluét
Toulerois ces sommets ne sont pas situés sur les lignes /, mais sur celles qui joignent S aux points de contact des tangentes parallMes aui
nous venons de conslniire. Sur la fig. 170, le segment t- a encore uoe longueur appréciable; mais les segments t- aIt- sont si petits, que le
noyau central semble mal dessiné. Le noyau central pardt 6tre semblable au triangle et avoir des dimensions moitié plus petites; mais ce n'est là qu'une approximation, et les cAlés correspondants convei^enl, bien que cette coDvei^nence n'apparaisse que peu dans la fig, 170.
110. ELLIPSK CKNTHALK KT MOÏAU HKS FIGVBKS LlMrTÉES PAR DES DBOITES
a) Ellipse centrale et noyau du parallélo gramme.
Les parallèles aux côtés, passant par le centre de gravité, sont des diamètres conjugués. *
y^fi est constant; si l'on désigne par /i la hauteur du parallélogramme, on a :
/,' = il = — h' = (0,2887A}'.
Le procédé le plus rapide pour déterminer l'ellipse centrale consiste à porter directement la longueur 0,2887A, comme hauteur normale de la demi-ellipse {fy. 171); mais si l'on lient k constmire directement cette longueur, on décrira im demi-cercle sur la demi-haute ur
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(lu parallélogramme comme diamèlre; la corde qui a pour projection î A (voir fig. 171) est la demi-hauteur de l'ellipse, car elle a pour carré
Le moment d'inertie par rapport au diamètre 6 est naturellement égal &:
Si l'on choisit un c6té comme axe, on a, pour la distance & cet ase du i^entre de toutes les forces, ou du sommet correspondant du noyau :
La demi-hauteur du noyau est donc égale au ^ de la hauteur du
parallélogramme. Par suite, ce noyau occupe dans le parallélogramme le tiers moyen.
Les deux sommets correspondants à deux cAtés parallèles sont naturellement situés sur le diamèti-e conjugué parallèle aux deux autres celés. Comme lés diagonales de tout quadrilatère circonscrit à une courbe de second degré sont conjuguées, il en résulte que les tangentes aux points où la courbe rencontre une des diagonales sont parallèles à l'autre diagonale. Ces points de la courbe sont eux-mêmes déterminés par r^tle condition, qu'ils forment une division harmonique avec un sommet du parallélogramme et le point de rencontre de la diagonale avec le côté correspondant du noyau; le milieu de la ligne qui les joint doit d'ailleurs coïncider avec le centre de la courbe. Le demi-diamètre qui réunit ces deux points [voir fig. 171) est par suite égal à la distance du centre de la courbe au point d'intersection de deux demi-cercles, dont l'un serait décrit sur la distance des points à diviser harmoniquement, c'est-à-dire sur la distance du sommet du parallélogramme au côté du noyau, comme diamètre, et l'autre, sur la distance du centre de ce cercle au centre de la courbe; car les points d'intersection de deux rercles, qui se coupent normalement avec une droite passant par le centre de l'un d'eux, forment toujours une division harmonique.
Du reste, on peut porter directement ce diamètre! sur la ligure, parce
qu'il est coupé par le cùlâ du noyau au t^ de la longueur totale d de la diagonale, et qu'on a par suite :
Le derai-diamètre sera donc :
Si l'on trace encore les huit tangentes passant par les sommets du parallélogramme (et il sufiSt d'en construire une, puisque toutes les autres sont symétriques), on obtient en tout 16 tangentes, que l'on a tracées sur la fig. 171, k la place de l'ellipse.
Si le parallélogramme devient un carré, les deux diamètres conjugués sont égaux et sont perpendiculaires l'un & l'autre; l'ellipse devient un cercle; il en est naturellement de mfime pour tous les proBIs en forme d'étoiles ou de croix, qui sont symétriques par rapport à quatre diamètos formant entre eux des an^es de 45*.
b) En^m eontrala et noyan dn triangle.
La droite qui joint un des sommets a» milieu du côté opposé, et la parallèle à ce côté, passant par le centre de gravité, sont des diamètres conjugués. Si l'on désigne par t; la longueur d'une bande située à une
Hg. m.
distance ; du sommet (cette dislance étant mesurée parallèlement à A), on aura pour le carré de la demi-hauteur de l'ellipse :
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d) MomanU d'inertie de enrfaces limitées par dee dlipses
et des paraboles.
L'éqaation d^une section conique à centi*e peut toujours être mise sous la formé :
on a
x = Ty + c=fc v«(y — *)' + R.
Si, par exemple, ou prend Téquation générale :
"ta fljî' fl"a' Aj,' <>fsAta
Cela posé, si Ton considère une surface limitée par deux ordonnées z, p»T un are de la courbe, et par l'axe, on trouve, pour la surface F, les moments statiques llf ,
Ma, et les moments dMnertie ^î^j ^^yst SJîîsi les expressions suiTantes, dans lesquelles w désigne le radical ± Va(y — 6)« + R, qui entre dans la valeur de z :
F = \zd!f = -xy^ •{- cy '\-\wdy :
M» = yzd'j = g ty* + - cyî -j- \ywdy :
^»» = \y**dy = j ty» + g cy» + Xf/hody; ^
âR,, = -Uj«rfy = g*y + 5 CTy« + jc»y« + T Vy'iorfy + c VyiD^c/y -+- -\to*<fy ;
3)^,=^jUWy== — (ty4-c)»+TVyti7«dy + c\tr*dy+T«\yHw/y + l?tc^^
+ c*\iorfy +-^tt;»rfy.
Nous avons laissé de côté les constantes dans ces formules, car il est clair que toutes les intégrales doivent être prises entre les limites des coordonnées extrêmes. Il convient toutefois de remarquer qu*entre ces limites Tare de courbe ne doit pas passer par rinfilni.
Si les deux axes sont conjugués par rapport à la section conique, on aura <? = t = 0, et les moments se réduisent aux derniers membres des expressions cidessus. En intégrant et mettant des accents pour éviter la confusion, nous aurons
M, = (jy»rfy = i w» + i 6 (y - «,)«, +*i 4R \ ^ ,
M. --= iVrfy = 1 «y»_«éy« + i («é» + R)y, «î'„ =y«w/y = 1 éio» + 1 (2to« + 4«é« - R) (9 - é) w + i (4«6«- R)R \^,
3)J'». = - \yi»»dv = - «y* _ _ aéy» + - («et + R)yl,
«{'.. = i \«Wy = l [iw* - 3R)(.v -b)w + l R»\|f.
ils . . HOMUITS BK9 rORCES PUtkLLtLU.
c) Ellipu untrale «t noTan dn tnpéM.
On obtient deux diamètres conjugués en prenant la droite qui joint les milieux des deux côtés pai'Hltèles et la parallèle à ces cAtés, passant par le centre de gravité.
Partageons le trapèze, par une diagonale, en deux triangles dont les surfaces seront égales haA el fih (fig. 173). Les centres de gravité de ces
deux triangles sont au tiers de A, f;t leur distance est partagée par le centre de gravité A\\ trapèze, dans le rapport inverse de a et de A. en sorte que ces distances sont égales à :
Le ninment d'inertie des deux triangles ou du trapèze par rapport au diamètre parallèle aux côtés parallèles est par suite égal à :
Si l'on divise ce moment par la surface [a + i)A, on obtient :
Pour construire k. nous le mettrons sous la forme :
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DécriTons un demi-cercle sur la hauteur A comme diamètre (fig. 173). Chacun des côtés du triangle isoscèle inscrit dans ce demi-cercle est égal à :
L*ordonnée de ce cercle qui correspond au point d'intersection des diagonales du trapèze est égale à :
Par suite, en prenant une longueur Â|B, égale à AB, nous obtiendrons en B,G la longueur 3k,
Le tiers de cette longueur est égal à la demi-hauteur de Tellipse centrale.
Cette construction est, sous tous les rapports, plus simple que le calcul ; il n'est pas difficile de l'apprendre par cœur et de l'appliquer au
triangle, où AB =0 et A; = - A, G,* et au parallélogramme où A,B, est égal
à AO, c'est-à-dire au rayon du cercle.
Pour obtenir la longueur du diamètre parallèle aux côtés parallèles, formons avec le trapèze un triangle, ayant son sommet en D (le point D tombe en dehors des limites de la figure), et pour déterminer le k correspondant, déformons la figure de manière que les côtés parallèles deviennent perpendiculaires au diamètre qui les partage en deux parties égales ; nous obtiendrons ainsi un trapèze, qui sera en affinité avec le trapèze donné et dont la demi-longueur d'axe est égale à la moitié de la longueur du diamètre de ce trapèze (et non pas de la demi-hauteur) d'après le n* 105 (p. 391). Si l'on désigne par h la hauteur du trapèze transformé, on a pour
La hauteur
la surface
Dn grtnd triingla. Da petit triingle.
bh ah
— JZTi JZTi'
le moment d'inertie ^i ''' * "**
par suite *» = - j^—j, = g (a' + *'),
ou * = 0,4082 )/a* + b*.
Ui MOHBHTS DIS fOKCES FARALLiLIS,
Le plus simple sous tous les rapports est de construire ^a*+b', comme on l'a indiqué sur \a/i//. M'A. On peut alors ou bien prendre dîrectemeDt
les 0,4082 de colu- longueur, ou bien construire » /i /g» i j«j^ comme
le montre la figure. On peiiL construire de la même manière la hauteur do l'ellipse centrale au-dessus d'uD des c6tés, qui divisent en deux parties égales le triangle.
On ne peut pas en général déterminer d'une manière simple, comme pour les figures précédentes, ta position des sommets et des eûtes du noyau central; le procédé le plus commode consiste dans ta construclion des polaires des sommets du trapèze symétrique. Il faut remarquer que les sommets correspondants aux cAtés parallèles doivent se trouver surie diamètre conjugué qui divise en deux parties égales le trapèu. Les sommets qui correspondent aux deux autres cAtés sont situés sur les polaires du point symétrique de D.
d) Calonl des nomaats des potnonH.
Commanùtednn* tSe{p. 851) rt poar aarvlr da bue au calcul das momMits oui triAigM dM polygonal an j{énéral, noua allons calenler d'Abord le* momenta pour dee trapAiat comprît antre deux ordonnAes couécutiTH du pArlmètra d'un polygone. Bu procédant exactement comme an numiro idtA, on obtient pour Im moment! dn Mcond degré :
3ïiïv = Ï2 '^* ~ *■' t*^^'' + ^'J"' + "'«J^i + 'y*' + ^'î*' + 3ï»i)*i].
^i». = 2j (il -yi}[(3:*, + 2i,2, + îVv. + (l'i + 2i,i, + 3ï»,'A1.
1° 99 [p. 371), ces momeuta peuvent
ffl„ = v. + "'+;'';■_+"■ te, - „)■ = F(,-, + «.),
S»„ =P,.i,+ Si-£!j±!l" (l,-.,)(,,-s,!> = F(„! +A|. «B n. . î'i + Si',!, + 2i,!', + 1*,
On en déduit, pour les dimensions de l'ellipse centrale :
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La concordance de ces résnltats ayec ceux du n<* 110 (p. 413} est évidente. Il résulte en outre de Texpression de l'ordonnée du point de contact, saToir :
A_ z« — Il ^
que ce point de contact est situé sur la droite qui joint les milieux des ordonnées Xj et i|.
Les valeurs d-dessus de SRyySRysSRss permettent d*obtenir les équations des ellipses d*inertie de différents polycrones.
Calculons d'abord les moments d*un triangle. Soient Vi^i, yfy^ y^z^ les coordonnées des sonmiets. Le moment centrifuge du triangle s'obtiendra simplement au moyen de la sommation des moments des trois trapèzes entre les ordonnées z^z^t^.
Soit:
Vi «1
le double de la surface du triangle. Si Ton regarde comme positif le sens 123, le signe du trapèie eompris entre les ordonnées y^ et y^» ^ V^ wki\/à celui de la surface - (yt"yi)('t + ^) ^o^t être pris négativement Le signe de ce trapèze détermine celui des deux autres. On a par suite à faire la somme des moments des trapèzes - (yi — yt)(*i + «i). 2 (ys — yi)(«i + ^) «t - (y» — yi)(«t + si)* On obtient :
3Rf. = j5 F[(;^, + y, + yi)St + (y, + 2yt + yji, + (yi + y, + 2yt)zJ = ï5 F[9ycxc + yi^i + yi«t + y»H),
Vc et zc désignant, comme précédemment, les coordonnées du centre de gravité.
Quant aux moments SRyy et SRst, on les obtient très simplement en faisant y = i. Posons :
s».=(2yi + yi+yi)«i + (yi + 2yi + ys)*î + (yi + yi + 2yi)«t
= yA + »t«i + ytH + ^y<?«c, T». = yi«i + yt^ + VtH - 3yc««i
S|f,= 2(y'i + y\ + y\ 4- viVî 4- y^% + yiyO = y\ + yS + y\ + 9y*c, Tw= y*! + y»i + y"» - 3yv
Les dimensions de Pellipse d*inertie et de Tellipse centrale seront données par les
équations:
6«=9RMr:F=lsvy=y«c +5T„ = yc ^h\
A= 3R». : F= — S,. = ycxc+ ji T,^ =ycZc + A,
c« = 9R.. : F= g S« = 2»c + j^ T.. = z«c + Ar».
Si Ton fait, dans ces formules y, = z, = yj = 0, z, = — z, , c'estrà-dire si Ton pread comme axes des coordonnées un côté du triangle et la droite qui Joint le railieu de ce côté au sommet opposé, on obtient :
yc^gyi, Sc = 0, A = 0.
Jlf VIIHKNTS DES r&RCES PARilLÉLia.
im Amx axw tout ilouc wuju^uâs par rapport à l'ellipse centrale. On a en
MM
"=rè-'-= s <■■■ + ■'■>= 5'-
f»««i eoiicordo complètemeut avec Irb résultats trouvas (p. 411 b).
t.âa moments d'inertie des polygones de plus de trois çAt&s s'obtiendront en f»j- ■wl la Mmme des inoments des trianf;!^ suivant lesquels on peut déiMimpuser ce^- ^(ilyKOUOs. Mais le développement (général de ces moment» en fonction des coorihtuiiées est trop conipliiiué pour trouver place ifi.
111. KLUPSE CENTRALE BT NOYAU DE PIGtlBES FARABOUQUES ET BLUPTIQUES
a) Bllipn Mntrale et naym d'an Bsgment partboliqiiei
Le diamètre conjugué à la corde de l'arc de parabole, et la parallèle à cette corde, passant par le centre de gravité du segment, forment deux diamètres conjugués.
Pour déterminer le diamètre de l'ellipse centrale correspondant au diamètre de la parabole, on se sert de l'équation de la parabole
Par suite, pour une longueur de segment égale à 6, on a (voir ^17. 171):
^JJd-. \\jp-
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Pour déterminer la hauteur de Tellipse normalement à 6, on met Téquation de la parabole sous la forme
en prenant pour axes coordonnés la corde et le diamètre b (la coordonnée y étant parallèle à 6). On a par suite
ÎK'-a
di
La distance au centre de gravité du sommet du noyau, qui correspond à la corde de la parabole, est égale à :
Les points extrêmes de la corde, considérés comme points de la parabole, correspondent aux tangentes de Tellipse du noyau qui se coupent en ce sommet.
Comme toutes les tangentes à la parabole sont extérieures à Tellipse centrale, tous les points du périmètre du noyau correspondants à ces tangentes sont à Tintérieur de Tellipse centrale; la partie courbe du noyau ne peut doiic appartenir qu'à une ellipse, qui doit passer par le centre de l'ellipse centrale, c'est-à-dire par le centre de gravité, parce que la droite à Tinfini est tangente à la parabole.
A la tangente à la parabole, passant par le sommet, correspond un point de Tellipse du noyau, dont la distance au centre de gravité est égale à :
Les distances entre le noyau et le segment sont d^une part :
\l 35 7J ' et d'autre part :
et le noyau n'occupe dans l'intérieur du segment que les - de sa largeur.
Les autres dimensions du noyau se déterminenl de la manière la plu» commode aa moyen de l'ellipse centrale.
6) Ellipse centrale et noyau d'nn triangle parabolique.
Nous désignons sous le nom de triangle parabolique, la surface comprise entre deux tangenles à la parabole et l'arc de parabole qui s'él«nd d'un point de contact à lautre (voir fig. 174).
Le diamètre de la parabole qui passe par le point d'intersection dc« tangentes et qui coïncide avec le diamètre du segment, et la parallèle à \» tangente au sommet, menée par le centre de gravité, sont des diamètres conjugués. ,
Ou arrive à déterminer de la manière la plus simple les longueurs des diamètres, en considérant le triangle parabolique comme la différenie entre le triangle formé par les doux tangentes et la corde du segmenl At parabole, et ce segment lui-même.
Si nous désignons par F ta surface du triangle parabolique, i-elle du segment sera égale à 2F et celle de tout le triangle égale à 3P-
De plus, le centre de gravité est situé, d'après le n* 96 (p. 337), an cinquième de la base mesuré à partir du sommet. Comme la largeur du segment est aussi égale à celle du triangle parabolique et par suite égale fi b, la distance du centre de gravité de ce dernier k relui du triangle total sera :
el celle de ce cenire au centre de gravité du segment ;
Le moment du triangle total est par >uile égal à : et celui du segment est d'après n) égal à ;
[il ■"+(=']>
Si loi divise la dillérence de ces deu\ momciiU iriocriie, h\i\ t,i sm
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face F du triangle parabolique, on obtient :
Le moment par rapport au diamètre de la parabole a une forme plus simple, parce que les trois centres de gravité sont situés sur ce diamètre ; on obtient pour l'expression de ce moment
iA«.3F— iA«.2P et*«=(i — g)A«=:^A* = (0,3162a*)».
En déterminant le noyau, on n*a pas à se préoccuper de Tare de parabole, parce que toutes ses tangentes coupent le triangle et que par suite aucune d'elles n'est à l'extérieure de l'ellipse centrale. Le noyau est par suite le même que celui du triangle total.
La distance, au centre de gravité, du côté qui correspond à l'intersection des tangentes est égale à :
et la distance de ce même côté au sommet de la, parabole, qui est dis-
tant du centre de gravité de ^ 6 est égale à :
La distance au centre de gravité du sommet correspondant à la corde •ist égale à :
Knfln la distance au sommet du triangle parabolique e$t égale à :
On détermine les autres éléments du noyau, de la manière la plus commode, au moyen de la construction graphique.
En général on considère toutes les parties courbes des profils, qu*elles soient concaves ou convexes, comme des arcs de parabole ; d'habitude il suffit de dessiner à vue d'œil les ellipses centrales que nous venons de construire, pour pouvoir apprécier la petite longueur dont il faut déplacer le centre de gravité pour la détermination des moments d'inertie.
MOHBNTS DE& rOIICES PARALLÈLES.
' Quant au noyau central, on en bit peu usage, car il suffit de considérer combien ses dimensions sont faibles, pour comprendre que l'emploi de ces protil.s paraboliques, duns lesconstnictions.est défavonlde an
point de vue de la résistance,
r) Ellipse centrale et noyau dn tnpèn paraboUqne.
Comme suite du d- 96 il | p. 358), noua calcnleroDi les momentadlnertie del* fig. l&i (p. 358;. En conservant la défluition et lu valear de y, telle* qu'elle* tout ilonnéee dant ce numéro en ('onr^tion de t, on obtient de la manière suivMite le moment d'inertie ^{,y par rapport A. lu hase du traptae, le moment d'inertie 9Ku pv rapport A la ligne m^iane et le moment centriflige 9)ï(s par rapport ft cei deui
SDIi. 1 f+' j 1 /a, . 1 \ 13 8 , S
li n
Posons, pour aimplitler -=T. ; —*; nO"« olttien'trons. pour lea élémenla «J ' l'ellipse d'inertie, les expressions:
= -?iir -V = U-F.rU-!Î^ + T;"+.i7■
H(-^F-â(?'F-[(-^)(-ii')-(' + èi'.
Nous avons conslruii ces gi-andeui-s fig. 175 et 1:6. La construction du centre 'If cravilé tfig. 175) est identique avec celle de la fig. 163 (p. 358). Pour obtenir les ra|.puMs lies sinus lies différents -[ et S, uous avons, sur la fly. 176, décrit une denii- ■ ircouféi-ence avec 2f comme rajon. puis, d'uue extrémité de diamètre 2/*. Ddti. avons porté les cordes
Is- Jrf, ly. <'. n-y. V-Jtf- K\\ joi«Daut les extrémités de ces ciirdes à l'auti-e eitrémité du diamètre i'. .m
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obtient les rapports de sinus
iôT, g«, gY, 3«, r" = i-5Y, r' = i-5r.
En portant sur le rayon -S les longueurs / et /; la distance des points ainsi ob-
Pig. 175.
Fig. 176.
iM^
• "ji - - '
au
Sf
tenus au diamètre 2f est égale à - 8/ et - 8/". En portant ces mêmes longueurs sur
le rayon - ô, on obtient les distances Ô7 = -- W et ^'f= — ô»/".
En portant la longueur / sur le rayon Y» ^ distance du point obtenu à la verticale S/'est ^7= f 1 -- -y j/. Nous avons, sur la fig, 176, retranché de cette distance
la longueur à'I =. -- 8</, et obtenu :
Un demi-cercle décrit sur Vei-rl intercepte la longueur k sur la verticale comme le montre la figure.
La distance du point f de la verticale au rayon Y' est égale à y/'s (^ "^ 9 '^j ^*
Nous avons porté cette longueur sur le rayon rr y, puis nous Tavons rabalin sur
l'horizontale passant par l'extrémité du point ainsi obtenu. La distante de Textré mité de cette horizontale à la verticale sera alors , d^api-ès la fig. 15 [ p. 10 ),
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fl — 3T)(' + îfj7)/'- En retranchant î/de catte longueur, on ohlienl :
Enfin, en portant sysur le rayon - i, la distance de reitr^milé à la Tcrticale eW
T , comme le montre In ligure.
na d'abord multiplié S"f par S" en Iportant i"f anr 1» 1 moyen d'un rayon et de deux parallèles, une BgvH
fi" et fi''' semblable à /" et fi". Nous avons eoiiuite portt^ - f sur la verticale, it multiplié trois Ibia pu le rapport da dniu t* c« qui noua donne - t V= â(^~^''V' comme l'indique la figure. Ilbudrait encore y ^o*>^r rri-rj f: maie cette d•^ nière quantité n'Mt pan ausceptible d'être conitruite; le calcul montre qu'elle lenil repréBenté« par — do millimitre; ancai, nous n'en avona pas tenu compte. Bn retranchant de - Yf 1& longueur i'^f iéik conatrulte, on obtient — ; joutant f i cette
dernière longueur et décrivant un demi-cercle aor la somme, on obtient A comme on ie volt enr la figure.
HenoDs, aux distances A et il du centre de gravité, fig. 17S, dea parallMes a» cAtésdu trapèie; ces droites seront tangentes A l'ellipse centrale «t formeront, par suite, nn parallélogrammo circonscrit A cette courbe. D'après le a* 100 (p. 375), le* points de contact sont situés aux diitancei t- et ?■ des diaoïMres parallèles anx cAté^ du parallélogramme, et, comme C est positif dans le cas actuel, ces distancer doi"' vent être prises dans le feu'' positif des coordonnées. Nous avons construit ces deu:*-' distances, dans la position qu'elles doivent occuper, au moven des longueurs counui-:^^ et déjà construites / et - , et ohtenu ain»i deux points de contact. Le^ deux .lutrc^**" points de contact sont symétriques de ceux-ci. Ces quatre points de contact sont Icr':^^ sommets d'un parallélogramme inscrit, dont les cétés sont parallèles aux diagonale'"^ du parallélogramme circonscrit. Il est Tacile, au moyen des quatre taniiientes et d^^ leurs points de contact, de construire l'ellip^ centrale.
N'eus avons aussi consti-uit, sur la fig. 175, le noyau central. Les (|uati-c câtéa rec-- — tilipnea sont tes antipolaires des quatre sommets du trapoie parabolique. Gomme laparabole qui forme un côté de ce trapèze passe par deux sommets du trapèze et par" le point d'intereection [à l'infini) des deux côtés parallèles, où elle est tauR-ente à I» droite à l'infini, ta section conique con-espondante à cette parabole sera tanscnis aux an ti polaires des deux sommets et à la ligne qui Joint les deux sommets du nov^tu correspondants aui côtOs parallèles du trupène, et en outre elle passera par le pàli'. Ce pôle est le point de contact de la ligne da jonction et la direction de celle-ci esf conjuguée à la direction des eûtes parallèles. Dans les deux figures, t l'interscctiou de deux tangentes, correspond la ligne qui réunit leurs points de contact. La parabole étant située complètement en dehors du trapèze et ne passant que par doux di' ses commets, la section conique correspondante est située tout entière à l'intérieur du trapèze et n'est tangente qu'à deux <ie ses côtés; c'est par conséquent uni"
Il est évident que Isa formules développées pour les momenu d'inertie du iraptvi: parabolique coniiennent aussi celles du irianKle parabolique. (Voir b.)
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d) Moments d'inertie de inrfaces limitées par des dlipses
et des paraboles.
L'équation d'une section conique à centre peut toujours être mise sous U forme :
on a
2 = Ty + c± v«(y— ft)» + R.
Si, par exemple, ou prend Téquation générale :
0^ ai,y« + 2a,,ys -h a„s« + 2fl,,y + ia^^z + a,,,
^ — — ' — . c — — - , a — — ■ , o — •^j *v — ^ ' . ■• "«« ûfj <»'« A,, ^lAtt
Cela posé, si Ton considère une surface limitée par deux ordonnéeé z, par un are de la courbe, et par Taxe, on trouve, pour la surface F, les momenta statiques Mf ,
Ml, et les moments dUnertie ^))îyy, ^J){fSf ^m,, les expressions suivantes, dans lesquelles 10 désigne le radical ±. V^oi(y — 6)« -f R, qui entre dans la valeur de x :
F=:\zdy='xy*-\' cy + \tody:
M» = Y^d'j = - ty» + - cy' -f \ywdy :
Nous avons laissé de côté les constantes dans ces formules, car il est clair que toutes les intégrales doivent être prises entre les limites des coordonnées extrêmes. Il convient toutefois de remarquer qu^entre ces limites Tare de courbe ne doit pas passer par Tinfini.
Si les deux axes sont conjugués par rapport à la section conique, on aura cssx=zO, et les moments se réduisent aux derniers membres des expressions cidessus. En intégrant et mettant des accents pour éviter la confusion, nous aurons
M , .^ liu^dy = i flty«-fltV + 5 («*• H- R)y, «'y^ = ^î/«ior/y =^ 1 6a;s + 1 (2u;« + 4«6« - R) (y - A) 10 + 1 (4<i6> - R^ Ù»'m= i\yio>rfy = i ay*-l«Ay«+ j («^ + R)y», >0f„ = 1 \t«»rfy = 5j (2u;« - 3R)(y - 6)«j + ^ R«\^.
intégrale ~R\— , que n
s conservée dans les formules précU«DtM,
n'est autre cbose (\i>o la Burrace comprise entre l'arc et les doux' rayons qui, du centre de la courbe, projettent les extrémitéa de cet arc. l'n élément do cette mr- Tacepst en efTat :
L'ei pression de cette surface eat ilifTérente suivant qu'il l'agit d'une eUlpaBOD d'une hyperbole. Dans le cas de l'ellipse,! est négatif et R est pq^tiC et l'on a:
* J» J\tï V R 2t/Z^ ^
Ltfi arof 4 Introduire dans cet formules sont complètement déterminés par )m
■ignés dits siniiB et des gobIilub. L'ara est éffsl k léro pour y — 6=:0, sis:^;
égal à I pour y — 6= W—-, w = Oi égalàitpour y=é = 0, us— y'â, et enfln égal A s 'pour y — A=— \/^-, tD=:0. Nous anms représenté, rar la Aff- IT^i
les ditTérents cas qui peuvent arc sont désignées pai* Ici nur
suive le numÀ'o 1| lorsqu'on parcourt la courbe dans le
flichea. Les surfaces positives sont hachurées, et les su
' les formules Écrites plus haut donnent la différence des
Dans le cas do l'hyperbole, oii i est positifet oii R peut
l'ii^légrale 5 b\— est ;
présenter pour l'ollipae; les extrémités dechariue
1 et 2, placés do telle sorte que le numéro î
positif, indiqué par le*
s négatives pointillées;
desdeu^ surface.*, signe quelconque.
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Dans cette intégrale, le plus grand des deux termes v^(y — 6) et w change de signe quand on passe d'une branche de Thyperbole à Tautre. Si, par exemple, R est
positif, iD est toujours plus grand que V«(y — 6) et est imaginaire entre + yR et
— v^R ; w change par conséquent de signe en passant de + ^K à — ^R, c'est-à-dire
d'une branche de Thyperbole à Tautre. Si, au contraire, R est négatif, yfôky — b) est
plus grand que io, (y — b) est imaginaire entre -}- \/ et — \/ et change
de signe en passant d*une branche de la courbe à Tautre. Il en résulte que Texpres-
sion ^[y — b) + w change toujours de signe en passant d*une branche à Pautre, et que, lorsqu*on substitue les coordonnées de deux points pris sur les deux bran* ches de Thyperbole dans ^expression :
s/«(yi — &) + wi
dont le logarithme est égal à la différence des logarithmes à calculer, le résultat est négatif, c^est-à-dire que son logarithme est imaginaire. Par conséquent, lorsqu'on prend comme limites des intégrales entrant dans les formules, les coordonnées de deux points non située sur la même branche de Thyperbole, le résultat est une quantité imaginaire; il faut donc prendre des points appartenant à la même branche.
Les fig. 178 et 179 montrent quelles sont, dans le cas de Thyperbole, les surfaces
Fig. 178.
Fig. 17».
^ont les moments sont donnés par les formules précédentes, quand les coordonnées <iu point 2 sont prises comme limites supérieures, et celles du point 1 comme limites inférieures des intégrales. Ces figures n*exigent aucune explication; on voit que les relations sont plus simples que dans le cas d'arcs elliptiques.
Dans la pratique, on a rarement à déterminer les moments de surfaces limitées par des trapèzes irréguliers, mais seulement de segments de courbes limités par une ou deux parallèles à un axe de coordonnées.
On pourrait déterminer ces moments, en subKtituant dans les formules développées plus haut, les coordonnées (y, + w), (y, — te) ; tous les membres contenant w à une puissance paire disparaîtraient Mais il est plus simple de traiter ce cas directement. On a d*une manière générale :
r . ftf + c— » 2 C
J JV9 + C—W n j
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On ObUADL par suite :
M, = 8 W^ + eywdy = ■«,+«?,
1 1 Cdv
iHoi OM inUgralm, les v «mt stippMta poMtift, M on ne dOlt raMOtnar pv «dite ((u dM limites positives. On ne doit ^ eonHe^eDt, HM (JA ete, jimsi) tratrTer entre Mb limites un point pour lAQUal ^ «oit fini. 81 dMlJ an aoUnnet m bwnve sur l'arc de courbe qui limite U turhoe coDaldârAe, ce sommet d41t Atr* une eitréoiitA de l'are. Lescoordoonéei de cea pointa eont donnée* ptr Is eonilitfon :
Ces coordoaaéea ne sont réelles que ai R et a Mnt de eignea différente, c'est-à-dire pour des ellipses et des iijperboles qui c6upent ea-des points réels le dinmetre tii + c = 0. En substituant ces coordonnées comme limites dans les formules pr^cé-
dootes, tous les termes disparaissent à l'exception de \ .
e dont nous avons établi ces formules, elles ae s'appliquent X surfaces néfiativee: il su résulte que, dans le cas de l'ellipse, les limites <!<'
ui entre dans l'eipression de \ ne peuvent pas 41re prises dans loute l'édii cercle, mais seulement entre — 5, 0 et -f- ^. 11 n'en eut naturel lemi' ut
d'où il résulte que, dans le cas que nous examinons, le centre de gravité de h face est toujours situé sur le diamètre tij + c = 0.
)ns des ellipses centrales dos segments ne peuvent pas être expr. e générale. Cela n'est possible que lorsque les surfaces sont ferir distance finie, c'cst-â-dire dans le cas d'ellipses. Nous poserons dans c« cas. obtenir les dimensions cherchées t. c, A = 0, et nous obtiendrons :
F = -^ ^: •))l„ = - 1 . - . F; m.. = \ RF,
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Les diamètres conjuguée de Tellipse centrale sont par suite :
en désignant par a^ et 6^ ^^ longueurs des diamètres de l'ellipse donnée. Il résulte de là que Tellipse d^inertie et Tellipse donnée sont semblables, et que le rapport de
similitude ei^ ^'
Il en est naturellement do même du noyau ; i étant toujours égal à A, la demihauteur de l'ellipse du noyau sera :
Les dimensions de Tellipse du noyau sont donc égales au quart des dimensions correspondanteé de Tellipse donnée, et à la moitié de celles de Tellipse d*inertie.
Si Tellipse donnée est an cercle de rayon r, Tellipse dMnertie et Tellipse du noyau seront aussi des cercles dont les rayons seront respectivement :
-r et jr.
Le moment d^inertie d*«n anneau compris entre deux ellipses semblables est :
es dési^n&At par P la surface de Tellipse extérieure, et par Oj et a^ leS longueurs de deux diamètres correspondants de Tellipse extérieure et de Tellipse intérieure. Nous aurons par suite :
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Nous avons vu au n* 83 (p. 303), que lorsqu'il s'agit de composer deux forces seulement, il existe une construction plus simple que celle qui consiste à relier ces deux forces par un polygone funiculaire. Il en est de même lorsqu'il s'agit de déterminer le moment d'inertie de deux surfaces, par rapport au centre de gravité.
Soient AF, et AF, les deux surfaces; employons les notations du n* 99 (p. 371), et désignons par ar.y,, ar,AF„ y.AF,, (a:\ + *«,)AF, (ar,y, + C,)F, , fy'j i- ^',)F„ les coordonnées des centres de gravité et les moments de ces surfaces. Nous désignerons par F la somme des deux surfaces et les sommes de moments par les mêmes notations, sans indices.
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Construisant d*abord la centre de gravité, d'après le n* 83, nous aurons:
x,AF, + a;,4F, = 0, et
en désignaDt par / la distance de ces deux centres de gravité, mesurée suivant l'axe des x. Si l'oD substitue les valeurs de 4F, et 4F, que l'oo tire de ces équations, dans l'équation des moments par rapport à l'un des deux axes, l'axe des y par exemple, on obtient :
f = p I(«». + *'.)iF, + (x«, -h *',)4F.l = i [x,x,{x, - X,)
formule que l'on peut aussi déduire directement du n* 99 (p. 374).
Nous ruuarquerons, d'après les données admises dans nos calculs, que X, doit être négatif; tous les membres de celte dernière équation sont par suite positifs et faciles & construire.
Décrivons, sur la ligne / qui joint les deux centres de gravité, un demi-cercle; menons, parle centre de gravité total, l'ordonnée m, rtjoignons son extrémité aux deux extrémités du diamètre par les lignes m, et m,; nous aurons m=z\ — x,x,: m, = V — l^, '• >», — \l^,- Enfin si, i partir du point 1, nous portons k^ sur m, , la perpendiculaire abaissée d>' l'extrémité de k, sur /, sera, par suite de la similitude du triangle, éRal.-
On iihtiuril de la mëtne manière en portant k, sur m, la hauteur
Si Ion porte une de ces longueurs ft, W y, sur une perpendiculaire menée à l'estrémité de m, on obtient comme hypothénuse du triangle rertangle ainsi fnrmé, la longueur \/ m* 4- -—-^ . En portant à l'exlrémilé rie cette nouvelle ligne, sur une perpendiculaire, la longneui
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"\Ff-
on obtient :
ainsi que Tindique la figure.
-ne dépend que des
angles formés par m^ et m, avec / et que ces cingles ne varient pas quand les rapports x^ : x, restent constants, il soBl d'effectuer une seule fois la construction de la fig, 180. Il vaut 0Ûeux se servir de la droite qui
Ca
Pig. 180.
ta / ' ^^ ^.\'1
Bf.
joint les centres de gravité eux-mêmes, parce que c'est celle qui donne la figure la plus grande. Pour construire la valeur de h correspondante «^ une autre direction, celle des y, par exemple, on projette suivant cette direction la longueur m préalablement rabattue sur m; puis, à Textrémité de la projection, on porte, sur des perpendiculaires, les lon-
mj.
\]'i et *. \f^
les m^l et
Pour construire les moments (ar,y, + C,)aF, + (ar,y, -}"C,)aP, , nous transformons les surfaces x^y, + C, en c,/:, soit en employant les coordonnées de Tantipôle, soit directement par une construction graphique, et nous obtiendrons par la substitution des valeurs de aF, et aF, :
C = y [c.,x^ — r,xj.
Mais T est la distance, mesurée sur la tangente k, du point de contact k
ai) UIIMENTS IIKS FOHCES PAHAI.I.ftl.EH.
de celle LaDgciile au diamëlre parallèle à la tangente h : il sufiirH^oac iè
construire -y-^ et — ~^, ce que l'on peut faire de diverses manières.
Dans la fig. 180, cette construction a été effectuée, en portant -|- c, en I suivant une direction quelconque, -J-c, en 2 parallèlement à cette direction ; les lignes qui joignent les extrémités de f , à 2 et de r, à 1 dé-
terminent sur m, ainsi qu'il est facile de s'en assurer, la longueur 7,
& l'aide de laquelle l'elUpse est maintenant complètement déterminée.
Dans les grandeurs que nouii venons d'additionner, tous les A,aP onl été pris positifs. En ce qui concerne les signes C. il faut remarquer que C a le même signe pour des surfaces situées entre les angles opposés par le sommet, formés par les axes et des signes contraires pour des surfaces situées entre les angles adjacents. Les surfaces situées entre des angles correspondants formés par des axes parallèles ont également le même signe. En faisant attention à ces remarques, on voit immédiate m eut sur la ligure, si les moments doivent être ajoutés ou retranchés. S'il fautajouter les moments, les deux c doivent être portés sur le même côté de la droite qui réunit les centres de gravité; s'ils sont de signes contraires, il faut les porter sur des r.Atés opposés. Les deux cas ont été indiqués sur la flgure, et distingués l'un de l'autre par les notations +r,
et — c..-^ est du cfttc de la longueur correspondante -l-i-..
Les constructions que nous venons de développer permettent de déterminer très rapidement les moments des cornières et des fers j\ J. loi'squ'on peut négliger les petites i-ourbiircs des angles. La fi;/. 180 n'a pas été faite pour un de ces cas, pane que les C sont nuls, quand le? côlcs des rectangles partiels sont parallèles, et sont très petits, quand il> sont presque parallèles, comme c'est le cas ordinaire. Notre démonstration n'aurait par suite pas pu être effectuée sur cet exemple. Si 1 ou vent tenir i;ompte des cdiirhures aux f-oinniets. rm appliquera les ci>[istructions du n" H6,
Un a cherché à iralculer approximativement le moment d'inertie ligures annulaires h mince paroi en considérant ce moment comiti diffcrcnlicUe du moment de la surface totale. Par exemple, dans le
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d*un rectangle creux, dont le moment total est -- hc^, on a employé la
iz
rormule
^ (3ic'rfc 4- cW)
dans laquelle db et de représentent les ditTérences des largeurs et des hauteurs du rectangle plein et du rectangle vide.
Le moment d'inertie d'une figure annulaire à mince paroi est approximativement
où A' est la hauteur de Tellipse centrale du contour par rapport à son rentre de gravité, et e l'épaisseur de la paroi.
Soit ^y'(/F le nH)ment d'inertie d'une figure annulaire: la différentielle de cette intégrale, par rapport à ses limites, ne sera en général sensiblement égale à l^es et ne donnera une valeur approchée du moment, que si', dans les deux intégrales eyy^ds et W*^, les ordonnées y
sont prises par rapport au même axe, c'est-à-dire si cet axe passe à la fois par le centre de gravité de la surface annulaire et par le centre de gravité de la surface entière. S'il n'en est pas ainsi, et si les deux axes sont dictants de y,, l'erreur pourrait, dans le cas où il ne se produirait aucune compensation particulière, atteindre y*ees, et être ainsi assez considérable pour que ce procédé de calcul ne pût être considéré comme approximatif. En général . la coïncidence des axes n'a lieu que pour les figures symétriques; il peut toutefois en être ainsi pour d'autres figures, par suite de compensations fortuites.
Si cette condition est satisfaite, il faut en outre que l'accroissement des limites de l'intégration dans l'intégrale qui représente la surface doune une surface dont le contour soit à une distance constante e du contour de la surface primitive. Cette seconde condition n'est satisfaite approximativement, en coordonnées parallèles, que pour les surfaces dont le contour est sensiblement parallèle aux axes, et, en coordonnées polaires, pour les surfaces dont le contour est sensiblement normal aux rayons vecteurs menés par le centre de gravité, c'est-à-dire pour les cercles, les polygones réguliers d'un nombre de côtés assez considérable, et les ellipses dont l'excentricité est faible et pour lesquelles par suite les accroissements des axes diffèrent peu. Quand ces deux condition s De sont pas satisfaites, on ne peut pas en général considérer la différen
tielle totale île \y*dF comine une valeur approximative de e\jr*<b> U
(lilTÉrence sera d'autant plus considérable que la distance entre lesceatres de gravité de la ligure pleine et de la figure annulaire est plus glande, et que l'angle, que la direction du contour fait ayec l'axe, à partir duquel on mesure les y, est plus ouvert.
Pour mieux expliquer ces relations, nous allons calculer, d'après les
différenles méthodes, le moment d'inertie d'un triangle isocèle creui
ayant une base 1res petite.
Soit Ifia- 1^1) le triangle donné, dont la base, la hauteur et les cA tés
n». isi. égaux ont pour longueurs moyennes 6,2; 48 et 48,1. Les
dimensions correspondantes du profil intérieur sont plus
petites de —, et par suite égales & 8,S8, 43,2, 43,29 ; celle!)
du profil extérieur sont plus grandes <
et par suite
égales à 6,83, 52,8 et 52,91. L'épiùsseur de la paroi, mesurée normalement au contour, est constante et égale i
^ = 0,58125; elle n'est que le — de la base et le ^de 1)
hauteur du petit triangle, c'est-à-dire assez petite pour qu'on puisse considérer la surface annulaire comme étant à mince paroi, par rapport aux autres dimensions de la figure. Kn
Hutre, le rapport - de ia base â la hauteur offrirait une >Ui-
bililé sullisanlc pour une poutre.
Il est facile de prévoir ùpriori le résultat du calcul, et di' reconnaître qu'en calculant, comme une différentielle, li' moment d'inertie par rapport à un axe parallèle à la basimenée par le centime de gravité, on commettrait une erreur considérable. Kn effet, la distance entre les centres de gravité du triangle entier et de l'anneau, mesurée perpendiculairement à cet axe, est très grande, car le premier centn' de gravité est situé au tiers de la bauteur, et le second e>l sensiblement an milieu. Eu outre, les deux côtés du triangle forment un angle 1res ouvert avec la base. Si. au contraire. \ on prenait le moment d'inertie par rapporta la hauteur du
' triangle, on obtiendrait une bien plus grande approximation.
car les deux centres de gravité sont situés sur cette hauteur, et les deu\ côtés du triangle forment avec celle-ci des angles tr^s petits. Calculons d'abord l^i valeur exacte du innment. Nous auruna
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3»^,=(5,3029 +--X52,8)xl80,048— (7,92165 +—X 43,2 )1 20,528
Û)î„ = \ (3^X180,048— 2779'xl20,528)=348,94— 156,37=192,57.
Comparons à ces valeurs exactes l'expression eiy'rfs prise comme première approximation. Considérons pour cela la surface annulaire comme concentrée sur le contour moyen. La surface est comme précédemment
Pour les autres moments, onn'aqu'àsubstituerles valeursa=:&=48,l; c=6,2 : $ = 102,4 dans les équations du n* 109 (p. 402). On obtient
_(s^c) (5 + 3c) ^ 96,2 X 121 X 48' X 0,58125 ^^^ ïi; /«X 0,58125- 42X102,4
3(s + c)« ' 3xiÔ8;6*
On voit que le centre de gravité du contour moyen est à une distance
^ale à 22,547 + ^ X 0,58125 — 21,707 = 1,13 du centre de gravité vé-
^^table; l'erreur est ainsi de —-, ce qui est déjà assez sensible. La va-
leur approchée de SW^^ diffère de 203, soit — , et celle de 3JÎ„ de 1,9 ou
ou
^, de la valeur véritable.
Ces différences proviennent de ce que la longueur des côtés du triangle extérieur, et surtout des côtés latéraux, diffère notablement de la longueur des côtés correspondants du triangle intérieur, ce qui fait que
Us centres de gravité des côtés du triangle annulaire ne sont pas situés
sur le contour moyen.
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Calculons enfin les moments comme des différentielles des moments de la surface entière. Nous aurons
3R„ = rf (^ é» a) = ^ (W» + SAM)
= ^(6,2x9,6 + i44xi,24) = 190,66.
91., ne diffère de sa véritable valeur que de i ,91 soit de — rr, tandis que Wt^ diffère de 2444, c'est à-dire de près de
XvAJ
-, et ne peut par suite nullement être considéré comme
une valeur approchée. On peut facilement se rendre compte de cette grande différence en construisant la figure à laquelle se rapportent les moments que nous venons de
calculer.
Gomme le moment ^ bh* par rapport au centre de gra-
vite est un moment central, ^(rj:^^'*) ne pourra être un
moment central que si 7— [b -{-db)Ut -\-f/bY en est aussi un.
Par suite, si nous ne conservons que les premières puissances de db et de dh, les difFérentielles des moments drmnent le moment de la surface annulaire, romprise mire deux triangles, dont les dimensions sont déterminées par hh d'une part, b -{-db, h -f dh de l'autre, et dont les rentres (k gî^avité coïncident, La fig. 182 représente le triangle annui laire, dont les moments d'inertie sont donnés par les dilTé-
rentielles; la hauteur de la base est - dh = 3,2, et celle de la pointe est
^dh =6,4, au lieu de 0,58125 et 9,01775. On voit par là que la surface
de la petite base se trouve considérablement augmentée, ce qui auirmente d'autant plus le moment que, d'après le n' 109 b (p. 405), le plus petit côté d'un triangle ne coupe jamais l'ellipse centrale. Au contraire, le moment d'inertie de ce triangle, par rapport ;\ la hauteur, concorde
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complfttement avec le moment véritable, parce que toute parallèle à la hauteur intercepte des segments égaux sur les fig. 181 et 182.
T..es résultats de cet exemple confirment ce que nous avons dit au commencement de ce numéro, et nous pouvons en tirer cette conclusion pratique que, dans le cas de surfaces annulaire» , on ne doit pas considérer les différentielles des moments des surfaces entières comme dtmnttnl des valeurs suffisamment approchées des moments v^itables.
FLANIHÉTHE DES MOHEnTS
H. le professeur Amsier a, dans le premier volume de l'année 1856 du journal de la société des sciences naturelles de Zurich, fait connaître la construction d'un planimètre qui donne, par un procédé mécanique, analogue à celui du planimètre décrit au n* 37 (p. 119), la surface, le moment statique et le moment d'inertie d'une figure, dont on suit le contour au moyen d'une pointe.
Un instrument de ce genre a été construit, avec quelques amélioralions importantes, pour le Polytecbnikum de Zurich, et, sous cette nouvelle forme, il rend de grands services. Nous allons en donner une courte description et en faire connaître la théorie.
L'instrument consiste {fig. 183} en un chariot monté sur deux roues
assujetties à suivre la rainure d'une règle, de telle sorte que le chariot ne peut se déplacer qu'en ligne droite parallèlement à lui-même. Sur le chariot est montée une roue dentée à axe vertical, qui peut être mise en mouvement par un bras horizontal, à l'extrémité duquel est fixée la ptinte traçante.
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La roue dentée n'a pas partout le meine rayon: mais elle est formée de deux parties, dont les rayons ont des longueurs qui sont entre el'es dans le rapport de 3 à 2. Sur celte roue engrènent deus roues plus petites, dont le rayon, qui est le mCine pour les deux roues, est le tiers du plus grand rayon de la roue centrale, et par suite la moitié de l'autre rayon. Les axes des trois roues dentées sont situés dans un plan perpendiculaire à la direction du la règle: ils laissent le plus de jeu possible pour le déplacement du bras de la ruue centrale, mais ne permettent pas Je rabattement de ce bras dans l'autre sens. Le bras de la roue se tronve ainsi toujours du même cAté du chariot.
A la tige qui porte la pointe est adaptée une roulette dont l'axe est parallèle à celui de cette tige. Comme l'autre extrémité de la tige, qui est fixée sur le chariot, décrit une ligne dr<)ite. c'est-à-dire une figure dont la surface est nulle, le chemin parcouru par la roulette, multiplié par la longueur de la tige, donnera, d'après len' â6[p. 118], la surface F de la fignre décrite par la pointe.
A chacune des petites roues dentées est aussi adaptée une roulette. Lorsque la pointe est située sur la parallèle à la règle que décrit l'autre extrémité delà tige, c'est-à-dire le centre de la roue principale, l'axe de ta roulette adaptée à la petite roue en contact aven le rayon 2 est perpendiculaire à la direction de la règle ; l'axe de l'anlrû roulette est parallèle à cette mfime direction. Dans une position quelconque de la pointe, si on appelle ? l'angle de la tige et de la règle, les axes des deux roulettes forment des angles de 90* + 2^ et So avec la règle. La fîg. ISi montre ces relations.
L'instrument est construit et équilibré d'une manière IrÈs-iugénicuse. Le cadre, qui porte les trois roues dentées, n'est pas réuni d'une manière fixe au chariot, mais au moyen d'une charnière, et il est équilibré au moyen d'un contre-poids, de manière que les deux roulettes aiiaf)tées aux petites roues exercent une pression douce sur le papier. La ti^e qui porte la pointe est de même fixée sur la roue centrale, au moyen d'une charnière, et son propre poids sert à presser la pointe contre le papier. Enfin, une troisième fharnière relie la roulette de la lige à cille tige, et, comme le poids de cette roulette ne suHirait pas pour exercer une pression convenable sur le papier, cette pression est Icgèremont augmentée au moyen d'un ressort. JjCs longuenis respectives, donnée* aux différentes charnières sont combinées de façon que, sans nuire à l.i rigidité de l'appareil, les trois roulettes et la pointe soient maintenueconstamment en contact avec le papier et que cependant le presfioii soit assez douce pour laisser toute la facilité désirable au niouvemeni de la pointe, que la main doit pouvoir diriger sans effort suivant le
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contour de la fi^re ; ce probtème de mécaoïque pratique , qui n'est certainement pas facile, a été résolu ici d'une manière à la fois simple et élégante.
Recbercbons maintenant quel est le chemin parcouru par chaque roulette, lorsque la pointe décrit une figure fermée de surface F.
Soient b la longueur de la tige, u, le périinêtre de la roulette fixée sur cette tige, et a, le nombre des rotations elTectuées par cette roulette, c'est-à-dire s, u^ le chemin parcouru.
La surface de la figure sera alors, d'après le a* 26 (p. 118) : P = «,(«.*).
Gomme a, doit donner la surface de la figure, il convient d'adopter pour u, et à des dimensions telles que la produit a^b soit égal à l'unité de surface, soit, dans le cas de l'instrument que nous avons sous les feus, 1 décimètre carré.
Pour obtenir les chemins a,u, et a,u, parcourus par les deux autres roulettes, imaginons par la pensée que les axes de ces roulettes aient une
Pi«. IM,
longueur b. L'extrémité de chaque axe décrira une courbe que oons avons indiquée par un trait pointillé sur la fig. 184, et les surfaces de ces deux courbes seront respectivement 9<,(ti,6) et »,{u,b).
KOnCES PARALLÈLES.
Appelons : la largeur variable de la figure donnée mesurée parallèlement à la régleUtJ, et désignons de la mfiine manière la largeur des deux autres flgiires. Cette largeur : sera la même dans les trois figures pour des positions simultanées des tiges. Les ordonnées y, , y,, y, des extc^ mités de ces tiges par rapport à des axes parallèles à la règle et menés par les centres des trois roues sont, pour une valeur donnée de f :
!)^^^ll sin »,
y, = * 8in(90* + "à^) = icosa^ = 6(1 — 2'sin' f) = 6 ^,
Les surfaces des trois figures sont par suite : Od a donc en définiUve ;
Les termes entre parenthèses ne ricpendenl <|ue ries diinension' iIp l'instrument cl sont par suile des coefficients const^mts pour un même appareil. Dans le cas de notre instrument, on a :
■ilî^v = "'■''^53 «. — 0,2633cij .
Pour obtenir le changement de signe do M^, on a simplement nnmôrolé les divisions de la seconde roulette en sens inverse des divisions des deux autres.
Une fois l'instrument construit, une petite correction de la longueur h de la tige a permis de rendre le produit èm, rigoureusemenl égal à I. et l'on a ensuite déterminé les autrei coefficients, en appliquant l'iiislrnment àdes figures dont la surface elles moments étaient connu-, "n
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peut inversement, lorsque ces coefficients sont connus, en déduire les dimensions rigoureuses des différentes parties de l'instrument. Des équations
i ^»ti, = 0,7753 et ^ii, = i,
on tire :
0 = 4,7610, M, = i = 0,5678 et d, =^=0,1808,
rf, étant le diamètre de la première roulette. Nous appellerons de même d^ et d^ les diamètres des autres roulettes, et nous aurons :
3 (tV«'«.) _ „ _ 3 X 0,2633 _ . ^ -niRil
TÔ*^ = "• = 1 ,7610 X
Dans ces différentes équations, Tunité de longueur est le diamètre.
Les erreurs, que Ton peut commettre avec cet instrument, sont, comme pour le planimètre polaire, plutôt des erreurs absolues que des erreurs relatives. On ne peut compter sur Texactitude de la millième partie du périmètre de la roulette, en faisant la lecture au vemier. A
cette erreur absolue correspond, pour F, — de centimètre carré, quelle
que soit d'ailleurs la grandeur de la surface. Pour 3Ryy, Terreur absolue correspondante est de 7ôoôX** = ^^XO»^*; Terreur relative, que Ton peut commettre sur ce moment, est égale à celle que Ton peut commettre sur la surface, multipliée par (t) > ^ étant le rayon de gyration.
ce dernier rayon étant, pour les pièces métalliques isolées que Ton a à considérer dans la pratique, plus petit que 1 décimètre, on voit que Terreur relative sur le moment d'inertie est en général beaucoup plus grande que sur la surface. Néanmoins, le degré de précision que Ton peut obtenir est encore beaucoup plus considérable que celui qui affecte la détermination des coefficients de résistance, c'est-à-dire que le degré de précision qui sert de base aux constructions métalliques. L'emploi du planimètre pour la détermination des moments d'inertie peut donc offrir des avantages marqués dans la pratique.
Si la position du centre de gravité de la section dont on s'occupe n'est pas connue à l'avance, on déterminera d'abord les moments pour un axe choisi approximativement, de façon à passer aussi près que possible du èentre de gravité. On calculera alors au moyen de ces moments et
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en se servant de la règle à calcul la distance du centre de gravita à l'axe d'après l'équation ;
^■oiir avoir le moment d'inertie par rapport i un axe passant par le
centre de gravité, on se servira de l'équation :
Au moyen de deux ou trois de ces moments, on pourra consbvirs l'ellipse centrale et déterminer ainsi le moment d'inertie par rapport i un axe quelconque passant par le centre de graTité.
H. Amsler nous a montré récemment un nouTeau plaoimëtre des moments qui est très simplifié, et dont le prix sera beaucoup moins élevé que celui de l'instrument que nous venons de décrire. Mais ce nouveau planimètre exige trois opérations séparées pour déterminer la surface et les deux moments.
Gomme il ne nous a pas été possible de faire préparer une figure pour accompagner la courte description que noua allons donner, le lecteur voudra bien y suppléer en combinant la fig. 84 (p. 119) et la fig. 184, comme nous allons l'indiquer.
La tige OB de la fig. 84 porte à son extrémité la roue principale doni le centre coïncide avec le point B; un arrôt permet de user la roue sur la tige, ou au contraire de la laisser tourner librement sur son axe. Dans ce dernier cas, la roue ne fonctionne pas.
La tige AB porte en C une petite roue dentée qui engrène avec la roue précédente, et dont le diamètre est la moitié du diamètre de celle-ci. Cette roue peut aussi être fixée ou rendue libre sur la tige; elle porte l'unique roulette de l'instrument.
Si cette roue csl fixée et la roue en B rendue libre, on a le planimètre ordinaire; la roulette de la roue G décrit un chemin proportionnel à ia surface.
Si on relie l'extrémité A de la tige AB à un chariot qui glisse K' lon^; d'une règle, comme dans la fig. 184, et qu'on fixe la roue principale sur la tige OB, on obtient une disposition analogue à celle qui, dans la /xg. 184, sert iV la détermination des moments staliqnes. Le nombre de tours qu'effectue la roulette, lorsque le point 0 décrit le contour d'une figure, est proportionnel au moment statique.
Enfin, si on relie la lige OB au chariot et qu'on fixe la roue B sur cette tige, mais dans une autre position que précédemment, ce qu'on obtient
FLANniÈTKE DES MOMENTS. 441
au moyen de Tarrêt et de rainures particulières, la roulette, portée par la petite roue, décrit un chemin, qui est proportionnel à la somme du moment d*inertie et du produit de la surface par une constante.
Les formules pour la surface et le moment statique sont identiques à celles que nous avons établies plus haut; mais la formule relative au moment d*inertie s'établit d'une manière un peu différente. Imaginons qu'au centre de la petite roue soit fixée une tige de longueur a, et déterminons les figures fermées que décrivent les extrémités de cette tige. L'aire de la figure décrite par le centre n'est pas égale à 0 comme dans la fig. 484, où cette figure est une ligne droite; mais elle a une certaine valeur, que nous devons déterminer.
Désignons par y\ les ordonnées de cette figure et par a, la distance des centres des deux roues. Les ordonnées des courbes décrites par les extrémités de la tige idéale a seront :
y, = asin 3(p — a, sin (p = n di ^jy — ^ |î» y,=a,sin(p = ^yn.
On en déduit :
Les aires des figures décrites seront par suite :
(3±?2)p_11a«F et -T, \ aj a^ a
On reconnaît facilement que ces deux aires sont décrites en sens inverse Tune de l'autre, et l'on a dès lors, pour le chemin parcouru par la roulette (celle-ci étant placée sur a,) :
asflw, = 3F r A'Pi
d'où
Gomme nous ne possédons pas ce nouvel instrument, nous ne donnerons pas le calcul inverse des dimensions au moyen des constantes*
{*] Dans ces formules, il faut prendre le signe + on le signe — selon que la roulette sera placée snr a, on sur «on prolongement.
iiS MOHBNTB DBB PORCtB PAEiULIALES.
On Toit que la signiAcabon des constantes s'est un peu modifiée, mais que la rorme de la formule est restée la mftnie.
Ce nouveau planimëtre des moments est plus simple et plus maniable que le premier instrument à trois roulettes que nous avons décrit. Mais les opérations à effectuer sont beaucoup plus longues, et l'on peut se , demander si les résultats sont aussi exacts. N'est-il pas à craindre qn'api-ès avoir saccessivomcnt lise et rendu libres les roues et les tiges de l'appareil, les ditl'érentes parties ne reviennent pas exactement i leurs positions primitives? Ce qui est certain, c'est que, pour le planimètre ordinaire {fig. 84], les instruments dont toutes les parties sont fixes donnent des résultats bien plus exacts que ceux dont la longueur de la tige peut 6tre modifiée, pour cbanger la base de réduction.
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Le moyen le plus simple pour déterminer le moment d'inertie et par suite le rayon de gyration d'un profit limité par une courbe irrégulière consiste, comme nous l'avons indiqué au n* 98 (p. 367], à décomposer ia figure en bandes parallèles ou Irapëses et à former le moment du second degré de chaque élément.
Pour expliquer les constructions i effectuer dans ce cas, nous prendrons comme exemple le profil de rail de la PI. XII, , dont nous avons déjà déterminé le centre de gravité par un procédé analogue, an n* flfi (p. 361). Nous reprendrons la question au point ofi nous l'avons laissée dans ce numéro.
Nous avons vu que les segments az* de l'horizonLale passant par W rentre de f,'ravilé -iont proportionnels aux moments simples i/aP des trapèzes élémentaires ; pour obtenir les moments, il faut multiplier l'cs sep-
menls par- a:'|, = F=;47,'7() cent, carrés, tlonsidérons par suite ).i
droite :" comme un polygone des forces, dont les composantes sont représentées par les segments i;", et regardons ces composantes comme agissant suivant la direction des médianes horizontales des différenltrapèzes. Nous pourrons ainsi construire un second polygone funiculaire, ayant ses sommets sur ces horizontales. Ce polygone a la forme d'un S. et ses c6lés iiiterceptcnl, sur l'hori/.ijntale passant par le centre de gravité, des segments proportionnels aux moments des i;". Pour obtenir les moments eux-mêmes, on n'a qu'à niulliplier les segments par la distance r du pôle du nouveau polygone des forces à la droite :". On aura ainsi :
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Mais on a déjà, d*après le n** 96 d (p. 356) :
par suite,
- PcAz*' = y'AF.
Il résulte de la forme en S du second polygone funiculaire, que tous les Az"^ sont dé même signe, des deux côtés de Thorizontale passant par le centre de gravité, ce qui doit être puisque y* ne change pas de signe quand y change de signe. Les différents Az'^ donnent par suite une somme zj'J telle que :
Dans la pratique, on n*a jamais à faire usage de la valeur complète du moment d'inertie avec ses quatre dimensions, mais seulement de cette valeur, divisée par des surfaces ou des lignes.
Si Ton veut construire la hauteur de l'ellipse centrale, on doit diviser
le moment d*inertie par la surface F ; c'est pour ce motif que nous avons
pris le produit des deux premières bases -^o^!^^ égal à un sous-multiple
de la surface, soit - F. Si Ton veut déterminer le moment de résistance
on doit diviser le moment d'inertie par la distance c, au centre de gravité, de la fibre la plus éloignée. Nous avons, par suite, pris sur la PI. XII, , comme distance du second pôle à la ligne des z'\ la distance du sommet du champignon au centre de gravité du rail. On n'a ainsi, pour effectuer les divisions, qu'à laisser de côté les facteurs correspondants.
Nous résumons ci-après les formules des moments obtenus au n*'96(/, et que nous venons de construire, en indiquant les facteurs dans l'ordre suivant lequel ils se présentent comme bases de transformation :
2AF = a2' = F,
2yAF = a.-z;.z'' = ^F.z",
iU MOHClfTS DBS FORCES PARALLÈLES.
Quand la construction graphique a pour but de déterminer les moments des forces agissant sur une section et que la fibre neutre coïncide avec Taxe, lieu des centres de gravité des sections, la force agissant sar un nombre quelconque d*éléments de la section et son moment ont pour valeurs, d*après le n* 105, en y faisant y^ = 0:
p étant reffort auquel est soumise la fibre à la distance c.
Dans toutes ces sommes, les limites des z doivent naturellement concorder avec celles des éléments auxquels se rapportent les forces et les moments considérés. F. et z^ s'étendent aux n bandes ou éléments de la section, soit 19 dans Texemple du rail, et sont des constantes dans les formules précédentes. F„ est Taire de la section du rail, et pF„ la force à laquelle cette section pourrait résister, si elle était soumise à des efforts uniformes p dans toutes ses parties. Cette force joue, dans les expres-
sions de Q et de £t, le rôle d'une base de réduction, et ^ je* est le bras
du levier, suivant lequel cette force doit agir, pour produire un moment égal à celui que Ton obtient réellement.
Lorsqu'on a achevé la construction des polygones funiculaires, on
construit h en ajoutant la longueur ^ c h 2'"„, et en décrivant une demi-
circonférence sur la somme; l'ordonnée correspondante au point de
séparation des segments -c et z'\ est la hauteur h de l'ellipse centrale.
Pour déterminer les moments par rapport à l'axe vertical du rail, nous pouvons, d'après le n» 101 (p. 378), regarder la demi-surface de chaque bande comme concentrée aux extrémités du diamètre conjugué à cet axe; on peut encore, puisque l'axe vertical est un axe de symétrie sur lequel sont situés, par suite, les centres de toutes les ellipses des bandes, considérer la surface totale de chaque bande comme concentrée à une extrémité du diamètre. Pour les bandes, qui peuvent ôtre regardées comme rectangulaires, la longueur du diamètre est égale
à sJl=o,
57735 de la largeur totale de la bande. Pour les bandes qui
ne peuvent être assimilées à des rectangles, par exemple pour la première, qui est parabolique, nous avons dû construire directement Tellipse d'inertie. Nous avons numéroté les extrémités des diamètres ; les deu.x
KLLIPSE CENTRALE DU NOYAU D*UN PROFIL DE RAIL
polygones funiculaires doivent avoir leurs sommets sur les verticales passant par ces extrémités.
Pour la construction des premiers polygones, nous avons utilisé le polygone des forces déjà construit. Les côtés du polygone funiculaire sont perpendiculaires aux rayons correspondants issus du pôle Ot et aux côtés du polygone qui a servi à la construction du centre de gravité. Les segments /' interceptés sur Taxe vertical du rail par les côtés du premier polygone funiculaire forment le polygone des forces du second polygone funiculaire. Nous avons pris le pôle 0, à la distance c' de la fibre la plus éloignée, située à l'extrémité du patin. Les côtés extrêmes de ce polygone interceptent, sur Taxe du rail, la longueur z'^,,. La
résistance transversale du rail sera, par suite, égale à - (pF) z**,,. Poyr
construire la longueur k de Taxe horizontal de Tellipse, nous avons
décrit une demi-circonférence sur ^ c etz**,,, placés à la suite l'un de
l'autre et pris l'ordonnée correspondante au point de séparation de ces deux segments.
Si on décrit, sur les axes d'une ellipse, deux cercles concentriques, et qu'on considère le segment intercepté entre ces deux cercles sur un diamètre quelconque, comme la diagonale d'un rectangle, dont les côtés sont parallèles aux axes, le sommet de ce rectangle, compris entre le diamètre considéré et le grand axe est toujours situé sur l'ellipse, et le rayon qui, du centre, projette le quatrième sommet, est parallèle à la normale. Nous avons utilisé cette propriété bien connue de l'ellipse, pour construire, PI. 12,, l'ellipse centrale et le noyau. Nous avons indiqué aussi la construction de l' antipolaire m du point M, et de l'antipôle N de la droite n.
Du centre de gravité S, nous décrivons deux cercles concentriques avec h et k pour rayons, et, sur le segment du rayon SM compris entre ces deux cercles, nous construisons un triangle rectangle ayant ses côtés parallèles aux axes. Le sommet de ce triangle est situé sur la diagonale d'un rectangle dont le troisième sommet iJ est situé sur SM et sur l'ellipse, et dont le quatrième sommet T donne la direction ST de la normale. L'antipolaire m coupe SM à la distance SU : SM de S. Pour construire cette longueur, nous portons, perpendiculairement à SM, SU'= SU, et la perpendiculaire en U' à U'M donne, par son intersection avec le prolongement de SM, un point de l'antipolaire m, qui est, comme la tangente en U, perpendiculaire à ST.
Pour construir% l'antipôle de la droite n, nous menons, de S, une perpendiculaire à cette droite. Elle passera par un sommet du rectangle
dont le quatrième sommet est un point Y de Tellipse, pour lequel la tangente est parallèle à n. Un triangle rectangle, construit sur le segment intercepté sur cette perpendiculaire, donne la diagonale de ce rectangle, et détermine ainsi le point Y. L'antipôle cherché est situé sur SY; nous prolongeons SY jusqu*en N' ou n, puis nous élevons SV perpendiculaire et égal à SY; la perpendiculaire à rtT menée sur le point V donne, par son intersection avec SY, Tantipôle N. En construisant de cette manière la IBigure réciproque du contour convexe du profil, c*est-à-dire le noyau central, on obtiendra en même temps un nombre suflSsant de points et de tangentes de Tellipse centrale.
La construction, que nous venons d'exposer, est toujours la plus simple lorsque les axes sont donnés ou faciles à déterminer.
il6. EtUPSE CENTRALE ET NOYAU D*UN FER CORNIÈRE
Afin de montrer encore comment on peut composer ensemble différentes surfaces pour la construction des moments d*inertie, nous avons, PI. XIII, construit Tellipse centrale d*une cornière^ en divisant chaque branche en deux trapèzes à bases parallèles, ce qui fait quatre trapèzes pour l'ensemble du profil.
Nous portons sur la verticale z les surfaces réduites à la base a =0*,04; nous prenons comme seconde base la distance polaire =z' =0'",1 01 i). et nous déterminons le centre de gravité S au moyen de deux polygones funiculaires, dont l'un a ses côtés respectivement parallèles, l'autre ses côtés perpendiculaires à ceux du polygone des forces, et dont les sommels sont situés sur les horizontales et les verticales, passant par lc> centres de gravité des quatre surfaces partielles. Les lignes, qui ont servi à effectuer cette construction, n'ont pas été conservées sur la liguiv.
Cela fait, nous dessinons les ellipses d'inertie des quatre surfactN. Les dimensions de la surface 1 sont si petites et son centre de gravite est si éloigné du centre de gravité total, que l'écart entre l'antipôle et le centre de gravité n'est pas appréciable. On peut, par suite, supposer la surface aF, concentrée au centre de gravité.
Pour la surface aF, les antipôles doivent servir à déterminer les moments d'ordre supérieur. 11 est nécessaire de déterminer avec précision Tantipôle de Taxe vertical, parce qu'il doit servir à la construction
de -. Pour cela, nous tra(;ons d'abord le diamètre conjugué à Taxe ver n
tical, nous portons sa longueur normalement à sa direction réelle, et
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nous obtenons le point 2' par le procédé que nous avons déjà indiqué. L'antipôle de Taxe horizontal ne sert qu'à la construction de A', et, par suite, on n*a besoin de déterminer que Thorizontale sur laquelle il est situé. On peut, dans ce cas, se dispenser de construire le diamètre conjugué à Taxe horizontal et obtenir le point 2'', sur le diamètre vertical, au moyen de Tune des deux tangentes horizontales de Tellipse centrale. Le point 2" n'est pas Fantipôle de l'axe vertical, mais il est situé sur la même horizontale que cet antipôle.
L'ellipse centrale de AF, est coupée par l'un des axes; dans ce cas, il
est avantageux de considérer chacun des éléments - aF, comme concentré à chaque extrémité des diamètres conjugués aux deux axes. Le
diamètre conjugué à l'axe vertical, devant servira la construction de -,
les points 3' et 3" doivent être pris exactement aux extrémités de ce diamètre, tandis que, pour les points 3, et 3„ qui doivent servir à la construction de k^j il suffit de les prendre sur les tangentes horizontales.
Les sommets du premier polygone funiculaire sont situés sur les verticales des centres de gravité 1, 2, 3, 3, 4. Les côtés de ce polygone interceptent sur l'axe passant par le centre de gravité les àz'\ qui servent à construire un second polygone comme polygone des forces. Nous avons pris la distance polaire égale à la distance c de la fibre la plus éloignée. Les sommets du second polygone funiculaire sont situés sur les verticales 1, 2\ 3', 3'', 4; ce second polygone donne z^^, au moyen duquel on construit h = ^cz\, ce qui n'exige aucune nouvelle explication.
On construit k de la même manière. Les sommets du premier polygone funiculaire, qui relie les horizontales, sont situés sur les horizontales 1, 2, 3, 3, 4. Elles interceptent sur Thorizontale passant par le centre de gravité les segments az", au moyen desquels on construit^ avec une distance polaire c, égale à la distance de la fibre la plus éloignée, un second polygone funiculaire ayant ses sommets sur les horizontales 1. 2", 3,, 3„ 4. Le segment z'^^ intercepté sur l'horizontale du centre de gravité, permet de construire k=\/cz"'^.
Pour construire r, nous utilisons les segments Az" de la verticale du
centre de gravité, nous prenons comme distance polaire A, et, au moyen de ce polygone des forces, nous construisons un polygone funiculaire, ayant ses sommets sur les horizontales 1, 2', 3', 3", 4' et ses r,ôtés respectivement perpendiculaires aux rayons correspondants du polygone des forces. Comme les' centres de gravité de toutes les surfaces sont situés dans le même angle des axes et que, par suite, tous les yzùF ont k
même signe, il ne peut y avoir de doute sur la position du point de contact sur la tangente horizontale à Tellipse centrale, dont la distance au centre de gravité est A;, car ce point de contact doit être situé dans le même angle des axes que les centres de gravité des surfaces. Si les centres des aF ne se trouvaient pas dans le même angle des axes et que, par suite, les àar=zxy6^\cY fussent de signes différents, le point de contact devrait être situé dans le même angle des axes que les âF dont le ZAz"* est le plus grand, ce qu*un simple coup d*œil jeté sur Tépure permet d'apprécier.
Nous pouvons maintenant, au moyen de A, k et t-» construire, PI. XII,,
Tellipse centrale d'après les règles développées au n* 101 (p. 377). Décrivons un demi-cercle sur les points d'intersection de la tangente -f- A; avec les deux tangentes + A et — h parallèles à z ; le point d'intersection G de ce demi-cercle et de la perpendiculaire à la tangente -f A;, menée par le
point -r , est le centre d'involution. Le demi-cercle, qui a son centre sur
-f- k^ et passe par le centre de gravité S et par le point G, détermine, par son intersection avec + k^ un point de chaque axe de l'ellipse. En rabattant, de chacun de ces points, le centre d'involution sur la tangente -f kj on obtient des points des tangentes aux sommets. Enfin, en rabattant la perpendiculaire G sur la tangente, on obtient des points des tangentes aux extrémités de l'axe y. On pourrait, en décrivant deux cercles sur les axes de rellipse, construire des polaires et des antipôles correspondants par le procédé que nous avons indiqué au n* précédent. Mais on peut construire directement ces polaires et ces antipôles au moyen du centre d'involution G, sans déterminer les axes. Soit, par exemple à construire Tantipolaire du point N ; menons, par le point N, le diamètre n\ et décrivons un cercle passant par les points n\ C et ayant son centre sur -|- k\ le point d'insersection m appartient au diamètre conjugué parallèle à Tantipolaire cherchée. Soit, au contraire, à construire l'antipôle de la droite m; menons par le centre de gravité S le diamètre parallèle m', et déterminons, au moyen d'un demi-cercle passant par G, le diamètre conjugué n\ sur lequel est situé l'antipôle cherché. Si maintenant on rabat, du point in le centre d'involution sur la tangente -|- k, on obtient un point de chaque tangente à l'extrémité du diamètre n ; les tangentes sont complètement déterminées, puisqu'elles sont parallèles à m\ et leur intersection avec n' donne deux points de la courbe. En portant perpendiculairement à n en ST, la longueur du demi-diamètre, et construisant l'angle droit NTM, le point M est l'antipôle de la droite m. La parallèle n à n , menée par ce point M, est l'antipolaire du point N.
Cette construction n*est guère plus compliquée que celle que nous avons indiquée au n* précédent, au moyen des cercles décrits sur les axes.
On obtient le noyau central en construisant les éléments antipolaires des points et des lignes formant le contour du fer cornière (PI. XIII).
Gomme Tellipse centrale n'est pas complètement située à Tintérieur du profil de la cornière, le noyau n'est pas complètement situé à Tintérieur de l'ellipse.
Nous avons représenté, PI. XIV, quelques-uns des profila de fers les plus usités, avec leurs ellipses centrales et leurs noyaux; en étudiant ces profils, on peut s'exercer à apprécier les formes de l'ellipse centrale et du noyau et à les dessiner à vue d'œil. On arrive ainsi à se rendre compte, par un simple coup d'œil, des propriétés respectives des diffé- . rentes formes de fers.
Les anciens procédés graphiques sont encore, quelquefois en usage pour construire les ellipses d'inertie et les noyaux. Quoique ces procédés soient moins commodes que ceux que nous avons exposés dans les deux numéros précédents, ils peuvent être utiles dans certaines circonstances et il convient de les faire connaître.
Nous avons construit, PI. XIY, , l'ellipse centrale au moyen de trois couples de tangentes au lieu des moments centrifuges. Décrivons des demi-cercles sur les segments interceptés sur la tangente horizontale inférieure par les deux autres couples de tangentes; leur intersection donne le centre d'involution G. Gomme dans le numéro précédent, en décrivant un demi-cercle passant par G et par l'intersection d'une parallèle à une tangente menée par le centre de gravité, on obtient un point du diamètre passant par le point de contact de cette tangente. Les directions des axes s'obtiennent au moyen d'un demi-cercle passant par G et par S. Pour déterminer la longueur du petit axe, décrivons un cercle sur le segment intercepté sur cet axe par une tangente et par l'ordonnée de son point de contact; la longueur du petit axe est égale à la longueur de la tangente menée de S à ce cercle. Si, en effet, on décrit un cercle avec la longueur de cette tangente comme rayon, le petit axe sera divisé harmoniquement par les/leux cercles, puisque ces cercles se coupent à angle droit; comme d'ailleurs le point S est situé au milieu de l'intervalle des points d'intersection du cercle décrit avec la longueur de la tangente et de l'axe, ces points sont les extrémités de cet axe.
Cette construction peut utilement Être appliquée lorsqu'on a déterminé, au moyen du planimètre des moments, trois moments d'inertie, c'est-à-dire les distances du centre de gravité à trois tangentes.
Sur la PI. XIV, , nous avons établi, entre l'ellipse centrale et le cercle décrit sur le petit aie, une relation collinéaire, telle que ces deux figures aient en commun le petit a.xe lui-même et le point à l'in&ni sur la direction du grand axe. Les abscisses des points correspondants sontalorf dans le rapport des axes. On n'a, par suite, qu'à construire la flgure correspondante au contour du profil, par rapport au cercle, en esécutanl toutes les constructions polaires par rapport à ce cercle, et à passer ensuite de cette figure à ta figure correspondante par rapport à l'ellipse. Considérons, par exemple, le point M du contour; son symétrique est M,, et le point M, correspondant à M, s'obtient au moyen de deui rayons SM, et SM, tels qu'ils coupent à la même hauteur deux tangentes parallèles au petit a.ve, menées aux corcics décrits sur les deux axes de l'ellipse. En menant de H, deux tangentes au cercle décrit sur le petit axe, on obtient ta polaire m, du point M, par rapport au cercle. En utilisant les rayons qui passent par les points de contact de ces tangentes, pour déterminer des points de l'ellipse au moyen de deux cercles concentriques décrits sur les axes (par la mëtliode bien connue, à laquelle nous avons eu souvent recours), les points obtenus sont sur l'antipolaire m du point M par rapport à l'ellipse.
La construction de la /fj/. 5 ne diO%re de celle de ta fig. 6 qu'en ce que la relation collinéaire a été établie avec le cercle décrit sur le grand axe. et non avec le cercle décrit sur le petit axe. Dans ce cas, le point .M,. d'où l'on mène deux tangentes au cercle, est te point M, , déplace parallèlement au petit axe, au lieu d'être déplacé parallèlement au grand axe. comme dans la fig. 6.
Lorsqu'on emploie un profit de fer comme poutre, ce profil doit, pour une m6me surface, présenter te plus grand moment de résistance possible et la plus grande hauteur possible pour le noyau central. Cette dernière condition a pour but de donner la plus grande sécurité possible pour l'écart entre le point d'application de la résultante des forces exlérieures et le centre de gravité, parce que, dans la plupart des cnuslructions, cette résultante ne doit pas sortir du noyau central. Le monieul
de résistance est, d'après le n* 103 (p. 390), égal à — - pF; pour une môme valeur du coefficient de résistance p, ce moment a trois dimensions ; par suite, chaque dimension devant être divisée par ^F. >i TtiLi veut rapporter le moment à la même surface, il faudra diviser la moment
lui-même par F*, ce qui donne
Cette expression représente donc un coefficient qui croît ou diminue lorsque le moment de résistance croit ou diminue, la surface du profil restant la même, ainsi que la matière employée ; ce coefficient peut par suite servir à comparer la valeur des différentes formes de profil au point de vue de la résistance.
Quant à la hauteur du noyau central, il faut la diviser par ^. Si on
désigne par c et c les distances des deux fibres les plus éloignées par
k* k* rapport au centre de gravité, la hauteur du noyau central sera 1- -d
et le rapport cherché sera
Dans les profils symétriques, c est égal à c\ dans les profils non symétriques, c est plus grand que d. Par suite, dans les premiers profils, le
coefficient fx est le double du coefficient — -=, et, dans les seconds, il est
un peu plus grand que le double. Mais, en réalité, les deux coefficients représentent une seule et même propriété, c'est-à-dire la valeur de la forme du profil au point de vue de la résistance.
Nous donnons, dans le tableau ci-après, la valeur de ces coefficients pour les différents profils construits PI. XII, XIII et XIV :
Ce tableau exprime en nombres des propriétés bien connues. Nous trouvons, comme forme du profil la plus avantageuse, le double T9 qui réunit le plus de matière possible daus les parties les plus éloignées du
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centre de gravité, et donoe pHr suite la plus grande résistance pour une même surface. Son coenicient de résistance est 1,04, et celle valeur pourrait même être augmentée, en renforçant les ailes aux dépens de l'àine, qui a une force plus que suffisante. Au contraire, on diminuerait la valeur du coefficient en renforçant l'âme aux dépens des ailes, comme cela a lieu pour les profils J el C PL XJVms, dont les coefQcients sodI pôspectivement 0,738 el 0,712. Après ces deui profils, vient le fer Zorès 0, PI. XIV,, qui n'a, par suite de sa faible hauteur, qu'un coefficient égal à 0,522. Le fer i de la PI. XIV, a un coefficient de 0,506, presque égal à celui du fer Zorès; le rail de la PI. Xll est plus faible à cause de la grande épaisseur donnée à l'Ame; son coef&cient n'est que de 0,49. hè fer +, PI. XIV,, est beaucoup plus faible encore, car son coefficient n'est que de 0,1S1. Hais le plus désayantageuz de tons les profils est le rail plat américain Pf , PI. X1V„ dont le coefficient s'abaisse à 0,085. Pour cette forme de profil, la résistance est 13 fois plus faible que pour la forme à double T- Cependant, c'est une forme de ce genre que l'on essaye d'introduire sur certains chemins de fer allemands. Et si l'on s'informe des motifs qui ont détenniné l'adoption d'un ^e ausn mauTais, on apprend que le but principal que doit remplir ce rail n'est pas de supporter des trains, mais « d'incommoder le motni pottiMe U puàUel »
Nous devons encore appeler l'attention sur une propriété particulière. On a quelquefois essayé de renforcer la partie supérieure du fer Zorès. au moyen d'un petit renflement que noua avons représenté en pointillé sur la PI. XIV,. Si on recherche quelle est la résistance de ce fer Zorès, on trouve qu'elle est plus faible avec que sans renûement. Ainsi, l'addition d'une petite quantîlé de matière à un profil peul diminuer la résistance de ce profil. On s'explique facilement celte contradiction apparente
au moyen de l'expression — pF du moment de résistance. On voit, en
effet, que l'addition du renflement a eu pour résultat d'augmenter trèspeu A'F, et, au contraire, d'augmenter c dans une proportion relativement considérable, de sorte que cette forme donne un moment de résistance plus faible pour une niônie valeur de p.
Il n'est pas difficile d'exprimer la variation du moment de résislaniv
d'un profil de surface F par suite de l'addition d'une petite surface iF.
Désignons par l la dislance des centres de gravité des deux surfaces;
^ F + iF "
port au centre de gravité de l'ensemble des deux surfaces ; par c + ac 1.i distance de la fibre la plus éloignée de la surface F -1- iP par rapport à
ce centre de gravité; par k et k^ les hauteurs des ellipses centrales des surfaces F et AP. Le moment des ré^stance de la surface totale sera, d'après lé n* 99 (p. 370)
c + Ac
(/yAP+A'P + A'AP).
En retranchant de cette expression le moment de résistance primitif **pF : c, on obtient pour l'accroissement du moment
T/ , i.^.r. ^^,.i,\ P^'P /^y + f^l AP Ac\
C + AC
Si on remarqué que. — 75 — ne diffère pas d'une manière bien sen-
sible de I, cette dernière expression montre que, lorsque le rapport de C accroissement de la surface^ à V accroissement de la distance de la fibre extrême^ est sensiblement égal au rapport de la surface primitive à la distance primitive^ le moment de résistance ne varie pas. Mais si la distance de la fibre extrême augmente plus rapidement que la surface^ le moment diminue. Appliquons les formules précédentes à un exemple, et recherchons si, en laissant subsister la lame supérieure dans le profil symétrique dont
une moitié est représentée par la fig. 185, le moment de résistance croît ou diminue.
Par suite de la symétrie, le centre de gravité ne change pas dans cette nouvelle disposition ; on a par suite
kl=^àc\ A 12 '
aF = e • Ae.
L'accroissement du moment est par conséquent
pAo
C[C -j- AC)
,^|-(î+w±Aiff.|_,].
ec représente la section d'une lame de même hauteur que la poutre. Si donc cette section n'est pas sensiblement égale à celle de la poutre, l'addition de la lame aura pour effet de diminuer le moment de résistance. Si Ton a, par exemple, en centimètres <r = 250, A = 235, ac = 6
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II- faut par suite que l'épaisseur e de la lame supérieure soit au moins 2 4 égale à j-js = S**"* ,07 pour que l'addiUoD de cette lame ue diminue pas
le moment de résistance.
Toutefois, afin de rassurer les constructeurs, nous croyons utile d'ajouter que cette lame additionnelle ne peut pas en réalité diminuer U résistance de la poutre ; si, en eiïet, le profil primitif présente un moment de résistance plus considérable que celui du profil augmenté, on peut toujours compter sur la résistance du profil primitif, quand même les parties ajoutées viendraient à être déchirées par suite de l'effort pins considérable auxquelles leurs fibres sont soumises. On peut donc dire : quand, en ne lentint pas compte de certaines parties d'un profil^ fc moment de résistance est augmenté, il est permis d'admettre, pour le calcul de la résistance de la poutre, ce dernier moment. Le moment sur lequel on peut en réalité compter est aiusî le maximum de.s moments que l'on peul obtenir en combinant les différents éléments du profil.
11 convient naturellement, dans la pratique, de bien se garder de perdre de lii matière en l'employant dans des positions aussi défavorables. Les lames les plus larges doivent former les parties extrêmes de la poutre, de manière k utiliser toute la résistance qu'elles sont susceptibles d'offrir. Les sections à double T simple et à coffre n sont par suite les meilleures.
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ELLIPSOÏDE CENTRAL ET NOYAU d'UN PRISME ET D*UN CYUNDRE
Dans un prisme ou dans un cylindre limité par des plans parallèles, la position de ces plans est conjuguée à la direction des arêtes ou des génératrices, par rapport au centre de gravité.
Gomme toutes les parallèles aux arêtes ont la même longueur, la section faite par le centre de gravité parallèlement aux bases est également chaînée dans toutes ses parties ; son ellipse centrale et son noyau sont par suite les sections de Tellipsolde central et du noyau.
Gonime toutes lés sections parallèle's sont égaler, les segments interceptés, sur la parallèle aux arêtes, menée. par le centre de gravité, par les bases du prisme, par Tellipsoïde central et par le noyau sont égaux à ceux qui sont interceptés par les côtés, par Tellipse centrale et par le noyau d'un parallélogramme de même hauteur, sur la droite qui joint les milieux de deux côtés opposés. Si Ton remarque en outre qu'au périmètre d'une base correspond, d'après le n* 104 (p. 388), une pyramide ou un cône dont le sommet est le pôle de cette base, il en résulte que l'ellipsoïde central et le noyau sont complètement déterminés. La
hauteur de l'ellipsoïde central est égale ^ V/ Jq ^^ 0,289 de la hauteur
du prisme ou du cylindre, et la hauteur du noyau, qui est formé par la réunion de deux pyramides ou de deux cônes, occupe le tiers intermédiaire du prisme.
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Pour déterminer d'une manière générale les moments dUhertie des corps limités par des surfkces planes, on peut décomposer chaque face en triangles, et projeter
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ces triangles d'un m^me point, par exemple, de t'origine des coordMUiéei, dn point â l'infini d'un des aies ou d'un sommet du corps. On décompose ainal le corpt en un oortain nombre de tétiaèdrea ou de priâmes triangulaires, dont oa détemiliM lea moments, et on n'a plus qu'à faire la somme de ces moments. Pour ponTOir exécuter ceB opérations, il est nécessaire de sayoir déterminer les moments d'nnlitraâdre ou d'un prisme trianguiaira à bases non parallèles, lorsqu'on donne Iv Mordonc*es des sommets de ces corps. Noua chercherons d'abord l'expreMiOD du moment c^ntriruge txyA^ d'un prisme à bases non parallèles, et nous en dédoirona loua lea autres moments.
Dana ce» calculs, nous laisserons de cAté le sinus de l'anKle solide et les anf^ que lea axes cuordonaéea font entre eux, l;■^s^4-di^e que nous supposerons les axes rectangulaires. Les Tormules que nous obtiendrons ainsi s'applique roui d'une nuliitre générale t des axes obliques, car, d'après le n' 5R (p. 16S). les moments par rapport 6. des plana fixes no difTèrent que par dea facteurs constants, lorsqu'on cbange iM axes. Par suite, pour appliquer les formules A des axes obliques, on n'a qu'à rdmplaoer le déteniiiuiint dn volume, par le volume divisé parle sinus de l'angle aolide, et les déterminants dos surfaces, par les surfaces divisées par le sinoa de l'anfile des axes correapondanta.
Soit proTiaoirement, Jusqu'à l'élimination de« conatantes,
l'équation dn plan qtii limite le prisme. On a A déterminer l'IntésTale : dan> laquelle y eat égal à :
En employant les formules générales du n" 95 (p, 350), Où obtient pour cette intégrale l'expression
|j ('1 - II) [(%'i + %i!'! + y\)^\ + {3y'i + *mt + 3y',)3:,i. + («», + Sm, + C'-yh)^^
+ li (^. - J^i> [{'ly'i + 3j/',!/, + 2//,!'*, + >'',:t, + i,j\ + 2y\y, + ^.y', + *yS)x,]
+ jg (-r,— Ji)[.'/'i + y\!/, + 'My\ + y'tl
Cette somme représente le moment d'un prisme, dont tes bases sont situées dims le plan des nj et dans le plan : — u: + .... et dont les faces latérales sont \c plan desi:, deux plans paralièles an plan des 72, menés par les points (x,ii,zi)(i^ii,z.) que nous désignerons pour simplifler i>ar 1 et 2, et un plan parallèle à i'axe des :, mené par les m^me^ points. Nous obtiendrons le moment du prisme dont la hasp dans le plan z est le triangle 123, en écrivant les expressions analogues à rex|iression précédente pour les points 23 et 31, et faisant la somme des trois expressions ainsi obtenues. Dans ootte opération, nous prendrons, pour les différences rJw abscisses, des signes tels que l'expression du double de la surface de la projection du triangle 123, ou
Pi »s = I ^1 ,'/i 1 I = (^> — ■ri)Vi + (-Cl — x,)y, + {T, — j:,\v».
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soit positiye, ce qui suppose que les indices 123 soient placés dans un ordre tel que le sens de rotation 123 soit le mâme que celui de + x vers + y. On voit par suite que, dans la somme des moments, le moment développé ci-dessus doit être affecté du signe —, c'est-àrdire que les expressions, toiijours positives, placées entre parenthèses doivent être multipliées respectivement par les différences d*abscisses (or, - x^, (x, — x^) et (x, — xj).
Dans ce cas, la somme est divisible par Fus et le moment centriftige Sm peut être mis sous la forme :
aF r'^* "^ ^»^ "*" ^*^ "^ **• ■*■ ^^* ■*■ ^«ÎVil 6i,s = -^ (^•i + 2*,:r,+ x^xi + 3x», + 2a:^i + ^Vy,
L( x\ -h XjX, + 2x,x, + ar«, + 2x^ + 3x»g)y, J
[(3y«, + 2yi.y, + 2y,y8 + y"i + 2y^,+ y«,)-i ( y\ + 2yty^ + y^y^ + 3y», -h 2yri^, + y\) (y*i+ yiyi + 2yiys+ y*t + 2yri^i + 3y v J
^ l.(yi+ yi + 2ys)»iJ
Pour rélimination de a, p et c, posons :
(y = (6x, + 2aîî + 2ars1y, + (2xt + 2x, + a;i)yi + (2«i + J^i4-2xjy8, Q" = (2x, ^- 2x, + x,)y, +(2ari ■*- ôr, + 2x,)y, + ( «i + 2a;, + 2x,)y„ Q"' = (2x, + x, + 2x,)y, + ( X, + 2«i + 2«i)yi + (2x, + 2x, + dx^iy, = («1 + «1 + 2xt)(y, + y, -h 2ya) + (Jc,y, + Xj^y, i- Zx^),
Le moment (Stst pourra alors être mis soùs la forme suivante :
S,« = ^ [((yxi + <r«, + (y'x,)» + fQ'yi + Q"y, + Q^'yi)? + (Q' + Q" + Q^'W-
Mais, pour t =s 1, 2^ 3, on a :
rrf = ax,4- Py< + Crf.
ar suite
C'est là la forme la plus simple du moment centriftige d*un prisme triangulaire ^^>ar rapport aux plans zxy ; cette expression ne contient plus les coefficients a^y, "^t les coefficients Qi sont des sommes de termes de la forme Xgyh.
Nous obtiendrons le moment correspondant d*un tétraèdre, en faisant la somme ^:îes moments des quatre prismes triangulaires qui projettent ses faces- Considérons ^jQ quatrième point (X4V4Z4), que nous désignerons par 4, et posons :
sg = X| 4- ^ + JPs "^ X* »
S,, = (2x, + «1 + 5^8 + x^)yi 4. (ar, + 2x, + Xj + X4)y, + (x, + x, + 2x8 + X4)yj + (xi + X, -h a:, + 2x4)y4 = «a>»v + XjVj + it^% + a?8y8 + a?4y4,
Srm=S^m + «^ + ar«, -|- x\ + x\,
= 2[x«, +a?ix, + XjX, + x,X4 x«, + x^% + XLCl
'1 "I" affXj -|- XjX4 I a^8 + a:,X4 1*
Si Ton a égard à la seconde forme de Q'" indiquée précédemment, on peut exprimer
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QU) au moyen de i, S et dos coordonnée»! x^y,, .r^g^. Bavoir :
gio ^ (s, - !»){», — y,) + (s^ - x^y, + (J, -'y,)ï. + x,y, + ïw. + *ift + ««-JW. = S^ + i.^i - yt) + *,(a;i — ij) + 2i(tf, — x,!/, — Xiff,.
On a en particulier :
Q"" = S^ + Jx(Vt - y,) + .^i^ - x.) + &c^y^ - xiv» - jTrft = 8^.
Ed faisant la somme dsa produits :,Q,, et tenant compte de cett« valeur <IeQ*'. on olitient ponr (£,|| :
= ^ [M»— «t) + S-(»» - h) + 8.,(fa - lO + ««yrrt + **A
+ x,rii| + itïti,) - ÏWr»'] ■
Non* anppoHn* qna les indioM 1S34 dw tommeta du titraèdro sont dUpoafiade tsllo tttçaa daiu l'eapMO qoo le dMenninant :
it .V, ïi 1
Ij ïl II 1
I (bis ie volume du tétraèdre, soit positif. Dans ce cas, le point 4 doit se trouver au-dessous du plan 183. n'est-à-dire du oflt* de — loc par rapport ùee plan. Si en efTet le point 4 était situé dans le plan 123. 3 serait nul. et par ■nita :,Z, doit être égnl et de signe contraire à i,Zi -(- tZj + -A, Zi désignant le coefficient de !■ dans 3. Mais comme F,,, est positif. Zi qui est é^al à — F,„ doit être négatif, et il faul par niiitp que i; soit plus petit que l'ord'uinfc liu point {t^<jC, du plan 123. Ce résultat concorde avec la proposition jîénêrale, d'après laquelle, dans le plan à l'infini, le sens de rotation 4)123 est identique avec le sens + Kc + jœ + iac. Supposons en outre {|ue la projection du point 4 sur le plan x^ tombe à l'mtérieur du triangle 123, le moment du prisme 123 sera positif, et par suite les moments des trois prismes 1 2 4, 2 3 4, 3 1 4 doivent être négatils. Comme on a F,]i = — Zt. F,,i = + Z,, F,,i= + Z|, Fjn= + Z,, il faut, dans chaque 6(]u, mettre à la place de Fji,, le —Z, de l'indice qui manque. En opérant ainsi et ajoutant les quatre @, on trouve, en ayant égard aux égalités suivantes :
x,Z, + aA + x^ + i.Zi = 0,
ï,Z, + j,Z, + î,,Z, + ï,Zi = 0.
i,Z| + :îZ,+ jjZ, + »iZi = 3,
que le moment centrifuge du tétraèdre eat :
Le momenl d'inertie Zx>±i s'obtient en faisant x = y. Comme les eipresaiona de S sont symétriques par rapport aux coordonnées, il sufflra, pour obtenir tous les moments, de permuter les indices ig de S. 11 est superflu d'écrire cas expression'.
Nous obtiendrons les quantités n, ï, e. A, B, C du n" 106 en divisant ces moments par le volume g 3 du tétraèdre, ce qui donne :
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*« = èSn.
y« = J «fi
c« = is„,
La substitution de ces valeurs dans les équations du n* 106 (p. 392) donne les dimensions de l'ellipsoïde d'inertie. Nous n'écrirons pas les résultats ; mais nous nous bornerons à indiquer les simplifications qui se produisent pour S«y et Snr, dans le cas où Torigine des coordonnées coïncide avec le sommet 4, et dans le cas oh cette origine coïncide avec le centre de gravité. Tous les autres S sont symétriques et les dimensions de Tellipsoïde correspondant sont simplement proportionnelles à ces valeurs de S.
En prenant Torlgine au sommet 4, on a :
5c = Xi+^ + ^f et de même pour «y et <i . S*t = X, + «, + aj,)(y, + yi + y») + «iVi + «iVi + a^iV», '
S«t = (x, 4- 0^ + 05,)* + («'i + a*! + «"i) = 2[*"i + «i«i + JTjX,
On voit que ces fonctions sont identiques avec celles du n* 110 </; elles sont composées exactement de la même manière.
En prenant pour axes les trois arêtes qui passent par le sommet A, toutes les coordonnées deviennent nulles^ à l'exception de x^, y^ et z^i ®t l'on a :
"' = iVv ** = ^^''' ^'=è*'"
Si on prend Torigine des coordonnées au centre de gravité, on a, quelles que soient les directrices des axes, 5c=5y = 5t = 0, et Ton obtient :
Sx, = x«, + x", + a:*! + x\, Sxy = XjVi + x^t + aPsyi + ^ky^ '
Les expressions des autres S sont S3rmétriques.
Si on choisit, pour les directions des axes, des parallèles à trois arêtes se covpant en un même sommet, en conservant toujours Forigine des coordonnées au centre de gravité, et qu'on désigne par </, e, fies longueurs de ces trois arêtes, les coordonnées des quatre sommets sont respectivement *
' Pour le sommet 1 -^ -: d, — 7 ^» ■" 7 A
/</. 2 - j rf, + j «1 — j A
rd. 3 - j rf, - j tf, + j A
Id. 4 — j rf, — ^ «> — j A
I rOKCU PUAUtL».
de l'ellipsoïde d'inertie relatif à un sommet, les aiea passent par ce sommet. On peut du reste déduire ces
l'eUipsoïde central avec caUe* étant parallèles aux arétea qui . dernières dimensions de» pre-
mièrea en aJoutHDt à celles-ci — d'
""iâ"'"
on
B en effet :
On obtient les formules les plus simples on prenant pour l'un dM ksm l'axe dM f, par exemple, la droite qui joint les milieux de deux arttw oppoaéM, et pour In deux autres axes des parallèles ft ces arêtes.
Soieot A la loogueur de la lin^ne de Jonction des deux KTdtM, d et e le* longaenn de celles-ci, les coordonnées des quatre sommets sont r(Wp*ctiTeiuent :
Pour te aoiiunet 1
Les trois axos choisis sont donc des diamètres conjugués de l'ellipsoïde central et fournissent les éléments les plus commodes pour la construction de cet ellipsoïda.
Le diamètre parallèle à une ari^te a pour longueur — ^ = '>,3I623 de la longueur de
VIO cette ar^te; le diamètre parallèle à la droite qui joint le^ milieux de deux arêtes
opposées a pour langueur — = = 0,44721 de la longueur de cette droite. Ces relatious
\'h aimples donnent les longueurs de trois groupes do trois diamètres conjugués, c'està-dire trois fois plus d'éléments qu^l nen laut pour construire l'eUipsoïde. L'antipolairc de l'arête d q^I parallèle a la direction conju^u^'e: elle rencontre la droite qui joint les milieux de cette arête il et de l'arête opposée à une distance :
Comme il en OHt de même pour toutes les autres arétea, on en conclut que k noyau est un tétraèdre dont les arêtes sont respectivement parallèles k celles du tétraèdre donné, et rencontrent les droites qui joignent deux àdeux les milieux iIa.
aréies opposées au '- de la dialance de ces milieux, ou bien au ; de la distance de
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Nous admettrons qu'on prenne Taxe des s parallèle aux arêtes parallèles du prisme. Nous avons déjà déterminé, au commencement du numéro précédent, le moment par rapport au plan z ou xy, pour en déduire les moments d*un tétraèdre. Pour obtenir les autres moments, décomposons le prisme en trois tétraèdres, et faisons la somme des moments de ces trois éléments. Nous aurons, pour le volume 3 du prisme, en désignant, comme précédemment, par F le double de la surface de la bnse, et par sx^ sy, Ss la somme des trois coordonnées de même nature (par exemple *« = ^ + 5j + z J :
Xi Vi «1 1
X, y, «j 1 ar, y, z, 1
XtVt 1
«1 Vi «1 1 X, y, X, 1
Nous avons mis Texpression de ce volume sous la forme de la somme des volumes des trois tétraèdres^ afin de mettre en évidence les coordonnées des sommets de ces tétraèdres.
-Cela posé, formons les S du prisme en le considérant comme la somme des trois tétraèdres, et multiplions-les par le volume correspondant iF ; nous obtiendrons ainsi le moment total. Nous aurons .
20*s. C = 120 —^ = [(2a:, -f x, + x^){2yi + y^ + yJ.+ ^Xiyi + x,yt H-x^Jz,
+ [(a?! + 2a;, H- xg) (yi + 2y, + y,) + a:iyt H- 2x,y, + ariVil «, + [(^1 + x, H- 2x|) (y, -I- y j H- 2y8) + «iVi + «1^1 + 2a?,yJ z.
Dans ces formules, nous avons d*abord mis en évidence les moments des trois tétraèdres, et nous avons ensuite composé la somme de ces trois moments en une expression qui est complètement symétrique par rapport aux trois coordonnées xyz. On en déduit la proposition suivante : Si Ton considère un triangle dons l'espace, comme la base de trois prismes de projection, ayant respectivement leurs arêtes parallèles aux axes et leur autre base située dans chaque plan de projection, et qu'on forme les moments centrifuges de chacun de ces prismes, par rapport aux deux plans de projection qui ne contiennent pas cette base, ces moments centrifuges seront proportionnels aux projections du triangle, divisées par le sinus de l'angle des axes dans chaque plan de
projection. Les rapports — =— restent en effet constants quand on permute x, y, i.
Les moments d'inertie 3)îxx et 3)îyy se déduisent du moment précédent en taisant y=x ou x = y. Nous n'écrirons qu'un seul de ces moments :
20«,a« = 120»- = shsB + 2(ariz, +xfy-\- x^s» + («"i -f a:*i + «"s)^»
x«iSi + a:»,z, + a?V
êêSt «OMBMTS DIS l^RCBS M1IALLÈLSS.
'^ Cette expreuion a» àgitient aucun y. On obtiendra Wt^ ^b remplaçuit « par y. On a en outre :
a)«.B = 120— - = [(&ri4-a^+a^ +*i«, ]«t
+ [(«i+2«t + «J(«i + *J +»iSi + «t«i ]«i
Le moAeat 9)tyi 8*obtient en remplaçant x par y. Enfin, on a, pour le moment SRu, rezpression :
If
+ C(«i + «. + 1)» + **i + ««i + ^H = 2[(s», + «s + «S)». + *, vJ
Il est &cile de déduire de ces diffârents moments les dimensions de Tellipse centrale. Mais comme, la substitution de ces expressioardans les formules florales du n* 106 (p. 401) ne donne aucune simplification, il est inutile de Tefléctuer.
MOMENTS DB LA PTBAMIDS ET DD cAhE
Les moments d'une pyramide et d'un cône peuvent se ramener aux moments de la base. Prenons pouf origine des coordonnées le sommet du cône et pour plan des yz un plan parallèle à la base. Soient / l'abscisse de la base, F, i/c, z\, h\ k\ A' la surface, les coordonnées du centre de gravité et les dimensions de l'ellipse centrale de cette base. Partageons la pyramide ou le cône en une série d'éléments parallèles à la base. Les dimensions correspondantes pour une de ces surfaces élémentaires seront :
'/•• /*• f* rf» rtn /f*M
Formons, à l'aide de ces expressions, les moments des surfaces -^ Fdx et ajoutons-les; nous obtiendrons les moments du cône :
m,, = J z'. ^ Prix = g PF = 1 /«3,
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"" I y (y'-'''+ A') . ^ Fdr = i %'. z'. + A')P = I {jf-.z; + A')3.
D*après le n' 97 a, les coordonnées du centre de gravité sont les va-
leurs suivantes : - /, ^y'c» t^'c- Si Ton divise les moments précédem-
ment obtenus par 3, on obtient les dimensions de l'ellipsoïde d'inertie relatif à Torigine des coordonnées. Si Ton en retranche ensuite les carrés et les produits des coordonnées du centre de gravité ( dont le
coeflScient numérique — retranché de - donne 57: ) i on obtient les di-
10 d oU/
mensions de l'ellipsoïde central, c'est-à-dire :
Si l'on fait passer Taxe des z par le centre de gravité, t/e et Ze» et par suite aussi B et c, deviennent nuls ; par suite la droite qui joint le centre de gravité de la base au sommet du cône est conjuguée au plan de la base. La section de t ellipsoïde central par un plan parallèle à la base, mené par le centre de gravité, est une ellipse semblable à l'ellipse centrale de la base et
ses dimensions sont égales « \ / j =0,77460 des dimensions de cette ellipse.
La distance au centre de gravité des plans menés tangentiellement à t ellipsoïde central et parallèlement à la base, c'est-à-dire la demi-hauteur de Vellip^
soïde central, est égale ^ V/ô^ = 0^19365 de la hauteur du cône.
Quant aux dimensions du noyau, on peut dire d'une façon générale : Tantipôle de la base est situé sur le diamètre qui lui est conjugué daas l'ellipsoïde central, et par suite aussi sur la droite qui réunit le sommet à son
centre de gravité; sa distance au centre de gravité est égale à ^ : 7 = ^,
oU 4 zU
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de la hauteur du c6ne. Le plan antipolaire du sommet est parallèle à la base et sa distance au centre de gravité est égale aux — : t = ttt; de la
haateor do c6ne ; par suite la hauteur totale du noyau est te - de celle du
cAne; en outre, comme à chaque point de la base du cbiih correspond un plan, passant par i'antip61e de la ha&e, qui eàt
situé à - + — = ^ de la hauteur , tous
ces plans enveloppent un cône, quaail le point décrit le périmÈtre de la base. Le noyau est par suite également nu cône, qui occupe te deuxième cinquième de la hauteur du cAne donné et dont le sommet et la base sont situés , par rapport au centre de gravité, dans la même direction que te sommet et la base du cône donné. Pour déterminer le rapport entre les bases des deux canes, faisons une section par le sommet et le centre de gravité du cône. La fig. 186 représente celte section; portons, à partir du centre de gravité, suivant les directions indiquées sur la Sgurc, les lon-
gueurs -< —T., rr- et- de (; nous oblien- 4 20 20 4
drons ainsi les positions des bases et
des sommets des deux cônes. L'ordonnée
du demi-cercle, décrit surf- -f — ] / comme diamètre, donne la demihauteur \/ 57: ' de l'ellipsoïde central. Si l'on projette, du point S, l'ellipse centrale de la base, les rayons projetants détermineront sur un plan parallèle mené par \/^ '. I" base d'un cylindre enveloppant l'ellipsoïde central. Si, en ellet, k est un point de l'ellipse central de la
Vi'Vi''
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Déterminons maintenant le plan antipolaire correspondant au point
k\ il coupe la section {fig. 186) suivant Tantipolaire de *. Cette antipo-
laire passe par le point sr ^ et est parallèle à la diagonale SA du parallélogramme circonscrit à Tellipse, car Sk et SA sont des diamètres con-
jugués. Elle intercepte sur la base du noyau la longueur - k, car on a :
\/l*Vi
Les points d'une droite^ menée dans lé plan de la base du cône, par le
centre de gravité de cette base et le faisceau des antipolaires de ces
points» faisceau dont le centre est au point — /, forment une invoiution;
au point à Tinfini de la droite correspond le rayon qui passe par le
centre de gravité S du cône; par suite les produits des distances de deux
g points correspondants de la droite sont constants et égaux à ^ k*^ car
g ^ et - A; sont les distances de deux points correspondants. Par suite si q
est la distance d*un point quelconque de la base du cône au pied du rayon, qui passe par le centre de gravité S, c'estrà-dire au centre de gravité de la base, le plan antipolaire de ce point coupera, dans la section
8 A' * {fig. 186), la base du cône à la distance -rr- et la base du noyau à la dis-
4 k^ tance -— . L' antipolaire de ce môme point, par rapport à Tellipse cenoq
traie de la base, coupe le diamètre passant par ce point à la distance
— . Donc : Le noyau d'un cône est également un cône, ayant sa base et son
sommet placés comme ceux du cône, et occupant le deuxième cinquième de la hauiteur du cône; la base du noyau est semblable au noyau de la base et iemblablement placée. Les centres de similitude sont les points d'intersection
au rayon passant par S, et les dimensions de la base du noyau sont les - de
celles du noyau de la base du cône.
Dans la pyramide triangulaire, ou tétraèdre, le noyau de la base est, d'après le n* 110 b (p. 410], semblable à cette base, et ses dimensions sont le quart des dimensions de celles-ci. Les dimensions de la base du
noyau du tétraèdre sont par suite égales à - • - = - des dimensions de
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hauteur de la pyramide, il en résulte que : le noyau d'un tétraèdre es/ tiii solide, semblable à ce tétraèdre et semblablement placé, par rapport au eentn
de gravité: il occupe le - intermédiaii'e du tétraèdre.
MOMENTS d'un TRONC DE PTBAlÉmE DU DE l6nK
A BASES NON PAHALLÈLES,
Dans le numéro précédent, nous avons ramené tes moments de la pyramide et du cône à ceux de leurs bases: nous pourrons par suite déterminer les moments d'un Ironc de pyramide on de cône, au moyen des moments de leurs bases. Les moments cherchés seront la difTérenades moments des deux cônes ou pyramides.
Conservons comme origine des coordonnées le sommet du cône; prenons pour plan des xi, un plan parallèle h l'une des bases et pour plan des yz, un plan parallèle à l'autre base, Nous pourrons encore disposer de la position du plan des j^ et choisir ce plan, de manière à simplifier les résultats. Les relations entre tes coordonnées de deux points perspectifs, situés dans les plans des bases j:' = i et y''=A sont les suivantes:
De ces relations, on déduit :
„ '>' ..ah ^ „ ab ^
Z ^= ~r, X -^^ dX ^= zdu .
La substitution de ces valeurs dans les expressions de la surface et de^ moments de la base {sf'z") donne la surface et les moments de cette base en fonction des coordonnées y et :', de sorte que tous les moments sont alors exprimés au moyen des coordonnées d'une seule des bases. La substitution donne :
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^'.. = iS."W' = -la**5!^'.
Les signes — ne sont qu^apparents dans ces formules, car, par suite de la relation réciproque x^y=ab, si, dans les premières intégrales, la limite supérieure est plus grande que la limite inférieure, ce sera Tinverse pour les secondes intégrales, et, en permutant les limites^ on rétablit le signe -}-• Du reste, ces formules ne servent pas souvent dans la pratique. Si les bases sont des polygones, on substituera directement les valeurs de x" et z'' daps les équations des moments des bases à trois ou plus de trois côtés, c'est-à-dire qu'on utilisera les intégrations déjà effectuées pour ces surfaces. On opérera de même pour les surfaces limitées par des courbes du second degré, comme nous le montrerons au paragraphe b de ce numéro. Quant aux surfaces limitées par des courbes de degré supérieur au second, çn ne pourra les traiter que par des procédés graphiques.
Les moments des bases une fois déterminés par un procédé quelconque, on n*a, d'après ce qui a été dit (p. 465), qu'à les multiplier par
le - de la hauteur, pour obtenir les moments correspondants de chaque
cône. Gomme d'ailleurs le rapport des hauteurs de deux cônes peut varier entre 0 et oo , les expressions générales des différences des moments, c'est-à-dire des moments du tronc de cône, ne sont susceptibles d'aucune simplification. Nous nous dispenserons par suite de les écrire. Nous terminerons ces considérations par quelques applications.
a) Moments d'un tronc de pyramide triangulaire à bases non parallèles.
Lorsqu'on veut déterminer les moments d'un tronc de pyramide considéré isolément et non comme une partie d'un tronc de pyramide à bases ayant plus de trois côtés, le moyen le plus simple consiste à prendre comme axes des coordonnées les trois arêtes qui se coupent au sommet de la pyramide. Appelons, dans ce cas, OTf y^z, les lenteurs des arêtes de la pyramide supposée entière, et ^i , (t^t^ ^'s ^^ longueurs des arêtes de la pyramide retranchée. Comme les volumes des deux pyramides sont dans le rapport r — , nous aurons immédiatement :
AJIV
^ -loa-xiiv)"^*' ""lO(i-Xpiv)^*- ~io(i-xiiv)'»'
^=20(l-X^v)y^-'»' ^=20(1-Vv/*'" ^=20(1-Xi.v)'^2'«-
Si BU contraire le tronc de pjraraide trianiruUire fonne une partie d'an antre tronc de pyramide, on se servira de; formules du numéro précèdent pour déterminer las coordonnées d'une base au moyeu des coordonnées da l'autre base; an n'effectuera pas les iotégratious Indiiiuées, mais ou déterminera directement p«r substitution les moments des deui pyramides, et on les retrancliers l'un de l'antr* pour obtenir le moment du tronc.
Snirant que le tronc de pyramide est doDoé au moyen des coordonnées de l'une ou de l'autre base, on exprimera tous les i et S au moyen de ces coordonuéee.
De Is relation déjà établie précédemment :
et en outre des relations :
oa dedttît :
s„ = ^. + =■... + .-, + =■.. = ,^. + ..( ^ + jJ + ^).
Ou a enfin :
... =.~,+v, + ..-.=*(i + ^ + û), s",.=,...-.+^-,.',+.^',.",+^'..".=-''-".+"."(;^ + pf + 4i).
Comme les volumes 3' et 3" delà pyramide totale et de la pyramide retrjnchd^ sont entre eux dans le rapport des produits des longueurs des trois arâtes, on aura.
d'oii l'on déduit, pour le volume du tronc de pyramide en fonction de 3' ou de 3 les expressions :
J'-3- = li-i|3'=(J-i)3".
MOMENTS D*UN TRONC DE PYRAMIDE OU DE CÔNE A BASES NON PARALLÈLES
Si ron forme sépartaent les moments de chaque pyramide, qa*oii les retranche Tun de l'autre et qn-on divise le résultat par le volume du tronc de pyramide, ce
qui fait disparaître 3' et 3^, on obtient les coordonnés du centre de gravité :
et les dimensions de TellipsoYde d*inertié sont :
20 A = Sy-XS",.^ 80B=^'"^~\^"", 20C=2i2^^HÎ!,
Par suite de la présence du facteur X, il n*est pas possible de réunir ou de simplifier 8' et . S", et Ton voit qu'en général tous les moments devront être calculés comme la difTérenoe entre les moments des deux pyramides. Il en sera ainsi toutes les fois qu'il n'existera pas des ](tipports particuliers entre les cooxllonnées.
b) M omeiiU d'un tronc de cône dn second degré a bases non parallèles.
Pour les motifs indiqués p. 467, nous nous bornerons À montrer comment on doit procéder pour déterminer les moments des deux bases d'un tronc de cône du second degré. Au moyen de ces moments, nous pourrons, d'après le n* 121 (p. 462)^. . déterminer les moments des deux cônes, et la différence de ces derniers moments* ' donnera le moment dn tronc de cône. Nous pouvons, d'après ce qui a. été ditp.40Ô9 disposer arbitrairement de la position du plan xy, et, par suite, nous prendrons pour ce plan, le plan polaire du point à Pinflni de l'axe des i. Les équations des sections du cône par les plans s' = a et y" = 6 devront dès lors être de la forme
Si l'une de ces équations est donnée, l'autre s'en déduira facilement par la substitution des valeurs des variables données ci-dessus. Si, par exemple, la première ^nation est donnée, et qu'on y substitue
az" ab
ou obtient
En comparant les coefficients de cette dernière équation avec ceux de l'équation <H>rre8pondante ci-dessus, on trouve que les coefficients a' et a" sont liés par les restions suivantes :
Au moyen de ces relations, on peut, d'après le n* 111 (/, calculer les moments de
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chaque bâte du tronc da cilne, puis, d'après le n' 4117, les moments dM deux c6o»s. et retrancher coa derniera moment". On di^termine enfin lea dimanainns de rdlipsolde d'inertie.
Nous noua dispenserons de développer davantB^ ces calcula, ijui se préBenteni it dans la pratique.
INENTS DE QUELQUES RLLIPSOIdES.
II est 1res rare que l'on ail à délerminer les moments de corps dont la surface s'étend à l'inlini dans toutes les directions ; par contre, il arrive fréquemment que l'on a à résoudre ce problème pour des corps qui soni coupés, suivant des ellipses semblables, par tous les plans parallMes à un plan déterminé. Si nous bornons nos recherches au cas où les centres de toutes ces ellipses sont sur une même ligue droite, nous pourrons représenter d'une manière générale la surface de ces corps par l'équation :
dans laquelle « représente une l'onctiou de x n'ayant pas de dimension. Les axes et la surface de l'ellipse dont l'abscisse est x sont :
Le volume d'un corps engendré par cette surface et terminé par Acu\ surfaces planes est égal à :
le signe \ devant être pris entre les abscisses des surfaces planes qui limitent le corps.
Le centre de gravité de l'ellipsoïde est situé sur l'axe des x; son abscisse est donnée par l'équation :
Fxdx = È<?Jt \ uxdx.
En ce qui concerne les moments centrifuges, A est égal à 0 parce quf les axes br sont conjugués, et que par suite le moment A de chaque élément de surface est nul; 6 et C sont aussi égaux à 0, parce que le centre de gravité de chaque élément est situe sur l'axe des x; les autres
MOMENTS D£ QUELQUES ELLIPSOÏDES
moments seront
3R« = \ Yx^dx = bcK \ ux^dx,
Pour Tellipsolde ordinaire :
or
3 = 6cirJ«fa = a6c«(^-^), M. = Ac« 5 «xdr = a»*c« (^, - ^) .
aR»
Si Ton prend pour limites de la somme x = — a et x = + a, on obtient les résultats suivants :
3 = -aé(!ic, M,=0,
— a*bc TU, 44,^ = ^ ab^ci:, 43„ = ^
^^a, ^1» c, représentent les longueurs des diamètres de Tellipsoïde ^''inertie qui, dans ce cas, coïncide avec Tellipsoïde central. Cet ^Xlipsoïde est semblable à Tellipsoîde donné et ses dimensions sont à ^^^Ues de cet ellipsoïde dans le rapport :
Le plan antipolaire du point, dont l'abscisse est égale à a, coupe Taxe «s X à la distance :
Le noyau est par suite aussi un ellipsoïde qui est semblable à l'ellip-
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soïde donné el qui occupe à l'intérieur de cet ellipsoïde le cinquième des dimensions linéaires.
En comparant ces relations aux relations correspondantes du tétraèdre, on constate une concordance remarquable {voir n" 122, p. 466), Cette concordance n'est pas fortuite; elle est la conséquence d'une propriété, sur laquelle nous avons déjà appelé l'attention au n* 97 (p. 364}. Celte propriété consiste en ce que les surfaces des sections d'nn ellipsoïde, dont deux diamètres conjugués sont égaux et parallèles i deux arâtes opposées d'un tétraèdre, eL dont le troisième diamëlfe conjugué est la droite qui joint les milieux de tes arêtes sont, avec les surfaces des sections correspondantes du tétraèdre, dans le rapport Tt : I. II en résulte que les segments interceptés par l'ellipsoïde d'inertie et le noyau, sur un de ces diamètres, dans les deux corps sont égaux.
Les formules précédentes peuvent s'appliquer à l'hyperboloïde à une nappe (surface réglée), en remplaçant +a* par — a'; tous les termes négatifs des équations précédentes deviennent positifs, et nous pouvons nous dispenser d'écrire les nouvelles équations. Sur l'axe des x il n'y a aucun point de la surface, caj cet axe roupe la surface aux points imaginaires ±ai\ la substitution de a à sr n'a donc pas de but et ne donne aucun résultat.
Pour l'hyperboloïde à deux nappes, on a :
Cet hyperboloïde coupe l'axe des x aux points a; = ± a; y et : ne prennent des valeurs réelles que pour les valeurs de x qui ne sont pas comprises entre — a et + a- H faut par suite limiter l'intégration à l'unie des deux nappes. Nous roffectuerons pour le côté des x positifs, en déterminant la constantes d'intégration de chaque intégrale, de telle façor». que cette intégrale soit égale à 0 pour ar ^ 4- a.
Nous obtiendrons alors pour cet hyperboloïde :
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Si, dans ces équations, on prend comme limite supérieure de Tintégration, une valeur dex> a, on obtient le volume et les moments de la partie du corps, comprise entre le sommet -{-a eilst section terminale, dont Tabscisse est égale à x.
Pour le paraboloïde elliptique, on a :
Sx* udx = bcpr. . —,
uxdx=- bcp^r: ' —,
3».. = \ àc'^ \ u'dx = i bc^piz . -[.
En divisant les moments par 3, on obtient la position du centre de gravité et les dimensions de Tellipsoïde central, pour la portion du paraboloïde comprise entre le sommet et la section terminale d'abscisse x. On trouve ainsi :
b*x* bx ex
Le noyau de ce paraboloïde est formé d*un cône, dont le sommet correspond à la section terminale et est situé à une distance du centre de
gravité, égale à — x* : - x = - x, et d'un ellipsoïde correspondant au pa-
lo o 6
raboloïde; cet ellipsoïde est inscrit dans le c6ne et coupe Taxe des abscisses au centre de gravité et à une distance de ce centre égale à 4,2 {
FORGES PROPORTIONNELLES A DES LONGUEURS
On obtient des forces proportionnelles- à des longueurs, en exprimant les efforts que subissent les éléments d*un corps, sollicité par des forces quelconques.
Alors même que ces efforts varient pour des points du corps, situés à des distances finies les uns des autres, on peut les supposer constants pour un élément infiniment petit de l'espace, et, dès lors, dans ces limites les théories que nous allons exposer seront tout à fait générales.
Nous admettrons tout d*abord que les efforts produits sur le corps ne changent pas, lorsqu'on suit une certaine direction. Dès lors, si l'on coupe le corps par des plans parallèles, normaux à cette direction, il faudra que les forces extérieures agissant sur ces plans soient les mômes pour chacune de ces sections. Dans la plupart des cas qui se présentent dans la pratique, ces forces sont nulles; c'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque la flexion d'une poutre se produit dans un plan.
En faisant cette hypothèse, nous pouvons, pour le moment, nous borner à étudier un élément limité par deux plans parallèles, distants de l'unité de longueur.
Si Ton coupe un pareil corps par des plans comprenant la direction dont nous avons parié et normaux par suite aux deux plans parallèles, toutes les forces extérieures à ces sections agiront dans un troisième pian parallèle, situé à égale distance dé ces deux plans, et ces forces seront proportionnelles aux longueurs des sections.
Gela posé, toutes les compositions de forces pourront s'effectuer dans ce plan intermédiaire, et c'est ce plan que nous considérerons en étudiant les forces proportionnelles à des longueurs dans un plan.
irsque des Torcea sont proportionnelles aui longueurs des lignes sur aelles plies agissent, elles passent toujours par les milieux de ces tes. Par suite, la direction d'une force S, agissant sur un élément * ise direction quelconque, est déterminée quand l'on connaît les directions de deux forces A et B qui agissent %ut ^^- '«'■ deux autres éléments a et A. Construisons en
effet {/ig. 187) un triangle élémentaire, dont les trois côtés soient parallèles aux directions des éléments considérés, et menons, par les milieux des deux eûtes a et b, des parallèles aux directions des forces A et B; la troisième force S devra passer par l'intersection de A et de B et par te milieu de S; sa direction est par suite entièrement déterminée. — Cette construction donne aussi le rapport des trois forces A, B et S; elles sont entre elles comme les côtés du triangle indiqué en traits de force sur la ligure ; la grandeur d'une seule des trois forces est donc arbitraire, et le choix de cette grandeur détermine celle des deux autres.
Quelque simple que soit la construction indiquée (fîg. 187). il est souvent plus commode, dans la pratique, d'exprimer la relation qui lie A et B de la manière suivante. Décomposons les forces A et B, en leurs points d'intersection avec les côtés a et b, suivant les deux directions a et b: les deux composantes Ap et Bp, qui agissent sur les côtés a et b, passeront par le milieu de s. Par suite, puisque la résultante des quatre forces AsAaDplig doit passer par ce point, il faut aussi que celle des deux forces AoBa qui agissent suivant les cftlés n et 6. y passe elle-tneme. Mais, pour que cette condition soit remplie, il faut que ces forces soient entre elles comme les côtés du petit parallélogramme dessiné sur la figure, côtés qui sont proportionnels aux longueurs a et b. Il faut, par suite, que l'on ait :
Ce rapport, que nous désignerons par o. représente la grandeur desforces qui agissent par unité de surface suivant les côtés a et b. La relation qui lie deux forces A et B, agissant sur des sections a et A, peut. donc s'énoncer de la manière suivante :
Si l'on décompose les forces çui agissent sur deux surfaces égales (sur" [unité de surface) de deux sections a el b, suivant les directions de a et de b. les composantes agissant suivant /es sections a el b, sont égales entre elles.
Celte condition est nécessaire et sullisanle pour que deux forces A
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et B puissent être cotisidérées comme les efi'if- iS8. fopts que subit un point matériel suivant deux
directions a et b.
Il va de soi que si, partant des deux forces A et B qui agissent sur les directions a et 6 (fig. 188), on détermine les forces G et D qui sollicitent les directions c et d^ et qu*on déduise de ces deux dernières la force S qui agit sur une cinquième direction 5, on trouvera le même résultat qu*en déterminant S au moyen des deux premières forces A et 6. Si, en effet, il n*en était pas ainsi, les résultats de nos constructions n'exprimeraient pas un état d'équilibre.
Ce théorème nous permet de choisir les directions a et 6 de manière à simplifier les constructions. Nous en donnons ici, à cause de son importance, une autre démonstration, quoique évidemment cette.démonstration ne puisse être qu*une juxtapositiOD d*identités.
Si Dous exprimons Péquilibre des forces A, B + B] +Bty S de la manière indiquée n* 43 (p. 159) par Téqnation
A + B4-B, + B, + S = 0, et si nous indiquons par Téquation
C = A + B que C est la résultante de A et de B, nous aurons à démontrer que la valeur de S,
tirée de Téquation précédente^ est égale à — ^ S] ; la force Si, parallèle à S, ,étant
Bi
obtenue au moyen de Téquation :
C + D-fD, + Si = 0.
Car les lon^nieurs des lignes^ sur lesquelles agissent S et S], sont entre elles comme celles que sollicitent Bi et B,, lorsque les directions s sont parallèles. Retranchant de la première équation qui détermine S^ Téquation
qui exprime que D s^obtient au moyen de A, B et B] , il viendra :
Retranchant, de même, Téquation
C+B, 4-D = 0 de Téquation qui donne S^ , il viendra :
S, = Bj — D, .
Or
DE L'ÉLASTICITÉ
A étanl la force qui agit sur la seclion a (fig. 189), la force B qui agit sur une section parallèle à A est parallèle à a. Deux directions qui se correspondent de cette manière, et dont chacune est la direction de la force qui agit sur une section parallèle à Vautre, sont appelées directions conjuguées.
Si l'on décompose, en effet, la force A suivant les directions a et b, il faudra que la composante suivant a soit égale à zéro, puisque b est parallèle à A, et, dès lors, la composante de B, suivant la direction b. sera nulle aussi (p. 478), c'est-à-dire que B sera parallèle à a. Nous verrons plus tard que toutes tes directions ainsi conjuguées forment un faisceau en involution, ce qui justifie l'expression de directions conjuguées.
125. GRANDEURS ET DIRECTIOSS DBS FORCES QUI AGISSENT î SECTIOSS, FAITES- PAB UN POIHT.
Nous avons démontré dans le paragraphe précédent, que l'on peut se servir de deux sections quelconques, pour déterminer la force qui agit
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sur une troisième ; nous supposerons par suite données, les forces qui sollicitent deux directions conjuguées, hypothèse qui nous permettra de déterminer le plus simplement possible les relations qui existent entre les diverses sections et les efforts qu'elles subissent.
Soient [fig. 189 et 190) deux directions conjuguées a et 6, et soient p, et p, les forces qui les sollicitent par uailé de longueur (ou par unité de surface). Portons ces deux forces sur une droite ACB, de manière que AB soit égal à p, + p, , c'est-à-dire égal à la somme des deux forces {fig. 189), lorsiiue leur effet est de même sens (c'est-à-dire produit une tension ou une compression) pour les sections élémentaires, sur lesquelles elles agissent, et, de manière que Afi soit égal à p, — p, , c'est-à-dire à leur différence, lorsque, comme dans la fig. 190, ces effets sont de sens con- Piiî- "0- traira. Déterminons ensuite,
sur a et b, deux points A et B, tels que leur distance soit égale à p, ± p, , et que la direction AB soit parallèle à celle d'une troisième section, sollicitée par une force inconnue que nous allons chercher. Gela fait, permutons les segments OAetOB, de manière que OA' = OB = 6 et que OB'=OA = (i; dans cette nouvelle position AU' de la droite AB, le point G', qui sépare les deux segments p, et P, , est tel que la droite OG' représente en grandeur et en direction la force p, qui agit sur AB par unité de longueur.
Soient, en effet, x et i les composantes OD et DG' de OG' suivant les a et b, on aura :
DC OB
Or ip, et a?, sont les forces totales B et A, qui agissent sur * et sur a, parallèlement à a et à À; on aura par suite :
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Eu remplH^'uut liniis cette i^quiitiOD t par -, od obtiendro l'équatioa des rayons ioublea:
AquatioD que noua pouToas décomposer en deux facteur* dont chacun, égal à lèro. représentera l'un de ces l'ayons
1(- ", + S)^ + PiSl i[- », - î)i + PiJfl = 0- Si nous poRODS
.'•=l-<.,4 6)'-ap,(-9, + i)»+p',
= P,{p.-p,l* + 2C«. + fi'-)(»i -«)=■■ Pi'" + 8S'-2t='i + Pi";«. ."t = p,(p, — p^ + 2(s, + f,«)to, + ï) = Pil + ïî* + g(s, + p,o)}î.
Posons entin :
^« =^ (P, - p,l' + 4(=r, 4- P,")('', + p.") = V + 4iW. i 1 viendra ;
(■!'■= Pili,
et nous obtiendrouH l'anple que font entre eux les deax rayons doublée, au moj'ea des équations :
|i.aine = 2Su'
licose = l;
danB lesquelles B désii^ao celui dea deu^ angles dont les cAtés interceptent sur une ordonnée une longueur (ioie.
L'équation de l'aie de l'inTolution qui rencontre également cette longueur Unie
- (H- + P. - P,)« + 2(a, + f,")S' = 0- Le coefficient qui ramène l'équation de cet aie à la forme normale, est :
et l'angle qu'il forme avec les rayons doubles est donné par les formules:
SfUSin'ie:::.,.-^.
.,cos.le., + x,
L'équation de l'autre aie, de celui qui ne coupe pas le segment fini d'uue ordonnée, est :
(l^-pî + f.).t + 2(»i + P,'-]î/^0.
Lorsque tr, + piu est positif, cet axe se trouvera entre l'ase dea y négatif et la ligne £'; si cette valeur eat négative, il se trouvera entre t" et l'aie des y positif Son facteur normal eat :
L'angle qu'il forme avec le» rajons doubles est égal à 90° — - 8.
Les axes sont loujoui-s rée'.s; mais si les rayons doublet sont imaginaires. Is vn-
ET DES SECTIONS
Soient T^ = le coefficient angulaire de la section AB {fig. 189) et
T, = - , celui de la force qui sollicite cette section ; on obtiendra, en di-
visant Tune par l'autre, les valeurs trouvées pour x et t dans le numéro précédent :
^ _____ Pi m * ' p,
Par suite : Les rayons conjugtiés forment un faisceau en ïnvolution.
Cette involution ne coïncide pas avec celles des diamètres conjugués de Tellipse, que nous avons construite dans le numéro précédent, car au diamètre a^ ne correspond pas dans cette ellipse le diamètre dont la direction est b, mais bien le diamètre OC, que l'on obtient en plaçant AB normalement à «; il en est de même pour le diamètre b. Deux involutions ne peuvent avoir qu'un seul couple de rayons conjugués communs ; dans le cas actuel, ces rayons communs sont les rayons rectan]gulaires ou les axes dé chaque involution. En effet, si Ton suppose connus a priori les axes des directions conjuguées des forces et des sections, et si Ton répète, en partant de ces deux directions rectangulaires, les constructions des fig, 189 ou 190, l'angle aOb sera droit, et Oa, Ob seront les axes de l'ellipse. Donc : Les axes de t ellipse des forces sont des rayons conjugués de Vinvolution des forces et des sections. Sur une section faite dans la direction de Vun de ces axes, agit une force normale qui est un maximum ou un minimumpar rapport à celles qui agissent sur toutes les autres sections, L* effort tranchant est nul dans la direction des axes, et c'est suivant ces directions qu'a lieu la transmission directe des pressions ou tensions,
L'involution x,t, nous permet de simplifier les constructions du numéro précédent. Portons {fig. 191 et 192) sur la direction a une longueur OG = p,, et à partir de G, des longueurs GA = pi et GB = p, dans un même sens (fig. 191) si p, et p, ont des signes différents, et en sens contraire [fig. 192) si p, et p, ont le môme signe. De cette manière A et B sont les points qui doivent glisser sur a et 6, pour que G décrive Tellipse des forces. OA et OB forment, dès lors, un deuxième couple de l'involution, car le coefficient angulaire du rayon OB, bissecteur de l'angle ah
est T. = ~ = 1, et celui du rayon OA est x, = — —, d'où t.t, = — ^. p. Pf p.
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Lorsque p, el p, oui des signes différents (fiy. 191), deux rayons conjugués quelconques sont toujours compris tous les deux entre les rayons OA et OB, ou aucuQ de ces rayons ne se trouve compris entre ceux-â;
l'involulion a alors des rayons doubles. Nous construirons ces derniers, en décriïanl un cercle sur AB comme diamètre et en menant une tangente à co cercle par le point C, centre de l'involulion déterminée snr UA par les rayons conjugués. Le rabattement de cette tangente des deux côtés de C, sur la droite CA, au moyen du cercle ponctué, déterminera les rayons doubles dd. Les extrémités de chaque demi-cercle dont le centre se trouve sur AC et qui coupe le cercle ponctué sous un angle droit, fournissent des rayons conjugués. Mais cette méthode est peu commode pour la construction des rayons conjugués. Il est beaucoup plus simple, lorsqu'on connaît les rayons doubles, de mener par un point d'un de ces rayons, une parallèle à l'autre; deux rayons co^jugué^ quelconques interceptent de part et d'autre de ce point, sur cette parallèle, des segments égaux. Nous avons employé cette méthode pour déterminer [fly. 191) les rayons conjugués des bissectrices de l'angle deixes. Les axes sont eux-mêmes les bissectrices de l'angle des rayons doubles, et sont indiqués en demi-traits ponctués. Les bissectrices (lf> axes, étant perpendiculaires entre elles et furmanl avec chaque axe le même angle de 43 degrés, ont, comme rayons conjugués, deux diamètreconjugués de l'ellipse qui sont, eux aussi, également inclinés sur chaque axe, et qui passent, par suite, par les sommets du rectangle circon-crit ù l'ellipse, dont lus côtés sont parallèles aux axes. Ces diamètres suiil d'égale longueur, et les axes de l'ellipse sont proportionnels aux perpendiculaires abaissée? d'un point quelconque de ces diamètres sur les directions des axes. Ces diamètre!! sont ponctués sur les fig. l'JI it IIIJ
INTOLUTION DES DIRECTIONS CONJUGUÉES DES FORCES ET DES SECTIONS
Gela posé, les longueurs des axes peuvent se déterminer facilement au moyen d'un point quelconque G de Tellipse des forces. Traçons en effet les coordonnées du poiiit G par rapport aux axes, diminuons Tabscisse dans le rapport du petit axe au grand axe, et augmentons l'ordonnée dans le rapport inverse, nous obtiendrons les longueurs cherchées, comme distances des points ainsi obtenus au centre 0.
Pour des sections faites suivant les rayons doubles d, la direction de la force coïncide avec celle de la section. On voit que de pareilles sections ne sont sollicitées que par des efforts tranchants. Les deux rayons doubles faisant les mêmes angles avec les axes, les efforts tranchants seront égaux pour ces directions. Toutes les directions conjuguées de forces et de sections sont divisées harmoniquement par les rayons doubles. Deux quelconques de ces directions conjuguées, situées de part et d'autre d'un rayon double et considérées comme sections, sont sollicitées d'une manière inverse l'une de l'autre. Par suite, les rayons doubles séparent les sections comprimées par les forces extérieures, de celles qui subissent une tension.
Lorsque p^ et p, ont le même signe (fig. 192), le point G est situé à rintérieur du demi-cercle décrit sur AB. Ge demi-cercle coupe alors, sur une perpendiculaire GP à AB, la puissance GP de Tinvolution. Le cercle qui passe par 0, par P et dont le centre se trouve sur AB, détermine sur cette ligne, des points appartenant aux axes, et la longueur de ces axes peut s'obtenir par la méthode employée {fig. 191). Un angle droite quelconque, dont le sommet est en P, détermine sur AB des poiats appartenant à deux rayons conjugués. Il n'existe, dans ce cas, aucun rayon double, c'est-à-dire aucune direction qui ne soit sollicitée que par des efforts tranchants; et la matière, est, par suite, soumise dans toutes les directions à des efforts de même sens.
Nous avons indiqué sur la fig, 192, comme nous l'avons fait sur la fig. 191, les diamètres conjugués égaux de l'ellipse des forces; ces diamètres correspondent aux bissectrices de l'angle des axes.
Si enfin les forces qui agissent sur deux sections différentes étaient parallèles, les forces agissant sur toutes les autres sections seraient également parallèles à celles-ci. A une section faite suivant la direction de ces forces, correspondrait une force égale à zéro, dont la direction serait indéterminée; par suite aussi, à une direction quelconque des forces, autre que la direction ci-dessus, correspond une seule et même direction des sections. Dans ce cas, les deux rayons doubles coïncident; c'est ce qui a lieu, par exemple, lorsque les surfaces terminales de corps prisinatiques sont chargées uniformément. G 'est ainsi que, pour un prisme en bois, lorsque la direction de ces forces est celle des fibres, qui offrent
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peu de résistance à un effort tranchant, on voit Ir pièce se fendre suivant ces directions, avant que chaque flbrc ne lléchisse.
Nous allons résumer les résultats auxquels nous sommes arrivés :
Lorsque les forces ywi" agissent sur les sections d'un corps sttnl proportionnelles aux longueurs de ces sections, et que ion détermine, pottr chaqae section tCiin fniscetiu, la force qui lui correspond pur unité de longueur, ces forces, portées en grandeur et en direction, à partir du sommet du faisceau, formeront avec les sections un faisceau en involution. A une section correspondra comme direction conjuguée celle de la force qui la sollicite.
Les extrèiiatés de toutes les forces sont situées sur irae ellipse dont les axes coïncident avec ceux de l'involuHon,
A des sections rectangulaires con-espondent comme forces, des diamt-lra conjugués de Pellipse, et en particulier, aux bissectrices des axes, convspimdent les diamètres conjugués égaux.
Lorsque Cinmlution a deux rations doubles qui, }mr suite, divisent lianminiquement tous les rayons conjugués et fonneM des angle» égmix avec In nxes, les forces qui sollicitent les sections, faites suivant ces ramona, sont égala entre elles el se réduisent à des efforts tranchants. Ces rai/ons doubles séparent les sections qui sont soumises li des compressions, de celles qui sont «^ mises a des tensions. Chacun des deux angles des rayons doubles contient M axe, pour la direction duquel l'effort est un maximum au un minimum; ctl effort est normal à la direction de chaque axe et ne donne lieu à aucun effvl tranchant.
L'/rsque rini;olHtion n'a pas de rai/ons doubles, il n'existe aucune se'-iH'H qui ne soit soumise qu'à des efforts tranchants. Toutes les seclions sont sm'mises l'i des efforts de même sens. L'effort maximum se produit suivant In 'direction du grand axe, et l'effort minimum suivant la direction du petit n-ff- Aucun effort tranchant n'agit suivant la direction des axes.
Lorsque les rayons doubles se confondent, el coïncident par suite, fli'^' l'un des axes, la force qui agit sur une section quelconque est toujoun <lirigée fuivant cet axe. L'ellipse des forces se réduit n la droite des raf}"f doubles, et, dans la direction de cette droite, la matière est A la fuis sumi'i il un effort tranchant et ô une compression ou à une tension; normaleme»' " cette direction, elle n'est soumise qu'A une compression ou à une tension."" bien, elle n'est soumise l'i aucun effort.
127. TONSTHL'CTION GKNftlULi: HIC L.\ FOnCK AGISSANT SUR CNK SKClW^ (lUKLCONyUK.
II était simple el commode, pour étudier les relations générales i|iii existent entre les sections et les forces agissant sur ces seelions. de P^'"'
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tir de deux directions conjuguées ; mais, dans la pratique, on ne connait pas, à priori, deux directions pareilles, mais seulement les forces agissant sur deux sections quelconques, et c'est avec ces données qu'il faut résoudre le problème. Nous allons en donner la solution. Soit, fig. 193, un triangle élémentaire dont les côtés sont entre eux
F!g. in.
comme les longueurs 1 ^ et y, et supposons données, les forces agissant par unité de surface, sur les côtés 1 et p. Décomposons chacune de ces forces en deux composantes suivant les directions 1 et p. Soient pj et or^ les composantes qui agissent, sur et suivant le côté 1 ; la composante agissant suivant p, sera aussi égale à c, par unité de surface, et, par suite, égale à par, pour la surface entière; enfin la force qui agit sur p, serapp,, p, étant celle qui agit par unité de surface. Quant à la force cherchée, qui agit sur le 3* côté y, décomposons-la d'abord en deux composantes Yp' et ^a , faisant entre elles le même angle que p^ et or, ; puis en deux composantes "^fp et yor normales entre elles. Ces deux décomposilions sont indiquées fig. 193, mais il faut remarquer qu'elles ne peuvent pas avoir lieu simultanément. Le but de la construction est de déterminer les forces or et p qui agissent, par unité de surface, sur et suivant chaque direction de y-
Lorsqu'on change la direction et la grandeur de y, le côté 1 reste fixe, tandis que la grandeur de p varie^ sa direction étant constante. On voit
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que les forces p, et a, sont constantes, pendant que les autres forces varient. Puisque, d'après !e n* 124 (p. Ml), les six forces que nous avons à considérer passent par le milieu de y. c'est-à-dire par un point connu, il nous suSira de porter les quatre forces données, l'une à la suite de l'antre, suivant un polygone des forces, et de mener, par les extrémités de la ligne polygonale ainsi obtenue, des parallèles aux directions des forces qui agissent sur f, pour obtenir la grandeur de ces dernières. Au milieu de la ligne polygonale, se trouvent les deux forces constantes o, et p[ (/îg. 194 et !95). Avant a, nous avons porté Po,. et après p. , pp,.
Pour obtenir fis, en grandeur et en direction, nous prolongeons o, vers le bas, d'une quantité égale à elle-même jusqu'en S, et nous construisons. avec ce nouveau s, (pointillé) comme côté, un trianple semblable h celui de la fig. 193. Dans ce triangle, le côté parallèle à p aura évidemmen( une longueur pa, . Nous construirons de la même manière la longueur 8p, , ii l'extrémité de p,. Portons d'abord, à cette extrémité, la grandeur de p, sur une direction formant avec a, , et par suite avec pp,, le même anjîle que p,, puis construisons avec ce p, comme côté, un second Irianple semblable à celui de la fig. 193; le côté de ce triangle, parallèle h a,, nous donnera la longueur cherchée Pp,, Prolongeons enfin, dans les triangles que nous venons de construire, les troisièmes côtés, qui correspondent h Y jusqu'à leur intersection Q; ces côtés fermeront le polygone des forces p», , o, . p^ et p, , et seront, par suite, égaux à yo' et ip. car ^e■
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passe par rorigine du polygone et est parallèle à y, et yp' forme avec y'' » comme tous les côtés correspondants des deux triangles, le même angle que Pi avec <j,. En menant enfin par le point Q des parallèles à or, et p, , jusqu*auz forces p<j, et ^p,, on obtiendra, par suite de la similitude des triangles IPy îiiosi formés, les grandeurs de <j' et de p.
Si Ton fait varier la direction de y» les droites '^9 et yp' formeront toujours entre elles Tangle constant de <j, avec p, , et, comme ces deux droites passent par les extrémités fixes de a, et de Pj , leur intersection Q décrira le cercle pointillé dans chacune des fig. 194 et 195. Ce cercle passe aussi par l'intersection de <Jj et de p, , ces dernières droites correspondant à une direction p ^0. Son centre est situé sur la perpendiculaire abaissée du point d'intersection 0 des deux lignes p^, et Pp, sur or^ , puisque la corde <j, entière, est égale à 2or, +2 fois la projection de p, sur
df , et que la distance du point S à cette perpendiculaire est égale à or, -f^ foîs cette projection. La perpendiculaire divisant la corde en deux parties
égales est un diamètre. Nous pouvons donc dire que p' et 9 sont les coordonnées du cercle par rapport aux axes p^^ et Pp, , coordonnées mesurées parallèlement à or, et p,.
L'angle constant, que forment les coordonnées p et 9 , est égal à celui de p^ et de <Jj , et par suite aussi égal à celui des forces pV elles-mêmes. La droite A'B', qui les sous-tend, représente donc la grandeur de la force qui agit sur la section y* En prolongeant 9 jusqu*en A, sur le diamètre qui passe par 0 et en abaissant du point Q une perpendiculaire QB sur ?p,, nous aurons AB = A'B', car A'A = B'B, puisque p, et p, forment le même angle avec or^. Les coordonnées rectangulaires pa d*un point Q du ce7'cle^ par rapport aux axes OA, OB, sont donc les forces qui agissent par unité de surface^ tune normalement^ Vautre tangentiellementy sur la direction ?iQ^ et la distance du point Q à V origine des coordonnées 0 est égale à la résultante agissant sur y par unité de surface. On a, en effet : OQ = AB. Pour obtenir cette force AB dans sa position réelle, il faudrait faire tourner Tangle AQB de manière que le côté AQ coïncidât avec y- On trouvera plus simplement cette direction, en se rappelant que les seclion et les forces correspondantes, forment une involution* pour les rayons doubles de laquelle, p est égal à zéro. Les rayons doubles sont, par suite, dans la fig, 194, les rayons 4 qui joignent S aux intersections du cercle avec OB. Le centre de Tinvolution est le pôle G de la ligne OB ; deux rayons joignant S aux intersections du cercle avec une sécante partant de C, sont conjugués, et, en particulier les rayons 1 1, qui passent par les intersections du cercle avec le diamètre OC, sont les axes de cette involution, en même temps que ceux de l'ellipse des forces. Cette dernière se construira en portant sur chaque rayon, à partir de son origine
A étant la force qui agit sur la section a (fig. 189), fa force B qui agit tttr iwe sec lion parallèle n A est parallèle d a. Deux directions qui se rorreupon' dent de celle manière, et dont chacune eit la direction de la force qui agit sur une section parallèle à Vautre, sont appelées directions conjuguées.
Si l'on décompose, en effet, la force A suivant les directioDs a et b. il faudra que la composante suivant a soit égale à zéro, puisque b est parallèle à A, et, dès lors, la composante de B, suivant la direction b, sera nulle aussi {p. 478), c'est-à-dire que B sera parallèle à a. Nous verrons plus tard que toutes les directions ainsi conjuguées forment un faisceau en involution, ce qui justifie l'expression de directions conjuguées.
lis. GBAflDBURS ET DIRECTIONS DES FORCES QUI AGISSENT SUR LES DIVERSES SKCTIONS. FAITES. FAB DN POIST.
Nous avons démontré dans le paragraphe précédent, que l'on peut se servir de deux sections quelconques, pour déterminer la force qui ajpt
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sur une troisième; nous supposerons par suite donDëes, les forces qui sollicitent deux directions conjuguées, hypothèse qui nous permettra de déterminer le plus simplement possible les relations qui existent entre les diverses sections et les efforts qu'elles subissent.
Soient [fig. 189 et 190) deux directions conjuguées a et b, et soient p, et pj les forces qui les sollicitent par unité de longueur (ou par unité de surface). Portons ces deux forces sur une droite AGB, de manière que AB soit égal à p, + p, , c'est-à-dire égal à la somme des deux forces {fig. 189), lorsque leur effet est de même sens (c'est-à-dire produit une tension on une compression) pour les sections élémentaires, sur lesquelles elles agissent, et, de manière que AB soit égal à p, — p,, c'est-à-dire à leur différence, lorsque» comme dans la fig. 190, ces effets sont de sens con- ''K- '*•■ traire. Déterminons ensuite,
sur a et b, deux points A et B, tels que leur distance soit égale à p, =t p, , et que la direction AB soit parallèle à celle d'une troisième section, sollicitée par une force inconnue que nous allons chercher. Cela fait, permutons les segmentsOAetOB, de manière que OA' = OB = 6 et que OB'=OAssa; dans cette nouvelle position Aï' de la droite AB, le point C, qui - sépare les deux segments p, et p, , est tel que la droite OC' représente en grandeur et en direction la force p, qui agit sur AB par unité de longueur.
Soient, en effet, x et t les composantes OD et DG' de OC suivant les a et b, on aura :
OD _ X _ p, _ B'C OA'~ft~p, + p,""BT' ■ DG _ i '_ p, _ A'C' OB'—â^p, -|-p, " A'B'"
Or dp, et dp, sont les forces totales B et A, qui parallèlement à a et à 6; on aura par suite :
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Soil R la résultante des forces A et B, résultant* qui agit sur u gueur AB = p, + p,, il viendra, en composant les deux forces x i
OC est donc la force, par unité de longueur, qui sollicite la direction AB.
On obtient le même résultat dans le cas où les deux forces données p, et p, produisent sur les sections a et â des effets de sens différents; il suffit (voir yîj. 190) de remplacer +p, par — p,, Bt de répéter les mômes opérations.
Ces constructions sont identiques avec la construction bien connue de l'ellipse, au moyen d'une droite de longueur constante, dont les extrémités glissent sur deux axes. Par suite : Si l'on porte ù partir iVun mêvie point les forcespar unité de longueur, qui agissent sur les différentes directions passant par ce point, le lieu des extrémités du ces forces est une ellipse. Cette ellipse s'appelle ellipse des forces.
Les parallèles, menées par C à ri el b, déterminent sur une parallèle menée par 0 à A'B', des points A' et B", tels que A"OB" soit congruenl avec ABC. Le cercle circonscrit au triangle A''C'B" a dès lors un rayon constant pour les diverses positions de C, car la corde A"B' et l'angle A"C'B'' qu'elle sous-lend restent constants. On voit que le point C, tout en décrivant l'ellipse, se meut sur un cercle invariablement fixé à la droite A"OB". Il en résulte que les longueurs ÙM, ON, mesurées sur le diamètre MON qui passe par le point 0, sont les longueurs des demiaxes de l'ellipse; la direction de ces axes est celle des droites CM et C'N, car si Ton donne l'une de ces directions au diamètre OM, le poiiil C vient se confondre avec le point le plus éloigné de 0, soit M, ou avec le plus rapproché N.
D'après ce que nous venons de dire, la construction de l'ellipse des forces peut se faire au moyen de la méthode ordinaire : du centre 0, avec les demi-axes OM, ON pris comme rayons, on décrira des circonférences: des rayons quelconques, parallèles aux directions A"B", rencontreront les deux circonférences en des points dont les coordonnées, par rapport au grand axe et au petit axe, se couperont en un point de l'ellipse. On sait que, dans cette construction, deux points do l'ellipse provenant de deux rayons rectangulaires sont les extrémités de deux diamètres conjugués. Or, si l'on fait tourner AB {fig. 18» et 190) de 90 degrés, A'B' et A'B" tourneront en sens inverse, du même angle; par suite : à deux sectimis rectangulaires correspondent comme forces, dans l'ellipse des forces, deux diamètres conjugués.
ET DES SECTIONS
Soient x, = le coefficient angulaire de la section AB {fig, 189) et
T, = - , celui de la force qui sollicite cette section ; on obtiendra, en di-
visant Tune par Tautre, les valeurs trouvées pour x et t dans le numéro précédent :
xa * • p,
Par suite : Les rayons conjugues forment un faisceau en involution.
Cette involution ne coïncide pas avec celles des diamètres conjugués de Tellipse, que nous avons construite dans le numéro précédent, car au diamètre a^ ne correspond pas dans cette ellipse le diamètre dont la direction est 6, mais bien le diamètre OG, que Ton obtient en plaçant AB normalement ha; il en est de même pour le diamètre b. Deux involutions ne peuvent avoir qu'un seul couple de rayons conjugués communs; dans le cas actuel, ces rayons communs sont les rayons rectan]gulaires ou les axes dé chaque involution. En effet, si Ton suppose connus a priori les axes des directions conjuguées des forces et des sections, et si Ton répète, en partant de ces deux directions rectangulaires, les constructions des fig. 189 ou 190, l'angle aOb sera droit, et Oa, Oé seront les axes de Tellipse. Donc : Les axes de Vellipse des forces sont des rayons conjugués de t involution des forces et des sections. Sur une section faite dans la direction de Vun de ces axes, agit une force normale qui est un maximum ou un minimum par rapport à celles qui agissent sur toutes les autres sections. L* effort tranchant est nul dans la direction des axes^ et c'est suivant ces directions qu'a lieu la transmission directe des pressions ou tensions.
L'involution t,t, nous permet de simplifier les constructions du numéro précédent. Portons (fig. 191 et 192) sur la direction a une longueur OC = p,, et à partir de G, des longueurs CA = pj et CB = p, dans un même sens (fig, 191) si p, et p, ont des signes difTérents, et en sens contraire {fig. 192) si p, et p, ont le môme signe. De cette manière A et B sont les points qui doivent glisser sur a et 6, pour que G décrive l'ellipse des forces. OA et OB forment, dès lors, un deuxième couple de l'involu-
tion, car le coefficient angulaire du rayon OB, bissecteur de l'angle ah est T, = ~ = 1, et celui du rayon OA est x, = — —, d'où x^x, = — ^.
Pi Pi Pt
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inUrseclion avec AC donnera la poînl v^ de la traco v du c6ne cherché. Nous obtiendrons de même lo point ni; de lu tiuce da rayoD corrMponùml & (0)A; il sera situe au point de rencontre de CB avec la droite UV, perpendiculaire à OA.
Nouï avons vu que dans l'involuLion délerrninée finr AB, le point H, était conjugua du point à l'infini ; par suite, le laynD mené par G, parallèlement k AB, coupera sur le rayon mené par V, normalement à OM,, as nouveau point v^ de la trace du cûneu; U en est de mAne du poiotv., intersection du rayon CM^M et de la perpendiculaire VO. lia courbe déterminée par ces points est une conique ; en effet, les rayons partant de V Eont perpendiculaires aux rayons deO, ceux partant de 0 et de G sont projecUrs, commu j)rnji>iaut ik'.< p"inU coiijtj^'ués ^ur AB, par anite, les rftfons pATtant da V et de C le sont auasi. On voit que le> Horamets V et C de ces deux derniers faisceaux sont situés sur la courbe v. Chaque couple de points conjugués sur AB donne deux nouveaux points de o; ^aii, dans un cas comme le nbtre, où le point 0 est situé dans le dessin tout près de la ligne AB, et oîi les rayons quelquefois assez longe partant de V, ne peuvent pas être tracés très exactemeat, il est préférshle de SB servir de six pointa déjk déterminés, qui proviennent de lignes asseï liHigues dans le dessin, et d'achever la conique d'après la méthode ordinaire, au moyen des ponctuelles projectives.
I<a courbe u, qui conespond aux points conjugués de la ligne AC, passe par les points BUu,((i(i)m^«„. que l'on détermine romnrie les précédents. Le point (0*1) est commun aux deux courbes u el r. Ces courbes se coupent, en outre, en trois points XYK qui sont les traces des axes. Désignant par Z celle des traces qui est située à l'intérieur de l'hyperbole directrice, les lignes XZ el Y/ seront coupés par l'hyperbole, (« qui n'aura pas lieu pour XY. Le point 0 doit 6lre l'intersection des hauteurs du triangle XYZ.
La courbe directrice des sections et des forces détermine une involution sur chaque côté du triangle .\Y'Z. Dans l'involution sur XY, le? intersections de s avec cette ligne sont leurs propres conjugués; lerayons <(ui joignent Z k chacun des autres points ABCM que nous connaissons, déterminent sur XY des points conjugués aux inierseclions avec XY' des polaires corrospondanles. En particulier, ic rayon MZ détermine sur XY' le centre de l'involution. Tous les demi-cercles dont les extrémités passent par deux points conjugués, se coupent en un point J, de la perpendiculaire MJ, à XY et l'on peut dire que deux points conjugués quelconques sont projetés du point J, suus un angle droit.
On peut de même construire les involulioiis à points doubles qui sonl déterminées sur XZ et Y'Z, Les quatre points doubles s'obtiennent plii;
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simplement encore, comme intersections de Tbyperbole directrice avec les côtés.
Pour obtenir les sections principales de l'ellipsoïde des forces, nous rabattrons^leurs plans X(0)Y, Y(0)Z, Z(0)X sur le plan de la figure. Dans ces divers rabattements, le point (0) viendra se placer en 0^ Oy 0«. Les droites qui joignent les points 0 aux points XYZ sont les axes des ellipses principales ; celles qui joignent ces points aux points doubles des involutions sont des rayons doubles de Tinvolution des forces et des sections, Nous avons déterminé, d'après le n* 126 (p. 483), l'un des rayons doubles imaginaires dans le plan X(0)Y. C'est le rayon 0^{A6') conjugué à la bis^ sectrice 0, 45\ Les indices 45' et (45*) ont été marqués sur XY ; ils sont vus du point Js sous un angle droit.
Pour déterminer la longueur des axes, nous avons pris arbitrairement pour Tun des trois axes, une force p,' et nous l'avons portée, à partir des points 0^ et Oy , dans la direction du point Z; par les extrémités des p'„ nous avons mené deux perpendiculaires jusqu'aux intersections avec les rayons doubles, et, par ces intersections et les points 0, et 0^, nous avons mené des circonférences. En comparant ces circonférences à celles de la fig, 194, on voit qu'elles se confondent lorsqu'on prend le point 6 à l'ex^ trémité du diamètre GO. Sur la PI. XY, p\ et la perpendiculaire menée par son extrémité sont les axes de coordonnées pour les composantes des forces qui agissent sur les sections. Les longueurs qu'il y a lieu d'ajouter à p\ , pour obtenir les diamètres des cercles , sont les longueurs p'^ et p\ des axes, ainsi que l'indique la figure. Avec ces longueurs d'axes, nous pourrons construire l'ellipse dessinée dans le plan rabattu XOsY, Les diagonales du rectangle circonscrit à cette ellipse doivent coïncider avec les rayons doubles imaginaires que nous avons déjà construits; nous avons indiqué cette coïncidence pour l'un d'eux 0«(45'). Nous avons également dessiné le cercle analogue à celui de la fig. 195. Ce cercle, décrit avec la difl*érence p^ — p,, comme diamètre, est malheureusement trop petit pour servir aux constructions; mais il montre clairement l'a* nalogie. Sur la PI. XY, la force p'y et la tangente menée par son extrémité à l'ellipse, sont les axes de coordonnées pour les forces agissant sur les sections. La distance de ce point à l'extrémité la plus éloignée du diamètre déterminé dans le cercle, est égale àp',. Le p61e J de l'origine des coordonnées, dont la construction est indiquée par là figure, est le centre de l'involution des sections et des forces ; il correspond au point G de la fig. 195. Nous avons encore montré (PI. XV) que les points déterminés par les rayons doubles imaginaires et les bissectrices des axes, sont situés sur une droite passant par J ; les bissectrices passent par les extrémités du diamètre perpendiculaire à p',.
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Lk grudeor da deuzi^e axa, de celni qù ne renecHitre paa le lagmeut Uni iiterMpU anr le* rayon» donblea par nna ordonnte, et dont noua a*Dna d^i doui réqutioD, ast :
)* aat poaitif on nigatt^ anivant qne Iw rajFona donbUa aont réeU on inugiluriraa.
V^t, et an m&na tompa À^^, aont tot^onra poaitlf^ at, par anite, Isa axtifuitii daa f aoDt ta^jonra aitaAaa aor une alllpae, at Jamais anr une antre coniqaa. Lmr valenr limite eat lén; dans ce caa, laa nyona donblea colocideat, et la diractûa dea forcaa eat constante. (H* 126, p. 483.)
Loraqna, I* Mant poaitif, i. eat ^[al à této, l'angle e dea rayoua donblea ett droit, loa «M a at p de l'ellipM aont d'â^e longneur, et l'elUpae derient un cercle.
Si V eat poaitit, l'angle de* rayona donblea eat aigu, et l'axe ■ qnlls comprenugi ert le grand axe.
Si )l eat négatif, l'angle dei rayon» donblea ett obtu et p eet le grand au. On Toit qne le grand axe de l'ellipee dea (brcea est to^jonn aitoi daiia l'auHto tiga dai rayons doutileB.
Dans les trois cas que noua venons d'eiiuniner, on a |i > X. il faudra doue pmdre la ïigne -\- pour a el ?; si par contre !• ^tait négatif. le.i rayons doubles sânim fmaginairoi et l'on aurait )!< X; il faudrait alors prendre pour a et p tiesngiia teU que les résultats ttoient loujoars posittis.
Bn dÎTiunt eln* = 6 par corf = fl, il Tient :
FORCES PROPORTIONNEL LUS A DES SURFACKS
Nous avons supposé jusqu'à présent que les efForls auxquels le curp? est soumis ne changcnl pas lorsqu'on suit une même direction: nonallons maintenant abandonner cette hypothèse, et nous supposerons f|Uf les efforts varient suivant toutes les directions possibles. Pour délerni:oer les forces qui agissent dans ce cas sur une section plane quelconqiif,', par unité de surface, nous supposerons données, coKime au n' (il (p. 471), les forces agissant par unité de surface sur trois sections qui'lconques BOC, COA, AOB faites par un point 0 {fig. 196). Nous couperons ces trois sections par un plan ABC, parallèle à la section considérée, el nous obtiendrons, en composant les forces qui sollicitent les seclioE> données, celle qui agit sur la section ABC.
Les forces qui agissent sur les faces du tétraèdre sont les résullanlf: de forces uniformément réparties; par suite, elles sont appliquées aui centres de gravité de ces faces. Décomposons chaque force, comme l'indique la ligure, en trois composantes B,, S,,, Si,; B, désigne la rompu-
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Au moyen de la longueur des axes, nous pouvons déterminer celle d'un rayon quelconqiK! partant du poiul 0. Nous en indiquerons d'abord la constnintion pour le^ trois rayons Pa(>ip>> Rabattons sur le plan de rimage, le plan B(0]Z qui projette p» à partir de l'axe ^; B, est le pied de k perpendiculaire, abaissée de (0) sur la trace B2. Si l'on porte, snr la perpendiculaire menée de 0 à cette ligne, la longueur Bfi^, égale à la distance (0)B., on obtiendra le rabattement 0*. du point (0). Les axes rabattus de la section avec l'ellipsoïde, sont les droites O^Z et O^Z^t Z, étant l'intersection de BZ avec .\Y. La longueur da premier est p', et celle du second pi, , p\, étant le rayon de l'ellipse 0,Z», que l'on peut déterminer facilement dans le plan XO,Y au moyen des axes p', et p\, sans construire auparavant l'ellipse entière. Deux cercles, dont le centre est situé en 0„ et dont les rayons sont é^auz à p', et p'„ permettent, dès lors, de déterminer la longueur p'^ du rayon dirigé vers le point B. Nons avons de mftràe rabattu les plans A(0)Y et C{0)ï autour de AT,A,T et CY,CyY ; nous obtenons ainsi le rayon p', au moyen de 0^, et le rayon p', au moyen de 0^.
Les longueurs p\ p\p, ainsi obtenues ne sont pas égales à celles que nous nous étions données au début du problème, à cause de la valeur arbitraire que nous avons donnée k p',', elles leur sont simplement proportionnelles. Gela Veut dire que si l'on projette les extrémités des axes p'. p', p', ainsi trouvés, parallèlement II 0) 0^ 0,. 0^ , sur leurs projections {OIABC, et si l'on joint leurs extrémités, ces lippfies de jonction doiveni être parallMes aux lignes de jonction des forces primitives pjpjPf On n'aura donc qu'à projetiT les valeurs arbitraires p', p , p , sur (O)XYZ. il l'on déterminera, au muyen de parallèles, les vraies longueurs de h^p. ?,- C'est avec ces dernières que l'on dessinera les ellipses des plans principaux. Otte méthode, qui est analogue k la rè^le de fausse position, nt' nous a pas seni dans notre épure. Nous avons construit les p^pip', aver les vraies longneui's des axes.
Eu projetant les extrémités des axes sur le plan de la ligure, on obtient leurs projeclions p^-p^p;. On peut, maintenant, avec les longueurs des trois axes, dessiner les ellipses principales rabattues, et notre problème est, dès lors, résolu. On vnil que. à l'exlérieur du cOne directeur, le plus grand ellbrtque subit le point matériel esLdirif,'C suivani (0)\ cl égal à p^\ à l'intérieur du cnne, ccl ctlort maxinmm est égal à p, et à la direction (0)Z. Un obtiendra la direclimi de la force qui sollicite une section quelconque, au moyen dn piMe de la trace de cette section par rapport à l'hyperbole directrice ; sa grandeur se déterminera par un rabattement, absolument comme celles de p,^f. Toutefois, pour mieux User les Idées, nous avons encore constniil les intersections de lellipsoïtle
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avec les plans des angles trièdres ABC, XYZ et avec le c6ne directeur; enfin, nous avons rabattu les plans perpendiculaires à celui de la figure, qui passent par X et par le p61e du plan de la figure.
Le cylindre projetant Tellipsoïde lui est tangent suivant le plan diamétral conjugué au diamètre 0(0). Aux trois plans diamétraux (0) 0) XYZ qui passent par les axes et qui contiennent le rayon (0)0, correspondent les trois rayons eae\e\ situés dans un plan principal, conjugués aux diamètres (0)0«OyO, et dont les traces sont en E^E^Ë,; ils sont situés dans le plan conjugué à (0)0, et Tintersection de ce plan avec le plan de la figure est, par suite, la droite E qui joint les trois points. On obtiendra ene.eye,, sur les rayons 0)E,EyE, , les projections des extrémités de e\e\ e'.. Les plans parallèles à (0)0) XYZ sont tangents à Tellipsoïde en ces extrémités, et par suite, les tangentes à Tellipse qui forme le contour apparent sont, aux points e^e^e^^ parallèles à 0)XYZ. Nous connaissons maintenant six points, situés sur trois diamètres, ainsi que leurs tangentes, et ces éléments sont plus que suflisants pour dessiner le contour apparent.
La projection de chaque plan diamétral touche celle de Tellipsoïde à l'extrémité du rayon ou diamètre mené par 0, qui passe par Tintersection de la trace du plan diamétral avec la ligne E. Les parallèles menées dans les deux ellipses, celle du contour et celle du plan diamétral, à leur tangente commune, seront donc, coupées par ces ellipses en segments proportionnels. Nous nous sommes servis de cette propriété pour dessiner les six ellipses que déterminent les sections (0) XYZ et (0) ABC. Chacune des trois ellipses (0) XYZ passe par deux des points ^^ py p, et touche la projection de Tellipsoïde aux extrémités des diamètres e« e^ ou e.. Les tangentes en ces extrémités étant parallèles à 0) XYZ , nous avons mené tout d'abord deux parallèles à ces lignes par les deux points p«py ou p, qui sont situés sur Tellipse cherchée ; nous avons ensuite déterminé le rapport de réduction des segments compris entre ces ellipses et le diamètre et nous avons enfin réduit, d'après ce rapport, une série d'autres ordonnées. Cette construction a été répétée identiquement pour les trois ellipses des trois sections 0) A B C ; seulement, il a fallu d'abord dessiner les tangentes communes aux points de contact^ tangentes qui n'étaient pas connues à pnon.
Pour mener facilement des plans quelconques par la droite (0)0, il est nécessaire de connaître la longueur du rayon p'^ de l'ellipsoïde suivant cette droite ; nous obtenons cette longueur, comme nous avons trouvé précédemment p'« p'epe^ ^^ rabattant le plan (0)0Z. Nous avons construit Po, dans le plan principal 0,XY,, puis rabattu (0)0Z; le point 0^ se rabat évidemment sur le cercle de distance r; la longueur cherchée p^ s'obtient alors au moyen de p, et de p^*. Dans toutes les sections passant
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par (0)0, ce demi-diamèlre est conjugué à celui qui ^c trouve dans le plan E, puisque ce dernier est conjujtué au rayon (0)0.
Les deux diamètres conjugués ainsi déterminés perinetlent de dessiner toutes les ellipses passant par (0]0, sans revenir aux plans principaux. Nous allons, au moyen de cette méthode rapide, rabattre le plan qui contient le diamètre conjugué au plan de la flgure, et qui renferme, par suite, le point le plus haut et le point le plui^ bas de l'ellipsoïde.
Ce diamètre passe par le point en, pôle de la droite à l'infini du pîan de la Ugure, par rapport au système polaire déterminé par l'ellipsoïde. Le point co est situé à rintersection des trois droites joignant XYZ aux centres M^M^Mi des involutîons qui sont déterminées sur les côtés opposés. Dans le rabattement, le point (0} vient en 0^, sur l'intersection d'une perpendiculaire à Ocr* avec le cercle de distance; et c'est sur cette perpendiculaire que nous portons p„ , vers le point 0. La droite qui joint 0„ à l'intersection B„ de la trace Ocn et de E est le diamètre conjugué à poi ses exlrémilés sont situées au-dessus des extrémités du diamètre Qco du contour apparent, sur des normales à ce diamètre. Les deux diamètres conjugués que nous venons d'obtenir, permettent de dessiner l'ellipse. Le point le plus haut et le plus bas se trouvent snr la ligne O^w-, cl sont les extrémités du diamètre conjupié au diamètre parallèle au plan de la Ugure ou h celui qui est parallèle h Qcr^. Ce dernier diamètre, appartenant à un plan pirallèle au plan de la figure, est conjugué au diamètre parallèle \ E d m-, la projection de reliipsnïde. Nous n'avons pas dessiné l'ellipse p inllMe ui plan de la ligure, parce qu'elle aurait compliqué les constiu ficns qui sont déjà Irop chargées, Les sections principales donnent une idée très nette de l'ellipsoïde; mais la dernière ellipse que nous avons dessinée en reprcsenlc mieux la position par rapport au plan de la ligure.
L'intersection de l'ellipsoïde avec le plan de la ligure sert également à en bien indiquer la forme. Nous en connai'^snns Ui cenire r>ï, les deuxpoints d'intersection avec chacun des plans (())AB. BC, .\Y. XZ, O^, c'est-à-dire dix points, et en tout vingt points en Icnant compte du centre. L'ellipse pourra donc Otre dessinée très esaclenionl.
Outre cette ellipse, nous avons encore repré^enlé les (races des faces du trièdre et du cône directeur sur le plan de la figure. Supposons que ce plan soit horizontal, et que la partie inférieure de l'ellipsoïde soit remplie d'eau; la surface <Ic l'eau ligurera deux petits lacs limité'* par l'eilipse, et d'un côté par l'hyperbole, de l'autre par les traces du trièdre. Le point le plus profond est donné par l'ellipse dessinée précédemment dans le plan vertical 0-v^.. Non-; avons fortement marqué ri' point dans le dessin.
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Il nous reste à chercher Tintersection du cône directeur avec Tellipsoïde. Chacune de ces surfaces est divisée par les huit trièdres que forment les plans principaux, en parties égales ou symétriques ; il faudra donc que Tinterseciion cherchée se compose aussi de huit parties égales ou symétriques ; il faudra aussi, à cause de cette égalité ou symétrie, que chaque rayon projetant la courbe, parallèlement à Tun des axes, sur le plan principal conjugué à cet axe, contienne deux points de cette courbe. Gomme elle est du 4* degré et que les cônes qui projettent ces courbes, ^le telle manière que chaque rayon en contienne deux points, sont des cônes du second degré, les projections de Tintersection cherchée sur les plans principaux seront des coniques. A cause de cette même symétrie, les axes p'^p'^P, des pians principaux seront les axes de ces coniques. Le sommet du cône directeur se trouvant à Tintérieur de l'ellipsoïde, la courbe sera divisée en deux anneaux séparés, par les milieux desquels passera Taxe OZ. La projection de ces deux anneaux sur le plan XO,Y forme une ellipse entière. Les longueurs des axes 0,1 =0,5 s*obtiennent comme ordonnées des intersections des rayons doubles avec l'ellipse de projection, dans le plan XOyZ, oh Ton peut directement les mesurer; dans le plan YO^Z, les projections se font sur Taxe 0,Z* Les longueurs des axes 0,3 = 0,7 s'obtiennent de mème^ comme ordon^ nées y des intersections des deux rayons doubles avec l*ellipse de pro-^ jection, dans le plan YO.Z; dans le plan XOyZ les projections se font sur Taxe OyZ. Nous connaissons maintenant les deux axes de Tellipse 0,; dans l'hyperbole 0^, nous connaissons un axe 0^(3 7) et les deux points 1 et 5, et enfin dans l'ellipse 0«, l'axe 0« (1 5) et les deux points SI* Les trois coniques sont par suite déterminées.
Il est facile de trouver les projections correspondantes d'uû même point; soit en effet, un point quelconque 2 sur X0,Y; l'abscisse ar, de ce point dans le plan XO^Z et l'ordonnée y„ dans le plan Y0,2, déter-' tninent sur les deux anneaux, deux points qui ont le même 2,, ce qui t)ermet de trouver les deux autres projections des deux points qui sont situés au-dessus de 2, dans XO,Y. Si Ton ne tient pas compte des dignes et que l'on choisisse une ordonnée quelconque, un point de cette ordonnée sô trouvera dans chacun des huit trièdres que forment les tiland de coordonnées; et, à cause de l'égalité ou de la symétrie des parties dé la courbe dans chaque trièdre, les projections de ces quatre pbints 2468, répétés deux fois, forment des rectangles dans chaque plan principal. Nous avons dessiné ces rectangles autant que les limites de hotre dessin nous le permettaient. Dans l'espace, les points forment le parallélipîpède rectangle 2 4 6 8 2' 4' 6' 8'.
Les projections des points de la courbe sur le plan de la figure, s*ob«
ètcteur au moyen de$ formules :
le» fixes auxquels se rappot-letil les formulti sont ceux du dénominateur. Lorsque a, p e' f ont les mêmes signes, c'esf-ri-dire lorsque pour les tmù settiom principales, le corps rhistnnt est sollicilfi de la mcme manirrt. h f<)»f directeur est imaginaire. Lonque «Pf ont des signes différents, deux d'entif eut, c'etl-o-dire deux des fiiri^H qu'ils représentent uni le mènie signe, l-' dùn* les sections déterminées /m- ckacvn d'eux et le troisième, les génératrices du cdne sont réelles, et le troisième axe est intérieur au cdne. Les génératrice sont imaginaires dans leplan des deux forces du mMne signes cet deux fomi ou axes sont par suite situés en de/iors du cdne.
Oa peut, dans les pliios principiiux, construire au moyoït de cerek's l'ellipse dus forces et l'angle â (voir fig. l'J4 et 19j, p. 487 et 488); on pourrait encore faire celte construction dans deux couples d'autres sectjons, deui d'entre elles pouvant (>tre imaginaires. Ces sections passMit, les unes par l'axe moyen, les autres par le plus petit axe, el sont Lelk'i que la hauteur de la force au-dessus du plan diamétral qui leur est conjugué est égale à l'axe moyen. Mais il n'y a aucun intérêts construire de pareilles sections, qui ne sont d'ailleurs pas des sections circulaires. Pour toute autre sertinn, la t^onslruclion que nous avons indiquée n'esl pas iipplicahk'.
130. r.0NSTRLICT]ON MZ l.'lîLMl'SdïllK IJKS KOBCKS i'HI'P0HT10NM-.1.Lh>
Nous allons maintenant indiquer le modo de conslruclion de rt'llipsoïde des forces proportionnelles h des surfaces. Nous supposerons, lonl d'abord, que les forces agissant snr les trois faces d'un triédre soient dirigées suivant les urèlcs opposées à ces faces, cl que les grandeurs <lr ces trois force» soient données. Les faces et les ar?fes opposées du trièdri' seront conjuguées dans le système polaire des forces et des sections. Nounous proposons de déterminer en premier lieu lu force qui ;igil sur un plan donné quelconque, et en second lieu, les grandeurs et le; direclinndes eflbrts maximums qui sollicitent le poini nialéricl.
("loupons le trièdre par un plan siliié ù une distance convenable j- (PI. XV) de son sommet (0) el parallMe au plan dont nous voulons déterminer ta force correspondante. Nous prendrons ce plan parallèle
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comme plan de la figure. Soit 0 la projection du sommet (0)^ et soit ABC la trace du trièdre sur le plan de la figure.
Comme, dans notre construction, nous aurons surtout affaire à des rayons du faisceau (0), nous nous contenterons d*une seule projection du trièdre et des autres figures à représenter. Un point et une ligne quelconque seront déterminés par leur projection et par la trace du rayon ou du plan, qui les projette à partir du point (0). Les figures situées dans ces plans projetants, par exemple les sections planes de Tel* lipsolde des forces, seront également déterminées par leurs projections et la trace des plans dans lesquels elles sont situées. Pour obtenir les véritables dimensions de ces figures, il sufSra de rabattre les rayons autour de leurs projections: les hauteurs 0 (0) se rabattront sur les rayons du cercle de distance r, qui sont perpendiculaires aux projections des rayons ; et tous les éléments de ces figures seront déterminés par ces points 0 rabattus et les traces des rayons. La vraie grandeur des figures planes s'obtiendra par le rabattement des plans autour de leurs traces. Les perpendiculaires, abaissées de 0 sur ces traces, viendront alors se confondre avec leurs projections; on obtiendra, par suite, la position du point (0), sur le plan rabattu, en portant la longueur de la perpendiculaire sur sa projection; cette longueur se détermine elle-même par un second rabattement. Nous avons construit, PI. XY, les perpendiculaires P»PkPt abaissées du sommet (0) sur les traces des faces du trièdre (0) ABC. Il suffirait de rabattre bes longueurs sur leurs projections pour obtenir les rabattements des faces du trièdre.
Soient Pap»pe les projections des forces portées à partir du point 0, et qui agissent, suivant les arêtes (0) ABG, sur les faces opposées à ces arêtes. Pour construire la force R qui agit sur le plan parallèle au plan de la figure, nous supposerons ce dernier déplacé parallèlement à luimême, de manière que la surface de la base ABC soit égale à Tunité, ou bien, ce qui revient au même, nous prendrons ABC comme unité de sur face. Si maintenant nous déterminons les composantes RaR^R,, qui agissent sur les faces (O)ABG et si nous les composons au moyen d*un polygone des forces, nous obtiendrons la résultante R qui agit sur Tu* nité de surface ABC.
Les surfaces (0)BG et ABC sont entre elles comme les perpendiculaires abaissées de (0) et A sur le c6té commun BG. Nous avons déjà construit la perpendiculaire p^ abaissée de (0) sur BC. La perpendiculaire p\t abaissée de A sur BG se mesure directement sur Tépure. Pour obtenir, par suite, la projection de la force R., qui agit sur (0)BC, il suffit de multiplier p^ par le rapport p^ : p'a ^^ <^6s deux hauteurs. Cette opération a été faite dans Tangle droit de la surface rabattue, mais nous
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nQl'avons pas indiquée; il nous Ftuffira ile dire que R,, R» et R. sont les résultais de ces multiplications. Nous avons porté (PI, XV) les projections R, H,Ri. de ces Torces, à la suite l'une de l'autre, et obtenu ainsi celle de la résultante R, qui agit sur la face ABC. Toutefois, la projectioa de l'extrémité de ce polygone ne détermine pas complètement cette extrémité; il nous faut encore trouver la trace du rayon qui la projette à partir de (0); pour l'obtenir, coupons ce rayon par la trace do plan, qui projette à partir du point 0. la dernière force Rt . Cette trace passe parle point B, puisque 11* est parallèle k OB. Elle passe aussi par la trace Ht du rayon (0)(R„H,), trace qui est située sur AC, puisque R, se trouve, aussi bien que H, , dans le plan (0)AC ; la ligne qui joint les points lf« et B coupe sur le rayon, passant par l'extrémité de la ligne polygonale, la trace M de cette extrémité. La position de ce point est maintenant complètement déterminée, et par suite aussi la force qui agît sur le plan de !a liKure. La première partie dti probl&mo est donc résolue.
Dans le système polaire que détermine le c6ne directeur sur le plan de la figure, le point H a pour conjugué l'intersection avec ce plan d'un plan qui lui est parallèle, c'est-k-dire la droite de l'inOni; M est, par snite, le centre de ce système polaire, qui dès lors, avec le triangle polaire ABC, est complètement déterminé. Au point M*, intersection de MB avec AG, est conjugué le point à l'inRni sur AG; ce point est donc le centre de l'involution, que détermine sur AC le système polaire. Gomme il e'it «itné hors du segment AC. rinvolution a des points doubles, le système polaire a une conrlie directrice, et le cône directeur est réel. On obtient les puinls douilles de l'involulion AV., en rabattant sur AC la longueur d'une tangente, menée par M^, i^ un cercle passant par AC; les extrémités du rabattement délerminent, de part et dautre de Mj, les deux intei'sei'tions de la courbe directrice s aver AC Les droites joignant B à ces points doubles lui sont tangentes en ces points. Si par l'un d'eux on mène une parallèle à la laugente à l'autre, tous les rayons pi'ojelant. k partir de B, des segments coraux sur cette parallèle, de part et d'aulre du point double, iulerceplent sur AG des s((Kriients conjugués. On répétera les mêmes opérations pour BC; mais le [ininl M^ se trouve en dehors de l'épure; il tombait eiicure dans les limites de la planche, lorsque nous avons fait la construction, et nous avons pu nous en servir pour délerminer l'intersection de s avec le segment BC et la tangente correspondante qui passe par A; la seconde intersection, c'est-à-dire l'autre point double, est située trop en dehors du dessin pour qu'on puisse s'en servir. M, est situé entre A et B : l'involution déterminée sur AB n'a pas, par snite, de points doubles, et AB est le côté du triangle polaire qui est Otuéfi t'e\lènc.;i de i:i iniirbe s, lu demi-cercle décrit sur AB, coupe
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Tordonnée de M^, en un point J^ marqué sur Tépure, et les c6tés d'un angle droit qui pivote autour de ce point J^ comme sommet, déterminent sur AB des points conjugués. L'involution des diamètres de la courbe s, diamètres qui passent par le centre M, est aussi déterminée. A chaque rayon ou diamètre, passant par les points à Tinfini des côtés du triangle ABC, correspondent les rayons qui aboutissent aux sommets opposés du triangle. Les trois couples de rayons que Ton obtient ainsi permettent de construire directement les asymptotes de la courbe s. Nous avons, en somme, plus d'éléments qu'il n'en faut pour construire cette courbe.
A chaque plan sécant du faisceau (0) qui projette une ligne du plan de la figure, correspond, comme direction de la force qui sollicite la section, le rayon qui projette le p61e de cette ligne. Les éléments ainsi conjugués peuvent se construire, soit au moyen de la courbe s, soit au moyen des trois involutions sur les côtés du triangle ABC. On emploiera évidemment ce dernier moyen, lorsqu'il n'y a pas de courbe directrice s.
Pour déterminer les axes du système polaire, nous emploierons une construction identique à celle que donne M. Fiedler, dans le chapitre intitulé : « Dte Axemchettel^ etc., der Flàchen 2*' Ordnung, » de sa Géomé- ^métrie descriptive^ n* 97, p. 357, et qu'il applique à un exemple. On détermine, pour chaque rayon du plan (0)AB, son conjugué rectangulaire; le lieu des diamètres ainsi déterminés est un cône du second degré, qui contient les trois axes cherchés; ils sont les conjugués rectangulaires de ceux des rayons du plan (0)AB, qui sont situés sur les trois plans principaux. Les rayons du plan (0)AG donneront de même un second cône passant par les trois axes. Ces deux cônes se couperont suivant le rayon qui, dans les deux systèmes, est conjugué au rayon (0)A, et par suite, suivant un autre rayon au moins ; d'ailleurs, dans le cas qui nous occupe, ils se couperont suivant trois autres rayons, qui seront les trois axes cherchés. Les constructions que nous venons d'indiquer s'exécutent de la manière suivante :
Soient d'abord à déterminer les conjugués rectangulaires des rayons (0)A et (0)B. Au rayon (0)B est conjugué le plan (0)AG; la trace du rayon cherché se trouvera donc sur AG, et, en outre, sur la trace d'un plan normal mené par (0) à la droite (0)B. Ge plan normal, passant par la perpendiculaire menée par (0) au plan (0}AB, passera par la trace V de cette perpendiculaire. On déterminera Y en rabattant sur le plan de la figure le plan (0)0Y, qui lui est normal ainsi qu'à AB et qui contient la perpendiculaire p^ ; une normale à p^, menée par son extrémité, déterminera le point y sur la projection de />«• Gomme enfin la trace du plan cherché doit être perpendiculaire h OB, nous pourrons la mener; et son
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ÎDlerseelion avec AC donnera le point Vf de la trace v du c6n6 cherché. îtoai obtiendrons do même le point tw de la trace du rayon corraspondaol h (Û)A; il sera silué au point de rencontre de GB avec la droite UV, perpendiculaire k OA.
NousavoDS vu que dans l'involution déterminée iiiir AB, le poùt Bi. était conjugué du pointa l'infini; par i^uitc, le rayun mené par G, parallèlement k AB, coupera sur le rayon mené par V, iiurmalemeot à OU,, dd nouveau point v^ de la trace du côneo; il en est de mAfue du point v., intersection du rayon CM^M et do la perpendiculaire VO. La courbe déterminée par ces points est une conique ; en effet, les rayons partant de V (ont perpendiculaires aux rayons de 0, ceux partant de 0 et de G sont projectifs, comme projetant des points conjugués sar AB, par suite, lei rayons partant de V et de C le sont aussi. On voit que lei soiamets V et C de ces deux derniers faiBCcaUK sont situés sur la courbe v. Chaque couple de points conjugués sur AB donne deux nouveaux points de t>; mais, dans un cas comme le nôtre, où le point 0 est situé dans le dessin tout prés de la ligne AB, et où les rayons quelquefois assez longs partant de V, ne peuvent pas être tracés très exactement, il est préférable de se servir de six points déjà déLermioés, qui proviennent de lignes aasax longues dans le dessin, et d'achever la conique d'après la méthode ordi-' naire, au moyen des ponctuelles projectives.
La courbe u, qui correspond aux points conjugués de la ligne AC, passe par les points BUu,(tw)«„«„, que l'on détermine comme les précédents. Le point [iw] est commun aux deux courbes h et i\ Ces courbe-. se coupent, en outre, en trois points .VYZ qui sont les traces des axes. Désignant par Z celle des traces qui est située à l'intérieur de î'hyperbole directrice, les lignes .\Z et YZ seront coupes par l'hyperbole, ce qui n'aura pas lieu pour XY. Le point 0 doit être l'inLersecUon des hauteurs du triangle XYZ.
La courbe directrice des sections et des forces détermine une involution sur chaque côte du triangle XYZ. Dans l'involution snr XY', les intersecLions de s avec cette ligne sont leurs propres conjugués; lerayons qui joignent Z à chacun des aulre^ p<iints ABCM que nous connaissons, déterminent sur XY des points conjugués aux iniersections avec XY des polaires correspondantes. En particulier, le rayon MZ détermine sur XY' le centre de l'involulion. Tous les demi-cercles dont les extrémités passent pai' deux points conjugués, se coupent en un point J, de la perpeiiiiiculaire MJ, Ji XY cl l'on peut dire que deux points conjugués quelconques sont projetés du point J, sous un angle droit.
On peut de même construire les involutions j\ points doubles qui sonl déterminées sur XZ et YZ. Les quatre points doubles s'obtiennent plu-
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simplement encore, comme intersections de l'hyperbole directrice avec les côtés.
Pour obtenir les sections principales de Tellipsoïde des forces, nous rabattrons^leurs plans X(0)Y, Y(0)Z, Z(0)X sur le plan de la figure. Dans ces divers rabattements, le point (0) viendra se placer en 0^ Oy 0,* Les droites qui joignent les points 0 aux points XYZ sont les axes des ellipses principales ; celles qui joignent ces points aux points doubles^des involutions sont des rayons doubles de Tinvolution des forces et des sections. Nous avons déterminé, d'après le n* 126 (p. 483), l'un des rayons doubles imaginaires dans le plan X(0)Y. C'est le rayon 0^(45°] conjugué à la bis*sectrice 0,45^ Les indices 45* et (45*) ont été marqués sur XY; ils sont vus du point Jt sous un angle droit.
Pour déterminer la longueur des axes, nous avons pris arbitrairement pour l'un des trois axes, une force pj et nous l'avons portée, à partir des points 0^ et Oy , dans la direction du point Z; par les extrémités des f «, nous avons mené deux perpendiculaires jusqu'aux intersections avec les rayons doubles, et, par ces intersections et les points 0, et Oy, nous avons mené des circonférences. En comparant ces circonférences à celles de la fig, 194, on voit qu'elles se confondent lorsqu'on prend le point B à l'ex*trémité du diamètre GO. Sur la PU XY, p\ et la perpendiculaire menée par son extrémité sont les axes de coordonnées pour les composantes des forces qui agissent sur les sections. Les longueurs qu'il y a lieu d'ajouter à p\, pour obtenir les diamètres des cercles, sont les longueurs p'^et p\ des axes, ainsi que l'indique la figure. Avec ces longueurs d'axes, nous pourrons construire l'ellipse dessinée dans le plan rabattu XOsY. Les diagonales du rectangle circonscrit à cette ellipse doivent coïncider avec les rayons doubles imaginaires que nous avons déjà construits; nous avons indiqué cette coïncidence pour l'un d'eux 0,(45*). Nous avons également dessiné le cercle analogue à celui de la fig, 195. Ce cercle, décrit avec la différence p^ — Py comme diamètre, est malheureusement trop petit pour servir aux constructions; mais il montre clairement l'analogie. Sur la PI. XY, la force p\, et la tangente menée par son extrémité à l'ellipse, sont les axes de coordonnées pour les forces agissant sur les sections. La distance de ce point à l'extrémité la plus éloignée du diamètre déterminé dans le cercle, est égale à p «. Le pôle J de l'origine des coordonnées, dont la construction est indiquée par la figure, est le centre de l'involution des sections et des forces ; il correspond au point G de la fig. 195. Nous avons encore montré (PI. XY) que les points déterminés par les rayons doubles imaginaires et les bissectrices des axes, sont situés sur une droite passant par J ; les bissectrices passent par les extrémités du diamètre perpendiculaire à p'y.
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Au moyen de la loiipceur rtes axes, nous pouvons «iétenniner celte d'un rayon quelconque pnrtant du pniut 0. Nous en indiquerons d'abord la ronslruetion pour les trois rayons p,p^ f,. Rabattons sar le plan de l'image, le plan B(0)2 qui projette p, îi partir de l'axe ?; B, est le pied de la peqieudiculaire, abaiss<^e de (0) sur la trace BZ. Si l'on porte, sur la perpendiculaire menée de 0 à cette ligne, la longueur hfl„ égale à la distance (0)B., on obtiendra le tabattement 0», du point (0). Le$ axes rabattus de la section avec l'ellipsoïde, sont les droites 0(,Z et 0,,Z(, Zi étant l'intersection de BZ avec XY. La lon!i;ueur du premier est p', et celle du second p\, , p,, étant le rayon de l'ellipse 0,Zs. que l'on pent déterminer facilement dans le plan XO,Y au moyen des axes p', ôt p\, sans construire auparavant l'ellipse entière. Deux cercles, dont le centre est situé en 0„ et dont les rayons sont é^aux à p', et p'^, permettent, dès lors, de déterminer la lonfîueur p, du rayon dirigé vers le point B. Noue avons de mèràe rabattu les plans A(0]Y et C(0)Y autour de AT,A,T et GY.G,Y ; nous obtenons ainsi le rayon p. au moyeu de 0^, et le rayon p', au moyen deO^.
Les langueurs p '„ p ^ p , ainsi obtenues ne sont pas égales à celles que nous nous étions données au début du problème, à cause de la valeur arbitraire que nous avons donnée à p', ; elles leur sont simplement proportionnelles. Cela Veut dire que si l'on projette les extrémités des axes P«P» p'. linsi trouvés, parallèlement àOlO^^O», 0,,, sur leurs projections (O)ABC, et si l'on joint leurs extrémités, ces lignes de jonction doivent ?tre parallf'les aux lignes de Jonclion des forces primitives Pap,p,. Un n'aura donc qu'à projeli'r les valeurs arbitraires p „ p „ p , sur (0)X\'Z, t't l'on déterminera, au nmyen de parallèles, les vraies longueurs do l'^p, p- C'est avec ces dernières que l'on dessinera les ellipses des plans principaux. Otle méthode, qui est analogue à la règle de fausse position, ne nous a pas servi dans notre épure. Nous avons construit les p, p^p, avec les vraie.s longueurs des axes.
En projetant les e.vtrémilés des axes sur le plan de la ligure, on obtient leurs projeclions p^p,?;- On peut, maintenant, avec les longueur* des trois axes, dessiner les ellipses principales rabattues, et notre problème est, dès lors, résolu. (In voit que. à l'extérieur ilu cône directeur. le plus grand effort que subit le ])oint matériel est dirigé suivant (Oi\ et égal à p^; à l'intérieur du cftne, cet. eH'irL maximum est égal à p, et, à la direction (0)Z. Un obtiendra la direction de la force qui sollicite une section quelconque, au moyen du pùte de la trace de celte section par rapport à l'hyperbole directrice ; sa grandeur se déterminera par un rabattement, absolument comme celles de p^j,. Toutefois, pour mieux fixer les idées, nous avons encore construit les intersections de l'ellipsoide
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avec les plans des angles trièdres ABC, XYZ et avec le cône directeur; enfin, nous avons rabattu les plans perpendiculaires à celui de la figure, qui passent par X et par le pôle du plan de la figure.
Le cylindre projetant Tellipsoïde lui est tangent suivant le plan diamétral conjugué au diamètre 0(0). Aux trois plans diamétraux (0) 0) XYZ qui passent par les axes et qui contiennent le rayon (0)0, correspondent les trois rayons éme\e\ situés dans un plan principal, conjugués aux diamètres (0)0«OyO, et dont les traces sont en E^Ey Ë,; ils sont situés dans le plan conjugué à (0)0, et Tintersection de ce plan avec le plan de la figure est, par suite, la droite E qui joint les trois points. On obtiendra en^^eye,, sur les rayons 0)E,EyE, , les projections des extrémités de e.e'y e'.. Les plans parallèles à (0)0) XYZ sont tangents à Tellipsoïde en ces extrémités, et par suite, les tangentes à Fellipse qui forme le contour apparent sont, aux points e^ ey e,, parallèles à 0) XYZ. Nous connaissons maintenant six points, situéssur trois diamètres, ainsi que leurs tangentes, et ces éléments sont plus que suflisants pour dessiner le contour apparent.
La projection de chaque plan diamétral touche celle de Tellipsoïde à Textrémité du rayon ou diamètre mené par 0, qui passe par Tintersection de la trace du plan diamétral avec la ligne E. Les parallèles menées dans les deux ellipses, celle du contour et celle du plan diamétral, à leur tangente commune, seront donc, coupées par ces ellipses en segments proportionnels. Nous nous sommes servis de cette propriété pour dessiner les six ellipses que déterminent les sections (0) XYZ et (0) ABC. Chacune des trois ellipses (0) XYZ passe par deux des points p« py p, et touche la projection de Tellipsoïde aux extrémités des diamètres e. e^ ou e,. Les tangentes en ces extrémités étant parallèles à 0) XYZ , nous avons mené tout d*abord deux parallèles à ces lignes par les deux points p,py ou p, qui sont situés sur Tellipse cherchée ; nous avons ensuite déterminé le rapport de réduction des segments compris entre ces ellipses et le diamètre et nous avons enfin réduit, d'après ce rapport, une série d*autres ordonnées. Cette construction a été répétée identiquement pour les trois ellipses des trois sections 0) A B C ; seulement, il a fallu d*abord dessiner les tangentes communes aux points de contact^ tangentes qui n'étaient pas connues à priori.
Pour mener facilement des plans quelconques par la droite (0)0, il est nécessaire de connaître la longueur du rayon p'^ de l'ellipsoïde suivant cette droite; nous obtenons cette longueur, comme nous avons trouvé précédemment p« ^\^\, en rabattant le plan (0)0Z. Nous avons construit Po, dans le plan principal 0,XY,, puis rabattu (0)0Z; le point 0^ se rabat évidemment sur le cercle de distance r; la longueur cherchée p^ s'obtient alors au moyen de p, et de p^,. Dans toutes les sections passant
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par (0)0, ce demi-diamètre est conjugué à celui qui se trouve dans le plan E, puisque ce dernier est conjngué au rayon (0)0.
Les deux diamètres conjugués ainsi déterminés permettent de dessiner toutes les ellipses passant par (0)0, sans revenir aux plans principaux. Nous allons, au moyen de cette méthode rapide, rabattre le plan qui contient le diamètre conjugué au plan de la figure, el qui renferme, par suite, le point le pins haut et le point le plus bas de l'ellipsoïde.
Ce diamètre prisse par le point c», pôle de la droite à l'infini du plan de la figure, par rapport au système polaire déterminé par l'elHpsoIde, Le point en est situé à l'interseelion des trois droites joignant XYZ aux centres M,M,M, des involutions qui sont déterminées sur les côtés opposés. Dans le rabattement, le point (0) vient en 0^, sur l'intersection d'une perpendiculaire à Oo--. avec le cercle de distance; et c'est sur cette perpendiculaire que nous portons p„ , vers le point O. La droite qui joint 0„ à l'interseelion B„ de la trace Or^ et de E est le diamètre conjugué h p„; ses extrémités sont situées au-dessus des extrémités du diamètre Ot» du contour apparent, sur des normales à ce diamètre. Les deux diamMres conjugués que nous venons d'obtenir, permettent de dessiner l'ollipse. Le point le pins haut et le plus bas se trouvent sur la ligne 0„e/-', et sont les extrémités du diamètre conjupié au diamètre parallèle au plan de la ligure ou à celui qui est parallèle II Ocr.. Ce dernier diamètre, appartenant à un plan parallèle au plan de.ia figure, est conjugué au diamètre parallèle îi E dans la projection do l'ellipfnïde. Nous n'avons pas dessiné l'ellipse parallMe au plan de la figure, parce qu'elle aurait compliqué les construcllons, qui sont déjA Irop chargées. Les sections principales donnent une idée très nette de l'ellipsoïde: mais la dernière ellipse (pie nous avons dessinée on représente mieux la position par rapport au plan de la [if,'iire.
L'interseelion de l'ellipsoïde avec le plan de ta ligure sert également ;\ en bien indiquer la forme. Nous en coiinaissons le centre ctj, les deuxpoints d'intersection avec chacun des plans (0)AB, BC, XY. XZ, Orr.. c'est-à-dire dix points, et en tout vingt poinh en leiianl rumpte du centre. L'ellipse pourra donc être dessinée très exactemeni.
Outre cette ellipse, nous avons encore représenti: les traces des faces du trièdrc et du cûne directeur sur le pian de la figure. Supposons que ce plan soit horizontal, et que la partie inférieure de l'ellipsoïde soit remplie d'eau; la surface de l'eau figurera deux petits lacs limités par l'ellipse, et d'un côté par l'hyperbole, de l'autre par les traces du triÈdre. Le point le plus profond est donné par l'ellipse dessinée précédemment dans le plan vertical O-^-, Nous avons for-tcment marqué ic point dans le dessin.
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Il nous reste à chercher rinlersection du cône directeur avec Tellipsoïde. Chacune de ces surfaces est divisée par les huit trièdres que forment les plans principaux, en parties égales ou symétriques ; il faudra donc que Tintersection cherchée se compose aussi de huit parties égales on symétriques; il faudra aussi, à cause de cette égalité ou symétrie, que chaque rayon projetant la courbe, parallèlement à l'un des axes, sur le plan principal conjugué à cet axe, contienne deux points de cette courbe. Gomme elle est du 4* degré et que les cônes qui projettent ces courbes, ^le telle manière que chaque rayon en contienne deux points, sont des cônes du second degré, les projections de Tintersection cherchée sur les plans principaux seront des coniques. A cause de cette même symétrie, les axes p'cp'yp'. des pians principaux seront les axes de ces coniques. Le sommet du cône directeur se trouvant à l'intérieur de l'ellipsoïde, la courbe sera divisée en deux anneaux séparés, par les milieux desquels passera Taxe OZ. La projection de ces deux anneaux sur le plan XO,Y forme une ellipse entière. Les longueurs des axes 0,1 =0,5 s'obtiennent comme ordonnées des intersections des rayons doubles avec l'ellipse de projection, dans le plan XOyZ, oh l'on peut directement les mesurer; dans le plan YO^Z, les projections se font sur l'axe 0,Z. Les longueurs des axes 0,3 = 0,7 s'obtiennent de même, comme ordon^» nées y des intersections des deux rayons doubles avec l^ellipse de projection, dans le plan YO.Z; dans le plan XOyZ les projections se font sur l'axe OyZ. Nous connaissons maintenant les deux axes de l'ellipse 0,; dans l'hyperbole 0^, nous connaissons un axe Oy(3 7) et les deux points 1 et 5, et enfin dans l'ellipse 0^, l'axe 0^ (1 5) et les deux points 3 7i Les trois coniques sont par suite déterminées.
Il est facile de trouver les projections correspondantes d'uû même point; soit en effet, un point quelconque 2 sur X0,Y; l'abscisse ar, de ce point dans le plan XOyZ et l'ordonnée y„ dans le plan Y0,2, déter-* tninent sur les deux anneaux, deux points qui ont le même 2,, ce qui t)ermet de trouver les deux autres projections des deux points qui sont situés au-dessus de 2, dans XO,Y. Si l'on ne tient pas compte des ^gned et que l'on choisisse une ordonnée quelconque, un point de cette ôMonnéé se trouvera dans chacun des huit trièdres que forment les t)land de coordonnées; et, à cause de l'égalité ou de la symétrie des parties dé la courbe dans chaque trièdre, les projections de ces quatre points 2468, répétés deux fois, forment des rectangles dans chaque plan priticipàl. Nous avons dessiné ces rectangles autant que les limites de hotre dessin nous le permettaient. Dans l'espace, les points forment le parallélipipède rectangle 2 4 6 8 2' 4' 6' 8'.
Les projections des points de la courbe sur le plan de la figure, s'ob*
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tiennent très exaclemeDt au moyen des trois lignes projetantes, parallèles h 0)XÏZ, pour ebaque plan principal. Nous avons indiqué en traits pointillés les lignes projetant tes points pairs, comme étant le^ côtés du parallélipipède. Les rayons 13 se trouvent en ouli'e sur un rayon projetant parallèle k OX, et les points 3 7 sur un rayon parallèle à OY. Comme points particuliers, très utiles pour dessiner la courbe, nous avons les douze points situés sur les six rayons projetants, dont deux touchent chacune des projections de la courbe sur les plans principaux. La courbe est projetée, dans la tigure, suivant les mêmas rayons, de sorte que nous trouverons non seulement les points correspondants, mais encore leurs tangentes. Nous en avons indiqué quelques-uns, en employant la méthode générale pour les construire.
Nous devons encore signaler, comme points particuliers, les quatre points où la courbe touche la projection de l'ellipsoïde; ils sont situés sur les deux rayons, joignant le point II aux intersections de l'hyperbole directrice avec la ligne E. Nous avons, de plus, les quatre points situés sur les tangentes menées du point 0 à l'hyperbole directrice, tes tangentes en ces points étant aussi tangentes k la courbe d'intersection. Nous n'avons pu indiquer que celui qui se trouve entre 3 el \, puisque le rayon compris entre 7 el S se confond avec la génératrice du cône située dans le plan (OjAC. Pour obtenir en général un point de la courbe d'intersection sur une génératrice du cône directeur, donnée par sa trace sur l'hyperbole s, on projettera la trace donnée, à partir des points XYZ, sur les côtés (ipposés XYZ, im joindra les point-; obtenus à 0^,; ces lignes de jonction seront les projections de la génératrice donnée sur les plans principaux, elles couperont par suite le point cherché, sur les projections de la courbe d'intersection. Nous n'avons pa^ indiqué celte construction dans notre dessin, puisqu'une trace des tangentes est située bien en dehors des limites de l'épure, et que l'autre tombe entre les points \ et 8. qui sont déjîi trop rapprochés pour permettre la détermination d'un point enti-e eux. La courbe une fois dessinée, la longueur de chaque rayon passant par O sera la projection de celle du rayon correspondant de (0), prise entre le plan de l'image et l'ellipsoïde. En projetant en particulier, k partir du point {0] sur l'hyperbole, les huit points ^Hiit^'VGH' du parallélipipède, on obtiendra sur chaque rayon de O deux points opposés â(i, 48, G 2', 84 ; ces rayons ne déterminent par suite que quatre points de l'hyperbole, les points :2"4"6"8". Les droites de jonction de deux de ces points passent par l'un des points XY ou Z, puis<|ue ces droites peuvent être considérées comme les traces de plans, passant par deux arêtes opposées du parallélipipède, plans qui conticnneni aussi l'axe parallèle à ces arêtes.
OETERMINATION DU SYSTÈME DE SECTIONS ET DE POUCES CONJUGUÉES
2"' et 8'^ sont les seuls qui soient situés dans les limites de Tépui'e ; la droite qui les joint passe par Y. La réciproque de cette proposition étant également vraie, il en résulte que les sommets de chaque rectangle inscrit dans Thyperbole, et dont le triangle polaire coïncide avec XYZ, peuvent être considérés comme les projections de huit points symé* triques de la courbe d'intersection.
COURBES DE PRESSION ET DE TENSION
Nous nous sommes donné, dans le numéro précédent, un triëdre tel que ses arêtes soient conjuguées aux faces opposées, et nous avons, au moyen de ce trièdre, déterminé les efforts auxquels le point matériel, sommet du trièdre, était soumis. Ce cas était le cas général, puisque nous pouvions choisir comme arêtes les directions de trois forces quelconques, il est aussi le plus instructif, puisqu'il permet, par la composition des forces, de déterminer le système polaire réciproque des forces et des sections. Le problème cependant ne se présente pas ainsi dans la pratique; les sections et les forces qui agissent sur ces sections, sont quelconques, et il s'agit, avec ces données, de construire Tellipsoïde. Nous allons montrer comment les différents cas possibles peuvent se ramener à celui que nous avons étudié (PI. XV).
Nous admettrons a priori que le système polaire des forces et des sections détermine les rapports des dimensions de Tellipsoïde, nous ne pourrons plus, dès lors, prendre à volonté que Tune des trois forces; ce choix fixera les dimensions de Tellipsoïde.
Supposons que Ton donne trois plans sécants; les directions des forces qui sollicitent ces plans ne sont pas arbitraires, et il faut que le trièdre des plans soit perspectif à celui des forces, afin de former un système polaire. Soient ABC les trois plans; nous pouvons prendre, pour les forces qui sollicitent A etB, deux directions quelconques a et A; la force qui sollicite C devra être choisie de manière que les plans a(BC}, b{CA) et ^(AB) se coupent suivant un rayon s de la gerbe, ou, ce qui revient au même, que les intersections des plans (aA)C, {bc)A et (ca]B soient si* tuées dans un même plan S. La droite c doit donc être prise dans le plan 5(AB) ; cela posé, les quatre pôles sabc et leurs polaires SABC dé' terminent, d'après les règles de la géométrie de position, un système polaire avec ou sans courbe directrice, et ce système pourrait être construit exactement comme celui du numéro précédent, au moyen d'un triangle polaire et du centre du système. L'ellipsoïde est, dès lors, dé^
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lenniaé par le système polaire, pourvu que l'ou se donne encore une dimension, c'est-ft-dire une force. On arrive encore au même résultai, en décomposant la force primitivement choisie, suivant les arêtes de ABC, et en cboisïssant les deux autres forces de telle manière que leurs composantes satisfassent aux conditions du n* 139 (p. 496). Nous nons contentons ici d'indiquer l'identité de ces deux moyens d'opérer, sans nous y arrêter plus longtemps. Le cas que nous avons indiqué en dernier lieu est d'ailleurs celui qui se présente le plus souvent dans la pratique.
Celui qui va suivre est presque identique à celui de la Vi. XV. Supposons que l'on donne arbitrairement les directions et les grandeurs des forces, sollicilaot deux sectioDs pianos A et B, nous pourrons encore prendre, à volonté, la grandeur de lu force qui agit suivant l'intersection c de AB sur le plan ab = G. Ëa elTet, d'après le n* J26, l'involutîon des forces et des sections, et par suite l'ellipse centrale, est complétemenl déterminée, dans le plan C, par les traces de A et B sur ce plan et par les forces ael /> qui les sollicitent; nous pouiTons donc trouver deux plans conjugués A' et B', tels que a soit situé dans B'et b' dans A, a' et A' ayant des grandeurs connues. Si maintenant l'on prend, dans l'intersection de A', B' ou de A, B une force c agissant sur aè ou a'b', le problème est ramené à celui de la PI. XV. En général, si l'on connaît, soit d'après les données précédentes, soit d'une manière quelconque, l'involutton des forces et des sections dans un des plans d'uine gerbe, et la force qui sollicite ce plan, il est permis de choisir arbitrairement la force qui sollicite un second plan quelconque, pourvu que le plan des deux forces coupe le premier plan donné suivant le rayon conjugué aux deux plans.
Nons n'examinerons pas le cas où le systàme polaire réciproque est donné par un polyèdre à cinq faces, dans lequel chaque ariHe correspond à la face opposée, parce qu'il n'arrive, pour ainsi dire jamais, qu'on ait à en faire usage.
Si l'on connaissait pour tous les points d'un corps le système polaire des sections et des foi'ces, on pourrait, comme nous l'avons indiqué pour une figure plane (n" 127, p. 486), représenter les directions de» forces dans l'inlérieur du corps. Supposons connues, pour un point matériel, les trois directions des axes. Supposons que relTorl auquel qM soumis le corps, suivant l'un des a.\es, soit de sens contraire de celui qu'il subit suivant les deux autres ; prenons sur ces deux axes, à une dislaiiie Unie, mais très petite, ([uatre nouveaux points pour lesquels nous construirons de nouveau les axes ; ces derniers nons donneront huit nouveaux points qui ne seront pas dans le même plan que les quatre premiers ; an moyen de ces huit points, nous en construirons douze, en continuant de la sorte, etc. Supposons mainlenanl que l'espace soit rempli
FORUULBS DONNANT LES FORCES PROPORTIONNELLES A DES SURFACES
entre quatre de ces points au moyen de surfaces gauches, nous aurons obtenu une surface gauche, couverte d'un réseau de trajectoires qui se coupent à angle droit et à Tintersection desquelles sont tracées des normales à la surface. Au-dessus et au-dessous de cette surface nous pourrons en construire deux autres, et ainsi de suite; et nous obtiendrons, comme résultat final de notre opération, une gerbe de lignes, traversant le corps et coupant normalement les surfaces étagées. Suivant ces lignes, les efforts que subit le corps sont des maximums et ont tous le même sens. Suivant les surfaces, ils ont soit des sens différents, soit les mêmes sens, suivant la manière dont est sollicité le corps. On peut encore indiquer, dans ces surfaces, les efforts maximums ou minimums au moyen d'un réseau de lignes. Si Ton marque enfin, pour chacun des points de la construction, la grandeur des forces qui sollicitent ce point suivant les trois directions, les efforts que subit la matière du corps seront entièrement représentés.
Cette représentation est malheureusement impraticable. L'exécution du dessin du numéro précédent a coûté beaucoup de peine, et relativement beaucoup de temps; elle serait très longue, alors même que Ton ne chercherait que les axes de l'ellipsoïde; un travail pareil, répété pour cent points par exemple, ce qui serait encore insuffisant, absorberait plus de temps et d'efforts qu'il n'est loisible d'en consacrer à un projet quelconque. Par suite, on se bornera à déterminer les courbes de pression et de tension dans plusieurs plans de profils.
FORMULES DONNANT LKS FORCES PROPORTIONNELLES A DES SURFACES
Nous déterminerons, comme au n** 129, les forces qui agissent sur les plans ABC {fig. 196, p. 497) au moyen de celles qui agissent sur les trois faces AOB, BOC et COA. Prenons ces trois plans comme plans de coordonnées, et supposons comme précédemment :
les coordonnées des plans ABC égales à^i^Ç,
les cosinus des angles que font les axes de coordonnées, égaux à cdiS^d),,
leurs sinus égaux à tù\u>'^u\;
et enfin les forces qui agissent, par unité de surface, sur un plan g de coordonnées
égales à ii Jet 5?.
Les forces totales agissant sur une surface g seront, par suite^ et d*après le n- 129 (p. 496) :
'^-2^u' ^"-'2iii,' ^''^rni'
gik étant une combinaison quelconque de 123 et li^^^t ^tant identiques à ^« v), Ç.
Soient XYZ, ou, par unité de surface xt^, les composantes agissant sur la surface F4 = ABC parallèlement aux axes de coordonnées. On aura évidemment :
La surface F^ donnée par la formule :
4PVC*F»4 = -
On a par suite :
floftpeant
1 ù>, G», ^ - v« Cds Ci>l 1 C
î ri C
Pl «IJ «11 •ti P« 'ta *ti *8i Pi
et représentant les déterminants mineurs de 8 par 6it = 6ft<, on aura, diaprés les formules précédentes :
«ii:ï = 6„x + «„i + S„9r, 8;:I = 6i3X + «„i + 8„9r.
La substitution de ces valeurs de ^iqCi dans Téquation ^ + vi^ + lU = Odu plan mené par Torigine parallèlement à ABC, nous donnera Téquation du plan correspondant à la direction xt^ :
«nxx + «„(xy + IX) + «ijty 4- 8i,(xz + ^x) + e„(is + ^y) + ^^^z = 0.
Cette équation est évidemmeut réquation polaire du cône :
Poui' exprimer que les éléments conjugués dans ce cône sont rectangulaires, nous identifierons l'équation polaire :
(o,ij; 4-ô,.?y -\- ô,3Z).ï'-|-Cô,,j; + o_.2;y 4- o,^z>j' + (O31X + Ô30.V + O332) c' — 0.
à celle d'un plan perpendiculaire à la droite qui joint l'origine au point .njz, c'està-dire :
(.r -f wjfy -f b}^z)x' 4- [lù^x -h // + w, z)!j' -f ;co../; -{- w, »/ -{- ;) z' ™ 0,
et nous aui'ono, en désignant par X la constante d'identification :
(ô, iX + ô,2?/-f ôi32)>i = ar +Wjï/4-tOir,
(oji X 4- &32y 4- OgjSjA = w.x 4- 0), y + -.
Pour que ces trois équations aient lieu en même temps, il faut que l'on ait :
^11^ — 1 , o^i\ — o)j, ôjjX — G)^ =0. ôjjX — (03, 6j^X — 1 , ^is^ — C0|
ÔgjX — 0)2, ÔjjX — U), , 633X — 1
Ce déterminant étant du troisième degré par rapport à X, nous ne pourrons trouver pour cette constante que trois valeurs satisfaisant aux trois équations. On peut dé-
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montrer qu'elles sont toujours réelles, et les trouver en résolvsnt l'équation d*après les méthodes ordinaires.
En substituant Tune des valeurs trouvées dans le déterminant, les coordonnées des axes seront entre elles comme les déterminants mineurs d*une Wgae ou d'une colonne.
Ces calculs sont faciles à effectuer pour des valeurs particulières de ^k , mais n'ont pas encore été faits, à notre connaissance, pour le cas général.
On obtiendra les relations qui lient xt^, c'est-à-dire Téquation de Tellipsoïde des forces, en substituant dans le déterminant £* les valeurs trouvées précédem* ment pour ÇtjC- Il viendra :
«llX + «u» + ô,i&
«If» + «Sîl + «I8&
Wj
«ifx + «lit + «ssa
«11» + «ut,
2ft* + 8,,t,
SifX + 3„i,
+ «IS&t
+ «ita.
Les coordonnées de deux plans perpendiculaires l'un à Tautre satisfont à la relation :
0 = 1 Ci>8 fa}| Ç Cà^ 1 (01 1) (dt COj 1 C
Ç' ti' C' 0
En substituant dans cette équation les valeurs trouvées précédemment pour Çy^C en fonction de xt^r et celles de k'^il' en fonction de x't'^r', on obtiendra l'équation polaire des plans diamétraux et des diamètres conjugués dans l'ellipsoïde des forces. Il en résulte qu*à des sections ou directions rectangulaires correspondent des points à TinAni, qui sont conjugués dans Tellipsoïde des forces.
On peut en conclure que le cône et l'ellipsoïde ont les mêmes axes, puisque les axes du cône sont aussi conjuguée dans Fellipsoïde. Comme les trois plans qu'ils forment sont rectangulaires entre eux, les axes qui leur Font opposés sont aussi conjugués dans Tellipsoïde, et sont aussi les axes de cet ellipsoïde, comme étant des diamètres conjugués rectangulaires. On voit que l'équation trouvée plus haut pour X détermine aussi les axes de l'ellipsoïde.
Supposons maintenant que les trois plans dont nous sommes partis et que nous avons pris comme plans de coordonnéi» soient conjugués dans le système polaire des forces et des sections, toutes les forces e seront alors nulles, d'après ce que nous avons dit (n* 129, p. 496). Par suite :
« = Piptp8; ôii=p«p8; «ît=pipi; «j8=piPî; «it=^8=%i = o,
et l'équation du cône directeur se réduit à :
Pi Pî P8
L«s p ont les mêmes signes ou des signes différents, suivant qu'ils représentent pour le point matériel des efforts de même nature ou de nature différente. Lorsque le point matériel est soumis, suivant les trois directions, à des efforts de même nature, il n'existe pas de valeur réelle pour xy ou z qui satisfasse à l'équation précédente; le cône directeur est donc imaginaire bien que, dans l'équation polaire de ce cône, un plan réel soit conjugué à un point réel et réciproquement.
Lorsque les p n*ont pas tous le même signe, un seul d*entre eux sera contraire
aux deux autres. Nous avons affectô de ce si^ne la force af^issant suivant Taxe des Zt comme nous Pavons indiqué par le signe inférieur du dernier terme dans Téquation du cône. Dans ce cas, ce cône sera réel, et toutes les propositions énoncées (n* 129^ p. 496) cencemant les sections et les forces conjuguées seront applicables. L'équation en X qui donne les axes du cône et de Tellipsoïde se réduit à :
1 — PjPs^
Cd,
1 — WPi\
tù^
et celle de PeAlpsoïde de.s forces à :
co.
Wj
Pi
Wj
Fs
Pi
Pt
Ps
Cette équation peut s'écrire encore, en désignant par unk les déterminants mineurs du sinus de Tangle solide :
P't ?iP» Ps Pi?3 PsPi Pa
En supposant enfin quo les trois axes conjugués soient rectangulaires, tous les ia{ et les Miu seront nuls; les iùn avec les mêmes indices seront égaux À 1, et les
équations du cCme et de rellipsoiVlo seront :
.,■*■ V- s- Pi
En égalant à zéro dans ces équations, Tune dos roorclonnéos courantes, on obtiendra celles que nous avons trouvées (n** 128, p. 493). On voit que dans les plans principaux il existe entre les sections et les forces conjuf^uéos les mêmes relations que dans un système plan. Les éléments coiiiu<^'ués peuvent ètro construits au moyen des cercles du n" 127 (p. 480 et suivantes'.
Des plans ne contenant qu'un axe ne jouissent pris toutefois de cette propi i- tr. Posons, en elTot, .'/ = ''' et t=rTx; les équations du cAne et <\(} rellip^oïde devitMidront :
et
- + - Ir-* ± - = 0 Pi Pî/ P:ï
Or
ion"^ tniuvi'i-^
( —p 4- -^ ) n'est pns le carré de 1 ; — l — 1: par suite les proposit
pour le plan, et les constructions au moyen du cercle ne sont plus applicaMç--. <' (lui concorde avec ce que nous avons dit (n" 129, p. 49ô). I/mtersection «lu cône av(^c l'ellipsoïde ne peut naturellement être réelle quo
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lorsque ce cône est réel. Dans ce cas, les trois projections de rintersection seront :
\Pi Pi/ Pi \Pi Ps/Pî ^Pt Pî/Pi \P» Pj/Pi
\Pi Pi/Pj \Ps Pi/fs
De ces trois projections, la première est toujours une ellipse, et des deux autres, l'une est une ellipse et Tautre une hyperbole, quoique la courbe d'intersection ellemême soit du quatrième degré. Cette propriété nous a permis d'effectuer d'une manière assez simple la construction de la courbe de la PI. XV, voir n* 190 (p. 511).
§20 ÉI^MENTS DE U TRÉORIB DE L'ÉLASTICITÉ.
DR LA FIBRE MOYENNE EN GÉNÉRAL
La théorie de rélasticité sert surtout^ dans les calculs de construction, à déterminer les forces qui sollicitent une poutre, lorsque les conditions d'équilibre ne sont pas indiquées à ptntm. Soit, par exemple, une poutre chargée d*une manière quelconque et reposant sur deux points d*appuis qui ne peuvent résister que dans le sens vertical; les chaînes qui agissent sur la poutre, ne pourront, dans ce cas, se décomposer que d*unc seule manière en deux forces verticales passant par les points d'appuis, comme nous l'avons vu au n» 58 (p. 197); nous n'aurons donc pas besoin, dans ce cas, de la théorie de l'élasticité. Mais si la poutre repose sur plus de deux appuis, en n points par exemple, les conditions ordinaires d'équilibre ne suffisent plus pour déterminer les réactions verticales do ces points; car n — 2 réactions peuvent ôtre prises arbitrairemont ot composées avec les charges, de manière à donner une résultante unique; cotto résultante pourrait, dès lors, déterminer, d'après les lois de la statique, les doux réactions restantes. On voit que le problème aurait ainsi une infinité de solutions. L'indétermination disparaît si l'on exprime que dans la déformation de la poutre, sous l'influence des forces qui la sollicitent, la position des points d'appuis ne change pas. 11 en est de même pour l'arc; les réactions des culées peuvent avoir des directions, quelquefois môme des positions diverses (voir n" 55, fig. 101) et 1 10. p. 185), ce qui donnerait pour l'équilibre des forces sollicitant un are. une inflnité de solutions; ici aussi, on fora disparaître l'indétermination en exprimant que les forces qui agissent sur l'arc doivent Otre telles que. malgré la déformation, la position et la direction des surfaces d'appuis que peut présenter cet arc, ne varient pas.
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Nous emploierons la méthode suivante pour déterminer les forces (réactions des piliers ou des culées) satisfaisant à de pareilles conditions : nous supposerons la poutre sollicitée par un système de forces admissibles, c'est-à-dire satisfaisant aux conditions d'équilibre; nous chercherons les déformations que produisent ces forces, variables d'une section à l'autre; puis, nous modifierons le système adopté, c'est-à-dire que nous ajouterons de nouvelles forces en équilibre (dont la somme sera nulle) et qui seront, la plupart du temps, constantes pour une grande partie de la poutre, de manière à ramener à leur position primitive, ceux des points de la poutre qui ne doivent pas être déplacés, d'après les conditions du problème.
Ije problème comporte ainsi les deux opérations suivantes : *
i) Nous déterminerons la déformation d'une poutre sollicitée par des forces quelconques, c'est-à-dire que nous construirons la fibre moyenne rorf*espondant à ces forces,
2) Nous ramènerons certains points à leur position primitive, c'est-àdire que nous ferons passet* la fibre moyenne par des points donnés^ en modifiant les forces primitivement adoptées.
Nous allons d'abord traiter ces questions aussi complètement qu'il est possible de le faire dans le cas général, surtout en ce qui concerne la seconde de ces opérations, puis nous étudierons avec plus de détails les cas spéciaux de la poutre continue et de l'arc.
134. di':formations que produisent, sur les éléments d'une poutre,
DES pressions ET DES EFFORTS TRANCHANTS.
Nous limiterons nos recherches au Cas où la fibre moyenne est plane. Dès lors, les forces qui sollicitent la poutre, ne devant pas la faire sortir de son plan, il faudra que la résultante de toutes les forces extérieures à une section quelconque soit située dans ce plan. Il n'existera pas de forces de torsion, tournant autour d'axes non perpendiculaires à ce plan, et il faudra de plus que ce plan contienne un axe de l'ellipse centrale de chaque section.
Gela posé, il sera toujours possible de décomposer la résultante des forces extérieures à une section en trois forces : l'une Q, agissant suivant la direction de Taxe de la poutre, l'autre S agissant normalement à la première dans le plan de la section et qui est l'effort tranchant; la dernière enfin, située à l'infini et que nous désignerons par ^.
La première force Q comprime l'élément as de la poutre {fig. 197) sui-
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Fig. 197.
vant la direction de i*axe. Q agissant au centre de gravité, Taxe neutre
autour duquel tourne la section est situé à Tinfini, car il est Tantipolaire du centre de Tellipse centrale ; la section se déplacera donc parallèlement à ellemême. On admet que la force p, par unité de surface, capable de produire sur Tunité de surface un certain déplacement X très petit, est proportionnelle à ce déplacement, de sorte que Ton peut écrire p=:eX, formule dans laquelle t est un coefficient déterminé par Texpérience, et que Ton appelle module dC élasticité. Soit F la surface de la section ; on
aura p = =; , et le déplacement X^s d*un élément de
longueur As sera égal à -= As.
L*angle dont tourne la surface terminale de As étant égal à zéro pendant cette compression, il faudra que tous les points invariablement liés à rélément As, l'extrémité de la poutre, par exemple, se déplacent de
cette même quantité -^ As, parallèlement à Taxe de Télément.
Pendant que, sous Tinfluence de la force Q, la longueur de l'élément As diminue, toutes les dimensions dans le sens de la section augmentent.
Admettons qiK* celte augmentation soit la niùnie pour tontes les dimensions de la section et qn'elle soit ép:ale à \». pour Tnnité de lonfjneur le volume de l'élément ^s deviendra, par suite de sa compression et de son élargissement, égal à :
ou
(i — X) (1 + |x)« V^^ = ( I 4- t>ix — X -t- (x« — 2Xa — (jl'X) FA,s
-r (1 +l>jx — X)FAs,
en négligeant les termes du deuxième degré eu jjl et X, puisque X cl a sont des quantités extrêmement petites.
La force 0 n'a pu que diminuer le volume de as, il faudra donc que Ton ait :
(X < - X, c/est-tVdire (lue p. soit compris entre 0 et - X.
La deuxième force S déplace la surface terminale de As, dans le plan F de cette surface, suivant sa propre direction. Nous admettrons égalemenl que la force a qui est nécessaire, par unité de surface, pour déplacer d'une longueur cp la surface terminale d'un élément, ayant pour Ion-
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gueur 1, est proportionnelle à ce déplacement, et nous poserons :
ff = e'cp.
Le déplacement (pAs, produit par la force S sur un élément de lon-
gueur As, sera donc égal à — As, puisque » = =j.
ET F
Nous reproduisons ici la méthode employée par M. Glebsch, dans sa
théorie de Télasticité (p. 10), pour démontrer que e est compris entre -e
et ~ s, et par suite que, si Q est égal à S^ le déplacement de la section
dans son propre plan, produit par TefTort tranchant S, est de deux à trois fois plus grand que le déplacement suivant Taxe, produit par la force de compression Q.
Soit {fig, 198) la section d*un élément cubique, dont les faces ont pour
surface l'unité, et supposons cet élément soumis à une force p. Sous l'influence de cette force, la hauteur de l'élément diminuera d'une quantité X, et sa largeur augmentera d'une quantité (a. Ce changement des dimensions augmentera l'angle, primitivement droit, des diagonales, qui deviendra 90*-f-(p comme l'indique la figure, et l'on aura évidemment, l'angle (p étant très petit :
On en déduit :
OU, en négligeant les termes Xo, [x:p très petits par rapport aux autres :
Nous avons montré plus haut que fx était compris entre 0 et - X, il
faudra donc, dans notre cas, que o soit compris entre X et - X.
Puisque l'angle o est très petit, on pourra le considérer comme représentant le déplacement dans leur propre plan de toutes les sections normales aux diagonales, et M. Glebsch admet que c'est la composante de p, parallèle à ces sections, qui produit ces déplacements. Coupons le
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cube suivant ses plans diagonaux (comme l'indique la fig. 198), et décomposons p, à son intersection avec ces plans, suivant deux composantes dont Tune soit située dans la section et dont Tautre soit normale à cette
section; chacune d'elles sera égale ^ P \/â> puisqu'elles forment avec p un angle de 45*. Mais la surface correspondant à une diagonale est V^>
dans un cube dont les côtés sont égaux à 1 et TefTort tranchant p %/se répartit sur cette surface; Tunité de force sera donc :
= P\/i-V2 = ip.
Gomme p = Xt, nous aurons 9=: -Xe, et, en substituant cette valeur
dans l'équation 9 = tpe' et tenant compte de la valeur de «p trouvée plus
haut, nous obtiendrons une relation entre e et t' :
- Xz =s (X -I- ji)t',
d'où
Nous avons vn que - était compris entre 0 et -; en substituant succès-
sivement ces limites dans la relation précédente, on voit que i varie entre
- et 7- £. Comme nous manquons de données plus précises au sujet de s",
nous poserons :
Pour construire les déformations provenant de 0 et de S, il est com-
mode de les combiner, en augmentant S dans le rapport - et en compo-
sant - S avec Q* de manière à n'avoir qu'une force Q . iNous avons opéré
ainsi dans la fiq. iOI ; Q ^ été composé avec — S, et nous avons construit
la défurmalion — AS provenant de 0' ^t correspondant au module •.
Nous avons, pour cela, porté as et eF sur une droite passant par le point d'application de la force: à partir de ce point, et par Texlrémité de a.<
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nous avons mené une parallèle à la droite joignant les extrémités de Q' et de cF. Cette parallèle détermine sur Q', à partir du point d'application, un segment égal, en grandeur et en direction, au déplacement cherché. La figure explique cette construction. Il est inutile de faire remarquer que cette construction peut s'effectuer dans une partie quelconque de répure, sans s'astreindre à l'exécuter à l'extrémité de chaque élément ; on pourra, pour les divers éléments, former, par exemple, un faisceau avec les Q ou les As, et, de cette manière, il suffira de tracer une seule fois les lignes 2F et as. Quant à la force eF, il ne faudra pas la porter à l'échelle des forces Q et S, car elle est de 500 à 1000 fois plus grande que toutes les forces qui se présentent dans l'épure et qui sont de la nature de pF ; si, au lieu de eF, on porte - cF, il est clair que toutes les dé-
formations obtenues seront n fois trop grandes^ ce dont il faudra tenir compte, pour les comparer aux autres lignes. M. Mohr, professeur à Dresde, recommande {Hannoveram'sche Zeitschrift des Ing, und Arc/i. Vereins, 1868) de prendre n égal à la réciproque de l'échelle ; les déformations s'obtiendront ainsi en grandeur naturelle. Il est bon d'opérer ainsi; mais ce n'est pas toujours possible.
En ajoutant successivement les déformations des divers as, on obtiendra le déplacement total d'un point quelconque invariablement lié à l'arc, de son extrémité, par exemple. Le polygone de sommation sera une figure de même forme que l'arc ou la poutre quand les p seront très petits, ce qui doit avoir lieu autant que possible.
Lorsque les S peuvent être négligés et que les rapports -= sont constants pour toute la poutre, le polygone de sommation a une forme semblable à celle de la poutre, car tous les éléments correspondants sont parallèles et sont entre eux datis le rapport de eF à Q. Ce cas se présente pour un arc, dont la forme coïnciderait avec celle de la courbe de pression, et dont les surfaces des sections seraient proportionnelles aux forces extérieures qui les sollicitent. Si les extrémités d'un pareil arc étaient situées primitivement sur une horizontale, le résultat de la sommation de tous les déplacements donnerait une ligne droite d'une longueur égale à -= fois la portée.
Les déplacements produits par des différences de température satisfont à ces conditions. Le polygone de sommation est semblable à Tare
ou à la poutre; le rapport de similitude est de 1 : t 'jr^^t, 'c étant le
coefficient de dilatation pour 100* et àt étant la différence des tempéra-
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tures. Diaprés la Physique de M. Mousson (p. 17), le coefficient x est: pour le fer, égal à 0,001118 ; pour Tacier, à 0,00124 environ j^ ; pour le cuivre, à 0,00171 ; pour le grès, à 0,0117; le granit, à 0,0009; le bois, à 0,0003.
On peut, par suite, déterminer d'avance les deux sortes de déplacement avec une approximation assez grande. On les supposera égaux à
-=d:t-— AT, et Ton admettra que ceux qui proviennent des S se détrui-
tF 100
sent. On mettra pour -= une valeur moyenne.
eF
Cette méthode suffit d'autant mieux que les déformations produites
par Q et S sont très petites par rapport à celles que produit le
moment ^ , ainsi que nous le verrons dans le numéro suivant. Dans la
poutre continue elle-même, où les déformations produites par les S sont
relativement les plus grandes, elles sont presque toujours négligeables.
DÉFORMATIONS PRODUITES PAR DES MOMENTS SOLLICITANT LES SECTIONS
d'une POUTRE.
Pour déterminer les déformations que produisent les moments ^, nous composerons de nouveau chaque moment ^ avec la force Q, en
une seule force Q qui, dès lors, n'agira plus au centre de gravité, mais à
Fig. lyy.
rextrémitc d'un bras de levier rj (voir fig, 109), tel cliie 0^= ^4-^. D'après le n" 105 (p. 389), la force (J fait tourner la surface terminale de as au-
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tour d'un axe neutre, situé à une distance i==-- du centre de Rravité, k étant le rayon d'inertie correspondant, dans Tellipse centrale de la section. Le déplacement du centre de gravité est égal à -- As ou jaS, si Ton
représente par Ao Tangle dont tourne la section autour de Taxe neutre. Il en résulte que Ton a :
A8 = -^As = 4i;As=-^As, eiF tiq¥ e3
en posant iqF = A:*F = 3, moment d'inertie de la section, par rapport à Taxe qui passe par le centre de gravité et qui est conjugué au point d'application de Q dans l'ellipse centrale.
Le moment ^, considéré indépendamment de la force Q, agit comme force infiniment petite située à l'infini, et fait tourner la section autour de l'antipolaire de son point d'application, c'est-à-dire autour du diamètre de l'ellipse centrale conjugué à ^, et autour de l'axe horizontal de cette ellipse, en supposant que le grand axe soit situé dans le plan vertical de ^. On voit que le moment ^ ne change pas la position de l'axe du centre de gravité, il ne produit qu'une rotation autour de cet axe. D'un autre côté, la force Q, agissant seule, déplace la section parallèle-
QA
ment à elle-même, sans produire de rotation, d'une quantité ia5 = -— -,
sF
ainsi que nous l'avons vu dans le numéro précédent. Lorsque les deux forces ^ et Q agissent simultanément, c'est à la force Q qu'il faut attribuer le déplacement parallèle (saB) et à la force ^ la rotation A$.
Lorsque, par suite, un moment ^ sollicite la surface terminale d'un élément as, la rotation qu'il produit autour de l'axe du centre de gravité est donnée par la formule :
a6 = -^ is.
Toute surface invariablement liée à l'élément As, comme Test par exemple celle de l'extrémité de l'arc, tourne du même angle et chaque
point invariablement lié à cette surface, décrit un chemin rA8 = -^ As
(voir fig. 199), r étant la distance de ce point au centre de rotation. La direction de ce déplacement est naturellement perpendiculaire au rayon r qui joint le point au centre, c'est-à-dire à l'axe du centre de gravité^ situé dans la surface terminale de l'élément As. Le chemin total parcouru sous l'action des forces ^ et Q et qui se
compose de rài et de tA8, est normal à la droite t\ joignant le point mobile à Tantipolaire du point d*app1ication de Q, c'est-à-dire à Textrémité de t ; il est égal à f\L^, et la figure montre que f\ào est bien égal à la somme des chemins r^S et iài.
On a, en effet :
7*1 Ao iào rAo
SOMMATION DES DÉFORMATIONS QUE PRODUISENT LES MOMENTS
Pour ajouter les déformations produites sur tous les éléments As de la poutre, il est bon de déterminer les changements àx^ et ày^ des coordonnées du point x^y^^ invariablement lié à Tare. Les trois déformations àx^ 9 Ay, et rAS forment un triangle rectangle (fig. 199) qui est semblable au triangle y — yj , x — x, et r, en désignant par xeiy les coordonnées du centre de gravité de la section. Les deux triangles ont, en effet, leurs côtés perpendiculaires, et Ton a :
Ax, ^ — Ay, rAo _ $As
d'où
^t = (y-y,)^ et -Ayj = (x-a?,)3L..
^y^ est négatif puisqu'il une rotation positive correspond une diminution de l'ordonnée, comme l'indique la ligure.
Désignons par h et k le changement tolal des coordonnées du point (^nyi)» ^t P^i' ^ ^'*^ rotation totale d'une droite, invariablement liée au point [x^1J^). Ces grandeurs se composent de la somme de tous les ao, Ax'j et Ay, provenant de chaque As, sollicité par un moment extérieur ^-^î, et l'on aura: or=2Ao, h=z^lx^ et A^Sa^j. Lorsqu'on a déterminé ces sommes, on peut, inversement, en déduire le centre (x"y") de rotation, autour duquel x,y, a dû tourner, pour passer de sa position primitive à sa dernière position. H sufiira, pour trouver ce point, de remplacer dans les formules précédentes ax, , A/y, , Ao, x et y par /?, A-, o, et x'\ y' .
Les sommations indiquées nous conduisent aux formules suivantes :
o=yv''
As As
SOMMATION DES DÉFORMATIONS QUE PRODUISENT LES MOMENTS
Les sommes s'étendent naturellement à toute la portion de la poutre que Ton considère, par exemple à celle qui s'étend depuis une culée fixe, jusqu'à la section à laquelle le point x^y^ et une droite passant par ce point sont invariablement liés.
Pour effectuer cette sommation et pour en construire les résultats, nous chercherons d'abord l'influence d'une seule force A agissant sur une partie plus ou moins longue de la poutre, et nous déterminerons ensuite les déformations produites par diverses charges aP. Nous supposerons à la poutre la forme générale d'un arc. Admettons donc que les moments ^ sont produits par une seule force A, constante pour la partie considérée de l'arc, et ajoutons les unes aux autres les déformations correspondantes des divers éléments.
Soit u la distance variable du centre de chaque section à la direction de la force A. On aura ^ = uA et les formules fondamentales deviendront:
A = Ay(y — y>^^),
puisque le facteur constant A peut être mis en dehors du signe S. Imaginons maintenant que chaque élément de l'arc ait un poids représenté
As par le nombre -^; déterminons, d'après les règles connues, la somme a
de ces poids, et cherchons le centre de gravité et l'ellipse centrale de ce système idéal de forces. Dans cette supposition, le signe £ de la première formule correspondra à un moment statique, puisque les Ion-
gueurs u sont les distances des éléments de l'arc ayant un poids -^, à la
ligne droite suivant laquelle agit A.
Transportons les axes des coordonnées au point x^y^ , de manière que les coordonnées de ce point soient égales à zéro avant le déplacement, et deviennent égales k k et k après le déplacement. Donnons, en outre, {fig. 200) à la force A le sens qu'elle a réellement, lorsqu'elle agit comme réaction (le moment négatif produit par cette force aura le signe contraire à celui de ^ dans les formules précédentes), et désignons par u.
As la distance du centre de gravité <j du système idéal -tt à la direction
de A, et paro^^y^ les coordonnées de ce point, par rapport aux nouveaux
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axes ; nous désignerons de même, par x^ et y«, les coordonnées de TanUpôle de la ligne A, et par ii« u^ les distances à A des antipôles des deux axes, ainsi que la figure Tindique. La première somme l sera alors propor-
Fig. iOO.
tionnelle au moment statique des -^ par rapport à la droite A, et égale à
ii^A9; la deuxième somme sera égale à y^u^kf ou à ^«««^ A« ou enfin à
as yj, car elle contient le moment centrifuge des poids —, par rapport àla
ligne A et à la parallèle à Taxe des x, menée par le point x^y^ ; et Ton a
vu (n* iOi, p. 377), que le moment centrifuge était égal à la somme 9 de
As toutes les forces -^ multipliée : 1* par la distance u^ ou y^ du centre de
gravité « à Fun des axes ; 2* par la distance y« ou u^ à Tautre axe de Tantipôle de la ligne correspondante. Nous trouverons, de la même manière
et au moyen du moment centrifuge par rapport à A et à l'axe des y, que — k est égal à x^w^Aa ou à x^u^Aa ou enfin à .t'„o. Nous avons donc :
y^w, Acr = y^u^Aa = yj^,
XçUyA(j = x^u„AQ
xj.
Gomme nous n'avons fait aucune hypothèse sur la direction des axes, nous pouvons leur donner une direction quelconque et les résultats que nous avons trouvés seront encore applicables. Faisons donc passer l'axe des X par Tantipôle de A, en l'amenant dans la position r, indiquée /ig. 200; on aura alors ?/„ = 0, x^ = r, et le chemin décrit par l'origine x,y, coïncidera avec l'axe des y et sera égal à ro. On a, en résumé :
8 = w^ A« ; /? = 0 ; — k = ro.
Ces résultats nous conduisent au théorème suivant :
Une force quelconque, sollicitant un arc, fait tourner rextrémité de Carv
As autour de son antipùle par rapport 0 Fellivse centrale des — ; et la grandeur
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de la rotation est égale à la force y multipliée par le moment statique de ces
As
-^ par rapport à sa direction.
Les équation s trouvées plus haut peuvent s'écrire delà manière suivante :
et nous pourrons dire que les perpendiculaires, abaissées sur la direction
de la force A, à partir du centre de gravité a et des deux antipôles des
h k axes de coordonnées, sont proportionnelles à S, — et ; c'est-à-dire
que, si de ces trois points, toujours connus, comme centres, on décrit
^ h k des cercles avec des rayons proportionnels à o, — et , les tangentes
communes à deux quelconques de ces cercles se couperont en un point de la droite A. Nous pourrions aussi déterminer trois points de cette droite, en employant la méthode indiquée n* 2 (p. 6). Sur trois parallèles, passant par les trois points donnés, nous porterons, à partir de ces
A k points, des longueurs proportionnelles à o, — et — , et les droites, joi-
gnant deux à deux les deux extrémités de ces parallèles, se couperont
aussi sur la droite cherchée A. Il convient de remarquer que les points
de A, obtenus par cette nouvelle construction, sont précisément ceux
qu'on obtenait au moyen des cercles.
Lorsque les sommations sont faites algébriquement, les trois valeurs
h k 0, — et — ont une signification toute particulière : elles sont les coordon-
y<r ^9 nées trilinéaires de la ligne A, par rapport au triangle fondamental^ formé
as par le centre de gravité des -rr et les antipôles des axes de coordonnées.
Nous sommes maintenant en état de résoudre la deuxième partie de notre problème (voir p. 521), c'est-à-dire de déterminer la force qu'il est nécessaire d'appliquer à l'extrémité de l'arc, pour ramener à zéro une rotation d'un angle donné et un déplacement, d'une longueur donnée. Déterminons, sur la perpendiculaire menée à l'extrémité de cette longueur, le point d'où la longueur donnée est vue sous l'angle 8. L' antipolaire de ce point sera la direction de la force A cherchée ; construisons cette antipolaife, les u seront connus, et la grandeur de A sera donnée
par A = — ,
RÉACTIONS D£S CULÉES d'UN ARC
Nous avons, dans le numéro précédent, déterminé d'une manière tout à fait générale la force A, capable de ramener à sa position primitiye un point invariablement lié à une poutre ou à un arc, en supposant que cette poutre, dont la forme est d'ailleurs quelconque, soit fixée en Tune de ses extrémités. Avant de construire les formules que nous avons trouvées, nous allons montrer comment elles peuvent nous donner les réactions des culées des arcs, puisque c'est surtout pour la construction des ponts en arcs que notre théorie servira aux ingénieurs.
Nous procéderons comme da«s le numéro précédent, pour déterminer les réactions des culées d'un arc, appuyé assez solidement, pour que le? directions de ses surfaces d'appui ne puissent pas varier. Déterminons h déformation produite à l'extrémité de l'arc par chaque aP, provenant soil du poids propre, soit de la charge accidentelle, et admettons pour cela que cette extrémité soit mobile, l'autre étant lixe. Nous chercherons ensuite la réaction aA de la culée qui annulerait cette déformation, et la résultante de tous les ^A trouvés pour les divers AP, sera la réaction cherchée.
La réaction des culées du même arc, provenant d'un changement de température pourra se déterminer de la manière suivante. Si Tune des extrémités est fixe, l'arc déformé par la dilatation, qui s'exerce uniformément sur toute la longueur, sera semblable à Tare primitif, et son extrémité libre décrii'a une ligne horizontale, sans rotation; le centre de rotation est par suite le point à l'infini d'une verticale, et l'antipolaire de ce point, c'est-à-dire le diamètre conjugué dans l'ellipse centrale à la dirci'tion verticale, sera la direction suivant laquelle agit la réaction
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cherchée. Lorsque Tare est symétrique, cette réaction est Thorizontale
as passant par le centre de gravité des -^r-.
Supposons maintenant, comme second cas, que l'arc repose en deux points sur ses deux culées, et qu'il puisse tourner autour de ces points. Nous agirons comme précédemment ; nous décomposerons aP en deux composantes verticales, passant par les deux points d'appuis et en une poussée aA, qui devra passer par ces deux mêmes points, parce que si cette condition n'était pas remplie, elle produirait autour d'eux une rotation de l'arc. Lorsque l'axe des x aura été choisi parallèlement à la droite qui joint les points d'appui, on pourra déterminer la grandeur de la réaction OA au moyen de la deuxième équation, donnant h; dans cette équation on conna,ît tous les bras de levier, puisque la position de la réaction aA est connue d'avance. Les réactions aA, qui passent par les deux points d'appui, produisent aussi des déformations Ay, positives, qu'on ne peut, en général, annuler par aucune force, précisément parce que cette force ne passerait pas par les points d'appuis ; si elle y passait, en effet, elle ne serait jamais nécessaire. Il ne nous reste, par suite, qu'un moyen : nous ferons tourner en sens inverse tout le système, de
'angle infiniment petit -y-, /étant la portée de l'arc. Cette valeur représente l'angle dont a tourné celui des points d'appuis que nous avions supposé fixe. Quant à l'extrémité mobile, elle tournera, suivant le signe de 8, de l'angle 8 ± l'angle précédent.
La dilatation produite par la chaleur, pourra être traitée comme dans le cas précédent. L'extension ^, produite par la chaleur, sera neutralisée par un aA horizontal, passant par l'extrémité de l'arc. Ce aA fait tourner vers le bas, la partie libre de l'arc, et il faudra faire tourner tout le système» en sens inverse, de la même quantité. Cette opération donnera lieu à un redressement vertical des deux extrémités do l'arc, ce qui est d'ailleurs tout naturel.
De vieux routiniers ont'parfois l'idée (!) de mettre une charnière au milieu du pont. On n'a plus besoin de la théorie de l'élasticité pour déterminer les forces qui sollicitent un pareil système, car il n'y a qu'un seul polygone funiculaire possible; il joint tous les aP, ses côtés extrêmes passent par les centres des charnières des culées, et le côté situé entre les deux forces aP, avoisinant de part et d'autre la charnière centrale, passe par cette charnière. Toutes les forces sont dès lors connues au moyen de ce seul polygone.
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. ËPCKB D'ITN arc élastique,
.Vrnis alIonK inaintenanL appliquer à l'arr les IVirniulea trouvées au II* 13i; et montrer comment les valems placides sou>; le signe S peuvent être [Construites d'une maniëre générale et peuvent ëlre sommées. Ainsi que nons l'avons déjà fait remarquer, nous conslruiroQS d'abord les déformations produites par une charge isolée iP, agissant verticalement vers le bas, et placée en un point quelconque de l'arc ; nous chercherons la réaction aA correspondante; puis, nous ajouleions tous les &A qui produisent de pareils 4P. au moyen d'un simple polygone funiculaire. Soient pi la distance de la force aP à la culée A de <j:aucha, et p'I sa distance à la culée B de droite ; soit enfin l la portée entière de l'arc. En désignant par x la distance ri'nn élément quelconque do l'arc à la verticale de A, et par x' sa distance t la verticale de B, le moment provenant t]{i la charge aP par rapport à un point x, situé sur le segment pi, pourra s'exprimer par p'.cAP, et le moment par rapport îi un poîatx' situé sur ic sffïment H!, sera pj-Ap (voir n" 86. p. 31S1.
Quant h la force AA cherchée, nous supposerons pour le moment sa (itrcctinn et sa Rrandeur connues ; son moment pour tons les poinf^^ rie la ponire sei-a haA, puisqu'elle asit sur la pniitre imlièro.
Nous mctirnns la valeur -r- son-* la forme — ^. ^ élunl une conslaiilc.
et ;' étant variable. En conslruisant, par exemple, le moment d'inerlii' d'après les méthodes indiquées n' HB (p. 146), ou augmentera la troisième hase dans le rapport —, Cette opération pourra se faire, en pav-
laKcant la projection de l'arc sur l'aie des r. en parlies égales, et en preuanl les bases f proportionnelles anv lonjineurs d'arcs, qui correspondcnl
h ces projections. On aura alois :o=- EnA)c — ;"„ et en écrivant (^ el :
an lion du mnnionl constani iin/'y cl de ;"'„, il viendra
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^eA = p'AP2].r^^+pAP2]^-^5 + AA.w,ar,a, Dans ces formules, 9 représente une valeur égale à >-;;^, et se distin-
gue, par suite, du 9 primitif du n** 135, par le facteur constant @.
Les produits placés sous le signe S, et les valeurs v,^^,^,, peuvent être
construites au moyen de polygones de sommation, d*après les méthodes
indiquées (n* 4^ p. 18). Les constructions ont été faites sur la PI. XVI.
Soit (PL XVIJ Taxe de Tare, représenté par un trait fort et dont la forme
est à peu près parabolique. Nous partageons cet arc en dix parties ou
lamelles, ayant même projection Aor, sur la corde de Tare prise comme
axe des x. Ces âx, placés, dans la figure, les uns à la suite des autres,
peuvent servir à former un polygone des forces, ainsi que nous Vavons
vu (n* 3) ; mais ce polygone ayant de trop grandes dimensions, nous le
réduisons de moitié (PI. XYI,). Sur la verticale passant par le milieu de
chacune des 5 premières, nous portons les z^ qui leur correspondent, et
que nous supposons déterminés d'une manière quelconque; la figure
indiquera ainsi la loi de variation de ces longueurs. Les sommets du
premier polygone, analogue à celui de la fig. 25 (p. 21), sont situés sur
les horizontales des extrémités des z*^. Pour le construire, nous avons
pris verticalement le rayon 56 (PI. XVI,) et formé de part et d'autre de
ce rayon, les autres rayons et triangles.
Ax,.
L'un quelconque des rapports -j- est donné dans ce polygone par ix^
et la hauteur du triangle dont àx^ est la base. La somme de tous ces rap-
ports est égale à X s ^ = s ^' c'est-à-dire à la demi-portée, divisée par
la hauteur -m du triangle dont - / est la base (voir fig. 2) (nous avons
écrit - wi, pour la symétrie). Nous aurons donc : z
Pour déterminer la valeur de ^^ au moyen des équations précédentes
(p. 535), nous aurons à diviser par 9 toutes les longueurs qu^elles contiennent; nous nous épargnerons donc, pour Tavenir, beaucoup de réductions, en multipliant, dès maintenant, tous les z*^ par ce rapport. Il
faudra par suite que le rapport V "v 1 construit avec les nouveaux s*,
Ax 1 in Ax 9
soit égal à 1, puisque l'on a: >.—:; = - Zj";;7 = - = *- Nous défor-
merons donc coUinéairement à lui-même le polygone des forces, de manière que Tancien et le nouveau polygone aient comme ligne commune celle des - ax, que le centre de collinéation soit situé à Tinilni sur
la droite m, et que la distance à la ligne des àx de Tintersection des
côtés extrêmes soit égale à - /.
Gomme chaque verticale est commune aux deux polygones, il suffira
de porter - / sur la verticale m, de joindre l'extrémité de cette longueur
aux extrémités de /, et de prolonger ces lignes de jonction jusqu'à leur
rencontre avec les verticales du premier et du dernier (n*~) az*. On
joindra ensuite ce point au commencement de ~ Ax, et de - Ax^.,,eton
déterminera rintersection de ce rayon avecz'"3Cl3"'„_,. En continuant ainsi, on construira le polygone en rebroussant chemin, comme nous l'avons déjà souvent fait. Par cette méthode, les 03" du milieu ne seront pas
déterminés très exactement, lorsqu'on approchera de la verticale - ///, et
c'est pour cela que nous commençons le dessin par les côtés extrêmes; nous pourrons trouver exactement les az'" du milieu, en joignant Textrrmité de Tancien z" h un z"\ quelconque un peu éloigné, cette ligne de
jonction coupera la droite des - A.r, en un point qui, joint fi l'exlrémilé
de a:",, coupera sur la verticale de z'" le oz'" cherché. Cette consiruclion repose sur les principes élémentaires de la collinéation.
Avec ce nouveau polygone nous construirons, d'après la méthode indiquée (n' 4), le pfdygone funiculaire (PI. XVl,) dont les cùtés, compriN entre les verticales des milieux des ax, sont perpendiculaires aux rayons correspondants de la fuj, 2. Deux côtés consécutifs, l'un avant, l'autre
après un A.r, coupent sur les verticales de A et de B les segments - —
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et — ;;r-» *'^»ï^si que nous l'avons indiqué [fig, 3) pour la lamelle 8. Un côté
du polygone, situé sous l'extrémité d'un p/ quelconque, intercepte sur ces mêmes verticales les segments ^ ^ "-7; ^t V ar' — ^ ; les valeurs sont
marquées dans la figure pour le côté 45, c'est-à-dire pour p = 0,4. Par suite, l'ordonnée du polygone funiculaire, à l'extrémité d'un p/, c'est-àdire au-dessous d'une force aP, est :
puisque p7 + p/=/.
Ainsi u', est le facteur de aP, déjà divisé par v, que l'on trouve dans la première équation (p. 535) ; les deux côtés extrêmes du polygone se
coupent sur le centre de gravité de tous les -rr ou -^, et déterminent par
suite x^ (voir PI. XVI,).
Nous joignons ensuite toutes les parallèles à l'axe horizontal des x^ menées par les milieux des As, au moyen d'un polygone funiculaire dont les côtés sont parallèles aux côtés correspondants du polygone de la fig. 2 (voir fig, 4). Les segments que déterminent les côtés de ce polygone funiculaire, sur l'horizontale /, sont égaux à î^-^, comme l'indique
la figure, et les côtés extrêmes du polygone se coupent sur l'horizontale du centre de gravité 9 et déterminent par suite y^. Le point a est maintenant connu.
AX
Considérons à présent la ligne des x-;;^ (fig. 3) comme formant un
nouveau polygone des forces, et prenons comme pôle l'intersection des côtés extrêmes du polygone, c'est-à-dire x^ comme distance polaire. Ce polygone nous permettra de construire le polygone funiculaire de là fig. 5, dont les côtés compris entre les verticales des A», sont parallèles aux côtés correspondants du premier. Gomme, pourla/îiç'. 3, ce polygone nous donnera les résultats suivants : deux côtés consécutifs déterminent
sur les verticales A et B les produits x = et x' r (voir fig. 5) ; à
^ X^ VZ" X^9Z'^ ^ ' ^ *
l'abscisse p/, l'ordonnée du polygone, mesurée jusqu'à la droite qui le
ferme, est donnée par la formule :
Bile est donc égale au facteur de aP dans Téquation — (gA (p. 535), lorsqu'on divise ce facteur par x^9. Les côtés extrêmes de ce polygone se coupent, d*après ce que nous avons dit (p. 382), sur la verticale de Tantipôle de Taxe des y passant par A, comme l'indique la figure.
Un demi-cercle, décrit sur la distance de cet antipôle à son antipolaire (voir la figure) comme diamètre, détermine sur la verticale du point a, la demi-distance des tangentes verticales à Teliipse centrale. Gomme, dans notre cas, nous avons supposé Tare symétrique, cette distance sera égale au grand axe de Tellipse.
àx Considérons maintenant la ligne des y —j;, {fig, 4) comme un nouveau
polygone des forces, et prenons comme pôle Fintersection des côtés extrêmes; la distance polaire sera égale ky^. Nous construirons un polygone funiculaire {fig. 6) normal à ce polygone des forces, c'est-à-dire dont les côtés seront situés sur les verticales élevées par les milieux des lamelles. Deux côtés consécutifs de ce polygone intercepteront, sur les
y àx y ùlx
verticales A etB, des segments x ^ et .t' ^^^ r,, et une ordonnée do
.Ver ^- //cr '-
ce polygone sera égale î\ :
a' y xtj — f- ^^ y •r y —
iij'
c'est-îVdire au fadeur de i9 dans l'équation g// (p. 535), après avoir divisé ce facteur par y^a. Les côtés extrêmes du polygone se coupent, sur la verticale de l'antipôle de l'axe des x, ainsi que nous l'avons vu p. 382.
Pour déterminer complètement cet antipôle, nous nous servirons du polygone des forces précédent (/?//. i), et nous construirons un second polygone funiculaire {fi(/. 7) parallèle au polygone des forces et dont les sommets seront situés sur les horizontales des milieux des lamelles. Lc^ côtés extrêmes de ce polygone se couperont sur rhorizontale de l'antipôle, par rapport ;\ l'axe des .r, et cet antipc)le sera, dès lors, complètement déterminé. Un demi-cercle, décrit sur la distance verticale de cet antipôle h l'axe des./; comme diamètre, détermine sur l'horizontale de 7 la demi-distance des deux tangentes, parallèles à Taxe des ./ dan^s
ÉPURE D*UN ARC ÉLASTIQUE
* ellipse centrale. La droite qui joint Tantipôle au centre 9 représente le diamètre conjugué à Taxe des x, et coupe, par suite, les tangentes parallèles que nous venons de trouver, en leurs points de contact. L'ellipse peut donc être dessinée d*après les règles données au n* 100.
Nous venons d'indiquer la construction de Tellipse centrale pour compléter notre étude, mais cette ellipse ne sert qu'à mieux faire comprendre la question, et il suffit de construire les polygones qui donnent les u^u'^u\, le centre de gravité et les deux antipôles. En tenant compte des longueurs qu'ils fournissent les équations d'équilibre deviennent :
SA
=!l' AP-f W AA.
Lorsque AA est précisément la réaction de la culée, qui annule toutes les déformations produites par AP, il faut égaler à zéro les premiers membres de ces équations, et Ton a par suite :
!!l — îk — !îï. — — f^ u', "" m'^ "" Uy "" AA *
Puisque les distances %u^u^, de la force inconnue AA, au centre de gravité 9 et aux deux antipôles sont proportionnelles aux longueurs if'^u^u'^, il sera facile de déterminer la droite aA. Nous avons indiqué spécialement la construction pour les segments marqués u^u'^u\, sur la verticale située entre les lamelles 4 et 5, dans la PI. XVI3, 5.16. Ces trois longueurs ont élé portées sur des parallèles, à partir du centre de gravité S et des antipôles XY. Les droites, joignant deux à deux les extrémités de ces longueurs, déterminent sur les côtés correspondants du triangle SXY trois points de la force cherchée aA, qui sera ainsi entièrement déterminée, et Ton pourra mesurer les segments %u^u^. On construira ensuite aA dans l'angle que forment n^ et u^ (PI. XVI J, au moyen de la longueur de aP.
Toutes les forces aA, provenant des autres AP, s'obtiennent de la même manière. Nous les avons indiquées, sur Isl fig. 1, par leurs intersections avec la verticale de A, et par le segment déterminé sur chacune d'elles par celle qui la précède et celle qui la suit. Ces segments déterminent une enveloppe de forme elliptique, qui doit être tangente à la culée de droite, pyisquja l^s vertii^ales de^ ciblées se porr^spopd^ot réci{M:Qque-
ment, comme directions de forces aP et aA. Lorsqu*en effet aP est situé au-dessus de la culée de gauche, les segments infiniment petits u\u\,u\ sont entre eux comme les segments déterminés sur la verticale de droite, par les premiers côtés des polygones funiculaires et par les droites qui les ferment. On aura, par suite, à cause du parallélisme des côtés extrêmes (voir fig. 5) :
n; : u^ : u\, = DM' : DM' : DY'= DM : DM : DY.
Ces coordonnées trilinéaires sont les mêmes pour les sommets a et X ififf. 1) et sont à l'ordonnée de Y comme les distances de ces points à la verticale de la culée de droite; cette verticale est donc la force cherchée. Son point de contact avec la courbe enveloppe ne se détermine pas directement; on pourrait le trouver par approximation, en supposant AP aussi rapproché que possible de la culée de gauche.
Les AA, déterminés en grandeur et en direction par cette méthode, ne constituent pas la réaction entière des culées, il faut encore leur ajouter la réaction verticale que produit aP. La construction a été indiquée [fig. 1) pour AA^,..., et les résultats aA' seront les véritables réactions de culées provenant des charges aP. Ces réactions aA' peuvent aussi s'obtenir directement; leurs coordonnées trilinéaires sont proportionnelles aux segments u"^u"^u\ {fig. 3, 5, 6). La première équation
(p. 535) peut, en effet, s'écrire de la manière suivante, en remplaçant
Vpar^— ^ :
_ = ?■ aP V .r ._ - AP V (.r - p/) — + „ aA.
H cm arquons mainlenant que Ton a :
y T rz: T
^ <JZ"' ^
ol
La première de ces relations est (évidente d'après la manière dont non^
avons trouvé .r^; et pour montrer rexactitude de la seconde, nous avons,
Sx dans la flfj. 3, indiqué spécialement la signification de («z^j, — ?/) -;^ .
En égalant dans l'équation, 8 h zéro, substituant les valeurs de x^ et
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de u"^, et faisant en6n les transformations analogues pour les équations qui donnent h et k, il viendra :
0 = x^p'AP — >»u\ -^ + w^AA, 0 = ar^p'AP — ^u\ — + ti.AA,
0 = X, p'AP — VM% — + MyAA,
V étant un facteur à déterminer pour chaque p et ^\ oc^x^x^ et %Uj:U^ étant les perpendiculaires abaissées des points a, X et Y sur les directions de la réaction verticale p'AP et de la force AA ; les équations précédentes peuvent donc être considérées, comme les résultats de la substitution des coordonnées de ces trois points, dans Téquation normale des
AP
forces B'aP, aA et de leur résultante. Par suite, — est leur résultante, et
vu"^, vti". et m!\ sont les perpendiculaires abaissées sur cette force, des trois points 9 X Y. On obtiendra la direction de la réaction totale, en faisant la construction au moyen des coordonnées trilinéaires u"^, u"^ et u\ .
On voit que aA' se construit de la même manière que aA, mais avec les segments m",, u"^ et u'\ . En représentant la forme normale des- trois forces par aA, ^'iV et aA', il résultera de Téquation
aA =— p'AP + tik, que
AA' = AA + P'AP
AA' est donc la réaction de la culée, en y comprenant p'AP; et c'est bien cette force que nous voulions construire.
Dans la pratique, il suffira de faire cette dernière construction. On déterminera ces réactions pour deux segments p, complémentaires de la portée ; les deux forces ainsi obtenues devront se couper sur aP, et, en ce point d'intersection, nous pourrons décomposer directement aP suivant leurs deux directions, sans être obligé de déterminer d'abord la force aA.
Cette construction, bien plus rapide que l'autre, n'est malheureuse; ment applicable, que dans le cas où aA ne dépend que de aP et peut satisfaire aux trois équations, sans être lié par d'autres conditions, telles que celle de passer par des points donnés. Dans ce dernier cas, qui est le plus fréquent dans la pratique, il faut se servir de la première mé-
542 ÉLÉMENT» DK LA THÉORIE DE L*SLA8TICITÉ.
thode, qui est générale, et c*est pour cela que nous Tavons indiquée en premier lieu.
Lorsqu*on a à dessiner Tépure d*un arc, il est inutile de la faire pour Tare entier, il suffit de prendre la moitié de cet arc, que Ton dessine alors à une échelle double. Les premiers et les derniers côtés des polygones étant parallèles, on fera partir les polygones des figures 3, 4 et 5, d*un môme point situé à gauche et au bas de la feuille, et les polygones 4 et 7, de la verticale du sommet de Tare. Les côtés extrêmes des deux derniers polygones, 4 et 7, se couperont précisément sur cette verticale et y détermineront les points or et X. Les polygones symétriques 3 et 6 peuvent ôtre tracés sans difficulté au moyen des polygones 2 et 4. Quant au polygone 5, qui n*est pas symétrique et dont le rabattement a été ponctué, il faudra, pour le dessiner dans cette position, rabattre aussi la partie supérieure du polygone des forces (fig. 3) qui sert à le construire, c'est: à-dire rabattre sur le bas les segments 7, 8, 9, 10 marqués sur la verticale A. Ce dernier rabattement pourra s'elTectuer de la manière suivante : on prolongera le côté â 3 du polygone jusqu'à la verticale A sur laquelle il coupe le point S 3, et jusqu'à la verticale du milieu de Tare ; on portera alors, au-dessus de 2 3, deux fois la distance d de la dernière intersection au pôle X9y comme Tindique la ligne pointillée, on obtiendra ainsi le point 8 9. En effet, si Ton rabattait autour de X9 le côté 8 9 symétrique de 2 3, il viendrait se placer parallèlement à â 3 et à une distance 2 d au-dessus du point 2 3.
Lorsque l'arc doit être dessiné à la plus grande échelle possible el que le point Y {/ig. 1) est situé, par suite, hors des limites de Tépure, on peut, pour un arc symétrique, construire toutes les réactions avec Tantipole Y' de la verticale B. Dans ce cas, le aB construit pour P^0,4 à partir de la verticale de droite (pour p = 0,0 i\ partir de la gauche) sera exactement le symétrique du AA construit pour 0,i, mais les coordonnées trilinéaires de ce aB seront, pour le point fondamental Y', égaux à {Uy) et à {ii"y)\ par suite de la symétrie, ces segments seront aussi ceux qu'on obtiendra au moyen du côté symétrique 4 5. Les distances u^ et u^ ne varient naturellement pas. Ainsi,' pour des arcs symétriques, on peut faire toutes les opérations sur la moitié de l'arc; lorsque le point Y est encore situé sur la feuille, on aura une détermination plus exacte des réactions AA, car le point trouvé sur XY' est situé assez loin des points situés sur aY, aX et XY, de sorte que ce point est très nécessaire à la détermination des directions A A'. On a, d'ailleurs, de toute manière, les relations suivantes :
2m'^= u\ + [Uy) et ^2u"^ =^ il y 4- ^i("y).
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Ces relations fournissent un contrôle précieux pour Texactitude du dessin.
Les relations entre les différents u s'obtiennent par Taddition des formules correspondantes. Puisque Ton a, en effet, à cause delà symétrie:
il viendra, d'après la relation x -{- â?' = âjr^ :
«-I J? AJ7 «-I XX ÙlX w^ X XC
On voit sur la ligure que Ton a
ur
X Aj?
et ajoutant, membre à membre, ces deux dernières relations, il viendra
COURBE d'intersection ET COURBE ENVELOPPE DES FORCES
En employant le procédé qui nous a servi à déterminer Tune des réactions aA' des culées, nous pourrons aussi déterminer l'autre^ aA'". Ces deux réactions doivent évidemment se couper sur la force aP. L'arc de la PL XVI étant symétrique, les AA' et aA'^ le sont également pour des aP situés à égale distance des extrémités de Tare, et la condition que les trois forces se coupent en Un môme point sera remplie, lorsque la ligne joignant toutes les intersections des aA' avec leurs aP sera également symétrique par rapport à l'axe de l'arCi Cette ligne d'intersection des forces forme dans les limites du dessin une courbe légèrement recourbée sur l'arc; si l'on prolongeait cette courbe au delà de l'arcj on
verrait qu'elle a un point double, coïncidant avec le point à Tinfini de la direction verticale ; les asymptotes correspondantes sont situées assez loin en dehors des limites de Tare; elle a, de plus, un autre point à Tinfini dans la direction horizontale. Nous verrons plus tard, dans Tétude
analytique, que la courbe d'intersection des forces, lorsque e^ — est
As
constant, devient une courbe du troisième ordre, ayant un point double à l'infini sur une .verticale; il en résulte que, si la section varie, la courbe conserve la môme direction pour les asymptotes, quoique ces dernières ne soient plus placées comme elles l'étaient pour une section constante.
En traçant le segment de chaque aA', compris entre le aA' qui le précède et celui qui le suit, nous obtiendrons [fig, 1) la ligne enveloppe de tous les aA'. Cette courbe est analogue à celle que l'on obtient lorsque
les tj — sont constants, et nous pouvons, dès lors, en conclure qu'elle As
a un point double à l'infini sur la verticale, deux autres points doubles
également à l'infini, et enfin un quatrième point double. Lorsque l'arc
est symétrique, la courbe se décompose en deux branches symétriques;
et lorsque m — est constant, en deux hyperboles.
As
La ligne d'intersection et l'enveloppe des forces permettent de déterminer les réactions des culées, pour un aP quelconque. Par le point de rencontre de ce AP avec la ligne d'intersection des forces, on mènera deux tangentes à la courbe enveloppe; ces tangentes seront les droites suivant lesquelles agissent les deux réactions, et la grandeur de ces réactions s'obtiendra, en décomposant AP suivant leurs deux directions (voir////. 1), sans qu'il soit nécessaire de recourir aux relations qui relient au et aP.
Nous pourrons aussi, grâce à ces deux courbes, déterminer les charges les plus défavorables pour Tare élastique, c'est-à-dire les charges qui rendent maximum le moment des forces extérieures, pour certains points déterminés. Ces points sont les nœuds dans les arcs à treillis et, dans les arcs pleins, le point le plus haut et le plus bas du noyau central de chaque section. Nous avons, dans la /iV/. i, indiqué la construction pour une section placée près de la lamelle 6. Soit C îe point, par rapport auquel le moment des efforts produits dans la section par les charges doit être un maximum, pour que la section soit placée dans les conditions les plus défavorables. Nous mènerons par C des tangentes aux courbes enveloppes; elles couperont la ligne d'intersection des forces en E et F. Un AP, placé avant le point E, produit un aA" qui rencontre la section au-
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dessous du point G., et qui tourne par suite autour de ce point dans le sens négatif. Nous supposons, dans cette détermination, que la partie de Tare située à gauche de la section a été enlevée, et que les A A' ainsi que les àk" agissent vers la droite contre la section. Un aP, placé entre E et la section, produit un aA'' rencontrant la section au-dessus du point G, et tournant par suite autour de G dans le sens positif. Un AP, compris entre la section et le point F, produit un aA' situé au-dessus de G et tournant de même dans le sens positif. Enfin un AP, situé entre F et la culée de droite, produit un aA', situé au-dessous de G, et tournant par suite dans le sens négatif autour de G. On voit que les aP placés entre E et F, produisent pour le point G des moments positifs, et les aP situés en dehors de ces points, des moments négatifs. Il faudra donc que le segment intérieur soit toujours chargé d'une manière inverse à celle du segment extérieur, afin que la section de Tare considérée soit sollicitée par les plus grands efforts, efforts qui dépendent du moment par rapport au point G.
Lorsque, par cette méthode, due à M. le professeur Winkler, on a déterminé la charge la plus défavorable, il reste à composer les divers aA' provenant des aP employés, afin d'obtenir la réaction totale de la culée. Nous avons, pour faciliter cette composition, formé (fig, 1) un polygone des forces et un polygone funiculaire avec les aA' et aA", provenant de charges aP égales entre elles. La figure n'a pas besoin d'explications. Ges polygones donnent immédiatement les réactions qui proviennent d'un nombre quelconque de AP consécutifs. Dans la pratique, on n'aura jamais à composer plus de deux groupes de ces aA' ou aA'^ pour obtenir la réaction totale. Gette réaction sera enfin la force extérieure à la section, et il ne nous restera plus qu'à la répartir entre les diverses parties de la construction pour avoir résolu entièrement notre problème.
Nous allons encore indiquer brièvement comment on peut tenir compte des efforts de compression, des efforts tranchants et de la dilatation produite par la chaleur. Lorsqu'on voudra tenir compte de ces forces, la méthode la plus simple consistera à construire, d'après le n* 134 (p. 522) les déplacements parallèles produits sur les surfaces terminales, et à annuler ces déplacements au moyen d'une force spéciale aA. Si nous remplaçons @ par sa valeur primitive tabc, nous aurons à construire les expressions suivantes :
C II C II
ky Nous porterons les longueurs A et ^ sur deux parallèles, passant
par les antipftles X et Y. LUntersection avec la droite XY de la ligne de jonction de leurs extrémités donnera un point de la force AA. Ge point joint à or, puisque 119 = 0 donnera la direction de la force cherchée, et Ton pourra, dès lors, mesurer directement ti« et tiy. Gela posé, on con-
struira, d'après la fig. 22 (p. 17), deux angles dont les sinus soient —
et — ou — et — , et, au moyen de ces angles, on pourra réduire suc-
cessivement tab dans les deux rapports voulus et obtenir la grandeur de aA; 9u« et 9Uy se construiront dans Tangle que forment / et m.
Il faut naturellement tenir compte, dans ces réductions, de ce que h et k sont à multiplier par le nombre n si Von a pris sab n fois trop petit (voir n* 134, p. 522).
PAR DES POINTS FIXES
Nous avons supposé dans les numéros précédents que les aA pouvaient prendre des directions quelconques, et que Ton donnait aux arcs des dimensions suffisantes pour résister à ces aA; ce cas est celui de l'arc plein reposant sur des culées fixes. Mais il arrive souvent que les aA doivent passer par des points fixes déterminés; dans les arcs à treillis, par exemple, ils passent par le premier nœud; dans les arcs à charnière> sur les culées, par les centres des charnières, etc. En ^^énéral, ces arc> sont symétriques; le ^^A passe alors par les deux culées, car, en supposant qu'il ne passe pas par l'un des points d'appui, il produirait une rotation autour de ce point, et par hypothèse Tare est établi, de manière h céder à cette rotation. Nous devons, par suite, admettre que, pour ct'^ arcs, les AA sont horizontaux.
Par contre, il arrive souvent que le point d'application du aA ne >t' trouve pas sur l'axe théorique de l'arc; dans un arc à treillis, par exemple, cet axe théorique passe par le centre de ^Tavité de la section. en comprenant dans cette section le lon.uei'on supérieur ([ui est horizontal; il est situé par suite plus ou moins au-dessus de l'arc proprunu-nt dit. Mais, quelle que puisse être la l'orme de l'arc, les valeurs ti^u^u,^ s^nt connues à priori, et constantes pour tous les aA. La ^^randeur que l^n pourra choisir pour AA ne pourra, par suite, plus satisfaire aux tnù^ équations du n' 138 (p. o35j; une seule d'entre^elles sutiira pour la de-
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terminer. D'après ce que nous avons dit au n* 137 (p. 533), nous poserons A=0, et nous satisferons à la deuxième équation. Nous aurons, par suite :
0 = tt'.AP + tt,AA.
Les longueurs u^ étant constantes, nous arriverons le plus simplement possible aux directions des AA' et aA*", en prenant Téchelle des forces de manière que AP soit représenté par u^, alors a A sera égal à — u'.. On portera donc cet u'«, sur Thorizontale, à partir du point fixe de la culée; à son extrémité on ajoutera la verticale P'aP^^'u., construite comme rindique la PI. XYI,. On obtiendra de cette manière aA' qui coupe aP en un point de la ligne d'intersection des forces.
La courbe enveloppe est ici remplacée par les deux points d'application de aA ; la ligne d'intersection des forces et ces deux points serviront, dès lors, à effectuer les constructions suivantes comme dans le numéro précédent; on pourra déterminer aussi, de la même manière, le aA provenant de la dilatation, et le aA provenant des efforts de compression et des efforts tranchants.
Si l'on voulait enfin savoir de quel angle l'extrémité de l'arc a tourné, il faudrait résoudre le problème inverse. On remplacerait chaque aA, trouvé au moyen des formules précédentes, dans les deux relations :
c k — lab ' = UyA? -f Wy AA,
et Ton en tirerait $ et k. Il faut déterminer k, principalement afin de con-
naître l'angle j; 8 — -est en effet (voir n* 137, p. 533) l'angle dont a
k tourné l'une des extrémités de l'arc, j étant celui dont a tourné l'autre.
Or on a, dans la plupart des cas, x^^-^L
On aura par suite :
eaô8 = (u;AP + u^AA)-,
Après avoir construit - dans l'angle -j- {fig, 2), on réduira les surfaces
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de moments qu'indiquent les formules, aux bras de levier - pour la première et — pour la seconde, et les résultats, considérés comme arc»d'un rayon tab, fourniront les angles cherchés.
Ul. CODRBE DE PBESSION DANS DR AHC ÉLASTIQUE.
Lorsqu'on a sommé les &A' et les AA" pour toutes les charges d'un arc, et que l'on a obtenu ainsi les réactions totales A' et A", on peut, au moyen de ces réactions, construire la courbe de pression des forces qui sollicitent l'arc, comme l'indiquent le polygone des forces et le polygone funiculaire, dans les fig. 201 et 202. La courbe de pression ainsi dessinée,
Pig. 101.
i>oiif 1111 aie détermine, est en corrélation iiilimc avec l'axu de cet air- Noiis trouverons facilement les relalions qui les lient, en montrant comment l'on peut arriver, pour une charge quelconque, mais déterminée, à. construire les réactions totales A' et A" sans passer par la sommation des aA' cl des iA".
Itelions les charges aP qui agissent sur un urc, au moyen dune courbe de pression arbitraire, mais pour laquelle les réactions des cnlées auront été choisies, de manière (jne celte roiirbc se rapproche autant que possible de l'axe de Tare. Soit maintenant T la force qui agit sui- \anl le côté du polygone, coupé par une section quelconque, et soit is réiémenl de l'arc coupé par celte même section. Le moment de la foric
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extérieure T, par rapport au milieu de Télément de Tare sera pT, p étant la perpendiculaire abaissée de ce milieu sur le côté T. Menons (fig, 201) la verticale A, c'est-à-dire une parallèle aux forces àP, et {fig, 202) la ligne H perpendiculaire à A, c'est-à-dire horizontale. Les deux triangles ph et PH seront semblables, puisque Tangle TA {fig. 201) est égal à Tangle TaP (fig, 202), et que les deux triangles sont, en outre, rectangles. Le moment de la force extérieure à as sera donc :
Substituons cette valeur de ^ dans les formules générales, et rémois plaçons, comme nous l'avons déjà fait, 83 par S^** — . Il viendra, en
supposant qu'une force A ramène l'arc à sa position primitive, et en divisant les équations par ^H, y^aE et x^oH :
yyAA^ A — ;; représente la surface de moment correspondante à une lamelle
orZ
{fig, 201), après la réduction de cette surface à la base, généralement variable, «**. Traçons, à l'aide de tous les segments obtenus par cette réduction de surfaces, un polygone des forces ; la longueur de ce polygone
sera : ti'<T= > — ;;r ®t de plus, elle sera proportionnelle à w<t. Construi-
sons, au moyen de ce polygone et de la distance polaire y», un polygone
funiculaire, dont les côtés soient situés sur les horizontales de As; les
côtés extrêmes de ce polygone intercepteront, sur l'horizontale de l'extré-
VI y h^x mité de l'arc, un segment u'^, = > -^ ;;;.. Ce segment sera proportion-
nel aux moments des surfaces par rapport à cette ligne, et en outre à la longueur w, .
Le polygone funiculaire construit avec la distance polaire x^^ et dont
les sommets sont situés sur les verticales des As interceptera de même,
sur la verticale de l'extrémité de Tare, un segment m„~ > ^, pro-
^* Xq oz
portionnel au moment des surfaces par rapport à cette verticale, proportionnel aussi à Uy, Les trois grandeurs w'^, Uy et m'„ peuvent, comme
nous Tavons montré n* 13&,(p. 539), servir à construire la direction et la grandeur de A, force qui modifierait la réaction arbitraire avec laquelle nous avons fait la construction. Si la réaction choisie avait été exacte, les sommes m^, u\^ u\^ et par suite A auraient été égales à zéro.
Lorsqu'en outre les z*^ sont constants, on pourra faire sortir du signe
S le facteur — ;;, et le négliger, puisque nos trois sommes sont égales à
zéro dans le cas oîi la réaction est exacte. La première somme représente alors rigoureusement Taire des surfaces comprises entre la courbe de pression et Tare, puisque les côtés du polygone funiculaire se coupent sur les verticales, menées par les aj:, qui leur correspondent ; la première relation exprime, par suite, que les aires des surfaces situées audessus de Tare sont égales à celles qui sont situées au-dessous de Tare. Nous avons, dans la figure, ombré les surfaces correspondant à des forces extérieures qui tournent dans le sens positif autour de Taxe; les surfaces de moment négatives ont été pointillées. ar et y sont les coordonnées des éléments de Tare, par rapport aux axes qui passent par son extrémité; admettons maintenant que Ton recule les surfaces élémentaires, sur des verticales, de manière que leurs centres de gravité viennent coïncider avec ceux de Tare, il faudra dans cette hypothèse que les moments des surfaces par rapport aux axes x Qiy soient aussi nuls.
Or, comme la sotnme des surfaces est elle-même égale à zéro, que leur poids peut être, dès lors, considéré comme infmiment petit et situé à rinfini, et qu'enfin les deux axes sont situés fi une distance linie, leconditions que nous venons d'indiquer ne peuvent (^tre satisfaites que si les deux centres de i^ravité, celui des surfaces positives ombrées, el celui des surfaces négatives pointillées viennent ;\ coïncider; il faut, en un mot, que la résultante des poids de ces deux surfaces soit é.uale n zéro.
La construction que nous venons d'employer prouve que l'on peut, pour une charge quelconque, satisfaire à ces conditions, mais nous pouvons encore le démontrer plus clairement de la manière suivante : prenons une réaction de grandeur et de direction quelconques, et joignonsla aux charges aP. 11 sera facile, au moyen de la réduction des surfaces, et d'un déplacement parallèle, de placer la courbe de pression ainsi obtenue, dans une position telle que les surfaces situées au-dessus et audessous de l'arc, soient équivalentes. Si maintenant, les centres de gravité de la surface positive et de la surface négative ne coïncident pa^. on pourra, à partir d'un point {\\i^. quelconque, porter la distance relative de ces deux points, puis changer la réaction adoptée. Enfin, si on fait varier, pour diverses directions des réactions, la grandeur de
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celles-ci , depuis a jusqu'à oo, Textrémité de la distance relative des deux centres décrira un système de lignes, et celle de ces lignes qui passera par Torigine déterminera la vraie grandeur et la vraie direction. Mais il est clair que cette construction, basée sur la méthode de fausse position à deux inconnues, est bien plus compliquée que celle que nous avons donnée précédemment.
On peut encore exprimer de la manière suivante que les surfaces comprises entre la courbe de pression et l'arc doivent être égales des deux côtés de l'arc ; la courbe de pression doit suivre de très près la forme de l'arc et couper cet arc au moins en trois points, pour les formes ordinairement admises. Il est impossible, en effet, que, pour un arc convexe ordinaire, les deux surfaces situées aux extrémités de l'arc et qui sont de même signe, puissent avoir le même centre de gravité que la surface placée à l'intérieur de l'arc, dans le cas où il n'y a que deux points d'intersection, et par suite, que trois surfaces. L'écartement plus ou moins grand des deux courbes entre leurs points d'intersection dépend de la condition d'égalité des moments. Il est clair aussi que, lorsque la forme de l'arc est celle de la courbe de pression produite par les charges , les deux courbes doivent coïncider. Nous avons vu, en effet, n'46(p. 165), que tous les points communs des deux lignes sont situés sur une même droite; elles coïncideront donc dès qu'elles se couperont en plus de deux points.
On voit qu'il est permis, dans tous les cas oîi la courbe de pression peut se rapprocher suffisamment de l'axe de l'arc^ pour qu'elle coïncide à peu près complètement avec lui, de dessiner simplement une courbe de pression qui satisfasse à ces conditions. Ce cas se présente pour la partie médiane des voûtes, dans lesquelles le poids propre est très grand par rapport à la charge accidentelle. Remarquons toutefois , qu'il ne faut , dans aucun cas, faire passer la courbe de pression par les arêtes extérieures des voussoirs.
Quant aux arcs en bois ou en fer, il convient de leur donner la forme de la courbe de pression qui correspond au poids propre (et non la forme d'un segment de cercle, comme on le fait généralement en France). Dans ce cas, en effet, le poids propre se répartira uniformément sur toutes les sections de l'arc, sans y produire de flexion, et Ton n'aura besoin de la théorie de l'élasticité que pour trouver les efforts produits par les charges accidentelles.
M. le professeur Ritter de Riga s'est servi de l'équation des surfaces et de celles de leurs moments , pour construire d'une manière très ingénieuse, les réactions produites, pour un arc parabolique, par des charges uniformes. Mais comme nous préférons, dans ce cas, calculer
les réactions une fois pour toutes, ainsi que nous le ferons danà le chapitre suivant, nous n'exposerons pas sa méthode.
La construction que nous avons indiquée, dans ce numéro, pour la force A paraît être très rapide pour une charge déterminée, puisque deux polygones suffisent pour arriver au but; mais en réalité elle n*est pas aussi pratique qu'elle en a Tair, puisque, pour obtenir les points aXY, la courbe d'intersection et la courbe enveloppe, on a besoin des polygones de la planche XYI; de plus, pour chaque nouvelle charge, il faudra deux nouveaux polygones. Ce n'est que dans les cas particuliers, où l'on connaît à priori les charges les plus défavorables et où les polygones se composent de peu de lignes, pour les poutres droites, par exemple, que l'on pourra se servir avantageusement des surfaces des moments ; nous emploierons cette méthode au, chapitre cinquième.
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142. FORMULES GÉNÉRALES POUR LA PARABOLE ÉLASTIQUE, DANS LE CAS OU (S EST CONSTANT.
Nous sommes arrivés, n« 136 (p. 529), aux trois formules fondamentales sui- Tantes:
qui déterminent la rotation et le déplacement de l'extrémité d*un arc, lorsque Tauire extrémité reste fixe. Nous avons montré comment la question pouvait se résoudre graphiquement dans le cas général, et pour des valeurs 9} et ^ quelconques. Pour résoudre le problème par l'analyse, nous aurons à remplacer as par ds et le signe 2 par le signe /, entre les limites pour lesquelles le moment peut s*expriroer analytiquement en fonction de x ou de s.
L'intégration présente quelques difficultés, et Ton s'est donné beaucoup de peine pour l'efTectuer, dans le cas où la section est constante et où l'axe présente une forme circulaire ou parabolique. Lorsque la section et par suite le moment d'inertie sont variables* les méthodes graphiques développées dans les numéros précédents, senties seules qui soient applicables et comme les hypothèses faites en vue d*un calcul analytique ne se rapprochent que très peu de la réalité, les méthodes graphiques donnent certainement un résultat plus exact. Le calcul ne serait avantageux que dans le cas où les intégrales pourraient se mettre sous une forme simple.
Supposons, tout d'abord, que la charge résultant du poids propre soit uniforme : il faudra, d'après ce que nous avons dit, n* 141 (p. 551), que l'axe de l'arc soit de forme parabolique, afin qu*on puisse négliger l'action du poids propre. Il ne nous restera, dès lors, à considérer que les surcharges pouvant s'étendre, selon les circonstances, sur diverses parties de l'arc; nous les supposerons, de même, uniformément réparties sur chacune de ces parties. Mais on arrivera à la plus grande simplification possible pour les formules, en admettant que les moments d'inertie des sections varient depuis le sommet Jusqu'à la culée, dans le rapport des longueurs des éléments à leurs projections. Il est vrai que la section de Tare augmente du sommet à la culée dans une proportion bien plus forte que dt par rapport à é/x; néanmoins notre
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hypothèse se rapproche plus de la réalité que celle qui consiste À supposer la section constante et que Ton emploie usuellement pour les calculs. Dans ce cas la yaleur
sera constante. En multipliant les trois formules fondamentales par cette valeur, il Tiendra :
Dans ces formules, le signe \ s*étend sur chaque longueur de charge, pour laquelle
la loi des moments extérieurs ne change pas, et le signe £ indique Taddition des diverses intégrales, correspondant à chacune de ces parties. Soit
réquation de la parahole; soient de plus + /et /'les coordonnées de l'extrémité fixe de Tare, et — /, y/* celles de Textrémité mobile Xj^i; nous désignons Pordonnée de cette extrémité par yf et non par /*, parce qu'il arrive souvent que Paxe de Tare, supposé parabolique, ne passe pas par Pextrémité sur laquelle Tare repose.
Nous déterminerons en premier lieu les dimensions de Tellipse d'élasticité, et les coordonnées du triangle fondamental, de la manière suivante:
Les coordODnées du centre de gravité seront :
L'axe liorizontal de Tollipse rentralo sera :
L'axe vertical :
I/<^C|uation de l'ellipse d'élastioit('î sera, par suite,
Le point de la parabole qui a pour ordonnée .?/ = 7. f\ ^ ^n^^i pour absci?«:e
x^ = ■ /*, et les extrémités de Taxe horizontal de l'ellipse sont, par suite, situéo'^;
sur la parabole elle-même. Les deux autres intersections de l'ellipse avec l'arc oui
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comme coordonnées ;
Les ordonnées des extrémités du petit axe sont :
•^ = î dfc 0^814 = 0,03519 et 0,63147.
Nous ayons déjà trouvé les coordonnées d*an des points fondamentaux, le centre de Pellipse. Uabscisse de TantipAle, par rapport à Taxe des y, <iui passe par Textrémité — / est:
L'ordonnée de Tantipôle par rapport à la corde de la parabole est;
On n*a jamais besoin de Tantipôle de la droite y = y/*. Nous n*avons d'ailleurs calculé ces dimensions que pour les comparer à celles que nous avons trouvées dans répure; nous les avons, pour cela, portées sur la fig, 203. Cette comparaison fait
ressortir d'assez grandes différences, ce qui prouve que les méthodes graphiques sont préférables.
Nous procéderons maintenant comme dans le n"* 138. Nous déterminerons d*abord la réaction AA de la culée provenant d^une charge AP ayant pour abscisse p/. Le moment de cette charge est, d'après les considérations développées au n* 43 (p. 159), égal à la somme des équations normales de la force.
L*équation normale de la charge AP, en y comprenant sa réaction verticale à Tabscisse — /, est donnée par Tune des deux expressions suivantes^ selon que Télément considéré se trouve avant ou après p/. (Voir n* 86 p. 317).
|(l-P)(l+f)/AP et î(l + p)(l-î)/AP.
Les signes sont ici opposés à ceux que nous avons trouvés au n* 86, parce que les a; et les p/ sont pris dans un ordre contraire. L*équation normale de la force aâ est :
i (Ç« + tiy + 1)AA,
où ( et 1) sont les coordonnées encore inconnues de la direction de AA, et ^ le facteur normal ^Ç* + ti*. Nous aurons, par suite, comme somme des équations des forces produites par AP, avant et après p :
^-,= A» = i (1 - p)(n- j)^ + i(Çaî + îjy + DAA, $Pj'*=Ag3 = ia-w(l + j)^AP+iRx + ïiy + l)AA, La substitution de ces valeurs dans les formules générales nous donne: (g8=0===[(l-P)jyi+j)rfaî+(l + P)Ç*(l-îjdir]^^
+ ^ /-iA \jlr + iri'/ + 1)(^ - ïj ^/.r,
-H i iSA y\lr -1- T.t/ + l)/l + y)^/T; et après avoir calculé les intéo^rales :
-e/*=(i -m(OY -\-r) ^,n'^p + è[g^^T-''^)A + 3^-1] ^/7aa.
143. ARC PARABOLIOUK A CUI.Él.S FIXES, SOUMIS A DES CHARGES AP.
Nous admettrons, comme précédemment, que Tare repose sur ses culées d'une manière assez stable et assez lixe pour qu'il puisse résister à un aA quelconque: ce AA n'est, dans ce cas, assujetti 'X aucune condition, et peut être choisi de manière à
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annuler à la fois les trois équations donnant i, h eik.Le point dont la position ne doit pas changer, et dont la section correspondante dans Parc ne peut pas tourner, est alors le dernier point de l'axe, et il faudra, dans nos équations^ poser r =: 1» En
égalant, en oatre, 8, A et —A; à zéro, et cherchant les inconnues ~ AA, ^ AA et — AA, il viendra :
i/AA=-8(l-p«)p .i/lP,
|/'AA= 15(l-p«)« .i/AP,
i ûA=-.(1-P«)(13-5P«).1mP.
L'addition, membre à membre, de ces trois équations nous donnera la forme normale de la réaction de la culée cherchée. Elle est, par suite, entièrement déterminée, et sa valeur est :
i(^ + tiy + l)AA = [-8Pj + 15(l-p»)^-13 + 5p«](l-.p«)i/AP.
Lorsqu'une équation est mise sous la forme normale, la composante parallèle à
Taxe des x est égale au coefficient positif de y (voir n*" 43, p. 159), c^est-àr^lire, dans
notre cas, à ^ (1 — p')* - AP, la composante parallèle à Taxe des y est égale au
coefficient de x, changé de signe, c^est-à-dire à -j-pCl — pi)AP, et le moment par
rapport à Torigine est égal au terme contsant ~ ^ (13 » 5 p*) (1 — p*)/AP.
L*équation de la droite, suivant laquelle agit la force, peut se mettre sous la forme suivante, en la débarrassant des facteurs communs:
5^-3^jp«-4Î.2p-13 + 15^=0.
Cette équation, qui est du premier degré, contient p au second degré ; par suite, les forces AA obtenues pour divers p. enveloppent une courbe du second degré. L*équation de cette enveloppe est, comme oh Ta vu en géométrie analytique, le discriminant de réquation du 1*' degré, pris par rapport à p, c'est-à-dire :
8 = 5(1-3 ^Yl3-15^j + 16^=0,
qui revient à l'équation de l'ellipse :
Cette ellipse a été dessinée (fig. 203); on voit par Téquation qu'elle est tangente
aux verticales des culées, et aux deux horizontales y=z-f et y = ^f; y=:-f étant
l'ordonnée du point 9, il en résulte qu*elle est en ce point tangente àTellipse d'élasticité.
En substituant Téquation normale de AA trouvée plus haut, dans les équations
de a9 et a9 du numéro précédent, on obtiendra la réaction totale sous sa forme
normale ; elle sera :
àa = [ 8(2+ P)y +15(1 4-p)*^ +8-5(1 + P)«](l-P)il/àP,
Les deux équations sont satisfaites à la fois par les Talours :
x = p/ et yrr-g/; par suite*
sera Téquation de la courbe d^intersection des forces. Elle se réduit à une horizontale, située au-dessus du sommet de l'arc, à une distance égale au - de la flèche.
L'équation de 9 peut s'écrire de la manière suivante :
Cette équation contient aussi un paramètre 1 + p. En formant son discriminant par rapport à ce paramètre» on obtiendra Tenveloppe des réactions pour des valeurs 1 + P yariables. Cette en^^oppe est donnée pai* l'équation :
équation qui représente évidemment une hyperbole.
La verticale x = — l est l'une des asymptotes, Tautre passe par le centre x = - /.
ij=— f, par les points des axes a: = — *- i et y = ^ f, et par l'extrémité x = !y 'j = -f 1.0 ^ 0 0
de la tangente y = -^ /'= 0, dont le point de contact se trouve à l'abscisse j; = U. On obtient, de même, l'équation de S :
0 = 5(3 ^ - l)(l -?)^ -4 ■^.^>(l-ii] + 8(1-^1 33 enveloppe l'hyperbole :
La verticale x = / est une des asymptotes; l'autre asymptote passe
par le centre x = /, y = — / ;
par les points des axes, x = - / et t/ = - /*;
par l'extrémité x = — /, y = - /' de la tan^^ente 0 = ?/ — - /, commune aux troi> courbes, et dont le point de contact a pour abscisse x = 0.
ARC PARABOLIQUE A CULÉES FIXES, SOtlMlS A DES CHARGES ÂP. 5ft9
Toutes ces tangentes ont été indiquées {fig. 203) ; mais leurs points de contact : - / sont situés hors des limites de la figure.
Les trois courbes S, S\ S'' sont osculatrices Tune à Tautre au point x=0, y = -f\
on peuty en effet, les mettre sous la forme suivante :
8S' +8 = 5^3^ -l)( 8y + 15^~5J, 8S"+S = 5(3^-lj(-8j + 15^-5),
Puisque la droite 3^—1 = 0 touche déjà les trois coniques au même point 7=0,
et que les trois cordes :
passent par le même point; en ce point se confondront trois fois trois points des trois courbes. Deux quelconques de ces courbes ne peuvent donc plus avoir qu'un autre point de commun; et ces trois nouveaux points d'intersection, pour les trois courbes, sont situés sur les trois cordes dont nous avons écrit les équations. Leurs coordonnées sont :
La dépendance réciproque des directions des trois forces aA, a9, àSd peut s'exprimer symétriquement de la manière suivante :
Le triangle que forment ces trois directions est inscrit dans le triangle y ^ — ^ f ,
X = db 1 dont un des sommets est situé à rinfini, et il enveloppe les trois coniques S, S',
S''. Les trois côtés du triangle touchent chacun tune des coniques^ et les trois coniques se
touchent elles-mêmes en un même point triple. Par suite, les directions des forces dé"
terminent des formes prqfectives sur les côtés du triangle, dans lequel elles sont inscrites,
et sur les courbes auxquelles elles sont circonscrites.
n peut être intéressant de ne pas limiter les composantes de AP à des points d'ap^ plication sitnéSt sur la courbe d'intersection, entre les deux verticales des culées, et d'étudier ce qu'elles deviennent pour des points d'application, situés en dehors de ces verticales. Nous avons pu, en effet, au n« 139 (p. 544), généraliser quelques remarques sur la forme des courbes enveloppes.
Nous avons essayé {fig. 204) de montrer comment les diverses directions des AP> AA, AB, A$, àSa et aSB sont liées entre elles. La droite d'intersection des fortes est coupée en sept segments, par les quatre asymptotes des deux hyperboles (dont deux coïncident toujours avec les réactions verticales des culées), par les points de tangence de ces hyperboles et enfin par le point à Pinflni. Nous avons, dans la figure, distingué ces segments par le dessin, en employant le même genre de lignes pour les segments symétriques. A ces segments correspondent sur Pellipse des segments qui sont également symétriques, et, sur les hyperboles et sur les asymptotes verticales, d'autres segments qui ne sont plus symétriques, car si le segment déterminé sur l'une est grand, il sera nécessairement petit sur Tautre.
Toutes les formes étant projectives, les segments se suivront partout dans te
même ordre, et pendant que AP parcourra, de — oo à + <» t la ligne dUntersection des forces» les points de contact de chacune des autres forces décriront leur courbe enveloppe. Quant à la direction des AA, ces forces tourneront toi^ours dans le
-Fig. 204.
même seus, puisqu'elles enveloppent une ellipse. Pour les hyperboles, les as\ mptoie-> sont des tangentes de rebroussement, ce qui change la loi suivant laquelle tournent 163 forces; on le voit d'ailleurs, sur la lli^aire, d'après la direction de ces forces
avant et après les asymptotes de l'hyperbole A^^(. Comme, dans la ti^ure, on :i
établi partout l'équilibre de AA et de aSI, puis de AB et A^B avec la réaction delà culée, il arrive parfois que la direction de ces forces concorde, et parfois qu'elle ue concorde pas avec le sens des courbes. AB et a33 concordant, il n'en est pas de mémo pour AA et a3(.
Depuis p=:0 jusqu'à fi = -f ao, a3( tourne toujours dans le sens positif; il n'eu
est de même pour A^B que jusqu'à la culée de droite [i — I, où elle devient verticale; elle tourne ensuite en sens contraire, c'est-à-dire dans le sens négatif iusqu'à ce qu'elle atteigne Tautre asymptote {i = 3; pour p — 2, elle est horizontile et coïncide avec la ligne d'intersection des forces. De p— 3 jusqu'à {i = cc elle tourmde nouveau dans le sens positif, et redevient horizontale pour ^ = oc sans coïncider toutefois avec la ligne d'intersection des forces; elle se confond, dans cette position, avec la tangente d'osculation, commune aux trois courbes. Pour les valeurs de ^=0 jusqu'à p = — Qo, il sutFit, dans les considérations précédentes, de permuter
31 et «.
144. ARC PARABOLIQUE REPOSANT SUR DES CULÉES FIXES ET CHARGÉ UmFORMÉMENT
DE p TONNES PAR MÈTRE COURANT.
Nous obtiendrons les réactions totales $( et 33 des culées, pour le cas d^une charge uniformément répartie, en posant dans les formulés du numéro précédent :
AP=/>rf(/p) = /prfp,
et en intégrant ces formules par rapport à p. Remplaçons aussi a9( par c/ • 9 et 1 — ^ par p', et nous verrons immédiatement que Téquation intégrée contiendra le facteur p** et que par suite, ^' aussi bien que p n'y entreront qu'au second degré, si Pon choisit 1 — p = 0 ou p = l comme limite supérieure de l'intégrale définie. Les formules donnant $( seront donc plus simples^ en prenant comme limite supérieure la valeur -f- 1, c'est-à-dire en considérant une charge non-adjacente à 9. Pour les
mêmes raisons, nous prendrons aussi pour 33 une charge non-adjacente, et la limite inférieure — 1 pour Pintégrale correspondante. Lorsqu'une charge ne s'étendra pas jusqu'à la culée opposée, nous trouverons la réaction qu'elle produit, en soustrayant les réactions 91 et 33, obtenues pour ses deux limites. L'intégration des formules nous donne les résultats suivants :
ap' = [ 2(3 + P) 7 + (8 +9p + 3p«)^ -(3 + P)p] (1-P.»- ^ ^'P> S3L,= [-«(3-P) 7 +(8-9P-h3?«)^ -f (3 - p)ip] (1 + p)». 1 /i^,
ep=»t + 2ir=(-«p-r + ^ + p')|^/'-
L'équation donnant la direction de la force ^ peut se mettre sons la forme :
(3^-l)(3 + P)« + 2(^-|^-h|)(3-hP)t8^ = 0. Elle enveloppe donc la courbe :
(f-IM)'-M-7-')-
Les droites - = 0 et 7 = r sont tangentes à cette courbe, et leurs points de con-
tact ont pour abscisses j = — - et j = 0. Ces deux tangentes étant parallèles, le
milieu de la droite joignant les points de contact sera le centre de la courbe. Les
coordonnées sont î 7 = — 7 et 7 = -.
L'équation peut être mise sous une forme donnant ses asymptotes; elle peu s'écrire :
ou :
M-(h'^«)(|-5)]-M-(l-v5)(f-iM=«.
Ht ALtMBRTt' PB LA THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ.
OU enfln :
Les asymptotes couparont : la tangente y = 0 aux pointa - = — -±- ^ = — 1^
q: 0,8185, la tangent0^ = -Bux pointa ~ = ± ~ ^ = ±0,8165; et la tangente*
l'extrémiU de l'arc, dont l'équation est2j + ^-t-l = 0 aux points ^ :^ — 1 d: - vî
= — ld:0,«œ,^ = 1^5^5=1^0,8185. Elle» rencontrent la verticale 7=-!
auipointB^= — ^—^=—:t: 0,3E6t), l'axe deax,^=0 aux points ^ = — —±rV6
= -îi±0,fi798,Btlaverticale7=l, aux points^=-?|±^^ = -?5±2,îMî. la I f Ib 10 15
Ces valeurs K'appliijuent aussi à 2} lur^qu'on )■ iciiiplace +x par —x. Noui avons dessiné Vant d.^a liyperliules sur la /iy. 20ô. Cuiiiiiio, pour une charge toude, les directions >!a ^ et de 3) vieDuent uuïticiiJer aveu les tangentes extrêmes A U parabole, il faudra que ces hypertioles auieut elloS'm^uie'j tangentes & la parabole, aux abacisaes d= /. En elTet, un otilieal, par la aubatitutiuQ de ^ = — 1 dans 31 M de p = + 1 dau 99, les équations des tangentes à la parabole ;
La courbe enveloppe des ^i et celle des-jl^, itout des oourbea de cinquitnM
claisae: nous ne nous arrêterons pas A lea étudier, nous nous bornerons adonner plus loin, par un petit [iible:iu, un moyon de les runstruire par lu^^'iLicutii.
Les courtiiw enveloppus du 51 «t de '-B uc fiurlisrnt pas pour construire lus 'lir;'lious, suivant lestiuelliw cch forces afiisscnt; il liiut connaître eiii"jri' un ikhiiî ■:■ chacune àa ces directions; nous CMlculerons, piiur cel:i, la courlie iliuliT-ïCiiica des forces, c'est-à-dire (|U0 nous dL'lorininerous lu point en Iciiud »Jl,j leniiuiiif la verticale du centre do gravité, correspondant à la cliarye uuilorme depui- ^,iu-qu'à 1, et dont l'équation ust i = ^ (fl + 1). Ce poiut de renconti-e appariieorfr.' aussi â ©g ' ■ Nous obtiendrons évidemmeut la courbe d'inlcraection, en éliiuiiiini la constante [) outre l'équation pri^cédenle et colle de ^1, ce qui revient à ramiili'i'! dans 31, \i par la valeur 2j; — I. Le résultat <ie l'Otte .substitution sera, en écriuoi simplement j: et 1/ au lieu de j- et ^:
N représente le 'l.'ui différentiels de i'équt
;' + iii + l)^<iU+l+ )
■2,x> +3j:' + x) = — 18 (;ic + 3 + v'^) ii^ 4
ARe PARABOLIQUE REPOSANT SUR DES CULÉES FIXES.
Il résulte de ces équations que la courbe se compose d'une seule branche (voir 'ig, 205), puisque sur chaque ordonnée réelle se trouve un seul point réel de la
Fig. f 05
courbe. Elle touche à Tinâni Taxe des x, qui est, par suite, Tunique asymptote réelle. La courbe a en outre trois points réels d'inflexion, situés sur une même droite, et entre lesquels se trouve, une fois un maximum, une fois un minimum. Les coordonnées de ces points sonf les suivantes :
dy dx
Points dlnflexion :
+ i(=tv/5-2)
Maximum et minimum :
(-Vf) i
(=fc4\/6-9)
Points sur les verticales
des culées :
Nous avons indiqué ces valeurs afin de montrer la forme de la courbe; on n*a, d^ailleurs, besoin de cette courbe qu'entre les deux verticales a;=:Oetx = + l. La courbe dlntersection des forces est en relation avec l'hyperbole enveloppe des
forces ^g"^ . L'équation de cette hyperbole peut, en effet, se mettre sous la forme suivante :
„ ^PU... »... p*M..„„. ^ .. >, ,...K..p,«.«^e».^„. 'tion la valeur trouvée plus haut pour ^ordonnée y de la courbe d^nteraection» et
égalant à zéro le rôsultati nous obtiendrons uu carré parfoit :
Cette équation montre que les deux courbes ne peuvent pas se couper en leurs trois points communs^ mais qu'elles sont tangentes Tune à Pautre en ces points. Les trois racines doubles de Téq nation sont :
A la racine réelle correspond Tordonnée réelle du point double; sa valeur et celle du coefficient angulaire de la tangente, en ce point, sont données parles équations:
dv y = -1,13775; •/ = - 2,87550.
En réalité, on n'a besoin que d*une petite partie de cette courbe pour déterminer les réactions, et nous n^avons calculé ses points remarquables que pour mieux U caractériser. Lorsqu*on voudra s'en servir pour trouver directement les réactions des culées, provenant de divers modes de charge, sans ajouter d'abord les équations donnant les réactions partielles, pour trouver enfin leur résultante totale, comme nous le ferons à la An de ce chapitre, il sera très avantageux d'employer les vingt
valeurs correspondantes de 91 ^ ®t de ^t^ que donne le tableau ci-après; elles
permettent de dessiner la courbe d^intorsection et Tenveloppe des forces, avec une exactitude plus que suffisante pour ces vingt valeurs de p. Les valeurs intermédiaires de ^ et SB pourront facilement être interpolées. Le tableau donne, depuis p = — 1 Jusqu'à p = -f 1, Tordonnée de rintersection
de ^q"' avec a; = — 1, les coordonnées du point d'intersection des forces, et Tordonnée du point où ^t* coupe la droite x = + 1.
51 pour
CuURBE
d'iulerscctioa (Ips forces.
Jr^ + l.
VI 3 pour .r — — 1 .
COURBE
(l'intersectiou des forces.
>>3 pour
\^ii
\rr>'d
t.om
0,82 il
i.4(ViI
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On trouvera les deux réactions des culées, en décomposant la charge à partir di^ milieu de la partie fi chargée, suivant ,'dcux composantes tangentielles à la courbe enveloppe.
La réaction provenant d'une charge non adjacente à une culée s'obtiendra ooinnn^
difr^*eiice de deux réactions calculées; on composera les réactions des deux charges adjacentes, Tune d'elles, la plus petite^ étant prise en sens contraire. En composant enân une réaction ainsi déterminée, avec la charge verticale située entre elle et la section considérée, on obtiendra la force extérieure à cette section. Cette dernière est ainsi donnée comme résultante de trois forces.
On peut encore employer la méthode suivante, moins simple pour le dessin, mais plus expéditive pour le calcul. On déterminera la force extérieure à une section p,
pour une charge s'étendant entre les limites P' et p", en retranchant 2lo",î et 33_t
de la force (Sa correspondant, pour la section p, à une charge totale de Tare. Nous expliqueroi^ cette méthode au moyen d'un exemple. Pour le dessin d*une épure, on se placera rarement au point de vue qui nous a
servi dans les développements qui précèdenc; les valeurs ^ et S que nous venons de construire proviennent de Tintégration des AP = ;)/Ap et ne sont^ par suite, que les résultantes des divers AA et aB, provenant de ces AP. Comme il faut, de toute manière, construire les deux hyperboles qu'enveloppent AA et AB, pour trouver les
charges les plus défavorables, on déterminera beaucoup plus simplement les ^ et S en composant directement les AA et AB que produisent les AP, ainsi que nous Pavons montré n*" 1S9 ( p. 590). C'est, d'ailleurs, la méthode employée généralement à l'École polytechnique de Zurich.
On pourrait, pour obtenir une plus grande exactitude, ajouter les équations des
Si et des 33, qui servent à former les forces extérieures à une section, et porter après cela, la résultante totale.
Nous allons donner à ce sujet quelques explications plus détaillées. Supposons que l'on ait trouvé, pour un joint, la charge la plus défavorable, au moyen de la courbe enveloppe et de la courbe d'intersection, et admettons que cette charge s'étende de p' à p" ; cherchons la somme des forces extérieures à la section p, en supposant tout d'abord que p soit situé entre p' et fi".
Les charges situées entre p' et p produisent dans la section p, comme force ext rieure à la section, c'est-à-dire comme réaction de l'appui :
De même, la charge comprise entre p et p' produira, comme force extérieure, une réaction :
La force totale Za sollicitant la section sera, par suite : Or, Ton a :
et cette force n'est autre que la force extérieure à la section p, pour une charge totale de l'arc. Elle enveloppe, nécessairement, la parabole donnée :
Xp se réduit donc à :
^lAnehtb kk u théorie de l'éusticité.
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COEFFICIENTS POUR DES ARCS A CCLÉES FIXES (sUtte).
22,:to99.
lu
Lorsque la section p est située au-dessous d^une partie non chargée, les charges des deux côtés devront s'étendre Jusqu'aux culées, d'après le n** 138, et Ton aura évidemment:
Les deux %a ajoutés donnent, comme cela doit ôtre^ une somme égale à Sg. Pour
ftunliter le calcul des 9( et des 93, nous avons donné (p. 566 et 567) des tables indiquant tous les coefficients de p, à savoir :
2(3 + p) (1 - pA
On obtiendra la somme %a des forces extérieures à une section p, pour nne charge de p' à p", en i^oatuit les trois équations suivantes, dans lesquelles on prendra le signe supérieur pour des p positifs, et le signe inférieur lorsque p sera négatif:
ÎP-
-32pj + i6 ï-fiep»
— ?lp#' = l — fl-p'' j — O^p" - ± C-p"
+ ep :
1 If
Lorsque les sections seront faites au-dessous de parties non chargées, 6p dispa* rattra, et il suffira d'ajouter les deux lignes inférieures après avoir changé leurs signes. Il est inutile de recopier ces expressions.
Nous croyons nécessaire d'appliquer les formules précédentes à un exemple.
On trouve, au moyen de la courbe d'intersection et de la courl>e enveloppe des forces, que les charges les plus défavorables pour les sections 0,1 : 0,3; 0,5; 0,7 etO.y sont :
a) Pour les fibres supérieures de Parc :
^^im^i^^i
oe^^
A«tfe>
Si«nw
es.
a) Pour les fibres supérieures :
2;, = (S,,, - »::•*" - ?!+;,. = (- 0,909 f + 10,561 j + 0,662)1 Pp,
X^ = <k*- ^-i"" = (- *'*« 7 + 8'823 ^ + 1,043)1 Pp,
2;^ = 6„ - 33:^" = (- 8,768 î + 6,909 ^ + 1,079)1 Pp,
a;;, = 6., + g3î:T* - ©if* =(- 12.234 î+n,679^+i,089)l /«p.
6) Pour les fibres inférieures :
îi, = «lî"*' + 21m.. = (- 3.060 j + 10.707 ^ - 0,675)1 /.p, ÎM = ^-T + Km = (- 8.<»3 f + 9,897 ^ - l.OSô)! Z»^.
îÏm = 9311" = (- ii'«« 7 + 12.02* 7 - l'ios) à '*'''
X,;, = 53T - »::?•''" = (- 23.005 J + 8.470 ^ - 1.075) 1 Pp.
Ces formules nous montrent que les composantes horizontales et verticales sont toujours positives, mais que leurs moments, par rapport au centre do gravité, sont positifs pour les charges les plus défavorables des fibres supérieures, et négatifs pour celles des fibres inférieures, ce qui pouvait d'ailleurs se prévoir.
Les forces % ainsi calculées seront (1essin^'^os auprès des sections qui leur correspondent (mais non pas .sur r»^lév;ition du pont, c^ui est ordinain^iient «lessinne à uijo très petite échelle); et l'on pourra, dès lors, calculer les elForts ç. }>our les libres extérieures, comme nous l'avons vu ii" 105 (p. 3S9,i.
REPHKSFNTATION GRAPHIOUE DK'^; FOIUIKS CALCrLKKS
Nous n'avons pas indiqué jusqu'ici conimont on pouvait dessiner de^ forces lorsqu'on counaissait leurs équations, et nous allons donner une méthode tout ;\ fait générale pour ces constructions.
Soit h construire la ligne représentée par férjuation liomogène
ri Nous construirons d'abord l'abscisse et l'ordonnée h l'origine — — et
cf
, et, pour cela, nous porterons ;\ volonté /'et / sur l'un des axes — r
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES FORCES CALCULÉES
sur Tautre, en ayant soin seulement que les triangles cl et ^/* soient situés dans l'angle négatif des axes lorsque c est positif, et dans Tangla positif qu^nd c est négatif. Dans la fig, 206 nous avons porté feil sur Taxe des r, et — c sur Taxé des //; a et A sont portés de même avec leurs signes, mais sur les axes opposés, c'est-à-dire a sur Oy et ô sur Ox. Des parallèles menées par — c à a/ et par fh — cb interceptent sur les axes les segments cherchés, ainsi que le montre la fig, 206. Lorsque pour porter les segments on a tenu compte de ce que nous avons dit à propos des
Fig. Î07,
signes, il n'y a pas d'autres parallèles possibles, de sorte qu'on ne pourra pas commettre d'erreur. Il faudra, toutefois, remarquer que cl eicf^ facteurs qui se multiplient, ne pourront jamais déterminer la direction des parallèles, ainsi que nous l'avons vu n* 2 (p. 7).
Nous avons, pour cette construction, supposé que abc sont des longueurs; mais comme l'équation est homogène par rapport à ces grandeurs, elles peuvent aussi avoir une autre signification quelconque et être, par exemple, des forces, comme nous allons le montrer; si ces grandeurs étaient des rapports apy, on pourrait les porter à une échelle quelconque; les résultats ne dépendent que de leur proportion.
S'il fallait, comme au n* 43 (p. 161), affecter un sens à la droite que l'on construit, on l'indiquerait au moyen d'une flèche placée sur la ligne. La ligne tournerait ainsi suivant, les signes de -fa, -f- A, -f r dans le sens positif autour des trois sommets du triangle fondamental 00, ooO et 0 oo.
Soit
-Yx + Xy + Qq = 0
l'équation normale d'une force, divisée par le sinus eu' de l'angle des axes. D'après cette équation (voir n* 43, p. 159) la force R sera donnée par l'é-
quation
R = + VX* + Y« + 2XYa),
X et Y étant les composantes et Qj^co', le moment de la force par rapport à Torigine,
Faisons {fig. 207) les mômes constructions que dans la fig. 206; il faudra porter j^ et Q de manière que le triangle ;Q du moment soit situé dans Tangle négatif des axes, que X, coefficient de y, soit porté sur Taxe des a:, et — Y, coefficient de Xy sur Taxe des y, vers le haut à partir du point 0. Les parallèles donnent les segments des axes, et, par suite, la position de R; la grandeur et le sens de cette force sont donnés par la droite pointillée, qui joint les extrémités des longueurs Y et X, dont on s'est servi pour la construction. Il suffit, pour s'en assurer, de composer à partir de 0 les composantes X et Y.
Il nous reste à appliquer les constructions ci-dessus à la force trouvée dans le numéro précédent :
(aî + iï + c)!!-;,.
On pourrait, avec les valeurs abc^ dessiner la ligne comme dans la
fig. 206, puis construire ou calculer a • — comme composante — ^^ Y, ce
qui déterminerait R. Mais il est plus avantageux de chercher d'abord
et d'achever les opérations comme dans la fuj. 207. On construit AB(1 au moyen des rapports de sinus que Ton fera bien de disposer comme dans la fig. 208.
Fig. 20K.
Du pointe, on porte sur l'horizontale une longueur n, exprimée par
ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LES RÉACTIONS PRODUITES PAR ÀP, ETC
un chiffre rond, n = 10 ou âO"', par exemple, et, de rextrémité de cette longueur comme centre, on décrit un cercle, avec un rayon égal à — /p,
valeur que Ton pourra calculer. La tangente menée du point 0 à ce-
cercle déterminera le rapport tt Ip; et, si Ton porte sur cette tangente, à
partir de 0, la longueur a, en tenant compte de son signe, Tordonnée de
l'extrémité de a sera égale à A ou -^ //>. Il suffira de mener par cette
extrémité une parallèle à Taxe des x, pour obtenir le point A sur Taxe des y.
Par le point n, menons une parallèle à la droite qui joint / et /*, droite toujours située dans les limites de la feuille, mais que nous n'avons pas indiquée dans notre figure; cette parallèle rencontre Taxe des y en un
point -j- et de ce point comme centre, avec le mAme rayon r- (p, nous
décrivons un second cercle. La tangente, menée de 0 à ce cercle, déter-
1 P mine avec Taxe des y le sinus rr -7 p. Portons aussi sur cette tangente à
partir de 0, la longueur 6, en tenant compte de son signe. L'abscisse de
b P l'extrémité de b aura une valeur B =7^7; -r ». Gela posé, la droite R est la
ligne de jonction de A et de B ; on pourra, de plus, mesurer sur la pre-
mière tangente, à Textrémité e, la longueur G = -^pl^ la porter & partir
du point 0 sur — y et achever la construction comme dans la fig. 207.
146. ARC PARABOUQUE POUR LEQUEL LES RÉACTIONS PRODUITES PAR àP
PASSENT PAR DES POINTS nXES.
Ainsi que nous Tavons dit [n? 140, p. 546), la réaction AA sera horizontale et sera représentée par Téquation y=zyfoixy est plus grand que 1.
Nous ne pourrons, par suite de cette condition, satisfaire qu*à Tune des trois formules fondamentales, à celle du milieu qui donne (Sa (voir n« 142, p. 554). L'équation normale de AA est :
(y-Y/)AA = 0.
Substituons, dans cette formule fondamentale, les valeurs :
TA
égalant à zéro le résultat, nous obtiendrons uu carré parfait :
Cette équation montre que les deux courbes ne peuvent pas se couper en leurs trois points communs^ mais qu'elles sont tangentes Tune à Pautre en ces points. Les trois racines doubles de Téquation sont :
A la racine réelle correspond Tordonnée réelle du point double; sa valeur et celle du coefficient angulaire de la tangente, en ce point, sont données parles équations:
En réalité, on n'a besoin que d*une petite partie de cette courbe pour déterminer les réactions, et nous n'avons calculé ses points remarquables que pour mieux Ii caractériser. Lorsqu'on voudra s'en servir pour trouver directement les réactions des culées, provenant de divers modes de charge, sans ajouter d'abord les équations donnant les réactions partielles, pour trouver enfin leur résultante totale, conune nous le ferons à la tin de ce chapitre, il sera très avantageux d'employer les vingt
valeurs correspondantes de ^t^ et de ^t^ que donne le tableau ci-après; elles
permettent de dessiner la courbe d'intersection et l'enveloppe des forces, avec une exactitude plus que suffisante pour ces vingt valeurs de p. Les valeurs intermédiaires de ^ et 93 pourront facilement être interpolées. Le tableau donne, depuis p = — 1 Jusqu'à ^ = + 1^ l'ordonnée de rintersection
de ^g^ avec a; = — 1, les coordonnées du point d'intersection des forces, et ^o^ donnée du point où fQt^ coupe la droite 2=4-1.
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On trouvera les deux réactions des culées, en décomposant la charge à partir dn milieu de la partie ^ chargée, suivant .'deux composantes tangentielles à la courbe enveloppe.
La réaction provenant d'une charge non adjacente à une culée s'obtiendra comme
diffé\*ence de deux réactions calculées; on composera les réactions des deux charges adjacentes, Tune d*«lles, la plus petite^ étant prise en sens contraire. En composant enfin une réaction ainsi déterminée, avec la charge verticale située entre elle et la section considérée, on obtiendra la force extérieure à cette section. Cette dernière est ainsi donnée comme résultante de trois forces.
On peut encore employer la méthode suivante, moins simple pour le dessin, mais plus expéditive pour le calcul. On déterminera la force extérieure à une section p,
pour une charge s'étendant entre les limites P' et p", en retranchant Sjjî et 33^'^
de la force (E^ correspondant, pour la section p, à une charge totale de Tare. Nous expliquerons cette méthode au moyen d*un exemple. Pour le dessin d^une épure, on se placera rarement au point de vue qui nous a
servi dans les développements qui précèdenc; les valeurs 91 et 93 que nous venons de construire proviennent de Tintégration des AP = p/Ap el ne sont, par suite, que les résultantes des divers ÀA et a6, provenant de ces AP. Comme il faut, de toute manière, construire les deux hyperboles qu'enveloppent AA et AB, pour trouver les
charges les plus défavorables, on déterminera beaucoup plus simplement les S( et 93 en composant directement les AA et AB que produisent les AP, ainsi que nous l'avons montré n° 139 ( p. 590). Cest, d'ailleurs, la méthode employée généralement à rÉcole polytechnique de Zurich.
On pourrait, pour obtenir une plus grande exactitude, ajouter les équations des
9t et des 93, qui servent à former les forces extérieures à une section, et porter après cela, la résultante totale.
Nous allons donner à ce sujet quelques explications plus détaillées. Supposons que l'on ait trouvé, pour un joint, la charge la plus défavorable, au moyen de la courbe enveloppe et de la courbe d'intersection, et admettons que cette charge s*étende de P' à p" ; cherchons la somme des forces extérieures à la section p, en supposant tout d'abord que p soit situé entre p' et p".
Les charges situées entre p' et p produisent dans la section p, comme force ext rieure à la section, c'est-à-dire comme réaction de l'appui :
De même, la charge comprise entre p et p'' produira, comme force extérieure, une réaction :
La force totale Zg sollicitant la section sera, par suite :
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COEFFICIENTS POUR DES ARCS A CULÉES FIXES (sUÎté).
la,9/.K>
Lorsque la section p est située au-dessous d'une partie non chargée, les charges des deux côtés devront s*étendre jusqu*aux culées, d'après le n" 138, et Ton aura éyidemment: •
Les deux %a ajoutés donnent, comme cela doit être, une somme égale à Sp. Pour
(bdliter le calcul des 91 et des 93, nous avons donné (p. 566 et 567) des tables indiquant tous les coefficients de p, à savoir :
««p = 2(3 + P)ll-p?, flp=2(3-p)(l-hP)S
*_p = (8+9p + 3p')(l- p)». ôp = (8-9p + 3p«)a + P)»,
c_p = p(3 + p)(l - p)», cp = p(3-p)(l + p)«.
On obtiendra la somme %^ des forces extérieures à une section p, pour une charge de p' à p'', en ajoutait les trois équations suivantes, dans lesquelles on prendra le signe supérieur pour des p positifs, et le signe inférieur lorsque p sera négatif :
+ (gp =/-32p 7+16 ^ + 16p«
5;p=-S3?!i=j-hap. f-V ^qpcp. jl/«p.
— 8tp»' = l — o-p'' 7 — *-P" f ± cp" I
Lorsque les sections seront faites au-dessous de parties non chargées, (£p disparaîtra, et il suffira d'ajouter les deux lignes inférieures après avoir changé leurs signes. Il est inutile de recopier ces expressions.
Nous croyons nécessaire d'appliquer les formules précédentes à un exemple.
On trouve, au moyen de la courbe d'iutersection et de la courbe enveloppe des forces, que les charges les plus défavorables pour les sections 0,1 ; 0,3; 0,5; 0,7 et 0.9 sont :
o) Pour les fibres supérieures de Parc :
•fN«i
b) Pour les fibres inférieures de Tare :
^Hftl **************** I** *
•^* ••• • ■WWlW ■§■»••• «««M • «•• •••••• ••
•••••••Mb •«•••«•■••••••••• ——•—■•■•
Dans le calcul des forces extérieures aux diverses sections, nous poserons, pour simplifier :
f&t + SI^' = 6p =- 32 pf + 16 ^ + 16p».
Pour les fibres supérieures de la section 0,1» nous obtiendrons, comme force extérieure provenant de la charge accidentelle :
îo , = — 0,909 j + 10,561 ^ + 0,647
A cette force, il faudrait encore ajouter celle provenant de la dilatation^ si Ton voulait en tenir compte pour la section.
L'équation précédente est rapportée à des axes de coordonnées passant par le sommet de Tare ; pour la rapporter au centre de gravité de la section, il faudrait y remplacer le terme constant par le résultat de la substitution de x = p/ = 0,1 / et de y = PY= 0,01/* dans l'équation, c'est-à-dire par
La force extérieure à la section, rapportée à des axes passant par son centre de gravité, aura pour équation :
Nous avons calculé de la même manière les % suivants, et nous les indiquons dans le tableau ci-après :
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a) Pour les fibres supérieures :
Ki = 6... - «lî'*** - ^tU = (- 0.«)9 î + 10,561 ^ + 0.662) i Pp, ^ = (k>-^:r =(- 4.443 î + 8.823 ^ + 1,043)1 /^,
K - «T* =(- 8,768 f + 6,909 ^ + 1.079) 1 Pp
a;;, = 6o, + S3T -»T = (- 12.234 2+11.679 2 +1,089)1 /«p. 6) Pour les fibres inférieures :
i,. = ^-/*' + «M.. = (- 3'<»» 7 + W'™' "^ -O'fi'sjè ''"■
3;, = »:^r + SJ.+L, = (- 8,093 î + 9,897 ^ - l.(»6)i fl^,
îti,. = ®T = (- ».«6 7 + 12,024 ^ - 1,108)1 Pp,
3;, = SBÎir - S::?"^ = (- 23.005 î + 8.470 j - l,m) 1 Pp.
Ces formules nous montrent que les composantes horizontales et verticales sont toujours positives, mais que leurs moments, par rapport au centre da gravité, sont positifs pour les charges les plus défavorables des fibres supérieures, et négatifs pour celles des fibres inférieures, ce qui pouvait d'ailleurs se prévoir.
Les forces 2! ainsi calciil<^ps .seront rlessin^^'s aiiprès de« «eotions (jui leur correspondent (mais non pas sur l'élévation <iu pont, (jui est (U-'linaireini'ut dossinée à une très petite échelle); et Ton pourr.i, dès lois. ('.Mlculer les eJ^irts p j)our les Jibr«\s extérieures, comme nous l'avons vu n" 10.") (p. ;is9,.
\\o. RI-PRl':SENTATlON GRAPllIOri: DF*^ FOIICKS CALCrLKFS.
Nous n'avons pas indiqué jusqu'ici commont on pouvait dessiner des forces lorsqu'on connaissait leurs équations, et nous allons donner une méthode tout ;\ fait générale pour ces construclions.
Soit ;\ construire la lij^ne reijrésentée [)ar l'ériualiou liomoixène
Nous construirons d'abord l'abscisse et l'ordonnée ;\ l'oritrine et
a cf , et, pour cela, nous porterons ;\ volonté /'et / sui-l'un des axes, r
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES FORGES GALGCLÉES
sur Tâutre, en ayant soin seulement que les triangles cl et é^/ soient situés dans Tangle négatif des axes lorsque c est positif, et dans Tangla positif qu^nd c est négatif. Dans la fig, 206 nous avons porté feil sur Taxe des r, et — c sur Taxé des y; a et b sont portés de même avec leurs signes, mais sur les axes opposés, c'est-à-dire a sur Oy et à sur Ox. Des parallèles menées par — c h al et par fk — cb interceptent sur les axes les segments cherchés, ainsi que le montre la fig, 206. Lorsque pour porter les segments on a tenu compte de ce que nous avons dit à propos des
Fig. 206.
Fig. 207,
signes, il n'y a pas d'autres parallèles possibles, de sorte qu'on ne pourra pas commettre d'erreur. Il faudra, toutefois, remarquer que cl et c/*, facteurs qui se multiplient, ne pourront jamais déterminer la direction des parallèles, ainsi que nous l'avons vu n* 2 (p. 7).
Nous avons, pour cette construction, supposé que abc sont des longueurs; mais comme l'équation est homogène par rapport à ces grandeurs, elles peuvent aussi avoir une autre signification quelconque et être, par exemple, des forces, comme nous allons le montrer; si ces grandeurs étaient des rapports «py, on pourrait les porter à une échelle quelconque; les résultats ne dépendent que de leur proportion.
S'il fallait, comme au n* 43 (p. 161), affecter un sens à la droite que l'on construit, on l'indiquerait au moyen d'une flèche placée sur la ligne. La ligne tournerait ainsi suivant, les signes de -|-a, -f-^, -f ^ dans le sens positif autour des trois sommets du triangle fondamental 00, ooO et 0 oo.
Soit
-Yx + Xy + Qq = 0
l'équation normale d'une force, divisée par le sinus w' de l'angle des axes. D'après cette équation (voir n' 43, p. 159} la force R sera donnée par Té-
Ô72 quation
R== + VX* + Y' + 2XYtu,
X et Y étant les composantes et Qj^co', le moment de la force par rapport à Torigine.
Faisons {fig. 207) les mômes constructions que dans la fig. 206; il faudra porter ; et Q de manière que le triangle ^ du moment soit situé dans Tangle négatif des axes, que X, coefficient de y, soit porté sur Taxe des a:, et — Y, coefficient de x^ sur Taxe des y, vers le haut à partir du point 0. Les parallèles donnent les segments des axes, et, par suite, la position de R; la grandeur et le sens de cette force sont donnés par la droite pointillée, qui joint les extrémités des longueurs Y et X, dont on s'est servi pour la construction. Il suffit, pour s'en assurer, de composer à partir de 0 les composantes X et Y.
Il nous reste à appliquer les constructions ci-dessus à la force trouvée dans le numéro précédent :
(„^.H? + =)if,.
On pourrait, avec les valeurs abc^ dessiner la ligne comme dans la
fig. 206, puis construire ou calculer a* — comme composante — ^^Y, ce
qui déterminerait R. Mais il est plus avantageux de chercher d'abord
et d'achever les opérations comme dans la fig. 207. On construit ABl. au moyen des rapports de sinus que Ton fera bien de disposer comme dans la fuj. 208.
Du point 0, on porte sur rhorizontale une longueur /?, exprimée par
ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LR8 RÉACTIONS PRODUITES PAR ÀP, ETC
un chiffre rond, n = 10 ou 20", par exemple, et, de Textrémité de cette longueur comme centre, on décrit un cercle, avec un rayon égal à — /p,
valeur que l'on pourra calculer. La tangente menée du point 0 à ce-
cercle déterminera le rapport r^ Ip; et, si Ton porte sur cette tangente, à
partir de 0, la longueur a, en tenant compte de son signe, Tordonnée de
Textrémité de a sera égale à A ou ^ Ip. Il suffira de mener par cette
extrémité une parallèle à l'axe des x, pour obtenir le point A sur Taxe des y.
Par le point n, menons une parallèle & la droite qui joint / et /*, droite toujours située dans les limites de la feuille, mais que nous n'avons pas indiquée dans notre figure ; cette parallèle rencontre l'axe des y en un
point -j- et de ce point comme centre, avec le mAme rayon r- //>, nous
décrivons un second cercle. La tangente, menée de 0 à ce cercle, déter-
1 P mine avec l'axe des y le sinus rr -7 p. Portons aussi sur cette tangente à
partir de 0, la longueur (, en tenant compte de son signe. L'abscisse de
b /" l'extrémité de b aura une valeur B =7;^ 7 o. Gela posé, la droite R est la
ligne de jonction de A et de B ; on pourra, de plus, mesurer sur la pre-
mière tangente, à l'extrémité c, la longueur G = -^plf la porter à partir
du point 0 sur —y et achever la construction comme dans la fig. 207.
PASSENT PAR DES POINTS FIXES
Ainsi que nous ravons dit (n* 140, p. 546), la réaction AA sera horizontale et sera représentée par Téquation y^yfoiiy est plus grand que 1.
Nous ne pourrons, par suite de cette condition, satisfais qu*à Tune des trois formules fondamentales, à celle du mUieu qui donne (Sa (voir n* 142, p. 554). Uéquatlon normale de AA est :
(y-Y/)AA = 0.
Substituons, dans cette formule fondamentale, les valeurs :
1 = 0, 1 = 1, ^ = -rA
avient ;
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PoBDiiH dans cette équation :
valeur qui pourra facilemeat se calculer, et que l'on (lourrii construire en la mettant 80U8 Ih forme : V = 3fT^-^/J + ^/^=[l,73£05l[T/'- ^/)T+ (0^163987. L'équation se mettra dôs lors sous la Cornie :
AA = (1 — P*K8t-1 — P*)-E ■ 'f^' en posant A = 0.
Substituons mainteQantceAAdanaleaéquatloiupriiDitiTaa de A^ et a39 'p. S58), et nom aurons t
4a = [<ii-P)(i + ^)-a-fi*)(»r-i-p)-;(T-^)]|/ip.
ASB=[4a + P)(i-7)-(i-W{6T-i-P'j~(ï-2)]liap.
Hg. VA. Résolvons par rapport i z et v les
équfttioQfî ol)teQuea en posant a3l =0 et dO^Ojles raeinea donneront Us coordOQuées de l'iuterseclion de ces droites. Elles sont ;
f^Oieot £ et il' les coordonnées courantes de la licne d'interseclinn Jpî lorees, réquaiion de cette dernière •iera, puisque %t^^x' -.
Cette courbe est du troisième ordiv.
elle a uu point double à 'itiiiui suf l'âne des jr; chaque ordoauée la reu-
toteesôn doQuéespar leséqualiôos :
1 = ^ V{Oï— \]l et y' = y/-. KiiB H-» pas de joints d'inflexion, et peut se calculer facilement pour chaque ).
Elle peut aussi ge construire très facilement™ mettant son équationsous
m-\)r-'j\{-'.i-y-) = Kaj\
puisque Ton a— = i, y étani ii ordonnée de la jiarabole.
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On construira rhorizontale (ôy — 1]/* au-dessous de àA, puis à une distance de cette force, é^ale à {6y—l)f, et à partir de chaque point de cette horizontale, on portera vers le haut Tordonnée y de Tare (voir fig, 209). Tous les points ainsi obtenus seront situés sur la parabole pointillée, et seront à une distance de AA égale
à (6y — 1)/*— y. Sur AA, portons à partir de chaque ordonnée la longueur 2^V*, construite ou calculée d'avance comme nous Tavons indiqué, joignons son extrémité au point correspondant de la parabole pointillée, et la perpendiculaire à cette ligne,
menée par l'extrémité de ^^, déterminera sur Tordonnée un point de la ligne d'intersection cherchée, puisque son ordonnée sera yf + (— y').
La ligne d'intersection des forces détermine complètement les deux composantes A$( et àSb de àP, puisque la courbe enveloppe se réduit ici à deux points; toutes les réactions passant par ±: /, yf.
Nous pourrons ainsi déterminer, au moyen de la courbe d'intersection, les charges les plus défavorables pour chaque nœud, ou pour chaque sommet du noyau (voir n* 139, p. 544). Nous pourrons même, d'après les méthodes du n" 139 (p. 545), décomposer directement les aP et ajouter leurs composantes À!^ et àSè de manière à obtenir la réaction totale de la culée. A l'école de Zurich, on emploie ordinairement cette dernière méthode, parce que les calculs sont plus compliqués que ceux du n* 144 ; nous allons, malgré cela, donner, dans le numéro suivant, les calculs d'intégration pour des charges uniformément réparties.
ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LES RÉACTIONS PASSENT PAR DES POINTS
FIXES. SURCHARGE DE p' PAR MÈTRE COURANT.
Posons, comme au n*> 144 : AP = ipd^, et intégrons les équ nous obtenues dans le numéro précédent pour les réactions des culées. Comme autrefois et pour les mêmes raisons, nous prendrons pour $( la limite supérieure -f 1 et pour fè la limite inférieure — 1 ; les réactions seront donc également déterminées pour des charges non adjacentes.
On arrive, par l'intégration, aux résultats suivants :
6p = ©?.t + 8lp*=[-2pjH-i(2T-0,4)^+H-p«-I(2y-0,4)]^^.
^ft ^ et ^^f passant par deux points fixes fi, il nV aura pas de courbe enve-^
loppe, et ces forces sont données toutes deux par la courbe de leurs intersections^ qui se produisent sur la verticale du milieu de la charge. On obtiendra l'intersection des composantes qui correspondent à des charges s'étendant de ^ à 1, en po^
gant dans $lg , 7 = ô (P + ^)« ®^ ^^ ^^^^ ^^ courbe d'Intersection en posant ensuite 8 = 2- — 1* On arrivera donc directement à l'équation de cette courbe, si Ton pose
û — 2 - — 1 dfti^ l'équation de ^T . En faisant cette substitution et tirant la va-^
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leur de y, il viendra :
/f — y n'est autre chose que la hauteur de la ligne dHntersection au-dessus de la culée de l'arc (voirie numéro précédent); nous pourrions construire Péquation précédente, mais il est plus simple de la calculer pour chaque Yi P^is de porter les résultats sur le dessin.
On obtiendra les réactions des culées pour chaque charge non acyaoente, en décomposant la charge pp/ suivant les deux points d'appuis, à partir du point de U courbe d'intersection situé au-dessus du milieu de la charge.
11 suffira de quatre décompositions pareilles, pour obtenir graphiquement tous
les 3^8, en composant les réactions partielles qui les produisent, ainsi que nous ravons indiqué (n« 144, p. 568).
On peut, d'ailleurs, aussi les calculer.
Chaque ingénieur ayant à sa disposition des tables de carrés et de cubes, il noui suffira, pour faciliter les calculs, de donner, dans un tableau, les valeurs suivantes :
''-P = à^^"*"P^(^^P^ ""^ rfp=^(4-p)(H-W*. On calcule, en outre :
*'_p = ^[(3Y-l)(l-p)«-(Y-lXl-W'-^-pL
La somme des forces extérieures à une section p, pour des charges s'étendant de fi' à p'' s'obtiendra en ajoutant les trois équations :
On portera les forces de la même manière qu'au n" 145.
Nous avons été assez concis dans cette dernière étude, où les réactions des culée> passent par des points fixes, parce que, comme nous l'avons déjà fait remarquer, l'hypothèse qui consiste à supposer à un arc à treillis une forme parabolique, net guère exacte, et il vaut toujours mieux employer les méthodes graphiques d\i n" 140.
ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LES RiACTlONS PASSENT PAR DBS POINTS PUES BTT l DES AHCS A CJSLtt» HOBILES.
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II sufllt en général da praudre deux Ou au plna trois décimales pour le destin de Vépure. Si l'on voulait, pour plus ti'e»aclituJo, se servir de quatre décimalea, il Zkudrùt tenir (dompte encore des secoades différences, ce qui pourrait se faire au moyen de la formule aaivante :
a, + 8 = n,.-(-a4n,. — -î{l — 8)A*rt. + ...
Lea nombres auiviB de points dana la tableau ont été forcés, lea antres diminués. Ces remarques sont aussi applicables aux tables données (p. 566 et 567).
DE LA POUTRE DROITE ÉLASTIQUE EN GÉNÉRAL
La théorie de réiasticité sert, dans le cas de poutres droites, à déterminer les réactions des* appuis, et, par suite, les forces extérieures lorsque ces poutres sont encastrées ou continues. Nous allons traiter, id d*une manière générale, les cas les plus simples, en exceptant toutefois la poutre continue, dont nous nous occuperons dans un chapitre du second volume.
Nous admettrons que la poutre est horizontale et qu'elle n'est sollicitée que par la charge qu'elle supporte et par les réactions verticales des appuis. Dans ce cas, les as deviennent égaux aux A,r,en prenant Taxe des X horizontal et celui des // vertical. Dans tous les cas, môme lorsque toii^ les points d'appuis ne sont pas en ligne droite, on pourra négliger le> déformations dans le sens horizontal, la deuxième formule fondamentale (n° 136, p. 328) disparaîtra donc, et il ne nous restera que les deux suivantes :
«=2*1' -^=>i;(.r-..)s;îg-.
Nous pourrions nous servir de ces formules ainsi que nous l'avons fiil pour l'arc, déterminer les déformations 0 et — k provenant d'une charge AP et d'une réaction aA agissant sur tout l'arc, chercher les charges le^ plus défavorables et sommer les aA qu'elles produisent.
Mais comme les aA passent tous, dans le cas qui nous occupe, paru" point connu et S(tnt tous dirigés verticalement, que. par suite, n*'""^ n'avons à déterminer ni courbe enveloppe ni courbe d'interseclinii dc^ forces, il est inutile d'étudier séparément chaque AP, et nous chenlurons immédiatement les déformations provenant de la charge totale.
DE LA POUTRE DROITE ÉLASTIQUE EK GÉNÉrAl. 579
M. le professeur Mohr a, le premier, employé cette méthode : il a considéré les éléments ^Ax de la surface de moment comme des forces, les a portés sur une verticale et en a formé un polygone des forces, en prenant pour distance polaire c3 ; il a construit ensuite le polygone funiculaire correspondant. Les côtés de ce dernier polygone forment entre eux Tangle S et déterminent sur des verticales les déformations — k, de sorte que le polygone lui-môme coïncide avec la fibre moyenne pour la charge considérée. Lorsqu'on a choisi arbitrairement la réaction de Tappui, la fibre moyenne ne satisfait pas en général à toutes les conditions voulues ; elle peut, par exemple, ne pas passer par tous les points d'appuis on ne pas avoir au point d'encastrement la direction et la position voulues. Il faut alors modifier les forces extérieures, de manière que ces conditions soient remplies ; les réactions obtenues après cette modification sont les réactions exactes.
Cette méthode est au fond identique à celle que nous avons donnée au n* 132 ; mais les constructions ont été exécutées d'une manière différente par M. Mohr. Nous allons faire connaître «sa solution qui est très ingénieuse.
La poutre droite peut se présenter sous deux formes, soit sous celle d*une poutre pleine, soit sous celle d'une poutre à treillis. Dans le premier cas, c3 pourra s'exprimer, d'après les n*' 115 et 116, par la formule
et dans le second, d'après les n*' 99 ou 112, par
e3=(eF)A'.
Lorsque la section est variable, les longueurs z'" dans le premier cas, les
forces (eF) dans le second, le sont aussi. Pour les raisons indiquées au
n* 133, on ne portera que la n*'^ partie de la force lab, c'est-à-dire - uib
ou - • tF, et les résultats o et — A: seront par suite n fois trop grands n
(voir n* 136) ; mais nous croyons inutile d'embarrasser nos formules de
ce facteur n, et nous le laisserons de côté.
Gela posé, nous pourrons indiquer les opérations pour les deux cas
en écrivant les formules de la manière suivante :
_jt-y ^^=:^ . - — AP=y ^^:i^ . - .-AP
— '"-Zà r c tab 2d 6F h h^'
Nous porterons sur une verticale les forces AP, qui agissent suivant les
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verticales b' et nous les joindrons par un polygone funiculaire, construit avec une distance polaire tab ou A. Cette construction est celle qui nous donne en général les moments sollicitant l'arc, sous la forme $ : coi ou $ : A, et qu'il faut faire de toute manière. Nous réduirons ensuite à la base c ou à la base h les éléments
àX^ = àXTàV = àX — tAP
A A tab
que des verticales déterminent dans la surface de moment. Pour que cette réduction se fasse par une simple mesure des hauteurs des lamelles, on prendra pour Ax un multiple de c ou un sous-multiple de A.
Nous porterons les résultats de cette réduction sur une verticale formant un nouveau polygone des forces, dont les distances polaires seront égales aux z'* ou eF (variables, suivant le cas); le polygone funiculaire qui lui correspondra donnera la fibre moyenne provisoire.
Nous allons indiquer dans les numéros suivants, au moyen de quelques exemples, comment on pourra exécuter ces opérations et substituer la fibre moyenne définitive à celle qui n'était que provisoire.
1 149. POUTRE ENCASTRÉC A l'UNB DE SES EXTRÉMITÉS.
Nous avons porté (PI. XVII,) les charges AF de la poutre sur la verticale de l'appui, et nous avons mené la distance polaire ^ab par le commencement de la force 7, parallèlement à la direction de rencaslremeiiL En partant de la lamelle 7 pour dessiner le polygone funiculaire, les segments déterminés sur les verticales, par le côté extérieur à 7 elles divers côtés du polygone donneront les ^^ : tab. Ces segments senties hauteurs des lamelles que nous avons à réduire à la hase c. Dans le cas qui nous occupe, comme nous ne nous sommes pas donné de profil spécial,
nous prendrons pour c la double largeur 2ix des lamelles, et nous por-
terons, par suite, les ~ ^^ ; tab, résultats de la réduction, sur la verticale
de l'extrémité libre de la poutre, à partir du point où cette verticale est rencontrée par le prolongement de l'horizontale tab. De celte manière, le premier côté du polygone coïncidera avec la direction de l'encastrement.
Nous avons pris ;:'," égal à la longueur de la poutre, et nous avons supposé que les z'" suivants décroissent deux par deux; nous avons donc encore, dans la ^g, 1, les trois distances zl^ z'^^ z"^\.
Le polygone funiculaire qui correspond au polygone des forces ainsi formé, donne les déformations de la fibre moyenne. Gomme le premier côté de ce polygone coïncide avec la tangente à Tencastrement, et que c'est la seule condition à laquelle soit soumise la poutre dans sa déformation, puisque Textrémité libre peut prendre une position quelconque, le polygone funiculaire sera la fibre moyenne elle-même, défigurée verticalement dans le rapport de n à 1. On peut, à cette môme échelle, mesurer l'angle S dont a tourné l'extrémité de la poutre, soit dans le polygone des forces, soit dans le polygone funiculaire, ainsi que l'indique la fig.i.
Lorsque la charge à laquelle est soumise la poutre encastrée est uni-
formément répartie, la courbe des moments donnant les -^ est une parabole; si, de plus, la section de la poutre est constante, c'est-à-dire si tous les z^ sont égaux, la fibre moyenne coïncidera avec le polygone funiculaire qui donne le centre de gravité d'un triangle parabolique. Or, d'après la fig. 162 (p. 357), ce centre de gravité est situé au quart de la longueur de la poutre, à partir de l'encastrement; nous connaissons, dès lors, toutes les formes et dimensions de la ligne et nous pouvons déduire directement tous les résultats de la figure.
Le moment d'une charge uniforme de la poutre, par rapport à la ver-
ticale d'encastrement, estégalà -/)/' en appelant p la charge par mètre
courant, et { la longueur de la poutre; la plus grande ordonnée de la parabole, au-dessous de l'encastrement, est donc égale à ^ (elle sera
naturellement n fois plus grande dans notre dessin). La surface de la
pP parabole est égale à . , la longueur du polygone des forces, après la
pP
réduction à la base c, est donnée par ,, .. , et l'angle 8 par la formule :
b[tao)c
pP _ pP "■ 6(106)0? ~6Ï3'
Le bras de levier de la surface parabolique étant de - /, l'ordonnée
extrême de la poutre, c'est-à-dire son déplacement sous l'influence de
la charge, est :
On peut encore arriver plus rapidement à ce résultat en intégrant les formules :
Â; a le signe ( — ), parce que les moments sont négatifs dans notre hypothèse; si Ton tenait compte de leur signe en dessinant Tépure, k deviendrait positif.
FOUTRE REPOSANT SIMPLEMENT SUR DEUX POINTS D*APPUIS
ET FAISANT SAiLUE d'uN CÔTÉ.
Admettons que la poutre représentée (PI. XYII,) soit chargée uniformément d'un poids total pi, et soit sollicitée, en outre, par un poids P, placé à son extrémité libre. Nous construirons, au moyen de ces charges et de la distance polaire ea6, un polygone funiculaire dont la courbure sera parabolique et de même sens pour toute la poutre, et qui présentera un angle à Textrémité libre, à cause des côtés qui correspondent à la charge concentrée P aj^issant en ce point. La droite fermant le polygone s'obtiendra, en joignant l'intersection de l'appui de gauche avcr la parabole, à celle de l'appui de droite avec le dernier côté du polygoiii' funiculaire, après la force P. La surface de moment est formée dès lor> par la courbe funiculaire, par le dernier côté du polygone et par la droite qui le ferme. Elle se compose d'une surface positive ombrée et d'une surface négative ponctuée. Dans les limites de la première surface, la courbure de la poutre est dirigée vers le bas, et dans celles de la seconde. vers le haut. Les deux parties courbées en sens différents sont séjjaréepar un point d'inllexion, situé nécessairement sur la verticale de rinlersection de la courbe funiculaire avec la ligne finale.
Dans la construction de la libre moyenne pour cette poutre, nous ne partagerons la surface de moment qu'en trois parties, afin d'obtenir nn dessin plus clair. La première partie se composera de la grande surlace positive 1, et les deux autres seront les surfaces négatives 2 et 3. que sépare la verticale du point d'appui. 11 est nécessaire d'avoir en cet endroit une séparation des surfaces, puisqu'on a besoin du côté du polygone funiculaire qui, joignant la pi'écédente à la suivante, passe par le p<'i"l d'appui de la poutre.
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Cela posé, nous réduisons les trois surfaces à la base c, et nous portons les A^P : tab sur une verticale à droite de la figure, en tenant compte de leurs signes, nous prenons ensuite un pôle sur une direction quelconque, à la distance z"\ [fig, 2), et nous construisons la fibre moyenne pointillée, en partant de Tappui de gauche. Cette fibre ne passe pas par le point d'appui de droite et est donc fausse. Supposons, pour un instant, que la fibre moyenne exacte soit également dessinée : les deux lignes, la fausse et la vraie devront avoir comme côté commun la verticale de Tappui de gauche. En effet, deux côtés correspondants des deux polygones coupent cette verticale, à une distance de Tappui égale au moment des surfaces comprises entre cet appui et les verticales des sommets d*où partent les deux côtés, et ces moments, indépendants de la position donnée àz'"", sont égaux pour les deux surfaces. Or, pour que deux côtés correspondants déterminent sur la verticale de la culée des segments égaux, il est nécessaire qu'ils la coupent en un même point, et, comme cette condition est vraie pour deux côtés quelconques correspondants, il s'ensuit que la verticale de Tappui de gauche se correspond à ellemême dans les deux polygones.
Il résulte encore de ce que nous venons de dire que les côtés de chaque polygone, et, en général, d'un polygone quelconque, construit avec la même distance polaire 2*", interceptent des segments égaux sur les mêmes verticales, et il faut, pour cela, que la distance de deux points qui se correspondent soit constante sur une verticale quelconque.
Prolongeons maintenant, jusqu'à la verticale A, le côté 2 3 du polygone pointillé, côté qui aurait dû passer par le point d'appui de droite; le point d'intersection obtenu appartiendra aussi au côté 2 3 du polygone exact. Il suffira, dès lors, de joindre ce point au point d'appui de droite pour avoir le côté exact 2 3, qui touche au point d'appui la fibre moyenne cherchée.
En menant une parallèle à ce côté, par le point 2 3 du polygone des forces, on obtiendra la position exacte de la distance polaire, ce qui per^ mettra de dessiner la véritable fibre moyenne. Mais il n'est pas même nécessaire de recommencer ces constructions; on trouvera le dernier côté, après 3, en prolongeant également jusqu'à la verticale A, le côté correspondant du polygone pointillé; quant au sommet 1, il pourra s'obtenir au moyen des segments égaux s. On déterminerait aussi le premier côté du polygone en remarquant que son intersection avec le côté 2 3, doit se trouver sur la môme verticale que l'intersection correspondante dans le polygone pointillé.
La fibre moyenne réelle est, dès lors, entièrement déterminée.
151. POUTRE ENCASTRÉE A L*UNE DE SES EXTRÉMITÉS, ET FORMANT SAILUG PAR RAPPORT A UN DEUXIÈME POINT d'APPUI QUELCONQUE.
En comparant une pareille poutre (PI. XVII,) avec la précédente, on voit qu*entre les forces A et B, il doit exister en A un moment qui recourbe la poutre dans le sens négatif, jusqu'à ce que, son extrémité A vienne prendre la direction de Tencastrement. Nous donnerons d*abord une grandeur arbitraire $ « i ce moment, nous étudierons son influence sur la poutre, et nous le changerons ensuite de manière que la fibre moyenne satisfasse aux conditions imposées. Dessinons donc, comme dans le cas précédent, le premier polygone funiculaire au moyen du polygone des forces aP, et portons ensuite, à partir de A, vers le bas, le moment $' réduit à la première distance polaire uib (ou A), c'est-à-dire la longueur ^ : mb (ou : h) (voir fig. 148, p. 310) ; l'extrémité inférieure de cette longueur, jointe à l'intersection du dernier côté du polygone avec la verticale B, déterminera la droite fermant le polygone.
Cette ligne, de même que celle que l'on construirait avec le moment exact $ : uib forme avec le polygone funiculaire, une surface de moment négative 1, pointillée dans la figure pour le moment $«, et dans les limites de laquelle la poutre est concave; plus* loin, elle forme une surface positive 2, ombrée, pour laquelle la poutre est convexe; puis, enfin, une surface négative donnant lieu à une courbure concave; cette dernière surface a été partagée par la verticale B en deux surfaces partielles 3 et 4, puisque le côté du polygone funiculaire qui passe parB est un élément déterminant du problème. Ces surfaces successives, pour lesquelles la poutre est sollicitée d'une manière différente, sont séparées les unes des autres par deux points d'inflexion, situés sur les verticales des points pour lesquels les moments sont nuls, c'esL-à-dire des points où le polygone funiculaire est rencontré par la droite qui le ferme.
Si l'on portait les surfaces des moments dans l'ordre que nous venons d'indiquer, on obtiendrait une fibre moyenne quelconque, et, si cette fibre ne passait pas par le point d'appui B, on aurait, pour un nouveau ^^', à charger les trois premières surfaces des moments, et leurs variations ne seraient pas proportionnelles à celles de ^V, puisque les surfaces sont limitées par un polygone funiculaire irrégulier. On emploiera la méthode suivante qui réduit les variations à une seule, proportionnelle elle-même à celle de ^|?'; on considérera comme première surface négative le triangle entier qui projette {fig. 3) le segment ^^' : tab h partir de B; la seconde
POUTRE ENCASTRÉE A l'DNE DE SES EXTRÉMITÉS ET FORMANT SAILLIE, ETC. 585
surface positive sera celle de la parabole, limitée par la corde AB, c'est-* à-dire celle que Ton obtient, en ajoutant aux surfaces positives et néga-< tives des moments celle qui est faiblement ponctuée sur la figure, audessous de la droite AB. De cette manière tout le changement se bornera à la variation du triangle qui a $' : lab pour base, le centre de gravité de ce triangle (ou plutôt le centre des forces verticales qu'il représente) restera toujours sur la môme verticale, et sa variation sera proportionnelle à sa base. Nous porterons donc la surface des moments l'2'3'4, ainsi augmentée, sur une verticale, pour former avec une distance polaire z" supposée ici constante, un polygone des forces 0,, au moyen duquel nous dessinerons la première fibre moyenne, pointillée dans la figure. Cette ligne ne passe pas par le point d'appui donné B'; si la fibre moyenne exacte était dessinée, ses côtés couperaient ceux qui leur correspondent dans la précédente sur la verticale 1'. En effet, d'après ce que nous avons dit au numéro précédent, les polygones qui joignent les mêmes surfaces de moments 2' 3', la première 1' = ^^ itab étant exclue, déterminent des segments égaux sur une verticale quelconque ; or, on voit, en considérant la verticale 1', que le point où elle est rencontrée par la direction de l'encastrement appartient à chacun des polygones; il faudra donc que les secondes extrémités des segments coïncident aussi, c'est-à-dire que les côtés correspondants se coupent sur cette verticale. U en résulte qu'on obtiendra la véritable fibre moyenne en joignant à B' l'intersection du côté 3' 4' avec la verticale 1', ce qui permettra de construire tous les côtés précédents eh rebroussant chemin.
On peut obtenir le moment $' qui correspond à ce dernier polygone, en construisant le pôle du polygone funiculaire qui le fournit; une parallèle; menée par ce pôle au premier côté du polygone exact, déterminera sur la verticale des surfaces réduites , la surface du triangle exact
- /$ : tabc , et l'on pourra en déduire $. Mais on obtiendra plus simplement et plus rapidement la hauteur verticale ^ itab en déterminant, dans le premier polygone funiculaire, la verticale qui coupe le segment ^ : uxb entre les deux côtés situés avant et après $'. Cette même verticale interceptera entre les côtés correspondants du polygone exact le segment cherché $ : tab. En effet, les segments que déterminent ces côtés sur la verticale de ^ : tab sont proportionnels aux moments des surfaces des triangles ; ceux-ci sont eux-mêmes proportionnels aux bases $' : laby et le premier segment ^ : tab étant précisément la base du triangle correspondant, le second, sur le polygone exact, devra être ÇP : tab.
Cette propriété subsiste encore, lorsque les z'^ sont variables et non pas
constants, comme nous l'ayons supposé dans la fig. 3. Par suite, lorsqu'on aura construit les deux polygones, on déterminera avec une ouverture de compas égale à $' : ea6 portée verticalement entre les deux premiers côtés du polygone primitif, la verticale qui permettra de mesurer directement la longueur $ : uib Cette longueur, portée à partir de A, donnera les moments exacts, et le but de la construction sera, en général, atteint. Pour compléter notre étude, nous avons encore dessiné (fig. 3) la véritable fibre moyenne au moyen de la surface 12 3 4 des moments.
La construction de la fibre moyenne dans le cas d'une poutre encastrée à ses deux extrémités, ne di£Fère que peu de celle que nous avons indiquée au numéro précédent. Pour donner les directions de Tencastrement aux extrémités d'une poutre librement placée sur deux points d'appui, il faut appliquer des deux côtés [fig, 4) des moments $ et $, , l'un à l'extrémité A, l'autre en B, le premier étant négatif, le second positif; on les portera, ainsi que l'indique la fig, 149 (p. 310). La surface de moment se composera donc de deux parties extérieures, négatives et ponctuées 1 et 3 (PI. XVÏIJ et d'une partie centrale 2, positive et ombrée. Pour les raisons données au numéro précédent, nous compléterons le segment parabolique 2, au moyen de la surface faiblement ponctuée, et nous aurons ainsi un segment total 2'; les deux surfaces négatives deviendront, en môme temps, un trapèze qui variera seul lorsque l'on changera les moments ^^ et ''4?,: nous partagerons enfin ce trapèze o" deux triangles 1' et 3' ayant pour bases les longueurs ^|>' et %\ : lab.
Dans la figure, au-dessous de la surface de moment, nous avons construit une première libre moyenne provisoire avec deux moments arbitraires ^4^' et ^4>\- Lorsque les -'"sont constants, ainsi que nous l'avon» supposé dans le cas actuel, les côtés du polygone, qui précèdent et qm
suivent les surfaces ^4> tit ^}^\ se coupent au . de la portée; la conslriu-
lion du polygone est en effet identique à celle du polygone qui fournit le
centre de gravité de la surface, comme nous l'avons déjà fait remarquer
au numéro précédent, et le centre de gravité d'un triangle est situé au .-
de la hauteur. Nous pouvons donc, dans ce cas, supposer les surlace^
entières des deux triangles, appliquées suivant les verticales - / correr
;)ondantes; toutefois, lorsque les z'^sont variables, il est nécessaire de construire les deux polygones pointillés dans la figure. La fibre moyenne provisoire étant construite, nous déterminerons des deux côtés les verti- ^les qui coupent les segments ^' et ^\ : eai, entre les deux côtés qui [>récèdent et suivent chacun des triangles. L'une de ces verticales se confond, sur la fig, 4, avec celle du point B, grâce au choix particulier des bases de réduction.
An-dessous du polygone provisoire de la fibre moyenne, nous avons dessiné le polygone définitif. Le premier côté a la direction AC de Tencastrement, le point G est situé sur la verticale de Tintersection des deux
côtés extrômes correspondant à la surface triangulaire ^ :tab; et cette
verticale se trouve elle-même au - de la portée lorsque z"^ est constant.
Le dernier côté BD a été construit de la même manière, et le point D se détermine comme le point G. En dessinant les deux directions AG et BD, il faut tenir compte de ce que les ordonnées et les tangentes des angles seront obtenues n fois trop grandes, à cause de la distance polaire tab : n, il faudra donc aussi les dessiner à cette nouvelle échelle, et il devra en être de même pour la différence des ordonnées des deux points A et B. Gela posé, nous savons que lorsque la charge, et par suite la surface des moments qui lui correspond, ne change pas, les côtés extrêmes, qui lui correspondent dans le polygone funiculaire, interceptent un segment déterminé sur chaque verticale; ce segment lui-même ne change pas, lorsqu'on fait varier la forme du polygone, en déplaçant le pôle du polygone des forces sur une même verticale. Nous porterons donc, à partir de G et de D, vers le bas, les segments s et s\ que déterminent sur les verticales de G et de D les côtés extérieurs à la surface 2', et nous obtiendrons ainsi, aux extrémités de ces segments, des points qui doivent appartenir aux côtés correspondants du polygone définitif; ce dernier pourra dès lors être construit, ainsi que nous Tavons fait dans la figure.
Les côtés extérieurs aux surfaces triangulaires et passant par G et D, déterminent sur les verticales de $' : uib et de $\ : tab les moments définitifs $ et $, : tab. Ges longueurs, portées dans la surface de moment sur les verticales A et B, déterminent la droite qui ferme réellement le polygone funiculaire, et par suite tous les moments qui sollicitent la poutre. La surface définitive des moments 1, â et 3 nous a servi à construire, au bas du dessin, la véritable fibre moyenne de la poutre donnée.
Dans le dessin de la fibre moyenne provisoire, la construction des polygones, qui correspondent aux surfaces triangulaires, n'avait qu'un seul but, celui de déterminer la position des verticales sur lesquelles il fallait
porter les segments s et mesurer les longueurs $ : tab. Lorsque les z* sont variables, on ne peut point se passer de cette construction; mais lorsqu'ils sont constants, les points G et D sont situés au tiers de la portée, ainsi que nous l'avons déjà vu; on peut, de plus, s'arranger par un choix convenable des bases, de manière que les segments ^:utb se mesurent sur les verticales elles-mômes des points A et B. En effet, si, pour le dernier polygone des forces, pour celui dans lequel les surfaces réduites
ont été portées sur une verticale, on prend une distance polaire égale à
- /, les côtés du polygone funiculaire, extérieurs aux triangles et se cou-
pant en G et D, devront intercepter, sur les verticales de A et de G, des segments égaux à ceux que déterminent les rayons polaires parallèles
sur la verticale des surfaces. Or, en choisissant pour base de réduction
des surfaces la longueur - /, le segment porté, pour le triangle, sur la ver-
ticale des surfaces sera précisément égal à $ : eaft, puisque la surface du
triangle est elle-même égale à - /$ : uib. Donc :
Lorsque la base de réduction des surfaces est égale à-let que la distance
polaire qui sert à construire la fibre moyenne est - 1, les côtés extérieurs aux
surfaces tînangulaires interceptent les longueurs ^ : tab sur les verticales des culées.
Lorsque, par suite, la section de la poutre est constante et que l'on choisit les bases que nous venons d'indiquer, on n'aura pas à tenir compte des moments qui agissent aux points d'appui, pour la construction de la fibre moyenne provisoire; on ne s'occupera que de la surface parabolique entière qui correspond à la poutre non encastrée, elle servira à déterminer les segments s et s\ qu'il suffira dès lors de porter à partir de G et de D, pour obtenir, en joignant leurs extrémités en croix, les moments des points d'appui sur les verticales des culées.
Les constructions précédentes s'appliquent à une charge quelconque; mais elles peuvent se simplifier lorsque la charge est uniforme. Dans ce cas, le polygone funiculaire des forces est une parabole. Soit f la Hèche de cette parabole, trouvée par la construction. La surface de moment,
autrement dit la surface parabolique, est alors égale à-//. En la rédui-
sant à la base - /, nous obtiendrons une longueur- /* que nous porte-
rons sur la verticale des surfaces, dans le polygone des forces côrrcs-
pondant. Le moment de cette surface, pris par rapport au point A ou
au point B, c'est-à-dire avec un bras de levier ^ / est - / • - /*, et si on le
réduit enfin à la distance polaire - /, on obtient 5 ^ • « /" • ^ ^= 2/".
On voit que, lorsque la surface de moment se compose d'un segment parabolique entier, la fibre moyenne provisoire se réduit aux deux droites qui se croisent, et que nous avons indiquées en traits de force sur la figure; ces droites interceptent sur les verticales A et B des segments égaux à 2/*.
Les segments qu'elles déterminent sur les verticales C et D sont égaux
à -/*; mais on a rarement besoin de cette valeur, puisque, dans la pou-
tre continue, pour laquelle nous appliquerons ces propriétés, les verticales des points fixes ne sont que rarement situées au tiers de la portée. Pour exprimer la flèche f au moyen de la charge elle-même, on aurait, en appelant H la première distance polaire pour le polygone des charges, et désignant par/> la charge par l'unité de longueur :
Multipliant les deux membres de cette équation par le produit des bases
employées dans la suite -/•-/=- P, on verra que le segment 2/", dé-
terminé par les côtés extrêmes du deuxième polygone funiculaire sur les
verticales A et B, représente le moment d^ordre supérieur :
Dans la pratique, on n'a affaire, en général, qu'à des charges adjacentes ou non-adjacentes aux culées, c'est-à-dire que la poutre entière se décompose en deux segments chargés différemment. Lors donc que la section est constante et que la charge est uniforme, il est bon de calculer, une fois pour toutes, ces moments supérieurs par rapport aux verticales A et B pour les diverses charges possibles, afin de pouvoir porter directement les segments que détermineront sur ces verticales les côtés extrêmes des fibres moyennes provisoires.
Supposons que la charge uniforme dep^ par mètre courant s'étende à partir du point A sur une longueur pi (fig, 210) et soit égale à ^pL
Construisons, dans la figure, avec une distance polaire quelconque, le polygone funiculaire qui correspond à cette charge; nous aurons à
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exprimer le moment, par rapport aux verticales A et B, de la surface de moment ainsi obtenue, surface limitée par une parabole dans retendue de pi et par une tangente^ i cette parabole, en dehors de cette étendue.
Fig. 210.
Nous aurons :
comme réaction du point d'appui B : 7 P * P'iP = a P'(P *
comme moment de la charge à l'ordonnée pi : (1 — p)l • - p^lp
et
= l P'{i - P)PP'
Si nous portons maintenant cette valeur - P'(l — p)/*;? à une échelle
quelconque, comme ordonnée du polygone funiculaire et que nous joignions son extrémité au point B, la ligne de jonction sera un côté du polygone funiculaire et touchera la parabole au point K [fig, 210). Cette droite détermine sur la verticale A le segment
La flèche de la parabole, égale à la moitié du segment que la verlicalf*
- p/ intercepte entre la corde AK et la tangente A'K, sera égale à - ?' • ^V
On en déduit :
la surface du segment parabolique F, = - p/ • - p'/*/> = — |i' • /'/>;
la surface du triangle F, , F, = - p'(i — p) • P/> ;
Taire de la surface de moment entière, F = — p'(3 — 2p) • Pp.
Les moments de ces surfaces par rapport à la verticale A sont :
pour le segment parabolique, M'.= - pZ • F, = — p* . /*/>;
pour la surface triangulaire, M^ = ^ (1 + P)/F, = -^ p»(l — p«) . Pp.
Le moment total, par rapport à la verticale A, est :
et le moment total, par rapport à la verticale B :
Pour p = 1, Ma et M^ deviennent égaux à — Pp, comme cela devait
être.
On voit que les côtés extrêmes d'un polygone, donnant la fibre moyenne pour une charge partielle sur une longueur p/, déterminent sur la verticale de la culée adjacente à la charge, et sur celle non-adjacente des segments égaux, le premier à P'(2 — p*) fois, le deuxième à P'(2 — P)' fois
la longueur 2/*= — p/*, qui représente le segment correspondant à une
charge entière.
Gomme on fait un grand usage des coefficients p'(2 — p*) et P'(2 — P)',
nous les avons calculés pour les valeurs p = — et réunis dans le tableau
suivant :
TABLEAU DONNANT LES RAPPORTS DES SEGMENTS, QUE DéTERMINENT SUR LES VERTICALES DES POINTS D* APPUIS LES CÔTÉS EXTRÊMES DES POLYGONES FUNICULAIRES, CORRESPONDANT A DES CHARGES p/ ADJACENTES OU NON ADJACENTES A CES VERTICALES.
NON ADJACENT
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Lorsqu'on a dessiné, par exemple, dans l'épure d'une poatre on d'une conslruction h treillis, les paraboles du poids propre et de la charge to> taie, si l'on a à construire les c6tés extrêmes du polygone de la fibre moyenne pour les diverses charges, on procédera de la manière suivante: on choisira arbitrairement le premier côté A'B' (PI. XVIIi), puis on po^ tera des longueurs A' A' = Bî' et A'A" = B'B', égales à deux fois le» flèches de la parabole du poids total et de celle du poids propre. On partagera ensuite la différence A'A' = 3*3* des segments, c*est-i-dire les segments qui correspondent à la charge accidentelle, dans les rapports indiqués par le tableau précédent, et on obtiendra ainsi les c6tés extrêmes, qui correspondent aux diverses charges adjacentes et non-adjacentes.
Nous avons indiqué (PI. XYII^) les cfttés du polygone, qui correspondent à une charge adjacente et k une charge non-adjacente aux deoi culées, et s'étendant jusqu'aux 0,3 de la portée: nous avons donc porté des deux cfttés, à partir de A* et de B", des segments égaux à 0,1719 et 0,2601 de A'A* ou de h"B' et nous avons joint leurs extrémités. On ne risquera pas de confondre les charges adjacentes avec les charges nonadjacentes, si l'on se rappelle que les côtés du polygone coupent le pins petit segment sur la verticale adjacente à la charge. Nous avons indiqué par un trait un peu plus fort l'endroit où le segment se mesure. Gomme les côtés du polygone coupent les mêmes segmenta
sur les verticales des points d'appuis, pour deux parties égales et également chargées des deux cotés de la poutre, les deux côtés ainsi construits devront être parallèles, et, de plus, situés i"i égale dislance de part et d'autre du point oii les côtés extrCmes A'B, A"B" et A°'B ' se coupent.
11 résulte de la nature du problème, puisqu'une charge adjacente sur p et une charge non-adjacenlc sur la longueur i — p se complètent pour former une charge totale, el aussi des formu4es, puisque
que des charges complémentaires 1 — P, déterminent sur les verticales des culées les mêmes segments que les charges p, et l'on voit que les côtés qui correspondent à des charges complémentaires doivent se couper au milieu de la portée. Lin général, les lonf;ueurs A"A'" et B"B'" sont partagées par les segments eu quatre séries symétriques.
Nous venons de voir comment on peut trouver por le dessin les valeurs des moments des surfaces par rapport aux points d'appuis; si l'on voulait calculer ces valeurs, il faudrait inté){rer la derniâre des trois équations données n° KS [p. ^6j.
pondant. Le moment de cette surface, pris par rapport au point A ou
au point B, c*est-à-dire avec un bras de levier r / est -/•-/', et si on le
réduit enfin à la distance polaire - /, on obtient â ^ ' ô /* * ô ^^= ^Z-
On voit que, lorsque la surface de moment se compose d'un segment parabolique entier, la fibre moyenne provisoire se réduit aux deux droites qui se croisent, et que nous avons indiquées en traits de force sur la figure; ces droites interceptent sur les verticales A et B des segments égaux à 2/*.
Les segments qu'elles déterminent sur les verticales C et D sont égaux
à -/*; mais on a rarement besoin de cette valeur, puisque, dans la pouo
tre continue, pour laquelle nous appliquerons ces propriétés, les verticales des points fixes ne sont que rarement situées au tiers de la portée. Pour exprimer la flèche f au moyen de la charge elle-même, on aurait, en appelant H la première distance polaire pour le polygone des charges, et désignant par/> la charge par l'unité de longueur :
Multipliant les deux membres de cette équation par le produit des bases
employées dans la suite - / • :r /= - /*, on verra que le segment 2/*, dé-
terminé par les côtés extrêmes du deuxième polygone funiculaire sur les verticales A et B, représente le moment d'ordre supérieur :
I HP . 2/-= i- »P.
Dans la pratique, on n'a affaire, en général, qu'à des charges adjacentes ou non-adjacentes aux culées, c'est-à-dire que la poutre entière se décompose en deux segments chargés différemment. Lors donc que la section est constante et que la charge est uniforme, il est bon de calculer, une fois pour toutes, ces moments supérieurs par rapport aux verticales A et B pour les diverses charges possibles, afin de pouvoir porter directement les segments que détermineront sur ces verticales les côtés extrêmes des fibres moyennes provisoires.
Supposons que la charge uniforme d6/>* par mètre courant s'étende à partir du point A sur une longueur ^l {fig, 210) et soit égale à ^pL
Construisons, dans la figure, avec une distance polaire quelconque, le polygone funiculaire qui correspond à cette charge; nous aurons à
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A. — Sur le procédé Bruckner, pour déterminer l'emploi
DES DÉBLAIS EN REMBLAIS
Ce procédé, qui fait Tobjet du n° 33 (p. 133), ne tardera pas, nous l'espérons, à être connu et apprécié en France comme il mérite de l'être. Il a été recommandé par M. de Freycinet, ministre des travaux publics, dans le :.
Recueil de types (plans, profils, ouvrages d'art) et de Tableaux et procédés graphiques pour l'étude et la construction des chemins de fer, annexé à la circulaire ministérielle du 30 juillet 1879.
Ce recueil contient une note de M. L. Lalanne, inspecteur général des ponts et chaussées, sur l'application du procédé Bruckner :
a La Statique graphique, déjà citée ^ du célèbre professeur de Zurich^ a consacré un chapitre spécial au procédé employé^ désiSH^ dans la construction du plan incliné de Culmbach [Franconie bavaroise)^ par M. Bruckner^ pour l'opération qu il appelle le nivellement des masses de terrassements. Ce procédé avait déjà été décrit^ sous une forme un peu différente, dans les Annales des ponts et chaussées de 1840, comme une des applications du planimètre dOppikofer et (TErnst, muni d organes nouveaux qui en font une vétitable machine à calculer. Mais il est^ en lui-même^ indépendant des moyens qu'on emploie pour mesurer les aires planes dont on peut tracer très facilement tes contours sans avoir recours à /'arithmoplanimètre.
Lusage qu'on en a fait et qu'on en fait encore journellement en
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Allemagne et en Russie^ les éloges quy donne léminent professeur de Zurich y et plus encore Futilité quy ont reconnue les ingénieurs du service central des chemins de fer de F État, contribueront peut être à décider les ingénieurs à en faire au moins Fessai, »
M. L. Lalanne ajoute, à la fin de la note qu'il consacre, dans le même recueil, au procédé Bruckner :
(( Les considérations géométriques sur lesquelles est fondé temploi du procédé graphique y dont on devait se borner ici à donner les règles pratiques j sont développées dans un article des Annales des ponts et chaussées. Mémoires et documents, cahier d'août 1879, article qui paraît séparément sous le titre : Exposé de deux méthodes pour abréger les calculs des terrassements et des mouvements de terre, etc., Dunodj éditeur. Vorigine même s*en trouve dans un mémoire intitulé: Sur l'arithmoplanimètre, machine arithmétique et géométrique, etc., ptiblié aux krindXQS (2* semestre, 1840), comme on Fa déjà dit. Enfin, c'est aux pages 142 et suivantes du beau livre de M, Cul' mann (Die graphische statik, Zurich, 1875), que Fon trouvera les détails du procéaé Bruckner. »
Enfin, nous ci'oyons utile de citJM' lo passage de la eirculaire ministérielle du 30 juillet I871J, relatif aux tableaux grai)lii»iues joints au recueil et dressés d'après la nnUliode si ingénieuse de M. L. Lalanne :
« Les huit nouveaux tableaux graplii((ues contenus dans le dessin « dont il est ici (juestion serviront pour quatre gabarits différents, '( soit à une, soit à deux voies, gabarits eonfornies à ceux qu'inili- « (juent les deux pièces intituL'es : Profils en travers types. .Lai '( d'autant moins liésité à en ordonner Lexécution (jue Lemploi des '( procéd(''s gra[)bi(jues ("onune moyens de calcul se répand chaque « jour davantage, en France ainsi (]u'à Létranger, et que Lavis du H ('onseil général des ponts et chaussées est venu confirmer le vertt dictdu jui'v de LKxposilion universelle, pour la classe (30, verdict « en vertu dufpiel la plus haute des récompenses, le rliplùuie (Liion-
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« neur, a été décerné, dans Texposition spéciale du ministère des « travaux publics, à l'ensemble des procédés graphiques dont les « nouveaux tableaux sont une application. »
Ceux de nos lecteurs qui se reporteront à l'article publié par M. Lalanne dans les Annales de 1840, constateront en eiffet que si le procédé dont il est l'inventeur diffère par quelques points de la méthode Bruckner, notamment en ce qu'il n'est pas fait usage du profil en long pour déterminer les positions que doivent occuper les diverses longueurs, en ce que toutes les masses n'ont pas une origine commune, etc., l'esprit de la méthode suivie par M. Lalanne est le même que celui de l'ingénieur allemand.
t. — Sur les systèmes de coordonnées.
Comme les traités élémentaires de géométrie analytique donnent peu de détails sur les systèmes de coordonnées dont il est fait usage dans différentes parties de l'ouvrage de M. Culmann, nous croyons utile de donner quelques indications sur ces systèmes.
Dans les coordonnées cartésiennes, on considère les formes géométriques comme composées de points, et on détermine la position des points au moyen de leurs distances à deux axes fixes dans la géométrie plane et à trois plans fixes, dans la géométrie de l'espace.
Dans les coordonnées jo/wcAériennes, les éléments que l'on considère sont la droite dans le plan et le plan dans l'espace.
Bornons-nous, pour le moment, à la géométrie du plan. Soit
l'équation d'une droite en coordonnées ordinaires. Si l'on donnait
les rapports 77 et p, la droite serait complètement déterminée; on
peut, par suite, considérer ces rapports comme les coordonnées de la droite. Ce sont les coordonnées pluckériennes ; ces coordonnées
soDl, comme il est facile do le reconnaître, les inverses, changés de signe, des segmenta interceptés par la droite sur les axes coordùnnés. En lesappelaiilÇ etï), récpiation ci-dessus peut s'écrire
Çar + iy+l=0.
Elle est susceptible d'une double interprétation, dans laquelle on retrouve le principe de dualité qui joue un rôle si important dans la géométrie de position. Si, en effet, on considère s et y comme les variables, l'équation représente en coordonnées cartésiennes la droite dont les coordonnées pluckériennes sont S et t| ; si l'on considère ^ etv) comme les variables, l'équation représente, en coordonnées pliidiéricnnes, le point dont les coordonnées cartésiennes sont X et y. En général, toute équation en Ç et tj représente un lieu géométrique, auquel sont tangentes toutes les droites dont les coordonnées pluckériennes satisfont à cette équation. C'est pour ce motif que ces coordonnées sont aussi appelées tangenlielles.
Il semble, au premier abord, que le principe de dualité n'est pas complètement satisfait, car les coordonnées pluckériemies sont rapportéfs h des axes, comme les coordonnées cirtésiennes, mais ce ii'i'st V.i ijiruiic l;ii-iiiiii ap[);ir<']i(e. Sr.us vei'i'ons, en effet, plus loin, (jiic les l'ooi'doniii'Ts [liurkih-it'iiiii's m; sont iju'un cas partie liHit d'il]] sysLùnic plus ^éiiéi'al, dans iMijuei les l'Iémonts aiixquds itii su n'-iVi!!' suiiL les poinls, rélénRuil fiéiiérati'iir des formes géouiélri- (jncs étant d'aillrui's la droilo uu le ]daii, nuntnt.' dans les cuurduii- ■ iiéi's idnrkérieiines.
E.iivnsioii ries C'nirdnnmcs cartésiennes: coonlonnées trilinéuiies.— S(jirnl trois ilroilus données par leurs i-qiialioas en cooi'doiiacf^ oi'dinaii(!s
Uni; droite (pn^lcompie du plan [lonrra ôtro repiésiiiitée par iiin' éfpiiilion (ie la (Vinin'
h.Jrm'p + n-;^{).
nr, si (111 sulisliluo, daiiw l^'s f\|iressinns 2, p, y, los coonluniifc-
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d'un point quelconque du plan, les résultats sont proportionnels aux distances respectives de ce point aux trois droites a, p, y. On peut, dès lors, considérer a, p, y, comme les coordonnées d'un point par rapport à trois axes. Ces coordonnées s'appellent trilinéaires ; dans ce système, les lieux géométriques sont représentés par des équations homogènes. Ainsi, l'équation générale de la ligne droite est
tr + 'wy + wz =r 0.
Si l'une des trois droites de référence, y par exemple, s'éloigne à l'infini, l'expression y se réduira à une constante, et l'éijuation générale de la ligne droite deviendra
/a: + my + n = 0.
C'est-à-dire que nous retombons sur le système des coordonnées cartésiennes ordinaires, qui ne sont ainsi qu'un cas particulier des coordonnées trilinéaires.
Extension des coordonnées pluckériennes ; coordonnées iriponctuelles. — Soient a:, y, z les coordonnées trilinéaires d'un point, et Ç, Yi, Ç les distances des sommets du triangle de référence ou triangle fondamental à une ligne droite. Ces distances Ç, yj, Ç définissent la position de la droite et peuvent par suite être regardées comme les coordonnées de cette droite; on les appelle coordonnées triponcfuelles. Cherchons quelle relation doit exister entre a?, y, z et Ç, vi, ^ pour que le point soit situé sur la droite. L'équation de la droite en coordonnées trilinéaires sera de la forme
Soient /?,, py, p. les distances des sommets du triangle fondamental aux côtés opposés, c'est-à-dire aux axes. La distance d'un point quelconque x^ y, z k la droite étant proportionnelle à Ix+my + nz^ il est clair que les distances des sommets du triangle fondamental à la droite seront respectivement proportionnelles à
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Ip^s >»/}„, np^. Oïl Hura par suite
(;t roqualioii du lii (irLiilu puurni élm mise sous la forme
p. ih /*.
C'est la relatiun cheicliée. Sous cette forme, le principe de dualité apparaît d'une manière très nette. Si on considère jc, y, s comme les v;iriables, lôqualion représente, en cnordonnées trilinéiûres, aae (iruite dont les c<Joi'dduuùti3 tripanctuolles sont S, ti, Ç. Sl I'oq considère Ç, t\, X, comme les variables, l'équation représente, en coordonnées triponctuelles, un point dont les coordoDoées trilinéaires sont 2, y, 2.
ai l'un des côtés du triangle fondamental, y par exemple, s'éloigne à l'infini, on recoanatt facilement que l'équation d-desMis prend lu fonrip
IV + ■,;,/+ i=(i.
X et // ('liLiil li's Liirhi'dniiin/i's i-;irti';sL('iiLH>s p;ir rappiirl aux ili'ii\ iiuln's i->Av^ du trinu^li' l'uiulauirutal. S' i-A -r! lus iuversL's. i-lian^rdc sii>iH's d.'s scj^ui.'iils ÏLLlnrrplùs i.ar la >\u,\W siu' 1rs ;t\fs, rV^Ià-rlirc Kjsn.onloiLU.'TspliiHvi'Ticnnrs.
Doiii- : kx monl'iiniritf nirlhiams^ cl In ci)tiri/o>-iiir>i p/ucki'rieiiii'f ne xrnil qtiiiu cis jun/iru/icr 'Irs /:oiml')mtres U-ililii'tnrvs pt i/cs coor- 'limtirex /i-ip'iiirtm-//iv, i/niis Iriptcl fiai i/es c'ifés /•/ par sui/e linu somniels iht lri"iif//f l'mihimnit'il s' l'IniijDinit ii F infini.
coiisidi'i'i'cs l'itsi'uiiilr. saripclli'Hl oor'htinrcs /rii)n-fri>/nt;s. Il fsl ;l peine nécessain^ lii' fairu ri'LLLai'([U('r ijui' les ruoiduiuiées lL'i|iiiLii'- Inulles sonLdesniunldiiut-fs )aui;euliollt:s.
Il i.'st lard.' irrlriidrc a IVsparr rc ,[nv uuiis vununs rir ilinMlu
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plan; les coordonnées téiramétriques sont rapportées aux quatre faces et aux quatre sommets d'un tétraèdre.
Coordonnées trimétriques projectives. — Les coordonnées trimétriques, telles que nous les avons indiquées, ne sont pas projectives, c'est-à-dire que les propriétés qui en résultent ne sont pas toutes conservées par la projection. On peut rendre ces coordonnées projectives de la manière suivante : au lieu de prendre, pour les coordonnées d'un point, les distances de ce point à trois droites, et, pour les coordonnées d'une droite, les distances de cette droite à trois points, on prend comme coordonnées les rapports de ces distances aux distances d'un point fixe et d'une droite fixe, que Ton appelle point^tmité et droite-unité parce que les coordonnées de ce point et de cette droite sont l'unité. 11 est clair que ces rapports ne sont pas modifiés par des projections. Le point-unité et la droiteunité forment le lien entre la géométrie analytique et la géométrie de position. Ainsi, pour établir les relations projectives de deux systèmes plans, on peut choisir à volonté quatre points correspondants ABCl) de chaque système. Les positions des cinquièmes points e, se correspondant dans chaque système, sont déterminées par l'égalité des anharmoniques A)BGDe, B)CADe, CjBADc. Deux d'entre elles déterminent la troisième.
Les points ABC forment le triangle fondamental. D est le potn/unité^ et les proportions anharmoniques (Staudt les désigne sous le Qom de Wurf) sont les coordonnées projectives.
Si on choisit la position du point-unité D et de la droite-unité e de telle manière qu'en prolongeant l'un quelconque des trois côtés du triangle de référence, z par exemple, jusqu'à la droite e, le Faisceau formé par les quatre droites x^ y, [xy)[ez)^ et {xy)\) soit un faisceau harmonique, on trouve que la condition pour qu'un point [xyz) soit situé sur une droite (ÇviîQ se réduit à
Nous n'insisterons pas davantage sur ces explications, et nous renverrons le lecteur, pour plus de détails, au traité de Géométrie
ileacriptme de FieiUer \*i. Nuus ajouterons seulement quelques mots au »ujel de l'équation, en coordonnées pluckérieunes, <hi point 3 l'inUni sur une direction déterminée.
Soit, dans l'espara, un point M dont les coordonnées captésiennes sont X, y, z. L'équiilinii ili- en point en coordonnées ploekériennes sera :
Sx + \y + Cs + 1 = 0.
Soit un sea)nd point A, {abc}, situé snr la droite OM joignaot l'origine au point M; appelons e la distance de l'origine à ci; point et r la distance ÛM. On aura :
et, par snite, l'éi^uaLion du point M pourra se niellrc sous la ftinitt
r(Ça + Tiè + îc) + l = 0.
Si II.' |)(iiiil M s'/'loif^nfi à l'inliiii, on devra avoir :
- [ai + hri f c;> = 0.
C'est réipiatiiin dn puinl à l'inlini de la ili'oîlo OA. On peut n.ilurellemeiil reni]jia)'er le l'achiur - par ur. i'acleui' (]ueleun<jue. Nihlappellerons l'équation - lai -j- h-r\ -\- c'^) = () la forme nornialf 'If réqualion du point à l'inlini sur la direction {i{abc). Un voit, facilement qu'en ajoutant 1 à cette équation on obtient réquatioii il" point situé sur la {In)ito (tA, à l'unité de distance de l'uri^'iue.
ri7i tin/iidri.it ftlr Vnrlcstingen t ro„ «' WilMm Fie.llr.: Lciuzia.
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C. — Sur lk signe de e
La quantité é| étant une racine carrée est affectée d'un double signe, et l'on peut être embarrassé pour déterminer le signe qu'il convient d'adopter. On y parvient par les considérations suivantes.
On a, en supprimant les indices :
a' = XÇ + Ytj + ZÇ
et
a, 6, e étant les coordonnées d'un point quelconque pris sur la direction de la force Â. L'intensité A de la force est une quantité
toujours positive. Il faudra par suite que les signes de -, -, - soient
cr V cr
respectivement les mêmes que ceux de X, Y, Z, ou bien que ceux des coordonnées de l'extrémité du rayon 1 , porté à partir de l'origine sur la direction et dans le sens de la force.
Il est clair qu'il suffit qu'une de ces conditions soit satisfaite pour que les deux autres le soient aussi, parce que abc ont tous respectivement les mêmes signes que XYZ ou des signes contraires.
►. — Sur la construction d'une surface réglée contenant une courbe donnée du troisième degré.
Une surface de degré m coupe une courbe de degré p en mp points réels ou imaginaires. Par suite, si la courbe a plus de mp points communs avec la surface, elle est située tout entière sur cette surface. Ainsi, une droite qui a trois points communs avec une surface du second degré est située en entier sur la surface; de même une courbe du troisième degré qui a sept points communs avec la surface.
Le [troblèntp consistanL à faire passer unp surface réglée du smond (legi'ii par une courbe du troisième degré est donc doublement indéterminé, et l'on peut se donner arbitrairement deux points en dehors de la courbe. Il en résulte que le problème sera délormioù si ou se donne, outre la courbe du troisième degri), iino droite j>assant par un point de la courbe, mais par un seul poinL* S) la droite jiassait par deux points de la courbe, c'est-i-diro était une sécante, le problème serait encore indéterminé, et l'on jtourrail prendre arbitrairement un point qui ne serait situé ni sur In (^(jurbe, ni sur la sécaule, ou bieu une deuxième sécante.
PtN nt; TOHR PREMIER.
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plan; les coordonnées téiramétriques sont rapportées aux quatre faces et aux quatre sommets d'un tétraèdre.
Coordonnées trimétriques projectives. — Les coordonnées trimétriques, telles que nous les avons indiquées, ne sont pas projectives, c'est-à-dire que les propriétés qui en résultent ne sont pas toutes conservées parla projection. On peut rendre ces coordonnées projectives de la manière suivante : au lieu de prendre, pour les coordonnées d'un point, les distances de ce point à trois droites, et, pour les coordonnées d'une droite, les distances de cette droite à trois points, on prend comme coordonnées les rapports de ces distances aux distances d'un point fixe et d'une droite fixe, que l'on appelle point-unité et droite-unité parce que les coordonnées de ce point et de cette droite sont l'unité. Il est clair que ces rapports ne sont pas modifiés par des projections. Le point-unité et la droiteunité forment le lien entre la géométrie analytique et la géométrie de position. Ainsi, pour établir les relations projectives de deux systèmes plans, on peut choisir à volonté quatre points correspondants ABCl) de chaque système. Les positions des cinquièmes points e, se correspondant dans chaque système, sont déterminées par l'égaUté des anharmoniques A)BGDe, B)CADe, CjBABe. Deux d'entre elles déterminent la troisième.
Les points ABC forment le triangle fondamental. D estle/?oin/unité, et les proportions anharmoniques (Staudt les désigne sous le nom de Wurf ) sont les coordonnées projectives.
Si on choisit la position du point-unité D et de la droite-unité e de telle manière qu'en prolongeant l'un quelconque des trois côtés du triangle de référence, z par exemple, jusqu'à la droite e, le faisceau formé par les quatre droites x, y, {xy){ez)y et (xy)D soit un faisceau harmonique, on trouve que la condition pour qu'un point {xyz) soit situé sur une droite (ÇtiQ se réduit à
ir 4 Tiy + '^z = 0.
Nous n'insisterons pas davantage sur ces explications, et nous renverrons le lecteur, pour plus de détails, au traité de Géométrie
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		Traité de statique graphique

		LIBRAIRE DES CORPS NATIONAUX DES PONTS ET CHAUSSEES, DES MINES

		I AVERTISSEMENT DES TRADUCTEURS

		PRÉFACE DE L'AUTEUR

		X PRÉFACE DE L AUTEUR

		PRÉFACE DE L*AUTEUR. XIII

		PRÉFACE DE L*A(JTEUR. XV

		Composition analytique des forces parallèles

		Cei^re de gravité de lignes

		Moments d'inertie de lignes

		De la poutre droite élastique en général

		ADDITION ET SOUSTRACTION

		ADDITION ET SOUSTRACTION

		MULTIPLICATION ET DIVISION DES LIGNES PAR DES RAPPORTS

		MULTIPLICATION ET DIVISION UËS LIGNES PAR DES RAPPORTS

		ÉLÉVATION AUX PUISSANCES

		ÉLÉYATION AUX PUISSANCES

		ÉLÉVATION AUX PUISSANCES

		FOLYGONKS DE SOMMATION OU POLYGONES FUNICULAIRES

		POLYGONES DE SOMliATION OU POLYGONES FUNICULAIRES

		POLYGONES DE SOMMATION OD POLYGONES FUNICDLAIRES

		P< V^ ,_ _ V AP

		O. EXTRACTION DES RACINES

		OS OT OU

		EXTRACTION DES RACINES

		ADDITION ET SOUSTRACTION AU MOYEN DE RÈGLES A CALCUL

		ADDITION ET SOUSTRACTION AU MOYEN DE RÈGLES A CALCUL

		RÈGLE A CALCUL ORDINAIRE

		RÈGLE A CALCUL ORDINAIRE

		DE L*USAGE DE LA RÈGLE A CALCL'L ORDINAIRE

		DE l'usage DE LA RÈGLE A CALCUL ORDINAIRE

		DE L*USAGE DE LA RÈGLE A CALCUL ORDINAIRR

		C. Ga

		RÈGLE A CALCUL PERFECTIONNÉE

		RÈGLE TRIGONOMÉTRIQUE

		RÈGLE TRIGONOMÉTRIQUE

		RÈGLES A CALCUL POUR DES USAGES SPÉCIAUX. 6S

		DESCRIPTION D*!JNE RÈGLE A CALCUL ANGLAISE

		REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES

		REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES

		REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES

		TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. T

		TRANSFORMATION DES TRIANGLES

		TRANSFORMATION DU QUADRILATÈRE

		TRANSFORBIATION DES POLYGONES DE PLUS DE QUATRE CÔTÉS

		TRANSFORMATION DES POLYGONES Di: PLUS DE QUATRE CÔTÉS

		DE DÉBLAI ET DE REMBLAI

		CONSTRUCTION KT USAGK DU TABLK.\U PARABOLIQUK

		CONSTRUCTION ET USAGE DU TABLEAU PARABOLIQUE

		CONSTRUCTION ET USAGE DU TABLEAU HARABOLIQUE

		DE CES SURFACES AU MOYEN DE LIGNES DROITES

		FORMULES DES SURFACES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI

		TRANSFORMATION DES SURFACES LIMITÉES PAR DES ARCS DE CERCLE

		TRANSFORMATION DES SURFACES LIMITÉBS PAR DES ARCS DE CERCLE

		TBANSFORMATION DK LA SURFACE d'uNE SECTION DE VOUTE

		TRANSFORMATION DBS SURFACES LIMITÉES PAR DES GOURBES QUELCONQUES

		TRANSFORMATION DE LA SURFACE d'uNE SECTION DE VOUTE

		StJliFACES D*A1BB MAXIMA POUR UH PâRlifÀTHB DOHHÂ

		DÉTERMINATION DR L*AIRE D'UNK SURFACE LIMITÉE PAR DES COURBES

		THÉORIE DU PLAMIMÈTRE

		SURFACES D*A1KE MAXIHA POUR UN PÉRIMÈTRE DONNÉ

		REPRÉSENTATION DES VOLUMES AU MOYEN DE LIGNES

		VOLUMES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI TERMINÉS PAR DES LIGNES DROITES

		VOLUMES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI TERMINÉS PAR DES LIGNES COURBES

		VOLUMES DE DÉBLAI ET DE REMBLAI TERMINÉS PAR DES LIGNES DROITES

		là{F+F

		AS

		MOUVEMENT DBS TERRES

		ALCCL GRAPHIQUE DES TERRASSEMENTS

		COMBINAISON DES LIGNES AVEC LES SURFACES, LES VOLUMES, LES MOMENTS

		DEUXIÈME PARTIE

		DES FORCES EN GÉNÉRAL

		aà Ton déduit

		LE PABALLÉLOtiRAMME DES FORCES

		LE PARALLÉLOGRAMME DES FORCES

		COMPOSITION ANALYTIQUE DES FORCES FORMANT UNE GERBE

		COMPOSITION ANALYTIQUE DE FORCES FORBiANT UNE GERBE

		ÉQDILIBBE DE QUAJBB rOBCBS FOUUKT OHK aOBS

		COMPOSITION DE FORCES QUELCONQUES DANS LE PLAN

		OGKPCMBXiON AZUALTTIQCB DBS VOBC8B DANS LX PLAJf

		ET POLYGONE DBS FORCES

		OCmPCMBXION AZUàLTTIQCB DBS VOBC8B DANS LX PLAJf

		RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORGES CONSÉCUTIVES

		RÉSULTANTE DE PLUSIEURS FORCES CONSÉCUTIVES

		CHANGEMENT DE L*0RDRE DANS LA COMPOSITION DES FORCES

		aOHEBT BES FORCES DANS LE PLAN

		DÉTERMINATION GRAPHIQOB DIS MOMENTS

		DÉTEKHINATION GRAPHIQtTf! DBS MOMENTS

		FORCES INnNlMENT PETITES SITUÉES A l'iNFIHI

		MESURE DES FORCES INFINIMENT PETITES SITUÉES A L*INFim

		DANS LE PLAN

		DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES MOMENTS

		FORCES nFINOlBHT PETlTfîS SITUËK A l'IHFUII

		DANS LE PLAN

		ÉQUILIBRE DE FORCES DANS LE PLAN

		COMPOSITION DES FORCES AVEC L*AIDE DES FORCES A L^INFINI

		COMPOSITION DES FORCES AVEC L*AIDE DES FORCES A L*1NF1NI

		DÉCOMPOSITIOII D*UNE FORCE ER TBC»S C01IP06AHTB

		DKCOHPOSITION D'L'NB FORCE EH DEUX COMPOSANTES

		DÉCOMPOSITION D^UNE FORCE EN DEUX COMPOSANTES

		DECOMPOSITION 0 ONE FORCE EN TROIS COMPOSANTES

		COMPOSITION liÉNfcHALE DKS FORCKS «ANS LESPACE

		COMPOSITION DES COMPOSANTES PASSANT PAR UN MÊME POINT

		HOHENT DES FORCES PARALLÈLES PAR RAPPORT A UN PLAN

		PROPRIÉTÉS PROJECTIVES d'uN SYSTÈME DE FORCES

		RELATION DU SYSTÈME DE FORCES AVEC LE SYSTÈME FOCAL

		ET AVEC LES COURBES DE 3* DEGRÉ

		COHPOSITIOK ABALITIQUE DUS FORCES DANS l'bSPACE

		STSTÈUE FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES

		SYSTÈME FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES

		SYSTÈME FOCAL ET DROITES CONJUGUÉES

		COURBE DIRECTRICE DU SYSTÈME DE FORCES

		COURBE DIRECTRICE DU SYSTÈME DE FORCES

		FORGES CONJUGUÉES

		S' DES FORCES

		FORCES CONJUGUÉES

		HRS FORCES

		COMPOSITION DES FORCES DANS L'ESPACB AD MOYEN DU PLAN A L'INFINI

		COMPOSITION GRAPUIQUE JiKS FORCES DANS LESPACK

		COMPOSITION GRAPHIQUE D

		DES FORCES

		COMPOSITION GRAPHIQUE DES FORCES DANS L'ESPACE

		COMPOSITION GRAPHIQUE DES FORCES DANS L ESPACE

		DÉCOMPOSITION DES FORCES ET TÉTRAÈDRE DES FORCES

		DÉCOMPOSiTIGN ANALITIQUE DES FORCES

		RELATIONS COLLINÉAIRES ET RÉCIPROQUES

		RELATIONS C0LL1NÉAIRE8 IT RÉCIPROQUES

		RELATIONS COLLINÉAIRES ET RÉCIPROQUES

		RELATION DU POLYGONE DES FORCES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE, ETC

		AVEC LES COURBES DU SECOND DEGRÉ

		RELATION DU POLYGONE DES FORGES ET DU POLYGONE FUNICULAIRE, ETC

		PÔLE AU CENTRE d'uNE CODRDE

		FORMULES DES COURBES RÉCIPROQUES DU SECOND DEGRÉ

		FORMULES DES COURBES RÉCIPROQUES DU SECOND DEGRÉ

		PÔLE SITUÉ A L*INF1NI

		PÔLE SITUÉ A l'infini

		POINT A L*1NFIT<1 D^UNE PARABOLE PRIS COMME PÔLE D*UN POLYGONE

		RAYON DE COURBURE DU POLYGONE FUNICULAIRED ANS LE CAS

		RATON DE COURBURE DU POLYGONE FUNICULAIRE

		RAYON DE COURBURE DU POLYGONE FUNICULAIRE

		ET LE POLYGONE DES FORCES

		REUTIONS ENTRE LE POLYGONE FUNICULAIRE ET LE POLYGONE DES FORCES

		FRAMEWORRS A CHARGES CONSTANTES

		COMPOSITION DE DEUX FORGES PARALLÈLES

		COMPOSITION DE PLUSIEURS FORGES PARALLÈLES DANS LE PLAN

		COMPOSITION OÈ PLUSIEURS FORCES PARALLÈLES DANS LE PLAN

		VARIATION DE LA SOMME ET DU MOMENT (P ET

		AA _ W ^ RY ~ AB~ YA

		VARIATION D£ LA SOMME ET DU MOMENT (P ET

		COMPOSITION ANALYTIQUE DES FORCES PARALLÈLES

		COMPOSITION ANALYÏlQt!!^ DES FOKCES PARALLÈLES

		S = IA

		COMPOSITION ANALYTIQUE DES FORGES PARALLÈLES

		S^=:^AP

		MOMBNT D UN TRAIN DE LOCOMOTIVES, ETC

		SL'H DES POUTRES DE DIFFSHENTËS PORTÉES

		POSITION LA PLUS DÉFAVORABLE D*UN TRAIN DE LOCOMOTIVES, ETC

		AB

		SV

		EFFET RÉSULTANT DE LA RÉUNION DE LA CHARGE DU POIDS PROPRE, ETC

		ET DE LA SURCHARGE ACCIDENTELLE

		OT' = OM.0N=OA.OB

		EM

		DU CENTRE DE GRAVITÉ EN GÉNÉRAL

		DU CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGURES

		CENTRE DE GRAVITÉ DE UGNBS

		CENTRE DE GRAVITÉ DE LIGNES

		CENTRE DE GRAVITÉ DE FIGURES LDDTÉES PAR DES UGNES DROITES

		DG__ 1 AE_

		AG = CD

		FH + EG

		S^_AG__FC_ SS, ~ GC ~ AP

		CENTRE DE GRAVITÉ DES FIGURES LIMITÉES PAR DES LIGNES COURBES

		CENTRE DB GRAVITÉ DES FIGURES LIMITÉES PAR DES LIGNES COURBES

		CBHTBK DB GRAVITÉ DES VOLUMES

		MOMENTS d'ordre SUPÉRIEUR EN GÉNÉRAL

		MOMENTS D*ORDRE SUPÉRIEUR EN GÉNÉRAL

		ELLIPSE d'inertie

		CL

		MOMENTS DES I

		ELLIPSE CENTRALE

		ELLIPSE CENTRALE

		ELLIPSE CENTRALE

		UUHENrS D£S FunCËS fAH^LLËLES

		ELLIPSOÏDE D*INERTIE ET ELLIPSOÏDE CENTRAL

		ELLIPSOÏDE D'INEKTIE ET ELLIPSOÏDE CENTRAL

		Noyau d'un corps

		FORCES AGISSANT SUR LES DIFFÉRENTS ÉLÉMENTS D*UNE SECTION PLANE

		FORMULES DE L*ELUPSOÎDE D*INERTIE

		MOMENTS D INERTIE DE LIGNES

		PLANES

		MOMENTS D*INRRTIE DE LIGNES

		MOMENTS d'inertie DE LIGNES

		MM

		ELLIPSE CENTRALE ET NUYAU DE FIGURES PARABOLIQUES ET ELLIPTIQUES

		EI.LIHSE CENTRALE ET \OYAU DE FIGURES PARABOLIQUES ET ELLIPTIQUES

		ELLIPSE CENTRALE ET NOTAD DE FIGURES PARABOLIQUES ET ELLIPTIQUES

		ELLIPSE CENTRALE ET NOYAU DE FIGURES PARABOLIQUES ET ELLIPTIQUES

		MOMENTS d'inertie DE DEUX SURFACES

		MOMENTS P INERTIE UE DEUX SURFACES

		MOMENTS DINBRTIB DES FIGURES ANNULAIRES

		FLANIHÉTHE DES MOHEnTS

		TÔ*^ = "• = 1 ,7610 X

		ELLIPSE CENTRALE ET BOYAD d'dN PROFIL DE EAU

		KLLIPSE CENTRALE DU NOYAU D*UN PROFIL DE RAIL

		ELLIPSE CENTRALE ET NOYAU D*UN FER CORNIÈRE

		C + AC

		ELLIPSOÏDE CENTRAL ET NOYAU d'UN PRISME ET D*UN CYUNDRE

		MOMENTS d'inertie d'UN TÉTRAÈDRE

		MOMENTS D*UM PRISME A BASES NON PARALLÈLES

		x«iSi + a:»,z, + a?V

		MOMENTS DB LA PTBAMIDS ET DD cAhE

		MOMENTS d'un TRONC DE PTBAlÉmE DU DE l6nK

		MOMENTS D*UN TRONC DE PYRAMIDE OU DE CÔNE A BASES NON PARALLÈLES

		MOMENTS D£ QUELQUES ELLIPSOÏDES

		MOMENTS DE QUELQUES ELLIPSOÏDES

		FORGES PROPORTIONNELLES A DES LONGUEURS

		DE L'ÉLASTICITÉ

		DC OB

		ET DES SECTIONS

		INTOLUTION DES DIRECTIONS CONJUGUÉES DES FORCES ET DES SECTIONS

		ET DES SECTIONS

		FORCES PROPORTIONNEL LUS A DES SURFACKS

		CONSTRUCTION DE L ELLIPSOÏDE DES FORCES PROPORTIONNELLES

		CONSTRUCTION DE L ELLIPSOÏDE DES FORCES PROPORTIONNELLES

		OETERMINATION DU SYSTÈME DE SECTIONS ET DE POUCES CONJUGUÉES

		COURBES DE PRESSION ET DE TENSION

		FORUULBS DONNANT LES FORCES PROPORTIONNELLES A DES SURFACES

		FORMULES DONNANT LKS FORCES PROPORTIONNELLES A DES SURFACES

		FORMULES DONNANT LES FORCES PROPORTIONNELLES A DBS SURFACES

		DR LA FIBRE MOYENNE EN GÉNÉRAL

		ET F

		DÉFORMATIONS PRODUITES PAR DES MOMENTS SOLLICITANT LES SECTIONS

		QA

		SOMMATION DES DÉFORMATIONS QUE PRODUISENT LES MOMENTS

		SOMMATION DES DÉFORMATIONS QUE PRODUISENT LES MOMENTS

		RÉACTIONS D£S CULÉES d'UN ARC

		ÉPURE D*UN ARC ÉLASTIQUE. 5S

		ÉPURE D*UN ARC ÉLASTIQUE

		SA

		AA' = AA + P'AP

		COURBE D INTERSECTION ET COURBE ENVELOPPE DES FORCES

		COURBE d'intersection ET COURBE ENVELOPPE DES FORCES

		COURBE D*1NTERSECTI0N ET COURBE ENVELOPPE DES FORCES

		C II C II

		PAR DES POINTS FIXES

		COURBE DE PRESSION DANS UN ARC ÉLASTIQUE

		COURBE DE PRESSION DANS UN ARC ÉLASTIQUE

		ARCS ÉLASTIQUES DE FORME PARABOLIQUE ET POUR LESQUELS

		ARC PARABOLIQUE A CULÉES FIXES, SOUMIS A DES CH AUGES AP

		COURBE

		SI

		REPHKSFNTATION GRAPHIOUE DK'^; FOIUIKS CALCrLKKS

		REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES FORCES CALCULÉES

		ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LES RÉACTIONS PRODUITES PAR ÀP, ETC

		TA

		i:kS

		I.MWI

		K - «T* =(- 8,768 f + 6,909 ^ + 1.079) 1 Pp

		REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DES FORGES GALGCLÉES

		ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LR8 RÉACTIONS PRODUITES PAR ÀP, ETC

		PASSENT PAR DES POINTS FIXES

		ARC PARABOLIQUE POUR LEQUEL LES RÉACTIONS PASSENT PAR DES POINTS

		TS

		DE LA POUTRE DROITE ÉLASTIQUE EN GÉNÉRAL

		FOUTRE REPOSANT SIMPLEMENT SUR DEUX POINTS D*APPUIS

		NON ADJACENT

		DES DÉBLAIS EN REMBLAIS

		C. — Sur lk signe de e

		C. CULMANN

		XVII. — Fibre moyenne de poutres droites

		Sources et licence





