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AVERTISSEMENT
Le premier Chapitre de cet Ouvrage renferme les premiers éléments de la théorie des fonctions circulaires; le deuxième est relatif à la construction et à Tusage des Tables trigonomélriques; les deux Chapitres suivants contiennent la Trigonométrie proprement dite, c'est-à-dire l'ensemble des principes sur lesquels repose la résolution des triangles rectilignes ou sphériques. Ces quatre Chapitres constituent la partie élémentaire de noire Ouvrage, et les matières qui y sont développées comprennent tout ce qui est exigé des Candidats aux Écoles spéciales du Gouvernement. Dans le Chapitre cinquième, nous donnons un complément assez étendu de la théorie des fonctions circulaires, si utile dans les parties élevées des' Mathématiques. Enfin le sixième Chapitre, qui termine l'Ouvrage, est surtout consacré au développement des solutions trigonomélriques fondées sur l'em ploi des séries; ces solutions se rapportent à différents cas qui se présentent fréquemment dans l'Astronomie ei dans la Géodésie, et pour lesquels les méthodes générales deviennent insuffisantes.
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TRAITÉ
ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES
Définition du mot fonction.
1. Lorsque deux grandeurs variables sont telles, qu'à chaque valeur de Tune correspond une valeur déterminée de Tautre, on dît que ces grandeurs sont fonctions Tune de Tautre. Par exemple, dans un cercle, la circonférence et la surface sont fonctions du rayon-, et, réciproquement, le rayon est fonction de la circonférence ou de la surface.
La Trigonométrie est fondée sur la théorie de certaines fonctions qui naissent de la considération du cercle, et que l'on nomme, pour cette raison, fonctions circulaires. Nous commencerons par exposer les éléments de cette théorie.
Sur la mesure des longueurs.
2. Soit O {fig- i) un point fixe d'une ligne od x droite ou courbe, et supposons qu'à partir de ce point O on prenne
Fie. «•
sur a/x diverses longueurs OA , OA', OA''', ... 5 ces longueurs, étant rapportées à une même unité, seront représentées par des nombres, et nous donnerons à ces nombres le signe H- ou le signe — , suivant que les longueurs dont ils expriment la
Tris. s. I
mesure seront portées dans un sens ou dans l'autre. Eu d'autres termes, les longueurs portées dans un sens (celui qu'on voudra) seront des quantités positives, les autres seront des quantités négatii^es.
Si, par exemple, on convient que le sens des longueurs positives soit celui de Oo: indiqué par la flèche, et que les points A, A', A''' soient respectivement situés à 7, g, 6 mètres du point O, si en outre on prend le mètre pour unité linéaire, les longueurs OA, OA', OA''' seront respectivement représentées par -+- 7, + 9î — 6. Supposons que a soit la quantité positive ou négative qui représente ainsi une longueur comptée sur a/x à partir du point O -, le nombre d'unités renfermées dans cette longueur sera -H a ou — a, suivant que a sera positive ou négative.
D'après cela, si Ton imagine un point mobile partant de O, et se mouvant tantôt dans un sens, tantôt dans l'autre, les diverses parties de j/o: décrites par le point mobile seront regardées comme positives ou comme négatives, suivant qu'elles auront été décrites par un mouvement dans le sens Ox, ou dans le sens opposé Ox''^ et si l'on désigne par a, b^c^d, ... les quantités positives ou négatives qui mesurent les longueurs décrites successivement par le mobile, par x la quantité qui représente la distance du point O au point où le mobile s'est arrêté, on aura, dans tous les cas,
Des arcs de cercle.
3. Dans l'étude que nous entreprenons des fonctions qui naissent de la considération du cercle, le rayon sera toujours pris pour unité.
Soit O {fig- 2) un cercle dont nous représenterons la circonférence par 2 ir, et le quadrant (quart de circonférence) par —
Soient A un point fixe de la circonférence, M un point mobile partant de A et se mouvant dans le sens de A6 (indiqué par la flèche) que nous adopterons pour les arcs positifs }
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l'arc AM est nul à Torigine du mouvement \ il augmente ensuite, et sa valeur est a t: quand le point mobile est revenu au point de départ. Mais on peut imaginer que le mouvement se
continue indéfiniment, en sorte que le point mobile peut décrire un arc composé d'une ou de plusieurs circonférences. Si le mouvement du point M a lieu dans le sens contraire à celui que nous avons supposé, Tare décrit est négatif, mais sa valeur absolue prend tous les états de grandeur à partir de zéro. Ainsi Tare de cercle est une quantité susceptible de prendre toutes les valeurs entre — oo et -h oo .
L'extrémité fixe A de l'arc variable AM sera dite V origine de l'arc.
Si a désigne Tun des arcs qui ont une même extrémité M, tous les arcs x qui ont cette extrémité seront donnés par la
formule
X ■=. 2. An -h a,
OÙ A représente un entier indéterminé positif, nul ou négatif 5 car deux arcs qui ont même origine et même extrémité ne peuvent évidemment différer que par un multiple de la circonférence.
4. Arcs complémentaires et arcs supplémentaires. — Deux arcs positifs tous deux, ou l'un positif et l'autre négatif, sont dits complémentaires ou compléments Vun de l'autre, lorsque leur somme est égale à un quadrant, c'est-à-dire
égale à —
Deux arcs sont dits supplémentaires ou suppléments l'un de l'autre, lorsque leur somme est égale à une demi-circonférence, c'est-à-dire égale à ti.
Définition des lignes trigonométriques,
5. Menons {Jig* 3) par le centre du cercle O deux droites rectangulaires Oj: et Oj^, qui coupent la circonférence, la première au point A et la seconde au point B-, menons ensuite, par les points A et B, les droites A^ et Bu, respectivement
Fig. 3.
parallèles à O/ et Oj:, et dirigées dans le même sens que celles-ci : on sait, par un théorème connu de Géométrie, que les droites A^ et Bu seront tangentes à la circonférence. Prolongeons enfîn les droites Oj:, Oj^ Kz et Bu suivant Oj/, Oj', As' et Bu'.
Nous prendrons le point A pour origine des arcs, et le sens des arcs positifs sera celui de la direction d'un mobile se mouvant de A vers B. En outre, conformément au principe du n° 2, les longueurs prises à partir du point O sur a/ x oxx sur r' J seront positives si elles sont portées dans le sens de Ox ou de Oj \ elles seront, au contraire, négatives si elles sont portées dans le sens de Oxf ou de Oj'. Pareillement, les longueurs prises sur J zk partir du point A, ou sur u'u à partir du point B, seront positives si elles sont comptées dans le sens de A ^ ou de Bu; elles seront, au contraire, négatives si elles sont comptées dans le sens de A z' ou de Bu'.
Cela posé, désignons par x la quantité positive ou négative qui représente Tare variable dont Textrémité M peut prendre sur la circonférence toutes les positions possibles; abaissons
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MP perpendiculaire sur x' x^ etMQ perpendiculaire sur^'j^; prolongeons le rayon OM qui coupe u'u en S et z'z en T ^ menons enfîn par le point M la tangente HK qui coupe j^'j^ en H et x^x en K : la longueur OQ ou son égale MP, prise avec le signe qui lui convient, est le sinus de Tare x*^ les longueurs AT et OK, prises également avec les signes qui leur conviennent, sont la tangente et la sécante de Tare x.
On peut ainsi poser les définitions suivantes ;
Le sinus d'un ar^c est la quantité positis^e ou négatii^e qui mesure la perpendiculaire abaissée de l'extrémité de l'arc sur le diamètre qui passe par V origine.
La tangente d'un arc est la quantité positive ou négative qui mesure la portion de tangente menée par V origine de l'arc et terminée au diamètre qui passe par l'extrémité,
La sécante d'un arc est la quantité positive ou négative qui mesure la portion du diamètj^e mené par l'origine, complaise entre le centre et la tangente à l'extrémité de l'arc
On nomme cosinus, cotangente et cosécante d*un arc le sinus, la tangente et la sécante de Tare complémentaire.
Désignons toujours par x Tare variable dont Textrémité est M-, je dis que si Ton considère le point B comme une nouvelle origine d*arcs, et que le sens des nouveaux arcs positifs
soît dirigé de B vers A, Tare x aura de même que x le
point M pour extrémité. En effet, puisque B est l'origine de
l'arc x, on peut, pour décrire cet arc, aller d'abord de B
en A, et, à partir du point A, il restera à décrire l'arc — j:, le sens des arcs positifs étant dirigé de B vers A, ou à décrire Tare a:, en supposant que le sens des arcs positifs soit dirigé de A vers B. Or de cette manière on revient évidemment au point M.
Il résulte de là que le cosinus de l'arc x est la longueur MQ ou son égale OP, prise avec le signe qui lui convient, et que la cotangente et la cosécante du même arc sont respectivement égales aux longueurs BS et OH prises chacune avec le signe qui lui convient.
Le sinus, la tangente, la sécante, le cosinus, la cotangente et la cosécante d'un arc x se représentent par les notations
sino;, tang;r, séc^, cosj?, cota:, cosëcx,
et on les désigne par la dénomination commune de lignes tri" gonométriques ou de fonctions circulaires.
J^ariation des lignes trigonométriques.
6. Nous allons examiner de quelle manière varient les six lignes trigonométriques d*un arc j:, lorsque cet arc varie de o à-l-QO etdeoà — oo.
Si X croît de o à H — ? les six lignes trigonométriques
restent positives \ sin x croît de o à -f- 1 , en passant par toutes les valeurs intermédiaires \ tango: croit de o à -f- oo , et sécx croît de I à + 00 .
Les trois autres lignes vont au contraire en décroissant : cosj: décroît de i à o; cotx décroit de -h oo à o, et coséco: décroît de -h 00 à H- i . Ainsi, en désignant par e un arc positif qui décroît de manière à avoir zéro pour limite, on a
sino=:o, coso=r+i,
tango rrr O, cot liiti e = -H 00 ,
séco =r -f- I , coséc lim « := 4- oo , et
Sin - r::; -i- I , COS - = O,
tang lim ( « j 1= 4- 00 , cot - = o,
séclim ( « 1 = -f 00 , coséc - == -h i .
Si X croît de -h - à -h 71, ûnx et coséc x restent positifs,
mais les quatre autres lignes trigonométriques sont négatives, sin X décroît de -I- i à o -, tang.r croît de — 00 à o ; séc j: croît de — 00 à — 1 j coso: décroît de o à — i ; colx décroît
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de o à — 00 et coséco: croît de -|- i à -h oo . Ainsi Toii a tanglim ( --+-« J =- — oo , séclim ( - 4- «j =— oo,
ît
sin TT = o, cos TT = — I ,
tangTT^ro, cotlim(7r — g):r= — oo »
sec îT = — I , coséc lim (tt — i) = -h oo ,
Si X croit de + t: à H , tango: et cota: redeviennent
positives, mais les quatre antres lignes sont négatives -, sinx décroit de o à — i\ tango: croit de o à 4- oo ^ séco: décroît de — I à — 00 5 cosx croît de — i à o ; cota: décroît de H- oo à o, et coséc X croît de — oo à — i . Ainsi Ton a
et
cot lim (ir -I- i) = -h 00 , coséc lim (tt -i- e) = — oo ,
Stt Stt
sm — = — I, cos — =o,
tang lim I i j = -h oo , cot — = o,
séc lim 1 1 = — 00 , cosec — = — i .
Si X croît de — à 2 tt, cos x et séc x deviennent positives,
mais les quatre autres lignes sont négatives ^ sin x croît de — i à o^ tango: croit de — 00 à o\ sécx décroit de 4- 00 à H- i , coso: croît de o à -f- 1 ^ coto: décroit de o à — 00 , et coséc o: décroît de — i à — 00 . Ainsi Ton a
tang lim ( h e ) = — 00 , sec Iim ( h s | = -h 00 »
et
sin 27r 1=:: o, COS2 7r = -|-I,
tang2 7r = o, cotlim(27r — e) = — 00,
séc 2ff:=:-h I, coséc lim (27r — «) =^ — 00.
Si Ton fait croître 0: de 2 tt à 4 ^5 ou de 4 ^ à 6 tt, ou ... -
les six lignes trigonomë triques reprennent périodiquement les mêmes valeurs et dans le même ordre.
Si X décroît de o à — oo , cos x et séc x prennent les mêmes valeurs que quand x croît de o à 4- oo •, les quatre autres lignes trigonomé triques prennent aussi les mêmes valeurs absolues que quand x croît de o à -f- oo , mais les signes sont changés. On vérifie immédiatement ce fait en remarquant que les extrémités de deux arcs o: et — x égaux et de signes contraires sont situées du même côté àey-y et à des distances égales de xx'. Ainsi Ton a, quel que soit x,
sin ( — x) = — siTiXy cos ( — x) ■=. cosa:,
tang ( — jr) nr — tangx, cot ( — .r ) =: — cot.r, séc ( — x)r=sécx, cosée ( — x)-=: — cosécx.
Et, puisque les lignes trigonomé triques redeviennent les mêmes quand on ajoute à l'arc un nombre quelconque de circonférences, on aura, quel que soit x^ et en désignant par h un entier positif ou négatif quelconque,
sin (2/- TT H- a:) =3 sin X, cos(2/ ir -4- a) = cosx,
tang ( 2 >t7r -f- j?) = tang-r, cot ( 2 / tt -h j: ) == cot^r,
séc ( 2 i^TT -I- X ) = séco:, coséc ( 2 / tt -i- j:) = cosëc x.
7. Soit X un arc quelconque positif ou négatif. Les deux arcs X el X -^-t: sont évidemment terminés aux extrémités d'un même diamètre-, par conséquent leurs sinus, leurs cosi^ nus, leurs sécantes et leurs cosécantes sont égaux et de signes contraires, tandis que leurs tangentes et leurs coiangentes sont égales et de même signe. On a donc
sin(ir+jr)= — sina:, cos(7r -l-a:) = — COSj:,
tang (tt -h x) = tang JT, cet (w 4- ^) = cot.r,
séc ( TT H- ar) r= — sécr, coséc {n -{- x) = — cosécr.
Les fonctions tang x et cot x ne changeant pas quand x augmente de TT, on dit que ces fonctions sont périodiques ; tt est Yamplitude de la période ou simplement la période. Les quatre autres lignes trigonométriques sont également des fonctions périodiques de x, mais leur période est 2 tt; on a vu ef-
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fectivement que les lignes trîgoDométrîques ne changent pas quand x augmente d'un multiple de la circonférence. Les équations précédentes montrent que sinj^^ coso:, sécx et coséco: ne font que changer de signe, quand x augmente de la demi -période tt.
Si, dans les équations précédentes, on change jc en — a:, il vient, en ayant égard aux formules du numéro précédent,
sin (tt — x) r= sina:, ces (tt — x) = — cosjr,
tang(7r— 0;) = — tangar, C0t(7r — a?) =z — cotar,
sec (ft — x) = — sëc:r, cosée (tt — x) ^=z cosécar;
d'où il suit que, si deux arcs sont supplémentaires, leurs sinus et leurs cosécantes sont égaux et de même signe, tandis que leurs cosinus, leurs tangentes, leurs cotangentes et leurs sécantes sont égaux et de signes contraires.
Des deux groupes précédents d'équations on déduit immédiatement, en désignant par h un entier positif ou négatif,
nn[(2^-f- \)v±x'\^zç.sm.x^ ces [(2/- + i)it±x'\=z — cosx,
taag [ki:zt:x) r=±tangx, cet [/i'it±x)z:=.±coix^
8éc[(2X-4- l)lt±x'\=i — séca:, COSéc[(2X- H- l)7rzh.r]=:l4ZCOsécar.
8. De la discussion du n*^ 6 il résulte que le sinus et le cosinus restent compris entre les limites — i et -H i ^ la sécante et la cosécante prennent toutes les valeurs entre + i et -h oo , et entre — i et — oo 5 enfin la tangente et la cotangente prennent toutes les valeurs comprises entre — 00 et -h 00 .
Il est très-important de remarquer que chacune des lignes irigonométriques d'un arc x prend toutes les valeurs qu'elle est susceptible d'acquérir dans la variation indéfinie de x, lorsqu'on ne fait varier x que dans un intervalle de deux quadrants. Ainsi, quand x varie de à H — ? le sinus, la tangente, la cotangente et la cosécante prennent toutes les valeurs dont ces lignes trigonométriques sont susceptibles 5 et si x varie de o à tt, le cosinus, la tangente, la cotangente et la sécante prennent aussi toutes les valeurs dont elles sont susceptibles. Enfin, si Ton n'a égard qu'aux valeurs absolues, les six
lignes trîgonométrîques prennent toutes leurs valeurs quand
Tare varie de o à -> ou de - à tt, ou . . . .
On a souvent besoin, étant donné un arc a:, de trouver Tare
compris entre o et - 5 qui, abstraction faîte des signes, a les
mêmes lignes trîgonométriques que x. Il suffit pour cela de retrancher de x le plus grand multiple positif ou négatif de la demi-circonférence qu'il peut contenir, de manière que le reste positif ou négatif ± a soit en valeur absolue moindre
que -•, Tare a aura, en faisant abstraction des signes, les mêmes
lignes trîgonométriques que x.
Des arcs qui correspondent à une ligne trigonométrique
donnée.
9. Il résulte des développements qui précèdent qu'à chaque valeur de Tare entre — oo et -h oo correspond une valeur unique bien déterminée pour chacune de ses lignes trîgonométriques, tandis qu'à une même valeur donnée de l'une des lignes trîgonométriques correspondent une infinité de valeurs de l'arc. Il est très-important de savoir déterminer tous les arcs qui répondent à une ligne trigonométrique donnée, lorsque Ton connaît l'un de ces arcs \ nous allons donner la solution de cette question. Soient, comme précédemment, A l'origine des arcs -^^y la ligne sur laquelle se portent les sinus et les cosécantes*, xf x celle sur laquelle se portent les cosinus et les sécantes ^ Jz et u'u les lignes sur lesquelles se portent respectivement les tangentes et les co tangentes.
SiKUS ET COSÉCANTES. Soît -h OQ OU OQ' UU SÎnUS
donné {fig^ 4) \ menons par le point Q ou Q' une parallèle à OA \ cette parallèle coupera la circonférence en deux points M et M' ou M'^ et IVP, et il est évident que tout arc qui répond au sinus donné aura l'un de ces deux points pour extrémité \ désignons par a l'un quelconque de ces arcs \ je dis que les arcs a et ff — a auront respectivement pour extrémités M et M*
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OU M^ et M'''^ en effet, supposons, par exemple, que a ait son extrémité en M : pour décrire Tare tt — a, ou ira d'abord
Fig. 4.
ti
de A en A', en suivant le chemin ABA'^ il restera à décrire l'arc — a, ce qui ramènera en M', puisqu'en décrivant -h a à partir de A on s'arrête en M. Cela posé, tout arc x qui répond au sinus donné a la même extrémité que l'un des arcs a et ir — Qf.\ on a donc (n° 3), en désignant par k un entier positif, nul ou négatif.
X = a/'ir-H <
ir— a = (2X--Hl)7r— a
Soit, en second lieu, -f- OH ou — OH' une cosécante donnée \ si par le point H ou H' on mène deux tangentes à la circonférence, les poînis de contact M et M' ou IVF et M''"' seront les extrémités des arcs qui répondent à la cosécante donnée. Si donc on désigne par a: et a deux quelconques de ces arcs, on aura comme précédemment
x=2/'ir-ha ou ar= (2/ -f- i)7r — a.
Cosinus et sécantes. — Soit-f-OPou — OF un cosinus donné; menons parle point P ou P une perpendiculaire à OA; cette perpendiculaire coupera la circonférence en deux points M et M'^'^ou M' et M''', et il est évident que tout arc qui répond au cosinus donné aura l'un de ces deux points pour extrémité; désignons par a l'un quelconque de ces arcs. Les arcs a et — Cf. auront leurs extrémités en M et M'^' ou en M' et M'''-, donc tout arc x qui répond au cosinus donné a la même ex-
trémité que Tun des arcs a et — (x.\ on a, par suite,
h étant un entier posîtîf, nul ou négatif.
Soit, en second lieu, -h OK ou — OK' une sécante donnée; si, par le point K ou K', on mène deux tangentes à la circon-» lérence, les points de contact M et IVP' ou M' et M'' seront les extrémités des arcs qui répondent à la sécante donnée. Si donc on désigne par j: et a deux quelconques de ces arcs, on aura, comme précédemment,
j: = 2 /• tr ± a.
Tangentes et cotangentes. — Soit une tangente donnée H- AT ou — AT' ou une cotangente donnée -4- BS ou — BS'; menons une droite par le centre du cercle et par l'extrémité de la tangente ou de la cotangente donnée 5 cette droite coupera la circonférence en deux points M et M'' ou M' et M^, et il est évident que tout arc qui répond à la tangente donnée ou à la cotangente donnée aura l'un de ces deux points pour extrémité^ désignons par a l'un quelconque de ces arcs. Les arcs a et 7: H- « auront évidemment leurs extrémités en M et IVF ou en M' et AF' 5 donc tout arc x qui répond à la tangente donnée ou à la cotangente donnée a la même extrémité que l'un des arcs a et tu 4- a, et l'on a, par conséquent,
jrr^a^îr-ha, ou ;r = 2/'7r-f-7r4-a = (2^4-i)7r-|-ai
OU simplement
j: = /-TT H- a,
h désignant un entier positif, nul ou négatif.
Ce qui précède conduit aux conséquences suivantes :
Pour que deux arcs aient le même sinus ou la même cosé^ cante, il faut et il suffit, ou que leur somme soit égale à un nombre impair de demi-circonférences, ou que leur différence soit égale à un nombre pair de demi-circonférences.
Pour que deux arcs aient le même cosinus ou la mêmesé^ cante, il faut et il suffit que leur somme ou leur différence soit égale à un nombre entier de circonférences.
Pour que deux arcs aient la même tangente ou la même
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cotangente, il faut et il suffit que la difféi^ence de ces arcs soit égale à un nombre entier de demi-circonférences.
Quand on pose
X = sina:, ou x= tangjr, ou x = sec j-, ou . . . ,
on a coutume d'écrire aussi
X = arc sin^, ou x=z arc langj, ou x=z arc sécj, ou . . . ,
4:'est-à-dire x = l'arc dont le sinus esty^ x = Varc dont la tangente est y^ . . . ^ mais, d'après ce qui précède, on voit que ces expressions arc sinj^, ... ne sont pas entièrement déterminées, car elles admettent une infinité de valeurs pour chaque yaieuràejr. Les quatre expressions arcsinj^, arc tangj^, arc cot^, arccosécj^ deviendront complètement déterminées si l'on spécifie que leurs valeurs restent constamment comprises
entre et H — ; pareillement les expressions arccosj^
et arcséc^ seront déterminées si Ton spécifie que leurs valeurs restent constamment comprises entre o et tt. Avec cette restriction, les six expressions
arc sinj^, arc tang^, arc séc j, arc cosj, arc cot j, arc cosée/
peuvent être considérées comme des fonctions dej^^ elles sont employées à ce point de vue dans les parties élevées des Mathématiques , et on leur a donné le nom de /onctions circulaires inverses. Par opposition, les lignes trigonométriques soiît souvent désignées sous le nom de fonctions circulaires directes.
Relations entre les lignes trigonométriques d'un même arc.
M. H existe entre les six lignes trigonométriques d'un même arc cinq relations distinctes que nous allons établir.
Soit X [fig* 5) un arc positif ou négatif dont l'extrémité M est située dans le premier quadrant A6, on a
OM = i,
sina: = MP, tangj: = AT, scc^ = OK, cosx = OP, cotx = BS, coséca: ^ OU.
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Cela posé, le triangle OMP donne
les triangles rectangles MOK et MOH donnent aussi
OK.OP = Ôm', OH.OQ = Ôm';
Fîg. 5.
enfin les triangles semblables TOA et MOP, BOS et MOQ donnent
OA""OP' OB"~OQ
Ces cinq égalités peuvent s'écrire de la manière suivante : ( I ) sin* j: -I- ces' j: = i ,
(a) sécj?.cosar = I,
(3) cosécar . sin a: = I ,
sinj?
cosor
cosj:
tangjr:
COtar :
Telles sont les relations que nous voulions obtenir*, on peut en déduire plusieurs autres qu'il importe de remarquer. Ainsi on tire des équations (4) et (5), par la division,
(6) cota: = 5
les équations (a) et (3) donnent aussi
Kl) (8)
seca:= ,
cosx
coseca:= -; — »
sinx
I -I- cet' a: = I -f- . , = -r-r
ou, à cause des relations (7) et (8),
(9) séc* j: = I + tang'ar,
(10) cosëc*x = I -I- cot'x.
Ces deux dernières peuvent être démontrées directement, car les triangles rectangles OTA et OSB donnent
Ôt' = Ôk' = ÔÂ' -h AT , Ôs' = Ôh' = ÔB* + Bsl
relations qui ne sont autres que les équations (9) et (10).
12. Pour établir les formules (i), (2), (3), (4) et (5), nous avons supposé l'extrémité de Tare x située dans le premier quadrant ; mais il est aisé de voir que ces formules sont générales. En effet, quelle que soit la position de l'extrémité M sur la circonférence, il existe (n° 8) un arc compris entre o et
-j et qui, abstraction faite des signes, a les mêmes lignes tri-
gonométriques que j:*, d'où il suit que, si l'on n'a égard qu'aux valeurs absolues des lignes trigonomé triques, les relations (1), (a), (3), (4) et (5) auront toujours lieu. La relation (1), qui ne contient que les carrés de sin^ et de cos x, sera donc vraie dsins tous les cas, et il suffit de constater que les deux membres de chacune des relations (2), (3), (4) et (5) ont toujours le niêiiie signe. Or on a vu :
1° Que cosàr et séc or sont tous deux positifs si l'extrémité de l'arc x est située dans le premier ou dans le quatrième quadrant, et qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas 5
2^ Que sinx et coséc x sont positifs si l'extrémité de Tare x est située dans le premier ou dans le deuxième quadrant, et qu'ils sont négatifs dans les deux autres cas ^
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3° Que la tangente et la cotangente de x sont positives si rextrémité de cet arc est dans le premier ou dans le troisième quadrant, auquel cas sinoret cosj: sont tous deux positifs ou tous deux négatifs \ tandis que les mêmes lignes trîgonomëtriques sont négatives si Textrémité de Tare x est dans le second ou dans le quatrième quadrant, auquel cas sin^ et cos X ont des signes contraires ,
On conclut de là, et de la règle de la multiplication des quantités positives et négatives, que les deux membres de chacune des relations (2), (3), (4)9 (5) sont toujours de même signe. Par conséquent ces formules subsistent pour toutes les valeurs de x.
13. Des relations (i), (2), (3}, (4), (3) on peut tirer les valeurs de cinq quelconques des six lignes tri gonomé triques en fonction de la sixième j on a, par exemple,
COSJT =dr \j\ — sin^x,
aiu.'T'
lang^ — __^ >
rir V 1 — sm'a:
dz v/ 1 — sin* j:
sec-'»? = : — ,
smar
cosécj?
±:V^i— sin'j?' sin.r
Remarquons toutefois que, lorsque Ton connaît une ligne trigonométrique d'un arc a:, les autres lignes ne^ont pas toutes déterminées complètement 5 ainsi, quand on donne sinx, la valeur de cosécr est déterminée, mais on ne connaît que les valeurs absolues des quatre autres lignes. La raison en est que, parmi les arcs dont le sinus est donné, il y en a dont les cosinus, tangente, cotangente et sécante sont positifs, et d'autres pour lesquels les mêmes lignes sont négatives.
On a souvent besoin de connaître sinj: et cos a: quand on donne tangj:^ supposons que la valeur donnée de tangx ait la
forme fractionnaire — ; on aura n
sin a: m
Bin^x + cos*x = I , = — »
cosj: n
CHAPITRE PREMIER
d'où Ton tire
sm x = - ? cos jr =
pans ces deux formules, le radical \/m* •+- n* doit être pris avec le même signe-, mais ce signe est indéterminé.
L'arc j étant égal à son complément, cos j est égal à sin y ;
on a donc
tang T = ' ;
on trouve ensuite, par ce qui précède,
Sin -7 =: cos 7 = J^ •
Formules relatives à l'addition des arcs,
14. Sinus et cosinus. — Nous nous proposons ici de déterminer le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, connaissant les sinus et les cosinus de ces arcs.
Désignons par a et i deux arcs positifs dont la somme ne
surpasse pas-* Soit {fig* 6) A Torigine des arcs; prenons • Fig. 6.
AJ\1 = a et MN = b\ on peut considérer l'arc b comme ayant ^ pour origine et N pour extrémité, et Ton a
lï^enons NQ perpendiculaire sur le rayon OM-, NR, QI, MP
Trig. S, 2
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perpendiculaires sur OA, et QH parallèle à OA, on aura
sina = MP, cosa = OP,
sin b = NQ, cosh =z OQ, sin (« + ^») = NR = QI -f- NH, cos {a-hb) = OK = Ol — QH.
Cela posé, les triangles semblables MPO et QIO donnent
mp'"op""om'
d'où Ton tire
^^ MP.OQ . . ._ OP.OQ .
QI = — ;r— — = sma cosb, 01 = ^,. =: cosfl cosb. OM OM
Les triangles MPO et NQH sont aussi semblables, car ils ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun-, on a donc
NH _QH_ NQ
OP ~mp""om'
d'où l'on tire
^„ OP.NQ . . ^„ MP.NQ . . .
NH = = cosa smo, QH = =-• sma sin 6.
On a, d'après cela,
(i) mï{a -\- b)z=z sma cosb -\- cos a un b y v
(2) cos(a-h ^) = cosacos^ — sinasin^.
15. Ces formules (1) et (2) n'ont été démontrées que dans Thypothèse où a et £ sont deux arcs positifs dont la somme
n'est pas supérieure à - ; mais nous allons prouver qu'elles
s'appliquent à deux arcs quelconques a el b,
1° Les formules (i) e^ (2) subsistent pour toutes les valeurs
de a et de b comprises entre o et —
Cela ayant été établi pour le cas de a + i <^ - ou = -> supposons a -4- i > -•, soient a' et b' les compléments de a et
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de i^, on aura a' -4- i' <^ -5 par conséquent,
sin {a' -{- b')=: sin a' cos b' + cos«' sin b', ces (a' -+■ b') = cos a' cos b' — sin a' sin b'.
Comme les sinus de deux arcs supplémentaires sont égaux, tandis que les cosinus sont égaux et de signes contraires, si l'on
remplace a', b' et a' -4- b* par leurs valeurs a, b el
îT — (a -H i), on obtiendra précisément les formules (i) ei (2). 2° *Sï les formules {1) et {2) s'appliquent à deux arcs aetb^
elles subsistent encore, quand on ajoute- à l'un des arcs.
Les arcs a el b satisfaisant, parliypotlièse, aux formules (i)
et (2), posons a' = a-\ — > et remplaçons a par a' 7 îl
viendra
sin ( a' -H ^ ] = sin ( «' j cos b -+- cos ia' j sin b,
cos ( a' + 6 j = cos ( «' j cos^ — sin [a' j sin è ;
or on a, quel que soit x^
/ 7r\ . /tt \
la: 1 = — sin I .r r= — cos ar,
sm
eus
donc les formules précédentes peuvent s'i^crire comme il suit :
cos (a' H- b) =r cosa' cos^ — sin a' sin^, sin [a' -^ b)=z sin a' cos^ -f= cos a' sin//,
et Ton voit que ce sont les formules (i) et (2) où Ton a mis à
ou a -I — à la place de a.
Z^ Les formules (i) et[i) subsistent pour toutes les valeurs
positives de a et de b.
Supposons, en effet, que les arcs positifs aet b contiennent
respectivement, le premier m, le deuxième n quadrants, et posons
az=.m — hfl, b =zn \- b\
d et V étant chacun moindres qu'un quadrant^ on aura
sin (fl' -h 6') = sin a! cosb^ -f- cosa' sin^', cos (a' -\- b') =z cos b' cosd — sin a' sin b* ,
Or, d'après ce qui précède, ces formules subsisteront si Ton
ajoute successivement m fois - à a! eX. n fois - à A' ^ donc les
formules (i) et (2) s'appliquent à deux arcs positifs quelconques a Qlb.
4° Les formules (i) e^ (2) subsistent pour des ^valeurs quel^ conques de a et de b.
Cette proposition étant démontrée dans le cas où a et i sont tous deux positifs, supposons que l'un au moins de ces ares soit négatif, et désignons par h un entier assez grand pour que les sommes 2 /ttt -f- a = a', 2 /(Tt: 4- i = i' soient positives •, on
aura
sin [a' -\-b')=: sin d cos b' -h cos a! sin b' ,
cos ( a' -f- b')z=. cos a' cos b* — sin d sin b' ;
remplaçant d par 2 /tt: -h a, V par 2 Â tt -h i, et se rappelant que l'on a, quel que soit x,
sin(2/n -f- x) = sinx, COS(2/7r -t- J?) nrCOSX,
on retrouve les formules (1) et (2).
La généralité des formules (i) et (2) est donc complètement établie; il convient de remarquer que chacune de ces formules peut se déduire de l'autre en remplaçant dans celle-ci a par
a-\ — » ou 6 par h -\ — .
Si dans les formules (i) et (2) on change b en — i, il vient
(3) sin(a — ^) = sinflcosô — cosflsin^,
(4) cos(fl — b)=cosacosb -\-ûnas\Tib.
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et le cosinus de la somme d'un nombre quelconque d'arcs, quand on connaît les sinus et les cosinus de ces arcs. Soient, par exemple, a, è, c trois arcs quelconques-, on a
sin (fl -+- ^ -H c) = sin {a -f- b) cosc -+- cos (a -H b) sine, ces (a -\- b -hc) =cos(«-h b)cosc — sin [a -+- 6) sine;
puis, en développant sin (a -H i) et cos (a -h i), il vient
sin [a -h b -\- c) = sinflcos^cosc -f- sin ^cosa cosc -+- sin c cos fl cos è — sin^; sin ^ sine,
co8(a -+- ^ -+- c) = cos a cos ^ cosc — cosasin^sînc — cos b sin « sin c — cosc sin a sin b.
Connaissant ainsi les formules qui donnent le sinus et le cosinus d'une somme de trois arcs, on pourra obtenir celles qui donnent le sinus et le cosinus d'une somme de quatre arcs, et ainsi de suite.
17. Tangentes et cotangentes. — Proposons -nous maintenant de trouver la tangente ou la cotangente de la somme de deux arcs, connaissant les tangentes ou les cotangentes de oes arcs.
Soient a et b deux arcs quelconques, positifs ou négatifs^
on a
, . , sin (a -f- ^ ) sin fl cos b -f- cos a sin b
tang(aH-6)=: ) r: = 7 : ^-7'
° ^ cos [a -+■ b) cos a cos b — sm a sm 6
et, en divisant les deux termes de cette valeur de tang(a -+- b) par cos a cos &,
(5) tang(a + ^)= ^ ■ , . -
^ ^ °^ ' I — tangfltang6
Si l'on change è en — b dans cette formule, il vient
tanga — tang^
(6) tang(a-^)=:
I -+- tangatang
Pour avoir cot(a-4- b) en fonction de cota et cote, il suffît de se rappeler que la cotangente d'un arc est l'inverse de la tangente de cet arc. Au moyen de cette remarque, on peut
ccrire les équations (5) et (6) comme il suit :
, ,v cota cote — I , ,. i + cotacotft
cotia -h o]=z -, cot{« — b)=i .
' cotât -h cote ^ ' cotÉ^T—cota
On peut aisément, par ce qui précède, exprimer la tangente de la somme d'un nombre quelconque d'arcs en fonction des tangentes de ces arcs. Soient, par exemple, a, J, c trois arcs quelconques^ on a
^^ ' I— tang(a-h ôjtangc
et, en remplaçant tang(a -H h) par sa valeur * ^ ^»
il vient
, . . ttmsa -4- tanc^^ -+- tarnsc — tanga tang^ tangc ^ ' I — tanga tang6 — tanga tangc — tango tangc
Connaissant ainsi la formule qui donne la tangente d'une somme de trois arcs, on pourra obtenir celle qui donne la tangente de la somme de quatre arcs, et ainsi de suite.
Formules importantes déduites des formules relatives à f addition des arcs.
Des formules
sin(^i -{- b) = sinacos^ -+- cosasin^, cos(a 4- b) =cosacosè — sinasin^, sin(a — b) = sinacos^ — cosasîn^, cos(a — b) =icosacosb H- sinasin^, on déduit
isiu(a -h b) -h sm(a — b) = 2sinacosb, sm[a -\- b) — sin(fl — b)z= icosa sine, cos(û-4- b) -h cos(a — b) = 'zcosacos^, cos(a — b) — cos(a + b) = asina siab.
Soient maintenant
a-^- b =p, a — bz=.q\ ,
on aura
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et les formules précédentes deviendront
siop -+- sîn^ = 2 sin - (/? + q) ces - (p — q)^
sîap — sin^ = 2 sin - f/7 — q) ces - (p -h q),
co&p -+■ cosq = 2 cos - (p -\- q) CCS - {p — q),
cosq — cosp = 2 sin - (p H - ^) sin - (p — q).
Ces dernières formules sont fréquemment employées; elles servent à exprimer la somme ou la différence de deux sinus ou de deux cosinus par un produit de sinus ou de cosinus.
On peut de même exprimer par un produit la somme ou la différence d'un sinus et d'un cosinus -, en effet, on a
cosp ± sin^ = sin ( p\±sinq,
et, en faisant usage des formules (2),
.fit p — g\ /tt p
cosp -f- sm<7 :
cosp - sin^ = 2 sm (^^ _ ___ j cos (^^ - -^ - j •
En divisant deux à deux les formules (2), on obtient les suivantes, qu'il importe de se rappeler :
sinjp -h sin g __ ùn\{p -H ^)cos|(jp — g) _ tang~(/? -j - g)
■tangj(/> + î),
smp sin/? • cospsinp -
sm g siQ
• sin ^ sin
cos^ sin y
cos^ — cosp siap — sin ^
sm sin
cosp -+• cos g cos sinp — sin ^ ces
cos^cosp-
■ cosp
■ cosq
sm cos
C0S7 — cosp sjn?
= cet
{pip
■q)cos^{p
■Jù.
•î)cosj-(/>
tang|(/> — q), coti(/>-l-<7),
{p + q)sai\{p—q)
(p+q)cox\[p — q].
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19. On peut aussi transformer la somme ou la différence de deux tangentes en un produit de lignes trigonométriques. On a, en effet,
sina , sine sioûcos^ dzcosfl sin^
taniç a dz tang b = ± — - = r >
cosa coso cosacoso
ou
.i-N . , sin(adb^) (5) tansa±taLnsb = — ^^ r^;
^ ^ o D COSflCOSC»
on aurait de même
,,., _, , sm(b±a)
6) cotait:cot^= — T^^ — t—t^
^ smasmb
/ V j_ , cos(azp^)
(7) cotg:±:tang^^ . / *
^' ° smacos^
Voici encore une formule qu'il convient de remarquer. Multiplions entre elles les deux égalités
sin(fl + b) = sina ces ô -+- cosasin^, sin(a — b) = sin^icos^ — cos«sinô; il vient
• sin(a -+■ b)sin(^a — b) = sin'acos^ô — cos'« sin^è
= (i — sin*6) sin'a — (i — sin'a) sin*6 = (i — cos'a)cos*^ — (i — cos'è)cos*fl, ou
sin(fl 4- b)sïn(a — b) =z sin'a — sin^6
( r=:COS'è — COS^^
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il vient
2sin-
h . / h\ , I h\ - cosa = sm ( fl + - j — sin ( a J >
(fl + A ) := Sin ( « H ] — SID I û H H
, h , ,.x . / 5A\ . / 3A\ 2sin-cos(a -t- 2^) == sm ( a H | — sm \a-\ h
. h 2 sm - cos
-cos[flH- \n — iJ^J = sml a H h 1 — sml «H ny
Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant les réductions, il vient
2sin-jcos«-hcos(a4-^)-4-cos(fl + 2A)-l- . . . + cos[^i-f-(/î— -i)A] j
:sin
(a+^^'Â)-sm(«-^),
<i*où
cosfl -h cos (a -4- A) 4- ... -4- cos[fl -^[n — i)^]
. / o.n^ I A . / ^\ sm 1 « -f- — h\ — sm I û 1
2sm -
enfin, en transformant le numérateur du second membre en produit de sinus et cosinus, par les formules du n° 18, on a
cosa -*-cos(« + ^) H- cos (a -f- 2A)-t- ... H- cos[a -t-(/i — i)A]
, nh l /z — I \ sm — cos I a H h \
sm-
Si dans cette formule on change a en a, et A en — A,
il vient
8ina-4-sin(a + ^) -h sin(fl + 2A) + . . . -»-sin[a -h(/i — i)A]
, nh . l n — I , \ sm — sm ( a H h
sm-
Les deux formules précédentes donnent des expressions trèssimples pour la somme des cosinus de n arcs en progression arithmétique, ainsi que pour la somme des sinus de ces arcs.
Multiplication des arcs,
21. Expressions de sin 2 a et de cos 2 a en fonction de sîna ou DE cos a. — Si, dans les formules
j sm(a -+- 6) = sinflcosè H- cosasin6, ( cos(<2 -t- ^) = cosflcosè — sin a sin ^,
on fait i = a, il vient
sin 2 a = 2 sin a cos «,
cos 2 a =: cos'û — sin'tt.
Ces formules (2) font connaître les valeurs de sin2aetde cos 2a en fonction de sina et de cosa. Si l'on veut les exprimer en fonction de sîna ou de cos a seulement, on devra remplacer cos a par ^i — sin' a, ousinapary/i — cos' a j on obtient ainsi
, V ( sin ia = ±2sîna^i — sin*a = =b2Cosa^i — cos*fl, ( cos2a = I — 2sin'a = 2cos*a — u
Il importe de remarquer que cos 2 a s'exprime ralionnellement en fonction de cos a ou de sin a, tandis que sin 2 a est une fonction irrationnelle de sin a ou de cos a. H résulte de là que, si Ton connaît la valeur de sina ou de cosa, cos 2a est entièrement déterminé, tandis que la valeur absolue de sin 2a est seule déterminée. Nous allons donner la raison de ce fait.
Supposons d'abord que la valeur de sina soit connue, et
posons
sina = ^;
l'arc a est indéterminé, et ses valeurs, en nombre infini, sont données (n® 9) par les formules
fl = 2/*7r-f-a, « = (2^-+-l)7r — a, |
où a désigne un arc déterminé ayant b pour sinus. D'après
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cela, les valeurs de sin2a sont données par les formules
sinaa = sin(4^*7r + 2a) = sinaa,
sin2a =^ sin(4X'7r -H 27r — 2a) = — siii2a;
et celles de cos 2 a sont
C0S2a = cos(4X'îr + 2a)=:COS2a, C0S2a = cos(4 A-TT + 27r — 2a) = cos2a.
On voit par là que sin2a est susceptible de la double valeur ± sin2â(, tandis que cos 2 a n'a que la seule valeur cos 2a.
La même chose a lieu si c'est la valeur de cos a qui est connue. Soit
cosa= bf
et désignons par a un arc déterminé ayant b pour cosinus , les valeurs de a sont données par la formule
a =z 2Aitzh a;
par suite, celles de sin2a et de cos 2 a le sont par les suivantes :
sin2a = sin(4/*îpdl 2a) = dzsin2a,
C0S2a = cos(4^'7r=t 2 a) = cos 2a;
sin 2a a donc deux valeurs égales et de sigues contraires, tandis que cos 2 a n'en a qu'une seule.
22. Expressions de sin 3 a et de cos 3 a en fonction de sin a ou de cos a. — Si, dans les formules (i), on fait i = 2a,
On trouve
sinSa =: sinacos2a H- cosasin2a,
cosS a = cos flcos 2a — sina sin 2 a ;
en remplaçant sin 2 a et cos 2 a par leurs valeurs tirées des équations (2), on trouve
- I sîn3a = Ssinûcos'a — sin* a,
I cos3a =: cos^a — 3 sin^acosa,
formules qui font connaître sin 3 a et cos 3 a en fonction de sÎTia et de cosa. En remplaçant, dans la première, cos'a par
I — sin*a, et dans la seconde sin'a par i — cos'a, il vient sin3a= 3sina — 4^^^'^»
f cos3û = 4cos*a — ocosa.
On voit que sin3a et cos3a sont exprimables rationnellement, le premier en fonction de sina, le second en fonction de cosa; au contraire, sin3a est une fonction irrationnelle de cosa, et cos3a une fonction irrationnelle de sina. Il résulte de là que, quand on donne sina, sin3a est entièrement déterminé, tandis que la valeur absolue de cos3a est seule déterminée 5 au contraire, si Ton donne cosa, cos3a est déterminé, mais sin3ane l'est pas. On peut montrer qu'il doit en être ainsi, par des considérations analogues à celles dont nous avons fait usage au n° 21 , et qu'il serait superflu de reproduire ici.
23. Si Ton connaît les valeurs de sin{m — i)a et de cos(/72 — i)aen fonction de sina et de cosa, on aura celles de sinma et de cosma, en posante =. (m — i)a dans les équations (i), qui deviennent alors
sinma = sinacos(m — i)a-\- cosasin(m — i)a, cosma rzrcosacos(m — i)a — sinasin(m — i)a,
et en remplaçant sin (m — i)a et cos(/w — î)a par leurs valeurs connues. On comprend comment on pourra calculer de proche en proche, par cette méthode, les valeurs de sin4a et de cos4a) de sin 5 a et de cosSa, . . ., en fonction de sina et de cosa. Mais nous ne pousserons pas plus loin les calculs^ nous donnerons d'ailleurs, dans la suite, une méthode générale pour former directement les valeurs de sinma et de cos/na, quel que soit l'entier m,
24. Expressions de tangaa et de tang3a en fonction de tanga. — Si, dans la formule
f£:\ * ^ . /x tanga -+-tang^^
(6) tangf a + /->) = ^'
^ ' b\ T^ ; I — tangatang//
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on fait t = a, il vient
, . 2tancja
(7) tang2âr=: ^^-—-^
' ^ ° 1 — tangua
formule qui fait connaître tangaa en fonction de tanga. Si, dans la formule (6), on fait i = aa, il vient
I — tanga tangua et, en remplaçant tanga a par sa valeur tirée de la formule (7),
3 tango — tangua
tang3a =
I — Stang'a
Géiàéralement, si la valeur de tang(m — i) a en fonction de tanga est connue, on aura tang/na par la formule
tangma — ^ ^L L_ .
1 — tangatang(/w — \)a
On pourra donc calculer successivement les valeurs de tang4a) tangSa, . . . , qui seront toutes exprimées en fonction rationnelle de tanga. Nous donnerons dans la suite Texpression générale de tangma en fonction de tanga.
L'expression de cot/na en fonction de cota se déduit immédiatement de l'expression de tang /zia en fonction de tanga-, par exemple, en remplaçant dans la formule (7) tanga et
tancaa par — et > il vient
^ * cota cot2a
cot'a — I
cet 2 a = •
2 cota
Division des arcs.
ExpRESsioiYS DE sin-a et de cos-a en fonction de cosa
— Ona(n« 21)
cos* -a — sin* - a = cosfl, 2 2
cos' -a -\- sId* - a = I , 2 2
3o TRAITÉ DE TRIGOr(OM£TRlB.
et on tire de là
1 I + cosfl .1 I — cosa cos' - rt = y sur - a =z 9
d'où
1 _i_ . /iH-cosa .1 _L-. /i
[i) cos-a = dbi/ î sin-a = zt4/-
— cosa
On voit aue les valeurs absolues de cos- a et de sin-asont ^ 22
déterminées, mais que leurs signes ne le sont pas. On peut
expliquer ce résultat par les considérations que nous avons
déjà employées au u? 21. Soient b la valeur donnée de cosa,
et a un arc déterminé ayant b pour cosinus^ les valeurs de a
pour lesquelles on a cosa = b sont données par la formule
a = 2X'Tr dba;
par suite, les valeurs de cos -a et de sin~a le sont par les suivantes :
cos -az= cos ( /'TT dz - a ) j siD - a = sin f ^tt ziz - a ) •
Or, si l'on prend pour k un nombre pair, ces formules deviennent
1 I .1 , . T cos - « = cos - a, sm - rt =r 2t sin - a ;
et si l'on prend pour k un nombre impair, elles deviennent
1 I .1 , . I cos - a = — cos - a, sin - a = zh sm - a :
ce qui montre que cos-a est susceptible de la double valeur
rh cos-a, et sin-a de la double valeur ± sin-a. 2 ' 2 2
Si l'arc a est donné, les signes de sin - a et de cos- a sont
connus, et l'on peut calculer ces quantités au moyen des formules (i). Veut-on, par exemple, avoir le sinus et le cosinus
CaAPITRE PREMIER. 3l
de Tare q» sachant que le cosinus de y est — (n° 13) ^ les formules (i) donneront
CCS K = > sm n =
Expressions de sin-a et de cos- a en fonction de sina
— Si, dans les formules ( i ) , on remplace cos a par ±sj i — sin'a,
il vient
cos- ■ '
. I , . / iqp i/i — sm'fl sm - a = zL \/ ^^ ^ -,
mais on peut arriver à des résultats plus simples. En effet, des deux formules
2 sin — fl cos - a = sm «, cos' - a h- sm* -a =z\. 22 22
on déduit, par addition et soustraction,
cos - a -f- sm - a ) = i -f- sin«,
( ces -a — sm - flj =1 — sm <2,
d'où
cos - rt + sm - a = ziz i/ 1 -f- sina, 22^'
cos - a — sin - a = zii v' I — sin^, 22^
et, par conséquent^
Icos-« = dLi-(v/i + sinûzh y/i — sina), 2 2
sin-« = dt-(y/i -t- sin^qi ^i — sina).
Dans ces deux formules, les signes supérieurs ou inférieurs,
hors des parenthèses ou dans les parenthèses, se correspondent-, mais dans chacune d'elles le signe hors des parenthèse.^ est indépendant de celui qui se trouve dans la parenthèse.
On trouve ainsi quatre valeurs pour cos-a et quatre pour sin - a *, et il est remarquable que les valeurs de cos - a soient
précisément les mêmes que celles de sin -a. Pour expliquer
ce résultat, soient b la valeur donnée de sin a, et a un arc déterminé ayant b pour sinus \ les valeurs de a étant données par les formules
les valeurs de cos -a et de sin -a sont
cos - az=z cos A-TT H — a 1 > cos - a = cos att H a ) f
sin - a = sin ( / tt H — a U sin - a :=z sin ( X'tt H a | •
Si Ton prend pour h un nombre pair, ces formules deviennent
1 I I /tt I \ . I
cos - fl =: cos - a, cos — az=z cos a = sm - a,
.1 .1 .1 . /tt I \ I
sin - « = sm - a, sm - a = sin 1 a i = cos - a ;
et, si Ton prend pour k un nombre impair, elles deviennent
1 /tt I \ .1 -a=z — cos 1 a ) = — sm - a,
. /tt I \ I
sm a r= — cos - a ;
d*où il suit que cos - a et sin - a ont chacun les quatre valeurs ± cos - a, zb sîn - a.
Si l'arc a est donné, on sait quels sont les signes de sin - a
cos - a == — cos - a, cos
sm - a = — sm - a, sm - a =
Expression de tang-a en fonction de tanga. — Si
dans la formule
2 tdiaç^a
tang2a = ^ . '>
I — tangua
on remplace a par - a, il vient
2tangyfl
I — tang|«'
d'où, en faisant
tangfl = b, tang - az=a:^
on tire de là
Pour savoir ce que représentent ces deux racines de l'équation (3), soit a un arc déterminé ayant b pour tangente; les valeurs de a seront données par la formule
a = X' Tt -f- a, c t celles de x par la suivante :
Si l'on prend pour h un nombre pair 271, cette formule donne
X = tang ( «TT H — a j = tang - a, Trig, s. 3
ci-..*rrrj: «'lsl:
et de cos-«- "^^ ^^ ■ '''*"■
tilés qui a U yin^ fr^u-- permet de dêtenii-:!- : -^
prendre dans W^- ' -— — et de sm-«-
dans la formule
roreinplace a^^^
d'oQ, ea faisani
onuredeU
f^mr satcfrtsri
Jerieaiatm
■ tfon (3). soti »
"Valeur* «Je a «a
• t ccUrtde*»!
( livement (n® 9) à ceux
> distinctes
•ATT a\ /4^ , ^\
ir un plus grand nombre.
et, si Ton prend pour k un nombre impair 2/i + i , elle donne
(ir I \ /tt I \ I
/îttH ! a] z= tang I 1 a ] = — cot - a ;
d'où il suit que x a les deux valeurs tang -a et — cot -a,
dont le produit est égal à — i .
Si Tare a est donné, il est aisé de déterminer quelle est
celle des deux racines de Téquation (3) qui est égale à tang - a, car on sait d'avance quel est le signe de cette tangente. Supposons, par exemple, qu'on veuille trouver tang^t? sachant
que tang y = i -, on fera b = i dans la formule (4), qui don-
nera, parce que tang ^ est positive,
tang g— — i-f- v/^.
28. On peut exprimer tang - a eu fonction de s'ina et de cosa par une formule qui est d'un usage fréquent. On a
tang - a
I sin~a isin^a cosia 2S\n^r,a
2 cos-ja 2, cos'|û 7. s'iï) ~ a c.()<> ^ u
et, en se servant des formules établies précédemment, on
trouve
1 sïna I — cosa
2 I H- cosa sina
En remplaçant sina par ^i — cos*a, on a encore
cosa ° ~ ^/ » 4_ cosa
29. Equation dont dépend cosx quand cosa est donné. Si, dans la formule
cos3a =z 4cos'a — 3 cosa,
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on remplace a par -> il vient
COSa =r 4 COS* -x — 3 008 X J
ou, en posant
a cosa = ô, COS - r= or,
Cette équation est du troisième degré, et l'Algèbre apprend qu'elle a trois racines réelles. On peut démontrer ce fait comme il suit : a étant un arc déterminé dont le cosinus est b^ les valeurs de a sont données par la formule
a=z aX-TT dba,
et les valeurs de x le sont par la suivante :
où Ton doit donner à k toutes les valeurs entières positives, nulles ou négatives. Or, quel que soit /:, on peut écrire
l'étant Tun des nombres o, i ou 2; on a donc
mais les arcs
ont des cosinus qui sont égaux respectivement (n** 9) à ceux des arcs
a 9. ïT a ^Tt a
3' T"^3' T^3' donc X a les trois valeurs distinctes
et ne peut en avoir un plus grand nombre.
a COS ^5 COS
30. Équatiow dont dépend sin^ quand sîna est donné. — Si, dans la formule
sin 3a = 3 sma — 4 sin'a,
on met ^ au lieu de a, il vient
sma = 3 sm - — 4 sm 0»
et, en posant
on obtient l'équation
. . a sma = o, sm - r= ar,
qui se déduit de celle du n** 29 en changeant i en — b.
Pour savoir ce que représentent les trois racines de cette équation, soit a un arc déterminé ayant b pour sinus ; les valeurs de a seront données par les formules
a = 2^7r -4- a, a = (2/* -4- i)ir — a,
et celles de x par les suivantes :
Spît A = 3/1 -h i, i étant Tun des nombres o, i , 2 -, ces formules deviennent
ar = sm I 27i7r H ;.
a:= sm
Mais les arcs
Stt a tt a Stt a T~^ 3" 3'"3' T~ 3
ont respectivement (n^ 9) les mêmes sinus que les arcs
a 27r a An a 3' 3 3' 3 ^3'
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donc X a les trois valeurs distinctes
et ne peut en avoir un plus grand nombre.
31 . Equation dont dépend tang ^ quand tanga est DOim ée. — Si, dans la formule
- 3 tanga — tang*a
tang3a= ^.- -^— >
1 — 3 tang' il
on remplace a par ^> on obtient
3 tang-— tang» ^
et, en faisant îl vient
tanga:
I — 3tang'^
tanga = 0, tang- = a:,
3x — ar*
ou
ûc^ — 3 bx^ — 3a: -+- ô zrz o.
On voit que le problème dépend d'une équation du troisième degré. Pour savoir ce que représentent les racines de cette équation, soit a un arc déterminé ayant b pour tangente \ les valeurs de a seront données par la formule
a r= /'TT -4- a,
et celles de x par la formule
(An ol\
Posons /ir=3w-l-/, i étant l'un des nombres o, i ou 2^ la formule précédente devient
(fn a\ /in a\
d'où il suit que x a les trois valeurs
a [tz ot,\ /27r a\
tang^, tang(^5 + -j, tangj^-g- + ^j ,
et n'en a pas davantage.
Si la valeur donnée de b est infinie, l'équation en x se réduit à Téquation du second degré
r»— I r=iO
qui n'a que deux racines, savoir H = et -rr- D'un autre
côté, comme a = -> les expressions des racines de l'équation en X sont
tangg, tang-, tang-g-;
d'où il suit que, pour i = oo , Tune des racines de cette équation devient infinie, et que les deux autres se réduisent à
tang ^ et tang -^« On a donc
TT I Stt I
32. En ffénéral, si l'on veut obtenir sin— ? cos — ou tanff — ? ^ ' mm ^m
connaissant sina, cosa, tanga, on commencera par former
l'équation qui donne sin/Tza, cos ma ou tang/wa en fonction
de sina, de cosa ou de tanga; puis, en mettant — au lieu de
a, on aura l'équation dont dépend l'inconnue que l'on cherche. Cette équation sera, suivant les cas, du degré m ou du degré 2 m. Nous donnerons dans le Chapitre V tous les développements que comporte cette importante question ; mais il convient de remarquer, dès à présent, que la détermination de
sin — î de cos — ou de tang — ne dépend que des équations du
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second degré, si m est une puissance de 2; car, après avoir trouvé sin - a , cos - a et tang - a en fonction de sina, de
COS a ou de tang a, on pourra, de la même manière, trouver
Sin jt COS -j et tang - » sm 3 > cos g et tang ^^ • • • •
Détermination des lignes trigonométriques de certains arcs.
33. On peut calculer les lignes trigonométriques d'une infiité d*arcs compri de racines carrées.
nité d*arcs compris entre o et -j par de simples extractions
Des arcs compris dans la formule -^ Si Ton part de
Tare - j on aura, par la méthode des n*** 25 et 26, les sinus et les cosinus des arcs
ïT ir tr
et Ton pourra en conclure ensuite les sinus et les cosinus de leurs multiples.
On obtient de cette manière
TT i/2 ces y = ^^—'i
ir 1/24-1/2 ~*8= a '
. ir 1/2—1/2
Des arcs compris dans la formule ^ • — Les arcs
et -r- ont le même sinus, puisqu'ils sont supplémentaires j on
a donc
et, par suite, on tire de là
co8x = -5 sm- = ^— 7
ou, comme ^ est le complément de -4 >
ir i/3 . ir I
CCS Tî = ^^ ï sin 7T = - • 02 62
En partant de Tare ^î on obtiendra, par la méthode des n*** 25 et 26, le sinus et le cosinus des arcs
7t TT
on trouvera, par exemple, par les formules du n** 25,
TT \/2 -4- i/3 . TT s/n — ifZ
i — = - 5^j sm — = ^^>
et, par les formules du n° 26,
ces -^ = 1 ( ^ -h ^ j , sin ^ = i ( v/B - v^ ).
On voit que Ton pourra calculer par des extractions de racines
carrées les lignes trigonométriques de l'arc ^ — -^ quels que
soient les entiers m eln.
Des arcs compris dans la formule ■= — • — On a
2 sin ^ cos - = sin -^ >
. 27r 2ir . 4îf • ^ 2 sin -^ cos — = sin -v- z= sin ^ »
€t, en multipliant ces deux formules, il vient
COS -= cos -^r- r= I ; o 5
mais le premier membre de cette équation est égal au double
j TT StT , TT lit ,
de cos TT -h cos -TT- ou de cos -= — cos -— : on a donc 5 5 5 5
TT 27r I
cos - — cos -=- =■ - ;
en élevant cette équation au carré et l'ajoutant ensuite avec la précédente, il vient
d'où
l^cos^ + cos^-j^^,
TT 2 7r J5
cos TT H- COS -;r- := -^^— • 5 2
Clonnaissant ainsi la somme et la différence des cosinus des arcs ^ et -^ 7 on a immédiatement les valeurs de ces cosinus,
savoir :
TT . StT I 4- i/5
cos -r = sm — = j^ — 7
5 lo 4
lit , n — ï -4- v/5 COS-r- = Sin = 7 -•
5 lo 4
Des valeurs de cos ■= et de cos -^ on passe tout de suite à celles
de sin •= et de sin -^ ^ on obtient ainsi
5 ^" lo 4
sin ^ = cos =:yVlO — 2vo,
. 2^ TT I / fp
sin-^ =r cos — = -7V'io + *v5.
5 lo 4
En partant de l*arc — > on obtiendra par les méthodes des n°* 25 et 26 les sinus et les cosinus des arcs
en sorte qu'on peut obtenir par des racines carrées les ligues trigono métriques de Tare ^ — -* quels que soient les entiers m et n,
— On a
par suite
ii-a luiJM
TT TT TT
i5 6 lo
= sin 77 ces cos 7; sin — j
=1 cos^ cos h sin ^ sm — »
et, en remplaçant les sinus et les cosinus des arcs ^ et — par leurs valeurs trouvées plus haut, il vient
C0S-^=: g \/lO-f-2v/5 — ^(— 1-f-^),
coS"^=:^Vio-f-2v/5 4- g ( — i + v/S),
d'où il suit encore qu'on pourra calculer les lignes trigonométriques de Tare ^-^ — - par de simples extractions de racines carrées, et cela quels que soient les entiers m et /i.
Nous compléterons ce qui précède en construisant ici
la Table des sinus et des cosinus des multiples de Tare — •
Nous partirons des formules
. 2ir Stt — I -f- i/5
sin — = ces — =: — . , ^ j 20 20 4
sm -
OTT 27r I / 7=
7r = c«s— = -j.Vio + 2v^5,
sm -2— =r ces m - V 10 — 2 i/O,
. 6ir Lv I -f- i/5
sm — = ces -2— = 7-^— >
données au numéro précédent. On aura sin — et cos — ? ^ 20 20
. Stt • Stt « . . 27r Ôtt
sm — et cos — en faisant successivement a = — et a = —
dans les formules
sm- a = - i/i -f-smtf v' — sma,
co - ^1 = - VI -f-smtf H — V' — sma; 22 2
on trouve
et
sin ^ = cos â!^ = 7 V^3 + v^5 - i V5 - v/5 , 20 20 4 4
sin&î = cos — = 7 v3 4- i/5 -»- 7 y^— v/5»
ao 20 4 4
sin — — cos — = W5 -+- v/5 — 7 ^3 — ^5,
sm
li^ = cos — = 7 v/sTTl + 7 Vs^i
enfin on a
sm — = 008 — = - — 20 20 2
Donc 011 a, en résumé,
sin — = CCS 2!^ = 7 v/3 -+-i/5— 7 \/ 5 — V5,
. 27r Stt 1 / /-
sin — == ces — =: - ( ~ 14- J5 ),
sm
. 4^^ Ôtt I / ;=
sin-î— =cos — = -7 Vïo— -ai/S,
. 5ir 5ir T y—
Sin = ces m: - 4/2 ,
. Ôtt 4^ I / /?\
Sin — • = cos -ï— = -T (1-4-4/5) 20 20 4
sin^ r=: cos — = y v/s -i-i/5 -i- 7 v/S — i/5,
. Stt 2 7r I / "7=
sin - - z= cos =n:-7VlO-4-2i/5,
sin ^ = cos — = i V'S -+- \/5 -4- T ^5 — i/5.
A Taide de ces formules, on peut calculer les sinus et les cosinus des multiples de Tare — avec une approximation aussi grande que Ton veut.
38. Il est tout aussi aisé de former la Table des sinus et des cosinus des multiples de Tare ^' Neuf de ces arcs sont les
multiples de — et, par suite, leurs sinus et leurs cosinus constituent la Table que nous venons d'écrire •, on trouve encore parmi les multiples de ^ les arcs ^ et — ainsi que leurs compléments 5 nous avons obtenu au n° 34 les sinus et les cosinus de ces arcs. Les seize autres multiples de ^ comprennent
huit multiples de — » savoir :
TT 27r ^ir fjn 3o 3o 3o 3o
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et leurs compléments, puis enfin les arcs
TT ^TT I I TT iSîT
et leurs compléments. On peut obtenir immédiatement les sinus et les cosinus de tous ces arcs, au moyen de la Table construite précédemment, en appliquant le procédé que nous
avons déjà employé à l'égard de Tare -^; il suffit eflfective-
ment pour cela de faire usage des formules identiques
TT
27r Sir tr
77r qn
TT
^n TT 4^
IITT n
']7C TT 27r
l37r IITT
TT
on trouve ainsi
• 2 îT 1 3 ir I / ;= ï /-r / rz\
""3^ =cos^^ = gVio-f-2^5-^v'3(-n-v/5).
■^ 3^ = ""'^= g ^^' + V'S) - i Vio-2v/5, '"U =*"*** 3^ =gv^v/io+2v/5-g(-i + v/5), »n 3^ =cos IJ =gVio + 2v/5 +gv'3(-i-+-v/5j, sm^ = cos 1^ =i(, + ^) + iy/3v/io-2^5, sin-^— = cos -^ =:gv^v/io + 2^5 + g(— I ■+- v^5); sin-î^ = co8 ^ =ivio-2v'5-f-gv/3(i + v/5),
et
sm ^ :
. Il TT
. iStt sin -TT—:
DO
. IQtt
sin-^:
. 237r sin-^ —
2q7r ces -j:— :
sStt
lOTT = C0S-^
ITTr = COS -TT—
i3ir
I ITT - COS -^—
TT
COS TT
39. D'après la définition du n° 5, le sinus d'un arc compris entre o et n est égal à la moitié de la corde qui sous-tend un
arc double. En particulier, le sinus de l'arc - est la moitié du
côté du polygone régulier de » côtés inscrit dans le cercle dont le rayon est l'unité. Il s'ensuit (n"* 33 et suiv.) que les côtés du carré, de l'hexagone régulier, du triangle équilatéral, du décagone régulier et du pentagone régulier inscrits, ont respectivement pour valeurs
1/2, I, 1/3, > - v/io — 2^5;
pareillement les côtés des polygones réguliers inscrits de 1 5 et de 3o côtés ont pour valeurs
^v/io + 2s/5-is/3(-. + ^).
iv/3\/io-2v^5-i(i-)-v/5).
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On retrouve ainsi les propositions connues de la Géométrie relatives au carré et à Tliexagonc régulier. Si le rayon du cercle est représenté par R et que Ton désigne par D et P les côtés du décagone et du pentagone réguliers inscrits, les formules
D __ — I H- v/5 P _ \/io — 2V^5 R~" 2 ' R~ ï
donneront
La première de ces formules exprime que le carré du côté du pentagone régulier inscrit dans un cercle est égal au carré du côté du décagone régulier inscrit augmenté du carré du rajon.
La seconde formule montre que, pour obtenir le côté du décagone régulier inscrit dans un cercle, il suffit de construire un triangle rectangle dans lequel les côtés de l'angle droit soient égaux, l'un au rayon du cercle. Vautre à la moitié de ce rayon, et de prendre ensuite l'excès de l'hypoténuse de ce triangle rectangle sur le plus petit côté, La même formule
peut s*écrire
et elle exprime alors que D est la moyenne proportionnelle entre R et R — D, c'est-à-dire que le côté du décagone régulier inscrit dans un cercle est égal à la plus grande partie du rayon diuisé en moyenne et extrême raison.
Les formules établies aux n"*33 et suivants conduisent ainsi naturellement aux constructions que Ton emploie en Géométrie pour inscrire dans un cercle un hexagone régulier et un décagone régulier 5 l'inscription du triangle équilatéral et du pentagone régulier s'ensuit évidemment. Quant à celle des polygones réguliers de 1 5 et de 3o côtés, elle peut s'en déduire aussi très-aisément', l'arc sous-tendu par le côté du polygone régulier inscrit de i5 côtés est effectivement égal à la diflé-
rence des arcs sous-tendus par les côtés de Thexagone régulier et du décagone régulier, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque.
Remarque sur les relations entre dwerses lignes trigonométriques .
40. Les formules relatives à Taddition des arcs et toutes celles que nous en avons déduites ont lieu quels que soient les arcs que Ton considère : ce sont, en conséquence, de véritables identités. En outre, ces formules permettent de faire subir diverses transformations aux expressions qui dépendent de plusieurs lignes trigonométriques, et de là résulte la possibilité de former autant de relations identiques que l'on voudra.
Par exemple, nous avons trouvé au n*^ 35
TT 27r I
ces ~ — cos -:- = -f
I -4- 2 sm — =2 sm
lO lO
et, en multipliant par cos a, il vient
cosa -f- 2 sm — cosa = 2 sm — cosa,
lO lO
formule identique qu'on peut écrire comme il suit :
i sin ( a] -4- sin ( a] -f- sin ( [-a]
f. ) V^' / \«o / \io /
f = sin ( <2 ) -h sin ( — - -{- a] ,
\ \'o / \io ;
Considérons en deuxième lieu Texpression
. , .abc
sina -f- sm^ -t- smc — à. cos — cos- cos — ?
dans laquelle a^b^c désignent des arcs quelconques. Le dernier
COS - COS 1- COS I
OU à
— COS COS
— COS COS
rexpressîon proposée peut s'écrire, en conséquence, de la manière suivante :
/. . b-hc — a — n\ f. ,
l sma -+• sm 1 4- I sm^ -f- sm
(. a-h b — c — ir\ sin c + sm 1
. , . a-h b-hc-
-4- sm c + sm -4- sm —
transformant ensuite en produits les sommes contenues
dans chaque parenthèse, et remplaçant le dernier terme par
. a-hb-i-c — TT a-\-b-4-c — tt , . ^
2 sm 7 cos -p j on obtient cette tor-
mule
Isina 4-sm^ -f-smc — 4cos-cos-cos - ^222
tf-f-è-hc — TT / 3/7 — h — c-HTT 3b — C — a-\-n
cos 7 h cos -
{7)1 r=2Sm 7 <
f 3r — a — è-f-TT a-{-b-\-c — t:\
I -i-COS 7 hCOS 7 I j
qui a lieu identiquement, quels que soient les arcs 6 , è, c. On voit que si ces arcs satisfont à la relation
lans laquelle n désigne un nombre entier positif, nul ou négatif, on a
... .abc
( 3 ) sma -4- sm 6 4- smc — 4^^^ ~ ^^^ - cos - = o.
41 . Pour reconnaître si une équation algébrique donnée Trig. s, 4
entre diverses lignes trigonométriques est identique, le moyen le plus général consiste à préparer cette relation de maniérée que l'un des arcs indéterminés qu*elle renferme n*y figure que dans les puissances d'une même ligne trigonomé trique. Si Ton ordonne ensuite par rapport à la ligne trigonométrique dont il s'agit, les coefficients des diverses puissances de cette ligne devront être nuls, et, en les égalant à zéro, on obtiendra plusieurs relations qui seront identiques et qui contiendront une indéterminée de moins que la proposée. On pourra opérer de la même manière sur ces dernières relations, et, en continuant ainsi, on obtiendra des relations dont l'identité sera évidente si la proposée est elle-même identique *, mais dans la plupart des cas on arrive facilement à mettre en évidence Tidentité des formules qu'on a occasion de considérer, en faisant convenablement usage des formules fondamentales que nous avons établies. Ainsi Ton vérifie immédiatement l'identité de la formule ( â ) en transformant en sommes les produits contenus dans chacun des deux membres. Quant à la formule (i), on la vérifie tout de suite en développant chacun des sinus qu'elle renferme.
42. Si une équation entre diverses lignes trigonométriques n'est pas identique, mais qu'elle soit satisfaite en établissant un certain nombre de relations entre les arcs qui y figurent, on pourra éliminer un même nombre d'arcs, et l'on obtiendra une équation résultante qui devra être identique. Par exemple, la relation (3) n'est pas identique, mais elle est satisfaite si les arcs a, &, c sont assujettis à la relation
(4) a -{- 1/ -\- c = {^n ~\- l'jTt^
où n désigne un nombre entier. Pour vérifier ce fait, il suffira de remplacer c par (4'i-f-i)7r — a — b et de constater l'identité de la relation résultante
. y ./ , S , Ci b . a -\- b smtf + smè -l-sm(«-f- b) — Acos - ces- sm =o:
l'identité devient manifeste en écrivant cette relation comme
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il suit :
2 sm
COS h COS 2C0S - COS - = O.
On voit que la relation (3) est une conséquence de la relation (4), mais elle est beaucoup plus générale que celle-ci j car, d'après la formule (2), elle est vérifiée, non-seulement par les valeurs de a, i, c qui satisfont à l'équation (4), mais encore par celles qui satisfont à la relation
3û b C + TT Zb c û-f-TT
COS • , h ces ;
3c — a — b -\- Tz a -\r b -{- c — n
-f- ces h COS 7 = o.
Ce n'est que dans des cas fort rares qu'une équation algébrique entre des lignes trigonomé triques de plusieurs arcs peut être remplacée par une ou plusieurs relations algébriques entre les arcs eux-mêmes. En terminant ce Chapitre, nous donnerons un exemple dans lequel cette circonstance se présente.
Considérons la relation
f . a . b , c cosa -h cosb ~i- cosc = i 4- 4 sin - sm - sm - ;
.,, -, j a -\- b a — b SI Ion remplace cosa-f-cos^ par 2cos cos ou
2 COS* - cos' 2 sin* - sin* - ^ et cos c par 1 — 2 sin* - > la re-
lation proposée devient
sm — h sin - sm - — cos' - ces' - = o, 2 22/ 22
ou
l . c a — b\ ( , c I sm — h cos sm
cos
OU
enfin
, . a -r- b -^ c — TT . — a -\- b -\- c -^ t: sm 7 sm 7
. a — b-\'C-\-Tz , a -\- b — c H- tt X sm -. sm 7 =1 o,
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et, pour que cette relation ait lieu, il faut et il suffit que l'un quelconque des quatre arcs
a -{- b ~\- c — n — tf -4- ft -f- c -f
TC
a — h -^ c -h T a -h b — c -f- ît
soit égal à un multiple titt de la demi-circonférence. La relation proposée équivaut donc au système des quatre relations
a H- ^ -4- ^ = (4/2 4- l)7r, — a -\- b -h c z=z [^n — i)7r, a — b -hcz=(^n — 1)71, a -{- b — c=(^n — i)7r.
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Si l'on représente par S, la somme des tangentes de m arcs a, b, c, . . . , ^, par S, la somme des produits deux à deux de ces mêmes tangentes, par S, la somme de leurs produits trois à trois, etc., enfin par S^ le produit de toutes les tangentes, on a la formule générale
iang(a-hb -h c-^,,.-i-A') = '
i-S,-hS,-... '
on demande d'établir cette formule et d'en conclure l'expression de iàugma en fonction de tang^r.
n. Les mômes choses étant posées que dans la question précédente, on a
sin (a-i'b-i-c-h...-^A) = (S, —83-4-85 — ...)cosfl.cosè...cos^, cos(a-hb'hc-^,,.-T-A) = (i — 83,-1-84 — ...)cosfl.cos^...cosX:
on propose d'établir ces formules et d'en conclure les expressions de sinma et de cosma en fonction de sina et de cosa.
m. Former l'équation dont dépend cos ^ quand cosa est donné et celle
dont dépend sin - quand sinû est donné. Résoudre ces deux équations
dans les cas où a a l'une des valeurs o, tt, -, -, -, — , et trouver
dans chacun de ces cas la signification des racines.
IV. La circonférence d'un cercle étant partagée en n parties égales, si des points de division on abaisse des perpendiculaires sur un diamètre
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quelconque, la somme des perpendiculaires situées d'un côlé du diamètre sera égale à !a somme des perpendiculaires situées de l'autre côté.
/. Calculer les côtés des polygones réguliers de 3, 6, 5, lo, i5, ao, 3o côtés circonscrits au cercle dont le rayon est égal à l'unité.
VI. Trouver la relation algébrique entre les arcs a, b, c susceptibles de satisfaire à l'une des deux relations
tanga + tang^ + tangc = tanga tang^ tangc, cos'fl ■+■ cos'^ H- cos'c -h acosa cos6cosc = I*
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DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES
Prop ositions préliminaires.
43. Pour faire usage des fonctions circulaires, il faut qu'on puisse calculer les valeurs des lignes trigonométriques d'un arc quelconque donné, et réciproquement trouver la valeur d'un arc quand on connaît Tune de ses lignes trigonométriques. Pour arriver à ce but, il est indispensable d'avoir une Table qui fasse connaître les valeurs des lignes trigonométriqu(;s correspondant à des valeurs successives de l'arc comprises entre o et-^ et dont l'intervalle soit suffisamment
petit. Nous allons indiquer par quels procédés on peut construire une pareille Table ^ on verra ensuite comment, par le moyen de cette Table, on peut trouver les lignes trigonométriques d'un arc quelconque donné, et réciproquement trouver le plus petit arc positif correspondant à une ligne trigononiétrique donnée. Mais nous devons d*abord établir quelques propositions préliminaires indispensables pour l'objet que nous avons en vue.
44. Théorème I. — Tout arc compris entre o et -est plus grand que son sinus et moindre que sa tangente,
FiR. 7.
Soient [fig- 7) AM = x un arc compris entre o et -» MP le
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sinus et AT la tangente de cet arc. Prolongeons MP jusqu'à sa rencontre en N avec la circonférence, et menons la tangente TI 5 on aura
' arcMAN>MN et arcAMI < AT + TI.
Or Tare x est la moitié de MAN ou de AMI, smx est la moitié de MN, et tang j: est égale à chacune des lignes AT et TI \ on a donc
dr>sinx et j:<tangx.
Corollaire. — Si l'arc x décroit de- à o^ le rapport
s'approche indéfiniment de l'unité.
En effet, à cause de l^ne^x = ? on peut écrire
^ cos:c ^
^ ^ sin a:
sina:<rj:<r >
CCS a:
ou, en divisant par sin j:,
sinj: cosjî
n suit de là que le rapport -r— est compris entre Tunité et
la fraction dont la limite est Tunité pour x = o\ on a
cosa: *
donc
X ,. sinx
lim -: — = I ou lira = I .
sin.r X
Théorème II. — L'excès d'un arc compris entre o et
— sur son sinus est moindre que le quart et même que le
sixième du cube de l'arc.
Pour démontrer que la différence dont il s'agit est inférieure au quart du cube de Tare, il suffit de considérer l'inégalité
tang->--
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établie au n** 44 ; en la multipliant par 2 cos* - = 2(1 — sin* - j >
on obtient
sinar ^x — x sin' — ou ar — sina? <^ x sin' - ; 2 2
mais sin - est inférieur à - et, par conséquent, sin* - est infé-
rieur à -^ ^ on a donc, à plus forte raison,
46, Pour démontrer que la diflférence x — sînj: est inférieure à -^9 on peut employer divers procédés^ le plus simple consiste à prendre pour point de départ la formule sin3a: = 3sinjr — 4 sin*^^*
établie au n^ S2^ en y remplaçant x successivement par ^, â;' " • ' 0;' ^^ obtient
3sin "5 — smj? = 4sin ô»
Ssin ^ — sin ^ = 4sin*p»
3sin^-sin^ = 4sin»^;
en ajoutant ces égalités, après les avoir multipliées respectivement par 1,3,3*,..., 3"-*, il vient
3«8in ^^ - sin j: = 4 (sin* 3 -*- 3sin»p -h ... -4- 3— sin» ^ j
ou
sm —
X, -J— ~ sina: = 4 (sin* ^ -f- 3sia» ^ -f- . . . -ï- 3»-«sin» — J *
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Sî le nombre entier n augmente indéfiniment, Tare tjt tend vers zéro et le rapport — — r- tend vers l'unité; le premier
membre de l'égalité précédente a donc pour limite la différence X — sinx, et par conséquent le deuxième membre tend lui-même vers cette limite. Mais, comme le sinus est inférieur à l'arc, la limite du deuxième membre de notre égalité est inférieure à celle vers laquelle converge la progression géométrique
cette dernière limite est égale à -^j et Ton a, en conséquence,.
X — smar< -r»
Les théorèmes qui précèdent fournissent ainsi deux H
mites, savoir x ^X, x — -t> entre lesquelles est compris sinx.
On peut en déduire facilement deux limites entre lesquelles se trouve compris cosx^ on a, en effet,
ces J? = 1 — 2 sin* - >
et, comme sin - est compris entre - et -?^> on a d'abord
cos:r> I 9
plus
_ (x x»\» ^ x" x' fx*y
cosa:<i-2(^--pj ou <,-- + __ 2 (^^j
et, à plus forte raison,
cosar < I ! — 7 •
Ainsi cosx est compris entre i eti 1 — y
Dwision de la circonférence.
48. Jusqu'ici nous avons exprimé les arcs par leurs rapports au rayon; mais, dans les applications de la théorie des fonctions circulaires, il est beaucoup plus commode de les rapporter à la circonférence. A cet effet, on est convenu de partager la circonférence entière du cercle en 36o parties égales, auxquelles on a donné le nom de degrés, en sorte que la demi-circonférence renferme 1 80 degrés, et le quadrant 90 degrés. Chaque degré se subdivise en 60 minutes^ et chaque minute en 60 secondes. Les degrés, minutes et secondes se représentent par °, ', "\ les arcs moindres que i" s'évaluent en fraction décimale de la seconde. Ainsi un arc contenant a3 degrés 27 minutes 3 1 secondes et 8 dixièmes de seconde sera
représenté par
Si Ton désigne par x la longueur d'un arc, par N le nombre des degrés contenus dans cet arc, on a l'égalité
f — JL
qui fera connaître l'un des nombres j: ou N quand l'autre sera connu. La seconde étant prise pour unité, si l'on demande le nombre af des secondes contenues dans l'arc x, on se servira de la formule
Veut-on, par exemple, avoir le nombre des secondes contenues dans l'arc égal à i , on aura
la valeur de tt est
et, en poussant le calcul Jusqu'aux millièmes de seconde, on
trouve
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Construction d'une Table de sinus et de cosinus.
49. Pour avoir les lignes trigonomé triques d'un arc quelconque, il suffit de connaître celles des arcs compris entre o et 90 degrés. On peut même se borner aux arcs compris entre o et 45 degrés, car deux arcs complémentaires, tels que ^S^-h^ et 45** — X, ont les mêmes lignes trîgonométriques. En outre, si les sinus et les cosinus sont connus pour tous les arcs compris entre o et 45 degrés, les quatre autres lignes trîgonométriques pourront être déterminées au moyen de relations que nous avons établies au n° H.
Cela posé, nous allons montrer comment on peut construire une Table des sinus et des cosinus de tous les arcs de lo en 10 secondes, depuis o jusqu'à 45 degrés.
Sinus et cosinus de l*aiic de io secondes. — Désignons par e la longueur de Tare de lo secondes-, on aura (n° 48)
TOTT n
648000 64800 «tlon trouve, en effectuant la division,
On a ensuite (n° 45)
sme<t et sms^s — -^; o
<lailleurs
on a donc
sin 10" < 0,0000484813 681 10,
sin I o" >> o , 00004 848 1 3 68089.
des deux limites de sin 10'' ont les douze premières décimales communes, et Ton voit qu'on a, à moins d'iine demi-unité du ^eisûème ordre décimal,
sin I o" = o ,00004 848 1 3 68 1 .
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Calculons maintenant cos lo''^ on a (47)
cose >> I et coss < I 1 7 ;
comme e est-cC'o.ooooS ou <^ :» on a
24^384.io'«^3.io'»'
d'où il suit que i est une valeur de cos s approchée à moÎM
d*une demi-unité du dix-huitième ordre décimal. En se bornant aux treize premières décimales, on trouve
cos lo'^ — 0,99999 99988 248.
50. Sinus et cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, depuis o jusqu'à 45 DEGRÉS. — Si, daus les formules
sin (a -f- 6 ) -f- sin(a — h)=: 2cos6sina, cos(fl -h h) 4-cos(a — ^, = 2COS^cosâ,
on pose a=[m — ^)h^î\ vient
ûnmb r= 2C0SÔ sin(m — i) b — sin(m — 2)^,
( cos/nô r=: 2COsôcos(/n — \)b — cos (m — 2)0
En prenant i=:io^ et en faisant m = 2, ces formule^ donneront les valeurs de sîn2o^et de cos 20''. Et générale-^ ment, quand on connaîtra les sinus et les cosinus de deui^ multiples consécutifs de l'arc b = 10", les formules (i) feront connaître le sinus et le cosinus du multiple suivant. Mais oa peut abréger les calculs en opérant comme il suit : le multiplicateur constant 2cosio^'^ diÛère peu de deux unités; en . posant
2 cos I o'' = 2 — /*,
on a
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€tles formules (i) deviennent
![8În mb — 8iD(i7i — i)^] = [sin [m — i)^ — sin (m ■— a")^] — A8În(m — i)*, [cosm^ — C08(m — i)^] = [co8(/n — \)b — cos(m — 2)^] — ^C08(m — 1) b.
Ces formules (2) serviront à calculer les diflférences \ ûnmb — sin(/w — 1)6,
( COS/72^ — C0S(W — l)Ô,
au moyen des dîflérences précédentes,
sin(m -- \)b — s\n[m — %)b^
\ cos(m — ijo — cos(m — 2)6,
qu'on a préalablement calculées, ainsi que sin (m — i)b et cos(w — i)b. Ajoutant ensuite respectivement aux différences (3) les valeurs connues de sin (m — i ) & et de cos (m — i ) i , on aura sinmé et cosmb.
Les différences (3) se déduisent facilement des différences calculées (4)", il suflSt, en effet, pour cela, de retrancher respectivement de celles-ci les produits Arsin(m — i) b et A:cos(/w — i)b dont l'un des facteurs est constant, et ces produits se calculeront assez rapidement, si Ton a eu soin de former une Table des produits de k par les neuf premiers nombres.
51. Quelque pénibles que soient les calculs dont nous venons d'indiquer la marche, on conçoit maintenant la possibilité de former la Table des sinus et des cosinus de tous les arcs de 10 en 10 secondes depuis o jusqu'à 45 degrés. Il y a lieu, toutefois, de rechercher quelle sera sur les divers sinus et cosinus calculés l'influence des erreurs qui ne peuvent manquer de s'accumuler dans le courant des opérations. Nous sommes partis des valeurs de sin 10" et de cos i o" calculées à une demionité près du treizième ordre décimal ^ nous supposerons que dans tous les calculs subséquents on conserve un nombre ^x de décimales 5 on verra quelle valeur il faut donner à ^x pour obtenir l'approximation que l'on désire. Nous désignerons
généralement par à„, la valeur approchée de sinm.io"ou de cosm. 10^^ calculée comme on va l'expliquer avec [à décimales, et par «,„ + €,„ la valeur exacte^ au moyen de cette notation, on peut écrire comme il suit Tune quelconque des équations (i),
Les valeurs a„,_i et a,„.j ayant été calculées avec ^i décimales, on calculera le produit (2 — k) «„,_i aussi avec [jl décimales et Ton retranchera a,„«j de ce produit approché 5 la différence sera a„,. On a donc
«yn " ( 2 — X- ) «„_, — a^_j —■ Cm,
en désignant par ^,„ Terreur positive ou négative que Ton commet en substituant à (2 — k)a,„^i la valeur approchée de ce
produit d — rprès. Des deux équations précédentes on déduit
«/!• = (2 — A) «;„_, — g«_2 + Km;
mais la quantité À'e„,_i est très-petite par rapport à 2e^_i el l'on peut la fondre dans ^« sans que la limite supérieure de cette dernière quantité soit altérée d'une manière sensible-, ainsi nous pouvons écrire simplement
ou
Faisant successivement m = 2, 3, . . . , m, et remarquant que 60 est nul, puisque aucune erreur n*est commise sur sino el sur coso, il vient
(sj— «,) — «, H-Çï,
(64 — 63)=: (63 — Sa) -hÇ,,
Ajoutant toutes ces égalités, il vient
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chacune des quantités ^i, ^3, . • • ^st moindre en valeur absolue que — ^y et il en est de même de leur moyenne arithmétique 5 en désignant par 0^ cette moyenne arithmétique, l'équation précédente devient
tn, — g«_, = 8, -f- (m — i)^„; SI Ton donne à m les valeurs successives 2, 3, . . . , m, il vient
«« — e«-i = 6, -h (w — i)e«, et, en ajoutant,
£;„ = 772 s, -+-0,-4-203 + 304-+-. . .-4- ('W — l)0in.
Or la valeur absolue de €1 est <C y et la valeur absolue de
chacune des quantités 6,, 65,. • • ^^^ moindre que — j;^; d'ailleurs la somme I H-2-I-34-. . .-\-{m — i)estégaleà ;
donc on a, en faisant abstraction du signe de e«,
Cherchons, d'après cela, quelle peut être Terreur commise sur le sinus et le cosinus de Tare de 45 degrés dont le calcul termine la série des opérations. L'arc de 45 degrés contenant 16200 fois Tare de 10 secondes, faisons m = 16200 : l'inégalité précédente devient
et ron aura, à plus forte raison,
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Si l'on p et Ton a
Si l'on prend /x = 17, la seconde fraction devient égale à -^1
ainsi Terreur commise sur sîn45** ou sur cos 45° sera moindre que le quart d*une unité du huitième ordre décimal.
Il résulte de ces développements qu'en partant des valeurs de sinio'^ et de cos 10'^ obtenues à une demi-unité près du treizième ordre décimal, et en calculant avec 17 décimales les sinus et les cosinus des arcs suivants, on pourra certainement compter sur 8 décimales exactes jusqu'à l'entière terminaison de la Table.
52. Mais quand il s'agit d'exécuter tant de calculs, il est indispensable de soumettre les résultats obtenus à des vérifications fréquentes. Aussi, avant de commencer les opérations, doit^n calculer directement les sinus et les cosinus d'un certain nombre d'arcs, afin d'avoir plus tard des termes de comparaison en nombre suffisant; par exemple, nous avons donné (n°* 37 et 38) les expressions des sinus et des cosinus des
multiples de ^» c'est-à-dire des arcs de 3 en 3 degrés 5 il sera
convenable de calculer ces sinus et ces cosinus avec un nombre suffisant de décimales 5 si l'intervalle de 3 degrés parait trop considérable, on pourra le réduire à la moitié ou au quart, en se servant des formules
I /i — cosa I /i
i - a = 4 / , cos - fl = 4 / —
• cosa
et de celles qui sont relatives à l'addition et à la multiplication des arcs ; on pourra ainsi très-àisément construire une Table préliminaire très-exacte contenant les sinus et les cosinus des multiples de 45 minutes ou 2700 secondes. Cette première Table n'aura pas seulement l'avantage de fournir des moyens de vérification, mais elle permettra aussi d'obtenir une plus grande exactitude dans les calculs relatifs à la Table défini-
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tîve, parce que de 2700 en 2700 secondes les sinus et les cosinus pourront être connus avec toute la précision que Ton voudra. Enfin, lorsque la Table entière est construite, on peut encore la vérifier d'autant de manières que Ton voudra au moyen de la formule identique
sin(90** — .r) -h sin(i8*» — a:) -4- sin(i8'' -4- -c) = sin(54" — .»?) -f- sin(54** -+■ J^),
établie au n*' 40, et au moyen d'autres formules du même genre.
Bien qu'on puisse construire la Table entière par le procédé du n° 50, on doit s'arrêter dès que Ton est arrivé à l'arc de 3o degrés. Effectivement, lorsqu'on aura calculé les sinus et les cosinus des arcs de 10 en 10 secondes, depuis zéro jusqu'à 3o degrés, on pourra obtenir les sinus et les cosinus des arcs compris entre 3o et 45 degrés, par la simple soustraction.
En effet, en se rappelant que sin3o° = > on a {n° 18)
sin(3o" -f- j?) -f- sin(3o® — .r) =: cosj:, cos(3o° — a:'j — cos(3o° -hx) = sin:r,
d'où l'on tire
sin ( 3o" -\- x)=z cos j: — sin ( 3o" — x), cos(3o** -\-x) r=:cos(3o°-^ j:] — sinx;
ces formules permettent d'obtenir, par un calcul facile, les sinus et les cosinus des arcs au-dessus de 3o degrés, lorsque l'on connaît les sinus et les cosinus des arcs au-dessous de 3o degrés, et leur emploi diminue notablement le travail de la construction de la Table.
Le procédé que nous avons exposé est celui qu'ont employé les savants à qui l'on doit la première construction des Tables de sinus et de cosinus. L'analyse a fourni depuis des métliodes beaucoup plus expéditives pour remplir cet objet 5 ces méthodes consistent dans l'emploi des différences, et elles re-
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posent sur les formules qui expriment le sinus et le cosinus en fonction de Tare. Nous établirons ces formules dans le Chapitre V.
Tables des logarithmes des fonctions circulaires.
53. Dans les applications numériques, on opère toujours par logarithmes : aussi a-t-on bien plutôt besoin de connaître les logarithmes des sinus, des cosinus, etc., que ces lignes trigonométriques elles-mêmes. Or les sinus et les cosinus des arcs de lo en lo secondes ayant été calculés, on pourra former la Table de leurs logarithmes. Cette Table une fois construite, on formera celle des logarithmes des tangentes et des cotangentes au moyen des formules
log tango: = log sina: — log cosa:, log cot.r =: log cosx — log sina:.
Quant aux sécantes et aux cosécantes, elles ne sont point employées-, d'ailleurs leurs logarithmes sont égaux et de signes contraires aux logarithmes des cosinus et des sinus (*).
Les Tables de logarithmes des sinus, cosinus, etc. les plus usitées sont celles de Callet ; nous allons en indiquer la disposition et l'usage, mais nous avons auparavant une remarque importante h faire.
Les sinus et les cosinu^ des arcs de zéro à 90 degrés, les tangentes des arcs de zéro à 45 degrés, et les cotangentes des arcs de 43 à 90 degrés sont inférieurs à i, en sorte que leurs logarithmes sont négatifs. On a voulu éviter, dans les Tables de Callet, l'emploi des caractéristiques négatives, qui est pourtant préférable, et Ton a ajouté 10 à tous les logarithmes négatifs 5 il faut donc toujours avoir soin de supprimer ces • 10 unités.
(*) On trouvera dans le Chapitre V les formules au moyen desquelles on peut calculer directement, et avec Tapproximation qu'on désire, les logarithmes des sinus, des cosinus, des tangentes et des cotangentes de tous ks arcs.
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Disposition des Tables de Callet,
54. La première de ces Tables contient les logaritlimes des sinus et des tangentes de seconde en seconde pour les cinq premiers degrés avec sept décimales-, mais le sinus ou la tangente d'un arc étant le cosinus ou la cotangente de son complément, cette Table donne aussi les logarithmes des cosinus et des cotangentes des arcs au-dessus de 85 degrés.
Les degrés sont marqués hors du cadre en haut et en bas de chaque page •, les minutes occupent la première et la dernière ligne, les secondes la première et la dernière colonne. Chaque page à gauche ne contient que des sinus et des cosinus, et chaque page à droite que des tangentes et des cotangentes, ainsi qu'on le voit par les titres de ces pages.
Les Tables suivantes contiennent les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes de lo en lo secondes pour tous les degrés du quart de cercle. On y remarque les degrés écrits hors du cadre en haut et en bas de chaque page. Les minutes et secondes qu'on y voit à la première et à la seconde colonne se rapportent aux degrés qui sont écrits eu haut ; les minutes et secondes qu'on y trouve à la dernière et à l'avantdernière colonne se rapportent aux degrés qui sont marqués au bas delà page.
La troisième colonne contient les logarithmes des sinus des arcs dont les degrés sont indiqués au haut de la page, et dont les minutes et les secondes sont marquées dans la première et dans la seconde colonne. La troisième colonne est intitulée sinus ^ mais il faut lire logarithmes des sinus. 11 en est de même des autres. La quatrième colonne contient les différences des logarithmes des sinus, ainsi que son titre l'annonce 5 chaque nombre de cette colonne n'est pas dans l'alignement de ceux de la colonne précédente : ils se trouvent tous descendus d'une demi-ligne, et chacun d'eux exprime la différence qu'on aurait si l'on soustrayait l'un de l'autre les deux logarithmes entre lesquels il se trouve. Les colonnes cinquième et sixième contiennent les logarithmes des cosinus das mêmes arcs et
leurs différences -, les colonnes septième et huitième contiennent les logarithmes des tangentes et leurs dijûférences -, enfin la neuvième colonne contient les logarithmes des cotangentes des mêmes arcs^ leurs différences sont les mômes que celles des logarithmes des tangentes (*) : c'est pour cela qu'on a intitulé la colonne qui contient ces dernières différences communes.
Si ron ne considère que les degrés qui sont à la tête de chaque page, on croira que les Tables ne s'étendent que jusqu'à 43 degrés-, mais si l'on observe que chaque colonne a deux titres; que la colonne marquée par en haut sinus est marquée par en bas cosinus; que celle qui est intitulée par en haut cosinus est intitulée par en bas sinus; qu'il en est de même des tangentes et des cotangentes, on verra qu'en consultant les degrés, ainsi que les titres des colonnes qui sont en bas de chaque page, et les deux dernières colonnes vers la droite des mêmes pages, on aura les logarithmes des sinus, cosinus, tangentes et cotangentes des degrés, minutes et secondes depuis 45 degrés jusqu'à 90 degrés.
Usage des Tables,
5»^. Problème I. — Connaissant le nombre des degrés, minutes et secondes d'un arc moindre que 90 degrés, trouver le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente ou de la cotangente de cet arc.
Premier cas. — Si le nombre donné est composé de degrés, de minutes et de dizaines de secondes, on cherchera d'abord le nombre des degrés parmi ceux qui sont écrits en haut ou en bas des pages \ en haut s'il est moindre que 45 degrés, au bas
(*) Car on a
tanfj(ar-4-A) coXx
tarigx cot(«c-+-A)
et, en prenant les logarithmes,
log tang (x -t- A) — log tango? ■= ]og cot* — log cot {x h- A).
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s'il est plus grand. On suivra la première colonne qui va en croissant de haut en bas, si le nombre des degrés se trouve en haut de la page, ou la dernière qui va en croissant de bas en haut, si le nombre des degrés se trouve en bas^ on suivra, dis-je, Tune ou l'autre de ces colonnes dans le sens suivant lequel elle croit, jusqu'à ce qu'on rencontre le nombre des minutes données ; on passera dans la colonne des secondes sans quitter la ligne des minutes trouvées^ on suivra dans le même sens cette colonne, on y trouvera les dizaines de secondes, et sur la même ligne le logarithme du sinus, du cosinus, de la tangente et de la cotangeiite que l'on cherche.
Veut-on, par exemple, le logarithme de la tangente de JQ^oi'/ii}^'^ yg degrés se trouvant au bas de la page, on montera le long de la dernière colonne qui va en croissant de bas en haut : on trouve 5i minutes dans cette colonne; on passe à la colonne précédente, qui est celle des dizaines de secondes 5 on monte le long de cette colonne, et l'on rencontre 4o secondes; sur la même ligne et dans la colonne marquée par en bas tangente, on trouve 0,7475657. C'est le logarithme cherclié. On a ainsi
log tang(79"5i'4o''y = 0,7475657.
Veut-on, pour second exemple, le logarithme du sinus de ii^24'5o"; 2 degrés se trouvant en haut de la page, on descend le long de la première colonne qui va en croissant de haut en bas : on trouve 24 minutes dans cette colonne ; on passe à la colonne suivante^ qui est celle des dizaines de secondes ; on descend le long de cette colonne et l'on trouve 5o secondes; sur la même ligne et dans la colonne intitulée par en haut sinus, on trouve 8,6244662. C'est le logarithme cherché, augmenté de 10 unités. On a ainsi
Iogsin(2**24'5o'') = 2,6244662.
Deuxième cas. — Si le nombre donné contient en outre des unités de secondes et des fractions de seconde, on commencera par réduire les fractions de seconde en fraction décimale; on cherchera ensuite, comme nous venons de l'expliquer, le lo-
garithme du sinus ou de la tangente de Tare donné, en faisant abstraction des unités et des fractions décimales de seconde, dont nous désignerons Tensenible par h. On prendra ensuite la différence A qui existe entre le logarithme trouvé et celui qui vient immédiatement après lui, en allant de haut en bas ou de bas en haut, selon la marche que Ton suit \ enfin on ajoutera au logarithme trouvé le nombre A', déterminé par l'équation
— = — > a ou A' =: — 9 lo A 10
et Ton aura le logarithme cherché. A' et A expriment ici des unités du septième ordre décimal : on prendra donc pour A' la
partie entière du produit — xh] mais il conviendra d'augmenter cette partie entière d'une unité, si la fraction que l'on néglige est supérieure à o,5.
Si l'on veut le logarithme du cosinus ou de la cotangente de l'arc donné, on augmentera d'une dizaine le nombre des secondes de Tare, et, après avoir supprimé les unités et les fractions de seconde, on obtiendra un arc qui surpassera l'arc donné d'une certaine fraction décimale h de seconde, on cherchera le logarithme de son cosinus ou de sa cotangente, et
l'on ajoutera — au résultat, A étant ici la différence qui existe
entre le logarithme trouvé et celui qui le précède immédiatement en allant de haut en bas ou de bas en haut, suivant la marche que l'on suit.
La règle que nous venons d'exposer repose sur le principe suivant :
Si l'on donne successwement à un arc quelconque deux petits accroissements, les accroissements correspondants du log sin ou du log cos, etc., sont sensiblement proportionnels aux accroissements de l'arc.
Ce principe n'est pas rigoureusement exact, mais en l'appliquant on obtient une approximation suffisante, excepté dans le cas que nous examinons plus bas. On peut le vérifier au
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moyen des Tables elles-mêmes 5 on reconnaît eiFectivement que dans une étendue assez grande, sauf au commencement des Tables, les différences des log sîn, ou des log cos, ou, etc., sont sensiblement constantes^ il s'ensuit que, pour des accroissements égaux donnés à un arc, le logarithme du sinus ou du cosinus, etc. de cet arc prend des accroissements sensiblement égaux.
Nous indiquerons par des exemples le type du calcul.
I ^ Trouver le logarithme de sin ( 49° 53' 24'', 3 ) .
Log siii(49«53'2o'') =7,8835459 à = 177
Pour 4", 3 76 17, 7x4*3 = 76, II
Log sin (49053' 24" , 3) = 7, 8835535
2*^ Troui^er le logarithme de cos(36°35'36'',3).
Log cos ( 36* 35'4o" ) = 7, 904648 1 A = 1 56
Pour 3", 7 58 15,6x3,7=57,72
Log cos(36« 35' 36", 3) = 7,9046539
3° Trou\>er le logarithme de tang ( 79° 5 i'47'S ^ ) .
Log tang (79** 5i'4o")=^ ^'747^657 A^ i2i5
Pour 7", 2 875 121,5x7,2 = 874,80
Log tang(79**5i'47" » 2) = o , 7476532
4** Trou\>er le logarithme de cot ( 23° 1 7' 22'', 3 ) .
Logcot{23«i7'3o'') = o,366o3i3 A = 58o
Pour 7", 7 447 58x7,7=446,60
Log cot ( 23® 1 7' 22", 3) = o , 3660760
Troisième cas. — Si les différences qu'on trouve dans la Table varient trop, ce qui arrive lorsque Tare donné est très- :)etit, la méthode précédente ne comporte plus une précision uffisante*, voici comment il faut alors opérer. L'arc donné étant exprimé en secondes et en fraction décimale de la seconde, soient a la partie entière et h la fraction décimale ; pour avoir log sin (a 4- A) et log tang ( a -|- A), on peut admettre que le rapport des arcs très-petits a et a -h A est égal au rap-
port des sinus ou des taugentes de ces arcs ; posons donc
sm(a -\- h) a -\- h tang(û -h /i) a -^ h
sina a tanga a
on aura
log sin («-+-//)=: log sin a -\- log[a -h h) — log«, logtang(a -h h)=z logtang^ -4- \og{a 4- à) — loga.
On prendra log sina ou log tanga dans la première partie de la Table, log (a -4- h) et loga dans la Table des logarithmes des nombres, et Ton aura ensuite log sin {a -\- h) et log tang (a •+- h) par les formules précédentes.
Veut-on, par exemple, le logarithme du sinus de o**3'27'',355; cet arc réduit en secondes est égal à 207'', 355; on a donc a==207, A =0,355. Le logarithme de sin (3'27'') est3,ooi545i, le logarithme de 207,355 est 2,3167145; celui de 207 pris avec le signe — est 3,6840297; en ajoutant ces trois logarithmes, il vient
logsin(o®3'27'', 355) = 3,0022893.
Si Ton demande le logaritlime de la cotangente d*un très-petit arc, il faudra chercher le logarithme de la tangente, ainsi qu'il vient d'être indiqué, puis on changera le signe de ce logarithme.
S'il s'agit du Lg cos d'un très-petit arc a -f- A, on a
log cos(û -f- h) = log sm[a H- /i) — log tang(a -f- h),
formule par laquelle on aura log cos (a 4- A) après avoir déterminé comme ci-dessus le log sin et le log tang de « 4- A. Mais cette formule devient, en vertu des équations écrites plus haut,
log cos (û -h k) z= log sina — log tang a = log cosât ;
d'où il suit que les arcs a -f- /i et a ont leurs log cos sensiblement égaux : c'est, du reste, ce que montrent les Tables. Supposons qu'on demande le log cos de 0° 3' 27'', 355; cet arc
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tombe entre 3' 20'' et 3'3o'', ares dont les cosinus ont le mèine logarithme i ,9999998 : on a donc
log cos ( 0° 3' 27", 355) =:7 , 9999998.
56. Problème II. — Le logarithme d'un sinus, d'un cosinus, d'une tangente et d'une cotangente étant donné, trouver le nombre de degrés^ minutes et secondes de l'arc auquel il appartient.
Premier cas. — On cherchera le logarithme donné dans l'une quelconque des deux colonnes qui ont pour titre la ligne trîgonométrique à l'expression numérique de laquelle le logarithme donné appartient. Si on le trouve parmi ceux qu'elle contient, on observera à quelle extrémité de la colonne est le titre qu'on a consulté : si ce titre est en haut, on jettera les yeux sur la seconde colonne à gauche, et dans T alignement du logarithme on trouvera un nombre de dizaines qui exprijnera les secondes de Tare cherché. On passera à la première colonne \ si l'on y voit un nombre dans le même alignement, il sera celui des minutes cherchées, sinon on montera le long vje cette colonne, et le premier nombre qu'on rencontrera sera celui des minutes*, enfin en haut de la page on trouvera hors du cadre le nombre de degrés demandé. Mais si le titre en question est au bas, il faut recourir à l 'avant-dernière colonne vers la droite, qui donnera de même les secondes 5 passer ensuite à la dernière colonne, sur laquelle on trouvera les minutes cherchées, soit dans la même ligne, soit en descendant le long de cette colonne. Enfin on trouvera au bas de la page, •et hors du cadre, le nombre de degrés demandé.
Veut-on, par exemple, le nombre de degrés, minutes et secondes de l'arc dont le logsin est i,354i8o3 \ on cherchera ce logarithme dans l'une des deux colonnes qui sont intitulées sînus^ sans s'embarrasser de savoir si ce titre est en haut ou en bas de la colonne 5 l'ayant trouvé, on observe que le titre sinus est en haut de la colonne : on consulte la seconde colonne à gauche, et l'on trouve 3o dans l'alignement de 9,35418035 on passe A la première colonne, on n'y voit rien
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dans le même alignement^ maïs en montant on rencontre 3 dans cette colonne : enfin, en haut de la page et hors du cadre, on trouve i3 degrés. Le nombre demandé est donc i3**3'5o".
Deuxième cas. — Si le logarithme donné ne se trouve pas dans les Tables, ce qui est le cas le plus ordinaire, on cherchera les deux logarithmes entre lesquels il est compris^ on prendra celui de ces deux logarithmes qui est du côté du titre de la colonne dont on a besoin 5 on le retranchera du logarithme donné, ou Ton en retranchera celui-ci, selon que Tun sera plus grand ou plus petit que Tautrej on aura ainsi une diflerence A', et, en appelant A la diflerence tabulaire des deux logarithmes entre lesquels est compris le logarithme donné, on déterminera le nombre h par Téquation
A' h j, , , loA'
— = — , d ou A = •
Le nombre h moindre que i o exprimera les unités de secondes et fractions de seconde de Tare cherché. Quant aux degrés, minutes et dizaines de secondes, on les obtiendra en substituant au logarithme donné celui de la Table qui en difiere de A', et en suivant la marche indiquée dans le cas précédent. Nous indiquerons par des exemples le type du calcul.
1" Trouv^er l'arc dont le logsin est i, 8835535.
Log sina: = i , 8835535
Pour 1,8835459 49*53' ao*' A = 177
A^Xio 760 4'S^9
tP Trouifer Varc dont le logcos est 1,9046539.
Log cosa: = 1 , 9046539
Pour 7,9046637 36«35'3o" A=t56
A'Xio 980 6% 3
ar=:36''35'36^3
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i^ Troui^er l'arc dont le log tang est 0,747^53 a.
Logtango; = 0,7476532
Pour 0,7475657 79°5i'4o" A = 1215
A'Xio 8750 7",2
4*^ Trouver l'arc dont le log cot est 0,3660760.
Logcot^ = 0,3660760
Pour 0,3660892 23"i7'20*' A = 580
A'xio i32o 2^,28
TROISIÈME CAS. — Si les différences des Tables varient trop, la marche qu'on vient d'indiquer cesse d'être applicable. Le cas dont il s'agit se présente lorsqu'on a à déterminer un trèspetit arc par son log sin ou par son log tang; voici comment il faut alors opérer. On cherchera dans la première partie de la Table le logarithme qui s'approche le plus du logarithme donné, et l'on réduira en secondes les degrés et les minutes de lare correspondant; désignons par a le nombre de secondes ainsi obtenu et par a H- A le nombre exact de secondes contenues dans l'arc inconnu-, on déterminera a -h A par l'une des deux équations
log(a -r A) = log sin [a -^ h) — log sin a 4- loga, log (a -\-h)=z logtang(a -t- h) — logtanga -+- loga,
T*^e nous avons déjà mentionnées en traitant du problème inverse de celui qui nous occupe.
Veut-on, par exemple, le nombre des degrés, minutes, etc., deVarc dont le logarithme du sinus est 3,0022893; on trouve que le logarithme tabulaire qui approche le plus de ce logarithme est 3,ooi54oiou — 2,9984549^ et ce logarithme répond à l'arc de 0° 3' a 7^' ou de 207 secondes ; le logarithme de 207 est 2,3 1 59703 ; ajoutant ensemble les trois nombres 3,0022893*, 2,9984449^ 2,3 159703, on a pour somme 2,3167145. Ce
logarithme répond au nombre 207,355; Tare cherché est donc 207'^355,ouo«3'li7^355.
On opère de la même manière pour déterminer un trèspetit arc quand on connaît le logarithme de sa cotangente, puisque ce logarithme est égal et de signe contraire à celui de la tangente.
Mais, lorsqu'il s*agit de déterminer un très-petit arc par le moyen du logarithme de son cosinus, il est impossible de le faire avec précision. Veut-on, par exemple, connaître Tare dont le cosinus a pour logarithme i ,9999991 , la Table montre que ce logarithme répond à tout arc compris entre 6' 4 5" et ^* iV \ l'arc demandé ne peut donc être obtenu qu'avec une incertitude de 4o secondes.
57. La solution des deux problèmes dont nous venons de nous occuper repose sur l'égalité approximative
posons
(-2) L =1 — ±c, h=. zhe,
e et e mesureront les erreurs commises en appliquant la formule (i) dans le calcul de A' (premier problème) et dans le <;alcul de h (deuxième problème). Or on démontre, par des considérations qui ne peuvent trouver place ici, que e est toujours moindre qu'une unité du septième ordre décimal si l'arc dont on calcule le log sin ou le log tang surpasse une certaine limite inférieure à 5 degrés, et que la même chose a lieu, par suite, si l'arc dont on calcule le log cos ou le log cot est supérieur à 85 degrés. L'emploi de la formule (i) est donc légitime, entre ces limites, dans la solution du deuxième cas du premier problème. On démontre aussi que l'erreur e relative au deuxième problème est plus petite qu'un centième de se- <îonde, si l'arc que l'on calcule diiïère de zéro ou de 90 degrés d'une quantité plus grande qu'une certaine limite inférieure à 1 I degré, et que cette erreur c devient absolument insen-
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sible si Tare que Ton calcule s'écarte de quelques degrés des limites zéro et 90 degrés -, d'où il suit que Temploi de la formule
loA'
est légitime dans la solution du deuxième cas du deuxième problème entre les limites que nous venons d'indiquer (*).
Mais Terreur commise dans le calcul de h ne provient pas seulement de la quantité e que Ton néglige \ les logarithmes dont A et A' expriment les différences sont affectés d'une certaine erreur-, et si cette erreur reste au-dessous d'une demiunité du septième ordre décimal pour les logarithmes de la Table, elle peut être beaucoup plus considérable pour le logarithme donné, qui le plus souvent est le résultat d'opérations exécutées sur des nombres qui ne sont connus qu*approximativement. Admettant, par exemple, que l'erreur de ù! soit d'une unité de l'ordre du dernier chifl're, Terreur de A,
(*) Si Ton désigne par M le module des logarithmes vulgaires, et par 6 un nombre compris entre zéro et i, on a, d'après une formule connue (celle de Taylor), en prenant la seconde pour unité,
, , fx 1 . «. f . „ cos.r „ ôA'sîn'i" 10ff8in(j:-h Aj— log8inx= MAsini" -: M ^—z — •
Désignons par A la valeur du premier membre pour h = 10, et par A' la valeur de ce premier membre pour A < 1 ; appelons aussi d- la valeur que prend pour ^ = 10 et faisons
. AA . . loA'
A' = — ûze. hz=z ih e :
on déduit de la formule précédente
_^ Msin'i", -., ^,,. , (loS- — ôA)Asin''
asin'u: ^ ' Sin2J: — dhsiux'
h étant inférieur à 10, la valeur absolue de 10 3^ — Oh est aussi inférieure à lo;
on a donc
SoMsîn'i" loosini"
8in*j: smix — losini"
An moyen de ces résultats on peut vérifier la légitimité de nos assertions, pour ce qui concerne les logsîn etleslogcos; on déduit ensuite immédiatement delà que ces assertions sont vraies aussi à l'égard des log tang.
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en négligeant celle de A, sera - 10"^ d*où il suit que la précision obtenue dans le calcul d*un arc sera d'autant plus grande que les différences tabulaires seront elles-mêmes plus grandes. Or la différence de deux logtang est la somme des différences des log sin et des log cos correspondants (*} •, donc un arc est toujours mieux déterminé par sa tangente que par son sinus ou son cosinus. A 45 degrés, point du premier quadrant où la tangente donne la plus faible précision, la différence tabulaire de ses logarithmes est de 4^1 unités du septième ordre décimal pour une variation de 10 secondes dans l'arec d*où Ton conclut qu'une erreur d'une unité du septième ordre dans le logarithme de la tangente correspond alors à une erreur de o'',o24 dans l'arc. Une même erreur dans le logarithme du sinus ou du cosinus correspondrait à une erreur double, c'est-à-dire à o",o48. Pour des arcs petits, les différences des log cos sont très-petites, et, par suite, les différences des log sin sont à peu près égales aux différences des log tang ^ il s'ensuit qu'un petit arc ne saurait être donné avec précision par son cosinus, ainsi que cela a déjà été dit plus haut; au contraire, il est également bien déterminé par son sinus ou par sa tangente. Concluons de là que dans les solutions trigonométriques on devra rechercher autant que possible l'emploi des tangentes et rejeter avec soin l'emploi des cosinus, pour la détermination des petits arcs.
Procédés pour rendre une formule calculable par logarithmes,
58. Pour que l'on puisse appliquer immédiatement le calcul des logarithmes à la détermination de la valeur d'une ex-
( * ) La différence
log tang ( j: -*- A ) — log tang j?
est évidemment la somme des deux différences
log sin (a: H- A ) — log sin a:, log cos a: — log cos {x-^hy
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pression numérique, il est nécessaire que cette expression ne contienne que des facteurs monômes^ autrement on dît qu'elle n'est pas calculable par logarithmes. Si une expression ne contient d'autres facteurs polynômes que des sommes ou des diflerences de deux sinus, ou de deux cosinus, ou de deux tangentes d'arc donnés, on la rendra calculable par logarithmes en faisant usage des formules du n° 18 : aussi ces formules sont-elles d'une extrême importance. Mais il existe des procédés généraux que nous allons indiquer ici, pour rendre calculable par logarithmes une expression qui ne l'est pas. Considérons d'abord une expression binôme
et supposons qu'on veuille avoir logj:; ael b sont des nombres positifs, dont les logarithmes seuls sont donnés. On peut écrire
Cela posé, déterminons un arc auxiliaire y, tel que l'on ait
b tangy=:^:
cet arc y, compris entre zéro et 90 degrés, se calculera par la formule
log tangy = logé -— log«.
La valeur de x devient alors
, _L_ N cos op du sin »
x=ia{\ zt tangopjnr a — --
cosy
'i^ais on a
cosy dt sin ^ = cos y db cos (go° — ^ ),
=:2cos45*»cos(^=p45°) = \/2cos{<pq=45*'); ionc
a v'2Cos((pqz45°)
cos y
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Cette formule est calculable par logarithmes 5 on en tire logo: z= loga H — loga -+- log ces (<p zp 45°) — log cosy ( *)
La même méthode s'applique à une expression polynôme quelconque a±b±czhd±,,,'^en effet, on pourra, par T emploi d'un arc auxiliaire, réduire d'une unité le nombre des termes^ de l'expression polynôme : avec un second arc auxiliaire, on diminuera encore ce nombre d'une unité, et Ton pourra continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait transformé l'expression en un monôme.
La transformation précédente n'est pas la seule qu'on puisse employer 5 nous indiquerons encore la suivante.
On rendra calculable par logaritlimes la formule a -h b^ où a
et b sont des nombres positifs, en posant - = tang*y ; car on a a-\-b =:a[i -i-tang'ç) =
cos'y
Si l'on a a > i, on rendra la formule a — b calculable par logarithmes, en posant b = a sin*ç-, car on a
a — b =za[i — siii*y)=: âtcos'cp.
Résolution de l' équation du deuxième degré par le moyen des Tables trigonométriques .
Les deux racines de l'équation du second degré
(l) x^-\-p.T -hq =zo
(*) On doit préparer les lofjarithmes qui sont affectés du signe — dans une formule de manière que leur partie décimale soit négative; par exemple, si le logarithme 3,355/|207 est destiné à être retranché d*une somme d'autres logarithmes, il faut récrire — 2,644^79^i en sorte qu'on sera ramené à ajouter 2,6445793; cette manière d'opérer revient h prendre le complément à 10 du logarithme et à retrancher 10 de la caractéristi-] :q.
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sont données par la formule
nous supposerons que les coefficients p et q soient des quantités réelles données directement ou par leurs logarithmes.
I ° Soit'^ <j ^ o^ ce qui est le cas où les racines sont
réelles et inégales. Si Ton a en même temps ^ > o, on posera
2 sin^'
Tare auxiliaire cp, compris entre — 90 et 4- 90 de^^rés, se calculera par la formule
log( — siny) — log2 -f- - lo^q — logp
si p est positif, et par la formule
logsin^ =: log2 -f- - logy — log( — p) si p est négatif. La formule ( 2 ) devient alors
^^ \ smy y de sorte qu'en appelant Xj et Xt les deux racines on aura
^i = y/î tang - <p, Xi== sjq cot - (j»,
expressions calculables par logarithmes.
Si Ton a ^ <^ o, on posera
2 tang îp '
Tare auxiliaire cp, compris entre — 90 et -h 90 degrés, se cal- <:ulera par la formule
log( — tang<p) = log2 -h - log(— 7) — logp
Trig. s.
si p est positif, et par la formule
logtangy = log2 -f- - log(— 7) — log(— P) si p est négatif. La formule (2) devient alors
de sorte qu'en appelant x^ et Xt les deux racines on aura
a:, = — y — q tang - y, je, = -I- y — q COt - y.
2** Soit ^^^ q <^o^ on pourra poser
^ 4 COS*?p
et l'arc auxiliaire y se déterminera par la formule
logcos(p=:log{=h/?) \ogq — log2;
la formule (2) devient alors
xz= — '^±- tangy y — i ;
la partie réelle des deux racines imaginaires est — ^ j et le logarithme du coefficient de \j — i est égal à
\o^{±p) + logtangij» — log2.
60. On peut ramener à la résolution d'une équation du deuxième degré le problème qui consiste à trouver tous les arcs X qui satisfont à une équation de la forme
a cos.r -V- ^ sino; =: c,
où a, i, c désignent des nombres donnés positifs ou négatifs. Il suffit, en effet, pour cela d'exprimer sin j: et cos j: en fonction d'une même ligne trigonomé trique; mais la question dont il
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s'agit peut être résolue beaucoup plus simplement de la manière suivante. Déterminons un arc auxiliaire y compris entre — 90 et -f- 90 degrés, et tel que l'on ait
b tangyrr:-:
en remplaçant b par a tang^, Téquation proposée devient
a{co%x 4- tangf sin^} = c, ou
COS [X — a I = i .
Pour que le problème proposé soit possible, il faut que
soit compris entre — i et -|- i , c est-a-dire que 1 on ait
c^ cos' »
^ < I ou c' < a» + b^.
Si cette condition est remplie, les Tables feront connaître un arc a compris entre zéro et i8o degrés, et ayant pour cosinus
; les racines de l'équation proposée seront données ensuite par la formule
où h désigne un entier arbitraire positif, nul ou négatif.
On peut exprimer toutes les racines x en fonction de Tune quelconque d'entre elles; désignons en effet par x^ Tune de ces racines -, on aura
OL = ±[k'. 36o« + (p — .r.) , V étant un entier, et l'expression générale des racines x sera
J- — A-.3Go°-h(p=ii((p — a:.); cette formule équivaut aux deux suivantes :
X = /• . 36o® -4- jTo,
XT^: k. 36o** -+- 2 y — ^0»
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Résolution de V équation du troisième degré par lé moyen des Tables trigonométriques ,
61 . L'équation générale du troisième degré (i) X»4-PX^4-QX4-R = o
se ramène à la forme (2) x*-4-/?a;4-7 =0,
p en posant X = — -=-\-x\on peut donc se borner à considérer
Téquation (2), dont les coefficients seront supposés réels. Nous avons vu (n° 29) que Féquation
i0%K ,3 CCS©
a pour racines
ços|» 005(12004- |j, cos(24o«4-|V
si donc on parvient à ramener l'équation proposée ( 2 ) à la forme (3), le problème que nous nous proposons sera résolu. Posons x = i-2, l'équation (2) devient
et cette équation (4) coïncidera avec (3) si l'on détermine la quantité A et l'arc y de manière que Ton ait
p 3 y coscp
équations d'où l'on tire
9 COSÇ = -r
ces valeurs de \ et de coscp ne sont réelles que si p est négatif;
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mais, pour qu'elles soient admissibles, il faut encore que la valeur de cos* y soit inférieure à i , ce qui exige que Ton ait
^-f-^— <© ou 4/^* -'-277*<o.
Cette condition enlraîne/7 <[ 05 si elle est satisfaite, Tidentîfication des équations (3) et (4) devient possible^ alors, Tarcy ayant été calculé par la formule
cosy =
les racines otj, x,, x^ de l'équation proposée (2) seront
CCS [ 240° + ^
Le cas que nous venons d'examiner est celui où les racines deTéquation (i) sont réelles et inégales; toutefois deux de ces racines deviennent égales si Ton a
la solution précédente subsiste dans ce cas.
Considérons maintenant le cas où Ton a
et où, par conséquent, Téquation (2) ne peut plus se ramener à
la forme (3) par la transformation dont nous avons lait usage.
Soient d'abord /? = o et 9 = — i, l'équation (2) devient
les valeiu's de x sont alors les racines cubiques de Tunité \ pour les trouver, remarquons que x' — i est le produit des facteurs x — i et j:* -J- x -h 1 -, en sorte que Tunité a trois racines cubiques dont Tune est égale à i , et dont les deux autres
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a et sont les racines de Téquation du second degré
on trouve
en outre, comme on a
aS = I , a' = 1 , 6* =: 1 ,
on conclut que
a = 6» et 6r=a^
en sorte que chacune des deux racines cubiques imaginaires de Tunité est le carré de Tautre.
Revenons maintenant au cas général, et distinguons les deux hypothèses p <^o elp'^o,
1° Soit /? <! o ? posons
X z= \[atangrf -h ôcotep),
en désignant par a et b deux quantités respectivement égales aux racines cubiques imaginaires a et 6 de Tunité ou égales toutes deux à Tunité; en élevant au cube, il vient
«c* =r X^[tang^(p -f- cot*9 -h 3(a tangep -4- b cot^)],
et Ton déduit des deux équations précédentes
(5) x» — 3X^07 — X'(tang»(j> -f-cof^) = o.
D'après la manière dont cette équation (5) est formée, il est évident que ses trois racines sont
(6) X(tangy -f- cot(p), X(atangç-t- Scoty), X(6 tang(p -f-acot^),
et par conséquent Téquation (a) se trouvera résolue si Ton parvient à Tidentifier avec Téquation (5). Tl suffit pour cela de déterminer X et (y de manière que l'on ait
— 3V =/?, — X3(tang»(p H- cot»<ï>) = q;
la première de ces équations donne
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et il vient ensuite
tang*ç -f-cot'y =
Pour trouver ç, nous emploierons un deuxième arc auxiliaire
ïj>, tel que
tangtl/ = tang»(p;
il vient alors
tang>}; -h cotij/ = -
d*où
sin2>J>=: —
on pourra tirer de cette équation une valeur de tp comprise entre — 45 et 4- 45 degrés 5 car 4/?' + 279* étant > o, par hypothèse, la valeur précédente de sina^j^ est comprise entre — I et 4- 1 5 on trouvera ensuite une valeur de (f également comprise entre — 45 et -J- 45 degrés, au moyen de la formule
tangç= y/tang-j;.
Les arcs y et ^|^ ayant été ainsi calculés, on aura, pour les racines de Téquation ( 2 ), les expressions (6), qui deviennent, v.n remplaçant a et S par leurs valeurs écrites plus haut,
-^(tangy 4-coty),
ou
— (tangç -+- coty)±:- y''— /?(tang(p — coty) ^'— i.
et ; ± J — p cot2 © v^— I .
sm2y sm2(p ▼ -^ T »
On pourra calculer par les Tables, au moyen de ces formules, la racine réelle, ainsi que le coefficient de ^ — 1 dans les racines imaginaires .
2° Soit p ]> G -, posons
x = X (cz tafigç — b cotç),
a el b désignant, comme précédemment, deux quantités égales respectivement aux racines cubiques imaginaires a et 6 de l'unité, ou égales toutes deux à l'unité^ en élevant au cube, il vient
a:* = V[tang'ç — cot'ep — 3 (a tang^ — - ôcotç)], d'où
{7) ar» -f- 3X*.r — X>(tang«<p — cet» = o,
équations dont les racines sont (8) X{tangç — coty), X(atang<j> — Scoty), ^(êtangy — acotf).
Pour que l'équation (2) puisse être identifiée avec l'équation (7), il faut et il suffit que l'on ait
ZV—p, — X=»(tang>(p — cot*(p) = ^; la première de ces équations donne
et il vient ensuite
tang'ç — cot'îp =
Pour trouver ç, nous emploierons un deuxième arc auxiliaire (|/, tel que l'on ait
tang^I* = tang'(p;
il vient alors
tangr!* — COl>J> z=z — 2 COt2-J; d'où
rnt o *fj — -
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l'angle vp étant connu, on calculera y par la formule
tang(p = î/tangi!/; les racines de Téquation (a) seront alors
i/~(tangç — cot(j>),
— ^ y |(tangç — cot(p) dz ^(tangep -+-cot(p) v/— î »
ou
— 2i/^COt2lO et i/^C0t2(p ±-r^ V'— I.
V 3 ^ y 3 ^ sin2(p
On voit que, dans le cas de 4p^ -H ^7^* > o? Téquation proposée (a) a toujours deux racines imaginaires.
(53. Exemple I. — Soit proposé de résoudre l'équation
On a ici p = — 7, ^ r= y- Téquation proposée a deux raines positives Xi et x^ et une racine négative x^ , On a
ar, r=\/yCOS-j X,
COS
TYPE DU CALCUL
Calcul de ç.
log(- tangcp) ï,5t843i8i
180" — <ï> io°53'36",a
iao"-+-|= 180°
Calcul de x..
logl/y.
o,485oi84
logcos| T,743387&
log x, o,2284o6o>
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Calcul (te J7,.
log
log cos
o,485oi84 T, 6475280
logl/y
logx,.
Calcul fie Xy o,485oi84
log — cosf i2o"-h|j . '1,9991270
o,i325464Jlog( — ^,) 0,4841454
Exemple II. — Soit proposé de résoudre Téquation
X^ — 6 JT -h 6 rrr O.
On a ici ;? = — 6, ^ = 6 •, Téquation proposée a une racine
réelle négative x^ et deux racines imaginaires ^- ± u yj — i .
On a
sm2y
, W=r^6cOt2(p,
tang(p== J^tangip, sin2i}/:rz— , tangatj/ = v^8«
Tl'PB DU CALCUL.
Calcul de ^^.
logtang2i]^ o,45i545o
Calcul (le JT,.
Jlog8 o,45i545o
— logsin2cp 0,0028916
iog( — -^J 0,4544366
Calcul (le y.
logtangip T, 9498^83
Calcul de u.
^log6 0,8890756
log(— cot2(p) T,o63643i
logw 1,4527187
Les racines sont
— 2,84 7 32 et 1 ,42366 ± 0,283608 y/ — I .
QUESTIONS PROPOSÉES
I. On partage l'arc 2x en n parties égales, et Ton demande : 1° de déterminer la distance du centre des moyennes distances des points de division à un diamètre quelconque; 2° de prouver qu'à la limite, pour
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/î = Qo , la distance du centre du cercle au centre des moyennes distances est égale à •
II. Démontrer que la différence a: — sinx est d'autant plus petite que X est plus petit.
ni. Démontrer que, si x est compris entre zéro et - , le rapport
est la limite vers laquelle converge le produit cos - cos- cos^« • • cos— >
lorsque rentier n augmente indéfiniment. Déduire de cette propriété les
inégalités sinx > a: — 1— et coso: < i — — -h — - • 2 24
V. Démontrer que les rapports et -—-^ — décroissent quand
,> .* j ^ 5L ^ * V • 1. i-i-i»- 1 i-.^sino:^ sin(.r-hA)
1 arc X croit de zéro à - • Après avoir établi 1 inégalité > — ^ — -, — -
dans rhypolhèse où or et A sont positifs et ohx-^h est inférieur à -> on
pourra démontrer Imégalité -5 — > -. /.j en faisant
usage de la formule d'où l'on a conclu l'inégalité j: — sinx < — > au n" 46.
TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE
Objet de la Trigonométrie rectiligne,
65. Il y a dans un triangle six éléments à considérer, trois angles et trois côtés. Résoudre un triangle, c'est calculer les j valeurs numériques de ses éléments lorsqu'on a des données suffisantes.
La Trigonométrie rectiligne a pour objet la résolution des triangles rectil ignés.
Les valeurs numériques des longueurs s'obtiennent en rap« portant ces longueurs à une même unité : il nous reste à parler de la mesure des angles.
Mesure des angles,
66. Soit un angle AOB [fig- 8)', décrivons de son sommet comme centre, avec un rayon quelconque, une circonférence,
Fig. 8.
et désignons par R et S les nombres d'unités contenues dans le
rayon OA et dans l'arc AB intercepté par les côtés de l'angle.
S Le rapport -• est indépendant de la grandeur du rayon OA, car
si l'on décrit, du point O comme centre, une autre circonférence A'B', et qu'on désigne par R' et S' les nombres qui mesurent le rayon OA' et l'arc intercepté A'B', on aura, par un
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théorème connu,
Il résulte de là que,
sî Ton pose
le rapport co ne dépendra que de la grandeur de Tangle AOB; comme, d'ailleurs, Tangle AOB varie proportionnellement au nombre co, on peut prendre co pour sa mesure. Pour S = R tù se réduit à i •, par conséquent w représente le rapport de l'angle AOB à un certain angle qu'on peut choisir pour unité, et qui est tel que, si Ton décrit une circonférence de son sommet comme centre, avec un rayon quelconque, Tare intercepté entre ses côtés est égal au rayon de la circonférence.
La formule S = Rco est très-fréquemment employée dans les applications géométriques-, elle permet de comparer des arcs qui appartiennent à des circonférences dilïérentes.
Si Ton prend le rayon OA pour unité linéaire, on aura
R — 1 et « = S;
ainsi un angle est mesuré par le m,ême nombre que V arc intercepté entre ses côtés sur la circonférence décrite de son sommet comme centre avec l'unité pour rayon. Par exemple,
le même nombre - représentera indiiféremment Tangle droit
et le quadrant. C'est pour cette raison que les mots angle et arc sont souvent employés comme synonymes.
Et comme nous sommes convenus, dans les applications de la théorie des fonctions circulaires, de représenter les arcs par les nombres de degrés, minutes, secondes, etc., qu'ils renferment, ces mêmes nombres de degrés représenteront également les angles correspondants.
Nous appellerons sinus, cosinus, tangente, cotangente, sécante et cosécante d'un angle, le sinus, le cosinus, la tangente, la cotangente, la sécante et la cosécante de Tare intercepté par les côtés de Tangle sur la circonférence décrite de son3ommet comme centre, avec l'unité pour rayon.
Nous représenterons toujours par A, B, C les trois angles d'un triangle, et par a^ i, c les côtés respectivement opposés*, les angles aigus ou obtus sont nommés angles obliques, et les triangles dans lesquels aucun angle n'est droit sont dits obliquangles.
Relations entre les angles et les côtés d'un triangle ' rectangle,
67. Théorème. — Dans tout triangle rectangle, chaque côté de l'angle droit est égal à l hypoténuse multipliée par le sinus de V angle opposé^ ou par le cosinus de l'angle adjacent.
Soit ABC (fig- 9) un triangle rectangle en A; du point C
comme centre, avec l'unité pour rayon, décrivons l'arc de cercle MN, et abaissons MP perpendiculaire sur AC : les triangles semblables ABC et PMC donnent
£ _ MP ^ _ _CP û"~ cm' a~^CM'
On a d'ailleurs
CM = i, MPr=sinC, CP = cosC;
donc
c=z asinCi b =z acosC.
ConoLLAiRE. — Dans tout triangle rectangle, chaque côté de l'angle droit est égal à l'autre côté multiplié par la tangente de l'angle opposé ou par la cotangente de l'angle adjacent.
En effet, soit A l'angle droit ^ on a, par le théorème précédent,
c = rtsinC, ^=r£2cosC,
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d'où, en divisant membre à membre,
rr = tangC et c=z btangC,
ou
c =1 b cotB.
Remarque. — Il ne saurait exister entre les angles et les
côtés d'un triangle rectangle une relation distincte des trois
suivantes ;
c = asinC, b =1 acosC;
car s'il j en avait une, en y remplaçant c, i et B par leurs valeurs a sinC, a cosG et 90° — C, on aurait une équation non identique entre a et C, ce qui est absurde.
En ajoutant les deux dernières des relations précédentes, après les avoir élevées au carré, on obtient la relation connue
Relations entre les angles et les côtés d'un triangle obliquangle.
68. Théorème I. — Dans tout triangle rectiligne, les côtés sont proportionnels aux sinus des angles opposés.
Soit ABC {fig- 10) un triangle dans lequel les angles B et C sont aigus \ abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur
Fiîj. 10.
Ja base BC : le point D tombera entre les points B et C, et les triangles rectangles ABD et ACD donneront (n°67)
AD = csinB, AD=:^sinC,
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d'où
csinB = osinC ou
sinB siaC
Sî Tun des angles B ou C est obtus [fig- 1 1), C par exemple, le pied de la perpendiculaire AD tombe sur le prolongemcni
de BC, et comme deux angles supplémentaires ont le même «inus, les triangles rectangles ABC et ACD donnent encore
AD =: c sinB = b sinC,
d'où Ton conclut que la formule précédente est générale.
69. On a, d'après ce qui précède, les trois relations suîvantes entre les angles et les côtés d'un triangle :
( sinA sinB sinC'
-et je dis qu'il ne saurait exister une autre relation distincte de celles-ci. En effet, on tire des équations (i)
o « T> ^ » «sinB flsinC A = i8o°— B— G, ^>=-^-— --5 c=-T-7z: -t;
sm(B-f-C) sin(B-{-C)
cela posé, s'il existait entre les angles et les côtés une relation distincte des relations (i), en y mettant, au lieu de A, i, c, les valeurs que nous venons d'écrire, on aurait une équation non identique entre le côté a et les deux angles adjacents^ B et C, ce qui est absurde.
Mais on peut déduire des équations (i) d'autres relations importantes qui constituent autant de théorèmes-, nous commencerons par démontrer directement ces théorèmes, et nous
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ferons voir ensuite comment les diverses relations que nous aurons trouvées peuvent se déduire les unes des autres.
70. Théorème II. — Dans tout triangle rectiligne, le carré d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres cotés, moins le double produit de ces deux autres côtés multiplié par le cosinus de l'angle quils com,prennent.
Soit ABC [Jig' 1 2) un triangle dans lequel Tangle C est aigu;
abaissons du sommet A la perpendiculaire AD sur BC; on aura
mais le triangle rectangle ACD donne (n° 67)
CD= ôcosC; on a donc
c» = a' 4- 6* — 2 aô cosC,
Si Tangle C du triangle est obtus {fig. i3), on a c» = fl» -H ^' -I- 2a X CD; Fig. i3.
B CD
le triangle rectangle ACD donne
CD = ^ cosACD = h cos(i8o*> — C) = — ^ cosC:
donc on a
c* = a' -h 6* — ^ab cosC,
Trig. S.
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comme dans le premier cas. Enfin cette formule a lieu encore quand C est un angle droit ^ car, dans ce cas, cosC est nul, et elle se réduit à c* = a* -h i*.
Le théorème que nous venons d'établir donne les trois relations suivantes :
!a» z= 6* 4- c* — Tibc cos A, b^z=a^-^c^ — nac cosB, c^ z= a^ -h b* — ^ab cosC, qui contiennent chacune trois côtés et un angle.
71 . Théorème III. — Dans tout triangle rectiligne, un côté est égal à la somme des deux autres, multipliés chacun par le cosinus de l'angle ^u il forme avec le premier côté.
Soit un triangle ABC [fig' iA)\ abaissons du sommet A la
Fi(j. i/|. Fig. i5.
perpendiculaire AD sur BC : on a, si les deux angles B et C
sont aigus,
az=my-\- DC,
et si Tun des angles B et C, C par exemple, est obtus [fig, |5),
a = BD— DC.
Mais, dans le premier cas, DC = b cosC, et dans le second DC = i cos ( 1 8o° — C) = — b cosC ; dans les deux cas , BD = c cos B : donc on a
az= b cosC •+■ c cosB.
Ce théorème fournit les trois relations
(a=zb cosC -H c cosB,
^3) / è = c cosA-l-acosC,
^ cz=za cosB -*- b cos A .
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72. Pour déduire les équations (3) des équations (a), ajoutons les deux premières équations ( 2 ) ; il vient, après les réductions,
c=ia cosB -f- b cosA.
C'est l'une des équations (3) , on obtiendrait les deux autres de la même manière.
Réciproquement, pour déduire les équations (2) des équations (3), ajoutons les équations (3), après les avoir multipliées respectivement par a, i, — c^ il vient
c' = «' -f- b^ — 7.ab cosC.
C'est l'une des équations ( 2 ) ^ on obtiendrait de même les deux autres.
U résulte de là que les systèmes (2) et (3) sont équivalents-, nous allons indiquer comment on peut déduire Tun de ces systèmes, (3) par exemple, des équations fondamentales (i).
La première équation ( i ) donne
d'où
sinC = sin(A 4- B) = sinAcosB H-sinB ces A;
si l'on remplace sinA, sinB, sinC par les quantités proportionnelles a, i, c, il vient
c = a cosB -h b cosA.
C'est l'une des équations (3 ) *, on obtiendrait de même les deux autres.
Je dis enfin que les équations (i) peuvent se déduire des équations (2) ou (3), si l'on fait la restriction que la somme A-+-B -h C n'excède pas 180 degrés. En effet, on tire de la première des équations ( 2 )
ibc
^a* --b* -^c* -h ia^b^-{- 7.à*c* -\- 9.b^c^
par suite,
sin'A — û* — ^< — c^ -h 2a'è' H- 2fl'c' -f- nb^c^
cosA=:
sin» A =
<;^«i»nnn^sî.
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On trouverait évidemment la même valeur pour -— - et pour
sin'C ,, . V sin*A , ,
— ^^ car l expression obtenue pour — j— ne change pas quand
on change les côtés a, i, c les uns dans les autres ; si donc on sait que A, B, C sont moindres que 180 degrés, leurs sinus étant positifs, on peut écrire
sînA sinB sinC
En second lieu, on peut éliminer a, i, c des équations (2) ou (3), car ces équations sont homogènes; si Ton élimine deux des trois côtés, le troisième disparait aussi, et il vient
cos*A -h cos^B -\- cos*C -h 2 cosA cosB cosC — i =r o ou
(cos A-f- cosB cosC)'= I — cos'B — cos'C -+-cos'B cos*C=: sii.* B sin'G,
ou, en extrayant les racines carrées,
cosAr= — cosB cosC=iisinBsinC= — cos(B=lzC);
doù
A zL B =h C = i8o«X (2^ -f- 1),
k étant un entier. Et si la somme A -{-B-J- C n'excède pas 180 degrés, on a nécessairement
autres formules relatives aux triangles obliquangles,
73. En transformant les relations précédentes, on obtient de nouvelles formules qu'il est utile de connaître et que nous allons établir.
Des relations fondamentales
sinA sinB sinC
on déduit
a-\- b sinA-t-sinB 2 sin|(A + B) cos|(A — B)
c sinC 2sin|CcosjC
a — b _ sinA— sinB ___ 2cosj(A4-B) sia|(A — B) c "" sinC "~ 2smjCcosjC '
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OU, à cause de - ( A H- B) = 90*^ C,
a-f.^^ cosl(A--B) g— 6 _ sin|(A — B) ^ ^'^ c •" sinlC ' c •" cos^C '
et, en divisant ces équations (i) Tune par Tautre, il vient
{2) taDg i (A — B) = ^—^r cot - C.
Les formules (i) renferment les six éléments, maïs la formule fa) ne contient que deux côtés et les angles.
La relation
a}z=: b^-{- c^ — ibc cos A donne
mais on a
cosA = —
nbc ' sia - A = 4
^i -t-cosA >
/i — cosA
cos
et, en substituant à cos A sa valeur, il vient
cos
"^i^^^V Wc ""V — Wc —
Par de simples permutations de lettres, on obtiendra des formules semblables pour exprimer les cosinus et les sinus des
angles - B et - C. Si donc on fait, pour abréger,
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d*OÙ
on aura ces deux systèmes de formules :
^ y ac
1 y ab
sin
2 y ac
enfin, en divisant chaque formule du groupe (4) par la co respondante du groupe (3), on obtient ce nouveau système formules :
l 2 V PKP — ^)
Dans toutes ces formides, il faut prendre le radical avec signe -h', car les demi-angles d'un triangle sont înférieui 90 degrés, et, par suite, leurs lignes trigcnométriques s positives.
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Expressions de l'aire du triangle et des rajons des cercles inscrit et circonscrit.
Aire DU triangle. — Soit un triangle ABC (^g
abaissons du sommet A la hauteur AD : on a, en désignant par s Taire du triangle,
5 = - a X AD.
Mais le triangle rectangle ADC donne AD = 6sinC5 on a donc
(i) j=:-aèsinC.
Ainsi l'aire d'un triangle est égale à la moitié du produit de deux côtés multiplié par le sinus de l'angle compris entre ces côtés.
En appliquant cette proposition aux quatre triangles dans lesquels un quadrilatère peut être décomposé par le moyen de ses diagonales, on obtient le résultat suivant :
L'aire d'un quadrilatère quelconque est égale à la moitié du produit des diagonales multiplié par le sinus de l'angle qu elles forment entre elles.
Si dans la formule (i) on remplace b par sa valeur tirée de Téquation
h sinB sinB
a sinA sin(B-4-C) il vient
. I â'sinBsinC
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Enfin, des équations
•^ï<==/£=^i£^. co.ic=/^^:
établies au numéro précédent, on déduit
8bc = 2 sin I c cos ■!■ c = 2 ^SEfEZEmZEii,
2 2 ab
et, si l'on remplace sinC par cette valeur, dans la formule (i), il viendra
(3) s= yip(p^a)(p—b){p — c),
formule où p désigne le demi-périmètre — •
De cette formule et de celles qu'on a établies au n*' 74, on déduit les résultats suivants, qui méritent d'être remarqués :
. 1 . . î „ . I ^ ip — a)(p — b)(p — c) s*
sm - A sm - B sm - C = ^-^ ^-^^--7 — — ^ = — ,-»
22a abc pabc
cos-LAcosiBcosic=^^^5Zf)l4^IÏ(ZEfi= 4, 2 2 2 abc abc
tang - A tang - B tang - C = - •
76. Raton du cercle circonscrit. — Ayant circonscrit un cercle au triangle ABC (Jig» 18), menons, par le sommet C, le
diamètre CD = 2R, et joignons BDj l'angle en D du triangle rectangle BCD est égal à A ou au supplément de A : on a donc
a=:2RsînA ou R = — 7—:* asmA
Rayons des cercles inscrit et exinscrits. — Soit rie
rayon du cercle inscrit 5 en joignant le centre de ce cercle aux
trois sommets, on décompose le triangle en trois autres ayant
pour hauteur commune r, et pour bases les trois côtés a, i, c
, a -h b ^c respectivement^ on a donc s = r ? ou
s /(p — a){p'-' b) (p — c) s=:p/\ et r^= - = i/ — '-^ ^-^ ^.
Si l'on désigne par a, 6, y les rayons des cercles exinscrits au triangle, c'est-à-dire des cercles qui touchent respectivement les côtés a, i, c et les prolongements des deux autres, il •est aisé de voir que l'on a
s = {p — a) OL = (p "^ b)^ z=: {p — c)y,
<l'où l'on tire
_ _i_. _: ./ pip — '')iP — ^) p — C V P — ^
On peut aussi écrire (n*' 74)
a=/?tang-A, 6=/7tang-B, 7=/?tang-C.
De ces formules on peut en déduire plusieurs autres, parmi lesquelles on doit remarquer les suivantes :
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Résolution des triangles rectangles.
78. Premier cas. — Étant donnés l'hypoténuse a et m angle aigu B, calculer l'angle C et les deux côtés b et c.
Les éléments inconnus se détermineront par les formules
Crrrgo" — B, 6=r«8inB, C = fl cosB.
La première fait connaître immédiatement C, et les deux autres donnent pour le calcul logarithmique
\oQb = loga -f- log sinB, loge = loga -h logcosB.
79. Deuxième cas. — Étant donnés l'hypoténuse a et un côté b de l'angle droit, calculer le troisième côté c et les deux angles B et C.
On a, pour déterminer les éléments inconnus,
sinB = cosC = -, c^ = a^ •— b^ z= (a '\- b) {a — b).
La détermination directe de Tangle C s'obtient, comme on voit, par un cosinus, et ainsi elle ne sera point susceptible d'exactitude, si l'hypoténuse du triangle diilere peu de son côté, comme cela arrive fréquemment. Dans ce cas, on peut commencer par calculer c, et Ton obtiendra ensuite G par h formule
tangC==|-,
on aura ainsi, pour le calcul logarithmique,
logc=: - [log (a -f- ^>) -4- log(a — b)], logtangC = loge — logé.
On peut aussi calculer C directement comme il suit. En remplaçant cosC par sa valeur - dans les formules
• ^n ^/i— cosC ^ i_ /i — cosC
sm -C= 4/ , tang- C = 1/ ^r.
2 Va 2 V 1 -f-cosC
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il vient
sm-C= 4/ , tang-C= \/ — -
^b sm
Tune quelconque de ces formules donnera l'angle C avec précision, mais la seconde est préférable, parce que son emploi n'exige que les logarithmes qui servent pour le calcul de c.
80. Troisième cas. — Etant donnés l'un des côtés b de l'angle droit et l'un des angles aigus, calculer le second angle et les deux autres côtés.
Les éléments inconnus se détermineront par les formules
b B-4-C = qo**, a = -:—-> c=6cotB; ^ sinB
les deux dernières donnent pour le calcul logarithmique
log^ï rrtr logé — log sinB, loge nr logé -f- logCOtB.
81 . Quatrième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c de l'angle droit, calculer l'hypoténuse a et les deux angles aigus BetC.
On a, pour déterminer les éléments inconnus,
cote = tangB = -, a* = è» -f- c».
Cette dernière formule n'est pas calculable par logarithmes : on la rendrait telle en faisant usage d'un angle auxiliaire^ mais cette manière d'opérer revient à calculer d'abord B par la formule
logtangB ==log6 — loge,
et à déterminer ensuite a par la formule
a := -;—- ou log« = logô — log sinB.
sinB
Exemple. — On donne
a = 5892"* , 5 1 . bz= 5439™, 24, et l'on demande de calculer c, BetC
io8
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TYPE DU CAI.CUL
a-h b = ii33i,y5, « — ^ — 453,27.
Calcul du côté c,
\0%[a-hb) 4,0542970
loge 3,3553270
On a ensuite
Calcul de l'angle C.
log(fl — b) 2,656357©
log tangJ C ï,3oio3oo
iC= ii*i8'35',76 C = 22*37' II*, 52
Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on connaît un côté et deux angles.
Exemple. — On donne
A = 8i«47'i2^5. B==38'»^2'47^5, C=:6o», «=r7oi2",24,
et l'on demande de calculer les côtés b et c, ainsi que la sw*^ face s du triangle.
TYPE DU CALCUL
Calcul du côté b,
, _ g sin B
~~ sinA
logfl 3,8458568
— log sinA 0,0044774
logsinB 1,7914024
log^ 3,6417366
Calcul du côté c,
^sinC
sinA
logg 3,8458568
— log sinA o ,0044774
log sinC 1,9375306
loge 3,7878648
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Calcul de la surface s,
1 fl^sinBsinC
2 sin A
alogfl 7,6917136
logsinB 7,7914024
logsinC 1,9375306
— log sin A o ,0044774
— loga 1,6989700
logJ 7,11*40910
jRésolution d*un triangle rectiligne dans lequel on connaît deux côtés a^ec l'angle opposé à l'un d'eux,
85. Si a, £ et A sont les éléments donnés, on déterminera successivement les éléments inconnus par les formules
. ^ 6sinA . ^ ^ f» asinC
smB = , A -f-B-{-C= 180°, cz= . ^ .
a sin A
Lorsque B diflfère peu de 90 degrés, cet angle ne peut être déterminé avec exactitude par le moyen de son sinus 5 dans ce cas on calcule d*abord le produit £sInA et Ton obtient ensuite l'angle B par la formule
^ . 6 sin A
tangB===zb =r',
V(« -f- ^ sin A) (a — 6 sin A)
on peut aussi faire usage de la formule
tang(45°+^B)=±y/i^
èsinA
6 sin A
que l'on obtient en remplaçant sinB par sa valeur dans l'équation 1
d».,.g(45"H-iB) = ±y/l^^
Cependant ces dernières formules ne peuvent faire connaître B avec précision, lorsque cet angle diffère très-peu de go degrés et que les données, comme il arrive le plus souvent, ne sont pas rigoureusement exactes. Dans ce cas, en effet, une légère
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erreur dans les éléments donnés peut occasionner une erreur considérable dans Fangle B. ( Foir, Chapitre VI, les Formules trigonométriques différentielles . )
Remarque I. — Si Ton a a > i sin A, et seulement dans ce cas, les Tables feront connaître pour B une valeur M <^ 90°, mais on pourra prendre aussi B = 180** — M;. on aura deux valeurs correspondantes de C,
et, par suite, aussi deux valeurs correspondantes de c.
Pour que Tangle M réponde à la question, il faut et il suflQv que A -4- M soit <; 1 80 degrés \ pareillement, pour que 1 80** — i&i y réponde, il faut et il suffit que M soit ^ A. Examinons da^cus quel cas ces conditions peuvent être remplies.
I** Si Ton a A = ou > 90 degrés, la valeur 180*^ — M de B ne peut convenir, et la condition pour que la valeur M don^Bac une solution du problème est
ou, comme les deux membres sont moindres que 90 degrés,
sinM<sin(i8o° — A) ou <<sinA,
c'est-à-dire
<^smA ou b<^a, a
On voit que le problème ne peut avoir qu'une solution, et ^^
condition pour qu'il en admette une est que le côté oppos(
Fangle donné soit le plus grand des deux côtés donnés.
2*^ Si Ton a A <[ 90°, la valeur M de B convient toujour^-^>
mais, pour que Ton puisse prendre aussi B = 180** — M,
faut que Ton ait
ou, comme les deux membres sont inférieurs à 90 degrés,
sinM> sinA,
c'est-à-dire
fcsinA^ . . , ^ > smA, ou <^a.
CnAPITRB TROISIÈME. 111
On voit que, dans ce cas, la condition de possibilité est a]> A sîn A; si cette condition est remplie, le problème admet une ou deux solutions, suivant que le côté opposé à Tangle donné est plus grand ou plus petit que l'autre côté donné.
Les résultats qui précèdent sont conformes à ceux qu'on déduit de considérations géométriques que nous croyons inutile de rappeler ici.
Kemàuque U. — Dans la solution précédente, on ne calcule le côté c qu'après avoir obtenu les angles B et C ^ or il se peut que, n'ayant pas besoin des angles B et C, on veuille calculer directement le côté c. Pour cela, on peut se servir de la formule
a^z= b^-Y- c' — 2 bc cos A,
d'où l'on tire
€ = b cos A dz \/a^ — b^ sin' A ;
mais, pour rendre cette formule calculable par logarithmes, il faut employer un angle auxiliaire, conformément à la méthode du n** 58, et alors les calculs qu'on doit exécuter sont tout aussi longs que ceux auxquels conduit l'application de la première méthode. D y a même plus : le moyen qui s'offre le plus naturellement pour rendre l'expression de c calculable par logarithmes consiste à poser (n° 58)
^sinA . „ V , asin»
= sm©, d où b = —. — -• :
a smA '
car la valeur de c devient alors
flsinœcosA , «sinfflpztzA)
c =: r^— zt a cos» = y î
smA smA
et l'on voit que l'angle auxiliaire ç, dont on s'est servi, est précisément l'angle B du triangle. Il n'y a donc pas lieu de modifier la solution que nous avons donnée.
DEUXIÈME SOLUTION
Calcul de l'angle C.
A= 27°47'44",77 B=l47^47^44^77 C= 4^24'3o",46 Calcul du côté c, __ ^sinC "" sin A
log« 3,3422489
— logsinA o,33i3i47
logsinC 2,8857358
loge 2,5592994
Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on connaît deux côtés ai^ec l'angle compris,
87. Première méthode. — Soîcnt a, i, C les éléments donnés. Pour trouver les angles A et B, on peut employer la formule (2) du n° 73, savoir :
tang-(A — B)=: cot-G;
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cette formule fait connaître la demi-dîfFérence
On a, d'autre part,
^(A + Bj^goo-ic,
et 1*011 déduit de là, par addition et soustraction,
Ar=9o«— -C-f-M,
B=go«— -C — M.
Xes angles A et B étant ainsi connus, on peut calculer c par la formule
asinC
smA
mais il vaut mieux employer Tune des formules (i) du n° 73, savoir :
_(«-4-^')sin^C _ (a — b)cos\C
"" ~" "^f(A - B) ' "" "" sin|(A ~-~By '
<jui exigent seulement la recherche de deux nouveaux logarithmes.
Si les côtés a et b sont donnés par leurs logarithmes, on
peut abréger le calcul de la fraction 7 qui figure dans la
valeur de tang-(A — B). Il suffît de déterminer un angle auxiliaire cp tel que
tang7 = |-, car il vient alors
^-— = tang(y-45«},
et par suite
tang - ( A — B) r=: tang((ï> — 45**) cot - G.
Trig, s.
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On achèvera, comme ci-dessus, le calcul des angles A et B "^ mais, pour déterminer c, il faudra employer la formule
a sin G smA
Deuxième méthode. — On peut résoudre le même problèm <
au moyen des formules
csinA = asmC,
c cos A =1^ b — a cosC,
et Ton obtient ainsi la solution la plus simple, surtout si, coiniiE=i=xie cela se présente fréquemment dans l'Astronomie, a est conn^cnnu par son logarithme, tandis que b est donné directement. D«» -^es deux équations précédentes on tire pour le calcul logaritl^nimique
log(iiztangA) r^loga -i-logsinC — log[zi=:(6 — acosC)], loge z= loga -4- log sin C — log sin A.
Pour avoir log \_±(b — a cos C ) ] , on calculera le logarithn^^e de la valeur absolue de acosC, on en déduira acosC, et V ^n aura ensuite, par addition ou soustraction, b — a cos -C. L'angle A étant connu, on obtiendra B par la relati^^cion A-i-B-l-C==i8o°.
CHAPITRE TROISIÈME
fl5
Calcul des angles A et B.
tangi(A-B) = tang((p — 45°)cotiC.
log tang(<p - 45») ï,65924:>.8
lOgCOtyC 0,0880012
log tangi( A — B) 1,7472440
HA-B) 29»ii'44",75
Calcul du côté c.
asinC
sinA
logfl 0,4287591
logsinC 1,9911445
— logsinA 0,0067003
loge 0,4266039
A=79"5/4o',94 B = 3i°34'ii",44
Calcul de la surface .?.
s = -û'^sinC.
logfl 0,4287691
log^ 0,0008764
logsinC 1,9911445
— log2 1,6989700
log^ 0,1197600
TYPE DU CALCUL (DEUXIÈME METHODE
On commence par calculer h dont le logarithme seul est donné; on trouve h == i ,002020.
Calcul de A, «sinC
tangA :
b — <7cosC
log^ 0,4287691
logcosC 7,3008167
loga 0,4287691
logsinC 7,9911445
— log(^ — ûCOsC). . . 0,3320687
logtangA 0,7619723
log/7CosC 7,7296768
«cosC 0,6366076
^ — «cosC 0,4666126
Pour calculer c, on opère comme dans la première méthode -, seulement ici on n'a besoin que d'un nouveau logarithme, celui de sinA.
Résolution d'un triangle rectiligne dans lequel on donne les trois côtés.
89. Les formules du n° 70, qui déterminent les angles ^, B, G par les côtés, ne sont pas calculables par logarithmes ;
ii6
mais celles du n^ 74 que nous en ayons déduites le sont el peuvent être employées pour le calcul des angles. On doit préférer les formules du troisième système, savoir :
tang
tang
,lB^y/(Z^3IZ^.
Pip-^b)
i C = yJ ^P-'^liP-^' )
qui déterminent les angles - A, - B, - C par leurs tangentes.
Remarque. — Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que chaque côté soit moindre que la somme des deux autres 5 si cette condition n'est pas remplie, l'une des différences p — a, p — è, p — c est négative, tandis que les deux
autres sont positives : les valeurs de tang - A, . . . sont donc alors imaginaires.
Exemple. — On donne
a = 701™, 224, ^^ = 438", 265, c = 6i3«,57i, et l'on demande de calculer les angles A, B, C et /a surface s.
TYPE DU CALCUL
Calcul de r angle A.
tangiA= i/i^
log{/? — c) 2,4198881
— log/? 3,0572332
log tang^A 1,9375306
iA = 4o°53'36'',22 A=8r47'^a',44
logiP 2,9427668
^Oëip-a) 2,2437968
^og(p-b) 2,6417368
log(;7-c) 2,4198881
Calcul de Van^le B.
iB=^!
tangi^ _
iog(iP-«) 2,2437968
log(/?— c) 2,4198881
logtangiB 7,5395906
iB:=i90 6'23",77 B = 38°i2'47",54
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Calcul de V angle C.
tang
\og[p-.b) 2,6417368
— log(/? — r) 3,5801119
— log/3 3,0572332
log tangue 1,7614393
iC = 3o»
Calcul de la surface s,
log/3 2,9427668
log{y7 — a) 2,2437968
log(;? — ^) 2,6417368
log(/?-r) 2,4198881
logj 5,124094a
Vérification : A -+- B -f- C = 180" — o'',02.
Cas divers où les données ne sont pas toutes des côtés ou des angles,
91 . Le nombre des problèmes qu'on peut se proposer sur la résolution des triangles est indéfini. Nous présenterons ici quelques exemples.
Problème I. — Résoudre un triangle, connaissant un angle C, le côté opposé c et la somme ou la différence des deux côtés a et b.
L'une des formules (i) du n** 73, savoir :
û-i-^ __ cos-^(A — B) û — ^> __ sin|(A — B)
sin-jC
cos-JC
fait connaître immédiatement la demi-différence - (A — B)^
la demi-somme - (A H- B) étant connue, on connaîtra aussi A
et B ; on achèvera ensuite la solution au moyen de celle des deux formules précédentes qui n'a pas été employée et qui fera connaître a — é si a -H i est donné, ou a -f- i si c'est a — b qui est donné.
92. Problème H. — Résoudre un triangle, connaissant l'angle B, le côté adjacent a et la somme ou la différence des deux autres côtés.
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En désignant par a/? le périmètre a -f- i -+- c, on a (74)
B /{p-^a){p-^c) C ^ /(p^a)ip-
-a)Çp-*)^
d'où
tang - taner — = et taiiff — cot - =.^ •
Si la somme i -H c est donnée, on connaît p et p — a\ si c'es la différence b — c qui est donnée, on connaît p — betp — c donc on pourra, dans Tun et l'autre cas, calculer T angle C amoyen des formules précédentes. On achèvera ensuite la sok tion par la méthode du n^ 83, ou plutôt par Tune quelconquHczjie des formules qu'on déduit des précédentes en permutant 1^^ es lettres A et B, a et i.
93. Problème III. — Résoudre un triangle, connaissant Ê^ la surface s et les angles.
On a (75)
I . sinB sin
mC ,, , ^ / 25smA
- — 9 dou /z — 1/ . ^ . 'i V smBsin G
2 sin A
On calculera les côtés & et c par des formules analogues .
^ 94. Problème IV. — Résoudre un triangle, connaissant — le périmètre et les angles.
Des formules (3) et (4) du n*' 74 on déduit
cos
d» ^ ou
i B cos 1 c = ^ JiP=l±)y—') = £ sin i A.
2 a a V bc a 2
/?sin|A
COSyBCOSjC
formule qui servira pour calculer a.
95. Problème V. — Résoudre un triangle, connaissante rayon r du cercle inscrit et les angles.
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On déduit facilement des formules précédemment données
p — a = root -A, p — è = rcot-B, p — c=:rcot-C; 1 2 2
on calculera p — a, /? — h^p — c par ces formules, et Ton en déduira ensuite les côtés a, i, c.
96. Problème VI. — Résoudre un triangle connaissant l'angle C et les sommes c -{- a^ c 4- i obtenues en ajoutant le côté opposé c à chacun des deux autres côtés.
Nous supposerons c 4- a > c -f- i. Les formules ( i ) du n® 73 donnent
/ (c -f- a) 4- (c H- è) __ co.4(A — B) H- 2 sinyC 1 c ~ sin|C
j (c-f-fl)~(cH-^) __ sinl(A--B)
\ c COSyC
d'où
,. sin|(A ~ B) ^ (c^a)^(c^b) ^^^ i ^
' cosj(A — B)H-2sin|C (c -h /i) -h (c H- ô} 2
Cette formule (2) ne renferme que la seule inconnue
-(A — B), et Ton pourra la déterminer par le procédé du
n° 60, en calculant un angle auxiliaire ç compris entre zéro et 90 degrés, au moyen de la formule
(3) tangtp =: 7 (- )— , ( cot- C.
Or, si Ton considère le triangle formé par les côtés c -f- a, c -h i et Tangle compris C, que Ton désigne par A' Tangle opposé au côté c -^-a^ dans ce triangle, et par B' Tangle qui est
opposé au côté c 4- i, la demi-différence - (A' — B') sera précisément égale à 1- angle auxiliaire f , d'après la formule (2) du n° 73 ^ on aura donc
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d*où
(4) A'=90»-iC-i-^ B' = 9o»— ^C-(p.
Cela posé, Téquation (2) peut s'écrire comme il suit ;
sin|(A — B) _ sin i ( A' — B' ) ^
cosi(A — Bj + 2 sin^G ces; (A'— B')' si Ton chasse les dénominateurs, on trouvera simplement
(5) sina: = 2 sin - G sin - (A' — B'),
en posant,
pour
abréger,
on a d'ailleurs
et Pon conclut des deux équations précédentes (6) Ar=A' + x, B = B'— .r.
On calculera Tangle x par la formule (5), après quoi les formules (6) donneront A et B, puisque A' et B' sont connus.
Pour calculer c, on fera usage de la deuxième équation (i)> qui donne
^^^ sin(q,-f-^j
et Ton aura enfin a et i par les formules
Le triangle auxiliaire dont nous avons fait usage est toujours possible, quelles que soient les données c -+- «, c 4- i, C*, il en résulte que l'équation (5) donnera toujours des valeurs réelles de x\ car on peut la mettre sous la forme
(9) sinjî = sin A' — sinB',
et l'on voit que son second membre est compris entre zéro et i. Cette équation a une racine x comprise entre zéro et 90 degrés ;
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c est la seule racine qui puisse convenir à noire problème, car B' étant un angle aigu, à cause de A'^B', la valeur de B fournie par la deuxième équation (6) ne peut être positive que si x est inférieur à 90 degrés. Mais on voit de plus que le problème proposé n'est possible que si la valeur de x comprise entre zéro et 90 degrés est inférieure à B', condition que nous pouvons exprimer par l'inégalité sina:<^sinB', ou, à cause de Téqualion (9j, par
sinA' <; 2 sinB\
et cette dernière inégalité équivaut elle-même à la suivante :
(c-f-û)<9.(cH- h).
Telle est la condition nécessaire pour que le problème soit I>ossible5 je dis d'ailleurs qu'elle est suffisante. En elïet, si elle ^st satisfaite, les valeurs de A et de B seront positives-, de plus, *^ur somme sera inférieure à 180 degrés 5 la valeur de c tirée ^ie Téquation (7) sera elle-même positive, et il est évident <^ue ces valeurs rendront les équations (i) identiques. Cela ;p»osé, supposons que Ton demande de résoudre un triangle 'Btvec les éléments A, B, c que nous venons de calculer; ce problème est toujours possible, et, pour le résoudre, on peut évidemment faire usage des équations (i), desquelles on tirera "^nécessairement les valeurs données c -h a, c H- i.
Remarque. — Si Ton a c-ha = c4-i, les angles cp et a: se réduisent à zéro; on a A = B = A'= B'. Dans ce cas, la for* mule (7) ne peut plus servir pour le calcul de c 5 il faut alors recourir à la première des équations (i), qui donne
, . sin^C
d*où
c~a _ sin|C ^\ __ tangf |C — i5**)
c-\-a " si'n-^CH-l ~" taiig(f C + i5°}'
On aura donc
, . tangue— i5»)
'^ Mang(:i-C-f-i5°/
c — a sera donné par cette formule \ on en déduira ensuite a et c-
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Du quadrilatère iuscriptible.
97. Nous croyons devoir encore indiquer ici comment on peut calculer les angles, Taire et les diagonales d'un quadrilatère inscriptible, quand on connaît les quatre côtés.
Soit ABGD {fig* 19) un quadrilatère inscrit, dont nous re-
Fig. 19.
présenterons les côtés AB, BC, CD, DA par a, i, c, rf, les diagonales AC et BD par x et j^, Taire par 5, le rayon du cercle circonscrit par R, et les angles par les lettres qui marquent leurs sommets.
Les angles B et D étant supplémentaires, leurs cosinus sont égaux et de signes contraires *, on a, par les triangles ABC
et ACD,
^ x^ z= à^ -\- b* — nab cosB,
[x^ = c^ -i- (P -h ncd cosB, et Ton tire de ces équations, en éliminant x,
(2) cosB= ,-r -T
Cette formule n'est pas calculable par logarithmes, mais on peut en déduire une qui le soit. On a
1 _ I — cosB . I ^ I -h cosB
sm' - B = » cos' - B =: ;
en remplaçant cosB par sa valeur, il vient
. I fc-4-rf)* — fa — è)» (—a-+-è-hc-t-rf)(a — ô-4-c4-rf)
2 /^(ab-hcd) ^{ab-hcd)
i la^bY—fc — dY (aH-ô — c-+-rf)(a-+-ô-t-c — rf)
/»rieï_ll j L L. .i Ll L •
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Désignons par ip le périmètre a + i-H-^-H^, on aura « -h i -f- c — d= 2{p — rf) , . . . et, par suite,
^Z),^l^=JiE^P^\ eosiB = i/(^^^).
' 2 V ab -h cd 7. V ab -hcd
En divisant ces formules (3) Tune par Tautre, on obtient la suivante :
qui est calculable par logarithmes. On aura de même, pour calculer l'angle A,
(5) tangiA=t/>~4)-;^----^).
Les angles du quadrilatère étant connus, on aura les diagonales par Tune des méthodes du n^ 87. Quant à la surface 5, elle est la somme des surfaces des triangles ABC et ADC; on a donc (n*' 75)
s=z _. (ûè 4- cd) sinB;
^^ïi a d'ailleurs, en multipliant les équations (3) Tune par 1* autre,
ab -\- cd ^
.onc
Si Ton suppose que le côté d se réduit à zéro, cette formule donne celle qui exprime Taire du triangle en fonction des trois côtés.
Si Ton veut calculer directement les diagonales x et j-, on portera dans Tune des équations (i) la valeur de cosB tirée de Téquation (2)^ il vient alors
^ _ cd{a^ -f- b^) H- ab [c^ + d^) ab H- cd ou
{ac+bd)[ad-^bc) ^
^'^ ^~ ab + cd '
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on aurait de m^me
/ox , {ac -^ bd]{ab -\-cd) ^
mais ces formules (7) et (8) ne sont pas calculables par logarithmes.
En multipliant et en divisant les équations (7) et (8) l'unepar l'autre, on a
(9) -^r = ac-\-bd, - = -— - — - ,
y ab -^ cd
formules qui expriment deux tKéorèmes connus de Géométrie» On peut enfin exprimer le rayon R du cercle circonscrit ea fonction des quatre côtés. On a, en effet (n*' 76),
2 smB d'où
, , sl[ac-\'bd)(ab -\- cd]{ad-\- bc\
^Sl{p — a)[p — b)(p-c)[p — d)
Opérations sur le terrain,
98. Triangulation. — Lorsqu'on veut exécuter avec quel-^ que précision le plan d'un terrain, d'une ville, etc., il est indispensable d'appuyer le le\^é sur une triangulation calculée. On nomme ainsi l'opération par laquelle on détermine les valeurs de tous les éléments d'une suite ou d'un réseau detriangles juxtaposés et rattachant les uns aux autres des pointsclioisis à volonté sur le terrain. Toutefois, lorsque le terrain n'est pas parfaitement horizontal, ce qui est le cas le plus ordinaire, il faut imaginer que le réseau soit projeté sur un plan horizontal situé au-dessous 5 ce sont les éléments de cette projection, ou, comme l'on dit, du réseau réduit à l' horizon, qu'il est important de coiinaitre et que l'on détermine.
Tous les angles des triangles sont mesurés par le moyen^ d'un instrument, le graphomètre, ou mieux le théodolite,. qui donne les angles tout réduits à J 'horizon. Mais une seule ligne est mesurée directement à l'aide de la chaîne d'arpen-
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iew OU d'un appareil de règles; on la nomme la base. Les autres côlés des triangles sont déterminés par le calcul.
Il est très-important de choisir avec discernement les points -cpii doivent former le réseau trigonomé trique, afin de n'avoir que des triangles avantageux, c'est-à-dire des triangles dont aucun angle ne soit trop aigu. Il est aisé de voir, en elï'et, qu un point est mal déterminé quand il est donné par Tintersection de deux droites faisant entre elles un très-petit angle, <n ce sens que la plus légère erreur sur la valeur de Tangle peut produire une erreur considérable relativement à la situation du point. Voici la marche généralement adoptée pour irianguler.
Après avoir étudié le terrain qu*on se propose de lever, on «hoisit un point central O (fig» 20) qui puisse être aperçu de
^c^in, comme la pointe d*un clocher, ou un signal placé sur un •^ètiment élevé, ou même un simple jalon muni d*un signal, si *^ terrain est découvert. On choisit ensuite, en deçà des limites ^11 levé, cinq ou six points ou plus. A, B,G, D, E, F, desquels ^n puisse voir le point O, et tels, que les triangles ABO, ^CO, . . . soient avantageux. Il importe aussi que Tun des côtés du polygone ABCDEF, AB par exemple, puisse être mesuré directement et pris pour la base.
Le côté AB du polygone étant connu et les sommets ayant été marqués à Taide d'une perche ou d'un signal quelconque, on stationne successivement en chacun de ces sommets. Au point A on mesure les angles OAF et OAB, au point B les angles OBA et OBC, . . . , enfin au dernier sommet F les angles OFE et OFA. De ces mesures on conclut facîilement chacun des angles en O, qu'il est alors inutile de mesurer directement, pourvu que les angles observés aient été déterminés avec une
exactitude suffisante. On s'assurera de cette exactitude en additionnant tous les angles observés et en comparant la somme avec celle des angles du polygone qui est connue d'avance. (Si le polygone a six côtés, comme celui de la figure, la somme des angles est i8o° X 4 o^^ 7^^* degrés.) La différence entre les deux sommes, divisée par le double du nombre des côtés du polygone, sera l'erreur moyenne des observations. Lorsque cette erreur moyenne surpasse celle qu'on doit attendre de l'instrument employé, il faut recommencer l'opération •, dans le cas contraire, on peut considérer les observations comme exactes et se dispenser de la mesure directe des angles en 0; mais alors on corrige les angles observés en augmentant ou en diminuant chacun d'eux de l'erreur moyenne dont nous venons de parler.
Les mesures une fois prises et corrigées comme il vient d'être dit, il reste à faire le calcul des triangles. Le premier triangle ABO, dans lequel on connaît le côté AB et les angles, fera connaître les côtés AO et BO (premier cas des triangles obliquangles)^ le deuxième triangle BCO, où l'on connaît maintenant le côté OB et les angles, fera connaître BC et CO; le troisième CD et DO,. . ., enfin le dernier FA et AO. Ici on a un moyen de vérification des opérations; caria valeur du côté AO, fournie par le dernier triangle, doit être la même que celle qui est donnée par le premier.
Ce premier réseau de triangles constitue ce que l'on nomme le canev^as principal. Tous ses côtés peuvent servir à leur tour de bases pour relever d'autres points, et, comme ils rayonnent dans des directions diverses, on pourra toujours s'arranger de manière à n'avoir que des triangles avantageux. Ainsi on re* lèvera les points G et H en les rattachant au côté AB, et en mesurant simplement les angles en A et en B des triangles ABG | et ABH-, on calculera ensuite les côtés de ces triangles. Pareil' lement, on relèvera les points I et J en les rattachant au côté CD du polygone principal, et le point K en le rattachant aU côté ED. Enfin les côtés de ces triangles secondaires étant cou^ nus, on peut les prendre eux-mêmes pour bases; par exemple*» on peut relever le point L en le rattachant au côtéEK.
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Si la nature du terrain ne permettait pas de prendre pour base i*un des côtés du polygone principal, on mesurerait (juelque part une base qui pût être rattachée à Tun de ces côtés, AB par exemple, par un ou deux triangles au plus. Le calcul de ces triangles ferait connaître AB, et Ton continuerait l'opération comme si le côté AB avait été mesuré directement.
Souvent on prend pour polygone principal un simple triangle, et, pour la base, Tun des côtés de ce triangle. Dans ce cas, on mesure les trois angles directement^ si la somme des angles observés diflRère de i8o degrés, on prend le tiers de la différence entre cette somme et i8o degrés : c'est Terreur moyenne des trois observations. Si cette erreur moyenne est admissible, on corrige les angles observés comme il a été dit plus haut, puis on résout le triangle. Les trois côtés une fois connus, on relève tous les points que Ton veut connaître en les rattachant à l'un des côtés de ce triangle.
Nous allons traiter, en terminant, quelques questions qui se présentent fréquemment dans l'arpentage et dans le levé des plans. Dans toutes ces questions, les données sont une base qu'on peut mesurer avec la chaîne, et des angles pour la mesure desquels on peut employer un simple graphomètre.
Problèmes de Trigonométrie pratique.
99. Problème I. — Troui^er la hauteur d'une tour dont le pied est accessible et dont la base est sur un terrain à peu près horizontal.
Soient {Jiff- 21) S le sommet de la tour et SA sa hauteur. On emploiera un graphomètre que l'on disposera en un lieu dont la distance à la tour ne soit ni trop grande ni trop petite par rapport à sa hauteur. On placera le limbe verticalement, de manière que son plan passe par le sommet de la tour et que son diamètre soit horizontal. On fera tourner V alidade jusqu'à ce qu'on aperçoive, sur le milieu du fil de ses pinnules ou de sa lunette, le sommet S de la tour, et l'on évaluera l'arc ab du limbe compris entre le diamètre horizontal et l'alidade ; ce
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sera Tangle C du triangle rectangle SCD. On prendra ensuite SUT le terrain, à Taide d'un fil à plomb, la pitijection B du
Fig. 21.
centre de rinstrumentj à partir de ce point B on tracera uii alignement dans la direction du diamètre Ca, et Ton mesu- , rera avec la chaîne la distance horizontale BA comptée dans cette direction, depuis le point B jusqu'à la tour. Comme CD = BA, on connaîtra, dans le triangle rectangle SCD, le <;ôté CD et Tangle aigu SCDj on pourra donc calculer SD, et en ajoutant AD ou BC, qui est la hauteur du graphomètre, on aura la hauteur cherchée.
100. PuoBLÈME II. — Trousser la hauteur d'une tour doTL'9: le pied est inaccessible, mais dont la base est sur un terrai ^2 à peu près horizontal.
Soit (^g^. 22) AS la hauteur de la tour du pied de laquelle cm :^ «
Fig. 22.
peut approcher. On placera le graphomètre en un certain lieuB
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et, comme dans le problème précédent, on disposera le limbe verticalement, de n^anière que son diamètre soit horizontal et que son plan passe par le sommet S. On dirigera Talidade de Tinslrument vers le sommet S, et Ton évaluera Tangle SCD. On tracera ensuite un alignement BB' dans la direction du diamètre horizontal Ca et Ton transportera le graphomètre parallèlement à lui-même, de manière que son centre se trouve projeté en B'; alors on dirigera de nouveau Talidade de Tin-* struraent vers le point S, et Ton évaluera Tangle SCD. Enfin on mesurera avec la chaîne la ligne BB'= CC Ces mesures prises, le triangle SCC donne
se sinSC'D ^, , ^^ BB'sinSC'D
d ou se =:
BB' sin(SC'D — SCD; ~ sin(SC'D — SCD)'
le triangle rectangle SCD donne aussi
SDrrrSCsinSCD;
donc
_ BB^sinSCDsinSC'D ~~ sin(SC'D — SCD]
On calculera SD par la formule
logSD = logBB' 1- logsinSCD H- logSC'D — logsin{SC'D — SCD),
et, en ajoutant ensuite au résultat la hauteur du graphomètre, cm aura la hauteur demandée.
1(M . Problème III. — Trouver la hauteur d'une mon-
Soit SU [fig- 23) la hauteur qu'il faut mesurer. On prendra deux stations A et B, dont Tune A soit à peu près dans le plan liorizontal du pied de la hauteur SH, et telles qu'on puisse mesurer aisément avec la chaîne la distance effective des points A et B. On placera le graphomètre à la première station, de txianière que le centre du limbe soit en un point C de la verticale du point A, et Ton plantera en B un jalon muni d'un signal D-, on amènera le plan du limbe à passer par le point S et par le signal D^ on mesurera alors l'angle SCD en dirigeant
Trig S, 9
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successivement Talidade vers le point S et vers le signal D-, puis, sans déplacer le pied de Tinsti ument, on placera le limbe
FÏQ. 23.
verticalement, de manière que son diamètre soit horizontal et que son plan passe toujours par le point S; on dirigera l'alidade vers le point S, et l'on évaluera Tangle SCK qu'elle forme avec le diamètre du limbe. Enfin on transportera l'instrument à la seconde station, de manière que son centre occupe le point D projeté en B, et l'on plantera au point A le jalon qui était en B, puis, en opérant comme précédemment, on mesurera l'angle SDC.
La base AB = CD ayant été mesurée avec la chaîne, comme il a été dit plus haut, on connaîtra le côté CD et les angles du triangle SCD : ce triangle donne
ABsinSDC
SC
sinCSD
puis le triangle rectangle CSK donne SK = SCsinSCK;
donc
SK =
ABsinSDC sinSCX siaCSD
et
logSK = logAB -4- log sinSDG -h log sinSCK — logsinCSD.
On calculera SK par cette formule, et, en ajoutant ensuite au résultat obtenu la hauteur AC :::= KU du graphomètre, on aura la hauteur cherchée.
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102. Problème IV. — Trouver la distance d'un point à un point inaccessible.
Soient C(^gr. 24) le point où Tobservateur peut stationner, A le point inaccessible et AC la distance demandée.
Fiiî.a4.
On mesurera, avec la chaîne;, une base CD quelconque, à partir du point C \ on mesurera ensuite avec le graphomètre les angles ACD et ADC, desquels on déduira la valeur de l'angle CAD^ enfin on calculera le côté AC par la formule
AC
CDsinADC sinCAD
i03. Problème V. — Tromper la distance de deux points inaccessibles.
Soient A et B (fig* 24) les deux points inaccessibles dont on veut déterminer la distance.
On mesfurera, avec la chaîne, une base CD sur la portion du terrain où Ton peut stationner; on mesurera ensuite avec le graphomètre les cinq angles BDC, ADC, ACD, BCD et ACB. Alors, dans les triangles ACD et BCD, où l'on connaîtra le côté CD et les angles, on pourra calculer les côtés AC et BC. Cela fait, on connaîtra, dans le triangle ACB, l'angle C et les deux côtés qui le comprennent; on pourra donc calculer le côté AB, et la question sera résolue.
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Voîci le moyen le plus simple de diriger le calcul. Nous désignerons, comme à Tordinaire, par A, B, C les angles du triangle ABC, et par a, b^ c les côtés respectivement opposés; nous ferons de plus CD = d. Les triangles BCD et ACD donnent respectivement
_ </sinBDC r/sinADC
^~ sinCBD ' ~~ sinCAD '
d*où
loga = log^ -f- log sinBDC — log sinCBD,
log* =r. \o^d -h log sin ADC — log sinCAD.
Si maintenant ç désigne un angle auxiliaire, tel quo
tangeprzr?,
le triangle ABC donnera (87)
tan^' - ( A — B ) =: \zw^[^ — 45*») cot - C.
L*angle cj> se calculera d'abord par la formule
log tangflp r=: log« — log^, ou
( log tangç = log sinBDC -f- log sinCAD ^ ' ^ 1 — log sin CBD — log sin ADC,
puis on aura ensuite Tangle - (A — B) par la foruiule
[i ) log tang - ( A — B) = Ing tangf^ — 4^<*) -i- log cot - G.
Connaissant A — B et A H- B, on pourra calculer l'angle A, et l'on aura enfin la distance cliercliée au moyen de la formule
a sinC
smA d'où l'on déduit
loge = log^ H- log sinBDC — log sin CBD
log sin C — log sin At
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Remakque. — Il est nécessaîre, comme nous Tavons dit, de mesurer directement l'angle ACB ; car cet angle n'est égal à la différence des angles ACD et BCD que dans le cas très-particulier où les quatre points A, B, C, D sont dans un même plan.
104. Problème VI. — Par un point accessible sur un terrain uni, tracer une droite parallèle à une droite inaccessible.
Soient (Jig- ^5) C le point accessible et AB la droite inaccessible ^ on opérera comme dans le pi oblème précédent, pour
Fig. 2j.
calculer l'angle CAB. Cet angle étant connu, on disposera un graphomètre en C, de manière que le diamètre du limbe soil dirigé vers CA, et Ton fera mouvoir Talidade jusqu'à ce que l'arc du limbe, compté à partir du diamètre, soit égal au supplément de l'angle CAB-, enfin on tracera un alignement, avec des jalons, dans la direction de Talidade,- et Ton aura la ligne demandée CE.
i05. Problème VII. — Prolonger une ligne sur le terrain au delà d'un obstacle qui empêche de voir la direction de cette ligne.
Soit {Jig* 26) AB la droite dont il s'agit de tracer le prolongement au delà de Tobstacle O. On mesurera, avec la chaîne, la longueur AB^ on prendra ensuite une station E, qu'on puisse apercevoir des points A et B, et de laquelle on puisse voir le terrain où doit se trouver le prolongement de AB. Des points A et B on mesurera les angles A et B du triangle ABE, et l'on calculera le côté AE5 à partir du point E, on tracera un alignement EF dirigé vers la partie du terrain qui est au delà de
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Tobstacle O. On mesurera Tangle AEF, et, si C désigne le point de rencontre de l'alignement EF avec AB prolongée, on
Fîg. 26.
connaîtra, dans le triangle ACE, le côté AE et les angles : on pourra donc calculer EC et Ton aura ensuite, avec la chaîne, le point C sur le terrain; puis, traçant un alignement CD qui fasse avec EC un angle égal au supplément de ACE, on aura le prolongement cherché.
Si la droite AB était inaccessible, on se servirait d'une base auxiliaire menée par le point E, pour mesurer les éléments du triangle ABE, comme dans le problème V.
106. Problème VIII. — Trois points AyB^ C (Jig. 27) étant situés sur un terrain uni et rapportés sw* une carte, déterminer sur cette carte le point M, d'où les distances AB et BC ont été vues sous des angles a et S que Von a mesurés.
Fîg. 27.
Le point M est à l'intersection des segments capables des angles a et S, construits sur AB et BC respectivement; mais il s'agit ici de rattacher ce point par des éléments calculés aux points donnés A, B, C.
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Soient AB=--a, BC=A, et prenons pour inconnues les angles MAB =1: x et MCB=j) . Les triangles AMB et CMB donnent
siua sinS
a sin .r h si n r sin j: ft sin a — - -^ et —
sin a sine sinj^ asin6
Soît ^ un angle auxiliaire, tel que
h siaa
on aura
d'où
ou (18)
sin.r
- — = taogç,
sin^
sînjr — ^\T\y tangf — t
8in.r -+- siiij taagf -i- i
tongl(4:-.r) ^ tangy-tang45^ ^ • _
tang-^{^H-jj 1 4-lang<ptang45» ^'^^ ^ '*
On a d'ailleurs, en désignant par Ot> l'angle ABC,
donc
tang ^{x— y)z=z tang(y — 45«) tang f 180*» — ^ ^\ •
Au moyen de cette formule, ou calculera l'angle - (a: — 7) et,
comme - (jc 4-^1 est connu, on connaîtra aussi les angles x Qly qui déterminent la position du point M.
Remarque. -^ Si l'un des facteurs de l'expression de tang - (^ — jr) est nul sans que l'autre soit infini, les angles x et r sont égaux entre eux. Mais si le seicond facteur est infini,
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le premier est nul et la valeur de taiig- (a — j) se présente
est elFectivemcnt indéterminé. En effet, pour que le facteur
sous la forme -• On peut vérifier que, dans ce cas, le problème
tan'' i8g*»
soit infini, il faut que l'on ait
ce qui est la condition pour que le quadrilatère ABGM soit inscriptible^ par conséquent, dans le cas que nous considérons, les deux segments capables des angles a et 6, dont l'intersection détermine le point M, coïncident. Alors le facteur
tang (cy — 45**) est nul^ en effet, on a tang ? = ^î^ • ^''
mais -r-T et -: — sont les diamètres des cercles circonscrits smÇ sma
aux triangles ABM et BCM (76), et, puisque ces deux
cercles coïncident, on a tangf = i ^ par suite ç = 45** et
tang(çf — 45") =o.
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Quel doit être le rayon d'un cercle, pour que la différence entre un arc de lo mètres et sa corde soit plus petite que i millimètre?
IL Résoudre un triangle, connaissant la base, la hauteur et la différence des angles à la base.
III. Résoudre un triangle, connaissant les trois hauteurs
IV. Résoudre un triangle, connaissant les rayons des cercles exinscrits.
V. Calculer Taire d*un trapèze dont on connaît les quatre côtés.
VI. Construire un triangle équilatéral dont les sommets reposent sur trois circonférences concentriques, ou sur trois droites parallèles situées ou non dans un môme plan.
VII. Par un point 0, pris sur le prolongement du diamètre AB d'un cercle ayant C pour centre, on mène une sécante OMM', et Ton demande
de démontrer que le produit tang-MCO.taiig-M'CO est constant, quelle
que soit la sécante menée par 0.
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VIII. Quatre droites OP, OA, OQ, OB, issues d'un môme point, sont
PA OA coup<5es par une sécante PAQB ; démontrer que le rapport p5 • ^ ^ ^^^
valeur constante.
IX. Quatre plans OP, OA, OQ, OB, menés par une môme droite 0, sont
PA QA
rencontrés par une sécante PAQB ; démontrer que le rapport p^ : tt^ a une
valeur constante.
X. Trouver les surfaces des polygones réguliers de n côtés, inscrit et circonscrit au cercle de rayon r en fonction de n et r. Déduire de là les relations connues entre les surfaces des polygones réguliers inscrit et circonscrit de n et de 2/1 côtés.
XI. Si le triangle ABC est rectangle en A [voir la figure du n** 68), et que Ton abaisse la perpendiculaire AD sur le côté BC, on a, comme on
sait, ^:=r7 = 7^' ^'^ demande si cette relation peut subsislor quand
AC ^^ Tangle A n'est pas droit .
XII. Démontrer que, si les bi.-^sectrices de deux angles d*un triangle sont égales entre elles, ces deux angles sont eux-mêmes égaux.
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE
Ohjet de la Trigonométrie sphérù/ue,
i07. La Trigonométrie sphërique a pour objet la résolution (les triangles sphériques.
Les côtés des triangles sphériques sont généralement évalués, de même que les angles, en degrés, minutes et secondes-, mais, quand on connaît le nombre des degrés contenus dans l'un des côtés, on trouve facilement, si Ton en a besoin (48) le rapport de ce côté au rayon de la sphère.
Nous ne considérerons que les triangles sphériques dont les côtés sont moindres que 180 degrés, en sorte que, si ABC est un triangle sphérique tracé sur une sphère dont le centre estO, en joignant ce point O aux trois sommets, on formera un angle trièdre dont les angles plans et les angles dièdres seront respectivement égaux aux côtés et aux angles du triangle sphérique.
Nous désignerons toujours par A, B, G les angles d'un triangle, et par a. A, c les côtés respectivement opposés.
Relations entre les angles et les côtés d'un triangle sphérique.
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quelconque dont le centre est en O, et dont nous prendrons le rayon pour unité ; nous supposerons que les côtés i et c soient moindres chacun que cjo degrés. Joignons le centre O aux trois sommets, et menons aux arcs AB, AC les tangentes AD, AE, qui rencontrent en D et E respectivement les rayons OB et OC prolongés. On a
AD = tangc, OD ~ sécc» AE == tang h, OE == séc h, et
DAE = A, DOE = «.
Cela posé, les triangles rectilignes DAE et DOE donnent
De'=Ad'h-IÊ'— îAD.AEcosDAE, ï>Ë'r=:ÔDVôi*— oOD.OEcosDOE;
en égalant entre elles ces deux valeurs de \^)L , il vient
D.0EcosD0E=r (Ôd'— Âd')+ (oÊ*— IÊ') -f-2AD.AEcosDAE
ou
séc 6 sécc cos« = I -4- tang 6 tangc ces A,
ou enfin, en multipliant de part et d'autre par cosA cosc,
cosa = ces 6 cosc H- sia6 sine cosA.
Telle est la relation qui existe entre Fangle A et les trois côtés..
109. Nous avons supposé les côtés ft et c inférieurs à 90 degrés, mais la formule que iMms avons obtenue est générale. En effel, supposons d'abord c ]> 90**, mais h < 90®, et pro-
Fig. 29.
longeons les arcs de grand cercle AB et BC {fig- ap) jusqu'à leur
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rencontre en B'; si Ton fait AB'= e', CB'^= a', le triangle A B'C donnera
cosa' = cosôcosc' -+- sïab sinc'cosB'AC,
car les côtés c' et b sont moindres que 90 degrés. Remplaçant a\ c/ et B' AC par leurs valeurs 1 80° — a, 1 80° — c, 1 80® -t- A, et changeant les signes des deux membres^ on a
cosa = cos^ cosc -4- sinô sine cosA,
ce qui est la formule obtenue au n** i08.
Supposons maintenant b'^go^^ c^O^^-i et prolongeons
Fia. 3o.
fA-—
les côtés AB et AC {fig* 3o) jusqu'à leur rencontre en A'; si Ton fait A'C = b\ A'B = c\ le triangle A'BC donnera
ces a = cosô'cosc' -f- sin^'sinc'cosA',
et , en remplaçant &', cf et A' par leurs valeurs 1 80° — é, 180** — c, A, on retrouve la lorniulc
cosa z=z cosb cosc -^ sin b sine cosA.
Enfin, comme celle-ci a lieu, quelque petits que soient les compléments de b et de c, à 90 degrés, on peut en conclure qu'elle subsiste encore à la limite, lorsque Tun des côtés b et c, ou tous deux, deviennent égaux à 90 degrés.
De la formule qu'on vient d'établir on déduit deux autres formules semblables par de simples changements de lettres. On a ainsi les trois équations
( cosa =^ cosb cosc H- sin^ sine ces A,
(i) < cos^ = cosfl5cosc -f-sinasinc cosB,
[ cos e = ces a cos6 + sina sin 6 ces C.
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qu'on doit regarder comme les formules fondamentales de la Trigonométrie spliérique. Il ne saurait exister, en eflbt, entre les éléments d*un triangle une relation distincte des précédentes^ car, autrement, en éliminant les angles A, B, C à Taide des formules (i), on obtiendrait une relation non identique entre les trois côtés, ce qui est absurde. Mais on peut des relations (i) déduire plusieurs autres formules qu'il est indispensable de connaître, et que nous allons établir.
HO. Relations ektre deux côtés et les angles opposés. — Pour avoir une relation entre les côtés a, b et les angles
A, B, il sufQt d'éliminer c entre les deux premières des équations (1)5 cette élimination se fait d'une manière très-simple, en introduisant dans les équations (i) les sinus des angles A,
B, C à la place des cosinus.
La première des équations (i) donne
cosa — cos^cosc
ces A = r—r-- 9
sm«^sinc
d'où
sin'^ sin*c — (cos<7 — cosécosc)*
sin*A = 1 — cos'A =
sin'6 siii'c
(i — cos'^) (? — cos'c) — {cosa — cosb cosrj*
sin**^ silice
_ -I — cos^a — cos*^ — cos'c -f- 2 cosû cos^ cosc sin'6sin*c
et, par conséquent,
sin'A T — cos^a — cos'^ — cos^c -f- 2 cosû cos6 cosc
sin^a sin'«sin^6sin*c
sin'A Cette valeur de . ^ ne change pas quand on permute les
lettres a, &, c^ il en résulte que les équations (i) donneront
I iL 1 sin'B sin'C , ,,,
la même valeur pour . et pour -; - ^ par conséquent 1 e-
limination que nous avons en vue se fait d'elle-même. Enfin, comme les angUîs et les côtés d'un triangle sont moindres
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que i8o degrés, leurs sinus sont positifs, et l'on a sinA sinB sinG
^ ' sma siaé sid<?
ibrmule qui exprime que, dans tout triangle sphérique, le sinus des angles sont proportionnels aux sinus des côtés opposés.
m. Relatioi?s entre cinq éléments. — On obtient des relations très-utiles entre cinq éléments en prenant la valeur du cosinus par rapport auquel est résolue Tune quelconque des équations (i), et en substituant cette valeur dans les deux autres équations. Par exemple, si Ton porte, dans la première des formules (i), la valeur de cosc tirée de la troisième, il vient
cosa = cosa ces' 6 -f- sina sin 6 cosb cosC -h sin b sine cos A ;
faisant passer dans le premier membre le premier et le deuxième terme du second membre, remplaçant 1 — cos*i par sin*è et divisant ensuite par sine, il vient
cosasin^ — sinacos6cosC = sine cos A,
et l'on obtient cinq autres formules semblables par des permutations de lettres, de sorte qu'on a le système suivant ;
cos a sin h — sinû cos b cosC r:= sin c cos/. , cos b sin ti — sin b cos a cos C = sin e cos C , cos è sine — sinôcosccosA :i^ sinacosIJ, cos c sin 6 — sin c cos b cos A := sma cos C, cosc sin a — sin c cosa cos B =:: sin è cosC, cos a sine — sin a cosc cosB '.=. sin 6 cos A.
Ces six relations sont homogènes par rapport à sin a, siaJ^ sine 5 on peut donc remplacer ces sinus par les sinus proportionnels sin A, sinB, sinC, et Ton obtient ainsi les six nou-
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velles formules suivantes :
cosa sinB — cosb cosC sin A = cosA sin C cos^ sin A — cosa cosC siaB -^ cosB sinC, cosb sinC — cosc cosA sinB :=z cosB sinA, COSC sinB — cosb cosA sinC = cosCsinA, cosc sinA — cos« cosB sinC z=z cosC sinB, cosasinC — cosc cosB sinA = cosA sinB.
M2. Relatiojvs entre deux côtés, l'angle compris par CES CÔTÉS ET l'angle OPPOSÉ A l'un D*Et)X; — On obtiendra Tune des relations dont il s'agit en prenant deux des équations (i) et en éliminant entre elles le côté opposé à Tun des angles qui y Ggurenl; mais, comme ces deux équations renferment à la fois le cosinus et le sinus du côté en question, on simplifie le calcul, en faisant usage des formules (2) qui permettent d'éliminer successivement le cosinus et le sinus.
La première partie de cette élimination a été effectuée au n° 1 1 1 , et, pour obtenir les relations cherchées, il ne reste plus qu'à éliminer le sinus qui figure dans le second membre de chacune des équations (3) au moyen de celle des formules (2) qui ne contient que les mêmes éléments. Par exemple, si l'on divise la première équation (3) par
sine sinA smC il vient
cot a sin b — ces b cos C = cot A sin C ;
c'est l'une des équations cherchées, et l'on peut en déduire les cinq autres par des permutations de lettres. On a ainsi le système
/ cola sïnb — cot A sinC = cos 6 cos C,
cot ^ sin ^/ — cotB sind = cos a cos C, colb smc — colB sinA = cosc cos A, cote sin^ — cote sinA == cos 6 cos A, cote sin û — cote sinB r- cosa cos B, cota sin c — cot A sin B ■:= cos c cos B.
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H 3. Relations entre un côté et les trois angles. •— On obtiendrait une relation entre a, A, B, C en éliminant J et c entre les formules fondamentales (i); mais on arrive beaucoup plus facilement au même résultat en faisant usage des formules (4). Ainsi, en éliminant cosi entre les deux premières équations (4), on trouve la formule
cosA = — cosB cosC -h sinB sinC cosa;
on en déduit deux autres formules semblables par la permutation des lettres, et Ton a ce dernier système
( cosA =r — cosB cosC -f- sinB sinC cos^7,
(6) \ cosB =: — cosAcosC -f- sinAsinCeos^,
( cosC = — cosA cosB -h sinA sinB cosr.
Remarque. — Les équations (i), (a), (5), (6) ne renferment chacune que quatre éléments^ elles sont au nombre de quinze, nombre qui est celui des combinaisons de six lettres quatre à quatre.
Du triangle supplémentaire.
H 4. On sait qu'à chaque triangle sphérique correspond un second triangle qu'on nomme triangle polaire ou supplémentaire. Les sommets de l'un des deux triangles sont respectivement les pôles des côtés du second, et les angles de chacun d'eux sont les suppléments des côtés de l'autre.
La considération du triangle supplémentaire est souvent utile dans la Trigonométrie sphérique. Par exemple, les formules fondamentales (i) du n° 109 ayant été obtenues, si on les applique au triangle supplémentaire du triangle proposé, on obtiendra immédiatement les formules (6) du n° 113. Il suflBra effectivement pour cela de remplacer, dans les premières formules, a, è, c, A, B, C respectivement par i8o^— A, i8o° — B, i8o" — C, iSo" — a, iSo^'—b, i8o° — c.
Pareillement, on obtient les formules (4) du n° 111. en appliquant les formules (3) au triangle supplémentaire. Quant
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aux autres systèmes que nous avons obtenus, ils ne conduisent à aucune formule nouvelle.
Nous présenterons encore ici un exemple des avantages qu'on peut tirer de la considération du triangle supplémentaire.
Désignons par/: le rapport constant qui existe entre le sinus d'un angle d'un triangle sphérique et le sinus du côté opposé. On a trouvé (110)
I — cos^a — cos'6 — cos*r •+- 2cosa cos^ cosc
sm»asin*6 sin^c
relation que l'on peut écrire comme il suit :
2 cos« cosb cosc = [A* — i) siii'a sin'ô sin'c
-4- cos'a (i — sin*6 sin'c) 4- cos*b cos*c;
tous les termes du second membre de cette formule sont positifs si l'on a
et il en résulte cette proposition :
Théorème I. — Si, dans un triangle spliérique, la valeur
, sinA sinB sinC
commune des rapports —. — ? -: — r» -: — est supérieure ou ' ' sma smo sine '^
égale à l'unité, les trois côtés sont inférieurs à go degrés, ou
un seul côté est inférieur à 90 degrés.
Appliquant ce théorème au triangle supplémentaire, on obtient le suivant :
Théorème II. — Si, dans un triangle sphérique, la valeur
j sinA sinB sinC . /., .
commune des rapports -. — » -: — r> -: — est intérieure ou '^'^ sma smb sine '^
égale à i^ les trois angles sont supérieurs à 90 degrés, ou un
seul angle est supérieur à 90 degrés.
Formules relatives aux triangles rectangles.
115. Lorsqu'un triangle sphérique n'a qu'un seul angle droit, le côté opposé s'appelle hypoténuse,
Trig. s. 10
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En faisant Thypollièse A = 90 degrés dans celles des formules des n*»" 109, 110, H2 et 113 qui contiennent Tangle A, on obtient les suivantes, qui sont particulières aux triangles rectangles :
(1) COSfl rrr COS^COSC;
sin bz= sinasinB,
smc r=r smasmC;
tang^ = tanga cosC,
tangc^tangacosB,
' tang ^ =r sin c tang B,
tangc — sin ^ tangC ;
ICOSfl r-r cet B cote, cosB = cosfesinC, cosC = coscsinB.
Ces dix formules ne contiennent chacune que trois éléments^ leur nombre est précisément celui des combinaisons de cinq lettres trois à trois.
L*équatîon (i) exprime que :
Dans un triangle sphérique rectangle, le cosinus de V hypoténuse est égal au produit des cosinus des deux autres côtés-
n en résulte que les cosinus des trois côtés sont positifs, ou que deux d'entre eux sont négatifs -, par conséquent.
Dans tout triangle sphérique rectangle, les trois côtés sont moindres que 90 degrés, ou bien un seul de ces côtés est moindre que 90 degrés.
Les équations (2) expriment que :
Dans tout triangle sphérique, le sinus de Vun des côtés de rangle droit est égal au sinus de Vhjpoténuse multiplié par le sinus de l'angle opposé.
Les deux premières équations ( 3 ) expriment que :
Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de l'un des côtés de l'angle droit est égale à la tangente de l'hypoténuse multipliée par le cosinus de l'angle adjacent.
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Les deux dernîères équations (3) expriment que :
Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente de l'un des côtés de l'angle droit est égale au sinus de l'autre côté multiplié par la tangente de l'angle oppose au premier côté.
U en résulte que la tangente d'un angle oblique est de même signe que la tangente du côté opposé \ par conséquent, ce côté et cet angle sont tous deux plus grands ou tous deux plus petits que 90 degrés.
La première des équations (4) exprime que ;
Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus de V hypoténuse est égal au produit des cotangentes des deux angles obliques.
Enfin les deux dernières équations (4) expriment que .
Dans tout triangle sphérique rectangle, le cosinus d'un angle oblique est égal au cosinus du côté opposé multiplié par le sinus du second angle oblique.
116. Les formules précédentes peuvent être transformées en d'autres formules qui sont utiles pour le calcul, et que nous allons établir.
La formule (i) donne cosc = 7 ; on a d'ailleurs
^ ' cos b
— cosc tang-
2 V I -t- cosc
donc
I /cosb — cosfl ^ / \, ~ i~ T»
tang - c r= -+- i / — ; = + 1/ ^ûg -(a^b) tang - /i -4- W ;
on peut donc à la formule (i) substituer Tune des deux suivantes :
tang i c = H- i/tang - (a — 6) tang - (a -H b),
tang - ^— 4- i/tang - (a — c) tang - (a -h c).
l48 TRAITÉ DE TRIGONOMÉTRIE.
La pre
d'ailleurs
La première des formules (2) donne slno=:i^ -:— - ; on a
donc
(,*. I \ , /i 4- sina
on peut donc aux formules (a) substituer la double formule
Et, comme les formules (2) restent les mêmes, Tune quand on permute les lettres a et B, l'autre quand on permute les lettres a et G, on a aussi
"»«{4»-J»)==-\/3i!?li'
La première des formules (3) donne cosC = — —\ on a
d'ailleurs
I ^ /i — cosC
tang - C — -f- 4 / •
° 2 V I H- cosC '
donc
2 y tanga -f- tango y sm(a
on peut ainsi, aux deux premières formules (3), substituer les deux suivantes :
I ^ /sin(a
tang-C = -t- i/-^-^ ,^ g ; 2 y sm(a-hb)
I ^ /sin(a
° 2 y sm (a
La troisième des formules (3) donne sine = — 2_ . on
* ' tangB
CHAPITRE QCATRIÈMR. l
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donc
tang (/LS-'+lc] =. ± ./ ^°eB + tang» /sin(B + »)
^V 2 y VtongB-tangé ""VsinCB-*)'
on peut donc, aux deux dernières des formules (3), substituer les deux suivantes :
|'"°«(^''"J')=*Vb
sin(C-f- c)
sin(C — c) La première formule (4) se transforme dans la suivante :
r . /« — cosa ^ /sïË
, /sinBsinC — cosBcosC
II
tang - c r= -4-
y/tang (-45^+ 5±£^ tang (^450- 5^).
Et, comme les deux dernières formules (4) ne changent pas quand on remplace chacun des éléments A et C ou c et B par le complément de l'autre, on a aussi
tangUS^-^-icj =±1/ coti(B -h b) cet- (B — 6), tang(45"-+--B] =±:i/col- (C-f-c) cot- (C — c).
l5o TRAITÉ DB TRIGONOMÉTRIE.
Formules relatwes aux triangles rectilatères.
117. Un triangle sphérîque est dît rectilatère lorsque l'un (le ses côtés est égal à 90 degrés. Le triangle supplémentaire d'un pareil triangle est évidemment rectangle, et par conséquent les formules relatives aux triangles rectilatères peuvent se déduire de celles qui se rapportent aux triangles rectangles; mais ces formules s'obtiennent non moins facilement en faisant a = 90 degrés dans celles des formules générales qui contiennent le côté a. On trouve, en suivant Tune ou l'autre marche, les dix formules ;
(i) cosA= — cosBcosC;
sinB -= sinAsin^, sinC =: sinAsinc;
tangB " — tangA cosc, tangC " — tangA CCS />, tang B = sin C tang b, tangC = sinB tangc; '
IcosA = — cote cote, cosô =:cosBsinc, cosc = cosGsin6.
On peut faire subir à ces formules des transformations analogues à celles que nous avons exécutées au n** 116, à Toccasion des triangles rectangles^ nous reviendrons sur ces transformations en traitant de la résolution des triangles rectilatères.
Usage des angles auxiliaires dans la Trigonométrie sphérique,
118. Les formules générales des n*" 110, 112 et 113 ne sont pas calculables par logarithmes-, mais on peut les rendre telles en faisant usage d'un angle auxiliaire. Effectivement
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chacune de ces formules est de la forme
(i) P = Mco8a-4-Nsin3c,
a étant un ies six éléments, et M, N, P désignant des fonctions monômes des lignes trîgonométrîques de trois éléments autres que a. Si l'on désigne par cp un angle auxiliaire tel que
(2) tangçr=-,
et si Ton remplace N par M tangf dans la formule (i), celle-ci deviendra
(3) PCOS^ i=:MC08(a — ff).
Il résulte de là qu'en introduisant le nouvel élément y la formule (i) peut être remplacée par le système des formules (a) et (3), qui sont l'une et l'autre calculables par logarithmes.
On verra plus loin que l'introduction de cet angle auxiliaire f équivaut à la décomposition du triangle proposé en deux triangles rectangles ou en deux triangles rectilatères, par le moyen d'un arc de grand cercle mené d'un sommet au côté opposé.
Formules générales calculables par logarithmes.
H9. En transformant et en combinant entre elles les formules générales des n°* 109 et suivants, on obtient des formules nouvelles calculables par logarithmes, et qui sont d'un grand usage dans la solution des problèmes de la Trigonométrie sphérique. Nous allons nous occuper ici de cette transformation.
La formule fondamentale
cosa = cos6 cosc -h sin b sine ces A
donne
cosa — cosb cosc
cosA = . - . :
smbsmc
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en portant cette valeur de cosA dans les formules
. T . ^ /i — cosA I ^ /i
sm - A = i/ 9 cos - A = 1/ —
• cosA >
il vient
1 ^ , /sin^ sine -f- cos 6 cosc — cos a ^ /cosfb i-A=\/ ^—-^ =i /
2 V 2sin6sinc V 2
— c) — cos a
sin^sinc
. a — b '\- c , a -h 6 — c sin sin
sin^sinc
cosa — cos^cosc-h sin^ sine , /cos a — cos(^ -{-c
COS-A= \/ :-r-r = 1/ r^-4 ^
2 V 2 sm 6 Sine V 2 sin 6 Sine
a -h 6 -h c . — a -4- ^ -f- C sin sin
sin 6 sin e
Par de simples changements de lettres, on obtiendra des expressions analogues pour les sinus et pour les cosinus des
angles - B et -C. En sorte que, si, pour abréger, on désigne
par 2p le périmètre a 4- A -+- c, on aura
sii\(p — b)sin(p — c)
sinb sine
sm (p — a) sin (p — c)
smasme
sin(/7 — a) sinf/7 — b) sin a sin ^
fsmpsinfp — a)
cos-A= 1/ — '-T-r^. y
smo sine
t \ I I ^ /sinpsmif
(^) {cos-B=i/ — ^. — ^^
j 2 V sina SI
smc
cos^C=y/:
sinp s\n{p — c) sinasin^
Enfin, en divisant respectivement les formules (i) par les for-
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mules (2), il vient
lang
< tang
tang
sm(p — b) sin {p — c)
La = \/^
2 y sin/?sin(/7 — a)
2 V si]
sin/7sin(/7 — ôj
1 C _ . / ^ (/? — ^» j sin ( /? — ^)
sin/?sin(/? — c)
bans toutes ces formules, le radical doit être pris positivement, parce que les lignes trigonométriques des angles aigus-
- A, - B, - C sont positives.
120. Désignons par e V excès spliérique du triangle ABC,, c'est-à-dire Tangle A H- B -f- C — 180°; les angles du triangla supplémentaire de ABC seront 1 80° — a, 1 80° — A, 1 80** — c, tandis que les côtés du même triangle seront 180*^ — A, iSo** — B, 180** — C^ la demi-somme de ces trois côtés sera^
180® e. Il résulte de là que, si l'on veut appliquer les formules (1), (2), (3) au triangle supplémentaire de ABC, il sufBra de remplacer A, B, C, a, A, c et /? par les suppléments^
de rt, A, c, A, B, C et - e. On obtient ainsi les neuf formules, suivantes :
. I ^ /sin
sm - a-=z i/ —
sin - b
8sin(A -
sin B sin C
sin|esînfB — \t)
sin A sin C
s sin ( C — 1
sin A sin B
~^8jsin(C-^e) ^ sin B sin C
sin(A — 4g)sin(C — ^g) sin A sin C
sin^(A — je) sinf B — ji") ^ sin A sin B ^
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et
1 / sinygsinfA — |e)
'"'gi"=V sin(B-i.)sin(C-i,) *
(6) Itanc'fr-t/ 8'"T«8'"(B-i«)
I , I sinîtsinfC — 4»)
*"''<^r=V «in(Alie)sin(B-i,) '
I. . i^ sm(/7 — ^i) /sin/>sinf/7 — c) sinlp -^ a) i
s-Asm-B = — -^ -i/ — —. ^— z — -z=z — ^- ^cos-C,
2 2 smc y sinasino smc 2
2 2 smc y sinasin^ smc 2
1 ^ . i^ sinf/?— c)^ /sinf/? — a) sinfy? — ô) sinf/^ — c) . i^ -A8in-B= — ^!- U/ — ^^ . ^ . V -= — -r ^sm-C;
2 2 sine y sinasme» sine 2
sm
on déduit de là
sin-5^Acos|B=hcosjAsin|B sm(p — b)àzsm{p — a)
cosjC sine
cos-5-Acos|Bipsin-jAsin^B sin/? i^ sin (/? — c) ^
sin-jG sine '
or, on a d'ailleurs
sin(/? — b) -h sin{p — a) = 2 sin - e ces - {a — b).
8Ïn{p — b) — sïn{p — fl) = 2 cos - e sin - (a — 6),
sin/> H- sin(/? — e) = 2 ces - e sin - (aj -h b)^
sin/? — s\n(p — c) = 2 sin — e ces — (a -4- ft),
sine = 2 sm - c ces - e.
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et, par conséquent,
sinl(A-f-B) _ coS'^{ a — b)
COSjC COSjC
sm|(A — B) _ 8in|(fl — b) cos-j C sm\c
co8|(A-hB) __ cos^(a-^b)
SÛlyC C0S|C
co8|(A — B) _ am\{a-hb) sin^C ~" sinfc
Ces formules renferment les six éléments du triangle : elles ont été découvertes par Delambre, qui les a fait connaître en 1807, dans la Connaissance des Temps pour 1809 (p. 443). Gauss, à qui elles sont quelquefois attribuées, ne les a données que deux ans plus tard, dans l'ouvrage iatitulé : JTieoria motus corporum cœlestium in sectionibus conicis Solem ambientium.
122. Formules de Néper. — Si l'on divise la première des équations (7) par la troisième, la deuxième par la quatrième, puis la quatrième par la troisième et la deuxième par la première, on obtient les quatre suivantes :
tang - (A ■
tang - (A-
tang -(a-
î ^ cosifa
: COt - C H—
Des formules (7) on tîre
cosyc — cos-yC cos|(a — b) — sin J (A -f- B)
cosjc -f- cosyC cosj(a — ^j -+- sin- (A -H B)
sm|C — sin|c cos|fA — - B) — sin\(a 4- b)
sm|C -h sin|c "" cos|(A — B) -h sinj(^i -4- b)^
COS7C — sinjc sin|(A — B) — sin\(a — b)
cos-J^C -h sin^c sm|(A — Bj -f- sïnj{a — b)
— sin|C-4-cosjc _ — cos|(A-4-B)-^cos-^(g-4- /v)
sin-J-C-f-cosjc """ cos|(A -h B) 4- cos|(« -I- ^)
Si Ton fait, pour abréger,
A-f-B==S-f-i8o«, A — B = D, a -h b =.s -^ î8o^, a — b=.dy
et qu'on transforme les formules précédentes par le procédé du n° 18, il viendra
^ tmg —7— tang —j— = tang —j- tang -j—y
C — c C-hc .îH-D J — D
__ cot -^^ tang -^ tang -^,
I tang — 2"— cot — 2"— = tang — ^^— - tang et
cot )
j tang ^45«-4-^) cot (45»+^)^ tang ^ ™ ^ (10) '
tang ( 45«4- -^-1 ^"ê^ 1 4^''-+- -7- j = —cot — tang -7-;
de ces formules (9) et (10) on tîre
C— c _^ I S-f-rf S— €/ f-hD f— D
tang -^ — ~ y ^'"^ "T~ ^"""^ ~4" tang -^ tang -^r
CH-c ^ / S-h^/ S— rf TTd ^— d
tang — 7— rr= + i / tang — r- - tang cot — 7— cot — 7—»
et
i tang( 45**-h -— J =H- W — tang-— cot-— cot -^ tang-^-r
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Dans la seconde formule (ii) et dans la première (12) le
radical doit être pris avec le signe -f-, parce que les arcs — ^-'
C — c €t 45° H j — sont compris entre o et 90 degrés, et qu'ainsi
leurs tangentes sont positives. Dans les deux autres formules le signe du radical se détermine facilement; en efiet,
tang — y — a le même signe que les seconds membres des formules (9)^ pareillement, tang (45** -\ -, — ) a le môme signe
queues seconds membres des formules (10).
Expressions dwerses de l'excès spliérique.
Formules nouv^elles.
124. L'excès sphérique qui mesure, comme on sait, la surface du triangle, est un élément d'une grande importance dans les applications de la Trigonométrie à la Géodésie. Nous allons faire connaître ici diverses formules nouvelles où figure cet élément, et qui pourront servir à le calculer dans les différents cas que Ton peut avoir à considérer.
Si Ton multiplie entre elles les deux premières équations du système (4) du n** 120, ainsi que les deux premières du système (5), puis que Ton divise les équations résultantes par la troisième équation (5), il viendra
[ sîn~asiny6 sinje
j cos~c sinC '
jcos-J-acos^ô sin(C — \t) ^
\ cosjc sinC '
ajoutant ces deux équations après les avoir multipliées respectivement d'abord par cosC et i, puis par i et cosC, il vient
!' cos-j 'Cos|^ -f-sin^Asini^cosC i
— î pî ? =cos-t, cos^c
•^ ' i sin^asiny^ -f- cos|acos-5-^cosC / i \
f ^ r^ =:COS C 8),
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et, si Ton divise respectivement la première et la deuxième formule (i) parla première et la deuxième formule (a), on aura
/ I tangua tang 7 6 sin G
[ tang-e— 2^-- ^-^-^7 7^9
I 2 I -f- tangua tangl 6 cosC
I tanff G 1 =: ! ?
l °\ 2 y I -f-cotiacot|^cosG
La première des formules (3) donne l'excès sphérique en fonction de deux côtés et de l'angle compris ^ la première formule de Tun des systèmes (i) et (a) fournit aussi une expression de l'excès sphérique ^ mais cette expression dépend de quatre éléments. Il faut remarquer que les deux formules (3) ne sont autre chose que des transformées de la première des formules de Néper, savoir
' / . «V ' r^ cos-J-f^i — b)
tang - A + B =cot - G 77— ."T '^
^2 2 COSj(iZH- b)
si, en effet, on remplace - ( A -h B) par 90® (C — e), il
vient
(4) tan6'(C-.) = tangAc?2iM^!'
^^' °2 ^ °2 cos^(a — b)
formule de laquelle on déduit sans difficulté les deux formules (3).
On peut éliminer l'angle C des formules ( i ) et ( 2 ) au moyeu des équations
. ^ .1-, I 2 i/8in/7sin(o — a)sin(/J — 6)sm(/7 — c)
sinC = 2sin-Gcos-C = — î^^ — -^ r^ — ~7 ^-^ ^ 1
2 2 sinasmo
cosc — cosacosô
COSC= ; ;— T \
sinasmo on obtient ainsi
. I i/sini? sin f 1? — a)sïn(p — b)sin(p — t sm - s = ^ — ^ ^ -^ if- i
sin f C — - i] = V^s^"A^ sin jp — a) sin (/j — b) sm(p — t \ \ 7, I 2 sia|asin^6cos|c
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el
1 COS'j^l -t- COS'-jÔ -h C08'|c— î
COS - « = ; 7-7 i >
2 2 COS-ja COS^f 6 COS7C
f COS C • = — ^-. — r-ri i
\ \ 2 / 2 Sin-jûSllly O COSyC
Les formules (5) et (6) donnent des expressions de -e et de
C e en fonction des trois côtés, mais on peut en obtenir
d'autres beaucoup plus simples.
Au moyen des formules (6) et des relations
. I / 1 — coso: I ^ /i +00807 8m-ar=i/ 9 cos-^ = i/— 9
on peut calculer les sinus et les cosinus des angles y e et
-C — 7 s^ on obtient ainsi, pour Tangle y e, 2 q. t\
. I /sin*-î a sin' 1 6 — ( cos ^ c — cos-' a cos-;^)' sm 7 8 = i/ 7 i ^-i-T r^ -—^ '
I , /fcos4c-f- coslacosl^)* — sin'-jasin*!^ COS 7 t = \ / , , î— ^7 j— ^ î- .
Les numérateurs des fractions qui figurent sous les radicaux sont immédiatement décomposables en facteurs, et Ton obtient les valeurs suivantes :
sm — sin ' sm sin ^-~
. I 1 / 2 2 2 2 sinjt=\/ ; — ; ,
4 » COSja OOS76 COSyC
ODS T 6 =
/ COS — COS 008
V COSj^ZCOSy^ COSy
COSi-
On retrouvera la première formuleN(5) en multipliant les équations (7) Tune par l'autre-, en divisant, au contraire, la
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première par la seconde, il vient
(8) tang^f=:i/tang^tang^-^tang^-^— tang
rmule remarquable, quiestdueàSimonrHuillier, de Genève.
La deuxième formule (6) se déduit de la première en remplaçant dans celle-ci a et i par leurs suppléments 1 80® — a, 1 80® — i, et e par aC — e •, on peut donc faire ces mêmes changements dans les équations ( 7) et (8), qui feront connaître alor^
le sinus, le cosinus et la tangente de Tangle - C — jt. Or, par le changement de a et & en 1 80** — a et 180** — A, les quantités ^- et — se changent Tune dans Tautre, tandis
que chacune des quantités - et se change dans le complément de Tautrci on peut donc écrire immédiatement les valeurs des lignes trigonométriques de Tangle - C — 7 6? et par une simple permutation de lettres on aura également les lignes trigonométriques des angles -A — -^e, -B — -re. On
trouve, par exemple, en faisant subir à la formule (8) les changements que nous venons d'indiquer,
tang— tang-
p — c p — a tang tang
tang^-tang^— —
tang tang
p p — c tang— tang^^
On peut résoudre les quatre équations (8) et (9) par rapp^"^
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.., p p — a p — b p — c aux quantités tang-» tang' , tangi , tang , et
l'on obtient ainsi
V tanK(4A-ie
tanfe
2 V tang(lA-ie)tang(iB-it)tangliC-i^)
I tan»-^--? - 1 /tang>tang(|B-|«jtang(^C-AO I ^. 2 -y ' fc.ng(iA-i.)
P — t — i A'ng-^ttang'-'C— ^.jtang(iA-|^) " 2 ~V tang(iB-i,;
. P-*-- _ . / t.ngl.fcing(iA-i«)t..ngfiB--i,)
'""" 2 -y f.ng(;C-{.)
Expressions du rayon du cercle circonscrit et des rayons des cercles inscrit et exinscrits.
125. Si Ton joint les trois sommets d'un triangle sphérîque au pôle du cercle circonscrit, on déterminera trois triangles isoscèles qui auront respectivement pour bases les côtés /i, i, c. Désignons par x chacun des angles égaux dans celui de ces triangles qui a a pour base, par j^ et ^ chacun des angles égaux dans les triangles isoscèles qui ont respectivement pour bases b et c. Si le pôle tombe à l'intérieur du triangle, on aura
d'où
ar-f- r H-3 = -(A -f-B + C) =QO*-f- -c,
et, par conséquent,
.^9oo~(c^ie).
Il est aisé de s'assurer que les mêmes formules conviennent
Tri^. S, H
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au cas où le pôle n'est pas situé dans Tintérieur du triangle, pourvu qu'alors on considère comme négative celle des quantités x^y^ z qui se rapporte au triangle isoscèle situé tout entier au dehors du triangle donné.
Cela posé, désignons par R le rayon sphérique du cercle circonscrit au triangle, joignons le pôle de ce cercle au sommet Â, et abaissons du même pôle un arc de grand cercle perpendiculaire sur le côté c\ on formera ainsi un triangle rectangle dans lequel on aura
tangR cosz = tang - c,
d'où, en remplaçant z par sa valeur 90** — ( C e ) ,
(,) tangR =-.-H^5if-,
' ' sm(C— ^1)
formule qui donne R en fonction d'un côté, de l'angle opposé et de l'excès sphérique.
Si l'on remplace sin f C e J par sa valeur tirée de la
deuxième des formules (5) du n® 124, il viendra
, > ^ 2sin^asin46sin4c
(2) tangR = ' ^ ' -
^sin/7 sin(/? — a) sin(/? — b) sin(/7 — c)
Enfin, si l'on substitue à tang-c, dans la formule (i), la valeur tirée des équations (6) du n° 120, on obtiendra la formule
(3) tangR = ^/^
v/sin(A — i«)sin(B— i«)sin(C— |f)
qui donne l'expression de R en fonction des angles.
La formule (i) contient la démonstration du théorème suivant, du à Lexell :
Le lieu géométrique des sommets de tous les triangles sphériques de m,ême base et de même surface est une circonfé'
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rence qui passe par les deux points diamétralement opposés aux extrémités de la base.
Car soient A'B'la base donnée et A'B'C Tun des triangles pour lesquels l'excès sphérique a une valeur donnée e'. Soient A et B les points diamétralement opposés à A' et B', et e Texcès sphérique du triangle ABC. Par un théorème connu en Géométrie, la somme des surfaces des deux triangles ABC et A'B'C est égale à la çurface du fuseau dont Tangle est C^ ou a donc
«-4-«'==2C, d'où -e'r==C — -e.
Maintenant, si R désigne le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC, on a, par la formule (i),
tang~c
et, comme c et e' sont constants, R est lui-même constant, ce qui démontre le théorème énoncé.
126. Désignons par r le rayon du cercle inscrit dans un triangle sphérique. Si l'on joint le pôle de ce cercle au sommet A, et que Ton abaisse une perpendiculaire sur le côté i, on formera un triangle sphérique rectangle, dans lequel
l'un des côtés de l'angle droit sera r^ l'autre sera
ou p — a, et l'angle adjacent sera - A-, on aura donc
tangr = sin(/? — a) tang - A, ou, en remplaçant tang - A par sa valeur en fonction des côtés,
^^ ^ V sin/?
Si l'on désigne par a, S, y les rayons des cercles exinscrits qui
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touchent respectivement les côtés a, i, c et les prolongements des deux autres, ou trouvera de la même manière
, /sinpsinf p — b^ûnip — c)
tanga ~ i / —^ ^^-7 ^^ — ^ ^ »
° V sm(/? — a)
tti\ ] « . /sin/?sin(/> — a)sin(/? — c)
(5) j tangg ::. V/-M& (;.-:^) ^
-^ /sin;>sin(/.^a)sin(p~6) ^' y sin(/> — c)
Résolution des triangles spJiériques rectangles,
127. Un triangle sphérique peut être birectangle ou même trirectangle. Dans le premier cas, deux côtés sont égaux à 90 degrés, et le troisième côté est égal à l'angle opposé. Dans le second cas, les trois côtés sont égaux à 90 degrés. Les triangles de cette espèce ne peuvent donc donner lieu à aucun problème.
La résolution des triangles qui ont un seul angle droit présente six cas distincts que nous allons traiter, mais nous devons rappeler d'abord une remarque que nous avons faite dans le Chapitre précédent à l'occasion des triangles rectilignes.
Lorsqu'un côté ou un angle d'un triangle sphérique est donné par son cosinus, par sa tangente ou par sa cotangente, sa valeur est déterminée, car ce côté ou cet angle est compris entre zéro et 180 degrés^ mais, s'il est donné par son sinus, il n'est pas entièrement déterminé; car à un sinus donné correspondent deux arcs ou deux angles supplémentaires.
Rappelons encore que, si l'angle ou le côté qu'on veut calculer est donné par son cosinus ou par sa tangente, et que la valeur de ce cosinus ou de cette tangente soit négative, il faut calculer à sa place Tangle supplémentaire qui a, au signe près, même cosinus et même tangente.
128. Premier cas. — Etant donnés Vhjpoténuse a et un côté b de V angle droit, calculer le troisième côté cet les deux angles obliques B e^ C.
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On peut calculer les élémenls inconnus par les formules suivantes du n** 115 :
cosa . „ smh ^ tang^
cosc 1= T- , sinB = -: — î cos C = •
cos6> sina tanga
Mais il vaut mieux faire usage des formules du n** 116, savoir :
tang-cm: -f- i/tang- (a — ô)tang- (a H- h),
//i^ I ^\ . . /tang{(a -f- b) tang(45«-f.-B)=±Y/- -^ ^-
tang|(a— ^J
tanfir-C— • * ^ ^ -
/sinja-b) V sin(a -f-^)
2 V sin(a -f- b)
Ces dernières formules exigent seulement, comme les précédentes, la recherche de quatre logarithmes pour la détermination des trois éléments inconnus ; mais elles ont sur celles-ci l'avantage de donner les inconnues par des tangentes.
Remarque. — Pour que le problème soit possible, il faut et il sufiit que Ton ait sini <] sina; car, si cela a lieu, la valeur de sinB sera inférieure à i, et les valeurs de cosc et de cosC seront comprises entre — i et -i- i . L'inégalité dont il s'agit exige que Ton ait b <^a ou i > 1 8o° — a si a est <[ 90** ^ et i > a ou i <^ 1 80** — a si a est > po*' 5 si a = 90**, l'inégalité sini <[sina a lieu nécessairement. Lorsque la condition de possibilité est satisfaite, le problème admet une solution unique, bien que l'angle B soit donné par son sinus ^ car cet angle doit être inférieur ou supérieur à 90 degrés, suivant que le côté donné b est lui-même inférieur ou supérieur à 90 degrés. La même considération permet de fixer le signe avec lequel il faut prendre le radical qui exprime la valeur de
tang(45^4-iB).
129. Deuxième cas. — Etant donnés les deux côtes b et c de l'angle droit, calculer Vhjpoténuse et les deux angles obliques B ei C.
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On emploiera les formules
tànnb ^ tangc
cosa = cosô cosc, tang'B = . -» tangC = — ; — r- • ° sine ° sm*
Sî le côté a est mal déteiminé par son cosinus, îl faudra commencer par calculer B ou C, et Ton obtiendra ensuite a par l'une des formules
tSLTisc tangb
tanga = — ^-9 tanga = — ?^.
° cosB ° cosC
Remarque. — Le problème admet toujours une solution unique.
130. Troisième cas. — Etant donnés l'hypoténuse a et l'angle oblique B, calculer le deuxième angle C et les deux côtés b et c de l'angle droit.
On emploiera les formules
. , . . « « ^ cotB sm bz=:sina smB, tangc = tanga cosB, tang C = •
Si le côté b est mal déterminé par son sinus, il faudra commencer par calculer c ou C, et Ton aura ensuite b par Tune des formules
tangé = sine tangB, tang^ = tanga cosC.
Remarque. — Le problème est toujours possible et il n'admet qu'une solution, car l'inconnue b et l'angle donné B sont en même temps inférieurs ou supérieurs à 90 degrés.
131 . Quatrième cas. — Etant donnés un côté b de l'angle droit et l'angle opposé B, calculer les côtés a et c, ainsi que r angle C.
On peut employer les formules du n** 115
sin^ tang^ . ^ cosB
sma= -7—r=% sinc=: — ^— > smC= r»
smB tangB ces 6
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Mais il vaut mieux se servir des formules suivantes du n** 116 :
ang (45« 4- - C j = =h i/cot i (B + 6) cot i (B — 6),
qui donnent les trois inconnues par leurs tangentes.
Remarque. — Chacun des deux précédents systèmes de formules peut donner pour chaque inconnue deux valeurs supplémentaires. 11 importe donc de savoir déterminer quelles sont les valeurs qu'il faut prendre ensemble.
D'abord, si i = B, on a
sina = sine = sinC = I , a=zc=zC = 90®,
et le triangle est birectangle. Supposons donc b différent deB.
1° Si 4 est << 90°, il faut, pour la possibilité du problème, que B soit aussi <^ 90**, et que Ton ait en outre i <^B. Supposons cette condition remplie; cosi étant positif, Téquatîon cosa ±= cosè cosc montre que a et c sont en même temps inférieurs ou supérieurs à 90 degrés 5 la même chose a lieu d'ailleurs à regard de c et de C. Si donc on désigne par a', c' et C les valeurs inférieures à 90 degrés que les Tables font connaître pour a, c et C, on aura les deux solutions
az=a\ c = c'y C = C,
a = 180"— a', c=ri8o«>— c', C = i8o«>— C.
2® Si b est ]> 90**, les conditions de possibilité du problème sont B>9o® et i^B. Supposons qu'elles soient remplies-, cos4 étant négatif, l'équation cosa = cosi cosc montre que a et c sont l'un supérieur et l'autre inférieur à 90 degrés -, et, comme c et C sont tous deux supérieurs à 90 degrés, si l'on désigne toujours par a', c' et C les valeurs de a, c et C que les
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Tables font connaître, on aura ces deux solutions : a~a\ c~i8o°— c', Cz=i8o«— C,
D est facile de voir, a priori, qu'en exceptant le cas de i = B le problème admet deux solutions lorsqu'il est possible. Supposons, en etïèt, que le triangle ABC, rectangle en A, satisfasse â la question (voir la figure du u** 109, p. iSg), et prolongeons les côtés AB et BC jusqu'à leur rencontre en B'5 on formera un second triangle rectangle A B'C qui répondra aussi à la question.
132. Cinquième cas, — Etant donnés le côté h et l'angle adjacent C, calculer l'angle B et les deux côtés a et c.
On emploiera les formules
« , . ^ taneA . ,
cosB z:^ cosb smC, tanga :=. —9 tangc rr= sino tangC.
COSL<
Si l'angle B est mal déterminé par son cosinus, il faudra commencer par calculer a ou c, et l'on aura ensuite B par l'une des formules
cotB = cosa tangC, cotB = sine cot<^.
Remarque. — Le problème est toujours possible et il n'admet qu'une seule solution.
133. Sixième cas. — Étant donnés les deux angles obUijues B et C, calculer les trois côtés a^ b^ c.
On emploiera les formules
^ ^ , cosB cosC
cosa =:: civt B cot C, cos b = - — - j cos c = -T—=-
sm C sm B
du n" 115, ou plutôt les suivantes du n° 116 .
f ^ /cos(i8o°— B — C)
tang - a = -h 4 / î^ — _ — ^ ,
2 y cos(B — C)
tang - 6 = H- i/ tang ( -^ 45° j tang ( h 45« j .
tang ^^ — -^ y/t*ing f -^ 45« j tang ( -^^ + ^sA ,
qui donnent les inconnues par leurs tangentes.
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Remarque. — Pour que le problème soit possible, il faut et îl suffit ; i" que la somme B-f-C soit comprise entre 90 et ^70 degrés ^ 2** que la différence B — C soit comprise entre — 90" et -f- po^. Lorsque ces conditions sont remplies, les seconds membres des formules précédentes sont réels et le problème admet une solution unique.
Résolution des triangles spliériques rectilatères,
134. Bien que la résolution d'un triangle rectilatère puisse se raoïener à celle d'un triangle rectangle, par la considération •du triangle supplémentaire, il n'est pas inutile de présenter le tableau des formules qui conviennent à chacun des six cas qu'on peut rencontrer. Nous nous bornerons au surplus à cette simple indication, les remarques et les discussions auxquelles donnent lieu les formules étant exactement les mêmes que celles qui ont été développées à l'occasion des triangles rectangles. L'angle opposé au côté égal à 90 degrés sera toujours désigné par A.
135. Premier cas. — Etant donnés les angles A et B, calculer l'angle C et les côtés b et c.
Les formules à employer sont (117)
^ cosA . , sinB tangB
cosC= -9 sino = - — -» cosc = ^:
cosB smA tangA
«mais on peut leur donner la forme suivante, qui est préférable : tang - C = -f- i/cot - (A — B) cet - (A H- B),
^\^ 2 y Vtangi(A-B]
I ^ /sin(A-HB)
"2 V si^^(A — B)^
le signe ambigu dz de la deuxième formule se déterminera par cette considération que i et B sont en même temps inférieurs -ou supérieurs à 90 degrés.
136. Deuxième cas. — Étant donnés les deux angles B et C, calculer V angle A et les côtés b et c.
Les formules à employer sont
taneB tangC
cosA = — cosBcosC, tang^ = ■ ^ > tangc? r=: .^ *
° sinC sinB
Si l'angle A est mal déterminé par son cosinus, il faudra d'abord calculer i ou c ^ on pourra ensuite obtenir A par l'une des formules
langC , tangB
tangA = V' tangA= ^- •
coso cosc
137. Troisième cas. — Etant donnés l'angle A et le côtéh^ calculer le côté c et les deux angles B et C.
Les formules à employer sont sinB = sin A sm ô, tangC = — tangA cosô, tangc = •
Sî Ton veut déterminer B par sa tangente, il faudra commencer par calculer c ou C, et l'on aura ensuite pour calculer B l'une des formules
tangB = sinC tang^, tangB = — tangA cosc.
138. Quatrième cas. — Etant donnés le côté b et l'angle opposé B, calculer le côté c et les angles KetC
Les formules à employer sont
. . sinB . ^ tangB cosb
smA=-T— r> sinC= — ^» 8mc = — — ; sin& tang6 cosB
on peut les transformer dans les suivantes :
/,- i „\ , /sin'é + B)
tang (45"' H- - c j =ii= i/ cet i («» 4- B) cot - [b — B);
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les deux solutions se déterminent par les considérations dont nous avons fait usage au n^ 131.
139. Cinquième cas. — Etant donnés l'angle B et le côté c, calculer le côté b et les deux angles KetQ.
Les formules à employer sont
cosô = cosB sine, tangA = — » tangC = sinB tangc.
Si Ton veut déterminer b par sa tangente, il faudra commencer par calculer A ou C, et Ton aura ensuite b par Tune des formules
cot^ = — cosA tangc, cot^.= sinC cotB.
140. Sixième cas. — Etant donnés les deux côtés b et c, calculer les trois angles A, B, C.
Les formules relatives à ce cas sont
ces b cos c
ces A = — colb cote, cosB = — — 9 ces C = -; — r ;
smc sm6
mais il convient de les transformer dans les suivantes :
i . / cosib — c)
'^^^^^-^VœsTrso^^T^:^'
tang ^ B = -H- l/tang ( — 45° H- -^t_f \ tang f 45«>H ? j •
tang-C = -h i/tang f — 45«H ^J tang (45* ~~~)
Remarque sur la résolution des triangles sphériques quelconques.
141. Les triangles rectilatères ne sont pas les seuls dont la résolution se ramène à celle des triangles rectangles 5 la même chose a lieu encore dans les deux cas suivants :
I** Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés
égaux a et i 5 OU deux angles éga: x A et B, la perpendiculaire abaissée du sommet C sur le côté AB partagera le triangle ABC en deux triangles rectangles égaux dans toutes leurs parties. On résoudra Tun de ces triangles rectangles où Ton connaît deux éléments outre Tangle droit, et Ton aura immédiatement les éléments inconnus du triangle proposé.
2^ Si parmi les éléments donnés se trouvent deux côtés a et i ou deux angles A et B, dont la somme soit égale à 180 degrés, en prolongeant les côtés a et c jusqu'à leur rencontre en B', on formera un triangle AB'C dans lequel deux côtés ou deux angles seront égiux. La résolution du triangle AB'C se ramène, comme on l*a vu, à celle d'un triangle rectangle j elle entraine d'ailleurs celle du proposé.
La résolution des triangles sphériques en général présente six cas 5 mais trois de ces cas peuvent se ramener aux* trois autres par la considération du triangle supplémentaire, et les solutions de deux cas correspondants s'obtiennent par des formules analogues. Il n'y a donc en réalité que trois problèmes distincts.
Résolution d'un triangle sphérique dans lequel on connaît les trois côtés ou les trois angles,
142. Première méthode. — Si les trois côtés sont donnés, on peut calculer les angles par les formules (i), (2) ou (3) du n** H9; on doit préférer les formules (3), savoir :
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Si ce sont les angles qui sont donnés, ou pourra calculer les côtés par les formules (4\ (5) ou (6) du n° 120^ on doit préférer l'einploi des formules (6), savoir :
tang - " — ^ ' ^^ —^
sin(B--^e)sin(C-
^2 V sin(A — it)8in{C —
1 I sin-iesin(C — Is)
'''"8 i ^ = V ^iir(Âirï7)k(B -V)'
OÙ e désigne l'excès sphérîque A -f- B -f- C — iSo''.
Remarque. — Pour qu*un triangle soit possible avec troiscôtés donnés, il faut et il suffit : i° que la somme de ces trois côtés soit inférieure à 36o degrés ; 2° que chacun des côtés soit inférieur à la somme des deux autres. De même, pour qu'un triangle soit possible avec trois angles donnés, il faut et il sufût : i^que l'excès spliérique qui résulte des angles donnés soit compris entre zéro et 36o degrés -, 2° que chacun des angles donnés soit supérieur à la moitié de Texcès sphérique. Cesrésultats de Géométrie sphérique se déduisent immédiatement de nos formules.
Lorsque les conditions dont il vient d'être question ne sont pas toutes remplies, les expressions des tangentes des demiangles inconnus ou des demi-côtés inconnus deviennent imaginaires.
143. Deuxième méthode. — Lorsqu'on a besoin de calculer les trois éléments inconnus, on peut substituer aux formules précédentes les formules (8), (9) et (10) du n" i24.
L'emploi de ces nouvelles formules n'exige, comme dans la solution précédente, que la recherche de quatre logarithmes; et l'on y trouve cet avantage qu'ayant calculé séparément les
quatre quantités A e, d e, L. £ et-e, oup^ p — Uy
p — b^ p — c, on a un moyen de vérifier l'exactitude des résultats obtenus.
Exemple. — On donne les trois côtés ii==ii
iî = 74»54'3i%o6, et l'on demande de calculer les angles A, B, C.
PBEMlàRE MéTHODE.
TYPE DU CALCUL
p = \(a-hb'i'C). i35"i8'a8*,o5
logsin/9 7,8471394
logsm(/? — fl) 1,6783980
logsin(/7 — b) T, 9003361
logsin (p — f^) 1,9392635
Calcul de Vangle A.
tangJ-A= 4 /ËÊSE^^ÊSE^Î.
° * Y sin/? sin [p — a)
logsin (/? — ô) . . . . T,9oo336i
logsin(y7 — c) 1,9392636
— logsin (/?— a) 0,4216020
— logsin/? 0,1528606
logtangjA 0,2070811
\k 58«io'i',io
A Il6"2O'2',20
Calcul de l'angle B.
tangiB=4/SE «)f°(/>-^> .
'"' Y 8in/?sin(/? — o)
logsin (/9 — o) 1,5783980
logsin (/> — c) 1,9392635
— logsin (p — b) o ,0996639
— logsin/; o , 1628606
logtangiB T, 8860930
iB 37*» 3o' 26", 80
Calcul de l'angle C.
^ ' Y sin/? sin (p—c)
logsin(/?-a).... 1,6783980
logsin (/? — ^) ï, 9003361
— logsin(/?— c). . . . 0,0607365
— logsin/? 0,1628606
logtanglC. ï,846i656
iC 35o3'29',58
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DEUXI^HB MÉTHODE.
[Emploi des formules (8) et (9) du n° 124.]
TYPE DU CALCUL
ip 67*39' i4', 025
{{p-a) II» 7'45',7o5
i(p-c) 3o»ii'58',495
Calcul de Vexcès sphérique «.
logtang;/? o,386o84o
\ogim%\(p—a) 7,2938583
logtangK/?— 6) T, 6944058
logtang-i(/? — c) 1,7649261
logtangl* 1,5696371
« 8i*27'53',oo
Calcul de l'angle B.
logtangK/?— «) 1,2938583
logtang{(;7 — <•) 1,7649261
logcotj(/? — ^) 0,3055942
iogcoty/? T,6i39i6o
>ogtang(iB-|s)... 1,4891473
logtang^/? o,386o84o
logtang|(/?- û) .... 1,2938583
logtangi(/?~^) .... î, 6944058
logtangi(/? — c) T, 7649^^61
Calcul de P angle A.
logtangK/?-^) .... ï,6944o58
logtang{(/? -c) . . . . 1,7649261
\o%coi\[p'—a) 0,7061417
logcoti/? 1,6189160
logtang(iA-i«) . . . 1,8896948
iA-i£ 37«48'2',87
jA 58»io'i',i2
A Il6»20'2',24
Calcul de l'angle C.
logtangi(/?--fl) 1,2938583
loglang-H/? — ^). . . . ï, 6944058
logcoi^lp—c) 0,2350739
logcoti/? ï,6i 39160
logtang({C — |s).... 1,4186270
iC-U i4Mi'3i',34
iC 35» 3'29'',59
f^érijication :
i.-1-(4A-i.) + (-;B-|.) + (iC-|.) = 90»o'o'',oi; ^rreia- sur l'ensemble : o", o i .
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Résolution d'un triangle sphérique dans lequel on connaît deux côtés ay^ec l'angle compris, ou deux angles av^ec le côté compris,
145. Première méthode. — Lorsqu'on a besoin de calculer les trois éléments inconnus, on obtient la solution la plus simple du problème au moyen des formules de ÎVéper, savoir :
1) tang- A-f-B)=cot -C f^ M
^ ' ^ 2 ^ ' 2 cos|(a -h h)
I / . «X ï ^ sin~(a — b) (2 tang - A — B) =: col - C -^f^ -{.
ti\ * ' / . A\ . ' cos|(A — B)
i r\ ï / y\ I sin-^(A — B)
(4) tang- (a ~ ^)~tang-c '^ '
2^ ' ^2 sini(AH-B)
Si les éléments donnés sont a, b et C, on calculera d'abord A et B au moyen des formules (i) et (2)5 on calculera ensuite c au moyen de Tune quelconque des formules (3) et (4).
Si, au contraire, les éléments donnés sont A, B et c, on calculera a et i par les formules (3) et (4), et ensuite C par Tuue quelconque des formules (i) et (2).
Remarque I. — Le calcul des éléments inconnus A et B ou a et i exige la recherche de cinq logarithmes^ il faut ensuite deux nouveaux logarithmes pour obtenir l'inconnue c ou C.
Remarque IL — Les données étant supposées comprises entre zéro et 180 degrés, le problème admet toujours une solution unique.
146. Deuxième méthode. — On peut encore résoudre le problème proposé en faisant usage des formules établies aux n"' 109 et suivants, et qui permettent de calculer directement < haque inconnue indépendamment des deux autres.
Si les éléments donnés sont a, i, C, les formules qui déter-
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usinent les inconnues sont
cola sinb — cet A sinC = ces b cosC,
(i) ^ cot6sin^z — cotBsinC = cos«cosC,
COSC = cosa cosb + sina siab cosC.
On calculera, comme il a été dit au n? H8, deux angles auxiliaires tp et ij/ compris entre zéro et i8o degrés, et tels que
(?) tang 9 = tanga cos C, tang^I/ = tang ô cos C ;
les deux premières formules ( i ) deviendront alors
/ov A 8in«tongC ^ sin^J; uncC
<3 tangA=: . ;_ ^ , , taLngB= ^ 5_.
° sin(6 — y} ° sm{a — ^)
L'un quelconque des angles auxiliaires y et ^ peut servir pour le calcul de c-, car la troisième équation (i) donne, en se servant des formula (2),
, ,. cosa cos(h — ç) cosb cos(n — -if)
(4) COSC =:: ^ -i COSC =. . —•
' cos y COSiJ'
Il peut arriver que le côté c soit mal déterminé par son cosinus ; dans ce cas, on calculera d'abord A ou B et Ton pourra obtenir ensuite c au moyen de sa tangente^ effectivement, si Ton divise respectivement par les équations (4) les deux
formules
sin/zsinC . sin^sinC
sine = — ; — . — et sine == p-— — ,
smA sinB
il viendra, en ayant égard aux formules (2) et (3),
.^, tanefô — «) tanff(a — iL)
Si les éléments donnés sont A, B, c, les formules qui dé terruinent les inconnues sont
Icota sine — cot A sinB m cose cosB, cot^ sine — cotB sin A = cose cos A, cosC = — cosA cosB -}- sin A sinB cos r;
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on calculera deux angles auxiliaires cp et tj^ compris entre zéit) et i8o degrés et tels que
(2 bfs) tangç =: — tang A cosc, tangip = — tangB cosc,
et les deux premières équations (i bis) donneront
,^ ... sin»tangc , simL tano^c (3 bis) tang«=: ^-^ — ^,, tango = ^^ ^.
^ ^ ^ sm(B — y) ^ sin(A — t|,)
La troisième équation (i bis) donne aussi
,,,.v ^ cosAcosfB — ç) ^ cosBcosfA — >I»)
l^bis) COsC—- ^^ -^ C0SC= \ ^y
cosy cos>I»
et en combinant ces équations avec les formules
. ^ sincsinA . ^ sinrsinB
8mC= — ï 9 8inC = 7—, — 9
sma sin6
il vient enfin
' ^ cosa ° ces 6
Il faut remarquer que les formules (i bis)^ (2 bis)^ (3 iw), (4 ii.î), (5 iw) se déduisent des formules (i), (2), (3), (4)7 (5), en remplaçant dans celles-ci A, B, C, a, i, c par les suppléments de a, i, c, A, B, C et y, ^ par leurs suppléments. Les deux triangles que nous venons de considérer sont effectivement supplémentaires.
Remarque. — Quand les éléments donnés sont a, i, C, le calcul du seul angle A ou B exige la recherche de cinq logaritljmes, comme l'emploi de la première méthode. Le calcul du côté c par Tune des formules (4) exige également cinq logarithmes 5 mais, lorsqu'on n'a besoin que de ce seul côté, la deuxième méthode doit être préférée à la première. Il en est de même quand les éléments donnés sont A, B, C5 l'emploi de la méthode précédente n'offre d'avantages qu'à l'égard de Tangle C, dans le cas où Ton ne doit calculer que ce seul élément.
147. Troisième méthode. — La méthode dont nous allons parler se rapporte exclusivement au cas où l'on ne veut cal-
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culer que la seule inconnue c ou C. Dans la solution précédente, on a recours, pour cet objet, à Tune des formules (4) ou (4 his)^ qui déterminent Télément inconnu par son cosinus. Il peut arriver que cet élément ne puisse être obtenu de cette manière avec précision, et alors il convient d'opérer comme il suit :
Si Tineonnue est c, l'équation qui la détermine peut s'écrire ainsi :
cosc = cos(a — b) — 2 sin^ sin^ sin*- C,
sin' -cz= sin' - (a — 6) -f- sina sinb sin* - C: 2 2 ^ ' 2
si donc on calcule un angle auxiliaire &> tel que
eîn J.
sin^C
tangw = - — r-T-^ 7-r usina sinb,
sm|(flf— b) "
on obtiendra ensuite c par la formule
. 1 sin-^(a — b)
sm - c = — ^ ^ .
2 cosc>>
Si l'inconnue est C, on a
cosC = — cos ( A 4- B) — 2 sîn A sinB sin' - c
ou
sin^ - C = ces' - (A -f- B) -4- sin A sinB sin* - c; 2 2 ^ ' 2
on calculera donc l'angle auxiliaire « par la formule
sin^^c /-: — : — ;— ;r
tangw= r-T— — — r vsmAsmB,
^ cosl(A + B)^
et l'on aura ensuite C par la formule
. I _, cos{(A-hB) sm - C =-• — •
2 COSCi)
Remarque. — Cette troisième méthode n'exige, comme la Pt*€^cédeute, que cinq logarithmes pour le calcul de c ou de C-
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148. Exemple. — On donne les côtés a, b et l'angle corn* pris C, savoir :
a = 1 13°2'56",64, b = 82«39' 28" ,4©, C = i38"5o' iS^^Gg,
et Von demande de calculer les angles A, B et le côté c.
TYPE DU CALCUL
•(a— é»).....*.... i5*»ii'44",'a
97°5i'i2",52 iC 69*^25' 6",845
Calcul de {(k-^'Q).
,cos|(a--^)
tang^(A-HB) = co4C
co^\[a-hb)
logcot^G T, 5746163
logcosj(/z — ^) 1,9845439
—log — cos^a-+-6). 0,8644213
log — tang j (Ah- B). . o,42358i5
HA-+-B) iio*»39'35',29
Calcul (les angles X et B,
;(A-hB) iio«39'35\29
HA-B) 5"4o'26^9I
log— cos^(A-i-B).
Iogcosi(A — B)...
logsini(fl — ^) 1,4184917
\ogcos\(a-b) 7,9845439
logsin^ (a -j- é») T ,9959074
log— cos^(fl-H^) ... 1,1355787
logcot^C ï, 5746163
Calcul de \{X — B).
U,.s.,»-B|-„iC^lig=|j.
logcot^C T, 5746163
\og8\n\(a — b) 1,4184917
— logsin|(a-i-^)... 0,0040926
log tang j (A — B) . . . 2 , 9972006
Calcul du côté c,
I * 1/ ,,cosi(A-i-B) tangic = tangi(.-^A)-|j-^--3J.
log sin i(/7 -h ^) 1 ,9959074
— log--cos|(flH-Z/ . o, 8644213 log — cos j(A -H B) . . ï, 5475513
— logcos|(A — B) .. o, 0021332
log tangue o,4iooi32
Résolution d'un triangle sphérique dans lequel on connaît deux côtés et l'angle opposé à l'un d'eux, ou deux angles et le côté opposé à l'un d'eux.
149. Première méthode. — Soient a, i et A ou A, B, aies éléments donnés. On calculera d'abord l'inconnue B ou & par
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la formule
sinB sïab
sinA sina
et Ton pourra obtenir ensuite la valeur correspondante de C ou de c par le moyen des formules de Néper, savoir :
ta ^ p__ CQ^T (A + B)cos| (g — ^) __ cotj (A ~ B) sin| {a — b) °2 "~ cos-j(a-4-^>) "~ sin-J(fl-f-*) '
I ^__ tangjfa + ^>)cos|/^A-f-B) _ tang-^(a — 6)sinl(A + B) ^2^~~ cos|(A— B) "~ sin|(A — B)
Pour que le problème soit possible, il faut d'abord que le sinus de Télément inconnu B ou b soîtcompris entre zéro et 15 lorsque cette condition est remplie, il existe pour B ou & deux valeurs supplémentaires Tune de Tautre-, mais, pour que Tune de ces valeurs convienne au problème, il est nécessaire que
les valeurs correspondantes de tan g - C et de tang - c soient
positives, ce qui exige que les différences A — B et a — b soient de même signe. Si cette condition n'est satisfaite par aucune des deux valeurs de B ou de i, le problème n'admet aucune solution-, mais, si elle est satisfaite pour l'une de ces valeurs, il y a nécessairement une solution correspondante. En effet, A — B et a — b étant de même signe, on obtiendra pour C et pour c des valeurs comprises entre zéro et 180 degrés, par le moyen de deux des formules de Néper •, ces valeurs de C et de c seront les mêmes que celles qui seraient données par les deux autres formules de Néper, car celles-ci se déduisent immédiatement des deux premières en faisant usage de la relation
sinB __ s\ab tang^fA -»- B) _ tangyfa -4- b)
sinA sinfl tang| (A — B) tangy (a — b)
Il suit de là que les valeurs trouvées pour B ou i, pour C et pour c, satisfont aux quatre formules de Néper. Si donc on se propose de résoudre un triangle avec les données a, i, C, problème qui est toujours possible, on retrouvera nécessairement pour les éléments cherchés les valeurs A, B, c.
Les deux cas dont il s'agit ici sont nommés cas douteux des
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triangles sphériques, parce qu'il peut y avoîr incertitude \ regard de celle des valeurs de B ou de i qui convient au triangle que Ton doit considérer. Mais, dans les applications, cette incertitude disparait toujours par un examen attentif des circonstances du problème à résoudre.
150. Deuxième méthode. — La méthode précédente ne doit être employée que dans le cas où il s'agit de déterminer Télément B ou i avec Tun des deux éléments C et c seulement. Trois logarithmes sont nécessaires pour le calcul de B ou i, et Tespèce de cet élément étant supposée connue, il faut trois nouveaux logarithmes pour obtenir C ou c.
Lorsqu'on a besoin de calculer les trois inconnues, on déterminera rélément B ou i comme précédemment, et si Tespèce de cet élément est connue, on pourra obtenir C et c par les formules (i i) et (12) du n** 123, qui exigent seulement la recherche de quatre logarithmes.
Faisant donc
A + B=:S+i8o«, A — B = D, a H- 6 = 5 -h 180", a — b = (l^ puis
S-f-rf S — d ^^ J + D^ 5 — D
M = tang — y — tang — y — > N = tang / - tang — ^ — »
on aura, par les formules (i i) du n** 123,
-^=±^MN, tang -^- = + y/-,
le radical devant être pris, dans la première formule, avec le signe des quantités M et N.
On peut employer les formules (12) du n** 123 au lieu des formules (ii)*, il n'y a aucune raison de préférer les unes aux autres. Lorsque le problème proposé admet deux solutions, si Ton a employé les formules (11), comme nous venons de le faire, pour le calcul de l'un des triangles, les formules (12) permettront de calculer les éléments du deuxième triangle, sans qu'il y ait besoin, pour cette opération, d'aucun logarithme nouveau.
tang
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Effectivement, désignons par C et c' les valeurs de C et c qui se rapportent au deuxième triangle; il faudra remplacer, dans les formules (12) du n° 123, B par 180° — B, ou b par 1 80° — i, ce qui revient à permuter entre elles les lettres S et D, ou s et rf, suivant que les données du problème sont a, i, A, ou A, B, a. Alors si Ton fait, pour abréger,
M' = tang — -. — - cot — 7 — » N' = cet —= — taniç — y — 9 4 4 4 4
on aura
Lorsque les données sont a, A, A, il faut prendre les signes supérieurs dans l'un et Tautre membre de la première formule, et le signe du radical de la deuxième formule est celui des quantités M' et N'. Si, au contraire, les données sont A, B, /z, il faut prendre les signes inférieurs dans les deux membres de la première formule, et le radierai de la seconde formule doit être pris avec un signe contraire à celui des quantités M' etN'.
Remarque. — On voit que la solution complète du problème, même dans le cas où elle conduit à deux triangles qu'on veut calculer Tun et Tautre, exige seulement l'emploi de sept logarithmes.
ISl. Troisième méthode. — La solution la plus simple du problème qui nous occupe s'obtient par le moyen des trois formules dans chacune desquelles figurent les données avec Tune des inconnues. Cette méthode, qui exige le calcul de deux angles auxiliaires, est celle qu'il convient d'employer dans la plupart des cas.
Supposons que les données soient a, i. A; les formules qui déterminent les inconnues sont
i. ^ sinôsinA SmB nn : , sma
'' cosa = cosô cosc -h sîn b sinccos A,
cotasin^ — cotAsinC = cosôcosC
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Cliacune d*elles permet de calculer directement Tune des inconnues, et elle fournil en môme temps un critérium pour reconnaître si un triangle est possible avec les données Ed elTet, ainsi qu*on Ta vu au n° 149, si Ton peut tirer de la première formule une valeur de B telle, que A — B soit de même signe que a — i, il y aura une solution du problème correspondant à cette valeur de B. Pareillement, si la deuxième formule fournit une valeur de c comprise entre zéro et i8o degrés, il est évident qu'il y aura une solution du problème correspondant à cette valeur, car le triangle formé avec les côtés i, c et Tangle A satisfera aux conditions de Ténoncé. De même,, enfin, si l'on peut tirer de la troisième formule une valeur de C comprise entre zéro et i8o degrés, il y aura nécessairement une solution du problème correspondant à cette valeur, car on pourra toujours construire un triangle avec les éléments a,, i, C.
La première formule du système (i) est calculable par logarithmes^ pour obtenir cet C, on déterminera deux angles auxiliaires cf et <|/ compris entre zéro et i Sa degrés, et tels que Ton ait
/ X / * r cotA
^-i) tangç = tangôcosA, tangij/ =: - —;
les deux dernières formules (i) donneront alors
/ON / \ cos«cos« /^ , \ , .
(3) cos(c — ff)z=z ^— ^, cos(C — i{/) = cotatang6cos4^
Pour que le problème proposé soit possible, il faut que la valeur de sinB soit inférieure à i, et que les valeurs de cos (c — ç), cos (C — ^) soient comprises entre — i et H- i ; il est facile de s'assurer que ces conditions sont exprimées parla seule inégalité
sin^sinA ^
sma
Si cette inégalité est satisfaite, on pourra calculer, par la première formule (i), une valeur M de B comprise entre zéro «t 90 degrés, et, par les formules (3), des valeurs N et P de c — ^ et C — ^^ comprises entre zéro et 180 degrés. Mais on satisfera
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aussi aux équations en prenant B= i8o** — M, c — (f = — N, C — ^= — P; il est aisé de déterminer, dans chaque cas, les valeurs de B, C, c qu*il faut associer pour obtenir un triangle répondant à la question. Effectivement, si Ton introduit les angles auxiliaires cy et tp dans les formules
cet ^ sine — cotBsinA = cosccosA, cosB =r — cosAcosC -h sinAsinCcos^,
celles-ci deviennent
(4) sin(c — «pjmsmcp — 2_-, smfC — i!*) =sïï^Y r>
^^' ^ ^^ ^tangB ^ ^^ ^cosA
ce qui montre que les différences c — y et C — ^ sont de même signe. On voit aussi, parles formules (4)^ que, si ces différences sont positives, les angles A et B sont tous deux inférieurs ou tous deux supérieurs à 90 degrés, tandis que, si c — (p et C — ^ sont négatives, les angles A et B sont, Tun inférieur, l'autre supérieur à 90 degrés. D*après cela, les valeurs de B, C, c qui doivent être associées seront
si A < 90*»,
si A > 90",
et chacune de ces deux combinaisons répondra certainement à un triangle, à moins que la valeur de c ou de C qui y figure ne soit pas comprise entre zéro et 180 degrés.
Si Ton divise la première et la deuxième équation (4) respectivement par la première et la deuxième équation (3), on trouvera, en ayant égard aux équations (2) et à la première équation (i),
(5) tang(c— - y) = tangacosB, tang(C — ip) =: 9
d'où
(6) tang {c — <p) = sin b sin A tang (C — >{/). Lorsqu'on a besoin de calculer les trois éléments inconnus,
Bi^M
C=:ry-f-N,
C zr. 4, -h P,
B-:i8oo— M,
c ir_- (p -h N,
Cr=:^ + P,
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et que Ton a obtenu B par la première formule (i), on pccit employer avec avantage les formules (5) et (6) pour achever la résolution du triangle ^ celles-ci exigent effectivement un logarithme de moins que les formules (3), et elles déterminent les différences c — cp, C — tp par leurs tangentes. Pour le calcul, il est permis de regarder ces différences comme positives, c'est-à-dire comme égales à 4- N et à -I- P respectivement; mais alors, si Ton prend pour B la valeur M, il faut avoir soin de changer les signes des seconds membres des formules (5), quand Tangle A est supérieur à 90 degrés.
152. On procédera exactement de la même manière, si les données sont A, B, a. Les formules qui déterminent les inconnues sont ici
(. , sinBsina smb = — r-— — 9 smA
• cosAnr — cosBcosC -h sinBsinCcosa,
cota sine — cotA sinB = cosc cosB.
La première formule est calculable par logarithmes 5 pour trouver C et c, on calculera deux angles auxiliaires ^, (f compris entre zéro et 180 degrés, et tels que Ton ait
(2) tangrp = — tangB cosû, tangy = ;
les deux dernières formules (i) deviendront alors
cos A cos>L
(3) cos (C -- ^^) = ^ y cos (c — (j)) = — cot A tangB cosf.
Si la condition
sinBsîna ^
smA
est satisfaite, la valeur précédente de sini sera inférieure à i) pareillement, les valeurs de cos (C — ^) et de cos ( c — (f) seront comprises entre — i et -+- 1 5 les Tables feront donc connaître une valeur M de b comprise entre zéro et 90 degrés, ainâ -que des valeurs N et P de c — îp et C — if», comprises entre zéro
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et 180 degrés; mais on satisfera aussi aux équations en prenant i = i8o° — M, C — <// = — P, c — 9 = — M. L'introduction des angles ip et ç dans les formules
cotb sina — cotB sinC = ces a cosC, cosb = cosa COSC -f sin« sine cosB donne
//x • /r. IX • i tangfl . , . . cosô
(4) sinfC — '!;)== — sm-o» — ^9 smfc — «p) == — sm® :
^' ^ ^' ^ tange» ^' ^ cosû '
il s'ensuit que les différences C — ^ et c — y sont de même signe ] on voit aussi que, si ces différences sont négatives, les côtés a et i sont Tun et l'autre inférieurs à 90 degrés ou supérieurs à 90 degrés; tandis que, si c — y et C — ^ sont positives, les côtés a et b sont l'un inférieur, l'autre supérieur à 90 degrés. D'après cela, les valeurs de i, C, c qui doivent être associées seront
^ = 180» — M, Cr:=>|»— P, c — <p — N, et
^ ^ si a<qo«>.
Chacune de ces deux solutions cesse d'exister, si la valeur de C ou de c qui lui correspond n'est pas comprise entre zéro et 180 degrés.
Des formules (3) et (4) on tire
(5) tang(C — 4*)— — tangAcos^ tang(c — <p) =: — ^^
et
(6) tang{C — -«p) rzrsinasinBtang(c — <p),
formules qui faciliteront la résolution du triangle quand le côté b aura été déterminé.
Toutes ces formules sont semblables à celles que nous avons obtenues au numéro précédent. On passe des unes aux autres en remplaçant a, é, c, Â, B, C, ç, ({/ par les suppléments de
A, B, C, a, i, c, i^^ y, et, en effet, nous n'avons fait autre chose ici que résoudre le triangle supplémentaire de celui dont nous nous sommes occupé au n^ 151 .
153. Quatrième méthode. — L'introduction des angles auxiliaires y et ^(/, dont nous avons fait usage dans la méthode précédente, équivaut à la décomposition du triangle ABC en deux triangles rectangles ou en deux triangles rectilatères par le moyen d'un arc de grand cercle CD {fig- 3 1), mené du
sommet C au côté opposé AB. En effet, si Tare CD fait un angle droit avec le côté AB, le triangle rectangle ACD donne
tang AD = tang ^ cos A, cot ACD = cos b tang A ;
si, au contraire, Tare CD est mené de manière que sa longueur soit égale à un quadrant, le triangle BCD sera rectilatêre^el il donnera
^^ cota ^^^ ^
tangBD = > tang BCD = — tangB cos a,
d'où il suit que les angles désignés par f et ^ au n® 151 sont respectivement égaux à AD et ACD, tandis que les angles désignés par les mêmes lettres 9 et tp au n° 152 sont respectivement BD et BCD.
La méthode fondée sur la décomposition du triangle proposé en deux triangles rectangles ou rectilatères, et dont nous voulons nous occuper ici, ne diffère donc pas au fond de celle que nous venons de développer-, mais il convient de remarquer qu'on peut éviter l'emploi des sinus et des cosinus dans le calcul des éléments inconnus.
Supposons, en effet, le cas où les éléments donnés sont a,
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A, A. Désignons par Q la perpendiculaire CD abaissée de C sur AB, on résoudra le triangle rectangle ACD par le moyeu des formules
( tangç r= tang^ cosA, cotrj; = cos^ taiigA, ( tango = siïiff tangA = cos^J» tang^,
après quoî le triangle rectangle BCD, dans lequel on connaît l'hypoténuse a et le côté 9, fera connaître les trois éléments
CBD = B ou i8o" — B, BD=z±:{c — f), BCDrrzzdz (C — ^^);
on peut appliquer à la résolution du triangle BCD le deuxième système de formules qui conviennent au premier cas des triangles rectangles, et Ton aura ainsi, à cause de Tindé termina tion du signe des différences c — ç, C — ^.
tang 45» -h - B ) = it \/ — ^]—
(a) < tangi (c ^ <p) = zb \/tang ^{a — B) tang ^ (a -f- 0),
ï /r. f ^ -1- * /sin(^^ — 0) ^!i^ ^^ V sm(«-h0j
Pour avoir les formules analogues qui conviennent au cas où les données sont A, B, a, il suflSt de remplacer, dans les formules (i) et (2}, A, B, C, a, i, c, Ç), <j/, 6 par les suppléments de a, i, c, A, B, C, <|/, <f, 9 respectivement.
La solution fournie par cette dernière méthode est évidemment moins simple que la précédente.
1S4. Exemple. — On donne les côtés a, b et l'angle A, opposé au premier côté, say^oir :
a = iiZ^ 2' 56", 64, b= 82° 39' 28", 40, A = 1 16" 20' 2", 20,
et l'on demande de calculer les angles B, C et le côté c.
igo
TYPE DU CALCUL
Calcul de l'angle B.
•in 6 gin A
8inB =
sina
logsiné» 1,9964245
— logsina o,o36i32o
logsin A 1,9524164
logsinB 1,98497*9
Calcul de r angle C.
, cet A , -. cotM tang^^= — F) tangP = 5
log — cet A 1 ,6945773
— logées^ 0,8934910
log - tang^p o,588o683
^^ io4*'28'36',44
logcotM 1 ,4276177
— log — cosfl 0,4072468
logtangP T, 8348645
Calcul du côté c,
tang (p=tang b cos A=sin b sin A tang ^|', tangN = sin ^ sin A tangP,
logsina 1,9964245
logsinA 1,9524164
log — tang^^ o,588o683
log — tang<p o ,5369092
<P io6"ii'47'»85
logsiné^ 1,9964245
logsinA 1,9524164
logtangP 7,8348645
log tangN 1,7837054
: = (Pit:N.
Première solution :
Deuxième solution :
B = io4'>59' 8",4o, C=ii38°5q'i3",69, = 137029' 4",64-
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Discussion des cas qui peuv^ent admettre deux solutions.
155. Les deux derniers cas des triangles sphérîques sont les seuls qui puissent admettre deux solutions, et encore ils ne le^ admettent pas toujours. Les formules qui se rapportent à ces deux cas font connaître le nombre des solutions et elles déterminent sans ambiguïté \e& éléments de chacune d'elles 5 il n'est pas cependant sans intérêt d'étudier les diverses circonstances de ces deux problèmes \ mais, parce qu'ils se ramènent immédiatement Tun à l'autre, ainsi que nous l'avons déjà dit, nous nous bornerons à présenter ici la discussion du cas où l'on donne deux côtés a, i, et l'angle opposé à l'un d'eux.
Si a = i, on a aussi A = B, et les formules de Néper donnent
cot - C = tangA cosa, tang - c = tanga ces A.
Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que tangÂ et cosa, cosA et tanga aient le même signe, c'est-àdire que A et a soient tous deux inférieurs ou tous deux supérieurs à 90 degrés. 11 n'y a qu'une seule solution.
Passons au cas général. Il faut, pour que le problème soit
possible, que — ; soit moindre que i ; si cette condition
est remplie, il y a deux valeurs de B qui satisfont à l'équa-*
• T» sinôsinA i, «/r i . j ^
txon smB = — : : 1 une M est plus petite que 90 degrés,
l'autre M' est égale à 180° — M.
Pour que l'une de ces valeurs de B réponde à la question, îl faut et il suffit (n° 149) que A — B et a — b aient le même signe. Ainsi la condition pour que M réponde à la question est que A — M soit de même signe que a — b\ de même, la condition pour que M' y réponde est que A — M' soit de même ^^gne que a — b.
1° Supposons A <; 90° et è <^ 90*^.
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Si a est cTi, la formule sinB= — ; -doune M>J
et, à plus forte raison, M' > A 5 il y a donc deux solutions. Si a est > i, on peut avoir
« -h ^ < 180®, fl -t- è = l8o^ « -+- /^ > 180°.
Dans le premier cas, on a A <^ 180° — a, sini <^ sina; al( M est <^ A*, mais. M' étant > A, il n'y a qu'une seule solution. Dans le cas de a -H i == 180°, ona i = 180*^ — a, sînA = sinfli alors M = A et M/]> A5 il n'y a donc aucune solution. Dam le cas de a -H A > 180°, on a è>i8o® — a, sini^sinfl; alors M est >A, et, à plus forte raison, M'^- A^ il n'y a donc aucune solution.
2° Supposons A <^ 90° et è = 90°.
La formule B = — : '— donne encore M "> A, et, par
suite, M' ^ A, à moins que Ton n'ait a = 90°, auquel cas on a M = A. Il y a donc deux solutions si a est <^ 90®, et il n'y en a aucune si a = oti > 90®.
3** Supposons A <; 90*^ et b^ 90*^.
Si a est <^ A, on peut avoir
Dans le premier cas, on a A <^ 1 80** — a, sin A > sina : alors M est > A, et, à plus forte raison. M' est > A; il y a dom deux solutions. Dans le cas de a -4- A = 1 80*^, on a A == 1 80 —a sinA = sina : alors M = A, M'^ A5 il n'y a donc quum solution. Dans le cas de a -h A > 180*^, on a A ^180** — a sin A <^ sina : alors M est <[ A 5 mais comme M' est ^ A , il ^ a encore une solution.
Si a est > A, on a sin <^ sin A, puisque a et A sont obtus alors on a M ^ A, et, à plus forte raison. M' ^ A 5 il n'y donc aucune solution.
Les hypothèses A = 90*^ et A >« 90° se discutent de la mêm manière; on peut comprendre tous les résultats dans le tablea suivant :
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' a<^b deux solutions,
\a=:b une solution,
a<^et/zH-^< 180** une solution,
a^b et «-+-6== ou > i8o°. aucune solution;
A <ic)o^ l , ( «<I ^ deux solutions,
( « = ou > è aucune solution ;
[a<^è et a -h b<^ i8o** deux solutions,
b >» 90*» \^<C^ et a 4- ô = ou > 180**. une solution,
( a = ou > è aucune solution ;
a=: b on <^b aucune solution,
ft <<9oo [a'^h et rt -f- è <; 180® une solution,
a^ b et a + ô = ou > 180**. aucune solution ;
nz= b une infinité de
b = c)o^I^ solutions,
a<^b ou ^'b aucune solution ;
la<^b et a "t- b = ou <Ci 180®. aucune solution,
ô >> 90° ? a <; ^ et « -4- /5> >> 180° une solution,
[ « -=: ou > ô aucune solution ;
ia=z ou <Cb aucune solution,
b <; 90° } a^b et a -h bz=z ou <^ 180" . une solution,
(û>^eta4-è> 180** deux solutions;
a = ou <C ^ aucune solution.
A>90®/ \a^b deux solutions;
a<^b et a -{- b z=z ou <C 180®. aucune solution,
\a <ib et a 4- ^ > 180® une solution,
\a ::zb une solution,
a^b deux solutions.
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Problèmes de Trigonométrie sphérique.
156. Problème I. — Calculer le volume d' un parallélépipède oblique, connaissant les longueurs des arêtes et les angles que ces arêtes font entre elles.
Soient a, 6, y les trois arêtes qui aboutissent à Tun des Trig. s. l'i
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sommets du parallélépipède. De ce sommet comme centre, avec un rayon égal à Tunîté, décrivons une sphère, qui coupera les faces déterminées par les arêtes 6 et y, y et a, a et 6 suivant un triangle spliérîque. Les côtés a, è, c de ce triangle seront précisément les angles plans donnés de Tangle trièdre, qui a pour sommet le centre de la sphère, et les angles A, B, C seront égaux aux angles dièdres du même angle trièdre.
La base du parallélépipède a pour mesure aSsinc^ si donc H désigne sa hauteur, le volume demandé V sera
V — aêsincXH.
Mais si, par le sommet d'où la hauteur H est abaissée, on mène une perpendiculaire H' sur l'arête a et que Ton joigne le pied de H' à celui de H, cette dernière droite fera avec H' un angle égal k A, et l'on aura, par des triangles rectangles,
H'=7sin^, Hr^ H'sinArrr y sinèsinA;
par conséquent,
V = a§7 sin b sin c sin A.
Or, si Ton fait a -f- i 4- c = ap, on a (119)
2 V smt>siiic
/sin/7sin V sm7
ces- A=r 4/ — ^ . -^ . h
2 V sinosmc
et, par conséquent
sin A = —, — r— : — i/sinwsin''/? — a)s\n(p — b)sm(p — c); sinb sine ^ j \-r / vi /»
donc
V = 2ao7^/sin/>sin'/7 — a)sm(p — b) sin^p — c);
on peut écrire aussi (110)
V = oi^y V I — cos^a — cos^^ — cos^c H- 2 cosa cos^ cosc.
Remarque. — Si Ton prend le sixième de cette expression, on aura le volume d'un tétraèdre en fonction de trois arêtes contiguës a, 6, y et des angles a, è, c, que ces arêtes font entre
Problème II. — Réduire un angle à V horizon
Supposons qu'un observateur placé au point O (fig^ 3») ait mesuré les angles formés avec la verticale 00' par les rayons
visuels OP et OQ dirigés vers deux points fixes P et Q, et qu'il ait mesuré aussi 1* angle POQ formé par ces rayons visuels -, on demande de trouver Tangle P'O'Q' qui est la projection de POQ sur le plan horizontal.
Si Ton imagine une sphère décrite du point O comme centre, avec l'unité pour rayon, elle sera coupée par les trois faces de l'angle trièdre en O, suivant un triangle sphérique ABC, dont les côtés seront précisément les angles observés \ tandis que l'angle P'O'Q' qu'il faut trouver est égal à l'angle C de ce triangle sphérique. On est ainsi ramené à l'un des cas des triangles sphériques dont nous avons donné la solution au n** 142.
158. Problème III. — Etant données les latitudes et les longitudes de deux points de la surface de la Terre, troui^er la distance de ces deux points.
Soient (fig. 33) P le pôle boréal, P' le pôle austral, EGE' Téquateuret G le point de ce cercle à partir duquel se comptent les longitudes. Supposons que GE soit le sens des longitudes orientales, et GE' celui des longitudes occidentales. Soient PACP' et PBDP' les méridiens qui passent par les deux points donnés, dont on connaît les latitudes AC, BD, et les longitudes GC, GD-, soit enfin AB l'arc de grand cercle qui
joint les points A et B. Dans le triangle sphérique PAB, on connaît Tangle P et les deux côtés qui comprennent cet angle.
Fig. 33.
En effet, l'angle P est égal à la diilërence des longitudes données, lorsque celles-ci sont toutes deux orientales ou occidentales^ et le même angle P est égal à la somme des longitudes données ou au complément de cette somme à 36o degrés, lorsque Tune des longitudes est orientale et que Vautre est occidentale. En outre, le côté PA est égal à 90° — ou + la latitude du point A, suivant que cette dernière est boréale ou australe ; et, de même, le côté PB est égal à 90** — ou -H la latitude du point B.
Convenons que les longitudes soient positives ou négatives suivant qu'elles seront orientales ou occidentales, et pareillement que les latitudes soient positives ou négatives suivant qu'elles seront boréales ou australes. Si l'on désigne par L et L' les longitudes des points A et B, par X et X' les latitudes des mêmes points, on pourra (146 et 147) calculer le côté AB = x par Tune ou Tautre des deux formules
sin>sm(X'-l- y) ^.^ i _, sin^fX— )/)
cosa: =
cos<p
sm- .r =:
cosc^
Quand on fait usage de la première formule, il faut calculer préalablement l'angle auxiliaire ç par la formule
tangç = cotX cos( L' — L) ;
si Ton veut au contraire employer l'angle co, on le calculera par la formule
tangb) ^=±
sin|(L — L^) sin-;(). — V)
v/cosXcosV.
AB= - X
lo9. Exemple. — On demande la distance de Saint 'Pétersbourg à Valparaiso, sachant que Von a :
Pour Saint-Pétersbourg (Observatoire) y
lat. sept. = \ = 59**56'3o'^ long, orient. = L = 27^58' i3^;
Pour Valparaiso [F. S. Ant,)^
lat. aust. mVrrr — 33oI'55^ long.occid. = L' = — 73«57'22".
Calcul de la distance x.
8in>sin(VH- cp)
cosd: =
Calcul de l'angle auxiliaire (p.
tangy = cot^cos(L'— L).
logcol^ 1,7624599 cos<p
log— cos(L'— L)... T, 3162455 j logsin^ 1,9372761
log-tang, ?;^^^^l»«g«i»(^'-^?) ''«"f^f
-— log — cos^ o,oo3o837
i8o° — ç 6"49'ii" ; z :
log — cos.r 1 ,7470828
i23°67'27' 13773 kilom.
QUESTIONS PROPOSÉES
I. Démontrer que, si l'on joint les sommets d*un triangle sphérique avec les milieux des côtés opposés par des arcs de grand cercle, ces arcs se couperont en un môme point 0. Si a désigne l'arc qui joint le sommeit A au milieu du côté a et que a' et a" soient les parties de a comprises, la première entre le sommet A et le point 0, la deuxième entre le point et le côté a, on a
cos^(6-+- c)cos^(ô — c) sina' ,
COSa = i-i ^ — ^ ' , -: 3 = 2C0Si«.
COSjû sma* '
n. Démontrer que les grands cercles menés par les sommets d'un triangle sphérique perpendiculairement aux côtés opposés se coupent aux deux mômes points. Trouver les longueurs des arcs compris entre un de
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leurs points d'intersection et les sommets, ou entre les sommets et les côl«s opposés.
III. Résoudre un triangle sphérique rectangle, connaissant Thypolénuse et le rayon du cercle inscrit.
IV. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, le côté opposé et la somme ou la différence des deux autres côtés.
V. Résoudre un triangle sphérique, connaissant un angle, Tun des côtés qui comprennent cet angle et la somme ou la différence des deux autres côtés.
VI. Si, dans un triangle sphérique, on a
sinA _ sinB _ sinC _ sin« " sïnb ~ sine ~" '
deux des trois côtés sont respectivement égaux aux angles opposés , tandis que le troisième côté est le supplément de l'angle opposé; en outre, la tangente de Tun des arcs 45* -h \a, 45" h- \b^ 45° -h \c est égale au produit des tangentes des deux autres arcs. On propose de démontrer ces résultats et de résoudre le triangle lorsqu'on connaît deux côtés, ou un côté et la somme des deux autres , ou enfin un côlé et la différence des deux autres côtés.
VII. Résoudre un triangle sphérique, connaissant les sommes obtenues en ajoutant chaque angle avec le côlé qui lui est opposé. Si l'on fait, pour abréger,
et
puis que l'on détermine un angle auxiliaire <p compris entre zéro et 1 8o degrés par la formule
-+- 2v^C0SoC0S(ïi — a) COSia — ê) COS (0 — 7)
tango» = ^^ ^— 3-H ^^ î
°^ sinasm6fcm7
on pourra calculer ensuite les différences A — a, B — ^, C — c par les formules
tangj(A— û) =cotacosç,
tang^(B — b) = cote cosy,
tang|(C — c)=i cot7COS«p.
GHÀPITRE GINQOIKMF. IQQ
COMPLÉMENT DE LA THÉORIE DES FONCTIONS CIRCULAIRES
Des expressions imaginaires*
160. Conformément à l'usage adopte, nous représenterons par i l'imaginaire sj — i , et nous appellerons expression imaginaire toute expression de la forme
où A et B sont des quantités réelles, positives, nulles ou né> gatives.
Quand nous saurons d'avance que deux quantités réelles A' et B' sont respectivement égales à deux autres A et B, nous dirons que les expressions A 4- Bi et A' -h B'i sont égales.
Il est évident que si l'on a plusieurs égalités de la forme
et qu'on les multiplie membre à membre, en opérant comme si i était une quantité réelle, on obtiendra une égalité dans laquelle les coefficients des mêmes puissances de i seront égaux -, l'égalité subsistera donc quand on rabaissera les exposants de i au-dessous de 2, en faisant usage de l'équation 1' = — i. Quelle que soit l'expression imaginaire A4-B/, on peut toujours trouver une quantité positii^e p et un arc a tels, que
l'on ait
A=:pcos«, B=:psiaa.
£n effet, il suffit de prendre
puis
cosa = * sina =
VA»4-B» -i-v/A'-f-B'
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par conséquent, on peut écrire
A -hBizrr. p cosa ■+- ip sïna
ou, si Ton veut,
A -f- B/ :r:r p (cosa -+■ i sma).
Quand une expression imaginaire est ainsi ramenée à la forme p (cosa -h i sina), la quantité positive p est dite son module; Tare a est son argument.
Le module d'une expression imaginaire donnée est déterminé, mais rargument ne Test pas entièrement; car une expression imaginaire ne change pas quand on ajoute à son argument ou qu'on en retranche un nombre quelconque de circonférences.
Les quantités positives et négatives peuvent être considérées comme des expressions imaginaires dont le module est égal à leur valeur absolue et dont l'argument est un nombre pair ou impair de demi-circonférences; car, soit A un nombre positif, on a, quel que soit l'entier A*,
-h A = A(cos2>Î7r H- / sinaX-Tr),
— A = A [005(2 X- H- i)7r -f- ;sin(2X- -+- »)^]*
Pour que deux expressions imaginaires soient égales, il faut et il suffit que leurs modules soient égaux, et que leurs arguments diffèrent d'un multiple de la circonférence. Supposons, en effet, que les expressions p(cosa H- i sîna) et p'(cosa'-{- isina') soient égales; on a
p cosa =: p' cosa\ p sin« =:p'sinû',
et, si Ton ajoute ces équations après les avoir élevées au carré, il viendra
p'— p'', d'où p — p';
les modules étant égaux, les arcs a et a' ont même sinus et même cosinus : donc ils ne peuvent différer, s'ils sont inégaux, que par un multiple de la circonférence.
Les arguments de deux expressions imaginaires conjuguées, telles que A-f-Bi et A — Bi, ont même cosinus, tandis que
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leurs sinus sont égaux et de signe contraire 5 la somme de ces arguments est donc égale à un multiple de la circonférence.
Opérations sur les expressions imaginaires. — Formule de Moii^re pour un exposant entier et positif.
161 . Théorème. — Le produit de deux expressions imaginaires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectii^ement le produit des modules et la somme des arguments des facteurs.
Considérons d'abord deux expressions imaginaires
cosa H- / sina et cos b -h i sinb
ayant l'unité pour module. Si l'on effectue leur produit, il viendra
(cosû -f /sina) (cosb -+■ isinb)
=: cosa cos^ -I- / (sina cos6 h- cosa sinb) -+- /'sina sin^,
ou, à cause de z* = — i ,
(cosa -f- / sin a) ( cos b -h i sin b)
= (cosa cos ^ — sina sin 6) -f- /(sinacosè -4- cosa sin 6).
Or nous savons que Ton a
cosacos^ — sinasinô n= cos(a + ô), sina cos 6 H- cosa sine =1 sin (a -h ^);
on peut donc écrire
(cosa 4- /sina) (cos^ -+■ isinb) =: cos(a -h è) -h /sin(a -+- b).
Soient maintenant p (cos a-\-i sina), p' (cosè + i sinb) deux expressions imaginaires ayant respectivement pour modules p et p['^ on a.
p (cosa -t- / sin a) X p' (cos b -{- i sin b) -= pp' X (cosa 4- / sina) (cosô -I- / sinb).
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et, par conscquent,
p [cosa 4- / sîna) X p' {cosb H- / sine)
= pp' [cos(a -t- è) -f- /sin(û + è)].
Corollaire I. — Le quotient de deux expressions imagi naires est une expression imaginaire dont le module et l'argument sont respectivement le quotient des modules et la dijfférence des arguments du di\ndende et du diiàseur.
Car, soient les deux expressions
p(co8fl -h /sine) et p'(cosè -i- isinA);
on a
^ [ces [a — b)-i- i sin (a — b)] X p' (cos b-hismb)=p (cos a -h /sin a) ,
d'où
9) ______ ::= ÎL [cos(a -^b)-hi sm(a — *)].
p'{cosb-\' isinb) p
Corollaire II. — Le module et l'argument du produit de tant d'expressions imaginaires que l'on voudra sont égaux respectivement au produit des modules et à la somme des arguments des facteurs.
En effet, pour multiplier les deux premiers facteurs, on multiplie leurs modules et Ton ajoute leurs arguments. Pour multiplier ce produit par lé troisième facteur, il faut multiplier son module par celui du troisième facteur, et ajouter à son argument celui de ce troisième facteur, et ainsi de suite.
Corollaire III. — Pour élever une expression imaginaire à une puissance entière et positive de degré /w, il faut élever le module à la puissance m, et multiplier l'argument par m.
Cela résulte immédiatement du corollaire H, en supposant égales entre elles toutes les expressions imaginaires que Ton y considère.
Soit, en particulier, cosa-Hisîna une expression imagi-
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aaire de module i ^ on a
(cosa H- / sinû)*" = cos ma -4- / sinma.
C'est dans cette égalité que consiste la formule de Moîvre.
162. Théorème. — Le module de la somme de deux expressions imaginaires est compris entre la somme et la différence des modules de ces expressions.
En effet, soient les deux expressions imaginaires
p (cos « -f- / sin « ), p' ( cos a' -h / sin a' ) ,
et posons
R(cosA 4- /sinA) = p(cosfl -f-/sina)-f- p'(cosa'-f- /sina');
on aura
R cos A =rr p cosa -4- p' cosa',
R sin A == p sina -4- p' sina'.
Si Ton ajoute ces égalités après les avoir élevées au carré, et que Ton extraie la racine carrée des deux membres de l'égalité résultante, il viendra
R = V^P' -+- ^??' cos(a — a' ) -f- p'»; on a donc
R<V/(P^-P')* ou <p-f-p', Riv'p-p')' "" ^±:(p-p').
On déduit de là cette proposition plus générale :
Corollaire. — Le module de la somme d'un nombre quelconque d'expressions imaginaires ne peut surpasser la somme des modules de ces expressions.
Multiplication des arcs.
163. La formule de Moivre donne immédiatement les valeurs de cos ma et de sinma, en fonction de cosa et de sina. Si, en effet, on développe le second membre de Tégalité
cos ma -+- / sin ma = (cosa -4- / sina)*",
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en ayant soin de rabaisser les exposants de i au-dessous de î> au moyen de l'équation i' = — i, il viendra
cos ma H- / sin/wa
r m(m — i) = cos"/! cos"~'a sin*a
i)fm-2)(m~3) ^, . , l
-Li -— -£-î cos"^*a sm*a — . . .
fm ^ . /n(/n — i)(m — 2) _ , . _ I — cos'"-*a sina ^ —a- ^ cos"~'a sin'ii
Ll 1.2.3
H -^ . 7^ cos*"-"*» sin*a — .. . K
on a donc
mlm — i)
cos ma -= cos"* a • cos""* a sin'a
m(m— i)(/n — 2)fm — 3) ., ..
I sm ma =: m cos"^' a sm^ — - ' \ — ' cos"*"''/» sin'û
m(m — \). , .fm — 4) . • ^
H -. , , ^ ^^ ces"""* asm* a — ....
Ces formules donnent les valeurs de cos ma et de sinma e» fonction de cos a et de sina. En remplaçant successivement sîna par ^1 — cos* a et cos a par \Ji — sin*7z, on obtiendrait les expressions de cos ma et sînma en fonction de cos a ou de sina seulement-, nous ferons connaître plus loin ces expressions, et nous nous bornerons ici à une remarque essentielle.
Les termes des seconds membres des équations (i) sont tous du degré m par rapport à sîna et cosa^ la première de ces équations ne contient que des puissances paires de sina et que des puissances paires ou impaires de cos a, suivant que m est pair ou impair. La seconde équation, au contraire, ne contient que des puissances impaires de sina, et que des puissances impaires ou paires de cos a, suivant que m est pair ou impair. On peut conclure de là :
1° Que cos ma et - . sont exprimables, en fonction de
^ sina ^ '
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cosa, par des polynômes entiers et rationnels, le premier du
degré m, le second du degré m — i , et dont tous les termes
ont des degrés de même parité \
rt ^ sînma . . . cos ma
2° Une cosma et j si m est pair, ou sinma et »
^ cosa ^ cos<ar
si m est impair, sont exprimables, en fonction de sina, par des polynômes entiers et rationnels, le premier du degré 77^, le second du degré m — i , et dont tous les termes pnt des degrés de même parité.
Si, dans la formule
cosma H- isinma =z (cosa -{- isina)'", on change a en — a, il vient
cosma — i sinma = (cosa — /sina)'"; et l'on tire des deux équations précédentes
(cosa -\- /sin<2)'" -f- (cosa — rsina,"* cosma = 9 ,
i . (cosa -4- r'sina)'" — fcosfl — fsinay I sin ma := —•
il est souvent utile de prendre sous cette forme les valeurs de cosma et de sinma.
En divisant la seconde des équations (i) par la première, il vient
m cos"*"^ asina ^ '—r cos"*~*sin*fl -4- .
sm ma 1.2.3
cosma m{m — i) , . ,
cos'"« cos'"~'a sin^« -+-..-
sin a m(m — ^){m — 2) sin* a m \ 1\ ^' —^ H- . . .
cosa 1.2.0 COS'<7
m m — I ) sin' a 1.2 cos'û
ou
m iangn -^^ -^ ' tangrû-f- . . .
1,1,6 (3) tang/na= ;„(,„_,) ; ,«(,«-i){/77-a)(m-3) . '. '
L-^tang'«+ -^ ^-^-3-^^ ^tang«fl
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formule qui fait connaître tangma en fonction rationnelle de tanga.
Division des arcs.
\%\. Supposons d'abord que Ton demande de trouver
cos — = X, connaissant cosa = A.
Si dans la première des équations (i) du n^ 163 on changea
en — > et que Ton remplace ensuite cos — ? sin — » et cosa
m ^ * mm
par x, y/i — a:* et A, on obtiendra une équation de la forme
o\if[x) désigne un polynôme du degré m dont tous les termes ont des degrés de même parité. Le problème dépend donc d'une équation de degré m \ c'est ce qu'on peut établir a priori. Soit a Tun quelconque des arcs qui ont A pour cosinus; les valeurs de a seront comprises dans la formule ^hit ± a, et l'on satisfera à l'équation ( i ) en prenant pour x le cosinus de l'uu quelconque des arcs
où h désigne toujours un entier indéterminé. Si l'on donne à /r, dans l'une de ces formules, deux valeurs qui diilerent d'un multiple de w, on obtient deux arcs qui diiièrent d'un multiple de la circonférence et qui ont par conséquent le même cosinus ; il suffit donc de donner à A*, m valeurs consécutives quelconques o, i, a,..., m — i par exemple. Il est même inutile de considérer les deux formules, car si Ton donne à h une certaine valeur h' dans la première formule, et la valeur m — V dans la seconde, on obtient deux arcs dont la somme est égale à 27:, et qui ont, par suite, le même cosinus. D'après cela, Tinconnue x n'est susceptible que de m valeurs qui sont généralement distinctes; ces valeurs sont celles des cosinus des m arcs
^n et
l)ir _^ a
tu
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U convient de remarquer que, si m est un nombre composé np^
la résolution de Téquation (i), qui est du degré /w, se ramène
immédiatement à la résolution de deux équations, Tune du
a d.^gré n et l'autre du degré p. Si, en eflet, on pose cos - = j,
on aura, pour déterminer x, une équation de degré p telle que
y étant donné par une équation de degré n,
L'équation (i) résulterait d'ailleurs de Télimination de j entre ces deux dernières. De même, si n était un nombre composé ^r, la résolution de J 'équation xs [j) — A r= o se ramènerait à celle de deux équations des degrés ^ et r ; et ainsi de suite.
Supposons, en deuxième lieu, que Ton demande de
trouver sm ~ = :c, connaissant sma = A.
Si dans la deuxième des équations ( i ) du n° 1 63 on change a en
—9 et que i on remplace ensuite sm — » cos — et sina par x.
m * ^ mm r 7
^i — X* et A, on obtiendra, si m est impair, une équation de la forme
/{jc) désignant un polynôme entier et rationnel du degré m dont tous les termes sont de degrés impairs^ on voit que le problème dépend d'une équation de degré m. Mais si m est pair, on obtient une équation de la forme
^/l~xV(^)-:A,
o\if[x) désigne un polynôme de degré m — i dont tous les termes sont de degrés impairs. En élevant au carré les deux membres, il vient
(.-.r')[/WP-A' = 0;
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on voit que le problème dépend d'une équation de degré 2m. A la vérité, cette équation peut être abaissée au degré m en posant j:* = Ç, parce qu'elle ne contient que des puissances paires de x.
On arrive aux mêmes conséquences par les considérations dont nous avons déjà fait usage. Si Ton désigne par a le plus petit arc positif ayant Â pour sinus, et par k un entier indéterminé, les valeurs des x seront les sinus des arcs
mm m m
U suffit de donner à /r, m valeurs consécutives, o, i, 2,. .., m — I par exemple \ car à deux valeurs de k qui diffèrent d'un multiple de m répondent, dans chaque formule, deux arcs qui ont le même sinus. Deux arcs d'une même formule ne peuvent avoir le même sinus tant que a reste indéterminé, car la différence de ces arcs est inférieure à 2 7r, et leur somme, qui dépend de a, ne peut se réduire en général à un nombre impair de demi-circonférences. Voyons si deux arcs, tels que
mm m m
peuvent avoir le même sinus. La différence de ces arcs dépend de «, et elle ne sera pas en général un multiple de la circonférence \ leur somme est égale à
et elle ne peut être un multiple de la demi-circonférence si m est pair : donc, dans ce cas, x est susceptible de 2 m valeurs distinctes. Mais, si m est impair, on peut toujours, quel que soit le nombre k compris entre zéro et ni^ trouver un entier k' compris entre les mêmes limites, et tel qu'on ait
2 / -I- 2 A' -h I = /72 ou 3 m,
<î'est-à-dire
m — \ . 3/72 — I /' = k ou = = X-;
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doDC, sî m est impair, x n'est susceptible que de m valeurs. On réconnaît aisément que les m arcs de chaque formule ont, dans le cas de m pair, leurs sinus égaux deux à deux et de signes contraires.
Le problème dont nous venons de nous occuper donne lien aux mêmes remarques que le précédent ; il suffît de les avoir faites une fois*
166. On verrait de même que, si Ton donne cosa, la détermination de sin — dépend d'une équation du degré 2 w, et que,
si Ton donne sinfl, celle de cos - dépend d'une équation du degré m ou du degré 2 m, suivant que m est impair ou pair. Enfin, quand on donne tanga, la détermination de tang ~ dépend dans tous les cas d'une équation de degré m.
Résolution de l'équation binôme z"* = i .
167. Proposons-nous de trouver les racines de l'équation binôme
Si l'équation proposée admet une racine imaginaire, cette racine aura pour module l'unité (161, Corollaire III) -^ et elle sera en conséquence de la forme cos y -j- i sincp. Pour que cette expression soit eifectivement racine, il faut et il suffit que
l'on ait
cosm^ -{- /sin/w«p r^r 1,
c'est-à-dire
cos/n^ = i, sin/w^=o,
ou
/n© = 2/7r et cp = >
k désignant un entier arbitraire. L'équation (i) est donc satis-
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faite par toutes les valeurs de z comprises dans la formule
/ . aX-w . 2X7r
(a) « = cos h ' sin •
^ ' mm
Pour que deux valeurs h' et k^ de k correspondent à deux
valeurs égales de z^ il faut et il suflSt (160) que la différence
, aX'îT o.k^rc . 1.11
des arguments ? soit un multiple de air, ou, en
d'autres termes, que k' — k" soit un multiple de m. La formule (i) donne donc m valeurs distinctes de z, et elle n*en donne pas plus de m 5 on obtiendra ces valeurs en donnant à fr, m valeurs consécutives quelconques entre — 00 et + 00 ,
o, 1, 2,. . ., m — I, par exemple.
L'équation (i) a une ou deux racines réelles, suivant que m est impair ou pair^ les racines imaginaires sont conjuguées deux à deux. Dans tous les cas, on obtient deux racines conjuguées en donnant à k deux valeurs complémentaires à m dans la formule (a)-, car, en changeant k enm — A", celte formule devient
TT . 2 / TT
Z = cos / sin •
Il résulte de là que les m racines de Téquatron (i) sont aussi comprises dans la formule
Z z= ces zlz i sin 5
où il suffit de donner à k les valeurs 0,1, 2, . . . , — si m est
pair, elles valeurs o, i, 2,..., si m est impair. Dans le
premier cas, les deux racines réelles correspondent k k = o et k=^ —'^ dans le second cas, la racine réelle correspond à A = o.
168. Supposons que m soit un nombre impair 2/1 4-1 • Téquation z"* — 1 = peut être abaissée au degré n. En effet.
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si ToD divise celte équation par z'*(z — i), il viendra
et si Ton pose
z H = a? et 2" H = V«,
on trouvera aisément
Comme on a V© = 2 et Vj = a:, on pourra, en faisant usage de la formule précédente, exprimer successivement V,, Vj, . . . en fonction de x\ on trouvera aînsi
et Téquation proposée se transformera en une équation du degré n. L'expression des racines de la proposée est
An . 7,/rT
Z =z cos h i sin »
d'où Ton tire
I 2 Air . 7. An
- =z cos / sm :
les racines de Téquation en x sont donc représentées par la formule
iAtt
X =z 7. COS î
dans laquelle on doit donner à h toutes les valeurs i, 2, . . ., m — i
169. Propriétés des racines de l'équation 3"* = i. — i^ Si Ton fait
a ::^ cos h i sin — ?
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on a, parla formule de Moivre,
a* = cos ■ h i sm ;
par conséquent, les m racines de l' équation z"*= i peuvent être représentées par
cest-à'dire par les puissances de l'une d'entre elles.
2^ Si Ton a m = np^ net p étant deux nombres premiers entre eux, on obtiendra toutes les racines de z'*= i, en multipliant les n racines de z'*= i par les p racines de z'' = i.
■ri rf . 2^ir .sin2/*ir . ,
En eiiet, soit a = cos h i une racme de ^"''=1:
np np
netp étant premiers entre eux, on peut trouver deux entiers Ç
et yj, tels que
/?Ç -1-/2>J= A- ou 1 =z -^
n p np
et £^lors on a
/ 2?7r . . 2Ç7r\ / inn . . 2iî7r\
a = cos — ^ h i siii COS — + t sm :
d*où l'on conclut que toute racine de z^f = i est le produit d'une racine de z" = 1 par une racine de -s'' = i : par conséquent les np racines de l* équation z"p= i sont les produits que l'on obtient en multipliant les n racines de z"= i par les p racines de zP= i.
3** La résolution algébrique de l'équation z"'=^\^oiiTn est un nombre composé, se ramène à la résolution des équations de même forme ayant pour degrés les nombres premiers ou puissances de nombres premiers qui disfisent m.
En eilet, soit m = npq^. . , n^ p^ q^,, . étant des nombres premiers ou des puissances de nombres premiers inégaux; on aura les racines de Téquation 2"^= i en multipliant celles de z** = I par celles de z^ = i . Pareillement, on aura les racines de z^P"^ =:: I en multipliant celles de z"P = i par celles de z^ = i, et ainsi de suite. D'où Ton peut conclure que les diverses ra-
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cînes de z'^ = i s'obtiendront toutes en multipliant une racine de z" = I par une racine de z^ = i^ puis par une racine de z^ = 1 , . . . .
Des polygones réguliers»
170. Concevons une circonférence partagée en m parties égales, et joignons les points de division consécutifs^ on formera le polygone régulier inscrit de m côtés. Si n est un nombre inférieur et premier à m, et que Ton joigne les points de division de w en w, ou, ce qui est la même chose, de m — n en m — 71, on ne reviendra au point de départ qu'après avoir passé par lous les sommets, et la figure que Ton aura formée est ce que l'on nomme un polygone régulier étoile. Mais si m et n ont un diviseur commun 6, on ne passera que par un
nombre — de sommets, et la figure obtenue sera un polygone
régulier de — côtés seulement. On voit, d'après cela, qu'il y a
autant de polygones réguliers de ni côtés que de nombres premiers à m et inférieurs à la moitié de m.
Le problème de la division de la circonférence en m parties égales se ramène à la résolution algébrique de l'équation binôme
car on a vu que les racines de cette équation sont données par la formule •
TT . 2 ^" TT
z == ces h i sin
D'ailleurs est l'arc sous-tendu par le côté du polygone
obtenu en joignant les points de division de k en /:, et l'on pourra connaître en conséquence les lignes trigonométriques de cet arc si l'on sait résoudre l'équation z"* = i .
Enfin on a vu que, si m est un nombre composé, la résolution de l'équation z"* = i se ramène à celle d'équations de même forme dont les degrés sont les nombres premiers ou puissances de nombres premiers qui divisent m 5 donc le pro-
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bième de la division de la circonférence en m parties égales esl susceptible de la même simplification.
Nous allons examiner les cas de la division en trois, en cinq, en quinze et en dix-sept parties égales.
Division de la circonférence en trois pàuties égales
— Elle dépend de Téquation
ôtaiit la racine i, il vient
et, en faisant z -\ — = x,
jr -4- I = 0.
La racine — i de cette équation est 2 cos -^ (168), ou — acos x>
ou — 2 sin 7T ; on a donc o
2 sin ^ = I .
C'est la valeur du côté de Thexagone régulier inscrit; on en déduit facilement le côté du triangle équilatéral.
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On trouve d'aîlleurs, en résolvant Téquation, j:= ^^^^ — ^^^-^5 donc
2 sin — = —9 a sm — =: ^— •
lO 2 lO 2
Ce sont les valeurs des côtes des décagones réguliers ordinaire et étoile-, on en déduirait facilement les côtés des pentagones réguliers ordinaire et étoile.
173. Division de la circonfébence en quinze parties ÉGALES. — Elle dépend de Téquation
(1) Z»*-lzznO,
de laquelle il faut ôter les racines de z' — i = o et celles de
«■ — 1 = 0-, divisant donc cette équation par ^ »
il vient
Enfin, si l'on divise le premier membre par z* et que Ton pose z H — = :c, il viendra
(3) a:^ —ar^ — ^jc* -h ^.r -h i=zo; cette équation a pour racines (168)
2ïr 4^ Stt J^n
2 005—=-» 2C()S-V> 2COS-=-» 2COS-~r-f
ou
. Ilir , nir . ïT . l3ïr
2 sm -jr — 9 2 sm —-> — 2 sm ^r— j — 2 sin -r — • 3o 3o 00 00
Ce sont, en valeur absolue, les côtés des polygones réguliers ordinaire et étoile de trente côtés.
Les quinze racines de Téquation (i) s'obtiennent en muliîpliant les racines z* — 1 = par celles de z* — i =.• o (169) ^ on en conclut facilement que les huit racines de l'équation (a) s'obtiennent en multipliant les deux racines de z*H- z H- 1 = o par les quatre racines de z* 4- z" -h z* -f- z -f- 1 = o, qu'on
peut facilement trouver : on conuaitra donc ainsi les huit racines de Téquatîon (2), et, par suite, celles de Téquation (3). Des considérations fort simples permettent d'ailleurs de reconnaître que Téquation (3) résulte de Tëlimination dey entre les deux équations
. x'— Jjr-+-(j — 2.)=0, j-> — 7 — f = 0,
en sorte que sa résolution est ramenée à celle de deux équations du second degré.
174. Division de la circonférence en dix-sept parties ÉGALES. — Elle dépend de Téquation
Si Ton divise le premier membre par z — i , et que Ton fasse
ensuite z -\ — = x, il viendra
(l) j:» H- x' — 'ja.^ — 6x* + i5.r< -f I0.r» — iO«* — 4^ "+" ^ = O»
nous ferons, pour abréger,
les racines de Téquation (i) seront alors
aco^a, 2Cos3a, 2cos8a, 20037^,
2COs4a, 2COs5^/, 2C0S2a, 2C0s6a.
Posons
j, = 2tcosa -f- 2 cos8a -4- 2cos4û -f- 2C0S2a,
y^ = 2Cos3a -+- 2cos7a -i- 2 cosSa -f- 2 cos6«;
je dis que j^i ctj^, sont les racines d'une équation du second degré à coeflScients entiers. En elTet, on voit d'abord par l'équation (i) que Ton a
ensuite, en multipliant j^^ parj^,, transformant les produits de cosinus en sommes par les formules connues, et ayant égard à l'équation identique cos (17 — m)a = cosma, on trouve
^i7a=4 (2C0S« -h 2C0s8« H- 2COS/\a -{- 2 COS 20
-f- 2 cos3a-f- 2 cos 7 a ^- 2 cos 5a 4-2 cos6a)
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-et, à cause deTéquation (i),
rir» = — 4î
Ji et j^, sont donc les racines de l'équation (2) /'4-^ — 4 = 0.
Posons maintenant
Ui = 2, cosa -f- 2 0054^9
«, m 2 cos3a -!- 2 cosStf,
«8 :^= 2 cos8a 4-2 cos2a,
1/4 = 2 ces 7 « -+- 2 cos6a ; on aura d'abord
Wi -^«4=72;
puis, en multipliant u^ par U3, U| par u^ et en transformant Jes produits de cosinus en sommes, on trouvera
£/^tt3 rr: «,«4 =: 2C0S« ■+• 2COs8« 4- 2COs4« H" 2COS2tf
-+- 2C0S3/I 4- 2 C0S7« 4- 2cos5« -+- 2cos6a,
et, par consécjuent,
U^Ut =—1.
11 résulte de là que les quantités u^ et as, Uf et u^ sont respectivement les racines des équations
u^ — jTxU — I =0,
a' — 7aa — 1 = 0.
Posons enûn
j:, = 2C0sa, j:4= 2 0084^1
;ij =: 2COs3û, ar« r:= 2C0s5a,
.r8=3 2COs8û, a:,= 2C0S2«,
j:* = 20057 a, J?8 = 2cos6a; on aura d'abord
X, 4- ^5 Z= «1 , ^2 4-.r6r=tt,,
;rs 4- 0:7 = «3 , ^^4 4- j:» = W4 .
et si ron transforme les produits XiX^^ ^t^t^ J^z'^i^ x^Xg en sommes de cosinus, on trouvera
par conséquent, les quantités Xi et Xe, x^el^^t x^ et Xi, X| et Xg seront respectivement les racines des équations
or* — UiX -4- ttj = 0,
ûT*— Wj.r -f- «4 nz o, \ j:*— w^;r H- M, rz: o.
Deux quelconques des quantités Uj, a», Mj, u^ peuvent s'exprimer rationnellement Tune par l'autre; en effet, nous avons trouvé les deux relations
et si Ton forme les produits i/ii/g, M1II4, puis que l'on transforme en sommes les produits de cosinus, on trouvera
UiU^^=z U2 — «8 — I , tt, W4 ==: «4 — tt, — I ;
de ces formules combinées avec les précédentes on tire
Ui=l
Ws— I
-9 tt, =
ce qui permet d'écrire les équations (4) de la manière suivante :
-r^ .. rt T - 1
r' lï j- 1 "' "" '
- ""• ffc
- — — rt
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Les équations (3) se déduisent Tune de Tautre par la transposition des quanti tés j^i ctjKiî pareillement, les équations (5) ne difl'èrent entre elles que par celle des racines u qui y figure 5 il s'ensuit que la résolution de l'équation (i) est ramenée à celle des trois équations du deuxième degré
u^ — yu — 1 = 0,
r=rO;
et Ton reproduit effectivement l'équation (i) en éliminant y et u entre les équations (6), ainsi qu'il est facile de s'en assurer. Le problème de la division de la circonférence en dixsept parties égales ne dépendant que des équations du deuxième degré, cette division peut être effectuée avec la règle et le compas. Nous ne pouvons indiquer ici les principes qui nous ont guidé dans l'analyse précédente, et nous nous bornerons à ajouter que ces principes conduisent à cette conséquence remarquable ; que la circonférence peut être dwisée en n parties égales, a\fec la règle et le compas, toutes les fois que n est un nombre premier et que n — i est une puissance de 2. Les plus petits nombres qui satisfont à cette double condition sont 3, 5, 17, 25^, 65537. [f^ojez mon Cours d'Algèbre supérieure, 4* édition, t. II.)
Résolution des équations binômes générales.
175. Proposons-nous maintenant de résoudre l'équation binôme générale
où A et B sont des quantités données positives, nulles ou négatives. En désignant par p eX aie module et l'argument de A -{- Bi, l'équation proposée devient
(1 ) z'^zzzp (cosa -f- / sina).
Posons
(2) z = r{cf)sç-f-/siny),
on aura
«f"z= r'»(cos/nç -+- /sin/Tif );
•et, pour que la valeur (a) de ^ satisfasse à réquatîon (i), il faut et il suflSt (160) que Ton ait
/•"zzzp, my =: 2/7r 4- a, d*où
Les racines de Téquation proposée sont donc données par la formule
(3) z= ^/pfcos h/sm — — j>
où k désigne un entier indéterminé.
Pour que deux valeurs de k correspondent à deux valeurs égales de 2;, il faut et il suÛSt que leur différence soit un multiple de m^ r équation (3) comprend donc, comme cela doit être, m racines distinctes que Ton obtient en donnant à k •m valeurs consécutives quelconques entre — 00 et -f- 00 ,
o, i, 2,. . ., m — i, 'par exemple.
La formule (3) peut s'écrire ainsi :
mr f ^ . ' ^\ [ ^A-TT . . 2/'7r\ 2 :=: y/p COS h « Slll — COS h l Sm ^ •
y'p f COS f- i sin -- } est Tune des racines de Téquation (i),
Inlt .,2A*7r ij , 1 . :x,Am, 1 i>
<:os }- 1 sm est 1 expression des racines /»'*"*" de l u-
nité^ d'où il suit qu*on obtient les m racines de Téquation (i),
en multipliant Vune d'elles par les m racines m'*"*" de Tunité.
D'après ce qu'on a vu au n° 167, on peut encore représenter
les racines de l'équation (i) par la formule
,,, mr I « . . ' <3f\ / ikic , . 2^ff\
(4) z =z dû [ COS K I iia -— ces zïzism )j
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OÙ il suffit de donner à k les valeurs o, i, 2, . . . , — » si /w est
pair, et les valeurs o, i , 2, . . . , 5 si m est impair.
Dans le cas particulier ou B est nul, on a p = A ou p = — x\, suivant que A est positif ou négatif; on peut prendre a = o dans le premier cas et a = tt dans le deuxième cas. D* après cela, les racines de Téquation
z" ~ -H A seront données, soit par la formule
(5) z=y^Alcos \-ism U
dans laquelle il faut attribuer à â: les m valeurs o, i, 2, . . . ^ m — I , soit par la formule
/^\ 'W/T / 2X-7r . lkit\
(d) z =z j a cos - - =1= f sm 9
^ \ /?2 ml
où il suffit de donner à k les valeurs o, i, 2, . . . , ^» si m est.
ir, et les valeurs o, i, 2, .
Les racines de Téquation
pair, et les valeurs o, i, 2, . . . , ? si m est impair
z*" — — A seront données par la formule
(2/- H- Qtt'
( 7 ) z = v/ A I cos ^ ^--'- H- i
sm
dans laquelle il faut attribuer à k les valeurs o, 1, :^, ..,,. m — I , ou par la formule
m.^ r (2A- -+- !> . . (2X- -+- OttH
dans laquelle il suffit de donner à k les valeurs o, i, 2, . . . ,
I, si m est pair, et les valeurs o, i, 2, . . . , ? si m
est impair.
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Résolution des équations trinômes.
Soit l'équation trinôme (i) z'^-\-pzr-\'q:=o
où p et q désignent les quantités données \ on en tire
et l'on est ramené à résoudre deux équations binômes.
Considérons en particulier le cas où, peiq étant des nombres réels, on a
et soit
— - -h v/t q =r pfcosrt -h /sin«);
Téquation (i) prendra la forme
et Téquation (2) deviendra
Z*" z::z p f COSrt ± / silir/}.
Les racines de l'équation z"" =z p [cosa 4- i sina) sont comprises dans la formule
mr f '>.kT. -\- a .. ihiz -^ a\
z^=. dû \ ces — — -H / sin :
d'ailleurs ces racines sont les conjuguées de celles de l'équation z"" =: p (cosût — i sin a) : donc les 2 w racines de Téquatioii proposée sont toutes comprises dans la formule
z= Jp \ ces dz ^ sm -
où il suffit de prendre, pour /r, ni nombres entiers consécutifs.
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Formule de Moivre pour un exposant quelconque,
L'égalité
cos — h / sm - 1 n nj
montre que cos - -f- 1 sin - est une racine /i**'"* de cos a-^is\T\a\ ^ n n '
•Il ma , . ma . ,
pareilJement, cos l-ism — est une racine /i'""' de
cos ma H- i sinma ou de (cos a -4- i sin a)* : on peut donc écrire
v/(cos« -+• i sinaj** =: cos — a -h rsin - <7,
cosa 4- i sina) =: cos — a 4- i sm — (i.
C'est la formule de Moîvre étendue au cas d'un exposant fractionnaire — 5 mais il faut remarquer que le second membre ne
représente qu'une seule des n valeurs dont le premier est susceptible. On obtiendra d'ailleurs toutes ces valeurs (175) en multipliant le second membre de la formule précédente
par cos h i sm — •
La formule de Moivre a lieu encore pour un exposant négatif quelconque — m ; en elï'et, l'équation
( cos« -h i sin a)* =: cos ma -f- / sin ma donne
(cos« -t- / sina)"" cos ma -f- / sinma
^^ cos ma — / sinm<7,
ou
(cosa -I- / sina)—'" = cos ( — ma) 4- / sin(— ma),
La formule de Moivre montre qu'on peut résoudre algébriquement les équations auxquelles conduit le problème de la division des arcs. En eflbt, on a
a 4- s/tt . . a -^ lAn
cos h / sin =: Jcosa •
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cette formule exprime que les m valeurs du second uieuibre sont respectivement égales aux m valeurs que prend le premier, quand on donne à h les valeurs o, i, 2,. . ., [ni — i). En changeant i en — i, on aura
C08 • I siD = v^cosfl + i sma
m et, par conséquent,
fl-f-2X'îr i/cosfl -f- fsin« -f- i/cosez — fsma
cos = »
, a-^iikit i/cosa -t- /sino — Jcosa — isina
sin — =1 r-^ •
Ces formules donnent l'expression algébrique des racines deséquations dont dépendent cos — et sin — » lorsque cos a ou sin a est donné.
Tliéorèmes de Moiure et de Cotes.
178. Les théorèmes de Moivre et de Cotes ont pour objet une représentation géométrique des diviseurs réels du trinôme ^im _j- 2 2"*cosa -f- I, où. a désigne un angle donné, et du binôme z"'±i.
Les deux facteurs linéaires, qui correspondent à deux racines conjuguées de Téquation
^tm — ^ 3m coSû -4-1 = 0,
sont représentés par
z — 1 cos et
/ 2/'7r-)-« . 9.A'it -^ a\
— cos h i sm I
(ik-Tz -V- a . . 2/7r4-a\ cos ism \ m m }
le produit y\ de ces facteurs est
XI = s* — 2Z COS h 1,
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et l'on a identiquement
(i) «"" — 22™ cosa 4- I = ijr.jTtX,. . . Xn^iY.
Changeons a en tt -f- «, et faisons
on aura
(2) z^-h iz'^ cosa -h I — {y^x\ ' • -/m-»)**
Gela posé, considérons une circonférence de rayon i ^ parta* geons-la en 2m parties égaies aux points Ao, A], As,..., Aj,„-.i ; joignons le centre O à tous ces points, et menons une
ligne OP faisant un angle égal à — avec le premier rayon OAo >
enfin prenons sur cette ligne une longueur quelconque OP=Zy et joignons le point P à tous les points de division. Les triangles OPA,^.,jt et OPA,,„_î/_, donnent
"72 , 2/'îr-f-« PAa;n-.A = 2' — 23 COS h I ,
—i , (iXr-hl)T: -ha PA,;„_,A-, = 2' — O z ces ^^ ^ h 1 ,
et, par conséquent,
PA2,„_a* =: Xk, ^A^m-ik- 1 = j ^..
11 résulte de là que le trinôme z*'" — 22"* cosa -H i est égal au carré du produit des distances du point P aux points Ao, Aj, A4,. . .5 et que le trinôme 3*'" -f- 23"* cosa 4- 1 est égal au carré du produit des distances du même point P aux points A,, Aj, As,. . .; c'est dans ces égalités que consiste le théorème de Moivre.
Si l'angle a est nul, le point P est situé sur le rayon OAo et les équations (1) et (2) donnent, en extrayant les racine carrées des deux membres,
Trig. S. iS
C'est dans ces égalités que consiste le théorème de Cotes ^ on doit prendre le signe -f- ou le signe — dans le second membre de la première formule, suivant que le point P est extérieur ou intérieur au cercle.
Expressions des puissances du sinus et du cosinus d'un arc en fonction linéaire des sinus ou des cosinus des multiples de cet arc.
Soient
cosa -f- /sina = i/, cosa — iûïïa=iv
on a
icosa :== 1/ H- p, 2/ sin« = // — c,
et, par suite,
2'»cos"a =: (i/ -4- p)", (2/)"sin"a = (i/ — c)'»,
ou, en développant,
/ N ^ , nin — i) . ,
(i) 2" cos"a = «" -i — «"-' V -\- -^ L M'»-2,'2 _.- . _
(2) { 2/ r sm«« = M" ««-*!' H — ^ ^ u^-^v^ — . . .
Considérons d*abord Téquation (1). Si n est pair, le second membre renferme un nombre impair de termes, et, en groupant ensemble les termes également éloignés des extrêmes, on obtient
2"cos"a =: (tt" + i^) H m>[u"-^ -f- v"-^) -+-...
Si 72 est impair, le second membre de Féquation (i) a un
CHAPITRE CINQUIEME
nombre pair de termes, et, si Ton groupe comme précédemment les termes également distants des extrêmes, il viendra
2" COS"û = (l£« -H V" j -1 UV[U'^-^ -^ V^-')
D'ailleurs uv =: i et m*" -|- i^ == 2 cos ma ^ on a donc, si n est
pair,
2"""' COS"rt 1= C0S/2Û -] — cos(/2 — i)a -4- . . .
C0S2iZ
et, si n est impair.
2"—* cos^û = cos/îa H — cos(/2 — 2) ^ï I ^
cosa.
Occupons-nous maintenant de Téquation (2). Si n est pair, le second membre renferme un nombre impair de termes •, les termes également distants des extrêmes ont le même signe, et,
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en les gro^pant ensemble, on obtient
2"(— i)'8in"fl
OU
2""'(— i)*sm"a (5)
= cos/îa cosT/î — 2) a -\ ^ cosf/i — 4)^ — •••
cos2û:
Si n CwSt impair, le second membre de Téquation (2) renferme un nombre pair de termes, et les termes également distants des extrêmes sont de signes contraires^ en les groupant, ensemble, on a
2"( — 1) • ism"a
= (tt" — f^) — - uv{u''-^—i^-^) -h ^^ ^"~^^ ttV»(a»-* -- P»-<) -^ .
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on a d'ailleurs u*" — i/"== sisiiima, donc
a"-'( — i) * sin^a
= siïina siq(/î — 7.) a H ^ ^sin(/i — ^)a — ...
sina.
On voit que cos^a s'exprime, dans tous les cas, par une fonction linéaire des cosinus des multiples de û, et que sin"a s'exprime pareillement en fonction des cosinus, ou en fonction des sinus des multiples de Tare a, suivant que n est pair ou impair.
Expressions de sinma et de cos ma en fonction de sina ou de cos a,
180. Nous nous proposons ici de transformer sin ma et cos 172a en un polynôme ordonné suivant les puissances entières de sina ou de cos a, ou du moins en un produit formé par la multiplication d'un semblable polynôme et de cos a ou sina.
La méthode très-simple dont nous ferons usage est due h Cauchy^ elle repose sur l'égalité
jslx — i)...(.r — /i + i) x(x — i)...(x — n-hT) y — î — l— • — • —
<]ui a lieu identiquement quels que soient les quantités xtlj ^t le nombre entier positif /i. Pour établir cette égalité, dans
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le cas OÙ j: et j- sont des entiers positifs, égaux ou supérieurs à /i, on peut partir de Tidentité
(i^zy
zY
OU
Si , après avoir e(ï< ctué le produit indiqué dans le second membre, on écrit que les coefficients de z" sont égaux de part et d'autre, on obtiendra Tégalité qu'il s'agit de démontrer. Cette égalité étant établie pour toutes les valeurs entières de x et de y supérieures à /2, elle subsiste nécessairement, quelles que soient x et j^. En efïei, désignons, pour abréger, par ? (^5 JK) ^^ ^ i^'^y) '®^ deux membres de Tégalité en question, et par Xq une valeur entière de a: supérieure à /i^ les polynômes cj) (xotj) et ^ {xo'ij)n qui ne contiennent plus que la variable^, sont égaux entï^e eux pour toutes les valeurs entières dey supérieures à n. Donc on a nécessairement
quel que soit r; eii d'autres termes, les polynômes cp(x,r) ^{x^j') sont égaux, quel que soit j^, pour toutes les valeurs entières de x supérieures à /?, et Ton conclut évidemment de là que l'égalité
a lieu identiquement pour toutes les valeurs de x et de j^.
En remplaçant, dans la formule (i)',x par - eiy par - j on obtient
/ (-C -t- j) f j: -f- jr — 2 ) . . . (.r -h j — 2 7Z -f- ?. )
181. Si, dans les équations (i) du n** 163, on remplace ^^-^^
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puissances paires de cosa par des puissances entières de 1 — sin*a, il viendra, pour des valeiu*s paires de m,
COS/7IÛ =r (t — sin*a)» (i — sin'û) * ûn^a
— (i — sm'a) * sinfl
^ ^; ^(i--sin»«) » sin»a-|-...L
et, pour des valeurs impaires de m,
(i — sin'a) * i ^(i — sin'a) * sin'a
sm ma =:z —{1 — sm^ a) ^ sma
— î^ '-^ ^(i— sm-éz) * sin'fl -+-..,
Si Ton développe par rapport aux puissances croissantes de sina les seconds membres de ces formules, abstraction faite du facteur cosa, on trouvera, pour des valeurs paires de m,
cos ma
m [m — I I \ . , = 1 1 — sin*ez
-4- ^ V ^V ^ h— T sin«û —
(m. /wf/w — 2) f m — I 3\..
smma = cosa \ — sina ^ — ~ I 1 — | sm'a
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et, pour des valeurs impaires de m,
{ m — I / m I \ . , cosmaz=zcosa\i h - sin'û
( 7. \l lj
H \ -l — ^— ^ 1 7 sm*«— ...
sinma := — sina ^ — ^ — - ( 1 — | sin»a
1 sin*« — ...
Faisant maintenant usage de la formule (2) du numéro précédent, on obtient, pour des valeurs paires de m,
cos/7uz= I sm*« H- ^ ^ 77—7 sm*a
[m . fm -f- 2)m(m — 2) . .
— sma — ^ sin'a I 1.2.3
(m-f-4/'wH-2)/?î(m — 7) (m — 4) • .
-h — W-^— ^ ^ sin»
et, pour des valeurs impaires de m.
cos ma = cosa 1 i — ^ — sm^a
-4- i '— -^^-7 — — 'Sin*a
m . (m -hi)m{m — i) . .
smma = — sma — — 7» sin*a
Si, dans les formules (i) et (2), on change a en a, or^
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trouvera, pour des valeurs paires de m,
j ( — I ) * ces ma
:::::: 1 COS'tf -\ ;r— 7 COS*a
' COS'rt
^)m.m[m — ir.2.3.4.5.6
( — i)* smma
[m {m'\-^)m[ — cosa ~ -\ I 1.2.3
«t, pour des valeurs impaires de m,
I ( — I ) * sin ma
= sina I — cos'a
( — i) * cosma
m (m-\-i)m[m — i) = — cos« — ^r -' cos'«
^iiisi Ton aura, en particulier,
COS 2 a rrri — 2 SÎn'fl,
cos4^ ^^ I — 8 sin'tf -!- 8 sin^û,
cosGfl = 1 — 18 sin'tf H- 48 sin* a — 32 sin'^i,
sin3a = 3 sin a — ^ûn^a^
sinSa = 5 sina — 20 sin*û -t- lôsin^a,
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— COS2a = 1 — 2 COS^fl,
— C()s3a = 3 cosa — 4 cos'«, cos4a ^=1 — 8 cos*rt -{- 8 cos* <7, cosSa z= 5 cosa — 20cos'« -+- i6cos*a,
— cos6a r= 1 — i8 cos'a -t- 48 cos*a — 32 cos*rt.
182. Les formules précédentes sont ordonnées par rapport aux puissances ascendantes de cos^x ou de sîna; on peut les ordonner par rapport aux puissances descendantes des mêmes quantités, et elles prennent alors une forme nouvelle qui convient h la fois au cas de m pair et à celui de m impair.
Posons, pour abréger,
V' . sinm/z V'
cos ma Tzz y w„cos'"~'"«, —. =: > <'„cotf"~"'~'rt,
^ sma ^
le signe \ indiquant la somme des valeurs que prend Tex-
pression qu'il affecte, quand on donne à n toutes les valeurs entières depuis zéro jusqu'à la plus grande de celles qui rendent positif ou nul l'exposant de cosa-, les équations (3) et (4) s'accordent à donner
Mais ces formules supposent n <^ ', pour w == — > dans le
cas de m pair, la valeur de u„ doit être réduite à ( — i ) * d'après la première des équations (3); dans le cas de m impair, les valeurs de u„ et de ^^„ se réduisent respectivement, d'après les
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équations (4), à ( — i) * /n et ( — i) ' pour n =
Si Ton multiplie et que Ton divise par le produit 1.2. ..// les expressions précédentes de m„ et i'„, il viendra
ou
^=f— i)» ^(^ — /z — f ) (m — Tz — 2) . . . (/w — 2 y? H- t) ^^
pourvu que, dans le cas de 71=: i, on réduise à Tunité le produit [m — n — i) [m — n — 2). . .(m — 2/1 + 1) dans la valeur de
i/„. En adoptant cette nouvelle forme, la restriction n <
n'est plus nécessaire^ les seconds membres des formules pré-
cédcntes se réduisent en effet respectivement à ( — 1 ) * /n et
( — 1) * pour n == 5 dans le cas de m impair; pareille-
ment la valeur de a„ se réduit à ( — i)* pour /i = —? dans le
cas de m pair. Les seconds membres de nos formules deviennent illusoires pour 71 = o-, mais, d'après les premières expressions de m„ et i^», ils doivent être alors réduits l'un et l'autre à 2"*~*. On aura, d'après cela.
zo^ma
8in/7/^ ^V, V, (/w--/?-l)(/7f — /?-2V..f/W-2/?) ^„.,^_,^
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OU
cos ma •= 2"^* cos*a 2'"'"* cos"^'<i
sin /na . . m — 2
sma I
! -. : ±L1 J^ L a" -» cos— 'n
et CCS nouvelles formules ont lieu, nous le répétons, quel q soit rentier m, pair ou impair.
Si Ton change a en a, dans les formules (5), il viendi
pour des valeurs paires de m,
(—1) »coswa = 2'"~'sin'"û 2'"-'sin"^'^/H 2'""*sin"*"*â
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îl, pour des valeurs impaires de m,
i — i) * sinma
= a"*"* sin'"a a"*"' sm*""* « h ' 2'""* sin"*' * a
.7) ^ !!Lzlcosma
cosa . ■ • » I //i— 2 ™ a . - ^ (/w— 3){/w— 4) -.».«» I i.a
— - ^-^ ^ ^'a"^»sin'"-'ûH-....
La première des formules (5) donne immédiatement l'expression de la quantité que nous avons désignée par V„ au n** 1685 si, en effet, on pose z = cosa -+- i sina, on aura
I I z H — = 2 cos«, z"* H = 2 cosma,
et, en remplaçant 2 cosa par x dans la première des formules (5), on trouvera
I m ^ mim — 3)
formule qui se réduira à une identité si l'on y remplace x par
Développement des /onctions sinj? et cosx en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x.
183. Les formules (i) du n° 163 peuvent s'écrire de la manière suivante :
COS"'a 1 ° 1.2.3 *- I.2...(2/2-f-l) ° -t- i«iit
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en posant
les quantités R,„ et Ri„^.i mesurent les erreurs que Ton commet quand on néglige les puissances de tanga supérieures
à la (2/2 4- iV^"" dans les valeurs de et de ; nous
^ cos'"« cos^a
allons chercher à assigner des limites de ces erreurs, en supposant Tare a compris entre — jet-l- -T> et, par suite, tang*a<^i.
La somme R^ se compose d*un nombre limité de termes qui sont alternativement positifs et négatifs, quel que soit le signe de a, et il est clair que les valeurs absolues de ces termes seront constamment décroissantes, si Ton a
{m. — p — 2) (m — p — 3) , ^ r- -J^-) /v tangua < i ;
par conséquent, la valeur de R^ sera comprise entre zéro et la valeur du premier des termes qui entrent dans son expression, en sorte que Ton aura
Rj, = (; -^ ■ ' * 'f^^-J^^ tang''-*-»^,
en désignant par ^ une quantité comprise entre zéro et Tunité. Nous pouvons donc remplacer, dans les équations (i), Rj„ et Rsn+i par les valeurs que prend Texpression précédente de Rp, quand on y fait p = 2n et/? = 2/2-i-i, pourvu cependant que Tinégalité de condition écrite plus haut soit vérifiée pour p -= 2 72, auquel cas elle sera nécessairement satisfaite pour p = 171 -{- i. D'après cela, si Ton pose
que l'on remplace a par — dans les premiers membres des
formules (1), et w par - dans les seconds membres, que l'on désigne enfin par 6 et X les quantités comprises entre zéro et i
CHAPITRE CINQUIÈME
auxquelles se réduit Ç pour p= ^n et p = 2n -h i^ on aura
/ coso: a: (a: — a) / tangâfV'
cos" — ^
^. j7(4? — a), . ,{x — ^na -\- a) /tangaV" 1 .2. . .2« \ a J
g^x[j>^ — «). - .{x — mia — a) /tanga\ *"■*■»
1 sin.r ar/tang«\ a:(x — «)(•»? — 2a) /tangay
cos*" — m
_x[x — a), . .[an — 'xna] /tang^y 1.2. . .(2/2 H- i) \ ^ )
(jT — al. . .(.r — ina — la) /tanga
Jll+3
et rinégalité de condition deviendra
(.r — 2/7a — 2fl) (:r — ina — 3a) /tanga\ *
(i~n -^'3)(^rt +'4) \~^ j '^ ' '
Supposons maintenant que, n étant un nombre aussi grand que Ton voudra, mais invariable, on fasse augmenter indéfiniment l'entier //i, de manière que le produit nia = x reste
, , ,. . , tan": a
constant; on aura a la limite non-seulement a = o, — ^^— = i ,
mais encore cos"* — - = i . En elïet, on a i — cos — <C — ; et,
à plus forte raison,
cos cos' — <C ■.•••> cos™"' 008" — <^ :
m m 2A722 ni m o.ni^
en ajoutant toutes ces inégalités, il vient
I — cos'" — Cm ou <;
Il résulte de là que cos'" — est compris entre i et i — - — , et,
^ tn ^ o.m '
par conséquent, cette quantité se réduit à l'unité ([iiaud m est
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infini. D'après cela, les équations (2) deviennent à la limite
l COS j: =1 h.,.dz zp r ,
\ I i.a.3 i.a...(a/îH-i) i.a...(a/ï-H3)
et Tinégalité de condition se réduit à
Les équations (3), où 6 et X désignent toujours des fractions comprises entre zéro et 1, ont lieu pour toutes les valeurs de n qui satisfont à la condition (4). On voit, en particulier, que, si
X est compris entre zéro et - > on a
jj8 j,i j.i
sin.r>j: — -r» COSar<I — ^ —F'
Supposons maintenant que Tentier n augmente indéfiniment *, les fractions
in -h 2j
auront pour limite zéro, car ce sont des produits dont les facteurs plus grands que i sont en nombre limité, tandis que le nombre de ceux qui sont inférieurs à i, et même à telle fraction que Ton voudra, peut devenir plus grand que tout nombre doriiné : on peut donc écrire
\ COS.r =: I h — -4- . . . ,
Sm X =z -f
Les seconds membres de ces formules (5) sont des séries illimitées qui restent coni^ergentes, comme on le voit, pour toutes les valeurs de x comprises entre — 00 et -h oo ^ les
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formules (3) font connaître les restes de ces séries, c'est-à-dire les erreurs que l'on commet quand on s'arrête à un terme quelconque.
184. Les formules (5) fournissent le moyen le plus simple de calculer le sinus et le cosinus d'un arc donné. Si Ton fait
j? = et qu'on calcule les coefficients avec vingt-deux décimales, on obtiendra les formules suivantes :
cos ^-. 90" J =
sm
— 0,00002 52020 42373 06060 55 — ïj
— 0,00000 ooo63 866o3 08379 ^9 "17
o , 00000 00569 îi ï 7^9 2 1 967 93 -^
0,00000 00000 65659 63i 14 98 ^ 1 -+- 0,00000 00000 06066 93573 1 1 -ji
— o , 00000 00000 00529 44002 o I — jj
-^ o , 00000 00000 oooo3 43773 92 — ^
— , 00000 00000 00000 1 835 99 -^ ! ~ ^ J 00000 00000 00000 00 1 2 j jij —
o ,00000 00000 00000 00008 21 — rr
Trig, S.
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Les sinus et tes cosinus des arcs depuis zéro jusqu'à 4^ degrés comprennent les sinus et les cosinus des arcs depuis 45
jusqu'à 90 degrés \ on peut donc toujours supposer — <C - ^^^^
lei formules qui précèdent, en sorte que les séries seront tellement convergentes, qu'il n*cn faudra jamais calculer qu'un très-petit nombre de termes, surtout si l'on n'a pas besoin d'un grand nombre de décimales.
Si Ion fait successivement — = — ? — 9 — » — ? — ? on
obtiendra les résultats suivants :
8În 9®s= 00881** = o,i5643 4465o4o23i, sin i8°= C0S72* = 0,30901 69943 74947, 8in2/*= cos63*-- 0,4539904997 39547, sin 36*» = cos 54° = o , 58778 5^552 92473 ^ 8in45°=rC0s45°= 0,7071067811 86548, sin 54'= cos36*= 0,80901 6994374947, sin 63° = cos 27* ~ o , 89 1 00 6524 1 88368 , sin 72°= cosi8*=- o,95io5 65i62 95i54, 8in8i'»=cos 9°= 0,9876883405 95x38,
lesquels s'accordent avec les formules du n° 37 .
Décomposition des Jonctions cosx et &nx en un nombre arbitraire, mais limité, de facteurs.
185. Des formules du n^ 163 ou de celles du n** 181 il résulte
sinmiz . ^
que, SI m est pair, cos ma et — ; sont des fonctions en-
^ ^ msmacosa
tières de sina, qui se réduisent l'une et l'autre à l'unité pour
sin a = o. En outre, la première de ces fonctions, qui est du
degré m par rapport à sin a, s'annule, ainsi que cosma, pour
les valeurs de a comprises dans la suite
— (m — i)7r Stt tt tt 37r [m — i)7r
2m im im im o.m im '
elle est donc divisible par chacun des facteurs binômes
sin'âr sin' a sin*«
sin' — sin' — sin» ^ ^
2/W Hm 2/72
et, parce qu'eiyie se réduit à i pour sinai=iOy elle est précisément égale au produit de lous ces binômes.
La seconde fonction est du degré m — 2 par rapport à sin a^ et elle s'annule pour les valeurs de a comprises dans la suite
(m — 2)7r ^it 27r 2.7r ^v . (m—li)ir
eiî conséquence, elle est divisible par chacun des factenrs
sin' a
sm'a
sin'fl
an' — 2/n
sm'-î— 2m
et elle est même égale au produit de toas ces facteurs.
Eu mettant — au lieu de a, on aura donc, pour les valeurs patres de ttz,
\ am/ V 2m/ \ am /
sin* — \ / sin'
sinar= m sin — cos — [ i r**l *— •
in m \ ..aw/ \ ., (/»— ïW
^ sin* / \ sm* ^ ^—
Par un raisonnement semblable, ouk obtiendra, pour des valeurs impaires de m,
I sin*— \ / sîn»— \ / sîn* —
cosj:= cos — I I — -
.ia.JLM .i„.l£; A .in'i::t=3}ir
— / \ sin* — / \ sm'
nm / \ a 7/1 / \ 2 m
/ sin'— \ / sîn*— \ / sin" —
sinâ: = in sin— I i )( i
sin* / \ s?n*-!— / \ .sin'^ ^
2m/ \ 'im/ \ 7,m J
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Si Ton transforme les formules (i) et (2) en faisant usage de la relation identique
sin'
sm'
sin'tt , / tang'i/\
-r-— =: ces' Il ( ! — — >
on aura, pour les valeurs paires de m,
1 cosxzzcoa'»— I 1 Il I 5 — l-l '—
« I 1 . 37r / \ . {m — I )7r tang» — / \ tang» — / \ tang» ^ i- .
/ teng' — \ / tang* —
8inx = co8'" — • n» tang — I i
m "/rt\ . "iTV I \ ^ ^ (m— 1)71
^ tang" — / \ tang' .
"2 m/ \ " am /
et, pour les valeurs impaires de m,
tang" l c08.r = cos'»— I I —
tang' — / \ lang' — / \ tang' ^ — /
(tang* - \ . / tang*
Décomposition des fonctions cosx eff sina: e/z un nombre infini de facteurs.
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En eflel, si Ton multiplie la première indgalîté par j-
icosa:
que Ton développe sin(j: H- h) cl que Ton fasse passer tous les termes dans le second membre, elle devient
I — cosA ftansx sin/A _
et sous cette forme on en reconnaît immédiatement l'exacti-
tude, car i — cos/i est positif et — 7— 1 est égale-
laLXxsx . ,. sinA ^
ment, puisque — — est > i , tandis que --v— est <^ i .
Il faut remarquer que le rapport continue à décroître
quand x croît de - à 7r; car, dans ce cas, le numérateur diminue, tandis que le dénominateur augmente.
Quant à la deuxième des deux inégalités proposées, si Ton y remplace les tangentes par leurs valeurs en sinus et cosinus, on lui donne aisément cette forme
sinf^ -f- 2a:) sinh // -4- 2-r h ^
ce qui a lieu, d'après ce qui précède.
CoROLLAinE. — *S/ X et x^-h h sont compris entre zéro et -
on a
sm(x -¥ h) X -^ h ^^ tang(jr 4- h) sinx X ^^ tangâ?
Il résulte de là que, si Ton désigne par uelu deux arcs quel-
couques compris entre et H — > on aura
\ sm'p / \ c^*/ \ tang^r/
le signe ambigu ± indiquant ici qu'il faut prendre la valeur at>soluc de la quantité qu'il affecte.
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187 . Le corollaire qui précède va nous donner le moyeu de trouver ce que deviennent les expressions de cosx et de sîno: obten ues au n^ 1 ^, lorsque l'entier m devient infini ; nous considérerons, par exemple, les formules (i) et (3), où m désigne un nombre pair, et nous multiplierons chacune d'elles par le facteur dz i , en convenant d'employer le signe qui rend les membres positifs. Le nombre m étant supposé assez grand
pour que la valeur absolue de — soit inférieure à - » si Ton fait usage des inégalités
mm mm
et de celles qui sont fournies par le corollaire du numéro précédent, les form^des (i) et (3) du n° 185 donneront
:.».,<.(.-fc-)(,-4^)...(,-,.,^,)
±co.x>±co.-i.(,-«^)(,-4f;)...(,-pji^.),
et
zhsin^>=hcos"'~..r(i— ^ ) ( i— -f- ) .. . ( i— ).
Or nous avons vu (183) que Ton a
0„ étant une quantité qui s'annule pour w = oo ^ par conséquent, si Ton désigne par e,« eft yï^ des quantités inférieures à 0,n^ on aura
sinx = x(.-i;)(i-^.)...(i-^-^^^^)(.-,«).
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Si maintenant on fait tendre l entirar m vers l'infini, les quantités e« et yi« tendent vers zéro, et Ton aura à la limite
Ces formules donnent les valeurs de cos x et de sino: décomposées en un nombre infini de facteurs linéaires \ la périodicité de ces fonctions y est en évidence.
188. Formule de Wallis. — La première des formules précédentes peut s'écrire ainsi
Faisant a:= -> il vient
Tt _2 2 4 4 6 6 8 8
formule remarquable due au géomètre Wallîs, et qui donne
la valeur de - comme limite du produit d'un nombre infini
de fractions, alternativement plus grandes et plus petites que Tunité.
Décomposition des fonctions tango: et cotx en un nombre arbitraire, mais limité, de fractions,
189. Si f\z) désigne la dérivée d*un polynôme f{z) de degré m, et que a^, aj, . . . , a« soient les m racines de l'équa-
tion/(z) == o, on sait que Ton a
en outre, si a^ et a, sont des quantités imaginaires conjuguées, et que Ton fasse a^^=^r (cosa -\- i sina), a, = r (cosa — i sina),
la somme des deux fractions 5 sera
z — ai z — «2
iz — 2 r cosa
z^ — irz cosa -+- r^
Appliquons ce résultat aux deux polynômes z*^-^ /•"• et ^m — ,.m^ q^j Qjj^ |»^jj gj. l'autre pour dérivée mz'"^^ \ on aura (175), pour des valeurs paires de w,
TT (m — i)ir 23 — arcos— 2z — arcos^ ^—
(m — I ) ir
z' — 2rzcos h''* 2' — 2rzcos^— ^— -♦-
z' — 2/*z cos h r'
f/n — 2)ir
Jr. .r
cot h tang —
tang* —
Un — i)7r
^^ tang* —
tang'
fùnctions tangj: et cot x en un nombre
^iui de fractions simples.
.acile de trouver ce que deviennent les fori4) ou (5) et (6) du numéro précédent, lorsjer m qu'elles contiennent. Pour fioserons d'abord que a: est com-
Il tes les fractions qui figurent
X'tl vu \%»j et ^^
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Posons
z = ces 1- / sin ~ » r = ces — — î sin — :
mm m m ^
il viendra, pour des valeurs paires de m,
/ 2 je
! tang.r zn — cet — mm
[sin»- sin»£ \
. , w a; ' " . /^ï— .i)ir - , -«^ |
sm^ sm* — sin» ^ sm* — 1
im m 2/w nij
2 2J7 2 jr
COt.r rrz — cot COt —
[je . j; T
8in^ — sm'— I
m ml
sm' sin' ~ sm' ^ sin' — 1
2 m m 2m mj
et, pour des valeurs impaires de w,
tangx z=z — tang ! cot ~
sin' — m
sm' — m
siQ' sm' —
sm' ^ ^ sia' —
cotx = — cot cot —
sin' — m
sm' —
sm' sm' —
. (m — l) TT . X
sm' ^ ^^ sm' —
Si Ton introduit des tangentes à la place des sinus qui figurent dans les parenthèses, on aura encore, pour des valeurs paires
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de m,
\amsa: z=l tang 1 { cot h tang —
r tang^^ ta.g»J 1
Xl -}-...H -. ^ '
I tang' tane* — tane^ ^ tang' — I
L ° am ° m ° -2m ° mj
c<)t j: := i — cot tang — 1 cot h tang —
[tang'J tang'£ 1 h...^ ; ^ I' tani»* tang'— tang'^ tang'— 1 ° am ° m ° 2m ° m_]
et, pour des valeurs impaires de w,
tong.r = tangj4-j(cot£+f,ng£)
, TT . J? ' * ' .(m — ?.)7r j: I
Ung' tang'— tang'^ ■ tang'— 1
—1 cot \- tang — I — tang ( cot — -f- tang — )
m\ m m j m m\ m ° nij
, 27r , .r ' * ' * ,(m — iJtt ./? I
tang* taaç* — tang* ^ tang' — 1
^ 2m ° m ° 2m ° mj
COtX :
DéconiposUion des fonctions tangx et colx en un nombre infini de fractions simples.
180. 11 est facile de trouver ce que deviennent les formules (3) et (4) ou (5) et (6) du numéro précédent, lorsqu'on y suppose infini l'entier m qu'elles contiennent. Pour plus de simplicité, nous supposerons d* abord que j: est compris cnti-e o et -^ et alors toutes les fractions qui figurent
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dans les parenthèses des formules (3), (4)? (5), (6) soi positives. Nous considérerons seulement les formules et (5), dans lesquelles m est un nombre pair, et nous fei usage du lemme démontré au n° 186^ on a, d'après le ce laire de ce lemme,
sin'f (»* ^ tanîî'p
' u — K sin*'»' u' — «''
sin* u — K sin' v u- — c' tang' u — tang' t»
si u est supérieur à f' et que u et i^ soient compris entre o e
Au moyen de ces inégalités on déduit des formules et (5) du n« 189
■ tang —
tango: > h . . . -h
iî)"-" ■■■ L^^^J-
(i) , sin- -
-^-cos-^tanga:-ta„g-j
et
IX 2X
cot-fc- H tang
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Si maintenant on fait tendre l'entier pair m vers l'infini, les premiers membres des inégalités (i) tendent l'un et l'autre vers la limite tangj:*, la somme qui constitue les seconds membres se réduit donc à une série convergente qui a aussi pour limite tangj:. Pareillement les premiers membres des .inégalités (a) ont Vwa. et l'autre pour limite cotj:, d'où il suit encore que la somme contenue dans les seconds membres devient une série convergente qui a la même limite cot x. On a donc
r IX 1T
COt J? = - -
formules qui peuvent aussi être écrites de la manière suivante :
Pour établir les formules (3) et (4) nous avons supposé x
compris entre zéro et -*, mais comme les seconds membres ne
font que changer de signe, ainsi que les premiers membres, quand on change j: en — x^ on voit que les formules ont
lieu pour les valeurs de x comprises entre ^ et H- - ; enfin
on reconnaît immédiatement que les seconds membres des formules (4) ne changent pas quand on change x en a: -h tt^ ce sont, en d'autres termes, des fonctions périodiques de x qui ont la même période que les premiers membres. U s'ensuit que les formules (3) et (4) subsistent pour toutes les valeurs de^* comprises entre — oo et -I-qo 5 on voit que les fonctions tangjc et cotx sont décomposables en une infinité de fractions simples dont les numérateurs sont égaux à l'unité, et dont
les dénominateurs sont les binômes da premier degré qui, égalés i zéro, fournissent les racines des équations
tang^r = 00 , cota? = 00.
Remarquons en terminant que chacune des deux formules (3) ou (4) peut se déduire de Tautre en changeant, dans celle-ci,
X en X.
Si, après avoir divisé par x la première des équations (3), on fait a: = o, on obtient la formule
pareillement, si l'on retranche - des deux membres de la
deuxième équation (3), que Ton divise ensuite par x et que Ton fasse a? = o, on obtiendra, en faisant usage des formules (5) du n« 183,
ÎT* T I I I I I
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résultats, on aura
(cosëcar= - + ( ^ ^- ) — ( ^ ^ )
1 X \7r — a: v -{- x j. \17C — x lit -^ œ j
\ \37r — X 3it-hx)
d'où Y an tire, en changeant ;r en x,
séca:= j
I \ X —-Ha:/ \ je j- .r
5x Ôir
Ces formules peuvent encore être écrites de la manière suivante :
cosec af = - -I- — -, r— — - -h
.7- tH—j:» (27r)»--.r»^(3tr)' — X' '•*'
en faisant x= o dans la deuxième équation (3), il vient
ir III
Déi^eloppement des fonctions tango: et cota: en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x.
Si l'on pose
^ 2Jr 9.x
les quantités R„ et R], tendront vers zéro (n° 190) quand /z
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tendra vers Tinfim. Or on a, par la division,
et la série contenue dans le second membre de cette formule reste convergente pour toutes les valeurs de z comprises entre — a et -H a*, donc les fractions eu nombre limité dont se compose la valeur de tango: — R„ seront développables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x pour
toutes les valeurs de j: comprises entre et H — ; pareillement, les fractions qui figurent dans la valeur de cotx — R'„ seront, à partir de la deuxième, développables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de j:, pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt et -|-7r^ on aura, en formant ces développements,
I tung j: — R„ — — — -h -- -^ . . . -t- x
) rr* I I* 5* {in — i)*J
,./ ï 2 r I I il
cot.r — R„ — ^ -, H- -, + • • -'- : ; ^
Nous avons établi au n° 190 que les séries
III 1 I I
sont convergentes pour |tji = i; donc elles sont, à plus forte raison, convergentes pour pO> ^ • Si donc on désigne p:u* 8,^^ et S'a.;, les limites de ces deux séries et que Ton fasse
s;,- Ti; + ^ +• • .-H („ _ ,^., - «.,.
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a,.^ et ol\^ s'annuleront pour /i = 00 . Geia posé, on peut écrire comme il suit les équations ( 2 ) :
tang^ ~R„ = (^— ^ 4- — x»-f- — ^* + . . . j
\j^ tt' tt* ir*
Or, si Ton désigne par a la plus grande des quantités a„ «4, . . . , a'j, a'j , . . ., les valeurs absolues des deux sommes
seront respectivement moindres que les produits de a par les valeurs absolues des deux nouvelles sommes
/2.r\» X fx\^
Les quantités (5) sont des progressions géométriques qui sont convergentes, la première pour les valeurs de x comprises
entre et H — » la seconde pour les valeurs de x comprises
entre — tt et 4- tt : d'ailleurs a devient nul, ainsi que R„ et R'„ pour /z = 00 -, donc on a à la limite
2^8, 2*84 3 , 2'Sc ^ tang j: z=i — — X H x^ H .r*
cet j: =: - X •
la première de ces équations subsiste pour toutes les valeurs de X comprises entre ^ et -f -5 la deuxième pour les va-
leurs de x comprises entre — tt et -4- tt Trig. s.
a58 THAITÉ DB TRIGONOHÊTRIB.
On a. identiquement
et si Ton fait
on aura
^ ' "^ 2 I.2...2fx «^ I.51...2P
Remplaçant, dans les équations (6), 8,^, et S'j^ par ces valeurs, il vient
l tanL'.r=z: 2= ('.>.'— l)B,-'— -h. ..-h 2»" 22"— l)B„ h...,
f cotJ:=3 2»B, ...— 2»''B,. ....
La seconde équation (9) prend une forme plus élégante quand on met - au lieu de x\ on obtient ainsi
X x ^ JT* ^ .7* ^ .r'"
10) 1 cot- = B, --hB, ^-7 -!-...-+- B„ h...,
^ ' 22 1.2 1.2.0.4 1.9.., .in
formule qui subsiste pour toutes les valeurs de jc comprises entre — 27r et H- 27r.
193. Les coefficients Bi, Bj, B3,. . ., qui figurent dans les formules (9) et (10), se rencontrent dans un grand nombre de questions d'Analyse ^ ils sont connus sous le nom de nombres de Bernoulli. L'équation (7) donne Texpression générale de ces nombres -, mais cette expression contient la transcendante TT et en outre la somme d'une série indéfinie. Il est aisé, comme on va le voir, de déterminer successivement les nombres B^, Bj, B3, . . . , qui sont tous rationnels.
On sait que, si deux séries ordonnées par rapport aux puissances croissantes d'une variable x restent convergentes quand on réduit tous leurs termes à leurs valeurs absolues, et qu'on
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ordonne par rapport k xle produit de ces deux séries, le résultat obtenu est lui-même une série convergente ^ en outre, la somme de cette nouvelle série est le produit des sommes des deux premières. Cela posé, on peut déterminer les nombres B„ au moyen de la formide (lo) en multipliant celle-ci par I — cosx ou par sinx; on a identiquement
cos.r sm .r,
Il cet - j (i — cosa:) =z
f a: x\ , . X , I cet - I sm j; = sm.r ( i -f- cos^r ),
et si l'on remplace dans ces égalités i — '- cot -j sinjc et cosx par leurs développements en séries, on trouvera
( B. — -f- B, — ^Vt + • • • ) \— —^~f -f- . . . )
(b, -^4-Ba — ^^-y-f"...) (- ?■+-•••]
_/x x^ \_f/'_j!iL '* \
Effectuant les produits indiqués dans les premiers membres, égalant ensuite de part et d'autre les coefficients de ar;^"+* dans la première formule, et ceux de j:-"+* dans la deuxième, on obtient
co
.2. ..(2/2 — 2pL-i-2) 1.2. ..2p
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et
pt-f-l) 1.2. ..2fA
Tune quelconque de ces formules (11) et (12) déterminera B, sî Ton connaît 61, B,, . . . , B„_i ; par exemple, la formule (la) donnera, en faisant 72 = 1, 2,3,...,
^ hB, -rro,
équations desquelles on tire successivement
La suite des nombres de Bernoulli est d'abord décroissante,
mais à partir de Bs elle devient indéfiniment croissante. Les
relations (i i) et (12) que nous avons obtenues ne sont pas les
seules qui lient entre eux les n premiers de ces nombres, quel
que soit n 5 par exemple, on obtient deux autres relations qu'il
convient de remarquer au moyen des équations (9). On a eflec-
livement
cot.r.sin^=:: cosj:,
tang^r . cosar =1 sina:.
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et, en remplaçant les lignes trigonométriques par leurs développements en séries, il vient
\JP I .2 / \ I .2.3 / 1-2
Si l'on effectue les produits et qu'on égale de part et d'autre les coefficients de a:'" dans la première formule et ceux de a:'"~* dans la deuxième, on trouvera
Z — 2fA-f-l) 1.2. ..2/X
-f- (— II" - 2'"
l 1.2. ..(2/2 — Ij 1.2. ..(2/2 — 2) 1.2
1 ' I .2. . .(2/1 — 2|x) 1.2. . .2fX
Si Ton porte les valeurs de Bi, Bj, Bj,. . ., trouvées précédemment, dans les formules (8), on obtient les résultats suivants :
Il I 2^ 3^ 4
aG^
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ei
T I ï ÎT»
III ir*
et 1*011 voit que généralement les sommes des séries
'^■^■^^.■^■^-^■■- et , + ^ + ^+.
ne contiennent dans leur expression, si m est entier, que la seule transcendante tt.
Enfin, en portant ces mêmes valeurs des coefficients 6 dans les formules (9), on a
tangx = .r + _ + --g--i._^^-....
194. Les formules (6) peuvent être employées pour la construction des Tables de tangentes ou de cotangentes. Si l'on y
fait x= 5 elles deviennent
tang -. 900 = t* s, - -f- S, — 4- S. — -f- . . . ,
cot
Ces formules ne sont applicables que si — est une petite fraction, parce que les sommes Si, S4, . . . , S',, S'^, — décroissent
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peu rapidement. On aurait obtenu des séries beaucoup plus commodes pour le calcul, si Ton avait" conservé dans les formules (i) du n^ 192, sans les développer en séries, les fractions
2 X 2 .r . m TT ^ , .
— r- et ; -^ qui pour a: = se réduisent res-
pcctivement a - — et 7-^ -• Les deveJoppements
de ces fractions sont
4 mn ^ I m m* m' \
n nr — m n \n /i* /î* J
et, si Ton retranche respectivement ces deux équations des deux précédentes, on aura
f m \ A mn 4 f/^ y ^ ,^ ^ ^* T
lang - 90» rr: 1 ^ 1 S, - I - -I- S4 - I -■ ^-••. h
(m \ *>. n I ^mn - 90° -— -r-| n ^ / îT m ir 4 'î — ^
séries dont les termes décroissent très-rapidement. En faisant h; calcul des coefficients avec vingt décimales, on trouve
tang (— 90" j = ^^^ , X t>,6366i 977*3 67581 34307 55
0,00184 24752 o35io 03578 —5-
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■ 0,00000 oosqS 86467 68288 -jv-
0,00000 ooo32 86788 37940 —^
-f- 0,00000 oooo3 65 174 90274 —77
• o ,00000 00000 OOSOO 9083 1 -55-
0,00000 00000 ooo55 65642 -75-
• o ,00000 00000 00000 687 1 2 —jp
• o ,00000 00000 00000 00848 -rr
■ 0,00000 00000 00000 00094 -Jï"
- 0,00000 00000 00000 00010 -TJ-
- 0,00000 00000 00000 0000 1 —rr
col( — 90° ) ^= — xo,6366i 97723 67581 34307 55358 53490 05744 80126
4 titn 4 //* — ///'
— o,oo655 10747 88218 499^5 -y
— 0,0000000764 95881 61606 -jp
Si) dans l'équation
1 I I I cosec;r =:= - tan^ - r h cot -^ jr,
on remplace tang - x et cot - x par leurs développements c» séries, il vient
U) cosecj:==- -h(2*— 2)B, h...-4-f2*"— 2)B« h...,
formule qui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises <intre — tt et -f- ît .
La fonction sécj: est aussi développable en série convergente ordonnée suivant 1(îs puissances croissantes de j:, mais
seulement pour les valeurs de x comprises entre et H — •
En eflet, les deux fonctions tangx et cosécx étant développables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes
4e x^ pour toutes les valeurs de x comprises entre et
H — j il en est de même du produit tango: cosécj: ou sécj:,
d'après un théorème counu dont nous avons déjà fait usage (193). Comme la fonction sécj: ne change pas par le changement de j: en — x, et que cette fonction se réduit à i pour a: = o, son développement sera nécessairement de la forme
^2) séc;i? = i-h C, -^ hC,
Pour déterminer les coeflScients Ci, Cj, C3,. . . , multiplions la formule précédente par
cos X = , ~ — + ——^ - . . . -f- ( - I )-
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le produit des premiers membres étant égal ai, les diverses puissances de jc devront disparaître dans le produit des seconds membres. Égalant donc à zéro le coefficient de j:*", il viendra
formule qui déterminera C„ quand on connaîtra Ci, Ci, . . ., C„-.i. Faisant successivement /i = i, 2, 3,. . . , il vient
d'où
on voit par les formules précédentes que les coefficients C sont tous des nombres entiers.
Remplaçant les coefficients B et C par leurs valeurs, les fornmles ( 1 ) et ( 2 ) deviennent
I X nx* 3 1 .r*
COSCC X = - -I- - -H ^ -f- _ h . . . ,
jr b 3oo i5i20
- x' 5jr< 6 IX*
sec a: = I H 1 j- -+- h . . . .
C'est ici l'occasion de faire remarquer qu'on peut obtenir au moyen de la formule (i) des relations linéaires nouvelles entre les coefficients B. Par exemple, ou a
cet .r . ces X = coséca: — sinx;
si l'on remplace les lignes trigonométriques par leurs valeurs
î — 2pt) 1.2. ..2/x
Nous avons établi (191) qu'on a, quel que soit x,
cosec .r =r
secx=:
tr» — .r' (27r)^— -t» (Stt)» — JC»
Si, par la division, on développe en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x les fractions contenues dans les seconds membres de ces formules, et qu'on identifie les résultats avec les formules (i) et (2), on obtiendra
B.tt'— — ,
— T-BjTr' — >
2»--i ^ 3iir»
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_ C, Tt' _ ' ' 1.2.3.4 ^^ ~~
11 faut remarquer que les formules (3) peuvent se déduire de celles du n** 193, et que la première des formules (4) *'est déjà présentée à nous (lUl).
Des fonctions cire uLt Ires de variables imaginaires.
196. Les développements que nous avons présentés dans les paragraphes précédents permettent de considérer les fonctions circulaires sous un point de vue beaucoup plus général que celui sous lequel nous les avons envisagées jusqu'ici. On voit, effectivement, que, si Ton définit les fonctions sin z et cos^ par le moyen des équations
C()S2 nrr l \-
on pourra attribuer à la variable z des valeurs imaginaires; car les séries contenues dans les formules précédentes ne cessent pas d'être convergentes, lorsque z désigne une expression imaginaire. Effeclivement, une série dont les termes sont imaginaires est dite convergente lorsque les parties réelles de ses termes forment une série convergente, ainsi que les coefli- <:icnts de i. En posant
z m p(cosw -h / sinw).
V-lT^^-j-^f-, TXT
(p'cosîw p*cos4&> \
. / p'sin?.w p* sin4« \
or les séries
sont convergentes, quelle que soit la quantité positive p] donc il en est de même, à plus forte raison, par un théorème connu, des séries qui figurent dans les expressions précédentes de sin z et de C0S2.
Les fonctions tang^, cotz, sécz, coséc j ne sont développables en séries convergentes ordonnées suivant les puissances croissantes de z que dans une étendue très-limitée, lorsque z est réelle : aussi ces séries ne sauraient-elles être employées pour exprimer là définition générale des fonctions auxquelles elles se rapportent*, mais il est naturel de définir celles-ci par le moyen des équations
sînz cosz
tangz^r , cot3= -; — 9
cosz smz
secz = - —, coseez = -. — • cosz suiz
/-w • • '!• . * I ^ siri3 umaz
On voit immédiatement que les rapports ~— et — ^ tcn-
dent vers Tunîté lorsque la variable imaginaiie z tend vers zéro.
197. A ce nouveau point de vue, les fonctions circulaires directes ont une liaison remarquable avec les fonctions que Ton nomme exponentielles; c'est ce que nous allons développer.
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Désignons par z une variable réelle ou imaginaire, et posons
la série du second membre sera évidemment convergente, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de ^^ en changeant z en ^1, on aura de même
Les séries exprimées par ^{z) et ç (^j) restant convergentes quand on réduit z et ^1 à leurs modules, si on les multiplie l'une par l'autre et que Ton réunisse en un seul tous les termes de même degré en z et z^^ on obtiendra, d'après un théorème connu, une nouvelle série convergente dont la somme sera égale à ç(^) <f (2^1). Or, en faisant le produit dont il s'agit, on trouve que le terme du degré ti en ^ et Zx est
z" -+- - z"-' z, H i z^-'zj -1- . . . 4- 3«
ou
Jz-h z,)«
ou a donc et, par suito,
quelles que soient les fjt quantités 3, rr,,. ... Si ces quantités sont égales entre elles, la formule précédente se réduit à
donc, si |x et V sont deux entiers positifs, on a
CHAPITRE CINQUIÈME. 27 I
et, à cause de ç(i) cf ( — i) = g)(o} = i,
On désigne habituellement par e la valeur de c^ (i), en sorte c[ue Ton a
la série par laquelle le nombre e est ainsi défini est très-convergente, et si l'on pose
R„ sera Terreur que l'on commettra en s'arrètant au terme
On a évidemment
et, par suite,
'^ ^ 1.2. . ./« I // -4- 1 (/«-+-ij^ (/î-f-i/ "-y
ou
donc si, pour calculer e, on néglige tous les termes qui suivent le (n 4- i)'^'"*. Terreur commise sera moindre que la n''"*' partie de ce terme -, on trouve ainsi
D'après ce qui précède, on peut écrire ^ ( - ) est ovidenimeut positive, f l — '- \ Test également à
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cause de
donc, sî z est réelle, la quantité 9(2) est égale à celle des valeurs de l'expression e*, qui est réelle et positive.
Ce résultat nous conduit naturellement à désigner par e", quel que soit z^ la limite de la série convergente
I H 1 H ... ; en sorte que faire la somme de cette
série, c'est élever le nombre e à la puissance z\ et, d'après la proposition que nous venons d'établir, la propriété fondamentale de la fonction e' est exprimée par la formule
qui a lieu, quelles que soient les quantités z qX. z^.
Si l'on désigne toujours par i l'imaginaire \/— T, et que dans r équation
on remplace z successivement par -(- /zr et par — iz^ il viendra
/ z' 2* \ Iz z» z» \
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OU, à cause des formules (4),
(COSZ -+- isïnz) (cOSZi -f- /sinz,) :::::: COs(z -\- Z,) -|- isin(z H- 3, ;,
(cosz — isina) (cosz, — /sînzi) === cos(2 -l-3|) — /sin(3 -f- Zi);
en ajoutant ces deux équations et en les retranchant ensuite l*une de Tautre, on trouve, après avoir effectué les produits indiqués,
!cos(z -h z,) = cosz cosz, — sinz siaz,, sin (z H- z,) = sinz cosz, 4- cosz sinz,,
formules qui ont lieu, quelles que soient les quantités réelles ou imaginaires représentées par z et z^. Il résulte de Jà que toutes les formules de la Trigonométrie générale que nous avons déduites de celles qui se rapportent à l'addition des arcs subsistent sans aucune modification, lorsqu'on substitue aux arcs des expressions imaginaires.
Si, dans les formules (2) et (6), on remplace z par a: et z, par y , il viendra
cos(.r -h ijr)= cosx cos/j — sinx sin/x, sin( .T -\- iy)=. sin x cos iy + cos^p sin / j ;
mais les formules (4) et (5) donnent
( «^ ) ^/ = cos^ -h / smj, cos/y = ■ 9 sin iy = / \
on a donc
C^iy—- f* cQsjr -1- ié* sin J,
e»/ -4- e^y e^ — (fX .
_ , cos (a: -f- /r ) --=^ cosj: — / sinx,
sin(x -f- / j ) = smj: -{- / cos.r.
Ces formules (8) ont lieu, quelles que soient les quantités x et r réelles ou imaginaires j mais elles sont surtout utiles, pour ramener à la forme ordinaire des expressions imaginaires les fonctions e*, cos^ et sin^, dans lesquelles z désigne une expression imaginaire x -H ij-
Trig S. 18
On a encore, quels que soient x ciy^
sin (x -f- /r) 2sin(jr -f- /r)cosfjî — ly)
tangix H- ÎY) = 7 7-{ = 7 r-^ 7— r-{
' cos(a: -f- /j) 2C0S(jr -4- /jj cos(j!r — i y)
sin2x H- sina// cos 2 .r 4- cos 2 iy
et, à cause des formules (7),
, , / . X 2sin2.r -+- /(^'/— ^-*/)
(o) tang(j: -h /j) == )—- -/ •
^^' °^ '' ' 2C0S2x-f- (tf^'-f-c^rr)
Dans le cas de a: = o, cette dernière formule se réduit à
(10) tang/j=:/
ey -\~ e~y
198. La fonction exponentielle e* possède une propriété remarquable, qui pourrait être prise pour sa définition, et qui est exprimée par le théorème suivant :
Théorème. — Si V on désigne par z une quantité donnée, réelle ou imaginaire, et par m un nombre entier positif, on aura
lim ( IH j 9 pour ni=::cc
Pour démontrer ce théorème, développons par la formule du binôme, relative à l'exposant entier et positif, Texpression
i-h — j ; on aura, en désignant par n un nombre entier inférieur à m^ mais qu'on peut supposer d'ailleurs aussi grand qu'on le voudra,
\ mj i \ mji.i
\ mJ \ mj \ m j i.2...n
R„ désigne la somme des termes, en nombre limité, qui sui-
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vcnl le (n H- i )'*'"% ot Ton a
/2-+- 1 (/i H-ij ;/i -f- 2) J
Nous savons que le module d'un produit est égal au produit des modules des facteurs, et que le module d'une somme ne peut surpasser la somme des modules des parties (162) ; donc le module de R„ ne peut être supérieur à la valeur que prend le second membre de la formule précédente, lorsqu'on y remplace z par son module p. Mais cette valeur, qui est une somme d'un nombre limité de termes, est évidemment inférieure au
module du produit de ( i j • • • ( i i par la
somme de la progression géométrique illimitée
somme qui est égale à 1 si l'on suppose /i -f- 1 ^ p.
Le module de R„ étant inférieur au module de l'expression
\ mj \ m J i ,7., . .n \ri -j-i — p/
si l'on désigne par Q une certaine expression imaginaire dont le module est inférieur à l'unité, on aura
^ ' \ mj \ /n y 1 .2. . ./i \« H- I — p/
Supposons maintenant que, le nombre n étant invariable, on fasse croître indéfiniment l'entier w, les formules (i) et (a) donneront, en y faisant /« =. oo ,
^ ' \ mJ I 1.2 1.2. ../2
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L'équation (3) a lieu, quelque grand que soit /i-, si Ton fait tendre ce nombre vers Tinfini, on voit parla formule (4 ) que 1{„ tendra vers zéro, et la formule (3) donnera
lim c'est-à-dire
un ( iH = iH 1 1 ;
lim IH 1 = e».
Remarque, — Le théorème que nous venons d'établir est susceptible d'un énoncé plus général, que l'on peut présenter comme il suit :
Si m désigne un nombre entier positif, et que z soit une variable imaginaire fonction de /tz, qui tende vers la limite Zq quand m tend vers l'infini, on aura
lim
im ( I -f- — I = ^% pour m =
En effet, les équations (1) et (2) ne cesseront pas d'avoir lieu si z dépend de m. Si l'on y fait /tz = oo , et que l'on désigne par jOo le module de ^o> c'est-à-dire la limite de p, on aura
\ mj I 1.2 i .?.. . .n
lim
, 2 . . . // 72 + I po
9 désignant toujours une expression réelle ou imaginaire dont le module est inférieur à 1 ; et, en faisant tendre n vers Tiniini, on obtiendra
lim ( I -f- — ) — e*\
199. L'analogie qui existe entre les fonctions circulaires directes et les exponentielles subsiste naturellement entre les fonctions circulaires inverses et les logarithmes.
On nomme logarithme népérien d'une expression imaginaire z = p(cos&) -+- i sinci)) Texposant de la puissance à laquelle il
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faut élever le nombre e pour reproduire p (cos co -f- 1 sîn w) . Pour trouvçr un tel logarillime, il faut chercher les valeurs réelles de j: et de j^ susceptibles de satisfaire à l'équation
e''^''^ = p (cos« -4- / sin w),
e'(cosj^ -f- / sinj ) = p (cosw -f- / sinw).
Celte équation tient lieu des deux suivantes :
e* cos r = p cos w, e* sin j = p sinw,
d'oùTon tire
e* 1= p, cosj = cosw, sinj = sin»,
et, par suite,
.r=:::lp, jr =: tù -\- 2 AlCy
k étant un entier indéterminé. Ainsi l'expression
p(cosw -I- /sinw)
a une infinité de logarithmes népériens qui sont tous donnés par la formule
l[p(cosw -h isinw)] := Ip -f- (w -h ik'K)i\ en particulier pour o) = o et pour w = tt, on a
1 (p) — Ip -f-2/'7r/, 1(— p) r=lp -4- (sX'-f- l)7r/;
le signe 1 (p) est ici employé pour désigner l'ensemble de tous les logarithmes de p, tandis que Ip désigne seulement celui de ces logarithmes qui est réel .
Lorsque z désigne une expression imaginaire, les notations
arc sinz, arc cosz, arc tangz, arccotz, . . .
représentent toute expression imaginaire dont le sinus, ou le cosinus, ou la tangente, etc., est égal à z\ ces expressions sont susceptibles d'une infinité de valeurs dans le cas de z imaginaire, comme dans celui de z réel : aussi, pour pouvoir les admettre comme des fonctions de z^ est-il nécessaire d'ajouter quelque chose à leur définition. Nous ne pourrions entrer dans les détails que comporte cette question sans sortir des limites que nous nous sommes fixées, et nous ren-
verrons pour les développements aux ouvrages dans lesquels Cauchy a traité cette matière. Nous nous bornerons ici à indiquer comment on peut déterminer les valeurs des expressions arc sin^, arccossî,..., lorsque z a une valeur imaginaire a-f-iê. Considérons, par exemple, Texpression arccos(a-l-ic)^ si Ton pose
X -k- iyz=z arc cos(a -f
il viendra
, , tf J' 4- (T'y er — e-y .
or -+- 16 = ces .r -\- ÎY] = cosj: — i sin.T?;
on a donc
(i) cosjr riz a, -. sinj:r= — g,
d'où
cos.r sma: cosor sinor
et, en multipliant^
COS'.r sin'or OU
sin*^ — (i — a* — 6*) sin' j: — 6'= o.
On tire de là, en observant que sin*a: doit être positif.
sin^r = h 1/ ( : ) -4- 6^
puis
a' H- 6» //i-f-a'H-Sn
,4.a»-t-«?» . / / l_H-_aM-J^y /
extrayant les racines carrées des deux membres, et remarquant que cosx doit avoir le signe de a, il vient
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Si Ton fait, jM)ur abréger,
ûTg = arc cos
\ cos.ro sm^o/ les équatious (2) et (3) donneront
les signes supérieurs ou inférieurs devant être pris ensemble, et k désignant un entier indéterminé^ il suit de là que Ton a
arc cos ( a 4- /6; = 2 X-tt it (.ro H- /je).
Dans le cas particulier de S = o, les équations (1) donnent immédiatement sina: =0 ou j^ = o. En prenant/ = o, on a cos j: = a, et cette solution ne convient qu'au cas où a est compris entre — i et -h i . En prenant sin j: -= o, on a cosx ==b i , le signe du second membre étant celui de a ^ la première équation (i) donne alors
d'où
eT^^^dzoL-h- v/a^— I, et x = \(±a-^ y/a'— O- On a donc, si a est compris entre — 00 et — i ,
arccosa= (2^ -f- i)7r -hil( — a-4- \/a'— l ), et si a est compris entre -h i et -f- 00 ,
arc cosx =: 2^17 -+- il (a 4- v^a* — i )»
k désignant toujours un nombre entier positif, nul ou négatif.
Du cosinus et du sinus hyperboliques.
200. Les Tables trigonométriques offrent le moyen de calculer cos a: et sinor, quel que soit Tare réel x-^ et si Ton avait d'autres Tables donnant les valeurs de cosio: et de sinio: pour
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toutes les valeurs réelles de x^ on obtiendrait aisément, par les formules relatives à Taddition des ares, le cosinus et le sînus d'une expression imaginaire quelconque x 4- iy. Des Tablips du genre de celles dont nous venons de parler ont été construites effectivement; mais, voulant éviter l'emploi des imaginaires, leurs auteurs ont cru devoir introduire une notation nouvelle dont nous allons parler.
Lorsque la variable x est réelle, les fonctions cosix et — r~
sont aussi réelles -, la première est dite le cosinus hyperbolique, la seconde le sinus hyperbolique de x. On peut représenter les cosinus hyperboliques et les sinus hyperboliques par les caractéristiques coshyp, sinhyp, placées devant la variable; alors on aura
cos liyp.r = COS l.r,
. , sm i.v smhyp.r z= — ^— »
COS nyp J^ = — ; 9
ou
Le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique d'une variable X sont liés entre eux par la relation
coshyp'.r — sinhyp'jT r=: i .
sin hyp.r coshypjr i. i t
Les quotients r^ — et -: — r^ — sont dits lai tans^ente /lypei''
^ COS hyp.r sin hyp.r ^ •^'^
bolique et la cotangente hyperbolique de x^ et Ton a
tang hyp j: = ^^jZ"^ ' ^^^ ^yP*^ = e'-e" '
Enfin, quand on pose coshypx=j^ ou sinhypj:=j^, ou, etc., on écrit aussi j:=: arccoshypj^, ou a: = arcsinhypj^, ou, etc.; on a d'après cela
arc cos hyp.r = 1 (.r dz sjo:"^ — i ), arc sin hyp.r = 1 (.rih ^.r'^ H- i ),
1 I , I -h .r arc tang hyp^c z=r. — 1 •
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IJ est indispensable d'avoir recours au Calcul dilîerentiel (*) pour justifier les dénominations dont nous venons de faireusage.
Les premières Tables de cosinus et de sinus hyperboliques jîont dues h Lambert; elles ont paru à Berlin en 1770; dans ."es dernières années, Gudermann en a publié d'autres plus étendues et de beaucoup préférables à celles de Lambert.
Développement des fonctions log(i -f- c) et arc tang^ en séries ordonnées, suiv^ant les puissances croissantes de z,
201 . La méthode que nous allons employer pour obtenir les développements en série des fonctions log(i-f-3) et arctangz suppose la formule du binôme pour un exposant fractionnaire. Afin de ne rien laisser à désirer à Tégaicl de la
(*) Si l'on rapporte «n cercle dont le rayon est pris pour unilé à deux axes rectangulaires coordonnés, dont l'un, celui des abscisses, passe par l'origine des arcs, l'abscisse et l'ordonnée d'un point M de la circonférence seront le cosinus et le sinus de l'arc compris entre l'axe des abscisses et le point M, ou, si l'on veut, le cosinus et le sinus du double de l'aire du secteur correspondant à l'arc dont il vient d'être question. Et, de même, si l'on rapporte à ses axes une hyperbole équilatère dont le demi-axe est pris pour unité, l'abscisse et l'ordonnée d'un point M de cette courbe seront le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique du double de l'aire du secteur compris entre l'axe des abscisses et le rayon qui joint le point M au centre de la courbe.
En efFet, le demi-axe de l'hyperbole équilatère étant pris pour unité, l'abscisse C, supposée positive, et l'ordonnée >? satisfont à l'équation |' — >?* = i ; en sorte que i eXri sont nécessairement le cosinus hyperbolique et le sinus hyperbolique d'une certaine variable x. On peut donc poser
fiX I <J— ' ^' ^— 'X
? -r: cos hyp j: rr: '- — , vy = siu hyp X = -
\n déduit de là, par les règles du Calcul différentiel
d^ = r,dx^ </ïj = ^dx^ d'où
ldr,--ndi^{V-r{')dx, ou
dx^^din- Yjd^.
On voit par là que x est effectivement le double de l'aire du secteur comprisentre l'axe dos abscisses positives et le rayon qui joint le centre de la courbe au. point dont les coordonnées sont | et 17.
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théorie que nous présentons dans ce Chapitre, nous commencerons par établir ici cette formule.
. FoRMi^LE DU BiivÔME. — Désiguous pam uuc quantité réelle quelconque et par z une quantité réelle ou imaginaire dont le module soit inférieur à i ; la série
n nf/i — i) . n(n — i) (n — 2) .
se réduira à une somme d'un nombre fini de termes si n est un entier positif; dans tout autre cas, elle contiendra un nombre illimité de termes, mais elle sera toujours convergente; car le module de z étant plus petit que i , par hypothèse, le module
du rapport ^ du (/x -h iy**'«' terme de la série au p!'"'
restera inférieur à une fraction moindre que i pour toutes los valeurs de fi supérieures à une certaine limite.
Cela pos(', z étant considéré comme constante, et n comn e variable, désignons par <^{n) la somme de la série; on aura
et, en changeant n en Wi,
o>(//, i r= I H Z H iz'-h ....
Si Ton multiplie f{n) par ?(«i), et que Ton ordonne le produit par rapport à ^, on trouvera, en faisant u.^age de la formule (1) du n° 180, que le coeflScient de z^ est
(/? -h /î, ) ( 72 4- /^l — I ) . . . ( ^2 -4- /2| — P -H I ) . I . 2 . . . ft '
d'où il suit que Ton a
et, par suite,
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/i, /11, /ïi, . . ., /i^_, étant des nombres quelconques. En supposant ces nombres égaux entre eux, on obtient
Il résulte de là que, si /x et v sont deux entiers positifs, on a
car chaque membre de cette formule est égal, d'après ce qui précède, à ç (±: jli). Or on a
y(-hi) = i-4-z,
donc
par conséquent cp ( zlz - J est Tune des valeurs de Texpression ( 1 4- z) % et c'est dans ce sens que Ton peut écrire
202. Développement de la fonction log(i 4-3). — Désignons par z une variable réelle ou imaginaire dont le module soit inférieur à i •, d'après ce qui précède, si m représente un entier positif, la série
est convergente, et sa puissance 7»'^"" est égale à 14--. Si donc on désigne par \ -\ la somme de cette série, on aura
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et
I \ mj 7.
B;, est le reste de la série, et Y on a
Les coeflScit'nts numériques de la somme entre parenthèses sont tous inférieurs à i \ par conséquent, si Ton représente par p le module de 3, le module de la somme dont nous parlons sera
inférieur à i -j- p -{- û*-h. . . , c'est-à-dire inférieur à ;.
la somme elle-même pourra donc être représentée par v
en désignant par Q une expression imaginaire dont le module est inférieur à i. D'après cela, l'expression de u sera
Wj -^(-''"-'('-i)(-i)-(-(^T;™)ï
\ fnJX 1171/ \ nm/ n-hi i — p
Faisons tendre maintenant Tentier m vers Tinfîni et désignons par Uq la limite de u. L'équation (i) donnera d'abord^ d'après le théorème démontré au n° 198,
(3) e"'> = i-hz,
et Ton aura ensuite, par l'équation (2),
I -est inférieur à j . Enfin, comme tend vers zéro, quand n
4,end vers Tinfini, on aura à la limite, pour /i = oo ,
* D'après la formule (3), la quantité u^ exprime Tun des Iot ' ^aritlimes népériens de iH- z, et c'est dans ce sens que l'on peut écrire
Une quantité positive n'a qu'un seul logarithme réel \ si donc z «e réduit à une quantité réelle zfc x comprise entre — i et + i , on aura pour les logarithmes réels de i 4- a: et de i — x,
j 203. Revenons à la formule (6) et posons
j i z — pe'«— p(cos6>-f/sinw),
f \ i -\-zz- re^^ =z r(cosô -f- / sin 0).
[ On tire de ces deux équations
rcosô =- i -f- pcosw, rsin0=:psmw, puis
(g) /'i= -}- y/i -f- i>.p cosw -4- p\
; et î (lo) cosô
T-T-ûcosw . . psmw ^ psiiiw
/- I-hpcosw
Les quantités p et co étant données, l'équation (g) détcrini-
P nera sans ambiguïté le module i"^ quant à l'angle 0, il sera
aussi complètement déterminé par les équations (»o), si on
l'assujettit à rester compris entre les limites — ff et -f- tt. Mais, parce que le module p de z est inférieur à i , on voit par les équations (lo) que cosO est toujours positif, et en conséquence l'angle demeurera compris entre les limites et
-; cet angle sera donc déterminé sans ambiguïté par la
troisième équation (lo) qui fait connaître sa tangente.
Cela posé, l'expression générale des logarithmes népériens de I -T- 3 est
l(i -f- z) = [{re^^) — Ir-f- /(ô -f- aX-Tr),
k étant un nombre entier \ par conséquent, la formule (6) donnera, pour une valeur convenable de k^
Le second membre de cette équation s^annule poui* ^ = o ; il en est de môme des quantités 1/* et 0j celles-ci sont d'ailleurs des fonctions continues de p : donc le nombre entier k est nécessairement nul, et l'on a
II Ir~f-?ô=^- ^- hî^-r ....
Si l'on égale séparément les parties réelles et les coefficients de i, que l'on remplace en même temps r et par leurs valeurs tirées des équations (9) et (10), on aura
, V , I pCOSflt) p*COS2w p'cosBca
(12) l yi-f- apcosw -4-p'=r i^ ^- h*- r ...,
, -, ^ û sinw psinw p'sin2ca p'sinSb)
^ ' ° 1 4-pcosw 12 3
et il faut se rappeler que le premier membre de l'équation (i3)
doit être pris entre les limites et -f- -•
Si, dans les formules (12) et (i3), on change c^ en tt — w,
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il viendra
/ r% , I pCOSW p*COS2ft) û*COs3w
(14) 1 yi — ?.f)COSW -f-p'=i: — ^ — ' 5 . . . ,
, ^, psinw ûsinw p*cos2w p" (i5) arc tang — ^ — ^- h ^ \- -
cos3
I — p COSfit) I 2 '3
Ces formules (12), (i3}, (i4) et (i5) sont fréquemment employées en Astronomie et en Géodésie.
Remarque. — Il est très-important de remarquer que la formule (4) donne l'expression du reste de la série dans laquelle se développe 1 (i -|- ^). Par exemple, si Ton fait 72 = dans celte formule, il vient
OU, ce qui revient au même,
6 désignant toujours une expression imaginaire dont le module est inférieur à 1 .
204. Développement de l'arc en série ordonnée suivant LES puissances DE LA TANGENTE. — Lcs sérics contcnucs dans les formules (i3) et (i5) sont convergentes, quel que soit (•), pour toutes les valeurs de p inférieures à 1 5 si Ton fait, dans la formule ( 1 3 ) ,
-1- " oi =zzr: —y p sm w r^ 2,
il viendra
(17) arctangz = y - -^ -f--~ - H-...,
formule qui a lieu pour toutes les valeurs réelles de z comprises entre — i et 4- 1 . Le premier membre doit être pris,
comme on Ta vu, entre les limites et H — ^ et alors il
sera nécessairement compris entre — -^ et -f- y Si l'on pose
z z=z tanga:,
la formule (17) se transforme dans la suivante f Q\ ^ _ ^a%'-^ langer tang^r
<]ui subsiste pour toutes les valeurs de x comprises un lie On a identiquement
I , TT
arc tang z -4- arc tang - --=1^ zii ^
en prenant les arcs entre les limites et -h - et en donuant
au second membre le signe de z-^ d*après cela, si Ton change z en - dans la formule (17), on aura
(,9) arctangz=±^-l + ^---
Cette nouvelle formule subsiste pour toutes les valeurs de z comprises entre — 00 et — i ou entre -f- i et -f- 00 ; le premier
membre doit toujours être pris entre les limites et -|- -•
En faisant z = tangj:', on obtient
, . . n coi^x cot^.r
(20] .r —.±: cot.r H 1- . . . ,
formule qui subsiste pour les valeurs de x comprises entre
TT TT TV n
et — -T» ^11 entre -f- -7 et H — •
Remarque, — L'analyse qui nous a conduit à la formule (17) suppose essentiellement que la valeur absolue de z soit inférieure à I-, mais, comme la série du second membre reste convergente pour les valeurs limites =b i , la formule subsiste pour ces valeurs. En eiïet, supposons que zh z tende vers l'unité pai une série de valeurs successives inférieures h i, les deux membres de la formule (17) seront égaux pour toutes ces valeurs-, d'ailleurs chacun d'eux tend vers une limite déterminée : donc ces limites sont nécessairement égales.
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Calcul du rapport de la circonférence au diamètre.
205. Eu faisant x= j dans la formule (i8) du numéro précédent, on obtient
n III
cette série, que nous avons déjà rencontrée, converge trèslentement, et elle ne peut servir au calcul de n\ on peut obtenir, pour cet objet, des séries extrêmement convergentes. Posons, par exemple, avec Euler,
et
tanga=t:-,
on aura
tang^ =
tangj — tanga
I 4- tangT- tanga
et si Ton remplace a et b par leurs valeurs en séries tirées de la formule ( 17) du n^ 204, il viendra
4~"V2 3.2^^5.2* ' *y \3 3.3» 5.3* '")' On obtient des séries plus convergentes en partant de Tare a, dont la tangente est ^» et en opérant comme il suit. Soit
tanga = ~,
ou aura
2tan£'a 5
tang2û= 2 = — ,
I — tang'^a 12
, 2taDÇ2a 120
tang4arrr 2_- — =1
I — u^Qg^aa 119
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On voit que 4« dillère peu de j\ si Ton pose
il viendra
lang t\a — \ 1
'=' I -f- tang4« 289'
on a donc, en remplaçant a et i par leurs valeurs en séries,
4 "^^5 " 375^ "^ 575"* ~ ' • V ~ Vâ3^ ~" 37^ "^ " • * j •
Au moyen de cette formule on trouve sans difficulté cette valeur de TT avec vingt-cinq décimales exactes :
Euler a donné dans les Mémoires de V Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg un grand nombre de séries du même genre que la précédente-, mais ce que nous avons dit est suffisant, et nous renverrons les lecteurs curieux de connaître ces développements aux ouvrages que nous venons de citer.
Formules relatii^es au calcul des logarithmes. Module des logarithmes vulgaires.
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Si Ton remplace x par — - dans la première formule, et par - dans la troisième, il viendra
et, en faisant /^ = i ,
flYN-hO-lN+al— î t-TT-iJ wH- -FT-^f -.-!-••• 1-
Ces formules sont employées pour le calcul des logarithmes népériens; les séries qu'elles renferment sont très-convergentes
lorsque les rapports — ? —- sont de petites fractions.
Si l'on multiplie les formules (i) par le module M des logarithmes vulgaires, on aura
(3) log(N-HA)=logN-i-2M[^^-
Pour que Ton puisse faire usage de ces formules (3), il est nécessaire de connaître le module M dont l'expression est
et Ton déterminera facilement sa valeur par le moyen des formules (i) ou (2).
Efiectivement la deuxième des formules (2) donne, en lai-
sant N = I ,
la deuxième des formules (i) donne ensuite, en faisant N = 8 = 2» et A = 2 ,
(5) liO=3l2 4-2(-H- -^ -H -^4..., ),
et Ton aura, en conséquence,
Les séries qui figurent dans cette formule sont suffisamment convergentes-, mais on peut en obtenir une infinité d'autres plus rapidement décroissantes. Par exemple, si Ton fait, dans la deuxième formule (i), K=4o96'=2", /zi=4,N+A=4ï^"t et, dans la deuxième formule (2), N = 4o= î^*Xio, il viendra
en éliminant 1 2 et I41 entre ces deux équations et Téqua* lion (5), on trouve
/ I /il I \
Si Ton calcule chaque terme de la formule (6) ou de la formule (7) avec vingt-huit décimales, de manière à pouvoir en
conserver vingt-cinq dans les valeurs de —r et de M, on trouvera
/ON 1 i = 2,3025850929940456840179914...,
CHAPITRE CINQUIÈME
«mployées pour le calcul des logarithmes vulgaires^ mais nous renverrons pour les détails à Tinslruction placée en tête des Tables de logarithmes de Callet.
Développements des fondions cosmx et sinmx en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de sinx.
207. Les formules (i) et (2) du n** 181, où m désigne un nombre entier, donnent les valeurs de cosma et de sinma exprimées par un polynôme ordonné suivant les puissances entières et ascendantes de sina, ou par le produit de la multiplication d'un tel polynôme et de cosa-, les formules (i) se rapportent au cas de m pair et les formules ( 2 ) au cas de m impair. Les seconds membres des formules (1) deviennent des séries illimitées si m cesse de représenter un nombre pair; la même chose a lieu à Tégard des seconds membres des formules (2), lorsque m n'y désigne plus un nombre impair, mais il est facile de s'assurer que ces séries sont toujours convergentes. En outre, les calculs que nous avons exécutés pour établir les formules dont il s'agit, dans l'hypothèse de m pair ou dans celle de m impair, s'appliquent également à l'hypothèse contraire, pourvu que cosa soit positif, condition qui sera remplie si l'arc a est compris entre les limites
et H — : la seule différence consiste effectivement en ce
que, dans le cas où nous nous sommes placés au n® 181, nous n'avions à développer que des puissances entières du binôme I — sin'a, tandis qu'ici les exposants de ces puissances auront le dénominateur 2. Mais chacune de ces puissances est, comme on l'a vu, développable en une série convergente dont les termes se succèdent suivant la même loi que ceux du développement des puissances entières; d'ailleurs le nombre des séries de cette espèce qu'on doit ajouter est essentiellement limité, et la formule de réduction du n*^ 180 est générale; on arrivera donc nécessairement aux mêmes résultats en opérant de la même manière dans le cas de m pair et dans celui de m impair. Par conséquent les deux systèmes de formules (i)
et (a) du n** 181 peuvent être employés indifféremment, quel que soit Tentier m, pourvu que Tare a rçste compris entre les
limites et -h • On a donc, en réunissant la première
formule (i) «à la deuxième formule (2), et en écrivant x au lieu de «,
^ m.m . Im-^ 7.]m.m{m — 2 ) . ^ cos/72j:=r I sm'j?-f- — ; sm*j: — . . .,
— sm.r ^ *="
i^ '- \ f . ■ sm*a:— . . .,
(i) ( sm/nj:= — sm.r S: ^ sm'jî
pourvu, nous le répétons, que ni soit un nombre entier et que
X soit compris entre et H
Cela posé, je dis que les formules (i) subsistent pour toutes les valeurs réelles de m, si Tare x reste compris entre les
limites et H
En effet, désignons par 9 (m) la somme des seconds membres des formules (i) multipliés respectivement par i et y/ — 1 ou i\ représentons aussi par cp{/ni) et ç (m-f-mi) les résultats que l'on obtient en remplaçant, dans ^('w), m par m^ et par m H- m^. Les quantités (f{fn)^ (j (^^i)? 9 ('n H- /??,) étant ordonnées par rapport aux puissances croissantes de sin j: seront des séries toujours convergentes, et cette convergence ne sera pas altérée si Ton remplace chaque terme par son module; il s*ensuit que, si Ton multiplie entre elles les séries représentées par (f{ni) et ç(/Wi), et que Ton ordonne le produit suivant les puissances croissantes de sino:, on obtiendra une nouvelle série convergente dont la somme sera (f(rn) (f(m^). Mais, lorsque m et rrii se réduisent h des nombres entiers, on a
car, dans ce cas, les équations (i) ont lieu, et Ton a
ff{m) = e'"" , y ( m, ) =ie'''"i';
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donc les coefficients des mêmes puissances de sin x sont identiquement égaux de part et d'autre. Ces coefficients sont des fonctions entières de m et de m, , et de ce que leur égalité existe pour toutes les valeurs entières de m et de w,, on peut conclure que la même égalité subsiste, quels que soient m et mj ^ il suffit effectivement de répéter ici le raisonnement que nous avons fait au n*^ 180 à l'occasion d'un cas semblable. L'égalité ( 2 ) ayant lieu identiquement, on en conclut
f (/?i)<p(/n,). . .(î»(wv_,) = y(w -H m, -+-. . .-f- Wy-,),
quelles que soient les v quantités m, /w, , . . . , m^.,, et, dans le cas où ces quantités sont égales entre elles, on a
[<p(/7i)]^ = <ï>(mv).
Si l'on l'ait m= -i fÂ étant un nouvel entier, cette égalité devient
donc
k désignant un certain nombre entier, qu'on peut supposer inférieur à v. Or y ( ^ j se réduit à i pour jc = o : donc alors
l'entier k est nul; il s'ensuit que l'on a constamment A: = o, car les seconds membres des formules (i) varient d'une manière continue quand x croit de à 4- - • Ainsi l'on a
ff (/7i) =r cosma: -f- i sinmx,
lorsque m est égal à une fraction rationnelle -? et il s'ensuit
évidemment que la même formule a lieu encore si m est un nombre incommensurable.
On voit d'après cela que les formules (i) subsistent quel que
soit w, pour toutes les valeurs dex comprises entre — - et -|- - •
Développement de la fonction arcsinz en série ordonnée suiv^ant les puissances entières de z.
208. Les formules (i) du numéro précédent peuvent s'écrire comme il suit :
I — cosmar ^ ^^
•= sin' a: -h
?. / mA sin*x 2.4/ 'w'X / m'Xsin'j 2.4. . .(2'2 — 2)/ m}\ r m' lsin*"j:
sm/72x
ma:
= sinxH-
I , . ûn^x 1.3, ., / m'\ sin*.r
L \^^ — OJ 2/2 -h I
Les seconds membres de ces formules sont des séries convergentes quel que soit m\ en outre, dans chacun des termes de ces séries, le produit des facteurs qui dépendent de m se réduit à i pour /w = o, lors même que le nombre de ces facteurs devient infini, ainsi qu'on le reconnaît immédiatement en se reportant aux formules (i) du n® 187. On a donc pour /w = o
i. . 2 sin*.r 2.4-. (2/? — 2) sin*".r a:'=sm^r-+-- 1-...-|-_^ \ L H_..., 61 3.5. . .(2/2 — i) n I sin'j: i.3...f2/2 — i) sin'""*-*.r j: = sma: H h. . .H -,— '■ h....
Ces formules, qui subsistent pour toutes les valeurs de x comprises entre — - et H — > font connaître les développements
de Tare x et de son carré en séries ordonnées suivant les puissances entières de sino:.
On parvient encore aux résul tats précédents par les considérations suivantes. Les premiers membres des formules (i) du
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n? 207 peuvent être développés en séries ordonnées suivant les puissances entières de m : donc les seconds membres peuvent Têtre aussi de la même manière. Les formules dont il s*agit étant ainsi préparées, si Ton égale de part et d'autre les coefficients de m et ceux de m', on retrouvera les équations (i) que nous venons d'obtenir.
Si l'on remplace x par x dans la deuxième formule (i),
il vient '
. . vr I cos*.r 1.3. ..(2/1 — l) cos'"'''*.r {2) a: = COSX -^^ ^
cette formule (2), qui donne le développement d'un arc en série ordonnée par rapport aux puissances de son cosinus, exige que j: soit compris entre zéro et r.
Enfin si l'on remplace x par arc sinz, dans la deuxième formule (i), et par arccos^, dans la formule (2), il viendra
II z» I.3.. .(2/2 — i) z^+' arc smz = z H — — -H ... H >-^^ — 1- . . . , 2 3 2.4. . .2/2 2/2 -f- 1 V I z» 1.3. ..(2/2 — 1) z»»-»-' arccosz = z -^ — ... j- 1-. . . .
On obtient des résultats numériques qui offrent quelque intérêt en faisant j: =--,=- ? = ^ dans les formules ( i ) . 4 û D
Développement des fonctions logsino: et logcosj: en séries ordonnées suiv^ant les puissances ascendantes de x.
209. D'après les formules (i) du n° 187, si l'on désigne les logarithmes népériens par la caractéristique 1, comme nous l'avons fait jusqu'ici, et que l'on pose
^ i,o..-a. = ,(,-fc;)^...H-,[,-p^,].
les quantités R„ et R'„ tendront vers zéro quand n tendra vers
l'infinî. Or, pour toutes les valeurs de z comprises entre — i et H- I , on a
donc les logarillimes, en nombre limité, qui figurent dars la première équation (i) seront développables en séries ordonnées suivant les puissances croissantes de x pour toutes les
valeur^ de cette variable comprises entre et -f- - i pareillement les logarithmes qui figurent dans le second membre de la deuxième formule seront développables de la même manière pour toutes les valeurs de x comprises entre — tt et -f- tt. Si l'on forme ces développements et que Ton fasse tendre ensuite n vers Tinfini, on obtiendra les valeurs de log cos a: et de logsinx en séries infinies. Or il est aisé de voir que le calcul qu'il faudra exécuter est de tout point semblable à celui que nous avons développé au n° 192 pour obtenir les séries qui représentent les valeurs des fonctions tango: et cot x. Le calcul relatif à — log cosx ou à log sino: — logo: diffère seulement de celui qui se rapporte à tangx ou à cota: en ce
que les exposants de x sont augmentés d'une unité, et que les coefficients sont divisés par l'exposant de a:, circonstance dont le Calcul différentiel donne la raison. D'après cela, on peut écrire immédiatement les deux formules
lcOS.rz=z-2(2^-l)--^ ..._2.— (2î«_l)£f \ ...,
flsmx=: \X — 2 . . . — 2*"~' . . ;,
II. 2 /2I.2...2/I
Bj, Bj, . . . , Bu, . . . désignant ici, comme au n° 192, les nombres de Bernoulli. En retranchant la première formule de la deuxième, on obtient
1 tangx = l^c -f- 2'(2 — i) ~ — f- . . •
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La première formule (2) et la formule (S) subsistent pour toutes
les valeurs de x comprises entre et H- -5 la deuxième for-
mule (2) peut s'étendre aux valeurs de x comprises entre — 7: et -hîT. Le cas de x négatif n'introduit point d'imaginaires, car nos formules ne renferment en réalité que les seuls logarithmes 1 cosx, 1 — -^ 1 — ;^i qui restent réels quand x est
négatif.
Si l'on remplace les nombres B, , Bj,. . . par les valeurs que nous avons obtenues au n*' 193, il viendra
l CCS j: =1: — c — . . . ,
r* rr«
1 Sinj:=l.r— -r ^ ...,
b I bo 2c35
ltangx:r.lx-,-_ + _ + -^-,-....
210. Les formules (2) peuvent être employées pour la construction des Tables des logarithmes des sinus et des cosinus.
Si l'on y fait x = — -> qu'on les multiplie par le module M
des logarithmes vulgaires et qu'on y introduise, au lieu des nombres de Bemoulli, les sommes S ou S' liées à ces nombres par les formules (8) du n*^ 192, il viendra
f^ \ ,, fr. 'w' i ^ m* I ^ w®
logcos — go*» — — M S, — -h - S4 — - -h - Sfl -^
iog sin ( — 90** j r=: log - -4- log m — log n
la caractéristique log exprimant des logarithmes vulgaires. On aurait obtenu des séries plus convergentes si l'on avait conservé dans les formules (i), sans les réduire en séries, les loga-
rîthmes de i — ~- et de i -9 quantités qui se réduisent ici
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à I ^ et I — -j—,^ \ les développements de ces logarîtlinies
sont
log I— y- = — M -— H i— - -f-^ --—-4-... ,
et, si Ton retranche ces équations respectivement des deux précédentes, il viendra
log cos ( — • 90° J
= log (71 4- m) -4- log(/i — m) — 2 log 72
logsin (^90")
=^ log ^ -f- logm -f- log(2w + m) -f- log(2/i — m) — 3 log/? o
Ces deux formules sont très-commodes pour Tobjet ^ue nous avons en vue \ en les retranchant Tune de l'autre, on aurait la
valeur de log tang f — 90° j » que nous nous dispensons d'écrire.
Si Ton calcule les coefficients numériques des formules précédentes avec vingt décimales, on obtiendra les résultats suivants :
lOgCOS ( - 90° j =l0g(« — /7l)-Hl0g(/2-MW) — 2l0g/l
CHAPITRE CINQUIÈME
3oi
— 0,00000001298171473773 —jj-
— 0,000000001261471 l53ll "Tg-
— 0,00000 OOOOI 24567 12069 -jf
— 0,00000 00000 01258 i4a24 -TT
• 0,00000 00000 OOOOI 35726 —
• O ,00000 00000 00000 1 4062 -rrr
— 0,00000 00000 00000 01 465 -rr
— 0,00000 00000 00000 00X53 -rr
rr* m**
0,00000000000000000016 -rr-
logsin ( — 90'M = log/w H- log (2/î — /w) -H Iog(2/i -h m) — 31og/2 H- T, 59405 98857 02190 26861
— o,oooo3 92291 46453 91834 nr
— 0,00000 00043 48715 5oi8o -jj-
— 0,00000 00002 3i93i 2i4io -7-
— 0,00000 00000 12659 07465 —rr
in"'
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Dé\^eloppements en séries ou en produits injinis des fonctions circulaires de variables imaginaires.
21 1 . Les formules qui expriment les fonctions cos x et sinx par des produits infinis de facteurs linéaires ne sont pas bornées au seul cas où l'arc x est réel; ces formules subsistent, au contraire, quel que soit x. Il en est de même des formules qui expriment les valeurs des fonctions tangx, cot.r, sécjr, cosécj?, décomposées en une infinité de fractions simples. Enfin les séries ordonnées par rapport aux puissances entières et ascendantes de x, qui représentent les fonctions tangx, cotx, séco:, coséco:, dans le cas où a: a une valeur réelle comprise entre des limites convenables, ne cessent pas de représenter les mêmes fonctions quand x devient imaginaire, pourvu que le module de cette variable reste inférieur à la limite qu'elle ne doit pas dépasser lorsqu'elle est réelle et positive.
Nous allons établir ici ces diverses formules par des démonstrations nouvelles, qui s'appliquent indifféremment au cas où la variable est réelle et au cas où elle est imaginaire; ces démonstrations reposent sur le lemme suivant :
Lemme. — Si Von désigne par a un arc réel compris entre
zéro et -"> et par z une variable réelle ou imaginaire dont le
module soit inférieur à cl ^ le module du rapport — — sera ^ "^ tanga
inférieur au module de - • •^ a
En elfet, si l'on pose
on aura
mod --^'^ ::=- tang(.r-4-/j)tang(j:— /j) tang'a tang-a
T 1 e^ — e~y\^ tang'o:
__ tang* a \e^ -{- e-y I tung' a ^
uy — e-yy
'+ Lr^.-J '»"g''^
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or, le Diodule de z étant, par hypothèse, inférieur à a, ou a
a:^<' a*, et, d'après le lemme du n° 186, — %- <" -^: on a
^ ' ' ^ ' tang2 a ^ a' '
d'ailleurs
I I / gr— g~.r y_ / 1.2 .3 ^* \ ,
donc
, tang'z ^ .r» -h r* , tanff z _ , z
mod — 2__ <; L_ ou mod — ^^— <" inod -•
tangua a' tanga a
ConoLLAiRE. — Les mêmes choses étant posées, si le module p de z est inférieur à -^^ on pourra écrire
tang'a tang'z — tangua a'
en représentant par e la base des logarithmes népériens, par B et B des expressions imaginaires dont les modules sont inférieurs à V unité.
En effet, d'après la formule (i6) du n° 203, on a
modî^'^
tang'a
pourvu que le logaritlime népérien qui figure dans le premier membre soit pris de manière que la valeur absolue du coefficient de i soit au-dessous de -• Or, d'après notre lemme, le second membre de Tinégalité précédente est inférieur à la
fraction -•, d'ailleurs, comme nous supposons ^ <C -'
cette fraction est plus petite que i, et elle augmentera si
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l'on ajoute ^ à chacun de ses termes ^ elle est donc inférieure
Le module du logarithme népérien de i ^ étant
inférieur à — ~ > ce logarithme est égal au produit de —~- par
une expression imaginaire dont le module est inférieur à i ) on a, en conséquence,
tang^'a
En second lieu, comme le module d'une somme de deux parties est au moins égal à la diilérence des modules des parties (162), on a
lang*a — tang'z tang'z
tangua
et, d'après notre lemme, le premier membre de cette inégalité
sera, à plus forte raison, moindre que et que -y-
a} Si donc on désigne par 5 une expression imaginaire dont le module est inférieur à i , on aura
tang'3 ^^^P\
tang-a — tang'z a^
212. Les formules relatives à l'addition des arcs s'appliquaut aux arcs imaginaires comme aux arcs réels, toutes les formules qui se déduisent de celles-ci acquièrent la même généralité, ainsi que nous en avons déjà fait la remarque. Il s'ensuit que les formules (i), (2), (3), (4) du n° 185 subsisteront si l'on y remplace l'arc réel x par une expression imaginaire z d'un module quelconque p. Cela posé, considérons les formules (3), où m désigne un nombre pair^ dési-
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gnons par n un nombre pair quelconque, assez grand cepenliant pour que — soit supérieur a f ^/2 , et prenons iii^n -, on pourra écrire
tane' — z z i ^ m
sin z = cos'" — . m tang — | i — -
m m\ 2 TT
tang» -
tans:' •
en posant
taiigr'
t:in^' — m
taiiff'
[n -1- IJTT
tan'^* — m
tang» L_ - . /
I 'îfll,» -
tiing* —
, /27r tan"^ —
tang--
tang' >-
ijit
D*aprcs le corollaire du leniine établi plus liant, les logalithines népériens des expressions 1 — e„,^„ et 1 — */i„,^„ oui pour valeurs
1 , . - e,„,„; ._. ^, |_-(7rï:i7 "*~ (77T37 -'-••• ^ (m-i/J '
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en désignant par 0„, 0„4., , . . . des expressions imaginaires dont les modules sont inférieurs à i. Or les modules des sommes entre crochets sont inférieurs aux sommes des modules de leurs parties; ils seront donc respectivement inférieurs aux sommes S„^.i et S„ des séries infinies
{n-\- lY ^ (,n-3j»^*"' "~/2'^ («-4-2)» '
dont la convergence a été établie précédemment. On aura, par suite, en désignant par X„ et X„+i des expressions imaginaires dont les modules sont inférieurs à i •
Supposons maint(nan^ que, l'entier n restant constant, on
z ^^"^w fasse tendre m vers TinGni: le produit mtanc— ou ::
m se réduira à z pour m = oo ; pareillement les rapports de deux tangentes qui figurent dans les formules (i) auront les mêmes limites que les rapports des arcs correspondants-, enfin le fac-
(z X™ 2 sm' — \ 2/W I ,, . , 1, . ^
I — / se réduira n i unité, comme
dans le cas de z réel, d'après la proposition démontrée au
n° 198 (Remarqué), Si donc on désigne par £„ et y3„ les limites
de e„,^„ et de r„„^„. les formules (i) deviendront, pour //i ^^ oo ,
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Ci l'on aura tinsuite, par le» formules (2),
^, *»+lO|l+l
t ILS s
^'n+1 Cl ïn désignant toujours des expressions imaginaires dont les modules sont inférieurs à i .
Mais les sommes S„ et S„+i ne sont autre chose que les restes des séries convergentes
III ITT
ces restes tendent vers zéro quand n augmente indéfiniment ] on a donc
|„ :=: O, r,„ r=: O, pOUi' /? r r CO .
Par conséquent, si Ton fait tendre n vers Tin fini, les formules (3) deviendront à la limite
,^, I— (-t?)(-l5)(-sfe)-.
et, en remplaçant z par iz, dans ces formules (5), on aura
Si l'on pose z = x -j- Ij^ les premiers membres des formules (6) se réduiront respectivement à
cos r 4- / sin r, - - - cosr -! - / - - — sin >*,
1 2 Si 2 *
d'où il suit que ces expressions sont décomposables en un
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produit d'une infinité de facteurs linéaires, et la même chose a lieu en conséquence à l'égard des carrés de leurs modules, carrés qui ont respectivement pour valeurs
Les formules (6) prennent une forme plus simple quand on écrit -^ au lieu de z\ on trouve ainsi
213. Les formules (3), (4), (5) et (6) du n" 189 subsistent quand on remplace Tare réel x par une variable imaginaire z d'un module p quelconque. Si donc on choisit, comme précédemment, un nombre pair n tel que — soit supérieur «à p ^Z^,
et que Ton prenne ensuite pour m un nombre pair supérieur à 72, les formules (5) du numéro cité donneront
' tangz = tari!^ — i ( cot — i- tang— )
I tang' tang'- taim'^ ■ tarii? - |
I L. ^ a/;? ° m " im ^ m J
col2= ( — cot-^ tang— j ^( rot h tans:— |
\ni m ^ m ] m \ m fJiJ
[tang'~ tang'— H
tang^ lang'— tang' ^ ^ tan'^- - 1
CUAPITRB CINQUIÈME. 3oQ
en posant
tang' — tang' —
tang» ^- i tang» — tang» ^^ tang» —
tang' — tang» —
, /?7r ^ Z . (m — 2)ir , Z
tang» - — tang» — tan;;» ^ tang» —
D'après le corollaire du n® 2il, on peut écrire
^nj^n+i» • • • étant des expressions imaginaires dont ks modules sont inférieurs à i. En reproduisant ici sans modification le raisonnement dont nous avons fait usage aun°212, on parvient à mettre ces valeurs de e,„^„ et de >?„,„ sous la forme suivante :
tt' TT»
Sn et Sn^i ayant la même signification qu'au numéro précédent, et X„, >„^t désignant encore des expressions imaginaires dont les modules sont inférieurs à i.
Le nombre n restant constant, si Ton fait tendre m vers Tinfîni, les formules (1) donneront, en désignant par e„ et yi» les limites de e,„,„ et >?,„,„,
tang. = --, ,- H- . . . -^ -^-..,— + - .„.
COtZ = ; ... - , » _— Tlitf
et 1*011 aura toujours par les formules (a)
Q 2 fis
Si maintenant on fait tendre le nombre n vers Tinfinî, les quantités c„ et y]„ tendront vers zéro, et Ton aura, à la limite,
■ Uin^zz
T HZ 1Z
COtZ =
Z TT»— 2» (27r)' — Z»
De ces formules on peut déduire, comme nous Tavons fait au n° 191, dans le cas de z réelle, les deux autres formules
II
coseez — - -h — — -,- - ,■ -- -i-
(6) { , ,r Stt Stt
1 secs r= -7—^- "^-- , h
(=)'- (¥)■-'■ fT)'-='
qui ont lieu en conséquence, ainsi que les formules (5), pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de z.
Si l'on remplace z par iz^ les formules (5) et (6) prennent la forme suivante :
/ e* — e~' iz 2 2
e* — e-* "~z~ tt' -}- 2-^ "^ (277^4^ "" (37r)»-+ 2 TT 37r Stt
214. La méthode dont nous avons fait usage au tïP 1 92 pour obtenir les développements des fonctions tangx et cotx en séries ordonnées suivant les puissances entières et ascen-
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dantes de x consiste dans une simple transformation des formules (5) 5 celles-ci ayant lieu quelle que soit la variable x, les raisonnements du n** i92 s'appliquent sans modification au cas d'une variable imaginaire. Ainsi Ton a les deux fornmles
tangZ=:2'(2'— l)B,— -f-2*(2*— l)B: ?-x— / +...
COtZr= — 2»B, ... — 2»''B„ h...,
qui subsistent, la première pour les valeurs de z dont le module est inférieur à - et la seconde pour les valeurs de z donl
le module est inférieur à tt. En changeant z en - dans la deuxième formule, on obtient, comme au n** 192,
(9) I — - cot - .- B, - -r B, - 5 -/ -f- . . .
Dans ces formules (8) et (9), Bj, B,, . . . désignent, comme précédemment, les nombres de BernouUi. Par le changement de z en iz, les formules (8) deviennent
'* . ''_::^-z:=2»(2'~,)B.-''--2*fo*-i)B, Vt+--
^ ' ^ ' \.i. . .in
e* -Jr e-* i ^ z , _ z^
la formule (9) devient, par le même changement.
(lï) -, .ni-l-l-B, ^i-^—i
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mais le premier membre de cette formule (ii) est égal à
H — : on peut donc écrire»
formule dont on fait un fréquent usage en Analyse et qui subsiste pour toutes les valeurs de z dont le module est inférieur à 27r.
Enfin l'analyse développée au n° 195 s'applique aussi, sans modification, au cas d'un arc imaginaire, et Ton a
l cosécz -r — f- (2'— 2) B, ; . . . -:- (2}" — 2) ]
f séC3 — I -h C, - -H C, -_- 7 -f- . . . -r- C„ -!-...,
C, Cj, . . . désignant ici les mômes nombres qu'au n** 19S. La première des formules (i3) exige que le module de z soit
inférieur à tt, et la seconde que ce module soit inféiieur à -• En changeant z en iz, ces formules deviennent
(2'— 2yB, !-...
CHAPITRE VI
DE LA RÉSOLUTION DES TRIANGLES PAR LA VOIE DES SÉRIES ET DES FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES DIFFÉRENTIELLES.
Sur la manière d'exprimer les angles dans le calcul.
213. Les méthodes que nous avons exposées dans les Chapitres III et IV, pour la solution des divers problèmes de la Trigonométrie rectiligne ou sphérique, ne laissent rien à désirei* sous le rapport de la rigueur-, mais il est des cas où il peut être plus simple et plus avantageux de substituer des procédés particuliers aux méthodes générales, soit pour abréger les calculs, soit pour obtenir des résultats plus précis et plus indépendants de l'erreur des Tables. Nous nous proposons, dans ce Chapitre, d'examiner les cas les plus importants; les solutions que nous présenterons reposent toutes sur l'emploi des séries.
216. Les angles sont exprimés dans le calcul, soit par les degrés, minutes et secondes qu'ils contiennent, soit par les longueurs absolues des arcs qui les mesurent, ces arcs étant pris dans le cercle dont le rayon est i. On a souvent besoin, dans les applications de la Trigonométrie, de passer de l'une de ces expressions à l'autre^ nous allons indiquer ici la manière dont on eirectue habituellement celte transformation.
Soient x la longueur d'un arc qui mesure un certain angle, et x' le nombre entier ou fractionnaire de secondes contenues dans cet angle ; il est clair que x est égal à x' fois l'arc de i'', el Ton a
x~j:'X arci";
mais, comme l'arc de i'^ dillère de son sinus d'une quantité
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plus petite qu'une unité du quatorzième ordre décimal, il esl permis dans les applications de substituer ce sinus à Tare, et Ton écrit
X z=:z j:' sin I " ou x' =z --, — siii r'
Supposons, d'après cela, que dans une formule figure un angle x évalué en parties du rayon ] si Ton veut faire que cet angle soit évalué en secondes, il faudra remplacer x par or'sin i^, ou simplement par xsin i'^ en supprimant l'accent. Au contraire, si l'angle x se trouve évalué en secondes et qu'on veuille faire qu*il soit évalué en parties du rayon, il faudra rempla-
,cer X par
smr
Tableau des formules tfuî exf/rir/ient les déi^eloppemenU des fonctions circulaires en séries,
217. Nous rassemblons ici celles des formules établies dans le Chapitre précédent, dont l'usage est le plus fréquent dans les solutions irigonomé triques. On a en premier lieu les six formules suivantes :
sinx
COS.t:
tangj?
cotx
séc^
COSCCr
3jx^ l5l20
qui donnent les lignes trigonométriques de x en fonction de
CHAPITRE SIXIÈME. 3l
cet arc, et en deuxième lieu les deux formules /' . sin'.r 3sin*.r
l .r -r:^ Sin.r H ^ 1 h . . . ,
J tane*j: taner*j?
/ a:=:tang^' 1 ! 1
qui font connaître l'arc x en fonction de son sinus ou de sa tangente.
Dans les formules (i) et (2), Tare x est évalué en parties du rayon; si Ton veut qu'il soit exprimé en secondes, il faut écrire x sin 1'' au lieu de x.
218. Nous avons vu au n^ 203 que, si les quantités Q et r sont définies par deux équations de la forme
, _ . ^ p sin w / ;
(3) tang0 = — ' , /■= V I -t- 2tpcosw -f- p*.
^ ^ ° I -t- p cosw ^ ^ ^
on peut calcule*" Tangle et le logarithme népérien de r par les formules
p sinoi) p*sin2w p'sinSw I 2 3
pcosb) p'cos2w p'cos3w lr= ^- î— h ^- — . . . ,
qui seront d'autant plus convergentes que p sera plus petit, et qui subsistent tant que p est inférieur à i . Pour le calcul il faut multiplier la seconde formule par le module M des logarithmes vulgaires; il faut en outre remplacer 0par0siui'^, dans la première formule, ce qui revient à diviser le second membre par sin i'^; alors, tant qu'on doit se borner à un petit nombre de termes, il est permis d'écrire sin a'', sin3'^. . . , au lieu de 2 sin i'^, 3 sin 1", . . . , et l'on a ainsi
p sin w p' sin 2 w p* sin 3 w
sins'' sin 2'' sin 3" * * "'
i , ,, /pcosw p'cos2û> p'cos3w \
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Si l'on change w en 180° — o), les formules (3) deviennent
(5) tanL'Orrz-*^ — — , r = Vï— 20 cosw -4- p*,
' ^ ° I — p cosw ^ ^
et, en faisant le même changement dans les formules (4)îOD aura, pour calculer les valeurs de ô et de log/*,
[ p sin w p* sin 2 w p* sin 3 &>
I . ,, /ûcosw p'cos2&) p*cos3w
Enfin on a très-fréquemment Toccasion de calculer un angle x déterminé par une équation de la forme
( 7 ) timg.r = tang a,
où la quantité donnée m est supposée comprise entre — i et -h I . On a
tangj? — tang a
tang(.r — ol] -
I H- tango: tang a
et, en remplaçant tangx par sa valeur tirée de Téquation proposée, il vient
, m sin 2 ce.
tang(.r — a j = ^
^ I — mcos2a
équation semblable à la première équation (5) ^ on aura donc, en appliquant la première formule (6\
^, sin 2 a sin/la sin 6a
(8 ^ — a -I- m -. — „ -h m? ~-jp -+- m» -r-^jj- -I- . . . .
sm 1 " sm 2" sm 3
Cette dernière formule a été établie directement par Lagrange dans les Mémoires de l* académie de Berlin pour 1776.
Des triangles recti lignes dans lesquels deux angles sont très-petits.
219. Problème I. — Résoudre un triangle rectiligne, connaissant le côté c et les angles A e^ B supposés très-aigus.
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Les angles A et B étant très-aîgus, on peut prendre
sinA = A — i AS sinB — B - ~ B\ 6 D
sinCr:=sm(A-f-B) = Ah-B~ ^ (A-f-B)»;
- ^ , csmA , csmB j . ,
les lormules a= - . -^ » o= t-tt deviennent alon sinC sinC
cA I — tA^
cA Ah-B
cflTectuant les calculs indiqués et négligeant partout les termes du quatrième degré en A et B, il vient
cA ( 2ABh-B»\ ^ cB / A'-i-2AB\
d'où
a -\- h — cz=z — c. AB ;
c(*s valeurs sont exactes aux termes près du quatrième ordre cil A et 13. Les angles A et B étant donnés en secondes, il faut écrire j>our le calcul
cA / 2ABH-B' . , ,; "=^À + b('^ g— sm'i
cB / A»-f-2AB . , ,;\
chacune des parties de a et de i devra se cal.culer séparémt^nt par logarithmes.
3l«^ TRAITÉ DE TRIGONOMETRIE.
220. Problème II. — Résoudre un triangle rectiligne, connaissant deux côtés a et b ai^ec l'angle compris C suj)posé très-obtus.
Posons C = i8o" — 0, l'angle Q sera très-petit. On a
c^~- a» -h ^2_j- 2a^cos0;
mettant i au lieu de cosO, il vient
c'z=.[a^bY-ab^^ et cr=[a^ b) \i— ""^ o»l ;
développant par la formule du binôme et négligeant les termes en d*ordres supérieurs au troisième, il vient
(ij Czrza -\' b
a '\- b Calculons maintenant A -, on a
sm A = - sm C = - smO ; c c
remplaçant c par la valeur (i) et sinô par 9 — ?"' ^^ vient
« /a ®'\ r ï «^ .., 1"' sm A r : — - ô _ _ I ~ _ 0» ;
a-\-b\ b/ [ 1 [a-^ by J
développant par la formule du binôme et négligeant les termes du quatrième degré en 0, il vient
sm A = : ï 7 r-7-— 7r *,
mais, l'angle C étant très-obtus, A est très-petit, et Ton peut prendre
A r=: SIUA H 2^ •
Substituant, dans celte formule, la valeur pré(éden.te de sin A, il vient
^- a + bi^^'J^r^rh-y 6J'
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valeur exacte aux termes près du quatrième ordre en 9\ on trou ver aï t de même
Pour le calcul, il faut, dans les formules (i)* (2), (3), mettre 6 sin i'', A sîn i'', B sin i'' au lieu de ô. A, B 5 il vient alors
czzza -h b -■ 0* sin» 1 ",
A — — r b[a — h) 0»sin» 1 " ]
_ ^Q r _ a{a — b) ^^ûnW 1 «-f-^L' [a-i-by 6 J'
Résolution d*un triangle rectiligne dans lequel on connaît deux côtés et l'angle compris.
221 . Soient a et A les côtés donnés, C l'angle compris, et supposons a<^b, La solution qui va suivre se rapporte au
cas où J est très-petit, cas qui se présente fréquemment dans
1* Astronomie.
Pour déterminer c et A, on a les deux formules
csinA = asinC, ccosA = ^ — acosC, d'où Ton tire
tangA :
appliquant ici les formules (6) du n^ 218, on obtient a sinC a^ sin2C a^ sinSC
, 1 7 ,, /« ^ <^' cosaC a^ cos3C \
lo5c=.l<,g/.-M(^-cosC-H-^- + P -3- +...),
quant à l'angle B, on le calculera par la formule B=:i8o«— A — C.
I — -7 ces C
Cas d'un triangle sphérique rectangle dans lequel l'un des angles obliques est très-petit,
222. On donne l'hypoténuse a d'un triangle sphérique rectangle, av>ec l'angle oblique B supposé très-aigu, et l'on demande de calculer le côté c.
Ou a
( t] tangc = cosB tangrt,
(l*oii
ou
1 — tang^lB I -i-tang^-JB
tangc irr. _- --^-.— tanga;
appliquant la formule (8) du u°218, on obtient
/ V I ^ sin2rt I „ sin4«
(2) c-^a — tang» - B -; — - -h lang^ - B --^, —
^ ^ ° 2 smi" ° 2 sin2'
L'équation (1) ne change pas quand on change a en 90" — c cl c en 90° — a\ donc la formule (2) ne cessera pas d'être exacte si l'on y fait le même changement 5 elle devient alors
I ^ sin2C . I ^ sinic
azrzc~\- tang» - B -. — „ -1- tang* - B -^ H- ... ; ^2 sini" 2 sin2''
celle nouvelle formule donne l'hypoténuse «, quand on (vmnail le côté c et l'angle B.
Cas d\in ii'iangle sphérique dans lequel deux côtés diffèrent peu d'un quadrant.
2^3. Etant donnés les trois côtés d'un triangle sphérique, calculer V un das angles dans l'hjpothèse oii les côtés qui comprennent cet angle dijj'èrent peu d'un quadrant.
Soient b et c les cotés qui dilïèrent peu du quadrant-, Tangle A qu'il s'agît de calculer dilïèje peu de a : si don(' on pose
^ -f- c = 1 80" -+- 2/?, b — C=:2<7, A=:i=rt-T-:r,
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les quantités p^ q cl x seront très-petites. La formule
cos« = ces 6 cosc -f- sin^ sine ces A donne
, 2 COS« H- COS 2/7 ces 2 q
^ ' C0S2/? -|-COS2<7
et
cos« — COS (a -+-.r)
(i — cosa)(i — cosip) — (i -h cosa) (i — COS27)
[ COS2.p -r- COST^q
On voit que, si Ton considère p et q comme des quantités du premier ordre, x sera du second ordre-, et, si Ton veut négliger les quantités du quatrième ordre, il faudra remplacer ces 2p par i — 2 p*, cos 2 q par i — 2q* dans le numérateur du second membre de la formule (i), et réduire ces cosinus à l'unité dans le dénominateur du même second membre; en outre, le premier membre sera a:sina, au même degré d'approximation. La formule (1) devient, d'après cela,
(2) a:=:ip^tang-a — ^'cot-a; mais il faut écrire, pour le calcul,
(3) X— :/?* tang-rt sini"— ^* cet- a sini".
Cette formule (3) peut être employée avec avantage dans les calculs géodésiques pour effectuer la réduction des angles à l'horizon -, elle est plus expéditive et elle exige des Tables moins étendues que la formule du premier cas des triangles spbériques; cependant, lorsque les angles p et q surpassent I ou 2 degrés, il est plus sûr d*employer la méthode générale. Il est facile d*estimer l'erreur que Ton commet en faisant usage de la formule (3). Reprenons à cet effet la formule (i), qui est rigoureuse, et poussons l'approximation jusqu'aux termes du sixième ordre exclusivement ; le premier membre devra être
réduit à a:sina -f- — cosa; à Tégard du second membre, on
Trig. S. ai
remplacera CCS 2 j[? et ces 2^ par i — 2/r-h~- et i — a^^-f--^
dans le numérateur, maïs on réduîra ces cosinus à i — 2p* ei I — 2 y* dans le dénominateur. On aura donc
X^ COSrt
I — {p^ -^ q^) 2 sin«
Remplaçant —^ -r par i -H /?' -H ^*, ce qui est permis,
et x^ par la valeur tirée de la formule (2), il viendra
jr rrr »» tang -a — 7* c(U - « -{- »M — tan<î -a-\- 7 tani;' - r
— 7*1 — cot - <7 -h -7 cet' - <'M P^n^K cot - « — tanfî — ^/ ) .
L'erreur que Ton commet en employant la formule (3) est donc égale à
/?' sin' 1 ( — tang - a -\- -.- tang* - a J
— q* sm* ï — cot - a -!- -T cet' - « )
n^ n^ cinS i " f r»nf rt — tnnor — ^/ i
p^q^ sm' r cot - « — tanff -
et il est facile de Tes tî mer par la considération du plus grand des termes contenus dans l'expression précédente.
Résolution d'un triangle spliérique dans lequel on connaît deux côtés et l'angle compris,
224. Première solution. — Soient a elb les côtés donnés, C Tanglc donné. On a, par les formules de Népcr,
/ „ A — B\ 1 -I- tanff-i-rtcot|ô i
tang oo» H =: ^ f- tang-C,
°\^ 2 / I — tang|«cotl6 ^2 •
/ ,, A-{-B \ I —tangua tang j 6 i^
tang go'— - • = 5J EJ^ tancr-C,
""V^ 2 y i-htangifltangi6 ^a '
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et, en appliquant la formule (8) du n** 218, il vient
'2 ^ 1 tang-^ sin I '
tang^yfl sin2C tang^-j^ sina" **"'
A-f-B I ^ I I , sinC
z=2 qo° C -*- tang - a tanc; - o ^, — ■ -
2 ^ 2 ° 2 ^ 2 sinr
I I , sin2C
— tane' - a tang' - b —. — — -f- . . .
° 2 2 sm2
La première série est convergente si a est <^ Z> ^ mais, pour que
la seconde le soit, il faut que Ton ait tang - a tang - A <^ i ou
a-Hi<i8o°.
Pour calculer c, on a cosc = cosacosi -i- sinasin^ cosC, d'où Ton déduit aisément
sin= - c :z= sin' - a cos' - * -j- ces- - a sin* - b
2 sin - ât cos - 6 X cos - « sm - o cosC,
ces' - C = cos- - iï cos-' -b -\- sin^ - « sm* - b
2C0S - a cos - o X siii -a^m-b cosC.
On voit par ces équations que sin - c est le troisième côté d'un triangle rectiligne dont les autres côtés seraient sin -a cos - i,
cos - a sin- è et Tangle compris C. Pareillement, cos -c est le
troisième côté d'un triangle rectiligne dont les autres côtés
seraient cos - a cos - £?, sm - a sin - 6 et 1 angle compris
i8o" — C. Appliquant donc ici le résultat trouvé au n° 221,
ai .
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m aura
logsin - c rrr log ( cos - rtr sin - ^ j
- M ( tan": - ^ cot - b cosC H — tanff* - a col' - b cos 2 C -h ... 1 ,
\o" COS — C = loff { COS — rt COS — ^ I 2 \ 2 2 /
-1M( tang-rtlang-^cosC tang'-fl tang'- 6cos2C-f ... ],
et, en retranchant ces formules l'une de l'autre, on obtiendrait la valeur de logtang -c.
22o. Deuxième solution. — La solution très-élégante que nous venons de présenter est due à Lagrange^ les formules auxquelles elle conduit ne sont pas sous une forme qui permette d'évaluer facilement les éléments inconnus, lorsque Tuo des côtés donnés est très-petit par rapport à l'autre. Il est nécessaire d'en obtenir d'autres qui procèdent suivant les puissances de ce côté, et c'est à quoi l'on parvient très-aisémenl de la manière suivante.
D'abord, si l'on ajoute les équations (i) et qu'on les retranche ensuite l'une de l'autre, il viendra
sinosini" "2 sin^smi ° 2
2sin3C(i -+- ^coVb) , i Ssinosinr' 2
o « ^ 2sinCcot^> 1 sin2C(n-2C0tV>*) ^i
B = i8o«— C : — - — tang-rt K — r, ^ Ung^-a
sini" ° 2 smi'' ^ 2
2sin3C cot^'fS -f- lœt^b) i
.. r „ ^ ^ tang'-a + ....
3 sm I ' ° 2
Si Ton suppose que le côté a soit très -petit, et que Ton puisse négliger les puissances de a supérieures à la troisième, on aura
tang - a^=^ - a sin i'' -} — 7 a^ sin* i'', 22 24
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en portant cette valeur de tang - a dans les équatîons précédentes, et en négligeant partout la quatrième puissance de a, on trouve
/ . sinC . „ . ^ ^cotè
k=:a - — - H- a} sm i smC cosC -: — r
sin o smb
• -i- a} sm^ i" ~ sinC cos^C 7—, ;r smC -: — - ] »
\3 sin^ 3 siub /
(^' ' B^riSo^—C — asinCcotè— -a'sini"sinCcosC(i-r2Cot*ô) — «*sin»i'M ^sinCcos^Ccotè(3 -^ ^cot'b)
— ^sinCcot^(ï 4- 2C0t'^) L
Pour calculer c, nous emploierons Tune des formules de Delambre, savoir :
.1, .. .1 sin|(C-B) sm - ( c — b)=sm-a — — — ; 9
2 ^ 2 COSyA
ou
sm - ( c — b) = sm - « sec - A smC sm
— ces C CCS
On voit que, pour calculer le second membre au même degré d'approximation que A et B, il suffira de conserver les termes en «* dans les deux derniers facteurs. On a
sm - rt = - rt sm r — ttt « sm^ 1 , 22 qo
et les équations (3) donnent ensuite, en négligeant a',
séc - A = i -I- 77 A* sin* i " =1 i -h ^r a^ sin* 1 " . ,, 9 28 8 sm*^
z= - a sinC cot^ -h -7 a^sini" sinCci)sC(iH-2C0t*6),
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sin = - asin i" smC colo
-f- ja»sinM"8inCcosC(i -f- 2cot»^),
cos = 1 : a' sin* i" sm*C cet* 6.
Au moyen de ces formules, la valeur précédente de
sîn-(c — b) devient
sin - f c — b)^ a sin i" cosC H- -r «' sin* i" sin'C coté
H T«*sin'i"
ib
cosCsin*C(H-4cot*^)-4- :^cosC ;
enfin Ton a
-fc— &)sini'^— sin-(c — b) -f- Trsin*- (c — b),
et Ton trouve de cette manière, en négligeant toujours la quatrième puissance de a,
c = b — a cos C H — û' sin I " sin'C cot b
-f- a^sin^^cosCsin^C
lues formules (3) et (4) sont surtout avantageuses dans le cas où Ton peut négliger la troisième puissance de a.
Résolution d'un triangle sphérique dont les côtés sont très-petits,
226. Legendre a fait connaître un beau théorème par lequel on ramène à la résolution d'un triangle rectiligne celle d'un triangle sphérique dont les côtés sont très-petits par rapport au rayon de la sphère. Ce théorème, très-intéressant en luimême et fort utile dans les opérations géodésiques, peut être énoncé de la manière suivante :
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Etant donné un triangle sphérique dont les côtés sont très -petits par rapport au rayon R de la sphère, si Von construit un triangle rectiligne qui ait les mêmes côtés que ceux du triangle sphérique, les surfaces des deux triangles seront
\é gales, aux termes près du deuxième ordre par rapport à — 9
et les angles du triangle sphérique seront égaux à ceux du ^riangle rectiligne, augmentés du tiers de V excès sphérique, aux termes près du quatrième ordre.
Pour démontrer ce tliéorèrne, désignons par R le rayon de la sphère, et par a, i, c les côtés du triangle sphérique rapportés à une unité de longueur arbitraire; par A, B, C, comme à Tordiiiaire, les angles opposés. Le triangle sphérique semblable au proposé, et qui serait construit sur la sphère de
rayon 1, a pour cotes rr» — 5 —» et 1 on a, par suite, en posant
. b . c sm-sm-
on a d'ailleurs
""r " R GR'^-' "" R - R 6R' ^••
. p — b p — b (p — bf . p — c p — c (p—c)'
^'" R=^ ]S 6RÏ-^-' ""^R-=^r=-6R^-"
""r=R-6RÎ-^'-' '^R=R-6Ri-^--'-
Si Ton 'porte ces valeurs dans les expressions de sin - A et de cos - A, que Ton néglige les termes du quatrième ordre par rapport à — î que Ton remarque enfin qu à ce degré d*approxi-
mation on a
I b'-hc'
= î H TT^rr-»
il viendra
sin
^'"^;^^V bc \' 3R
ou, en extrayant la racine carrée du deuxième facteur, par la formule du binôme,
Considérons maintenant le triangle rectiligne qui a pour côtés a, i, c-, soient A', B', C les angles respectivement opposés à ces côtés et S' la surface du même triangle. On aura
sin - A'= i/ ; >
2 V bc
bc
et si Ton forme les produits
sin -A CCS -A\ ces -A sin -A', 22 22
puis qu'on les retranche Tun de Tautre, il viendra, après réductions,
(*) La méthode que nous suivons ici permet de passer immédiatement des formules de la Trigonométrie sphérique à celles de la Tri{][onométrie rectiligne. Par exemple, les formules (1), qui ne sont exactes qu'aux termes près du 4® ordre
en —9 deviendront rigoureuses à la limite pour R = oo, et elles se réduiront
alors aux formules correspondantes de la Trigonométrie rectiligne.
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enfin on a, au même degré d'approximation,
i(A-A') = sini(A-A'>=.^^,
OU
On a, par conséquent, les trois formules
OÙ les angles A, B, . . . sont exprimés par les longueiu's des arcs qui les mesurent dans la circonférence de rayon i . En ajoutant ces équations et en remarquant que A'-j- B'-f- C'= ir, on obtient
Or, si Ton désigne par S la surface du triangle sphérique, par e l'excès sphérique évalué de la même manière que les angles A, B, C, on a
S A-HB-f-C — 7r = Ê=-^;
donc
aux termes près du deuxième ordre en — > et les équations (3) deviennent alors
ce qui achève la démonstration du théorème.
^ sin»C'+ sin^A'— 2 sin'B' losmA smB'smC
sin» A' H- sin'B' — 2 sin'C sin I
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227. On peut, en suivant la môme marche, pousser les approximations aussi loin que Ton veut-, par exemple, si Ton
tient compte des termes du quatrième ordre par rapport à -i
mais qu'on néglige les termes du sixième ordre, on obtiendra sans difliculté
c /e\'. ^sin»B'4-sin»C'— 9.sin»A'
A = A' -f- - -f- - sini'" .—.,-. p> ■ ^/ — »
3 V3/ losmA' sinB smC
C = C'H-^-i-(^jj o.... xosinA'sinB'sinC
en même temps on trouvera, aux termes près du quatrième ordre,
S— ^'T S' sin»A^ -f- sin»B^-f- sin^Cn "^ L'^I^' lasinA'sinB'sinC J'
228. Voici maintenant comment on peut faire usage du théorème de Legendre.
I ° On donne les trois côtés a, i, c du triangle sphérique.
On calculera les angles A', B', C et la surface S' du triangle
S' rectiligne qui a pour côtés a^ b^c\ on en conclura e = -.^^. — -^^
et les formules (5) donneront ensuite A, B, C.
2° On donne les deux côtés a, b et l* angle compris C.
On a S'= - ab sinC: mais, à cause de C= C — TTir;' sinC
ne diffère de sinC que par des termes de Tordre de — » et, par suite, on peut prendre
0/ ï 7 • ^ I rtô sinC
2 2 R» smi"
On calculera e par cette formule, et alors la troisième équation (5) fera connaître CJ -^ on résoudra le triangle rectiligne dans lequel on connaît les éléments a, i et C : on aura ainsi c, A' et B'-, les équations (5) feront connaître ensuite A et B.
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3° On donne les deux angles A, H et le côté comptais c.
Ona
c* sinA' sinB'
2 sin(A'-l- B')' maïs on peut prendre
r* sinAsinB c^ sinAsinB
1 sinfA + B) 2R' sm(A-hB)sini"'
e étant connu, on aura A' et B' par les formules (5) ; la question sera ramenée alors à résoudre un triangle recti ligne avec les données A', B' et c.
4° On donne les deux côtés a^ b et V angle A.
Ona
S'= -a^>sin(A'^-B');
mais on peut prendre
o/ ^ IL • /4 . T>\ r ^ ^^ sinfA-f-B)
S'— - aÔSin(A-f- B), dou s = ---- ; ;; — -\
1 2R^ smi"
l'angle B n'est pas donné, mais, n'ayant en vue que la détermination de e, on peut le calculer par la formule approchée
sinB=:-sinA. e étant connu, on aura A' par la première
formule (5), et la question sera ramenée à résoudre un triangle rectiligne avec les données a, h et A'^ les formules (5) donneront ensuite B et C.
5° On donne les deux angles El et ^ et le côté a.
On peut calculer e par la formule
_ g} sinBsin(AH- B) ""ÏR' sinAsini'' "*
on aura ensuite A' et B' par les formules (5), et la question sera ramenée à résoudre un triangle rectiligne avec les données A', B' et a.
229. Le tliéorème de Legendre peut encore être appliqué à la résolution d'un triangle sphérique dans lequel deux côtés
dilïèrcnt peu de 180 degrés, car en prolongeant ces côtés jusqu'à leur nouvelle rencontre on forme un second triangle sphérique dont les côtés sont très-petits. On résoudra ce second triangle où Ton connaîtra toujours trois éléments, et Ton obtiendra ensuite aisément les éléments du premier triangle.
Enfin le même théorème peut aussi être employé pour la résolution d'un triangle sphérique dans lequel deux angles sont très-aigus; car, dans ce cas, le triangle supplémentaire a deux ^ôtés qui diffèrent peu de 180 degrés.
Formules trigonométriques différentielles,
230. La résolution d'un triangle rectiligne ou sphérique ayant été effectuée, on a souvent besoin de connaître les variations que subissent les éléments calculés, lorsque les données éprouvent elles-mêmes certaines variations. Nous supposerons que ces variations des données soient assez petites pour qu'on puisse les traiter comme des différentielles infiniment petites, c'est-à-dire pour qu'on puisse négliger dans le <3alcul leurs produits et leurs puissances; on peut alors, en faisant usage des règles du Calcul diiïérentiel, calculer les variations correspondantes dcjs autres éléments par des formules très-simples, et se dispenser ainsi de reprendre la résolution du triangle avec les données nouvelles.
Triangles rectilignes . — Les formules fondamentales de la Trigonométrie rectiligne sont
logû — log sinA = iogô — iog sinB :r= loge — log sinC, A -hB4-C = i8o".
Supposons que trois des éléments, parmi lesquels se trouve au moins un côté, reçoivent des accroissements très-petits, les autres éléments prendront des accroissements correspondants; nous désignerons tous ces accroissements par la caractéristique J, et alors les équations précédentes donneront
-^ — cotA(ÎA = -- — cotB^B r= - — cotC^C, abc
(ÎA -i- ^B -h ^C = o.
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Au moyen de ces équations on pourra calculer trois des variations da,.,.^ en supposant les trois autres connues, pourvu cependant que parmi celles-ci se trouve la variation d'un côté 5 il ne faut pas oublier que, pour le calcul, il faut écrire 5A sin i'\ JB sin i", JC sin i", au lieu de ^A, JB, aC.
Si Ton donne 5a et les variations des angles, on aura pour calculer $b et 5c,
[ 5^>=: -^a-h />sini"(cotB^B — cotAM),
/ Sc = t$a-^ c^m i''(cotC^C — cotA(îA).
Si Ton donne 5a, 5i et 5A, on aura
[ S^ = -^\ Sa + '^^A U + '^"g^ SA, \ « sui r c>smi tangA
(2) I eC=z—$A — 3B,
t. ï « cos C -, , ^ . // ^ .
, $c z= — — Sa 6b — c tangB sin i ' tf A,
\ cosB cosB
Si Ton donne 5a, 5i, 5C, on aura
§c z=i cosB Ba -+- ces A §b A- a sinB sin i " ^C,
/ox / «* sinB - smA ^, acosB ^^
f 3 { (ÎA = —. — - Sa : — - $b d^C,
' csuii csmi c
Enfin, si Ton donne da^ 5i et 5c,* on aura pour calculer 5A
//\ >. ï * cosC ,, cosB
(4) d'A =: ■ ^ . — T. $a __^.. Sb ^— — , — - ^c,
' csinBsinr csmBsinK csmBsinr
et l'on obtiendrait, par des changements de lettres, deux autres formules semblables pour calculeç 5B et 5C.
231. Triangles sphériques. — Nous emploierons, comme dans ce qui précède, la caractéristique â pour désigner les variations des éléments. La formule
cosa = cos^ COSC -f- sin 6 sine ces A
donne
sinaSa =z (cosc sin^ — sine cosb ces A) êb
-+- (cosôsinc — sin^cosccosA)^c
sin b sine sinA 5A
ou, en faisant usage des formules ( 3 ) du n® 1 H ^
(5) ^az=:cosC(î^ -f- cosB^c -hsincsinB^A.
Au moyen de c^tte formule, on obtient, par la considération du triangle supplémentaire,
(6) SA=: — cosc ^B — cos bâC-i- sine sinB ^a.
La formule
log sin A — log sin a = log sin B — log sin b
donne ensuite
{'j) cotA^A — cota^^ i=cotB JB — coibSh,
Enfin la formule
cota sin fy — cet A sinC = cos ô cos C
donne
-T-TT- ^A — (cot A cosC — cos^ sinC) iC sin* A ^ '
sin^ - , , . , ^x »,
—T- oa -h (cotttcost' -hsm^cosCjoô = o,
sin'rt ' '
et, en multipliant par sin A,
,-,, sinC ^. ^ ^^ sinB ^ . ^ »,
(8) -r-r ^A -h cosB(yC ; — Sa -f- cotcsmC^ô = o.
^ ' smA sin/i
Au moyen des formules (5), (6), (7), (8) et de celles qu'on en déduit par les permutations des lettres, on pourra exprimer la variation de l'un quelconque des six éléments d'un triangle spliérique en fonction des variations de trois quelconques des cinq autres.
Considérons, par exemple, le cas où Ton donne les deux côtés a, b et l'angle C qu'ils comprennent, cas qui est celui qui se présente le plus fréquemment dans l'Astronomie. On
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aura les valeurs suivantes des variations Je, JA, JB des éléments inconnus :
§c = cosB Sa -f- ces A Sb 4- sinb sinA êC,
sinB - . » f., cosB sinA ..,
smc smC
.« *. sinA-, cosAsinB ^^
^B = — cote smB Sa -h —. — Sb :-— — ^G.
smc sinC
Il importe le plus souvent, dans le cas que nous considérons, que les variations $c et SA soient exprimées en fonction des éléments h^ c et A^ on peut cependant laisser sina en facteur dans les coefficients de Ja^ il faut alors employer les formules suivantes, qui se déduisent facilement de celles que nous venons d'écrire :
Se =: -. — (ces ^ sine — sin b cosc cos A ) Sa sina ^ '
-f- cosA(îô 4- sin^ sinAoC,
I sin ô sin A - . , _, ^,
Sk =z : Sa — sm A cotC Sb
sina smc
— ( cos ^ — sin b cote cos A) ^C.
232. Si Ton suppose que les variations des données soient précisément les erreurs dont ces données sont affectées, les formules précédentes feront connaître les erreurs correspondantes des éléments calculés 5 aussi ces formules peuvent-elles être employées pour apprécier le degré de précision qu*il est possible d'atteindre dans les résultats des calculs trigonomctriqucs exécutés d*après des données inexactes.
Les calculs d'uue triangulation consistent, comme on a vu (Chapitre III), dans la résolution d'une série de triangles où Ton connaît un côté et les angles; appliquons les formules (i) à Tun de ces triangles supposés rcclilignes. L'erreur relative
— du côté donné se porte tout entière sur chacun des côtés
calculés b et c, et ceux-ci sont en outre affectés de Terreur des angles. On voit par les formules (i) qu'une erreur
donnée commise sur l'un des angles aura d'autant moins d'înfluence que cet angle différera de moins de 90 degrés et que Terreur dont il s'agit n'aura aucun effet si l'angle correspondant est précisément égal à 90 degrés. Mais, comme les angles d'un triangle rectil igné ne peuvent être tous trois égaux à 90 degrés, on voit que le cas le plus favorable sera celui où les trois angles seront égaux à 60 degrés -, aussi, dans la pratique du levé des plans, considère- t-on les triangles équilatéraux comme les plus avantageux, et l'on n'admet jamais de triangles où l'un des angles soit au-dessous de 3o degrés.
Les formules différentielles relatives aux triangles sphériques sont fréquemment employées en Astronomie. Elles sont surtout utiles dans les questions qui se rapportent aux effets de la précession, de la nutation et de l'aberration sur les positions apparentes des astres.
Taris. — ImprlmerieGAUTilIER-VII.LARS, quai dos Grandt-Augustins.ss.
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