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PRÉFACE
Dans le domaine des Mathématiques pures, on peut distinguer deux parties : l'une, la plus élevée, qui s'augmente constammenr, presque toujours par degrés insensibles, ne regarde que les mathématiciens ; l'autre, longtemps immuable, s'accroît brusquement, à des intervalles éloignés, par l'adoption de quelque théorie nouvelle : c'est la matière de l'enseignement, ce que doivent retenir et savoir applicjuer tous les hommes qui s'adonnent aux sciences exactes et, sans cultiver les Mathématiques, ont toujours besoin de les connaître.
Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd'hui ranger les fonctions elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les mathématiciens savent s'en servir. Elles traversent, semble-t-il, une période de transition. C'est avec l'espoir de hâter la fin de cette période que j'ai entrepris cet Ouvrage.
Trois Volumes, dont voici le premier, contiendront à peu près complète, je l'espère, la théorie des fonctions elliptiques, avec ses principales applications, au point où Ton est aujourd'hui parvenu. Mais, en offrant au lecteur le moyen de s'instruire complètement dans cette partie des Mathématiques, j'ai voulu lui permettre de graduer son instruction. J'ai donc réservé pour le troisième Volume ce qu'il y a de plus abstrait, la théorie de la transformation^ les applications à l'Algèbre et à l'Arithmétique supérieure ; cette partie ne regarde que les mathématiciens, et les travaux inces-
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sants dont clic est actuellement l'objet prouvent qu'elle n'est pas encore parvenue à la dernière perfection.
L'étude des sept premiers Chapitres, la moitié du premier Volume, suffira pour connaître les fonctions elliptiques aussi complètement qu'on apprend la Trigonométrie dans les cours élémentaires, pour comprendre les applications à la Mécanique, à la Physique, à la Géométrie, au Calcul intégral.
Ces applications sont nombreuses déjà, toutes d'une grande importance, comme l'attestent les noms des géomètres qui les ont faites, Gauss, Jacobi, Lamé, Hermite, pour ne citer que les plus célèbres. ^
C'est à rendre ces applications facilement accessibles que je me suis surtout attaché, et l'on ne devra pas s'étonner de me voir, eu maint endroit, insister sur des détails qui ne semblent point d'abord intéresser la théorie générale : la meilleure théorie n'est-elle pas celle qui s'applique le mieux?
Les applications auraient pu, au moins en grande partie, être placées dans la seconde moitié de ce premier Volume. Je les ai remises au second, qu'elles rempliront entièrement. Il a paru préférable de compléter celui-ci par l'exposé des divers modes de développement des fonctions elliptiques en séries. C'est une théorie dont la connaissance constitue un second degré d'instruction, mais qui, répétons-le, n'est pas indispensable, pas plus que la connaissance des développements en séries n'est jugée nécessaire pour apprendre et appliquer la Trigonométrie. Toutefois, comme l'un des modes de développement, particulièrement célèbre, a une grande importance pour les calculs numériques, je l'ai exposé à part, dès le Chapitre VIII, offrant ainsi au lecteur l'occasion d'acquérir facilement, par la connaissance des séries de Jacobi, ce qu'il y a de plus essentiel dans la seconde partie de ce Volume.
Les mathématiciens verront sans doute avec étonnement que, ne prenant pas les séries pour point de départ, je n'emploie pas
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cependanl les intégrales imaginaires et les éléments de la théorie générale des fonctions, si propres à simplifier ^exposition directe. Les procédés dont je fais usage, plus élémentaires, répondent mieux, je crois, à l'idée d'instruction graduelle, qui m'a servi de guide. En rejetant à la fin du Volume l'étude des liens étroits qui unissent les intégrales imaginaires et les fonctions doublement périodiques, j'ai sacrifié l'élégance à l'utilité. Si j'ai été entraîné par là, notamment dans les Chapitres V et VI, à quelques longueurs, il ne faut pas trop le regretter : les détails qu'exige l'unique considération des intégrales réelles sont, de toute façon, nécessaires; si, en se servant d'abord des intégrales imaginaires, on les évite dans la théorie générale, on est tenu de les aborder ensuite pour certaines applications. Sur ce point donc, je demande aux mathématiciens leur indulgence provisoire, jusqu'à la publication du second Volume. Ils pourront alors juger si le mode d'exposition, adopté spécialement pour rendre les applications faciles, répond, autant que je le crois, au but proposé.
Les notations employées dans cet Ouvrage sont celles de M. Weierstrass. La préférence qu'il faut leur accorder sur les notations primitives n'est pas contestable. Pour les applications, elles constituent un très grand progrès, grâce surtout à l'avantage de fournir, dans l'inversion des intégrales elliptiques, les mêmes formules, quel que soit le nombre des racines réelles du polynôme placé sous le radical. Ce n'est pas seulement par là que M. Weierstrass a innové dans la théorie des fonctions elliptiques, comme on peut le voir dans les quelques feuilles, trop concises, publiées, d'après ses Leçons, par M. II.-A. Schvvarz avec un soin extrêmement remarquable. Je n'ai pas manqué de consulter cette publication et d'y prendre un grand nombre de formules.
Tout en adoptant les notations nouvelles, je fais connaître, dès le début, les anciennes. En apprenant ici les fonctions elliptiques, on n'aura pas à craindre de ne pouvoir lire les Ouvrages ou les
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les exlrémilés, symélntgues par rapport au point C, des rayons vecteurs correspondants. La courbe est fermée et convexe; elle a pour axes de symétrie et pour diamètres minimum et maximum le diamètre N^N^, correspondant à la corde MoMJ, passant par le centre du cercle, et le diamètre perpendiculaire N , N, .
On conviendra de considérer comme se correspondant sur la courbe et sur le cercle les deux points qui, sur une même droite issue du point C, sont situés d'un même côté par rapport au
point il. Ainsi, sur la figure. M et N se correspondent entre euxj M'ctN', MoCtl^D, ... sont des couples de points se correspondant. L'aire d'un secteur de la courbe, limité par deux rayons vecteurs issus du point C, sera comptée positivement dans un spns de rotation déterminé, et négativement dans le sens opposé. (Une flèche marque sur )a figure le sens choisi pour les aires positives.) Le rayon CN,, dont l'extrémité No correspond au point \lo du cercle, le plus éloigné de C, est celui à partir duquel on comptera les aires. Si le rayon mobile CN, tournant dans le sens positif, après avoir décrit un tour entier, continue son mouvement dans le même sens, l'aire sera considérée comme croissant toujours, dépassant ainsi l'aire totale de la courbe; elle peut croître ainsi sans limite. De même, si ie rayon mobile tourne dans le sens négatif, la valeur absolue de l'aire négative peut croître sans limite. Par cette convention, l'aire d'un secteur, limité par le rayon initial CN, et par un rayon mobile CN, est une variable qui
peut prendre toutes les valeurs depuis — oo jusqu'à + oo , et qui varie d'une manière continue avec le ravon CN. Il en est de même pour l'arc décrit sur le cercle par le point M qui correspond à l'extrémité Ndu rayon vecteur. Cet arc étant compté comme on a l'habitude de le faire en Trigonométrie, avec le point M© pour origine, est nul en même temps que l'aire variable et croît ou décroît avec elle sans limite. D'après les conventions faites, l'aire NqCN et l'arc MqM sont deux variables, dont chacune est une fonction continue de l'autre. De plus, à chaque valeur de la variable correspond une valeur, toujours unique, de la fonction. Soient
Il le rayon du cercle,
0 la distance OC du centre de ce cercle au point C,
/ une longueur arbitraire.
Le rapport constant du rayon vecteur CN à l'inverse de la racine carrée de la corde sera exprimé par /y:>. (R 4- o)]:
V MM
On désignera par u le rapport de l'aire variable au carré l^ :
aireNoCîV
Soit encore ç la moitié de l'angle au centre MqOM, compté comme l'arc MqM. Cette variable (f est une fonction de «/, continue et déterminée sans ambiguïté pour toutes les valeurs de u ; elle est désignée par la notalion
4MûOM=9 =
amu,
fjue l'on énonce amplitude de u.
Modules.
Dans le cas particulier où le point C se confond avec le centre du cercle, la courbe se réduit elle-même à un cercle, de rayon /, et la fonction ama est simplement //. Dans le cas général, amw diffère d'autant plus de u que l'excentricité de la figure est plus
grande. Celle excentricité, élément essentiel de la définition, sera représentée par un nombre k, nommé module. On considère aussi un autre nombre analogue k', nommé module complémentaire :
R -h o' Kh- ô
Ces deux quantités k et A*' sont, comme on voit, toutes deux comprises entre zéro et l'unité.
Quand il est nécessaire de rappeler le module de la fonction amw, on écrit am(f/, A) au lieu de diinu.
Définition de K.
Le rapport de l'aire totale de la courbe au carré P sera désigné par 2K. D'après les définitions, on a
amo = o,
ain9.K = t:,
ain(2K -h m) = TT -+- amM,
ain( — u) = — ami/.
Et encore, la demi-aire de la courbe répondant au point M',,,
(1) amK = -•
Fonctions elliptiques ; argument.
Les fonctions elliptiques de la variable u sont au nombre de trois, à savoir le sinus et le cosinus de amw, et la dislance du point C au point M, qui correspond à la variable u sur le cercle, celte distance étant rapportée à sa grandeur initiale prise pour unité. Ces trois fondions seront désignées par les notations snUy en M, dnw, et l'on appelle u V argument de ces fonctions
sna = sinamU) cnM= cosamu,
CM CM
dnw =
cMa H 4- a
Dans le langage habituel, on énonce successivement les trois lettres 5, /î, u] c, /i, u\ d, n, u.
cri;' en
Sur ks deux premières la Trigonométrie nous fournit les renseignements suivants, d'après (i) et (•>-) :
' sno = o, cno = I,
I sn2K = o, cn2K = — i,
(3) { sn(2KH-w)= — snw, cn(2K-t-«)= — cnM,
sn( — w) = — sni/, cn( — z£) = cnM,
snK = i, cnK = o.
Elles sont comprises entre — i et + i et satisfont à la relation (î) sn' w -h cn'M = 1.
Quant à la fonction ànu^ elle est, par définition, toujours positive; son maximum est l'unité et correspond à la droite CMq; son minimum correspond à CMJj ; il est égal à k! :
(Ino = I, (InaK = i,
dn(2K-h m) = dn««, (5) '
|(ln( — II) = dn w, . dnK = A-'.
L'angle CMoM est égal à -^ — '^; son cosinus est donc égal à
snw; de plus, la corde Mo M a pour expression 2 Usines, c'est à-dire 2Rsn2^. Donc la relation fournie par le triangle GMoM('),
CM =CMo -hxMMo — 2GM0.MM0 cosCMoM, se traduit en celle-ci
^Ro *^
D'après la définition du module A*, on a donc
(6) dn-a-h A-* sn*M = I.
En éliminant sn^2< entre (4) et (()), on a cette autre analogue
(') Ici uest supposé entre zéro et K; mais, d'après (3) et (5), si Ton change u en 2mKrfcM, m étant un nombre entier, la formule (fi) reste inaltérée: elle est donc entièrement générale. Même observation pour la formule (8a) de la page 7.
Quand il y a lieu de rappeler le module A:, on écrit sn(w, A) au lieu de sn u, et ainsi des autres.
Périodicité.
Les trois fonctions elliptiques sont périodiques; les deux premières ont la période 4^., la troisième a la période aK. Néanmoins, on appelle aK \r période. En l'ajoutant à l'argument u, on reproduit les fonctions sn et en changées de signe, La période joue le même rôle ici queir en Trigonométrie. La quantité K est la demipériode.
Argument ^K-
\Ajig, 1 fournit encore le renseignement immédiat suivant :
. K CM, y/lft»-^' . /R-5 /p et, par suite, d'après (4) et (6),
sn - = -I = = — ,
en
K , / JK^ - / A'
Addition de la demi-période.
Par suite de la symétrie qu'offre la courbe, toute droite passant par son centre C la partage en deux parties d'aires égales. Soit ii l'argument qui correspond à un point N de la courbe; au point N', symétrique de N par rapport à C, correspond l'argument u + K. La propriété du cercle, exprimée par l'égalité
GM.CM'=R
fournit donc celle-ci
(R H- o)î dnw dn(a-4- K) = R*— 8«
ou, d'après la définition du module complémentaire A',
(8) dn(w-HK)=T^.
' an w
Dans le triangle CMoM, on a déjà observé que l'angle en Mo est - — ©5 son sinus est donc cnw. L'angle en M est le supplément
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de la moitié de Tangle mesuré par l'arc de cercle Mo M' dans le sens positif. Cette moitié est, suivant la définition, V amplitude correspondant au point N', c'est-à-dire am(w + K). Le sinus do l'angle en M est donc »n(w-|-K). La proportionnalité des sinus aux côtés opposés, dans le triangle CMoM, fournit donc la relation
CM en u
GMo ~~ sn(i/-hK) Par définition, le premier membre est précisément dnw. Ainsi
cni^
(8a) sn(w-f-K) =
i\ïiU
Changeant, dans cette dernière relation, w en w -H K, remplaçant sn(w-H2K) par — snw, et dn(i£-HK) par l'expression qu'on vient de trouver, on obtient
(86) cn(i/-+-K) = -^^.
an a
Changeant «en — u dans les trois relations (8), (8«), (86), on a
dn(K — w)= -J^y
anu
sn(K — u) = -t — >
anu
... k'snu
cn(K — u) = -5 — •
an a
Pour le calcul des fonctions elliptiques, ces trois relations, jointes à (4) et (5), permettent de ramener l'argument à être toujours compris entre zéro et^K, comme, en Trigonométrie, l'anglr
peut toujours être ramené entre zéro et 7 pour le calcul des fonc-
tions circulaires (*).
Dérivées.
Soit 6 l'angle du rayon vecteur CN avec le rayon initial, angle compté dans le sens positif; la dérivée de l'aire de la cï)urbe, par
(*) Dsins les Fundamenta nova de Jacobi et beaucoup d'ouvrages subséquents, K — u est appelé Vargument complémentaire ; son amplitude est appelée la coamplitude de Uj on sorte que sn(K — u)etcn(K — u) sont dénotés sin coam u, cos coam u ; quant à dn u et dn ( K — u ), ils sont dénotés par A am u et A coam u .
CA/ no
/L-éS
Z^ Xe*
rfn
rapport à 0, est |CN . D'après la définition de u et l'expression du rayon vecteur CN, on a donc
du __ Rj-^ 0
Soient ^ et cp' les demi-angles ^MoOM et ^MoOM' comptés
Fis. 2.
dans le sens positif, on a, d'après les propriétés du cercle,
et, par conséquent,
6 = J(29 H-2îp' — Tt)
Soit maintenant un second rayon vecteur CNj, coupant le cercle
au point Mj qui correspond à N,, et au second point M,. On a
la relation
MM, CM
M'M'i CM'i d'où, si M| est infiniment voisin de M,
^ _ CM ^ rf'f ~ CM''
>^ d^ -H €/?' _ MIVT _ Mivr
r/f ^ d^ ~ CM" ~ (K-i-8) dntt
Mais les précédentes donnent
du _ R -4- 0 d^T^' "■ "SOT"
Multipliant membre à membre ces deux dernières et remplaçant ^ par am/^, on a donc
d am w ,
— 7 = dOM.
du
Do là résulte
d sn H d sin arn il d am a ,
— i — = — — - — = cna (In M,
du d arii/t du
d cnu dcos^mu d amu ,
— 5 — = — ; — , — = — sniiun</.
du d uiu u du
Enfin, en prenant les dérivées dans la relation (G),
, d i\nu ,^ d snw
lin u — , — -t- a:* sn u — , — = o, du du
ddnu ,.
- -, — = — a:* sn u en u, du
Ainsi, en résumé, les dérivées des trois fonctions s'expriment chacune par le produit des deux autres fonctions, sauf un facteur constant :
-y- sna = cna an m, du
(9) < -j- en M = — (In u sn m,
-,- (In a = — A* sn u en u, du
Dégénérescence des fonctions elliptiques.
Quand le module k se réduit à zéro, on a vu, par la définition, que la courbe (G) se réduit à un cercle de rayon /; am w se réduit à w, SDU et cnu à sinwetcos^/, et dnw à l'unité. Quanta aK, rapport de l'aire totale de la courbe (G) au carré /-, celte quan-
lité devient tu; ainsi K se réduit à -•
Voyons maintenant ce qui se produit quand A' devient égal à l'unité. A cause des relations
dn' w = I — k^ sn' w, en' m = 1 — sn' a,
qui coïncident alors (A* = i), dn// et cnw ne forment qu'une seule et même fonction, tant que u reste compris entre — K et K, li-
It
lO PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
mites dans lesquelles cn;^ est positif. Les équations différentielles (9) deviennent donc
H De là résulte
nu
— en' M, -7- en a — — en a s ' du
snw en'i/"i-sn'M i
du
en u en u en u
d du
I sn u cïiu cnu
*<i) Ainsi étant désigné par^', — par j:, on a
enw ^ * '^ enw
t^ dy _ dx _
«» N En outre, pour w = o, on doit avoir j- = o, x =i\. Ces condi
tions initiales déterminent complètement jt, v ainsi :
^ Donc, lorsque A* se réduit à Tunité, les valeurs limites des fonc-
tions elliptiques sont
\ qU g— I* «j
"* X: = i, snw = î enw = dnw= > K = 00 .
' e« -i- ^— tt /»« _4_ /►— M
* La restriction faite tout à Theure, exigeant que u soit entre
^ — K et K, disparaît; car l'expression de en a montre que cette
^* " fonction ne devient jamais nulle; c'est qu'effectivement K est de-
>1\ venu infiniment grand. On le voit bien sur la fig, i. Le point C
*: J est sur la circonférence du cercle; la corde CM, devient nulle, el
•^ le point N, s'éloigne indéfiniment. *
Addition des arg^uments. Théorème de Jacobi.
Dans l'intérieur du même cercle O que précédemment, considérons ^fig> 3) un second cercle c, ayant son centre c sur le rayon qui contient déjà le point C. Sur le cercle intérieur c, prenons le même sens de rotation que sur le cercle O, et, en chaque point T du cercle c, menons la tangente dans le sens opposé à celui de la rotation positive. Cette tangente, ainsi dirigée, rencontre le cercle extérieur en un seul point M, correspondant à T.
D'après un théorème (*) de Géométrie élémentaire, si trois cercles ont y deux à deux, un seul et même axe radical, les tangentes menées d^un point quelconque de l'un d'eux aux deux autres ont leurs longueurs dans un rapport constant. Prenons
le cercle c de telle sorte qu'il ait avec le cercle O l'axe radical commun à ce dernier et au point G' S'il en est ainsi, et ï© désignant le point correspondant, sur c, au point initial Mq^ on aura
TM
CM
= dn u.
Pour construire la courbe (G), employée précédemment, nous avons porté, à partir de G, sur GM la lonj^ueur
Soit M" le second point de rencontre de ÏM avec le cercle. Portons de même sur la tangente TM, à partir de T, la longueur
MM
(*) Qui se démontre ainsi : soient en coordonnées rectangulaires A = o, B = o, C = o les équations des trois cercles. La communauté de Taxe radical s'exprime par ridentité A = XB + (xC, Xelfi étant des constantes. D'ailleurs B et C sont les carrés des longueurs des tangentes menées d'un point aux cercles B = o, C = o. Si donc ce point est sur le cercle A = o, l'égalité B : C = — fx : X prouve le théorème.
mais en ayant soin de la porter seulement dans un seul sens, celui
même de TM. Le lieu du point /i, soit la courbe (c), est fermé et
convexe. Cette courbe est extérieure au cercle c.
Considérons Taire comprise entre le cercle c et la courbe (c), à
partir de la tangente ToAIq^ et décrite par une tangente mobile ïn
tournant autour du cercle. Avec les mêmes conventions qui ont été
faites relativement à la courbe (C), cette nouvelle ajre prend toutes
les valeurs depuis — oo jusqu^à -hoo . L'aire (c) décrite, à partir
de To/ioj par une tangente mobile T/iM correspond, en vertu des
conventions et sans aucune ambiguïté, avec Taire (C) décrite
par le rayon vecteur CNM correspondant. Ces deux aires sont
nulles ensemble. Il va être démontré qu^elles sont équivalentes.
Soit
aire /loToT/i
Ui =
Soit aussi 0| Tangle de TM, compté dans le sens convenu, avec CMo. La dérivée de la nouvelle aire, par rapport à 6|, est ici encore
Donc ^
dui __ ToMo
Désignant encore par a (y et 20" les angles MOiNfo et M"OMo, on a, exactement comme dans le cas de la courbe (C),
et, puisque Ton a
il en résulte
rfÔ,
— do -\~ d'^'j
d^ df
TM TM-
do
MM' ~ TM"'
)iao
lemeni
do
dtii
TM
ToMo ~
uni
d^ du
— dnUy
dui
du ^ '
car //« est nul avec u.
Par ie point M", menons maintenant la seconde tangente M"T"
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du cercle c. Son point de contact P' est celui qui correspond à M", d'après les conventions. Mais, les deux tangentes RFT et M" T" étant égales, la relation
d':{ " TM'
donne celle-ci
^? __ fi^' TM "" T^'
Soît u" l'argument qui correspond à M", comme // correspond à M; on a
Par suite
du = du".
Dans le cas de la courbe (C), où le cercle c se réduisait au point C, le point M" était remplacé par M', et l'égalité du = du' avait lieu aussi. Il n'en a pas été parlé; car il était alors évident, à cause de la svmétrie de (C), qu'on a
Ici la différence u" — u est encore constante; mais cette constante n'est plus égale à K. U suflit d'envisager la position initiale de la tangente Mo ïoM^Q pour reconnaître que cette constante est l'argument Uq qui correspond au point M'^. Par conséquent :
Sic est un cercle intérieur au cercle O, ayant a\'ec ce dernier et le point C même axe radical, et qu^on mène dans le cercle O une corde variable MM" tangente au cercle c, les deux points M et W correspondent ù des arguments u et u" dont la différence est constante,
• Ce théorème est dû à Jacobi.
Au lieu de porter les longueurs Tn sur les tangentes dans le sens opposé à celui delà rotation positive, on peut les porter dans le sens de cette rotation ; alors le point M^^, est au-dessous de la ligne des centres, et w^ est supérieur à K.
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Digression sur les polygones de Poncelet.
Supposons qu'un triangle de sommets MM|M2, placés dans cet ordre pour le sens de rotation positif par exemple, soit inscrit dans le cercle O et circonscrit au cercle c. Les arguments des trois sommets seront successivement u^ u-k-u^^ // + 2i/]^, et, puisque la corde M2M est encore tangente au cercle c, Taire de la courbe est décrite complètement, et l'argument qu'on obtient en revenant au point M a les deux expressions
a-i-aK et mh-Smo Donc
Ainsi le cercle c n'est pas un quelconque de ceux qui ont, avecO, l'axe radical donné. Il est déterminé par cette condition que le
point M^ réponde à l'argument -— • Cela étant, chaque point M
du cercle O sera un sommet d'un triangle inscrit au cercle O et circonscrit au cercle c.
Au Heu d'un triangle, supposons un polygone de/? côtés, inscrit dans Oet circonscrit à c. Admettons, en outre, que ce polygone, s'il est étoile, se recouvre lui-même q fois {q = i pour un polygone convexe). Si u est l'argument du premier sommet, on retrouvera, après avoir décrit le polygone dans le sens positif, pour nouvelle détermination de cet argument, les deux expressions
u -f- 2yK et u -hpuQ' Donc u^ = -^ • De là le théorème de
/^ Poncelet :
Si deux cercles sont, l'un inscrit^ l'autre circonscrit à un polygone fermé, il existe une infinité de polygones, ayant pareil nombre de côtés, à la fois circonscrits au premier cercle et inscrits dans le second.
Construction pour l'addition des arguments.
Sur le cercle O {Jig» 4)> prenez le point A répondant à l'argument a, et tracez le cercle c, tangent à M© A, ayant avec O l'axe radical donné, et intérieur à O, ce qui se peut faire d'une seule ma-
^^i< vc( C^U^ ^{ ^ T^n^<^ /t /< « c ^v- iTflt ' . /c / t w*
^^Tjtyti.t^t.Ui^xL^ 7/-^ (fcl e^ .
iM
nière (*). Prenez le point B répondant à l'argunient 6, et menez, par ce point B, Tune des tangentes au cercle c, savoir celle qui du point de contact au point B est dirigée dans le sens négatif ou dans le sens positif, suivant que A est au-dessus ou au-dessous de la ligne des centres (sur la figure, A est au-dessus, et la tangente
Kig.
SB est dirigée de S vers B dans le sens négatif de rotation). Prolongez cette tangente jusqu'à la seconde rencontre en D avec le cercle O. Le point D répond à r argument {a--\- b). C'est, en effet, ce qu'indique le théorème de Jacobi. Les lettres A, B, D, />, a remplacent ici M* , M, M", u, u\. ^ ^
La représentation de dimu par un point M du cercle O renferme un défaut : un même point M correspond à tous les arguments qui diffèrent par un multiple (jr^e/co/ifjr^//? de aK, tandis que sn^/et cnu restent inaltérés seulement quand on ajoute à l'argument un multiple pair de aK. En second lieu, l'argument u^, désigné maintenant par a, est supposé, d'après l'analyse précédente, compris entre zéro et 2K. Quand, tout à l'heure, nous passerons de la construction aux formules, il faudra avoir égard à ces circonstances. Mais, sur la figure, ces circonstances n'ont aucune inlluence; elle reste inaltérée quand on attribue à l'argument d'un
(') Prolongez M^A jusqu'à la rencontre avec l'axe radical en R; par R menez la tangente au cercle O, et prenez, à partir de R, sur RAM^, du c<Hé où se trouve A, une longueur égale à cette tangente. Vous obtenez le point de contact du cercle c. ^^>^ tU^tv^^t^ /f^w/vt»' ^ -^ h> n^/fi^^J ^•^ i»t ^*' *'-^. -< ^^.
t y2a 4.xfK C,^^</f ci ' €t l> -><^-- vVtr.' ^ : /^
/Ue^UyJL ^ ' ^ ^ y "* '^Y<
-'^^'t^-KA.
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point, sur le cercle O, des valeurs qui diffèrent par un multiple quelconque de aK.
La construction précédente, dissymétrique par rapport aux 4 \ arguments a et 6 qu'on additionne, peut être faite aussi dans
Tordre inverse; le résultat ne sera pas changé. Par conséquent, si Ton mène le cercle C|, tangent à MoB, toujours intérieur à O et ayant avec O Taxe radical donné, et qu'on mène par A la tangente à ce cercle c», en observant les mêmes conventions que précédemment, cette tangente passera au point D. On aura ainsi un quadrilatère Mo ADB dont deux côtés opposés Mo A, DE sont tangents au cercle c, et les deux autres MoB, AD au cercle C|. De là un théorème de Géométrie élémentaire (*).
Le point D représente la somme des arguments représentés par A et B. Par suite, A représenle la différence des arguments relatifs à D et B. On a donc encore une liaison analogue entre les points D, A et le point B' symétrique de B par rapport à la ligne des centres; ce point représente, en effet, l'argument — b : étant tracé le cercle C2, langent à MoD, et étant menée à ce cercle, par le point B', la tangente d'après les conventions admises, cette lan- ^ gente passe au point A. Si, de même, par le symétrique de A, on t menait la tangente à Ca, cette droite passerait au point B. ^
Formules d'addition.
^ Une seule équation suffit évidemment à traduire la relation qui
♦ existe entre les trois points A, B, D ; par conséquent aussi à four- 'î^ ^ nir les trois formules d'addition pour les trois fonctions elliptiques. C'est ce que rend évident la considération des égalités
sn'wH- cn'M = I, dn*w -^ A' sn*M = 1;
d'où l'on peut tirer deux des fonctions quand on connaît la troisième. Mais, en suivant la voie qui s'indique ainsi, on introduirait des ambiguïtés avec les radicaux. Pour les éviter, nous conclurons des constructions ci-dessus trois égalités.
Afin de faire disparaître toute incertitude, supposons d'abord
(') Un quadrilatère élanl inscrit dans un cercle O, si Ton mène un cercle v tangent à deux côtés opposés, et un autre cercle c, tangent aux deux autres côtés, ayant, en outre, son centre en ligne droite avec les centres des deux autres cercles, les trois cercles ont, deux à deux, même axe radical.
a et b compris, tous deux, entre zéro et K ; alors d = a-h b sera entre zéro et 2K. (Dans la figure, d est entre K et 2K.) Les amplitudes de a, 6, rfsont, toutes trois, comprises entre zéro et tz; leurs sinus, c'est-à-dire sna, sn6, snrf, sont positifs. Comme Tamplitude de a est le demi-angle mesuré par Tare M© A, on a
2Rsna =MoA;
chaque fonction sn est représentée ainsi par une corde.
On devra se souvenir aussi que la fonction dn est toujours positive. Pour chaque cercle, tel que c, dn u est le rapport des tangentes menées à ce cercle du point qui représente u sur le cercle O, et du point Mo. ^ ''* i ■■ ^ •
Marquons le point de contact de chacune des tangentes précédemment menées aux trois cercles c, C|, Cj, et par le moyen de ces tangentes exprimons, de toutes les manières possibles, dna, dnfr, dnd. Des égalités ainsi obtenues, nous tirerons les formules cherchées.
A chaque cercle, on a mené deux tangentes dont Tune part de Mo; soient T, T|,T2 les points de contact des trois tangentes menées de Mo aux cercles respectifs c, C|, c^; elles aboutissent respectivement aux points A, B, D. Soient S, S|, S2 les points de contact des trois autres tangentes, les indices correspondant à ceux qui distinguent les trois cercles: SestsurBD, S| surDA,S2SurAB'.
Il y a encore une tangente MoB' menée au cercle Cj, mais on n'aura pas à la faire intervenir. La dissjmétrie provenant de ce que la droite ASj passe par B', et non par B, disparaîtra des formules; les fonctions dn coïncident pour B et B' qui répondent à des arguments égaux et de signes contraires.
Par A passent trois tangentes, de même par D; il en passe deux par B et une par B'; de là trois expressions pour chacune des quantités dna, dn6, dn^; les voici rangées suivant Tordre des indices des trois cercles c, C| , Ca :
dna =
ânb =
^^^"^ TMo "" T,Mo "" T,M,
TA TMo
lA Mo
SB
TMo
Mo
T,Mo'
SD
If
ft
^ ^^. /-^tt ^ c:a; . ^y^f^fÏL Oku. Â i / /^
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mites dans lesquelles en// est positif. Les équations différentielles (9) deviennent donc
aw ' du
De là résulte
'^** du en M
r/ sn M en' 1/ "i- sn* w i
en u en £/
^ ^ I sn ;/
€/m en a eni^
Ainsi étant désigné par r, — par x. on a
cnw ° '^ «^ ' cna ' '
dv dx
N En outre, pour w = o, on doit avoir ^' = o, x =i\. Ces condi
tions initiales déterminent complètement x^ y ainsi :
Donc, lorsque k se réduit à l'unité, les valeurs limites des fonctions elliptiques sont
X: = i, snw = > cna = clne^= > K
La restriction faite tout à l'heure, exigeant que u soit entre — K et K, disparait; car l'expression de cnw montre que cetle fonction ne devient jamais nulle; c'est qu'effectivement K est devenu inGniment grand. On le voit bien sur la fig. i. Le point C
4 est sur la circonférence du cercle; la corde CM, devient nulle, el
^ le point N, s'éloigne indéfiniment. *
< Addition des arg^uments. Théorème de Jacobi.
V ^ Dans l'intérieur du même cercle O que précédemment, consi-
\ I dérons {^fig> 3) un second cercle c, ayant son centre c sur le rayon
g qui contient déjà le point C. Sur le cercle intérieur c, prenons le
même sens de rotation que sur le cercle O, et, en chaque point ï du cercle c, menons la tangente dans le sens opposé à celui de la rotation positive. Cette tangente, ainsi dirigée, rencontre le cercle extérieur en un seul point M, correspondant à T.
D'après un théorème (*) de Géométrie élémentaire, si trois cercles ont y deux à deux, un seul et même axe radical^ les tangentes menées d'un point quelconque de l'un d'eux aux deux autres ont leurs longueurs dans un rapport constant. Prenons
HM
le cercle c de telle sorte qu'il ait avec le cercle O l'axe radical commun à ce dernier et au point G* S'il en est ainsi, et ï© désignant le point correspondant, sur c, au point initial Mq, on aura
TM
CM CSÛ
= dnw.
Pour construire la courbe (G), employée précédemment, nous avons porté, à partir de G, sur GM la longueur
CN
MM
Soit M" le second point de rencontre de TM avec le cercle. Portons de même sur la tangente TM, à partir de T, la longueur
A.ToMo
(0 Qui se démontre ainsi : soient en coordonnées rectangulaires A = o, B = o, C = o les équations des trois cercles. La communauté de Taxe radical s'exprime par l'identité A = Xn + jxC, X et (x étant des constantes. D'ailleurs B et C sont les carrés des longueurs des tangentes menées d'un point aux cercles B = o, C = o. Si donc ce point est sur le cercle A = o, l'égalité B : C = — ;x : X prouve le théorème.
mais en ajant soin de la porter seulement dans un seul sens, celui
même de TM. Le lieu du point /i, soit la courbe (c), est fermé et
convexe. Cette courbe est extérieure au cercle c.
Considérons Taire comprise entre le cercle c et la courbe (c), à
partir de la tangente ToAIo^ et décrite par une tangente mobile ïn
tournant autour du cercle. Avec les mêmes conventions qui ont été
faites relativement à la courbe (C), cettenouvelle ajre prend toutes
les valeurs depuis — oo jusqu'à 4-00 . L'aire (c) décrite, à partir
de T0/I07 par une tangente mobile T/iM correspond, en vertu des
conventions et sans aucune ambiguïté, avec Taire (C) décrite
par le rayon vecteur CNM correspondant. Ces deux aires sont
nulles ensemble. Il va être démonlré qu^ elles sont équivalentes.
Soit
aire /loToT/i
«. = — ji —
Soit aussi 0| l'angle de TM, compté dans le sens convenu, avec CMfl. La dérivée de la nouvelle aire, par rapport à 6|, est ici encore
Donc ^
dui _ TqMq
Désignant encore par a'^ et 2cp" les angles MOM© et M"OxMo, on a, exactement comme dans le cas de la courbe (C),
rf^ _ JTM ^Ô, _ MM' d^' '~ TM"' d^ ~ TM"'
De là résulte semblablemcnt
et, puisque Ton a
il en résulte
do TM , ^ du^ TqMo
-î2 = dna, du
diit
= i et Ml = a;
du
car u^ est nul avec u.
Par ie point IVF, menons maintenant la seconde tangente JVr'T''
^ 7tn^ m"' U •' c^'^^-'î. ' ^<c -^^
^<L<,^^^ i.^* C<<<: . Je ^C* J ^ < '/f :. ^ . -«•*'* ^ '^>
tfj- .. / .. y. y ., /
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du cercle c. Son point de contact ï" est celui qui correspond à M", d'après les conventions. Mais, les deux tangentes IVr'T et WT' étant égales, la relation
donne celle-ci
TM """TÂP
Soit u" l'argument qui correspond à M'', comme u correspond à M; on a
d^ _ du d^' _ du"
Par suite
du = du" ,
Dans le cas de la courbe (G), où le cercle c se réduisait au point C, le point M" était remplacé par M', et l'égalité rf// = rfw' avait lieu aussi. Il n'en a pas été parlé; car il était alors évident, à cause de la symétrie de (C), qu'on a
Ici la différence w" — u est encore constante; mais cette constante n'est plus égale à K. Il suffit d'envisager la position initiale de la tangente Mo ToMq pour reconnaître que cette constante est l'argument w* qui correspond au point M^. Par conséquent :
Sic est un cercle intérieur au cercle O, avant avec ce dernier et le point C même axe radical , et qu^on mène dans le cercle O une corde variable MM" tangente au cercle c, les deux points M et W correspondent à des arguments u et u" dont la différence est constante.
• Ce théorème est dû à Jacobi.
Au lieu de porter les longueurs ï/i sur les tangentes dans le sens opposé à celui delà rotation positive, on peut les porter dans le sens de cette rotation; alors le point M'J, est au-dessous de la ligne des centres, et u\ est supérieur à R.
At^^ C^i^<^C^( /^^^"-^ ^^^""^ -^^ ^^^ *^ ^ ' ^^^^ ^ l4 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
Digression sur les polygones de Poncelet.
Supposons qu'uQ triangle de sommets MM|M2, placés dans cet ordre pour le sens de rotation positif par exemple, soit inscrit dans le cercle O et circonscrit au cercle c. Les arguments des trois sommets seront successivement w, u-\-u\^ w + 2w]^, et, puisque la corde M2Mest encore tangente au cerclée, Taire de la courbe est décrite complètement, et Targument qu'on obtient en revenant au point M a les deux expressions
a-+-aK et u-^Zu"^, Donc
Ainsi le cercle c n'est pas un quelconque de ceux qui ont, avecO, Taxe radical donné. Il est déterminé par cette condition que le
point M^ réponde à l'argument -— • Gela étant, chaque point M
du cercle O sera un sommet d'un triangle inscrit au cercle O et circonscrit au cercle c.
Au lieu d'un triangle, supposons un polygone de/? côtés, inscrit dans O et circonscrit à c. Admettons, en outre, que ce polygone, s'il est étoile, se recouvre lui-même q fois {q = i pour un polygone convexe). Si u est l'argument du premier sommet, on retrouvera, après avoir décrit le polygone dans le sens positif, pour nouvelle détermination de cet argument, les deux expressions
// + 2grK et u +/?w^. Donc u\ = -^ • De là le théorème de Poncelet :
Si deiix cercles sont, l'un inscrit^ l'autre circonscrit à un polygone fermé y il existe une infinité de polygones, ayant pareil nombre de côtés, à la fois circonscrits au premier cercle et inscrits dans le second.
Construction pour l'addition des arguments.
Sur le cercle O {fi g* 4)> prenez le point A répondant à l'argument a, et tracez le cercle c, tangent à MqA, ayant avec O l'axe radical donné, et intérieur à O, ce qui se peut faire d'une seule ma-
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nière (*). Prenez le point B répondant à rargument 6, et menez, par ce point B, Tune des tangentes au cercle c, savoir celle qui du point de contact au point B est dirigée dans le sens négatif ou dans le sens positif, suivant que A est au-dessus ou au-dessous de la ligne des centres (sur la figure, A est au-dessus, et la tangente
Fi». 1.
SB est dirigée de S vers B dans le sens négatif de rotation). Prolongez cette tangente jusqu'à la seconde rencontre en D avec le cercle O. Le point D répond à rargument (a-^ b). C'est, en effet, ce qu'indique le théorème de Jacobi. Les lettres A, B, D, h, a remplacent ici M]^, M, M", w, u^,^ ^
La représentation de am u par un point M du cercle O renferme un défaut ; un même point M correspond à tous les arguments qui diffèrent par un multiple quelconque de aK, tandis que ^x\u et cxïu restent inaltérés seulement quand on ajoute à l'argument un multiple pair de 2K. En second lieu, l'argument u^^ designé maintenant par a, est supposé, d'après l'analyse précédente, compris entre zéro et 2R. Quand, tout à l'heure, nous passerons de la construction aux formules, il faudra avoir égard à ces circonstances. Mais, sur la figure, ces circonstances n'ont aucune influence; elle reste inaltérée quand on attribue à l'argument d'un
(') Prolongez M^A jusqu'à la rencontre avec l'axe radical en U; par R menez la tangente au cercle O, et prenez, à partir de R, sur RAM^, du côté où se trouve A, une longueur égale à cette tangente. Vous obtenez le point de contact du cercle c. ^^^ iU\rt<fl^. IUuî ^Htr^* ^-^ fo ,^tH(<t^--f ^•C *»< ^i- f' ■ -' ^ *.
il^.
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point, sur le cercle O, des valeurs qui difTèrent par un multiple (quelconque de aK.
La construction précédente, dissymétrique par rapport aux arguments a et & qu'on additionne, peut être faite aussi dans l'ordre inverse; le résultat ne sera pas changé. Par conséquent, si l'on mène le cercle C|, tangent à MuB, toujours intérieur à O et avant avec O l'axe radical donné, et qu'on mène par A la tangente à ce cercle c,, en observant les mêmes conventions que précédemment, cette tangente passera au point D. On aura ainsi un quadrilatère M» ADD dont deux câtés opposés Mg A, DB sont tangents au cercle c, et les deux autres MoB, AD au cercle C\. De là un théorème de Géométrie élémentaire (').
Le point D représente la somme des arguments représentés par A et B. Par suite, A représenie la différence des arguments relatifs à D et B. On a donc encore une liaison analogue entre les points D, A et le point B* symétrique de B par rapport à la ligne de^ centres; ce point représente, en effet, l'argument — b : étant tracé le cercle c^, langent à MgD, et élant menée à ce cercle, par le point B', la tangente d'après les conventions admises, cette tangente passe au point A. Si, de même, par le symétrique de A, on menait la tangente à Cj, cette droite passerait au point B. "
Formules d'sddition.
Une seule équation suffit évidemment à traduire la relation qui existe entre les trois points A, B, D ; par conséquent aussi à fournir les trois formules d'addition pour les trois fonctions elliptiques. C'est ce que rend évident la considération des égalités
d'où l'on peut tirer deux des fondions quand on connaît la troisième. Mais, en suivant la voie qui s'indique ainsi, on introduirait Js^ ^ des ambiguïtés avec les radicaux. Pour les éviter, nous conclurons des constructions ci-dessus trois égalités.
Afin de faire disparaître toute incertitude, supposons d'abord
(') l'n quadrilatère élant inscrit dans un cercle O, si l'on mène un cercle r Langent à deui cùtiïs upposés, cl un autre cercle c, tangent aux deux autres ciités, ayant, en outre, son centre en ligne droite avec les centres des deux autres cercle», les trois cercles ont, deux à deux, miimc axe radical.
a et 6 compris, tous deux, entre zéro et K; alors rf =: a -4- 6 sera entre zéro et 2R. (Dans la figure, d est entre K et 2K.) Les amplitudes de a, by rfsont, toutes trois, comprises entre zéro et 7:; leurs sinus, c'est-à-dire sna, sn6, snrf, sont positifs. Comme Pamplitude de a est le demi-angle mesuré par l'arc Mo A, on a
2 R sn a = Mo A ;
chaque fonction sn est représentée ainsi par une corde.
On devra se souvenir aussi que la fonction dn est toujours positive. Pour chaque cercle, tel que c, dn u est le rapport des tangentes menées à ce cercle du point qui représente u sur le cercle O, et du point Mo- ^ ••* c • ^ •
Marquons le point de contact de chacune des tangentes précédemment menées aux trois cercles c, Ci, c^, et par le moyen de ces tangentes exprimons, de toutes les manières possibles, dna, dnfr. And, Des égalités ainsi obtenues, nous tirerons les formules cherchées.
A chaque cercle, on a mené deux tangentes dont l'une part de M©; soient T, T|,T2 les points de contact des trois tangentes menées de Mo aux cercles respectifs c, C|, Ci'i elles aboutissent respectivement aux points A, B, D. Soient S, Si, Sa les points de contact des trois autres tangentes, les indices correspondant à ceux quidistinguentles trois cercles: SestsurBD,S| surDA, SaSurAB'.
Il y a encore une tangente MoB' menée au cercle C|, mais on n'aura pas à la faire intervenir. La dissymétrie provenant de ce que la droite ASj passe par B', et non par B, disparaîtra des formules; les fonctions dn coïncident pour B et B' qui répondent à des arguments égaux et de signes contraires.
Par A passent trois tangentes, de même par D; il en passe deux par B et une par B'; de là trois expressions pour chacune des quantités dna, dnè, dnrf; les voici rangées suivant l'ordre des indices des trois cercles c, c^j c^'"
^^"" TMi ~ T,Mo ~ t,Mo'
- ^ - Zl2L - ^^^'
TMo ~ T7m"o ~ tj.Mo'
TMo "" TiM^ ~ t,Mo' I. 2
Des trois rapports situés dans la diagonale de ce tableau, déduisons d'abord
, MoA
l-hdDÔ = îsrirr' liMo
j -hdnd =
MqD T,Mo
Dans chaque couple de lignes du tableau, il existe deux, rapports dans lesquels les segments, en numérateur, ont la même extrémité S, Si ou S2. En ajoutant les égalités correspondantes membre à membre, nous avons
Ai A ^ ^^
Ti\lo
dna H- dn a =
dna -4- dn 6 =
T,Mo T21M0
Divisant membre à membre chacune de ces dernières égalités avec celle qui occupe la place correspondante dans la série précédente, nous obtenons
dna ~" MoA
dn</-h dn a _ DA i-4-dn6 "" MJÏ '
dna-f- an b _ AB'
On a déjà observé les égalités
MoA = 2R sna, MoB = 2R snô, MoD = 2R sn^.
De môme BD est le produit de aR par le sinus du demi-angle que mesure l'arc BD ; ce demi-angle est égal à (am rf — ami), non seulement en grandeur, mais en signe, d'après les hypothèses. Donc
BD = 2R sin(am d — am^) = 2R( sn rf cn^ — snb end).
De même
DA = 2R(snrf cn« ^ sna cn^).
*^^^ ' - JZ./^ j:^^*^ ^O'^^ 4» - ^^'^•^^ ^ )
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Pour la corde AB', elle s'évalue d'une façon analogue, si Ton attribue à B' l'argument (aK — 6), qui, suivant les hypothèses, est supérieur à K et, par suite, supérieur aussi à a. D'ailleurs
sn('2K — ^) = snô, cn(2K — ^) = — cn^;
on a donc aussi
AB'= 2R(sn6 cna -4-sna cnô).
Voici donc les trois formules cherchées
dn 6 -T- «In rf _ sn ^ en ô — sn 6 en £^ i-hdna su a
dn rf -+- <ln a _ sn rf en a — sn a en ^ i-+-dn6 ~~ ^\\b
dn a H- dn ^ __ sn ô en flr -u sn a en ô I -;- dn d %\\d
traduisant la relation
et démontrées si a et 6 sont compris entre zéro et K.
La dissymétrie de ces formules disparaît si l'on remplace d par un autre argument c, en prenant
m étant un nombre entier positif ou négatif; on a alors ^
dn</ = dnc, sn û? = ( — i)"*^"*snc, en ^ = ( — i)"* cnc,
et les formules sont les suivantes :
dnô-i-dnc , . , sn^ enc -i- snc en^ I -i-dn rt sna
, , ,dnc-f-dna , ._^, snc cna -t- snrt ene
(lO) \ j— ï— = (—!)'«■+-» -. ,
^ ' ' j-Hdn6 sn6
dnflr-ndn^ , , , sna en 6 -+- sn/>> en «r i-Hdnc snc
entièrement symétriques, et traduisant la relation (ii) « -f- 6» -i-c = 2mK.
Elles sont démontrées jusqu'à présent avec une restriction sur a et 6. Mais d'abord, si l'on change a, 6, c en — a, — 6, — v
Ni
Vf ^
et m en — m, les deux membres de chaque formule (lo) restent inaltérés, et la condition (ii) est toujours satisfaite ; donc les formules subsistent si a et 6 sont compris entre — K et K. Si l'on change a en a + a/îK, b en 6-|-2/i'K, n et n' étant entiers, et qu'on change aussi m en (m — n — /i'), les deux membres de chaque formule (lo) et (i i) restent inaltérés. Donc les formules (io) sont démontrées en toute généralité, quels que soient les arguments a, 6, c, vérifiant la relation (i i).
On peut déduire des formules (lo) une foule d'autres, parmi lesquelles il convient de remarquer celles qui sont résolues par rapport aux fonctions de l'un des trois arguments. On peut obtenir ces dernières en considérant les équations (lo) comme trois équations simultanées du premier degré en sna, en a, dnaet les résolvant. Mais on parvient plus rapidement au but en adjoignant aux équations (lo) d'autres qui s'en déduisent.
Pour abréger, écrivons simplement s, c, d au lieu de sna, en a, dna, et employons les mêmes lettres affectées des indices i et a pour snfr, . . . , snc, .... Les deux identités
donnent celles-ci
sn'M -i- en' M =
A* sn*a-r
dn'a =
5jC|H-5iCj
di-
rf.
di-i-dt ~
k^{SiCi-
Ct)
Faisant, en outre, ( — 1)"*+* = s, nous concluons de la première formule (10)
I — d ^ 5j C| H- Ji Cl
dt
t d\ — di A:* StCi — 5iCj
di — df
et, en ajoutant ces dernières membre à membre,
s \ di-h dt di^dt /
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Réduisant au même dénominateur et remplaçant rfj — dl par 'a-2(5J — 5Î), ona
cî et
S\Cidi — SiCidi Divisant membre à membre les égalités (12), on obtient
i — d " (stCi-T-SiCt){di—dt) elf par suite.
Des égalités (12), nous concluons aussi
eA*5(5jCi-H5iCj) = (i — d){dx-r-dt),
et, en ajoutant membre à membre,
(i5) eA-*WtC| = €^i — d^d.
En changeant les indices, nous pouvons écrire encore
zk'^SxSiC = d — dl dt\ puis, substituant l'expression (i4) de d^
, diCiS*— d^CiSi (10) c = 6 -j J-.
On écrit d'habitude les formules (i3), (i4) et (i6) d'une manière un peu différente, en multipliant les deux termes de chaque fraction par 51^2^2 + s^Cidi»
Par suite des relations
on a
s\c\d\-s\c\d\=^{s\-s\){i-kU\s\),
(sidiCt — SidiCi)(siCtdi-^ SfCidi) = {s} — sl)(didi— k^SiSfCiC%),
(diCtSt— dtCiSi){SiCtdt -r- SiCidi) = (s\ ^ sl)(siSididt — CiCt)>
Au lieu de (i3), (i4) et (16), on peut donc écrire aussi
(lUis) ^^^SiC,d,-^-S,C,d,^
('^*'*> ''^ ,-krs\sl '
/.Ai;/.\ ^ CiCi—S\Stdidt
Pour avoir les formules d^addition, supposons nulle la somme a-i-b-\-Cf par suite e = — i; puis changeons a en — a, c'està-dire simplement 5 en — s^ et nous obtiendrons
,, - snb cnc âne -^ fine cnb dnb sn(o-+- c) =
(17) \ dn(6H-c) =
■k* sn*6 sn*c
en
b cnc -
— snb snc do
6dn
- A* sn»6 sn'c
dn
b âne
— A* sn6 snc
cnô
cnc
^ ^ I — A» sn* o sn* c
Ce sont là les formules dont on fait usage d'habitude; mais les formules équivalentes (i3), (i4) et (16) sont tout aussi bonnes.
Parmi les nombreuses combinaisons que l'on peut faire entre les formules ci-dessus, il convient de remarquer l'égalité (i5), à cause de sa simplicité,
dn a — ânb dn c = ( — r)'»-»-* A* snb snc sna;
elle a lieu sous la condition a-h t-f- c = 2mK, ainsi que les deux autres qu'on en déduit par permutation des lettres a, 6, c.
Si l'on y change b en 6 -+- K, et c en c + K, m en (m — 1)? et qu'on emploie les formules d'addition de la demi-période (8), (8a), (86), on en déduit cette autre, non moins remarquable,
dna ânb âne — A'*= ( — i)*» A* en a en 6 cnc; (a -f- 6 h- c = 2/wK).
Si, dans la même formule,
d — didi= £A*5i5jC,
on remplace rf| ^2 par son expression tirée de (i4 bis), on obtient cette autre, tout aussi simple,
te = SiSfd — C|Cj, c'est-à-dire
(—1)'» ena = cn6 cnc— snô snc dna; (aH-6-4-c = 2/nK),
et, si l'on change 6 et c en 6 + K, c + K, m en (m— 1),
(__i)m+i sna dn6 dnc= A' sn6 snc— p en 6 cnc dna;
il y en a d'autres encore, qu'il est inutile de rapporter. L'une quelconque de ces dernières, présentant, comme une quelconque des formules (10), le double caractère d'être du premier degré par
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rapport aux fonctions d'un môme argument, et de valoir, à cause de la symétrie, trois formules à la fois, peut servir à retrouver les formules d'addition.
Toutes ces formules, intéressantes par elles-mêmes, seront utiles aux personnes désireuses de lire les anciens ouvrages, et notamment les Œuvres de Jacobi. Mais nous ne nous en servirons jamais, et, pour la seule étude de ce livre, il est inutile de chercher à les retenir. Il est aussi superflu d'examiner longuement les propriétés <[ue nous venons de reconnaître aux fonctions snw, cnw, dnw. Ces éléments vont désormais être relégués au second plan, et faire place à un élément nouveau, la fonction j)£/, introduite par M. Weierstrass. (Dans le langage, on prononce séparément les deux lettres ;c?, m).
La fonction p u. Sa définition déduite de celle de sn a.
D'après les expressions (9) des dérivées, les trois fonctions elliptiques nous apparaissent comme ayant la propriété commune que le carré de leur dérivée est exprimable par un polynôme du quatrième degré par rapport à la fonction. Ainsi
f —i — ) = cn«p (ln*p = I — (iH- A*) sn*p-4- A* sn*p.
(^es polynômes sont d'ailleurs bicarrés.
Par une transformation simple on peut en déduire d'autres fonctions, ayant une propriété analogue : le carré de la dérivée est un polynôme du troisième degré par rapport à la fonction. Cette transformation consiste à poser, en désignant par a une constante et par z la nouvelle fonction,
sn*p =
On aura, en effet, d'après (4) et (6),
d sn* p __ \ dz
dv ~" (a-T-^)* r/p'
, v^(>5 -h a ) ( ;; -i- rt — I ) ( .5 -4- « — X* )
^sn*p
dv
= 1 sïiv cnv dnr. *
/ dz\^
Parmi ces fondions 5, il est naturel d'en choisir une, pour laquelle le polynôme du troisième degré présente une forme réduite. Choisissons donc la constante a de manière que le terme en jsmanque dans ce polynôme (la somme des trois racines est alors
nulle); ainsi
Mettons en évidence les trois racines^ rangées par ordre de grandeur,
2 — A* , . 2 A:* — I 1 -+- A:* £, = ! — a= — - — j e,= A:* — a= x > ej = --a= ^ — ,
Ces trois racines, dont la somme est nulle, dépendent de la seule quantité k^.
Pour faire en sorte qu'on puisse prendre deux racines arbitrairement, introduisons une nouvelle constante \ et posons
Nous aurons alors
Dans cette relation, e^j ^2, ^3 sont trois quantités réelles, dont la somme est nulle :
€i>ei>ez, e, -ne, H- es = 0;
elles sont d'ailleurs arbitraires. La fonction y de la variable «, ainsi déterminée, sera désignée par la notation pu. C'est elle qui, désormais, jouera le plus grand rôle. Actuellement, elle s'offre comme dépendant, non seulement de Vargument w, mais encore de deux constantes, suivant la formule, déduite des précédentes,
X sn»-7^
Voulant la considérer comme dépendant de l'argument u et des
constantes ^i, 62, e^-, nous n'avons qu'à exprimer k^ et X par ces dernières. C'est ce qui se fait ainsi
X = ^*~^' = ' i.j _ g» — ^s _ gî — gs .
Cl — €3 €1 — e^ Ej — 63 Cl — 63'
à quoi l'on peut joindre
ei — e^
Invariants fftj gz- — Discriminant A.
Aussi bien que par ses trois racines, le polynôme (18) est caractérisé par ses coefGcients, que nous désignerons par g 2 et ^3,
ei-hei-f-g3 = o, exet-^etCi-^ezey = — |^,, exc^e^^i^g^, e\ -+-cî-+-eî =(«1-4-^1-4-63)' — 2(ei^,-+-eiC,-Heje,) = ^^,.
Ces deux constantes g^^, gz tiennent lieu de k- et \. On les appelle les ini^ariants. Elles sont ici soumises aune condition d'inégalité pour que les trois racines soient réelles. Cette condition, comme on le sait, par les éléments d'Algèbre, consiste en ce que le discriminant A,
A = ^J — 27^î = i6(e, — ej)*(eî — g3)'(gj— gi)*»
soit positif.
Les deux invariants g2f gs seront rappelés dans la notation quand il en sera besoin; on écrira alors p{u;g2j gz) au lieu de j3w, de même qu'on écrit, quand cela est nécessaire, sn(w, Â) au lieu de snu.
Les racines ei, e^y e^.
Les trois racines ^1, ^2, ^3, dont la somme est nulle^ sont, comme il est entendu, supposées rangées par ordre de grandeur ^1 > ^2 > ^3î en sorte que et est positif, e^ négatif. Quant à ^2, cette racine est positive ou négative ; elle a le signe opposé à celui de giy comme il résulte de la relation
^ieî«3 = |^8.
tA
Le signe de e^ est aussi celui de {k^ — f^^)\ car on a
Xî— A'* =
€m — ^3 Ci Ct
3tft
Cl — Cl Ci — Cl Ci — Cl
D'ailleurs k'^ — k^'^ = aA'-^ — i; donc €2 est négatif, ^3 positif, quand k^ est inférieur à 5; au contraire, 62 est positif, g^ négatif, quand k^ est supérieur à ^.
En remplaçant X par son expression
ei — e^
dans (19), nous
iivons
(ao)
vS •
f ^ AA
pu = ei
Ci — ^3
sn'
Le dénominateur variant toujours entre zéro et l'unité, pu varie entre l'infini positif et e^. Ainsi la seule racine e^ est une des valeurs que peut acquérir j3w, et c'est le minimum de pu, qui prend successivement toutes les valeurs entre e^ et l'infini positif.
La période 20).
La fonction pu est paire, comme le montre la définition (19); car, ayant sn{ — 1^)= — snp, on en conclut p[ — u) = pu. Elle a une période que nous désignerons par 2(0, et qui n'est autre que
2 KyA. Ainsi
= Kv/X =
\/ei — Ci
c, = pa), p(ama) d= a) = pM.
Dérivées de pu.
La dérivée de pw sera désignée par jj'w; c'est une fonction impaire, ayant aussi la période 20)
p'(2/W(«) ih m) = dr p'a.
Elle est liée à pw, d'après (18) et (18 a), par la relation
(2i) (p'm)« = 4p'w — ^t pu — g^- i(pu — ei)(pu^et)(pu'-ez).
Les dérivées successives ont toutes la période 20); elles sont alternativement paires et impaires, et se calculent facilement par diiTé-
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lentiatîon de (21)
p'u = 6p*a— \gt,
p'^u =\ipu p'u,
p'V£« = i2(p'M)»-4-i2pa p'a= i2(iop5a — 1^, pa — ^3),
Dégénérescence de pu.
On a vu que les fonctions elliptiques dégénèrent en fonctions circulaires ou en fonctions exponentielles quand k converge vers zéro ou vers Tunité. Ces deux circonstances ont lieu, la première, quand 62 va coïncider avec ^3 ; la seconde, quand €2 va coïncider avec Ci. Dans Tun et Pautre cas, le discriminant A devient nul. Il ne peut d^ailleurs devenir nul autrement, puisque ^i, e^ sont séparés par zéro, sauf le cas limite et= ^2= ^3= o qui sera examiné tout à l'heure.
Ainsi deux modes principaux de dégénérescence : dans le premier A*=o, ^3 est positif, e^ coïncide avec e^; dans le second A* = I , ^3 est négatif, 62 coïncide avec Ci,
Dans le premier mode, on a
e, = c, = — le,, ^, = 3eî, ^3=«i, A = ^3— 27^1=0, À = -2- = 5 — , A' = 0, snu = siDu,
^3>0, pU = — -^- -h
sin«Ml/2£' Dans le second mode, on a
Si
e, = ci=- les, ^î=3e|, ^3 = ^3,
Enfin, troisième mode de dégénérescence, si e\^ (?2j ^3 tendent ensemble vers zéro, il en est tout autant de g2 et ^3, et le rap-
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port ^^ est infiniment petit du même ordre que e^. On a alors
ei = e, = «s = o, ^j = ^3 = o, o) = 00 , pa = ~
Homogénéité.
Si, dans la relation (19), on remplace ueiX par -^ et -» u étant
une constante positive quelconque, et, en même temps, pu par [jL j3£/, cette relation reste inaltérée ; mais, en même temps, ^i , e^, e» sont remplacés par [^.e^y [t.e2^ p-^s* On a donc une relation d'homogénéité
de même
Addition des arguments.
De la formule (i3) on déduit aisément celle qui convient à Tad dition de l'argument pour la fonction pu. Écrivons-la ainsi
I €\dl
\ c\d\ Cxd\ Cfdi
Mettons de même p, p^ p2 pour les fonctions p des trois argu inenls. Nous concluons de l'égalité (20), d'après (4) et (6),
Xpi-+- Xpi-f.
HP^ = X(p,
= Atp,
Ci^l
— — t^ Pu
X(Pî— es),
X(Pî— «i),
X(pî— e,),
jA Pj.
En substituant, on voit disparaître X, et l^on obtient
,,_^ _ (Pi— g3)(P» — gi)(Pî— gOH-(ji»— e3)(Pî — gi)(pt— g») — ?)>'i P'i ^ ''- (Pi -P.}*
P^PtPÎ-^P«P?-i^a(Pi-^P»)— U3— jp^p; ^ (Pi -Pi)*
Mettant les arguments en évidence, nous avons la formule cherchée
(23) ^^u^,)^'^iî^^P^-\^^)iV^-^?^)-^^-P'^P'^.
^ ' *^ ' 2(pa — p«^)* '
mais an peutTécrire aussi sous une forme qui se fixe mieux dans la mémoire
Mettons p = «, , w + p =: — u^^ et écrivons la formule ainsi / ) ï /p'" — p'wi\'
'r^. ' pu -h pui •+- nWj = - ( ] 7 U-i- Ut-\- Ui = o.
4\P"— pwi/
Cette relation a lieu entre trois arguments dont la somme est nulle.
Echangeons entre eux u, u^^ u^ au second membre et concluons (jue les trois rapports
p'u — p'U\ p'Uf — p'Uf p'Ui — p'u
pu — pui pui — pUi puf — pu
ne peuvent différer que par les signes; mais, si Ton avait
p'u — p'mi __ p'ut — p'w»__ . p'w» — p'w pu — pui pui — puf ~~ pUf — pu
on déduirait, en combinant les deux premiers rapports,
p'u — p'uf _-i-P'*« — P'^ pu — 2pui-i- put ~" pui—pu
pUi — pu=^qz(pu — ipui'^pui)y
relation évidemment impossible. Les trois rapports sont donc absolument égaux, ce qui, d'ailleurs, entraine une seule équation; car le troisième rapport a pour termes les sommes des termes des deux autres. Ainsi la relation
W -A- Ml -h Mj = o
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est traduite par les égalités
l p'u — p'iit __ p'ut — p'ut __ p'Uj — p'u __ ^ (25) ) pu — pui pui — pu^ pui — pu'^ *
Ces formules, extrêmement simples, sont celles dont l'usage est Iv plus fréquent.
Voici encore une autre forme intéressante ;
p(w-4-i') =pU r- ( = '— ) =pv 3- (^- = ),
'^ iôu\pu — pv/ ' '1 ov \pu — pv /
•^ 2 cil/ ()v \pit — p r /
On retiendra encore mieux ces formules (aj) en observant l'interprétation suivante :
Soient a y b deux constantes données, et supposons qu'on cherche à déterminer // par l'équation
a pu -r- ù .= p'u.
On en tirera une équation du troisième degré en pu^
ayant trois solutions p;/, P^i^ p^2* Par l'équation proposée, on aura trois quantités correspondantes p'//, p'u^, p'u2 sans aucune ambiguïté. De là résultent
a pu - - b — p'u a pux — b — p'uiy a pui-h b = p'ui.
En éliminant 6, on conclut l'égalité des trois rapports (aS) cl de la constante a; puis, en prenant la somme des racines de l'équation du troisième degré, on obtient la seconde égalité (aS). Ainsi la relation
U -i- Wi-+- «j = o
est traduite encore par ce fait que ?/, «i, U2 sont solutions de
l'équation
a pu -h b = p'u.
C'est là un cas particulier d'un célèbre théorème dû à Abel, el dont nous parlerons au Chapitre VII.
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CHAPITRE IL
Arguments purement imaginaires. — La période •jta'. — Arguments complexes. — Dérivée. — Relation entre j) m et y'ii. — Addition des arguments. — Homogénéité. — Double périodicité. — Addition des demi-périodes. — Infinis de hi fonction pu. — Diverses valeurs de u pour une même valeur de pu. — La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. — Sur les signes dv
p' u ou de — .- quand pu est réel. — Dégénérescence de pu. — Les fonctions
snr/, cm/, dnuj d'arguments imaginaires. — Addition des demi-périodes. — Zéros et infinis de sni/, cm/, dm/. — Diverses valeurs de l'argument pour une même valeur de la fonction sn</, ou cnt/, ou ânu. — Les six modules conjugués. — (Quarts de périodes. — Définition directe de pu. — Nouvelle démonstration du théorème d'addition. — Sur la liaison entre les invariants et le module. — Variation des périodes avec les invariants; rapport des périodes. — Cas où g^ est nul. — Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant devient nul.
Arguments purement imaginaires.
Jusqu'à présent, l'argument u a été considéré unîquemcnl comme une variable réelle, et les fonctions elliptiques n'onl d'existence que pour cette supposition. La formule d'homogénéité de pu suggère tout nattirellement l'idée de généraliser et en ofl'rc le moyen.
Ecrivons (*) cette formule (I, 22) en y mettant u\^i»- au lieu de u et intervertissant les deux membres ; ce sera
Chacun des deux membres a une signification qui nous estcon-
(*) Quand nous renverrons à une équation d'un autre Chapitre, nous indiquerons, comme ici, le Chapitre et le numéro de l'équation. Ainsi le renvoi actuel (I, -ji) signifie : Chapitre I, équation (a-j).
nue déjà, tant que, g2 et ^3 étant réels et satisfaisant à la condition
jjL est une quantité positive. Eflectivement, au premier membre,
My/[JL est réel, et, au second membre, gn^^i gzY-^ sont réels et satisfont à la condition
(3) (^î[x«)'— 27(^,tx«)î>o.
Mais, u restant réel, cette dernière condition est encore satisfaite, si [JL est une quantité négative, en sorte que le second membre de (i) conserve une signification connue, pourv^u que la condition (2) ait toujours lieu. Quant au premier membre, la fonction p s'y présente avec un argument purement imaginaire. C'est une fonction nouvelle, non définie encore. Nous prenons donc pour définition de la fonction elliptique p avec un argu^
ment purement imaginaire (en faisant \k= — i, t= y/-— ~i )•
Il est donc bien entendu que p{iu; g^i gi) est, par définition, une fonction réelle de l'argument réel m; c'est un autre nom qu'on donne à — p(w; g2j — gz)' Par suite de cette convention, on devra écrire
(5) ip'iiu; gi, ffi) = — p'{u; ffi, — ffs);
d'où résulte
= — p'î(tt;^„— ^3)-t-4p*(w;^î, — ^3) — ^ïP(w;^î,— ^3)— (— ^3) = o.
Ainsi la fonction p, avec l'argument purement imaginaire i£/, satisfait, comme avec l'argument réel, à la formule
Elle satisfait aussi à la formule d'addition (I, 23). La démonstration se fait de même. Sans qu'il soit besoin de rien écrire, on voit que le changement de u en iu, de i^ en tV entraîne : 1** le changement de signe de p; 2** le changement de signe de ^3; 3" la multiplication de p' par i. Or ces changements ont pour résultat de changer les signes de tous les termes au numérateur du second membre, sans altérer le dénominateur, et de changer
: ff' ■•
TV
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aussi le signe du premier membre. Par suite, d'après (4), la «- ^' i ^ formule subsiste si Ton y suppose u elv purement imaginaires. On \ .^ ^ aperçoit encore l'exactitude de la formule d'addition d'une ma- . , \ |^ \ nièrc bien simple dans l'égalité (I, 24). La supposition que u et v ^ "^^^^ ^ sont purement imaginaires a pour effet de remplacer chaquep par ^^ ^ <) — J3 et chaque p' par ip' , En conséquence, la relation ^^ 3 ^
y- n'est pas troublée.
^j >^ On voit aussi par les relations (4) et (5) que p et p' conservent, I H pour les arguments purement imaginaires, la propriété d'être, la première une fonction paire, la seconde une fonction impaire, et de devenir infinies quand l'argument est nul. Quant à la périodicité, elle existe encore, mais la période est changée. Désignons >sla nouvelle période par aw'. Ce sera une quantité purement ima- X
» Lunaire et -r- sera réel. t*
';n La période sco'. ^v
Il est aisé de reconnaître ce qu'est cette période. Rappelons-nous ^^^^
^ les relations suivantes : /f^< i^ '" ■*" ■l
On voit, par les deux premières, que le changement de ^3 en *
: >i^ — ^3 a pour effet de changer les signes des trois racines e. Comme v
I \>^ on doit les ranger par ordre de grandeur, on doit remplacerai par ^
Vi v^*^ — ^3' ^2 P^'' — ^^» ^3 P^*^ — ^'* Parla k'^ et k'^ s'échangent entre ^
cux/Donc la fonction j3, avec les invariants ^2 et — ^3, est définie ^
par la fonction sn, au module A', comme la fonction p{ii', 5^2, g:\) X ^ par sn(w,Â'). Remarquons, en outre, que le multiplicateur )s,
n'est pas altéré. Si donc K' est l'analogue de K, mais pour le mo- . >, \ dule /{', on aura ^
Ni
-îT-
Nous avons VU la signification de e^ , traduite (p. '26) par la relation Changeant gz en — ^3, on a donc
De là, d'après la déûnition (4)^ nous concluons
Arg^oments complexes. — Déûnition de p{a^i%).
Connaissant la fonction p pour les arguments réels et pour les arguments purement imaginaires, nous ladéfmirons, pour un argument imaginaire quelconque, par la formule d'addition.
Donc, par définition , pour le cas 11 = a -h ioi, a et ol étant réels, nous aurons /- -' / "
(6) pu = ; — z •
'JL{pa—piOL)^
Dérivée.
Pour un instant, remettons, dans le second membre, une variable réelle a', au lieu de (a, et soit ainsi
Comme /(a, a') n'est autre que p{a -\- a'), les dérivées partielles de/ par rapport à « ou par rapport à a' sont égales entre elles; c'est p'{a -j- a'). Celte égalité
Of^^ ()/ ôa OcP
n'a pas lieu identiquement, mais en vertu de la seule relation
satisfaite par p'a^ pa, aussi bien que par j)'^/, pn'. La même égalité a donc lieu encore si l'on attribue aux symboles j3, p' des significations quelconques, pourvu que la même relation soit véri-
^/^< t ' Jl c' - .
fiée entre p' et p. Or, on vient de le reconnaître, il en est ainsi quand on suppose a' purement imaginaire. Donc, d'après la définition (6), on a
ô p // r> p H dp u fip 11
àa à{ioL) d{a-^ioL) du
Ainsi p«/, qui se présentait sous la forme d'une fonction de deux variables a et a, est légitimement considérée comme une fonction de la seule variable a -H *a, et possède une dérivée bien déterminée. Cette dérivée, qui se réduit bien à p'a ou p' ît. quand a ou a sont nuls, sera désignée encore par p' ii.
Il importe de démontrer que la fonction pw, ainsi entendue, a les propriétés déjà reconnues pour les cas où u est réel ou bien purement imaginaire.
Relation entre pu et p'u.
Quand u est imaginaire, on a, comme dans les autres cas,
(7) p'*" = îj>'« — ^iPt' — ffi'
Effectivement l'égalité
a lieu, quand a et a' sont réels. Elle a lieu, non pas identiquement, mais en vertu de cette même égalité, supposée vraie pourp^/ et pour pc^. Donc, par le même raisonnement que tout à Theure, on voit qu'elle a lieu pour a' purement imaginaire ; c'est ce qu'il fallait prouver.
Addition des arguments.
Quand u et r sont imaginaires, la formule d'addition est exacte. Nous allons l'établir.
Considérons quatre arguments a^ a', 6, 6', et posons
u = a^ a\ Ui = a -h bj r =6-4-6', V, = a'4-6'.
Envisageons la fonction
Si a, 6, a', V sont réels, /(«, i^)et/(e/|, i'i)exprimenl tous deux
et U se réduit à Tunité. Pour faire apparaître cette valeur de U, il faudra exprimer J3W, p'w, pi', p'i' au numcralcur et pwi, p'wn jx'i, pVi au dénominateur par les fonctions des arguments a, «', />, 6'; puis, par la relation (7), réduire les deux termes à ne contenir les p' qu'au premier deij^ré. Nécessairement alors les deux termes de U deviendront identiques.
Voici donc les conditions analytiques sous lesquelles Use réduit à l'unité : 1° les symboles p et p', avec les quatre arguments w, r, f/i, ('i, s'expriment par les mêmes symboles avec les arguments «, a', bn b\ conformément aux formules d'addition; 2" ces derniers satisfont à la relation (7 ).
Supposons maintenant, dans U, a'=: /a, 6'= ijî, a et j3 étant réels. La seconde condition est satisfaite. Quant à la première en ce qui concerne les arguments u et i», elle est satisfaite par définilion; en ce qui concerne Wj et t^i, dont le premier est réel, le second purement imaginaire, elle est satisfaite aussi, comme on l'a démontré. Donc, dans ce cas aussi, U= i. D'ailleurs /(f/|, t^i ) est la défmition de p{a-\- ioL -\- h -\- i^) \ f{Uy r) est le second memhre de la formule d'addition avec les arguments an- fa, b -h « j3. . Donc la formule d'addition a lieu pour des arguments imaginaires
quelconques.
Homogénéité.
Les relations d'homogénéité ont lieu pour un argument imaginaire quelconque. Cela est évident à cause de l'homogénéité de la formule d'addition..
En particulier, les relations (4) et (5) ont lieu dans tous les
cas.
Double périodicité.
La formule d'addition ayant lieu avec un argument imaginaire (pielconque, il est clair que les cas particuliers suivants ont lieu
aussi f
l){u-\- lia) — ym, p{u -1- 2(jj') = pu.
Donc pu est doublement périodique. De même p' u et toutes les di-rivées de pu admettent les deux périodes 20), aw'.
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Addition des demi-périodes.
On a déjà vu que, les trois racines ei, ^2? <?3 étant rangées dans Tordre décroissant, les deux extrêmes sont les valeurs de p pour les demi-périodes w et co':
D'après la relation
p'»î/ = 4(pî<— e,)(jw/— c,)(j>'/ — ^3), on a
p'tij = O, p'Ui' = o.
Cette circonstance simplifie l'expression de p{u -r- r) quand ou suppose ^ = (0 ou r = w'. Soient r = w, pi' = ei. Nous aurons
p(w-Hco> = — (pi/ -t-e,)H- 7 , — ^ r
(pff —et)(pff ^e:i)
=z-~(pii-^ei)-^
pu — ei
— PI/ -+-^1 — £?* — e^ f- ^ ^^
pu -ei J>" — fi
pu — Cl
La formule se réduit ainsi à
(8) j)(l/ -f-CO) — <?! = -
Elle pouvait se déduire des formules donnant sn(^/-hK) el cn(// 4- K), établies au début (I, 8).
La symétrie parfaite qui existe entre les deux racines Ct, Cn montre qu'on a de même
Si dans (8) on suppose pi/= e^ ou, dans (8 a), pitz=ei^ on trouve
égalité qui montre la signification de la troisième racine e^. Par le même calcul que pourp(?/ -|- w), on obtient aussi
(8£>) n(t/ -f- a> -+-CO ) — e^ = ^ — = •
pu — Ct
Il y a, comme on voit, trois demi-périodes w, w' eta>"= a> + w', répondant aux trois racines ^i, ^2, e^. Pour chacune d'elles, la fonction p' devient nulle.
Inûnis de la fonction pu.
Comme snu est nul, p;^ est inûni pour 11 = 0. D'ailleurs la dérivée de snw, qui est cnudnu se réduit alors à l'unité. Donc
a pour limite l'unité. Donc u^pu a pour limite l'unité quand
n converge vers zéro par des valeurs réelles. Il en est de même quand u converge vers zéro par des valeurs imaginaires quelconques. On le déduit facilement de la définition (6) ; on peut aussi le prouver par un calcul qui se trouvera plus loin (p. 77). A cause de la double périodicité, on voit que pu devient infini pour
snu u
u= inuti-h' 2m' (jù'^
m et m' étant des entiers quelconques, et que l'on a
lim (u — imta — -im' vù' )^ p u = i.
Il importe de s'assurer que pu ne devient pas infini pour d'autres valeurs de u.
Quand u prend seulement des valeurs réelles, pu n'a pas d'autre infini que les valeurs f/ = 2m(i>; et, quand u prend des valeurs purement imaginaires, les seuls infinis sont 2 m' 10'.
Soient a et a réels. Comme pa varie de ^1 à -f- oo , il est toujours positif; comme pioL varie de -f- ^3 à — 00, il est toujours négatif. Donc pa — pioi est la somme de deux quantités positives, dont aucune n'est nulle; cette quantité n'est donc jamais nulle. Donc, d'après (6), p(a-i-/a) ne peut devenir infini que si le numérateur de (6) est infini; mais, si l'une seulement des deux quantités pa ou pia. est infinie, p(a -+- It.) n'est pas infini. Dans l'un ou l'autre cas, on obtient p^ioL-^ iniiù) ou p(a -f- 2m'io'), c'est-à-dire p ta ou pa. Il faut donc, pour que p{a + It) soit infini, que pa et pioL soient tous deux infinis et qu'ainsi l'on ait
Comme p'u est lié à pu par la relation
p'«a= ip^u — i^tpu — gz, p'u ne devient infini qu'avec pu.
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Diverses valeurs de u pour une môme valeur de pi/.
La double propriété que possède pu d'être paire et doublement périodique montre que l'équation
pM = p«;, où l'inconnue est Uj admet les solutions
où m et m' sont des entiers quelconques. Elle n!a pas d* autre solution.
En effet, prenons la formule d'addition et changeons-y p en — Vj
p(MH-p)-f-pz*-f-p(>= 7 ( ' *— ) ,
En retranchant membre à membre, nous obtenons
Si donc l'équation proposée est satisfaite, le second membre de cette dernière est infini; donc p(f/ — r) ou p(w + i^) sont infinis. Donc on n'a pas d'autre solution que celles qu'on a remarquées d'abord.
La fonction p u passe par toutes les valeurs réelles
ou imaginaires.
Soit d'abord a un argument réel et variable. On sait que pa passe par toutes les valeurs réelles depuis e^ jusqu'à + oo .
Soit aussi £a un argument purement imaginaire. On sait que p£a passe par toutes les valeurs réelles (négatives) depuis e^ jusqu'à
Rappelons-nous aussi que l'on a
«I > «1 > «j- En mettant a au lieu de u dans (8a) et écrivant
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on voit que p(a + w') est réel et décroît de €2 à e^ quand pa croît de ^1 à -I- 00 . Donc, pour les arguments imaginaires de la forme a -h 10', la fonction p est réelle et passe par toutes les valeurs comprises entre e^ et e^»
En mettant la au lieu de u dans (8), on a
[ei — p(ioL -h (a)]{ei — pia) = {ei — et) (ei — Ci).
De là résulte que, pioL variant de 63 à — 00 , J3(ia -{- w) est réel et varie de €2 à e|. Ainsi, pour les arguments w -j- ia, la fonction j) est réelle et acquiert toutes les valeurs comprises entre €2 et e<. D'autre part, on a
et cette relation fait voir que p' est réel quand j3 est supérieur à ^, ou compris entre €2 et e^, purement imaginaire quand p est inférieur à €3 ou compris entre Ci et €2»
Les divers arguments qui correspondent à une valeur donnée pc, pour la fonction j3, sont tous compris dans les deux formes
p H- amco -ham'to', — p -t- 2m(i) -+- 2mV;
p' est une fonction impaire. Si donc on donne à la fois p et jV, Targument est entièrement déterminé, à des multiples près des périodes. Donc :
1° pu et p'u étant donnés, tous deux réels, il y correspond (à des multiples près des périodes) un seul argument qui est ou Lien réel ou la somme d'une quantité réelle et de la demi-période 10';
2° pu et p'u étant donnés, le premier réel, le second purement imaginaire, il y correspond (à des multiples près des périodes) un seul argument, qui est ou bien purement imaginaire ou la somme d'une quantité purement imaginaire cl de la demi-période (o.
Démontrons maintenant le théorème fondamental :
Il existe un argument u et un seul (à des multiples près des périodes) pour lequel pu et p'u soient respectivement égaux à des quantités imaginaires données, vérifiant la relation
Il s'agit de trouver les deux parties a et ia dont la somme compose u. Pour conserver la symétrie dans l'écriture, mettons b au lieu de la; il est entendu que a est réel, b purement imaginaire.
CUAP. 11. — ARGUMENTS IMAGIXAIRES. — DOUBLE PÉRIODICITÉ. f\l
Employons le théorème d^addition (I, aS) qui fournit les deux équations
^^-^^ p(a-r-ô) —pa ~ p{it^b)~-^b " ^'
(10) \^(a-\-b)-^pa-^pb = \%^.
Soient donnés
pu — p{a'\-h)r-i K -i- t'B,
Il s'agit de trouver ^a et i^a^ tous deux réels; jd6 et ylh^ le premier réel, le second purement iitiaginaire. Prenons pour inconnue le rapport commun Ç = j: + iy. En séparant le réel et Timaginaire, nous tirons des deux rapports (9) les quatre équations
(11) k'-\'p'a = kx — B^' — xpa^ B'-h - p'^ = A^' -h Bjt -^'J>^;
(12) B' = Aj-+-Bar — 7pa, A' = Ax — Bj — irp6.
Tirons j) AT et pi des deux dernières (1 2) et substituons dans(io), après y avoir mis i^x + ly) au lieu de ç, puis séparons les parties réelles et les parties imaginaires. Nous aurons ainsi deux équations entre les inconnues x^ y. Les voici :
3Aa^'-i- (B ~\xy') (or^—y^) — B't — A'j = o,
ory{ly — ljy) = o.
Rejetons la solution étrangère xy = o; nous avons ainsi
xy = 2 B, et, en éliminant j)', nous parvenons à la résolvante
x^— -^xT-T-i2Ax2 — 4A'j: — 4B2 z=0.
Le terme indépendant de x ayant le signe — , celte équation a des racines réelles; prenons-en une, nous aurons pour y la valeur
réelle — 9 puis pa', pb seront donnés sous forme réelle par les
équations (12), ainsi que p'a et -r p'b par les équations (11). D'après l'étude faite précédemment, pa et p'a étant réels, a sera
réel, ou réel plus w'; de même b sera ou purement imaginaire, ou bien purement imaginaire plus w. Que les uns ou les autres de ces cas aient lieu, on aura trouvé un argument u = a-i- b^ et le théorème est prouvé, car il n'en peut exister qu'un seul.
yl posteriori, on peut se rendre compte de la raison pour laquelle la résolvante est du quatrième degré et reconnaître que ses quatre racines sont réelles. Nous avons exprimé que pa, pè, p'a sont réels et pb purement imaginaire. L'argument u est unique (à des multiples près des périodes); soient M = a-+- tp, a et ^ étant réels; le problème, tel que nous l'avons mis en équation, comporte les quatre solutions suivantes :
a = a, b = ep;
o = a-Hto', ^, = //3— ^4 j;
A chacune de ces solutions correspond un couple diflerent de valeurs réelles pour x et y.
Sur les signes de p'u ou de ^ quand pu est réel.
On rencontre à chaque instant, dans les applications, des arguments u qui correspondent à des valeurs réelles de pu, et il est nécessaire de n'avoir pas à rechercher chaque fois le signe de p'u
ou de ^» Les formules d'addition des demi-périodes permettent
aisément de trouver ces signes.
En premier lieu, pour un argument réel a, p'a est négatif quand a est compris entre zéro et co, et change de signe chaque fois que a, en variant, passe par un multiple de lo.
En second lieu, pour un argument purement imaginaire ta, 2-_-
est, de même, négatif quand a est compris entre zéro et -r> et change de signe chaque fois que a, en variant, passe par un multiple de — •
Ce sont là les conséquences immédiates des définitions ; ce sont
aiissî les réponses à la question quand pu est supérieur à Ct pour le premier cas, inférieur à e^ pour le second.
Soit maintenant // = (a/i -f- i)o>'+ a, a étant réel, en sorte que pu est compris entre e^ et 62- On a
pu — ez= j n w = : TT — p a.
De là suit que p'u a le signe opposé à celui de p'a. Ainsi p'u est positif quand w — (2/1 -h i)cj' est réel et compris entre zéro et o).
Soit enfin w =(2/14-1)0) + ta, a étant réel, par suite pu entre i'2 et ^1 . On a
(ei — f'aXe?! — es) i ,,^ (<?! — ^i)(gi— ^3) p'i^
p H ei= ; > - p U = ; : r- •
rar suite, ^-r- est positif quand r est réel, compris
tu'
entre zéro et -. •
Dégénérescence àe pu.
On a vu, dans le Chapitre I, comment pu dégénère en fonction circulaire ou exponentielle suivant le signe de ^3. Le changement de gz en — «3 n'altère pas le discriminant, qui devient nul quand la fonction dégénère. Donc p(£/; ^2> g^s) et p(w; ^2> — ^3)<légénèrent en même temps, mais Tun en fonction circulaire, l'autre en fonction exponentielle. La définition que nous avons adoptée pour J3(a-h l'a) entraîne ainsi avec elle une définition des fonctions circulaires et des fonctions exponentielles aux arguments imaginaires et un lien entre ces deux espèces de fonctions. Ces faits sont-ils conformes à ceux que Ton a précédemment introduits en Analyse et qui découlent de la formule d'Euler
On va reconnaître qu'il en est bien ainsi. Prenons les formules du Chapitre I, en supposant, par exemple, ^3 <I o ; nous aurons
nOz-^ ^\-^^' 9 ^3/e^-i-e-^V
2^î a fTi s»n^^
D'après la définition (4),
p('"; ^2» ffi) = --p("; ^î» — ffi)y
nous aurons comme définition de e'*', en substituant et suppri mant le facteur commun,
Extrayant la racine carrée, nous obtenons
e'^ = cos V -h i sin r, e-'* = cos v — i sin v.
En faisant la supposition opposée g^ >> o ou bien changeant ici ç en A', nous aurons la définition de cos^V et sin^V pour v réel; puis, pour un argument complexe, les formules d'addition définissent de la manière la plus générale les fonctions circulaires el exponentielles, conformément, on le voit, à ce qui est d'usage.
Les fonctions snu, cni^, ùnu d'arguments imaginaires.
La fonction sna a servi pour former j) u quand l'argument était réel. Inversement, pw, qui est maintenant connu pour les arguments imaginaires, va servir à définir sna d'une manière générale.
Rappelons les relations suivantes, trouvées au Chapitre I :
'"'^''n'' ""'--"Tx"' ^^""""ST"'
d'où résulte, par la définition (I, 20) de pu et les relations (I, 4, tl) entre sn^w, cn^w, dn^u^
cn^-— cln2-r X(j)w-e3)= -^ l{pu-^et)= —, À(jw/-ej)= —>
/à và /X
\'M conséquence, nous avons
sn
(In w =
V pv — e^'
w'= ay/A = ■ L _ ) A-= 4/-^ •
Il n'y a aucun obstacle à supposer, dans ces relations (i 4), que v soit imaginaire, et nous aurons ainsi la définition de snw, en;/, ilnu pour un argument imaginaire quelconque. Cependant une difficulté subsiste à l'égard du signe des radicaux. On trouvera, dans le Chapitre VI, par des moyens directs, la preuve que les
trois radicaux y/ jji' — 6' peuvent être remplacés par des fonctions dépourvues de toute ambiguïté. Ici, au contraire, nous allons faire disparaître Tambiguïté de sn//, en//, dnu par ces fonctions ellesmêmes.
Pour abréger, employons la notation
jHw; /Ç-î» — .^"3) = j>w,
en sorte que, pu se rapportant aux invariants ^2, ^3, jpw, surmonté d'un trait, se rapporte aux invariants ^2? — fftt- Rappelons-nous (|ue, d'après (i3), ainsi qu'on Ta déjà observé précédemment, l'échange de ^:i en — g^ entraîne celui de A* et k' sans changer ).. Nous aurons donc, suivant les équations (i4)> en mettant les modules en évidence,
sn(w, k) =^ 4/-':L^1, sn(£/, A') = i/ll-^;
en(«,A)^4/ZEZ, en(a,AO =4/^^11^; V P^ — e-i y j>iM-tf,'
Dans les premières, mettons iu au lieu de //, et rappelons-nous
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que p(fV) = — pç; nous aurons
sn(iw,A-) = l/ — = =±i — —-,, :
en
en (m, k')
j /• fx - /p t" -H ej . dn(w,A')
dn iw, A)=l/î^ ^ =±. — 7-^,/'
^ V J^^'"'~^3 en (m, A)
Les trois fonctions d'argument iu doivent, pour la continuité, satisfaire, comme avec l'argument réel, aux conditions
=1 enw=i. unw = i, pour «/ = o.
On voit que ces conditions exigent qu'on prenne les signes -}-. Nous écrirons donc
. .sn(a,A:')
sn(m, A) = i — j-f-y
^ ' en (a, A)
(i5) { en (m, k) =
en (a, A';
... , dn(M, A')
dn(ia, A) = — ) ',/»
^ ' ^ en (a, A')
Ce seront là les définitions des trois fonctions pour un argument purement imaginaire; puis les formules d'addition serviront à définir les trois fonctions pour un argument complexe. Ainsi, de même que pu, les trois fonctions snUy cnw, dnu sont connues sans aucune ambiguïté pour un argument imaginaire quelconque.
Comme corollaire, nous concluons que les trois radicaux
\/pu — e sont dépourvus d'ambiguïté :
^pç — e^ =
sni/
en 1/
('^"0 i ^pv — ei — v^Ci— ea
sn u dn ri
\ suit
u = .We,-e„ A = ^?t--^'
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Addition des demi-périodes.
Pour sn, en, dn, les périodes sont aK, 2«K'. On sait par les définitions du début (p. 5) que l'on a
sn(M-i-2K)= — sniij cn(M -i- aK) = — cnw, dn(t£ -t- 2 K) = dn//.
Parles relations (i5), on aura aussi
sn(w -t- 2i*K')= sni/, cn(t/ -4- 2tK') = — cnw, iIn(M -h aïK') = — dn w.
Pour l'addition des demi-périodes, on a trouvé au début, en ce qui concerne K (I, 8, 8^, 86),
sn ( // -T- K ) — -, — »
^ (In //
(17) * cn(// -;- K) = — k
(ln(w-H K) =
dn //
[ln // On en déduit, par l'intermédiaire des relations (i5),
sn(w-i-iK') = 7 >
Ksnu
, ._.,. dn M
< Cn(//-+-lK)= -r; >
i lA'sn//
dn(//-h *K ) = -:
/ sn II
Kn combinant enfin les équations (17) et (18), on obtieni
, -, .,,, dm/
sn ( // -h K -:- I K ) = -i- -,
A- en//
(-9) <'cn(«-»-K-»K')=g.^,
dn ( // -^ K H- / K' ) = /A' ^ — .
en//
Zéros et infinis de sn //, en u^ dn u.
Des relations (i 4) résulte que les trois fonctions sont infinies quand J3(m y/).) est égal à^a; ainsi les infinis de sn//, en//, dn// sont
I K' -- '1 m K -+- inî i K'.
que p(fV)== — pp; nous aurons
.sn{Uj k') sn(iw,A-) = l/ — i- ^— = =î= t
y —pv — Ci
cn(iUyk) = i/'-
cn(Uy A')
-h €3 cn(w, A'j
j /• fx - /f> t' -H e j , dn(w,A')
Les trois fonctions d'argument iu doivent, pour la continuité, satisfaire, comme avec l'argument réel, aux conditions
snu ,
=1, cni/=i. dnM = i, pour M = o.
On voit que ces conditions exigent qu'on prenne les signes -j-. Nous écrirons donc
.sn(u,k') sn(iM,A) = * — jr-y
(i5) { en (m, k) =
cn(w, A')
... , dn( w, A')
dn(iM, A) = — ; '',/- ^ ' cn(M, A')
Ce seront là les définitions des trois fonctions pour un argument purement imaginaire; puis les formules d'addition serviront à définir les trois fonctions pour un argument complexe. Ainsi, de même que pu^ les trois fonctions snw, cnw, dnu sont connues sans aucune ambiguïté pour un argument imaginaire quelconque.
Comme corollaire, nous concluons que les trois radicaux
\/pu — e sont dépourvus d'ambiguïté :
>/pv~-ei =
(lO) ■ y/pt;_ej = \/ei —
snu
en tf
sn u dn ri
^pi; — et = \/ei—e3
\ SUti
U ^v v/ei — éfj, A = 4 /
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Addition des demi-périodes.
Pour sn, en, dn, les périodes sont aK, a/K'. On sait par les définitions du début (p. 5) que Ton a
sn(w-i-2K)= — snuy cn(M -*-2K) = — cnt/, cln(M -t- 2 K) = dn//.
Parles relations (i5), on aura aussi
sn(M -t- 2/K') = snM, cii(« -4- at'K') = — en//, dn(// 4-aiK') = — dnw.
Pour Taddition des demi-périodes, on a trouvé au début, en ce qui concerne K (I, 8, 8^, 86),
pnri/ -r- K) — -, — , ^ du u
(17) / cn(// - K) = — A-
dn{//-H K) =
dn 1/
On en déduit, par l'intermédiaire des relations (i5),
sn(//-'-iK') = -; ,
A'snu
, .,.,. dnw
< en ( w -4- i K ) = -n )
1 ik sn u
dn(i/-h iK ) = ". .
isnu
En combinant enfin les équations (i-) et (18), on obtieni
sn(w -h K -- iK ) = -, - ,
kcnu
(19) ' cn(//-H K-T- t'K') =^ ,
^ -^ ' ^ ^ tk CHU
i\n{u -h K -\- iW) = ik' - — .
cnw
Zéros et infinis de snu, en//, duu.
Des relations (i^) résulte que les trois fonctions sont infinies quand p(My/>») est égal 'dC^] ainsi les infinis de sn^/, cnu, dn//sont
i K' - 'imK-r- 2m' i K'.
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Les zéros de sn u correspondent aux infinis de p\ u y^O ; donc
sn(2mK -^ ini'iK') = o.
Les zéros de cnzi correspondent 'd p[u y/)v) = ei ; donc
en ( K -^ 2 m K ~- 2 m' I K') = o. Les zéros de dn w correspondent à p(u \.\ ) = ^2 ; donc , cIn(K -i- t'K'-^ 2/?iK-+- 2/?i'tK') = o.
Diverses valeurs de l'argument pour une môme valeur de la fonction sn Uy ou en u, ou dn u.
Soit à résoudre par rapport à l'inconnue i^ Téquation
sn a := snv.
On en déduit
donc
p y/X = r: w /X -T- 2 ni to -+- 2 m' w', c'est-à-dire,
i> = ir « -+- 2 m K -h 2 m' iK\
Mais, parmi les formes de i^ comprises dans cette égalité, deux <Ionncnt sn i^ = — sn w ; ce sont les suivantes :
i> =' M H- ( 4 /i -i- 2 ) K H- 2 mT K',
Les deux autres donnent bien snt^ = + snii. Ce sont les seules solutions du problème. Ainsi l'équation snt^ = snM admets pour solution générale^
\ «f-^ imK-^2m'iK'
( — MH- (4//IH- 2) K -^ 2m'iK'.
De même V équation en t^ = en u admets pour solution générale,
V = ±1 u-v- 2(2//n- /i)Kh- 2(2/n'-+- n)iK\
^^ dnt^3= dnw admets pour solution générale,
i^ = rh M -f- 2//1K M- \ in'iK',
Enfin il a été prouvé que pu passe par toutes les valeurs imaginaires. Donc aussi snw, cnw, Anu passent par toutes les valeurs imaginaires.
Les six modules conjugués.
DsinspUyles trois quantités ei, ^2? ^3 jouent un rôle entièrement svraélrique. Il est donc naturel de les permuter entre elles ; comme elles jouent un rôle dissymétrique pour la définition de sn, en, dn, on aura par(i4) la définition de ces fonctions pour divers modules, au nombre de six, qu'on pourra appeler modules conjugués. Deux seulement, k et A"', sont compris entre zéro et Tunité positive. Les carrés des quatre autres sont réels, mais ou négatifs ou supérieurs à l'unité.
La liaison entre les fonctions à modules conjugués se déduit immédiatement de (i 4 )• Par exemple, si l'on permute ^i et ^2, le nouveau module esti/- — ^> c'est-à-dire r; le nouveau multiplicaleur est j c'est-à-dire -r; : on a donc
'"^■■■'^-WÂ^'-~r^-VÂM^-'-''<'^''^
et de même
Les formules (i5) ont déjà exprimé la liaison entre les fonctions à module k' et celles à module k. En combinant les dernières avec (i5), on a les quatre autres groupes de relations analogues; mais il n'y a aucune utilité à les rapporter ici. Ces formules n'ont qu'un intérêt historique.
Quarts de périodes.
On a trouvé au début (p. 6)
sn — = — — ^-, en — 1/ jT» dn— -- v^A •
Tenant compte des expressions (i3),
V ^1 — <?3 ^l—Ci
on en déduit
f p'~ = — a(ei— C8)v/ei — c, — 5i(e| — e,)v/ei— «8- On aura semblablement, par le changement de ei, €2, ez en — ^i,
p—. = — e8-i-/(e,— e3)(e,— es),
p' —. = — 2(ei-- «s) V^«î— «a— a(ei— «3) /«i — «3 ;
ai V
et, puisque
il en résulte
p- =— pa, p -. = 7P"»
P Y ^ ^3— /(«î— «3)(ei — ^3 ),
(ai) ;
p' — = — ai(e|— e8)v/ej— ^3 — ai(«î— «3)/«i — «3'
Dans ces formules ( 20) et ( 2 1), les radicaux, qui sont tous réels, sont, bien entendu, pris positivement.
Par suite de la symétrie, on peut affirmer d'avance que les diverses expressions analogues où les e seront permutés et les signes des radicaux changés, correspondront de même à d'autres quarts de période.
Les quarts de période sont (à des multiples près des périodes)
les divers arguments 1 > où m et m' sont les nombres o,
1,2,3, sans être à la fois pairs tous deux. Il y a donc douze semblables arguments, dont chacun correspond à un second de telle sorte que la somme soit une période; on peut donc les réduire à six paires, en adjoignant à chacun l'argument égal et de signe contraire. Ainsi à - on adjoindra — -; à — > parles formules
p(— w) = p(a), p'(-w) = — P'w- Les formules (20) et (21) peuvent donc être envisagées comme se rapportant à quatre arguments dz -> ±: — • Il reste à trouver quatre
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formules analogues. C'est ce que nous allons faire au moyen (lu théorème d'addition. Mais d'abord, par l'addition des demipériodes, nous pouvons vérifier la forme commune aux expressions de p et p'pour tous ces arguments.
Soient a, ^, y les nombres i, a, 3 dans un ordre quelconque; posons
1** Si l'on prend
u est un quart de période. Soit effectivement (o^ la demi-période (]ui correspond à e<xf c'est-à-dire e^ = pcoa. Nous avons (8)
p(w — a)a) = pa.
Donc la somme ou la différence des deux arguments (// — (Oa), w, est une période. Ce ne peut être la différence; donc
aw — t»Qi= imoi M- làm'ui'j
a = — ^ -4- /nu) -H m (o .
C'est ce qu'il fallait prouver.
1^ Cherchons l'expression de p'u. Nous avons
pa — eoL^ibc, pu — ep=c'-i-iôc, pu — Cy = — b^-^-ibc^
p'u = dz 7Libc{c -+- ib).
En remettant, dans ces formules, pour h, c, leurs expressions, nous voyons que les quarts de période sont caractérisés par les formules suivantes :
Dans ces formules, chaque radical est pris partout de la même manière. En variant les déterminations des deux radicaux, on obtient quatre couples de formules, quatre arguments différents :
ce sont les arguments dont les doubles reproduisent la dèmî-période coa, à des périodes près, par conséquent
tÙ'x
Wot r Wa ,
Il nous faut maintenant, parmi ces quatre arguments, chercher auquel se rapporte chacune des quatre déterminations de p et p'. C'est ce que nous allons faire pour chacun des trois cas a= i, a = 3, a = 2.
Au cas a= I, nous avons déjà les formules (20). La seconde paire de formules sera
pu = et — \/ei — Ci >Jex — ^3, p'u = 2(ei— «8)/<?i — Cj — 2(ei — ej) /e, — C3,
et il s'agit de savoir si u est égal à — h o>' ou bien à — ( - + o>' ) . Or
nous avons vu, dans ce Chapitre, qu'à un argument (o>'+ a), où a est compris entre zéro et w, répond une valeur positive de p. L'expression écrite ici pour p'u représente une quantité positive,
les deux radicaux élant pris positivement; donc «^=7 4- w'.
Pour a = 3, nous avons déjà les formules ( 2 1). La seconde paire de formules sera
pç = ei-{- /ei — 63/^2— ^3,
p'v = 21(^1 — es) /e,— e3 — 2l(<?2 — ^3)/^! — 63;
r est égal àTun ou l'autre des arguments ± (— -+-a)j. Nous avons
vu que ^ est positif quand — ; — est compris entre zéro et -. ;
donc ici r = — h o>.
U nous reste à examiner le groupe de formules répondant à a=:';». C'est pour ce but que nous allons appliquer le théorème général d'addition (I, aS).
Soient deux arguments u, v^ moitié chacun d'une demi-période
différente,
pu = «a -H ibcj pç = ep H- ica ;
pu = iibc{c -h ib)y p'v = 'iica(a h- ic).
Formons d'abord le rapport - = Ç.
^^ pu --pv
p'u — p'ç = 2 ic{bc 4- ib^ — a^ — ica).
On a Identiquement
(i + i)(6c-f- ib^ — a« — ica) = (rt -4- A -H c) [c -4- i(b — a)] — (a*-+-6«-4- c*), et, comme (a^-|- b^-i- c^) est ici nul,
0 ic
p'u — pV = — — ^.(a-f- ÔH- c)[c-+- i(ô — a)]
= (iH- i)c(a-h^-+-c)[c-+- i{b — a)].
D'autre part, nous avons
pu — pv = e^x, — ef^-h ic{b — a) = c[c -¥- i{b — a)]. Donc le rapport cherché a pour expression simple
Cherchons les fonctions p et p' pour l'argument (V= — (// + r). Nous aurons d'abord
pw-\-pu-\-pv = iE*= -(a-+-ô-4-c)* = i{ab -^ bc -\- ca ),
p M -h pv = €^->r e^ -+- i{bc -H ca) = — ^y h- i{bc 4- ca),
j)«? = ey -h iab.
D'après le théorème d'addition, le rapport $ reste inaltéré quand on permute w, v^ iv\ d'autre part, pw, pv^ pw se déduisent les uns des autres par permutation de a, 6, c. Donc, sans recommencer le calcul de Ç, on peut écrire immédiatement
p'w = 1 iab (b -^ ia ).
Nous avons donc ce groupe remarquable de formules pour les quarts de période
p M = ^3f -H ibcy pv = ep H- ica^ pw = e^ -h lab ;
p'u = '2 ibc (c -h ib), p'v = à ica {a-\- ic ), p'tp = iiab{b -\- ia)\
Par les changements des signes de /, a, 6, c, ces formules conviennent à l'addition d'un quelconque des arguments -^ avec un
quelconque des arguments -f- o\i ~-^'
Soient a = i, ^ = 2, y = 3, et choisissons les racines carrées r/, 6, c ainsi :
Nous aurons
pu = Cl -h ^ei — ez ^Ci — e^ ,
p'u = — 2 /ei — ej ^ei — Cj (/ei — ej -4- y/ej — ej ),
ptv = «3— /<?! — «8 V^c, — es ,
p'«v = — 2 iV«î — «• /«i — «8 (v^ej — es -4- /ej — e, ),
et, par conséquent,
pç = ej — i v/^î — ^3 /^i — ^î »
pV = — 2 iV^î — es /e, — Cl (y/e, — «3 — iV^i — e,),
Comme (o est réel et (o' purement imaginaire, on n'aura qu'à changer, dans ces dernières formules, i en — i pour avoir les formules convenant à l'argument • Le problème est entièrement résolu, et nous pouvons résumer la solution dans le tableau suivant, où tous les radicaux sont pris positivement :
I P - = «1 -♦- V^«i — et ^ex — ez 9
p'- = — 2(ei--«3)/ci — e, — 2(^1 — c,)v/ei — 63;
p(^ -H w'j = ei — /ei — ej /^i — ez ,
P' ( Î^-H- o)' j = 2(c, — ej) v/«i — e, -- 2(c, — «,) /ei — e^ ;
p— = es— y/e, — <?3/^i — «8,
(aa)
pf hwj =e3-+-/e, — es ^Ci — ez,
p'( h o) j = 2i(ei — e3)/e2 — «3 — 2*'(^j— es)v/ei— ea;
= ej— tV^2 — ^3 ^ei — et,
' = 2{ei — ei)^ei — ez 4- 21(^1— es) y/ei — ej:
O) — (JJ
= ej4- tV^î — ^8 ^ex — e%^
p = 2(ei — ej)v/«| — es — 2i(e2 — «8)/^i— ^2-
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Définition directe de pu.
Sans passer par Fintermédiaire de sna, on peut envisager p^ comme uniquement défini par la relation
(23) p'*M = 4p'w — ^,pM — ^, = 4(pw — ei)(pw — «,)(pw — Ca),
de la manière suivante. I^es coefficiepts g^t gz étant réels et^i désignant la plus grande racine réelle, envisageons l'intégrale définie
dont nous appelons pu la limite inférieure variable, et faisons décroître cette limite pw de 4- oo à e|. Là fonction intégrée est toujours réelle et positive (le radical étant pris positivement), en sorte que u croît constamment. Appelons eu le maximum de u ou l'intégrale complète
Je, ^47' — gty — gz Je, 2 v/( j — e, ) ( j' — e, ) (7 — <?3)
De la sorte, pu se trouve être inversement une fonction réelle de w, décroissant constamment de 4- oo à ^i et, par conséquent, dépourvue d'ambiguïté. Elle est définie pour toutes les valeurs de u comprises entre zéro et (o.
En même temps, p'u se trouve aussi 'défini, comme égal au radical, pris négativement, puisque pu est une fonction décroissante.
Par ces définitions, Ct =pco est le minimum de pu et p'(o est
nul. On reconnaît facilement aussi (p. yi) que (pu -j devient
nul avec w, a toutes ses dérivées finies pour w = o et que les dérivées d'ordre impair sont nulles. On aura donc une fonction continue et restant finie de — o> à -|- o>, en convenant de prendre pour
(pu — -^ ) une fonction paire; par conséquent, on étend naturellement la définition de pu à l'intervalle ( — eu, o>) par la convention
(25) Pi—U) = pu,
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qui entraîne celle-ci
De cette manière, à chaque couple de valeurs pu, p'ii^ où pu est supérieur à ei et p'u réel et quelconque, correspond un argument unique u, compris entre — co et h- o).
Pour prolonger maintenant la définition en dehors des limites ( — 0), -f- 0)), observons les dérivées successives de pu^ déduites de (aS). On a successivement
p'u =6p«a-- J^„ p'"u = iipup'u,
11 est manifeste que les dérivées d'ordre pair sont des polynômes entiers en pu, tandis que les dérivées d*ordre impair sont de tels polynômes, multipliés par p'w. Comme p'co est nul, il s'ensuit que les dérivées d'ordre impair sont toutes nulles pour u = o). La continuité exige donc que Ton prolonge la déHnition en posant
(•27) p(w -f- W) =T jî(w — u),
ce qui entraîne
Ces deux relations, jointes à (20) et (26), donnent la propriété
(29) p{^nnii±: u) = pu, p'(%mo)Th u) =dz p'u,
contenant à la fois les deux précédentes. Les fonctions p et p' se trouvent maintenant définies pour toutes les valeurs réelles de u: elles sont périodiques, leur période est 2a>. Si, dans l'égalité (24), on fait
on obtient une égalité toute semblable
dY
De là découle la propriété relative à riiomogéuéité ; car on a, en conséquence,
(3o) p(w;^î,^3) = î^p("v^; Ji> g)-
Ici intervient le théorème d'addition, dont nous donnerons tout à riieure une démonstration directe et qu'on peut résumer en disant que p{u -^ v)^ p'('^ "î~ ^) s'expriment par une fonction rationnelle de puy p'uj pv^ p*v.
En même temps que pu=^ p{u\ g^i gz)i envisageons
fonction qui n'a pas besoin d'être définie de nouveau. Elle ne diffère de la précédente que par le changement de g^ en — g^. Le seul effet de ce changement est de changer aussi les signes des trois racines ^i, e^, ^3, qui deviennent ainsi — ^i, — <?2> — ^3» Si les trois racines sont réelles, alors la plus grande est maintenant — ea, l'ordre primitif étant supposé e3<C^2<C^i« En conséquence, la demi-période àe pu est définie, comme o), par une intégrale élen-
due de — ^3 à -t- do . La désignant par —> on aura
ei)
J^a formule d'homogénéité (3o) conduit maintenant à prendre pour définition de p(^w), avec u réel,
p(iu) = ~ pUy p'{iu) = i p'u;
puis, pour définition de p{a-h ioL)^ on adopte celle que donne le théorème d'addition, et l'on démontre que les fonctions J3 m, jd'm, ainsi généralisées, jouissent de toutes les propriétés reconnues pour l'argument réel. C'est ce qui a été fait dans ce Chapitre.
On ne peut manquer d'observer que cette analyse résumée s'applique parfaitement au cas où les trois racines ei, 62, e^ ne sont plus réelles, mais une réelle et deux imaginaires conjuguées. La seule différence consiste en ce que, dans ce nouveau cas, le chan-
gemeDl du signe de g^ ne substitue plus — e^k e^^ mais substitue à Tunique racine réelle cette même racine changée de signe. Cette circonstance amène quelques différences de détails, qui seront examinées dans le Chapitre III; mais on voit, dès à présent, qu^il n'existe pas de différence essentielle entre les deux cas, celui où les trois racines sont réelles, le discriminant positif, cas envisagé jusqu'à présent; et le cas nouveau où deux racines sont imaginaires conjuguées, la troisième réelle, le discriminant négatif, cas qui fera l'objet spécial du Chapitre III.
Nouvelle démonstration du théorème d'addition.
La démonstration suivante, qui fournit immédiatement le théorème d'addition sous la forme simple et élégante (1, aS) déjà envisagée, est un cas particulier de celle que nous reproduirons au Chapitre VII pour le théorème d'Abel.
Soit à déterminer u par l'équation
apu-^b = p'Uf où aet b sont des constantes données. Prenons pour inconnues
(3i) x = puy y = p'u.
Les équations du problème sont
(3a) ax-^-b^jr, y^ = i^^ — gi^ - gs]
d'où résulte la résolvante en x
(33) F(x) = ix^—gt/c — gi— {ax + 6)» = o,
qui a trois racines Xq^ ^i, X2j à chacune desquelles correspond un seul argument, sauf des multiples des périodes ; soient Uq, u^ , u-^ ces trois arguments. Chaque groupe {xr-^y^n Ur) varie avec a et b et dépend de ces deux variables suivant les relations (3i), (Sa), (33), où il faut supposer chaque lettre x^ y^ u munie de l'indice r. Si l'on fait ainsi varier a, 6, F(:rr) sera identiquement nul et, lar suite, sa différentielle totale sera nulle aussi. De là provient l'équation
^ ' oa db
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Mettons pour les deux dernières dérivées leurs expressions explicites et remplaçons {aXr-\' b) par^r» suivant (32) :
F'{Xr)dxr— ^yri^rda-hdb) = 0, D'après un théorème attribué à ÏAiler, les deux sommes
Tn Xt Xf 1 I I
•^ !?//_ \ "^ 1?'/— \' TPI / ^ \ ' X?l / ^ \ ^^
F'(x,)^ F'(x,) F'(x,y F\x,) ' F'{xO F'(x^) sont nulles ( * ) ; donc on a
clx(t dxy dx^
ce qui, d'après (3i), se change en
duQ -h du\ -H du% = o, Wo -h Wi -h Mj = const.
Il sudBt, pour déterminer cette constante, de supposer a et b infiniment grands, leur rapport ayant une limite finie quelconque. Alors une racine pu^ devient infinie, les deux autres égales entre elles, et l'on a, sauf une période,
Mo = o, Mi = — Ml, Mo -H Ml -i- Mj = une période.
Donc la somme des trois racines u est égale à une période. De la relation (82), en y substituant successivement i/o "d "2, on tire ensuite les formules (I, 26), comme on l'a fait au Chapitre I.
Sur la liaison entre les invariants et le module.
Nous avons, au Chapitre I, exprimé les liaisons entre les invariants et le module par l'intermédiaire des racines ^i, e^j ^3. H est
(') En effet,
¥{x) {x-x^)¥'{x,) {x-x,)V'{x,) {x-x,)V\x,) Multipliant par x aux deux membres et supposant x infîni, on a
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intéressant de faire disparaître cet intermédiaire. Voici les relations obtenues :
De là résultent ces expressions pour g2 et g^
puis la suivante, indépendante de ).,
C'est ici le lieu de faire connaître une propriété des deux polynômes formant les termes de cette fraction. On en peut former une combinaison linéaire qui soit un carré parfait, comme on le voit par l'identité
4(1 — A:«-i- A:*)3— (i -f- A-«)«(2 — A-«)«(i — aA'î)* = 27A-K1 — A*)«.
Pour vérifier cette identité, il suffit de remarquer que les deux membres sont, l'un et l'autre, des polynômes du quatrième degré en k'^ (les termes en A**^ et A"*® disparaissant au premier membre), et que ces deux polynômes sont égaux entre eux pour cinq valeurs de k'^^ savoir o, i , — 1 , ^, 2.
Se rappelant la définition du discriminant A,
on déduit de l'identité ci-dessus les rapports égaux
^ *^ 4(1 — A'-hA-^)' (I h- A«)* C-a — A2 )«(!-- -lA»)* ayAHi — A«)«'
Les rapports mutuels de ^2» ffl^ ^ ^^ dépendent pas de \ mais seulement de k^ : ce sont des invariants absolus. Pour voir comment ils varient avec A:^, nous allons considérer leurs dérivées, dont les expressions sont fort remarquables. On va les trouver comme il suit.
Pour avoir plus de symétrie dans les calculs, prenons les trois polynômes
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qui coïncident avec les trois polynômes (34) si l'on suppose^' = i , X = A"^. Ils donnent lieu à l'identité qu'on vient d'établir
(35) 4A» — Bî— 27G« = o.
Dénotons par les indices i et a les dérivées partielles de ces polynômes par rapport à x t\.y\ ainsi
. àk . f)A _ dB ^»=d5' ^* = 5^' ^»=J^' *••*
Eu differentiant dans (35), on a
laA'A, — aBB,— 54GG, = 0, i2A«Aj — 2BB, - 54GGî = o; d'où résulte
B,G,— G,B, _ GjAa— AtG, _ A|Bg — BiA?
Dans chacun de ces rapports, les deux termes sont d'un même degré, 4 pour le premier, 3 pour les deux autres. Les dénominateurs n'ont aucune racine commune; donc ces rapports sont égaux à une constante indépendante de x, j', et il suffit de supposer, par exemple, x =^, pour reconnaître que cette constante est égale à — I . Ainsi
BiCj— GiB, r:- — I2A«,
(36) \ G,Aî--A|Gj= aB,
A,Bj — B,Aï= 5iG.
A cause de l'homogénéité en x^ y cl des degrés de A, B, C, on a, en supposant maintenant j' = i ,
A,-i-Aiar = 2A, B,-+-Bix = 3B, Gj-t-Gi^^SG.
Substituons dans les relations (36) et, au lieu de A|, B|, C|,
mettons A', B', C, dérivées prises par rapport à la variable unique x ;
nous aurons ainsi
BA'— 2AB':.= 54 G
et, par conséquent,
/BY___4^\* /An'__2A«B /B«Y_ 5^CR \G/"" G"*' \CV~ G^ ' \AV~ \>
On a, par conséquent,
P = / ^ log —^ = log — .
Cette quantité p, comme on le voit, devient infinie pour £ = o; mais la différence (o) — p) reste finie. Nous allons le reconnaître et en trouver la limite.
Réunissant sous un même signe d'intégration les deux fonctions intégrées, nous avons
^e, * Lv/(7 — ^i)(7 — ^j) W^-^-^a )/e^-^ia) /cj^-aa 7 J ' mais la fonction qu'on intègre ici peut être écrite
' iL-i/y^^ '— 1.
et l'on voit qu'elle reste finie, même à la limite inférieure j^ = ei, quand e-^ et e^ convergent l'un vers l'autre ; donc, encore ici, la limite de l'intégrale est égale à l'intégrale de la limite, et nous avons
Soit, pour un instant, b^ a] on a
dy b
r'' dy i
Jb ^ (7— «)/7-^2a
En ajoutant membre à membre, nous concluons
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Supposons maintenant b = a, et concluons
liin(a) — p) = — -T= logia.
Nous avons trouvé pour p une expression qui diffère de — ■==: log — seulement par un infiniment petit; donc enfin
liin(ai /^^»og ) =0.
Faisons disparaître de ces résultats a, e ; mettons en leur place les invariants g2j gz et, avec eux, Tinvariant absolu
dont il sera plusieurs fois fait usage. D'après les expressions cidessus de Ci, ^2, ^3, et celles de giy gz p^i* les racines, nous avons
^2 = 4(3a«-e«), ^3 = _8a(a« -Eî); A^2«.3*a*£*, J = — , - = /3J, 2/3<i = lim(i2^i)*.
Nous pouvons, par conséquent, résumer nos résultats ainsi : Quand le discriminant devient nul et que gz est négatif, on a
A = o, gi < o, J =-- -H 00 ,
II* V *'^' Iimvi2^î-.- = ir, * _ lim [v^i2^i w — log(24 /^ J )] = o;
à quoi nous pouvons joindre, sôus une autre forme.
(40 lim/3J
Si maintenant nous voulons avoir les formules analogues pour
Cil'
le cas où g^ est positif, nous n'avons qu'à échanger w et — ; donc: Quand le discriminant devient nul et que g^ est positif, on a
^ = o, /Ta > o, J = -h 00 ;
Ir V lim[i'7ïir^'-log(a4/3J)]=o;
(43) limv/3Je '^ = ïV-
Il est facile de compléter ces résultats en concluant les analogues pour K et K'. Dans le cas des formules (4o), nous savons que l'on a (p. 63)
^ = /XK', limK'=-;
donc
D'autre part, d'après les égaillés (34), nous avons à la limite, pour
et, d'après (*>= yOy.K, nous pouvons conclure ainsi : Lorsque k' tend vers zéro, on a
limK'=-, ) .^K
(4'») { , ,v } lim ,,^ - = A'
lim (k - log I) = o
De même, pour le cas des formules (4^) : Lorsque k tend vers zéro, on a
TZ
limK= -, » -^'
jlim(K'-Iog|.)=o)
Dans le Chapitre VIII, on retrouvera ces expressions asymptotiques par d'autres moyens.
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CHAPITRE III
DISCRIMINANTS NÉGATIFS.
Définition de pu pour un argument réel. — Homogénéité. — Limite de u'^pu pour 11 = 0. — Addition des arguments. — Arguments purement imaginaires. Arguments complexes. — Périodes. — Les trois demi-périodes. — Infinis de lu fonction pu. — La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. — Variation des périodes avec les invariants : rapport des périodes. — Cas où g^ est nul. — Cas où g^ est nul. — Lemme sur les expressions asymptotiques de certaines intégrales définies. — Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant devient nul. — Dégénérescence de pu.
Définition de pu pour un argument réel.
On a déjà vu d'une manière sommaire, au Chap. II (Définition directe de pu) comment s'introduit la fonction pu quand le discriminant est négatif. Nous allons reprendre cette définition, montrer rapidement comment les propositions déjà connues s'appliquent à ce nouveau cas et insister seulement sur les différences qui s'y rencontrent.
Soit
un polynôme ayant deux racines imaginaires conjuguées e^ , e^ et une racine réelle e2» Cette circonstance est caractérisée par la condition que le discriminant doit être négatif.
L'intégrale définie
où le radical est pris positivement et où la limite inférieure varie entre + oo et éj, croît quand pu décroit. Soit wj l'intégrale complète
dy
. Hky)
par le moyen de TégaUté ( 2), la fonction p m se trouve définie sans aucune ambiguïté pour toutes les valeurs de u dans l'intervalle (o, W2). En même temps p'w est défini comme égal au radical /?r« négativement, puisque pw est une fonction décroissante.
Nous étendons maintenant la définition à toutes les valeurs réelles de u au moyen des relations
entraînant celles-ci
p'(— ") =^ — P'w, p'(m 4- aci)j) = p'a et se résumant ensemble par les égalités
(\) p{2nniif±: u) = pu, p'(2ma)jrh a) =±p'a.
Les fonctions pi^et p'a sont continues, on l'établit comme il a été dit au Chap. II. Elles deviennent infinies quand u est un multiple, positif ou négatif, de 2(i)s. La première pu est toujours supérieure à e2, qui est son minimum, et Ton a
la seconde p'u prend toutes les valeurs réelles et change de signe en passant par zéro ou par l'infini, quand u passe par une valeur multiple de (02 , multiple impair dans le premier cas, pair dans le second.
On conviendra de distinguer les deux racines imaginaires def{y), en prenant pour e^ celle dont la partie imaginaire est positive. Soient
Les relations entre g^^ gz et les racines sont les suivantes
te Ton voit que ^3 a le même signe que e^-
Homogénéité.
La définition (2) rend évidente, comme il a été expliqué au Chap. II, la relation (II, 3o)
(7) p(«; ^1,^3) =!xp (///?; g, p)-
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Limite de u'^pu pour u = o.
D'après la déCnilion (x), s\ pu est infiniment grande la partie principale de u est
Jpu /47' \/pu Donc on a
liin.w*pM = i, pour a = o.
La partie principale de j3 2/ étant — > celledep'aesl j> et l'on
a en même temps
ïimu* p'u — — 2.
Addition des arguments.
La démonstration directe, donnée au Chap. II, s'applique ici sans modification. Nous en ajouterons cependant une autre comme il suit.
Soit
i\ pu — pv I
U a été prouvé, au cas du discriminant positif, que cette combinaison F est égale à p( w -f- v). On a donc, pour ce cas,
(9) 5ïï = ^^=^v'4F'-<r.F-ér..
Cette relation n'est pas une identité par elle-même, mais seulement en vertu des deux égalités
I p'«p =4pîi;— ^,pi; — ^,.
Comme ces égalités (lo) ont lieu aussi pour les fonctions qu'on vient de définir au cas du discriminant négatif, les relations (9) ne cessent pas d'être exactes.
Comme F? t" » j~ sont réels, il suit de ( 9) que le radical est réel
aussi. Donc F et le radical, pris avec le signe dont il est affecté dans (9), sont égaux respectivement à pU et p'U, U étant un cer-
tain argument dépendant de u et de \?, Sa liaison avec m, v est exprimée par (9), sous forme d'équation différentielle, ainsi
-r— = -T- — pu -T- = pu -r- = p U,
Ou dv *^ du ^ dv * ^ du ~^' dv ■"''
donc U = a 4- ^ -h coiwbI. Si l'on donne à F la forme (1,23)
^{pu — pv)^
en voit, pour i^^ o, F se réduire à pu. Ceci résulte de ce qui a été établi au paragraphe précédent. On a donc simplement
C'est ce qu'il fallait prouver.
Arguments purement imaginaires.
En même temps que
pu^p{u\gt,gz), considérons
(la) vu = p(u\gt, — gi),
qui a même déGnition que pu, et en diffère seulement par le signe de ^3, sans influence sur le signe du discriminant. La
demi-période de pw sera désignée par -4> en sorte que w^ sera
une quantité purement imaginaire; sa définition sera
On passe de (^2? gs) à (^2? — 5*3)) en changeant les signes des trois racines. Pour conserver la convention relative au signe de la partie imaginaire dans e^ , il faudra, comme dans le cas où le discri- ^
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rainant est positif, changerai, es, e^ respectivement, et dans cet ordre, en — e^, — €2, — ^1 •
D'après la formule d'homogénéité (7), nous prenons comme définition de p{iu)j avec a réel, la relation
(i4) p{iu)=: — pu,
qui entraîne cette autre
(i5) p'(ia)= ip'u.
On démontrera, exactement comme au Chap. [I, que, pour un argument purement imaginaire, les fonctions ainsi définies vérifient les diverses relations établies jusqu'à présent pour un argument réel.
La fonction p{iu)^ où u est réel, est elle-même réelle et comprise entre et et — QO ; e^ est son maximum et Ton a
(16) p^'i=ei, p'wj = o.
La fonction p'{iu) est purement imaginaire, et ^-^. — peut acquérir toutes les valeurs réelles.
Arguments complexes.
La définition de p w, pour m = a -+- e a, se fait exactement comme au Chapitre II, par la formule d'addition, et Ton prouve que : i°pw a une dérivée p' u satisfaisant à la relation
(17) p'«M =ip^U- g^pU — g^\
a** ces fonctions vérifient les formules d'addition^ et aussi 3** les formules d'homogénéité.
Périodes.
Nous voici maintenant au point où apparaît une différence entre les deux cas distingués par le signe du discriminant. Les deux demi-périodes Wj et w^ correspondent, d'après (5) et (16), à une même valeur pour p; on a
pwi — pw', = ej, p'a)j= p' («>',= o.
Par le même calcul qu^au Chapilre II {Addition des demi-périodes)^ on a
p(u -f- loj) = ei-f
pa — ej
p( M -4- 0),) = CjH >
pa — es
Changeons dans cette dernière relation u en (w — 0)!^), ou en (m -f- (*)!j), et nous aurons
p(a-^ci)i — 0)2 ) — pa,
p(a-+- wj-i- Cl)', ) = p(M-f- acoj) — pa.
Il n'existe donc pas seulement les périodes 2/720)2 4- a m' (*>!,, mais encore (am -f- 1)0)2-4- (a/n'-!- i)o>!j. Considérons les trois demi-périodes
dont les deux extrêmes sont imaginaires conjuguées; nous allons montrer qu'elles correspondent à e^, ^2, ^3, exactement comme, dans le cas du discriminant Ipositif, cela avait lieu pour o), 0)" = 0) -4- 0)' et 0)'.
Les trois demi-périodes.
Soit posé, comme au Chapitre II (Quarts de périodes)
et prenons a = 2, ^ = 3, y = i, par conséquent,
6* = — (e,— ei), c'=ej — ea.
Nous avons déjà employé la notation
Ci=r— a-hiP, es — — a— ip, ei=2a, p > o. Choisissons (19) /e,— e, = v/3a-+-ip r=p — iq; /? > o, 5^ > o,
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par la condition que la partie réelle soit positive. En élevant au carré, on a
et, puisque P est positif, gr a le même signe que p. C'est ce que nous venons de mettre en évidence dans (19). Achevons maintenant de fixer b et c, en prenant
c= p'\- iq, b = zi(p — iq), e = iiii.
Soit maintenant
pa = «j-f- ibc — 6% — £(/>'-r- q^)*
On voit que pu est réel. Sie=:= — i,p« est supérieur à ^2; il y a donc des arguments réels u. Soit un de ces arguments; il donne lieu, comme on Ta vu au Chapitre II, et comme on le retrouve immédiatement, à Tégalité
d'où résulte que -^ est une des valeurs de u ; donc
Soit maintenant e = 4- i; pw est moindre que e,; il y correspond un argument purement imaginaire, et l'on a de même la conséquence
(•11) P-f^Ci—p^—q^,
En répétant le calcul fait au Chapitre II, on a en même temps
liip'a = iibc{c -\- ib) = — 2e(/?*-i- q^)[p -^ iq — £(/? — iq)],
quantité réelle ou purement imaginaire, comme il convient, suivant que s = — I ou 4- I .
Quant au signe à choisir, il résulte de ce quep'~et - p' —
doivent être négatifs. On a donc
(2a) p'îï! ^_4^(^«+y.),
De là résulte
tOj (1)1 , . .^ Wj (I)'-
Et, diaprés le théorème d'addition,
Wj-t-O), CDj 0)., I 1 "^ 2 2
2 2 2 4 \ wj 0),
Ainsi, suivant la notation (18), nous trouvons
(24) PW3=^8,
et pour les quantités conjuguées, sans qu'il soit besoin de recommencer le calcul,
(a5) po), = c,.
Infinis de la fonction pu.
En supposant w -= a + la, on a, d'après la formule d'addition qui sert de définition,
p^- a(papta — {^a)(pfl-i-pta) — ^3— p'qp'^'g.
Les quantités pa, p^a, p'a sont réelles, p'ia est purement imaginaire. Comme a est réel, pa est supérieur à ej, et pia, de même, est inférieur à ej.
Dans le cas du discriminant positif, on a vu, par l'emploi de la même formule, que pu est infini dans le cas seulement où pa et pix sont infinis tous deux. Ici encore pu est infini dans ce cas, et l'on a ainsi des infinis de la forme
M — amu)j-4- 2m'u)'|.
CHAPITRE m. — DISCRIMINANTS N'ÉGATIPS
Maisy maintenant, il y en a d'autres. En effet, dans le cas du discriminant positif, j3 a avait Ci pour limite inférieure, pix avait Cz pour limite supérieure; ces deux limites étaient séparées par un intervalle infranchissable, en sorte que pa — pîoL ne pouvait être nul. Ici, au contraire, les limites, inférieure pour pa, supérieure pour pta, coïncident. Donc pu est infini encore dans le cas
Alors
par suite.
a = (a/n-f- i)(i)2, ta = (2m'-f-i)u)',
u = (2/n -i- i)a)j-T- (a/n' -r- i)(d'j. Donc les infinis de pu sont
ou m ET m' SONT DE MEME PARITÉ; ccci, par l'introduction de cuj cl
(U3, peut s'écrire
u = amicoi-T- 2/n3U)3,
et l'analogie avec le cas du discriminant positif est ainsi rétablie.
On déduit de là, comme pour le cas précédent, que les valeurs
de u satisfaisant à l'équation pu^^ps^ sont toutes comprises
dans la forme
u=dzp-t- a/WiCDi-t- a ma (1)3.
Il a été prouvé, dans un précédent paragraphe de ce Chapitre, que u^pu ^ l'unité pour limite quand pu converge vers zéro par des valeurs réelles. On peut vérifier qu'il en est de même quand u converge vers zéro par des valeurs quelconques. A cet effet, prenons la formule d'addition sous la forme (I, 23)
a(pM pv — |^5)(P w -4- pp) — /T.! -4- p'w p'r p(a — 1^)=
et supposons w = i^ -f- 5, z étant infiniment petit. La partie principale du numérateur est
et celle du dénominateur est iz^ p^^{^, La partie principale du second membre est ainsi -z ? et Ton a bien
lim(-««p-«)x=o = i-
On en conclut immédiatement aussi
(26) liin(a — amiODi — 2/n3(i)j)*pu = I, pour u = 2miU)|-h a/nscos.
La fonction p u passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires.
Cette proposition s'établit ici par la même analyse exactement que dans le cas où le discriminant est positif (Chap. II, p. 40- ^^ conclusion résulte de ce que la résolvante en a: a des racines réelles.
Il y a cependant une légère modification dans la remarque placée (p. 4^) à la suite de la solution. La résolvante n'a plus ses quatre racines réelles, mais deux réelles et deux imaginaires conjuguées. Ces racines correspondent aux quatre couples d'arguments
a — a. b — ip,
a -- a -f- Wj, b = ifj — Wj,
a = a ~a)|, 6 -^ «p — Wi,
a — a r- wj, b = i^ — 0)3.
On se rendra parfaitement compte de ces circonstances si Ton observe ce fait : en considérant a, 6, A, B, A', B' comme des quantités quelconques, réelles ou imaginaires, on obtient par l'analyse employée (p. 4i) la solution du problème suivant : Etant donnés
trouver pa, p'a^ pb, p'b. Ce problème n'est autre que celui de la division de l'argument par 2, posé d'une manière particulière. Le degré de la résolvante sera expliqué Chap. IV.
Variation des périodes avec les invariants. Rapport des périodes (^).
La demi-période réelle (Oj et la demi-période purement imaginaire (u^ ont pour définition les deux intégrales
fdx — —
dx
g\x-^ gz
(') Ce paragraphe et les suivants peuvent élre omis dans une étude sommaire.
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Si, dans la seconde, on change x en{x — 2^2), on obtient cette expression
Pour reconnaître cette forme du polynôme sous le radical, on n'a qu'à tenir compte de la relation ^e\ — ^2^2 — 5^3 = o î car on a identiquement
4 ( r — 2^2)' — ^j(a7 — 2e,) -{- ffi
=. 4ar3 — ^,ar — ^3— 24ej(a: — es)î — 2(4e; — ^,e, — ^a).
Des expressions (27) et (28) résulte immédiatement la consé-
quence suivante : le rapport -r-^ est supérieur, égal ou inférieur à
l'unité suivant que 62 est positif, nul ou négatif, suivant aussi, en d'autres termes, que g^ est positif, nul ou négatif.
Voici encore une autre conséquence immédiate. Supposons d'abord e^ ]> o, et admettons que le discriminant, toujours négatif, converge vers zéro. Les deux racines conjuguées e^ et e^
convergent vers -> Comme cette quantité, d'après l'hypothèse
^2 > o, est en dehors des limites ^2 et -j- 00 , (U2 conserve une valeur finie. Mais les racines — ei et — 63 du polynôme soumis au radical dans la première expression de -4 convergent vers — '> qui est
dans les limites de l'intégration; par suite, -^ devient infini.
Les mêmes faits se passent en ordre inverse quand 62 est négatif. Donc :
1° Quand g^ est positif et que -^-^ décroît de 4- i à — 00 ,
T-^ varie de 4- c» à -j- 1, sans que nous sachions encore si cette variation a lieu par continuel décroissement;
2** Quand gz est négatif et que -^^ décroît de + 1 à — oc ,
.- - varie de zéro à -|- i , sans que nous sachions non plus si cette
variation a lieu par accroissement continuel.
Pour faire disparaître cette lacune, mettons en évidence la racine
8o PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
^2» en écrivant
Changeons maintenant, dans (27) et (28), x en 62^, et faisons la supposition €2 > o. Nous aurons alors
/- /*• dx
/ ^a:(a?»-i)+^(a:-i)-6(x-i)« Soient ^ ± i'^ les deux racines imaginaires «i, 63. On a
La quantité ■— peut donc prendre toutes les valeurs depuis \-
jusqu'à + 00 . Quand elle croît ainsi, les deux intégrales définies décroissent toutes deux; mais le décroissement relatif est moindre
pour la première que pour la seconde, en sorte que -r-^ décroît.
Pour prouver ce fait important, faisons, dans les dernières intégrales, le changement de variable*
La substitution directe donne pour résultat
/- V r^ do
J ^ v/2(2-+-Y)-i-3v/2 4-Y-i-[2(2-i-Y) — 3/2-hY]cos*ç
2(2-1-7) — 3/2 4-Y-T"[^(^-^T)-^3/2-i-Y]cos*^ La première peut s'écrire
/ — 2 /•* do
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on a posé
Cette quantité est plus petite que l'unité, comme il résulte des données d'après lesquelles le radical ne peut jamais devenir imaginaire pour des valeurs réelles de cp. On le vériGe d'ailleurs; car la condition k]<Ci donne justement y >|- . Elle est aussi positive.
Quant à la seconde intégrale, elle s'écrit de même
on a posé
Par cette transformation, le rapport t-2. apparaît comme coïn-
cidant avec le rapport ~ des périodes au cas du discriminant positif, avec un module ky^ dont le carré k\ varie de o à ^ quand y croît de j à H- 00 . D'ailleurs k\ est toujours croissant avec y.
Dans la forme précédente, on voyait que y/ê^(U2 et y/ea ^ décroissent quand y croît; dans la forme actuelle on voit que ^ë^ V 2 -h y wa croît avec y, mais que sfë^ V 2 -}- y -^ décroît. Il
en résulte clairement que -r^ décroît quand y croît.
D'après l'égalité
4^5 — ^26,-^3 = 0, on peut écrire
'^ISl
La fonction ~- décroît continuellement de ^ à — 00 , quand
z croît de T à 4- 00 , Donc ., décroît constamment de 4- i à
, quunu que :
— 00 , quand j^ croît à partir de 7. Nous savons donc maintenant
IDj
gz étant positif et ^^i décroissant de -{- v à — x) , ~^- dé-
crott constamment rfe -h ^ à -+- i (* ).
Comme il suffit de changer g^ en — ^3 pour échanger cua et
-^y nous pouvons ajouter que «^3 e/rt/i^ négatif et -^^ décroissant de -h i à — ^o , ^ crott
27^3 *tU2
constamment de zéro à -^ i.
Cas où ^1 est nul.
Il existe ici un cas particuliçr fort remarquable qui ne se présentait pas pour un discriminant positif; c'est le cas g2== o, impossible dans l'hypothèse gl — 27^3 >> o. Les formules précédentes exigeraient des transformations pour faire reconnaître la valeur simple du rapport des périodes en ce cas. Mais on y parvient tout naturellement ainsi :
Dans la formule d'homogénéité
p(j^'y î^*^3!» î^^^aj; = ÎA* p(w; ^„ ^3),
supposons g 2^= o, et prenons alors pour [jl une racine cubique de l'unité. Soient
les racines cubiques de l'unité; faisons |jL=:a2, il vient, pour
p(aM)= atpa,
(*) On peut éviter le calcul qui précède en se référant à l'égalité
tù,
qui se trouvera déniontréc au Chapitre IX. Ici A est le discriminant négatif A = gl — 2"/ gl. Il résulte de celte égalité, g^ étant positif et supposé constant,
tù'i
que la dérivée du rapport -r-^ 9 par rapport à ^,, esfc positive; donc ce rapport est
croissant avec gj, g^ restant constant et positif. C'est ce qu'on vient de prouver par un calcul direct.
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sans changement dans les invariants. Il suit de là que, si 2(5 est une période quelconque, 2olG) en est une aussi. Pour préciser davantage, observons que Ci, e^ reproduisent e^ multiplié par a et a^.
Nous avons distingué e^ comme ayant sa partie réelle positive ; donc, si 62 est positif, nous aurons
Prenons ce cas, et faisons u -^ (02] il en résulte
p(aa),)^^aci ou p(aa)i) ^- e, = p(a>,). Par conséquent, m et m' étant deux entiers de la même parité,
î -^ (1)1 r- wj I — J -- 1 — I - mwj — m tn^.
Si le signe -\- convient, en séparant les parties réelles et le» parties imaginaires, nous aurons
I — — I - /w,. — (m -- j) ta^ = i ^— wj. D'après la première égalité, m est l'unité, m' est donc impair, et
iwj ^n-.i
Mais ce rapport est supérieur k l'unité, on l'a prouvé dans le paragraphe précédent; il ne peut donc être égal qu'à y/3. Si le signe — convient, on d^m^^ o, et
/ , i\ > iy^
avec m' pair. Là encore la conséquence est la même. Donc, pour g2=--oelff3> o,
ICO)
L'inversion de w^ et -4 correspondant au changement du signe de gzj on a aussi pour ^2 = o, «^3 < o.
«Wî /3
En joignant ces résultats aux précédents, nous pouvons conclure ce qui suit :
Util
gi • . o, ^î - O, — <^ ^-- < I ,
co.
co', î
Cas où ^3 est nul.
En ce cas, on a
(o'j r* dv
gty
et il faut observer que g2 est négatif comme le discriminant, qui se réduit à g\.
En mettant dans l'intégrale, au lieu de j^,
on obtient
y^-t^--gi^^y
2V^V^— ^îCO,
r* dt
Suivant les notations des intégrales culériennes, l'intégrale au second membre est
Cette dernière transformation fait apparaître la transcendante numérique A, trouvée au Chapitre II {Cas où gz est nul)^
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On a ainsi, dans ce cas particulier,
Lemme sur les expressions asymptotiques de certaines
intégrales définies.
Soit à trouver, pour e infiniment petit, une expression asymptotique de l'intégrale
'_^^dy_^ C>B, /(7 — a)*-+-e*
où l'on suppose que a soit entre B et C, et que A(a), ^\(i) aient des valeurs finies. Partageons V en deux intégrales U et U', ayant pour étendue : la première, l'intervalle (B, a); la seconde, l'intervalle (a, C). De plus, pour pouvoir même supposer B ou C infinis, partageons encore U en deux autres Ui, Ua dans les intervalles (B, b) et (b, a); et U' en deux autres, U', et U'j dans les intervalles (a, c) et (c, C). Nous allons d'abord trouver une expression asymptotique de
Considérons l'intégrale
Dans la difTérence
la fonction intégrée ne devient pas infinie quand £ est infiniment petit. Donc la limite de l'intégrale est égale à l'intégrale de la limite, c'est-à-dire
On remarquera qu'il faut mettre efiectivement (a — y) o. non
{y — a) pour la limite de y/(jK — a)^-t- e"^ , puisque ce radical est pris positivement et que^, dans l'intégrale, est moindre que a.
Cette dernière intégrale peut être considérée comme la limite de
quand a tend vers a; précisons davantage en supposant encore 0L<Cci* D'ailleurs
b donc
lim(U, — w)=Iiin f i^Zli^: ^_ ^(a) iog(a - a) — ^(a)log(a-6). e = o aL-a\Jf, CL— y J
• / =4'(«)loff 7:
Substituons à u son expression finie et faisons passer le terme i}^(a)log(a — b) au premier membre; observons, en outre, l'égalité suivante, où e est supposé infiniment petit ;
v/(a— ô)*-h £* — (a— b) Nous pouvons maintenant conclure
e-^oL ^J a=r/ L,./^ a— y J
D'ailleurs l'intégrale Ui, prise dans un intervalle qui ne contient pas a, converge, pour s = o, vers l'intégrale de la limite, c'està-dire vers
^{y^ dv
a -y Donc, en ajoutant U| et Ut, on a
lim [u - 4^(a)log^l = lim [ r ^^^^L^ - ^(a)log(a- a)l , a < a; Pour l'intégrale U', prise dans l'intervalle (^r, C), le calcul est
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analogue. Nous prenons à la fois
Par la même raison que précédemment
£=o\ £/ a':=rtLJ3j. y — o- J
lim^(u' - 4.(a) log ?) = nmjy^'^^^^
En ajoutant maintenant U et U', nous avons le résultat cherche lim(v-4.(a)logA) = jim Tj^iM^' + 4.(a)log(a - a)l (a<a),
_^ lim Ç ^^y^^y -f-<l(«)log(g -q) (a'>a). a=«LJa' 7--« I
C'est en quoi consiste le lemme que nous avions en vue d'établir. Appliquons ce résultat en supposant
Nous aurons
«/B ^~7 «/_ Ja 2(a ~y)\Jy -f- 2a
Cette quantité, pour a = a, prend la valeur — ^log 12a. Nous avons de même
r^^(y)dy ^ r' dy
dont la limite est aussi — - — log i ia.
Le résultat est donc
lim/^ r , "y ;_,ogtey] = «; a>o
Expressions as3rmptotiques des périodes quand le discriminant
devient nul.
Revenons maintenant aux périodes de la fonction elliptique. Supposons ej > o et ei, e^ convergeant l'un vers l'autre; en prenant e2 = aa, e, = — a -|- «e, ^3 = — a — is, l'intégrale précédente n'est autre que -^ 7 et nous avons
En même temps, on a
IZ^^ I
lim Je *"« = — s_^*
Puis, changeantes en — ^3 avec échange de cuj et — ? :
Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que g^ est négatif, on a
A = o, ^3 < o, J = — X , \/\igt = /6 v^— gz ,
lim V i2^j — ri — r,
\ liin[{'i2é', wj — Iog(— n'j)] = o,
Dans ces formules, g2 est positif, puisque ^J — ^'J ffl ^st nul; la racine V 1 2^2 est réelle et positive.
Dégénérescence de pu.
Cet examen des valeurs limites pour les périodes doit être complété par celui de la valeur limite pour la fonction pu.
En supposant, comme précédemment, que e« et e^ convergent vers — a, e^ vers aa > o, la définition
Jpu //(/)
donne, à la limite,
pu '^{y-^a)/y^'ia
Prenant une nouvelle variable d'intégration 5, posons
y — 7.a ~ 3a5', pa — 2a = 3aZ*;
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nous aurons
uJ'ia - I —arccotZ.
Cet arc est compris entre o et - si, comme on le suppose dans
la définition par l'intégrale, pu est supérieur à f?2 et le radical positif. Nous avons donc
pu — aa — 3a cot' u^Za
ou encore
pu = — a - i ; =n •
sin' w /3 a
Mettant ce résultat et les précédents sous une forme analogue J^ celle qui a été employée (Chap. I) pour le cas du discriminant positif, nous avons
eir-^e3 = — a, ej ^ aa, ^j = laa*, ^3=^ Sa';
sin'
formules de tout point semblables à celles du Cbapitre I, où le discriminant tendait vers zéro par des valeurs positives. A cause de ce fait, il est évident que les formules du même Chapitre, relatives au cas g^ <-ri o, s'appliquent encore ici, sauf échange de €2 et ^3.
CHAPITRE IV
PROPRIETES COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES, QUEL QUE SOIT LE SIGNE DU DISCRIMINANT. - MULTIPLICATION. — INVERSION.
Développemeat de pu suivant les puissances ascendantes de u. — Remarque sur la notation des périodes. — Multiplication de l'argument : multiplication par 2.
— Multiplication par 3. — Multiplication par un nombre entier quelconque. — Calcul delà fonction ^^{u). — La fonction y^ : son calcul par une formule récurrente. — Cas où n est un nombre composé. — Théorème sur la fonction y^.
— Sur les racines de la fonction p" u. — Racines de p" u quand le discriminant est positif. — Racines de p" u quand le discriminant est négatif. — Sur Téqua-
tion p'u - c. — Sur une transformation de la quantité ^— • — Autre
^ pu — pv
transformation de • — Inversion des intégrales elliptiques. — Racines
pu — pv
de l'équation du quatrième degré. — Caractères de réalité des racines. — Distinction des racines pa.r ordre de grandeur. — Variation simultanée de la variable X et de l'argument u. — Cas où quatre racines sont réelles. — Cas où les quatre racines sont imaginaires. — Cas où deux racines sont réelles et deux imaginaires. — Inversion en quantités réelles. — Autre forme de l'inversion. — Cas où le polynôme est du troisième degré.
Développement de pu suivant les puissances ascendantes de u.
Ce développement ne peut pas être obtenu par la série de Maclaurin, puisque pu est inOni pour u = o. Nous avons vu, dans le Chapitre précédent {Infinis de pu), un moyen de trouver le premier terme de ce développement. Il consistait à employer la formule d'addition, exprimer p{u — v) par pu ei pv, à supposer dans cette formule u^^ v -^ z^ cik développer, au second membre, le numérateur et le dénominateur suivant les puissances croissantes de z par la formule de Taylor. On s'est borné au premier terme, mais il est clair que cette méthode permettrait de trouver autant de termes qu'on voudrait. Les calculs seraient fort laborieux.
Cet aperçu montre toutefois qu'il existe, pour pw, un développement suivant les puissances de u, à exposants entiers et crois-
sants, dont le premier est — 2. Soit (à cause de la parité de pu)
(1) p W = ~ -4- Cl -1 Cj W* -f- C3 w* -F- . . . -i- c^ w*^-* ~ . ..
ce développement ; cherchons les coefficients, par voie de récurrence, en nous fondant sur la propriété
(2) p"'u = i^pup'u.
Il résulte de là
p' u = j -I- 2C,a --- 4^3"' -^•••-'- (2X — 2)Cj^a*^-»-4-. . .,
p' u — — -h2Cj -i- I2C3W*-- ... '-(2X — 2)(2X — 3 )c^ W*^"*-^- . . . ,
P*"!* = ^ -h24C3M - ... -('iX — 2)(2X — 3)(2X — 4)C^ M*^-*-T-....
Substituons dans l'égalité envisagée, et égalons terme à terme, dans p"^ u et dans 12 j^w p'w, les coefficients des puissances semblables de u. Les termes en — r ont même coefficient. L'absence du
terme en — ^ dans p"^ u exige que l'on ait C| = o. Cela étant, le terme
en - manque dans 12 pu p'u^ quelque soit Ca, et enfin les termes
en f/ sont égaux quel que soit C3.
On trouve ensuite une formule récurrente entre les coefficients successifs : le terme en u^^~^ a pour coefficient, dans j3'"w,
et, dans 12 pu p' u, 24[(X — i)Cj^-f-(X — 3)cjC5^_j-h(X— \)c^c^_^'^ , , , ^ c^_^ct — c^'\
— 24(X — 2)C^-f-I2(X — ^)(^J^X-s'^^3^X-a~^^*^X-*"^ ... -H Cj^_,Cj).
D'ailleurs
Par conséquent, voici la formule récurrente où X est expressément supposé supérieur à 3 :
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Pour déterminer les coefficients Cj et C3, il faut recourir à la relation
C'est, en effet, l'intégrale seconde de l'équation différentielle (2). A ce point de vue, g2 et g^ sont deux constantes arbitraires, qui, dans la série précédente, sont remplacées par les constantes C2 et C3. En poussant les développements jusqu'aux termes indépendants de £/, on a
De là les deux équations
d'où résulte
Cj = — j C3 = -^ •
La formule récurrente donne ensuite
' 2». 3. 5». 7. Il' * 17 \2*.7*.ii.i3 2».3.5».i3/
(4) ?n = \-^^u^-^^u^+-r^u^-^ ^^f'^^ a»4-.... ^^ ^ w* 20 28 2*. 3. 5* 2*. 5. 7. Il
On ne manquera pas de remarquer que l'homogénéité est traduite dans ce développement par la forme des coefGcients.
Quant à la convergence, il est clair que ce développement ne saurait, par sa forme seule, en faire trouver les limites. Mais le théorème de Cauchy, appliqué à la fonction pu, fait connaître les limites de cette convergence; à savoir : dans le cas du discriminant positif, la condition de convergence est que la valeur ab-
solue {^) de u soit inférieure à la plus petite des deux quantités liù ou —r-y et y dans le cas du discriminant négatif, à la plus pe-
tite des trois quantités 9.102, —r^ et l/a>î -4- (-^ ) •
Ces propriétés si cachées, et que nous révèle seulement la connaissance acquise préalablement de la fonction pu, ne peuvent en aucune façon apparaître dans le développement lui-même. C'est pourquoi il ne saurait être question de prendre ce développement pour base d'une généralisation de la fonction pu. Des formes de développement bien différentes serviront à nous faire atteindre ce but. Pour le moment, il suffit de considérer le développement (4) comme on fait dans les éléments du Calcul différentiel; c'est une formule d'approximations successives de la fonction pu, quand u est suffisamment petit.
Ace point de vue, le développement (4) pourrait être envisagé comme permettant d'établir avec facilité une table des transcendantes j3«/ el p^ u pour de petites valeurs de u. On passerait ensuite de là à toutes les valeurs de u par les formules d'addition, ou encore par la multiplication de l'argument. C'est cette dernière théorie qui va maintenant nous occuper.
Remarque sur la notation des périodes.
A partir du présent Chapitre, nos raisonnements porteront très souvent, à la fois, sur les deux cas, du discriminant positif ou négatif. Il en sera toujours ainsi quand le contraire ne sera pas mentionné. Dès lors, il y a lieu de s'entendre sur la manière de dénoter les périodes.
La coutume ne permet de renoncer ni à la notation (w, w') que nous avons employée pour les discriminants positifs, ni à la notation (tO|, (03), dont nous avons fait usage pour les discriminants négatifs.
Nous conserverons ces deux notations, que nous emploierons, pour ainsi dire, indifféremment dans beaucoup de cas. U est même utile de les entendre, dès à présent, d'une manière générale. Nous conviendrons donc, toutes les fois que le contraire ne sera pas dit
(*) La valeur absolue d'une quantité imaginaire, c'est ce qu'on appelle communcraenl son module.
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expressément, de désigner par w, to' et tù" -- to -|- (o', trois demipériodes quelconques, que le discriminant soit positif ou négatif. Et l'on ne devra pas perdre de vue c^xxune demi-période est un argument qui rend nulle la fonction p' ,
Dans les cas où Ton voudra mettre en évidence les valeurs de p pour chacune des demi-périodes, on emploiera de préférence la notation tùx , 103, Wa = (0| -^- (03, quel que soit le signe du discriminant.
Multiplication de Targument; multiplication par 2 (^).
Puisque p{u -j- i'), ainsi que p' {u -h v)^ s'exprime en fonction rationnelle de pUj p' u^ pi', p'ç, la conséquence immédiate, relative à la multiplication de l'argument, consiste en ce que, n étant un nombre entier j p{nu) s'exprime en fonction rationnelle de pw et p' u.
C'est la composition de cette fonction rationnelle qu'il s'agit d'étudier.
Pour obtenir p( 2 w), prenons la formule
1) 1/ -\- pv -piii — i') = 7 ( ~ — 1
En y faisant converger i' vers u, nous devons remplacer, au
second membre, le rapport qui se présente sous la forme - par le rapport des dérivées. Nous aurons donc
De là résulte
p^ u -4- \ /Tt p' u H >. >g-3 P M — A /T j
4p3M — ^SPM— -3
Nous écrirons de préférence cette formule ainsi
/ V —'^P^u-^]fi'fP^u-^'^/r^pu-~^^l
p(2U)-pU= '- = j^^ '-^-^'
Le polynôme numérateur, changé de signe, est le troisième d'une suite indéfinie que nous allons bientôt connaître; ces poly-
(') Voir aussi Chapitres VI et I\.
96 PBBXIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
nômes seront désignés par la notation ^(u) avec un indice marquant le rang de chacun d^eux.
Posons, dès à présent,
et écrivons, d'après cette notation,
(8) p(:,i,)_pi,^_M3.
Multiplication par 3.
Passons à p{Zu). Par la formule d'addition
o ( p n pv — \: S'i) ( p n — pv) — fir^
p(U'^v)-hp{u — p) =
(pu — pv)^
nous obtenons, en faisant v=2u et substituant l'expression de
P(ZU) 1 PU^ -^[(P^ff "T.^Op'^"—'\'^P"]('>P"P'*tf — ^^) — ^^P'^t^
En retranchant o,pu aux deux membres, on voit apparaître, au numérateur du second membre, le facteur p'^w, et il vient
Posant, suivant la même loi,
nous écrirons
(10) P(3w)--pw = — ^•
Sans aller plus loin dans ces calculs directs, rendons compte de la composition des expressions trouvées pour p{'2u) — pu et p{iu)-'pu.
Multiplication par un nombre entier quelconque.
En premier lieu, p(nu), étant exprimable rationnellement par pu et p'w, aura la forme A + Bjj'w, où A et B seront rationnels
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en pu. Mais p(nu) est une fonction paire de w, comme pu, tandis que p' u est impaire. Donc le terme Bp'w n'existe pas. Doncp(/u/) est une fonction rationnelle de pw seulement.
En second lieu, si Ton envisage p{nu) comme une donnée, et pu comme une inconnue, il y aura pour cette dernière n^ valeurs distinctes. En effet, soil p(nu) = pet. Il en résulte
na = ±: a 4- 2 /ni 0)1 -h 2 ma 0)3 ;
d'où, pour w, les valeurs en nombre infini
(il) M=dl - 4- _--0)i-+- - -0)3,
les entiers /W| et m^ étant arbitraires. Si l'on donne à m^ et m^ toutes les valeurs o, i, 2, ... (/i — 1), et qu'on prenne le signfc
-h devant -y on a ainsi des arguments en nombre n^. Pour deux
quelconques d'entre eux,
2mi n
ni la somme, ni la différence n'est une période : la somme, à
cause de la présence de — > qui est indéterminé; la différence, à
cause de ce fait que {m^ — m\) et (/W3 — m\) ne sont pas nuls tous deux, et qu'aucun d'eux, s'il n'est pas nul, n'est multiple de w, les quatre nombres m étant moindres que n.
Tout autre argument U, déterminé par la formule générale (11), donne lieu à la même détermination de pU que l'un des arguments u précédents. En effet, si d'abord on prend
a 2 Ml 2M3
on peut trouver m^ et ms, compris entre zéro et (/* — i), de telle; sorte que M| -f- m^ et M3 4- m^ soient tous deux divisibles par //. Cela étant, U -|- w est une période. Donc p\j = pu. Si, en second lieu, on suppose
a 2 Ml 2M3
on peut aussi trouver m^ et m», compris entre zéro et {n — 1), de telle sorte que Mi — m^ei M3 — m^ soient tous deux divisibles par n. Alors U — u est une période. Donc pU = pu.
Il est donc prouvé que, p{nu) étant donnée, pu a n^ valeurs distinctes, précisément.
La quantité p{nu) est une fonction rationnelle en pw, -^^ — --
Soit p{nu) = [X, donnée arbitraire. Il est établi que Féquation F(:r) — [xO( j:) = o a /i^ racines distinctes (réelles ou imaginaires). Aucune de ces racines n'est multiple, jx étant indéterminé. Au cas contraire, en effet, une telle racine appartiendrait à Téquation dérivée et, par suite, annulerait F<t>' — ^F' et serait indépendante de [X. Elle devrait donc annuler F et <>, et la fraction F : O ne serait pas irréductible. Donc F{x) — ^<P(x) est du degré n^.
Dans les deux exemples calculés (/? = 2 et /i == 3), on a trouvé effectivement un numérateur F du degré n^ ; le dénominateur était de degré moindre; en outre, ce dénominateur, dans le cas n = 2, était p^'-^w; dans le cas /i = 3, c'était le carré d'un polynôme du troisième degré. Ces circonstances s'expliquent aisément.
Si l'on suppose u infiniment petit, pu et p(nu) sont infiniment grands, tous deux du second ordre. Donc F : 4> est infini du même ordre que pu; donc le degré de ^ est inférieur d'une unité à celui de F.
Les racines de ^(x) correspondent aux autres infinis de p(/ia); ce sont les valeurs de u égales à un des arguments i^ suivants
ce sont les /i»'™" parties de périodes. Quand u est infiniment voisin de (', p{nu) est infiniment grand du second ordre. Donc <t>(pw) est infiniment petit du second ordre. Comme ^(pv) est nul, la partie principale de <t>(pw) serait {u — ^')^'(p^)p' ^\ si ^(pu) devait être du premier ordre. Mais, puisque ^(pu) est du second ordre, il faut que ^'(p^-)p'*' soit nul. Le second facteur pV est nul si ç est une demi-période. Dans le cas où n est un nombre pair, cette circonstance se présente en effet, si l'on prend pour /?i| et w^ les nombres zéro ou|^/i; et<I> contient alors le facteur p'^^^. Quant
aux racines de — 'li — j en ce cas, ou aux racines de 4>( pw) dans
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le cas où n est impair, elles laissent pV différent de zéro. Donc ^'{pv) est nul, el ces racines sont doubles. Donc, si/i est pair, le dénominateur <I> est le produit de p'^u par le carré d'un polynôme entier en pu] si n est impair, ^ est un tel carré.
On a vu tout à l'heure que ^{pu) est du degré n^ — i. Si n
est pair, la racine carrée de -jj- est alors du degré ; si n est
impair, la racine carrée de ^ est du degré •
Achevons de préciser ce polynôme, racine carrée de -7^ ou de
<I>, en y fixant le coefficient de la plus haute puissance de pt/, comme il suit :
si n est pair, 4> = p'*wL — t^^iP^) * "^'•••J,
si n est impair, 4> — |^/i(pw) * -f- . . .J . Appelons ^n{u) la racine carrée de <l>, ainsi déterminée :
\ /ipair, l'/iCw) = p'w[— {/i(pa)~«"-r-...J,
' /i impair, ^,i{u) —\_n{pu) * -<-... J.
Le choix du premier coefficient a pour effet, comme on voit, d'attribuer, dans les deux cas, à ^/}(£/), quand 11 est infiniment
petit, la partie principale -^îzî •
Voici donc établie l'existence et connue la nature d'une fonction J^/i(w) dont les racines u sont les /i*^™** parties de périodes.
Si maintenant nous envisageons, au lieu de p(nu), la différence p{nu) — pUf qui a, comme p( nu) y le dénominateur ^2( m), la composition du numérateur apparaît immédiatement. Effectivement, pour que p{nu) — pu soit nul, il faut et il suffit qu'on ait
nu = — U-\- 2mia)i -f- 2/7230)3,
c'est-à-dire l'un ou l'autre des deux cas
ami 7.mn
u = Wj-- 0)3,
Î/Wi 2//?:i u — • 0)1 OJ3.
Les racines du numérateur correspondent donc aux (/i -h i)*'*"*^* et
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aux (n — lyèmci parties de périodes. Si n est un nombre pair, (n -{- 1) et (n — i) sont premiers entre eux, et ces deux groupes de racines n'ont aucun terme commun. Donc le numérateur doit se composer du produit ^n-\-i ( w) %-i ( w)« Si n est un nombre impair, les demi-périodes appartiennent à la fois aux deux groupes; mais alors la dérivée de p{nu) — j3 a s'évanouit quand u est une demi-période, et chacune de ces racines est double. Donc encore le numérateur contient le facteur ^„4.i(m)^„_i(w). Dans le premier cas, ^/i+i et <j/„_i sont tous deux des polynômes entiers en pu; leurs
deerrés sont et > dont la somme fait n^. Dans
le second cas, chacun d'eux contient le facteur p'/^, et le produit est encore un polynôme entier en pu, ayant pour degré
Comme n^ est précisément le degré que doit avoir le numérateur, on voit que ce numérateur est 'J'/i+i (w)<{^«_i (w), sauf un facteur constant.
En dernier lieu, ce facteur constant nous sera connu par l'hypothèse : u infiniment petit. La partie principalede p{nu) — pu est
(i~"OiJ'' Celle de ^,^(w) est ^^^,. celle de ^„+^(a)%_,(^^) est ^^Z^., i,!I-ï^.--T = ^.- • La partie principale de ^j|^ est
donc — i r = — ( -z — i)-T' Donc le coefGcienl est égal à
— 1, et l'on a généralement
^^^i (//)<);„_« in)
(i|) p{nu) — j)u--
Calcul de la fonctio^ '^n{u).
Pour avoir entièrement épuisé la question, il reste maintenant à calculer la seule fonction 'i„(w), dont nous connaissons déjà l'expression jusqu'à /i = 4-
Dans la formule d'addition déjà employée pour calculer p(3//), savoir
li{u -\- V) ->r p^U — V) =
{pu~pv)i
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remplaçons a par mu et v par nu. Supposons maintenant qu'on mette pour les fonctions leurs expressions en pw, alors le premier membre a pour dénominateur ^m+n^^m-n- Quant au second membre, son dénominateur est ('{^m+i ^m-\ ^l — '|/i+i ^n-\ ^liY- H doit donc V avoir proportionnalité entre ces deux polynômes, dont, nous allons le reconnaître, les degrés coïncident. Cependant, pour pouvoir l'affirmer ainsi, il faudrait examiner avec soin s'il n'exislepas de réduction dans les deux termes de la fraction. Nous éviterons cet examen en comparant directement les deux fonctions
Ce sont d'abord deux polynômes entiers en pu. En effet, pour le premier, (m -h n) et (m — n) sont de la même parité; pour le second, m-hi, m — I sont de même parité, ainsi que (/i-hi) et {n — i); par conséquent, p'u ne figure ici qu'au carré et disparaît. En second lieu, le terme du plus haut degré est, pour le premier, (m- — n^)(p «)'"'■'■'''"'. Le terme correspondant est
Pour ^,„^i^,„_i^/« (m«-i)/i*(pM)'«'+«'-»,
et, pour le second polynôme, {m^ — /i^)(pf«)'"''^'''~* comme pour le premier. Il suffit maintenant de reconnaître que ces deux polynômes ont les mômes racines pour reconnaître leur égalité. Or le premier s'évanouit quand (m ± n)u est une période. Quand il en est ainsi, on a w« ^ ±: mu ( * ) et par conséquent ^j^^ = i^'^„^ ; on a, de plus, i(n^^ = '^^m+i et ^,f^i = 'S^m-i si nu ^ mu; si, au contraire, on 'A nu ^ — mw, il en résulte ^„_i = '}"»+«» ^«+» ^^ ^/w-i» Donc le second polynôme a toutes les racines du premier.
Si m et /i sont impairs, les demi-périodes appartiennent aux deux groupes à la fois; mais il y correspond des racines simples pour le polynôme en pu. D'autres racines, appartenant aux deux groupes à la fois, existent si (m -h n) et (m — n) ont un facteur commun, c'est-à-dire si m et n sont multiples d'un même nombre v : une telle racine correspond à une v*' "® partie de période. Elle est double dans le premier polynôme, mais elle Test aussi dans ir second; car ^f^ et ^^ sont tous deux divisibles par tj^J.
(') Celte notation a = ô, empruntée à TArithmétique, et qui s'énonce a congru ou équivalent à 6, exprime V égalité à des périodes près.
Le second polynôme ayant toutes les racines du premier, ayant pour racines doubles celles qui sont doubles pour le premier, ayant le même degré et le même premier terme, coïncide avec lui. On a donc cette égalité
Soit, dans cette égalité, m = /i + 1, et nous aurons, à cause de
changeons m en /i -h i et n en /i — i, et nous aurons, à cause de ^2 = — P '")
Nous avons par(i6) et (17 ) deux formules récurrentes extrêmement simples pour le calcul successif des fonctions ^f, ; elles peuvent servir à partir de ^j^s. Ainsi la première, avec /î = 2, donne
La seconde, avec /i == 3, donne
où il faut se rappeler que -—- est un polynôme entier en p m donné
précédemment. Les autres fonctions ^n se calculent successivement sans difficulté.
La fonction y» • son calcul par une formule récurrente.
On peut condenser le calcul en substituant aux fonctions ^n certaines combinaisons qui, d'ailleurs, interviennent naturellement dans plusieurs applications. Posons
on a ainsi Yi=i, y2 = i. La formule (id) s'applique aussi à y comme à ^,
(»!)) Tm+iTm-i =ïw+iTm-iYÎ — Y/14-1 T/i-iï?/M
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et, par conséquent, on a aussi
( Yi/t = Y«(Y«-HîTî-i — ï'ï-iïw+i)-
Si Ton fait maintenant
on aura successivement
Y.o = (7 — ^) [7'(^ — ^*— 7' ) — ^(7 — ^ — 7')*]> \ Yii = (^7 — ^*— 7') (7 — ^)'— •0'(7 — ^ — 7^)'*-
Généralement, si n n'est pas divisible par 3, y^ est un polynôme entier en x, y\ si n est divisible par 3, y,! est le produit de
x^par un tel polynôme. C'est ce qu'on voit par les formules ré-
currentes, d'après lesquelles y,, est entier en x^ et j\ et d'après la forme (18) de y„^ qui est ou rationnelle si n est premier avec 3, ou
rationnelle, sauf le facteur ^l, si n est divisible par 3.
La considération de y„ fait, en dernière analyse, disparaître entièrement les fonctions elliptiques, et l'on a le résultat suivant:
Avec les valeurs initiales y, = y2= ' j Ya = ^^j y* ^^J'^ ^^ ^^^^ calcule par les formules (20) une suite indéfinie de fonctions y„ : 1° ces fonctions sont des polynômes entiers en x et y y sauf le
facteur x^ quand n est divisible par 3; a" si n est divisible par v, y« est divisible paryv^ 3" elles satisfont à la formule (19).
Il y a même des formules plus générales que (19) et qui s'en peuvent déduire tant pour les fonctions ^j^„ que pour y«.
On peut écrire celle égalité (19) sous cette forme
Yw-H/t Yw— n "(m-^-l "(m—l '{n-i-l^n—l %r -^
"im^n "ini Y«
Les quantités M et N contiennent : la première, le seul nombre m ;
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lu seconde, le seul nombre n. Si donc on considère une suite d'indices /??, /î, /?, y, ..., il y aura, entre les fonctions, telles que
(m-hn^m-n ^^,^^ ^^^ divcrs indiccs, des relations correspondant aux
identités entre les différences composées avec M, N, P, Q, . . .. Par exemple, avec trois indices, l'identité
donne la relation
dont (19) est le cas particulier p = 1. Avec quatre indices, l'identité
donne la relation
^n-i-p yn—p 'im-^q "^m-q "^ "^p^m 'ip—m '{n-¥^'{n—q — O,
dont la précédente (22) est le cas particulier q = o. L'identité
(M - N) -4- (N - P)-f- (P — Q) 4- (Q - M) = o donne aussi
/ , X j ï//i-t-/i Ym-n Y p YÎ "^ Y»-p Y«-«-/> Y I Y/«
( "T~ Yp-9 ^p-^9 "^fn Y'» "•" Y^-"» Y^-»-'» Y« Yp — ^»
Cette dernière peut se déduire d'ailleurs de (22).
Cas où n est un nombre composé.
Ces formules fournissent divers moyens d'abréger le calcul quand on veut parvenir à une fonction y d'indice donné sans passer par toutes les précédentes. Par exemple, si l'indice est composé de plusieurs facteurs, on peut mettre facilement en évidence les facteurs correspondants de y. En supposant dans (22) m = aa, n = 6a, pz= boL — (a + b)^, on aura
Ya Ja-hb [7,
Y(a-^-^)(a-P) Ya+A
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Par exemple
YsY3 Y* Wa/ ^* Vy»; ^'' 1 (
Yu = x' (j — r); [y^{3ry— x^ —7')— ^(^ — x —7*)']
tandis que la formule (20) donne, sans mettre en évidence le facteur (/ — x),
Yi$ = ^'î {^y — ^^ - y^Y[y^{}' — ^ — y^) — (y - - xY]
^ (^y ^ X — y^)[iy — x) i'iT — y) - ■ xy^^y^ {.
Théorème sur la fonction yn.
II y a manifestement un autre moyen de calculer les fonctions d'indice composé; car, pour obtenir p{nmu)^ on peut employer la multiplication par /i, appliquée à l'argument mu. Il résulte de là une relation entre ^„(mu) et ^/««(w). Afin d'obtenir explicitement cette relation, observons d'abord que tj>,i(mw), exprimé en fonction de j3w, exige, pour être ramené à la forme entière, d'être multiplié par ^m(u)"*~^' Le polynôme ainsi obtenu a pour racines les fonctions p des mn*'™" parties des périodes ; mais les m*'"**^' parties de périodes sont par là éliminées. Le produit ne donne donc pas ^/««(w), mais cette fonction débarrassée du facteur ^m{u). En restituant ce facteur et comparant les termes du plus haut degré de part et d'autre, on obtient la relation
Mais la considération des fonctions y permet de conclure plus nettement encore.
Le caractère commun aux formules (22), (aS), (24) et à toutes les analogues consiste en une double homogénéité. Il y a d'abord homogénéité par rapport aux fonctions y, puis homogénéité par rapport aux carrés des indices; car, dans une même formule, le nombre des fonctions v et la somme des carrés des indices ne varient pas d'un terme à l'autre. Les formules subsistent donc si Ton y remplace les fonctions par des combinaisons présentant ces mêmes homogénéités.
Formons la combinaison
qui est du degré zéro pour l'une et l'autre des deux homogénéités. Considérons les deux cas particuliers S3 et 84, et posons
Remarquons, en outre, que Ton a 5i = S2=ï« Dans la formule (22), par exemple, supposons remplacés m et n par mp et npj et mettons les 5 au lieu des fonctions y. La formule subsiste et devient
en tout semblable à la formule (19), sauf changement des lettres. D'ailleurs, les valeurs initiales sont les mêmes pour les 3 que pour les y. Donc :
Si, dans rexpression de y„ par x et y, on remplace x et y par \et r,, savoir
(27) Ç^lklA, r,= ^^'y
ceiie expression se change en celle de
On remarquera les expressions de Ç, tj, O;, en fonction des ♦}, savoir
S -d; ^^^'-^-- c-^^pW, ^_:w^.
Yî/> rtp
elles ne diffèrent des précédentes (26) et (2^7) que par le changement des lettres.
Sur les racines de la fonction p'u.
D'après l'expression de p" u
on voit que les valeurs de pUy correspondant aux racines de p" iif sont
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L'étude de ces racines et de plusieurs questions connexes est utile pour les applications; nous allons la faire. Le lecteur désireux de connaître d'abord la théorie générale pourra, dans le Chapitre actuely laisser provisoirement de côté tout ce qui va suivre.
Racines de p'u quand le discriminant est positif (*).
D'après ÙL^=g\ — 27^J>>o, on voit que g^ est positif; les deux valeurs de pu sont réelles; posons
Il en résulte
Le produit de (pVo)^ et de {p' V\Y étant négatif, il s'ensuit que (p'^i)^ est positif, {p's?qY négatif; donc pV| est réel et pVo purement imaginaire. Mais p^i est négatif et pv^ positif. Donc J3^i est dans l'intervalle (^3, e^) et pç^ dans l'intervalle {e^y Ci); ^1 est de la forme a -4- w', « étant réel, et Vq de la forme ioL -f- w, a étant aussi réel, le tout, bien entendu, à des périodes près.
D'après le théorème d'addition (I, 20), on a
(20) ' = lim ^-7 = î-7- .
pU — piU £ = 0 P(W-r-E) — J)M pu
Si l'on y suppose w = i'o O" = ^i? le dernier membre étant nul, on aura
Cette propriété nous conduit à examiner de plus près la duplication de ces arguments particuliers. Pour calculer par, au lieu de recourir à la formule générale, ce qui n'offrirait d'ailleurs aucune difficulté, prenons cette même égalité (29) dont les numéra-
(*) Dans ce paragraphe et les suivants, où la distinction est faite entre les deux signes du discriminant, la notation des périodes est celle des Chap. I, II, III.
Ainsi, pour A> o, w et -r sont réels; pour A < o, w, et —sont réels.
leurs, aux deux membres, deviennent nuls quand u converge vers To ou vers i\, H y a donc, à ces limites, égalité entre les deux membres, si l'on remplace les numérateurs par leurs dérivées
pv — piv p V
et, puisque p"{f=o, on obtient, en mettant, au lieu de aj/ar,
l2p*2V — ^J = 12 p'i' — l^pvp^if,
mais
i2p»p = ^j; on peut donc écrire
O = 12 p^ 2V -^11 pV.p2V — 2i p^V = l2{p2V -^ 2pv){p2V — pv).
Le dernier facteur n^étant pas nul, il s'ensuit
Nous pouvons maintenant préciser To et ç'i. Ayant v^^^ a'\- co', avec a réel, nous concluons de ce qui précède
Le signe de p'v^ est arbitraire; prenons-le positif; alors p'ia est négatif, et 2a peut être choisi moindre que w. Ainsi, en prenant p'Vi > o, on aura ç^z=a-{- co' avec a réel et moindre que ^ w. Bien entendu, il y a, pour Téquation p^' u = o, la seconde racine u = — Vif le tout à des périodes près.
De même, ro= ioL -h (o donne
D'où la conclusion analogue : en prenant - p'vo > o, on aura i'„ = ioL -f- (0, avec ol réel et moindre que
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Racines de p'u^ quand le discriminant est négatif.
Les calculs précédents s'appliquent encore, mais les conclusions sont différentes.
En premier lieu, au cas «^2<^o, i^© et ('i sont des imaginaires conjuguées.
Au cas ^2>o, le produit (pVopVi)^, étant égal à — ~A, est positif; les deux facteurs ont donc un môme signe. Il est manifeste que ce signe est contraire à celui de g^.
Supposons g2 > o^ gz<, o. En ce cas, i^© et ^i sont, tous deux, réels. Nous pouvons prendre ('o et ^i entre zéro et CO2; alors p'r,, elp'vi sont négatifs, etp'2ÇQj p'ari sont positifs : donc 2(^0» '-^^'1 sont supérieurs à (02. On a donc
i Wî < t'o < ^l < w,.
Nous pouvons encore préciser en considérant la fonction ^3(w) pour les deux arguments Vq et ç^. D'après la relation
jointe à p2i^ = — ^pt», nous concluons
Comme p'^v^o et p'^^i sont de même signe, et pro, pi^i désignes opposés, on voit que '!fz{u) change de signe quand u croît de r„ à
ri. Les racines réelles de à^^iu) sont de la forme — 5— ?• I^ racine
-^ se trouve donc dans Tintervallc i'o» *'i • Supposons maintenant
On passe du cas précédent à celui-ci par l'échange de u en iif\ los conclusions sont donc les suivantes : Les racines Cq et \\ sont purement imaginaires, et on peut les prendre ainsi
"" •" ^^ ~ • "'^>. » • ''■-» • **">. '" '2 1 lit l l
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Sur réquation p' u = c.
Celle équalion joue un rôle dans diverses applicalions; nous allons étudier ses racines. Les valeurs de pu sont fournies par Féqualion
(3'2) 4p'w — /Ç'iP" — (^3-^c«) = o.
dont le discriminant est gl — ^"(cra-l- c^)^- Si ce discriminant est positif, les trois valeurs de pu sont réelles; s'il est négatif, une seule est réelle. Examinons les divers cas en distinguant suivant le signe de À.
Soit d'abord
A=-- Ai— 27^i >o-
i" Supposons
(33) ^3_-i-(^.3H-Ci)î<0.
La constante c est supposée réelle, en sorte que c^ ne peut êlre
inférieure — "^ t/ T "~ ^' r ^"^ ^^^ négatif, comme on l'a reconnu dans l'avant-dernicr paragraphe. La condition (33) se change donc uniquement en celle-ci
Cet argument i^i est la racine de p"w, pour laquelle pu est compris entre eo, ^3', par conséquent (p'i^)^ est le maximum de (p' u)'^ dans cet intervalle; puisque c est supérieur à ce maximum. Tunique racine réelle pu^ de (3 2) est extérieure à cet intervalle et, p'uo = c étant réel, pu^ est supérieur à <?|. Nous avons donc une racine réelle Uq (à des périodes près), et deux racines imaginaires conjuguées W|, f^a*
Quand pu croît depuis Ct jusqu'à -h 00 , p'u croît toujours, puisque p"u ne s'annule pas. En considérant la partie réelle a do V, (i'i = a -h to'), nous avons ici, d'après (3o),
Donc ±: Uq (suivant le signe de c) est moindre que 'ao. La somme des trois racines Uq, W|, W2 fait une ])érlodc, comme il résulte de la proposition générale (I, aj).
partie réelle, commune à W| et ^2» doit être, ou bien > ou bien
A cause de la continuité, on peut voir lequel des deux cas a lieu en supposant c^ infiniment voisin àe p'^{ia). Quand il en est ainsi, les deux racines u^ et u^ sont infiniment peu différentes. Si c est négatif, c est infiniment voisin de ^ ia^ Uq de 2a. A cause delà relation (3o)
on voit que W| et Wj sont infiniment voisins de — i^\ = — a -{- tû'.
Donc, quand c est négatif, W| et U2 ont la forme ^ dz iz.
Si, au contraire, c est positif, Uq est infiniment voisin, non pas de 2 a, mais de — 2 a, et la conclusion est la même. Voici donc la conclusion pour ce cas : Le discriminant étant positif, quand on a
TV T
r équation p'u=^c admet : 1" une racine réelle Uq (à des périodes près), qui, étant prise entre — tû et -j- w, est, en valeur absolue, moindre que 'la (3o); 2° deux racines imaginaires conjuguées, de la forme — ^Wo— i^' Ces deux dernières coïncident (à la période 2(o' près) entre elles, et avec ±: v^ (28) quand rinégalité (34) se change en égalité. En ce cas, z devient égal
ve" Supposons, au contraire, le discriminant étant encore positif,
135) c' < -lyç - ^,.
D'après l'allure de la fonction p'^w, rappelée tout à l'heure, il est manifeste que deux racines de (32) sont entre e^ et e^, et une troisième supérieure à e\. Donc, dans le cas de rinégalité (35), U équation p' u -- c admet une racine réelle Uq, qui, étant prise entre — w et -\- (o, est, en valeur absolue, supérieure à ia\
>/' deux racines W| = (i)'-h^i, W2=co'+52, où z^ et z^ sont réels.
On peut ajouter que 5| et z^ ont pour somme — i/©, comprennent entre elles ± a (suivant le signe de c) et deviennent égales à =t a = — ^ Wo, quand l'inégalité (35) se change en égalité.
Soil, maintenant,
I" ^2<Co. La quantité «'ij — 27(«'3+ c^)^ est toujours négative. L'équation p' u = c admet une racine réelle Uq et deux imaginaires, de la forme — 7^4- i^' H n'y a pas lieu de distinguer ici
entre cette iorme — - -{- iz ei cette autre — — -f- Wo -[- i c ; car
(O2 -h (Oj est une période, et l'une des formes coïncide avec l'autre par le changement de z, puisque 0)!^ est purement imaginaire.
a® g2 > o, g^> o. En ce cas, p'Ui ne s'annule pour aucune valeur réelle de pu. Donc p'u croît constamment quand pu varie de ^2 à -i- 00 . Il ne saurait donc exister qu'une seule racine réelle pu de l'équation (32). Effectivement, g^ étant positif, la condition g\ — 27 (s'a + c-)^ >► o est incompatible avec A <[ o. Donc, en ce cas encore, V équation p'u = c admet une racine réelle Uq et
deux imasi inaires de la forme -\- iz,
3** g^i > o, ^3 < o. En ce cas, j3"w, comme on Ta vu, devient nul pour deux valeurs de pu qui répondent à des arguments réels <^oj ^1 (*'o <[ *-i)* Quand pu croît de ^2 à -[- 00 , pl'^u croît de zéro à p'^^i^, puis décroît jusqu'à jV^i'o» et croît ensuite jusqu'à 4- x . Si donc c^ est compris entre pl-v^ et p'-t'i, il y a trois racines réelles u. Si, au contraire, c^ est moindre que p'-t^o O" plus grand que p'^Ci, il n'y a qu'une seule racine pu réelle pour (3^); elle est supérieure à p\r\ dans le premier cas, inférieure à jji^i dans le second. Voici donc les conclusions :
Si Von a g\ — 27(5*3 -H c^)->o, V équation plu = c admet trois racines réelles. Prises entre — a>2 et +(02, ces trois racines sont, en valeur absolue, séparées par i\ et i'o ; la plus grande, en valeur absolue, est moindre que 2(10.2 — i-o); l^^ plus petite est supérieure à 2(0)2 — r, ), toujours en valeur absolue.
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Si, au contraire, on a g\ — 27(^3 -+- c^y <[ o, une seule racine Wo ^st réelle. Prise entre — (02 e^ -4- coa, elle est, en valeur absolue, ou supérieure ài{{ù2 — v'o)? om inférieure d a((02 — ^i).
Le premier cas a lieu pour c* < — 3 l/^ — 8^'^ ^^ second, pour ^* I> 3 1/ 3 — S^' ^^ deux autres racines ont la fc
'orme
Nous rencontrerons, dans une application, l'équation j3'm=ic, où c sera réel. La discussion n'exige aucune nouvelle recherche. Il suffit de changer, dans tout ce qui vient d'être dit, g^ en — g^ et de multiplier les arguments par i.
Sur une transformation de la quantité — •
Supposons que v soit une racine de l'équation p'u = c, La somme des trois racines fait une période; on peut donc prendre pour deux des autres racines
Mo = — - -4- -5, a, = — - — ^. 2 2
On a ainsi un argument unique z.
pour lequel nous allons calculer l'expression de la fonction pz. En vertu des deux relations supposées
p'ao=p'Mi = pV,
on aura par le théorème d'addition et de deux manières, d'après (36), la quantité pz.
pz -\-pUo-hp- = 7
puo — p-\ /P^-'P-
V II
puo—p' / ^ \ pwo-p-
, pMl— p-\ /P^ — P"
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Après suppression du facteur (pu — pv)^ l'équation p'^ m = p'^ i^, où l'on exprime les deux fonctions p' par les fonctions p, se réduit à une équation du second degré
dont les deux racines sont XQ=^puo9 Xi=:pui, En ajoutant membre à membre les deux égalités (37), nous aurons pz en fonction symétrique de ces deux racines
'À Voici les expressions des fonctions symétriques :
Quant au premier facteur du second membre, dans (38), on le trouve sous une forme très simple en retranchant, membre à membre, les équations (37), qui donnent
4 (xq- - byixx~~ b)^ ib -^ a v
^ / \ » pp _^- 2p-
On obtient finalement
et cette formule fournit la solution de l'équation p' It — - ) == p'v^
qui a deux racines t égales k ±z^ et, en outre, la racine \v^ le tout, bien entendu, à des périodes près.
Au moyen de cet argument 5, qui dépend de v suivant la relation (39), nous allons parvenir maintenant à la transformation de
l'expression
p'w — pV
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OÙ u désigne un argument quelconque, comme v. Au lieu de ii, prenons un autre augument t en posant
Remarquons maintenant que, d'après le théorème d'addition
(I, 25), les trois arguments v, l h n, l t\ ajant une
somme nulle, on a
On voit donc que j^ est une fonction paire de t. Si l'on développaitpf — 7"*"^) ^^ P { ^"0 d'après les formules d'addition,
on obtiendrait pour y une fraction dont le numérateur, ainsi que le dénominateur, aurait la forme A + Bj37, A et B étant fonctions entières de p^; mais, puisque y est une fonction paire de /, les termes Hpt doivent manquer, et la fraction ne contiendra que J3^.
Nous allons maintenant écrire cette fraction sans calcul en cherchant les racines de son numérateur et de son dénominateur.
Dans la première forme (4o) de y, on reconnaît que y ne devient infini que pour w = o et a = — i^, le tout à des périodes près, et nul pour u = Uq et u= Ui. D'après (4ï)> les infinis dey sont
donc ^ = iti - et les zéros t = ±: z. Le numérateur n'a donc pas
d'autre racine que pz, et le dénominateur pas d'autre racine qcrc
p-; par conséquent, on a
^pt — pz
Pt-'P-
avec un coefficient C indépendant de t, qu'il faut encore déterminer. Pour ce but, on fera / = o, ce qui rend pt infini et réduit^' à C. D'autre part, l'égalité (4a) fournit l'expression de^en ce
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cas, et nous avons finalement
jiV -4- p' - ^ I ,ov * 'X pt — pz
pv-^p- pt-p^
Le premier facteur au second membre peut s'écrire sous une autre forme déjà employée (29). Employant cette forme et remettant u au lieu de t^ nous pouvons écrire la formule
pu — pv_ a '_Va/'
^ ' pu — pv ,v / v\ V
OÙ pz a l'expression (Sg). On observera que cette formule (44) elle-même fournit d'autres expressions de p>s, dont plusieurs sont remarquables (*). Par exemple, en supposant u infiniment petit et prenant la partie principale aux deux membres, on obtient
pz
pz^p-^-
On peut généraliser la formule (44) en ajoutant ky une quantité c indépendante de m. Alors {y -+- c) se change en une fraction
du premier degré par rapport à p(w-i — )• Observant ensuite
que, pour 1/ = o, la partie principale de {y -|- c) est la même que celle de^, on a la formule
(46) *- '- hc = a
pu — pv
pa-p-p[u-^-)-p-
{*) Nous recommandons, comme exercice propre à familiariseravec les formules, de faire la vérification directe de l'égalité (44) et de contrôler aussi la concordance des deux expressions de pz.
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dans laquelle a désigne un argument qui, mis à la place de (u-^-U
rend nul le premier membre.
Ces transformations, fondées sur la considération des racines et dont nous avons déjà fait usage pour la multiplication, seront développées d'une manière générale dans le Chapitre VII.
Autre transformation de ^"""^ «
pu — pv
Considérons la fonction
^, = 2(ptt — pp)[p(M -4- P) — pi>],
où U est envisagé comme variable. Le premier facteur est infini du second ordre pour ;^ = o, mais le second facteur est alors infiniment petit du premier ordre; de même le second est infini du second ordre, mais le premier infiniment petit du premier ordre pour u = — (>, en sorte que^i devient infiniment grand du premier ordre pour m = o et pour u= — c En outre, y^ devient nul pour tt = i^ et pour m = — 2 i^. Si l'on fait la substitution (40? J^* prend la forme
C'est donc une fonction paire de t, par conséquent une fonction rationnelle de p^ seulement; elle devient nulle pour
U = Vf
et infinie pour
La fraction est donc du premier degré. Elle n'est pas de la forme (46)9 mais en difl*ère seulement par un facteur indépendant de Uj que l'on aperçoit immédiatement par la considération de la partie principale de y^ pour u infiniment petit. Cette partie
principale est -£-^> au lieu de comme dans la fonction (46)'
On a donc, au lieu de l'égalité (46)9
- V^' p„ _ p„ H-c = a(pM-pp)[p(tt + t>) — pa],
et il reste à connaître c, quantité indépendante de u. II suffit, pour trouver c, de faire u=^v^ hypothèse qui doit rendre nul le premier membre. D^ailleurs
par conséquent c = p"v^ et voici la formule que nous voulions obtenir :
^^ pu — pv p'v pv^*^ r- /i*v / r j
On peut facilement la vérifier par un calcul direct au moyen de la formule d'addition.
Inversion des intégrales elliptiques.
Soit X un polynôme du quatrième degré par rapport à une variable X. Le problème que nous allons traiter consiste à exprimer
à la fols y/X et x sans ambiguïté par des fonctions elliptiques d'un même argument u. On verra plus loin pour quelle raison ce problème porte le nom placé en titre de ce paragraphe. Considérons, comme précédemment (4o), la fonction
^^ ^ "^ pu ~ pv
La formule d'addition
pu-hpv-i-p(u-hv) = --{^ ^- )
peut être écrite ainsi
(48a) jr^—3pv = [p{u-^v)—pv]-^(pu — pv)y
et la formule (47) de cette manière
(486) p'v — 2yp'if = 2[p(u -{-{>) — pi>](pu--pv).
De là on tire l'expression du carré [p{u -^ ^) — P^Y sous la forme d'un polynôme Y du quatrième degré en y,
(49) Y = (^«-3pp)'-v-2(2^pV — pV) = [p(a-f-P)-pM)p. Nous avons de la sorte une variable y et la racine carrée d'un po-
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lynôme du quatrième degré Y exprimés comme on le désire, savoir y par (48) et y/Y par la formule
Mais le polynôme Y n'est pas quelconque, il manque du second terme. En développant la formule (49) et remplaçant pV par 6p^i^'-^g2y on a
(5o) Y = 7* — ^y^pv -h iyp'v-^ g'f — 3p^v.
Il est facile de modifier les formules pour les appliquer à un polynôme du quatrième degré tout à fait arbitraire. Soit un tel polynôme
(5i) X = aoar*-h 4^1^'-+- 6ajar*-t- 4^3^^-ûf4•
Prenons ses deux invariants
( S =aoa4 — 4ai«3-^3a|,
( T = ao ûti ût* -4- 2 «1 aj «3 — a| — ct^al — a} ^4*
On sait, par les éléments d'Algèbre, et l'on vérifie sans peine que, si l'on fait une substitution :r==^-t-/t, les quantités telles que S et T, composées avec les coefficients du polynôme transforme en ^, reproduisent S et T. C'est une partie de la propriété d'invariance. Choisissons h de manière à faire disparaître le second terme. Soit donc
X = ao(^*+ 6a, 7«-+- 4a3 7 -1- aO,
résultat de la substitution x = + r ; on aura
S = aJ(a4+3a.î),
T = aJ(a,a4-ot| — ot|).
Pour identifier le polynôme Y (5o) avec le nouveau polynôme, nous n'avons qu'à égaler de part et d'autre les coefficients de y^ et les invariants. Or, pour Y, on a les invariants
Si = (/Ç'2— 3p*i^)-t- 3p'p-^î,
Ti = — pv{s^t — ^p*i>)-hp^v — p'^v = S'i.
Si donc on choisit les invariants de la fonction elliptique ainsi :
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S et T étant les invariants (Sa) de X; puis Targument constant v par les deux relations concordantes
on aura X = aoY. Remplaçant a2 et aj par leurs expressions au moyen des coefficients primitifs, nous avons le résultat suivant : Soit X un polynôme du quatrième degré, quelconque^
soient S etT les deux combinaisons {invariants)
S = ao a^ — iaxai-{-^a\y
T = a^a^a^-^- %aia^ai — a\ — a^aX — af a4.
Si Con prend les fonctions elliptiques ayant les invariants
et un argument constant v par les relations simultanées et concordantes
(54) pi'= -ï > pt'= -3 »
e/ qu^on désigne par u un argument variable, on aura, à la fois,
(55) ' «0 2 pu — pv
( /X = /âi[pM — p(M-f- i')]*
On a déjà eu l'occasion d'observer, pour le théorème d'addition, la forme suivante (p. 3o) :
^ au pu — pv
D'après (55), nous aurons ainsi
dx
>^'^ = ^'du
et, par conséquent,
^al /X ^Uq J /X
C'est de là que vient au problème actuel le nom dWnversion des
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-r= est un des types des
intégrales elliptiques, dont nous parlerons au Chapitre VII. \^ inversion consiste en ce que, par les formules (55), la variable x est explicitement exprimée en fonction de l'intégrale .
Racines de l'équation du quatrième degré.
Le procédé qui vient d'être exposé pour effectuer l'inversion n'exige pas la résolution préalable de l'équation X =: o. Tout au contraire, il fournit les racines de X et peut être envisagé comme une résolution de l'équation du quatrième degré par les fonctions elliptiques. En effet, d'après la seconde égalité (55), les racines <le X correspondent aux valeurs de u, fournies par l'équation
a H- (^ = rt tt 4- une période, c'est-à-dire
u = h mi(0| -+- mscos,
/ni et nti étant des entiers quelconques. On aura par là quatre valeurs pourx, en prenant les couples mi, m^ ainsi : (o,o), (o,i), (i,o), (i,i).
Suivant une relation déjà employée (2g), on a
p pv p -
A l'argument 11 = répond donc, d'après (55), cette valeur
de X
ai 1 '^ 2
ao 'À ,v
C'est une racine de X. D'ailleurs, par les relations (54), ^ n'est déterminé qu'à des périodes près. Donc les racines du polynôme X sont comprises dans la formule unique
ao 2
p" ( — h mi (Oi -+- ms (1)3 j
p f - -h mj (ui -+- mj (1)3 j
OÙ m^ et m^ sont des entiers quelconques (auxquels il suffit de donner les valeurs 0,0; 0,1; 1,0; 1,1, pour avoir les quatre racines).
Caractères de réalité des racines.
La formule (5^) met facilement en évidence les caractères distinctifs des trois cas : 4 racines réelles; 4 racines imaginaires; 2 racines réelles et 2 imaginaires.
i'*^==5^2-275'3 = ;!6(S'-27T2)<o. - Puisque p(; et p'r
sont réels, l'argument (> est lui-même réel, en sorte que ^v et ^t' -I- (i>i-f- (i>3==:|(>4- (i>2 sont réels, tandis que ^«^ 4- coi el^v -f-ws sont imaginaires conjugués ; donc, quand le discriminant S' — 27 T* est négatif, le polynôme X (à coefficients réels) a deux racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées.
2° A >► o. — La réalité de p (^ et de pV n'entraîne pas celle de i^. Nous savons que i^ est réel dans le cas seulement où pi' surpasse ei, tandis que pV est réel encore quand pv est compris entre e2 et es ; en ce cas, (> a la forme a + co', a étant réel.
Ces deux cas se distinguent très facilement par les signes de pt' et de p'V. Pour le montrer, considérons les valeurs de pi' qui font évanouir p'V; soit donc (28)
Nous avons vu quepi'o est dans l'intervalle (^2, ^i), pi^i dans l'intervalle (ej, ^3). La fonction p'V est positive quand pi^ est
indre que 1/ ^' négative quand pi^ est entre 1/ 3 ^*^
i|/^, positive au delà de "l/y •
Puisque pi'o = "l/T ^^^ ^^"^ l'intervalle (^2, e^ ) et que ^i est
positif, on voit que, si v est réel, pi^ et p"v sont positifs.
Si V est de la forme a + w', pv est dans l'intervalle (<?3, ^2). Si
pv est moindre que — ""1/ ^' P"^ ^^^ positif, mais pv est négatif. Si pi^ est supérieur à 1/ ^ ' P"^ ^^^ négatif. Donc, si i^ est de
moin
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la forme a 4- co', l'une au moins des deux quantités pv et p"v est négative.
Ainsi, quand le discriminant est positif et quepi^, pV sont réels, il faut et il suffit, pour la réalité de Vj que pv elp^v soient positifs. Dans les cas opposés, v est une quantité réelle, augmentée de la demi-période w' purement imaginaire.
Si s^ est réel, les quatre arguments -> — h w, — h w , - + w + w'
sont ou réels, ou réels sauf la demi-période to'; p et p' sont réels pour chacun d'eux. Donc, quand le discriminant est positif et, en outre,
(58) a\ — «0^1 >o, i2(a} — aoaj)*— SaJ > o,
les quatre racines de X sont réelles.
Si s? est de la forme a -f- to', les quatre arguments - -f- /nw 4- /iw'
sont imaginaires, et les fonctions p'', p' le sont aussi. Donc, quand les deux conditions (58) ne sont pas satisfaites, les quatre racines de X sont imaginaires.
Pour ce dernier cas, on pourrait craindre l'existence de valeurs particulières de i^, imaginaires et rendant néanmoins une racine réelle. Voici comment on écarte cette petite difficulté. Soit
û = mm -H m' m'
une demi-période. Pour toute racine, m a la forme h û, el
l'on a alors
La formule (48 a) devient, en ce cas,
(59) 7»-3pi' = 2|p^^-^wj— pJ;
elle montre que, six et par suite j' aussi sont réels, pi — h ûj doit
être réel; donc ou bien l'un des arguments -> co' est réel, ou
bien l'un des arguments -> to est purement imaginaire. Aucun de ces cas n'a lieu si [v — co') est réel, ce qui se présente quand, pv et p' v étant réels, v n'est pas lui-môme réel. L'argu-
ia4 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
ment v^ bien entendu, est toujours envisagé ici comme déterminé à des périodes près.
La formule (5^) nous présente toujours les quatre racines de X comme différentes entre elles. Il n'y a pas de valeurs de r qui rendent deux racines égales entre elles ^ on le voit nettement par la formule {5g). Il ne faut pas s'en étonner: la condition pour l'existence d'une racine double, c'est que le discriminant de X, S' — 27X^5 soit nul. S'il en est ainsi, le discriminant A des fonctions elliptiques est nul aussi, et les fonctions elliptiques disparaissent. Elles dégénèrent en fonctions circulaires (ou exponentielles).
Distinction des racines par ordre de grandeur.
Il est utile, au point de vue des applications, de savoir distinguer les racines réelles de X, dans la formule (67), quant à leurs grandeurs relatives. Pour ce but, nous fondant sur ce que deux racines ne deviennent jamais égales entre elles, nous substituerons à ç une valeur particulière : nous aurons soin de choisir cette valeur particulière Vq^ de telle sorte qu'un argument variable v' puisse aller de i^o k v sans que, dans l'intervalle, aucune racine (67) devienne infinie. Il est alors certain que chaque racine varie, dans cet intervalle, d'une manière continue, et que l'ordre des quatre racines se conserve inaltéré.
Prenons le cas où les quatre racines sont réelles (le discriminant est alors positif). L'argument réel v peut être choisi entre zéro et 2(0. Choisissons Vq=Oj et faisons varier v' de zéro à i^. Examinons d'abord les racines pour l'hypothèse : v' voisin de zéro. Elles sont contenues dans la formule (67), que nous reproduisons ici :
iM
Nous les distinguerons par des indices o, i, 2, 3, correspondant aux quatre valeurs de cô.
i<* û = o. — L'argument v' étant infiniment petit, p" - et p' -
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sont infiniment grands ; leurs parties principales sont
donc la racine est infiniment grande; elle a pour partie principale
2° w = (1)^ (a étant égal à i, a ou 3, et (Oi = (o, (03= co', 0)2 =i (1)''). — Rappelons la formation des dérivées successives dep :
p*'= lapp', p*'= lapp'-hiap'*.
Comme p'coot est nul, on aura
p'"(Oa= o, p"t«>a= I2pwap''tt)a= I2eap''t0a.
De là résultent, pour les premiers termes des développements du numérateur et du dénominateur au second membre de (60), d'après la formule de Taylor,
P'(t«>a-+-^j = jp"'t0a|^i-h2ea^^y...J; puis, pour le quotient.
cnfln, pour les racines,
ar«-4- — =—-,[n-Ca«' » + •••]•
Comme \^ est supposé positif (variant de zéro à (> qui est positif), on voit que Xq est la plus grande des racines, et que les trois autres sont rangées dans l'ordre opposé à celui des quantités ea
Il est d'ailleurs visible, la limite supérieure de - étant inférieure
à la demi-période cO|, que les numérateurs p'' ne deviennent pas infinis, ni les numérateurs p' nuls pour d'autre valeur de v' que la valeur zéro. L'ordre des racines est donc le même pour v'=: o et pour r' = i>. Ainsi, quand les quatre racines sont réelles, et quon a choisi v entre zéro et aw^, ces quatre racines étant désignées par la notation
a, 1 _\a___2/ a = o, 1, 2, 3, too— o,
elles sont ainsi rangées
On préfère souvent choisir i^ entre — tO| et -h coi ; alors on a l'ordre précédent si i^ est positif, et l'ordre opposé
si \^ est négatif. On le voit par la démonstration précédente où i' doit être supposé négatif.
Quand deux racines seulement sont réelles et qu'on a choisi V entre zéro et acoa (le discriminant est alors négatif), on a, sui- \>ant la même notation,
La démonstration précédente s'applique à ce cas où x^ et x% doivent être laissés de côté comme imaginaires. Ici encore, si l'on prend v entre — wj et 4- 0)2, on a
Xq^ X^ OU Xi'^ XQy
suivant que v est positif ou négatif.
Variation simultanée de la variable x et de l'argument u.
Une discussion facile, mais nécessaire, va nous montrer comment varie l'argument w, quand x passe successivement par toutes les valeurs réelles. La liaison entre ces deux variables est celle que donne la relation (55)
ao -" 1 p u — pv
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Pour chaque valeur de jc, il y a, aux périodes près, deux valeurs de w, la solution u= i^ étant rejetée de l'équation (6i). D'après le théorème d'addition (I, aS), la somme des deux arguments u est égale à — v.
Nous allons reconnaître aisément quels sont ces arguments u suivant la grandeur de x. La discussion sera fondée sur l'expression déjà trouvée pour la dérivée de x par rapport à u (56)
dop ( G2) -r- = pu — p( u -h v).
Cette dérivée diffère de X seulement par le facteur constant
y/ô^ ; elle est nulle dans le cas unique où x devient égal à une racine de X. Rappelons-nous que ces racines correspondent aux
valeurs de u ayant la forme u = h ««.
Cas où les quatre racines sont réelles.
Prenons d'abord le cas le plus compliqué, celui où les quatre racines de X sont réelles (discriminant positif); v est réel, nous choisissons cet argument entre zéro et 2b)|. Rappelons que les
racines de X sont
a7o >■ ^j I> ^Tj >- Xx»
Soit, en premier lieu, u = h ^, et prenons / réel, croissant
de zéro à -• La valeur initiale de x est la racine Xq, la plus grande des quatre. D'après (62), nous avons
Cette dérivée ne devient pas nulle; effectivement ses racines sont les demi-périodes, la limite supérieure de t est--<a)|,
et l'on voit que -^ est nul au début pour ^ = 0, mais ne l'est plus ensuite. Elle ne devient pas infinie non plus, sauf à l'extrémité /= -• Son signe est donc invariable, et toujours positif; car, - étant moindre que co^, p' -est négatif. Donc x croît avec t. Aux
mêmes valeurs de x correspondent en même temps les secondes racines de(6i); les premières croissent de à zéro, les secondes
décroissent de à — v. Voici donc un premier résultat :
Quand x croit de Xq à -^ co ^ u croit de à zéro, ou dé-
croit de à — r.
Faisons croître maintenant ^ de - à (i>|. Dans cet intervalle
-j- ne devient pas nul; il a passé par Tinfini, maïs sans changer
de signe. Il est donc positif, et x croît constamment de la valeur initiale — oo àla valeur finale x^. Prenons en même temps la seconde racine u de (61), et concluons que :
Quand X croit de — 00 à X\, u croit de zéro à f- cO|, ou
décroit de — va — (-+a)|j.
Soit maintenant t = is. s étant réel et croissant de zéro à ^ • On aura
Le signe de cette dérivée est encore invariable, dans l'intervalle
considéré, et, p' - étant négatif, ce signe concorde avec celui de
it = — 5; c'est le signe moins. Donc x décroît depuis la valeur initiale Xq jusqu'à la valeur finale x^. Donc :
Quand x croit de x^ à Xq, u-\ — est purement imaginaire,
e^ i I a -h - ) décroit de^ à zéro ou croit de — ^ à zéro. « \ a/ i i
Faisons / = (04 -f- ^4, nous pouvons écrire
dx dx fv \ /v \
sous la forme
dx dx l ^ ^ \ / ^ .\ qui coïncide avec la forme (63), sauf le signe et le changement de v
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en (aci), — ç). Ce second argument esl, comme t^, entre les limites zéro et b)| .
Si nous supposons maintenant t^ = is, et que s varie comme
tout à l'heure, -7- sera positif; donc :
ds
Quand X croît de x^ à X2. //H Wi est purement ima-
g inaire; son quotient par i croît de zéro à ^ ou décroît de
zéro à — ^ .
Il ne reste plus à examiner, pour x, que Tintervalle (j?^, x^). On obtient ces valeurs de x en supposant
U = f- Wj -h f
et faisant croître la variable réelle t de zéro à C0|. Nous aurons alors
quantité dont le signe est encore invariable dans Tintervalle assigné à t. Ce signe est opposé à celui de p'( wj -H - j > et nous savons
(p. 43) que c'est le signe moins, - étant moindre que (o,. Donc X décroît ; en conséquence :
Quand x croît dex^à x^j u-\ CO3 est réel et décroît de (o,
il zéro y ou croît de — tO| à zéro.
Cas où les quatre racines sont imaginaires.
Ce cas est bien plus simple; on sait que ^ ne devient jamais
nul, et que((' — toj) est réel. Choisissons ce dernier argument
entre zéro et acoi.
dx Si Ton prend u réel, x est toujours réel, et ^ positif. La seconde valeur de u est alors une quantité réelle, à la demi-période (O3 près. En conséquence :
Quand x croît de — 00 à -{- <x> ^ u est réel et croît de zéro à 20)1, ou bien {u -\- W3) est réel et décroît de 2(0, — (v — 0)3) à — ((> — W3).
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Cas OÙ deux racines sont réelles et deux imaginaires.
Le discriminant est alors négatif, v est réel. On prend cet argument entre zéro et scoa. Les racines de X sont Xo, ^2 et l'on a
Les raisonnements faits pour les trois premiers cas dans l'avantdernier paragraphe s'appliquent ici sans modification. Il n'y a qu'un changement dans la notation, el voici les conclusions :
Quand x croit de Xq à-\- ce ^ u croit de à zéro, ou décroit
de à — (>.
Quand x croit de — co à x^y u croit de zéro à \- iù^y ou
décroit de — va — l — hwa).
Quand X croit de x^ à x^^ u-\ — est purement imaginaire^
et-.\u-\-^-\ décroit de^ à zéro ou croit de — ^ à zéro,
Inversion en quantités réelles.
L'inversion en quantités réelles consiste à faire varier u de telle
sorte que, non seulement x, mais encore y/X, soit réel. Nous venons de voir comment varie u quand x est réel. La seconde condition n'offre aucune difficulté.
Quand les quatre racines de X sont réelles, on doit prendre
u réel ou bien u — coj réel^ si a^ est positij; u-\ — ou bien
w H coi purement imaginaire, si ao est négatif.
En effet, x est ainsi dans l'un des intervalles où — est positif
dans le premier cas, négatif dans le second.
Quand les quatre racines de X sont imaginaires, on doit prendre u ou bien w -f- (1)3 réel, si ao est positif. Si a^ était négatif, le problème serait impossible, y/X étant toujours imaginaire.
Quand deux racines de X sont réelles et deux imaginaires,
on doit prendre u réel, si «o ^^t positif; w H — purement imaginaire, si ao est négatif.
X Xrt^^
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Autre forme de l'inversion.
D'après la relation (46), on peut, pour chaque racine x^^ mettre la différence [^x — t») sous la forme
et a est un argument qui, mis à la place de (m + - )> doit rendre nul le premier membre. C'est donc coa.
Ecrivons, pour abréger, u-^ - = t, et nous avons cette formule
T — XaL = ' ^^ (a = o,i,2,3).
Mais il y faut distinguer des trois autres celle qui correspond à 7.=z Oj 0)31= o. Nous avons ainsi deux formules distinctes
X — Xq =
De là résulte
37 gt — X^ —
(ea-ep)p'-
{Xx — ^o)(^î— ^s) ^J — ^8
(a^t — aro)(a:i — ara) ^1— «3 Par cette égalité (65) se trouve déterminée une quantité équivalente à l'invariant absolu ^ ; c'est précisément le module k qu'on a envisagé quand le discriminant est positif. On connaît donc, par
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là, rinvariant absolu des fondions elliptiques à employer, exprimé au moyen des racines de X. On peut de même déterminer v par l'égalité, déduite de (64),
Xg^ Xq Cg^ e«
Cette dernière donne p-f puis l'une des égalités (64) fixe j>'-.
Cette forme de l'inversion doit être employée de préférence dans les applications, assez rares, où les racines de X sont mises en évidence. Par un calcul facile, on peut retrouver les formules propres à cette solution sans passer par l'intermédiaire de la solu> tion précédente. C'est ce que nous allons faire; mais il importait de bien montrer que les deux solutions diffèrent par la forme seulement, non par le fond.
Nous mettrons, dans ce calcul direct, \v au lieu de -> et nous
introduirons, en outre, une constante arbitraire A. Ainsi nous posons immédiatement
■ Xq — — »
pt — pw
{p^—eoL^pt — pw) et nous en déduisons, comme précédemment, *^ ^ par l'égalité (65) et pfv = j>-par l'égalité (66). Il s'agit de retrouver
maintenant l'expression de y/X. C'est ce qui a lieu par le calcul suivant, où le symbole II désigne le produit de plusieurs facteurs analogues :
X = ao(^ — ^0) JJ(a? — ^a)
_ «qA» TTP^— g« _ flrpA* p'^t
~ (p/ — pwy*\.\.pv — e^ "~ {jpt — pwy* p'^w'
zb /X= /ô^-T — / ^ Ti»
^ ^ pw{pt — pw)*
dr Ap't
(^^^ \ 'di ~~ (pt — pw)*'
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Cas OÙ le polynôme est du troisième degré.
Pour passer de là au cas d'un polynôme X du troisième degré, il suffira de supposer pw infini et A du même ordre que p^W- Mais il est évident de soi que, si X est un polynôme du troisième degré, il suffit de poser
en choisissant c égal à la moyenne des racines de X, pour que y/X, à un facteur constant près, se change en p'u.
CHAPITRE V
LA FONCTION Cm.
Définition de ^u pour les arguments réels. — Développement de ^u suivant les puissances ascendantes de u, — Homogénéité. — La constante t^. — Addition des arguments. — Un corollaire. — Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Infinis de la fonction Çw. — Dégénérescence de Cm. — Hemarques sur l'intégration de la fonction p{u— v). — Relation entre ti, ti', (i>, u>' quand le discriminant est positif. — Relation entre r^, r/, u, to', quand le discriminant est négatif. — Etude de la fonction
*(a, a)= f [;(a4-t«)-i-!;(a-ia)]rfa;
première propriété. — Addition d'une période au premier argument de 4»(a, «). — Expression de 4» (a, a) quand l'un des arguments est une demi-période. — Addition d'une période au second argument de 4>(a, oc). — Généralisation des propriétés précédentes. — Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le ras du discriminant négatif. — Valeurs limites de 4>(a, a) quand les arguments
ronvergenl vers des périodes. — Propriétés de la fonction W(a, -i.) — c^ * ' .
Déflnition de ^u pour les arguments réels.
Nous allons introduire une nouvelle fonction, l'intégrale de pu. Considérons d'abord les valeurs réelles de w.
Désignons par 2 0) la période réelle, quel que soit d'ailleurs le signe du discriminant. Les valeurs de a, multiples de 2co, forment obstacle à l'intégration de pu. Mais, quand u converge vers un quelconque amco de ces multiples, la différence
pu
resie finie. Le même fait se produit pour la fonction trigonométrique / \ • Prenons donc la fonction
TZU
2to sin —
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Cette dernière reste toujours finie, quelJe que soit la valeur de l'argument réel w, et on peut l'intégrer entre des limites quelconques. Elle a d'ailleurs, comme pu y les deux propriétés
Soit maintenant F{u) son intégrale, et posons (3) F(«)= f f{ii)du,
(4) Tlr=F(t0)= f /{U)du.
La fonction F(w) est définie sans ambiguïté par la relation (3); d'après les relations (2), elle a aussi les propriétés
(5) < F((o-i- M) -i- F(to — m) — 2r,,
Comme F(m) a été composée en introduisant un terme trigonométrique étranger, il convient maintenant d'en retrancher Tinté grale de ce terme, et voici la nouvelle fonction Ç(w) que nous introduisons
(6) LU — — cot —
. TZU
2(0 sin —
du.
Elle a les propriétés suivantes :
^"^ < Ç(a--2(o)=Ça--2r.,
Comme F(u) est toujours finie, Çw devient infinie avec le terme Irigonométriquc. Donc Ç// est infinie pour u='iniM^ m élanl un entier quelconque. D'après (6), on a
(8) \\n,Uu-^\-.o
lizzO\ " /
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et, d'après la troisième égalité (7),
(9 lim (tu ) = 2m7).
M=îmci)\ w -irruùj
C'est, au surplus, une fonction bien définie, sans aucune ambiguïté.
Développement de 2; u suivant les puissances ascendantes de u.
A l'égalité (6) on peut en substituer d'autres plus simples, où Jes termes trigonométriques sont remplacés par des termes algébriques, par exemple
(10) Ça = 1- / (-;— PMJ^M.
Il faut remarquer d'abord que le second membre n'a de sens que si l'intégrale reste finie. Cette égalité (10) exige donc la condition
Sous cette réserve, l'égalité (10) a lieu effectivement; car f Ça — -j et Fintégrale ont même dérivée (~ — P^p d'après (7),
et même valeur pour u = o, d'après (8).
On peut employer celte formule (10) pour développer ^u suivant les puissances ascendantes de //. Nous avons trouvé (IV, 4)
et nous en pouvons conclure
(II) ru.= L — il— — ^!^— ^î ^ 3 ^1^3 ^
"* M 20 3 28 5 2*. 3. 5' 7 2*.5.7.ii 9
Un tliéorcme général {*) nous enseigne que cette série Çw converge dans la même étendue que la précédente pu; mais nous ne ferons pas usage de cette série (i i) pour généraliser la fonction Ç. Remarquons seulement que l'homogénéité de pu se traduit dans
(*) Pour une série procédant suivant les puissances d'une variable, à exposants entiers, croissants et positifs, le cercle de convergence est commun à la série cl à la série des dérivées.
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la série pu par ce fait : dans chaque terme la somme des indices des lettres g, diminuée de la moitié de l'exposant de u, est toujours égale à 4- I . Dans la série s //, celte même somme algébrique» est égale à |.
Homogénéité.
Ce caractère de la série (i i) se traduit par la relation d^iomogénéité
(12) H J^' ^^^^' ^^^j = /kC(";^i»/S^3),
([u'on peut aussi déduire de la définition (6). 11 suffit, à cet eflcl,
de se rappeler que, changeant //, «"2, g^ en —, g^l'-^j 5^3!^'^» ^'
faut aussi changer 10 en -^ir, et que ces changements transforment p en [x^.
La constante t^.
Nous avons déjà introduit cette constante r^ •= Çw. On peut la définir par l'égalité (10) :
(.3) "'^Ji^X (i-^")''"-
Remarquons que r^io est, au point de vue de Thomogénéité, une quantité de degré zéro. Quand on remplace g2 et ^3 par^2j^*'^ <"' ^3[x', il faut remplacer r, par r^^,^^ comme Ç par î^y/fx.
Addition des arguments.
La formule d'addition de pu sous la forme (I, 24), qui a été utilisée au Chapitre IV {Inversion des intégrales elliptiques)^
pu — p{u -+-(♦)= — j- ' — '
2 au pu — pv
conduit à l'addition des arguments pour Cm. Ecrivons-la comme il suit
^ rv/ \ VI (l \ p' U — p' V
au^^ ^ au x pu — pv
et concluons que les deux fonctions, dont les dérivées sont ainsi égales, diffèrent seulement par un terme indépendant de u.
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Pour trouver ce terme, développons chacune des deux fonctions suivant les puissances ascendantes de //
Ç(m -\-p) = Çt» -t- n^\' . . ,= l^v — iipv . . .,
En nous bornant aux trois premiers termes, nous avons donc (i4) r,{u-\-v)— Cm — Ïï' =— - —upi-h,...
D'autre part, -
iip'u — p'r) =- — ^ —tP'^ -^- . • »
(lia) ^-— = apt'-f-....
'À pu — pv II *
La comparaison des termes aux seconds membres, dans (i4) et (14^5), permet donc de conclure la formule d'addition
/ rx y/ .Y y * p' U — p' V
^ -i pu — pv
Voici une conséquence dont nous aurons à faire un fréquent usage. Changeant r en — r et ajoutant membre à membre,, on voit disparaître î^i^dans la somme JJr -h Ç( — ç) = ^i^ — Çi^ =^ o^ el il reste
(16) ç(m_4-(,)_^Ç(',^_^,) — 2;,^.-= _ILif_,
pu — pv ou, par un simple changement des lettres,
pu — pv
Un corollaire.
Le corollaire suivant , relatif à la seule fonction p, est curieux
en lui-même et, de plus, va bientôt nous être utile. Pour abréger^
écrivons
(17) - ' ^— =iu, V),
'1 pu — pv
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Prenons quatre argumcnls Uy r, W|, r|. Nous avons, d'après (i 5),
el, en retranchant ces équations membre à membre,
Mais, toujours d'après (i5), on à
Ç(w-f-Wi)— Cm H- Çmi -f-(M, W|),
— Ç(// -4- r) =— Çw — Çv —(m, v),
— Ç(w,-f-r,) = — Çî/| — ïi^i — (wi,^'i).
Ajoutant ensemble ces dernières égalités, comparant le premier membre à celui de (i8) et observant qu'au second membre les quatre- symboles Ç disparaissent, nous avons Je corollaire en question
09) (w, wi) -h (r, t^i) -H (^^ -+- "i, r -i- i^i) =(w, p)4-(mi, Vi)4-(M-4-t^, Wi + ^'i).
Dans cette égalité (19), les symboles ont la signification (17). C'est là une identité qui se trouve prouvée pour le cas où les quatre arguments sont réels, hypothèse introduite dans notre analyse par la considération de la fonction Ç, que nous connaissons seulement pour les arguments réels; mais aucun doute ne peut exister sur la généralité de la formule (19), qui s'étend certainement à tous les cas, que les arguments soient réels ou complexes. On s'en convainc par un raisonnement pareil à celui qui a été employé au Chap. II pour des cas analogues. Au surplus, une vérification directe s'offre d'elle-même. Rappelons-nous que (//, v) a pour dérivée, par rapport à N^ pu — p{n-\-v). Nous voyons alors que chacun des deux membres de (19) a, par rapport à w, pour dérivée
pu — p ( // -f- M I -h r -+- t'i).
Les dérivées des deux membres, par rapport à «/, sont égales enlre elles; et il en va de même pour les dérivées par rapport à chacun des autres arguments. Les deux membres diffèrent donc seulement par une quantité indépendante de ces quatre arguments. Mais ils sont identiques entre eux quand, par exemple, /^, = r. Ils sont donc constamment égaux.
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La définition (26) de ^(11 -j- v) est la suivante :
Ç( u -h r) =r Ç(a — ^;) -- ;(*a -t- l'P) -+- (a -^ ^, la -:- i^).
En y employant le théorème d'addition (i5) démontré pour les arguments réels a, b et pour les arguments purement imaginaires /a, £ p, nous pourrons l'écrire ainsi
^^^^ i -f-(a, b)-^{ioL, i3)^(a-+-^, l'a-,-*?).
D'autre part, le second membre de la formule (i5), dont nous voulons vérifier la coïncidence avec l'expression (29), est ici
Ç(a -f- îol) -■- J(t — i^) H- (a — ea, b — tp).
Suivant la définition (26), ceci est égal à
En comparant cette quantité au second membre de (29), nous voyons que la différence est égale à
(a, 6)-+- (ta, tp)
-4-(a-t-6, ta -h ip) — [(rt, ta) H- (6, t3)-f-(a- - ta, 6 -i- tp)|.
Cette différence est nulle d'après le corollaire (19), où l'on change les notations en y mettant u = a, W4 z= b, v = /a, r, =: i p. Donc, le théorème d* addition (i5) et ses conséquences (16) et {16 a) sont exacts pour les arguments complexes.
Infinis de la fonction }^u.
Jusqu'à présent, tous nos résultats s'appliquent quel que soit le signe du discriminant. Voici maintenant une question où va s'accuser une différence entre les deux cas que présente le signe de A.
Nous avons reconnu que Ça, où a est réel, est infini pour les valeurs de a multiples de 2(0, et non autrement; et de même îji'a, où a est réel, est infini pour les valeurs de /a, multiples de 210', et non autrement.
Quelles sont les valeurs complexes de u=^ a -i- ioL qui rendent infini î^w?
La définition (26) répond à cette question, et l'on rencontre la
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circonstance déjà remarquée au Chapitre III {Infinis de pu) : quand le discriminant est positif, la quantité
(Oj lOL) — - =— r-
'À pa — pifx
ne devient infinie qu'avec pa ou picL, En même temps Ça ou Ç^a devient infini. Donc, en ce cas, les seuls infinis de %u sont les périodes 2/na) -h 'im'to'.
Mais, si le discriminant est négatif, (a, la) devient infini pour pa=: pioL = e2f et il correspond pour u les valeurs
u = {im H-i)(02-h(2/n'-4- i)tOj.
En conséquence, Çw devient infini pour les valeurs
où m et m' sont des entiers d'une même parité. C'est le fait que nous avons trouvé, au Chapitre III, pour pu. Introduisant alors les demi-périodes imaginaires conjuguées iO|, 103,
(•)• — (O', (Oj -+- (ol
(Ui = — ^ , W3 = — - — ,
nous avons rétabli l'harmonie en mettant les infinis de pa sous la forme (a/ni w, 4- 2.m^iù^), Ce sont aussi les infinis de Ça. Il reste à montrer que w, et 0)3 jouent aussi le rôle de demi-périodes par rapport à Çw; ainsi, comme cela se produit pour o) et w', quand en ajoute 20)1 ou 20)3 à Vargumenty la fonction Ç se reproduit augmentée d^une constante.
Dans la formule (16a) supposons p = Wi, et rappelons-nous que p'iùx est nul. Nous aurons
ou, changeant w en (w + iO| ),
C'est, pour la période 210,, l'expression de la propriété dont il s'agit.
La nouvelle constante ÇiO| ^r,, s'exprime par les précédentes 7^2 et Tij (nous rétablissons ici les indices 2, pour le cas du discriminant négatif, à l'égard de r^, r/, comme à l'égard de w, w').
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Les deux membres ont tous deux, en effet, pour dérivée
et sont nuls, tous deux, pour u = o.
Cette égalité (34) exige, avons-nous dit, que, parmi les quantités (/ — (^), il n'y ait aucune période. S'il s'en trouve, nous pouvons remplacer la formule (34) parune autre, comme nous Tavons fait, par exemple, en employant l'égalité (lo).
Soient (v, (V|, ... ces périodes : nous écrirons
*V ' * mm £% »w* ^« ■ smt «J .« # v ■
U — i' — W V -7- iV u — V — W| V ■+■ Wi
Jf ;; r, -+- -. -r -f- . . . — p (w — P) c/tt.
L'intégrale reste toujours finie, les deux membres ont encore même dérivée — p(N — r) et même valeur initiale zéro pour u = o.
Mais ici, comme dans la formule (lo), il faut que u soit limité; car, s'il en était autrement, iv-j-amw^ u'i + amw, ... seraient encore des périodes à éviter; leur nombre, tant que // resterait indéterminé, serait indéfmi, et la formule (35) ne pourrait subsister : il la faudrait changer en une autre, analogue à l'égalité (6). Voici un exemple, où v est supposé purement imaginaire et, comme tel, remplacé par ict. :
Z(u — ioL) -^ ^la = : — \- -. — r- / , 7^-. — p(u — ta) du.
u 17. 17. ./y l(ll — l7)^ '^ _J
On y suppose
ces inégalités ne doivent pas d'ailleurs se changer en égalités, et Ton veut, bien entendu, pouvoir y faire varier a dans ces limites. Quelle est alors la limite supérieure de u ?
On a tenu compte de la période zéro, mais non pas d'autre. Si donc le discriminant A est positif, on devra supposer en même t^mps
(37) — 'àU) <^U <^l(x).
Si A est négatif, il faudra éviter les périodes 2(0| et 20)3, et
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alors, mettant en évidence dans (36) l'indice 2 caractéristique, les conditions simultanées seront
(38) _î^<a<^, -(Oî<w<co,.
Évidemment la formule serait encore exacte si Ton faisait la supposition inverse
Sous ces réserves, la formule est ainsi exacte. Changeons-y a en — a, elle reste exacte dans les mêmes conditions; ajoutons les deux égalités membre à membre, et nous obtenons cette autre
Ç(a -i- ta) -H Ç(a — *a)
= —r — î-^ / ; =~^ "^ / — . ' X, — P(" — ioL) — p(U'h 17)1 du,
M'-Ha' J L(a— «a)* (a-f-ia)* ^^ / r-v J
quia lieu sous les conditions (36) et (87) pour A > o; sous les conditions (38) ou (38a) pour A <; o. Les deux membres y sont réels.
Si Ton voulait composer une formule analogue, pour A <; o, de manière à laisser pour a et u toute l'étendue marquée par les inégalités (36) et (37), il faudrait mettre en évidence, outre zéro, les quatre périodes dz 2(0| et ±: 20)3.
Nous allons faire usage d'une égalité plus simple dans laquelle les limites seront
(4o) :^<a<— r^> — tO,< a<2(i>,.
Conformément à la règle générale (35), nous écrirons la formule pourÇ(w — la), l'analogue pour ^(u-hioi) et nous ajouterons membre à membre. En ce qui concerne Ç(m — /a), il faut mettre en évidence la période 20)1 = lo^ — w'^, et l'on a, en dehors du signe d'intégration, les termes
u — lOL lOL u — ta — (Oj-Ho), la — (o, + (Oj
A l'égard de Ç(w-t-fa), la période conjuguée 2103 intervient avec les termes conjugués
III I
M 4- ta ta a -4- ta — wj — w', ta — o>', — (o^
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Mettons, pour abréger,
(u — ta — tut-h w,)* (a -h la— loi— w',)*.' nous aurons
/ Çw -f-ia)-T- Ç(*/ — l'a)
5iW 2(W— 0),) 2a)j
-^ / [?(«/,»)— p(«-f-i3t)—J)(w — ia)]rfi/, • 0
formule exacte sous les conditions (4o) et convenant au cas A <C <>.
Relation entre t^, r/, (o, ta' quand le discriminant est positif.
Dans la formule (89) supposons m = w, qui est bien entre les limites (S^). Le premier membre devient
ï((o 4- iz) -h ÇCw — I a) = aTj Au second membre, la partie exlërieure au signe d'intégralion devienl ^ ' ^> et l'intégrale a pour limite supérieure 10. Intégrons maintenant aux deux membres, par rapport à a, de zéro à -r> qui est aussi entre les limites (36).
Portons notre attention sur la première partie du second membre, qui devient
^^^) / 7v:-^^«=^^arclanîî ^ =!2arclang'r, t=-v-.
Cette quantité réelle et positive t assigne à Tare, qui figure ici,
une valeur précise, comprise entre zéro et ^. C'est là un point
tout à fait élémentaire de Calcul intégral; mais il est bon, pour la suite, de le rappeler ici d'une manière nette. On a généralement
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Cet arc est parfaitement déterminé. En effet, x varie directement de zéro à - sans devenir infini dans Tinlervalle : c'est la
définition même de l'intégrale. L'arc variable, dont la tangente est a:, part de zéro et aboutit à sa valeur finale sans passer, par
conséquent, par ± - • L'arc égal à l'intégrale est donc compris
entre et H — : il a d'ailleurs le siene de - •
Revenant à notre objet, nous avons maintenant l'égalité 27) -î- = 2arctangT
Dans cette relation (44) > changeons gz en — ^3, ce qui entraîne le
changement de — en 10 et de 10 en -r > ainsi que de */) en i't\, Echan-
geons en même temps les lettres i^ et a dans l'intégrale, et nous aurons
-xirîtù = 2arctang-
Ji du I d^l ;-— -h 7 U-— — p(a — lu) - p(x -f- iu) .
Mais les relations
(a — m)* (a -h ta)* (a -4- ti/)* (a — ii)*
p(a — iu) = — ii{u -4- ifa), p(a -h iu) = — p(a — «a)
permettent d'écrire le résultat sous cette autre forme
2i7) (I) = 2arc tang -
— / du \ di\ :—- H :-— — p(a — l'a) — p(a -+- it) .
Si l'on compare les deux intégrales qui figurent dans (44) et (45), on reconnaît que les quantités intégrées coïncident entre elles; la différence porle seulement sur l'ordre des intégrations.
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Mais la quantilé intégrée étant toujours finie dans le champ des intégrations, l'ordre rsl indifférent, et ces deux intégrales n'en font qu'une. Elles disparaissent donc si l'on ajoute les deux égalités membre à membre; d'ailleurs
arc tangT -4- arc tang - =r - ,
à cause de la manière dont sont déterminés les deux arcs. On a, par conséquent, la relation
O TU
ou, SOUS sa forme définitive,
C'est la relation qu'il s'agissait d'obtenir.
Relation entre t^, r/, o), co' dans le cas où le discriminant est négatif.
L'analyse est la même que pour le cas précédent, mais se fonde sur la formule (4'-^)' On a d'abord
(0« iùi,
= = I — T i = aarc lancTj, Tj=-r^;
par conséquent, au lieu de l'égalité (44 )> on obtient celle-ci
0)4 2T)t -^ = 4 arc tangT,
et, au lieu de ( {5), celte autre
2«t/j 0)5= 4 arc tang —
— / du I doi[^(Uyt) — p{u-hi7.) — p(u—ia)]doL,
CHAPITRE V. — LA FONCTION Ctt. l5l
La conclusion est donc
(49) ^«^2 — 7)';jti)2= iTc;
on trouve ici une constante double, it: au lieu de — • Mais, d'après (3i), nous tirons de là
(5o) TQ|W3 — 7180),= —-.
Ici encore, on le voit, les demi-périodes o),, Wj, avec A < o, jouent le même rôle que lo, lo' avec A > o.
Étude de la fonction 4>(a, a) = / [ Ç(a -+- ta) -h Ç(a — ia)]û?a.
Première propriété.
L'analyse précédente s'étend immédiatement. Considérons la fonction suivante
(5i) *(a,a)=/ [;(a-+-ta)-i- Ç(a — ia)]rfa;
c'est, comme on voit, une fonction réelle de a et de a. En mettant, pour abréger,
nous pouvons exprimer <I> par une intégrale double d'où a disparu Ç. Ce sera, d'après (Sg),
OU bien, en changeant la variable d'intégration dans l'intégrale simple,
a (53) *(a,a)=y^^^H.y* dru j\a^{a, n).
C'est à dessein que nous laissons subsister l'intégrale simple. 11 est essentiel de se rappeler les limites imposées à a et a; ce
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sont les mêmes que pour w et a dans (Sp), savoir : Si A>n,
Si A < o,
Pour le cas du discriminant négatif, on a le choix entre les limites (55) ou (55 a).
Considérons, en môme temps, la fonction <I>|, semblable à <I>, mais obtenue par le changement de ^3 en — ^3, et échangeons-y les lettres a, a; en conséquence,
f [Ç(a -4- ia) -h Ç(a - iaS[da.
Sous le bénéfice des restrictions (54) ou (55), on aura aussi
(5;) 4»,(a, a)=/ 7— ^i -H / da j t/a^;,(a,a),
il, (a, a)= ^ r-rr -h ; :— " — p(a — l'a) — p(3t -î- ia)= — <};(a, a).
Par conséquent, on conclut, comme dans les deux paragraphes précédents,
*(a,a)-H<ï>,(a,a) = ajf 71^^ -^ - j^ ^T^iyi-
Mais on a, en faisant ;' = -,
* ûfr _ r^^* dx
et le signe de la limite supérieure coïncide avec celui de -• Réunissons les deux intégrales, nous obtenons
r' dx r=^' dx _ r^' dx _ t
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Voici donc la propriété que nous trouvons
(58) *(a,a)-^cï>j(a,a)=±:ir;
le signe du second membre coïncide avec celui de -> et a, cl sont
renfermés dans les limites (54), (55) ou (55 a).
La somme (58) est donc une fonction discontinue, passant brusquement de -t- 7C à — 7t quand une des variables passe par zéro. On peut de plus observer que, d'après la définition (5i), ^{a, a) est égale à zéro quand un quelconque des deux arguments est nul; aiusi
(Sg) *(o, a) = o, 4>(a, o) = o.
La somme (58) passe, disons-nous, brusquement de 4- iî à — tz. Au moment du passage, elle a la valeur moyenne zéro.
Cette discontinuité ne doit pas surprendre. Elle ne tient pas à la nature des fonctions elliptiques, mais elle est dans Tcssence mêmr des intégrales définies. On a vu qu'elle se trouve également dans la somme
OL n
Nous allons procéder à une étude de la fonction <I>, en nous proposant de reconnaître comriient elle varie quand a et /a s'augmenlent des périodes, et comment aussi la relation (58) doit être modifiée quand a et a sortent des limites (54) ou ( 55), (55 a).
Remarquons, comme conséquence immédiate de la définition (5i), les deux égalités
!*( — a. ol) = — *(a, a), 4>(«,-a)=-*(a,a).
Addition d'une période au premier argument de 4>(a, a).
La relation (27),
Ç(a -4- 2moj) = Ça -4- a/mrj
donne immédiatement, d'après la définition (5 1),
4>(a -h 2/7110, a) = / [ ^ mTj -4- Ç(a -+- ta) -4- Ç(a — *a)] doLy (Cl) *(a -h amto, a) = 4/wr<a-4- *(a, a),
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formule par remploi de laquelle le premier îirgument peut être ramené entre les limites ( — co, -f- eu), ou plus généralement entre lieux limites distantes d'une période 2 eu.
Expression de 4>(a, 3) quand l'un des arguments
est une demi-période.
D'après la relation
Ç(o> -H il) -T- ;(w — il) = aT„
•on conclut de la définition (5i)
(62) 'Kw, a)— 2T,a.
Semhlablcment, pour la fonction 4>j, obtenue par le changement de gz en — «^3, changement qui entraîne celui de co, y,
en -r» £7/, on a
-^, a\ = 7.ir{a.
On ne saurait trop rappeler que co' et r/ sont purement imaginaires^ par conséquent, — et iT\ sont réels.
Pour obtenir maintenant 4> ( ^, -r ) » recourons à la formule (58).
En supposant, comme cette formule l'exige, a entre les limites (5^) ou (55), suivant le signe de A, nous pouvons l'écrire ainsi, en
y faisant a = — ,
La quantité s sera l'unité positive ou négative suivant que a sera positif ou négatif. En outre, il faudra supposer s = o quand a est nul lui-même, puisque les deux fonctions <I> et <!>< sont alors nulles; mais, c'est là un trait essentiel dans ces discontinuités,. s doit être -considéré comme égal à ± i quand a est, non pas nul, mais infiniment petit. Cette définition de £ est rappelée par les relations
£ = =br, £rt>o; î = osi « = ©.
Ceci entendu, nous concluons de la derniènî égalité et de (62 a)
*t* la^ —r\ = £7r — 1 ir{ a.
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Mais ici a est limité, comme nous Tavons dit. Pour affranchir a de ses limites, substituons cette expression de 4>(a, — ) au second
membre de (6i), où nous prendrons a = -r- Nous aurons ainsi
63) */a-4-2mco, -t\ •= \mr^—z — aiTj'a -i- eir.
Soit a-|-2mci) = 6, les conditions (54) ou (55) deviennent respectivement
2(m — i)w < 6 < a(m-i- i)u), si A > o, (2m — i)a>2< 6 < (am -i-i)(Oj, si A < o.
La dcfînition de s devient
s = d:i, e(6 — 2/na))>o; e = o si 6 = 2m(o: et l'égalité (63) s'écrit sous la forme
*p I 6, -r I = ^mt^ -r — 2ir/(6 — 2wto)-f-e7r = 4m-î :— î 2iT) o — vk.
Remplaçons maintenant r-5 — par - ou par u, suivant le
signe de A, et distinguons les deux cas. Pour celui où A est positif, on pourra limiter b dans un intervalle de grandeur ato, au lieu de 4ci), comme cela a lieu dans la formule ci-dessus. La quantité s n'aura alors que les valeurs + i ou zéro. Mettons, en outre, a au lieu de 6, et résumons le résultat :
/ A > o, 2ma)^ a < 2(m -+-i)to, <64) { *(a, -7-1= — 2i7)'a -+-(2mH- e)::,
\ s = i, sauf au cas a = 2m(0 où e = o.
A < o, (im — i)u)j< a <(2/n -h i)u)j,
e= — I si (2m — î)a)2< a < 2ma)|,
E = o si a = 2mu>2,
E = -hi si 2ma)j< a < (2/n-+-i)tx)i.
A ces dernières formules il convient d'en joindre encore une, rela-
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tive au cas où a est de la forme(2/;ï -h i)î*)2. D'après (6i) et (62), 00 a
{im -h l)U),, -^ = 4/^7^, —^ -h 2T^i ~ = 2(2/?l-+- l)7)t ~-
On peut écrire sous une autre forme
' ^ — 2(2m -4- !)*>/, (Oj-h (4m 4- 2)7t.
D'après la formule (65), quand a passe, en croissant, par la valeur (2 m 4- i)(i>2, la fonction 4>( r/, -r^ j -h 2/7)!ja subit un changement brusque, de(4/^i -f- i)Tà (4 m -t- 3)7:. On voit, par(ti6 a), qu'au moment du passage elle acquiert la valeur moyenne (4/wH- 2)7:. Le même fait a lieu, quel que soit le signe de A, quand a passe par les valeurs 2mco, comme on le voit immédiatement dans les formules (64) et (65).
Addition d'une période au second argument de <l>(a, a). Considérons l'intégrale
Si m est pair, changeons a en a -f- /?i -^; la relation (m pair} H // :'- /;i -r ] = JJm =i
donne immédiatement I;,, = I^ = <P ( r/, — ) •
Si m est impair, changeons a en (a/i -j- 1) -r — a; la même rcla-
tion donne encore I/,i= Iq. Ajoutons ensemble Iq, Iir • • •? Iw-i- La somme est égale à m\o\ mais c'est aussi Tintégrale prise depuis
zéro jusqu'à m-^> c'est-à-dire <ï>(^/, m —y Donc
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Prenons maintenant Fintégrale
f ' [î:(a + «P)+;(a-tp)]rfp;
-inîî
par le changement de p en 2 n -r + ^, et en vertu de la relation
Ç( a db 2/ito' ) = Ç a ih a 717)', elle devient
f [!;(a+i3)-^;(a~.-?)]fl?? = *(a,a).
Ajoutons-la à la somme 1q-|- 1| H- . . . -h la/z-i» Nous aurons ainsi une intégrale, prise depuis zéro jusqu'à 2/i — -+- a; par conséquent
n — j = 2/i*(a, -r jH-<ï>(a, a).
La démonstration que nous venons de faire pour cette formule suppose n positif, mais il suffit de l'intervenir ainsi
«l>(ûr, a) = — 2/^<^fa, — ) + 4>(fl,
pour reconnaître qu'elle s^applique également au cas où n esl négatif. Prenons cette dernière forme en y remplaçant n par — n,
(68) 4>(rt, a) = 2/i*fflr, — )-:-*(«, a — 2/i-rl»
Généralisation des propriétés précédentes.
Employons maintenant les égalités (6i), (64), (65) et (68) pour réduire explicitement les deux arguments k être compris dans Tintervalle d'une période.
ans le cas A ;> o, supposons a compris entre a n — et i^ (/? 4- 1 j-r>
(»t a, comme dans (64), entre amio et 2(m-h i)tt). Transformons le dernier terme de (68), d'après (6i), en écrivant
<I»/a, a — 2/1 — ) = 4'W''i( '^ — 2/i-rl4-*(a — amto, a — 2ai -rU
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el remplaçons aussi 4>(a, -r J par son expression (64)» I^es termes du second membre, outre la fonction 4>, sont les suivants :
imrJoL — 2/l-r ) -f-2/l[— 2lT/a -l-(2/ll -î-£)r].
Nous les mettrons sous la forme la plus symétrique en rempla-
ir
çant o.r^b)' par la quantité égale r,o/-4-r/(i> -\ ^> et nous aurons la
formule suivante :
A >o, amw^a <a(m -h i)co,
ta' tù'
£ = i, sauf au cas a = 2//ia), où c— o.
Nous pouvons maintenant généraliser la relation (58). Changeons g'^ eu — ^3, par conséquent
en
— r> ir, , ito, -. ) i i
el, en même temps, échangeons a^ a par conséquent aussi //i, /i ; nous aurons
<l>i(<7, a)= ^nir^a — \mr^7. — ^mni{ilhi -4-rjw')
(/H-e')7:-i-4>i(a — 2/i-r> « — amw).
La quantité e' a, par rapport à a, même signifîcation que e [)ar rapport à a.
Dans les deux fonctions <I> et <><, qui sont aux seconds membres de (69) et (69 rt), les deux arguments sont entre les limites (o, a eu)
(o, -7- ) • On peut donc leur appliquer la formule (58), et leur
somme est zéro ou ih tt, suivant les cas, que Ton peut réunir en
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représentant cette somme par ss't. Ajoutons membre à membre (69) et (69 à)^ et voici la formule cherchée :
A>o, 2mw^a<2(mH-i)(o,
2 Al — -a <2(/l-+- 1) -r>
4>,(a, rt) = (2m -h z){in -t-
sauf au cas a — 2m(o,
OÙ
sauf au cas a — 2/i-r>
OÙ
Dans le cas A<^o, voici comment se fait le même calcul Supposant a dans les mêmes limites qu'aux formules (65) et
aussi a entre (2/1 — i)-4 et (c>./i-|-i) -.*> nous remplaçons au second membre de (68), comme tout à l'heure,
<I>fa, a — 2/i-î?) par \nn\tin — 2/1 -4 ) -4- *( a — 2 ma)», a — 2/i~)
et, suivant (65),
par 2/i[— 2iT/ja -h(4wi-^ *)^]<
Nous mettrons, en outre, au lieu de QTjjWj , la quantité égale "^ia^'i ~^~ 'l'a ^2"^ ^'^'i ^^ nous obtiendrons une formule qui différera de (69) par un seul terme
A<o, (2/71 — i)t02 <a < (2m-i-i)wj,
c^(a, a) = \ inr^^i^ 4 '"\j « -t- 1 m/i/(7)2 tOj -h r/j a>j)
^ -T- 2/1(2/71 -4- £)i: -h *ï» I a — 2//i(0|, a — in-}\i
£ = — I, (2//1 — i)a>2<a <2//it02, e = o, a = 2//it02,
\ £=-4-1, 2/7ltOj<a <(2//l -i- l)t02.
Prenons ensuite, comme tout à l'heure, l'expression analogue de <Ï>| (a, a) et remplaçons la somme des deux fonctions ^ du second membre suivant la formule (58). Leur somme sera zz'n^ car les deux
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_.^ un entre — coa et -f-coo, 1 autre entre :^ et
H — :r • On aura donc
A<o, (im — i) a>î < a <(2m-h i) o),,
<I>(a, a) -H <I>i(a, a) = [(a/w -+- £)(2/i -i- e')-+- 4/«/ï |tc, E= — I, (2m — i)a>j<rt<2mu)i,
e = o, a = 2/?iu)i,
£=-^i, 2/na)i < a < (2//1 -T- i)a>î,
Ces formules (^i) et (72) ne conviennent pas quand a ou a atteint une demi -période. Suivant Tobservalion faite à la suite de la
formule (66), si a devient égal à(2/?i — i)w2, <>fa, -r^ J subit une
diminution brusque, égale à ii. Il faut donc diminuer le second membre, dans (71), de a/iir. L'analyse se poursuit sans obstacle, car la formule (58) permet à un des arguments de devenir égal à une demi-période; on déduit donc immédiatement delà formule (72) les deux suivantes :
( *(a, a)-f- *i(a, a) = [('2/n — i)(2/i H- £') 4-4/w/i — 2/i]7r, ( a — (2/n — i)wî;
Mais, quand a et a sont à la fois des demi-périodes, il faut encore prendre une nouvelle formule, d'ailleurs fort aisée à construire. Nous avons, d'après (67),
4> (2/n — i)a>2,(2/i — ï)-:^ =(2n — I)<^ {2 m — Owj, -^ L
cl, d'après (61) et (62),
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d'où résulte
= (an-,)(am-.)[^"-^'-r^'"'"+x].
l a = (am — i)toj, a = (2/1 — i)-;^ , (72c) j »
( 4>(a, a)-i- 4>|(a, a) = 2(2/1— i)(2m — i)ir.
Addition simultanée des deux demi-périodes , dans le cas
du discriminant négatif.
Prenons l'identité
a -h a>j =h t a = wj ii= u) j -i- a dr i ( a ^j;
puisque (i>2it: cojj est une période, nous avons
De la définition (5i) on peut donc déduire
*(a -4- toj, a) = / [Ç(a -h toj-h a)-+- Ç(a 4-0)1— a)]<ia
= 2Tjja -+-
Séparant la dernière intégrale en deux autres, ayant toutes deux une limite égale à zéro, on conclut
*(a-+-u),, a) = 2r,ia4-
Changeons a en an — 4 > remplaçons 4> f a, -4 j par son expression (65), et nous avons la formule cherchée
= 211,0 — ajii',a-(- 2Ti, -4 -I- (4"»-*- e)7c-i- *(a, a),
I. II
l62 PRBXlfaBR PARTIE. — THÉORIE.
iians laquelle m et e ont la même signification que pour la formule
Valeurs limites de <l>(a, 2) quand les arg^uments convergent
vers des périodes.
Nous savons déjà (69) que <ï> est nui quand un des arjçunients est nul. Mais il n'en est pas de môme quand un argument esl infiniment petit; c'est là un des caractères de discontinuité.
i" Quand a tend seul vers zéro, la définition (5i) montre que <I>(6r, a) tend aussi vers zéro. Il n' j a là aucune discontinuité. Ainsi
<74) Iiin*(a, a) = o.
2" Quand a tend seul vers zéro, on voit dans les formules (70) ou (72) et (726) le terme 4><(a, a) tendre vers zéro, comme on vient de le reconnaître, tandis que le second membre présente une discontinuité; donc ^(a, a) est discontinu quand a tend vers zéro; sa valeur limite n'est. pas la même quand l'infîniment petit a esl positif ou quand il est négatif. Effectivement, l'égalité (53)
<l»(^/, a) =-. / — / di \ da ^/(a, a),
dans laquelle a est supposé entre r- et H ^ , et dans laquelle
aussi <j^(a, a) conserve toujours une valeur finie, fait voir que 4>(a,a) se réduit à la première intégrale : celle-ci devient zh -n,
suivant le signe de - • Nous avons donc
lim*(a, a)= £î'7t, £a>o, £'a> o,
3® Si a et a tendent ensemble vers zéro, la même égalité (53) fait voir que ^(cr, a) est indéterminé; sa valeur limite
(76) lim * (a, a) = 2 arc tang-
uer 0, ai:::0 ^
dépend de la manière dont a et a tendent ensemble vers zéro; c'est un arc quelconque, compris entre — 7: et -h tt.
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On pourra, sans aucune difficulté, passer ensuite à Texaraen des discontinuités qui s'offrent quand les arguments tendent vers des périodes. Les formules des paragraphes précédents, qui donnent le résultat de Taddilion des périodes en fournissent le moyen. Nous laisserons ce calcul, comme inutile.
Ce qu'il importe beaucoup plus de savoir, c'est s'il n'existe pas «Tautres discontinuités. A cette question, la formule (53) répond par la négative, dans les limites où elle s'applique; puis, au cas A^-o, l'égalité (69) enseigne que les discontinuités ne peuvent pas se présenter autrement. Au cas A <C o, l'égalité équivalente (^1) montre que les discontinuités se produisent seulement quand « ou a converge vers des périodes ou des demi-périodes. Mais, à regard des demi-périodes, la formule (53) fait encore voir que les discontinuités s'offrent seulement si a et a tendent, à la fois, vers ces demi-périodes.
Pour ce cas, les égalités (7^) et (76) nous donnent
iliin *( a -Moj, a -: — ^) = en h- sarctanc: — h 2t,î^, ^ £a>o, £ = ±1.
Propriétés de la fonction V(a, a) = e"« *'*' "\ C'est cette combinaison
(78) V(Gr, a) = c * ' = cosl* -i- isini*
(|ui jouera, dans le Chapitre VI, un rôle considérable, en nous conduisant à la connaissance de la fonction dans laquelle se résume toute la théorie. Les propriétés qu'on vient de reconnaître à la fonction ^ se traduisent en propriétés correspondantes, qui appartiennent à W. Pour en obtenir les expressions explicites, nous n'avons à faire, pour ainsi dire, qu'une transcription des formules. Mais, à cet égard, il y aura lieu à quelque simplification : l'intégrale 4>(a, a) se rencontre dans les applications, et il était utile de développer, pour elle, les formules sans qu'il s'y présentât aucune restriction. Mais W n'est qu'un intermédiaire; nous ne prendrons pour cette fonction que les formules dont nous aurons besoin au Chapitre VI. Ainsi nous ne supposerons pas que les arguments puis-
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sent être égaux à des périodes, mais seulement quMls puissent converger vers des périodes.
Nous transcrirons d'abord les formules qui s'appliquent, quel que soit le signe du discriminant, puis celles qui sont propres au discriminant positif, enfin au discriminant négatif.
Conséquence de (60).
/ W{—a,oL)W{a,ci) = i;
(79) I ^\a,-oi)W(a,oL) = i;
Conséquence de (61).
(80) W{a -T- -iu), u) = ^'(a, a)e*^'x.
Conséquence de (74)»
(81) lim V(a, a) = i.
Conséquence de (75).
' Iim^"(a,
OL) = Zt'i,
ta > 0,
La forme du second membre, £e'/, résulte de ce que e * est égal
Conséquence de (76).
Si 0 est l'arc dont la tangente est - > ^^converge vers cos 6 + 1 sinO. Cet arc, à cause de sa définition, est, on Ta déjà vu, compris entre
et H — ; son cosinus est donc positif. La partie réelle de M* est
donc positive, et l'on a
lim ^*(«» a) = lime
£ = ibi, £a>o, /a*-i-a«>o.
II. A>o
Conséquence de (68).
Prenant, dans (68), /i = i, et remplaçant 4>f a, -r-j par son expression (64), on obtient
*( a, aH r- ) — *(a, a) = — iir\a -4- (as -h 4 ^w)^»
Comme il a été convenu de ne pas considérer maintenant les cas où les arguments sont égaux à des périodes, s doit être pris. égal à I . De là l'égalité
(84) iïr^a,a4-^^=-V(a,a)e«^'«, résultant de ce que e'^= — i .
Conséquence de (70).
Il faut y supposer aussi £ = i , e'= i . On a
et la conséquence cherchée s'exprime ainsi
(85) \ u)' ,0)' 2m(0 < a < 2(m -hi)to, 2/1 -r < a < 2(/i -h i) -r«
La quantité W^ (a, a) est, bien entendu, celle qu'on déduit de 4>| , comme W est déduit de ^ :
C'est, par conséquent, la fonction W où l'on a changé ^3 en — ^3, et échangé les lettres a, a.
III. A < o
Conséquence de (68).
En faisant dans (68) /i = i et remplaçant ♦(^, w') par son ex-
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pression (65), nous aurons
4» (a, a-' ^ J — *(a, a) = — ^ir^'^a -+- (iz-h Sni)r,.
On doit prendre e = dz i , tant que a n'est pas une demi-pénode. Mais, comme il a été expliqué à la suite de l'égalité (72), on doit diminuer le second membre de a/i si « est une demi-période; donc
.^(«,,^,îî^) = -l^^(«,,),'^'^^
égalité où il faut prendre le signe //iom5, sauf au cas a =(2//? — i)to^.
Conséquences de ( 7a ), ( 72 a ), (726 ).
UX«,a)^'i(a,«) =
( — ï)"*t'i si a = (2m -!- i)wj.
( — O^Et SI a = (a/i-^i) .;
£= — I si (am — i)o)j< a < 2m a>2,
£ = -!- I si a m a>2 -C a < ( 9. //i -f- i ) oi* ;
wl to.
£ = — » SI (a/i — }) -r- <C OL <, %n -^ ^
u>'- , .tu,
£ = -i- I SI -in— C a < ( 2 /i -h I ) -7^ •
Nous ne transcrirons pas la conséquence de {'j'à c), qui serait semblable aux précédentes avec — i au second membre; car nous n'aurons pas à employer le cas dans lequel a et a sont égaux à la fois à des demi-périodes, mais seulement celui où ils convergent à la fois vers ces demi-périodes, comme il a déjà été dit (p. 164).
Conséquence de (73).
(88) U'fa-'-wj, an r j =W{a,i)zie ^ * '* *,
formule où s a la même signification que pour la précédente (87); £t doit être remplacé par — i quand ^= (9. /;« -f- i)w2.
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Conséquence de (77).
En raisonnant comme on Ta fait pour la formule (83), on voit que le terme 2 arctang - amène le facteur s; mais le terme tr. donne
Texponentielle e ' = si, en sorte que s disparaît, son carrc^ étant toujours -h I ; donc
lim W (a -^- 0),, a -f- ^) (89) { a=o,a = o \ i J
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CHAPITRE VI
LA FONCTION ru.
Définilion de ru pour les arguments réels. — Homogéncilé. — Dérivée. — Addition de la période. — Racines réelles de ru. — Formule fondamentale. — Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Imparité. — Changement de u en iu. — Dérivée. — Addition des périodes. — Addition de la période 2ti)j(A<o). — Continuité de ru. — Dégénérescence de ru. — Lacune que présente le développement de ru. — Propriétés caractéristiques de ru. — Équation à trois termes. — Les fonctions y,i/, r,M, r,M. — Expression
des quantités ^pu—e^ par les r. — Diverses expressions de ^e^ — e,, de ^e^ — e, ^€^—e^ et des quantités analogues. — Addition des demi-périodes dans les fonctions r. — Expression de p' u par les r. — Multiplication de l'argunicnt dans ru. — Intégrale complète de la fonction 2^.
Définition de ^u pour les arguments réels.
L'intégration de ^u est l'origine de la fonction que nous avons rncore à introduire. Soit iv une période : quand u converge
vers «\ tu devient infini à la manière de > et son inlécrrale
devient, elle aussi, infinie, mais à la manière de \og(u — iv). Pour éviter cette singularité, on prend pour nouvelle fonction une exponentielle, dont l'exposant est l'intégrale de ^u.
En définissant Çw, nous avons considéré (V, 3) la fonction
1 r„_ JLcoi— -F(w)- f"/(u)
" I \ 9,cosin — / I
Elle est finie et continue pour loutos les valeurs (réelles) de u. La même propriété appartient à son intégrale J(w)
du
(2) ,f(w) = / T{u)du = / du f
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La nouvelle fonclion (ia sera définie par TégaHlé
(3) -ia— — sin — e'
C'est une fonction impaire comme le sinus; car F(f/) est impaire et, par conséquent, ^ (w) paire :
Homogénéité.
Les relations d'homogénéité établies successivement pour j///, jjf/, X^u font apparaître toutes ces fonctions comme homogènes <'l des degrés respectifs — 3, — 2, — i, quand on y envisage w, (o, o/ comme étant du degré 1, et ^2? ©"3 comme étant des degrés — i,
— 6. La combinaison F(w) est, comme ÎÇ//, homogène et du degré
— I, et son intégrale J(tt) est homogène et du degré zéro; par conséquent, du est homogène et du degré i :
(5) ^{'Jt' ^''^'' ^3!^M = ~/;=^("» '^*» ^3).
Cette relation (5) comprend la précédente (4) comme un cas particulier.
Dérivée.
Par la définition (3), on obtient
l -r- loff 0* w — -^ cot ^^ h F(w) = î M,
Addition de la période.
D'après l'égaHté (V, 5)
F(a -4- ato) = F(w) -+- ar^, on obtient, en intégrant de zéro à w,
eT(M -4- 20)) — rT(2U)) = iu -r- ir^U.
Faisant w = — co, nous voyons, dans cette relation, se détruire
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los deux lonnes ^(u-\-'Hi)) du premier membre, et J(^/)dii second membre, la fonction .f étant paire-, donc
D'autre part, sin ^^— se reproduit, changé de signe, quand on change // en (u -|- aw). Donc, d'après la définition (3), ( 7 ) r(i/ - - 9. w) - — ^ii,e^Vu^^\
re qu'(»n peut écrire aussi
3'(iu — M)
Pour Taddition de 2//îo), on déduit de (-)
(j[ii-^ li^m — i)a)J
S'fl/ -+- 2(/?î — l)a>] . , ,. „ ,
^[u -i.-'À(m — a)(oJ ■
i : ffitt' Il hti))
Multipliant ces égalités membre à membre, et tenant compte, pour composer IVxponentiellc, de la relation
on obtient la relation générale
qui, démontrée ainsi dans Thypothèse m positif, est vraie aussi, quand /// est entier et négatif. C'est ce qu'on voit par le changement de u en — ii dans cette relation (g) elle-même.
Racines réelles de o'i/.
L'exponentielle r''''"* est toujours positive, sans devenir jamais nulle; donc, suivant (3), du a toutes les racines du sinus, sans en avoir d'autres. Les deux fonctions ont toujours même signe. Les racines sont de la forme // r^ amw.
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D'après (2), ^(o) esl égal à zéro, e'^^^^ àrunllé. Puisque le rapport du sinus à Tare tend vers Tunité quand l'arc tend vers zéro, on a, suivant la définition (3),
de là, suivant la relation (()), on déduit
(„) lim^"-"-'"'""^(-.)'"e'"-'»-'.
Formule fondamentale.
L'égalité (V, i6)
pu — jir peut être écrite sous la forme
du
, ^(u -f-i') r(u — V) d . , " 3'*w du ^^* '
Les deux fonctions, dont les dérivées logarithmiques sont ainsi égales, ont donc entre elles un rapport indépendant de a. Pour connaître ce rapport, il suffit de supposer u = o. D'après (10). la
..11 ^(u-hv)^(u — v) . , , .o'co'C — i-> partie pnncipale de ^- est égah* a ou,
«Taprès (4), -' La partie principale de (pu — j)r) est - ^- L<*
rapport est donc égal à — ^^r. Voici donc la formule obtenu*' :
^{u -h v) ^(u — v) {f?.) —^ — = pr — 1)//.
On verra bientôt, dans le présent Chapitre, que cette formule (12) renferme, pour ainsi dire, toute la théorie. Il n'existe pas de théorème d'addition pour la fonction d] la proposition (12) en tient lieu.
Arguments purement imaginaires.
Kn même temps que
:fu = 3'(f/;/rji A'a), considérons aussi
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le facteur ( — i)""^' s' change son signe quand i a passe par un multiple de Mo'.^ : la formule (20), par suite, dans le cas où et n'a pas la forme (2m -H i)ct)2, est identique à la formule (19). C'est seulement ce cas particulier a = {'2m -r- i)i02 qui oblige à séparer les formules propres au discriminant néj^atif.
Voilà donc ^(a -{- i%) bien défini, sans aucune ambiguïté. Nous devons démontrer que cette fonction possède les propriétés déjà rec'onnues pour les cas où l'argument est ou purement imaginaire ou réel.
En premier lieu, l'équation d'homogénéité (5) est vérifiée; car
^y csi homogène et du degré zéro, ^pct — pix du degré — i , et ^fi dioL du degré 2. Il faut cependant observer que nous supposons ainsi implicitement y/ix positif, supposition sans laquelle il <leviendrait nécessainî d'examiner le facteur dz i des formules (19),
(•>.o). Aussi allons-nous le faire à part pour le cas ^[x z= — i .
Imparité.
1" Dans la formide (19), nous pouvons écrire
Donc au nombre n se rapportant à a correspond le nombn* — {n H- 1) se rapportant à — a; par conséquent, on a
3'( — a — i%) — ( — i^i 3'(- - a) ^i— ia)^ pu — pioL W(~ a, — a).
Mais, d'après (4) ^^ï- (^^1 79)?
3'(--- a) — — s'a, 3'( — l'a)— — ^ioL, W{ — «, — a) — V(a, a).
Donc
3'(— ^ï — 11) — ( — i)'*i ^a 3* i'a \^pa — pioLW(a, a), 3'( — a — îol) = — 3'(a -T- l'a).
!>;' Dans la formule (20), si l'on a
on en conclura
(2/1 — I ) -H=^ <. % <^in —Ay
^in—r- < — a < (— '2 n -r- 1 ) — 7^
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Avec l'arguinenl a, on avait à considérer le nombre /i, et £' était égal à — 1 ; avec l'argument — a, n est remplacé par — /î, et t' devient égal à -h 1 . On voit donc que ( — i)^ est remplacé par ( — i)^' quand a est changé en — a.
11 n'est pas nécessaire d'examiner le second cas qui se déduit <lu précédent par l'échange de a et — a.
Il n'y a pas lieu non plus de considérer le cas
//:-.( 2/71 -M) tUj, a = {in -^ l) —? y
<lans lequel on a
Donc, en toute généralité,
Changement de u en m.
La relation (i5) doit aussi être vérifiée. On peut l'écrire ainsi
(21) ^(a -I- la) = iâ*(a— l'a).
Nous venons de reconnaître comment se changent les nombres
n, z' quand on change a en — a. Prenons les nombres analogues
fii' m, s relativement à a et w, au lieu de a et -.-> et faisons-j les mêmes
changements. Nous aurons, de cette manière, <3'(a — la). Ainsi : i" pour A <; o, soit
2ma)<a<C2(m-f-i)a), nous aurons
^(a — la) = ( — 1)"» t (3*a CC— ta) ^poL — piaWi(oL, — a).
D'ailleurs,
!iâ^QL= ^ii, a'( — ia) = — t c'a, _ pa = — p*a, pia=. — pa
et, d'après (V, 79),
(23) Vi(a, -a)= '
Vi(a,«) En conséquence,
C^a— ia) = ( — !)'«+* i ^a (^ii^pa — pioL ^-- • •
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DivisoDs membre à membre Tégalilé (19) et cette dernière, pour en déduire
Mais la relation (V, 85)
transforme précisémenl noire dernière égalité en celle (^i) qu'il fallait vérifier.
•*." Pour A << G, soient
£= — I si (2/71 — i)u)j < a < amtoj,
£ = -i- I si it/wtuj < a ^ (2/?n- i)u>|.
Comme il a été expliqué au paragraphe précédent pour le changement du signe dans le second argument, on aura, conformément à la définition (ao),
3^(a — ia) = ( — i)t*-^* ô^a ^ia /pa — pta Vi(a, — a), / ( — 1)'"£ en général,
si a =(2nH- I) -r •
De là se conclut, comme précédemment, par les égalités (22),
i( — i)'»-^"££' en général, (— i)'"£ si a = (2/n-4- i)a)j,
(— l)«£ si iX = (2/1 -Hl)lUj.
Dans chacun des trois cas, le second membre est précisément égal, d'après la relation (V, 87), à — — • L'égalité (a 1) est donc pleinement prouvée.
Dérivée.
D'après les définitions (V, 5i, 78) de <ï>(a, a) et de W{ajOL)^ un a
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On conclut donc aussi bien de (20) que de (19)
TT.-^ loga'(a-T- ra)
= \ 1 aÇia -f- î(a -h ix) -+- î;(a — ta) — ^/ '' . 1 • L pa — ptaj
Mais, suivant le théorème d^addition (V, 16 a) pour la fonction Ç,
aÇia-f- î(a — i%) — = ll(a -{- la).
pa — pioL
Il reste donc simplement
Nous aurons semblablement, changeant a en a, a en — a et
^3 en — o^j,
; — - log?(a — ia) = — J(a — ia).
d(ia)
D'après (ai), le premier membre équivaut à -— log(^(a + ta).
Quant au second membre, il peut être écrit aussi -r Ç(a -f- la);
donc
^ log3'(a -f- la) = ;(rt H- *a),
Ainsi l'égalité (6) a lieu quand u est une quantité complexe.
Addition des périodes.
Si, dans la définition (19) ou (ao), on change a en (a-{- aw), deux des facteurs du second membre changent seuls : 1** le facteur da qui, d'après (7), se reproduit multiplié par — e*Trii«+a)). 2« le facteur ^(a, a) qui, d'après (V, 80), se reproduit multiplié par e*^'*. Donc
C'est la complète généralisation de la relation (7). On peut de même obtenir la relation analogue pour l'addition de 2(o' au mojen des formules (V, 84 et 86), ou encore déduire I. la
de (^5), par le même changement de lettres qu^au paragraphe précédent,
^^loL — ta-] .-)== — 3'(a— ra)e ^ '/,
c'est-à-dîre
(26) :f(a -\- ioL -f- 2(o') = — 3'(a -h i a )e«^ <"+'« + ««>'>,
généralisation de la formule (17), avec m = 1.
Addition de la période 2(1)3(1 Co).
Uaddition de la période CO2 -h w'^ = 2105 (A << o) exige un peu plus d'attention.
Tirons d'abord de la relation (isî) avec arguments réels (elle n'est encore établie que pour ce cas ou celui des arguments purement imaginaires) une formule particulière, en supposant if == W2, r =: a,
3'(a),H-a)3'((i),— a) ou, d'après (8),
Nous allons extraire la racine carrée, prise avec le signe plus. A cet efïet, 11 faut observer que (^((Oj -h a) est positif quand a est entre — W2 et -|- Wj, puis change de signe chaque fois que a passe par un multiple impair de W2»
Au contraire, (ia change de signe quand a passe par un multiple pair, et a le signe plus quand a se trouve compris entre zéro et 2CO2. Si donc, comme précédemment, on suppose
iE= — I quand (2 m — i)u)| < a < 2ma)j, e — -h 1 quand 2m(«>j < a < (2//1 -h i)u)j,
le quotient ^ a le même signe que s. Pour avoir le radical
positif, nous écrirons donc
(28) /pa — «2= ee-TQi« — -^ -•
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Semblablement, en supposant
l e'= — I quand (2/1 — 0 ~^ > * ^ 2/i -~ >
quand in —r ^1 :^ {'i n -\- i) -^ y
on aura un radical positif si Ton prend
3* (0 2.3' ta
En second lieu, la formule d^addition de la demi-période
j)(a — 104)— eî== et — p(ia -h lOj ) =
nous donne
/— 7 r^ — \/(ef— ex)(ei— e^) , r-
et tous les radicaux sont pris là positivement. On observe, à ce sujet, que {e^ — <?i)(^2 — ^z) est le produit de deux imaginaires conjuguées, donc positif. Par le moyen de (a8) et (3o), nous avons de la sorte
v/p ( a -4- wj ) — p ( t a -f- 0)', ) 3'( 0)2 -f- a) 3'( w j -1- ta)
V^pa — pta ^a ^i%
= S'a),, o'to; V^(e2-e,)(e2-e3}^^e'''*"^^»'* = A.
Reprenons maintenant l'égalité (20), changeons-y a et it en (a H- C02) et (la -h w.^), et soit v' le nombre qui remplace alors v. Nous concluons
Mais, d'après l'égalité (V, 88), le dernier rapport est égal à
Posons
C = 0*0)2. c'a) jv/( 62 — ei ;(e2 — ea^e^'i**»!»
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nous avons donc
Il nous reste à examiner le facteur de discontinuité ( — i )^^'e'. Prenons le cas général où a, a H- 102 ne sont pas multiples impairs de C02. On a, d'après (20), ( — ^y=^{ — i)'''^*£'; désignant par n', e*
les nombres analogues à /i, t\ mais relatifs à f a+ ^U on aura de
même ( — lY =:( — i)"'+*e". Le facteur qu'il faut examiner est donc ( — !)"+"'£''. Or ( — i)" change de signe quand la passe par un multiple impair dew'j^. On a déjà remarqué que ( — !)"£' change de signe seulement quand îol passe par un multiple pair; donc, de même, ( — i)"^" change de signe seulement quand (ia + w^) passe par un tel multiple, c'est-à-dire quand ia passe par un multiple impair, exactement comme (— i)"; donc le produit ne change jamais son signe et n'est pas discontinu. On voit d'ailleurs immédiatement qu'il est égal à 4- i •
Ceci observé, on peut facilement déterminer G en supposant, dans (3i),
par quoi le premier membre devient — i, et la formule (3i)
v changeant £/ en (u — 2co!j),on en déduit, par le moyen de (17),
(33) cr(
Ces deux égalités, conformément aux notations introduites (V, 3o), s'écrivent
(34) o'(w-f-'ji(i)3)=— s'a. e«^i^«-^w3',
(35) <^{it -.2(0,)^^— ya. e«ni'«+w.'.
Elles complètent l'analogie qui existe entre les périodes awi, 2 W3 (A<; o) et les périodes 2co, 2w'( A^ o).
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Continuité de s'a.
I® Supposons, dans les formules (19) ou (20), a inflniment petit; il s'agit de s'assurer que rf(a H- ta) a pour limite da.
Dans la relation (ip), le produit des facteurs au second membre, le radical réservé, a pour partie principale ( — i)'*arfa, comme il résulte de (10) et (V, 81). Le radical a pour partie principale
± -y quantité positive. D'ailleurs n est ici — i ou o, suivant que
a est négatif ou positif. La partie principale du radical est donc
( — i)'*-> et le second membre a pour limite da.
Dans l'égalité (ao), le raisonnement est tout semblable: le nombre n est ici égal à zéro, et le signe de a concorde avec celui
de s'; le radical a donc pour partie principale -; le produit des
autres facteurs, t'ada. La limite est cia.
2° Si a est infiniment petit, il n'est plus nécessaire de recourir aux formules. La limite est cHol comme on le déduit du résultat précédent en mettant â>, ol, — a, au lieu de rf, a, a, puis revenant à d par le moyen de la relation (i5). C'est un procédé que nous avons déjà employé.
3^ Supposons a et a infiniment petits à la fois. Soient
e = -t^ T, sa > o, £' = ±:i, £'a>o.
La partie principale de y/pa — pi^. coïncide avec celle de l/-j H — j> radical positif que l'on peut écrire sous cette forme
-, y y/a^ -h a^ étant pris positivement. Les égalités (19), (20)
es a a donnent toutes deux
Partie principale de 3'(a -f- i%) = t'ai - — -^, V(«, a
D'après (V, 83), W(a, a) a, pour partie principale, celle de
a -+- l'a j e -p== ; donc /a' H- a«
(36) Iim -. — =1.
C'est la généralisation de l'égalité (10).
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Les formules (9) et (17) ont leurs analogues (34) et (35) dans le cas où le discriminant est négatif. Employons maintenant la notation 20)1, 2 103 pour les périodes, quel que soit le signe de A. Nos deux formules sont donc
— (_ |)m,gîm3Y),(«-H/«3W,)^
011, bien entendu, l'argument u est une quantité complexe quelconque. On peut réunir ces deux formules en une seule. Changeant, dans la seconde, w en m 4- 2/W|W, et multipliant membre à membre avec la première, nous aurons
^^ (' |\/n,-H/w,^î(//i,ir),-(-/rt,rji)(M-4-m,w,-f /WjWi''-5/n,mj(tj,(i)i— Y;iti),\
Mais Tj! W3 — 7j3 ci)| est égal à -;^ ? en sorte qu'on peut écrire cette formule ainsi
Û) = /WjtOi H- 7/130)3, '^î = /WiT,i-f- /7Î3T,3,
O7) \ (i{u-\- iCa)
Ca
3^ ( I y//I,H-l)(Wj-H; ^2Tj(MH-€b).
Elle ne diffère de la formule (-j), relative à la période 2co, que par le signe du second membre; ce signe peut être )d/«5. Mais cette circonstance se présente seulement quand nii et ma sont tous deux pairs, et alors (ô est une période. Ainsi, toutes les fois que cj esl une demi-période quelconque, on a toujours, pour l'addition de 2 0), une formule absolument semblable 3(7). La constante r, est seulement remplacée par f».
La formule générale (3^) montre que deux fonctions (^, dont les arguments diffèrent seulement par une période, diffèrent ellesmêmes seulement par un facteur exponentiel du premier degré. Ce qu'il est essentiel d'observer, c'est que ce facteur est une fonction continue et ne contient aucun des signes ambigus liz 1 qui se présentent dans la définition de ^u. Au commencement de ce paragraphe, nous avons démontré que du = ^{a-}- îol) est une fonction continue: 1*^ quand a tend vers zéro; 2** quand a tend
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vers zéro; 3" quand u =r a-h i^ tend vers zéro. Il est maintenant prouvé, au mojen de (3^), que <iu = i{a^ îol) est continu: I® quand la converge vers une période; 2° quand a converge vers une période; 3" quand // converge vers une période ; 4** qusi'^^ (A étant négatif) a converge vers un multiple impair de W2, ou la vers un multiple impair de w!j. Mais les formules (19) et (20) n'offrent aucune discontinuité a/?/;flrre/z/e, hormis celles qu'on vient dépasser en revue. Donc la fonction ^u est toujours finie et continue; en outre, suivant (36) et (3^), elle a pour racines les périodes. Elle n'a pas d'autre racine, c'est ce qui résulte des définitions (19) et (20) où l'on connaît les racines de tous les facteurs aux seconds membres. Le facteur W n'a aucune racine, puisque, par définition, c'est une exponentielle e'^, où 8 est réel.
Il reste encore a s'assurer que la fonction du satisfait, dans tous les cas, à la relation (i >.). Maintenant que cette fonction nous es! connue, nous pouvons lui appliquer, pour démontrer celte relation, la même démonstration, absolument, qui a été faite d'abord pour un argument réel. La relation (la) est donc exacte.
Dégénérescence de (ju.
Les formules (V, 3i2 et 33), qui font connaître les dégénérescences de Ç«/, donnent immédiatement les dégénérescences de<^^, pour les arguments réels ou purement imaginaires d'abord, puis pour les arguments quelconques. Il suffit d'appliquer les définitions de du. On trouve ainsi
^u= — sin — ^6\sa)/ — — sin — e*^* ,
71 II nu
:f(iu)- . e «^2wy ,
TZ in Tt in
J , ' ictziiiy-
f ^{iu)=^ Sin — ,e e\ito'J,
tu
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Lacune que présente le développement de ^u.
Développée suivant les puissances croissantes de u^^ la fonction paire — présente une lacune au second terme, en sorte qu'on a
Cette propriété importante résulte immédiatement du développement de pu(lVj ^). Soit, en effet, à supposer que cette lacune
n'existe pas,
a'M= u(i -f- au^-^ AM*-t- Bw* .-. . .): il en résulte
ÏM = = - -r- 2aa -J-( I A - - 2a*)w'H-. . . ,
Dit = — V u -= - — aa -i-(6a'— 12 A)w*H-
Mais le développement de pu (IV, 4) a la forme suivante :
nous en concluons
pu
rt:
Au Chapitre IX, on apprendra à former rapidement tant de termes qu'on voudra dans ce développement.
Propriétés caractéristiques de o'it.
La nature et les propriétés de la fonction du se résument ainsi : c'est une fonction définie sans ambiguïté pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de w, toujours finie, impaire, aj^ant pour racines toutes les quantités a/nwi + 51/20)3, m et n étant des entiers; elle est dévcloppable en la forme
a'w = w(i - A w^-r- Bm« -r-. . . ),
avec une lacune du terme en u'^ dans la parenthèse, elle se reproduit multipliée par un facteur de la forme e^"'^^f quand on ajoute
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à u des multiples quelconques de 2C0| et 2CO3; elle jouit enfin de la propriété suivante, traduction de la relation (12),
Ces éléments résument toute la théorie. Nous allons le montrer. Si l'on pose
on reconnaît d'abord, comme conséquences immédiates, la nature de Çi/ et de pu, la double périodicité de cette dernière. Les formules d'addition se concluent de (40? P^^ ^^^ conséquences, obtenues en dérivant par rapport k u el v :
ll(u-^ v)-\-Z(u— v)—i^u — — »
^ pu — pv
pv — j) u en dérivant de nouveau par rapport à u, on en déduit
p(u -h v)-h p(u — V)—7.pU —— -■ y
^ / / \ 4 Ou pu — pç
Ou pu — pv
et, par conséquent,
p(u-i- v)= 'jtpu — —
Ou pu — pi>
C'est une formule d'addition, mais dans laquelle figurent pw, p'w, p" u\ il faut pouvoir en faire disparaître p" u et, pour cela, connaître la relation qui Vie p' u et pu. Or, en dérivant par rapport à ç^, on a de même
Ov pu — j)v
et, par conséquent,
2pU— -~ ^ = 7.pV .
Ou pu — pç ' Oi' p u — pv
Mettant à part, dans le premier membre, le terme
Ou pu — pv ^ ( p u — J) r Y '
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on. lui trouve son analogue, qui le détruit, dans le second membre, en sorle qu'on peut écrire
Ou pu — pv pu — j)i' (pu — p^')*
ou, en mellanl j)'// -T- au lieu de -— et dlvisanl par(jjw — j)i').
pu — pçd{pu)pu—pv ipft—p^')^ Kpf^ — p^')^
Intégrant les deux membres par rapport à la variable j3W, et désignant par a une constante encore inconnue, nous aurons
pu \' ,, , ^-P'*' J>'*»'
pu — pv/ pu pi' (J>w — p*';*
ou bien, en chassant le dénominateur,
p'^ii— ^{pu- pvy{pu -¥- a)-^ip%'{pu pt')- P'*t'-
Ici (' est une arbitraire. Oa voit donc que p''^ u est exprimable par un polynôme du troisième degré en pu. Pour préciser ce polynôme, on observera que Tune des propriétés de ^u donne, pour u infiniment petit, les développements
lu — — - i \u^- . . . .
pu — - 19. A M* H
(Foii résulte que le terme en p^u doit manquer dans le polynôme du troisième degré. Ainsi les propriétés, que nous venons de résumer pour (3'w, conduisent non seulement aux formules d'addition, mais encore à la formule p''^ u ^^ ip^u — ©"aP" — n-^- Toute la théorie en découle donc avec la plus grande facilité.
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Équation à trois termes.
La formule, que nous venons de reconnaître caractéristique,
entraîne, ainsi qu'on Fa déjà reconnu pour un autre exemple entièrement analogue (IV, '>.3), la conséquence
|a'(cr — 6)a'(a-f- b):^(c — d) ^(c -. d) -}-3'(6 — c) crCô- -c)c3'(a-. d):ï{a-- d) -.- ^ (c — a) ^ {c -^ a) ^{b — d) ^{b .- d) r- 0.
On obtient cette dernière, rappelons-le, en ajoutant membre à membre les produits deux à deux des termes de six équations semblables à Téquation (4^); elle résulte de Tidentité
Inversement la relation (43) permet de conclure la précédenle (42), moyennant la simple hypothèse d' o = i. Qu'on y suppose, à cet effet, d infiniment peu différent de c, on voit d'abord que d est une fonction impaire; car la première ligne représente une quantité nulle, et les deux autres se réduisent ensemble à
^{b — c) ^{b-'-c) 3'(a — c)[3'(a — c)-- 3'(c — ri)],
qui doit être nul. Ceci admis, l'hypothèse d infiniment voisin de c donne une conséquence nouvelle si l'on égale à zéro la dérivée prise par rapport à rf et qu'on y fasse ensuite rf =r c. Désignant par Çw la dérivée logarithmique de du^ nous aurons ainsi
-- If {a— b)(f{a-^ b)^{ic)
- :f{b- c)<f{b-hc):f{a — c) ^(a~ c)\-- "^(a — c)-^ i:^{a ~- c)\
ou bien
ffi^a-^-c) ^(a — c)^{b -f- c) 3* (6 — c)
' [;(«-- c)-!;(a-c)-!;(^-cj-!;(6--c)].
o'Cîc)
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Faisant maintenant converger c vers zéro, on a
lim — = —-r = Ça = -5— logs'cï,
lim •= _ = -77- lof^yo.
Donc
35 3;-r ■" j-5 logs'a— -jî^ logs'o.
Ainsi la belle propriété qu'exprime la relation (43), connue sous le nom àî^ équation à trois termes, caractérise la fonction iii et permet de remonter à la définition de pu. Nous ferons bientôt usage de ce fait si important (Chapitre VIII V
Les fonctions ^lUf ^lU, ^f^u.
Soient p, q deux entiers, dont l'un au moins est impair, et posons
(i>, w', r,, r/, dans le cas A <; o, seront remplacés par Wf, (03,7, ,,7; ,. La relation (3^) devient ici
Par le changement de u en (// — w), on peut l'écrire
=3 e»V', e-V'3'(w-4-M)i-- eV'3'(w — a).
Pour déduire de là une fonction dont la valeur correspondant à M = o soit purement numérique, il convient de diviser par s'a). Ainsi s'introduit la fonction
fonction paire, égale à -+- i pour w = o. Il y a en tout trois fonctions différentes comprises dans cette définition: c'est ce que nous allons reconnaître.
Soit (ô, une autre demi-période, déterminée par deux autres
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entiers/?! et ^r,, mais pt de même parité que/>, q^ de même parité que q. Soient
p — />i =-- 2/?i, q — q\= '^qty
On aura
Le signe ± a été mis pour ( — i)Pi-^9t-^PiÇ,, Faisant w =ir o, on a
de même
c'a) — — ^(ûi e«^i»<ûi-^û,).
Divisant membre à membre les deux dernières égalités, on obtient
D'ailleurs Donc
g-r,a — : _ ~ e~^ii" = •
(fit) ^it)i
On voit donc que ^olU ne dépend pas des valeurs absolues des deux nombres/?, q, mais seulement de leurs parités. Il y a donc en tout trois fonctions <3*aW, savoir
«J'ai
quand p est impair, q pair;
^ ( tù -^ tù' -\- Il ) ,^ ^,
quand p et q sont impairs;
^3"= — ir-; e-V"= 3'a?^
quand p est pair, q impair.
Ce sont trois fonctions paires, se réduisant à Tunité pour
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Expression des quantités ^pu — e^L par les ^. La formule suivante, déduite de (12) par la supposition
pu-po>-^ ï«„.y.â, - ^ s-tu.?»™ '
peut être écrite
Convenons de désigner aussi par e» l'une quelconque des trois constantes ei, e^j ^3, avec le même choix de Tindice que pour ^01 M, et nous aurons, en extrayant la racine carrée
Vpu — eo^= - •
^ ce
Les trois radicaux y^'p m — e» s'offrent donc comme dépourvus d'ambiguïté, avec un signe toujours déterminé.
Prenons, par exemple, le cas du discriminant positif, et supposons u réel. Alors ^'aW et ^^u ne deviennent jamais nuls; ces fonctions sont donc toujours positives, puisqu'elles sont égales à -f- 1 pour w = o.
Pour 3'| Uj il y a, au contraire, les racines u = (2m + i)(o, en sorte que ^i u est positive entre — w et -[- w, négative entre (o et
3 w Quant à ^u^ cette fonction est positive entre zéro et aw,
négative entre — 210 et zéro, entre 2(0 et 4 w, ....
Les racines carrées y/^i — 63, y/e^ — ^3 étant extraites positivement, nous aurons ainsi (Chap. II, p. 4-^)
sn{u^ei — es) — /ci — e^
en
\u /ei — ej) = ^j^ ^/ ( inod A =
^3" ( \ /ei— ea
(ln(a v^ei — es)
Diverses expressions des quantités /ei — e, et y^ei — es v^i — es.
Considérons les trois radicaux v^pw — c^a? désormais dépourvus
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d'ambîgiiïlé
vpu — ^1 = = ="
V'pw — e2 — — — s'oj'. yw ~ ViTTVïi ( 7/ = 7) -r- r/
/pw — «3 = ^
Prenons successivement pour u les trois demi-périodes, en laissant de côté dans chacune des relations la demi-période qui rend nul le premier membre. Nous aurons ainsi :
1° En faisant u = u dans les deux dernières,
y'^-''= -^ - yco'. S'a) '
et de là, en multipliant membre à membre et extrayant la racine carrée,
yjei — eiyjei — ez —
2" En faisant u =^ to" dans la troisième et la première ou, si nous voulons, en permutant circulairement les indices i, 2, 3 et les accents o, 11, i,
y/ej — eg =
" o'co'.s'w'
V^^s — ^av'^i— «I ^
3** En faisant u = w' dans les deux premières,
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En comparant les deux déterminations qui s'offrent ici pour
deux radicaux, tels, par exemple, que y/ei — 62 et y/e^ — ei, nous voyons qu'elles sont reliées ainsi
Y ^ "~ ^' = — eV w-TiW = _ eTi'w-r,a>' == ,*; y/ej — e^ = - / /ej— er
/gi - g3 ^ _ ^^, w-r.-W ^ _ en' w-/;w' = * ; y^e,— e, = ^ * ^63-^, .
/gj— gj
V^gi— gj
= -h e^iw'-r/to — , ; ^^.j _ ^3 = ~ e /ea
gr
/g3— gi
Les six radicaux sont ainsi ramenés sans ambiguïté aux trois
premiers ^Ci — ea, ^e^ — ezy \Je^ — ^3, qui sont réels et positifs, dans le cas où le discriminant est positif.
Les racines quatrièmes qui interviennent ici peuvent aussi se ramener à trois d'entre elles. Que l'on en prenne une avec une des deux déterminations qui résultent de la racine carrée correspondante, et l'on pourra préciser les autres. Dans le cas du discriminant positif, par exemple, que l'on prenne \Je^ — Ci positivement, alors
V^i — Cz est pris positif aussi, et ces deux racines donnent
^TQW
(44 ) v^^i — gj v^^i — ^3 = ^—7 •
On a ensuite, dans la seconde série, en remplaçant ^e-i — Cx par-rv^ej — 63,
(45) \r^;iiT,yj;ir^,^,/r-—,^
On précise ainsi V^a — ^s si l'on précise aussi \li\ prenons
S'il en est ainsi, on peut voir que y/e^ — e^ est positif quand le discriminant l'est aussi.
En effet, observons d'abord une circonstance qui s'offre à chaque instant dans les applications, c'est que, l étant réel, la quantité
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est réelle et positive. C'est, au facteur dtù près, di (It). Comme dt est une fonction paire, <d\{it) est réelle; de plus positive, car elle l'est pour ^ = o, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de t. En supposant it = w', on voit que (3'o)" est le produit d'une quantité positive par l'exponentielle é^^\ Par suite, à un facteur positif
près, le second membre de (45)? abstraction faite du facteur y/î*, se réduit à une exponentielle dont l'exposant est
= {(T,a)-+-r/a)') — i(r,a)'— T/a)) = ^(7iW-f-V««>')--^• D ailleurs r^w et r^ w sont réels, donc e^ est réel et po-
sitif. Le second membre de (45) est donc le produit d'un facteur positif par \]i et pare *. Il est donc réel et positif si l'on prend
Dans la troisième série, nous aurons de même
-TJ Cl)'
(46) V^gi— g3 V^g|— g3 = t ^^, >
et le signe du second membre est déterminé d'accord avec les formules précédentes et celles qui donnent les racines carrées. Effectivement, si l'on multiplie membre à membre les relations (44)» (46) et qu'on divise les deux membres par ceux de la relation (45), on obtient
/ '-p 0*0/ -(TJW-HYl'O)' — yj-Ci)")
Nous venons justement de prouver qu'on a
1/ t I m Ifs I , ^"^ , ITZ ÎTZ , ilZ |(t^W -h T, W — t/o) )= — r,tO-i--— = T^(l> \ = — Tj'w .
L'exposant de e se trouve ainsi être — r/w, comme il convient. Les relations (44)j (45), (46) doivent ici être considérées comme nous fournissant l'expression des trois constantes
en fonclion de ^i, e^, 6%, Dans le Chap. VIII, nous les considérerons d'un point de vue justement opposé.
Ces mêmes relations entraînent une conséquence qu'il faut remarquer. Si l'on considère l'identité
I e^—ez
et les deux analogies, on conclut
-^ 7 ri : = ^1
piir conséquent,
($7) \e * Cw^' H- U * Cw'j -+-\e « c'w'/ = o.
Les trois formules
y ex — Ci v^i — e3 =
Tt >
^'^ \ v^ej — «3 v^'^i — ej = e *
ITC
tfo»' U'
donnent les trois produits des racines quatrièmes exprimés par ces trois quantités U, U', Ij''. On peut, par ces mêmes quantités, exprimer les trois racines carrées. Il sera aisé, en effet, de vérifier la concordance des formules suivantes avec celles qui ont été données d'abord
/ -^ ir
UU"'
Addition des demi-périodes dans les fonctions c".
On est souvent amené à introduire dans les calculs les fonctions c'a, et il est commode de n'avoir pas à rechercher chaque fois les
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formules fort simples, relatives à l'addition des demi-périodes pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions d et trois demi-périodes, donc douze formules ; mais nous les résumerons toutes dans trois seulement. A. cet effet, nous désignerons par cJqi, cjp, cjy trois demi-périodes, ayant zéro pour somme
u)a-f- wp-f- Wy— o.
Nous poserons, en outre,
- 1 TQ.Wa
Ua= s'oDg. e *
et de même Up et Uy désigneront des quantités analogues; par la définition de d^u^ on peut écrire les deux formules suivantes :
Dans Tégalité
c'(m -4- a>p)= e^?" a'cop cfpi/,
qui définit (^p, changeons tt en w + (!)«, et remplaçons Ci>a+ wp par — tOy, (^wp par son expression au moyen de Up; il viendra
Comparant cette dernière égalité à la première ci-dessus, où l'on changera a en y, on aura successivement
UyO'ya
En vertu des égalités
Wa-f- a)p-+- Wy= o, T)oi-4- TlpH- T)y = O,
l'exposant de e, au second membre, se réduit à ^(vjawp — T^ptOa). Soient
Wa= />at»> H- Ç'aw', wp = /?p(D H- çrpw', TQa= />a TQ -^ q^-^, TQP = /?pTQ -i- Ç'P w';
on en conclut
Soit, pour abréger
Les trois formules d'addition des demi-périodes s'écriront ainsi
tf(«rfca,a)=:^e*^-(''*ï"*)Ua^a«, (49) ^^«(«±.-a)=:^e ^ » V,*"'
Par l'échange des indices a, jî, y, ces trois formules donnent toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers tels que (a, P) se réduisent à deux, égaux et de signes contraires, parce que les trois entiers/? ont zéro pour somme, comme aussi les trois entiers q. De là résulte
Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes sont différentes (aux périodes près), l'un, au moins, des deux entiers Pf 7, dans chaque couple, doit être impair, et (ajî) est un nombre impair. Cet entier (a^) est égal à zi= 1, si les trois demipériodes, aux signes près, sont w, w', w".
Expression de p'u par les a*.
La foïiction p' w a une expression remarquable par les fonctions (3*. D'après la relation
p'u =±2, y/{p u — et){pu — ëi) {p u — «3), il apparaît que p'u est le double produit des trois quantités -^f mais avec quel signe ? Il suffit de considérer la valeur u = o, pour reconnaître que ce signe est négatif. Ainsi
, e >, , 3*1 M. O*» M. 0*3 M (5o) pM=— -2 ~
Multiplication de l'argument dans ^u.
Si, dans la formule (12),
(5i) pu — pv= ^^
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on fait tendre v vers m, après avoir pris les dérivées dans les deux membres par rapport à (^, on obtient
Ce résultat, comparé au précédent (5o), donne cet autre
Si l'on remplace d^ w, (3'2W, c'a//, par leurs expressions convenablement choisies, on peut encore écrire
.^« ^ ^, . 2 3'(m — CO) 3'(a -h tu'-f-io) a'(W — (!>') a'M
(53a) a'(2a)= — ^^ -zr^-zn ,J^ , ;
^ ' ^ ' Cw a' ((!>-+- co) c'a)' '
les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois demi-périodes, de façon que leur somme soit nulle.
Cette formule de duplication de l'argument dans du peut être aisément généralisée et étendue à la multiplication par un entier quelconque. Dans (5i) faisons v = nu^ nous aurons
p{nu) — pu = -— -—2 9
résultat que nous écrirons ainsi
/^M ,./n„N ,.„ d(n-hi)u cr(n-i)^ [(cfuY'y
(5,) p(nu)-pu = ^ (0-1. yn-.»» (^a)>^-i)« [-VJ^\ •
Si nous le comparons à la formule de multiplication (IV, i4) (54a) pnu-pM^.i-tLi-'
nous ne pouvons manquer d'être frappés de la ressemblance des deux formules : elles coïncident si l'on assimile l'une à l'autre les deux fonctions
^n(u) et
Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes (52 et IV, 7) :
Les deux fonctions coïncident donc pour les indices i et 2. Si,
dans les formules (54) et (54a), on suppose /i = 2, on en conclut que les fonctions coïncident pour l'indice 3 ; en supposant ensuite n = 3y on voit qu'elles coïncident pour l'indice 4? etc.. Donc, généralement,
a'(na)
(55) UW =
Supposons d'abord n un nombre impair. Les /i'*™" parties de périodes sont en nombre (n^ — i), distinctes entre elles, à des périodes près. On peut les partager en deux groupes ; chacun des groupes est composé des éléments de l'autre groupe changés de signes. Alors a, a^, ... étant les éléments d'un de ces groupes en nombre ^(ai^ — i), la fonction ^«(w) est un polynôme entier en pu, savoir (IV, i3) :
ce que nous pouvons écrire, à cause de (5i),
3'(wH-a)a'(a — a) 3'(m -h a, ) 3'(z£ — «1) i _ ^(nu)
%(u)-^ n — <^{--a) ?âi 3'(— a,) ' " (Cm)'**-» ~ {Tûy^*
Nous avons donc
a'(M-i-a) cf(u — a) a'(a-f-ai) a'(a — ai"!
^(nu)= n c'a
c'a 3'( — a) 3^(«i) 3'(— ai)
Si nous modifions chaque terme r — -^ en remplaçant b par
0-1-2(0, ce terme se reproduit multiplié par l'exponentielle e^^<". Si nous choisissons les divers û de façon que leur somme soit nuUe^ la somme des fj correspondants sera nulle aussi. On peut donc généralement écrire
/r/»v ^/ ^ 3'(w -4- a) 3'(M-i-ai)
Ta Tai
a, ai, ... reproduisent, à des périodes près, les /i»*^™" parties de période, en nombre (n^ — i), et sont choisies de façon que leur somme soit nulle.
En second lieu, si n est un nombre pair, ~ — est encore un
fil t
polynôme analogue, du degré > en pu. Par les mêmes consi-
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dératîons, on peut écrire ce polynôme sous la forme
ya cfai (s'a)"*-*
En le multipliant par
p' u _ <^{u — w) o'(a H- W -4- 0)') 3'(m — O)') I â~ a'(— w) a'(a>-+-a)') 3'(— w') (Tw]»'
on obtient en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), démontrée ainsi en toute généralité.
Intégrale complète de la fonction ^ {^).
On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux intégrales définies
loi' '/o • 0
dans lesquelles (^ est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas A <; o, 0), 0)' désignent 0)2 et w!j. Nous avons actuellement les cléments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales, qu'on appelle complètes parce qu'elles sont étendues à une période entière.
Considérons la seconde. L'intégrale indéfinie nous est connue,
c'est - log (^{iu -h v). L'intégrale définie est donc
- log — i = ^log[— cî^/tf+w'î]
mais elle comporte une indétermination qui est dans la nature du logarithme, en sorte qu'on a
Ç(ia 4- v)du = — 2iT/(v -h w') •+- (2/1 4- i)^;
le nombre entier n est à trouver. A cet efi*et, prenons la quantité
(') Voir la même queslion, sous une autre forme, traitée par M. Hermitc : Sur l'intégrale elliptique de troisième espèce {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCIV, 1882, p. 901).
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Expression des quantités ^p u — e^ par les 3'. La formule suivante, déduite de (12) par la supposition
^"-'""-^ — ï^M.ynô = ^««.=-«0. '
peut être écrite
Convenons de désigner aussi par e^ l'une quelconque des trois constantes ^i, e^^ ^3, avec le même choix de Tindice que pour ^01 w, et nous aurons, en extrayant la racine carrée
,> Il
Les trois radicaux y/p a — e» s'offrent donc comme dépourvus d'ambiguïté, avec un signe toujours déterminé.
Prenons, par exemple, le cas du discriminant positif, et supposons u réel. Alors 3*2 «^ et d^u ne deviennent jamais nuls; ces fonctions sont donc toujours positives, puisqu'elles sont égales à + 1 po^ur w = o.
Pour 3*1 w, il y a, au contraire, les racines u = (2/71 -|- i)w, eu sorte que i^u est positive entre — 10 et -j- w, négative entre to et
3(0, Quant k du^ cette fonction est positive entre zéro et 210,
négative entre — 2w et zéro, entre 2(0 et 4 w,
Les racines carrées y/^i — 63, ^€-2 — e^ étant extraites positivement, nous aurons ainsi (Chap. II, p. 43)
sn(a/e| — es) = /<;i— e, -— -
cn(u v/?r=^,) = ^'-' ( mod A = ^''' " ''
tln(w v/^i — 63) =
^3" [ \ /ci— ^3
Diverses expressions des quantités /ei — ej et y^ei — ejvei
Considérons les trois radicaux \/pu — e,, désormais dépourvus
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d'ambiguïté
\/pU — Ci— — -- •
I _ 3^2 a e-'n'" 3'(a>' h- u^ _ eV^'-^JM' — it) f o/^ a> -,- w'.
Vpw — ej — ^7^ — ^-o,'. y a ~ s'a)'. 3'« i t/ = tj -i- r/.
3'sa e-fï' ** ^ (iti' -h u) e'n''*-ï((i)' — u)
\/pu — f 3 =
7M ^0) . ^ U jtU.Ttt
Prenons successivement pour u les trois demi-périodes, en laissant de côté dans chacune des relations la demi-période qui rend nul le premier membre. Nous aurons ainsi :
1° En faisant u = to dans les deux dernières,
^ ^ ^ S'a, 3'to\3'to
et de là, en multipliant membre à membre et extrayant la racine carrée.
2" En faisant u =i tù" dans la troisième et la première ou, si nous voulons, en permutant circulairement les indices i, 2, .i et les accents o, 11, i.
/" _ 3'ico'' _ eyi^'-ïui'
yj e^ — ez^J et — ej =
3° En faisant u = (o' dans les deux premières,
/ a*, tu' e-^*^' îTco'
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En comparant les deux déterminations qui s'offrent ici pour
deux radicaux, tels, par exemple, que \Je\ — ej et y/e^ — ei, nous voyons qu'elles sont reliées ainsi
y gj — gg _ _ ^r: (o'-Tj-'a)' ^ _.- er/ a>-r,<i>' =, { ; /e, — e^ = ^i /f 3 — €i •
vei — ex
Les six radicaux sont ainsi ramenés sans ambiguïté aux trois
premiers yjci — es, sje^—el, y/ej — ^3, qui sont réels et positifs, dans le cas où le discriminant est positif.
Les racines quatrièmes qui interviennent ici peuvent aussi se ramener à trois d'entre elles. Que l'on en prenne une avec une des deux déterminations qui résultent de la racine carrée correspondante, et l'on pourra préciser les autres. Dans le cas du discriminant positif, par exemple, que l'on prenne y/^i — 62 positivement, alors V'ei — ez est pris positif aussi, et ces deux racines donnent
(44) Vei — ^î V^e, — ^3= -^^-'
On a ensuite, dans la seconde série, en remplaçant yje-i — Cx par^y/ei— ^2,
(45) {/^TZT^J/ej—ejrr. /?_-__.
On précise ainsi V^a — ^8 si l'on précise aussi \/i\ prenons
va
S'il en est ainsi, on peut voir que y/^a — e^ est positif quand le discriminant l'est aussi.
En effet, observons d'abord une circonstance qui s'offre à chaque instant dans les applications, c'est que, t étant réel, la quantité
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est réelle et positive. C'est, au facteur (S'a) près, <i^{it). Comme d^ est une fonction paire, dx(^it) est réelle; de plus positive, car elle l'est pour ^ = o, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de t. En supposant it = w', on voit que dtJ' est le produit d'une quantité positive par l'exponentielle é^^\ Par suite, à un facteur positif
près, le second membre de (45), abstraction faite du facteur y/ê', se réduit à une exponentielle dont l'exposant est
D ailleurs t,(o et r/co sont réels, donc e' est réel et po-
sitif. Le second membre de (45) est donc le produit d'un facteur
positif par \fi et pare * . Il est donc réel et positif si l'on prend
Dans la troisième série, nous aurons de même
(46) v^gi— gâv'gî— ^3 = ^' ^^^> >
et le signe du second membre est déterminé d'accord avec les formules précédentes et celles qui donnent les racines carrées. Effectivement, si l'on multiplie membre à membre les relations (44), (46) et qu'on divise les deux membres par ceux de la relation (45), on obtient
/ '-7- 0*0/ -(YJ<0-f-Yi'<i)'-Y5''(i)'')
Nous venons justement de prouver qu'on a
1 / t I » #\ , ITZ , ITZ ITZ , ITT j(T,to)-+-T/w — y/tO ) = — TJtO H- —- = T/to) 1 = — T)'to) .
L'exposant de e se trouve ainsi être — t^'w, comme il convient. Les relations (44)> (45), (46) doivent ici être considérées comme nous fournissant l'expression des trois constantes
en fonclîon de ei, <?2, e^. Dans le Chap. VIII, nous les considérerons d'un point de vue justement opposé.
Ces mêmes relations entraînent une conséquence qu'il faut remarquer. Si l'on considère l'identité
1 ej— es
{ei — et)(ei—e3) (e,— e,)(e| — ej^e,— e,) et les deux analogues, on conclut
-+- TZ TTT^ TT =0,
(ei — et){ei—e3) («j — ea)(e,— ei) (cs— «iX^s— ^î) par conséquent,
Les trois formules
(^^) \ v^e,— eav^ei-e, = e*
a'to U'
ï - - /iç
lit .ï^œ" .—
Cu)' U
donnent les trois produits des racines quatrièmes exprimés par ces trois quantités U, U', U''. On peut, par ces mêmes quantités, exprimer les trois racines carrées. Il sera aisé, en effet, de vérifier la concordance des formules suivantes avec celles qui ont élé données d'abord
/ei — e, = (48«) { /ëi— e^ = —
Addition des demi-périodes dans les fonctions c.
On est souvent amené à introduire dans les calculs les fonctions (S'a, et il est commode de n'avoir pas à rechercher chaque fois les
UU"'
lit
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formules fort simples, relatives à Taddition des demi-périodes pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions d et trois demi-périodes, donc douze formules ; mais nous les résumerons toutes dans trois seulement. A. cet effet, nous désignerons par Wa, wp, Wy trois demi-périodes, ayant zéro pour somme
U)(xH- WpH- tOy= O.
Nous poserons, en outre,
et de même Up et Uy désigneront des quantités analogues; par la définition de ^a", on peut écrire les deux formules suivantes :
Dans l'égalité
a'( u -4- wp) = e^?" a'wp «^p a,
qui définit c^p, changeons i/ en i/ + ^ol^ et remplaçons (i>(x+ (o^ par — (Oy, o^wp par son expression au moyen de Up; il viendra
Comparant cette dernière égalité à la première ci-dessus, où Ton changera a en y» on aura successivement
ce a - toy ) = - c"'''t("" î ^^t) Uy a'y M,
UyO'yU
En vertu des égalités
Wg-f- top-t- u)y= o, TQa^- ^p-^ ^Y= o,
Texposant de e, au second membre, se réduit à ^(TjaW^ — ^pw^). Soient
ci)a=/>aCi) -h ^aO)', (op = />p w -H ^p w', T^a= />« T^ -^ ^aV, T^P = />pTQ -+- ^p W;
on en conclut
T^awp — Tipto)a=(/'a^p— /'P^a)(T^w'— Vw)=(/?a^p — pp^a) — •
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Soîl, pour abréger
Los Iroîs formules d'addilion des demi-périodes s'écriront ainsi
Par l'échange des indices a, P, Yi ces Irois formules donnent toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers tels que (a, P) se réduisent à deux, égaux et de signes contraires, parce que les trois entiers/? ont zéro pour somme, comme aussi les trois entiers ^. De là résulte
Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes sont différentes (aux périodes près), l'un, au moins, des deux entiers p, q^ dans chaque couple, doit être impair, et (a^) est un nombre impair. Cet entier (a^) est égal à ib i , si les trois demipériodes, aux signes près, sont (o, w', co".
Expression de p'u par les a*.
La fonction p'w a une expression remarquable parles fonctions rf. D'après la relation
p'u = ±2 )/ipu — ei){pu — et){pu — e^), il apparaît que p'u est le double produit des trois quantités -jî— > mais avec quel signe ? Il suffit de considérer la valeur w = o, pour reconnaître que ce signe est négatif. Ainsi
(5o) pu = — 2 — i 1 —'
Multiplication de l'argument dans (^u.
Si, dans la formule (12),
(5i) pu — p{>=—^ T^ — ^ ^,
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on fait tendre v vers w, après avoir pris les dérivées dans les deux membres par rapport à v^ on obtient
Ce résultat, comparé au précédent (5o), donne cet autre (53) a'( 2 a) = 2 0*1 a (^j a d'à M c'a.
Si l'on remplace o^i u^ (^2^-) ^z^f-j p^u" leurs expressions convenablement choisies, on peut encore écrire
(f^'Xr,\ rrf(^,,\ ^ g'( M — to) g-( U -j- U)^-t- fa>) <y( g — fa>*) (^ U ^
les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois demi-périodes, de façon que leur somme soit nulle.
Cette formule de duplication de l'argument dans du peut être aisément généralisée et étendue à la multiplication par un entier quelconque. Dans (5i) faisons v = nu^ nous aurons
r.(«,.\ ^,. o^(/i-M)M d'en — i)m
pi nu) — DM = — ^^ — >
*^^ ' ^ <^*{nu)(^*u
résultat que nous écrirons ainsi
(5.) p(nu)-pu = ^ (^ay--^M> (a-u)<^-0« ["^^T^J '
Si nous le comparons à la formule de mulliplication (IV, i4) (54a) p/i«-p«=-'^""' f"-'
nous ne pouvons manquer d'être frappés de la ressemblance des deux formules : elles coïncident si l'on assimile l'une à l'autre les
deux fonctions
a'(/ia)
^«(w) et
(cj'a)"*
Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes (52 et IV, 7) :
Les deux fonctions coïncident donc pour les indices i et 2. Si,
dans les formules (54) et (54«), on suppose n = a, on en conclut que les fonctions coïncident pour l'indice 3 ; en supposant ensuite n = 3, on voit qu'elles coïncident pour l'indice 4t etc.. Donc, généralement,
(f(nu)
(Cw)»'
Supposons d'abord n un nombre impair. Les /i'«"" parties de périodes sont en nombre {n^ — i), distinctes entre elles, à des périodes près. On peut les partager en deux groupes ; chacun des groupes est composé des éléments de l'autre groupe changés de signes. Alors a, ai, ... étant les éléments d'un de ces groupes en nombre ^(/i^ — i), la fonction ^n{^) est un polynôme entier en pity savoir (IV, i3) :
+/i(m) = n{pu--pa){pu-'pai)
ce que nous pouvons écrire, à cause de (5i);
3'(u-ha)a'(u — a) 3'(w -+- ûTi) o'(m — ai) i _ a'(/ia)
^n{u)-^ n — <f{^a) ^ C5'(— a,) ' " (o'u)'»*-» ~ {Tûj^*
Nous avons donc
<^(u-{-a) <^{u — a) a'(a-f-ai) <^{u — «0
^{nu) = /13'w
(fa a'( — a) 3'(ai) a'(— ai)
Si nous modifions chaque terme r — - en remplaçant b par
b -\- 2C}, ce terme se reproduit multiplié par l'exponentielle e^^«". Si nous choisissons les divers (ô de façon que leur somme soit nulle^ la somme des tj correspondants sera nulle aussi. On peut donc généralement écrire
/ri^x ^/ ^ 0'(w -+- a) 3'(m -+- a,)
a,ai, ... reproduisent, à des périodes près, les /i'^'™<ï» parties de période, en nombre {n^ — i), et sont choisies de façon que leur somme soit nulle.
En second lieu, si n est un nombre pair, ,^ est encore un
polynôme analogue, du degré , en pu. Par les mêmes consi-
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dérations, on peut écrire ce polynôme sous la forme
^ 3'(MH-a) a'(a-+-ai) i
En le multipliant par
p' u _ (f(u — to) a'(a -H u) -h to') a'(a — 10') i 2~ (3'(— (o) a'(to-hu)') 3'(— 0)') (o'wj»'
on obtient en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), démontrée ainsi en toute généralité.
Intégrale complète de la fonction C (^)*
On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux intégrales définies
dans lesquelles (^ est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas A < o, (0, 0)' désignent 0)2 et w^. Nous avons actuellement les éléments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales, qu^on appelle complètes parce qu'elles sont étendues à une période entière.
Considérons la seconde. L'intégrale indéfinie nous est connue,
c'est - log ^(^iu 4- ^). L'intégrale définie est donc
\ log î!^l^±ï> = 1 ,0g [_ «.,'(-«"]
mais elle comporte une indétermination qui est dans la nature du logarithme, en sorte qu'on a
/ Ç(iw-4- v)du = — 2it/(p ^- to') -{-(an -1-1)7:;
le nombre entier n est à trouver. A cet eflet, prenons la quantité
(*) Voir la même quesUon, sous une autre forme, traitée par M. Hermite : Sur V intégrale elliptique de troisième espèce {Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XCIV, 1882, p. 901).
conjuguée: supposons r = a-i-/:a; en ajoutant les deux conjuguées, nous aurons (ir/ étant réel)
lîù'
Jf [C(«-+- **->- iw) ■+- î(« — «« — iu)]du = — iir^'a -4- '2(2/1 ■+- 1)::.
Changeons la variable sous le signe d'intégration, en posant a4- w= p; il vient
f [ ;(« -^ i?) -i- ;(« - t ? )]ûf? = - 4 ir/a -H 2(2/H- 1)7:.
Le premier membre est, suivant les notations du Chapitre V,
et c'est une quantité dont l'expression explicite a été trouvée.
Faisant dans (V, 68)/i= 1 et remplaçant ^(a, o)') par son expression (V, 64), on a
*f a, «H j — *(a, a) = — 4t'»i'<^ -î- ^(am -f-i)7r,
2/nu><a<2(/?i-f- i)ti);
nous excluons le cas où a serait une période, car alors l'intégrale que nous considérons n'aurait pas une valeur finie. Voici donc l'intégrale demandée
IM
! I Ç(«M + i')rfM = — 2tT,'(v -l-a>')-i- (2/11 -f- i)ir ', A > o
\p = a-hta, 2/nto) < a < 2(/n-f- i)to /
L'autre intégrale se déduit aisément de celle-là. Prenons la conjuguée, et mettons en évidence la fonctioi;i Ç au lieu de JJ, avec les constantes qui s'y rapportent, savoir
tu' = t tô, ir^ '= f^y Ç ( w ) = £ Ç ( m ). Nous déduirons ainsi de (5")
^( u-h ^-\- ia)du = 2?j(a -^ w -+- ia) — (im -+- \)ir,.
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Revenant maintenant à !I, échangeant a et a, nous avons la formule
\ I ^(u -i- v) du =^ 2r^(ç -h ui) — (2 m -i- 1 ) £ t: j
v = a-^ix. 2/?i-r<a<a(/?i-f-i)-r
La seule différence qu'il y ait entre ce cas et le précédent provient de la différence entre les expressions (64) et (6 )), obtenues
(Chap. V) pour ^ (a, -7- )• On voit donc immédiatement l'exactitude des résultats suivants :
Jr ' l^{iu -^ v)du — — 2*r/, (t^ -h Wj) -h (4 w -f- Ê)~ v^/ \ ^ } A<o,
v = a-^ ioLy t = --i si (im — i)toj < a <; imw»
e = -f- I si 2 /?i to)j < a < ( a m H- I ) <i)2
Ç(u-+- p)<ia = 2T^i{v -\- toj) — (4/?i -H t)iT,
(60) /ç,_^^_j-, £=:=_! SI (2/n — 1) -7^ < a -^ 2m -4 / A < o.
£ = -+-! SI 2m -7^ < a < (2/71 -^- 1) -f
En comparant les deux déterminations qui s'offrent ici pour
deux radicaux, tels, par exemple, que sjex — e^ et y/ea — ^i, nous voyons qu'elles sont reliées ainsi
Y ' ~" ^' = — e^i'<^-^<<*>' = — e^Q'w-r.w' — £ ; yje^ — e^ = i- / s/e^— e, .
s/et—ez ^ _ ^^, (o'-r^o)' ^ _ e^' i^Ati^' = i ; /^ , — e^ ^ \ i \/ e^- e^ . As— e,
Les six radicaux sont ainsi ramenés sans ambiguïté aux trois
premiers ^e, — ^2, ^e^x — ^sy V^^i — ^3» qui sont réels et positifs, dans le cas où le discriminant est positif.
Les racines quatrièmes qui interviennent ici peuvent aussi se ramènera trois d'entre elles. Quel'on en prenne une avec une des deux déterminations qui résultent de la racine carrée correspondante, et l'on pourra préciser les autres. Dans le cas du discriminant positif, par exemple, que l'on prenne y/ei — ^2 positivement, alors
Vei — ^3 est pris positif aussi, et ces deux racines donnent
On a ensuite, dans la seconde série, en remplaçant y/^o — ^1 par^y/ej— ^2,
3 tu
On précise ainsi \je^ — e^ si l'on précise aussi \li\ prenons
S'il en est ainsi, on peut voir que y/e2 — e^ est positif quand le discriminant l'est aussi.
En effet, observons d'abord une circonstance qui s'offre à chaque instant dans les applications, c'est que, t étant réel, la quantité
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est réelle et positive. C'esl, au facteur ^co près, di{it). Comme (J*! est une fonction paire, ^\{it) est réelle; de plus positive, car elle l'est pour / = o, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de t. En supposant il = w', on voit que ^w" est le produit d'une quantité positive par l'exponentielle e^*^\ Par suite, à un facteur positif
près, le second membre de (45), abstraction faite du facteur y^\ se réduit à une exponentielle dont l'exposant est
nz
D ailleurs TjCo et r/co sont réels, donc e^ est réel et po-
sitif. Le second membre de (45) est donc le produit d'un facteur
_ «JE positif par ^i et pare * . Il est donc réel et positif si l'on prend
fK
Dans la troisième série, nous aurons de même
(46) vVi— es yet—e^ = i ^ ,
et le signe du second membre est déterminé d'accord avec les for mules précédentes et celles qui donnent les racines carrées. Effectivement, si l'on multiplie membre à membre les relations (44 )• (46) et qu'on divise les deux membres par ceux de la relation (45'>' on obtient
/ -^ 3*0/ -(rjto-f-r/w -Yi-to")
Nous venons justement de prouver qu'on a
\ I il m w ^ t ''^ I l^ ITT , nz
J(T,w-l-y/(o — r/w ) — — T,to H- —- = — 7/0) \ = — r/w ~.
L'exposant de e se trouve ainsi être — r/o), comme il convient. Les relations (41)j (4^), (46) doivent ici être considérées comme nous fournissant l'expression des trois constantes
en fonction de e^ <?2, e^. Dans le Chap. VIII, nous les considérerons d'un point de vue justement opposé.
Ces mêmes relations entraînent une conséquence qu'il faut remarquer. Si l'on considère l'identité
1 e^—ez
et les deux analogues, on conclut
-H 1 ri r =0,
par conséquent,
Les trois formules
v/ei — cj v^ei— 63 =
^^^ \ V^î— ^sV^i — «î = ^ * ^,,^ = Tî7->
I OU) U
-Yl'O)'
V^l— ^8 V^Î—^3 = t , = yy;
donnent les trois produits des racines quatrièmes exprimés par ces trois quantités U, U', Jj". On peut, par ces mêmes quantités, exprimer les trois racines carrées. Il sera aisé, en effet, de vérifier la concordance des formules suivantes avec celles qui ont été données d'abord
(i8a) {/ii-e, =-
/e, — Cj =
UU'
Addition des demi-périodes dans les fonctions c.
On est souvent amené à introduire dans les calculs les fonctions (S'a, et il est commode de n'avoir pas à rechercher chaque fois les
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formules fort simples, relatives à raddition des demi-périodes pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions (i et trois demi-périodes, donc douze formules; mais nous les résumerons toutes dans trois seulement. A. cet effet, nous désignerons par Wa, (op, Wy trois demi-périodes, ayant zéro pour somme
Wa H- to)p H- (Oy = O.
Nous poserons, en outre,
et de même Up et Uy désigneront des quantités analogues; par la définition de ^a ", on peut écrire les deux formules suivantes :
Dans Tégalité
(j'( u 4- wp) = e^?" a'cop a'p m,
qui définit o^p, changeons tt en w -h Wa, et remplaçons 0)^4- wp par — (Oy, o^wp par son expression au moyen de Up; il viendra
a'( a — toy.) = e^?(«+wa) c* ^^ ***^ a'p( a -t- Wa) Up.
Comparant cette dernière égalité à la première ci-dessus, où l'on changera a en y» on aura successivement
a'( tt - toy ) = - c"'"'t("" « "^t) Uy o^y M,
Uy a'ytt
En vertu des égalités
Wa-H u)p-l- to)y= o, "'ia-^- TQp-*- T'iy= Oi
Fexposant de e, au second membre, se réduit à \{r\y,iù^ — ^p^a). Soient
^OL-PoL^ -f- q^tû\ (op = />pci) H- ^pci)',
on en conclut
T^awp — Tipa>a= C/^a^p — /?p^a)(T)Ci)'— V^) = (Poiqf^ — PfiÇa) — •
Soit, pour abréger
Les trois formules d'addition des demi-périodes s'écriront ainsi
(49) ; cï'a(aiha>a)==pe '^'V 2-)—:fu,
Par l'échange des indices a, p, y» ces trois formules donnent toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers tels que (a, P) se réduisent à deux, égaux et de signes contraires, parce que les trois entiers/? ont zéro pour somme, comme aussi les trois entiers q. De là résulte
Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes sont différentes (aux périodes près), l'un, au moins, des deux entiers p, q^ dans chaque couple, doit être impair, et (a^) est un nombre impair. Cet entier (ap) est égal à di i, si les trois demipériodes, aux signes près, sont to, to', to".
Expression de p'u par les a'.
La fonction p' a a une expression remarquable par les fonctions 3'. D'après la relation
p' a = ih 2 v/(pa — e,)(pa--e,)(pa — 63), il apparaît que jfl u est le double produit des trois quantités ■^y mais avec quel signe ? Il suffit de considérer la valeur u =■ o, pour reconnaître que ce signe est négatif. Ainsi
Multiplication de l'argument dans ^u.
Si, dans la formule (12),
(5l) pU'—pV=-^ —i- 1 iy
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on fait tendre ^ vers w, après avoir pris les dérivées dans les deux membres par rapport à r, on obtient
(52). pu=-^^.
Ce résultat, comparé au précédent (5o), donne cet autre
(53) a'(aM) = 2a'ia tfia o'ja a'a.
Si l'on remplace di «, ^211, dzU, par leurs expressions convenablement choisies, on peut encore écrire
/çi^\ ^/^..\ ^g-Çg — (o)cr(M-h(o^-ha)) (f(u — (ù') <ïu^
(5Ja) (J{2U)= —7 jT-— — ; ,
les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois demi-périodes, de façon que leur somme soit nulle.
Cette formule de duplication de l'argument dans du peut être aisément généralisée et étendue à la multiplication par un entier quelconque. Dans (5i) faisons v = nu, nous aurons
(^(n-hi)u^(n — i)u p(nu) — pu = r-r — r--:i >
résultat que nous écrirons ainsi
(5,) p(nu)-^pu = ^ (3-ay^>^».« i^uyn-n^ [-V7^\ •
Si nous le comparons à la formule de multiplication (IV, i4)
(54«) pnu-pu==-^-^i±^'
nous ne pouvons manquer d'être frappés de la ressemblance des deux formules : elles coïncident si l'on assimile l'une à l'autre les
deux fonctions
o'(na)
<^/»(w) et
Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes (52 et IV, 7) :
Les deux fonctions coïncident donc pour les indices i et a. Si,
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dans les formules (54) et (54«), on suppose ai =: q, on en conclut que les fonctions coïncident pour l'indice 3 ; en supposant ensuite /i = 3, on voit qu'elles coïncident pour l'indice 4? etc.. Donc, généralement,
(Ca)»*
Supposons d'abord n un nombre impair. Les /i*^"" parties de périodes sont en nombre (n^ — i), distinctes entre elles, à des périodes près. On peut les partager en deux groupes ; chacun des groupes est composé des éléments de l'autre groupe changés de signes. Alors a, a», ... étant les éléments d'un de ces groupes en nombre 5 (/i^ — i), la fonction <j'/i(w) est un polynôme entier en pu, savoir (IV, i3) :
ce que nous pouvons écrire, à cause de (5i);
^(u-ha)(^(u — a) ^(u-\- ai) ^(u — ai) i _ ^(nu)
^n{u)-n — (f(^a) ¥âi a'(— a,) * " (Ça)'»*-» ~ j^TïTp
Nous avons donc
/ X w (f(u-{-a) cf(u — a) ^(u-hai) ^{u — ai)
(îinu) ^^ n Œu — ; : -, — r — • • •
^ ^ (Ta a'(— a) ^(ai) ^{^— Uy)
Si nous modifions chaque terme r — - en remplaçant b par
è -f- 2(5, ce terme se reproduit multiplié par l'exponentielle e^^<". Si nous choisissons les divers G) de façon que leur somme soit nuUe^ la somme des t\ correspondants sera nulle aussi. On peut donc généralement écrire
(56) *(n«)^na'«^"^«) *(" + "■>
a,«i, ... reproduisent, à des périodes près, les /i''"" parties de période, en nombre (/i^ — i), et sont choisies de façon que leur somme soit nulle.
En second lieu, si n est un nombre pair, %^ — - est encore un
' ^ ^ p II
polynôme analogue, du degré > en pu. Par les mêmes consi-
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dérationSy on peut écrire ce polynôme sous la forme
'^{u-^ a) a'(a-f- ax^ 1
ntfu — ^ ••• s — •
ara o-rt, (ara)'*'-*
En le multipliant par
on obtient en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), démontrée ainsi en toute généralité.
Intégrale complète de la fonction ^ (<)•
On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux intégrales définies
dans lesquelles v est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas A < o, 03, tù' désignent 102 et a)!j. Nous avons actuellement les éléments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales, qu'on appelle complètes parce qu'elles sont étendues à une période entière.
Considérons la seconde. L'intégrale indéfinie nous est connue,
c'est -r logc3'(iV/ -i- ^). L'intégrale définie est donc
mais elle comporte une indétermination qui est dans la nature du logarithme, en sorte qu'on a
LîîL'
Jf Ç(ta -+- v)du = — 2iT('(t'' -i- w') H- (an -hi)::;
le nombre entier n est à trouver. A cet effet, prenons la quantité
(*) Voir la même question, sous une autre forme, traitée par M. Hermilc : Sur V intégrale elliptique de troisième espèce {Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences, t. XCIV, 1882, p. 901).
conjuguée: supposons v = a-{-ioL', en ajoutant les deux conjuguées, nous aurons (ir/ étant réel)
Jf [Ç(a -h ta -4- iu) ■+- î(a — ît. — iu)]du = — 4*T'i'« -^ 2(2/1 -!-i)r.
Changeons la variable sous le signe d^intégration, en posant a-f- w = P; il vient
SCd'
f [ ;(« 4- £p) -^ ;(a — ip)]û?? = — 4 «>/« -^ 2(2/1 -+- i)r.
Le premier membre est, suivant les notations du Chapitre V,
4>(a,a-i :- J — 4>(ûf, a),
et c'est une quantité dont l'expression explicite a été trouvée.
Faisant dans (V, 68)/? = i et remplaçant ^(ût, w') par son expression (V, 64), on a
4>f flr, an r- 1 — *(«, a) =— 4tT/a ~ 2(2/11 -4- i)?:,
2/na)<a<2(/n-i-i)a);
nous excluons le cas où a serait une période, car alors l'intégrale que nous considérons n'aurait pas une valeur finie. Voici donc l'intégrale demandée
\ t» = a -h eot, 2//IU) < a < 2(//i -4- i)to J
L'autre intégrale se déduit aisément de celle-là. Prenons la conjuguée, et mettons en évidence la fonctioi;i Ç au lieu de îj, avec les constantes qui s'y rapportent, savoir
(o' — iïâf t r/ = f„ î ( w ) = t î ( iu ). Nous déduirons ainsi de (57)
^( u -h OL -^ la) du — 2f^( OL -.- Ta -h ia) — (2m -^ i) ir..
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Revenant maintenant à Ç, échangeant a et a, nous avons la formule
iX'"^^"
v)du = ir^iy -^ to) — (2m -+- i)«- (58) < •'^ > A>o.
La seule différence qu'il y ait entre ce cas et le précédent provient de la différence entre les expressions (64) et (65), obtenues
(Chap. V) pour ^ (a, -t-]« On voit donc immédiatement l'exactitude des résultats suivants :
SCi) 2
JÇ ' ?î(jia ~ (^)ûfM = — 2iT/j(t? -+- toj) -I- (4m -+- S)v-^, » 0 } A<o,
t^ = a-f-ia, e=--i si (2m — i)a)j < a - " 2/nw2
£ = -i- I si 2ma)j < a < (am -^- i)<jaj
(60) {i; = a-|-£or £ — — I SI (2m — i) -.^ < a -r 2m ~ / A < o.
6 = ^-1 SI 2/?i ~ <" a < (2m -t- 1) -^
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Préambule.
On a vu, dans le Chapitre précédent, la théorie des fonctions elliptiques s'élargir tout à coup et se simplifier singulièrement : c'est l'intervention de la fonction (3'w, qui produit ce changement soudain. En un petit nombre de propriétés simples et frappantes et une seule formule (VI, 12), toute la théorie se résume. Le Chapitre actuel mettra mieux encore en évidence la force de ces éléments fondamentaux. On y verra, pour toutes les formules, leur raison d'être ; on y apprendra, en quelques pages, ce qu'il importe le plus de bien savoir pour faire facilement les applications.
Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples.
Le but de la décomposition-est d'abord de mettre les fonctions rationnelles de JDW et p'w sous une forme propre à l'intégration. Mais on s'apercevra que cette décomposition a, par elle-même,
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une importance considérable, comme il arrive, en Algèbre, pour la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
A cause de la relation p'^u = 4p' u — f[2pu — ^3, toute fonction rationnelle de p 11 et p' u peut être réduite à la forme A -}- Bp'«/, dans laquelle A et B ne contiennent que pu.
En considérant pu comme une variable ordinaire, on peut décomposer A et B en éléments simples, ainsi qu'on le sait faire pour toute fraction rationnelle. Les éléments simples se composent de termes entiers dont la forme générale est a{puY<, et de termes
fractionnaires ayant la forme 7 —: les coefficients tels que a,
a sont des constantes, les nombres tels que n des entiers positifs.
La fonction Bp'w est immédiatement intégrale; car, si l'on suppose B '-=^ F(j)w), et que S[x) soit l'intégrale indéfinie de F(a:), l'intégrale, par rapport à w, de p' u¥{pu) est ^(pu). Cependant nous ne conserverons pas cette forme.
Considérons d'abord les parties entières des deux fractions A et B. Nous allons les réunir en une somme de termes, tous de même forme, constituant une première partie des éléments simples de la fonction A 4- Bjj'w.
Par les relations successives
pz-_= 4P*— ^jP — ^3,
p"* ^. iipp',
p'^-=I2(pp'-T-p'2) = l2(lOp»— f^,p-^,),
p^ -36(iop«-i^i)p',
on peut exprimer toute puissance de pu, d'exposant entier positif, en fonction linéaire de pu^ p"u, p''w, p^'w, ... ; ainsi
On peut aussi exprimer les produits de ces puissances par j>'f/,
en fonction linéaire de j)'//, p" u^, p^u,. . . ; ainsi,
PP'=i:^p'"^
D'après ces relations, les termes entiers de B p'u prendront la forme d'une somme de termes tels que ^ p^'^^\u). De même, les termes entiers de A prennent la forme d'une somme de termes OL p^^^\u). Ainsi, dans la fonction rationnelle A-f- Bpu, sans distinction des deux parties A et B p'u, nous avons d'abord une somme de termes cp^^\u)
C = Co-+- Cl p U -^ Cf p' U -h C3 p' U -h Ci, p'" u -\- . , . ,
Envisageons maintenant dans B et dans A les fractions à dénominateurs du premier degré -— • Comme il existe toujours,
on l'a vu Chapitre II et III, des arguments v répondant k pi^ = ol,
on peut écrire cette fraction sous la forme D'après les
* pu — pv ^
relations (p. i38)
. pu — pv
' pu — pv
nous pouvons écrire, pour A, tous les termes analogues sous la forme d'une somme de termes tels que lo-{- l[K{u-h^) — ^{u — r)], V variant d'un terme à l'autre; d'ailleurs Iq peut être réuni à Co> et il ne reste que des termes /JJ(«4-^) — l^{u — r). PourBp'f^, nous aurons des termes tels que /' ^{u-{-i'')-\- l' ^{a — t^') — il' ^u. Tous les termes analogues de A et de Bp'//, étant réunis, fournissent une somme L, dont la forme est
et où la somme des coefficients est nulle
comme cela a lieu pour chacune des parties l^{u + p) — /!J(« — i) et l'^{u H- v')-\- l'^{u — v') — il' J^w, provenant de A et de B p'u.
En différentiant, par rapport à i^, l'une et l'autre des relations (i), on obtient
f ; 1 = p(ll -r- V) -r- p(u — V) -{- 2pV •
Il en résulte que les fractions, à dénominateurs du second degré, dans Bjj'a et dans A, fournissent des termes
avec d'autres qui viennent se réunir, soit à la somme C, soît à la somme L.
En différentiant encore les relations (2); par rapport à ^, il est visible qu'on obtient, pour les fractions à dénominateurs du troisième degré, des termes
N = nip'(a — Vi) -h /iip'(a — Vi)-h , . .,
avec d*autres qui se réunissent aux précédents, et ainsi de suite. Si l'on observe maintenant que les termes de C peuvent être réunis avec ceux de M, de N, ... en supposant dans ces derniers (;, = o, . . . on voit qu'en définitive :
Théorème I. — La décomposition d'une /onction rationnelle de pu et p^ u peut être faite sous la forme dune somme de termes L -j- P
P — c-i-2mp(vJ(M — p).
Il existe une exception à l'analyse précédente, sans qu'elle empêche la généralité du résultat. Cette exception provient des fractions à dénominateur pu — e\\ car, si l'on fait pv =z e\^ p^ v sera nul, et plusieurs des formules tombent en défaut. Mais la relation
p("-wx)-ex= j,u-ex ^ ' /*> ^ = '» ^» 3)
permet de remplacer immédiatement ces fractions par une partie
entière dans A, en sorte qu'elles viennent se réunir aux termes P. Quant à celles qui sont dans B, l'analyse précédente s'y applique pour celles dont les dénominateurs sont du premier degré. Pour les autres, on a
(pu — ex/* n — I du {pu — ex)"~*
I l d r , Nil
n-i [(ex-e^.)(ex-ev)]"-» du^*^ ^^ ^^
Elles viennent donc encore fournir des termes de P.
La proposition réciproque est presque évidente. Elle n'est à prouver que pour la fonction L : Une somme telle que L, dans laquelle les coefficients l ont zéro pour total, est une fonction rationnelle de pu et p' u. On a, en effet, d'après (i),
'A pu — pV
Puisque la somme des coefficients / est nulle, on voit disparaître ^u dans la substitution, qui fournit cette expression de L, fonction rationnelle de p a et de p'w :
\2 pU — pVi ^ I \'l pU — pVi ^ I
Coefflcients de la formule de décompositions. Résidus.
C'est seulement pour la démonstration qu'il a fallu successivement préparer les diverses parties de la fonction rationnelle. Mais, pour effectuer la décomposition, le moyen est bien plus simple, et l'on peut déterminer directement chaque coefficient, pourvu que Von connaisse les constantes v : ces constantes sont les infinis de la fonction. Prenons, dans L, le terme /Ç(m — v) et, dans P, tous ceux qui contiennent ce même argument r ; nous composons ainsi la somme
( msp^^\u^v)-^ ms-\p^^-^\u — i-') -+- /n,_i p'*-*'(a — r) ^-- • • (4 ) {
mj p'{u — v) H- mop{u — ç)-\- l Ç(w — r).
Si on la développe suivant les puissances ascendantes de {u — r) on y trouve d'abord une partie où les exposants sont négatifs. A
cette partie, chaque terme de (4) fournît un seul terme, et elle se compose ainsi
\ ^ ^ ^u — vy " (u — vy {u — v)*u~-v'
Les autres parties de L et de P, développées aussi suivant les puissances ascendantes de (m — r), ne fournissent que des termes à exposants positifs. Si donc on développe la fonction proposée suivant ces mêmes puissances, et qu*on y retienne seulement les termes à exposants négatifs, ces termes composeront l'ensemble (5) et Ton aura, par leur moyen , tous les coefficients /, /Wq , m i , — /n,, afférents à V infini (ou pôle) v.
Le coefficient / de la fraction du premier degré est le résidu relatif à Tinfini v, La somme des résidus relatifs à tous les infinis est nulle, comme on Ta vu. Il faut avoir soin de ne jamais considérer comme différents deux infinis r, v^ dont la différence est une période. D'une manière générale, les arguments sont considérés aux périodes près.
Le nombre (5-+- 2) est Vordre de multiplicité de Tinfini (ou pôle) V : cet infini est simple quand Tordre est l'unité : en ce cas, il n'existe, pour ce pôle, aucun terme dans P, mais le seul terme /J^(w — r). Le résidu / de la fonction F est alors la limite de (// — i^)F pour u = c.
Intégration.
L'intégrale indéfinie de chaque terme, dans la formule de décomposition (3), nous est connue. On peut donc intégrer une fonction rationnelle quelconque de J3 w et p' u. Pour les termes (4), l'intégrale indéfinie est
\ -^ mip{u — t')— /noî(M — v) -i- /log3'(a — v).
Outre que cette fonction présente des transcendantes logarithmiques, elle diffère encore, en général, de la fonction dérivée par l'absence de la double périodicité. Quand on ajoute une période à l'argument e/, elle se reproduit augmentée d'une constante. Ef-
feclîvement, soit 2(0 cette période : le terme — mol^(u — v) se reproduit augmenté de — amofi. En outre, 3'(w — r) se reproduit multiplié par — ^ar.di-i-i-fi)). donc llogd(u — i^) se reproduit augmenté de /log( — i)-l- 2lr^(u — ç' -f- w). La somme des termes analogues, puisque les / ont zéro pour total, se reproduit augmentée de — af4(/|r| -i- /ai^. . .). Donc enfin l'augmentation de la fonction est le produit de afj par une quantité dépendant de la fonction seule, non de la période choisie. Si cette dernière quantité est nulle, la fonction est doublement périodique, mais les transcendantes logarithmiques la distinguent encore de la fonction dérivée. Si, en outre, ces transcendantes disparaissent, alors l'intégrale est, elle aussi, une fonction rationnelle de pu et p' u. Les conditions pour qu'il en soit ainsi consistent en ce que les résidus soient nuls, et que les coefficients nio aient une somme nulle.
Intégrales elliptiques.
On désigne sous ce nom les intégrales de fonctions rationnelles
de X et de y/X, X étant un polynôme du quatrième degré en x.
Nous avons vu, au Chap. IV, que x et y/X sont exprimables, à la fois, en fonction rationnelle de pu dp' u. Si donc on prend u
pour variable, au lieu de x^ la différentielle F(x, y/X)rfjc se change en ^(pu, p' u)du^ et la fonction .f est rationnelle comme F. Donc les intégrales elliptiques sont explicitement exprimables, sous la forme que nous venons d'étudier, par des /onctions elliptiques de la variable u.
Dans tous les anciens Traités, on procède à une réduction des intégrales elliptiques, pour les ramener à trois espèces caractéristiques. Ces considérations ont de l'intérêt pour l'histoire des fonctions elliptiques, mais, dans notre mode d'exposition, elles sont dénuées d'utifité, tant pour la théorie que pour les applications et nous n'en parlerons pas.
Dans le cas particulier, signalé à la fin du paragraphe précédent où l'intégrale de rf est, elle aussi, une fonction rationnelle de j3/^ et j)'w,onla peut mettre sous la forme d'une fonction rationnelle dex
et de y/X. L'intégrale, en ce cas, n'est plus, à proprement parler, elliptique; elle s'exprime algébriquement. Les éléments du Calcul intégral fournissent, on le sait, des moyens simples pour recon-
naîlre ces cas. Nous n'avons pas à en parler ici; il importe seulement de savoir que Tinlervention des fonctions elliptiques, loin de masquer ces cas particuliers, ne pourra manquer de les faire découvrir quand ils s'offriront.
Un autre cas, bien plus intéressant, existe encore où l'intégrale peut s'exprimer sans le secours des fonctions elliptiques. C'est celui où d'abord les coefficients m^ ont une somme nulle, et dans lequel, en outre, la fonction soumise au signe logarithme est, elle-même, rationnelle en pu,p' u. Dans la somme des quantités analogues à (6), la partie logarithmique estlog[^(a — ^)]' [<3'(w — ^i)]''- • •• C'est un produit de fonctions (3*, avec des exposants quelconques. L'étude des cas où ces produits sont des fonctions rationnelles de pucip'u s'impose donc. Mais ce n'est pas seulement pour les intégrales elliptiques qu'elle importe (*). Nous allons y trouver un autre mode caractéristique d'expression pour les fonctions elliptiques, aussi important que la décomposition en somme d'éléments simples : c'est la décomposition en facteurs.
Expression des fonctions elliptiques en produits
de fonctions a'.
D'après la formule fondamentale (VI, 12),
tout polynôme entier en jDW, étant le produit de facteurs pu — pvi, pu — ^^^2? • • • ) peut être mis sous la forme du quotient d'autanl de facteurs i(u -^ i^)d(u — i^) et de (3' w )'*'', le tout à un facteur près, indépendant de w. Le quotient de deux polynômes entiers en pUy c'est-à-dire toute fonction rationnelle enpu^ peut donc être transformé en fraction de la forme
Il peut y avoir des zéros parmi les ^1, r^, . . ., v\, ^!,, .... Il y a autant de facteurs au numérateur qu'au dénominateur.
(') Dans le second volume de cet Ouvrage, on parlera plus amplement de ces intégrales, nommées pseudo-eUiptigves.
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La fonction p^ u di déjà été représentée sous une forme analogue (VI, 5o)
*^ ~~ 0*0). Cw'. o'(tu -h tu') <iu,^u.<^u.
Ici il y a trois fonctions d à chaque terme; à chacune (3'(a + r) ne correspond pas, comme dans la formule précédente, la conjuguée (i{u — v). Mais les trois arguments, tels que v^ au numérateur, sont (0, w', — (o) + (»>'), et leur somme est nulle.
En multipliant par jd'^/ une fonction rationnelle Ae pu seulement, on obtient donc aussi le quotient de deux produits de fonction (3*. Ces deux formes sont, toutes deux, des cas particuliers de la forme générale suivante
comprenant autant de fonctions <i en numérateur qu'en dénominateur, avec celte condition, en outre, que la somme des zéros est égale à la somme des infinis
Grâce à cette dernière condition, la fonction f{u) est doublement périodique. En effet, si l'on change u en a -t- aw, chaque d se reproduit, multiplié par le facteur ± e^^^^^^^^K La fonction f{u) se reproduit donc multipliée par une exponentielle dont l'exposant est
,r u — (^i-f-W H- u — Pi-4-W-4-...-f- W — t^„-t-w"|_
Il est naturel de rechercher si /(m) n'est pas une des formes par lesquelles on peut représenter toute fonction rationnelle en j3// et p'uk\?L fois. C'est ce qui a lieu, comme nous allons le montrer.
Considérons d'abord un polynôme entier en pu et pUi. Il peut être mis, on l'a vu dans ce Chapitre, sous la forme
F(a) = Co-f-C|pM -hCîp'w -+-... -HC;,p^«-i^(w).
Envisageons la fonction -p- — -. Elle devient infinie, soil pour
F(w)=o, soit pour u = o, A l'égard de ce dernier infini, les parties principales de F'(w) cl de F(w), pour u infiniment pelit,
sont respectivement celles de cp^^^u) et de cp^'^~*\u). Le résidu est donc le même que si Ton bornait F{u) au terme p^"''*\u) ou, plus simplement, si l'on prenait, au lieu de F(m), la fonction
-^^ • Le résidu est donc — (/i -+- i). Quant aux racines de F (m),
il en est ici comme si F( m) était une fraction rationnelle; chaque résidu est égal à l'ordre de multiplicité de la racine, et chaque infini est simple. Si donc (^i, (^2? • • • sont les racines de F(e/), distinctes, à des périodes près, avec les ordres de multiplicité [jl, , 1x27 •••^ les résidus sont [jL|, [jl2, ....
En appliquant à „ le théorème de décomposition en éléments
simples, on a donc
(6) -pr^ = c-i-[iiÇ(a — i'O-hfi, Ç(M--v,)-+-...--(/i-i-i)Çi£;
d'où l'on voit d'abord que la somme [jL| 4- [jl2 . » . est égale à (/i 4- 1 puisque la somme des résidus doit être nulle :
(7) [1, -+- (Xj-f-. .. = /1-+-1.
En prenant les fonctions
logF(a) et
CH- [JLi loga'(M — Pi)-+- [Xjloga(a — ^^1)-+-. .. — (/i-+-i)log jm,
dont les dérivées reproduisent les deux membres de (6) respectivement, puis, pussant des logarithmes aux quantités, on obtient l'égalité
(8) F(.) = Aec«f^:(^^^«>]^f^("-''«>l'^—
((XU)
nn-i
011 A est une constante. Mais la double périodicité de F(w) va nous permettre d'établir que c est nul et que ^t, ^2? • • • sont liés par une relation.
En effet, si l'on change w en w 4- aco, suivant un calcul déjà fait plus haut et d'après la relation (7), le second membre se reproduit, multiplié par une exponentielle dont l'exposant est
Cette exponentielle se réduit à l'unité, puisque F(w) a la période
2 0); Texposant est donc un multiple entier de 2/7:; ainsi, m élanl un nombre entier, on a
2ca> — 2([Aii'i-+- fAî^^î-H. . 0^1 = '^niiTz.
Semblablement, avec Taulre période, on aura
Multipliant la première égalité, aux deux membres, par — 0/, la
seconde par o>, puis ajoutant et remplaçant tjo)' — r/w par — » divisant enfin par itc, on obtient
[Xi V|-+- |JLji?2-h . . . = lin' Lu — 2mw'.
Cette relation exprime que la somme des racines de F(w), chacune comptée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité, est égale à une période, ou, en d'autres termes, est égale à zéro, sauf une période.
Chaque racine ('i , ^2, . . . n'est déterminée qu'à des périodes près; altérons l'une d'elles d'une période de manière à réduire la somme des nouvelles racines à zéro. Par exemple, écrivons, au lieu du numérateur du second membre de (8),
3'(m — i'i— 2/iia>' -h 2m'w)[3'(a — i?|)]l*i-» [3'(w — ^2)]?^^
A cette altération des racines correspond simplement un changement des constantes c. A, puisque l'on a
3'( w — fi — am w' -h 2m'w) = zh 3'(m — v^ je<*"»'^-*"»^/H"-i',-+-//i'a)-mM'). Il est donc établi que l'on peut supposer dans (8) la relation
Mais, s'il en est ainsi, les deux relations trouvées tout à Theunî se réduisent, pour la nouvelle constante c, à
2CW r= 21)117: y
'icoi = 2mnz;
et leur simultanéité exige que c soit nul, w' et w ne pouvant èlvc. proportionnels à deux nombres entiers, puisque leur rapport csl imaginaire. Ainsi (en mettant /?, au lieu «le n -\- i):
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Théorème II. — Toute fonction entière de pu et p^ u peut être écrite sous la forme
le nombre des fonctions d au numérateur est égal au degré n du dénominateur, et la somme ^i + <'2-+-...4- v„des racines est égale à zéro. Quelques-unes de ces racines Vi, ^^2? • • • peuvent être égales entre elles.
Prenons mainlenant une autre fonction entière analogue F|(e/)
II peut se faire que quelques v^ reproduisent quelques v et disparaissent dans le quotient ~ — -• De même aussi, les dénominateurs (iu disparaîtront ou subsisteront, soit en numérateur, soit en dénominateur, suivant la grandeur de la différence (m — n). Quoi qu'il arrive, le résultat sera toujours conforme à l'énoncé suivant :
Théorème III. — Toute fonction rationnelle de pu et p' u peut être écrite sous la forme
le nombre des fonctions d en numérateur est égal au nombre des fonctions d en dénominateur ^ et la somme des zéros est égale à la somme des infinis
II peut, bien entendu, y avoir égalité entre quelques racines c, égalité entre quelques infinis v'\ il peut, parmi les uns ou les autres, s'en trouver qui soient égaux à zéro.
Proposition réciproque.
Cette proposition admet une réciproque : Toute fonction, telle que ^{u) (lo), est rationnellement exprimable par pu et p* u.
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Pour le démontrer, envisageons d'abord
avec rhypolhèse
Prenons d'autre pari, avec des coefficients indéterminés,
On peut déterminer les rapports de ces coefficients, de telle sorte que ^{u) ait les racines ('i, i^2> • • • ? ^n» Efiectivement, écrivons, en laissant de côté une des racines,
Ces (n — i) équations du premier degré vont déterminer les rapports mutuels des n coefficients c, si toutefois elles ne se réduisent pas à moins de (n — i) distinctes. Si ce dernier fait se produisait, il faudrait seulement conclure que quelques-uns de ces rapports peuvent être pris arbitrairement. De toutes manières, on peut les résoudre sans que les coefficients c soient tous nuls. Cela étant, à(u)j qui a un seul infini, multiple d'ordre n, an racines, donc une encore, outre t^i,. . ., v„_i. Comme aussi la somme de toutes les racines doit reproduire une période, la dernière racine est v,t. Il existe donc bien un polynôme ^{u) ayant les n racines de o{u). Quant à l'indétermination de ce polynôme, elle ne peut exister; car, si Ton avait deux pareils polynômes, on pourrait en déduire un troisième qui ne contiendrait plus p^"~^^{u)^ et aurait ainsi moins de n infinis. Il ne saurait donc avoir n racines. Donc ^{u)^ à un facteur constant près, est entièrement déterminé. Maintenant A (w) sera exprimable sous une forme telle que 'f (w), et, les zéros étant les mêmes, on aura, à un facteur constant près, ^{u) = f (w).
Prenons maintenant ^(u) sous la forme (lo), avec la condition
Vi -h Pj-H . . . -H p,» = t'i -+- p',-4- . . . -H t^^ = V.
Déterminons deux polynômes, tels que A(w), d'ordre (/i -h i) tous deux, par la méthode qui précède, savoir
(CTM)'
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et nous aurons
C'est ce qu'il fallait prouver.
Il y a là une remarque à faire. La forme en produit est beaucoup plus parfaite que la forme rationnelle en pu, p'u\ elle met en évidence les zéros et les infinis sans aucun facteur étranger. Pour passer à la forme rationnelle, il faut introduire un facteur étranger, qu'on ne saurait éviter.
Théorème d'Abel.
Dans les énoncés des théorèmes I et III, il y a une partie qu'il faut surtout remarquer, c'est d'abord (théorème I) :
La somme des résidus d^ une fonction rationnelle de pu et p' u est toujours égale à zéro;
Et, dans le théorème III :
La somme des racines est toujours égale à la somme des infinis (à des périodes près).
Ce second énoncé, dans sa forme générale, se déduit d'ailleurs immédiatement de l'énoncé spécial, partie du théorème II :
La somme des racines d'une fonction entière de pu et p'u est égale à zéro (à des périodes près).
C'est en cela que consiste, non pas le théorème d^Abelj mais le cas particulier de ce célèbre théorème concernant les intégrales elliptiques. En voici la démonstration directe, que nous avons déjà employée dans un cas simple (Chap. II), telle, sauf un changement de langage, qu'Abel l'a donnée d'abord.
Soient M et N deux polynômes entiers par rapport à x = pu; la forme générale d'une fonction entière depuei p'u est M 4- N j)'w. Nous désignerons par m et n les degrés respectifs de M et de N. Les racines sont fournies par l'équation
(n) M-+-Np'a = o,
qui, rendue entière par rapport k x = pu, devient
(12) F{x) = M«— N«(4a?»— ^la? — ^,) =0.
Le degré q de cette dernière est le plus grand des deux nom-
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bres 2m, 2/i -|- 3. Supposons maintenant variables les coefficients de M et N. Les racines x de Téqualion (12) et, par suite, les racines u de la fonction proposée, varient en même temps, et la différentielle totale de F(:r) est nulle. Désignons par 8M et 8N les différentielles totales de M, N, où on laisse x constant, c'està-dire ces polynômes mêmes où seulement chaque coefficient est remplacé par sa différentielle. Cela étant, et rfx, du désignant les différentielles totales de x et de </, on a
Y\x) dx -+- 2M8M — 2N 8N(4 x»— ^,37 — g{) = o,
dx =^p' u dUy
De là se conclut d'abord
(i3) F'(a:)p'arfM-+-2M8M — 2NoNp'«a = o.
Mais, suivant (11),
M=— Np'a, Np'«M= — Mp'M.
Remplaçant, au second terme de (1 3) M et, au troisième terme, Njj'^w, par les deux expressions qu'on vient de mettre en évidence, puis supprimant le facteur commun p'u et divisant par
F'(x), on obtient
N8M — MSN
Chaque racine x de (12) donne lieu à une pareille égalité. Désignant par U la somme des arguments-racines 2/, on aura donc
(i4) rfU = 22
et la sommation, au second membre, s'applique à toutes les racines a: de l'équation (12). Cette somme est nulle, d'après le théorème d'Euler, classique dans la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples : si le degré du polynôme 4>(ar) est inférieur de deux unités au moins à celui du polynôme F(j;), la somme des quantités ^{x): ^' {x) est nulle quand on y met successiKement pour x toutes les racines de¥ {x), supposé n*avoir que des racines simples (*). D'abord F(^) n'a pas de racine
(*) Rappelons la démonstration : suivant les hypolhèscs, la fraclion 4*(j;): V i^x)
multiple tant que les coefficients de M, N restent indéterminés. Quant au degré de N8M — M3N, c'est m -\- n, tandis que le degré ^ de F est le plus grand des deux nombres 2 m, 2 /i + 3. Or on peut écrire, en premier lieu,
Si 2 /ï -h 3 est supérieur à 2 m, on a 2 m ^2/1 4- 2, par conséquent
n — m 4- 1 = 0; donc m-hn^q — 2. En second lieu, écrivons
aussi
/n-i-/i = 2/ii — 2 — (m — n — 2).
Si 2 m est supérieur à2/i-h3,ona2m^2/i-i-4> par conséquen l m — n — 2^0; donc m-h n'^q — 2. Ainsi le degré de N8M — MoN est au plus égal, dans tous les cas, à ^ — 2, et la somme (i4) est nulle. Donc U est une constante ne dépendant pas des valeurs particulières qu'ont actuellement les coefficients de M et N. Si, par exemple, on suppose M réduit à Tunité et N à zéro, toutes les racines x deviennent infinies, les arguments u se réduisent à zéro (sauf des périodes), et la somme U est alors nulle. Elle est donc toujours nulle ou mieux, toujours égale à une période.
On voit que cette démonstration ne se modifie, pour ainsi dire,
en aucune façon, si l'on remplace y/4 ^' — g2^ — ^3 par la racine carrée d'un polynôme entier quelconque; en ce cas le théorème vise des transcendantes plus élevées que les transcendantes elliptiques. Mais Abcl ne s'est pas borné à cette généralisation, et son théorème s'étend encore aux transcendantes abéliennes (ainsi nommées par Jacobi), qui naissent de l'intégration d'une fonction algébrique quelconque. Nous n'avons pas à donner ici plus de détails sur ce sujet.
Une remarque doit être faite dans la démonstration qui précède : le nombre des racines x est égal à q, c'est aussi le nombre des racines u. D'après une partie des théorèmes II ou III, le nombre
se décompose en fractions simples sous la forme ~ — = 7 rr, ,\
07, étant une racine quelconque de F. Multipliant par x aux deux membres, etsup posant X infiniment grand, on a zéro pour limite du premier membre, et
pour limite du second.
des racines est égal au nombre des infinis. Il faut donc reconnaître que l'ordre de multiplicité de l'unique infini m == o, pour la fonction M 4- N j>'m, est égal à q. Or cela est visible : car, pour M, cet ordre est 2 m, puisque pour pu Tordre est égal à 2; pour N, cet ordre est 2/1 -H 3, puisque pour p' m l'ordre est égal à 3. L'ordre de multiplicité est donc le plus grand des deux nombres 2 m, 2/1-1-3, c'est-à-dire le degré q.
Addition d'arguments en nombre quelconque.
Soient ^1, 1/2) • • M '^/t des arguments quelconques.
On peut construire une fonction entière en p m et jd'w, qui admette ces arguments pour racines. On prendra pour celle fonction
et l'on déterminera les rapports mutuels des coefficients par les conditions
/(wi) = o, /(a,) = o,
La fonction est donc ainsi déterminée, à un facteur constant près. Elle a pour expression, sauf un facteur constant et arbitraire,
(i5) o„(m, M,,ai,...,a„) =
pu
. . p^n-Du
PUi
P'Ui .
. . p^^-^hii
pUi
p'Ui .
p'Un .
D'après le théorème d'Abel, elle a encore la racine Donc le déterminant (i5) est nul quand la somme
M -+- Mi-h Mj-f-. ,,-\- Un
est nulle. C'est là, comme on voit, un théorème d'addition très général, et que nous connaissons, depuis le Chapitre II, pour le cas n = !À.
Nous pousserons plus avant dans l'étude du déterminant (i5), et l'exprimerons complètement par un produit de fonctions a*. L'en-
visageant comme fonction de u et connaissant ses racines, nous pouvons écrire immédiatement
?!»(«» "1» Wî)...,W/i) = Cn '■ (g'M)/»-»-! ^ '
et Cn ne dépend pas de u. Pour déterminer cette constante, prenons, aux deux membres de Tégalité (i6), la partie principale quand H est infiniment petit.
Pour ffnt on obtient sa partie principale, dans l'expression (i5),
par le seul terme p^'^~^^u^= n i +• • • > qui se trouve mul-
liplié par un déterminant mineur. Ce dernier se déduit du déterminant (i5) par la suppression de la première ligne et de la dernière colonne; c'est le déterminant analogue à ^nt mais avec un argument u en moins. C'est donc ^n-\{u\^ ii2) •••? W/i)« De plus il est affecté, quant au signe, du facteur ( — i)". En mettant pour On-% une expression analogue à (16), nous avons donc, comme partie principale de <p„, w~^"'*"*\ multiplié par le coefficient
, q'(Mî — u\) g'(f/3 — ux). , . q*(u|4- Mi-i-... -4- Un)
Quant à la partie principale du second membre de (16), du ayant u pour partie principale (VI, 10), ce sera a"'^''+*\ multiplié par
Égalant entre eux ces deux coefficients, nous obtenons
_. , q^(Mi— Mî) g'(ft|— Ma)... t^{Ux—Un)
De même
Cn-x- ^/l-i;. {^Ui)n<iUz(iU„.,.:fUn '*"" •••.. • J
_ :ï{Un-x—Un) ^
II est visible que Cq est l'unité. Multipliant ces égalités membre à membre, on en déduit c^, et l'on conclut
<?„(«, «„«„....«„) = (-.)'.a!3!...«! (^„tf^.^^,...tf«„)^. ^'
Le symbole II, dans celle formule, comme dans les suivanles, indique le produil de divers fadeurs analogues.
Expression de ^n(u) sous forme de déterminant.
Examinons comment se modifie celle égalilé (17) quand quelques-uns des arguments deviennenl égaux enlre eux. Supposons
Un — Un-i = h
infînimcnl pelil. Remplaçons, dans le délerminanl (i5), les élémenls de la dernière ligne par leurs diCFérences avec les élémenls correspondanls dans la ligne précédente. Comme h est inOnimenl pelil, pun — pfin-i converge vers A p'tt„_i, el ainsi des aulres. La parlie principale de (fn esl donc le produil de h et d'un délerminanl qui diffère de (i5) par la dernière ligne seulemeni. Dans ce nouveau délerminanl ç„^i la dernière ligne est
O, P'm.7-1, P'M/1-1, ..•» p^"^Un^i-
Dans le second membre de (17), le fadeur d'(w„ — Un-i) a pour parlie principale h.
Égalant les parties principales, on a
( a>[i, a,p = o,i,2,...(Ai — 2).
Supposons maintenant u^-i — W/ï_2=A< infiniment petit. On obtient la parlie principale de <p/i,i, en combinant les élémenls des trois dernières lignes, et cette parlie principale esl le produil de i/ij par un nouveau délerminanl <p„^,, différent de ç„ par les deux dernières lignes qui sont
o, p'Un-it P'Un-t, ..., P^"^Un-t, O, p'Un-iy p'"Un-t, ..., p<«-^«^a«_,.
Prenant de même la partie principale au second membre de (18), on voit qu'elle esl formée par le facteur [a'(f/„_< — ««-2)]^? et l'on a
?/»,î-^-i; U-; ^'-n- (S'il cri/, cri/,... 5"a«_,)«-i
On voit clairement qu'on peut continuer ce mode d'analyse et supposer finalement tous les arguments égaux entre eux. Mais il est mieux d'obtenir ce résultat final d'un seul coup au moyen d'un petit théorème, souvent utile dans les applications des déterminants au Calcul infinitésimal.
Sbient/i, /2, . . ,^/mdes fonctions d'une variable //.Envisageons le déterminan t D composé avec les m^ éléments /p(w -h a^), où/?, r/ sont les entiers 1,2,. ., m. Dans une même ligne, celle de rang y, la lettre/a les divers indices i , a, . . ., m, et la lettre a le seul indice q ; dans une même colonne, celle de rang/?, la lettre /a le seul indice/?, et la lettre a, les indices i, 2, ...,m. Le théorème dont il s'agit donne l'expression de la partie principale de ce déterminant D, quand rt|, aj, . . ., a,n sont infiniment petits. Voici comment. Prenons pour chaque fonction les m premiers termes de son développement par la série de Taylor sous cette forme
en sorte que e^^^ est un infiniment petit. Abréviativement
Soit D, le déterminant des quantités Ap^g, Il est manifeste que le rapport D : D| converge vers l'unité quand les e sont infiniment petits. On peut donc substituer D| à D dans celte question. Mai s D|, d'après la règle pour la mulliplication, est le produit de deux déterminants ; l'un d'eux D'est composé des éléments /*^'(//),
l'autre D* des éléments — 7- Pour ce dernier, on connaît son ex-
pression explicite; aux factorielles près, c'est le produit de toutes les difl'érences (aq — a^'), oii l'on prend partout q }> q'.
Appliquons cette proposition au déterminanty„_i(wi, «/j, ..., «,/), en y supposant Us = a -|- «i, ^2= u -H «2? • • • > ii„= u -i- (in et
Les dérivées de /i étant nulles, le déterminant D' se réduit à un mineur de (n — 1)^ éléments. La partie principale de
est donc
el ce déterminant D' a ici Texpression suivante :
(19) On(") =
pUi-l) u
pin^V u
pKtii^Z) u
Mais, d'autre part, d'après la formule (17) où l'on change n en {n — i), uenu^j U\ en 1/2, ••., la partie principale de ç„_i est aussi
(-i)»-«a!3!...(/.-,)!^Ç^JJ( «,-«,,).
D'ailleurs Ug — tt^= Uq — a^', d'après la supposition Wç=: w 4- a^. Nous avons donc ainsi la formule
Il faut se rappeler qu'on a prouvé (VI, 55) l'égalité
^n{u) étant l'importante fonction qui sert de base à la théorie de la multiplication de l'argument. Au Chapitre IV, on a vu comment cette fonction se calcule par voie de récurrence. Nous en trouvons ici une expression sous forme de déterminant. Celte dernière, pour le calcul efiectif, n'est d'ailleurs pas d'un emploi pratique. Mais elle offre un grand intérêt au point de vue théorique. Elle se rattache notamment à la théorie des fractions continues d'une manière curieuse, comme on le verra dans une application.
Fonctions analogues à snu, cnu, dn u.
Voici une autre forme de l'analyse qui précède, propre à mettre en lumière des circonstances nouvelles. Désignant par m un entier positif, considérons la fonction
D'après la proposition réciproque du théorème III, c'est une fonction entière de pu, p' u\ comme Tinfîni w= o est multiple
d'ordre (m -h i), on pourra la mettre sous la forme
(22) X(") — ^0-+- «j pM-f-aip'a-i- azp'u-\-.. ,-\-amP^'"~^^u.
Si l'on veut déterminer les coefficients a, la méthode générale pour la décomposition en éléments simples nous indique le procédé qu'on doit suivre : développer y^{u) suivant les puissances ascendantes de u. Bornons-nous à prendre le premier terme de ce développement; c'est, d'après (21), le produit de w"('»+*^ par
[(tfa)'»^iX(")]a=o = (-i)'"(^r~S=(-0'"4'/n(i').
D'autre part, dans le polynôme (22), le coefficient de //~f'»+*^ est ( — 1)'"~* a. 3. . . . mam- On a donc immédiatement am '
(23) «« = — ■=rt4'/«(t').
Nous pouvons encore déterminer les coefficients a, en développant les deux membres de (22) suivant les puissances ascendantes de (u — v). D'après (21), les m premiers termes doivent manquer. Quanta celui de rang (m -h i), qui contient {u — v)'^ en facteur, son coefficient, d'après (21), est
Voici donc (m -H i) équations qui déterminent les coefficients a : ao-t-aipp rha^p'v
aipv -^a%p V aip" V -f-ajp'*'p
-f- . . . -f- fl/rt ptm-l) p = 0,
^sP^"^
ûjjpi/n)p -Hajpt"*-^-*^p -f- aj p^"»-+-*^ i* -h . . . -+- a,„ pt*'"-!^ i? =^ iw! ^l^^-i-iC*')
Le dénominateur, commun aux expressions des inconnues a, est le déterminant trouvé tout à l'heure (19), sauf un changement des lettres : c'est ^m+i ( <^)- Prenons maintenant le numérateur pour l'expression de a„i', d'après la théorie générale des équations du premier degré, on forme ce numérateur ici, en remplaçant, dans le déterminant précédent, les éléments de la dernière colonne par les seconds membres. On voit par là que ce numérateur est
226 PSSMIÈBS PIRTIE. — TflAOftiE.
Quant aux autres termes, ceux où Tindice m est égal à
I, a, ..., (n — i), ils prennent la forme commune
^(^1— *m) a'(6,— 6,,,)... a'(^m- 1 — M G'(^>m-hl — ^m)... ^(bn-i—bm) (^{u — bm)
Pour mettre en pleine lumière la relation (27) dans cette nouvelle forme, soient encore
d'où résulte, d'après (26), r'^ — <'/!= B — A. Nous pourrons dès lors écrire notre égalité comme il suit :
(ï{u — 61) a'(tt — bi). . . a'(a — b^-i)
( 9; ^ -^ a'(6;„-^»,)a'(6;„-6,)...Cï'(6;n— ^m-l)a'(6;,,-^;„^,)...a'(6«— 6;»-|)
a'(B-A) cf(u^b^)
Dans cette égalité (29), tous les arguments sont quelconques, et A, B désignent, comme Tindiquent les relations (28), les sommes respectives des a et des b. Considérons tous ces arguments comme des constantes, u seulement comme variable. Nous voyons alors au premier membre de (29) une fonction de u, composée parle quotient de deux produits, chacun comprenant pareil nombre, mais quelconque, de fonction t^. An second membre, apparaît une somme de termes, dont chacun, sauf un facteur indépendant de z/, contient seulement le quotient de deux fonctions d. C'est donc une véritable formule de décomposition en éléments simples. U convient de s'y arrêter pour bien reconnaître la nature du premier membre, et ht composition du second membre.
La fonction qui figure au premier membre n'est pas exprimable rationnellement en pu et p' u] il lui manque, pour qu'il en soit ainsi, Tégalité entre les deux sommes A et B. On voit même immédiatement comment, au cas où A deviendrait égal à B, la formule dégénéreraîl ea celle (3) qui fournit la décomposition des fonctions rationnelles, car tous les termes du second membre con-
tenant, en dénominateur, le facteur évanouissant (3'(B — A), il est
certain que ce second membre doit s'ofirir sous la forme -; il sera
donc remplacé, en chacun de ses termes, par le rapport des dérivées prises relativement à (B — A), et Télément simple se changera en^{u — bm)' La même circonstance aurait lieu si B — A était une période.
Le premier membre de (29) n^est pas doublement périodique. Si Ton change u en {u'i-2Q), il se reproduit, multiplié par la quantité e*^«^*"^\ indépendante de u. C'est aussi par cette même constante que se multiplie, en même temps, chaque terme du second membre (29).
On le voit, la quantité (B — A) caractérise assez le premier membre, quel que soit le nombre de ses facteurs, pour qu'on puisse immédiatement en déduire la fonction analogue, mais composée d'un seul facteur
de telle sorte que le premier membre pourra s'exprimer parla somme
Ri <p( M — 6,) -i- R,?p(a — 6,)-+-. . .-+- Rrt_i©(i£ — 6«_i).
Dans cette somme, chaque terme reproduit un des infinis de la fonction proposée. Le coefficient R correspondant est le résidu, relatif à cet infini ; c'est efiectivement ce qu'on voit d'après la forme du coefficient dans (29), mais aussi ce qui est évident par ce fait que f{u)j pour a = o, a l'unité pour résidu, c'est-à-dire
lim[a?p(a)]a=#=i.
Multiplicateurs •
La propriété qui consiste à se reproduire multiplié par un facteur constant quand la variable s'augmente d'une période appartient à des fonctions un peu plus générales, dont voici le type :
Elles ont, de plus que les précédentes, le facteur e^. Les multiplicateurs ou facteurs constants par lesquels cette fonction se
multiplie quand on augmente u des deux périodes distinctes 2(o, 2(1)' sont
Introduites dans Tanal^'se par M. Hermite, ces fonctions ont reçu de lui le nom àe fonctions doublement périodiques de se^ conde espèce.
Les deux multiplicateurs sont quelconques; on peut trouver des fonctions pour lesquelles ces multiplicateurs soient à volonté. Effectivement, si [JL et [Ji' sont donnés, les équations (3i) feront connaître (B — A) et p; ce sont deux équations du premier degré, où
le dénominateur commun est r.tJ — t/(o = «-j et voici la solu-
tion :
(Si) iTtp = T, log fx' — Tj'Iogfx, iir(B — A) = (o'log{jL — wlogix'.
Il faut avoir soin de noter à part le cas où B — A serait une période (2//ia>-f- 2/7i'(o'). Ce cas aurait lieu si (logjji — im'iTz) et (log[Ji'-f- amiiî) étaient proportionnels à to et co'. A cause de Tindétermination de la fonction logarithmique, c^est en un mot le cas où les multiplicateurs ont des logarithmes proportionnels aux périodes qui leur correspondent. La fonction F(«/), ainsi qu'on l'a vu tout à l'heure, est simplement alors le produit d'une exponentielle par une fonction doublement périodique ordinaire.
Décomposition en éléments simples.
Laissons de côté ce cas particulier, et, (B — A) n'étant pas une période, prenons l'élément simple «p(w), modifié par le facteur exponentiel
D'après l'égalité (29), nous aurons (33) F(a) = R,*(m — ^>,)h-Rj4>(m— ^>,)H-...-4-R„_, 4>(M — 6„_,).
U s'agit de reconnaître comment cette décomposition en éléments simples se modifie, quand les infinis b ne sont pas tous distincts, quand, par conséquent, il s'en trouve qui soient multiples.
Supposons que ftj, 62» • • • 1 ^ix dépendent d'une variable jr, atteignent, pour ^ = o, la valeur commune 6, et que leurs dérivées aient, à cette limite, des valeurs finies toutes différentes entre elles. Chacun des résidus Rj, R^, . . ., R,jl, comme on le voit dans (29), contient en dénominateur (|jl — i) facteurs a*, dont les argumenls sont des différences de ces quantités b. D'après nos suppositions, chacun de ces résidus, pour x évanouissant, est infiniment petit de l'ordre {^ — i), x étant ['infiniment petit principal. Tous les autres termes de l'égalité (33) conservent des valeurs finies; il en est donc de même de la somme des [a termes considérés. Cette somme s'offre donc sous forme indéterminée. Son dénominateur commun est infiniment petit de l'ordre (jjl — 1)^ sa valeur limite s'obtient donc en remplaçant le numérateur et le dénominateur, chacun par sa dérivée d'ordre ([jl — 1). Cette somme, au point de vue de la quantité w, est linéaire par rapport aux jjl quantités ^{u — 6a). La dérivée d'ordre ([x — 1) de ^{u — bk) est composée linéairement avec cette quantité elle-même et ses (jjl — 1) premières dérivées *', «ï»", . . ., <ï>fl^"0. Puisqu'enfin 6|, 62, ...,6p. ont la limite commune 6, l'expression limite de la somme est une fonction linéaire de <ï>(w — 6), <ï>'(u — b), . . ., <ï>^M'-0(^ — l^y Donc la formule générale de décomposition peut être écrite ainsi
(34) Y{ii) = 2[Sjj.-, i>tl^-»'( 1/ — 6) -h Sjj._5 *(l^-«Hw — 6) -h. . .-t- S, *'(m _ ^) -u R <ï>(a — b)].
Le signe sommatoire s'applique aux divers infinis b de la fonction F(;/), et la lettre jjl représente l'ordre de multiplicité de cet infini.
Quant à la manière dont on pourra déterminer directement les coefficients, elle est, de tout point, semblable à celle qu'on a expliquée précédemment pour les fonctions doublement périodiques ordinaires; c'est aussi la même que pour les fonctions rationnelles algébriques. Effectivement, chacun des termes mis en évidence au second membre de (34), étant développé suivant les puissances ascendantes de (w — 6), fournit un seul terme à exposant négatif, tandis que toute la partie relative aux autres infinis fournit seulement des termes à exposants positifs. Le développement de F ( «/ ) suivant les puissances ascendantes de ( z/ — b) contient donc, pour seule partie fractionnaire, l'ensemble
(35) F(,/ . = (-,)!^-« [lJi=^ S;,.,-^Ji;=:^ Sj,_,-v,..+(-,).^^S,+(^
33o PlEMifcRB PÀlTIB. — THfiOHIB.
En formant directement ces termes, on aara les coefficients. Le dernier R est le résidu.
Exemple de d^omposition.
Voici un exemple où il se trouve un seul infini, mais double :
F(tt)= -^ \^ -^€9*,
o'(tt — «i) = — a'ai(i— aÇai-h...)> o'(tt — Oî)= — a'aj(i — aÇaj-f-.,.),
F(a) = Cat Ca, Fi -+- (p — Ça, — Ça,) ^ -H. . .J ,
jj±;^F(u) = -*'(u)-t-(p-Ça,-Ça,)*(a),
_, . ^(m — ai — Oj) ^^
*( II) sss -1 . */ «P**.
tf(a|-t- aj) <3^M
En particulier, si l'on prend p = 2^ai4-!^aa, on a cette formule, qui se présente dans des applications,
^ ^ Ca, Co, [(<ï'm)' rfaL <5'm J
Développement des fonctions de seconde espèce.
Les développements qu'il faut employer pour déterminer les coefBcients de la formule (34) s'offrent sous une forme très incommode ; la présence des dérivées successives de d* y serait fort gênante dans les applications. Voici comment on peut, à leur place, amener dans les coefficients les fonctions p et p'.
Prenons d'abord la fonction, un peu moins générale que O,
dont la dérivée logarithmique
se développe ainsi {voir le développement de ^u : V, 1 1) ©(w) u ^ 1 \ 6 bo/
Intégrant aux deux membres, observant que [w'f(w)]M=o est Tunité et posant
M* m' uy
on conclut
^(M) = i ef^^^ = i/ 1 4- P, ^ -h P, -^ + P4 ^ "' , -+-...), ^^ -^ a u\ 1.2 1.2.3 1.2.3.4 /
P,= A„ P,= A,, P4 = A4-f-3Aî,
P, = Aj-f- loAi A3, Pe = Ae-f- 15 A, A44- 10 A| -4- i5Aj|,
et ainsi de suite. Nous avons, d^autre part,
A, = — pp, Aj = — pV, A4 = — p'i'-h^
A, = — p'"i>, Ae = — p'V-4- -^, ....
Réduisant les coefficients P à ne contenir que pv et pV, nous trouverons successivement
( Pî = -P«', P, = -pV, Pv = -3p«i>-4-f^„ (37) <
j Ps = — apj'p'i', P6 = — Sp't' — ^,p(;-+-M^3,
Ce calcul direct est un peu laborieux; on trouvera, à la fin de ce Chapitre, un moyen de le rendre plus facile. Le point important, c'est que les coefficients P sont, on le voit, des fonctions entières de pv et p'r.
Prenons maintenant la fonction <t> quelconque, et mettons le coefficient p de l'exposant sous la forme x — X^ç^ nous aurons
£(ii±i^e<*-Ç»'J«== - -+-:r4-(a:«^-P0" -4-(^»-f-3P,a:-f-P3)-^
CPO*!* U ^2 ^2.3
-+-(37^ 4- 6 P, a?» -+- 4 Ps^ -+- P4 )
(^®) \ 4-(^-*-ioP,a?5-4-ioPja7«-+-5P4a?-t-P5) — ^i--T
4-(j7«4- 15 P,a7^4- 20 Psa;»4- 15 P4aT« 4- 6 PjiT 4- P«) -— îîlL-^
a32 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
Le coefficient de — — se représente symboliquement par
les exposants de P sont remplacés par des indices, et la première ])uissance de P par zéro.
Autre exemple de décomposition.
Soit à décomposer
F( M ) = — — ^^ 6'<îî«i-^-î««-»-C'iî'".
En prenant successivement, pour c, — a^, — a^, — o^^ on aura
e-<^= .Dr4-
Multipliant les trois premiers membres ainsi obtenus et, en même temps, les seconds membres, on obtient
F(f/) Il
— (i>«i-H|)aj-i-pa3)-+-. ..,
2 F ( w ) ^ ff . . . ^ /
^^ ^^ ^^ rrr 4> (|/ ) — ( |) flf , -^ pa, -^ J) flj ) *( M ),
On peut, dans la formule (3(>), comme aussi dans celte dernière, supposer égaux entre eux les arguments a., et Ton voit que toutes les puissances, à exposants entiers, des fonctions de seconde espèce, s'expriment linéairement par des fonctions de cette nature et leurs dérivées.
Cas singulier des fonctions de seconde espèce.
I^e cas singulier ('), où les logarithmes des multiplicateurs sont proportionnels aux périodes correspondantes, n'offre pas de fonction nouvelle au point de vue théorique. Chaque fonction, dans le cas singulier, est simplement le produit d'une exponentielle <?P"
(') Signalé à Tattenlion par M. Millag-Lcfllcr {Comptes rendus de l'Académie . des Sciences, l. XC, 1H80, p. 17**).
par une fonction rationnelle de pu cl pu. Il est néanmoins utile, pour certaines applications, de mettre, pour ces fonctions, la formule de décomposition en éléments simples sous une forme en rapport direct avec leur nature.
Soit/(w) une fonction rationnelle de pu et jVi/, décomposée en éléments simples conformément à la formule (!^) :
En multipliant les deux membres par ^P", nous aurons Tcxprcssion d'une quelconque de ces fonctions singulières. Prenons maintenant pour élément simple, au lieu de Ç, son produit par la même exponentielle :
On aura généralement
par conséquent, la formule de décomposition pourra s'écrire ainsi
( i{) ) /( if ) = ce?" H- 1 A;, V cp^^' ( n — i'« ).
Sous le signe sommatoire figurent successivement tous les infinis (',/ de/(//), et les dérivées cp^''^ jusqu'à Tordre immédiatement inférieur au degré de multiplicité de cet infini.
Il va de soi que, dans cette formule (39), les coefficients se déterminent, comme dans le cas général, par la partie fractionnaire du dévclop[)ement de /(u) suivant les puissances de (u — r„). Seul, le premier coefficient c doit être calculé à part. Mais il faut surtout remarquer que les coefficients A sont liés par une relation, traduisant l'égalité primitive
Pour avoir cette relation, revenons de la formule (3()) à la formule primitive, ce que nous ferons au moven de la relation
cpv^ tt ) -^ e?" ( pv Cm '■- - pv-i ;'« -f-. . . V On voit parla que le terme A,/^v '-^^'^''^ — *'//) fournit à la somme
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L le terme A^i^y p^ Ç( w — r„)^~P*''». Il existe donc entre les coefficients la relation
(4o) 2A„,vpV-P»'«=o.
Celle relation (4o) est d'ailleurs nécessaire pour que le second membre de (Sq) soit doublement périodique de seconde espèce. En effet, d'après la définition de f (m), nous avons
e-«ûp«p(a-4- au) = ?p(a)-i- 2f,eP",
Par conséquent, la fonction (39) donne lieii à la relation
«-'^P/(a -f- 2(5) =/(a) -f- 2f^6P'* 2 Art vP^«-P*'-.
L'égalité (4o) est donc exigée pour que/(« -h itb) reproduise f{u), multipliée par le multiplicateur e^^P.
Cas où les multiplicateurs sont des racines de l'unité.
Ces cas n'offrent aucune exception à la théorie générale, mais l'élément simple est particulièrement intéressant. C'est celui que nous avons déjà rencontré (24).
Soient
/ in
n et n' étant des nombres entiers. Nous avons déjà vu que la puissance m*'"" de/( a) est doublement périodique ordinaire. La fonction/(a) doit donc avoir pour multiplicateurs des racines /n*^™" de l'unité. Effectivement, prenons une période quelconque
Le multiplicateur correspondant, c'est l'exponentielle ayant pour exposant
a(5a> — (^t)= —inp — /ii>)(7i(i} — T (d)= -i- i- 2111.
Ainsi le multiplicateur jjl a pour expression
\L=ze
^np'—n'P .
c'est une racine m'*"* de Tunité. Nous avons déjà observé que ces
fonctions particulières comprennent les trois radicaux y/p u — ^^ et généralisent, par conséquent, les fonctions anciennes sni/, en m, dn </. A l'égard de ces dernières, on a vu (Chap. II) qu'aucune d'elles n'a les périodes 2(o et 2(o', mais que toutes se reproduisent multipliées par ± i , quand l'argument s'augmente d'une période . Ces faits concordent bien avec ceux que nous rencontrons maintenant.
Deuxième méthode pour le développement des fonctions
de seconde espèce.
Reprenons la fonction de seconde espèce et considérons sa dérivée logarithmique
qui, d'après la formule (V, i5) d'addition pour !^, peut s'écrire
y'(M) __ I ji* a — ^'v «P(m) ^ 2 pa — ji9
Conformément au théorème fondamental d'addition (p. 29), on a donc
Mais, en prenant la dérivée dans les deux membres de (4^)7 on a aussi
I-r-T — M-r-T =pM — p(w-+-p
Ajoutant cette dernière égalité, membre à membre, avec (43) et chassant le dénominateur, on obtient
(44) ?'(m) = (2 p a -+- pp)<p(a).
Cette équation, où l'on considérerait (p( m) comme une inconnue, serait différentielle linéaire et du second ordre. C'est un cas d'une équation très importante, à laquelle est attaché le nom de Lamé ; nous y reviendrons dans les applications. Nous voulons en faire
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Développement de s'a u.
Si Ton suppose pour v une demi-période, la fonction z qu'on vient d'envisager se change en l'une des trois fonctions 3'aa. On a ainsi le développement de cette dernière. Les coefficients d'indice impair sont alors nuls; dans ceux d'indice pair, il faut remplacer p V par Col» Les coefficients sont ainsi des fonctions entières ^^ S^y ë^ ^^ ^^ ^^ racine ea, dont on peut d'ailleurs rabaisser les exposants au-dessous de 3. On a, de cette manière,
«9) i Bi = -ea, B, = - 3e5-+-i^„
On verra, au Chapitre IX, un procédé meilleur pour calculer les coefficients de ce développement.
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AYartiflsament.
On trouvera, dans ce Chapitre, la représenlation des fonctions elliptiques par les belles séries dont Jacobi doit être considéré comme Tinventeur, séries éminemment utiles pour les applications. Elles ne doivent être, en général, introduites qu^à la fin des calculs. Pour cette raison, les formules nombreuses et un peu compliquées qui vont être développées sont destinées à être consultées seulement. Il serait inutile de les retenir de mémoire; il suffit d*en bien connaître la nature.
Recherche d'une série ayant les mômes propriétés que -^u
relativement à la périodicité.
La fonction o-a, à laquelle nous sommes parvenus en avançant progressivement dans l'élude des fonctions elliptiques, offre sur les précédentes X^u ei pu l'avantage de rester toujours finie, quelle que soit la valeur attribuée à la variable. Aussi doit-on espérer pouvoir la développer en série plus aisément que les autres. Nous verrons bientôt comment elle se développe suivant la série de Maclaurin. Mais on doit désirer surtout un mode de développement qui fasse apparaître la propriété caractéristique
A cet effet, prenons la combinaison
on aura
A cause de la relation
T,(0 Ti (O = >
l'exposant de la dernière exponentielle pourra s'écrire
et Ton aura
XA i> (O
fa)
Le dernier facteur va dorénavant jouer un rôle important; nous poserons
Si nous écrivons aussi
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nous avons
Q Al*
Si nous remplaçons aussi, dans/(M), la variable u parla variable :;, en écrivant
ces deux équations deviennent
La dernière de ces équations éloigne, pour ^(z)^ toute idée de développement à la manière de la série de Maclaurin. Elle fait naître, au contraire, la pensée de développer <f{z) en une série double comprenant à la fois les puissances à exposants entiers positifs et négatifs de s. D'ailleurs, d'après la première relation (6), la fonction est impaire, et Ton ne devra envisager que des exposants impairs. On doit donc essayer de trouver un développement tel que celui-ci :
Il nous donne
l ^ qz ^qz^ '^-3» «» » ^^î/i-4-i
Par conséquent, la seconde relation (6) impose les conditions
Ci= — Ciçr», C5 = — CagS C7 = — Cj^r», ..., Cj^^-j = — C,n4-l î'*^"^*'
C, =— Cl, C'3 = — c'iÇr», Cg=— Cj^*, ..., c',„+i= — ci^j.j^»".
De là se conclut
c\ = — Cl,
Ci= — Cj=Ci^«,
Nous trouvons donc, comme satisfaisant aux deux conditions (6), la série
En remettant pour 5 son expression en w, invoquant la formule
d'Euler
c'** — €"'*» = a i sin a,
et changeant la notation du coefficient arbitraire C|, nous avons cette autre forme
/( m) = G sin 7» sin h a« sm h . . .
I .;^_ ,)/I^/*(«-hl)sin ; î
s'offrant pour vérifier les deux relations (2).
Convergence; choix des périodes.
Il faut toutefois s'assurer que ces séries convergent. Or leur caractère de convergence est immédiatement visible. En considérant séparément les deux séries ayant pour terme général Tune
l'autre
ou une seule d'entre elles, coitime on peut le faire par le changement de 5 en -> on a
Le facteur gz^ est indépendant du rang /i; le premier facteur est ou infiniment petit ou infiniment grand, quand n est infiniment grand. Il faut et il suffit, pour la convergence, qu'il soit infiniment petit. Ce caractère, indépendant de Zj s'applique aux deux séries en lesquelles nous venons de décomposer ^{z); donc la condition nécessaire et suffisante à la convergence de <f(z), c'est que la valeur absolue (module) de g soit moindre que Tunité.
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Cette condition satisfaite, la série converge très rapidement, quelle que soit la valeur de z. Est-elle satisfaite par la valeur (3) qu^il nous faut ici assigner kg?
Si le discriminant est positif, il y a un couple de demi-périodes où (o et — sontréellesetpositives.Pourcecouple^Pexposant
r— est réel et négatif; q est réel, moindre que Tunité.
Si le discriminant est négatif, on peut prendre
et l'on a, en ce cas.
On voit que ? est réel, moindre que l'unité. Par ces choix, la
série convergera, et déplus, ne contenant que les puissances paires de (7, elle sera réelle quand u sera réel aussi.
Il y a une infinité d'autres manières de choisir co et co' pour rendre la valeur absolue de q inférieure à l'unité; nous y reviendrons. Pour le moment, fixons les idées en faisant le choix dont nous venons de parler dans le cas où le discriminant est positif. Mais, dans le cas opposé, prenons
= («),= l-(Wj--Wi), W'= tO, = |( (1), -+- O)', ),
'^ f- I7t— ^ ^ llTt
Comme (i>2 et -îî- sont réels et positifs, on voit que la valeur
absolue de q est égale au dernier facteur, dont l'exposant est réel et négatif; elle est donc moindre que l'unité.
De cette manière, il sera entendu, dans les deux cas du discriminant, que les indices des e correspondent à to, o)', o)'' comme nous l'avons toujours supposé jusqu'ici
En choisissant q comme nous venons de le dire, nous avons trouvé une série convergente /(w), qui possède, en commun avec la fonction (i), les propriétés (2). Ces deux fonctions coïncident-
elles en efiet, sauf le choix du coeflicient C, iadépendant de it? Voilà ce qu'il faut savoir.
Pour montrer la coïncidence des deux fonctions, nous prendrons la série elle-même, et, par elle seule, nous remonterons à la définition de pu.
Démonstration directe de l'équation à trois termes.
Pour la commodité du calcul, modifions un peu les notations dans ^(5). Ecrivons
LU q=x^, e»<^=7, ^=y'*,
et prenons la fonction — ç(s), que nous pouvons écrire ainsi
(9) F(ii)=2]^-i) * ^''^'"'S
le signe sommatoire s'étendantà tous les nombres impairs positif s ou négatifs, mis à la place de m. Effectivement xq"^""^*^ devient une puissance de x^ dont l'exposant est
4n(n4-i)-t-i = (!in-+-i)5= m».
La série F(i/) est absolument convergente, sous la seule hypothèse que la valeur absolue de x soit inférieure à l'unité. Nous faisons celte hypothèse, celle-là seulement, nécessaire à l'existence de F(m). Avec cette unique définition de F(f/), nous allons vérifier l'exactitude de la relation fondamentale, reconnue déjà pour ^•//(VI, 43).
(10) I -^F{b — c)F(b-hc)F(a — d)F(a-^d)
( 4-F(c — a)F(c-t-a)F(^ — rf)F(6-r-c^) = o.
Considérant les trois produits
A = F{b — c)F{b-\-c)F(a — d)F{a-hd), B=zF(c^a)F{c-^a)F{b—d)F(b-^d)y C = F{a — b)F{a-hb)F{C'-d)F{c-\-d),
nous allons, dans chacun d'eux, effectuer la multiplication des séries qui représentent les fonctions F, et reconnaître que tous les termes se détruisent dans la somme S = A -i- B -i- C.
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En désignant par m, m', m", m'" quatre nombres impairs positifs ou négatifs, nous avons, pour un terme quelconque de A, cette expression
Nous distinguerons les termes où [x est pair et ceux où [x est impair, en écrivant
( A) = ( Ao) si [X est pair; (A) = — (Ai) si [jl est impair. De cette façon, on aura
A = S(Ao)- 2(Ai)- Faisons de même pour B :
/(B)=(-i)V:rV, (12) I v = ^(n-hn'-f-/l•-^/l'"), N = /i«-f- /i'*-h n'«-h /i'"», ( p = (n'-h n'")b -I- (/i-h n')c H-(/i' — n)a -h (/i*^— /i')rf.
(B) = (Bo),si V est pair; (B) = — (Bi), si v est impair.
B = 2(Bo)-S(B,).
Faisons encore de même pour C :
(i3) I t: = \(p^p'^p''^p'")^ p^.pt^p'i^p't^p"'!^ ( ^ = (p''^p'")c-^(p-^p')a-^(p'-p)b-^(p'"-p')d,
(C) = (Co) si X est pair; (G) = — (Ci) si i: est impair.
C = S(Co)— 2(Ci).
Les lettres m, n, p désignent des nombres entiers impairs quelconques, positifs ou négatifs. Prenons un terme arbitraire (A), et voyons s'il existe un terme (B) pour lequel l'exposant j5 soit identiquement égal à a, quels que soient a, 6, c, d, A cet effet, on devra poser
( Al' — Al = m' -f- m*^, n-\-n'"=ni -h m', ( n -h n' =^ Fti' — ntf ai"' — ai' = Fn!" — aai".
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Ces équations résolues donnent
n =\{ — m-hm'—m" — m"') = — |x-+-m', (— m -h m' -4- m' -h m'") = -+-|x — m, ( m-^ m' -\- m' — m!") = -+- p. — m'", ( m-i- m'— m'-^ m'") = -4- jjl — m'.
On voit d'abord que ces nombres /i, effectivement entiers, ne sont impairs que si |jl est pair. Ainsi le terme (Â) considéré doit appartenir au type (Aq ), sans quoi Tidentification serait impossible. Ayant donc pris un terme (Aq), nous trouvons les quatre nombres n impairs, et, par conséquent, un terme (B), pour lequel on a P = a. D'ailleurs, d'après (i4))
Le nombre v est donc impair, et ce terme (B) appartient au type — (Bi)« Enfin, élevant au carré les deux membres dans chacune des équations (i4) et faisant la somme, nous avons
/i* ■+- Ai'« -+- /i'* -+- n'"* = m* -+- m'« -+- m"^ -h m"'',
Donc le terme (B) considéré est égal, sauf le signe, au terme (A), et le détruit. Donc, dans la somme A -f- B, la partie S(Ao) est entièrement détruite par — S(B|).
Réciproquement, en résolvant les équations (i4) par rapport aux m, on voit que — S(B<) est entièrement détruit par S(Ao).
On déduit A, B, C les uns des autres par permutation circulaire de a, è, c; donc de même S(Bo) et — S(C|) se détruisent, et S(Co), — 2I(Ai) se détruisent. Donc la somme A + B + C se réduit à zéro; c'est ce qu'il fallait démontrer.
Identification de la série avec (fu.
La relation (10) reste inaltérée si l'on y remplace la fonction F par une autre qui en diffère seulement d'une exponentielle paire du second degré ; en d'autres termes, elle a lieu pour toute fonction ^(w) de la forme
Ce fait tient à ce que le premier membre de (10) est doublement
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homogène: i° par rapport aux fonctions F, circonstance qui fait disparaître le facteur e^; 2^ par rapport aux carrés des arguments, dont la somme est 2(a^+ 6^ + c^+ rf^) pour chaque terme^ circonstance qui fait disparaître le facteur e^"'.
Si donc, en désignant parxi une constante encore indéterminée, nous définissons du par la relation
e"* « a'M=/(M) = ;p(5) = 2tCgr"4F(M),
cette fonction (iu, dont nous n'avons pas encore prouvé l'identité avec celle qui nous est déjà connue, cette fonction du, outre les propriétés de périodicité, a encore celle de satisfaire à la relation (10).
Pour la rapprocher de la précédente fonction rfw, choisissons la constante y; de manière que le développement, suivant les puissances ascendantes de u^ manque du second terme. A cet effet, il faudra prendre
1 !» =^cytzl)l^nin-^l)\(jJL±j}ï]\
2<:^,.»«f-ii^]
ce qui détermine tj par une série convergente. Choisissons aussi la constante C de façon que la limite de — soit l'unité pour w = o ; par conséquent,
^ = — [i — 3^*-+-5^«-f-...-f-(— i)'»(2n4-i)çr«t«-»-»J-l-...].
Cela étant, la 'fonction du ainsi définie a toutes les propriétés signalées comme caractéristiques au Chap. VI; on peut avec elle remonter à j3 2/ . La légitimité du développement se trouve donc bien établie.
La série ^i. Expression de t^co et de o'ii.
La série qui vient de s'jofirir sera employée sous la forme intro-
± dulte en dernier lieu : on multiplie tous ses termes par 2q^, On la
désigne par la lettre Sr avec l'indice i ,
(i5)&i(t') = 2y*sinp'n — 2y*sin3pic -+-... -4-(—i)'*2y * 510(2/14-1)^^-4-...
OU bien, en mettant les exponentielles au lieu des sinus et fai^nt (i6) 5 = e''^«',
on peut récrire aussi
(17) %(^)=i2à^-irq * -«'«^s
et le signe sommatoire comprend tous les enlîers positifs et négatifs n.
En mettant
on a, pour z, la même signification que précédemment, et
1 T'' Or / \
Sous la forme précédente, ceci est la même chose que
1^77- . 2^ r • "ï^w • • 37tM , , , ,, . (in-{-\)TZU 1
« «»> (fu = --r- sin g^sm h. ..-+-(— O^û^^^^^-^^sin ^^ ^ 1
TtAoL aW ^ '20) ^ / V 20) J
Ao = i— 3^^-^... -+-(—!)«( 2/n-i)5r«{H+i)...= _L_3r'j(o).
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En outre, comme on l'a vu tout à Theure,
En faisant 2/ = (o, on a
A, = i-f- ^«-f- . . . -f- ^/'ït^+i' ... = -ij 3ri (1).
La série ^Ts. Expression de :fiu.
Il est d'usage de désigner par 2^2(^)1» fonction Si (.j — ç^); ainsi
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Changeant u en (w — w)dans (19), par conséquent ^en(^ — v), et divisant membre à membre l'égalité obtenue et l'égalité (21), on a
ou, sous une autre forme,
e * «^ 3'|t£ = — [cOSt'Tt -+- çrScOSSPTt -f-. . .-i- grn(«+l) C0S(2/H-l)l?i:-f-...].
La série ^o* Expression de (fiu.
11 y a lieu de mettre sous une forme analogue ^(co'-l- u). En posant
d'où résulte
on voit que le changement de 5 = e"^*' en q ^z revient au changement de {f en (v — ^t). On a donc
(î/i-Hi« _ în-M
On désigne par 2ro(^) la nouvelle série
(26) I %(V)= I,(^l)n qn^zi'*
\ =1 — 2qCOS2VTZ-h2q^COS4V'!t-^..,-\-(—l)'*'iq"*COS2nÇ'IZ-\-...,
La relation d'où nous venons de la conclure s'écrit donc
{27) %v = iq'^ e-^«»'2r, (p - ix)
ou bien, changeant i^ en — Çy comme &o est paire et Si impaire,
(27a) %v= — iq^e^^*'^i{v-+- }t).
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En faisant w = w' dans (19), par conséquent ^ ==^t, nous avons maintenant
D'ailleurs on a
On peut donc écrire
(ag) e * 0^(0^ = 2(1)1°, ^
Sr, (o)
Changeant ensuite, dans (19), w en (co'4- w), par conséquent r en ^ -+-^T, puis divisant membre à membre avec (28), on a
a'(o' "" ï* 3ro(o) "^ 2ro{o)' puis, en remplaçant, dans e *^ , Texposantpar — - ( rjtj} + — ] »
ilZn
par conséquent l'exponentielle par e"V« e **** = e'^V^e"'^*',
(30) riVfi^^),-,.»=riVtf,„= Jî^L.
En faisant e/ == (o, par conséquent r =^, on a
,a,, -^TQw-Yi'wa'oj' 2ro(|).
multipliant membre à membre avec (29) et observant Tégalilé
— Jt<(o — 7)'(o — |7)(u = -:: l^^j «*> ,
nous en déduisons
(32) e ' c'a) = 2(ue ♦ st-tH*
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La série 2rs. Expression de o'iii.
En dernier Heu, Ton désigne par Ss(^) la fonction So(^' + i)î ainsi
!2r,((;) = i-h 2^ C0S2t''n -i- 2 5^*003 4 fie H-- • .-\- ^ç'^* C0S2nV'!t-h . . .,
Changeons, dans (3o), u en (w + w), partant ^ en (^^4-^)? ^l divisons membre à membre avec (3i); nous aurons
(31) e"«^^^^^^e-^'« = e^«Va',M=^^.
Résumé des relations entre les 2r et les a*.
On remarquera qu'il est aisé de se rappeler la manière donl sont distribués les indices dans les quatre fonctions Sr. Chacune de ces fonctions correspond à une fonction (3*, et les indices pour les Sr dépassent chaque fois d'une unité l'indice correspondant de d] les prenant d'ailleurs aux multiples de 4 près, on remplace l'indice 4 par l'indice zéro.
Les quatre formules étant rapprochées, nous avons
Il n'y a d'ailleurs d'essentiel à retenir que SFi et Sr,, les deux autres s'en déduisant par le changement de v en(v ■+■ ^).
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Observations sur les séries 3r. Diverses notations usitées.
Les fonctions employées jusqu'ici pu, ÎJtt, (iu dépendaient de trois quantités, u et les invariants, mais étaient homogènes; les fonctions antérieures snw, cnw, dnii dépendaient de deux quantités, l'argument et le module. Les séries &, elles aussi, dépendent de deux quantités. En premier lieu, on y voit figurer un argument V, ou une variable z, suivant la forme trigonométrique ou en série de puissances qu'on emploie; en second lieu, une quantité q, à laquelle se trouve liée une autre quantité t : il est plus ou moins commode, suivant les cas, de mettre en évidence t ou q. Dans les séries, c'est q qui apparaît, mais dans la théorie de la transformation, ce sera toujours t, rapport de deux périodes.
On emploie la simple notation &«!> ou Sa(^)> avec ou sans parenthèses, quand on n'a pas besoin de mettre en évidence la seconde quantité q ou t. Dans le cas opposé, nous ferons usage de la notation ^ai^,q)o\i 2ra(p|T).
Voici un résumé de ces notations :
^olV = ^oiii^q) = ^ol{^ I t), a = i, 2, 3, o; 2riP = 2S,„(— i)'«-f-i^ï<*"'-*^'sin(2/n-i)xi^= i S«(— i)«^^^*""^*^';;««-^-i,
%V= 2l,,„q^ COS(2/?l--l)7rP= I.nq^ \3*«+S
^^ç 1= l-i- 2 2;„gr'»»«COS2m7rP = S^^"'^*»,
%v = \-\- 2 2w(— l)'"^'"*C0S2mitt> = 2rt(— i)«gr««^««;
/n = I, 2, 3, . . ., -*- 00 , n = o, — I, z^ 2, . . ., zt oo .
La première Si r est une fonction impaire, comme du] les autres sont paires, comme les autres (^««z. Les développements mettent en évidence la propriété suivante, qui appartient en commun à ces quatre fonctions et à toutes leurs dérivées (par rapport 'd v),
Cette propriété, que nous déduirons directement, au Chapitre IX, de la fonction a*, y fournira un nouveau moyen de trouver les séries 2r.
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Les notalions adoptées ici sont conformes à celles qui sont employées par M. Weierstrass ( ' ). Jacobi, dans ses Leçons (2), a fait
usage de notalions peu différentes : &a(^j (j) au lieu de ce que nous désignerions ici par Sa (~^ 9)\ en outre, l'indice zéro est
supprimé, &o étant écrit simplement &. Dans la Théorie des fonctions elliptiques de MM. Briot et Bouquet, est employée la notation Oa(2), qui équivaut à ce que nous désignerions par Sa ( — j ;
en outre, comme dans les Leçons de Jacobi, l'indice zéro est supprimé. Dans les Fundamenta nova theoriœ functionum ellipticarum, Jacobi avait adopté d'abord d'autres notations, et 0(2Kx), H(2K;r) y représentent ce que nous dénoterions par &o^î ^2^' On y a joint ensuite les notations 0|(2Ka:), H|(2Kj:) . équivalentes à Sa a: et &i x. Ces désignations, mises en faveur par le succès des Fundamenta, se trouvent dans nombre de Mémoires et d'Ouvrages, notamment dans la plupart des travaux de M. Hcrmite.
Quand il y a lieu de prendre les dérivées des séries 2r, c'est le plus souvent par rapport à l'argument v^ et nous dénoterons ordinairement ces dérivées par des accents : Sr'ç;, Sr^^», etc.
Addition des demi-périodes et des périodes dans les ^.
D'après la liaison u = 2 co^ entre les arguments u de rf, et ^ de S, d'après aussi la définition de t, rapport de (*>' à w, on voit que, pour les 2r, les périodes sont i et t, au lieu de 2(0 et 2(0'. Les formules d'addition des demi-périodes et des périodes résultent immédiatement de l'analyse qui précède; elles sont contenues dans les égalités (2), (22), (27) et la définition de Sj^^. Nous avons besoin seulement de les résumer. On les retrouve d'ailleurs facilement comme conséquences des égalités (35), en employant la définition de rfftW :
{^) Formeln und Lehrsàtze zum Gebrauche der elliptischen Functionen, M. Weierstrass emploie seulement la lettre A, au lieu de q, que nous avons cru devoir conserver d'après Jacobi.
(») C.-G,-Jn Jacobi's gesammelte Werke (t. I, p. 497)-
et la propriété générale, où ô est une demi-période, Les voici, ordonnées en trois groupes :
V -1/7CT
Nous recommandons vivement au lecteur de ne faire aucun effort pour fixer ces formules dans sa mémoire.
Série ^ avec l'argument zéro.
Dans les égalités où ne figure pas Targument, mais seulement les invariants ou les quantités qui en tiennent lieu, interviennent les & ou leurs dérivées avec l'argument ç^ = o, et nous allons, dans un instant, envisager de telles égalités. Nous écrirons simplement alors Soj, en sous-entendant l'argument zéro. Pour cet argument, 2r, et ses dérivées d'ordre pair sont nulles, les dérivées d'ordre impair des aulres &« sont nulles. Ces quantités dépendent d'une seule variable y, et s'expriment toulcs, conformément à la relation (37), parles dérivées prises par rapport à log^r.
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Voici leurs expressions, déduites des égalités (36) : v = Of m = I, 2, 3, .. .-hoo,
— 2Tzq^{i — 3^*-+- Sgr»— 7griî-i-...),
âTj =iH-2^^'"*= IH- 2Çr-|- 2gr*-h 279-4-.. .,
3ri = - 27t« 2(2m)»7"'' = - STJ(q -4- içrvn- 975-f-...),
STo = I -i-2 \^(— l)'w^m'= i__2gr 4- 2^^* — 2^'»-+-. ..,
^0 = — 2it*2(— i)'« ( '^wi)' <7'«' =-+- Siz^iq — 47*-+- 97' —...),
rn
fin
Les quatre fonctions Sr'^, âj, Ss, Sq, qui dépendent de la seule variable q, sont naturellement liées par trois relations qu'on doit supposer transcendantes. Mais, comme on va le voir dans un instant, deux de ces relations sont algébriques et fort simples. Écrivons-les immédiatement pour qu'on les trouve ici réunies avec les formules ( Sg). Les voici :
.Jj -t- .Jq — -Jj,
Ce sont deux identités extrêmement remarquables, qui vont être démontrées, et sur lesquelles nous aurons à revenir dans les applications à la théorie des nombres. Elles sont, toutes deux, dues à Jacobi.
Expression des trois quantités e '^ o'co par les ?s.
Première identité.
Réunissons les trois relations, trouvées précédemmcnl, (2i),('>.9) et (3a),
Rappelons-nous maintenant IVgalité (VI, 47), suivant laquelle la somme des puissances quatrièmes des trois premiers membres est nulle. Nous en déduirons
ce qui est la preuve de la première identité {\o).
Première expression de e^, e^, e^ par les 2r. Seconde identité (>). Nous avons successivement
P(m -h wa) = — ^ log ^{u 4- wa)
= — ^ log(3'u)aeTQ«« c'a"] = — ^, log ^'aW.
D'après les formules (35), en remplaçant l'indice 4 par zéro, on peut écrire d'un seul coup trois formules ainsi
p(w 4-(0a) =- ^, (4T.w-f- ^logâr^,^,,!.);
(*) Voir dans les Œuvres de Jacobi j t T, p. 5i5, une démonstralion de cetU' identité, extrêmement intéressante, et tout à fait dissemblable de celle qu'un trouvera ici.
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Faisons u = o, remplaçons r^ta par l'expression déjà trouvée (20)
observons en oulre que l'on a
el que, pour m = o, v = o, &', avec les indices 2, 3, o, est nul ; nous obtiendrons de la sorte
D'après les relations (3y), nous avons
— 4^ ~--ri = c; — »
et la formule (4 2)' peut s'écrire
(42a) 3ea=(^y
f/log7
Mais la somme des trois quantités Ca est nulle; nous avons donc l'identité
dlo^q
log(Sî&i&î^r')=o.
Par conséquent, ' ' ^ est une constante indépendante de q.
Reportons-nous aux formules (89) en y supposant q = o] nous
voyons que ^- a pour limite tt, &8 et &o devenant égales à Tunité.
La constante est donc inverse de tz, et nous obtenons la seconde identité (4o)
(î3) 3r', = 7rS,Sr,2ro (i> = o).
I. ly
Seconde expression de ^1,^2,^3. Expression du discriminant.
Les trois quantités e * rfw, qui figurent aux premiers membres des relations (40> ^^^^ celles qu'au Chapitre VI (48) on a dénotées par U, U', U". D'après l'identité (43), on peut les écrire aussi sous la forme
Les racines carrées telles que \/e\ — e^ s'expriment très simplement en fonction des trois quantités U, suivant des formules (VI, 48 a) qui nous donnent maintenant
fTC
En premier lieu, élevant au carré les deux membres dans chacune de ces relations, nous avons immédiatement ^i, ^2, ^3, donl la somme est nulle,
Extrayant, au contraire, les racines carrées, nous avons
I V^ei-e3=^/^3r3, (i^* = o).
Dans ces trois dernières égalités, i/ ■ — a partout la même détermination; c'est, par exemple, la racine positive si to est la demipériode réelle. Si nous prenons les produits, deux à deux, des troi.-s
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premiers membres, que nous les comparions aux formules (44) et à celles du Chapitre VI (VI, 44> 45, 46)> nous reconnaissons immédiatement qu'ici et au Chapitre VI les quantités \/et — 62 et les deux analogues sont déterminées de la même manière.
Nous avons adopté (Chap. I et III) pour le discriminant A, quant au facteur numérique (*), l'expression
A = i6(c, — e,)*(«j— «3)' (ei — e,)*. D'après lesrelations(46),nousen déduisons cette expression de A
^^ = v^i/(îi)'^»^«^-
ce qui se transforme par l'identité (43) en la relation
(47) t/l = — iZ-a-,, (i. = o)
ou, sous une autre forme,
L'expression (20) de t,(o peut subir par là une transformation
48) Tito = ^} =^1:» ,. ^ ' = -T^ï'— i-r
^ ^ 12 zr\ 3 dïo^q a4 diOQq
C'est une relation que nous retrouverons, par une voie toule différente, au Chapitre IX.
Expression des 3r par les <f.
Les formules (35), jointes à celle (20) qui exprime t^w, doivent être envisagées comme fournissant les fonctions d par le moyen des fonctions â. Nous pouvons maintenant donner les formules inverses : il suffit, à cet effet, dans (35), de remplacer les constantes S'^ , Sr2î 2^8, 2^o> d'argument ^ = o, par les constantes équivalentes,
(*) M. Wcicrstrass emploie, pour désigner le discriminant, la lettre G et cette lettre représente, non pas A, mais -^ A.
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suivant (47) et (46). Nous avons, de la sorte,
•s. /aW 4> = —
Changement des périodes : équivalence.
Nous avons reconnu, au second paragraphe de ce Chapitre, la possibilité de choisir à volonté, pour composer la quantité q^ deux demi-périodes quelconques «0, to', pourvu que la valeur absolue de
q = e " soit inférieur à l'unité. En outre, dès le début de ce Chapitre, nous avons admis que ces demi-périodes satisfassent à la relation
71(0' — r\'oi = —
Il est clair que tout couple (co, to') satisfaisant à cette double condition laisse à notre analyse toute son exactitude et exigera seulement quelque interversion dans Tordre des indices pour Ci, €2, e^. Nous avons à examiner quels sont ces couples («0, w'). Soient
deux demi-périodes composant un tel couple. Nous avons, en
même temps,
7) = aTj -h br{,
et par conséquent
rfii' — fj'û) = {ab' ^ ùa'){r^(ji'^ t/o)) = {ab' — ba') — •
La seconde condition est donc satisfaite si les e/i^/er5 a, a\ 6, 6' vérifient la relation
(5o) ab'^ba' = i.
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De plus, cette dernière relation exige que a et 6', ou b et a' soient à la fois impairs, et ô, ô' seront effectivement des demi-périodes.
A l'égard de la première condition, supposons to et to' des quantités imaginaires quelconques, et soient
11 en résulte
(^^) • 7^ = îmiî — ^' = «-*-'?»
La valeur absolue (module) de q est e~'^", moindre que l'unité si a est une quantité positive. Ainsi la première condition se traduit en ces termes : la partie réelle de -r- doit être positive. Supposons qu'il en soit ainsi, ce qui avait lieu effectivement pour les choix faits précédemment.
Prenons maintenant (5 et O!, En supposant encore
û = û H- i û,, û' = û'-i- iù\ , nous aurons
Û = au -+- 6û', Û' = a'Û -h b'Q!,
Û,= aÛ|-^-6ûj, Ûj = a'Û,-+-6'Û',, Ûi Û' — Qà\ = (aô' — 6a' ) ( ûi Û' — ÛÛ'j ),
et, d'après la condition (5o),
ûû'j — ûi û' = ûû'i — û, û'.
D'après (5i), ces deux derniers déterminants ne diffèrent l'un et l'aulre des parties réelles de -r- et de -r=: que par des facteurs
positifs Û^-hÛf et Û^+ÛJ. Le premier étant positif, le second l'est aussi. Donc la condition ( 5o) est la seule à laquelle on soit assujetti pour le choix de ô et O!. Sous le bénéfice de cette condition (5o), le couple û, Q! est dit équivalent aji couple co, co'.
Échange des indices de e^ e^y e%.
Prenant maintenant cî> et Ql de cette manière, comment devonsnous modifier les indices de ei, ^2, es? A cette question la réponse est immédiate; nous devons mettre partout
pw, pw', p((5 -t-w'), au lieu de
a6a PREMIÈRB PàRTIB. — THÉORIE.
En posant
nous aurons en tout six cas distincts, résumés dans le Tableau suivant. Le nombre i indique que le coefficient a ou d^ etc., au-dessous duquel il est placé, est impair; le nombre o indique, au contraire, que ce coefficient est pair. Les colonnes /, m, n donnent une indication qui sera bientôt expliquée.
II I o I I I 3 2 r 3 a
(52) {III I 1 o I 2 1 3 2 I 3
IV I I I o 2 3 I 3 I a
\ VI o I 1 I 3 I 2 2 3 I
Ces six cas correspondent aux six permutations des trois indices I, 2, 3.
Les six permutations peuvent être obtenues par la combinaison de deux opérations simples; de même aussi les substitutions, en
nombre infini ( / rr ) ( * )? dérivent toutes de deux d'entre elles, par
exemple des deux suivantes ( ) ^M__ )' appartenant aux
cas II et V. C'est, au reste, un sujet sur lequel nous reviendrons avec soin dans la théorie de la transformation.
Changement des périodes dans les fonctions 3^.
Ce changement des périodes to, to' en d'autres équivalentes ô, û/ entraîne une propriété très importante pour les fonctions 2r.
Mettons en évidence les périodes en écrivant, au lieu de 3(i'), 3(^|t). Ayant à la ^is posé
et observant que A n'est pas changé par l'échange des indices, mais
(*) Cette notation abrégée rappelle l'opération qui consiste à remplacer deax quantités ci>, w' respectivement par aw -4- ôw' et a'w-4-6'w'.
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que la racine huitième peut l'être, nous aurons d'après (49)? en désignant par e une racine huitième de l'unité,
On aura, de même, une double expression pour les autres (^ :
yiz yto y(â
yic y^ y^
Les indices /+i,/nH-i,/iH-i, donnés par le Tableau (Sa), doivent être pris aux multiples près de 4 et réduits à o, 2, 3. Les lettres £1,82, £3 désignent, comme s, des racines huitièmes deTunité, dont la détermination précise exigerait une étude qui serait inutile ici. On les fixe très aisément dans chaque cas particulier. Il suffit d'ailleurs, au point de vue de la théorie, de les fixer pour les deux substitutions particulières dont nous avons parlé tout à Theure, et dont toutes les autres dérivent. C'est ce que nous allons faire.
La première substitution consiste à remplacer to et «0' par to et «0 4- ti)'. On a donc
Qu'on se remette sous les yeux les développements 3, savoir
(în-l)«
2ri(t>|T) = a2( — i)**-»-*^ * sin(2/i — i)'^^»
(ln-l)«
g __ glTCT^
3rj(p|x) = aSgr * cos(2/i — Ot'Tr,
%(ç\i:) = i-t- 22(— i)'*^'»'cosa/iP7t,
et Ton reconnaît immédiatement l'exactitude des résultats suivants, relatifs à ce cas :
^3(Hx)= &o(i^|T-f-i),
&o(p|t)= 3^,((^Ith-;).
La seconde substitution consiste à remplacer to par to' et eu' par — «o; c'est celle dont nous avons déjà parlé maintes fois, et qui provient du changement de gz en — gz> On a, en ce cas,
Ti = — -, (^i = -, q=e^^^, q\ = e ^, t = — , Xj = j,
En déterminant, comme nous allons Texpliquer, les multiplicateurs e, on obtient les formules suivantes :
Pour vérifier l'exactitude du coefficient, envisageons la formule qui relie les deux fonctions Sa, et observons d'abord que ces deux fonctions deviennent identiques pour r = o, si l'on suppose la valeur particulière t=i. Remarquons que la supposition indispensable sur le signe de la partie réelle de -r~ entraîne pour t la
condition que sa partie imaginaire soit positive; on peut donc bien supposer le cas t = t, et l'on ne pourrait pas supposer t = — ^
On voit donc bien que le coefficient est i/- , dont il faut seulement préciser le signe.
Puisque la partie imaginaire de t est positive, la partie réelle de
- l'est aussi. Comme cette partie réelle ne peut jamais passer
par zéro, sans que la convergence des séries cesse, car alors la valeur absolue de q passerait par l'unité, il en sera tout
autant pour 4/ - dont, par conséquent, la partie réelle conserve
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toujours un même signe. Or, pour t= i", les deux membres (si ç = o) sont identiques et 4/ - doit être pris égal à -|-i. Donc
dans la troisième formule on doit prendre pour Kj -la détermination dans laquelle la partie réelle est positive. Il en est de même dans les autres formules, qui se déduisent de celle-là par le moyen des formules (38 A, B, G).
Au point de vue théorique, ces dernières relations ont une importance très grande pour la transformation. Ici, au point de vue du développement des fonctions elliptiques en séries, l'importance n^est pas moindre, à cause de la facilité qu^elles nous fournissent pour choisir les séries réelles les plus convergentes. C'est ce qu'on va comprendre immédiatement par le résumé que nous allons faire.
Résumé des formules pour le calcul des fonctions a'.
I. Discriminant positif. ' — Nous désignerons par tOi la demipériode réelle, par (1)3 la demi-période purement imaginaire. Voici la première représentation réelle des constantes elliptiques par les deux quantités réelles et positii^es to, et q, puis celle des fonctions par ces quantités et un argument. La quantité q est moindre que l'unité.
T = -lognat l -] 9
'ii^l - 75 I — Sûrl-nSûT*— TÛT»»... '
iiz
TjiWs— («)iT^8 =
v/ci — ez = 1 -\-iq -\-iq^-{-iq^->r. . ,y
4/ — î Vei — Cl = 1 — 2^4-2^*— 2^»-+-...,
Toutes ces racines sont réelles et positives.
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II est bon de se remettre ici sous les yeux les expressions explicites des fonctions 2r :
^i{v, q) = 1 ^(sinviz — q^ sinSpir -+- q^ sinSpic — q^* sin7t'T:. . .), ^i(^y Ç) = ^^Ç (cospTC -+■ q^ cosSpti h- q^ cosSpt: -î- ç'** cosji'TC. , .). 3r3(i;, ^) = i-l-2^ cosapir -h 25^^ cos4t'T: -+-2^* cos6pTr-T-a^*^cos8P7: . ., ^Q{Vy q) = ^ — '^q co^iVTz-^iq^ cos4pt: — nq^ cosôi'Tc -+- a^i^cosSPTi. . ..
L'emploi de ces formules est à recommander dans le cas où gz est positif. On a vu (Chapitre II) qu'alors -4- est supérieure to,. En ce
cas, - est supérieur à l'unité, et q moindre que e~'^= o , o432 1 ....
La convergence des développements est alors extrêmement rapide. Voici maintenant le second mode, à recommander pour le cas où gz est négatif. Les développements ont lieu suivant les puissances à exposants croissants de q^
qx=e , qui, en ce cas, est, à son tour, réel, positif, moindre que e~'^.
^'^-^y'^^^^i = '^'yJqi{^-^q\'^q\-^q\^-^^'').
i/ -r-^\/ex — ei = i-h iqi-h2q\ -f- 2ql -t-..., y lit
/2(03 *^^^__ ^^ _ j __ 2qi-^iq\ — 2^? -+-...,
^(^)'v'A =fy,(i-3g-î+5y{-7<7l»-(-...)-
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Ici encore, toutes les racines sont réelles et positives. En posant
ensuite
on aura les formules
WS 8>
4/^ y iTz
l TT
^ tic
i/î^' V^Ci-e, d'aï* = ««t,,a),^î 3r,(pj, ^j). y lit
On remarquera que, u étant réel, ^j est purement imaginaire; les seconds membres perdent alors l'aspect trigonométrique; les sinus et cosinus se remplacent par des exponentielles réelles. Ils reprennent, au contraire, la forme trigonométrique quand u est purement imaginaire. Pour les formules (A), les faits se passent dans l'ordre inverse. Dans les applications où, sans avoir égard à la rapidité de la convergence, on veut mettre en évidence une période, on prendra l'un ou l'autre mode de développement suivant que u sera réel ou purement imaginaire.
II. Discriminant négatif. — Nous désignons, comme auparavant, par ci)2 la demi-période réelle, par co, la demi-période purement imaginaire. On se rappellera que nous avons posé
0)1= i(ci),— o)',), ci),= |(u),-ha)',).
Il ne convient pas, dans les applications, de prendre pour t le rapport (1)3 ; coi ; car q ne serait ni réel, ni purement imaginaire.
Nous prendrons deux modes de représentation; dans le premier, on aura
0) = (1)) = O)} + b>3y 0)'= |^((«)j-t- (Oj) = Wj.
Il appartient, comme on voit, au cas III du Tableau (62)
On aura alors
En faisant
_ O) __ I I CD
*~~ <D "~ 2 2 COj
on volt que la quantité q correspondante sera
et y' est réelle etposltive, inférieure à l'unité. Quand ^s est positif, q' est moindre que e~'^(Ghap. III).
On se rappellera que e^ est réel, e\ et es imaginaires conjuguées, et que e^ a sa partie imaginaire positive. Voici, d'après nos formules générales, la représentation des constantes et des fonctions, au moyen des données ci)2, q\ quantités réelles et positives, la seconde inférieure à l'unité.
t'= ilognat f i^j, a)'j=(U2x',
Wl = |( Wj— O)', ), 0)3 = {( W, -I- (i)', ),
(58C) { q.^i^. ^.co,= ^ --1--^^^-^,
7),(i);— 7i;W,= tir, 7)1 = j(7),— 7l',), îi3=-î(7il-^-'i'î),
Dans cette dernière formule les deux membres sont réels et positifs. Pour les deux autres analogues, nous ferons les deux combinaisons réelles suivantes :
-1/ ^(v^Cj— C3-t-^'«l— «l) = I-+-25r'*-H2^'»H-27'"-h...)j
M = awjP, ^J = e * yjq\
I y iTC
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Pour ces fonctions 2r, la quantité analogue à xestTt = |(i 4- t'). Dans le second mode de représentation, on prendra
(U = (o', = (1)3 — 0)1, (I)' = — tï)i = J ( W j — Cï)j),
il appartient, comme on voit, au cas IV du Tableau; l'ordre est
M = 2w', p', q'\=e^ Vq%
Au sujet de la réalité de u^ v, v', les observations sont ici les mêmes que pour le cas du discriminant positif. Les radicaux sont
choisis comme il suit: i® y — A et v(e3 — ^i)'j qui sont réels, sont pris positivement; 2^ posant 62 — e3=pe"l', ^2 — ei = pe~'+, on choisit ^ entre zéro et tc, conformément à la convention que Ct ait sa partie imaginaire positive, et Ton prend
y/et— ez = yfpe^j v^e,— ei = y^pc"" * ,
370 PREXIÈRB PARTIE. — THÉORIE.
dans les formules (C); tandis que l'on doit prendre
y/ei—et — ^pe' * , Vei — e, = {^p c~' ♦ , dans les formules (D).
Calcul de q. Cas A > o.
Dans les applications où Ton doit faire des calculs numériques, il arrive d'ordinaire que les données sont ^i, ej, ez ou des quantités équivalentes, et, en outre, la valeur numérique de p pour quelques arguments; puis ces arguments interviennent ensuite d'une manière quelconque dans les formules. On a donc besoin de calculer : i^ ^ et une période ; a** les arguments u donnés par la valeur numérique de pu.
Les formules qui précèdent fournissent, à cet effet, des moyens dont l'usage est très commode. Nous allons raisonner sur le cas (A) où le discriminant est positif, ainsi que gz ; par conséquent e2<i o. Les conclusions s'étendront facilement aux trois autres cas.
Pour le calcul de q^ prenons les deux formules
2Wi 4,
i/ /ei — ei = i —2q -h iq^— iq
et concluons
v/^, — ^1, — \/e^ — Ci _^ q-^q^-^q^^
(60) - / = ^ ^'jTl^.zi^^' z^j = J^t.^j±_Sr:
On peut de là tirer par voie de récurrence le développement de
q suivant les puissances ascendantes de ( - ) • Il ne contient que les
exposants multiples de 4j pl"s i, et les coefficients sont des nombres entiers. On peut démontrer que ce développement converge quand / est inférieur à l'unité en valeur absolue ; mais nous ne considérerons pas la convergence de cette série, que nous envisagerons seulement comme une formule d'approximation. En effet, nous savons déjà que q est inférieur à e~^=: o,o432i . . . , et la for-
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mule (61) elle-même permet d'assigner à f-j une limite voisine.
Mais, indépendamment de cette formule, nous voyons que
Ton a
Cl — «j
Cl — Cj
car, à cause de ^1+^2 + ^3 = 0, cette inégalité se réduit à la supposition ^2 < o; par conséquent, on a aussi
/ < jzz = 0,0864 —
V^2 -ht
Il en résulte que, dans les cas les plus défavorables, c'est-à-dire ceux où / est voisin de celte limite, on aura déjà q avec une erreur
moindre que — ^ en prenant, comme approximation de q^ la racine X de l'équation
dont le développement, d'après la série de Lagraùge, est
X = — ha
Le développement de q lui-même diffère de celui de x k partir du troisième terme inclusivement. On voit effectivement par la formule (61) que le coefficient de ce terme sera diminué d'une unité. Les quatre premiers termes sont
(62) y = ^+a(0V.5(Q'-i5o(^yV ...
Ayant calculé q, on calcule (Oj par la formule
(63) 1/^ - ijr-^g^-^-iq^^ \ ...
Pour le cas (B), où g^ est négatif, on n'a qu'à changer ici
1, 62, ^3 en — ^3, — €21 — ^1, et «Oi en -^ •
Calcul de u, connaissant pu. Cas A>o.
Il s'agit maintenant de calculer u connaissant pu. Nous supposerons, comme cela se présente dans les applications, pu réel. Il y aura lieu de distinguer quatre cas suivant la place de pu dans les intervalles marqués par les nombres — oo , ^3, e2, ^i, -+- oo .
I** pu>e^. — Nous avons, d'après les formules (69 A)
(1 v^^i — gs ^« ^ — y/gj — ei(^iU (bi) < ^ V^i— ga3'3M-4-v^ei— e, a*,!*
(__ g cosat^Tt ■+- q^ cos6(^7c -^. , . ^
Le premier membre s'exprime immédiatement par les données, et si l'on pose
(65) 5=- ^^^ — ei\/pu — ei — }/et — ei^/pu — e^
'-* y/ci — e^^pu — ej -r- ^Ci — ej ^p u — Cj
on a l'équation 5 = Q.
Il existe des valeurs réelles de ^^, donc aussi des valeurs réelles de ç. Les cosinus qui figurent dans Q sont donc moindres que l'unité, en valeur absolue. A cause de la petitesse de q, on a déjà cosai^ic, avec une erreur relative moindre que nfô^ôôô» en prenant
Il sera aisé d'obtenir ensuite autant d'approximation qu'on pourra le désirer. Ayant calculé p, on aura les valeurs de u
m et n étant des entiers arbitraires.
2° ^3 < pw <C ^2- — Nous traitons maintenant ce cas, comme étant plus semblable au précédent. On y emploiera encore la formule (64), mais en remplaçant u par u — tOg. Nous avons
r^fu ,. ^-^ ^ (gj— g»)(gî— es)
p(U — (03) = ^sH >
pu —63
par conséquent,
pu — €3
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En faisant donc
on aura, pour déterminer v^ l'équation 5'=Q, d'où v se tirera comme précédemment. En effet, pw étant entre e^ et ^3, il existe, pour i^u — (1)3), des valeurs réelles. On aura ensuite
M=lhsia)iP-h2/7l(«)|-i-(2/l-f- l)(«)3.
3** pw<^s. — On se servira encore de l'égalité (64), mais on aura
soin de changer, dans 5, y/jjw— ^2, sjpn — ^3 en y/e2 — jjï/,
y/e3 — jjz/. Ici l'équation 5 = Q doit donner pour v des valeurs purement imaginaires. Les cosinus se changent en des cosinus hyperboliques. Si l'on fait v = ^V', on aura à remplacer partout, dans Q,
cosanPTt par •
Parmi les déterminations dc-> il en est une qui est réelle et, en
valeur absolue, moindre que—?- Le maximum de cos 2/1^71 est ainsi -f — -+- qr" j. La première approximation de cos2^7r, c'est-
à-dire -> dans les cas les plus défavorables, où pu se trouve peu
inférieur à e3, donne ainsi une erreur relative sensiblement égale à 2gr* cos4^''îî ou y^, moindre que j^. Mais, en ce cas, on peut employer s' au lieu de 5, de manière que : — - soit compris entre
zéro et— > et cos4^'ît moindre que-( — ^y)' La première approximation donne alors une erreur relative moindre que 77^. Ainsi, dans ce cas pu<C.ez, il conviendra d'employer l'une ou
l'autre des équations 5 = Q ou 5'=Q, suivant que -> compté
dans l'intervalle (o, -^j > sera dans la première ou la seconde
moitié de cet intervalle. Si l'on procède ainsi, la première approximation donne toujours une erreur relative inférieure à 77^. 4** ^2 <C J> ^^ <I ^< • — O^ emploiera encore la formule (64), mais en L 18
y remplaçant u par {u — «0|) ou par (w — ti)2). Pour la première subslilutioDy on a
pu — g| «1 — }^t^
. * . (gi — gîVj)M — gO
*^ ex — j)u
gj— p(w •— U)i)=
On voit par là que s se reproduit changé de signe, et Téquation à résoudre par rapport à t^ est 5 = — Q. Pour la seconde substitution, on a
gj— p(a-^a)2)
V u — gî
et l'on voit que s se change en — s, LMquation est donc 5' = — Q. Parmi les valeurs àe (z^ — C0|), il en est qui sont purementima-
ginaires. Considérant celles-là, on peut renfermer — . — ^ dans Tin-
tcrvalle ( o, -4 )• Si — -. — ^- est dans la première moitié de cet intervalle, alors V est purement imaginaire ; comme tout à riieure, on voit que cos 4^1^ est inférieur à -(^jr H — j , si Ton prend Téqua-
tion 5 = — Q. Dans le cas, au contraire, où - — ■. — ^- est dans le se^
cond intervalle, il sera mieux de prendre Téquation 5= — Q'; v
sera encore purement imaginaire, et cos 4 vr^ inférieur 'A-\q-\ — ) •
Dans l'un et l'autre cas, Terreur relative, dans la première approximation, est inférieure à-j-^^.
Dans le cas (B), où le discriminant est encore positif, mais g\^ négatif, tout ce que nous venons de dire pour le cas {\) subsiste, sauf changement, dans toutes les formules, de e^, e^, es, pu, y, en — ^3, — e2, — e^, — pu et q^^ avec l'échange des périodes 2(0| et 20)3.
Calcul de q . Cas A < o .
Pour le discriminant négatif, on procédera d'une manière analogue au moyen des formules (C) ou (D). On doit seulement re-
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marquer que les circonstances peuvent s'y trouver moins favorables au calcul. Les quantités qr', q^ ont, comme y et^i, e~^pour maximum; mais ce sont leurs racines carrées qui remplacent q et ^r,. La base des calculs d^approximation est donc ici
et non plus
L'autre part, la quantité /', qui remplace /, a pour expression, dans l(» cas des formules (C),
(07) /= . -;,--- =tangj.
L'angle d», compris entre zéro et?:, est l'argument de la quantité complexe (e^ — ^3). Comme la somme (^^ -h ^2-+- ^3) est nulle, la partie réelle commune à e^ et à ^3, est — \e^ en sorte que p cosA, partie réelle de (e^ — ^3), estfe-i. Elle est donc positive ou négative suivant que e^ est positif ou négatif, et i^ est compris entre
zéro et ^" dans le premier cas, entre 7 et ?:, dans le second. C'est
dans le premier cas qu'on emploie de préférence les formules (C),
et /' a pour maximum tang-j c'est-à-dire y 2 — i ==o,4ï421
Dans le cas des formules (D), on emploie la quantité /",
(r>7 a) / = .- - -r. = tan- - — T ,
* y/t'i -Cl— vea— <^2 4
déduite de /' parle changement de ei, ^2,^3, en — ^3, — ^2/ — ^'lî rlle a aussi, quand e^ est supposé négatif, pour maximum
On voit que, dans l'application des formules (C), (D), les quantités à employer peuvent être moins petites que pour le cas du discriminant positif; mais elles sont encore assez petites pour assurer le succès du calcul par l'emploi de la formule (6a), dans laquelle / est remplacé par /' ou /", et q par \/q' ou \/q".
On peut d'ailleurs, en appliquant les formules (A) et (B) au cas du discriminant négatif, retrouver pour le calcul les mêmes avan-
tages. Mais on opère alors sur des quantités complexes. C'est ce que nous allons expliquer.
Raisonnons sur le cas où e^ est positif. Les trois quantités ei, ^2, 63 étant représentées sur le plan par trois points de même nom {/ig, 5), l'angle à est le demi-angle en 62, dans le triangle isoscèle
formé par ces trois points. Il est inférieur ou supérieur à -r sui-
Fig. 5.
vaut que le côté ei e^ est inférieur ou supérieur aux côtés égaux
€261, €263, Le carré de la longueur €26 1 ou 6363, c'est le produit des deux quantités conjuguées (62 — ^i)(^2 — ^3)- Le carré de la longueur e^ ^3, c'est — (ei — ^3)^. On a donc
4^5^ en môme temps que (cj — «i)(^j — ^»)^-(^i — ^3)*<o.
D'ailleurs
donc ^ est inférieur ou supérieur à v suivant que g2 est positif ou
négatif.
Dans le cas où nous raisonnons actuellement, e^ > o, c'est-à-dire ^3 ^ o, si g2 croît à partir de zéro, nous savons déjà (Chapitre III)
que -r— * croît à partir de y/3 ; par suite, nous avons en même temps
^'je-n/â,
TT
l'^- tanff-^ = 21/2 ^- /3 — 1 — i/3 = o,i3i . . . .
Les maxima de \Jq' et de /' sont encore supérieurs à ceux qu'on avait pour q et l dans les cas du discriminant positif; mais ils sont sensiblement inférieurs à ceux que nous considérions tout à Theure.
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Si maintenant g^ est négatif, on va voir qu'en prenant les formules (A), on aura pour q et pour /, en valeur absolue, des quantités
* ettang-îi.
Soit t'= ioL le rapport w'^ : (1)2, nous avons
moindres aussi que e * et tang —
«1)3 . I — la .a» — i a -'i^irî — : — «iï
«TU — = ITT — = — tir— 2ir— , <7 = e a*-»-*e a* + i
0)1 I — 1% a*-Hi a*-f-i ^
La valeur absolue (module) de q est e «'+-*. La quantité -j — décroît constamment quand a croît à partir de l'unité. Or nous savons que, dans ce cas g^ }> o, si g^ est négatif, le rapport -lA- = a est compris entre 1 et y/3 (Chapitre III) ^ à ces deux
limites extrêmes correspondent pour -^ les deux limites i et
^-^3. Donc la valeur absolue de q est comprise entre e""^ et
Pour calculer alors q par la formule (60), il faudra seulement
savoir de quelle manière prendre v<?« — ^3 et \e\ — e^» Or la formule nous l'apprend elle-même, car on en tire
yjei — et
= I -hiq -+■
A cause de la petitesse de q, la partie réelle du premier membre, peu différent de 1+45^? est positive, et la partie imaginaire est né-
gative. Effectivement, -, étant compris entre zéro et ^, l'argument de Q, savoir — tz -z — > est lui-même entre zéro et • On
voit par là qu'après avoir choisi — -7-^9 comme précédemment, pour l'argument de ^e^ — €2, il faudra prendre - pour celui de
Pour le cas où, au contraire, €2 est négatif, on voit parle changement de ei, ej, e^ en — 63, — ea, — ei, que les formules (D)
1 jdonneront q" limité à e ' quand g2 sera positif. Si maintenant ^a est négatif, on pourra employer les formules (B) dans
lesquelles alors q\ sera imaginaire et, en valeur absolue, compris entre e~^ et e *
Calcul de u, connaissant pu. Cas de A < o.
Le calcul est analogue à celui qui a été indiqué pour le discriminant positif. Raisonnons dans Thypothèse ^3>o, cas où Ton doit employer les formules (C). Nous ferons usage de la formule suivante, tirée de (oy C)
î ^ej — 63 0*1 W — V^6î — ^lO'sM
1 '2. i yje% — ^3 a*! w -+- Ve^ — e\^^u
\ ~~ I -i- iq'^ cos.ît'Tr H- 2q'^ cos8P7r -t-. . . ^ ^ '
Soit maintenant
'-* * V ^î — e3\/pu — Ci-T- sle^ — ex ^p u — gj
c'est une quantité réelle, quand on a eu soin d'y prendre, comme
on le doit, pour\/^2 — ^3 et/^a — e^, pour y/ j3 m — et el\/pu — e^, des déterminations conjuguées.
Si pu est supérieur à ^2, il y a pour u et, par conséquent, pour ^', des déterminations réelles. L'équation s = Q' servira à déter-
miner la quantité v, et la première approximation cos 2(^71= — =
comporte une erreur relative inférieure à 2q'^ dont le maximum, correspondant à y'= 6"^^= o,o43. . . , est moindre que 0,004. Ayant une valeur de ç^, on aura
w==ir2totP-T-2mo>i-i- 2/10)3.
Si p u est inférieur à ^2, il y a pour u et pour r des déterminations purement imaginaires. Il est nécessaire de distinguer deux cas, comme il a été utile de le faire pour le discriminant positif.
La quantité Q', où nous mettrons en évidence Targument (^, a pour expression
^ ^ ^ 2* iJsl'-»- ^0^
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La période ta des fonctions S, comme on l'a vu aux formules
(C), est
Tj= - H- - •— •
Prenons un second argument p', lié à ç par la relation
PH-p' = T, — i.
D'après les formules (38), nous aurons, 2^3 et Sr^ étant des fonctions paires,
•nv '^ — ^3t^' — ^o<*' _ ^o^-H^3<^ I
La fonction Q'(i') atteint donc la valeur^, pour
el, par conséquent, s atteint aussi la valeur .^ pour
Il est d'ailleurs aisé de voir que c'est là le seul argument ii^ purement imaginaire, compris entre zéro et to'^ en valeur absolue, pour lequel 5 atteigne la valeur ^. Si l'on veut, en effet, que 5 soit égal à ^, il faudra, dans la relation (69), que les deux quantités
y/ et — €3 ^pu — ei et /ej — ei ^pu — e^
soient proportionnelles à i + f et i — /, dont la somme des carrés est nulle. De là l'équation
/«2 — «3 (p w — «1 ) H- >/et — ei{p a — 63 ) = o,
dont la solution
p M = Ci — /ej — ei /^j — 63
nous fait retrouver p — > tel que nous l'avons obtenu au Cha-
pitre III (p. ^5).
La fonction 5 se réduit à ^/' pour u = o; elle est alors moindre que ^. Elle est donc moindre que ^ quand 11 est compris entre zéro
et A y supérieure à ^ quand u est compris entre ^ et-4»
rtTc r
Il est facile maintenant de fixer le mode de calcul de £/, quand pu est donné, inférieur à ej.
Si s (69) est moindre que j, on calculera v par Téquation
5 = Q'. Il y a une valeur de -r> comprise entre zéro et — ?■;
donc une valeur de -. comprise entre zéro et -7 -^ = -7 - • On a donc (58 C)
Dans l'expression de Q' les cosinus sont hyperboliques, et le maximum des cosanPTi est sensiblement { -7= ) • On voit donc que
la première approximation cos2Ç'Tr = -t= sera soumise à une er-
vq'
reur relative, qu'on peut comparer, dans les cas défavorables, à q^y dont le maximum est 6'"^= o,o43. . . . Ayant p, on en conclura
Si S est supérieur à ^, on calculera, non pas v^ mais p', par l'équation s = -Tr^n—r.y où l'on rencontrera les mêmes circonstances pour l'approximation; ayant p', on en conclura
Dans les applications, on trouvera toujours quelque moyen de rendre l'approximation plus rapide. Par exemple, quand u est purement imaginaire, voisin de | w^, ce qui est le cas le plus défavorable, on pourra, par les formules de multiplication, faire porter le calcul sur l'argument 4 w, voisin d'une période ; on se trouve alors dans le cas le plus favorable, les cosinus hyperboliques étant voisins de l'unité.
Nous avons raisonné dans l'hypothèse g:i> o. Pour le cas g's < o, on changera, dans ce qui précède, ei, 62, ^3, [q', pu en — e^y — ^2, — ei, g", — pu, conformément aux formules (D).
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Observations sur les cas particuliers où ^ a les valeurs
Il n'est gvière possible de ne pas s'arrêter un instant pour signaler les cas particuliers que nous venons de rencontrer, et réunir les formules où la transcendante numérique e^'^ joue un rôle si curieux. C'est l'égalité (60)
qui se recommande d'abord à notre attention. Nous avons trouvé qu'elle est vérifiée de ces trois manières
10 l = j— avec q=^e-'^;
/ = i(v/2 — i) avec q =z ie
30 / = i\2v/5H-/3 — 1 — /s) avec q = ie ^
La formule
_ 71» 1 — 3»<y«-i- 5»yfi— 73<yi«-t-...-f- (— i)^(2m -\- iYq'»^"'-*-^K.,
n'est pas moins intéressante dans ces cas particuliers. Dans le premier, on a
(I)' = 10), 7j' = tT), tjo)' = — Tj'o), Tjw' — T)'a) = 2«T)a) = — ;
par conséquent
'^ 1° 7)0) = - avec q = c~'^.
Dans le second, nous aurons de même
a>', = 10),, r/, = -ttij, 7),a)', = — tijWj, 7),a>', — TjjWt = 2iT),a>,= iir;
par conséquent
Tt . --7Z
2? 750) = — avec g = le * .
Dans le troisième cas, ainsi qu'on l'a déjà vu au Chapitre III
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(p. 83), en désignant par 0 une racine cubique de Puni té
on a d*abord
Les relations d'homogénéité, en ce cas particulier, donnent, sans changement des invariants {g2 étant nul),
7)3= ;o>3= — ;(0«a),)=— 6;u), = — Ot,„
— = T), 0)3— 7)30)1 = (6 — 6*)T,,a)2= i^^T^itûi;
donc
i" r^u) = — -r avec ^ = te *
Il faut remarquer enfin, avec cette dernière valeur de qr, la formule analogue à (63), donnant la période (O2. Nous avons ici
v/e,— ea = v^e**, V^,— ei=v^pe **
v^ej— 63 -+- V^j -e, = 2 v^cos^*
Ici p désigne la longueur e^ e^ {fig- 5? p- 276), côté du triangle Cs ^2^3, équilatéral en ce cas particulier. On a donc, pour la hauteur de ce triangle, l'expression
et par conséquent (58 C)
H/~ ki — T^
2 vi v^î cas -7 Prenons g^ = 4, avec ^2 = 0; alors (e^ étant égal à l'unité) on a
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Comme e-'^i^ est égal à 0,0042. . . , on a déjà l'intégrale définie (02 avec une erreur relative moindre que 75-^-00 ^^ négligeant tous les termes du second membre, sauf le premier, et prenant
2 ^Z COS* -
Expression de ^t par les fonctions ^. Remarques.
Nous avons employé, dans les calculs, les racines ^i, 63, 63, et non les invariants. Mais on pourrait aussi se servir de ces derniers. Déjà nous avons obtenu l'expression de A. Pour obtenir ^2, prenons la formule déjà utilisée (p. 276)
Par le moyen des expressions (4^), nous en déduisons
Mais la première identité (4o)i ses deux membres étant élevés au carré, donne
Eliminant le produit SJSq, nous concluons
(3n doit observer que, par sa nature, g^ reste inaltéré quand on échange les indices des racines e»; en conséquence, l'expression de x,'2 par les S doit rester inaltérée quand on change les périodes. C'est, en effet, ce qu'on vérifie immédiatement sur Texpression (70) : les égalités (55) font voir que, dans ces changements, les trois
quantités — se reproduisent, sauf l'ordre. Leur somme reste donc
inaltérée. Même observation sur l'expression trouvée déjà pour le discriminant A, et que nous reproduisons ici
20) y CD *
Voici maintenant la remarque que ces égalités (70), (71) suggèrent. Elles nous présentent les coefficients d'une équation du
troisième degré exprimés en fonction explicite et non ambiguë^ d'un paramètre q et d'un facteur d'homogénéité w. En même temps, les égalités (45) nous donnent les racines de l'équation exprimées aussi en fonction explicite et non ambiguë de ce paramètre q et du facteur d'homogénéité. Comme on l'a vu au Chapitre IV, on obtiendrait maintenant des faits tout pareils pour une équation du quatrième degré, avec l'introduction d'un paramètre de plus, l'argument v. Ce sont là, en Algèbre, des faits nouveaux, analogues cependant à la résolution trigonométrique de l'équation du troisième degré. Nous en verrons encore de semblables dans les applications géométriques et dans la théorie de la transformation.
Fonctions elliptiques à invariants imaginaires.
Nous n'avons jusqu'à présent considéré les fonctions elliptiques que dans le cas où les invariants sont réels. Dans le présent Chapitre, ce cas est caractérisé par l'existence de deux demi-périodes, l'une réelle, l'autre purement imaginaire. Mais, pour ces cas mêmes, nous avons été conduits à envisager les fonctions 3 formées avec d'autres demi-périodes. Rien ne s'oppose à une généralisation complète. Prenons deux quantités quelconques (o, tù' dont le rapport soit imaginaire y et, observant que les parties
réelles de -r- et de -r—, sont de signes opposés, prenons-les dans
l'ordre tel que -r- ait sa partie réelle positive. On formera, par leur
moyen, une quantité q dont la valeur absolue sera inférieure à l'unité, et des séries 2r convergentes. Par les formules ci-dessus, on déterminera les constantes t^, t/, e^y ei, e^^ et la fonction du. Celte dernière vérifiera l'équation à trois termes, et l'on en déduira une fonction pu, qui, sauf les propriétés relatives à la réalité, jouira de toutes les autres propriétés reconnues jusqu'à présent. Nous pourrons donc, dorénavant, raisonner sur ces fonctions plus générales ; néanmoins nous aurons encore à relever des détails de calcul particuliers au cas où les invariants sont réels. Ce cas se présente uniquement dans presque toutes les applications. Nous allons encore étudier une question très simple où les invariants sont essentiellement réels.
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Manière dont varient les fonctions ^ d'arguments réels.
Nous supposerons l'un ou l'autre des deux cas qui correspondent aux invariants réels; ainsi q sera réel ou purement imaginaire.
Premier cas : q réel. — Envisageons les égalités
(X, jx, V = I, a, 3).
Faisons croître u depuis zéro jusqu'à aj| ; pu décroît constamment de + 00 à ei ; par conséquent, chacune des quatre dérivées secondes envisagées ici varie constamment dans un même sens, à
savoir ^-j log^w ^^TTt l^g^2"j ^^ première comme — pw, la seconde comme — ? c'est-à-dire en croissant; les deux autres comme
pu
) c'est-à-dire en décroissant. Prenons maintenant réeralilé
pu ^
suivante, déduite de (Sp A),
OÙ, bien entendu, l'indice zéro pour i doit être supprimé, et l'indice 4> pour 3, remplacé par zéro. Concluons que, ç' croissant de
zéro à ^, ^ log2»4 i^, -r-^ log&aP croissent constamment, et les
deux autres décroissent. D'ailleurs
La dérivée 3'^ p, dont le développement ne contient que des cosinus de multiples impairs de tzv, est nulle pour ^ = ^; en même temps
2^1 (ï)= '^yiq (i-^q^ -^q' -^q'^ -^...),
y, (1) = - 271» V^(i -+- 9^«-f- 25ye-f- 49^**-^-- •)
ont tous leurs termes, le premier, positifs; le second, négatifs. Donc T-j logSi p est négatif pour ^ = J, où il parvient en croissant.
Donc cette fonction est constamment négrative. Donc -sr— est con-
stamment décroissante; mais sa dernière valeur est zéro; cette fonction est donc positive. D'ailleurs ^^v, comme c^w, dont elle diffère par un facteur positif, est positive; doncâ'^ ç est positive; donc 2^1 V est constamment croissante. A cause de la relation (38 A)
et de la circonstance que 2r', v est nul pour ç; = ^, on voit que la fonction 3| ç varie d'une manière tout à fait analogue à celle de la fonction sinpir. En même temps, la fonction St^p =:= 2r|(ç; -j-i) varie absolument comme cosi^?:.
La fonction STs^^, comme (^2'^> ^^ devient jamais nulle pour des valeurs réelles de l'argument et reste toujours positive. Sa dérivée, dont tous les termes contiennent des sinus de multiples pairs de
P7Î, est nulle pour i^ == o et i^ = ^. Donc, v variant de zéro à ^, ^—
part de zéro et y revient, passant par un ou plusieurs maicima ou
minima. Mais sa dérivée ^-^ logSTaC croît constamment; donc la
fonction passe par un seul minimum, sans aucun maximum. Donc ^'^v est négative; donc ^^ç est décroissante. Cette fonction a un maximum pour ç^ == o, un minimum pour ^ = ^; elle est analogue, entre ces deux valeurs, à un arc de sinusoïde, et se reproduit ensuite de part et d'autre, comme le montrent les égalités ^3(^ + i) = ^z^ et 33( — ^) = 33i^.
La fonction 2foÇ =z2f2{i^ -h ^) suit la marche inverse.
On voit que l'allure de ces deux dernières fonctions est semblable à celle des deux fonctions i zt 2y cos2('7:, où tj serait supposé compris entre zéro et ^. Cette circonstance est d'autant plus remarquable que la quantité <jr, dans les séries 2?, peut recevoir toutes les valeurs de zéro à Tunité; pour les valeurs de q supérieures k^, la forme même des séries laisserait dilficilement apercevoir la régularité des fonctions.
Deuxième cas : q purement imaginaire. — Il faut ici considérer,
non plus Si v, mais son quotient par v<jr, qui ne contient plus que
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des puissances paires de q^ et se trouve ainsi réel; ou encore
iir
e • S| ^, qui diffère àe du par un facteur positif (SgC). Quand r varie entre zéro et ^, u varie de zéro à (1)2, du part de zéro en res-
iri
tant positif, et de même e ^ ^\V\ pour i; = i, la dérivée est nulle, un maximum ou un minimum est atteint. Prenons la dérivée seconde en posant, comme dans les formules (C), q = is/q'^, et égalons-la à zéro. Mettons alors x au lieu de y', et nous avons l'équation
nfn -»- «I
(71) I — 90?— 25a:3-h 49^*^-^Siiri'*-4-.. .-+-('2/1 -Hi)'(— a:) * . . . = o.
Cette équation a une et une seule racine x^ comprise entre zéro et Tunité, ce qui sera prouvé en toute rigueur au Chapitre XJII, et la forme (72) permet de la calculer avec six décimales exactes au moyen des quatre premiers termes seulement; on trouve
(jS) a: = 0,107653
Ayant d'ailleurs
ni _
nous voyons que cette quantité est négative quand q' est moindre que a:, positive dans le cas opposé. Dans le premier cas, la con-
clusion est la même que pour q réel: -j-^ log2?|(^ parvient, en
croissant toujours, à sa valeur finale qui est négative; cette quan-
tité est donc toujours négative; irr— décroît, et, sa dernière valeur
_ Kl étant zéro, cette fonction est positive. Donc e * S| t^ croît constamment. Mais, dans le second xas, quand q' surpasse a:, les fails
sont très différents: -7-^ log2r,i; croît, comme précédemment, depuis — 00 ; sa valeur finale étant positive, 'cetle fonction passe par zéro pour une certaine valeur de v\ soit ç'i cet argument. Alors -^^7—
décroît de i' = o à ç' = P| , puis croît de i^ = i^i à (^ = ^. Comme la valeur finale de celte fonction est zéro, la valeur initiale -h 00 ,
cT— passe par zéro pour une valeur de p = v^ inférieure à i^|. Donc
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enfin e ' 3| ç' croît de ç = o à p = Pa? puis décroît de i^ = ^^2 à
»ir
p = ^. La fonction e * STjç^ suit la marche opposée.
Nous ne devons pas envisager les fonctions STs^et ^o^t qui sont imaginaires conjuguées, mais Jeur somme et leur différence. Or il suffit de jeter un coup d'œil sur les expressions de ces fonctions pour constater Texactitude des deux relations suivantes, qui jouent un rôle dans la théorie de la transformation :
Ayant ici remplacé g par i^q' et observant que 3j(r, q) contient le facteur ^q^ nous concluons
Comme q'^ est réel, la marche des fonctions nous est connue : la première décroît constamment de ç^ = o à p = j, puis croît de ç;=iàç' = ^; la seconde décroît constamment de ç' := o à «^ = j.
Dégénérescence des fonctions elliptiques.
Les formules qui viennent d'être développées fournissent très facilement les expressions limites des fonctions et des invariants quand le discriminant tend vers zéro. C'est ce qui a été annoncé à la fin du Chapitre II.
On obtient les cas de dégénérescence en supposant infinie une des périodes; c'est alors que les fonctions elliptiques se changent en fonctions circulaires ou exponentielles. La dégénérescence est plus complète encore si les deux périodes deviennent toutes deux
infinies; c'est alors que pu se réduit simplement à -- (p. 28).
Examinons d'abord le premier mode de dégénérescence. Il n'y a plus lieu de distinguer ici plusieurs cas suivant les signes des invariants, et nous pouvons même envisager le cas le plus général, celui où les invariants sont imaginaires.
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Le premier mode de dégénérescence répond à l'hypothèse q = o. Relativement aux périodes, ceci suppose que^ €> et w' étant les
demi-périodes choisies pour composer q^ la partie réelle de -^ soit
infiniment grande. Mais, pour avoir effectivement le premier mode de dégénérescence, non le second, on doit ajouter que G) est une quantité finie (différente de zéro).
Prenons les deux groupes de formules (38 A) et (.19 A), en v remplaçant Wi par â) et ^1, ej, e^ par ex, ^j^, ^v, comme il a été expliqué pour le Tableau (52). Employons aussi la formule (70), qui donne l'expression de l'invariant g2> Nous aurons immédiatement les résultats suivants, où, pour simplifier, nous mettons r,, (0, au lieu de Yj, €> :
en, — ev, c>. — Cm = ei — ey = - — = — , A — o,
c'jjL w = ^yU = e^
ÎU)/
Le second mode de dégénérescence suppose les deux périodes infiniment grandes; leur rapport peut être quelconque. On ne doit pas toutefois supposer infiniment petite la partie réelle du
rapport -rzr'
Si cette partie réelle est infiniment grande, on déduit immédiatement les résultats ci-après des dernières formules (75), en y supposant (o infini. Si, au contraire, elle a une valeur finie, alors q n'est pas nul. Mais, dans les formules (09 A), on voit dispa- L 19
(p. 83), en désignant par 8 une racine cubique de l'unité
on a d'abord
',= ia>j/3, wi=*— 6a>j, a)j = — 6*0)2.
Les relations d'homogénéité, en ce cas particulier, donnent, sans changement des invariants (^2 étant nul),
T),(03= 871,(1),, r^3Wi= 0«Ti,a),,
— =Tl,a>3— Ti3(i), = (6 — e*)T,,a),= iV3tQi««>,;
donc
3" r^^J) = — — r avec q =. ie *
Il faut remarquer enGn, avec cette dernière valeur de q, la formule analogue à (63), donnant la période 102. Nous avons ici
^e,— 63 = v^e**, v^e,— ei = v^pe **
yJet—ei-\-\/et - ^i = 2 v^pcos;^*
Ici p désigne la longueur e^ e^ {Jig- 5, p. 276), côté du triangle Cx e-iC^y équilaléral en ce cas particulier. On a donc, pour la hauteur de ce triangle, l'expression
et par conséquent (58 C)
Aos __ f -+- 27'»-!- 2<7'*M-. . .
H/" 4,~ Tî
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Comme e-'^>J^ est égal à 0,0042. . . , on a déjà l'intégrale définie W2 avec une erreur relative moindre que 75-^^ en négligeant tous les termes du second membre, sauf le premier, et prenant
2 V3 COS' — r
Expression de gt par les fonctions ^. Remarques.
Nous avons employé, dans les calculs, les racines ^i, ej, ^3, et non les invariants. Mais on pourrait aussi se servir de ces derniers. Déjà nous avons obtenu l'expression de A. Pour obtenir ^2? prenons la formule déjà utilisée (p. 276)
Par le moyen des expressions (46), nous en déduisons
Mais la première identité (4o)î ses deux membres étant élevés au carré, donne
Éliminant le produit Sj^o, nous concluons
On doit observer que, par sa nature, g2 reste inaltéré quand on échange les indices des racines e»; en conséquence, l'expression de ^2 par les S doit rester inaltérée quand on change les périodes. C'est, en effet, ce qu'on vérifie immédiatement sur l'expression (70) : les égalités (55) font voir que, dans ces changements, les trois
((uantités — se reproduisent, sauf l'ordre. Leur somme reste donc
inaltérée. Même observation sur l'expression trouvée déjà pour le discriminant A, et que nous reproduisons ici
(71) •/Â = -i-»As'..
Voici maintenant la remarque que ces égalités (70), (71) suggèrent. Elles nous présentent les coefficients d'une équation du
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troisième degré exprimés en fonction explicite et non ambiguë^ d'un paramètre q et d'un facteur d'homogénéité w. En même temps, les égalités (45) nous donnent les racines de l'équation exprimées aussi en fonction explicite et non ambiguë de ce paramètre q et du facteur d'homogénéité. Gomme on l'a vu au Chapitre IV, on obtiendrait maintenant des faits tout pareils pour une équation du quatrième degré, avec l'introduction d'un paramètre de plus, l'argument v. Ce sont là, en Algèbre, des faits nouveaux, analogues cependant à la résolution trigonomé trique de l'équation du troisième degré. Nous en verrons encore de semblables dans les applications géométriques et dans la théorie de la transformation.
Fonctions elliptiques à invariants imaginaires.
Nous n'avons jusqu'à présent considéré les fonctions elliptiques que dans le cas où les invariants sont réels. Dans le présent Chapitre, ce cas est caractérisé par l'existence de deux demi-périodes, l'une réelle, l'autre purement imaginaire. Mais, pour ces cas mêmes, nous avons été conduits à envisager les fonctions 3 formées avec d'autres demi-périodes. Rien ne s'oppose à une généralisation complète. Prenons deux quantités quelconques w, o)' dont le rapport soit imaginaire ^ et, observant que les parties
réelles de -r- et de -;— , sont de signes opposés, prenons-les dans
l'ordre tel que v— ait sa partie réelle positive. On formera, par leur
moyen, une quantité q dont la valeur absolue sera inférieure à l'unité, et des séries 3 convergentes. Par les formules ci-dessus, on déterminera les constantes 7), 7)', ^i, e?j, ^3, et la fonction du. Celte dernière vérifiera l'équation à trois termes, et l'on en déduira une fonction pw, qui, sauf les propriétés relatives à la réalité, jouira de toutes les autres propriétés reconnues jusqu'à présent. Nous pourrons donc, dorénavant, raisonner sur ces fonctions plus générales; néanmoins nous aurons encore à relever des détails de calcul particuliers au cas où les invariants sont réels. Ce cas se présente uniquement dans presque toutes les applications. Nous allons encore étudier une question très simple où les invariants sont essentiellement réels.
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Manière dont varient les fonctions ^ d'arguments réels.
Nous supposerons l'un ou l'autre des deux cas qui correspondent aux invariants réels ; ainsi q sera réel ou purement imaginaire.
Premier cas : q réel, — Envisageons les égalités
du*
logO'M = — pUy
Faisons croître u depuis zéro jusqu'à W| ; pu décroît constamment de 4- 00 à e, ; par conséquent, chacune des quatre dérivées secondes envisagées ici varie constamment dans un même sens, à
savoir -^-j logrfw et -t-^ log^2<^9 l^i première comme — pu, la seconde comme — » c'est-à-dire en croissant; les deux autres comme
pu
f c'est-à-dire en décroissant. Prenons maintenant Téffalité
pu ^
suivante, déduite de (5g A),
oii, bien entendu, l'indice zéro pour rf doit être supprimé, et l'indice 4> pour S, remplacé par zéro. Concluons que, (^croissant de
zéro à ^, ^ log3| i', -T-j log&at' croissent constamment, et les
deux autres décroissent. D'ailleurs
La dérivée 3', v^ dont le développement ne contient que des cosinus de multiples impairs de izv, est nulle pour ^ = ^; en même temps
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enfin e ^ ^^ v croît de (^ = o à i^ = «^2? piiîs décroît de i^ = ç^2 à
ilT
(; = i. La fonction e * STjÇ^ suit la marche opposée.
Nous ne devons pas envisager les fonctions ^^vei ^qV, qui sont imaginaires conjuguées, mais leur somme et leur différence. Or il suffît de jeter un coup d'œil sur les expressions de ces fonctions pour constater l'exactitude des deux relations suivantes, qui jouent un rôle dans la théorie de la transformation :
Ayant ici remplacé q par i^q' et observant que 2r,(i', q) contient le facteur ^q^ nous concluons
Comme q'^ est réel, la marche des fonctions nous est connue : la première décroît constamment de (^ = o à (^ = {, puis croît de i? z= ^ k V = ^', la seconde décroît constamment de (^ = o à v = -^.
Dégénérescence des fonctions elliptiques.
Les formules qui viennent d'être développées fournissent très facilement les expressions limites des fonctions et des invariants quand le discriminant tend vers zéro. C'est ce qui a été annoncé à la fîn du Chapitre IL
On obtient les cas de dégénérescence en supposant infinie une des périodes; c'est alors que les fonctions elliptiques se changent en fonctions circulaires ou exponentielles. La dégénérescence est plus complète encore si les deux périodes deviennent toutes deux
infinies; c'est alors que pu se réduit simplement à -- (p. 28).
Examinons d'abord le premier mode de dégénérescence. Il n'y a plus lieu de distinguer ici plusieurs cas suivant les signes des invariants, et nous pouvons même envisager le cas le plus général, celui où les invariants sont imaginaires.
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Le premier mode de dégénérescence répond à Thypothèse q -=0, Relativement aux périodes, ceci suppose que, ô) et â>' étant les
demi-périodes choisies pour composer q^ la partie réelle de -r^ soit
infiniment grande. Mais, pour avoir effectivement le premier mode de dégénérescence, non le second, on doit ajouter que ô) est une quantité finie (différente de zéro).
Prenons les deux groupes de formules (58 A) et (09 A), en y remplaçant coj par â> et e,, ej, e^ par ex, c^^ ey, comme il a été expliqué pour le Tableau (62). Employons aussi la formule (70), qui donne l'expression de l'invariant ^2* Nous aurons immédiatement les résultats suivants, où, pour simplifier, nous mettons r,, (0, au lieu de y,, ô) :
r,to = — , e» = ev, ex— eu.= e\— ^v = — = \ — ) > A — o,
u^e^^*^' — sin — >
crxw = e«^'-^^ COS — ,
1 1tw\ |1
C*,! U = ^yj II = e**
Le second mode de dégénérescence suppose les deux périodes infiniment grandes; leur rapport peut élre quelconque. On ne doit pas toutefois supposer infiniment petite la partie réelle du
rapport ^^•
Si cette partie réelle est infiniment grande, on déduit immédiatement les résultats ci-après des dernières formules (76), en y supposant o) infini. Si, au contraire, elle a une valeur finie, alors q n'est pas nul. Mais, dans les formules (09 A), on voit dispa- L 19
raître les séries 2r, parce que l'argument v s'y réduit à zéro
(76) j ei = ei= €3=0, ^î=o, ^3=0,
Nous avons omis, dans ces formules (76) et (76), les fonctions ^u etpe/, comme se déduisant immédiatement de <iu. Il faut faire attention que w, dans ces formules, est supposé représenter une quantitéy?/?/e.
DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS ET AUX PÉRIODES
Dérivées de pu par rapport aux invariants. — Calcul direct des dérivées de pu par rapport aux invariants. — Dérivées de ^u par rapport aux invariants. — Dérivées de o't^ par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles.
Développement de (Tu. — Remarques sur l'opération D = '^g'j-T ^ 1 Sl T~'
— Dérivées de a*,!/, r,!/, a*, li par rapport aux invariants. Equation aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u (seconde méthode). — Dérivées des périodes par rapport aux invariants. — Dérivées de T, par rapport aux invariants. — Observations sur les équations aux dérivées partielles qui sont vérifiées par les fonctions «r. — Équations hypergéométriques avec l'invariant absolu pris pour variable indépendante. — Applications :
limite de - quand le discriminant tend vers zéro; variation de - quand le
discriminant est positif. Exercice. — Dérivées par rapport aux périodes. — Dérivées par rapport à log^. — Équation aux dérivées partielles vérifiée par les fonctions âr. — Expression des fonctions âr par les fonctions r. — Équation aux dérivées partielles pour le calcul de la fonction ^^{u), — Sur un système d'équations différentielles.
Dérivées de pu par rapport aux invariants.
La fonction pu dépend de trois variables w, g2f gz- Jusqu'ici nous avons envisagé seulement sa dérivée par rapport à u. Nous allons considérer maintenant ses dérivées par rapport aux deux autres variables. L'homogénéité permet d'écrire immédiatement une relation entre les trois dérivées. En effet, pu est homogène, du degré 2, quand on considère u comme du degré — i, g2^^ gz des degrés 4 et 6. Le théorème des fonctions homogènes fournit donc l'égalité
(*) Le sujet de ce Chapitre offre le plus grand intérêt au point de vue de l'analyse. Il est cependant de peu d'usage pour les applications, sauf toutefois les formules (87) et (Sq).
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Par l'emploi d'un arlifice 1res simple, nous trouverons une seconde relation entre ces dérivées, et le problème sera résolu. Néanmoins, comme le calcul direct de ces dérivées offre un des meilleurs exemples de la méthode d'intégration expliquée au Chapitre VII, nous ferons ensuite ce calcul direct à titre d'exercice.
Le point de départ est fourni par l'équation fondamentale
P^U= [^-fj^j =4j^'W — ^2PW — ^3.
En dérivant par rapport à chacune des variables g^2j 5^3 > on obtient
, à*pu , . .à pu m à pu
^ duàg^ ^ ' *'^ dg^ * * agi '
, à^pu . . s '^ P " » ^^ P '^
^ du agi ^ **^ Ogi ^ * àgt ^
Observons maintenant l'égalité
à / i Opu\ _ I c)* p // p" u àpu ^ Ou \p' u Og ) '~ p' u du âg p'^u âg '
divisons, dans chacune des égalités (n), les deux membres par 2p''^ii^ et nous obtenons
/ () / I ()pu\ _ I
I du\p'u Ogz / ~~ ip'^u
' au \p'u agi / 'ip'^u
Le problème consiste donc à intégrer, par rapport à w, les seconds membres des égalités (3). C'est une question pour laquelle^ au Chapitre VII, nous avons étudié la méthode à suivre.
Vérifions d'abord la relation d'homogénéité (i) par le moyen des égalités (3). La relation (i) fait voir quelle est la dérivée à considérer; c'est la suivante :
Ou\pu ] p'U p * u
De là et des égalités (3) on déduit
Ou^^pu • ''j-''^'ôu[p'u ôgj'^''^'0u\p'u 0^^,
Ou p'u \
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Ces deux fonctions, ajant même dérivée par rapport à «, ne diffèrent que par une constante. Il semble d'abord qu'il y ait quelque embarras à déterminer cette constante par l'emploi de la valeur particulière w=o, qui rend infini pu. Mais on doit se
rappeler que (pu ^ j conserve une valeur finie quand u tend
vers zéro, de sorte que les dérivées de pu par rapport à gf et ^3 restent alors finies. On voit donc que les deux fonctions s'évanouissent pour w = o. Donc
u p u\ ° Offt ° agi I
C'est la relation (i), qui se trouve ainsi vérifiée. Faisons un calcul analogue en prenant cette autre dérivée
xipup'u i&p^u — ^2)?"^
Remplaçant p'^w par {6p^u — ^5^2) et réduisant au même dénominateur, on obtient
du\ 3p'a / p'*u
D'après les relations (3), nous concluons
àu\ 3p u I dup'u\ ° ôg^ 3*" og^ J
Pour u infiniment petit, on a
li^oV w/ M=o\ 3p M u/
La fonction, dont le premier membre de (4) contient la dérivée, se réduit donc à zéro avec u\ il en est de même pour celle qui figure au second membre. Donc, en multipliant par 2 à chaque membre, on conclut
^^ '^^' agi "^3^'"^ ^ 2P wî:w-^4p*w— 3^î.
Cette relation (5), jointe à la relation d'homogénéité (i), fait connaître les deux dérivées demandées.
La combinaison de dérivées partielles, qui figure au premier membre de (5) avec les dérivées de pw, jouera dans ce Chapitre un rôle important avec d'autres dérivées. Il conviendra de désigner par une seule lettre D cette opération
Ainsi, pour une fonction quelconque de ff2} gz^ 1^ symbole Y}/ signifiera
Il est évident que l'opération D et celle de dérivation par rapport à une variable indépendante de ^^2? gz sont commutatives^ c'est-à-dire qu'on a
du ^ ~' du'
Ainsi, en différenliant successivement dans l'égalité (5), nous obtenons
Dp'w = iip'"MÎ;a4-48p'w — 8^jpw — 6^8,
De même, en difl'érentiant l'équation d'homogénéité (i), on obtient la relation générale, évidente d'elle-même,
On connaît ainsi les dérivées de pw, p'w, p'^w, ... par rapport à g^^ g3. On voit que les dérivées de p^"^w, outre une partie entière en pw, p'w, contiennent un terme up^^'^^^u et un autre ^u pf'''^*^w, qui ne sont pas doublement périodiques.
Calcul direct des dérivées de pu par rapport aux invariants.
Comme nous l'avons annoncé au début du paragraphe précédent , nous allons calculer directement les dérivées depw, en intégrant les seconds membres des équations (3). A cet effet, nous devons
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(Chap. VIT) les décomposer en éléments simples. Dans chacune des formules ci-après, il y aura trois termes semblables ; nous en écrirons un seul, les deux autres seront à déduire par permutation des indices :
II
p'^u {pu — ei){pu — ei){pu^ei) (e,— Cj)(ei — ^3) pu — Ci ipu _ pu __ ei I
-e,)(ei-
pu^ei (ei — e,)(e, — es) Soient
(9) • { r-TT— T-^T^-T-TH = ^1^
et, de même «a, as, 62» 63, C2, Cs, par permutation des indices. Nous avons
-j^ =a,p(a-+-(i),) — 6,-+-... = — ^[(aiÇ(w-4-w,)-+-6,M]..., -^ = 6,p(M-+-a),) — c, -+-... = — ^[(^iî;(w -h («),)-+- c,w]....
Les seconds membres des égalités (3) sont ainsi sous forme de dérivées par rapport à u. Intégrons et observons, comme précédemment, que les fonctions, dans les nouveaux premiers membres, s'évanouissent pour u= o. Le résultat sera donc
—r- -j— = «1 Ç( w -i- (1)1 ) — ai Ça)i -h 61 M -h . . . , p'u dg^
8 dpu . ^, X . v
-7 r—- = 61 Ç{ M -+- a>i ) — 61 Ça)i -+- Ci M -4-
pa <^^i ^ '
D'après la formule d'addition (V, i5 ),
Yl \ Y Y ï P W— p V
' sipa — Pi?
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en y faisant (^ = W|, on a
(lo) ;(a-ha>,) — î;a)i= Çw-f-;!- '^ "
2 pu — Cl
Soient, pour abréger, (i\) «i-f- a2-+-a3 = a, 61 -+- 6j -+- ^3 = 6, Ci-H Cj-f- 03 = c.
Substituant l'expression (i o) dans les dérivées précédentes, nous les pouvons écrire
u dgz ^^ \pa — Cl pu — et pu — e^J
^ àpu . ^ \ , ( by bi ^3 \
pu agi ^' \pu — ei pu — et pu — Cz/
Réduisons au même dénominateur les termes dans chacune des deux parenthèses. Le dénominateur commun est jp'^u. Quant aux numérateurs, c'est d'abord, pour la première,
aip^u — ai(et -f- e8)pu-+- ai^j^s-f-. . .= aip^u -f- ai^ipa -+- «lejCj-t-. . . ou, sous une autre forme, à cause de ^2^3 = e'f — \ff2f
«1 p* a H- 61 p a -^ Cl — X ^1 «1 -»-
On a donc de cette manière
. S dpu ^ , '>• r % » 1 \
(12) — ; {-- = aÇw -T-6MH — ,- (ap*M4-6pa-h c — \g\CL).
' p u àgz p u ^ *^ » o /
Semblablement le numérateur dans la seconde formule est
bip'^u — bi{et-\-ez)pu-¥- 61^1^3 -h. . .= 6ip*a-4- b^eipu-\- aiCi^j^sH-...
= 6ip»w-f-Cipa -+-î^3«i H-....
Par conséquent
/ os 8 àpu , „ îi / f . 1 \
(i3) -7 '-— =z bX,u -{- eu -i — j—{bp^u-^ cpu-\-\gza).
' pu agi pu' ^ ♦o*/
Il reste seulement à calculer, en fonction de ^2, ^3, les trois fonctions symétriques a, 6, c, définies par les relations (9) et(i 1). C'est une question élémentaire d'Algèbre, qui se résout le plus fa-
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cilement par la méthode des coefficients indéterminés. Le dénominateur, commun à a, bj c, est le discriminant
A=^|— 27^| = i6(e, — e,)'(eî— ^3)'(^8— e,)«,
et l'homogénéité enseigne que, sauf des coefficients numériques a, p, V, on a
Aa = a^,, A6=p^3, Ac = y^Î.
Le calcul se fait donc avec un exemple numérique :
47^— ^sr — ^3 = 47'— 37 — I = (7 — I) ( aj' -H i)«, ^s=3, ^s=i, «1=1,
e» = cj = -
Mf,
Ao-t
Observons les relations
ac - 6» = 2* . 3 ^i^=i|I^ = a».3 i ,
r3 ri- O-î
et concluons de (12), (i 3)
8 / dpu ,àpu\ 2^.3/^ p^u\ 2*
p'u\ dgi dgt ) A V pu) A^*
Remplaçante, b par leurs expressions, supprimant le dénominateur commun A, multipliant aussi par -^ p' u aux deux membres, nous obtenons
, ^dpu dpu ^ ,
c'est la relation (5). On a aussi
d'où se déduit
8 / âpu wàpiiX !>>.3/ pu\
la-' 6-rî— )= __(w-j-2S-),
p u\ ds-t dg^ I A V vu]
, ^ dpu à pu
c'est la relation d'homogénéité (i).
Les formules (12) et (i3) fournissent donc le résultat de la résolution des égalités (i) et (5) par rapport aux deux dérivées. En y substituant les expressions de a, 6, c, nous aurons les formules définitives
du
En prenant, pour chaque terme des seconds membres, le développement suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4 et V, 11), on vérifiera que les deux dérivées se réduisent à zéro avec m, comme cela doit être d'après le développement de pw.
Dérivées de ^it par rapport aux invariants.
On obtiendra ces dérivées en intégrant, par rapport à w, les dérivées de pw ; c'est ce qui résulte des égalités
__ () Ç ?/ dpu _ ô (>Ç
'^ ~" du ^ dg ~~ du Og
Le calcul est immédiat si l'on prend pour point de départ la première égalité (7) après l'avoir écrite ainsi
8°' du du du
-'Â7.^^'^= T-(2pMCw + P'w-i(?'îW).
La fonction, dont la dérivée figure ici au second membre, s'évanouit avec w, en sorte qu'on a
(i5) D Ça = — 2p w ; w — p'w -i- A ^t ",
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à quoi il faut joindre l'équation d'homogénéité
(16) ^^i-ÂZ' -^^^^-TZ- = Î;m — wp"-
Ces deux équations, résolues par rapport aux deux dérivées, donnent
/ àHu
\^'à7;=~ 3ÇM(^îpi^ -1-5^3)-^ 1"(9^3PW -^[gD-^S'tPU,
( ^-^ = iÇwCO^apw-Hi^D-i^iMCi^îP^-Hf g3) + î-^3P'".
On pourrait aisément déduire ces deux dernières, par intégration directe, des relations (i4)-
Dérivées de Cu par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles. Développement de <^u.
Écrivons l'équation (i5) sous la forme
fi /i
La fonction qui est dérivée au second membre s'évanouit avec u, en sorte qu'on a
D loga'a = Ç^M — pu -h^^2"'« Il convient de modifier le second membre par la relation
et le premier, en mettant à sa place
Dloffa'a= — D^u.
^ du
Le dénominateur du étant alors chassé, on obtient (18) Da'a = (3^M-4-^^,a*CM= -—. -^ A^g^u> :iu.
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Joignons à celte relation celle d'homogénéité
et nous aurons ainsi les deux nouvelles dérivées de (iu,
La relation (18) constitue une équation aux dérivées partielles, linéaire; remettons pour le symbole D son expression explicite, et nous aurons cette équation
, ^ d^ :fu f) ^u ^ ^ 0 ^u ,
Elle fournit une équation récurrente très commode pour le développement de du suivant les puissances ascendantes de u
Il y a une simplification dans les coefficients numériques avec un changement de notation ;
bs= — 2i/li/lZi 6c =— 3.25^1 -f. 3.23 AJ,
67 = 2'.3*.i9A|A3, ^8= 3 /iî(2'. 23 7*5 -I- £07^5),
Remarques sur l'opération D = 12^3 ^- f ^1 t;7
Parmi les fonctions de g2 et ^3, se trouvent le discriminant A et les racines ^i, ej, e^] et nous allons avoir besoin de connaître le résultat de l'opération D sur ces quantités. D'abord, et c'eît la
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cause de l'importance qu'il faul altribuer à cette opération, on trouve immédiatement
Pour les racines ea, le calcul direct est facile ; car on a
Employant ces deux dérivées, formant D, on obtient une fonction rationnelle de la racine ea, fonction que l'on rendra entière par des procédés algébriques bien connus. Mais nous avons ici un moyen bien plus rapide de parvenir au résultat sous sa forme la plus simple.
Supposons w, non plus quelconque, mais égal à une fonction donnée v de g^ et ^3; d'après le théorème des dérivées pour les fonctions composées, on aura
Dpv = (DpM)„=t,-HpV Dr.
Soit maintenant v = u>a, alors pV est nul. Donc l'opération se fera comme si u était quelconque. Donc, d'après (7),
(23; Dea=4^â— J^2 (a = i, 2, 3).
Les considérations analogues sur les autres égalités (7) seront développées plus loin. Voici d'autres combinaisons que nous allons utiliser. D'après (25), nous avons
D(ea— ep) = 4(e* — ej),
et, en divisant par (^a — e^) aux deux membres et tenant compte de ce que {e^ -h e^-i- c^) est nul,
(26) Dlog(ea— ^?)= — 4e., (a, p, 7 = 1, '2, 3;
(27) Dlog(ea — e3)(ea— ej.)= \e^.
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Dérivées de ^lUy o'^u, (f^u par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u [seconde méthode (^)].
D'après les égalités (7) et (^S), nous avons
D (pu- e^) = ip' u î«f -h 4p'w — î<?a> et par conséquent
Dlogv^pa e^= - ^ D {pu- e^) = i^u J^ '' -f- 2(pa-+- e»).
i\^pu — C'x) pu — ^a
Ajoutons cette égalité membre à membre avec celle-ci, obtenue précédemment,
et rappelons-nous la relation (p. igo)
\/pu — €^= -— , d'où résulte
loj; /p u — ^a H- log s'a =r logs'at/, pour conclure
Mais le second membre peut être transformé par le calcul suivant. L'égalité (V, i3)
Ç(w-^ Wa)- Çwx=Ç"^ - -~ 1-'
2 pu — Cfx
SCS deux membres étant élevés au carré, donne
4\pa — Ca/ ^ pa— ea
(') Voir la première méthode à la fin du Cliapitrc VII.
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Par définition (p. 189), nous avons
(jj.
en sorle que la relation (28) peut s'écrire
Nous avons, d'autre part (à cause de ea+ c^-f- ey= o),
i\pu — eoL/ ^ pu — Col ^ pw — «a
= ^7^7 7 =-[p(w-+-'Oa)-ea].
pw — ea
Il suit de là, au lieu de (28 a), cette autre forme
(28Ô) Dlog3'aa= (^— ) — P("-+-to«)-+-^a-^-TI^l"^
ressemblant extrêmement à celle qui a été obtenue d'abord pour D log<^w. Pour obtenir la forme définitive analogue à (18), observons la relation
Donc enfin, en chassant le dénominateur, nous obtenons (29) Da'aM= -j^4-(ea-f-i^^jw')3'aw, (« = ', 2, 3).
Nous devons joindre l'équation d'homogénéité, à savoir, comme 3*01 w est du degré zéro,
La relation (29) constitue une équation aux dérivées partielles.
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linéaire^ qui diffère, par un seul terme, de réquation (ai),
<^'> -à- - ■"^' -^ir ~'^' "ïi^ ^ ^''"■^ iV^."') =•»« = o
Gomme il y figure, oulre g^ et gz^ encore la quantilé é*a, on peut mettre celte dernière en évidence dans les deux termes du milieu en écrivant, d'après (aS),
Nous avons par là une équation récurrente fort simple pour le développement de d^u suivant les puissances ascendantes de u :
Si Ton veut abaisser au-dessous de "^ les exposants de ea dans les coefficients, il sera commode d'approprier la formule récurrente à cette exigence, en posant
On aura ainsi
==7A„eJ-h3B«eJ— {'tg^Xn-^ On)ey,— \giïin = 3B„e2 -+- (/^^iA,j— G«)ea-i-|^3A,i — J ^,B„.
La formule récurrente se décompose alors en ces trois autres
()A,-,-i , , ()A„-i in —^)('yn '\) '^" = ' '^^^ '0^ '^^^'^ 'Og- G -^ ^'-^ -- ^ ^^'^ -^ '
B., = i2^-3-j-— + f^i-;^ ^ ^%B„-.-h/^-zr2A..i-a,_,,
^O 2 ^O 3 " C,i = 12^3-^— -^3^2 -^-- ^i i'^2C;,..2 r-^^'aA„-i-J^2B«_i,
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Voici quelques-uns de ces coefficients, dont les premiers ont déjà été trouvés autrement (VII, 49) •
^ —4—03 Têoî ■r«e»îo3
Voici maintenant une autre voie pour parvenir à Téquation (3i a). Nous allons la déduire de l'analogue (21), qui a été établie pour (iu> D'après cette dernière (21), la fonction y ^^ i[u + v), 011 V est indépendant de ^2, ^3, vérifie la relation
Changeons de variable et prenons z, au lieu de j', en posant La transformée sera l'équation suivante :
— D.3 H i- £^*U*Z '+' 2.LV —
H- 5 ( Ç* i' — D log 3'i'— mDÇp-H ^i. ^, i;î -h 1 ^j uv) = O.
Nous avons d'ailleurs, comme il a été prouvé précédemment,
en sorte que notre équation devient
^^^^ ^ ■" ^'^ "^ ^'»*ï ^1 î^' -^ P^' -^ i^pV)-3 H- j 2 ap i^ Çi^;; H- 2 î i^ ~ I =^ o.
Le dernier terme est séparé à dessein, comme devant disparaître.
Voici comment. Nous savons que, comme fonction de {^, z s'ex-
])rime sous forme entière, dans son développement (VII, 48), par
pv eVp' V, Mettons en évidence ces deux quantités dans l'opération
I. ao
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D, qui affecte ici 5, et trailons g27 ffii P^t p'^ comme des variables indépendantes. D'après les égalités (7), nous devrons écrire alors, au lieu de Dw,
Ici, bien entendu, l'opération D ne portera plus sur pç» et pV. Dans cette dernière quantité, deux termes peuvent se réunir ainsi
f*Z , ^ OZ m %M «, ^'*
joints au terme entre crochets dans (3?.), ils donnent
^ [ôz ôz 1
^ lOu du J
quantité nulle, comme on Ta déjà vu (VII, 4^), et comme cela doit être, puisque z ne dépend que de pv, p\', non de JJr, c'està-dire est une fonction doublement périodique de i\
Remettant maintenant pour le symbole D son expression, il nous reste, à la place de Téquation (32), cette transformée définitive
i f)^z dz ^ . dz . ^ 9 \ àz
(^^) i ^ dz
dans laquelle, répétons-le, u, g^y gz^ p^t p'^ sont considérées comme des variables indépendantes. Cette transformée est vérifiée par la fonction
On pourrait s'en servir pour former le développement de z suivant les puissances ascendantes de u; mais ce serait plus compliqué que par le procédé suivi au Chapitre Vil. Seulement la nature des opérations que l'équation (33) renferme sur pv et p'v permet d'attribuer à ^ la valeur particulière ç^ = Wa, d'où résulte pç =z Col, p' V = o. Par ces suppositions, l'équation (33) reproduit l'équation (3i a), comme z reproduit dg^u
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Dérivées des périodes par rapport aux invariants.
Nous avons précédemment observé que, si {^ est une fonction de g2,gi, on a
et nous avons déjà utilisé celte relation, dans Thypothèse i^ = coa, n étant supposé nul (25). Semblablement, pour tout nombre pair /i, on retrouve de la sorte une égalité équivalente à celle qu'on obtient avec w = o; par exemple, pour/i = 2, on a, d'après (7),
ce qui concorde avec la relation (aS), nous donnant
D(64 — T<?î) = i2ea(44 — 1^2) — 6^3.
Mais, si n est impair, le terme j)^"+*^^, dans (35), ne disparaît pas quand ç est une demi-période, et l'on obtient ainsi le résultat de l'opération D sur cette demi-période. Prenons le cas n = i et mettons simplement to pour cette demi-période qui sera quelconque : pV étant alors nul, D pV l'est aussi, et nous avons, en écrivant r, au lieu de JJw,
o = ap'w.T^ -+- p'tù Doi.
Telle est l'expression très simple que nous trouvons
(36) ^^="^»a^, -^5^i5^=-^'i• Avec l'équation d'homogénéité, w étant du degré — i , comme
âtû ^ dta
nous avons les deux dérivées de co, savoir
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On peut encore obtenir l'égalité (36) d'une autre manière par la première relation (y). En supposant toujours u indépendant de ^2* gii nous aurons, à cause de la périodicité de pu^
Dp(a-+-2a)) = Dpu,
Mais, d'autre part, on obtiendra Dj)(mH- aco) en faisant l'opé/a-
tion D comme si l'argument était indépendant de ^2) S'a et ajoutant au résultat iÀp'(u-{- awjDco.
Donc, suivant (^),
Y) pu = îip'(M -h aoi) Ç(a-+- 2U))H- 4p*(" -^ aw)— J/Ti-f- 2ip'(M -H aw) Dco.
Comparons à (7), et observons que p{u -i- 2a>), p'{u + a eu), reproduisent J)/^ et j/w, mais que t(u -h 20)) = !^w -h 2'/;, et nous avons
ip' u r^ -\- jLp' u I)(o — o,
retrouvant ainsi l'cgulité (3d).
Dérivées de ?] par rapport aux invariants.
Nous obtiendrons ces dérivées en opérant sur l'égalité (iS'i comme nous venons de le faire sur les égalités (^). D'après (10), nous aurons généralement, à cause de îj'r = — p^\
Supposons ç =iio, et employant l'expression (3()) de Dw, on (M)nclut
Dr, = — iptxi.r, -r- l .A%a) H- ipoi.r, = 1 ^"jW.
Avec la relation d'homogénéité, ceci nous donne
i Dr - 10 rr. -f'^ ^ i rrî ^L - I .r -o
'lA'i
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Voici quelques conséquences qu'il convient de remarquer. Prenons deux demi-périodes distinctes w, co', et les quantités correspondantes 7^,7^'. Considérons, en premier lieu, la quantité 7^(0' — vj'io. D'après (36) et (38), nous avons
D(7ia)' — r^'ui) = o.
fi A
L'opération 45^2^ H 6^3 j— donne aussi zéro pour résultat sur
cette quantité, qui est du degré zéro; donc, comme on peut le vérifier aussi par (3^) et (39), les deux dérivées de t^ù' — vj'o) sont nulles. Cette quantité est donc une constante numérique. Nous savons, en effet, qu'on a toujours (p. 260)
(4o) r,o/ — t/o) = mt — >
m étant un nombre entier, qui est l'unité si to et to' sont convenablement choisies. On trouve aussi par (36),
Ia)D(i>' — 10' Du) = 2(7)0)' — t/cd) = mliz^ IN co' i:
D T- = m— T- Itxi 10*
De même, comme conséquence de (38),
( TiDr/ — t/Dtt) = 1^,(t)U)' — r/u))= ^ ^Jr
Notons encore cette dernière égalité
ObserratiGns sur les équations aux dérivées partielles qui sont vérifiées par les fonctions a*.
Reprenons les deux équations (21) et(3i) en mettant des lettres quelconques pour les inconnues :
Voilà deux équations à trois variables indépendantes g^y g^y u qui s'offrent dans cette théorie. Il est manifeste que l'une est une transformée fort simple de l'autre. Si l'on pose 5=|xY, pour changer d'inconnue dans la seconde, et que [x soit indépendant de w, la transformée sera
Cette transformée coïncidera avec (44) si l'on choisit pour jx une solution de l'équation
Or, d'après la relation (27),
D log(ea— ep)(ea— Cy) = 4«a, on a une telle solution en prenant
On peut donc se borner à considérer l'équation (44)j ^^ nous voyons que U équation (44) ^st vérifiée par les quatre fonctions suivantes, mises à la place de y,
Nous pouvons même multiplier ces quantités par des fonctions arbitraires de A; les produits sont encore des solutions, puisque, d'après l'égalité (24), l'opération D, faite sur A, donne zéro pour résultat. On peut aller plus loin encore, et nous allons faire connaître un changement d'inconnue qui transforme l'équation (44) en elle-même. Soit
une solution de l'équation (44 )• Considérons la fonction
où n sera supposé représenter une arbitraire, indépendante de w,
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g2i g^\ ^^ nombre^ si Ton veut. Voyons d'abord quelle est la transformée de (44) pourri . Deux changements doivent être faits dans cette équation : le premier consiste à remplacer, au dernier terme, u^ par (w -h /lo))- ; le second se rapporte à l'opération D, qui est faite dans (44) en supposant u indépendant de g^i gz- H est manifeste que, mettant dans/, après l'opération, m-H/io) au lieu de w, on aura, d'après l'égalité (36),
par conséquent, la transformée en ^i est
Changeons maintenant l'inconnue en posant
-, nyii/-»- - n'YjCi)
On aura
yi du* Y du* ' Y du '
i dyi _ I dY
y, du ~ Y du ■^'^'^'
— Dki = -^ DY -h nu Dtj -f- | /i' D t^(o.
Cette dernière égalité, d'après (38) et (43), se change en — Dk,= ^ DY-f-l^/i^jWM — /iî(r^* — -i^ï^jo)»).
Substituons dans (46)» et, réductions faites, nous trouvons
c'est-à-dire l'équation (44) elle-même. Ainsi, ayant une solution y = /{u'j ga^ gz)t nous en déduisons cette autre
(47) y=f{u-^THsi\gi,g^)e î ,
dans laquelle n est une quantité numérique à volonté. En parti-
culicr, prenons /i = i, et nous aurons pour celle solution, en partant de 'iu^
ou, d'après une relation déjà établie (VI, 48),
C'est là, on le voit, une nouvelle manière de démontrer que la fonction d^u vérifie l'équation (45).
Au point de vue de l'équation (44) elle-mênie, si l'on change encore, dans (4")? " ^^ u-^n'iJ^ en multipliant parle faclcnr
-ii'ri'{M-t-/ic«))--n'«yi'c«)' , ^ • 1 1 1 •
e * , on voit que cette équation admet la solution
_, , ,v — {nr,4-/i'YJ'Mi (nY) + n'T]')(/tti>-f-n'ti>')
j' = 3'(a -+- 710) -f- /i oj )e • ' , I • ^
où w, n' sont des quantités arbitraires. On peut, en outre, multiplier y par une fonction arbitraire de w, n\ A, intégrer ou dîflerentier le produit par rapport à /i, /i', et l'on a encore des solutions. Par exemple, {iù^' u — rji^u) est une solution de l'équation (44)* obtenue en différentiant, dans (4;)» P^** rapporta /i, et faisant n = o.
Équations hypergéométriques avec l'invariant absolu pris pour variable indépendante.
Si Ton considère une fonction de ^a? S'a» homogène comme les précédentes, mais de degré zéro, on peut envisager celte fonction comme dépendant d'une seule variable, V invariant absolu J,
Gomme DA est nul (24)» on a
DJ = i^ 12^3 = ^^- I- 8\ = 4 /3(J - ir J ' A' •
et é 3
Soit :; la fonction considérée; elle aura une dérivée par rapport
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à J, et, si l'on connaît D-3, on en conclura
D.= gDJ=4/3(J-.)MA^J.
Prenons, comme de telles fondions s, homogènes et du degré zéro, les deux suivantes x^ y :
(49) a:=ioArî, y=T,A~»V
Suivant (36), nous aurons alors
et, suivant (38),
Conservons la quantité x\ mais, au lieu de j^, prenons )',
(52) y = -_L (j_,)-ïj-îy,
et les deux relations (5o) et (5i) s'écrivent
dx
d'où l'on peut tirer une équation séparée, soit pour jr, soit pourr,
(54) J('-J)£l-^i(4-7J)^'-Th-^-o,
Ces équations appartiennent au tjpe hyper géométrique ou équation de Gauss, et nous y reviendrons dans le Chapitre sui-
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vanl. Elles déterminent les quantités co, r^ en fonction des invariants (*).
Applications : Limite de - quand le discriminant tend vers zéro ; variation de - quand le discriminant est positif; exercice.
Les formules qui donnent les dérivées de tj et de co par rapport aux invariants sont souvent utiles. Nous allons, à titre d'exercice, en donner ici trois applications, où les invariants seront supposés réels.
Première application. — Démontrer que, le discriminant
tendant vers zéro, le rapport 3- tend vers la limite -^> comme
on Ta déjà reconnu (V, 32 et 33).
Prenons Tégalité
en y entendant par (o la demi-période unique qui reste finie et continue quand A tend vers zéro. On se rappelle qu'il y en a toujours une dans ce cas {voir Chap. II et III) : deux demi-périodes (lifTérentes jouent tour à tour ce rôle, suivant que ^3 est positif ou négatif. Ce sont la demi-période réelle et la demi-période purement imaginaire. Le premier membre de l'égalité (56) devient donc nul,
et l'on a eflectivement, à la limite, - = —» Mais, si l'on prend
' ' 10 -igi ' '
maintenant une autre demi-période, on aura
7) Tj nlTZ
0) (i> (OCO
Le second membre est infiniment petit, car w est infini. Donc :;!- a la môme limite que —'
(') L'cqualion (54) a été découverte par M. Bruns: Ueber die Perioden der elliptbchen Intégrale erster und zweiter Gat t un g {D or paier Feslschrift, 1875); elle a été reproduite par M. Félix Klein dans son premier Mémoire sur la théorie de la transformation : Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades {Math. Ann, t. XIV, p. 124).
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Deuxième application. — Quand g^r este fixe et positif et que 3 crott depuis — 1/(^) jusqu^à -^y \^) (^^ sorte que le discriminant reste positif), — crott constamment depuis y ~4
jusqu'à -^ -i/ ^^; co désignant la demi-période réelle ou la
demi-période purement imaginaire.
Par les relations (3^) et (39), nous avons
V '^ gt gi
l^ll'H^lilY
àg^~ A \ w 1 gtl 4 ^2
On voit que, g^ et A étant positifs, le second membre est toujours positif. Donc — est constamment croissant. Pour les valeurs extrêmes de ^3, le discriminant est nul, et les valeurs extrêmes de i sont ^
Troisième application. — Le discriminant étant positif , établir que la fonction /(Ç)
(où iù désigne la demi-période réelle) est négative pour \ = e et pour 5 = ^2? ^^ qiCelle est positive pour Ç = ^3.
Cette application, un peu plus compliquée, est utile pour la théorie du pendule, comme on le verra dans le tome II.
Formons la dérivée Aef{\) par rapport à ^3, en y supposant que Ç soit ei, e^ ou 63. Envisageons d'abord la quantité
Les coefficients P et Q s'obtiennent par la substitution, dans cette égalité, des expressions trouvées pour - — et ^ »
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Formons ensuite les produits QÇ etQÇ-*, eny faisant disparaître Ç^, par le mojen de
Nous trouvons ainsi
Comparant cette dernière quantité à — TïffiQ,^ ^^ obtient
Remplaçant P par QÇ et Q par cette dernière expression dans (57), nous aurons
Nous déduisons aussi de (58)
par conséquent, en différentiant /(Ç), nous aurons
La forme si remarquable de cette dérivée va nous permettre de démontrer la proposition annoncée. Écrivons-la ainsi
Observons maintenant que, g^ croissant depuis — {/ i'T')
jusqu'à -Hi/fx) '/(^) ^^ V^^^ ^^^^ infinie qu'à la limite inférieure, où T, et tù sont infinis. Elle est ensuite toujours finie. Elle est nulle pour la dernière valeur de g^. En eflet, le discri-
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minant étant alors nul et g^ positif, e^ et e^ sont égales entre elles ; par conséquent elles rendent nulle la dérivée de 45* — g-À — gi •
liÇ*— ^j=o, Ç =
Celte valeur de Ç coïncide avec celle que prend alors — --> comme on l'a vu dans la seconde application. On a donc
D'autre part, on a
/(^i ) -r /{et) -\-/{ei) = aj(e} -i- ej -+- ej ) — Tf)(e, -f- e, -+- e,) — | ^jO),
l)onc/(ei) est nul, en ce cas, puisque /(e^) et/(<?3) le sont aussi.
Rappelons-nous aussi que la dérivée 12Ç* — g2 du polynôme (4$' — g'2^ — gi)j dont les trois racines sonte3 <[ e^ <C^i) est positive pour les deux extrêmes, négative pour la racine moyenne; et aussi que e^ est positif, €z négatif, €-2 positif ou négatif.
Revenons maintenant à l'égalité (Sg) en y supposant Ç = <?| . Le coefficient ^(laÇ- — gi) est positif. Comme ^^2 ^ est aussi positif,
on voit que -p- est positif quand /(^i ) est nul. Donc f{e^) ne
passe par zéro qu'en croissant, et, commr zéroest sa valeur finale, nous voyons que l'on a toujours/((?i) <[ o.
De même, en supposant Ç== 63, nous avons un coefficient négatif Ç(i2Ç- — g'i)] la conclusion est opposée » /{c^) ne peut passer par zéro qu'en décroissant; donc, zéro étant sa valeur finale, on a toujours/(^3)>o.
Pour <?2, il faut observer que sa valeur finale, coïncidant avec celle de 63, est négative. Faisons croître g^ à partir de zéro, de telle sorte que <?2 reste négative. Alors e^ii^e^ — gi) est une quantité positive, et, par le même raisonnement, on voit que/((?j) est négatif, quand gz croît ainsi à partir de zéro, c'est-ù-dire quand
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^2 est négatif. Pour le cas opposé, observons que le polynôme f{z)i dont les termes extrêmes ont des signes opposés, a une seule racine positive, à laquelle e^ est inférieur, puisque /(ei) est négatif. Comme e% est moindre que e^^ e^ est moindre aussi que la racine positive Ae f{z)\ par conséquent, si e-^ est positif, e^ entre les deux, racines àe f(^z) gX- /{e^) est négatif. Donc, en tous les cas, on a/(e2) <C o. C'est ce qu'il fallait prouver.
Voici quelques conséquences de la proposition qu'on vient d'établir. Considérons le quotient de/(S) par (o, et soit <p(5) ce quotient
Il est prouvé qu'on a
?(«i)<o, ç(ei)<o, o(e3)>o.
Prenons maintenant la quantité analogue, également réelle, en mettant la demi-période purement imaginaire
Par le changement de 0^3 en — g^^ ?(^i)» ^{^2)1 ^(^a) se changent respectivement en ^'(^s)» 4* (^2)) 4(^0* On a donc
'K«i)>o, ^(^2X0, ^KeaXo.
De là résultent, pour les six quantités (p et <}», des limites plus précises ; car entre ces quantités a lieu la relation
En désignant par une seule lettre la quantité positive
ITT
on a donc
— ce, <ç(ei)<o, o< <j/(ei)<cei,
o < ?(^3)< — ces, ce-i < ^{e^) < o.
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La fonction /(Ç) a pour dernière valeur o quand A devient nul, ^3 étant positif; nous n'avons pas précisé sa valeur extrême pour A = o, ^3 <I o ; ce qui serait cependant facile, au moyen de l'expression asymptotique de w, mais entraînerait à quelques détails un peu longs. Ici nous voyons que o{^) est nul aux deux limites. Ainsi ^{Ci ) et ç(^-i ) partent de zéro et reviennent à zéro en restant toujours négatives, cp(e3)part de zéro et y revient, en restant toujours positive.
Dérivées par rapport aux périodes.
La connaissance des dérivées, prises par rapport aux invariants, va nous permettre de trouver, par un calcul direct, d'autres dérivées bien moins immédiates : celles qui sont prises par rapport aux périodes. Il est clair que le système de trois variables f/, w, (o^ peut remplacer le système //, ^2j ffz-
Ce changement de variables se fera, à la manière ordinaire, par le moyen des relations (3^) où l'on mettra successivement w et to' au lieu de co. Mais il est beaucoup plus simple d'utiliser la relation (36)
Soit z une fonction quelconque des variables ci-dessus; on aura avec les nouvelles variables
, ^ s r^ àz ^ àz ^ , / f)z , àz \
Cette formule (6o) nous suffira; mais on peut y joindre la relation d'homogénéité
,^ V àz , àz . àz ^ àz
(6i) u)-— -t-to — ;=— 4^,^ 6^3 -j
ôiM dix) agi ^ agi
Soit, par exemple, z =: r, ; on aura, d'après (38),
I 10 --!■ + lo' -P; = — T,; > dut 01»
d'où Ton lirera, en supposant r,(u' — r/w ^ mi— y Soil, en second lieu, ;; = A, on aura, d'après (24),
f>(o /iiTT VIO mr
formules intéressantes, faisant apparaître r^ et 7/ comme étant, à (les facteurs numériques près, les dérivées logarithmiques du discriminant par rapport aux périodes
Enfin Téquation fondamentale ('>^i), satisfaite par j':=(^w, se change en celle autre
^*" > ^ïiT' -^ ='"' ;;^ + "' S;^' + " -^^ " •>' = "•
Cette forme ne semble guère pouvoir être utile à cause de la présence des quantités r,, r/, ^2 î mais un changement d'inconnue va bientôt faire disparaître ces quantités et nous conduire à la propriété fondamentale (VIII, 37) qui caractérise les fonctions S.
Dérivées par rapport à log^.
Dans un des paragraphes précédents, on a considéré en particuher les fonctions homogènes et du degré zéro; il convenait, pour elles, de prendre comme variable l'invariant absolu J, au lieu de g., et ^3; car elles ne dépendent que d'une seule variable, non de deux. De même, pour ces fonctions, au lieu des deux variables (0, to', on devra considérer une seule variable, le rapport
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de ces deux dernières. Nous affecterons, en outre, ce rapport d'un coefficient numérique. Soit donc û cette variable
Û = ; = lit •
Nous avons, d'après (40?
DQ = — /ni — ) > T.u) — Ti(o = /ni-»
Soit z une fonction homogène et du degré zéro ; sa dérivée, par rapport à û, sera fournie par Tégalilé
f dz , àz\ dz ^^ /TzYdz
Var exemple, DA étant nul, on aura
D(Aa)»«)=— !i4>i Aa)" = — mr — I -
du '
du nxTZ^ '
(65) . TiO) = — ; 5 •
Si l'on suppose r^iJ — y^'ci) = t - , c'est-à-dire m = f , alors û
coïncide avec la quantité désignée par logy au Chapitre VIII, et Ton retrouve la relation (VIII, 48)
Notons encore, d'après (43), cette autre conséquence
Nous venons de supposer une fonction ne contenant pas ii. Prenons maintenant une fonction des trois variables m, to, w', homogène et de degré quelconque/?, en sorte qu'on ait
F(pu, po), po)') = p/'F( U, 0), o)').
C'est ainsi que ^u est une tdlc fonction du degré H- i, 21 a du 1. 21
degré — i, pu du degré — 2, etc. Prenons la combinaison
c'est une fonction des deux seules variables ç>, û. Calculons les dérivées. Il est entendu que^- ' T"' j~/' • • • représentent les dérivées partielles de F(m, co, w') dans lesquelles, après le calcul, on remplace u par 2toç. Quant à ^> ^^> . . ., ce sont les dérivées partielles de /par rapport aux deux variables ç^, û, qui figurent dans cette fonction.
En dérivant, par rapport à ç^, w, o}', les deux membres de régalîté
(s}P/(v^ û) = F(2a)i', (i>, u)') = F(a, (o, w'), (a = awi?) nous avons successivement
à/ âQ ÔF dF , df ÔF
■^ "^ oil ota ou OU) âv âtù
df dQ _ dF ^^ du du}' ~ dtù' '
dF ,dF / ^ df\ df f du ,dil\
'^-d;.-^''^d;;.'=''^''''\pf-'t.)-^'''raV^d^
D'ailleurs, comme on le peut aussi vérifier directement d'après la définition de û,
dQ ,dQ, .^ ^/-^A-
en sorte qu'il vient ici
dF ,dF
(69) -^jr-^-^é
dta ' diii
J ^ df\ mrJ . df
Nous allons faire usage de ces formules de changement de variables (68) et (69).
CHAPITRE IX. — DÉRITÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS
Équation aux dérivées partielles, vérifiée par les fonctions 2r.
Conservons aux lettres employées les mêmes significations que dans le calcul précédent, et prenons la combinaison
(70) ^ = e-«TQ«-«''(Aa)«) " /(f^, û).
Les coefficients introduits sont homogènes et du degré zéro, en sorte que z est aussi une fonction des deux seules variables, v^ û. Calculons les deux dérivées suivantes :
= e-îriù>..«(Au)i«) »* r^«_87)i«)i'|^ -t- (i6r,«a)»i>«— 4Ti(o)/l,
du ^ ^ Ida, ^ dM-^^ 24 d^ 'y
Formons maintenant la combinaison
(71) ^ = 5;;? ^4/^^^' dû'
et examinons d'abord quels sont les termes contenant seulement/, sans dérivées.
Sauf le facteur placé en dehors des crochets, ces termes sont, d'après (65) et (67),
i6T)*to*i'* — 4''îw>
La somme de ces coefficients est (8/?yito 4-^g'2W*^^)« Les autres termes n'offrent pas de réduction, et l'on a ainsi
eîtio)«'»(Au)ï«) «* U ce que nous pouvons écrire, d'après les égalités (68) et (69), sous
celte autre forme
d*F dF . dF
(72) iu)P-«e»^<«>«''(Au)*«) ** U = y , -+-aTi— -f-2Yj'T-, -i-rï^îa*F.
Telle est la transformation de la quantité U ( 7 1), quand on pose, conformément à l'égalité (70),
(73) ^ = e-«^<^«''(Au>" )""»*" ^^'^>^'^^^\ u = ii3i¥,
et que F est une fonction homogène du degré/?.
Nous retrouvons ici, dans l'expression (72) de U, le premier membre de l'équation (64); c'est aussi, nous l'avons vu (p. 32o), le premier membre de l'équation bien étudiée déjà
(74) —.-^y^TigtW^y^o,
Cette dernière a donc pour transformée, avec les variables z^
d^z dz
OU, en supposant m = i ( r,(i) — r, to r= — j
(75a) TT -+- »^ Jl =®> q=e iw.
C'est l'équation déjà trouvée (VIII, 87 ) comme étant satisfaite par les fonctions Sç>, d'après la forme de ces fonctions. Nous allons maintenant, d*une manière sommaire, retrouver ici, par une i^oie nouvelle, les principaux résultats obtenus au Chapitre VIH.
Expression des fonctions 2r par les fonctions -i.
Supposons, dans (73), F remplacé par a*, dont le degré /> est l'unité. La fonction
z{y) = e-«0«»'-(A(ui2)» '- — '- — ^
to
satisfait à l'équation (75 a), puisque 3* satisfait à l'équation (74).
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De plus, d'après la propriété de d,
la fonction ^ a la propriété correspondante
c'est aussi, comme d^ une fonction impaire. En admettant donc qu'elle se développe en série trigonométrique, on posera
L'équation (70 a) impose aux coefficients A, indépendants de Vy la condition générale
La solution de cette équation différentielle est
Aî/i4-l = Ctn^xÇ^ * ' ,
le coefficient C2„^| devant être purement numérique. Pour déterminer ce coefficient, invoquons, avec Jacobi (*), la propriété que possède a* de s'annuler pour m := 2(u'; par conséquent z(v) doit
être nul pour r = — • Cette valeur de t^ donne
^tn-hl
(ta' tù' \
On doit donc avoir
o = -^.y-* (Ctiq^ïy —q\ï/ J-f-C3[<7\î/ — ^\î/ J-hCiL^rVï) — q\ï) J-h... j, C3 = — Cj, C» = -*-Ci, C7 = — Cl, C9 = -4- C|, ....
(* ) Ueber die partielle Differentialgleichung, welcher die Zàhler und JVenner der elliptischen Functionen geniige leisten {Journal de Crelle, t. LXXXVI, et C.G.J, Jacobi's gesammelte Werke, t. II, p. 170).
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Il n'y a donc plus qu'un coefficient numérique c^ inconnu dans la formule
z{v) = CxX^ff'^ sxnvK — ^ri sin3i''ir-+-...-4- ( — ^Yq^ * / siii(2n-hi)pit...J
Au Chapitre VIII, le coefficient, par où la série et la fonction considérée différaient, dépendait de q^ et il a fallu un détour assez long pour trouver l'expression effective de cette série. Ici le coefficient numérique c^ se trouve aisément. Supposons, à cet eflFel, que le discriminant tende vers zéro, g^ étant positif. Alors q tend vers zéro; et Ton a (Chap. II et III, p. 67 et 89)
im j-^ = TTi.
D'autre part, la dégénérescence àe du donne ici (VI, 38)
comme on le voit, en se rappelant que r\tù a pour limite — (V, Sa), On a donc
lim — ^ = 2 v'TT sinPTT, Ci=2V7c.
Ainsi, en posant, comme au Chapitre VIII,
Fi. 1 .
(76) 2r, i; = 2^5'* sini^u-t- 5'* sinSt^u-t- . . .
/in-f-U» -\
-r-{—'iYq\ « ^ sin(27H- 1)*»?:...],
on a, pour cette fonction, l'expression
i /ti 1 -iîJi!
(77) 3iP= -p:^(p) = 1/ - A8 tfae * ««» , a = 2a)i^,
conforme à celle qui a été déjà trouvée (VIII, 49)- Les autres relations analogues se déduisent immédiatement de celle-ci, et il n'est pas utile d'y insister. On peut seulement dire qu'il est loisible de les obtenir directement en construisant les autres fonctions &, comme on vient de le faire pour S<, au lieu de les déduire de &|.
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Par exemple, en prenant, pour F, la fonction y/e^ — e% d^ m, qui satisfait à Téquation (74) et a pour degré ;? = — ^, on aura
z = v/o) e-*^****' v^ei — 63 0*2 (a wi»);
cette fonction devra vérifier l'équation (^5 a), et Ton pourra former son développement, comme on vient de le faire pour la précédente.
Équation aux dérivées partielles pour le calcul
de la fonction ^ti{^)*
Soit encore F(w, (o, co') une fonction satisfaisant à l'équation
(78) g_DF-+-Jj^,a«F = o;
la fonction ^= F(nw, to, (o'), où n est une constante quelconque, vérifiera l'équation
Faisons le changement d'inconnue
y âU* z âu^ du ^
- Dk = - Dz -+- n«Dlog(3'a= - Dz -+- n«(Ç*M — pa-t-yj^jM»).
Il en résulte la transformée ^'^^^ ^ 5S« -+-aÇM — — Dz-4-(n« — i)pa.^ = o.
En considérant la variable pu, au lieu de u, on aura
-^ dz r\ , dz i ^ dz
âpu ^ ^^^ àfft * ^ àgz
Si l'on met cette expression de Hz dans (79); on voit dispa-
raître les deux termes en Cm, car on a
dz . âz
OU * ôpu
La variable pu remplaçant //, il faut aussi changer le premier
terme
Ou* (Opu)^ ' Opu'
Ainsi, soient
F(nu) X = pUy z = ,- -— ri7 * (s'a)"*
F(w) satisfaisant à la relation (78): la fonction z vérifie Téqualion
dz Ox
Supposons F(e^) = ^m. Alors ^ coïncide avec la fonction •%(«) qui sert de base à la théorie de la multiplication deTargumeul.
Ainsi la fonction '}/i(w) vérifie Téquation (80), qui pourra servir à calculer 6,, (w).
Supposons, par exemple, n impair; '^«(w) est alors un polynôme entier en pw, dont on connaît le premier terme (IV, i3),
^^{u) — nx * -^ Xx * -h....
En écrivant ce polynôme avec des coefficients indéterminés et substituant dans (80), on verra les coefficients se déterminer successivement sans difficulté. Mais nous ne voulons pas nous arrêter sur cette détermination, qui, déjà pour le cas /? = 5, entraîne à des calculs fort longs. Celte méthode est, il est vrai, la seule que nous possédions pour trouver d»,, (m) sans calculer d'abord les fonctions d'indice moindre; mais elle n'a été jusqu'à présent d'aucun usage.
(') Cctlc équation reparaîtra dans la théorie de la transformation; nous dirons alors comment elle s'est présentée dans les travaux récents de M. Kiepert et de M. F. Klein.
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Pour le cas où n est un nombre pair, Téqualion (80) s'applique encore à <}^„ (w). Mais ^n (") a la forme
et Wfi est un polynôme entier en pu^ dont on connaît le premier terme (IV, i3),
11 convient donc de faire, dans l'équation (80), le changement On trouve ainsi la transformée
Il existe aussi une équation linéaire aux dérivées partielles, du second ordre, satisfaite par la fonction v,^ (Chapitre IV) avec les variables indépendantes yi etyj; mais cette équation très compliquée n'a pu être utilisée, et nous renverrons le lecteur au Mémoire où il pourra la trouver, s'il le désire (*).
Sur un système d'équations différentielles.
Nous avons vu précédemment que, si z est une fonction homogène et du degré zéro, sa dérivée, par rapport à û = log^/, s'obtient ainsi
Nous avons aussi formé D^a; de l'expression (aS) trouvée pour cette quantité, résulte, ainsi que de Dto= — ar^,
(*) Sur deux équations aux dérivées partielles relatives à la multiplication de l'argument dans les /onctions elliptiques y par M. Halphen {Comptes rendus f t. LXXXVIII, p. 698; année 1879).
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Joignons encore la relation (67)
observons que g^to* est exprimable pare^co^, 62^^, ^sw^, ainsi
et concluons que les quatre quantités TjO), eaco^ vérifient un système d'équations différentielles, dans lequel la dérivée de chaque inconnue, par rapport à û, est exprimée sous forme quadratique et homogène en fonction des inconnues.
Comme la somme des trois quantités Caco^ est nulle, on peut introduire trois quantités seulement, au lieu de quatre.. Posons donc
a:a=7ia)-h^;aU)«, a, p, Y = i, 2, 3.
TU» TU
Nous en concluons
a'p-h Xy= 27)ti> ■+- epto^H- eya)'= 27)10 — ^«10', — j — - = 7)*ti>»— |-^ja)»-f- ejto* — 7)0) eaa>*= arpiTy.
Ainsi les trois quantités x^ vérifient le système d'équations différentielles simultanées (*)
,n,x djx^-^x^) d(xt-^Xi) djXi-^Xj)
sur lequel nous aurons occasion de revenir. Il se transforme d'une manière remarquable si Ton introduit g2^^ et g^io^. D'après la définition (6) de l'opération D, on a
(•) Ce système d'équations fournit la solution d'un problème posé par M. Darboux {Annales de VÉcole Normale^ a" série, t. VII, p. 149)' H a été intégré par l'auteur du présent Ouvrage {Comptes rendus^ t. XCII, p. noi). Voir^ sur le même sujet, une Note de M. Brioschi et une seconde Note de M. Halphen dans le même Volume, p. 1889 et i4o4 (année 1881).
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Il en résulte
^^ =3^80)6 7)0) — i^ltO».
dt
En y joignant l'équation déjà citée
on a ainsi un autre système, qui est un transformé du précédent. Remplaçant Tj(o, g2<^*j ffz^^ P^r les lettres oc^y, z, on peut dire que le système
(82) {^ = ixr-iz,
dz -=Zxz- 1^«
est le transformé du précédent (8i) par la substitution
37= j(^iH-a:,-ha73), j^ = ^{x}-^ x\-\- x\ — x^x^^ x^x^^ x^Xx),
C'est ce qu'on voit aisément en exprimant e^ ^ty ^s P^i' ^m ^s^ a:,, puis ^a et g^ par e,, ^a, ^s-
CHAPITRE X
DÉVELOPPEMENT DES PKUIODES EN SÉRIES HYPERGÉOMÉTRIQUES
Équation liypergûométriquc. — Série Iiypergéomélriqup. — Diverses solutions de l'équation hypergéométriquc. — Cas parliculicr où l'un des coefficients est nul. — Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminunt positif. — Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant négatif. — Développement de K et K'. — Intégrales complètes de Legendre.
Équation hypergéométrique.
Soit réqualion
dx^ ' \x — ai X — a% x — a^J t/.r
, , ) I _*- i — yi — ya-ya F j -7,-7,-^-7,
i 4 l(x — ai)(x~ai)
' — 75-73-^71 _^ l_1.7jLZlZL±L^i_l . _
Elle a deux propriétés caraclérisliqiies :
i" Si l'on y fait^>' = (x — «4)^1 Y, la transformée en Y ne diffère de la précédente que par le changement de </, en — <jr,. En eflel. en dénotant les dérivées par des accents, ou a
y y x — rti Y ' (j* — a^)^
d'où résulte
y x — ai y Y x — a^ Y '
•ï* — (^i y ^ — ^2 Y {x — ct\)i^x — ai)
I — 7i 21' = Lll-^l X' _^ 7i^' — 7^^ •a? — «3 ^' ^ — «3 Y ' (J7 — ai)(-p — as)
CHAPITRE X. — SÉRIES HYPERGÊOMÉTRIQUES POUR LES PÉRIODES
D'ailleurs
^ (i-yi — y»)'— <y| -^-4<yi(i — yi)
Le coefficient de y^ dans (i), se compose de la somme de trois lermes. La dernière égalité montre que le premier de ces trois termes subit la transformation indiquée; en échangeant les indices 2 et 3, on obtient pareil résultat pour le troisième terme; quant au second, il n'est pas altéré par le changement de qx en — <7,. Le résultat annoncé est donc établi.
2° Si l'on fait le changement de variables
"^ = i^\ ' :^ = Y(a'X + ?')''"' «"'"" accompagné du changement de lettres
la transformée en X, Y reproduit la proposée, sauf changement de x^y, «1, «a, «3 en X, Y, A«, A2, A3. Pour le prouver, soient
' — qi— qi— 7i ,. _ _/v , of ,. _ _' V _i_ o'.
on en déduit
11 suit de là les relations
I dy
1 d^y y dx^
dy __ u l i^d\ A
dx " a3'-pa'V"Y dX'^'"'' )'
Si l'on écrit la transformée ainsi
Y €/X« "^ Y t/X "^ ^ ■" ^' ses coefficients auront les expressions suivantes :
A — Al A — Aj A — Aj
^ Ti^T -+-!;« -t-T»!^ X — A, X-A, ^ X-^A, J
X r (i — ^1 — 7^-4-^3)^1 Mî
2L (X-Ai)(X-A,)
Dans l'expression de uP, remplaçons 2(t -f- 1) par
(I — <7, ) + (i — qt) -^ (I — 7a),
qui lui est égal. On a
X — Al X — Al X — Al X — Al
La même transformation élant faite pour chacun des trois termes analogues, il en résulte
P = '-^' -4- J-y» .H IS-^' .
X — Al X — Aj X — A3
Le coefficient P a donc bien la forme annoncée.
Pour s'assurer qu'il en est de même à l'égard de Q, considérons
la quantité
_ ! (i-yi-y. 4-7,);/,»
" "^-^ 1 (X-Ai)(X-A,) ^••••
Décomposons cette dernière en fractions simples. Comme on a
a2=(a'XH-?')î,
il existe d'abord une partie entière
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Pour obtenir le numérateur de la fraction ayant pour dénominateur X — A», il faut prendre dans u^K les deux fractions dont les dénominateurs sont (X — A|)(X — A2) et (X — A<)(X — As). La première fournit le résidu
-{i — Çi — Çi-^Çi) la seconde
wî
^v- Ti j^ • ^-/Ai-Aî'
Dans ^^Q les deux fractions dont les dénominateurs sont aussi (X — A|)(X — A2) et (X — A|)(X — A3) donnent les résidus correspondants
2^ ^' ^^ ^''^Ai-As La somme de ces derniers, moins celle des premiers, fait
= — -(i — ^1— ^i-^^s)»'"i— -(« — <7i-^^3— <73)a'wi= — 'ca'(» — <7i)"i-
En y ajoutant le numérateur Ta'(i — qi)ut de la fraction à dénominateur (X — A«), qui existe déjà dans w^Q, on trouve ainsi zéro. Toutes les fractions disparaissent donc dans w^Q — w^R. De plus, la partie entière disparaît aussi, d'après le calcul qui précède. Donc w*Q = w^R, ce qui achève la démonstration.
Série hypergéométrique.
De ces deux propriétés résultent de nombreuses conséquences. En premier lieu, supposons a^ = o, «2 = 1? ^^3 = 00 ; Téquation (i) se réduit à
/ dx
(i - yi ~ y»- y» )(' - yi— y» -^ y»^ ^ ^
Si l'on fail
(3) Y = i — ^1» ^ = {{i — qi — qi-gi)y ? = {(^-çi—çi-^çz),
l'équation s'écrit ainsi
C'est la forme employée par Gauss (* ). On vérifie par la substitution directe que cette équation admet la solution
i.2.../i.Y(Y-hi)...(Y-T-/i — I)
ar"
Nous dénoterons par [<7i, ^tj, «73; ^] celle série; ainsi a, 3, y étant liés à qr,, ^jtj, ^jr, par les relations (3), ou inversement
(6) <7,= i — Y» 7î=ï-~«-?> ^3=3 — 31, nous posons
Diverses solutions de Téquation hypergéométrique.
Si nous changeons de variables dans (2) en posant
on a précisémenl X= A|, As, A3, en correspondance avec
X = Of I, oc.
La transformée a donc ly forme générale ci-dessus. Donc l'équation générale (1) a, pour solution particulière,
o\ / V- -(1— '/i— vt-vs) r ^2 — C13 X — «il
(') Cari Friedrich Gauss WerKe, t. III, p. laS, 197, Q07.
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et toutes celles qu'on en déduit par Téchange des indices, ce qui donne six formes différentes. Telles sont les conséquences de la seconde proposition.
La première proposition fait connaître la solution
L Clj — tl| 'T — t*3j
déduite de celle qui précède. De cette dernière, on conclut encore par la même proposition (en y changeant l'indice) cette autre solution
Quant au changement du signe pour le troisième argument, on voit, par les formules (3) ou (6), que ce changement correspond à l'échange de a, p, qui ne modifie pas la série.
Les diverses solutions qu'on obtient de la sorte se résument comme il suit : si l'on pose
(lo) X = -(^ — «1 )* ^'^ (^ — «2)* '^* (-2? — as)* ''' h
les diverses formes de z sont
(II) z = ( M ( 1) \±qi, ±r/i,ztq2]
avec celles qui s'en déduisent par la permutation des indices. Le changement du signe, pour le troisième argument, ne modifie pas la série. On a donc, en tout, vingt-quatre formes différentes pour :;, et autant pour y.
Chacune fournit une solution de l'équation (i), linéaire et du second ordre. Entre trois quelconques d'entre elles il existe donc une relation linéaire et homogène à coefficients indépendants dex. Nous ne nous occuperons pas ici de trouver ces relations, qui constituent l'une des plus belles découvertes de Gauss : dans l'application que nous allons faire, ces relations seront tirées de la nature même du sujet. Il nous suffira de reconnaître comment les vingt-quatre séries, difTérentes par la forme, constituent, en fait, six fonctions différentes seulement, dont chacune se trouve déve-
loppée de quatre manières diverses. Pour ce but, il nous faut d'abord examiner les conditions de convergence de ces séries.
Dans la série (5), le rapport d'un terme au précédent converge vers x^ quand le rang de ce terme croît au delà de toute limite. Cette série converge donc sous la condition, nécessaire à la fois et suffisante, que la valeur absolue (module) de x soit inférieure à l'unité. Dans les séries considérées ensuite, la variable x est remplacée par ^ ou les analo^rues. C'est cette dernière
*^ * rtj — «1 X — a-i ^
dont la valeur absolue doit être inférieure à l'unité pour la convergence. Si X, at, ^2, (73, quantités complexes quelconques, sont représentées sur le plan par des points de même nom, la valeur
absolue de — ^ est le rapport des lonerueurs -^— ^ — ^»
Le lieu des points x^ pour lesquels ce rapport est l'unité, se compose du cercle C2, décrit sur le segment diamétral que les deux bissectrices de l'angle aia2a3 interceptent sur la droite e/^as. Suivant la disposition de la figure, le point a^ est intérieur ou extérieur à ce cercle, le point a^ est dans la région opposée. La valeur absolue du rapport est inférieure à l'unité et la série converge, quand le point X est, par rapport à ce cercle, dans la même région que le point ^|.
Il y a trois cercles analogues C|, C2, C3, ayant respectivement
leurs centres sur 02(1^^ cl^cl^^ a^a^ et passant respectivement par a«, ^2, «3. Chacun d'eux partage le plan en deux régions, l'intérieur et l'extérieur du cercle. On distingue ainsi des régions, au nombre de six, et pour chacune d'elles quatre séries qui convergent dans toute son étendue. Par exemple, les quatre séries
convergent dans toute l'étendue de la région limitée par le cercle C2, et dans laquelle se trouve ^« ; et les quatre autres
dans la région complémentaire, limitée par C2< mais 011 se trouve
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Chacun des points a^, ^2, a^ appartient à deux des six régions; ainsi ai se trouve à la fois dans deux des régions limitées par les cercles Ca et 0$. La partie du plan commune à ces deux régions, qu'on peut appeler région (rt, ), entoure le point ai : huit séries y sont convergentes. Quatre de ces séries fournissent une seule et même fonction^; les quatre autres, une seconde fonction^. C'est ce que nous allons reconnaître aisément.
Nous pouvons d'abord distinguer, entre r^s dernières, les deux fonctions j^i etj^_i, représentées par les égalités (8) et (9). On y observe cette différence essentielle; quand x devient égal à a<, y^ d'une part, et (x — ai)""'7'j^_i de l'autre, convergent vers des limites finies, différentes de zéro. Si, par exemple, on suppose Çi négatif (ou à partie réelle négative), j'_i est infiniment grand pour ^ = ai . Toute solution de l'équation différentielle (i) peut être mise sous la forme A^^ -+- By_i ; si donc une solution est fournie par une fonction qui reste finie pour x = Ui, elle sera de la forme A^'|. Prenons donc la solution qui se déduit de yt par l'échange des indices 2 et 3, et concluons immédiatement, en observant les valeurs limites pour x = Ui^
Cette égalité, ainsi prouvée pour le cas où q^ a sa partie réelle négative, est évidemment générale. On peut s'en convaincre, soit en observant la parfaite continuité des deux membres, envisagés comme des fonctions de q^ , soit encore en remarquant que les deux fonctions coïncident, ainsi que leurs dérivées par rapport à x^ pour ^=: ai, et constituent donc une seule et même solution de l'équation différentielle (i).
De la seule égalité (12), on peut déduire les autres relations analogues en se rappelant que le changement du signe, pour le troisième argument, n'altère pas la série. Mais il est plus simple encore de reconnaître directement, par un raisonnement tout pareil, la même fonctionnai sous les quatre formes suivantes, déduites de
(10) el de (i i) avec permutation des indices 2, 3 :
Semblablement, en changeant dans ces quatre formules q^ en — Çij et multipliant les seconds membres par (x — ai )^*j on a les quatre formes dey_i.
Nous avons ainsi reconnu , comme il a été annoncé, que les huit séries, convergentes dans la région («<), représentent en tout deux fonctions. Il en est de même pour les huit séries qui convergent dans la région (^3) et aussi pour les huit autres qui convergent dans la région (as).
Cas particulier où l'un des coefficients est nul.
Les deux fonctions j'i et jk-« sont essentiellement distinctes; mais elles coïncident lorsque q^ est égal à zéro. D'après les principes du Calcul différentiel, Téquation (i) admet alors, outre la solution j'i, cette autre
v = lim ImZzl.
Si l'on posent =/(<7i), on en déduit, d'après (8) et (9),
Nous rencontrerons, dans la suite, ce cas particulier; d'après la forme du développement (5) et les relations (3), il n'y aura
aucune difficulté à composer le développement de (^~ )
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Développement des périodes en fonction de Finyariant absolu.
Discriminant positif.
La lettre x désignant A^'o) et o) étant une période^ nous avons obtenu (IX, 54) pour x l'équation hypergéométrique
Elle est dans la forme même de Gauss ; la correspondance des quantités a et des nombres q est la suivante :
a : o, I, oc , q : }, i» o.
Elle offre la particularité signalée tout à l'heure, que l'un des nombres q est nul.
L'ordre des indices (i, 2, 3) et l'ordre (i, 3, 2) donnent les mêmes intégrales, développées suivant les puissances de J ou de
J-— — • L'ordre (2, i, 3) et l'ordre (2, 3, 1) donnent les développements suivant les puissances de I — Jet de — =—• L'ordre (3, 2, i)et l'ordre (3, 1,2) donnent les développements suivant les puissances
de 7 et de -. •
Supposons le discriminant A positif. D'après la relation
'^lg%
on voit que J est supérieur à Tunité. Les développements suivant
les puissances de — = — et suivant les puissances de -j convergent
donc.
Envisageons d'abord les premiers.
L'ordre étant ici (2, 3, i), les deux intégrales particulières sont
„.r_i,,.,'-.]ri(ir--')'.
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La solution la plus générale est, avec deux constantes arbitraires,
X "=■ axi-r- hx\.
A cause des relations
{i4) a)=:rA'"^ A = ^|J-i,
nous aurons, pour une demi-période quelconque co, la forme
(15) Mg,^ = « [î- «' 5î -i-\ + * [- 5' »' \' -j- ] iA?'
et il s'agit de trouver les nombres a, 6. A cet effet, supposons, pour fixer les idées, ^3 positif, et envisageons, pour w, la demi-période réelle.
Si J devient égal à l'unité, nous avons déjà trouvé (II, p. 64)
De là résulte le coefficient a de l'équation (i5) {17) a = A /ï.
La dérivée de a:, par rapport à J, est infinie pour J = 1 , comme celle de x-i^ mais on a
lim y/J — I -j=- =\h.
D'après les égalités (IX; 53, 52,49), c^^^c dernière relation se change successivement comme il suit:
--iô = lim7/r=r7=lim-i_ J~V = ï'm--Vj *^^^ " (J = O,
imUl i2)=_^/3.
Joignons à cette égalité la précédente
liml(oA**>' = a J=i
pour conclure
lim(r,a)) = — ab ^'i.
B= -TT
(les quatre derniers chiffres sont dus à Gauss). On a, par là,
Les valeurs numériques (17) et (20) de a, b étant substituées dans (i5), cette formule nous donne la demi-période réelle to. Le changement de ^3 en — ^3, c'est-à-dire le changement du signe
de y/J — I , donne, par la même formule, la demi-période purement imaginaire w', divisée par i. Voici donc le résultat:
Si nous convenons maintenant de prendre i/—, — positif, les grandeurs respectives de co et — nous enseignent que le signe -+-
fil'
convient à w ou à -r suivant que gz est négatif ou positif. A et B
sont les constantes numériques (16)61(19), calculées par Stirling. Les deux crochets représentent les séries h^pergéomé triques sui-
vantes :
[I 1 J — il „/ 1 I I J — 1\
L 2 3jJ \iai2 2 J/
1 t lY J — J 2.7». 19* /J — I\*
Considérons mainlenanl les développements suivant les puissances ascendantes de j* L'ordre des indices est 3, 2, i, en sorte
que le premier élément est nul. Les deux intégrales particulières sont, Tune finie, l'autre infinie comme logJ, quand J devient infini. Or on a vu, au Chapitre II, que, le discriminant positif tendant vers zéro, Tune des deux quantités \gi^, \ g% — reste finie,
suivant le signe de ^3, et que l'autre est infinie. Celle qui reste finie est donc proportionnelle à l'intégrale particulière qui, elle aussi, reste finie. Nous connaissons d'ailleurs (H, p. 67) sa limite, et nous en pouvons conclure
^3 > o, yjgx
r I I n TT ^/i 5 i
Pour la seconde intégrale, nous avons ici l'occasion d'appliquer la remarque faite, dans ce Chapitre, et relative au cas où le premier coefficient q^ devient nul. En supposant d'abord ^{ diflférent de zéro, nous avons les deux intégrales particulières
/^^^^î'j] ^^ Gr-^^-^»)^
pour composer les deux quantités \l g^Çi, Faisant converger q^ vers zéro, nous remplaçons ces deux intégrales par /(o), déjà employée, et par 5/(0) logJ -+-/'(o). La série /'(o), que nous désignerons par la lettre Q, se développe ainsi :
(Il I
— Il I — ~r^ ~ — I - . . . ~T^
\5 17 iî*'« — 7.
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On aura, pour la seconde période, une formule telle que
^?;Q = a|Q + lIogj[o,I,i;l]j + p[o,l,i:i],
où a et ^ seront purement numériques. Mais on a vu, au Gha-
pitre II, que, û désignant soit co, soit -r suivant le signe de g^j la
quantité
{/^ 12 v/2 /3 - log 24 /ST
converge vers zéro, quand J devient infini. Il suit de là
é^i^o, v^«Y I \^ r I I il, .,A-f
Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu.
Disco'iminant négatif.
Pour le cas du discriminant négatif, nous distinguerons suivant le signe de g^t ^^^ nous allons d'abord supposer positif. Les relations
font voir qu'en ce cas J est négatif; il y aura convergence pour les développements suivant les puissances ascendantes de j
et de » Voyons d'abord les derniers. Ils correspondent à
Tordre des indices i, 3, 2, et voici les deux intégrales particulières
— [r<"î'ii]<-'>"^'
^ 1 Pour obtenir une demi-période co, il faut multiplier par A >*
On aura donc des expressions de celte forme
OÙ a, p seront numériques. Si ^3 est positif et que g^ devienne nul, on a (III, p. 83)
On n'a pas jusqu'à présent, croj'ons-nous, calculé cette intégrale définie, mais on pourra trouver, au besoin, son logarithme par les Tables des logarithmes des fonctions F, auxquelles nous renverrons. En posant donc
et observant que J s'évanouit avec ^2» nous aurons déjà, dans le cas où gi est positif, les valeurs numériques c et c y/3 du coefTîcient a, répondant à CO2 et -7^ • Soit maintenant
Nous en conclurons
et, d'après les relations (IX; 53, 62, 49)? par un calcul tout semblable à celui qui a été fait un peu plus haut,
Déjà, au Chap. WW {Observations sur les cas particuliers, etc.) nous avons reconnu l'égalité
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qui a lieu quand g^ est nul et ^3 positif; on a, en même temps,
r,,Wj= —
/3 En conséquence, voici les formules défîollives :
■^<o, gi>o, gi>o;
■*■ îiï [- 5 '"' î: ri] V '^ •
Pour le cas où ^3 est négatif, on aura, par rechange des périodes,
Les développements suivant les puissances ascendantes de
_ - donnent lieu aux mêmes observations que nous avons faites
précédemment pour ceux qui procèdent suivant les puissances
de j- Au Chapitre III, on a vu, g^ étant supposé positif, que
S gz Wj converge vers — quand A devient nul, et qu'en même temps v^^3 -A ^^log i2'(i — J) I converge vers zéro (p. 89).
Il s'introduit ici la série
/l = ao
IH h - -I-.. .H
et Ton obtient les formules
L 3 2 I — JJ
\ 6/ W', 7: r I f il
II nous reste enfin à examiner les formules propres au cas où ^2 est négatif. L'invariant J est maintenant positif, inférieure Tunité et l'on peut employer les développements suivant les puissances ascendantes de J ou de(i — J).
L'analjse est absolument la même que dans les cas précédents, et il suffira de réunir ici les résultats :
Le coefficient c est ici le même que dans les formules (26).
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Au cas gi •< o, g2^ Oj OD cloit seulement échanger, dans (28),
(02 et ~ •
La même observation s'applique aux formules suivantes :
A < o, ^j > o, ^t< o, (-J) ^'V^"'.=^A[i,3l.o;.-j]-.^_[-A,',o;,-j]v/nrj,
•î/II-4.=.A[l.l.o;.-j]^^.[-i.-;.o;.-j]v/r:^J. 011 A et B sont les mêmes que dans (21).
Développement de K et K'.
Prenons la définition de K par une intégrale défînie(II, p. 62),
et développons, suivant les puissances ascendantes de A*^, la fonction à intégrer :
y/i — k* sin*©
Intégrons ensuite chaque terme du développement suivant la formule
Jf sin''»o </© = -
Nous aurons ainsi, pour K, une série hypergéométrique
t: „ , , I ..V TT
On aura de même
Il s'introduit ici la série
/i = ae
IH h - -f-.. .H
] \ ïi 17. n — 11/
et Ton obtient les formules
Il nous reste enfin à examiner les formules propres au cas où ^2 est négatif. L'invariant J est maintenant positif, inférieur à Tunilé, et l'on peut employer les développements suivant les puissances ascendantes de J ou de(i — J).
L'analjse est absolument la même que dans les cas précédents, et il sufBra de réunir ici les résultats :
^ *V^^^W2 = cU, i, o; J H- — ^:- — I, 1, o; J v^J, (98) l y/3 L3 '^ J 4v/3c L 3 -2 J ^ '
|i.yrii = /î4l,l.<,;i]-^^ [-1,1,0.,] y,.
Le coefficient c est ici le même que dans les formules (26).
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Au cas gz •< o, g2^ o, on doit seulement échanger, dans (28),
(02 et —r •
La même observation s'applique aux formules suivantes :
où A et B sont les mêmes que dans (21).
Développement de K et K'.
Prenons la définition de K par une intégrale définie (II, p. 62),
et développons, suivant les puissances ascendantes de A*^, la fonction à intégrer :
Intégrons ensuite chaque terme du développement suivant la formule
^ I 3 in — î
Jf sin"»îp d^ = - 0 ' ^
Nous aurons ainsi, pour K, une série hjpergéométrique
On aura de même
I ...s TT
K'=-fF(i, ;, i,A:'») = ^[o, o, o;A:'«l.
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A cause de la relation A''^= i — k^^ et des propriétés de l'équation hypergéomélrique, on voit par là que K, K', et par suite i¥J et toutes les périodes sont des solutions de l'équation différentielle suivante, où Ton a mis x au lieu de k^^
(3o) X(l->C)^-+-(I-2>C)^-Ij = 0.
Nous rencontrons là une des propriétés les plus curieuses de ces équations hypergéométriques particulières. En vertu des relations qui lient les invariants au module et co à K, Téquation (3o) est nécessairement une transformée de celle que nous avons formée précédemment.
La relation entre les invariants et le module (p. 60) peut s'écrire ainsi
(^'^ i = J^ri = \ '
et le multiplicateur \ a pour expression
Il en résulte
K^ /T -^/ïii/i .-4r(H-x)(2— x)(i— 2x)")» . /rs/-. , .J.
et voici la conséquence finale, digne d'attention à tous égards.
Si, dans l'équation (3o)y on fait un changement de variables, en prenant pour nouvelle variable indépendante J, liée à x par (3i), et pour nouvelle inconnue z liée à y pai* la relation
on obtient pour transformée
CHAPITRE X. — SÉRIES HTPERGÊOMÉTRIQUBS POUR LES PÉRIODES
Intégrales complètes de Legendre.
C'est Ici le lieu de faire connaître, avec K et R', les deux quantités qui, dans les œuvres de Legendre, jouent le rôle des quantités employées maintenant, r^ et 'r\'.
Revenons aux formules du Chapitre I, et, le discriminant étant supposé positif, prenons la fonction
^X pu — ez pu — €3 ei—e^^^ ' ^
__ex — p(M-i-a)')_ d ei M -4- J(u -I- 0)')
En rintégrant depuis zéro jusqu'à co, nous aurons
dn* —rzdu —
On a d*ailleurs
ex — e^
ce qui permet d'écrire la dernière relation sous cette autre forme
f fln«f//fi/ = -* i z=: I d^\fi — A:*sin*^.
C'est cette dernière intégrale définie que Legendre a employée, en la désignant par la lettre E,
Jo ' •^ yi — a:* yei —
Legendre considérait, en même temps, l'intégrale analogue, relative au module complémentaire.
(32 a) E= / rf«pv/i — A:'«sin«<p = / ■ - dx = ^ '
Jq * «A / 1 — ^* / ^1 — «?5
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Avec ces égalités (Sa) et (82 a), considérons aussi
et formons la quantité EK'+ E'K — KK'. Nous obtenons (33) EK'-hE'K-KK'= i(T,(u'-Vw)= -•
C'est sous cette forme que Legendre avait trouvé la relation fondamentale entre les quatre constantes.
Il est utile aussi de connaître les expressions de dérivées de ces quantités par rapport au module, analogues à celles des dérivées de 7|, co, par rapport aux invariants (IX ; 3^, 39). Voici comment on les trouve sans difficulté.
D'après la définition (32), on a
dK
dU')
K H- lA» ^- ^;- = j do /i — k^ sinîi = E.
En différentiant E une seconde fois, nous obtenons
d*E ' /** sin^cp rfcp
TZ
^ ^t/(A-*)* ^c/X:» / i/(i-A-«sin>9)3
<i sin©coso
Jr <i sin©coso , 0 c?? i/i — A*sin«o
Posant A-2= x, on voit que E satisfait à Téquation différentielle (35) x(.->c)^-h(,-x)^ + |E = o.
A DOUBLE INDICE
Décomposition de p (nu) en fractioDS simples par rapport -à pu. — Série qui se déduit de la formule de décomposition de p{nu) en fractions simples. — Séries à double indice. — Convergence de la série qui se déduit de la décomposition de p{nu) en fractions simples. — Développement de pu en série à double indice.— Observations sur le développement de pu. Double périodicité. — Développement de p'Uf de p" u^ etc., en séries à double indice. — Développement de X^u en série à double indice.. — Développement de o'u en produit à double indice. — Transformation de <r{u-k-a). — Nouvelle défînition des fonctions elliptiques. — Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples. — Équivalence des périodes. — Expression de r, i/, a', i/, <r^u en produits à double indice.
Décomposition de p{nu) en fractions simples
par rapport èk pu.
La théorie de la multiplication de l'argument a introduit une fonction ^«(w), caractérisée par ce fait qu'elle a pour racines les ^urnct parties de périodes. Considérons cette fonction spécialement dans le cas où n est un nombre impair. C'est alors un polynôme entier par rapport k pu, du degré ^(/i^ — i). Le coefficient du terme du plus haut degré est n. En désignant par w diverses périodes, on pourra écrire ^/i(w) sous la forme
^„(«)=«jj(p«-p^)
qui met les racines en évidence. Il faut seulement préciser les quantités tv, dont le nombre est j(/i2 — i), et dont la forme générale est
w r= innù -h am'to'.
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Les entiers m et m' sont quelconques ; ils ne doivent seulement pas être nuls tous deux à la fois, et il faut les choisir de telle sorte
quep — acquière successivement toutes les valeurs, au nombre de
|(/i2 — i), que cette expression est susceptible de représenter. Ce choix peut être fait de diverses manières ; arrêtons-nous au choix suivant :
1** Avec m = o, prenons m' = i , 2, 3, . . . , ;
2** Prenons ensuite, pour m, l'un des nombres i , 2, 3, . . . , — ^ — , et, en même temps, pour m', l'un quelconque des nombres
Cette manière de choisir w présente un avantage qui sera, un peu plus loin, utile à une démonstration : le nombre n devant être
pris de plus en plus grand, les diverses quantités —, ainsi choisies,
resteront dans des limites faciles à assigner , elles auront la forme più -+-/?' to', où \cs fractions p et p' seront comprises, la première entre zéro et + i , la seconde entre — i et -h i .
On a vu, au Chapitre IV, que p{nu) s'exprime en fonction de pUj par une fraction rationnelle dont le dénominateur est ^fi{u)^ et dont le numérateur est d'un degré supérieur d'une unité à celui du dénominateur (p. 100).
Cette fraction, décomposée en fractions simples éprend la forme
p(nu) = p-f- oLpu
et nous allons y déterminer les coefficients.
En supposant d'abord u infiniment petit, et développant les deux membres suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4)? on trouve
Posant ensuite u = h^ et développant suivant les puissances
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ascendantes de r, on détermine A et A' par le calcul suivant
p(nu) = p{w -+- nv) = p(n{f) =
Ai '^ n i
w ,wç
pu — » — p —
La formule de décomposition est donc la suivante :
p{nu)= -
JL JL V I /t ^ 71 I
Série qui se déduit de la formule de décomposition de p{nu)
en fractions simples.
Dans la dernière formule, changeons w en -> et nous aurons
Examinons maintenant ce que cette formule devient si, ii restant fixe, n croît au delà de toute limite.
Pour le premier terme, sa limite est ~; car - tend vers zéro et
( ) P " ^'^^s 1 unité.
Dans un quelconque des autres termes, en y considérant w comme
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une quantité fixe, on a des fonctions toutes infiniment grandes, et les parties principales sont les suivantes :
Ces deux fractions donnent ensemble
w*(a* — w')' «'*(m* — w*) "~ (a-+- iv)* (m — w)* w*
On peut séparer cette somme en deux parties analogues
II 11 r et
(a-l-(v)* iP* {u — w)* w*
Ces quantités constituent deux termes de la série suivante
où ^ prend successivement toutes les valeurs
(3) w = ano) -h 2/i'w', , | = o, ± i, db 2, dz . . ., ih oo ,
n =: n'=o excepté.
Cette série /(u) apparaît ici comme composée des termes vers lesquels convergent les fractions simples de la formule (i). La conclusion que l'on doit naturellement chercher à établir, mais qui, actuellement, n'est en aucune façon prouvée, c'est que la série /(w), prolongée indéfiniment, est convergente et qu'elle converge vers pu.
Pour obtenir la limite d'un terme quelconque de la formule (1), nous avons considéré fv comme une quantité fixe, tandis que w doit acquérir toutes les valeurs 2/n<i) 4- a/w'w', choisies comme il a été expliqué dans le paragraphe précédent. Non seulement les limites supérieures de m et m' ne sont pas fixes, mais elles deviennent infinies avec /i, circonstance qui rend indispensable une démonstration rigoureuse.
La série (a) est d'une nature nouvelle, et Ton n'en a pas considéré d'analogues avant la théorie des fonctions elliptiques. Tandis que, dans les séries usuelles, les termes sont déterminés uniquement par leur rang, c'est-à-dire par un seul indice, ici chaque terme dépend de deux indices /i, n' . 11 nous faut d'abord examiner avec soin ces séries nouvelles, pour revenir ensuite à la série (2) et prouver alors qu'elle converge vers pu.
Séries à double indice (i).
Rappelons tout d'abord, sans les démontrer, trois propositions relatives aux séries ordinaires, à simple indice,
1° Soient T|, T2, • • •> T;,,, ... les valeurs absolues (modules) de /{ , /2) • • • î ^w) • • • • Si la série T» -t- T2 + . • • -{- T^* -+-..• converge, la série /« + ^2 -+" • • • -h ^m-f- • • • est dite absolument convergente. Elle a celte propriété que sa somme n'est pas altérée si l'on intervertit arbitrairement Tordre de ses termes, c'est-à-dire si l'on range les termes suivant une loi quelconque qui n'en fasse omettre aucun.
2** Si s„i est le terme général d'une série S et que Sm ait pour expression asympto tique tm, terme général d'une série absolument convergente, la série S est elle-même absolument convergente.
On dit que Sm a pour expression asymptotique /^j si le rapport Sm • tni tend vers l'unité quand m croît au delà de toute limite.
3" La série i -| — = + ^ -H • • • H r 4- • • • , dans laquelle l'ex-
posant a est réel, est absolument convergente si a surpasse l'unité. Elle diverge, au contraire, si a est égal ou inférieur à l'unité.
Nous allons maintenant considérer les séries à double indice, et l'on doit être averti que nous envisagerons seulement celles qui sont absolument convergentes, c'est-à-dire dont la somme ne dé-
(*) Cette théorie est principalement duc à Eisenstcin ; le mode d'exposition employé ici est emprunté au Cours d'Analyse de l'École Polytechniquej par M. Camille Jordan (t. I, Chap. III, p. 161).
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pend pas de Tordre des termes. Voici comment on reconnaît leur existence.
Soit tm,n un terme général dépendant de deux indices m, /i, recevant chacun une infinité de valeurs. Rangeons les quantités tm^n à la suite les unes des autres, suivant une loi arbitraire, qui cependant n'en fasse omettre aucune. Nous formons ainsi une série ordinaire. Si cette dernière est absolument convergente, sa somme reste inaltérée quand on intervertit arbitrairement l'ordre des termes. La somme des quantités tnijnt arbitrairement rangées à la suite les unes des autres, a donc une limite bien déterminée, indépendante de Tordre. C'est, par définition, la somme de la série S^m,/ij qni est alors absolument convergente.
D'après cette définition, il est clair que la seconde proposition, relative aux séries ordinaires, a lieu aussi pour les séries à double indice : si s^^n est le terme général d'une série S, et que s„t^n ait pour expression asymptotique //»,«> terme général d'une série absolument convergente, la série S est elle-même absolument convergente. On dit que Sm,n a pour expression asymptotique tm^n-i si le rapport Sm,n * tm,n tend vers l'unité quand m et /i dépassent toute limite, chacun suivant une loi quelconque, et aussi quand l'un seulement des deux indices devient infini.
Nous allons donner un exemple, celui qui est fondamental pour les fonctions elliptiques.
Soient a, b deux quantités imaginaires quelconques
a = ai -i- la,, 6 = 61 -h ibi,
et ^ un nombre réel. La série que nous envisageons a pour terme général
i^ma -\- nb)?
et les indices m, /i doivent acquérir toutes les valeurs entières et positives, dont on exceptera toutefois les valeurs simultanées m == /i = o. Cherchons la condition pour que cette série soit absolument convergente.
Prenons d'abord les termes où Tindice m est un nombre fixe M, et où Tindice n ne surpasse pas (M — 1)5 ce sont ainsi les termes ^M.o) Vh •••? ^M.M-1* Figurons, sur le plan, la quantité complexe
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(Ma H- nb). Elle se construit ainsi (Jig- 6). A partir de l'origine on porte la droite o A représentant Ma, c'est-à-dire que le point A a les coordonnées Mai et Maj; puis, à partir de A, on porte de même la droite AG représentant /i6, c'est-à-dire que le point C a, par rapport aux axes transportés en A, les coordonnées nb^ elnbi.
Fig. 6.
Prolongeons la droite AC jusqu'au point B, qui représente (Ma -h Mb); les différentes quantités (Ma 4- nb)^ n prenant successivement les valeurs o, i, 2, . . • , (M — 1), sont représentées par divers points C, tous contenus dans le segment AB.
Faisons, d'autre part, la même construction en portant, à partir de o, la droite a, aboutissant en un point a; puis, à partir de ce point, la droite 6, aboutissant en un point 6* Les triangles oAB et oab sont homothétiques ; le rapport d'homothétie est le nombre M. Les rayons oC sont égaux à M fois les rayons oc qui aboutissent au segment ab. Parmi ces derniers oc, il en est un minimum pi, et un maximum p2. De même, les rayons oC sont compris entre Mpi etMp2. Les deux longueurs pi, pa dépendent seulement de la disposition delà figure oa6, nullement du nombre M.
Les rayons oC sont égaux aux valeurs absolues de (Ma -{- nb). Ainsi les valeurs absolues de (MaH-/i6) sont comprises entre M Pi et Mp2; et, par conséquent, les valeurs absolues des termes
'm,o? 'm,iî
> 'm,ii-i sont comprises entre
et
La
(MpO^ (Mpi)P
somme des valeurs absolues de ces M termes est elle-même comprise entre
pP mP-'
et -T. -
pÇ M?-»
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Envisageons, de même, les termes ^qh, t^^^ ..., ^m-i.m» Faisons la même construction dans l'ordre inverse, c'est-à-dire complétons le parallélogramme oaba! ; désignons par p', et p!, le plus petit et le plus grand rayon allant de l'origine à un point du segment 6a', ou, ce qui revient au même, allant de b au segment oa. La somme des valeurs absolues des nouveaux termes est comprise
entre
II III
?\ ?7 pÇ p? p^
La somme totale des valeurs absolues de tous les termes considérés est comprise entre les deux limites
(4) R»-^ et Ri '
Les deux quantités positives R|, R2 dépendent seulement de la disposition du triangle oab. Mais il faut avoir soin d'observer que leur existence est subordonnée à l'existence même de ce triangle. Si les droites oa, ab coïncidaient, si, par exemple, b était situé sur le segment oa ou son prolongement, p', serait nul, et R| cesserait d'exister. Si b était situé sur le prolongement de ao , pi serait nul, et Ri n'existerait pas non plus. Pour que les droites oa et ab ne coïncident pas, il faut et il suffit que (fli 62 — ûf,6|) ne soit pas
nul, c'est-à-dire que le rapport t ne soit pas réel. Supposons qu'il
en soit ainsi.
Les termes que nous avons envisagés sont tous ceux où le plus grand des deux indices m, n est égal à M. La somme de leurs valeurs absolues est comprise entre les deux limites (4)*
En prenant successivement, pour M, les nombres i, 2, 3, . . ., nous reproduirons, rangés par groupes, tous les termes de notre
série, chacun pris une seule fois, et nous aurons formé une série ordinaire dont la somme sera comprise entre les deux limites
ll = « M = »
M = l M=il
Mais la série ^ TTôZl ' suivant la troisième proposition, converge
ou diverge suivant que (^ — i) surpasse ou non Tunité. La condition de convergence absolue, pour notre série, est donc P >• 2. En résutné :
Si a et b sont deux quantités complexes^ dont le rapport h'est pas réel, la condition de convergence absolue pour la série
21 nt I __
fn,n
(^m = n = o excepté), consiste en ce que f exposant réel ^ surpasse le nombre 2 (*).
Avec la série précédente, prenons ces trois autres
2d(ma—nb)^' 2à(— ma-i- nb)f^' 2d
{ma — nb)^' jLd(— ma -i- nb)^^ jLd{— ma — nb)P^
OÙ m, n parcourent les mêmes suites de valeurs. Pour chacune d'elles, les deux conditions de convergence absolue, savoir ^ > 2
et j imaginaire, sont les mêmes que pour la précédente. Il en est
donc de même pour la somme des quatre séries. En d'autres termes, les conditions de convergence absolue sont encore les mêmes pour la série
^^^ ^{ma-^nb)P' n\
m =z n^= o étant excepté.
(*) Ici, comme dans la troisième proposition, on peut supposer ^ imaginaire, et la condition s'applique alors à la partie réelle de ^; mais cette généralisation nous est inutile.
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Cronvergence de la série qui se déduit de la décomposition
de p(nu) en fractions simples.
Examinons, au point de vue de la convergence, la série /(a) (2), dont le terme général a pour expression
(a/io) H- a/i'to' — a)* ( -2 n w -h 2 n' tu' )'
Les deux indices n et n' y doivent acquérir toutes les valeurs entières positives ou négatives, à Texception de n = /i'= o.
Envisageant les fonctions elliptiques les plus générales, nous avons été conduits (Chap. VIII, Fonctions elliptiques à invariants imaginaires) à considérer to et to' comme deux quantités quelconques dont le rapport est imaginaire. C'est exactement la supposition que nous venons, à Tinstant, d'être contraints de faire pour les quantités a, b dans la dernière série.
Construisons, ainsi que nous Tavons fait avec a, 6, un parallélogramme dont les sommets o, a, 6, a' représentent les points zéro, 2to, 2(to -{- to'), 2to', et menons deux séries de droites équidistantes, dans chaque série, parallèles respectivement aux côtés de ce parallélogramme {Jig- 7). Le plan se trouve ainsi partagé
Fig. 7.
en un réseau de parallélogrammes égaux, dont les sommets représentent les quantités (2/110 -j- 2/1' <o').
La quantité u est, elle aussi, représentée par un point du plan;
le rapport ;— 7 a pour valeur absolue le rapport des dis-
CD
tances de Tongine à ce point et à un sommet du réseau ; il tend vers zéro si ce sommet s'éloigne à Tinfini, c'est-à-dire si l'un, au moins, des nombres /i, n' croît et dépasse toute limite, en valeur absolue.
Ecrivant s sous la forme suivante
lui \— 7—7— f )
(2na)-+-2/i w )'( I r—, )
nous reconnaissons que ce terme a pour expression asymptotique
'. 7—77; > c'est-à-dire, au facteur constant près, 2 a et, sauf
changement des lettres, le terme général de la série (5). Le rapport <o:to', qui remplace a\b, est imaginaire ; l'exposant ^ est égal à 3. La série est donc absolument convergente. Donc, suivant une proposition générale rappelée précédemment, la série /(u) est absolument convergente.
Développement de pit en série à double indice.
11 reste à prouver que la somme de la série /(a) est égale k pu. Cette démonstration peut maintenant se faire avec facilité, par les moyens usités en pareil cas. Considérons deux nombres positifs arbitraires M, M', et distinguons dans le second membre de la formule (1) deux parties : la première, composée des termes dans lesquels les deux indices m, m', composant w, sont, en valeur absolue, moindres que M et M' respectivement; la seconde, composée des autres termes. Cette décomposition peut se faire, si grands qu'on ait choisi M et M'; il suffit qu'on suppose n supérieur à 2M -}- i, aM'-f- I, et croissant à l'infini, à partir de cette limite inférieure. Dans la première partie, les diverses valeurs de (v sont indépendantes de n\ par conséquent, les termes correspondants, dans la formule (i), tendent vers ceux de la série /(u). On peut donc prendre n assez grand pour que la somme de ces termes dans (i) et la somme des termes correspondants dans /(w) diffèrent moins que d'une quantité donnée. On peut, en même temps, prendre M et M' assez grands pour que la somme des autres termes, dans/(w),
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soit aussi moindre qu^une quantité donnée, cela en vertu de la convergence de /(m). La démonstration sera complète si l'on établit qu'on peut aussi choisir M et M' assez grands pour que la somme des termes, composant la seconde partie dans la formule (i), soit elle-même moindre qu'une quantité donnée.
On a remarqué, dans le premier paragraphe de ce Chapitre, que
les valeurs de — = i' ont la forme (pio -{-/?' w'), les fractions /?, p'
étant comprises, la première entre zéro et -j-i, la seconde entre — I et H-i. Dans ces limites, les fonctions pv^ p'v, p"v ont le seul inGni ^^ = 0; par conséquent, les produits v^pVy — ^^^p'^t ^v^p"v, égaux à Tunité pour v =^0, restent finis, et Ton peut assigner des limites supérieures aux valeurs absolues de chacun d'eux. Ceci reconnu, prenons d'abord, dans la formule (i), le premier terme sous le signe de sommation. En l'écrivant ainsi
^' n \{-\v^?'vy
. / W il' \ * ^ / I II I . \ *
\ n n I \n^* n ir* ' /
nous reconnaissons qu'il a pour expression asymptotique
Puisque ( — ^ v^p^ vY est une quantité limitée, ce terme est comparable à — > terme général d'une série absolument convergente;
et l'on peut prendre M et M' assez grands pour que la somme dé tous les termes analogues soit aussi petite qu'on voudra.
Prenons ensuite, dans la formule (i), le second terme sous le signe de sommation. On peut l'écrire
son expression asymplotique
est comparable à — ^> terme général d'une série absolument convergente, et la conclusion est la même que précédemment. Il est donc établi que la fonction pu est représentée par la série convergente
«' = 2n(o-f-'2/ia); ,{=o, rîzi, =îz2, ..., ir»;
n = n'= o excepté.
Observations sur le développement de pi^. Double périodicité.
Une des premières conséquences de la formule (6) se rapporte à une nouvelle forme du développement de pu suivant les puissances ascendantes de w. Effectivement, chaque terme étant développé suivant ces puissances, on obtient
Comparant cette formule à celle qu'on a déjà obtenue (IV,. 4 )> on en déduit
Ainsi toutes les séries 7 — r- ^ où m est un nombre entier
positif, au moins égal à 2, s^expriment en fonction rationnelle et entière des deux premières d'entre elles. C'est là un fait algébrique des plus remarquables.
L'observation qu'il y a lieu de faire ensuite sur la formule (6), c'est que, peu utile pour le calcul numérique, elle est merveilleusement propre à mettre en évidence la nature de la fonction pu. On y lit, en effet, immédiatement que pu devient infini pour u = w, et que [{u — ^v)'^ pu]u=w ^ pour limite l'unité. La double
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périodicité n'est pas moins manifeste; car, si l'on change u en w -f- VV\ (cV| étant une des quantités w)^ tous les termes qui contiennent u s'échangent les uns dans les autres. Toutefois la composition, un peu complexe, du terme général, formé de deux parties, ne laisse pas apercevoir tout d'abord si j)(m -j- w^) reproduit pu sans changement, ou bien augmenté d'une constante. Il est bon de vérifier sur la formule (6) que c'est le premier cas qui a lieu.
A cet effet, considérons d'abord la série 7 z rr >
où la sommation s'applique à toutes les valeurs w=l 2/ia)-i- a/i'w', sauf w =.0 et çv = — (v, . Cette série est absolument convergente, puisque c'est simplement la précédente où l'on a remplacé u par (V,, après avoir écarté deux termes. Puisqu'elle a une somme déterminée, cette somme est zéro; car l'ensemble des quantités-^
ne diffère pas de l'ensemble des quantités . r^ • Nous pouvons
donc écrire la formule (6) comme il suit :
iv = o, — (V| exceptés.
Cette dernière forme coïncide encore avec la suivante
(V = — iV| excepté.
Si l'on change maintenant w en [w — (V|), on pourra écrire
aussi
^" ' ^"'^ 2à\su-^-w^ — wY w^\
iv z= o excepté.
C'est justement l'expression de p ( w -f- fv, ) suivant l'égalité (6) sans aucune transformation. On a donc vérifié directement la relation
p(ii-f-iv,) = pa,
qui exprime la double périodicité.
Développement de p'uy de p'u^ etc., en séries
à double indice.
Pour obtenir, à Tégard de jd'w, p'^Uy p'"u^ ..., les développements analogues, nous avons le choix entre deux moyens. Le premier, celui qui paraît d'abord le plus simple, consiste à prendre les dérivées aux deux membres dans la formule (6). Pour la rigueur, il suffit seulement de se convaincre que les dérivées de la série (6) sont égales aux séries composées avec les dérivées des termes. Ce fait résulte de ce que les séries ainsi obtenues sont uniformément convergentes par rapport à « (*), et cette propriété s'établit immédiatement au moyen de l'analyse qui précède.
Mais une autre voie, non moins facile et plus conforme à notre mode d'exposition, s'ouvre aussi, et nous allons la suivre, en dérivant les deux membres de la formule (i); puis, comme précédemment, nous supposerons n infini. Voici, à cet effet, une transformation de l'égalité (i). Prenons la formule d'addition, pour la fonction t^ (V, i6a),
pu — pv et concluons, en dérivant par rapport à v.
p'îp pV
p{u -i- ç) -h p{u — v) — ipv = ^ -
ipu — pv)* pu—pv
Mettant -> — au lieu de u et ^j et nous reportant à la formule
(i), nous pourrons l'écrire ainsi
OU mieux encore
II u I v^ r / u — w\ wl
(v = 2ma)-h2mu>, ,=o, ini,di2, ...,=t ,
m = m'= G excepté.
( * ) Au sujet de la convergence uniforme et de la différcntiation des séries, on peut consulter le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. C. Jordan, t. I, p. 117.
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On remarquera que cette forme du second membre fournit, plus immédiatement que dans la formule (i), la limite de chaque terme, pour /i = QO . Mais elle exigerait un détour de raisonnement pour qu'on en pût conclure qu'effectivement le second membre et la série (6) ont même limite. Ce détour cesse d'être nécessaire à l'égard des formules dérivées de (8). Pour ces dernières, tous les termes suivent une seule et même loi, et l'on peut écrire en général
iv = amu) -h a/n 0) , , > = o, =bi, dz a, . . ., rb .
Nous concluons de là, pour la formule limite,
p(|i)M = (-i)l*.a.3...(iJi-f-i)y p ^.rrr» fx^i.
IC
Il ^ } _t . I
w = '2nu)-H2/i(o, , > =o, ±i,±a, ...,ihoo.
En effets d'abord, tous les termes de la somme (9) où m, m', en valeur absolue, sont respectivement moindres que deux nombres arbitraires M, M', convergent vers les termes correspondants de la série (10). En second lieu, la somme des valeurs absolues des termes de la somme (9), où dz m, it m' dépassent M et M', peut, parle choix de M et M', être rendue aussi petite qu'on voudra. C'est cette dernière partie qui, non immédiatement évidente dans la formule (8), est évidente dans la formule actuelle (9).
Effectivement, un terme quelconque peut être écrit ainsi
Or V, ainsi qu^on l'a déjà observé, est limité dans une étendue telle que la fonction ç;l*+2pfl*>(; y reste toujours finie. On en peut dire
autant de cette même fonction quand on y remplace (^ par (v U
si n est pris assez grand. Le terme t diffère donc seulement par
un facteur limité de ^— -^ — rr^ 1 qui est, lui, le terme général d'une
série absolument convergente. Par conséquent, la somme des termes analogues à t^ où m, m' surpassent M et M', peut être rendue inférieure à toute quantité donnée, comme il le fallait prouver.
La série (10), de même que la précédente (6), met en évidence les infinis u = w des dérivées de p a; on y lit la double périodicité mieux encore que dans (6); car, si w^ est une période, le changement de w en (a -h fV| ) a pour simple effet d'échanger les termes les uns dans les autres.
Développement de (u en série à double indice.
On peut tirer le développement de IJa de la formule (6) en intégrant aux deux membres. Mais nous adopterons encore la méthode plus élémentaire qui consiste à déduire d'abord de la formule ( 8) son analogue pour la fonction X^u. En intégrant chaque membre
de cette égalité (8) et observant que (tu — -) > (- ^ ) ont
tous deux la limite zéro pour i^ == o, nous obtenons
(II) î"= - î--^- z^\^—z — ^^ — ;; — ^^t; p ;:)'
n n n jbÊà \ n n n n /
et (V doit être pris comme dans la formule (1). Voulant reproduire une analyse semblable aux précédentes, occupons-nous d'abord de ce qui en était tout à Theure la troisième partie, en considérant les termes où les nombres m et ± m' surpassent deux nombres arbitraires M et M'. D'après la formule d'addition (V, 16), transformons le terme général tt du second membre (11) successivement ainsi :
fl=-| 2Ç-H h2--p-
n \ n u iv n n
-(-Yp'-
( - 1 p z(v^pv)
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Ainsi qu'on l'a déjà observé, v^pi^esi une quantité finie ; d'autre vers ±: i^ donc — ^4 a pour expression asymptotique
*l = ï ITTT-^^.Tli ^ = ^*P^'
Réunissant les termes, on peut écrire
ip* ( I
terme général d'une série absolument convergente, puisqu'il est
comparable à — • De là résulte que, n étant suffisamment grand,
on peut prendre Met M' tels que la somme des termes ^, soit, en valeur absolue, inférieure à toute quantité donnée.
Il reste maintenant à former, avec les limites des autres termes delà somme (n), une série convergente. Mais, pour que, dans cette série, on puisse, comme dans les précédentes, séparer les termes qui répondent à deux valeurs de iv, égales et de signes contraires, nous ajouterons, sous le signe sommatoire, dans (11), les
deux termes ^— et ^( j> qui se détruisent, et nous écrirons
(lia) çw=-î--+->,- î H-Ç ^ —iP— l;
les valeurs de w seront alors les mêmes que dans la formule (8 a). De là se conclut la série
OÙ fv a les mêmes valeurs que dans la formule (6). Le terme général de la série (12) est effectivement la limite du terme général dans la somme (11 a). Déplus, la série est absolument convergente;
car on a
u — W ' iV ' (V*
ni
terme comparable à - , •
La série (12), comme les précédentes, met en évidence les infinis de ^u; quant à la propriété relative à Faddition d^une période, on peut la reconnaître par le calcul suivant, analogue à celui qui a été fait déjà pour la série pUy mais un peu plus compliqué.
Désignant par (V| une période, nous écrirons d'abord, en exceptant de la sommation les valeurs (v ::= o et tv = — (V| ,
^ I I w I v^ r I u -\- Wi ï 1 ^ Il = j 1- ^ ^ I j î — _^ I
2r U u-\- wi I I 1
Nous passerons de là à la forme suivante :
w -h (Vi
Dans la première série S|, est exceptée la seule valeur iv= — i\\ ; dans les deux autres , sont exceptées les valeurs w = o et
iV = (ï', .
La série S2, qu'on a déjà rencontrée dans le calcul analogue pour piiy est nulle. La série S3 est une quantité indépendante de
f/, qu'on désignera par — 2t1, en y adjoignant le terme
Quant à la série S|, avec le terme qui la précède, elle représente ^{if -\- (V|), comme il résulte du changement de w en (^w — (V'i ). On a donc effectivement
CHAPITRE XI. — SÉRIES A DOUBLE INDICE
avec celte expression de 2 -ri
w = o, — iV| exceptés.
Développement de s'a en produit à double indice.
Dans la formule (i i a), prenons, de part et d'autre, les fonctions dont les deux membres sont les dérivées logarithmiques, en déterminant les constantes de telle sorte que le rapport de chacune de ces deux fonctions à la variable 11 ait Tunité pour limite, quand u devient nul. Nous aurons ainsi
(w — u\ j ti w m' tv
Les limites des termes de ce produit limité nous conduisent au produit inGni
(I4) Crw^ wJJ(^I~ |i.^6«'"^î»v«,
tv
OÙ W parcourt les mêmes valeurs que dans les séries (6) et (12). L'exactitude de cette formule (i4) sera établie si Ton prouve, comme on Ta fait précédemment pour les séries, que le produit des termes où, dans la formule (i3), ±m et ±: m' surpassent deux nombres donnés M et M', peut être rendu aussi voisin de l'unité qu'on voudra, par le choix de M et M'. Pour le montrer, réunissons les facteurs deux à deux, en groupant ensemble ceux qui répondent à deux valeurs de w^ égales et de signes contraires. Le produit ^3 de deux pareils facteurs, suivant la formule fondamentale (VI, 12), peut s'écrire
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OU bien, en remplaçant encore — par v,
( n u\' / u^ u ti' ^ \ — »'«pt' \u n 1 \n^*^ n «•* *^ J
Mettant', au Heu de ^^p^, la lettre a, qui représente ici, on se le rappelle, une quantité finie, on voit que ^3 tend vers l'unité. Il existe donc une détermination du logarithme népérien de ^3 qui tend vers zéro ; choisissant ainsi le logarithme, on a
Cette quantité, quand n devient infini, a pour expression asymptotique
53 = log \—a —■ -f- a — - ,
qui est elle-même asymptotique à ^> terme général d'une
série absolument convergente. On peut donc choisir /i assez grand pour que la somme des logarithmes des termes ^3 diffère aussi
peu qu'on voudra de la somme des quantités — t-\ cette der-
nièrc, si Ton prend M et M' assez grands, est aussi petite qu'on veut. Donc la somme des logarithmes des termes ^3 peut être rendue moindre que toute quantité donnée et, par conséquent, le produit des facteurs t^ aussi voisin de l'unité qu'on voudra. La formule (i4) est donc complètement prouvée.
On peut remarquer que nous n'avons pas eu à démontrer la convergence du produit infini (i4)î die résulte de notre analyse. Elle est d'ailleurs évidente. La convergence d'un produit infini a lieu, par définition, en même temps que celle de la série des logarithmes de ses facteurs, les logarithmes étant pris comme tout à l'heure : le logarithme du facteur général, dans le produit (i4)» est
iog I ) H ! -;
il a pour expression asymptotique — 0 ~Ts ' terme général d'une série absolument convergente.
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La formule (i4) met en évidence la nature de la fonction <iù, qui s'offre nettement comme ayant, pour toute valeur de w, une valeur finie; on y voit les racines u = (V. Quant aux propriétés relatives à Faddition d'une période, leur vérification n'offre aucune difficulté ; il suffit, pour la faire, de reproduire exactement le calcul qui a été développé dans le paragraphe précédent à l'égard de la série ^u. Mais cette vérification va être effectuée d'une autre manière; ce sera une des conséquences de l'analyse qui va suivre.
Transformation de ^{u-ha).
D'après la formule (i4)> l^s facteurs du produit infini <i(u -{-a) ont la formef i )• Notre but actuel est de remplacer ces
facteurs par ( i ZT") * ^^ rapport de ces facteurs est indépendant de u, car on a
C'est dans la transformation des exponentielles que réside le calcul. L'exponentielle qui accompagne le facteur envisagé a pour exposant p,
Considérons les deux quantités suivantes
et retranchons-les de p ; voici le résultat :
(i5) p = pi-Hpj-f-|u« -- — î — -- ^u(\ -H -î- -4 ' — ).
Mettons, en outre, le premier facteur {u-^-a) sous la forme
Remplaçons maintenant, dans le produit infini <^(a + a), p par
Texpression (i5) et partageons ce produit en quatre autres, tous absolument convergents :
I® Une exponentielle dont l'exposant est
2® Une seconde exponentielle dont l'exposant est a i -+- V — î H --+-—- I = M Ça ;
3** Le produit provenant de Tadjonction des facteurs eP« aux binômes ( I j > avec le facteur a du produit (16),
4** Le produit provenant de l'adjonction des fadeurs ePi aux binômes M zr~)' ^"^"^1 on adjoint les deux derniers facteurs
(16). Ce produit a la forme
1 / Il \i II
('7) II('~.ir=rs)'' "=^^"'"^'
où w parcourt toutes les périodes,^ compris zéro. De cette façon, nous obtenons la formule
r M* P m- M C, rt
(18) (ï{u-^ a) =1 ^a,/{Uf a)e * ,
dont nous ferons divers usages.
Tout d'abord, nous allons en tirer parti pour reconnaître l'effet de l'addition d'une période (V| à l'argument de la fonction <i. Nous observerons, à cet effet, que/(«,a) est doublement périodique par rapport à a; car le changement de a en (a 4- W|) échange, les uns dans les autres, les facteurs du produit (17). Connaissant déjà les deux relations
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nous tirons cle(i8)
ou, sous une autre forme, en posant u -^ a = b,
par conséquent,
G étant une quantité indépendante de u. Si ^ W| est une demi-période effective, c'est-à-dire n'est pas une des quantités iv, on déterminera G par la supposition w = — ^iV|. Gomme ^u est manifestement une fonction impaire, on aura par là (en mettant ô au lieu de \^y\)
( 19) -^-zrr, = - e»r.(a-Hco),
■a IL
formule supposant essentiellement que w ne soit pas une période. Par l'addition successive de 2 0), on obtient, comme on Ta fait au Ghapitre VI (p. 182), la formule générale
où l'on doit prendre le signe moins quand w n'est pas une période, le signe -h dans le cas opposé.
Nouvelle déûnition des fonctions elliptiques.
Après avoir introduit les séries 2r (Ghapitre VIII), nous avons été conduits naturellement à généraliser les fonctions elliptiques : pour ce but, il a suffi de supposer, dans les séries Sr, les deux périodes remplacées par deux quantités arbitraires, dont le rapport fut imaginaire. Dans le Ghapitre actuel, nous avons emprunté seulement les notions établies avant l'introduction des séries 2r. Nous pouvons, avec les nouvelles séries, généraliser aussi les fonctions elliptiques par le même moyen. G'est ce que nous allons faire, et la suite de notre analyse nous ramènera, dans le Ghapitre XII;
aux mêmes séries 2r, qui se présenteront ainsi d'une manière moins directe, mais plus naturelle, et plus conforme à l'ordre historique.
Voici donc le problème que nous allons traiter. Désignant par w et b>' deux quantités arbitraires, dont le rapport ne soit pas réel, nous prenons les trois fonctions pi/, ^u^ <^//, définies par les égalités
^u^-uYl{.-l)
tv
W == 2/1(1) -+- 2/1' o)'; , [ = o, db I, dt 2, . . ., ih 00 ,
/l rrz /l'rrz O CXCCpté.
Nous nous proposons de prouver que ces fonctions jouissent des propriétés signalées comme caractéristiques dans le Chapitre VI (Propriétés caractéristiques de du^ p. 184), savoir
(22) ^, ^. ' =i^v — pu.
Les propriétés de périodicité de ces fonctions ont déjà été tirées des seules formules (20), et nous avons démontré que, 2c5 désignant une quelconque des quantités (v^, on a
1' p(a -+- 2Û) = pw, Ç(a -+- 20)) = Ça -h 2fp
La lettre ii\ désigne une quantité dont nous avons obtenu le développement. Enfin, par le moyen des seules formules (20), nous avons aussi obtenu l'égalité (18), où s'introduit une fonction à deux variablesy^(w, a). Cette dernière est définie par un produit d'un nombre infini de facteurs (17).
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Il peut d'abord sembler inutile de prouver les égalités (21), qui résultent de la dilTérentiation dans le produit iu et dans la série ^u. Mais la seule preuve générale que Ton possède pour la différentiation des séries n'est pas assez élémentaire, et nous ne voulons pas l'invoquer ici. Au surplus, il n'est pas dénué d'intérêt d'établir les égalités (ai) par un raisonnement facile et court, fondé sur la formule (18).
Nous allons faire usage de la formule de Taylor, limitée à un terme quelconque, avec l'expression du reste ^ telle qu'elle a été donnée par M. Darboux (*) pour les variables imaginaires,
l cp(a-+-A) = cp(a)-i-/icp'(a)-h...
H ç(«)(a)-i-X^ ^- li— _o(«4-i)(a-f-eA).
Dans cette formule, le facteur \ constitue la seule différence avec la formule depuis longtemps classique, mais propre seulement aux variables réelles; a et h sont réels ou imaginaires, 6 réel et compris entre zéro et + i,/? arbitraire; enfin \ est une quantité inconnue, mais dont la valeur absolue (module) est inférieure à Tunité.
Appliquons cette formule avec les suppositions
o(/i) = log(i — A), a = o, /i = 2, /> = 3;
Delà définition (17) tirons le développement de log/(w, a) et remplaçons chaque logarithme suivant la dernière formule; nous aurons
iog/(u,a)=-y(-^i-y- — \ — ^.
\ il' — aj
Bien entendu, les quantités inconnues A et 6 dépendent de u et varient d'un terme à l'autre. Mais, supposant u suffisamment petit en valeur absolue (et nous allons le supposer tout à l'heure infini-
(' ) Darboux, Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable {Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 3« série, t. III, p. 291).
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ment petit), nous voyons que le second facteur, sous le signe de sommation, est essentiellement limité. On peut notamment, en limitant i/, faire en sorte que l'on ait
V w — aj en valeur absolue.
Comme la série 2 , ^ ^^^ absolument convergente, nous
avons, en résumé (la valeur absolue de u étant limitée),
F(a, a) = log/(a, a) = Aa»,
et A est une quantité toujours finie. Donc d'abord F est nul avec m. En second lieu, le quotient de F par u est nul aussi avec u. Donc F a une dérivée par rapport à //, et cette dérivée est nulle avec w. Ensuite le quotient de F par u^ est nul en même temps. Donc F a une dérivée seconde par rapport à w, et cette dérivée est nulle aussi avec u.
Ceci reconnu, prenons, par rapport à e/, la dérivée logarithmique au second membre de (i8), et faisons u = o. Cette dérivée se réduit à Ça. D'après l'expression du premier membre, on a donc
et, par suite,
Prenons la dérivée seconde du second membre de (i8), toujours par rapport à u, puis supposons w = o. Cette dérivée se réduit à — pa. On a donc aussi
£.^logga = -pa,
et les égalités (21) sont démontrées. Il reste à prouver l'égalité (2a).
Mais nous ferons plus, et nous établirons directement la formule de décomposition en éléments simples (Chap. VII) pour les fonctions doublement périodiques composées avec des produits cl des quotients de fonctions d.
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Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples.
Considérons la fonction suivante
{2:}) ^^u)- ^^^^__cL):f{ii-b),,,:f{u — t)'
où les facteurs sont en même nombre au numérateur et au dénominateur, où, de l^lus, la somme des racines est égale à la somme des infînis
On Ta vu au Chapitre VII, ceci est la forme générale des fonctions rationnelles de pu ti p' u] mais actuellement nous devons faire abstraction de ce fait : nous avons seulement, diaprés la relation (a3), une conséquence de la condition (26) : ^{u) est doublement périodique. Nous profiterons de cette propriété au cours de notre analjrse ; mais c'est d'une autre manière que la condition (26) manifeste son importance tout d'abord.
Prenons, pour chaque fonction d dans le produit (aS), un facteur de son développement, celui qui répond à une même période iv. La condition (26) a pour effet de faire disparaître u dans Texponentielle. Si, pour abréger, on pose
on obtient cette expression de ^{u) en produit infini absolument convergent
(^") \ T-r(cp — a-f- a')(w — m-h6'). ..(tv — a-+- ^') ~
xA (tv — u-ha)(w — u-^ b).,,{w — u-{-t)
tv
Si nous limitions les valeurs absolues de n, n', nombres qui composent w = 2/1(0 + 2/1' (o', ^(u) se changerait en uue/raction rationnelle <f (w).
Nous pouvons considérer *(w) comme la limite vers laquelle
converge cette fraction ç(w), quand, supposant toujours
les nombres N et N' deviennent infinis. Cela étant, nous allons décomposer cp(w) en fractions simples et chercher la limite de la formule de décomposition; ce sera une nouvelle forme de ^{u). Les deux termes de la fraction 'f (w) étant d*un même degré, la partie entière, dans la décomposition, est indépendante de u. Soit C cette partie entière. Les fractions ont pour dénominateurs
(a — a — tv), {u — ù — w), ..., (w — t — ip),
avec les diverses valeurs de w, y compris zéro. Les numérateurs de ces fractions, ou résidus, sont respectivement
«1*»= [(m — a — iv)«p(w)]«=/i4-H.,
xiv= l(w — ^ — w)9(u)]„=t^w.
Comparons-les avec les résidus correspondants de ^(w), savoir
'Zw=[iu— t-'W)^{u)].,-i+^v-
Chacun des derniers, a^par exemple, est le produit de facteurs en nombre illimité, mais ce produit est absolument convergent. Chacun des premiers, 0L^^, par exemple, est le produit de facteurs en nombre limité, et tous les facteurs qui composent a^ font partie du produit a,^, absolument convergent. Mais la double périodicité de ^(u) nous apprend aussi que les résidus a^, p^^, ..., t^ sont indépendants de w, et coïncident avec a^, Po> • • m '^o- Le produit, absolument convergent, a^ a donc une valeur finie, qui ne varie pas avec w^ et l'on peut déjà affirmer que a^^ a, lui aussi, une valeur finie, dont on pourrait assigner une limite supérieure invariable, si grands que soient les nombres n et n!, 11 en est tout autant pour p[^,, . . ., t^. Soient donc M et M' deux nombres arbitraires, mais qu'on ne fera pas varier avec N et N'. Prenons les
IV
Nous servant de l'identité
I IV v^
et y mettant successivement (u — a), {u — à), .. ., (u — t), à la place de Çj changeons Si en la somme de deux autres quantités :
Cette dernière quantité êi donne lieu à l'observation suivante. Les numérateurs étant limités en valeur absolue, les termes qui composent ei sont ceux d^une série absolument convergente, car les dénominateurs sont comparables à w\. Donc on peut prendre M et M' assez grands pour que Si soit inférieur à une quantité donnée, si petite qu'elle soit.
Prenons, d'autre part, les fractions où ± n et ± n' sont moindres respectivement que M et M'. Quand cv est ainsi limité, et que N, N' deviennent infinis, y(w) tendant vers ^(w), aj,, tend vers a^= ao. Donc a^, p|^, . . ., t|^ diffèrent de a©, Po, • • •> 'ïo par des quantités que l'on peut rendre aussi petites qu'on voudra en prenant N et N' assez grands. La somme S de ces fractions peut donc se représenter par
S = e-i-ao V î ^- ?o zl T h...-+-To V J ;
\^u — a — w ^ ^du — o — w \^d u — t — w
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et e désigne une quantité infiniment petite quand N et N' sont infiniment grands. Ici (v, rappelons-le, est une période quelconque, y compris zéro ; mais ± n et ± n' ne dépassent pas les nombres fixes M et M'.
Maintenant, en ajoutant et retranchant certains termes, écrivons
S sous la forme
L 1/ — a ÂÊd, \u — a — w w w^ J J
\^u— t ^ Xu—t — w W w* / J
Dans ces dernières sommations, (v=: o est excepté. On voit que R. se compose du développement de
limité aux termes où /i, n! ne dépassent pas M et M'. La différence e' entre R et cette dernière fonction peut donc être rendue aussi petite qu'on veut par le choix de M, M'. Soit donc
<!;(M)=çp(M) — aoî(a — a)— poC(w — 6) — ... — ToÇ(w — t),
nous avons
Les trois premiers termes C-|-T|-f-T forment ensemble un binôme du premier degré en w, Pw -f- Q, dont l'analyse précédente ne laisse pas aisément apercevoir la forme limite. Mais, supposant N et N' infinis, nous avons pour s, s', ei des quantités infiniment petites ; le premier membre a pour limite la fonction
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Donc Pw4-Q a aussi une limite finie, quel que soit u; donc P et Q ont des limites finies. Ainsi notre analyse conduit à ce résultat que ^{u) se réduit à un binôme du premier degré en u. Il reste à établir que P est nul. C'est à quoi l'on parvient en observant la double périodicité de ^(w). En effet, de l'égalité
V(M) = Pa-t-Q, on déduit
V(u-4-2ti>) — ^''(w) = 2P(i) = — ^(ao-i- ?o-+---»-^-T^o)^» V( M -H 2(i>') — ^r(M) = 2P(i>' = — 2(ao-+- ?o-+-. . .-H t:o)7i'.
Si donc on veut bien admettre comme établi que l'on n'a pas r,(i>' — Ti'co = G, il en résulte nécessairement P = o, et l'on trouve en même temps que la somme des résidus est égale à zéro. Quoique la relation précise
TO) — Ti (1) =
ne soit pas encore établie dans l'analyse actuelle (ce que nous ferons d'ailleurs au Chapitre suivant), on peut cependant reconnaître sans nouveau calcul que (t^ci)' — t^'w) est la moitié d'un multiple impair de iir, et, par conséquent, n'est pas nul. Nous avons, en effet, en partant de la définition actuelle de du, prouvé (équation 19) l'égalité
( 28 ) — ^^ ^ = — e*nt«*+û)i
qui est vraie toutes les fois que c5 n'est pas une période. Nous avons donc successivement
C ( w -+- 2 ti)' -+- 2 o) ) ,^, , ,• ,
c'a de là, en multipliant membre à membre,
g^(M-f-2(o -f-2a)) _ _^ ^j(Yi+Tî')(u+aM-û)'; >< ^ilTîCrt'-Yj'a» S'a
D'autre part, les relations
î(a -4- 2(0) = Çw H- 2Ti, Ç(m -f-2(o') = ;</ H- 2t/
conduisent à celle-ci
d'où Ton voit qu'avec aw == 2w -f- aw', on a aussi 2x4 = ar, -h 2r/. Comme (co -+- w') n'est pas une période (co et (o' ayant leur rapport imaginaire), l'égalité (29), comparée à la précédente (28), exige qu'on ait
(3o) eî<^<^'-tJ'«) = _-,, T,w'— 7)'w= ^^L±'.t-7:.
Nous avons donc prouvé par une analyse directe que tout produit de fonctions <3', tel que ^{u), est décomposable en une somme d'éléments simples : une constante, et des fonctions Ç. Les infinis de la fonction sont supposés différents entre eux, c'est-à-dire tous simples. On peut de là passer aux autres cas, comme on Ta déjà fait au Chapitre VII pour une question analogue. Mais notre objet est uniquement ici de conclure la formule fondamentale (22), et c'est ce que nous ferons ainsi : prenons
les résidus sont liz c , et la constante se détermine par la condition ^{v) = o. On a donc
Divisons les deux membres par d{'2a), et faisons « = o. La quantité
se présente sous la forme -• En prenant le rapport des dérivées, on a pour la limite
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De même à l'égard des deux autres termes, où u est remplacé par v\ donc
tfCa-f-p) (j(u — v)
C'est la formule (22), que nous voulions établir.
On ne manquera pas d'observer la grande portée de la démonstration qui vient d'être exposée. En prenant pourpoint de départ les définitions (20), nous avons immédiatement trouvé le théorème général de la décomposition en éléments simples pour les produits doublement périodiques composés avec les fonctions <^. De là se conclurait immédiatement la décomposition des fonctions rationnelles depw et p'u en produits de fonctions rf, et toute la substance du Chapitre VII.
Équivalence des périodes.
La définition des fonctions elliptiques par les formules (ao) conduit à la notion d'équivalence des périodes, plus immédiatement encore et plus clairement que la théorie des séries 2r. Les périodes primitives 20), 20)' se trouvent caractérisées, en effet, dans les formules (20) de cette unique manière: ce sont deux quantités telles que, si l'on pose
(i; = 2/10) -f-an'o)', , j = o, rti, zt: 2, ..., ±30,
l'ensemble des quantités w reproduise, dans un ordre quelconque, l'ensemble des quantités analogues, figurant dans les formules (20). U est dès lors évident que 2â> et 2 û' sont deux périodes primitives si l'on a en même temps
w = ao) -+- 6o>', o) = atî) -+- pu',
a, 6, a', 6', a, p, a', P' étant des nombres entiers. C'est ce qu'on exprime en d'autres termes par les égalités
-, , ,, a6— 6a==bi.
De plus, comme il n'y a aucune distinction entre w et w', on peut supposer, sans restreindre la généralité,
ab' — 6a'=-hi;
car il suffit, pour changer le signe du déterminant, d'intervertir cô et GJ ou bien eu et co'. Cette dernière convention apparaît ici comme ayant pour seul objet de laisser inaltérée la quantité (t^o)' — t/co) quand on change les périodes primitives ; car on a
mais la suite de l'analyse actuelle, qui doit nous ramener aux séries 2r, présentera cette convention sous son véritable jour.
Expression de a'iu, s'su, <^zu en produits à doubles indices. Reprenons la formule (i8) en l'écrivant ainsi
(fa j \ • /
Nous y retrouvons, au premier membre, cette même fonction de u dont nous avons appris à former le développement suivant les puissances ascendantes de u (VII, 48). Celte fonction est maintenant développée en produit à double indice /(w, a).
Supposant, en particulier, pour a, une demi-période Wa, nous avons, au premier membre, rfaW. Voici donc le développement en produit :
wgi= 2/ito-t- 2/i'to'-h(D3i, r = o, dri, di2, .... ih X.
CHAPITRE XII
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS (T ET Sr EN PRODUITS SIMPLES.
DéYcloppement de a', en produit simple. — Démonstration de l'égalité
TiU) — 7^ Cl) = •
Développements de ru, r^u, r^u en produits simples. — Expression des trois
quantités rtàte * * et de y/^, — e^ en produits. — Expression de ^u et de pu en séries simples. — Expression de t;u) et des racines e^ en séries simples. — Les séries Sr déduites des développements en produits.
Développement de cftu en produit simple.
Après avoir développé les fonctions d en produits à double indice, on est naturellement conduit à transformer ces produits par le groupement des facteurs. Le groupement le plus simple est celui de tous les facteurs où Tun des indices a une seule etipéme valeur. C'est celui que nous allons effectuer. On peut opérer sur l'une quelconque des quatre fonctions <^; nous choisirons 0*3 e/. Il faudra , pour ce calcul, se souvenir du développement de la fonction cosinus en produit infini. Ce développement est connu dans les éléments sous la forme
cos-J Tzx= I l/i jj; 71 = 1, 3, 5, ..., ajAH-i, ...,00.
11 est valable, quel que soitâ?, réel ou imaginaire. Nous l'écrirons un peu autrement :
/i=ifci, ±3, ...,±(afx-hi), ...,=hx.
L'exponentielle qui complète chaque facteur linéaire disparaît
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quand on réunit ensemble deux facteurs correspondant à deux valeurs de /î, égales et désignes opposés; par conséquent, la seconde formule découle de la première : elle offre l'avantage de contenir un produit absolument convergent, formé avec des facteurs linéaires.
En même temps que la formule (i), nous aurons à employer les deux suivantes, qui s'en déduisent par la diffère ntiation logarithmique :
\2 COS J ira:/ ^(n-hx)^'
n — ±ij ±S, . . ., d=(afx-t-i), . . ., =130.
Prenons le développement (XI, 3i) de (^«e/ en produit; supposons a =2, c'est-à-dire 0)01= co -h w', et nous pourrons écrire ainsi ce développement
e>''" a*, a =11 ( l jenco-hn'o)'"^! Kntù-^n'tù'J
J X V nto-f- n'tti'J
Voici la transformation que nous ferons subir au facteur général du produit (3). Nous l'écrirons
Laissant maintenant à n! une valeur constante, faisons le produit de tous les facteurs obtenus en faisant varier n. Nous avons partagé notre facteur général (4) en trois autres, séparés par des points. Le produit de tous les facteurs analogues au premier est, d'après la formule (1), égal à
COS -
An
COS
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le produit de tous les facteurs analogues au second, d'après (2), est
•izu rz n'w'
tang ^
C itù 2 0) z=zBn'\
enfin le produit des facteurs analogues au troisième donne
t / -KH \ 1
1 [ iz n'W]
Nous avons ainsi (en mettant n au lieu de n')
o'jMe* * = I I A„B«C«,
/i = =fc I, db3, . . ., ih(2fA-H l) zhac.
Pour simplifier cette expression, examinons les facteurs C/,. En
posant
ITC —
nous avons
(5a) cos = -Vûrî -i-<7 ' /,
De là résulte que la série SlogC,, est convergente; car, un (acteur invariable étant omis, le ternie général s'écrit sous l'une ou l'autre des deux formes
Ces deux formes, Tune pour n positif, l'autre pour n négatif, mettent la convergence en évidence. Au surplus, deux termes, où les valeurs de n ne diffèrent que par le signe, étant égaux entre eux, il suffit de donner à n des valeurs positives, et d'adopter alors Tune ou l'autre des deux formes, suivant que la valeur absolue de q est inférieure ou supérieure à l'unité. C'est ici le lieu de convenir, comme on l'a déjà fait au Chapitre VIII, qu'on choisit w' et w
de telle sorte que -v- ait sa partie réelle positive ; par suite, la valeur absolue de q est inférieure à l'unité.
Nous avons donc
rSm-1
11 convient de réunîr cette série avec le terme e* ; posant donc
nous aurons
e-««*3',M=JjA;,B„.
On a manifestement B,, B„„ = i , d'où résulte que les facteurs B„ disparaissent par Je groupement des facteurs. Voici donc une première forme simple de développement :
JJ
cos - ■ cos-
cos'
D'après la formule
eus {b — c) cos ( 6 ~ c ) = cos* 6 — sin* c, on peut aussi écrire
(8) e-«"'3',w = TT
sin* —
/l = l, 3, ...,(2jJl-T-l) ...4-30.
D'après (5 a), nous avons
cosn znsin — n-a''_2<7 sin —
cos/i '
2 0) COS
: (o' . > TT î/ , _ , . . TT // , „ _ 'îT M
«n siii* - — (1 -t- a")*— 47" sin* — i-H <7*'*-^-2 7'»cos- 2(o 2C0 ^ '^ 2 0)
cos«/ï — V / / V / /
I -4- 27» COS uçi/t= (i _j- q^z^){i -+-y
et changer alors la formule (9) en la suivante, où apparaissent deux produits distincts, convergents séparément,
(10) e-- ^,u = T\ '-^-^-^ TT î^tl!fl* ,
/? = I, 3, ..., (2(XH-l), . ., -h 30.
On peut encore obtenir d'une autre manière la séparation en deux produits distincts, avec les facteurs qui fîgurent dans Tégalité (7); mais il y a lieu de substituer alors ^n facteur de convergence B/, un autre facteur plus simple. Nous avons
. ^ .Tzu q' —q ' logB„= i — \ 2— T--
Si n est positif, nous écrirons
iogB„ = - '^ i^ii-" =- iiL?^ f. -- -Mf_ y
^ 20) 1-H7'» 2o> \ i-hq"/
Si n est négatif, n = — m, nous écrirons, au contraire,
^ 2o> i-{-q^ 20) V l-hq"*/
I^ série, composée des termes — ^ — et '^ — > est conver-
gente et sa somme est nulle. On peut donc réduire le facteur de
convergence à e *" , suivant le signe de /i; ce qui donne la formule
ir 710)' U .^, TZ 710)' H- M .^-
cos - '^" cos — "^"
JX Tt niO JX lî 710)
cos „ cos -
Il reste à trouver la signification de la constante a ; c^est ce qui va être fait dans le paragraphe suivant.
ITZ
Démonstration de l'égalité r^m' — r/w= — •
Par la définition de du en produit infini, nous avons trouvé, dans le Chapitre précédent (XI, 19),
gJYj'(a+0)').
Au dernier paragraphe de ce même Chapitre XI, nous avons reproduit la définition de rfaW
d'où résulte que l'addition des périodes ato et ato' a pour effet de multiplier aussi <^a par une exponentielle, du premier degré en u. En particulier, supposant a = 2, c'est-à-dire Wfli= (02:= w -+- o>'; on détermine immédiatement le terme indépendant de u par l'hypothèse M = — 0) ou u = — w' ; d'où résulte
(la)
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Ces deux dernières égalités caractérisent entièrement les deux constantes v;, v;'. En retrouvant ces mêmes égalités par les dernières expressions de <^2) nous obtiendrons deux relations entre a, Tj, r/, et atteindrons ainsi le double but poursuivi : i** exprimer a par les quantités déjà introduites; 2° démontrer la relation qui lie T,, r/, 0), (1)'.
L'une quelconque des formules (7), (8), (9), (11) met en évidence que e~'"''a'2M reste inaltéré par le changement de u en (w -h 2ti>). On a donc
(T, IL c«""
Comparée à la première relation (12), cette dernière donne
Pour le changement de u en i^u H-2(o'), prenons la formule (i i). Posons
cos - __ *^"
F(«).-=TT ' J^ , e '"; « = i,3, ....^a|xH-i), .. ,
J X T. tua
n cos
en sorte que la formule (11) s'écrive
c-""' (TjM = F(m) F(— a).
Par le changement de u en w+aw', (w' — a), (3(o' — m), (5a)' — w), ... se changent en — (to'-t- w),(w' — m), (3a)' — w), — On a donc, en désignant par A une constante qu'il est inutile de préciser davantage,
^ lit M
F(a-f-2a>')=Acos- !L±J^e'^F(u).
Résolvant par rapport à F(w) et changeant u en {u — aa>'), on a de même
F(«-ao,')= 1 ' e "■» F(«).
A TT tu — M
cos-
Changeons m en — m, nous aurons
itzitt-A-ita'i
cos -
De là résulte enfin
Comparée à la seconde égalité (12), et a étant remplacé par son expression (i3), cette relation nous donne
T.tO ITZ ,
(14) T^Ui' — Tj'o) = ~.
C'est ce qu'on voulait établir.
Il est opportun de faire la remarque suivante : en établissant la formule (11), on a explicitement supposé q inférieur à Tunité, en valeur absolue. Dans le cas opposé, en effet, la transformation du facteur de convergence B„ aurait amené un changement du signe
iTZn
dans l'exposant de l'exponentielle e ^^ , comme on l'a vu plus
haut. Ce signe étant ainsi changé, on trouverait au lieu
de -^ pour (7^0)' — r/to), comme il convient, en effet. On rencontre
la même circonstance si l'on emploie, pour faire la même démonstration, la formule (7), exercice recommandé au lecteur, La formule (10) se prête fort bien aussi à ce même calcul; le changement de u en (u -f- ^w') équivaut au changement de z en qz.
Le caractère général des produits infinis (7), (8), (lo), (11) consiste en ce que : i" par le changement de u en (w 4- 2(0), les facteurs se reproduisent, ou tels quels, ou changés de signe: 2° par le changement de u en (u -h îîw'), ils s'échangent les uns dans les autres.
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DéTeloppements de ^u^ ^iU, ^^u en produits simples.
On pourrait répéter les calculs, qui viennent d'être faits pour ^2^, avec de très légers changements, et obtenir directement les nouveaux développements cherchés. Il est plus simple de changer la variable dans <^2^> en utilisant les formules ci-après :
3',( W — 0)) = ^(""^"^) g-{yi-i-ri')(«-co) = l!L gTî'o) e-tj» ^ a,
(J'(a)-h œ ) tfo>
Soient, pour abréger,
e «w s'a =/m, e *<*> 3'aM =fy,u, 1 1 1
r ti) Ti' Cl)' Yî" O)"
(i5) U = (J'aie * , lJ=3'w'c « , L'=c5'w'e « . On déduit des formules ci-dessus les suivantes :
II
(16) {/i(w-to') = eT--cT -^-y,^.
/7C *tC IM — CO'
Employons d'abord la première égalité (i6) et, observant qu'on 0/3(0) = 1 , concluons
- ~ IJ' De là se déduit, pour chacune des formes de rfaW (7), (8), (9),
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(lo), (il), une forme correspondante de d^u, savoir
. 7Z noi — u . Tz ru») -h u
sin sin
. . ir 71 0)' sin*-
sin'/i
IQM»
e~ ^ (fi u
YJM«
c~ »*^ cTa tt
TZU
I — aûT» cos h 7*"
-r-î'TT
CI n
ir 71 w' — a
Slll
niù -h a
. ir /lo)
sm -
sin -
. ir 710)
sin-
eTtâ,
OÙ /i = I, 3, . . . , (ajjL-f- 1), . . . , 4-oc.
A ces égalités, nous devons joindre l'expression de /2W, qu'il suffit de prendre sous une seule forme, déduite, par exemple, de la relation (9),
En employant la seconde égalité (16) et observant encore que f^ (o) est égal à l'unité, nous aurons
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devient cos — • Du produit (7), ainsi transformé, on conclut les
produits analogues à (8) et (9) par un calcul tout pareil à celui qui a été fait pour (3'2. Pour transformer le produit (10), on doit observer que, u se changeant en (m — w'), z^ se change alors en q~^ z^. Les nombres impairs n se changent en des nombres pairs, et il y a un facteur isolé provenant de(i -f- 72^), qui se change en (iH-5^); ce dernier se transforme en (5 + ^"*) par Tadjonclion
du facteur -• Voici donc les formules finales :
= COS
TZll
Tz mit) — u Tt mu} cos cos
.ir mto' cos*
YJM*
= cos
TZU 2b>
sin^
TZU 20)
cos*
YJf/
TZU
= cos
TZU 20)
OÙ /?» = 2, 4) 6, . . . , 2 [A
oc ;
•jt moj cos - '
TT mo) cos
2 Ct»
ij _ r n(i-i-y*p) 1* U'-^[n(i-i-y*P-i)J ^
I y 2) Jj . • • » I 30.
.Itù
En suivant cet ordre dans le calcul, au lieu d'employer, telle quelle, la dernière égalité (16), il est un peu plus simple d'utiliser les deux dernières (16), pour en conclure d'abord
lJ/l(M — 0))=:/a.
Observant ensuite que - /w, comme - rfw, a, pour a = o, une
limite égale à Tu ni té, on aura
- = jim
La troisième forme (ig) donne immédiatement cette dernière limite ainsi
1 _ ^ rn(f-y«p)1'.
u 2uiLn(n-ç*p)J '
puis, le changement de u en (u — eu) entraînant celui de z en -7- iZf on a immédiatement les formules suivantes
YJM»
C •'^(TW
2(0 . TTlt
— sin — ir 2U)
sin - sin-
2 0) 2 Cl)
20) . Ta — sin —
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une lettre, savoir
( qo^n(i-ç^p) =(,--^î)(i^yfc)(,-^«)...,
Entre les trois derniers existe une relation très remarquable et très simple.
Si Ton désigne Q3 par cp(y)
?(5') = ('-^)(i-5'»)(i-^*)...(i-Ç*''-»)..., on a
QîQ3 = (i-^»)(i-^«)(i-7»«)... = ?(5'«), (•i4) ?(7)?(— <7) = ?(Ç*).
D'autre part, en distinguant dans Qi les facteurs où les exposants de q^ sont impairs, puis ceux où ces exposants sont pairs et non divisibles par 4; et ainsi de suite, on peut écrire
Par conséquent, en employant successivement la relation (24) où l'on cbange q en y^, en g*, etc., on a
Comme ^'^ a pour limite zéro quand n est infini, il résulte de là
(^5) QiQiQs = i.
L'égalité (21) nous donne
puis l'égalité (ao)
--r/w^ 201 c* Qî
enfin l'égalité (i8) conduit maintenant à celle-ci :
(.66) U'=tf«o'r^'"=î^-L-,^.
" agi ^'
De là nous concluons, d'après les formules (VI, 49)) les trois quantités y/ca — es) simplifiées au moj'en de (26 ),
/ -^ U' Tc QIQî it „,^,
Vei e,- e y^, - ^.^ q,q. - ,o> ^»*^»- En extrayant les racines carrées, nous en déduisons
{28) I V'iP^=t/;;^2^7QîQ„
t/^T^TTI = y/^ QI Q,.
Ces calculs sont tout à fait analogues à ceux du Chapitre VIII (44i 45, 46), et sur les racines quatrièmes des binômes (e« — 63) il y a lieu de faire la même observation qu'en l'endroit cité. Au reste, le rapprochement sera complet quand, un peu plus loin, nous reviendrons aux séries 2r. Pour le moment, nous devons conclure des relations (28) : i® l'expression du discriminant; 2** une identité
(29) V^Â= v/2 v^i — ej v^e, — esv^e, — ^3 = 4/^Qo \fq^
(30) Q5+i6^Qî = Q!.
Expression de (i^ et de pu en séries simples.
On obtient ^u el pu en prenant les dérivées logarithmiques du produit infini du^ sous une quelconque des formes (22). Aucune
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démonstration n'est exigible. pour la légitimité de cette opération. En effet, dans le Chapitre précédent, on a prouvé rigoureusement que cette opération, faite sur le produit à double indice, conduit aux développements de ^u et pu en série à double indice. En opérant sur ces derniers les mêmes groupements de termes qu'on vient de faire sur le produit d'où ils dérivent, on obtiendra pour résultat des séries qui dériveront de même du produit transformé.
Cette observation s'applique aussi aux produits qui représentent les fonctions rfa» Comme les développements dont il s'agit sont de peu d'usage et, de plus, se calculent sans aucune difficulté, il suffira de consigner ici, à titre de spécimen, une de leurs formes : les égalités suivantes sont déduites de la troisième équation (22) et de la troisième (17).
lu = 1 COt 1 >
. TZU
TZU m l — 2g"^ COS h fl^*'»
v/ fx , 7)14 27r v^
. TZU
ûT» sm —
TZU
^ q^{i-h q^'^) cos 2q^^
' ,1 (1 — 2 5r«cos h q^" j
wt- — — la^axJa ••••
Expression de t^co et des racines e» en séries simples*
Le calcul de (^iU nous a conduit à l'égalité (6), qui, à cause de la valeur (i3) de a, s'écrit ainsi
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C'est en composanlle facteur de t/^, dans rcxponentîelle qui multiplie (^2> qiie nous avons trouvé cette formule. En faisant le calcul direct pour les autres d, nous trouverions de même trois autres égalités analogues. Mais, a posteriori, nous pouvons obtenir ces égalités et retrouver la précédente par le moyen des formules (3i) et (32). Dabord, par la seconde formule (3i), en nous rappelant
que Ipu j) est nul avec a, nous obtenons
(33) ^'^= M^'-*'^*2(r=^^«p)«' /? = i,a,3,...,x. Dans cette même formule (3i), si Ton fait u =r co, on a
(34) r.o) = — gi fa)«-i- i^^-^ ^^'^ / 1 ^^»mi ' y> = i,2,3, ...,x.
Puis, dans la seconde formule (3:>.), supposons successivement u = (I) et a = o, nous aurons deux relations analogues à (34); la première sera justement celle que nous avions obtenue d'abord directement :
(35) r^^^^e.i^^-^-'iiz^^^^^l:,-,
(36) Vo=-^.co«~s^^'2(7^1=iy,'
ff ^ 1^7. }j) •••1 X,
Comme C| 4- ^2-f- <?3 est nul, il résulte de là l'identité
(3;) • ^{l-i-qP)^ ^(i — (7«P-i)« ^(i — q^Py'
En outre, si Ton retranche membre à membre les égalités (33), (34), (35), (36) deux à deux, on obtient de nouvelles expressions pour les six quantités Cg^ et (c» — ep). Ces expressions, comparées à celles qu'on a déjà obtenues, donnent lieu à des identités dont nous reconnaîtrons l'importance dans les applications à la théorie des nombres.
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Les séries ^^ déduites des développements en produits.
Parmi les cinq formes adoptées précédemment pour les produits ^a, il en est une où Ton a introduit une variable >3, au lieu de l'argument il, et les facteurs sont alors algébriques par rapport à cette variable. Il est naturel de chercher à en conclure des développements suivant les puissances de z, et on peut le tenter de deux
manières. Comme les produits s'offrent sous la forme F(-3) F( -j>
on peut vouloir développer F(z) suivant les puissances ascendantes de 2 ; ce mode de développement offre de l'intérêt, mais nous n'en parlerons pas : il n'a jusqu'à présent aucune importance. La seconde manière consiste à développer le produit, comme un poljnôme réciproque, suivant les quantités {zP-\- z~P): c'est par là que nous retrouverons les séries 3.
Nous allons opérer sur le développement de (^i, par conséquent sur le produit qu'offre la quatrième formule (19). Pour y arriver, nous considérerons d'abord le polynôme limité suivant :
Il est composé de ( 2 |JL -4- i) facteurs, et évidemment réciproque,
c'est-à-dire ne change point par le changement de ;; en -• Il est
impair; son développement ne contiendra que des puissances de z à exposants impairs, dont les extrêmes seront ± (2[x -H 1).
La propriété vraiment caractéristique de ce polynôme consiste en ceci : si l'on y change z en qz^ les facteurs s'échangent les uns dans les autres; cSiT(qPz -i- q~P z^*) deyienl(q^P^^^ z + q^^P^^^ z~*), La modification porte seulement sur les facteurs extrêmes, en sorte qu'on a
(38 a) (q-V-z -^ qV-z-^) ^{qz) = (qV--^^ z -h q-^V-^^^ z-^)^{js).
Si donc on suppose ^(z) développé sous la forme
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les coefficients se déterminent immédiatement par l'équation ré-
currente
Av-i = ^r-îv :,.._,_, Av.
-JV-hl
D'ailleurs, le terme contenant la plus haute puissance de z est le produit de toutes les quantités qP z^ c'est-à-dire ^^t*"*"'. Donc A|x est égal à l'unité, et l'on a successivement
Mettant maintenant les termes suivant l'ordre croissant des indices, on a le développement cherché, où nous représentons par une seule lettre C le premier coefficient
Dès lors que q est, en valeur absolue, inférieur à l'unité, ce polynôme ^(-z), pour [x infini, converge vers la somme de la série
_L_ /7V(V-»-l) / ^ÎV-t-1 _| ] _4_
La démonstration en est évidente, semblable à celles que nous avons employées plusieurs fois déjà; elle se fonde sur deux faits : 1*" tout terme de rang déterminé, dans ^(z), a pour limite le terme de même rang de ^i (z); 2° les termes dont les rangs, dans
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^{^)f croissent indéfiniment avec [x, forment une somme infiniment petite.
Réunissons dans l'expression primitive (38) de 'f{z) les deux facteurs qui répondent à deux valeurs de p égales et de signes opposés, et écrivons
(qPz-^ q-Pz-^){q-P z -^ qPz-^) = q-*P{i -^ q^P z^)(i '^- q^P z-*).
Il résulte de là
<p(z) = q-*^P{z -T- ^-*)n(i -+- q*Pz^)U(i -+- q^Pz-*),
ou bien, comme 2 2/> est égal à [x(|jl -f- i),
C^(z) = (w H- ^-»)n(n- q^Pz^)U{i'hq^Pz-*).
Quand on suppose [x infini, le numérateur de C devient égal à Tunité; nous avons donc
(z -+■ z-i ) n(i -+- q*Pz^)U(i -+- q^Pz"^) n(i — q^P) = *i( -«),
jO = I , 2, 3, . . . , oc.
Si l'on multiplie ^« (z) par q* et qu'on pose, en outre,
ou retrouve alors la série STji' (VIII, 22)
Î' 1 1 » 3rj(; = q^ ^i(z)= iq^ coscit -^^q C09 3pit-+- . . . J-(îp+i)« H- 2^* COS(2jO -h OfTt-i-
Mettant, de même, i^ au lieu de 2 dans le produit et réunissant les termes deux à deux, nous obtenons
( io) 3r,p = 2^* cosi^it I I (i-h 2 5r'»cos2i'it-i-y*'») I 1 (i — q"*)f
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A cette relation se joint la suivante, où intervient di v défini par Tégalité
Il i
3r, (> = 3r,(î — v) = 2q^ sinvTz — a^r* sinSi'Tt-f- . . . -h( — \)P'Xq* S\Ti(ip-\-\)VT.y
(42) STjp = 2^* sinPTc I I (i — 2^'"C0S2(>'7r -+- ^r*"*) I |(i—^'"),
m = 2,4, •••j^fji, ...-i-oc.
On peut passer de 3| ou Sa à Sa et Sr© par un changement de l'argument v, comme on Ta fait au Chapitre VIII. On peut aussi reproduire l'analyse précédente pour développer le produit qui figure dans l'expression (10) de d^u. C'est ce que nous allons faire en quelques mots.
Prenons le polynôme limité
dans lequel p acquerra maintenant les valeurs
/> —IJZï, Ztï, ... =t
Ce polynôme, comme le précédent, est réciproque; mais il est pair et de degré 2[x. Au lieu de la relation (38 a), il vérifie cette autre analogue
/ ipL— 1 t]k—i \ / «{JL-»-l «pi -4-1 \
\q « ^-^q'~^^-^)^{qz)=\q « z '\- q ~^^V<K-3),
et l'on a, pour déterminer les coefficients, la relation suivante :
îv
»v-. = g-"''-','_ffv^.Bv, B^=.
En posant alors
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on obtient ce développement
Nous concluons alors que, [x devenant infini, ^ {z) a pour limite la somme de la série
Enfin, par la transformation des facteurs de ^(5), déjà faite pour ceux de <f (5), on conclut
(43) STaP = i-h iq cos2i'7t -f- 2^* cos4t''ïr -+-,.. H- 2q^* cos avpTt -*-. . ,
(44) ^jç = rT(i -♦- 2<7« cosai'-Tt -1- q^" )TT(' — V"")»
En dernier lieu, le changement de i^ en (ç + 7) donne
(4'3) ^oV= I — 2^ cosaP7t-+- 2^* cosivi: -h. . .-!-(— i)^27^'cos2vp7t-H. . .,
(46) 2roi^ = jrT(i— 2^«cos2Pi:-i- <7*«) rT(i — <7"*).
/l = l,3, ...,(2{Jl-4-l), ...,
Si nous donnons à i' la valeur zéro, dans les expressions de STq, Sa» 3^3 en produits, nous retrouvons les produits infinis désignés par les lettres Q(23) :
(47) 2ro=Q|Qo, 2r,= 2^^QfQo, 2r3=Q|Qo, {v = o).
Ces formules rendent manifeste la coïncidence des expressions (28), obtenues dans le présent Chapitre pour vca — ^p, • . .j avec
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celles qu'on a obtenues précédemment (VIII, 46). Enfin la formule (4>-) donne immédiatement pour r = o
(48) âr, =2ir7^Q3, (v^ = o).
On voit par là que l'identité Qi Q2Q3= i coïncide avec l'identité (43) du Chapitre VIII, de même aussi que l'identité (3o) du Chapitre actuel coïncide avec l'identité (4i, a) du Chapitre VIII.
DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. — Autre développement des fonctions de seconde espèce. — Troisième développement des fonctions de seconde espèce. — Développements de ^u, de ^{u-{-iù'),depUf
p' Uj etc. — Sur la racine réelle de l'équation STj (J-, i'v/jr) = o. — Développement de lo^ru et de log r^w. — Développement des douze quotients aTg^uiar^u. — Développement des inverses des fonctions r. — Développements à convergence rapide pour les fonctions de seconde espèce. ^— Développement des inverses des produits formés avec deux fonctions 3'. — Développement des racines
e^ et des invariants. — Développement des quantités ^e^, — e»» etc.
Développement des fonctions doublement périodiques
de seconde espèce*
Nous avons déjà parlé plusieurs fois des fonctions de seconde espèce, qui ont une très grande importance, et pour la théorie et pour les applications. Leur définition a été donnée au Chapitre VIT. Elles ont pour type général
Prenons ici pour la constante p une valeur particulière
Posant alors
iizn
«Iti
et employant la quatrième expression (XII, 22) de la fonction d
en produit, nous aurons
w^ - ^ zt — z-i t-i -|-T (i — 7^")(i — ç'^zU^)YW(^— <!"' )(' — 9^4?~«/-»)
fil' — ~ ij .{) •••} j? j*^ • • • j i jC.
Considérons, d'autre part, la fraction limitée suivante
irÇi — a^*)II(i — g«a"j)
dans laquelle, pour former les divers facteurs des produits, on donne à n les valeurs
c'est-à-dire celle des entiers successifs de — a à -h jjl inclusivement, sauf toutefois pour le produit II' où l'on ne donne pas à n la valeur zéro.
Nous allons d'abord reconnaître que cette fraction (i), si l'on y fait croître [x au delà de toute limite, ne diffère pas de la précédente. En effet, si l'on y sépare d'abord les facteurs répondant à n = o, et qu'on y mette en évidence ceux où n est négatif et égal à — n', on pourra l'écrire ainsi
I ' • '-^^ (i — J'){i— /)ll(i — a«:F)(i— a«^)ll(i— a-«';r)(i— a-«'v) ( 'ji ) < "^
i \—Ty rw {\ — i'^){\ — '3i'* xy) -w-w {i — n^'){\~ ol'*' ar-^yi )
\ ~~ (i — a;)(i— j)lJL(i— a'»j^)(i— a«j')lJL(i--a«'x-i;(i — a«y-i)'
et les nombres n, n! seront les entiers positifs i, 2, . . . , |jl. Si maintenant on suppose
(3) a = ^*, x = z^, 7 = /^ on a évidemment
(4) iim?(^, J) = — V^/(w)-
En faisant donc subir une transformation quelconque à 'f (^,^v) et prenant la limite de la formule obtenue, nous aurons obtenu une transformation de /(u).
Nous allons, pour ce but, décomposer 'f (^,^) en fractions simples par rapport à la variable j^.
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Il existe d'abord un terme C indépendant dey^ savoir
^^ ' ^ II(i — a«x)
En second lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — y) a pour numérateur
n'(i — a«)n(i — oL»x)
En troisième lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — oCy) a pour numérateur
Nous y désignons, au dénominateur, par II' le produit des facteurs indiqués, en évitant seulement celui qui serait nul (n = v). Prenons d'abord v positif; supprimant les facteurs communs aux deux termes de Ay, nous aurons
^ ^ ^ ■" I — a\*-x 7— olV-'^x " * I — at*-v+i a? i — ar\^~^' i — ol'V-* ' ' ' ^i — a-Ji^-v
C'est le numérateur de la fraction
Ay ^ ^
Enfin le numérateur By de la fraction
1 — «-^^ ne dilTère de Ay que par le changement de ^ en -, comme il résulte de la forme (2) donnée plus haut à ^{^yj')', car ^(Ji^^j) se reproduit, sauf le signe, par le changement de x, ^^ en -? -• Nous avons ainsi déterminé tous les coefficients de la formule
Modifiant un peu la forme extérieure du second membre, nous l'écrirons
(6) 0(37. v) = C-i-i-+-2AyH — -^ \ V — Z, — V— ?'
^ / » ^ / / ï 21 — ^ .^d I — ayy ^^ I — ^y^^
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Nous allons maintenant examiner ce que devient le second membre, quand [x devient infini.
En supposant d^abord, pour v, un nombre fixe, et a étant, en valeur absolue, moindre que l'unité, on voit immédiatement que Av converge vers x"* : car les facteurs du premier groupe, au second membre de l'expression (5), convergent individuellement vers Tunité, et ceux du second groupe vers x. L'expression limite de Ava^ est donc a^o:^, et l'on est conduit à faire l'hypothèse que la valeur absolue de olx soit inférieure à V unité. Moyennant cette hypothèse, la série illimitée
^ 1 — r/yy
est convergente. Chacun de ses termes, de rang déterminé, est la limite du terme occupant le même rang dans la suite limitée
Aà I — ayy
D'autre part, en écrivant Ay sous la forme (5) modifiée ainsi
on voit que le quotient Av : x^ est composé par le produit de facteurs appartenant aux trois produits illimités suivants, tous absolument convergents,
fj(i-a«), J][(i-a''a;), Jj(,_^:);
donc Av:^'^ est limité, en valeur absolue, et la somme des termes qui, dans S', correspondent à des valeurs de v supérieures à un nombre donné N, est comparable à la somme des termes correspondants dans la série S. Elle est donc, par le choix de N, aussi petite que l'on veut. Donc la limite de S' est égale à la somme de la série S.
La dernière somme, au second membre de l'expression (6) de
CHAPITRE XIII. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
cp(a', y)y diffère de la précédente par le changement de j:,^ en -
et - • On doit donc faire maintenant la supposition que la Dateur
absolue de - soit inférieure à V unité. Cette somme a, dans ces conditions, pour limite celle de la série
*"" ^ I — 7yy-^ '
La double hypothèse faite précédemment s'exprime par les inégalités
Par cette notation |jr|, assez usitée depuis quelques années, on entend Isl valeur absolue (module) de la quantité x placée entre les deux traits.
Il nous reste à trouver la limite de C H- SAv Pour ce but, nous supposerons d'abord |:c|<:;i, hypothèse compatible avec celles qu'on a déjà faites (7), et que nous ferons ensuite disparaître. L'expression de C étant écrite ainsi
x«{*-^* TTT I — a** TX I — a" C = Il I I 7 : /i = 1 , 2. . . . , ;x,
on voit que G converge vers zéro. En même temps, par les raisons invoquées tout à l'heure pour S', on voit que S Ay converge vers la somme de la progression
Donc
lim(GH-i-4-2Av)=--f- — - =1 '"tf.
{JL=«)^ ' ^ 2 l^ X '2 i X
V = «o V = flO
(S) iiin©(x, y) = 1 ^ H- > — h > -^ — :
Cette formule est prouvée sous le bénéfice de l'hypothèse
(lo)
Mais, comme cp reste inaltéré, sauf le signe, par le changement
de Xj y en - y -> et qu'il en est autant du second membre (8), la X y
formule se trouve aussi prouvée pour le cas
c'est-à-dire
ai
En résumé, la généralité de la formule (8) est établie sous la seule hypothèse (7). Si nous remettons maintenant pour a, ar, y les quantités (3), nous avons, d'après l'égalité (4),
C'est ce qu'on peut écrire encore sous la forme suivante :
cot h col H 4 > I
20) 20) -^d . TTl' I
1 I — 25r*«cos h^*" I
La condition relative à la grandeur de z s'exprime, comme il suit, pour l'argument u. En désignant par K(x) la partie réellr d'une quantité complexe quelconque jr, c'est-à-dire
CHAPITRE XIII. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUKS. ^i
et la condilion ci-dessus se traduit par cette autre
(..) _,R(4î:)<R(ii)<.R(^).
\*a)/ \iw/ \tci)/
Dans ces limites (i i), la formule (lo) est exacte.
On ne peut manquer d'observer le fait suivant : la fonction qu'on vient de développer ainsi est symétrique par rapport à n et ç, tandis que les développements ne présentent pas cette symétrie. Il est donc désirable de transformer les seconds membres, pour mettre la symétrie en évidence. Mais il est manifeste qu'alors il faut faire, surt', la même hypothèse que sur u. Nous allons donc supposer maintenant
I^KMK
Si nous développons, suivant les puissances ascendantes de /, la fraction
^ — - = <7J/i^J«<J(i-t-ûr«/'/ï-hûr*« /*-}-...),
ce développement est convergent d'après l'hypothèse, et son terme général est gr2/im^2/i^2m^ où /i et m sont deux entiers, au moins égaux à -}- i . Chaque terme de Tavant-dernière somme dans la formule (9) donne lieu à un développement analogue ; de même
aussi, sauf changement de 5 et ^ en - et - , chaque terme de la dernière somme donne un développement analogue et convergent d'après l'hypothèse. Il est, pour ainsi dire, évident dès lors que la formule (9) se change en cette autre
(iu^v (olîi-s — -5-* 1 t — tr^
nx
Pour établir ce fait en toute rigueur, il suffît d'observer que la I. 27
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série, à double indice, ainsi obtenue, est absolument convergente. On a donc le droit, sans en altérer la somme, de grouper les termes arbitrairement : si Tony réunit tous les termes où 3 est affecté d^m même exposant, on retrouve précisément la formule (9).
Cette dernière égalité (12), si l'on introduit, au second membre, les arguments ;/, (^, acquiert la forme élégante
Y) Mi»
( cot h cot )
(*3) { = — 7 ûr«'»'»sin — (nt'H- ma),
valable sous les condilions
Si l'on introduit, au lieu de (^, la fonction Sr,, et qu'on remplace — , — par w, V. la formule (i3) s'écrit alors sous la forme
' — î 5: =7 î-^— ^ — ir(cOt-i^-h COtTTI/)
= 4*^ ^ ^ï/wrt gin 27:(/iP -h ma),
En parliculier, le développement (i5) est valable pour toutes les valeurs réelles de // et r.
On doit remarquer que les limites imposées aux variables u et i' dans CCS développements ne s'opposent pas à ce que ces développements puissent cependant servir au calcul numérique dans tous les cas. Ceci résulte de la propriété que possède la fonction de se reproduire, multipliée par une constante, quand on ajoute une période à Tun de ses arguments.
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Autre développement des fonctions de seconde espèce (*)•
On peut varier les formules précédentes en ajoutant les demipériodes aux arguments u et ç. Dans les séries (9) et (12), ceci
revient à changera en iz ou en q^z, et de même pour t. Le changement de z en i5, ou de t en it donne un résultat qui s'aperçoit immédiatement.
Mais, pour le changement de z enq^z, on peut modifier les séries d'une manière notable en développant les termes qui ne sont pas soumis au signe sommatoire, comme il suit :
Ce développement est valable si la valeur absolue de qz^ est in-
férieure à l'unité. Le changement de z en q^z transforme déjà en
q^ ei\q * les deux limites imposées à |^| pour les développements précédents. Si Ton emploie la nouvelle transformation, 1^1
I - I -devra être compris entre \q^ et
La plus intéressante des formules qu'on obtienne ainsi résulte
du changement simultané de z'^ et t^ en qz^ et qt^ dans la série
(12). D'après le développement (16), employé pour t comme pour
;;, on a d'abord une série de termes ayant la forme
ce qu'on écrira ainsi
Par le changemen idez^elt^ en qz^etqt^j les termes q^""* z-" /-'« de la formule (12) donnent la somme suivante
zl^g ^^
(') Il faut observer que les diverses formes de développement sont dues uni- (|uement au rôle dissymclrique attribué ici aux deux périodes. Au fond, il n'existe qu'un seul développement; les autres offrent seulement des différences de forme.
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OÙ n et m prennent toutes les valeurs positives depuis l'unité. Celle somme, jointe à la précédente, conserve la même expression extérieure, mais /i et m peuvent alors y prendre les valeurs
Enfin les termes q^^^^z ^'^t ^'"^ fournissent la somme suivante, où n et m sonl changés en (/i -f- 1), (m + i),
zt ^q^^
et dans laquelle n el m peuvent aussi acquérir la valeur zéro. Nous avons donc
■=i, 3, 5, ..., (auL-hi), ..., -hx.
Réduisons maintenant le premier membre au moyen des égalités
a'(M-^-i^-4-2(o')= — c*V^"-^*^<*>'^ 3'( a -4- i»), a'(t'H-(u) = ^lû ^z^efï'^, a'(w-4-a)') = s'to' a'taeV'S
nous aurons, pour Texposant de e,
= (r.ta — T. w) -t-Tj O)
et, pour l'exponentielle,
Y) Mi* ITT M -f-f '-<•»' Ti//!'
e ^ eVf>V * " = e " e^'^'
On voit donc que la formule (17) peut aussi s'écrire ainsi
\ - ; ^e *^ = — > fJqnfnl :^n (m )
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OU, SOUS la forme trigonométrique,
[=1, 3, 5, ..., (2UL-hi), ..., H- X.
En groupant les termes dans la série (18), soit par rapport à /i, soit par rapport à m, puis passant à la forme trigonométrique, on peut encore écrire
"~ (i> ^rf\l — ^''*-5* I — q*"z-^ J
sin — (nu ■+- v) — 7'* sin — (nu — v)
(22) =- iirJl^^
f23) =-ïi;/^*
7r(> I — 2ûr« cos — -h ûT*'»
sin — ( ms> -4- a ) — 7"» sin -^ (mp — w) 2 to ^ / ï ^ ^j V /
7tM
I — 27"* cos h <7*"*
Les lettres /i, m désignent ici tous les nombres impairs positifs. Les limites à considérer pour ^^, i^ ou z^ t sont les suivantes :
Pour |3|, 1^1, Iv/^l et 1-^1;
PourRfii),R(^),.... -k(^) et ^R^^V
Dans les séries (18) et (19) les deux arguments doivent, tous deux, satisfaire aux conditions imposées par ces limites. Dans les séries (20) et (22), l'argument u seul doit y satisfaire; dans les séries (21) et (23), c'est au contraire le seul argument v auquel ces conditions sont imposées.
Troisième développement des fonctions de seconde espèce.
Nous allons maintenant dans la série (9) changer seulement ^en tyjq^ par conséquent v en (t'+o)'). Et d'abord la fonction, qui
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est au premier membre, se transforme ainsi
0^ {V -\- io' ) ^ u o'aPS'M
Nous ferons disparaître le dernier facteur en multipliant le second membre par z. Effectuant cotte multiplication, laissant de
côlé le facteur —, que nous rétablirons ensuite, changeant t^ en
<//*, et modifiant la forme des deux premières fractions, nous transformerons ainsi le second membre (()) ;
Mais on a évidemment
II suit de là
sin —[(?./! — i)?/ -f- 2rl — <7*"-i sin -^(a/i — n// 2to ' ato
Sin — I — 'iq^'* ^ cos r- ûr*«->
::^ iZ? ^ V^ ^(î/l-l)//l( -2/1-1 /Î//I ^-î«+l /-»"*)
(.j(-) — — - - H ^ > 7(*'»-i''"sin— ^ [(2/1 — i)r/ + 2mi'l
"^ 2(0 . TTM W ^^ ^ 20)^^ '
sin —
sin -^(iFnv -\- u) — q^"' sin — (inw — m )
Sin — i — 27*"* cos h <7*'«
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Les lettres m, n désignent ici tous les nombres naturels positifs, depuis Tunité inclusivement. Les limites pour u^ v on z^ t sont les suivantes :
Pour |-5| 1^1 et
Pour \t\ \)fq\ et
sTq PourRCii) -^^(^) et +aR('^),
PourR(-A) - ^('i\ et + r(^).
Les deux arguments doivent satisfaire, tous deux, aux conditions imposées par ces limites, dans les séries (26) et (27). Dans les autres, les conditions sont imposées à un seul argument: u^ pour les séries (24) et (a5), v pour les séries (28) et (29).
Si, dans les séries (18) à (a3), on remplace — > — paru, ^,
ou, mieux et plus simplement, si Ton remplace dans les seconds membres (o par ^, ces séries représentent alors la fonction
2rt(a-f-P)3r;(o)
Si l'on fait le même changement dans les séries (24) à (29), ces séries représentent alors
Sro(a-t-p)y,(o)
Si nous prenons maintenant chacun des trois groupes de formules (9) à (i5), (18) à (a3), (24) à (29), et que nous y changions u en i^u + tù) ou v en (t'-f-w), ou que nous fassions ces deux changements à la fois, nous aurons en tout douze groupes de formule^, dont il est tout à fait inutile décrire les seconds membres, les changements y étant évidents. Quant aux premiers membres, si on les représente par les fonctions 2r, on voit immédiatement les changements qu'ils éprouvent. Il suffit de se rappeler les
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formules (VIII, 38 A)
2ri(a-4-l)= 3r,i/, &,(M-hi)= — Stjm,
3j(a-hl)= ^qU, &3(a-f-i)= 3r,a.
Observons, en outre, que le groupe de formules (24) à (29), par réchange de u, ^, correspond en réalité à deux groupes dilTérents, en sorte qu'on peut vraiment envisager seize groupes de formules, se déduisant toutes immédiatement des précédentes. Faisant abstraction de i^ ou mieux considérant cet argument comme une constante et, au contraire, u comme une variable, nous pouvons dire que chacun des seize groupes de formules donne le dévelop-
pement d'une des seize fonctions ^^^^-^ -j les indices a, ^ recevant les valeurs o, i, 2, 3.
Pour revenir aux fonctions d, on n'a qu'à recourir ensuite aux formules du Chapitre VIII (VIII, 35, 4» ? 44)j si l'on ne préfère le calcul direct par les formules du Chapitre VI (VI, 49)» Voici un Tableau des seize fonctions. Elles y sont représentées en abrégé : la lettre a remplace (m -t- t^); la lettre d est omise, son indice seul est rappelé. Ainsi a signifie (i{u-\- i^), a^ signifie (^a('' 4- t^)? w et
Uoi signifient (iu et (^a'^î de plus l'exponenlielle e ^ , qui multiplie chaque fonction, est omise. Enfin, comme le Tableau l'indique, quelques-unes sont multipliées par des facteurs composés avec les trois quantités suivantes, qui nous sont bien connues :
TQO)
— - TQ" 0)'
La première ligne renferme les quatre fonctions déjà envisagées; la seconde celles qu'on a déduites par le changement de u en (f/H- (o); la troisième, par le changement de v en ((^ -f-to); la quatrième par ces deux changements simultanés.
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a uv
tf * U" a, UU' a,P3
« * U' a, UU' Mai'i
i a U"» i/ït^,
ITT
UU' MiP,
U* UxV\
Les développements que nous venons de trouver offrent de l'intérêt dans nombre de leurs cas particuliers : nous passerons en revue les principaux de ces cas, et nous commencerons par ceux dans lesquels le second argument v est infiniment petit.
Développement de X^Uy de C(i^ + <^')9 de ^niy p'u^ etc.
Dans la formule (lo), supposons v infiniment petit; nous avons alors
[Y) MU -^ e " cot — \ = tu — -î— • ^v :jU 2(1) 2a)J to
Les autres termes de la formule (lo) ayant individuellement des limites finies, nous obtenons
(3i) Ça — -^ = — cot 1 > —^ — r- sin
' O) 20) 2(1) tO ^d 1 — <7"* (»)
On démontre avec la plus grande facilité qu'il est permis de différentier successivement les termes de cette série, pour les valeurs de u qui la rendent convergente : ce sont les mêmes que pour la formule (lo).
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On a doDC, par différentiation,
^ sin' — ^ ^
nui:
cos ,
P'm = — ( — ) hai - ) > i-v sin
\iinj . ,TM \a)/ .^d 1 — 7*'» w
Ces développements sont valables sous la condition (i i)
On peut aussi écrire, au lieu de la formule (3i), celle-ci
Semblablement, de la formule (29), où l'on fait «/ = o, puis où Ton remplace ensuite la lettre v par la lettre w, on tire
^^ ' (0 ' (o .^ I — ûr*« (O
7IWT «/» (o
Ces développements sont valables sous la condition
\i(o/ \tw/ \iw/
On peut écrire aussi, au lieu de la première formule (34),
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Sur la racine réelle de l'équation ^i (i» i/x) = o.
En discutant, dans le Chapitre VIII, la marche de la fonction S|, nous avons reconnu qu'il s'y présente deux cas très diflFérents quand g est une quantité purement imaginaire. La distinction de ces deux cas est fondée sur la considération des racines réelles x
de Téquation 3*4 (^i ^v^) = o, et nous avons annoncé (p. 287) que, dans le présent Chapitre, on trouverait démontrée l'existence d'une et d'une seule racine réelle, comprise entre zéro et l'unité. C'est de la série (33) que nous allons tirer cetle démonstration.
Prenant la dérivée, par rapport à u, dans les deux membres (33), faisant cnsuile u = ^, puis observant que ^^ ( j) esl nul, nous obtenons
Mettons i^ au lieu de g, remplaçons le premier membre par zéro et développons la série; nous transformons ainsi l'équation dont il s'agit (VIII, y 2) en cette autre
2j:' Sa?* 4j^* I
I — x^ 1 -+- rr» I — ar
Quand a: croît de zéro à Tunilé, chaque terme du premier membre croît constamment. Le premier membre, où tous les termes sont addilifs, croît donc constamment de zéro à l'infini ; il passe une fois et une seule par la valeur numérique du second membre. C'est ce qu'il fallait prouver.
Pour le calcul numérique de la racine x^ la forme trouvée au Chapitre VIII est plus avantageuse.
Développement de io^^u et de logo'oti/.
On peut obtenir le développement de logc^w en intégrant les deux membres de la formule (3i), ce qui n'offre aucune difficulté :
la constante d^ntégration se détermine aisément si Ton observe que le quotient des deux fonctions (iu et — ^sin — se réduit à Tunité pour w = o. On obtient de la sorte
• .^ I — cos
(36) log*«=lîii! + log(^sin!L«)H.,y_2
De même, changeant, dans (3i), ^^cn ((/ + (i>)et intégrant, on a
(37) logS'i ?/ = hlog cos H 2 > ^^ —i—
^ '^^ ^ 20) *=* 2W ^ I— ÛT*»
I — COS
Intégrant de même dans la première relation (34), nous obte nons
mzu
I — cos
(38) log*,«=^"Uay_^„
° 20) Jmà I — <?*'* /l
.et aussi, après avoir changé u en (w -f- (o),
(39) log ^iU= ^- 2 7 ^^ ^— /-
/lira I — cos
Au lieu d'invoquer l'intégration des séries, nous pouvons démontrer directement ces quatre dernières formules. Pour établir la première, envisageons la série à double indice
Elle est absolument convergente sous la condition |^{<C
En effet, si l'on suppose q el z remplacés par leurs valeurs absolues et qu'on réunisse tous les termes où n a une seule et même valeur, ces termes forment une progression géométrique, dont la somme est
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puis la série simple, où mainteDanl n varie, est convergente d'après l'hypothèse.
La série /(z) étant reconnue absolument convergente, on peut, sans changer la somme, y grouper les termes à volonté. En faisant le groupement dont il vient d'être parlé, posant
et admettant qu'on ait, non seulement |2|<Cl-
Il ^1^
g\<i\z\j on obtiendra
y mais encore
mzu •0 I — cos
Groupons maintenant les termes où, au contraire, l'indice m a une seule et même valeur. La somme est
i-h h ' h... = — Iog(i — <7*"«^*);
par conséquent
/It ^ * /n =: M
Substituant cette expression de /{z) dans l'égalité précédente (4o), nous aurons
mzu
I — cos /«=«
(i — <jr2'w)s
Diaprés la quatrième expression (XII, 22) de ^u en produit, celte égalité peut s'écrire aussi
I — cos
nT.u y\ w'
•2 > — ^ — — = locr
^^ i — 7"* n ^ 2ti) . Tzu
1 ^ — sin —
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et c'est précisément la formule (36), qui est ainsi démontrée à nouveau, sans le secours de Tintégration. La formule (37) s'en déduit par le changement de u en (w 4- w); on peut aussi la tirer du développement (XII, 19) de ^1 u en produit. Il en est autant des deux autres (38), (Sg) qui se tirent des développements de ^^u eid^n (XII, 17 et 9).
A peine est-il besoin d'ajouter que les conditions d'existence pour les formules (36) et (37) sont encore
tandis que pour les deux autres, (38) et (39), les conditions sont différentes
C'est ce qui résulte le plus nettement du second mode de démonstration.
Développement des douze quotients ^rtui ^^u.
Les quotients formés avec les fonctions duy (^1 w, ^2"? ^3" se rencontrent fréquemment. Il est utile de consigner ici les formules qui s'y rapportent. On les obtient immédiatement, au nombre de douze, en supposant r = o dans celles des fonctions, mentionnées au Tableau (3o), où w est affecté d'un indice.
Pour abréger Técriture, nous mettrons partout la lettre a, au
lieu fie--; nous désignerons par m les nombres pairs positifs,
par n les nombres impairs.
Voici les douze formules, en suivant Tordre du Tableau (3o), In par colonnes successives. Nous ajoutons l'expression de chaque
fonction par les quantités \/pii — ^a> en nous servant pour les constantes U de leurs expressions (VT, 48 et 49), et en employant
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les formules d'addition des demi-périodes
— — — = cota — 4 >,— ^ — —sin ma = — Jpu-^Ci,
2Ci) I C'a /V/ xï ^"* • 2(0 /—
Tu» ^= tanga + 4 2^(-i)* 7^:^ sin ma = _ v/p(a -^ (o) - e»,
in
4^(— i) ,_ ;><^os/ia z= _v/p(a-4-(o*') — «3,
iTT
2(0 U« * Cl M , V^ V^^» 2 0) / ; rr
2(0 l CW / V/ \^ /^ • 2^ / > -r\
2(0 3*3 M I , V 7^* . 2Ci) /
in rFîTr 3 — = ^-4 >A""0 ~^ — -cos/ia = — /p(M -+- to) — «3,
2(jO 3'iM 1 , V^ 7"* . 2(0 /
,Ttt» ^ — = 4 7 (—0 — ^ — z cosna = — vp(m-4- (o) — <'•,
20i U'e* :ftu , V' Z^"* 2(o , ^
-Tir 577.= '-+'^2-7^'°*'"'* =— /e.-p(a + a,),
I -f- 4 y(~ *^* T^r:;;;;! cosma = '^ /e, — p(irH-"i
t: UU' o'jt^ \^^ H-<7'
Ces formules ont une grande ressemblance avec celles qu'on a déjà obtenues pour développer !J^/ et 1J(/^ -f- to'); nous transcrivons ici ces dernières (3 1), (34), avec les notations abrégées actuelles
2(0/ T, lA yi 7'«
— ( LU — \ — cota -H 4 ? — — = sin ma,
ma.
Changeant, dans celles-ci, u en ({^ + (o) et retranchant les quatre égalités membre à membre, deux à deux, puis tenant compte de la formule d'addition pour les fonctions ^ (V, i6), on obtient d'autres séries analogues, qui s'expriment encore par les quantités
\/pu — ^a, par exemple
sinnna.
Mais il n'y a aucune utilité à reproduire ici toutes ces formules, que l'on peut retrouver aisément et qui n'offrent en réalité aucun élément nouveau.
Des formules (43) on peut en déduire d'autres encore, se rapprochant de celles qui donnent log^^w (^6)> • • •> i^d)* On les obtient par voie d'intégration. C'est qu'en effet on peut exprimer en termes finis les intégrales des douze fonctions (43), comme le montre la formule suivante, facile à vérifier :
-T-^ arcsin ^. = . -_V_ = /gi — p(w -h w';.
Par des changements évidents, on voit que les douze fonctions
/P ^ — «a» /p("^- wjj)--ea
sont ainsi les dérivées de fonctions connues. On peut aussi, et c'est la même chose au fond, exprimer les intégrales par des logarithmes, comme on le voit par la relation
^ log(v/p w — ei-+- v/j> u—e\) = — s/pii—e\.
De cette dernière, on déduit, par exemple,
I //p // — <?î -+- /j) M - - e».i . \ , yi n"t I — ros ma
et, de la précédente,
arcsin -^ = « -f- | > — L-^.
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Ces deux formules, données ici comme exemple, sont parfaitement adaptées au cas où le discriminant est positif et u réel.
Développement des inverses des fonctions cr.
Les fonctions du Tableau (3o) contiennent deux arguments w, r. Si l'on y remplace r par un multiple ou un sous-multiple de w, chacune de ces fonctions ne contient plus qu'un seul argument, et elle se trouve développée de diverses manières suivant qu'on prend une des six formes des séries ci-dessus. Ces six formes, au fond, se ramènent à une seule, la forme en série à double indice.
Les plus intéressants de ces développements sont ceux qu'on obtient en supposant (^ = =b w ou r = dz ^w.
Nous étudierons d'abord quatre d'entre eux, se ramenant à un seul, le développement de la fonction
On l'obtient en supposant r= — \u dans l'une quelconque des quatre fonctions dénotées, au Tableau (3o), comme il suit (la première devra être changée de signe) ;
CL a\ ci-^ «2
UV UVi l/i's UVi
Pour qu'on se rende bien compte de la diversité des formes sous lesquelles un même développement peut apparaître, écrivons ici les séries que l'on obtient en supposant r = — \u dans les développements analogues à celui qui est dénoté (lo). Pour abréger, nous emploierons encore les notations (43), que nous rappelons :
MTc 71= 1,3,5, . . ., (a[ji — i), . . .,
lia m = 2, 4> o> • • • > 2 ;i, . . . , -h ».
D'abord le développement (lo) lui-même, en ayant égard à la
formule
cota — col - = : — >
2 sina
nous donne
20) e'"* __ I ^ ^ sin(/n — i)a — q"*s\nma
^^^ Tz <^ii ~" sina ^^ i — ay"* cosa-+- y*"*
Dans le même développement (lo), sî Ton échange d'abord a vl r, on obtient
' i: ^u sina .^d i — 2^'" cosaa -r 7*'"
I^es deux, développements analoî^ues de la fonction dénotée — -
donnent de même
^^ ^ '^ 7: <^u sina \^ ' 14- 2<7"*cosa H- 7*"*
Ceux (25) et fai)) de la fonction dénotée — donnent encore
, .^ r ,V^ .sin(/i — \)a — q'^smna
j. ,V^ /•- n; sin(i//i — 1)« — 7"* sin (i//i -4- Oa ( 4q ) / a = — 4 7 V 7 = --^ '• —
Enfin ceux de la fonction — ^> qui s'obtiennent en supposant i" := (0 — ]^ii dans (aj) et (29), donnent de même
,. , ^ ,V^ sin(n — i)rt -h «z" sin /la
(.0) /« — 42,r , + .,y,.cosa-,-g^« '
^-n /-— sin ( } m — i)a — g'"' sin (|iW-H i)ct
(H) /«= .{^(-o^^Vy
'« pn^o/T -X- ntni
Ces huit développements d'une même fonction se réduisent d'ailleurs bien simplement à deux seulement, dès qu'on y met en évidence la propriété
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Les deux séries (45) et (47) donnent ensemble la suivante :
- , V^ . sin^n — a)a — ûr*«sinna
' ^ ^^ I — 2^*'* cos2a -h 5r*«
que l'on obtient également en ajoutant membre à membre les égalités (48) et (5o). De même les deux séries (49) et (5i) donnent celle-ci
sin(/ii — \)a — 7*'" sin( ni -h \)a qm ^ i l 1 L_
qui s'obtient aussi par l'addition des égalités (44) ^^ (4^)-
Pour avoir la série à double indice, qui seule est fondamentale, prenons, par exemple, la formule (a6), en y mettant t^= 3~*, ce qui correspond à v =z — ^u. Nous avons ainsi
et/), m désignent maintenant les nombres naturels i, 2, 3,
Mais celle série est susceptible de réduction si on l'envisage dans sa généralité: on peut vérifier aisément que les termes où les exposants de z sont pairs se détruisent deux à deux, comme l'exige la propriété (52). On doit donc donnera m seulement des valeurs paires, et reprenant la convention déjà admise ( n impair et m pair), on aura plus simplement
Envisageons les termes où l'exposant de z est un nombre impair positif N. Ceux qui proviennent de ^"~'" auront pour coefficient — S<7^'""^'"*. Ceux qui proviennent de z~"'^"^ auront, au contraire, pour coefficient -+- l^q^"'*'"\ En supposant donc
jj -— - i, 2, ôj 4^ •••> "^ ^1
et tenant compte de ce que le changement de z en - reproduit/t/, changée de signe, on pourra écrire
(53) },/u = -'j,'^(-i)Pq^P^P'(z^-z-y),
N = i, 3, 5, ..., 2|x-f-i, ..., -hx.
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On a donc, par diiTérenliation,
pu -h- =1 — ) • a ( - > ^— T- cos
w \2CD/ . .Tca Vco/ .^^ I — ^*« ta
^ sin* — ^ ^
P'm = — ( — ) 1-2( - ) > ^— - sin
sin' —
Ces développements sont valables sous la condition (i i)
On peut aussi écrire, au lieu de la formule (3i), celle-ci (33) ^ — = TTCOtait -h 4^ z — — T-sinanair.
Semblablement, de la formule (29), où l'on fait «/ = o, puis où Ton remplace ensuite la lettre ç par la lettre </, on tire
p'(a-i- (0 ) =-i-2( - > • — ^-T-sm
*^ ^ ' \a)/ ^ I — ^»« CD
Ces développements sont valables sous la condition
_R(i^)<R(ii)<R(^) \ltD/ \*W/ \tw/
On peut écrire aussi, au lieu de la première formule (34), (35) sr— =4^ ^ — - — r-sin2nair.
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Sur la racine réelle de l'équation ^\{\9 i/x) = o.
En discutant, dans le Chapitre VIII, la marche de la fonction Si, nous avons reconnu qu'il s'y présente deux cas très différents quand q est une quantité purement imaginaire. La distinction de ces deux cas est fondée sur la considération des racines réelles x
de l'équation S*^ (^, i\/i?) = o, et nous avons annoncé (p. 287) que, dans le présent Chapitre, on trouverait démontrée Texistence d'une et d'une seule racine réelle, comprise entre zéro et l'unité. C'est de Ja série (33) que nous allons tirer celle démonstration.
Prenant la dérivée, par rapport à u, dans les deux membres (33), faisant cnsuile 11 = ^, puis observant que ^^ (^) est nul, nous obtenons
ir«2r (i) ^ i-<7»« *
Mettons i\^ au lieu de y, remplaçons le premier membre par zéro et développons la série; nous transformons ainsi l'équation dont il s'agit (VIII, 72) en celte autre
X 2t' Sa?' 4^* '
i-{- X I — j-' I -h ar' I — x^ 8
Quand a: croît de zéro à Tunilé, chaque terme du premier membre croît constamment. Le premier membre, où tous les termes sont addilifs, croît donc constamment de zéro à l'infini ; il passe une fois et une seule par la valeur numérique du second membre. C'est ce qu'il fallait prouver.
Pour le calcul numérique de la racine x, la forme trouvée au Chapitre VIII est plus avantageuse.
Développement de Jogc'u et de logs'aZ'*
On peut obtenir le développement de logrfw en intégrant les deux membres de la formule (3i), ce qui n'offre aucune difficulté :
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la constante d^ intégration se détermine aisément si Ton obser\'e
2(0 • TZU
que le quotient des deux fonctions du et — sin -^ se réduit à
Punité pour u = o. On obtient de la sorte
mzu
(36) loga'«=!^-Hlog('i^sinî^Uay-^
I — COS
De même, changeant, dans (3i), e/ en (r/ + (o) et intégrant, on a
(37) log3'iM= hlog COS ^a > ^^ —i—
^^^01 "210 Jmà I— </*'*
I — COS
Intégrant de même dans la première relation (34), nous obtenons
mzu
(38) log3',«=^+,y-l^
2W Jmd I — <7
ri/»
I — COS
et aussi, après avoir changé 11 en (^^ H- co),
I — COS
( 39) log 0*2 M = -^ h 2 > ^^ —^- •
^ ^^ ^ 2U> Jmà i — q*'^ n
Au lieu d'invoquer l'intégration des séries, nous pouvons démontrer directement ces quatre dernières formules. Pour établir la première, envisageons la série à double indice
Elle est absolument convergente sous la condition |<s| <
En effet, si l'on suppose q elz remplacés par leurs valeurs absolues et qu'on réunisse tous les termes où /i a une seule et même valeur, ces termes forment une progression géométrique, dont la somme est
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puis la série simple, où mainteDant n varie, est convergente d'après l'hypothèse.
La série /(5) étant reconnue absolument convergente, on peut, sans changer la somme, y grouper les termes à volonté. En faisant le groupement dont il vient d'être parlé, posant
et admettant qu'on ait, non seulement |^{<I
<jr|<;|:;|, on obtiendra
rnzu
9 mais encore
•0 . i — cos
Groupons maintenant les termes où, au contraire, l'indice m a une seule et même valeur. La somme est
i-T- ^ h ~ h... = — Iog(i--<7«'«5«);
par conséquent
Substituant cette expression de /(:;) dans l'égalité précédente (4o), nous aurons
rnzu • i — cos //» = •
Diaprés la quatrième expression (XII, 22) de ^u en produit, celle égalité peut s'écrire aussi
mzu fi "'
«2 > — ' — = lOg y
A^ I — 7*" n lia . "Kii
1 ^ — sin —
ir 2 w
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et c^est précisément la formule (36), qui est ainsi démontrée à nouveau, sans le secours de l'intégration. La formule (37) s'en déduit par le changement de 11 en (w -h co); on peut aussi la tirer du développement (XII, 19) de ^^u en produit. Il en est autant des deux autres (38), (39) qui se tirent des développements de d^u et (^2'^ (XII, 17 et 9).
A peine est-il besoin d'ajouter que les conditions d'existence pour les formules (36) et (37) sont encore
tandis que pour les deux autres, (38) et (Sp), les conditions sont différentes
\«w/ \*wy \*<*>/
C'est ce qui résulte le plus nettement du second mode de démonstration.
Développement des douze quotients ^ol^i :^^u.
Les quotients formés avec les fonctions dUy (j^u, d^Uy d^u se rencontrent fréquemment. Il est utile de consigner ici les formules qui s'y rapportent. On les obtient immédiatement, au nombre de douze, en supposant (^ = o dans celles des fonctions, mentionnées au Tableau (3o), où v est affecté d'un indice.
Pour abréger récriture, nous mettrons partout la lettre «, au
lieu de -^ ', nous désignerons par m les nombres pairs positifs,
par n les nombres impairs.
Voici les douze formules, en suivant Tordre du Tableau (3o), lu par colonnes successives. Nous ajoutons l'expression de chaque fonction par les quantités \/pii — c^., en nous servant pour les constantes U de leurs expressions (VI, /jS et 49), et en employant
o'M sina ^^\ — q^ tu
ITC
2(0 U'e* o*,!* I ,\^/ xi" <7" a(o /-- .
îTfTT 3— = *- » X(— 0 — ^^ — -cos/ia = — /p(aH-(o) — es,
ir UU 3*1 M cosrt -^^ ' I — y* TU '^^ '
2(0 s'il* I , V^ 7"* . 2(0 /
— = -; 4 ^ — sin na — — v P w — e»?
TU s'a sina ^ 1 -h </« tu ^ '^ *'
rrrnr- — = 4 7 (—0 — ^ cosna = — v^p(mh-(o) — £'•,
TU UU' 3*1 a cosa ^^^ '^ H-<7« TU '^^^ ^ '
TU
2W U'e* 3*1 a ^ V' /<7"* 2(0 / jr
Tvrr 3—= 14-4 7, », cos ma = — /ei — p(a -r- (o ),
t: UL' 3*3 a ^^ I -h <7"» TU ^ * '^^ ^
ITC
2(0 Ue * 3'3M / V/ ^i /t^ 2(0 , -,-
TU UU 3*2 a ^^^ i-i-<7"* TU '^^ ^
Ces formules ont une grande ressemblance avec celles qu'on a déjà obtenues pour développer !J/^ et ^{u -f- w'); nous transcrivons ici ces dernières (3 j), (34), avec les notations abrégées actuelles
— [LU ^ 1 ~ cola -T- 4 7 — sin ma,
TU\^ (0/ ^^i — *7'» '
ma.
Changeant^ dans celles-ci, u en (w + co) et retranchant les quatre égalités membre à membre, deux à deux, puis tenant compte de la formule d'addition pour les fonctions ^ (V, 16), on obtient d'autres séries analogues, qui s'expriment encore par les quantités
yjpu — ea, par exemple
^ V^pw — ei/pM — ^8 -•^i— 7*'*
Mais il n'y a aucune utilité à reproduire ici toutes ces formules, que l'on peut retrouver aisément et qui n'offrent en réalité aucun élément nouveau.
Des formules (43) on peut en déduire d'autres encore, se rapprochant de celles qui donnent logî^a^ (^6)? • • •> (^o)* On les obtient par voie d'intégration. C'est qu'en effet on peut exprimer en termes finis les intégrales des douze fonctions (43), comme le montre la formule suivante, facile à vérifier :
d . yje^ — «3 \le^ — ^, /p m — e^ , ,-
-r-arcsin-^ = —-4 = V^^i— JH" "*- ^ 0-
"" y pu — €3 y V^ — 1'3
Par des changements évidents, on voit que les douze fonctions
sont ainsi les dérivées de fonctions connues. On peut aussi, et c'est la même chose au fond, exprimer les intégrales par des logarithmes, comme on le voit par la relation
De celle dernière, on déduit, par e]!^emplc.
loff I ^-^ 0) sin a = î > - -' —
— cosmrt
et, de la précédente,
arcsin -— = a -f- { 7 -^' —
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Ces deux formules, données ici comme exemple, sont parfaitement adaptées au cas où le discriminant est positif et u réel.
Développement des inverses des fonctions ^.
Les fonctions du Tableau (3o) contiennent deux arguments w, \\ Si l'on y remplace r par un multiple ou un sous-multiple de m, chacune de ces fonctions ne contient plus qu'un seul argument, et elle se trouve développée de diverses manières suivant qu'on prend une des six formes des séries ci-dessus. Ces six formes, au fond, se ramènent à une seule, la forme en série à double indice.
Les plus intéressants de ces développements sont ceux qu'on obtient en supposant v '=± u ou r == dz ^e/.
Nous étudierons d'abord quatre d'entre eux, se ramenant à un seul, le développement de la fonction
On l'obtient en supposant c = — ^u dans l'une quelconque des quatre fonctions dénotées, au Tableau (3o), comme il suit (la première devra être changée de signe) :
a ax «3 ai — , — , ' — ) — •
UV UVy UV^ UVi
Pour qu'on se rende bien compte de la diversité des formes sous lesquelles un même développement peut apparaître, écrivons ici les séries que l'on obtient en supposant r = — ^u dans les développements analogues à celui qui est dénoté (lo). Pour abréger, nous emploierons encore les notations (43), que nous rappelons :
ait 71 =: 1,3,5, . . ., (a[ji — i), . . ., -h »,
2 0) m = 2, 4» o, . . . , 2 Jl, ...,-!-».
D'abord le développement (lo) lui-même, en ayant égard à la
formule
cota — col - = : — >
2 sina
nous donne
,,^^ 2to e**^ I ,v^ sin(/n — \)a — n'^anma
^ ^ t: ^u sina jê^^ i — -i^"» cosa— - ^*"»
Dans le même développement (lo), sî Ton échange d'abord u cl r, on obtient
é» 2''» I ,v^ sin(J/?i — 2)a — 7"«sin4/iia
T. ^u «ma ^^ V — •2^'" cosaa -T- <7*"»
Les deux développements analogues de la fonction dénotée — donnent de même
j s^ r ^-w ^^^ ï ,V sinCm — lia -t- <?'" si n /lia
( 46 ) fii = : — = — 4 > ûr«» ^ ,
"^^ ^ '^ T. C'a sina •♦^^ n- 2^"» cosa — y*'"
(47) fu= 4t(— I) ^'" ^^=
^^'^ ' ^^^ ' ^ i — 2^'«cos2a-4-7*'"
Ceux (a5) et (20) de la fonction dénotée -~ donnent encore
sin(/i — \)a — q^ sin/ia
tn '
, ,^ ^ ,V^ sin(/i — i)a — a'» SI
' -^ Â^^ I — 27"copaH-</
^ ,Vi /— n: sinf I//1 — i)a — a"» sin(i//? -+-!)«
j 49 ) fu= — 47 v^ûr"» : '- -^- :
^-^ ^^"^ I — 2y'" COS2rt -f-<7«'"
EnGn ceux de la fonction — ^> qui s'obtiennent en supposant en:: (0 — ^// dans (aj) et (29), donnent de môme
V / J ^^^ i^.^^y/i cosa-i-^2«
Ces huit développements d'une même fonction se réduisent d'ailleurs bien simplement à deux seulement, dès qu'on y met en évidence la propriété
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Les deux séries (45) et (47) donnent ensemble la suivante : fu-=à y <7"* ,
que l'on obtient également en ajoutant membre à membre les égalités (48)et (5o). De même les deux séries (49) et (5i) donnent celle-ci
i. , V^ sin(/ii — i)a — q^'" 9>\n( m -¥- i)a fu = — à y <7'" ^^ ^^ — »
qui s'obtient aussi par l'addition des égalités (44) ^^ (4^)-
Pour avoir la série à double indice, qui seule est fondamentale, prenons, par exemple, la formule (a6), en y mettant t^= c"*, ce qui correspond à i' = — ^ii. Nous avons ainsi
et /z, m désignent maintenant les nombres naturels 1, 2, 3,
Mais cette série est susceptible de réduction si on l'envisage dans sa généralité: on peut vérifier aisément que les termes où les exposants de -:; sont pairs se détruisent deux à deux, comme l'exige la propriété (02). On doit donc donnera m seulement des valeurs paires, et reprenant la convention déjà admise ( n impair et m pair), on aura plus simplement
-n-^tn
Envisageons les termes où l'exposant de z est un nombre impair positif N. Ceux qui proviennent de .s"""* auront pour coefficient — S<7^'""^'"*. Ceux qui proviennent de 5~"+"* auront, au contraire, pour coefficient -+- Sy'^"^"'. En supposant donc
et tenant compte de ce que le changement de -z en - reproduit/w, changée de signe, on pourra écrire
(53) \fu^ — i^{—i)yq^p^p\z^ — z-^),
Telle est la forme vraiment fondamentale du développement. \ olci maintenant la plus simple des réductions en série ordinaire: on l'obtient en sommant les termes où /? a une même valeur :
jAu e^*'' I , . r// v» nP^-PK\ — n^-P\
*in — 1 I — iq-P cos — — </•/'
Jacolii. en donnant, à la fin des Fundamenta nosra^ cette série. Ta mise encore sous une autre forme, qui s'obtient par le calcul suivant :
4 <in*a '-* — acosîïa
I — 7.q-P <:os'2a -*- q^P i — iq^P cosaw -r- q*P
q^p q-Pii — *iq^P cosia -rq^P\
Eu multipliant les deux membres dans Tégalité précédente (o.f) par sin ^ * on a d'abord à mettre à part la série suivante
il reste alors
sw -" -"- qP^-P{i^ q'iP){\ — q^'Py'
I 2 (f^P COS r- q^P
Ces développements (54) et (55) méritent d'être comparés pour l'élégance à celui de la fonction 2r, elle-même; ils mettent tout aussi bien en vue les propriétés relatives à l'addition des périodes, les racines de la fonction, et ne le cèdent en rien pour la rapidité de la convergence, qui, au surplus, a évidemment lieu pour toutes les valeurs de u.
En changeant, dans (54) et (55), u en (w -|- w), on a les déve-
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loppements de la fonction
tin*
(56) — Vt :^'
Il nous faut ùiaintenant changer u en (w 4- w') pour obtenir le développement de l'inverse de <^3 u. Prenons la série (53)
pour en déduire d'abord, en développant la première fraction,
après avoir mis 5y*au Heu de 5,
Séparons les termes où 5 a l'exposant zéro. Le coefficient total est, pour ces termes,
Les autres exposants de z sont pairs; soit m l'un d'entre eux, positif. Le coefficient de z"*^ est égal à
celui de z~^ est le même, comme on le vérifie immédiatement, et comme cela doit être eu égard à la parité de la fonction. D'autre part, nous avons, d'après (53),
d'où résulte
voici donc le développement cherché
/> = i, 7, 3, ..., -i-x: m = 2, 4, 6, ..., -+-ac.
Réunissant les termes où p est partout le même, on obtient
I — 27'/'-* COS h <7t(lp-l)
Si, dans cette formule (58), on change m en (m + w), on obtient alors le développement de la fonction
Développements à convergence rapide pour les fonctions
de seconde espèce.
Dans les dernières séries (V^j), (55), (58), que nous venons de former, c'est un fait digne de remarque que la convergence ail lieu pour toutes les valeurs de la variable w, tandis que la série à double indice (53), d'où elles proviennent, converge seulement |)Our des valeurs limitées de cette variable, marquées par les inégalités (11). Nous avons déjà rencontré une circonstance analogue, sans la signaler toutefois : si nous comparons, en effet, les deux séries suivant lesquelles est développée la fonction Cm, la série dénotée (3i) dans le présent Chapitre, et celle qui porte le même numéro (XII, 3i) dans le précédent, nous devons reconnaître que Tune et l'autre proviennent de deux groupements difTérenls, effectués dans la série, à double indice,
X,u— cot — = T- > gfnpÇz"*— -""'),
U> 2t*> '2C0 ICUj^
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Celle-cî n'est convergente que sous condition (ii), comme aussi la série trigonométrique (3i) de ce Chapitre; au contraire, la série (3i) du Chapitre XII est toujours convergente.
Mais les séries du dernier paragraphe présentent de plus la convergence rapide qui caractérise les séries 2r : les exposants de q varient comme les carrés des termes d'une progression arithmétique. C'est là une circonstance bien plus importante pour les applications.
Pour peu qu'on observe à quel groupement des termes est du ce fait remarquable, on voit la possibilité de le reproduire dans la série générale (12), qui représente la fonction de seconde espèce, et, par conséquent, dans toutes celles qu'on en déduit. Soit la série
OÙ l'on suppose
conditions sous lesquelles existe la convergence absolue. Prenons deux entiers positifs arbitraires jjl, v, premiers entre eux, et mettons en évidence la différence [jl/i — v/n=/^. Mous allons réunir les termes de S, dans lesquels p est positif, et multiple de ^jl pltis A', /i étant un des nombres o, i , a, . . . , ([x — i). Dans ces termes, v/n est un multiple de [jl, moins A', ce que nous rappellerons en mettant mf( au lieu de m. Soit S^ cette partie de la série S; elle compose la série à double indice, /?, m^, que voici :
Dans cette dernière, faisons une première sommation par rapport à /?, qui prend les valeurs A*, A" 4- |jl, A" -j- 2 [jl, Nous
aurons alors
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Tous les termes de S oii p est positif sont fournis par la somme des séries analogues So, S| , . . . , S|j._i . Quant aux termes où p est négatif, on voit par l'échange des lettres qu'ils sont reproduits par ceux de v autres séries S'j, S',, . . . , S'y analogues
av yrihx^ , |jL/iA = — ^(modv).
Les nombres h doivent parcourir la suite i, 2, . . . , v et non o, i , 2, ..., (v — i), pour que les termes où p est nul ne soient pas comptés deux fois.
La série S est ainsi transformée de la manière désirée : dans les séries So, S», ..., S|jt_i, la partie principale de l'exposant de a croît d'une manière comparable au nombre vr^, r étant le rang du terme; dans les autres S', jS^, ..., Sy, d'une manière comparable au nombre [xr^.
Cette transformation s'applique immédiatement à la série (12), qui représente la fonction de seconde espèce. Il suffit de remplacer a par y*-^, et x^ y par z^ , t'^ successivement et par
En effectuant cette transformation avec l'hypothèse [jl = i , v = 2, on obtient une série qui ensuite, par la supposition t^= :?"', conduit immédiatement à celle (54) que nous avons trouvée pour développer l'inverse de du. Nous nous contenterons de donner seulement le résultat de la transformation dans le cas le plus simple jjL zzi I , V = I. On a une seule série S^ et une seule S^ :
OU, sous une forme plus symétrique,
S = V a"»' jr'« y"» | ! \ ' i ) •
Cette transformation, appliquée aux séries (12), (18), (26), donne les résultats suivants, où nous employons les mêmes
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abréviations que dans les formules (43)) et que nous rappelons : wir i^TT /i = I, 3, 5, . . ., (ufi — i)^ ..., -hx,
e ^ — cota — coib
— f X' /~"m> rsinm(a -t- 6) — y^ 8in[ ma -h(m — 2)6]
— 4^V^ 1^ I — 2^'»cosa6-f-y«''»
sinm(a-+-6) — <7"»sinr(/n — 2)a-4-m6] ,- , .."l
-4 i '- L !^ i — sin/n(a -H 6) 1
I — 2^'" CCS 2 a H- ^*'^ J
-—i 20) a'(a-ht') — ^!^' _^ l la même série où les nombres pairs m ^ '^ U'* 7c ^^v.'i^u "~ j sont changés en nombres impairs A-
tlm»
TT <fiV,^u ~ sina
1 i^l^^ \l-qni;ii i^qntz-t)
De ces formules, en faisant sur i^les mêmes hypothèses que plus
haut, on en tirera d'autres pour Ç//, ..., -r-> •• S par exemple :
= 4 y /^ pi""»«-?'"8in(m-a)a ^ g'" ,;„ ^a\ , ^^ ^ L l — iq»' coi-xa -\- q^"^ l — q'" J
I = 4 y /t^^'-'^ sin(n + i)a~<y^sin(/i-i)a ^ , V ^^ \ ^^V7 I — 2ûr«cos2a-4-^»« ^^v^
/«(/rt+i)
sinma
— cola
= i Y iV t^jT^ r sinma — q"^ sin(m — 2)a y^ sinmaT 4^V ; V7 J^ i-.2<7"»cos2a-f-<7«'« \-\-q"' J
Il n'est pas utile d'écrire ici toutes ces formules, que chacun
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pourra aisément former au besoin. On peut remarquer encore les suivantes, avec treize analogues, qui s'oblicnnent par la supposilion r r= H^
(2(0 3'(2W) — ^TT" ^ — e *** — 2 cota, SI V est pair,
yj!/'
i I 2C0 3'(2W) -5JL
.y /r7;77rrnSin(2/>-hi)a~y/>sin(2/?-i)a
Âd ^ I — 2//P C0S2a -h ^/'/'
2C0 £3(2jO -V !
jtU(jU sina
Mais c'est surtout pour la supposition particulière p = — f/ que la transformation précédente est particulièrement préparée, et nous allons examiner les formules qui s'y rapportent.
Déyeloppement des inTerses des produits formés
ayec deux fonctions s'.
Parmi les seize fonctions mentionnées au Tableau (3o), il y en a quatre dont le numérateur est (i(ii •+- (•); elles deviennent nulles si Ton suppose v= — u; mais leurs dérivées reproduisent, pour i' = — u^ les inverses des carrés des quatre fonctions doiU. Nous pouvons d'abord mentionner, pour ces fondions, des développements cjui convergent seulement pour des valeurs de // limitées par les conditions (^i)ou (4'^)' Ainsi, dans la formule (10), en échangeant e, 1/, prenant la dérivée par rapport à t>, puis supposant i' = — //, on obtient
k2 0)\* i - ^'- I v^ cosCm — 'jL)a — g'" cosmn ) .. e M ;^ ' X fflfjHt ' •
formule 011 il suffit de changer a en ( a -\- -^ ) pour avoir le dévc-
loppement de 1 — ) .,- -r.— ^ ^ •
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Semblablement, la formule (a3) donne celle-ci
( ' /^-^y ' ^^-,y^./r:;<^os(/i--i)a-<y^cos(/i-f-i)a.
(69)| U'«V^/C|a -4^^V7 I — 2^«cos2a-f-^»'«
' 9w "^ !• ^y Jj ••«•
et le changement de a en f a + ~) fournît le développement de
^A — j -;j— e ^ . On formera, à volonté, les développements analogues pour les inverses des produits des fonctions <^a'') deux à deux. Mais ce sont les formules (60), (61), (62) qui doivent fournir les séries les plus remarquables. Prenant dans l'égalité (60) la dérivée par rapport à v^ puis faisant (^ = — //, nous obtenons
t: / <^^u sin'a
- îVy^r mm q^n^-X qm^l 1
»^Vy Y^^gmz-t^ i — qmz^ (l — y'w^-J)S ^ (, _ym^J)f J
^à ^ Li — 2^'» cos2a -H^**» (i — 2^"* cos2a -h 7*"»)* I '
La même série où les nombres pairs ni sont remplacés par les nombres impairs n donne le développement de la fonction
L'égalité (62) donne une série ressemblant beaucoup à celle (54) qui représente Tin verse de du
71 ^u^^u sina
= 4sinaV(— i)p/ûr/'</'-^-»' !^ — ^^ r-: /? = i, 2, 3,
On voit que cette série reproduit effectivement la précédente (54) si l'on y change y en y ^. Cette circonstance, que l'on s'ex-
plique par les expressions de d et <i% en produits (XII, 17 et aa), sera étudiée dans la théorie de la transformation, Semblablemenl, le changement de y en — q échange entre eux ^2 et 'i% sans altérer ^. On a donc immédiatement
Tz (S u^tU sina
/ =4sin«y(-.)'^/^ï.<^ ^-^i-qy ,
\ ^ ^^ '^ '^ -^ I — 2(— y)^cos2a-i-y*A'
comme on peut aussi le tirer de (6a) par le changement de v en (o) — u). Ce même changement dans l'égalité (60) nous donne
T. <^u^iu sin2a
puis, dans Tégalité (61), ce même changement fournit la série
2(oe ^ U I ]^'__ ^ ^^/-;iï I — g»^
Dans ces trois dernières, on suppose toujours
Par le changement de u en (w -j-w), les formules (72) et (73) donnent les développements des inverses de rf< u ^2 '^ ^t de ^< «^ ^3 w; les deux autres (74) et (75) se changent en elles-mêmes.
Déyeloppement des racines ^a 6t des inyariants.
Reprenons le développement (32), obtenu pour représenter la fonclion pw, en récrivant, suivant nos notations abrégées,
7:11 ci= — > z — e'^j /« = 2, 4> ^? • • . » /> = I, 2, 3, . . .,
2aj
— ) ( P " -i — ' ) .-V— = — 47 — - — cos/na
CHAPITRE XIII. — DÉYBLOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Développons maintenant les deux membres suivant les puissances ascendantes de u; nous avons appris à former successivement les termes du développement (IV, 4)
pu = —1 -4- Cj M* -^ C3 M^ -f- Cv M<^ -4- . . . .
Celui de . , ? connu dans les éléments de l'Analyse, s'en dé-
duil ; car la fonction ( -^-^ -j est une dégénérescence de pa,
comme on Ta appris aux Chap. 1 et III. On vérifie d'ailleurs immédiatement que celte fonction satisfait à l'égalité
par conséquent, le développement de fa se déduit de celui de pa par la supposition g^ = ïï? o 3 = JT-
Le terme en — disparaît de lui-même dans l'égalité (76); les
lermes indépendants de u fournissent la relation
Ce développement de TjCo ne diffère pas de celui (XII, 33) qu'on a obtenu au Chap. XII, malgré la dissemblance des formes; on s'en rend comple immédiatement au moyen de la série à double indice. Suivant l'analyse faite dans le Chapitre actuel , on peut varier, d'une infinité de manières, la forme en série ordinaire ; par exemple,
La môme observation s'applique à toutes les séries qui vont suivre; nous ne la répéterons pas.
Prenant maintenant les termes en u^, li*, ... aux deux membres de l'égalité (76) et nous rappelant les expressions (IV, 4) des
coefficients C2, Cs, . . . , nous avons successivement
mp
\ T. J 9>.5.7.ii 3». 5. 7. II 8î^i-^«» 8!^ ^ '
Ac^y» I /^I ^l \ ^.69' _. 1 ymi'ç^_ I y ,. ..^.
\r,/ 2^i3V7« 2.3.5V 3«.53.7Vi3"" loî^i — ^"» 10!-^ ^ '
I /i^v* ^î^» ^' = __ J_ y ^'"y^ = _ A y /Htî^/'i/'
\ V 7: / 25. 3. 5*. 7. Il 3«.5«.7.ii i2Î^i — y"» 12!^ ^ '
et ainsi de suite. Malgré Tabondance de ces résultats, il ne paraît pas qu'on puisse exprimer par de telles séries tous les produits g^g^ 011 h et A* seraient entiers et positifs. En particulier, le discriminant ne semble pas susceptible d'une expression analogue. C'est ici le lieu de rappeler l'expression trouvée pour ce discriminant
(vm, 47)
1) 2 nq^ ; n = i, 3, 5, . .
Dans les développements (Sa) et (34) de p{u-h w), p(u H- o)"), p{u -\- w'), faisons de même : le premier terme nous donne les égalités suivantes, déjà obtenues sous une autre forme (XII, 34, 35, 36) :
4 V^ — ma»*
Combinées avec la relation (77), ces égalités fournissent les ex-
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pressions des racines Cql •
(80) <fi"-y.,-^i=-.6y.^<-' ,
iw\* I Y?' pqP
t: J 3 Jmà i-h(iP
En prenant le terme suivant, ou bien en dérivant deux fois, puis faisant ^^ = o, on a encore, à cause de p" u = 6p'^u — \g2i
Combinées avec la première relation (78), ces dernières fournissent les développements de ej, e,, e,. On en déduit aussi les développements des rectangles e<, 62, . . . , car on a
Pour prendre encore le terme suivant, on doit observer les égalités ci-après :
On en conclut
'" -ym
ni
Ces dernières égalités, avec la seconde (78), donnent les développements des trois cubes ^J. On peut continuer et obtenir une infinité de développements analogues, sans qu'il paraisse exister de telles séries pour représenter toutes les puissances de e», e^^e^.
II y a lieu de faire une remarque sur les identités qui s'offrent ici. En ajoutant membre à membre les trois équations (8i) ou (82), on obtient de nouveaux développements de ^2 et ^j. Mais les identités qui proviennent de la comparaison avec les développements précédents, et celles qu'on aurait en poursuivant encore, sont toutes comprises dans celles-ci :
conséquence directe d'une formule déjà établie (VI, 53a), et qui se vérifie immédiatement par les développements (82, 34).
Pour pouvoir aisément retrouver ici les formules propres à la notation ancienne des fonctions elliptiques, on doit se souvenir que Ton a, dans cette notation,
Ci — e^ Cl — €3
Si donc on retranche membre à membre la première et la troisième égalité (79), on obtient
\t:/ \i — q 1-H7* I — */3 y jLd \ -^ { — q)P
Nous avons, d'autre part,
Par conséquent, de la seconde égalité (81) et de la première (78), nous concluons
\ T. / \ï-^7 l — q^ l-hq^ I JÊdl — i~q)P
C'est sous cette forme que ces développements et les analogues se trouvent dans les Fundamenla nova de Jacobi.
Sur chacune des formules que nous avons obtenues pour représenter les fonctions elliptiques, on peut répéter les mêmes opérations; de là bien des formes différentes pour le développement des invariants. Envisageons les premières égalités fournies par la formule (55), développement de l'inverse de du. Rappelonsnous que l'on a (IX, 22)
I u^ 1 ir
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Le premier membre de cette formule (55) se développe donc
ainsi
L ato \2w/ 2 J L \^'"/ '-".J \2<o/ a.3.4.3 J
='+î(é^.--5)(Hy
8\Tr* 3/ i2L\7r/ -20 i5J\\2u>/
Pour développer de même un terme quelconque du second membre dans la formule (55), nous avons
A — Hcos2a A — 13 (A— Bj^ De celte manière, la formule (55) nous donne les suivantes :
La première, (83), présente sous une nouvelle forme le développement, déjà obtenu, de r^o); la seconde, (84), fournit le développement du carré tj^io^. Mais la différentiation, par rapport à q, suggère un mo^en différent pour obtenir ce développement et d'autres analogues qui se peuvent tirer encore de la formule (55).
Prenons les équations différentielles (IX, 82) auxquelles satisfont les trois quantités 7|a), ^a<*>S 0^3^*5 et posons
II' t:^ 'H»
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les équations différentielles acquièrent alors la forme suivante :
dio^q
= siX* -JY,
(85) { -jP— = 8XY-12Z,
^ =i2XZ-|Yî.
Nous possédons les développements (77) et (78) des quantités X, Y, Z; nous en pouvons déduire les développements de leurs dérivées. Par le moyen des équations (85) nous lirons de là d'autres développements. Ainsi, suivant (77) et (78),
Y = - -H- Vmsy'"/', p= I, 2, 3, ..., 1 2 2 Jê^ ^
Par la première équation (85), nous en concluons le développement de X-, ou, sous une autre forme, l'identité
la seconde équation (85) donne, de même, le développement de XY, ou ridcntité
^mq'"P^m^qff^P = —V m( 3^ — ^,^ w^ _ -t^ //^*^- J m^p)q"'P.
Les équations (78) et (85) fournissent une infinité d'identités analogues.
Développement des quantités y/^a— ^?»
En supposant u = o dans les développements (56), (58), (Sg), on a
r U jLêL ' ^ \-\- q^P
t: U' Ad^ ^ ^ i — n-ip-i'
— — - = — ly ( — i)P a^ '^^ »
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A propos de ces développements, on se souviendra de la signification des premiers membres (VI, 4^)
- YJd)
in i
— e* -:;—#- — V^i— «aV^i — ^j'
Comme les trois radicaux v^e» — eo^ reproduisent, à un facteur près, les fonctions S^o, ^T^, STj d'argument zéro (VIII, 4^), il y a là des identités extrêmement remarquables.
Supposant maintenant w = o dans les développements (43), nous aurons
(87) < l'^ÏÏ'/' ""^Jd7^=^'
m = 2, 4ï 6> • • «î /• — i| «jj 3| ••••
Pour obtenir ces formules, on a pris, parmi les fonctions (43), celles qui s'évanouissent avec u et Ton a égalé les parties principales de l'un et l'autre membre. Laissons de côté celles des fonctions (43) qui deviennent infinies pour w = o, et prenons les six qui restent. Nous en déduisons
lit
iTZ
On développe facilement aussi les logarithmes des différences (e^ — cp) au moyen des séries indiquées pages 4^8 et 43a ; mais il ny a pas lieu de s'arrêter à ces développements qui n'ont reçu jusqu'à présent aucune application. Mentionnons seulement, à cause de sa grande élégance, le développement du logarithme du discriminant, en le tirant de la formule (IX, 66)
TjO) —
•>.4 d\oQq
Intégrant, aux deux membres, la formule (77) et déterminant la constante d'intégration par la relation (VIII, i'ci), nous obtenons
(89) KC|)''/-''r--32;j;r— 3v;-^r^,,
On parvient aussi aux développements (86), sous une autre forme apparente, par le moyen des formules (43). En supposant dans la première, /^ = ^to, on a
tt = io), 0^1 M = — eV — fi-^'"^ - ^- , -- - z_ _ ,
3'oj s'a» ^U 7:i> l'
ft -^ -jy
n-l ~in n—l4-m
"«) vi = -i2'-)-^rB='--<I'-'
2 fj-im,
On aurait encore la môme formule en faisant la même supposition dans la seconde égalité (43).
Dans la troisiruie égalité (43)? supposons // = ^a/; nous aurons
TTCi)
4 lo
Vr
/ \ 9.oi i V vy V' X
-}nn'
On obtient de même, par la sixième égalité (43) ou encore par
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le changement de ^ en — q dans cette dernière (91),
lie
11 est à remarquer que le développement (91), à un facteur numérique près, se change en le premier développement (88) par le changement de y en q^. C'est une circonstance dont on se rend bien compte par les formules du Chapitre VIII (VIII, 26 h et 27), et dont nous parlerons encore dans la théorie de la transformation. On obtient encore les développements (87) et (88), mis sous une forme à convergence rapide, par le moyen des formules (71), (75) et de leurs analogues. Mais il n*est pas utile ici de s'y arrêter.
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APPLICATIONS DE LA THEORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS A CELLE
Préambule. — Double périodicité. — Parallélogramme des périodes. — Intégra* tion le long d'un parallélogramme des périodes. — Décomposition en éléments simples. — Décomposition en facteurs. — Décomposition des fonctions de seconde espèce. — Intégration dans l'étendue d'une période. — Théorème de Liouville. — Fonctions de troisième espère. — Séries doublement périodiques de troisième espèce. — Éléments simples et entiers de troisième espèce. — Élément simple et fractionnaire de troisième espèce. — Décomposition des fonctions de troisième espèce^ ayant plus de racines que de pôles. — Décomposition des fonctions de troisième espèce^ ayant plus de pôles que de racines. — Propriétés de l'élément simple, relativement au second argument. — Quelques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.
Préambule.
Dans les Chapitres précédents, on a fait un usage exclusif des théories les plus élémentaires, ou, pour mieux dire, des théories anciennes de TAnalyse. Nous allons montrer maintenant les applications simples et élégantes par lesquelles la théorie générale des fonctions, envisagée dans ses premiers éléments, jette un jour nouveau sur les fonctions elliptiques.
Il faut, dans le présent Chapitre, admettre, comme bien connue du lecteur, la notion des fonctions entières (holomorphes) et des fondions fractionnaires (méromorphes) (*); celle aussi des intégrales prises entre des limites imaginaires, avec le théorème de Cauchy relatif à l'intégration d'une fonclion fractionnaire le long
(') La formation étymologique des mots holomorphe et niéroniorphe prête ù des critiques. C4'csl pourquoi on préfère ici les dénominations de fonction entière. et fractionnaire, dont le premier est déjà généralement employé.
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d'un contour fermé. Deux propositions, dues à Cauchj', et qui, dans tous les Traités actuels d'Analyse, accompagnent ces notions générales, seront, en outre, employées et rappelées en leur lieu.
Nous allons d'abord étudier les fonctions doublement périodiques, en général, et reconnaître qu'il n'en existe point d'autres que les fonctions elliptiques. Nous exposerons ensuite une théorie, toute nouvelle, de décomposition en éléments simples, due à M. Appell.
Double périodicité.
Jacobi, dans un Mémoire (*) de i834, expose ainsi les premiers principes de la double périodicité :
« Supposons une fonction admettant deux périodes, qui ne puissent être ramenées à une seule. Soient aw, 210' ces périodes. En désignant par m, m' des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, on en conclut aussi la période amio -|- am'w'.
» Il est d'abord évident que les périodes 2tû et 210' doivent être incommensurables entre elles; car, si 2Û était leur plus grande commune mesure (en valeur absolue ou module), on pourrait poser
o) — fnQy to' = m'Q,
m et m' étant des nombres entiers, premiers entre eux. On pourrait donc déterminer deux autres entiers n, n\ de telle sorte qu'on eut
mn -\- m' n' = i.
» Il en résulterait
et 2Û serait une période, à laquelle se ramèneraient 210 et 2(0', qui en sont des multiples.
» Le quotient des deux périodes, on vient de le voir, ne peut
(') De functionibus duaruni variabilium quadrupliciter periodicis j elc. {Journal de Crelle, t. 13, p. 55, et Gesammelte Werke, t. II, p. 25).
être commcasurable. Il est aîsé de reconnaître aussi qu'il ne peut être réel. Soient, en effet,
e et c' étant deux quantités réelles, incommensurables entre elles. On peut trouver des entiers m, m', tels que
mz~r- m'z'= e'
soit plus petit que toute quantité donnée (on le sait par la théorie des fractions continues). Cela étant, 2e"Û sera une période, plus petite que toute quantité donnée, mais cependant différente de zéro. Ce qui ne se peut, »
Cette impossibilité, affirmée sans preuve par Jacobi, résulte clairement d'une proposition empruntée à la théorie des fonctions, et se formulant ainsi : Les points, pour lesquels une /onction fractionnaire reprend une même valeur, sont isolés, si la fonction ne se réduit pas à une constante ( ' ).
Parallélogramme des périodes*
Nous supposerons désormais que co et lo' soient deux quantités imaginaires quelconques, dont le rapport ne doit pas être réel. C'est précisément, comme on l'a vu (p. i8/\)^ la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des fonctions elliptiques admettant les périodes 210, aw'.
Ainsi qu'on l'a déjà fait observer (p. 284)» on peut, sans restriction, convenir de choisir d'une manière déterminée le signe de
la partie réelle de -:- • Ce signe change, en effet, si l'on intervertit
(0 et 0)'. Comme précédemment, nous choisirons le signe plus.
Quand on représente sur le plan, comme il est d'usage pour les quantités imaginaires, les deux quantités aw, aw', la convention, dont il vient d'être parlé, se traduit fort simplement sur la figure. L'angle que la droite dirigée, représentant 2(0', fait avec
(') Voify par exemple, le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. G. Jordan, t. II, p. 3i/|. L'énoncé ci-dessus est textuellement emprunté à cet Ouvrage.
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la droite dirigée, représentant 2(o, est Targument de — • Par con-
vention, -- a sa partie réelle positive^ — a donc sa partie imaginaire positive. Le sinus de cet angle est donc positif, et Tangle luimême est compris entre zéro et une demi-circonférence.
Soit a une quantité imaginaire quelconque. Considérons les quatre points qui représentent les quatre quantités
Ce sont les sommets d'un parallélogramme. Supposons qu'un rayon vecteur pivote autour d'un point situé dans l'intérieur de ce parallélogramme, et que son extrémité en suive le contour dans le sens fixé par l'ordre qu'on vient d'assigner aux quatre sommets. Ce rayon vecteur tourne alors dans le sens positif. Il tournerait,
au contraire, dans le sens négatif si la partie réelle de -r— était
négative.
Ce parallélogramme s^ Appelle paratlé/ogramme des périodes. Nous allons envisager des intégrales prises le long de son contour. Le contour sera toujours supposé décrit dans le sens qu'on vient d'indiquer.
Après avoir tracé un parallélogramme des périodes, on peut prendre chacun de ses côtés pour côté d'un nouveau parallélogramme des périodes. En répétant cette opération, on partage le plan en une infinité de parallélogrammes égaux. Dans deux parallélogrammes différents, deux points homologues représentent deux quantités qui diffèrent seulement par une période.
Intégration le long d'un parallélogramme des périodes*
Soity*(w) une fonction fractionnaire que nous nous proposons d'intégrer le long d'un parallélogramme des périodes, ayant les sommets désignés ci-dessus (i). Posons
Les quatre intégrales partielles, prises successivement suivant
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les quatre côlés du parallélogramrae (i), sont les suivantes, complées en ligne droite :
I /( u ) fin — j /( fi -f- 2 to ) du
/ Oi{u)du-h / /(")^«:
» ■ ft •' rt
/ y'( 1/ ) (lu = I /( // -h 2 tu' ) ^/f/
,/i-t-ï(i) /,ri-+-5a)
/» f f -T- i tu y» HT- JIM
^— / Oi(u)du— I /iti)du,
rt -4-2(1)'
/ fin) du ^-— /(u)du.
rt-l-2 0)' * a
La somme de ces quatre intégrales se réduit, comme on voit, à celle des deux seules intégrales portant sur cp, et cpo.
Soit 11 la somme des résidus des pôles def{u)j intérieurs au parallélogramme ; diaprés le théorème de Cauchy, ^AtzK représente l'intégrale totale (le sens de rotation étant positif). On a donc l'égalité
ri 4- 2 (•)' j%n I 2 (O
{'\) j 'f 1 ( " ) ^^" — / 'fil " ) ^" " '^ ^'^ '^ •
Cette relation (3) est la source des principales propriétés des fonctions doublement périodiques.
Supposons /(w) doublement périodique. En ce cas, îp< et Oj sont identiquemenl nulles; donc, d'après l'égalité (3), la somme (les résidus des pôles d^une fonction fractionnaire et doublement périodique est nulle, ces pôles étant pris dans un même parallélogramme des périodes. C'est la propriété qu'on a trouvée (|). 20 f) pour les fonctions elliptiques.
Supposons '^, etcpj des constantes c, c\ en sorte que la fonction /(«), par l'addition des périodes, se reproduise augmentée des constantes c, c' \ les intégrales du premier membre, dans Téga-
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lilé (3), sont alors 'icto' cl 2c'(o, et Ton a ( 4 ) c to' — c'u) = £ r R
Par exemple, la fonction ^u est dans ce cas ; ce sont alors 2r^ et 2r/ qui jouent le rôle de c et c'. De plus, il y a un seul pôle et son résidu est Tunité; de là provient la relation fondamentale
Soit, plus généralement, une fonction cp(;/) ayant, par analogie avec 'iu, la propriété
rt (|ue nous supposons fractionnaire. Sa dérivée logarillimiquo
^, — ~ sera une fonction se reproduisant par l'addition des pé-
riodes, mais augmentée des constantes c, c\ De plus, la somme des résidus K sera égale à Y excès m (positif ou négatif) du nombre des racines de 'f (w) sur le nombre des pôles à V intérieur dUin parallélogramme des périodes, et Ton aura, suivant (4),
Ainsi la propriété (.*)) ne peut avoir lieu que sous une condition Imposée aux constantes : ^ (cto' — c'io) doit être un nombre entier. On trouve encore celte condition de la manière suivante : d'après (5), on a
En intervertissant w et o/, on aura une seconde expression de cp( // + 2 (o -h 2 w'); elle devra coïncider avec la précédente, puisque la fonction Q est supposée uniforme. On aura donc
ce qui entraîne la condition susdite. Mais, par celte voie, on n'obtient pas la signification si remarquable de Tcnlier m.
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Décomposition en éléments simples.
So'\l/(z) une fonction rraclionnaîre et doublement périodique. Prenons les fonctions elliptiques, de incimes périodes, et considérons le produit
lu z) =/(z )[;(- — Ui) — li{Z — U)].
C'est aussi une fonction fractionnaire et doublement périodique, comme chacun des deux facteurs. La somme des résidus de ses pôles est donc nulle. Evaluons ces résidus.
Soit d'abord :; ^ ^^ un pôle de/(^), et supposons-le multiple d'ordre (54-1). Prenons le développement de f(z) suivant les puissances ascendantes de (::: — r), limité aux tenues à exposants négatifs
On a, d'autre part,
— ^{z — u )= ^(it — (•) -^{z — i>)p{ u — v) — ^ — ; — - p\u — V) -^. . .
-4- ( _- i).<-i {irlA j) *-i) r ,/ - r) -^ . . . .
Pour le second terme de F(w), savoir — /(w) JJ(c — //), le coefficient de (3 — P')~ *, c'est-à-dire le résidu p, se compose donc de la somme
(7) p == IX^iu — v)-!- m„p(a — r)-i- //i|j/(// — 0-1-...-+- m^^-ip'-^-» (/f — r),
11 se trouve, dans la somme des résidus de F(5), autant de quantités analogues p qu'il y a de pôles de/(:;) dans un parallélogramme des périodes. Pour chacun d'eux, (5-f-i) est Tordre de multiplicité. La somme des résidus du second terme de F (3) comproud ainsi la quantité 2p. Mais, en outre, il s'y trouve encore le résidu du pôle du facteur — 1^(3 — u). Ce pôle peut être considéré comme étant z = //, et le résidu est — /('')• La somme totale des résidus de — /(^) ^(^ — «) est donc — /('') -f- ^o.
De même, la somme des résidus du premier terme f{z)\(z — W|)
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est/(i/|) — 2p,, si Ton désigne par pi la quantité p où l'on remplace u par U\] on a donc la relation
En considérant u comme seule variable, on peut représenter /(Ui) — 2p« par une simple constante p. Nous avons donc cette formule de décomposition en éléments simples pour toute fonction fi^ii) fractionnaire et doublement périodique
(8) /(iO = ?-^:s?.
C'est précisément la formule de décomposition établie au Chapitre VII (p. 2o5) pour les fonctions rationnelles de pw et p'//. Donc toute fonction fractionnaire et doublement périodique est une fonction rationnelle de pu et de pUi.
L'anal jse que nous venons d'employer est celle même (à une petite modification près) par laquelle M. Hermite a découvert la décomposition en éléments simples ( * ).
Les fonctions fractionnaires qui, par l'addition des périodes, se reproduisent augmentées de quantités constantes, s'expriment, elles aussi, par les fonctions elliptiques. Soit, en effet, f{u) une telle fonction, ayant les propriétés
Il est manifeste qu'on en peut déduire une fonction doublement périodique par l'addition du binôme aw-hXîJi/, avec des coefficients a, )v, convenablement choisis. On trouve ainsi la formule de décomposition suivante
( lo) A « ) = "— ~^:^ w -f- p -:- 2 0,
dans laquelle p a encore la forme précédente (7); mais, tandis que, pour les fonctions doublement périodiques, la somme S/ des résidus doit être nulle, ici elle doit être égale à
ITZ
(') Note sur la théorie des fonctions elliptiques, ajoulée à la 6* édition du Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral de Lacroix.
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Décomposition en facteurs*
Au lieu de considérer les fonctions doublement périodiques, prenons les fonctions fractionnaires plus générales, qui jouissent de la propriété (5)
Soit/(w)= -' .; celte fonction a les propriétés précédentes
(9). Elle est donc exprimable par la formule (10); mais tous ses pôles sont simples et les résidus sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, en sorte qu'on a
r'r. — rr.'
De là résulte, par intégration,
(l'A) o(u) = Cr *'« * n[r(M — i')y.
Les exposants / sont entiers, positifs ou négatifs, et leur somme reproduit - — ; > ce qui est conforme à la propriété déjà reconnue et exprimée par régalilé (G).
Les fondions fractionnaires, telles que o(u), ont été désignées par M. Hermite sous le nom de /onctions de troisième espèce. Les deux cas particuliers des fonctions doublement périodiques ordinaires ou de première espèce (c = c'= h = h' = o) et des fonctions de deuxième espèce (c = c'=o) ont été spécialement envisagés ici ; pour les premières, nous venons de retrouver la décomposition en éléments simples; pour les secondes, cette décomposition a été déjà étudiée au Chapitre VIL Pour les fonctions de troisième espèce, nous parlerons un peu plus loin de leur décomposition; mais, avant de poursuivre, nous devons nous arrêter un instant sur les fonctions de seconde espèce.
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Décomposition des fonctions de seconde espèce.
Voîci le procédé original par lequel M. Henni te a, pour la première fois, exposé la décomposition des fonctions de seconde espèce. Soit 'f(w) une telle fonction, ayant les propriétés
Il existe un élément simple ^l>{u), ayant les mêmes multiplicateurs,
par un calcul facile, déjà fait ici (p. 228), on trouve
ÎTzp = Tj log|x' — t/ logiJL, iiza = to' lofç ;«. — lo \o^[x\
La propriété (i 3), appliquée à ^(«), entraîne cette conséquence
*lH u — 'xui' ) — —, *b( u ).
Si Ton prend donc le produit F('^)
on a composé ainsi une fonction de Zj doublement périodique, dont la somme des résidus est nulle. En raisonnant comme ou Ta fait dans Tavanl-dernier paragraphe, on obtient la formule de décomposition telle qu'on Ta établie au Chapitre Vil (p. aay).
Intégration dans l'étendue d'une période.
Soit une fonction fractionnaire /(a), ayant la propriété
(i5} f{u-\-iui)—f{u) = c\
nous considérons son intégrale rectiligne, prise dans Tétendue d'une période, à partir d'une origine quelconque if :
l'-J-ÎO)
(lO) «ï>(i»)= f Au) du.
Par différentiation, on a, suivant la propriété supposée (i 5),
en sorte qu'on doit conclure
117) 'l»(i') = cr-+- Y,
Y étant une constante. Mais celte constante n'est pas entièrement indépendante de r. Soit, en effet, v^ une autre origine prise pour la même intégrale. Considérons le parallélogramme dont les sommets consécutifs sont
et prenons l'inlégi'ale de /(u) le long de son contour et dans cet ordre. Soit p la somme des résidus des pôles intérieurs; l'intégrale totale sera égale à ± 2/7:0, suivant le sens de rotation qu'amène la disposition de la figure. IjCs deux intégrales partielles suivant les côtés (ç^H-^iw, r,4-9.co) et (vt, v) ont pour somme c{i\ — i'), les deux autres sont <I>(r) et — ^(i'i ), en sorte qu'on a
Si donc ^(i^) est donné par l'égalité (17), on aura
La ({uantité v, -- y qi 2/7:0 est donc, en réalité, non pas une constante, mais une fonction disconliniie de r; ses valeurs diverses sont des constantes successives, qui changent brusquement quand le point v^ franchit une droite parallèle à la période 2 o> et contenant des pôles de /{u).
Prenons comme exemple la fonction '^Uy pour laquelle la con-
SO
0 *^ta
•Al» «^ 0 *-^o
<l»(u)'j= 2Y,tu -h / |;(m -j- w')-4- ^(to'— U)\dn
I^es pôles de ^u ont tous Tunité pour résidu; on conclura donc maintenant
< i8) 4>(t')= •2T,(uj -f- r) — (2m -f- i)z7:,
expression générale de Tinlégrale rectiligne
du.
La lettre m désigne le nombre des pôles intérieurs au paralléloi;ramme lo', w'-f- aïo, ç' -f- 210, t', ou ce nombre changé de signe,
suivant que la partie réelle de —. — est positive ou négative.
Cette formule (18) comprend les analogues, qui ont été établies autrement à la fin du Chapitre VI (p. 200, 201).
Si la fonction f(u) est périodique, la constante c est nulle; en ce cas, tout ce qui a été dit pour yi s^applique à l'intégrale ^(^) elle-même. Tant que v ne franchit pas les parallèles à la période, menées par les pôles, l'intégrale reste constante.
Théorème de Liouville.
Les éléments de la théorie générale des fonctions fournissent un autre moyen d'établir la théorie des fonctions doublement périodiques et ouvrent une voie qui a été suivie par le célèbre géomètre Liouville à la même époque (environ 1 844 ) dont sont datés les pre- L 3o
mîers travaux de M. Hermile (*). H suffira d'établir ici le théorème qui sert de point de départ.
D'après la théorie des fonctions, toute fonction entière dont la valeur absolue (module) ne dépasse pas une limite donnée se réduit à une constante.
Voici la proposition de Liouville, qui s'en déduit: Toute fonc-tion entière et doublement périodique se réduit à une constante.
Une telle fonction, en effet, n'ayant aucun pôle, reste finie dans un parallélogramme des périodes, qui comprend une aire partout limitée. Dans celle aire, la valeur absolue de la fonction est donc limitée. Mais les valeurs que cette fonction acquiert dans tout le plan sont toutes reproduites à l'intérieur du parallélogramme. La valeur absolue de la fonction est donc, pour tout le plan, limitée comme dans le parallélogramme, et la proposition en découle.
11 est à peine nécessaire de remarquer que ce théorème résulte immédiatement de la décomposition (8) en éléments simples. Mais, pour l'apprécier comme il convient, on doit se rappeler le point de vue auquel se plaçait Liouville et montrer comment la décomposition peut, à son tour, s'en déduire.
Prenons, à cet effet, une fonction fractionnaire /(w), ayant les propriétés
Composons la quantité 2p, qui figure dans la formule de décomposition (lo).
Cette quantité a, elle aussi, la propriété (19) de se reproduire augmentée de constantes, quand on change u en (M+a(o) ou (w-f-ao)'). La même propriété appartient aussi à la différence /{u) — 2p, Mais cette différence est une fonction entière, en vertu de la composition de S p. Sa dérivée est donc une fonction entière el doublement périodique, c'est-à-dire une constante. Donc /{u) — Sp est un binôme du premier degré. La formule (10) se trouve ainsi démontrée, sans qu'on ait eu besoin de recourir aux
(') Sur les fonctions elliptiques^ par M. J. Liouville {Journal de Afathématiques pures et appliquées, j" série, t. XX, p. 2o3).
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propositions fournies par rintégralion le long du contour d'un parallélogramme des périodes. Ces propositions, relatives aux sommes de résidus, découlent à leur tour de la formule (lo).
La méthode d'exposition qui résulte du théorème de Liouville ne le cède en rien, comme on voit, à celle que nous avons indiquée d'abord. Mais, il faut le reconnaître, elle n'acquiert ce degré d'élégance et de simplicité que par l'intervention immédiate de la formule de décomposition; elle donne immédiatement la preuve de cette formule, mais ce n'est pas elle qui l'a fait découvrir.
Fonctions de troisième espèce.
Nous avons défini déjà les fonctions fractionnaires, doublement périodiques et de troisième espèce, et donné leur forme générale (12). Elles se composent d'une exponentielle du second degré et du produit de plusieurs fonctions d avec des exposants entiers, positifs ou négatifs. On peut les distinguer en deux groupes : 1° celles où il existe plus de fonctions (J* en dénominateur qu'en numérateur; 2° celles où, au contraire, il existe plus de fonctions (J* en numérateur. Parmi ces dernières se trouvent des fonctions entières. Les fonctions qui composent un groupe sont les inverses de celles qui composent l'autre groupe.
Un premier mode de décomposition s'offre, de lui-même, pour ces fonctions; on peut les écrire sous la forme
en supposant les exposants entiers mi, m^^ ••• lous de même signe, et ^{u) contenant autant de fonctions d en numérateur qu'en dénominateur. Ce dernier facteur ^(w) est alors une fonction de seconde espèce, décomposable en une somme d'éléments simples, dont chacun contient une fonction d seulement, tant en numérateur qu'en dénominateur. La fonction 'o{u) est ainsi décomposée en une somme de termes, dont chacun contient une seule fonction rf en numérateur ou en dénominateur, suivant que 'f(w) appartient au premier ou au second groupe. Mais ce mode de décomposition, qui peut être parfois utile, présente l'inconvénient de n'être pas entièrement déterminé : les facteurs qui composent ^{u)\^{u) peuvent être, en effet, choisis arbitraire-
ment parmi ceux de 'f (w). De plus, ce mode de décomposition ne se prèle pas à fournir le développement de '^(u) en série. Nous adopterons donc, pour élément simple nouveau, une série dont la composition a été suggérée par Texamen attentif des séries Sr.
Au Chapitre XIII, nous avons trouvé les développements de plusieurs fonctions de troisième espèce, les inverses des fonctions c^, les inverses de leurs produits deux à deux. Ces développements et beaucoup d'autres analogues avaient été formés par M. Biehier dans une thèse remarquable, dont on doit recommander l'étude (*). Mais c'est M. Appell qui, en créant le nouvel élément simple, a conduit cette partie de la théorie au plus haut degré de perfection (-).
Séries doublement périodiques de troisième espèce.
Soient m un nombre réel et positif et q une quantité plus |)etiteque l'unité, en valeur absolue (module). Prenons, en outre, une fonction quelconque 0(d:) d'une variable, et composons la double série
où n acquiert successivement toutes les valeurs entières, positives et négatives. Tout d'abord, en attribuant à x une valeur arbitraire, nous voyons que les divers arguments de 8, dans les ternies do la série, constituent une double suite indéfinie
.r or
et que leurs valeurs extrêmes sont, d'une part, infîniment grandes, de Tautre, infiniment petites. La convergence de la série dépendra donc de la nature de la fonction 6(:;) pour les valeurs infiniment grandes ou infiniment petites de :;.
( » ) Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques de troisième espèce; thèse par M. Cli. Bichler; Paris, Gaulliicr-Villars, 1879.
(^) Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce, par M. P. Appell {Annales scientifiques de r£cole Normale supérieure, 0* série, t. I, p. i35: t. II, p. 9; t. III, p. 9).
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Supposons que, pour ces valeurs de 5, ô(::) reste finie ou, plus généralement, reste inférieure ou comparable à une puissance de 3, d'exposant déterminé. S'il en est ainsi, la série {^^o) converge effectivement; car, pour /i = dz 00 , l'influence du facteur
(y'\mn -) H^^J'"
disparaît devant celle du facteur </'"''', et les deux hypothèses, m positif, q inférieur à V unité en valeur absolue, assurent la convergence.
La fonction W, définie de la sorte par la série (20), a évidemment une propriété fort simple, relative au changement de x en q^ X. D'après sa définition, nous avons
Mais, changeant dans (20) n en (/i-f-i), altération permise puisque la sommation s'étend de — oo à 4- 00 , nous avons aussi
Nous concluons donc
Le nombre m peut, sans moins de généralité, être supposé entier, et nous ferons cette supposition. Si, en effet, m était fractionnaire, avec p pour dénominateur, on remplacerait x ei q par xP et qP\ le nouveau nombre m serait entier, et la fonction indéterminée ô(^) serait remplacée par 6(2/').
Si, de plus, on suppose la fonction 8(5) uniforme ^ la fonction W(.r) sera uniforme, elle aussi.
A chaque point singulier x de la fonction ^{x) correspondent, pour W(j:), des points singuliers, en nombre illimité, formant une double suite (21). Chacun de ces derniers est de même nature, pour W(j:), que le point correspondant pour 8(0;). Si nous supposons que les points singuliers de ^{x) soient tous des pôles, ceux de ^[x) seront aussi des pôles. Mais, comme ces derniers, dans leurs suites illimitées (21), convergent tous vers zéro ou vers
Tinfini, ^'(x) est d'une nature transcendante pour x infiniment petit ou infiniment grand; ce n'est pas une fonction fractionnaire. Toutefois cette singularité disparaît, si, changeant la variable, on remplace x par une exponentielle.
Soient donc
A toute valeur de x correspond, pour u, une infinité de valeurs, ayant la forme Uq-t- avto, où v est un nombre entier, et à .rrj'" correspondent les valeurs //q-I- 2vw + 2wcu'. Ainsi chaque point singulier de 9(.r) donne lieu à un seul point singulier de *l{if) dans un parallélogramme des périodes.
Si donc nous supposons que 0(.r) soit une fraction rationnelie, la fonction ^(u) est une fonction fractionnaire ayant, dans chaque parallélogramme des périodes, des pôles en nombre égal à celui des pôles de la fonction 9(x). Comme x est une fonction périodique de iiy à période 2(o, '}(w) a cette même période. L'addition de la seconde période donne aussi, d'après la propriété (22) de ^X*^)» ""^ propriété simple. En résumé, ^(«) est une fonction doublement périodique de troisième espèce, et Ton a
( 'i^{ tt -.-'10}' )=(—iy"e <•> ^(u). Ces relations, comparées avec les relations générales (5), mon-
Ê CIO — CM /i
trent que la quantité ■. est égale a /??, en sorte que, dans
chaque parallélogramme des périodes, le nombre des racines de ^{u) surpasse celui des pôles précisément de m.
Avant d'aller plus loin dans l'étude de la fonction ^(u), il convient d'examiner les caractères particuliers des fonctions de troisième espèce qui ont les multiplicateurs de à(u). Les fonctions fractionnaires 'fi^Oi ^"^ vérifient les relations (11)
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ont, comme nous l'avons reconnu, la forme générale
(p(M)=Ge ^''^ " ^"U[^(u — v)y,
CU)' — c'tsi __ « t : — *- *.
tir
Un calcul direct et sans aucune difficulté donne, en outre, les deux relations suivantes entre les constantes
17:1, Iv = /l'o) — Aoj'-r- (c — c')a)a)' -f- iitito' — aj)S/,
en sorte que la connaissance des multiplicateurs entraîne aussi celle de ^ et de S/t^, sans particulariser davantage la fonction <p(«/). Pour i(w), h et A' sont des multiples de lit, le premier pair, le second de même parité que m, et nous pouvons les écrire sous la forme suivante
h=.7.{m — X:')i7t, h' = (-ik -\- m) ÎTZ,
k' et k étant deux entiers arbitraires. Nous avons aussi
, mÎTz Cia' — c'o) „ ,
11 en résulte
'lia
On voit qu'il n'y a aucune restriction si l'on suppose k = k'= o, et Ton peut admettre comme forme générale des fonctions (f{u) y ayant mêmes multiplicateurs que '^(u), la suivante :
avec la condition
(a6) «1-1- aj-H. . .-h ap^,n= 6| -h Ôj-h. . .4- 6^.
Par conséquent, en prenant trois constantes arbitraires P, P', a, et composant la fonction
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on aura le Ivpe le plus général des fonctions fraclîonnaîres de troisième espèce, dans lesquelles Texcès du nombre des racines sur celui des pôles est égal à m.
Éléments simples et entiers de troisième espèce.
Dans la définition (20, ^.3) de •}(«), figure une fonction rationnelle arbitraire 6; mais cette fonction peut être décomposée on éléments simples, en sorte que les diverses séries ^(w) se réduisent à des types distincts, en nombre limité.
Tout d'abord se présentent les séries où 0 est supposé un po!^-nôme entier. Considérons celles 011 0(:r) est réduit à i, :r, x-, . . . ou x"*^^ . Ce sont m fonctions entières différentes, et nous désignerons par Er(f^) celle qui correspond à Thypotbèse ^{x) = jc*" :
(27) E;.(m)= V ar'"«-^''7''*«(«-*'^î«'', r = o, i, x, ... (//i— 1),
rt=z— oe
La liaison entre x el u est, bien entendu, exprimée toujours par la relation (9-3).
Si l'on remplaçait ^{x) par une puissance de x, d'exposant supérieur à (m — 0» ^'^ retrouverait Tune des fonctions précédentes. Effectivement, que l'on change, dans (î>-7), n en (/? -h 5), on aura
Ainsi, dans la fonction générale ^('/), la partie entière de la fraction rationnelle quelconque 0 donne lieu simplement à unr combinaison linéaire des fonctions £;•(«/), telle que
(28) XoEo(t/)-+-XiKi (w) -+-... H- X,„_iE;,i_,(«),
où les lettres X désignent des constantes. Ces m termes sont d'ailleurs bien distincts et linéairement indépendants; ils se distinguent, en effet, par les exposants de x, qui, dans K;., sont des multiples de m, plus /*.
Ces séries ne sont pas nouvelles; elles reproduisent âi avec des arguments convenablement choisis. Prenons, en efl'et, la défi-
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nition (VIII, 17) de âi, après y avoir changé q en q"^. Nous pourrons écrire
— izq~ ^ ^li^yÇ''') = Vy'««(«-»J(— ;;î)'',
z = e^Tiv.
Comparons à cette série cette autre
et concluons à l'identité des deux premiers membres sous la condition
c'est-à-dire, pour les arguments w, r,
( 29 ) ( 2 p -r- i)a) = /?! ( M — o) ) -f- 2 A: (O -{- 2 ro)'.
Sans insister autrement sur ce sujet, qui se rattache à la théorie de la transformation, concluons seulement à la connaissance des racines de E;.(«). Dans la fonction â| employée, q a été remplacé par q'^y ce qui revient à conserver to et à remplacer co' par mco'.
Les racines v de â| ont donc la forme générale [x -f- [x' >
;jL et |jl' étant des entiers, et celles de Er(?^), d'après (^ig), sont données par la formule
2 |JL -+- 1 / , '^'r\ ,
U tu — -^ (0 -f- 1 2 U. I (0 .
On voit que (u w j est une /?i»''™« partie de période.
Chaque fonction E;- a m racines, et les m^ racines des m fonctions, diminuées chacune de co, reproduisent toutes les
m''"** parties de périodes.
Élément simple et fractionnaire de troisième espèce.
Prenons maintenant, pour 8, une fraction simple du premier degré, sous la forme
Kii X — Y
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Faisons correspondre à la quantité y un argument f , comme // correspond à ^r, et désignons par F(w, t^) la fonction particulière <};(//) ainsi déterminée
ilZiu — M)
l'TCi»' — f
r*mn ninnin — l)
Pour le moment, nous considérons F(«, i^) au point de vue de la seule variable u. Ses pôles sont donnés par la formule générale
Cette valeur particulière de u rend infini, dans la série (3o), le terme où n est égal à — A"' ; le résidu de ce terme, cjui est aussi le résidu de la fonction elle-même, a pour valeur
Les pôles c -h 2A*co ont pour résidu commun Tunité.
Si Ton voulait supposer, pour 6, une fraction simple du second, du troisième degré, etc., on introduirait ainsi des fonctions qui s'exprimeraient linéairement par F et ses dérivées partielles prises relativement au second argument v. On a, par exemple, en dérivant une fois,
Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant
plus de racines que de pôles.
D'après les derniers paragraphes, on voit que la fonction ^(w), composée avec la fraction rationnelle 8 la plus générale, se décompose en deux parties, Tune entière E(«), l'autre fractionnaire F(w),
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et que les expressions de ces deux parties sont les suivantes :
1E(m) = Xo Eo(w) -^ Xï El (m) -h. . . -h \rn-i E,n-i{u)y
Les coefficients X, ..., R, ... sont indépendants de iiy et, dans la seconde partie F( w), la sommation s'applique aux divers pôles i^, dont, pour chacun, p marque Tordre de multiplicité.
Celte même formule (3i) est propre à donner l'expression de toute fonction <f{u) ayant mêmes multiplicateurs que ^(w), fonction dont l'égalité (25) a fixé la nature. En effet, ayant une telle fonction ç(w), on pourra déterminer F(u) par la condition que «p(w) — F(«^) soit une fonction entière. Il suffira, pour ce but, que les coefficients R, pour chaque pôle Vy soient ceux du développement de ç(m) suivant les puissances ascendantes de {u — r), comme il suit :
La différence (p(w) — F(f/), ne devenant plus infinie, est dès lors une fonction entière, elle-même de la forme (25), puisqu'elle a toujours les mêmes multiplicateurs que ^(u) etF(w). Comme elle n'a plus de pôles^ la somme de ses racines est une période, zéro, si l'on veut (26). Ces racines sont au nombre de m, dans un parallélogramme des périodes, et, si l'on donne (m — i) de ces racines, la dernière se trouve fixée. Or on peut déterminer les rapports mutuels des m coefficients X, dans E(m), de manière que E(w) ait précisément ces (m — i) racines, et, par suite, aussi la dernière, en commun avec «p(w) — F(w)* Le rapport de cette fonction avec E(«^) est doublement périodique (de première espèce), puisque les multiplicateurs sont respectivement les mêmes pour l'une et pour l'autre. Mais ce rapport reste toujours fini; c'est donc une constante.
Sous une autre forme, on peut dire que toute fonction ç(w), définie par l'égalité (25), est développable en une série telle que ^(w), la fonction rationnelle 0 étant com^enablement choisie.
D'après une remarque drjà faite (p. 470> t^>ute fonction de troisième espèce, ayant plus de racines que de pôles, se réduit au produit de o[if-\-a) par une exponentielle du second degré. Aussi, pour ces fonctions, la formule de décomposition subsiste, sauf changement de u en (w -\- a) dans E et dans F, et sauf multiplication de ces éléments par l'exponentielle.
Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant plus
de pôles que de racines.
Les fonctions fractionnaires de troisième espèce qui ont plus de pôles que de racines sont les inverses de celles qui ont plus de racines que de pôles. Une telle fonction 4>(^/) a donc pour forme générale
(33) ^Uu) = e-^"'-i'''* [. ..,
OÙ '^(u) est une quelconque (?.5) de celles qui ont les mêmes multiplicateurs que F(w,r).
Soit, pour abréger,
(30 Vin ~a, V -+- a) e'*^"* -••'»"^>*''"-»'' = .t(//, v').
Le produit <P(u)^(it, v) est, par suite, une fonction fractionnaire de z/, doublement périodique de première espèce. La somme de ses résidus dans un parallélogramme des périodes est donc nulle. En supposant u et i> représentés par des points intérieurs à un môme parallélogramme, on voit se reproduire ici l'analyse de M. Hermile, relative aux fonctions de première ou de seconde espèce, et Ton conclut
car rT(//, ç) a, comme F(//, r), le pôle u -^ v avec l'unité pour résidu.
Dans cette formule, w désigne successivement les divers pôles de ^(^') à l'intérieur d'un parallélogramme dos périodes conte-
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liant r, et les coefficients II sont ceux du développement de ^(i') autour du pôle (v:
i . Ri _ Hu
Ainsi, et c'est là une circonstance très remarquable, la même fonction F(«/, i'), mais considérée au point de vue du second argument, sert ici d'élément simple. Mais ce qui n'est pas moins digne de remarque, c'est que le second membre de la formule de décomposition (35), si l'on y mettait des coefficients R tout à fait arbitraires, ne serait pas doublement périodique (de troisième espèce) comme ^{^)- Il convient de s'arrêter un peu sur ce sujet.
Si, pour composer la fonction rf, on avait mis dans son expression (3/j), au lieu de la fonction fractionnaire F(w -f- «, r -f- a), l'une des fonctions entières Er(«/ -h a), la suite de l'analyse se serait faite comme précédemment; mais le produit ^(w) J'(w, i') n'aurait pas eu de pôle provenant du facteur ^, et, dans l'égalité (35), le premier membre eût été remplacé par zéro. Ainsi, soit
(3;) Er{u-r-a)e^'"*^^'"=C,{u), r = o, i, ...,(//i — i).
Les coefficients de la formule de décomposition (35) satisfont à m éqiiationSf telles que
(38) ^[K, Cr(M^) -H R, Crii^)^. . .4- R,,-, C\r-^K»')] = <>,
C'est, en quelque sorte, une généralisation de la propriété spéciale aux fonctions doublement périodiques ordinaires, ou de première espèce, propriété consistant en ce que la somme des résidus Bq est nulle.
Il reste encore à s'assurer que les m relations (38), qu'on vient de trouver, sont suffisantes pour rendre le second membre de la formule (35) doublement périodique de troisième espèce. Ceci nous amène à chercher l'effet de l'addition des périodes au second argument dans l'élément simple, et c'est là un des points les plus intéressants de cette théorie.
Propriétés de l'élément simple, relativement au second arg^ument.
D'après la définition (3o), on voit que F(w, ç) est une fonction fractionnaire de r, et qu'elle possède, dans chaque parallélogramme des périodes, un seul pôle i^ = u -{- 2 k tù -i- ik' tù' ,
Quoique F(w, v) serve d'élément simple pour les fonctions de r, de troisième espèce, qui ont m pôles de plus que de racines, il est donc certain que F(w, r) n'est pas, elle-même, une de ces fonctions, puisqu'elle a un seul pôle.
Posons, pour abréger,
^ V{ii, ç) =f{y) ^^x'""q"^''"^-''^^—,y
et concluons
/( <y 2 j ) = \^ x"^ '' q "' '' trt
Xq^n-i. y
Comparons avec y"^f{y)j après avoir changé, dans/(j'), /i en
Y'" fi y) = X x"^^'^~^^cf"^^'^~^^^'*'~^^
Xq'in-t — y'
nous tirons de là
Mais on a identiquement
Xqiif' — ii y
= (x^/5«-î)'" -ï-f-j(j772/i-2)//i-2_._^ ^ ^ ^ ym-i X qin~2 ^. ym-1 ^
La différence (Sp) ne contient donc plus de partie fractionnaire et s'écrit ainsi
r.rjl!:,„_,(a)-h/2E,„_5(w)-h...-hj"'-»E,rw)H-7"'Eo(M).
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Revenons maintenant à F(iij v) pour conclure
m/Tli*
(40) l Ît/"^^ (m-D/TIi^
A cette relation il faut joindre aussi la relation évidente
Ces deux propriétés donnent lieu à deux propriétés analogues pour la fonction ^(w, (^). Soient eu -f- h et c' u -h A' les exposants des deux exponentielles qui constituent les multiplicateurs de ^(u, v), considérée comme fonction de u; suivant la définition (34) on a
^4 P 0) ^ M ■+- (i) ) -4- 5 P' (O _- gCU -h/i
mitZin-^-fi )
U résulte alors de la relation (4i) cette analogue
e7(t/, t^ H- 2 0)) _ gPt,s_p,t,^2to)«-f.p'i'-P'(<'4-îa))— ^ cv-h
en sorte que, pour l'addition de la première période à Tun ou Tautre des arguments, on a les deux relations
( rf (î/ -4-20), 4^)= i(M, r)^''"'^^»
Semblablement, de la formule (4o) on conclut le résultat de l'addition de la seconde période au second argument, et Ton a les égalités
cf ( w -4- 2 to', t') = ^( w, v)e^'''+i^,
(43) { , r = m-\ ,„;_^,/TCiM->-ni
0) .^ïd
Si, dans le second membre de la formule (35), on change v en p_j_ 2(0, on voit, par la relation (4^), que ce second membre se
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reproduit, multiplié par e~^*'"^. Mais, si l'on y change r en i' -|- 2 o/, le second membre se reproduit, multiplié par e"'^'*'"^', et il s'augmen teen outre de la quantité ci-après
^ im- r ) I TC ( t» -»- 1» )
^,_|.,..^_2,oV-l"(».-Kî<u'.y (_.,)m-re (o [Roe:,.((l>)-r K, C;.( CP )-t- . . . -^ \\^^tC^/'-'\
Pour que cette dernière soit nulle, quel que soit r, il faut et il suffit que les relations (38) aient lieu effectivement.
Quelques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.
Parmi les séries qui résultent de ces décompositions, appliquées aux exemples les plus intéressants ou les plus utiles, on en a déjà trouvé beaucoup, par une autre voie, dans le Chapitre XIII. Bornons-nous à considérer encore les développements de l'inverse de dii^ élevé a diverses puissances.
Suivant ce qui a été indiqué précédemment (34)» posons, en rappelant le nombre m par un indice,
et écrivons simplement
D'après le développement de du {p. 3oo),
et la formule de décomposition (35), on a immédiatement
_L - . L f 'V _ ^* f JL - L f V __ ^ -f '
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le cas m == i; mais ce que nous allons dire peut être étendu, saui quelques modifications faciles, aux autres cas.
Dans le cas /w = i, il y a une seule fonction entière E(i/), celle qui doit être affectée de l'indice zéro, indice que nous pouvons supprimer. Elle diffère seulement par un facteur de la fonction 2»i et, par suite, de (iu.
D'après la comparaison faite plus haut (p. 4;^) ^t suivant les formules du Chapitre VIII, on a, en effet,
2fa)
L'élément simple fractionnaire, d'après sa nature, a la forme générale des fonctions '^{u) ('^-^) et, n'ayant qu'un pôle, il sera représenté par une expression telle que celle-ci
Mais on ne connaît pas l'argument a, fonction transcendante fort compliquée, sans doute, de l'argument r. Nous allons exprimer F(//, i) au moyen de diverses fonctions, dont chacune contiendra une seule variable.
Les deux fonctions de w, F(w, v) et E(^/), ont mêmes multiplicateurs; leur quotient est doublement périodique. Ce quotient n'a (|ue deux pôles simples ; en le décomposant en éléments simples, on aura donc
Il suffira, pour avoir l'expression de F(w, e), de connaître 'Ki'). (^'est une fonction nouvelle, dont nous allons facilement trouver un développement. Mais remarquons, en passant, qu'on lire delà
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Multipliant aux deux membres par
h{ Il ) _ ^11 * — —
^^ ^. ÎO)
on conclut
3'(w — r?) 3'( M — i- -;- a ) • — „, Y{n,v)rAu \
!: : _ g ico =~i V (il K' ) — •
C'est justement la formule que Ton obtiendrait si Ton décomposait le premier membre en éléments simples, par les méthodes <lonnées dans ce Chapitre, soit qu'on le considère comme fonction de w, soit qu'on le considère comme fonction de \\
Revenons à ^(r). Pour obtenir son expression, développons les deux membres (45) suivant les puissances ascendantes de (// — i'). D'après la forme (3o) de F(w, v)^ avec /;? = i , on trouve ainsi les deux premiers termes du développement, en réunissant, dans la série F, les termes qui répondent à deux valeurs de //, égales et dr signes contraires :
„, .K(r) I I 7,1' ^ ÎT. ir.y^ , ,,y" — q^"y-" \
h(W) M — l' I tu (U t'i^d' I <7*" I
Les termes correspondants, dans le second membre (4^), soni
— - -- ^v -i-'ld') -■- —
en sorte que l'on a
(46) ^(p) = !'i -il:- '-^y^//(«-i)2 'L^l—, y=:-€^>\
'^ ^ ^ -^ (Jû M (O ^ ' I — <7»« '^
Cette fonction entière ^{v), comme on le reconnaît sur celle expression (4<)) ou sur la formule (4'^)> a 1« propriété suivante :
•|(r -h v».o/; = f\>{v ) -•- 'ir/-\ - ' E(r i.
Pour r = o, la fonction s'évanouit et sa dérivée a une valeur re-
FIN DE LA PREMIERE PARTIE
EURAÏA.
I*a{;c 177, ligne 12 en rcmunlaol, vu lieu de Ç, lisez ^.
Page 239, à la (in du sommaire, ajoutez : Dégénérescence des fondions clli|i tiques.
l*age 'oS, ligne 12 en descendant, au lieu de ^^y lisez 2r,. » ligne i3 en descendant, au lieu de à,, lisez ^,.
Tagr 254, ligne 9 en remontant, au lieu de série, lisez séries.
_ Mt _ /jt
l*age 25k, ligne 11 en descendant, au lieu de e * , lisez - c ^ . Page 393, ligne 5 en descendant, supprimez le /i" (10).
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