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STAT
aJBRARY
Madame Halphen a confié les manuscrits laissés par son mari aux membres de la section de Géométrie de l'Académie des Sciences, en exprimant le désir que tout ce qui semblerait pouvoir être publié soit communiqué au monde mathématique.
Nous remplissons ses intentions, et nous faisons paraître, avec le concours dévoué de M. Stieltjes, ces quelques pages, où l'illustre géomètre a laissé ses dernières pensées.
Elles seront accueillies par les amis d'Halphen et les admirateurs de son talent avec les sentiments de tristesse et de regrets que nous laisse à jamais sa mort prématurée.
^cei8«»
G.-H. HALPHEN
Par m. É. picard.
Il semble que l'on puisse aujourd'hui distinguer, chez les mathématiciens, deux tendances d'esprit différentes. Les uns se préoccupent principalement d'élargir le champ des notions connues; sans se soucier toujours des difficultés qu'ils laissent derrière eux, ils ne craignent pas d'aller en avant et recherchent de nouveaux sujets d'études. Les autres préfèrent rester, pour l'approfondir davantage, dans le domaine de notions mieux élaborées; ils veulent en épuiser les conséquences, et s'efforcent de mettre en évidence dans la solution de chaque question les véritables éléments dont elle dépend. Ces deux directions de la pensée mathématique s'observent dans les différentes branches de la Science; on peut dire toutefois, d'une manière générale, que la première tendance se rencontre le plus souvent dans les travaux qui touchent au Calcul intégral et à la théorie des fonctions; les ^travaux d'Algèbre moderne et de Géométrie analytique relèvent surtout de la seconde. C'est à celle-ci que se rattache principalement l'œuvre d'Halphen; ce profond mathématicien fut avant tout un algébriste. Les problèmes difficiles d'Algèbre et de Géo-
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métrie énumérative, par lesquels il débuta dans la Science, et où une solution n'a de prix que si elle est complète et définitive, l'habituèrent à creuser à fond les questions qu'il étudiait. On retrouve dans tous ses écrits le souci constant de ne rien laisser d'inachevé. Mettant à profit, avec un art consommé, le secours que peuvent se prêter les diverses parties des Mathématiques, il a su pousser jusqu'à leur dernier terme les solutions des problèmes qu'il s'est posés. Son œuvre, si parfaite, laissera dans la Science une trace durable.
Georges-Henri Halphen naquit à Rouen, le 3o octobre i844; il entra à l'Ecole Polytechnique en 1862, et, à sa sortie en 1866 de l'Ecole d'Application de Metz, fut envoyé comme lieutenant d'Artillerie à Auxonne d'abord et ensuite à Strasbourg. Le premier travail mathématique que nous ayons à mentionner date de 1869: il est relatif à la recherche du nombre des droites communes à deux congruences. Halphen avait trouvé sa voie ; nous allons le voir bientôt attaquer successivement, et avec plein succès, les problèmes les plus difficiles relatifs à la théorie géométrique de l'élimination et à la théorie des courbes algébriques. Travaillant en silence, il s'était initié, pendant les années précédentes, aux méthodes del' Algèbre et de laGéométrie modernes. Dès cette époque, il était en possession de résultats de la plus haute importance, concernant les courbes gauches algébriques, et les communiquait très succinctement à l'Académie dans les premiers mois de 1870. Nous reparlerons de ce beau Mémoire, que d'autres productions d'Halphen égalent peut-être, mais certainement ne dépassent pas. Maintenant c'est sur un autre terrain que le lieutenant d'artillerie va déployer son énergie et montrer sa valeur. Il était à Besançon au mois de juillet 1870; après s'être occupé activement de l'armement de cette place, il arriva à Paris, très souffrant encore d'une chute de cheval qu'il venait de faire. Malgré l'avis de son médecin, il partit peu de jours après pour Mézières; employé d'abord à la défense de cette ville, il eut la chance de la quitter avant son investissement complet, et alla retrouver au Nord l'armée du général Faidherbe. Là il prit part à la bataille de Pont-Noyelles, où il fut
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fait chevalier de la Légion d'honneur, puis aux batailles de Bapaume et de Saint-Quentin. Il était nommé capitaine à la fin de cette campagne, dans laquelle il s'était signalé par des actions d'éclat, qui lui valurent l'honneur d'une citation dans le récit du général Faidherbe sur les opérations de l'armée du Nord.
En 1872, Halphen se fixe à Paris, où il devient répétiteur à l'Ecole Polytechnique et reprend ses études scientifiques. De tous les travaux de cette partie de sa vie, ceux qui lui ont coûté le plus d'efforts sont relatifs à la théorie célèbre des caractéristiques. A la suite des recherches de M. de Jonquières et de Ghasles, l'étude des systèmes algébriques de coniques, dépendant d'un paramètre arbitraire, préoccupait vivement les géomètres. Ghasles avait, par induction, trouvé une loi générale faisant connaître le nombre des coniques satisfaisant à une condition donnée. Ce nombre se composait d'une somme de deux termes, chacun de ceux-ci étant un produit de deux facteurs, dont l'un dépendait seulement du système et l'autre de la condition. Halphen, en même temps que plusieurs autres géomètres éminents, s'efforça de démontrer la loi de Ghasles : il crut même en avoir trouvé une démonstration ; mais, bientôt après, s'apercevant d'une erreur dans ses raisonnements, il fut conduit à soupçonner que la loi était inexacte et reprit l'étude de la question. Après de longues recherches, il eut la satisfaction d'arriver à la solution complète par une méthode dont on ne peut trop louer l'originalité. On peut faire correspondre uniformément les coniques d'un système aux points d'une courbe algébrique convenable ; de même, on fera correspondre à la condition donnée une autre courbe algébrique. C'est la considération de ces deux lignes qui conduit Halphen au résultat cherché. En particulier, pour que l'énoncé de Ghasles soit exact, il faut et il suffît que l'une d'elles ne passe pas à Torigine des coordonnées. Il en sera toujours ainsi, si le système de coniques ne présente que des singularités ordinaires, c'est-à-dire des singularités qui existent nécessairement dans l'ensemble d'un système et de son corrélatif. Cette distinction entre les singularités ordinaires ou nécessaires et les singularités extraordinaires avait été pour Hal-
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phen, au début de ses études, un trait de lumière. Elle lui était bien familière dans une autre théorie, dont il s'occupait en même temps, celle des courbes algébriques, à laquelle il consacra de nombreux Mémoires.
Les points singuliers jouent dans l'étude des courbes algébriques un rôle considérable. Les principes pour la discussion d'une telle courbe dans le voisinage d'un point avaient été établis définitivement par Piiiseux. D'autre part, Riemann, dans sa théorie des fonctions abéliennes, avait introduit la notion capitale du genre des courbes algébriques, et partagé celles-ci en différentes classes, deux courbes étant de la même classe quand elles se correspondent uniformément. L'illustre géomètre, qui aimait les grands horizons, avait peu insisté sur plus d'un point difficile, en particulier sur ce qui concerne les singularités élevées. Halphen donne une formule générale, applicable à tous les cas, pour la détermination du genre d'une courbe algébrique ; puis, passant à l'étude des courbes d'une même classe, il approfondit une proposition remarquable donnée par M. Nœther, d'après laquelle on peut trouver dans toute classe des courbes n'ayant que des singularités ordinaires. Le savant géomètre allemand employait pour cette transformation une succession de substitutions quadratiques; Halphen veut trouver une transformée ayant avec la courbe initiale des rapports géométriques simples; ily réussit de deux manières différentes. Dans une première solution, il établit que toute courbe plane algébrique est la perspective d'une courbe gauche n'ayant qu'un point singulier, et telle qu'en ce point toutes les branches aient des tangentes distinctes; faisant alors la perspective de cette courbe gauche d'un point de vue arbitraire, il obtient la transformée cherchée. La seconde solution se rattache à l'étude d'une série de courbes analogues aux développées, dans laquelle apparaissent dans tout leur éclat la science profonde et le remarquable talent de notre auteur. Prenant une conique arbitraire dans le plan de la courbe à transformer, il considère en chaque point de celle-ci sa tangente et la polaire du point par rapport à la conique; le lieu de l'intersection de ces deux droites donne une
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transformée uniforme de la courbe. Halphen établit qu'après avoir répété un nombre fini de fois cette transformation on arrivera à une courbe n'ajant plus que des points singuliers ordinaires ; puis il démontre ce théorème si curieux et si caché, qu'à partir d'un certain rang les degrés et les classes des transformées précédentes forment deux progressions arithmétiques de même raison. Ce beau résultat comprend, comme cas particulier, cette étonnante propriété des développées successives des courbes algébriques, dont les degrés et les classes sont, à partir d'un certain rang, en progression arithmétique.
Ces travaux approfondis sur la théorie des courbes permirent à Halphen de reprendre ses études surl'élimination. La recherche des points d'une courbe algébrique, qui satisfont à une condition exprimée par une équation différentielle algébrique donnée, se présente en Géométrie dans divers cas particuliers, par exemple dans la recherche des points d'inflexion. La question méritait d'être abordée dans toute sa généralité. Halphen se place au même point de vue que dans la théorie des caractéristiques, c'est-à-dire cherche à mettre en évidence les éléments relatifs à la courbe et les éléments dépendant de la condition, qui est ici l'équation différentielle. Pour les équations du premier ordre, la solution est de même forme que dans le cas classique des caractéristiques: pour celles du second ordre, on a encore une formule analogue, mais renfermant trois termes au lieu de deux. La généralisation semble immédiate, mais l'analogie tromperait étrangement ; pour les équations d'ordre supérieur, on ne peut plus, d'une manière générale, fixer de limite pour le nombre des termes. C'est là un résultat dont l'intérêt philosophique est très grand; il montre, avec la dernière évidence, que les singularités élevées des courbes^ algébriques ne peuvent avoir pour équivalents, dans toute question, un nombre déterminé de singularités ordinaires indépendant à la fois de cette question et de la courbe que l'on étudie. Bientôt après, ces difficiles recherches sont étendues aux courbes gauches, et, dans quelques cas particuliers, aux surfaces algébriques.
Dans un des Mémoires précédents, Halphen avait rencontré des
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équations différentielles restant inaltérées par une transformation homographique quelconque. Ce nouveau genre d'invariance excita son intérêt^ il réussit à former toutes les équations jouissant de cette propriété et présenta ce travail comme Thèse, en 1878, sous le titre à^ Invariants différentiels. L'équation diff'érentielle des lignes droites et celle des coniques donnaient immédiatement deux exemples d'invariants. La découverte d'un invariant du septième ordre, amenée par les considérations géométriques les plus ingénieuses, permit à Halphen de développer la théorie générale, qu'il étendit ensuite aux courbes gauches.
Ces résultats, si intéressants en eux-mêmes, allaient permettre à leur auteur d'aborder une importante question de Calcul intégral. Dans deux Notes mémorables, Laguerre venait d'appeler l'attention des géomètres sur les invariants des équations difî'érentielles linéaires. Halphen voit de suite le rapport qu'il y a entre ses recherches antérieures et la notion nouvelle introduite par Laguerre; ainsi assuré, en quelque sorte a priori, de la possibilité d'édifier une théorie complète des invariants des équations linéaires, il s'attaque à ce nouveau problème et en approfondit tous les détails. Le nombre des invariants absolus distincts d'une équation linéaire est inférieur de deux unités à son ordre ^ on peut les obtenir d'une manière régulière, en ramenant l'équation à une forme canonique, forme dont l'introduction dans cette question, comme dans certaines théories algébriques parallèles, est bien digne de remarque. Halphen montra l'intérêt de ses recherches au point de vue du Calcul intégral, en apprenant à reconnaître si une équation différentielle linéaire est susceptible d'être ramenée à certains types connus déjà intégrés, au moyen d'un changement de variable et de fonction qui n'altère pas sa forme. On comprend que les relations entre les invariants absolus doivent jouer, dans une telle question, un rôle capital; c'est, en effet, de la nature de ces relations qu'Halphen déduisit la solution du beau problème qu'il s'était posé. L'Académie avait proposé, comme sujet du grand prix des Sciences mathématiques pour 1880, de perfectionner la théorie des équations différentielles linéaires; le prix fut
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SPARRE (Comte de), Docteur es Sciences, Professeur aux Facultés catholiques de Lyon. — Cours sur les fonctions elliptiques, professé pendant l'année 1886.
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La première Partie de ce^Cours comprend quelques compléments relatifs aux fonctions elliptiques, les théorèmes de M. Hermite sur ia décomposition eu éléments simjtles des fonctions doublement périodiques de première et de seconde espèce, celui de M. Mittag-Lefflersur un cas particulier de la décomposition des fonctions de seconde espèce, la définition et les principales propriétés des fonctions Al, p et a' de M. Weierstrass.
La deuxième Partie du Cours comprend la décomposition en facteurs primaires des fonctions holomorphes par le théorème de M. Weierstrass, l'expression des fonctions qui présentent des discontinuités isolées par le théorème de M. Mittag-Lefller, ainsi que l'application du premier théorème à la décomposition en facteurs primaires du sinus et des fonctions 9,
Pour les fonctions 6, on passe ensuite de la décomposition en facteurs primaires aux développements en produits de Jacobi. La méthode donne en même temps les formes multiples de ces développements et permet d'en déduire la transformation du premier degré dans les fonctions 0. Cette deuxième Partie se termine par le problème de la multiplication de l'argument dans les fonctions p de M. Weierstrass et l'établissement de l'équation aux dérivées partielles que vérifie la fonction a".
La troisième Partie du Cours complète ce qu'il est utile de connaître des fonctions ,p et cT de M. Weierstrass, si l'on veut les employer dans les applications. Elle comprend la réduction directe aux fonctions p des intégrales dépendant des fonctions elliptiques, sans supposer résolue la quantité sous le radical (ce qui constitue uu des avantages de ces fonctions); l'examen du cas où le discriminant est négatif, cas qui avait été laissé de côté dans la première Partie; le calcul du module et des périodes en fonction des invariants. Cette dernière question peut être résolue par les développements en série, mais on a préféré la résoudre trigonométriquement, méthode souvent plus avantageuse dans la pratique, lorsqu'on ne veut pas pousser l'approximation au delà de celle que comportent les Tables, et dont l'établissement exige beaucoup moins de développements. Quelques exemples numériques terminent cette dernière Partie, pour mieux fairv^ saisir l'application des méthodes.
Cet Ouvrage est la reproduction du Cours professé par l'auteur en trente Leçons, Cours qui a été institué dans un double but :
1° Donner aux élèves qui se proposent de pousser leurs études au delà du programme de la Licence les compléments nécessaires pour les applications des fonctions elliptiques;
1° Mettre au courant des notations de Weierstrass ceux dont les premières études sur ces fonctions ont été faites avec les notations de Jacobi.
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LEROY. — Traité de Stéréotomie, comprenant les Applications de 1-^ Géométrie descriptive à la Théorie des ombres, la Perspective linéaire, la Gnomonique, la Coupe des pierres et la Charpente. Revu et annoté par E. Marieiet, ancien Élève (Je FÉcolo Polytechniqno, Professeur de Géométrie çJescript^e à l'École œntrale do? Aiîs et Manut'nclures. tÇ édition, augmentée d'urr Sup|tl6iViem;'(i) : Théorie et construction de l'appareil hélicoïdal des arches biaises, par .1. de la Gournehik. rédigées par Ernest. Lebon, Agré.i^^c do l'Université, Professeur au lycce Charlemagne. In-4, avec Atlas de 76 planches in-folio; iS^f} . . 26 fr.
Avertissement du Supplément.
Élève brillant à l'École Polytechnique, ingénieur distingué des Ponts et Chaussées, plus tard inspecteur général des Ponts et Chaussées et Membre de l'Institut, Jules de la Gournerie, qui était un savant géomètre, avait en Stéréotomie une haute compétence.
Il a publié, sur la question, si importante et toute moderne, des arches biaises, plusieurs beaux Mémoires dont les résultats sont acceptés et appliqués. L'état chancelant de sa santé, pendant les deux dernières minées de sa vie, l'a empêché de rédiger lui-même un Trgivail relatif au . arches biaises hélicoïdales, qui, par suite d'une convention passée avec M. Gauthior-Villars, devait compléter l'exceilenL Traité de Stéréotomie de Leroy.
Lorsque j'ai eu l'honneur de remplacer Jules de l\ Gournerie dans sa chaire du Conservatoire des Arts et Métiers (de 1881 à i883), j'ai composé, d'après les feuilles lithographiées de son cours à l'École Polytechnique, et surtout d'après le cours qu'il avait professé en 1880 au Conservatoire des Arts et Métiers et que j'y avais reproduit en :883, le manuscrit qu'il désirait préparer.
Le Travail que je présente sous le titre de Théorie et construction de l'appareil hélicoïdal des arches biaises est, au moins pour le fond, conforme à ce manuscrit. E. L.
Table des matières du Supplément.
Avertissement. — Auteurs cités dans les arches biaises hélicoïdales. — I. Introduction. — Principe de la dirccLion des pressions. Appareil orthogonal cylindrique. Appareil orthogonal gauche. Appareil hélicoïdal. — II. Théorie de l'appareil hélicoïdal. — Constructions préliminaires. Coupes de lit. Tangentes aux coupes de lit. Théorème et construction du foyer. Angle intradossal naturel. Cas de l'appareil en arc de cercle. Tracé des sinusoïdes. Angles et foyers secondaires; leur construction. Angles et foyers des coupes de joint. Angle d'une coupe de lit et de l'arête de douelle correspondante. Points d'éi[ni libre. De la poussée au vide. — III. Appareil hélicoïdal exact. — Tracé (le l'épure. Taille par équarrissement d'un voussoir de clef et d'un voussoir de tète. Coussinets et crémaillère. Taille directe. Régies gauches. Panneau monté. Modifications à apporter aux voussoirs de tête. Pose des voussoirs. — IV. Appareil hélicoïdal simplifié. — Tracé de l'épure. Éléments nécessaires à la taille d'un voussoir. Taille directe. Coussinets et crémaillère. Pose des voussoirs. — Note sur la projection de l'hélice. — Planches 76 et 76.
(') Quelques exemplaires du Supplément ont été tirés à part et se vendent séparément. 3 fr.
Paris. — Imprimerie GAUTHIER-YILLARS , quai des Angustins, 55.
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décerné au Mémoire Sur la réduction des équations linéaires aux formes intégrables.
Bientôt après, Halphen remportait un nouveau succès académique. L'Académie des Sciences de Berlin avait mis au concours, pour le prix Steiner de 1882, la solution d'une question importante concernant les courbes gauches algébriques. Halphen, nous l'avons dit, possédait, dès 1870, d'importants résultats sur cette théorie; ce lui fut l'occasion de reprendre son travail qui n'avait pas été publié et de le compléter. H l'envoya au concours et reçut le prix, qui fut doublé, en même temps que M. Nœther. Cet admirable Mémoire me paraît l'œuvre la plus profonde d'Halphen. Jl a réussi à énumérer et à classer en diverses familles les courbes d'un même degré. Dans la théorie si difficile des courbes gauches algébriques, c'est sur l'extension des formules de Plucker qu'avaient d'abord porté les efforts des géomètres; elle fut obtenue, il y a longtemps déjà, par M. Gayley, et complétée par M. Salmon. Dans ces formules s'introduisent, outre le degré, certains nombres entiers relatifs à la courbe considérée ; mais ceux-ci ne suffisent pas, en général, à distinguer une famille de courbes. Parmi eux, il en est un d'une importance extrême ; c'est le nombre des points doubles apparents. Pour une courbe d'un degré donné, ce nombre a une limite supérieure, facile à obtenir. Bien autrement cachée était la limite inférieure; Halphen réussit à trouver la limite véritable, c'est-à-dire celle qui peut être effectivement atteinte, et démontre ce résultat si saillant que les courbes correspondantes sont situées sur des surfaces du second degré. La classification repose sur la considération de l'ordre minimum d'une surface algébrique passant par la courbe gauche ; pour l'obtenir, Halphen introduit différentes fonctions numériques du degré de la courbe, dont les valeurs sont comprises entre le maximum et le minimum que nous venons de signaler, et l'ordre cherché dépend de la place qu'occupe dans cette suite le nombre des points doubles apparents. Les méthodes générales sont appliquées à la classification complète de courbes jusqu'au vingtième degré, et à celle des courbes de degré cent vingt.
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Je ne puis parcourir l'œuvre entière d'Halphen ; à côté de ces études de longue haleine, dont nous avons essayé de donner une idée, nous pourrions citer d'autres Mémoires de moindre étendue, où nous retrouverions une pensée originale. Mentionnons au moins un travail sur la théorie des séries, cpii renferme des résultats inattendus; une série très générale, procédant suivant certains polynômes entiers, dont chacun est la dérivée du suivant, et qui semble susceptible de représenter des fonctions très variées, ne peut au contraire être employée que pour le développement de fonctions entières, jouissant elles-mêmes d'un caractère très spécial. De tels résultats, si négatifs qu'ils soient, sont d'un grand intérêt; ils nous montrent une fois de plus avec quelle prudence on doit procéder dans l'emploi de nouveaux modes de développement des fonctions. Ces constatations ont d'ailleurs leur mélancolie, car elles peuvent inquiéter pour plus d'un développement, usité dans les applications, et dont la légitimité est pour le moins douteuse.
Ces travaux considérables avaient placé Halphen parmi les géomètres les plus éminents de l'Europe. Le i5 mars 1886, l'Académie des Sciences, dont il avait été trois fois le lauréat, le désignait, à la presque unanimité des suffrages, pour remplir la place vacante, dans la Section de Géométrie, par le décès de M. Bouquet. Halphen était chef d'escadron depuis le i3 juillet 1884, et il avait, peu de temps auparavant, été nommé examinateur d'admission à l'École Polytechnique. Dans ces concours, où sont en présence de si sérieux intérêts, ce n'est pas une tâche facile que d'exprimer, par un nombre, son opinion sur la valeur d'un candidat. Jugeant de ce qu'il sait, on voudrait aussi apprécier l'effort intellectuel dont il sera plus tard capable; difficulté d'autant plus grande qu'une préparation excellente, mais ayant quelquefois cherché à tout prévoir, peut provoquer l'illusion. Dans ses nouvelles fonctions, Halphen montra, dès le début, beaucoup de pénétration. Enchaînant ses questions avec une grande habileté, il parcourait sans effort le cycle entier du programme et il a laissé le souvenir d'un examinateur incomparable.
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Tous ceux qui ont approché Halphen ont apprécié ce caractère noble et loyal, que blessait et irritait la moindre injustice. Quand l'intérêt de la Science lui paraissait en jeu, il exprimait sans réserves son opinion. Bienveillant pour les travaux qu'il avait à juger, quand il croyait y trouver une idée, il aimait peu les généralisations faciles, qui, disait-il, encombrent la Science.
Au mois d'octobre 1886, Halphen voulut reprendre dans l'armée un service actif, et fut chargé du commandement de batteries au 11^ régiment, à Versailles. C'était une lourde tâche qui venait s'ajouter à l'elFort considérable que lui demandait en ce moment même la préparation de son Traité sur les fonctions elliptiques.
On ne peut parler sans tristesse de cette Œuvre, interrompue par une impitoyable fatalité, où l'auteur s'était proposé de développer la théorie des fonctions elliptiques sous la forme qui lui paraissait la plus avantageuse pour les applications, et en même temps de donner de celles-ci un tableau complet. Halphen était depuis longtemps familier avec cette théorie. Ses recherches sur les équations différentielles linéaires avaient principalement porté autrefois sur les équations à coefficients doublement périodiques-, plus récemment un Mémoire sur une courbe élastique l'avait forcé à faire une discussion approfondie des divers cas qui peuvent se présenter dans le problème de l'inversion. Les deux premiers Volumes seuls ont paru : le premier est consacré à la théorie générale, le second traite des applications à la Mécanique, à la Géométrie et au Calcul intégral. Ils exerceront une grande influence sur cette importante branche de la Science. Les questions traitées trouvent là leur solution définitive. Les transcendantes elliptiques y sont maniées avec la même aisance que les fonctions circulaires dans d'autres sujets plus élémentaires ; les formules de cette autre Trigonométrie sont certes plus complexes, mais cette complication, tenant à la nature des choses, semble réduite autant qu'il est possible.
Le troisième Volume devait traiter des applications algé-
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briques et arithmétiques; c'eût été, sans aucun doute, Ja partie maîtresse de ce bel Ouvrage. C'est là que se serait déployé dans tout son éclat le talent d'Halphen, rompu aux problèmes les plus abstraits de l'Algèbre. Après de laborieux efforts, ce puissant esprit avait enfin triomphé des difficultés énormes que présentait un tel sujet, et il allait se mettre à la rédaction définitive. Le temps ne devait pas lui être donné pour achever son œuvre. Le 2 1 mai dernier, il était enlevé à l'affection des siens, après une courte maladie, à l'âge de quarante-quatre ans. Ce fut un deuil cruel pour la Science française, dont il était un des plus éminents représentants, et aussi pour notre armée, qui perdit en lui un officier supérieur du plus grand avenir. Tous les amis d'Halphen garderont le souvenir de cet homme de cœur, qui mourut avant l'heure en travaillant noblement pour la Science et pour son pajs. Sa vie trop courte aura du moins été bien remplie, il laisse un nom et une œuvre qui ne périront point.
CHAPITRE I
Division des périodes par 5. — Résolution de l'équation du cinquième degré par les fonctions elliptiques.
Préambule.
Le problème de la divisioa des périodes consiste dans la recherche des valeurs que prennent les fonctions elliptiques quand l'argument est commensurable avec une période. Soit u un tel argument; il existe un nombre entier n^ tel que le produit nu soit une période : la recherche des fonctions elliptiques, a^ant u pour argument, constitue le problème de la division par n.
Nous avons, dès le début, résolu le problème de la division par 2 et par 4- H se résout par radicaux, c'est-à-dire que les fonctions elliptiques correspondantes s'expriment explicitement, au moyen de formules contenant des radicaux, en fonction des invariants. En effet, l'équation du troisième degré
de laquelle dépend la division par 2, et dont les racines sont les IIL I
trois quantités ^a? se résout par radicaux. Puis, dans la division par 4, on a obtenu (t. I, p. 54) des formules explicites contenant des radicaux carrés sous lesquels figurent ces quantités e^.
Le problème de la division par 3 se résout encore par radicaux. Les fonctions p ayant pour arguments des tiers de périodes sont les racines d'une équation 'h^ = o, du quatrième degré (t. I, p. 96), résoluble par radicaux.
L'addition des tiers de période avec des demi-périodes ou des quarts de période fournit, encore par radicaux, la solution du problème de la division par 6 ou par 12. Gomme, de plus, la formule de duplication montre que la division d'un argument quelconque par 2 dépend d'une équation du quatrième degré, il est clair que l'on peut exprimer par radicaux les fonctions elliptiques relatives à la division par 3.2"".
Pour les autres divisions, le problème se présente sous une forme bien plus compliquée. La division des périodes par n dépend de l'équation '\i,i= o, dont le degré est ^(n- — i), quand n est impair. Pour la division par 5, c'est déjà le douzième degré. A la vérité, la résolution par radicaux est impossible, sauf en des cas particuliers. Mais l'équation à,i=:=^ o est loin d'être l'équation la plus simple à laquelle se ramène le problème, sauf pour n = 2 ou /i = 3. Quand n est un nombre premier, c'est à une équation de degré (n -h i) que l'on est conduit : de cette équation découle toute une grande théorie, celle de la transformation, objet principal de ce Volume.
Avant d'aborder les considérations générales de cette théorie, nous allons traiter, par les moyens les plus élémentaires, le problème de la division par 5, avec la belle théorie qui s'y rattache, la résolution de l'équation du cinquième degré. Ce sera l'objet de ce Chapitre. La division par 7, traitée de même, fournira la matière du Chapitre suivant.
Équation du sixième degré pour la division par 5.
Soit 2(1) une période quelconque, et posons
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Les deux relations
conduisent, par le théorème d'addition, aux deux égalités
d'où l'on conclut
Soient
a-\- h ^ X ^ ab =^ y.
Les deux équations, qu'on vient d'obtenir et qui sont symétriques en a et 6, se changent en les suivantes :
I (ôx{x'^— /iy) = \{x^—'ixx) — g^x — igi \ i&{ix^'-^y){x'—/,y)^[\{x^'-y)-g^'\
ou bien
(3) 6^JK=^3_|_1^2^_^^3^
En substituant, dans cette dernière, la valeur de jk tirée de la précédente, on obtient, pour ^, l'équation
Cette équation, du sixième degré, étant censée résolue, on aura, pour chaque racine ^, la quantité y par la première égalité (3), puis a et b comme racines de l'équation
(5) a^ — xa-\-y = o.
C'est ainsi que les douze solutions de l'équation 'h-^ = o se partagent en six couples, dont chacun dépend de deux équations, l'une du sixième degré, l'autre du second. A peine est-il besoin d'observer que l'élimination de x et y entre les équations (3 , 5)
mènerait à l'équation tj^g = o, où pu serait remplacé par la lettre a. On peut écrire l'équation (4) sous la forme symbolique très curieuse que voici :
(6) {x — iok){x-^ikY = o,
en convenant que, après le développement, on remplacera les puissances de A par les quantités ci-après :
A^ - {-hg.Y, A^ = -hg,^,g,, A6 = (|^^3)-^
On doit, dans cette convention, remarquer que, les symboles de A- et A^ une fois choisis, ceux de A'' et A^ sont, par là, fixés si l'on veut que ces symboles deviennent des valeurs effectives quand le même fait a lieu pour A^ et A"'. Mais celte condition unique ne détermine pas le symbole de A'"' ; elle serait effectivement remplie si l'on prenait, pour A*',
\ étant arbitraire. En effet, les symboles de A- et A^ sont des valeurs effectives quand on a
(A.)3--(Aa)^=o = ^,(,^i-.7^l) = (-7^)3A.
Cette forme symbolique (G) devient donc effective quand les fonctions elliptiques dégénèrent par l'évanouissement du discriminant. Ainsi, au cas A = o, A est une quantité effective, et l'équation (6) a une racine égale à loA, plus une racine quintuple égale à — 2 A. A cette dernière, suivant les égalités (3, 5), correspond r = A^, puis a ^7= /^ =; — A. A la racine simple corres-
pondj^= -/A-, puis
Ces deux quantités, a et 6, égales aux deux suivantes
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sont conformes à ce que l'on doit effectivement trouver pour des fonctions elliptiques dégénérées (t. I, p. 2^), dont les arguments ont des valeurs finies. Quant aux dix autres quantités, toutes égales à —A, il est très facile de trouver leur signification. Pour éviter une redite, nous renvoyons le lecteur à un Chapitre ultérieur, où cette considération sera présentée sous une forme générale.
Autre équation pour la division par 5.
En prenant, pour inconnue, [a — b)- au lieu de x. on obtient une transformée dont on verra plus tard Fimportance. Soit donc
Par les équations (2), nous avons
(8) 3xt—x^ — ^2^ — '^^3,
De là se concluent aisément deux équations du second degré
en X,
Soient a, j3, y et a', P', v' les coefficients de ces deux équations ; on a
Dans le résultant (ay' — ya')^ -+- 0^-'— ^-?0 ( Pt'~ Y?) apparaît le facteur (^ — «o). Ce facteur supprimé, on obtient un résultat remarquable par sa simplicité :
Parmi les diverses expressions de x en fonction de t, remarquons celle-ci :
Soit ^{t) le premier membre (9) et D<ï> le résultat de l'opération D (t. I, p. 294), appliquée à ce premier membre, où l'on considérerait / comme une constante, en sorte que, DA étant nul (t. l, p. 3oi ), on a
On obtient D^ par l'égalité
<P'(t)Dt -h D^ = o;
d'où résulte
et, par conséquent,
On verra plus loin la généralisation de cette formule.
L'égalité (10) fournit, sous une forme remarquablement simple, l'expression du discriminant de l'équation en t. Après l'avoir écrite comme il suit
que l'on y remplace successivement x par chacune des cinq autres racines et que l'on multiplie, membre à membre, les cinq égalités analogues, on a
(5.6V3)«(no\ ^^^" ÛW(T)
Les produits Ux et n(^) sont formés parles derniers coefficients des équations (4) et (9). Quant à n<I>'(^), c'est le produit des carrés des différences des racines t, changé de signe, et multiplié par 0^' . On en conclut, pour ce produit ou discriminant, l'expression
A propos de l'équation (4), voici quelques transformations, qui semblent fort intéressantes, sans être cependant utiles pour la suite de notre analyse.
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Quand, le discriminant étant nul, les symboles (7) deviennent des valeurs effectives, les trois quantités e^, deviennent, l'une 2 A, les deux autres — A, et Ton a
ea=2A, ep=zey = — A,
Considérons le trinôme du second degré
(i3) cpo,(:r) = (^-2ea)2-4(34-i^2).
Ses racines, quand le discriminant est nul, sont donc loA et — 2 A. Les deux trinômes analogues cpg et cpy ont, en même temps, chacun, la racine double — 2 A.
D'autre part, le produit de ces trois trinômes est un polynôme à coefficients entiers en ^2 et ^3. Ce polynôme, quand le discriminant est nul, a, aussi bien que le polynôme (4)^ La racine simple loA et la racine quintuple — 2A. Ces deux polynômes diffèrent donc seulement par un terme XA, où \ est une constante, que nous allons vérifier être égale à l'unité, en sorte que l'équation (4) peut s'écrire sous la forme
(i4) cpacppCpy=A.
Pour vérifier cette valeur de la constante numérique )., il suffît d'observer que l'on a
en sorte que, dans l'équation (i4)} 1^ terme constant est
comme dans l'équation initiale (4).
Cette forme (i4) a été trouvée par M. Brioschi en suivant une voie différente que nous allons montrer aussi. Au Chapitre IX du Tome II (p. 36i), nous avons eu déjà l'occasion de considérer le polynôme
comme un polynôme du quatrième degré et d'envisager, à ce point de vue, son hessien,
INous avons considéré aussi, sans le calculer, un autre polynôme T, savoir
Le calcul effectif donne On en conclut
Par comparaison avec l'équation (4), on en conclut que cette équation peut s'écrire ainsi
D'autre part, on a vu aussi (t. II, p. 862) que la quantité
est le produit de trois facteurs doublement linéaires,
(x — ea){z — ea) — (ea— ep)(ea— Cy).
Ces facteurs, quand on suppose z = J^, deviennent
{^ — eo(y — (ea—e^)(ea— Sy) = (^ — ^a)^ — iSe^— |- ^2) -- ï?a(2a7),
en sorte que Ton a, par comparaison de la fonction (17) avec la définition (i5) de T,
— 9.6T(a7)rzr C5a(2^)cp^(2^)cpy(2a7).
Par conséquent, l'équation (16) n'est autre que celle-ci c'est-à-dire l'équation (i4) déjà trouvée autrement.
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L'analyse de M. Brioschi ne s'arrête point là. Suivons encore ce célèbre géomètre pour trouver, par un calcul direct, une transformation importante de l'équation (i4)- D'après la définition (i3)
et la relation
ea-+- e«H- ey— o, on a immédiatement
=-4[(ea— ep)(57 — 2ea) + 2(3e2_-J-^2)].
Abrégeons l'écriture en posant
(^a— eQ)(ea— ey)= Se^— -4:^2= Sa, ^ — 2ea= 2^a- Nous avons ainsi
■ i?a=^a— Sa,
i?p= i?a+ '-iSa+ 2(ea— ep)^a== W^ £a^- 2(ea— ep)^a, fe ?fi?y = (^a+£a)^-i-6ea(^a-f- £a)^a-^4£a^â
et l'équation (i4) devient, les indices a étant supprimés,
On a, d'autre part,
£3+lA:-£2[(e^_e^)(e^^_e^)_ui(e^_ey)2]
Mais
— i^2= ea^p-^ea^y-i-e^ey^—ea+epey,
- T ft"^ - i ( 6p - ey )2 = _ eâ + i ( ep + 6y )2 = —1 eâ, d'où
et l'on déduit
Sur le cas particulier ^3 = 0.
Quand ^3 est nul, l'équation (4) a deux racines nulles. Soient
on a, relativement à ces deux racines, d'après les équations (3)
et (4),
(18) Y--2V(i±20, «^ = ±ri/^^^^-2-
Quant aux autres racines, en posant ^2 __ ^^ t ^ qjj a
(*9) j t _ 5~3s/5 . 1 /-/ _j /j\2 I ^- ^=±^/5(izh/5) ,
avec les deux signes ambigus en coïncidence. On en déduit
^=±iv/5(v/5±i)v^, les deux signes ± étant, cette fois, indépendants l'un de l'autre.
Relations entre les six racines.
Soient X et x^ deux racines quelconques de l'équation (4), considérée dans le cas général; soient a, h et «o? ^0? les quantités qui correspondent à ces racines.
Par le théorème d'addition, on a de nouvelles quantités a^ et b^ , correspondant à une nouvelle racine Xt, au moyen des formules
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et l'on en déduit
Cette équation donne ^, en fonction de x et ^o» mais avec plusieurs déterminations. Par exemple, x étant donné, on peut intervertir a el b', on peut aussi changer les signes de s/oa et de \/ob. A cet égard, on doit observer que les équations (i) donnent
(22) /cpa/cp6=(a — by,
en sorte que, ayant choisi «, b et le signe de y/cpa, on n^a plus à choisir le signe de \/^i>. L'indétermination qui subsiste, après le choix de ^, donne donc lieu à quatre valeurs pour Xi. Mais, d'autre part, l'échange simultané de a et de b et de «o et de bo, comme aussi l'échange simultané des signes de y/oa et de y oao, n'altère point Xf. Il y a donc, en tout, pour x^^ quatre valeurs seulement, et la formule (21) donne, en fonction de x et^o^ une quelconque des quatre autres racines de l'équation (4).
Supposons choisis a, b, aQ, b^ et les signes des radicaux, dans la formule (21), qui détermine ainsi Xi. Associons à Xi une autre racine x.^, en changeant les signes de y/cp«o et de^^obo. Nous aurons ainsi
d'où résulte
/ ,x . , I cpa4-cpao i ^b^obo
Échangeons a el b dans l'égalité (20) et, en même temps, d'après (22), remplaçons y/cpa par y/cpè et y/cp6 par — y/'^a. Nous définirons une racine X2' En échangeant ensuite les signes de y/cs^o et de y/cp^o, nous définirons la dernière racine x^ et nous aurons, semblablement à l'égalité (24), celle-ci :
,., , , \ (ob ~h oao icoa-f-cp^o
2 (b — Cli^y 2 (a — 60)2
Les seconds membres (24, 25) sont rationnels en a, b, Œq, bo] leur somme, symétrique en a et 6, aussi bien qu'en Gq et bo, est rationnellement exprimable en j: et û^q. 11 en est de même pour la somme de leurs carrés, et, par conséquent, la quantité ci-après
est une fonction rationnelle de jc et de œQ.
Existence d'une résolvante du cinquième degré.
Cette fonction ^05 q^ie l'on vient de reconnaître comme rationnelle en œ et Xq, possède une propriété bien remarquable : elle ne change point si l'on j remplace œ et Xq par ^4 et x.r, ou par ^2 et X3 :
Nous allons en fournir la preuve. Désignons par 2(0 ou 2w'les deux périodes quelconques qui, dans a et b ou dans «o et ^05 sont respectivement divisées par 5. Soient, en d'autres termes,
D'après les égalités (20) les arguments de a^ et de b^ sont
I (co -f- co') et I (to -f- w'). Pour obtenir Xr,, on a changé les signes
de v^^'^o et de V^p^o? les arguments de a.', et de br^ sont donc f ((0 — co') et I (to — Lô').
Opérons sur x^ et sur ^4, comme on l'a fait sur œ et Xq pour trouver Xi et Xj, ; on obtient, pour un premier couple (a, b), les arguments yW et |w^ — i^- ee sont donc les deux quantités b et a que l'on retrouve, c'est-à-dire la racine x que l'on obtient. Pour un second couple, les arguments sont | w' et | w' ^ — f ^' 5 on retrouve donc ^0 et 6?o, c'est-à-dire la racine Xq.
En opérant ensuite sur Xi et x.r^ comme on l'a fait sur x et Xq pour obtenir X2 et ^3, on retrouve nécessairement X2 et x^, puisqu'il n'existe point d'autres nouvelles racines.
Pour obtenir X2 et ^3, nous avons, dans l'opération qui avait
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fourni x^ et ^4, échangé a et 6 en remplaçant y/cp(2 par y/cp^, et y/cp b par — Y^Da. Ceci revient à remplacer l'argument de a par celui de b et celui de b par l'argument de a, changé de signe. Les arguments de «2 et de ^2 sont donc
I ( 2 (0 -j- o)') et I ( — u) H- 2 to' ) i^iEH I ( 2 w -i- w' ) ;
ceux de «3 et de 63 en diffèrent par le signe placé devant m'.
En faisant la première opération sur le couple (^25 ^3) , on obtient les arguments |to et ^co ou, ce qui revient au même, — I o) et — I o), pour un des couples (a, b) : on retrouve donc la racine x. De même, le second couple («, b) donne la racine Xq. Ainsi, par la première opération faite sur X2 et ^3, on retrouve le couple ^ et ^0 ; par la seconde on obtient donc le couple œ, et ^4.
Ainsi se trouve établie la propriété (27).
Ayant associé à une racine x une autre racine quelconque ^0, on crée, du même coup, deux autres couples analogues (Xi,X',) et (.^2, ^3), et la fonction Zq, symétrique par rapport à ces trois couples, comme aussi par rapport aux deux éléments d'un même couple, est rationnelle relativement à ces éléments.
En associant, à la même racine x, une autre racine x^, on créera d'autres couples, dont aucun, évidemment, ne peut coïncider avec un des précédents. Il y correspond une fonction z^, analogue à Zq^ ayant les mêmes propriétés.
Prenant successivement pour l'indice [jl, les valeurs o, i, 2, 3,4, on obtient cinq fonctions z^ : chacune d'elles correspond à trois couples. Les quinze couples que peuvent former six quantités, associées deux à deux, sont ainsi reproduits.
La somme des cinq quantités z est manifestement une fonction symétrique des six racines, la somme de leurs produits deux à deux. Mais la même propriété a lieu aussi pour toute somme de puissances semblables de ces mêmes cinq quantités. Effectivement on a, par exemple,
fonction symétrique des trois couples et des deux lettres de chaque couple.
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La somme S^JJ est donc symétrique par rapport aux quinze couples et finalement par rapport aux six racines.
En conséquence , les quantités Zi^, sont les racines dhine équation du cinquième degré, dont les coefficients (symétriques par rapport aux racines Xm) sont rationnels par rapport à g-i et g^.
Cette proposition a son analogue dans la division par 7 et par 1 1 , comme on verra dans le Chapitre II ; elle est due à Galois.
La composition des deux couples qui s'associent à œxi^ est facile à trouver. On a généralement
chaque indice étant remplacé par le reste de la division de cet indice par 5.
Cette loi se vérifie immédiatement par la considération des arguments.
En efifet, les arguments choisis précédemment peuvent être résumés ainsi : l'argument de a^ est, au signe près, égal à I (oV+ V''^^) -i comme on voit en négligeant les multiples des périodes. Changer Xq en x^^ c'est donc remplacer to' par co' 4- [xiù\ par conséquent, c'est ajouter ui à chaque indice des quantités x.
Calcul de la résolvante.
C'est en vertu des relations entre les racines x que les fonctions symétriques des quantités z^ sont rationnelles. Toutefois, la somme et la somme des carrés sont symétriques, quelles que soient les racines x. Pour cette raison^ ces deux sommes se calculent très facilement.
On a d'abord
2z= y.XiXj = — 5g^, puis
\XXq XiX!, X.j,X3
et, par conséquent,
^^2 ^^^i^j ^_2a".roa7i:r2^3n2^ =5^|.
CHAPITRE I
De là résultent les premiers termes de l'équation en z :
C'est cette équation qu'il s'agit d'obtenir complètement, et nous observerons d'abord que tous ses coefficients sont, non seulement rationnels, mais entiers en g2 et ^3. Les z sont, en effet, des fonctions entières des racines .r, et l'équation en x, dont le premier coefficient est l'unité, a pour coefficients des fonctions entières. Il en résulte que les z ne deviennent infinis pour aucune valeur finie de g2 et g^ ; ce sont, comme on dit parfois, des fonctions algébriques entières, exprimant par cette locution que les coefficients sont entiers, le premier d'entre eux étant l'unité.
Quand le discriminant A s'évanouit, on a vu que cinq racines x sont égales à — 2A; la sixième est égale à loA. Quel que soit l'indice [j., on a, en ce cas, suivant ( 28),
Le premier membre de l'équation en z se réduit alors à (^4- ^9)^. A cause de l'homogénéité, on voit donc que l'équation a, en général, la forme ci-après :
dans laquelle a^ p, y sont numériques, ce qui est d'accord avec la forme (2g), trouvée déjà pour les premiers termes.
En prenant le cas particulier ^3 =: o , on devra trouver l'équation
Pour déterminer les trois coefficients, il suffira donc de faire le calcul effectif dans ce cas particulier.
On a vu que, dans ce cas, deux racines x sont nulles ; prenonsles pour^ et^o- Les quatre autres racines sont dry/^gÇ et zb \Jg'^>^' , q et ^' étant elles-mêmes les racines de l'équation du second degré (19). Les quatre quantités a, h, cIq, Ôq sont contenues dans une seule formule (18) où l'on doit prendre les diverses combinaisons de deux doubles signes. Prenons a et ciq conjugués; b et ^0 le sont aussi : .r, et x^ sont donc des quantités réelles, suivant
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les formules (21, 23). Elles répondent donc à une même quantité ? ou ^'^ X2 et X's répondent à l'autre. En conséquence, on a
tandis que, pour les autres indices, Zm est égal à ih g2\/^l'i c'està-dire ± igr, y/ 5. Le signe + convient à deux indices, le signe — aux deux autres. Ainsi, pour g^ = o, l'équation en :; se réduit à
(3i) {z -f- 5^2) {z-ig.2 \/5)2 {z -f- ig.2 v/5)2 = o
ou bien
-S5 -u 5^2^4--i- io^|53_i_ 5o^|^2_(_ 1Ô g\z -T- ii5 gl — O , {z ^ g^f ^ \gl{ioz'' ~ s g.Z -^ Zl gl) = 0.
Voici donc, dans le cas général, V équation cherchée :
{z -f- ^2)^ -i- 4A( 10^2 + 5^0.^^ ^Zigl)^ o. En posant
et, comme on l'a déjà fait souvent,
on réduit cette équation à la forme
(32) JZ5 + 4(ioZ2— i5Z-^36) = o.
La décomposition (3i) du premier membre, dans le cas g^ = o, montre que cette équation peut s'écrire aussi de la manière 'suivante :
Si l'on pose donc
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on aura, après avoir extrait la racine carrée, cette autre Iransl'ormée
(35) /( X) = Xs- \^ X^^ -- 3X - ^5 ^T-~i ^ o.
Le caractère essentiel de cette dernière équation consiste en ce que la dérivée de son premier membre est un carré :
En outre, ses racines, déjà définies par la relation (34), sont susceptibles d'une autre interprétation extrêmement remarquable et dont nous allons parler.
Seconde expression des racines de la résolvante.
Prenons comme donnée une racine Zo de l'équation (33) : l'invariant absolu J s'en déduit sans ambiouïté. A cause de l'homogénéité, nous pouvons supposer qu'on prenne g^ =. i ^ en sorte que A est l'inverse de J." Quant à l'invariant «3, il a deux déterminations, résultant de l'égalité
En conséquence, toute fonction rationnelle de Zo et des invariants devient, au point de vue actuel, une fonction algébrique, mais non rationnelle de Zq, en général. Elle est rationnelle si le cliangement de signe de g:^ la laisse inaltérée. C'est ce qui a lieu pour toute combinaison des trois couples (j;,Xo), (X),X',) et (.Ta, J?^), ayant les mêmes symétries que Zq et. de plus, contenant à tous ses termes un nombre pair de facteurs x. En effet, le changement du signe de g^^ a pour effet de remplacer les fonctions p par de pareilles fonctions, affectées du signe moins, et chaque X est la somme de deux fonctions p.
Si, en outre, la combinaison choisie est homogène et qu'on la rende de degré zéro en la multipliant par une puissance du discriminant, on pourra trouver, pour la représenter, une expression rationnelle en Zq, à coefficients numériques; cette expression sera affranchie de la supposition ^^ = »•
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Voici la combinaison sur laquelle nous allons porter notre attention :
[(7— ^))(/i— ^)(^2— Aj)p
Elle satisfait aux couditions dont nous venons de parler. Pour trouver son expression rationnelle en Zq, supposons encore, dans le raisonnement, ^2 = 1- Considérons la valeur particulière Zq = o, qui rend J infini, donc A nul. L'équation (g) montre, pour A infiniment petit, une racine finie et cinq racines respectivement
égales aux diverses déterminations de (-pjA-)^. Il en résulte, pour
T,), une partie principale proportionnelle à A ". Mais on a
^- j-^-rb^
Le dénominateur de To contient donc le lacteur Z^. De plus, il se réduit à ce seul facteur. En effet, A ne devient pas nul pour d'autres valeurs de Zq ; quant au numérateur de Tq, l'équation (9) montre qu'il devient infini avec A seulement et qu'alors
Tq reste fini, car les six racines t sont de l'ordre de A^ et ont des valeurs principales différentes.
Envisageons maintenant la valeur Zq = — /\, qui donne J= i, g3= o. Nous avons déjà examiné ce cas, qui correspond, pour;^o> à la valeur — ^§'2- Le facteur [t — ^0) n'est point nul; mais (t^ — t,,) et (/o — ^3) sont égaux à zéro. En effet, Xt elœ.r, sont les deux racines carrées d'une même quantité ^^^ et, d'autre part, l'égalité (8) donne, g^ étant nul.
Semblablement,
Le numérateur de To contient donc le facteur (Z-f-4), mais avec quel exposant?
Etant prévenus de Texistence de deux racines doubles dans l'équation (9) pour le cas o-jzzzo, nous mettons aisément cette équation sous la forme
(5r^ - 2.^-2 1 + ffl ){V' ~ g^ t - ^-1 y- - 27^-1 (10^3-
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J^a différence des racines, qui deviennent égales, a visiblement pour partie principale un ternie du premier degré en g:^. J.e numérateur de To contient donc le facteur gl et, suivant les égalités (33, 36), (Zo+ 4) y figure au carré.
Le numérateur de To ne contient pas d'autre facteur cpie (Zo-f-4)"- En effet, quand Zo devient infini, To reste fini; c'est ce qu'on a déjà observé tout à l'beure à propos de l'iijpothèse A =-- Gc, qui répond à ce cas; par conséquent, le numérateur de Tq est du même degré que son dénominateur; d'où la conclusion annoncée.
Il est donc établi que l'on a
le coefficient a étant purement numérique. En déterminant ce coefficient, nous aurons une nouvelle preuve de la composition du numérateur. .
Quatre égalités pareilles ont lieu à l'égard des autres racines Z,, Zo, Z3, Z4. Le produit des cinq quantités To,T<,To,T3, T5 est fourni par la relation (12); en sorte qu'on a
suivant les équations (34, 35),
11 en résulte
5 V Zo Revenons à l'inconnue X; nous aurons
rp 9/^0-^4
V-r Ufo--t)(h-t,)(h-f
en sorte que les cinq racines de J'équation (35) sont comprises dans la formule
où les indices sont entendus de la même manière que dans la formule ('^H).
Nous en avons fini avec la recherche des équations les plus simples dont dépend le prohlème de la division des périodes par 5. Ces équations, du cinquième degré, ne sont point résolubles par radicaux ^ on en aura la preuve quand nous montrerons, un peu plus loin, que toute équation du cinquième degré, par l'extraction de racines carrées, peut être ramenée à ces équations particulières. Sur ce fait même se fonde la résolution de l'équation générale du cinquième degré par les fonctions elliptiques. Pour cette résolution, comme aussi pour le problème de la division par 5, il est utile de savoir exprimer les racines de nos équations au moyen de séries. C'est à ce point de vue surtout que le choix de t, au lieu de x^ se recommande. En nous fondant sur les développements déjà connus, nous allons donc examiner le développement de t en série ou en produit. Mais, comme ces développements devront être considérés plus tard, pour des quantités analogues, dans la division par un nombre quelconque, nous allons, pour éviter des redites, les envisager immédiatement dans leur plus grande généralité.
Développement de a' ( — ) c "' en un produit.
Au Chapitre VI du tome 1 (page ipi), on a vu s'introduire les
trois quantités a-(â))e , dont les expressions par les racines Ca rendent évident le rôle dans la division des périodes par 4- Nous les généralisons maintenant, en considérant, pour un nombre entier quelconque /i, la quantité
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OÙ 2CÔ est une période. Le facteur A'' est introduit pour lournir une fonction homogène du degré zéro.
Quand on ajoute une période à l'argument d'une fonction a", cette fonction a* se reproduit, multipliée seulement par une exponentielle; c'est donc une pareille modification que subit la quantité A quand on modifie 20) en y ajoutant le produit d'une période par n. Mais il importe de remarquer le cas où cette période ajoutée est 2CÔ. On a
Il / \ ri y
D'autre part, si, au lieu de aw, on j)renait, pour former a, la période 2(/z + i)oj, il faudrait, au second membre (38), mettre (/? 4- i)y; au lieu de •?;. La relation
e "- zzz e '^ e v« / ,
combinée avec la précédente, donne
C'est le résultat que nous voulions établir. On doit se rappeler que £ est égal à — i quand co est effectivement une demi-période : £ est égal, au contraire, à + i quand cÀ) est une période.
Soient 2to et liû' les périodes que l'on choisit pour former la quantité r/, qui apparaît dans les développements en séries; on aura
w = Ato -h k'
k et k' étant des nombres entiers. Employons la quatrième formule (22) de la page 4oo (t. I), savoir :
■f\ii
>M z — z-^ -|-T I — 7'" z-^ pr I — <7'" . 71 li J.JL F — q'"- LA • — </'
l'Ku
■1 HJ ^'1
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]Nous y mettrons — au lieu de u. On a d'abord
ru- l'rGï- iG) /,. A' iiz. 2,r.M kk' i- k'-l- m
'2i0 /i-w n-M \ '}. ] 11- 11- II- to
■(])i- 2ri(7) klx'iTZ A'\^
JdTZ /£
zzzz e " q" ' SI, pour abréger l'écriture, on pose
après avoir multiplié par A^-, suivant la formule (t. I, p. -io'ii) (4o) AT2 = ^^cn(,_^m)2,
on obtient le développement demandé
\\) l l—\ = «^«Aa2 q'^'M~^ (i — a^'Q2A')"rT(, _ a/^Q/««+2/.'^(, _ ^-A-qmn-iA').
Les quantités 0^,.
Nous avons précédemment, dans la division par 5, été conduits à distinguer les diverses racines par un indice |ji, choisi de telle sorte que la racine d'indice tJi corresponde à l'argument |(co'-4- [xto); tandis qu'une autre racine, sans indice, correspond à l'argumenl |co. Cette notation se rapporte, d'ailleurs, à un choix arbitraire des deux périodes 2(0 et 2 w'.
Il y a lieu, dans le cas le plus général, d'employer une semblable notation. Nous considérerons (/i-f-i) arguments iv, çvo, çvi , . . . , w,i-\ , définis ainsi :
(42) w = - — -, Wjj, = - (w -f- [JLW), [JL = o, I (n — i).
Avec chacun d'eux, nous envisagerons ses multiples en nous bor-
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nant à le multiplier par i , -i, . . . , (/? — i). Ces (/i — i) mulliples
sont, tous, de la tbraïc ^ — ■> Pour chacun d'eux, nous prendrons
la quantité A et nous ferons le produit de ces (n — i) quantités A. Pour une raison que nous allons d abord reconnaître, nous envisagerons ce produit comme un carré ; nous le dénoterons par fj- ou par Gy , suivant qu'il dérivera de w ou de w^,. Nous posons donc
i 02 — X w . l'2iv. . . l{n— \) w ,
( 6a = X Wy_ . X 2 M'u. . . . X ( /i — [ ) (Vjj..
D'après une propriété fondamenlale de la fonction a', on 'i(n~r)i7) 9.rû) 2ritb(i-^)
pourvu que co ne soit pas une période, ce qui a lieu effectivement quand 2cô est égal à nw ou à nw^^^ ilù' etaco formant, on le suppose, un couple de périodes primitives. D'autre part, d'après la définition de X, si l'on y remplace tô par {n — 'jw, il faut, au second membre (38), mettre aussi (/i — r)f^ au lieu de -^. L'identité
i\i:ùÇ— — \\
combinée avec la relation précédente, donne donc
Si donc 11 est un nombre impair, les seconds membres (43) sont des carrés et Ton peut en conclure
Quand n est pair, il j a un terme milieu lô), que déjà (t. 1, p. 4^^^) nous avons vu sous forme de carré, et B- se présente encore sous forme de carré.
Dans le problème de ladivisionpar5,lcs quantités ô- (avec /? = 5) se présentent d'elles-mêmes ; on a, en effet,
(44) a-i = p-3- -PT = 7;^^^7^^ = ):Ti^x^=^ " ■
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Par conséquent, au fadeur A' près , les racines ^, t^ coïncident avec les inverses de 8- et de 9J. On comprend maintenant la raison pour laquelle il v a lieu d'envisager, dès à présent, les déveoppements de ces quantités B.
Développements des quantités 6jj^ en produits. Le rôle dissymétrique que l'on fait jouer aux deux périodes
■20)' et 2(0 dans la quantité q entraîne une différence entre les développements de 9 et des quantités analogues 8(j. Pour 8, la formule (4^) donne d'abord, A' étant nul,
X(/np) r= ir/> oL~^(i — 7.'') I f (I — a/'-Q""') (i — a-/'Q/"«)-
En |)renant successivement A = i , 2, . . ., [a — i ) et multipliant membre à membre, on obtient, pour les premiers facteurs, le produit
i\ -ji(n-i) / 2\/z— 1 —{„-\)lTz
J^e terme général 1 — yh(^mn _. j — a^^'« fournit le produit
(\ —%q"' ) (l — vP-q»^). . . (1 — 7.'>-'^q'") = '
c'est le même résultat que fournit le terme i — 7^^Q'"", en sorte (pie l'on a
( 15) 0^ = nq '. J J(_i_j , ,„ ^ ,,1,6, . . . , ^.
(considérons maintenant 8ii, et, pour ce but, prenons A ( -^ )j en supposant
= hw^^s /v=:A|JL, /t' = h.
On aura, en ce cas, en mettant 2/? au lieu de /?z.
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car a est une racine /i' ""^ de runilé. Les facteurs
I _.. rjj, Qik'^ r — a^^' Q "' « + 2 A '
de la formule (4' ) donnent ainsi des facteurs ayant la forme
OÙ p = o, 1, '2, . . .. Si l'on prend tous les pareils facteurs, avec h = i, 2, . . ., (?i — i), \es exposants pn -+- A reproduisent tous les entiers positifs, chacun une seule fois, à l'exception des mul'iples de n. De même, les liicteurs
dans ces mêmes conditions, reproduisent les mêmes exposants. J^e produit de tous ces facteurs est ainsi
Il II
n[,-t.,Q.j/j^ = TT( -"-^-^' - q" ) ' '" = ^. 1. 6. . . . , •-
\in dernier lieu, les i acteurs
par suite de l'égalité
donnent le produit
en sorte que l'on a finalement
(46) .a=^«-.. - ? "'nlS-:r^-)-
L'attention est, de suite, appelée sur le produit de toutes les quantités ^'^.
(n-—\]\J./Tl n-—\
'6~n ^-"" li/z
Pour une même valeur de ^ifi^ non multiple de n^ les fadeurs
OÙ |JL = o, I, . . ., (/i — i) , donnent le produit i — ^'", de sorte que les factorielles II des diverses quantités BJ fournissent, pour produit,
OÙ \^in doit être non multiple de ii. C'est justement l'inverse de la factorielle qui figure dans 0^, en sorte que l'on obtient
nin-\\ , , .-. ..'"l^
Au cas 11 = 5, on a ainsi
et, par conséquent, suivant l'égalilé ( 44 ) ce qui est conforme à l'équation (g).
Développements des quantités 0,j, en séries.
Les factorielles qui figurent dans l'expression de Gm se développent en séries, d'après une formule extrêmement remarquable. On la doit à Euler et elle se démontre très aisément par la considération des séries !^.
Prenons l'expression de .^o en série et en produit (t. 1, p. 4^9)5 en j mettant z pour l'exponentielle e'^", dénotant, de plus, les nombres pairs m par 2/?, les nombres impairs n par ip — i . Nous avons ainsi
CHAPITRE I
Désignant par x une varial)le, prenons
Nous avons alors
On voit que tous les nombres entiers positifs sont reproduits, chacun une seule fois, dans les exposants du second membre^ par conséquent,
y ( - xWx ' - JJ (i-xP) = (I- x)(i-x'^)ii--x^)...
Telle est la formule qui a été trouvée par Euler et dont il a tiré des conséquences arithmétiques sur lesquelles nous aurons à revenir. Elle fournit, notamment, pour le discriminant, un développement dont nous n'avons pas encore eu l'occasion de parler. D'après l'égalité (40), en effet, il en résulte
(pp-h\)-
Nous désignerons par ¥{q) cette série
(48) F{q)^^{~i)i>qi''-'f'-^'^= I_^2_,y4._i-^i04_^u_^24....
Pour les quantités B, les développements (45, 46) donnent
(49) \ / [ii^ ''\
Un autre développement a été trouvé au tome I [p. 209, éq. (47)]'
savoir
i/(iy ^'-^ ("0" i'^p + 0 'z '
ip+l)
en sorte que la comparaison avec l'expression ci-dessus donne
(II) F3(^) = I— 372^^ 376_ ^^12^ .__^ (_,)/. (2^^ _|_l)^p (/;+!)__
II en résulte pour Q'* et B], des expressions explicites par les quotients de deux séries.
Les quantités 0 dans la division par 5.
Les quantités 9, 9,^ sont au nombre de (//-f-i); on peut les réduire à des quantités distinctes, en nombre moindre. Nous nous occuperons, quant à présent, du seul cas n = 5. On a, en ce cas,
Dans la série F, en numérateur, envisageons les termes pour lesquels le nombre p, de la formule (4^)? est, ou bien multiple de 0, ou bien multiple de 5 plus 3. En ces deux cas, l'exposant />(3/; + i) est un multiple de 5. C'est, en outre, un nombre pair.
ÎXfTT
La quantité e ^ , élevée à une puissance marquée par cet exposant, donne l'unité. Le numérateur est donc partiellement composé de la série
Vi— \ v~ q^— q^~ q^'*— q^^' . . . ,
provenant de ces termes et où ;jl n'apparaît pas.
Envisageons, en second lieu, les termes oix p est multiple de 5 plus I ou plus 2. L'exposant /?( 3/? -f- i) est alors de la forme I ()/>'-!- 4, et l'on a
L'ensemble des termes q'-P' compose la série suivante, changée de signe
Enfin, les termes où p est multiple de 5 moins i sont affectés de l'exposant p{?>p -\- i ), qui est de la forme \op' -{- 2, et l'on a
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['ensemble des termes q-P compose la série
Effeclivement, en supposant /? = — 5rt — 1, on a
(Gp + l)- -'i -P^-^- 1 I-
On a, finalement,
tandis que la première formule (49) donne
Développement des racines de la résolvante du cinquième degré.
Il nous faut, des expressions trouvées pour 9 et 8^;, déduire l'expression de X^j,, racine de l'équation (35), fournie par la formule (3^).
Pour abréger l'écriture, posons, un instant,
V{qY) = s, \Hq)^)^-s^,.
Nous avons
nous en déduisons
et, par suite,
( ^{j,+2— ^!j.+3= a-lJ'-3(i — a) {v^-\-oi^V-Vi)= a2(i — a)(a-[J-Pi -f- aH-Pj)-
De même, on a
s^. + 5jj,4-v = 2 P — a-H--v ( , -f- av ) ( Pi — a2!J.+v (;, )^
3o TROISIÈME PARTIF:. — FRAGMENTS.
Ces dernières égalités peuvent être transformées si l'on observe que a est racine de l'éqnation réciproque
Jont Ja résolution donne
J^es dernières formules s'écrivent donc ainsi
. . , , ( ^[j.+ i -H V+* = 2 (v/5 — i) [(/j — I ) p — a -H- Pi ^ a!J'P,l.
' ^u.+2 -;- <?[x+;3 --= i (/^) -H i) [(v/^ — i) P -+- a-fJ-Ti — aS^-Pâ].
Nous avons enfin ,v =:= y/5r et, par suite,
Nous allons multiplier, membre à membre, les égalités (02 à 55), en observant qu'on a
remettant Q au lieu de s et extrayant la racine carn-e, ce qui donne
= v/5(a-!J'Pi-H aH-P2)[a-!^Pi — (v/5 -f- i)p— al^-Pa] X [a-[J- Pi -i- (y/:j — i ) p — aH- Pa] .
Le produit des quantités Q est égal à y/5, suivant l'égalité (47); divisant par ce ])roduit, puis revenant à X|x, que donne la relation (37), nous avons enfin
( /3F3(^)X^, = (a-!J.p,-f-a!J-P2)[a-l^'P,-^-(v/5-t-i)p-a^-P2] ( x[y.-l'^Vi'i-{\/j—i)v — a\''V^\.
On a ici fixé, arbitrairement, le signe en extrayant la racine
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carrée. Cela est permis, à condition que Ton choisisse en consé- (|Lience le signe de la racine carrée y/J — i , au dernier terme de l'équation (35).
Or, pour g-^, on a le développement suivant (t. I, p. 446)
T. ) ^^ (53 î ^ \ — rfP
On en déduit
./rrr _ v'^7 / ^ „ z v Pïq'!'\
en sorte que la partie principale de | \/ J — i est ^ ■• C'est aussi
ce que donne la formule précédente (56); en y prenant la partie principale, on a
Le produit des cinq racines donne donc
s/r n X == ^-1 -+- . . . , II X = -/l ^ ? y'r^i.
On ne peut manquer d'observer le cas particulier J = i, c'està-dire ^3 = o, dans lequel une racine X est nulle. Parmi les quinze facteurs qui figurent dans les expressions, analogues à l'expression (56) de Xjj,, il en est donc un qui devient nul, suivant le choix que l'on a fait de q et de sa racine cinquième.
Dans ce cas ^3= o, si l'on suppose g^i réel et positif et qu'on prenne, pour w' et w, les demi-périodes dont l'une est purement imaginaire, l'autre réelle (w' = tw), il est visible que l'on a ^ = ^0 et t^ = t;. C'est une conséquence immédiate de la relation
(|ui a lieu (t. T, p. 3^) quand ^^3 est nul. Comme co' est égal à /(o, les arguments
sont liés ainsi :
d'où résulle
C'est donc le facteur commun à .v, + s-, et à 5,,+ s qui est nul :
INous rappelant comment F (^^) a été décomposé en trois parties, observant, en outre, que q est ici égal à e""^, nous obtenons ainsi
où F désigne la série (4^)- ^c résultat ne doit pas surprendre. 11 résulte de la double égalité
lo<,^ - Jog- — rr^r TT^,
que Ton trouve par l'inversion des périodes. Il suffit, pour obtenir l'égalité (5-), de supposer ici -A- 1= 5.
Plus généralement, si, dans la relation (58), on suppose 4— = //, on obtient
F \ e~"^') =^7iF{ e-" ^ ) e ^"^,
c'est-à-dire, à l'égard des quantités 8 pour n quelconque {4[))y
Il — 1 Oo= i 2 0,
dans le cas où l'on a oj'i= ^w, ce qui correspond à ^;t =^ o.
CHAPITRE I
Revenons à X^,, donne'' par la formule (56), que nous écrirons
ainsi
de sorte que les cinq racines s'obtiennent ])ar les diverses déterminations de la racine cinquième de q .
Si l'on j)ose
on a, suivant l'égalité (^H ),
en sorte que le dernier facteur dans l'expression ci- dessus peut s'écrire ainsi, sous forme symétrique,
Résolution de l'équation du cinquième degré.
Il s'agit de réduire une équation du cinquième degré quelconque à la forme (35) de la résolvante en X, que l'on vient d'obtenir. Nous suivrons une marcbe inverse et, partant de l'équation
(59) /(X) = Xo+li'X3-f-5X-/. = o,
nous cheicherons d'abord la transformée que l'on obtient en prenant une nouvelle inconnue «,
c étant une arbitraire, qui va figurer dans /{c), /'{c), .... Nous écrirons, pour abréger,/,/', . . . , sous-entcndant la lettre c.
On a
Il = \ -f- C -h
(i: ?0- — ^ U^ -- — -r -i- 10C2_ Cc(c2 -h x)'L-^{ci-^ I )2 •/' .
Les coeflicients des termes en u' et w"^ sont ainsi déterminés dans l'équation cherchée. Si on la suppose mise sous la forme
/. u^ -{- 5 M II'* H- 3 L lû -r- . . , — o et qu'on substitue les expressions très simples def el f% savoir
/' = 5 ( C2 -h I )2, /" rr. ^.O C( c2 -r- i ) ,
on a ainsi
ou Lien
jM = — l c'' 2 C2 -H Ac -i- I ,
Le dernier terme de l'équation en u s'obtient aisément par le produit des racines :
II u = l^^^'-^H'^'-^^) _ /( 0,/(- i) /'^ - V
ll(c-X) /(c) - /
Quant aux deux autres termes, ils manquent dans l'équation. On a, en effet,
Ces deux sommes sont nulles, puisque les polynômes numéro-
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leurs sont des degrés 3 et 3, inférieurs, de plus d'une unité, au degré de/(X).
L'équation en u est donc la suivante :
/. u'> -f- 5 M II* -h 5 L u^ -i- 11- H- %^ = o.
En posant a = --? on a la transformée ^ cz
(62) z^-'v 5lz- -- 5mz -+- n ^- o
avec les "coefficients suivants, où Ton a remplacé // par|y/J — 1, comme dans l'équation (35),
(63) ^J/^(jy'L, i^Jm^(Q'M, ^i-^a^l^Jf.
C'est maintenant le problème inverse qu'il faut résoudre, c'eslà-dire tirer les trois inconnues p, c, J de ces équations (63), où /, ni^ n seront donnés. Pour ce but, nous allons iaire connaître? une identité que l'on obtient comme il suit.
D'après les égalités (61 ), on a
(04) cM -h L + \f^ o, c/-t- M rr. (cM- , f
ou, en négligeant les multiples de (t--j- i)'',
Dans le polynôme, du huitième degré,
on peut donc choisir les coefficients a, [îi, "' de manière à le rendre divisible par(c--j- 1)*; il suffira qu'on ait identiquement
c2(c2-~i)^-ac2(c:^-{) + [^(c^-A)H_^c2^(c2+,)^.
Voici donc ce polynôme :
Les coefficients de c« et de c' y sont nuls :
Le polynôme est ainsi du sixième degré seulement; c'est (c--h i)"' avec un facteur constant que nous trouverons en prenant c = o. Voici donc ridenlité en question :
c2L2_-V-cLî\J-3L/+-V^M2=(/i2-r-^)(c2-f-l)^*=^J(I\l-i-c/).
En y substituant L, M,/, tirés des relations (^3), on obtient
( 65 ) C* ( /2 p2 _ U Ijn p _ 3 In -^ -V /«2 ) =Z3 p3 ( /?i p + /ic2 ).
La première égalité (64) donne (66) {mp-^lii)c'- = —Iç^.
Eliminant c, on a une équation du second degré en p,
( 67 ) 1-{1- p- — \} hn p — 3 lii -r- ^ m-) h- ( m p -r- l n ) ( In p — m- p — | mn) = o .
La précédente ((36) donne c- en fonction de p. Pour obtenir //. on peut, des égalités (63) et (64), conclure
et, d'après l'expression de M,
m p /no H- nc'^
ni{c--{- ly^p m p -h nc'~
On a, de la sorte, en fonction de /, /}i, /i, la constante A de l'équation (09); l'inconnue z de l'équation (62) est exprimée en fonction de l'inconnue X par la formule
L'irrationnelle p, racine de l'équation du second degré ((ij), est essentielle dans cette formule; mais la nouvelle irrationnelle cn'y figure qu'en apparence. De l'équation (5c)) on tire
pour en conclure
<:l /ic — r2(X'. _^ M X-2-+- 5)] cH\--t- \){\''-h '-iX-'-h j)
CHAPITRE I
Dans celle dernière Ibrinule, on ne voit apparaître que c- el Jic^ fonctions rationnelles de p, comme le montrent les égalités (66, 68). A la vérité, h lui-même est nécessaire pour composer l'équation transformée (59) ; cependant cette équation ne change point si l'on \ change, à la fois, les signes de Ji et de X. Puisque la formule (70) ne contient que des puissances paires de X, il est donc clair que l'irrationnelle h est étrangère au problème. C'est ce qui apparaît plus nettement encore si l'on envisage la transformée (3^), où l'inconnue est Z.
Parles égalités (33, 34), on a
Il en résulte
dans cette formule n'apparaissent que Ac et c-. Enfin la constante J, qui figure dans l'équation en Z, se détermine en fonction de p seulement comme il suit.
Des égalités (63, ()4), tirons
9 c'\m p -+- nc^)'
puis substituons l'expression {66} de c-. Il vient ainsi
G4 , (Zo2-- m^.—lnv^
/- [ ( In — m- ) p — I m/i ]
Parmi les cas particuliers, nous signalerons d'abord celui où l'on a c'- = — I . Soit c ^ i ; l'égalité (60) devient
La substitution directe dans l'équation (5()) donne, poui = -r-) la transformée
lU
(3 — ih) ^5-f- ^fp^z'^-h Sp'-'z-^ p^= o.
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Ce cas de l'équation (62) est caractérisé, on Je voit, par la condition
(73 ) 3 lu — \ m^ = o.
(>ette condition satisfaite, l'une des racines 0 est déterminée [)ar l'égalité
n _ [\ m ni 3 /
Il y correspond c- = — i et
3 iw
De cette dernière égalité, où l'on mettra i au lieu de c, on
conclura
()4 , _ 71* /iC) 11'*
landis (jue la formule (7:4 ) présente son second membre sous la forme indéterminée.
11 j. a cependant un autre cas, fort différent, où c- est encore égal à — I . En supposant c ~= /, on a
et, d'après les formules (04),
Les formules (63 ) deviennent
On en déduit
(^ 3)' (3 la— Un'-) =-0.
Donc, 3 In — 4^71- étant supposé différent de zéro, on voit que J est nécessairement nid. L'équation en Z ayant alors une racine infinie triple, il est clair que c'estici un cas limite. La formule (71 ), ([uand on y suppose Z infini, donne, pour la partie principale
CHAPITRE I. Sg
Cette quantité peut avoir une limite finie si c tend vers ;, en même temps que Ji tend vers \i.
C'est aussi ce qui apparaît sur la formule (69). L'équation en X a la racine triple X = i, pour Ji = | i. Supposant donc cette valeur de II et c infiniment voisin de i, l'égalité (^)9) donne ;: sous une forme indéterminée quand X devient égal à i. Mais, pour les deux autres racines X, on aura
Cette considération fournit le moyen de caractériser ce cas par un calcul direct.
L'hypothèse A = | / donne
De là vient, pour ^, en vertu de la relation (74)1 cette équation
Ce dernier trinôme, du second degré, doit donc être un facteur du polynôme (62); on a donc identiquement
/, ( ^3 -[- 5 /^2 _^ 5 /n ^ 4- n ) = (■ 2^2 __ 3 p ^ _u 3 p2 ) /a ^3-^ 3 p ^2 _f_ 5 p-2 ^ + ^ "l, c'est-à-dire
L'élimination de p fournira la condition caractéristique de ce cas où, comme on voit, p est rationnel; le premier membre de J'équation se décompose, par conséquent, en deux facteurs rationnels, l'un du second, l'autre du troisième degré.
Un second cas à signaler est celui où c est infini, où, d'après l'égalité (71), on a
5 = - pZ.
Prenant, pour point de départ, l'équation en Z, on voit que ce cas est caractérisé par la condition
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el que l'iiue des solutions donne les résultats suivants : ^ _ /i _ 8/;« I n'*
On peut encore fixer l'attention sur le cas où, l'une des valeurs de p étant zéro, c est nul aussi. Si Ton prend, en outre, olc= i, on obtient ainsi Téqualion
qui joue un rôle dans les importantes reclierclies de M. Gordan. Nous n'aurons pas à nous en occuper.
Les cas particuliers précédents induiseni à modifier les formules par l'emploi de notations convenablement choisies. Nous poserons
\ In — A. ni- — IX, — — N ;
( mp H- l" /i ~ ^ . {In — ni- ) p — 3- m n = /n r^ .
et nous rendrons les formules homogènes à l'égard de ^ et/j. On trouve ainsi
/- p- Lni p — 3 In ~ nV- = -y- — ?
i; ^ ( 4 IX — 3 X )3 ^2 _^ 2 jj. ( 64 jj, 2 _ 80 ixl -4- ^^ X2 ) ^r, -h IX ( 8 [x - l j2 r;-.
Cette quantité U est homogène aussi à l'égard de [x et A. L'équation (<)") prend alors la forme
(77) IJ -^ îJ^-^N;r, -^o.
L'expression (6()) de c-, rendue homogène, devient
3^[(!^-X)^ + 1^-^-1" La formule (7^^), qni donne J, se transforme en celle-ci <>4 . _
9 hn^mr^
où Ion a posé
V r= ( 4 ;j. — 3 À ) ç - + 5 ;ji^r, ^ (j.r,2 .
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En la rendant liomoi^ène, on oblient
^i [( ;^ - >0^ + p-^J' ou encore, faisant disparaître N par le moyen de l'égalité (77),
[4r,2[^([JL — X)^ + [ar/l^
Dans cette dernière formule, J apparaît comme dépendant de deux variables, les deux rapports ^',X et ^Ir, . Les deux quantités J et J,, qui correspondent aux deux transformations d'une même équation (6'^), sont alors liées ainsi : soient
on aura, suivant (77),
tandis que la quantité N, caractérisant, avec le rapport al A, Téquation (62), est déterminée par la relation
(79) (4!^- — 3À)3(^r^i-^r^ii)-T- '2^(64 ;jl2— 80 |j.À -;- V' l-^)rj,i + |jl3 N r/r, 1 ^ o .
Nous devons examiner le cas où l'équation (62) en z a une racine double.
L'équation en X n'a point, en ce cas, de racine multiple; on a vu, en effet, que les racines multiples de cette équation (et ce sont des racines triples) se présentent dans le cas J = o. En conséquence, deux racines X et X' correspondent, à la fois, à la racine double z, suivant la formule (6())
cz
On a donc
X-+-X'=-^, XX
^ ^ cz z
On doit avoir aussi
r=(X-4-X')'*— 3XX'(X-i-X')
+ X2X'2+î^[(X + X')2-XX']-+-5.
Substituant les expressions (80) de X -|- X' et de XX', puis, d'après (66), remplaçant
n obtient la condition
pai
(Hi)
Une des racines 0 de cette équation s'ofïVe immédiatement par l'observation suivante. La quantité ;:, racine double de l'équation (62), satisfait à l'équation suivante, dont le premier membre est la dérivée de
— (33 -h 5/^2_|_ j,nz -\- /i),
prise par rapport a - et multipliée par - z' :
( 891 ) Mz'^ \mz -^ n = o.
En prenant donc 0 = | ;:, on a
Iz-^ ' ' z -^
Avec cette valeur de 0, on a
iz-^
par conséquent, c = it: |. I^e signe de c étant indifférent, prenons le signe plus; les égalités (80) deviennent
X-^X'=f, XX
Ces conditions sont efl'ectivement remplies par deux racines de l'équation en X dans le cas où l'on a A = J, comme le montre l'identité
CllAPITRR I.
On trouve alors, en meUant c = | à Ja place de X,
t, d'après les égalités (64),
D'autre part,
En mettant |^ à la place de p dans les égalités (63), on a maintenant
l= — {z-i, m=--—\z\ n^^lzK
Dénotons par ^o, au lieu de ^, cette racine qui doit être double ; nous avons, pour le polynôme (62), l'expression
z.yiz^-^'izoz'^^^^zlz-^lzl
par où l'on voit que ^0 est bien, effectivement, une racine double. Nous n'avons pas ainsi obtenu le cas général où le polynôme (62) aurait une racine double. Pour ce cas général, il doit se trouver, dans le polynôme en :?, une arbitraire de plus, et ce polynôme aura la forme
z"^-h 5lz^^ "y/Jiz 4- n ={z — ZofÇz'^-h 'iz^z^^ 3z^z -h p), d'après laquelle les coefiîcients sont déterminés comme il suit :
(84) 5Z = ^--4^^ 5m-3o(3^^- 23), n = zl^.
Pour ce cas général, où ^ diffère de |^y, il est clair que la racine p = ^z-o de l'équation (81) ne peut convenir. La seconde racine convient donc. Il faut donc, de toute nécessité, que les racines p de l'équation (67) coïncident, toutes deux, avec cette unique racine de l'équation actuelle. En d'autres termes, l'équation (67), e/i p, a une racine double en même temps que V équation proposée (62), en Z-.
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Nous vérifierons celte conséquence par un calcul direct. Cherchons d'abord, par l'équation (67), cette racine p. On a
(/??. ~- Iz)
Le coefficient de p-, dans ^I^(o), est
Comme ^(|^) est nid, on a donc
* (■' ^ r ) = ?rjr »= - -^TÏT-- » •
Prenant la racine .v (jui n'est [)as nulle, on conclul, pour 0, la valeur suivante :
4_ jl(/n—lz)z- _ (:\7n'-h "j mlz ~- gl-z- )z
3 " 3( W^-f- '\7nlz -h l-z^) ~ 3(/y?2-4- 3//^/^ -f- /^ j>)
On remarquera, en passant, le cas de l'équation particulière (83), pour lequel m — Izq est nul, en sorte que la nouvelle racine p coïncide avec la précédente, comme cela devait être. Revenant au cas général, nous lirons de la dernière équation, en vertu de la relation (83),
_ T^ _ 5l/n(m — lz)z^- _ lz'^i?,in'^^ \inlz^ZP- z'^)
' 3 " 'U/n'^-t'dj/ilz-hl-z') 3( /H'^ -h of/il z -i- /' z-
En recourant encore à la relation (82), on voit le facteur du numérateur se réduire à S m- — In. Revenant aux notations antérieures, on a ainsi
3{/fi--h à/n/z -h l'Z^) ' Suivant les notations (76), nous avons
_ (w2. - ln)(^ni^-~ liiMz'*'—{m^--\-Znilz-^ r-z'')ln-^
/n^-T- 3 ml z -h i^z- — f^^H^'f^^- - 9ln)lz^ — (m-i-3lz)hnn^m- -h \mlz i i' z-
CHAPITRE I
Divisant par m aux deux membres, puis remplaçant n par son expression, tirée de l'égalité (82), nous en concluons
Remarquons que, suivant l'égalité (82), on a
( 2 m -I- 3 / ^ )2 = 4 m2 _ ( 'ji /;< / ^ -,- f) /2 - 2 — { m- — 3 //i = î [Jt. — 3 X .
Nous pouvons donc conclure
(^es deux relations (86, 88 ) donnent ( 89 ) ( 4 |JL — 3 X)-"' ^- = ;ji ( 8 [j. — À )2 r, 2 .
Ce résultat, comparé à l'égalité (78), fait voir, conformément aux prévisions , que la quantité p , seconde racine de l'équation (81), est racine double de l'équation primitive (67), si toutefois elle en est effectivement racine. Pour achever cette vérification, il faudrait encore substituer \ et Tj dans l'équation (77) et retrouver, par là, pour N = /i^:m/^, l'expression conforme aux égalités (84). Nous ne ferons point ce calcul, vraiment superflu, et nous allons établir la proposition réciproque de la précédente.
Observons d'abord que la relation (89) entre \ eir^ peut être écrite sous la forme
(yo)
( 8 ;jL — À J V !^ ( /4 |J- — ^ ^^ i^
où les deux racines carrées sont entièrement déterminées, la première, comme représentant ni^ la seconde comme représentant Àin -^ 3/^0- En employant les expressions (84) des coefficients, on a ainsi
(qf) 5\/[jl = ^o(3^^ — -2 3), 5/4;jL— 3X = — ^o((3-o +3)-
Il est maintenant établi que, A et u étant déterminés en fonc-
lion de deux arbitraires ;:o et j^ suivant ces égalités (91), ^ et r, suivant la relation (90), alors l'équation (77) donne, pour N, la valeur suivante :
{3zl-^^)^
Cette simple observation suffît à prouver la proposition réciproque, comme nous avions en vue de le faire : quand l'équation (67) en p a une racine double, V équation (6;^) en z a, aussi, une racine double. Il faut seulement excepter le cas particulier
/= o, où l'équation (()7) a la racine double 0 = — ^ "" ' ^ ^^ ^^
sont alors nuls et l'analyse ci-dessus ne s'applique point. L'équation (65) peut alors servir à déterminer c-, qui a deux valeurs distinctes. Ainsi les deux valeurs de p sont égales entre elles, mais les deux équations réduites, en X, restent distinctes.
Les considérations qui précèdent ont dû faire comprendre, dans tous ses détails, la transformation de l'équation du cinquième degré (62) en l'équation parliculièj-e que fournit la théorie de la division des périodes par 5.
Le théorème, démontré en dernier lieu, peut être aisément vérifié par un calcul direct, et l'on trouvera, sans difficulté, que le discriminant de V équation en p est égal au discriminant de l'érjuation en z, multiplié par l^ .
Voici donc la conséquence : étant donnée une équation du cinciuième degré (62) privée du second et du troisième terme, on peut exprimer ses racines en fonction rationnelle des coefficients, de la racine carrée du discriminant de cette équation et des racines de l'équation particulière à laquelle conduit la division des périodes elliptiques par 5.
Pour faire disparaître le second et le troisième terme dans une équation quelconque, il suffît de résoudre une équation du second degré. La réduction de toute équation du cinquième degré à l'équation de la division des périodes exige donc seulement l'extraction d'une racine carrée, outre celle du discriminant.
CHAPIÏUE H. [\-j
DIVISION DES PERIODES PAU
Équations générales pour la division des périodes par un nombre quelconque.
Soit n un entier par lequel on veut diviser une période 2( soient a, [^, y, o, ... divers entiers et considérons
Entre «, b, c, <:/, ... on peut trouver aisément des équations propres à déterminer ces quantités. Ajant choisi deux d'entre elles, a, b, caractérisées par les nombres a et [3, prenons la somme a-h p^ soit Y = a H- 3 cette somme. Les trois quantités a, b, c, d'après le théorème d'addition (t. I, p. 3o), sont alors racines d'une équation avant la forme
{'1) 4X3— ^-^X — ^3=.(XX-f- jj.)2^
où X est l'inconnue. On a donc
a -i- b ~ c = \ 1-, ah -v bc -h ca — — { g'-i — \ X;jt., abc == ^( ^'"a -h [J.- )
et, par conséquent,
( 3 ) ( a -H 6 H- c ) ( l a^c — ^3 ) — ( «y> -f- ^c -h ca H- |- ^''2 ) %
C'est, comme on voit, le théorème d'addition sous une forme spéciale où n'apparaissent que les fonctions p. Pour cette raison même, l'équation (3) traduit l'une quelconque des relations
48 TUOISI^:.ME PARTIi:. — FRAG.MKM'S.
Abrégeons le langage en désignant par [abc) cette équation ou son premier membre :
(abc) =: {ab -h bc -h ca H- l g-^)' — {a -i- b -r- c){^abc — ^3),
Avec a et b, il y a une autre quantité, analogue à c, qui donne lieu à pareille équation; ce sérac/, si l'on suppose o = a — ^. Nous avons ainsi les deux équations (^abc) et (^abd) et, parleur combinaison, l'équation nouvelle
(abc) — (abd) . , ,
'- = o —(ao\ CCI y,
plus simple en ce qu'elle est du troisième degré seulement. La voici développée :
(ab; cd) = (a — by-{c -\- d) — labi a -r- b)-^ \ gi{<^ -+- b)-{- g-^.
Parmi ces équations, il s'en trouve où deux quantités coïncident. Supposons, par exemple, p=:2a; alors 0 := — a, d==za.
Toutes les équations entre les quantités a, b, c^ ... forment un système surabondant, en apparence; elles sont, bien entendu, compatibles et peuvent servir à déterminer les inconnues. Nous allons les envisager dans le cas n = j et en déduire, ainsi qu'on l'a fait, au Chapitre 1, pour 11 = 5, des équations contenant seulement des fonctions symétriques de a, b^ c.
Équations symétriques pour la division par 7. Soient
■>.M \0J i)tO
au nombre de trois seulement, et donnant lieu aux équations
(abc), (aab), (bbc), (cca).
On en déduit les trois équations
{ab;ca), (bc;ab), (ca:bc),
que nous désignerons abréviativemcnt par A, H, G, en posant A = a^ — ^a'^b -^ b^c ^ a^c — b-a — 2 abc 4- i ^2 ( <^* -h b)-T- g^ = o,
CHAPITRE
et déduisant B et C par la permutation circulaire, remplaçant ainsi a^ 6, c d'abord par 6, c, a pour former B, puis par c, a, 6, pour former C.
Cette permutation circulaire met en évidence la nécessité d'introduire, outre les fonctions symétriques
X = a -^ h -\- c^ y ^ ah -^ bc -\- ca, z = abc, les deux combinaisons
Il ^^ a^b -\- b-c -^ c- a, u =. b- a -\- c- b -^ «2 ^.^
dont la somme est symétrique,
u -4- II' = xy — Z -3, et dont la différence est la fonction alternée
Dans le calcul vont s'introduire aussi
V = a^ b -^ b^c -\- c^ a, v' — b'^a -\- c^ b — a^ c, que l'on fera aussitôt disparaître; car on a
(4) V = ux — xz — I.a-b', v' — a X — xz -^^a'-b'^
La forme symétrique ^a- b- et la somme des cubes Srt'', dont nous allons avoir besoin, ont, d'ailleurs, les expressions suivantes :
( S a^ = a^ -^ b'^-\- c^ = x'^ — 3 xy -f- 3 ^ ,
Arrivons au calcul effeclif. Nous ol)tenons une première équation par simple addition, A -|- B -h C, c'est-à-dire
S a3 — 3 i^ — 6^ -}- ,^2 ^ + 3 ^3 = o , ce qui donne
(G) 3u—-x^ — 3xy — 3z -t- /^iX -h- 3g--i
et, par suite,
( 7 ) 3ii' = — x^ -^ 6 xy — 6z — g-^x — 3 ^;. .
III. " k
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De là résulte la combinaison
iu — a' = x^ — \xy + ff^x -r- 3^3, donnant, d'après (4),
(8) IV — v' = x'"— /^ x^v -4- g'i a-^- -\- 3g--iX — xz — I.a'-ù\
combinaison dont nous allons avoir besoin.
Une seconde équation est fournie par cA -h «B + 6C ; on a
cA = a^c — abc{^a -i- b -h •2c)-i- a^c--^ b- c- -\- \ g=y^{ac -^ bc) -^ giC.
Il en résulte l'équation
v'— -jxz -^ i^a-b--^ g^y + g^x = o.
Remplaçant (/ par son expression (4), puis a' et ^a-b- par leurs expressions (7, 5), on a ainsi
(9) x'*—lox''y^'iQxz—•^y^'-]-g,_{x'-—•^y)^ o.
Prenons enfin bK -|- cB -H aC, ce qui donne le calcul suivant
bk — a^b -\- b^c — b^a — ^a-b--\- abc{a — ib)-{- j g^{ab -i- b~)-h- g^b , .2ç — ç'— /^s^a^-b^^— ccz-^-^g2{cr^-—y)^ gsx = o,
puis, d'après l'égalité (8),
(10) x''— 4^-JK + Sxz — 5 y- -^ ^ g^C^ ^^- — y) -i- i g:icc = o.
Considérons enfin l'équation (abc) dans sa forme primitive (3), ('I) ^(4- — é'3) — (7-+-i<^2)- = o•
Ges trois équations (9, lo^ 11) constituent le système symétrique que nous voulions obtenir.
Prenant x pour inconnue principale, nous éliminerons y et z, parvenant ainsi à une résolvante en x. Par cette inconnue s'exprimeront ensuite les autres inconnues j)', ^, ainsi que la fonction alternée (a — a').
CHAPITRE II. 5l
Équation du huitième degré pour la division des périodes
par 7.
En éliminant xz entre les équations (9) et (ii) ou bien entre les équations (10) et (11); on parvient aux deux suivantes, que nous ordonnons par rapport à j' :
37- — ( 2 ^2 — 4 -x-- )y - - 3^'' — I ,^2 ^' — 6 ^4-3 ;r — i ^^1 = 0. On en tiie d'abord k, exprimé en fonction de cT,
puis cette équation, ne contenant pas g-i,
Ecrivant cette dernière sous la forme
^^ I ( 7 + 2 V é^2 ) - -= ^ ^ ^- I é^ 2 a^ - — -^ ff l ,
puis substituant l'expression (12) de j', on a l'équation finale
Le développement se fait par un calcul assez court, grâce à cette circonstance que ^3 figure seulement dans le dernier carré; voici le résultat :
On peut représenter cette équation sous une forme symbolique très simple, avec les mêmes symboles qui ont servi, pour l'équa-
tion analogue, dans la division par 5. En écrivant symboliquement
on peut écrire l'équation sous la forme
])ar où sont mises en évidence les racines 21 A et — 3 A, cette dernière septuple, quand le discriminant s'évanouit.
Pour chaque racine x, on a jk, ^ et la fonction alternée u — a'=^ t, au moyen des équations déjà trouvées,
^t ^—:i{a— b)(b — c)(c — a) — ix""'— ç)xy -\-3z -i- 'igi.x 4- 6^3.
Un cas particulier.
On doit observer le cas particulier où l'une des racines x satisfait à la condition
D'après le calcul même qui nous a conduit à l'équation (14)7 nous avons
3^^+4^2^2+2i^-3^-}-rG^i-f- ^(14^^- 1^2)
= 3 ( :r^ + I g^i x"--^-] gzx -^ ^^ ^1 ) = o .
La racine x dont il s'agit est double. Soient
14^' — l^2=P, x*-^\8^oc''--\-'-jg-iX-\- ^gl = q, la condition P = o donne
(18) x = ±i\/fy2;
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la condition Q = o donne ensuite
On voit par là que, cette condition (19) étant satisfaite, la racine x^ entièrement déterminée par l'égalité (18), existe; elle est alors double. Par l'équation (14)7 en prenant ce cas comme une limite, on a
(20) X'^ -^r- % g^X^' - -~gl=— —^gl
et, par conséquent,
_ -^_!lio-|(Îp)2_33Q2=0,
Suivant l'identité (17) et l'expression (12) de 7', on obtient donc
11 y a, de la sorte, deux valeurs bien déterminées, pour y, correspondant à la racine double x\ donc aussi deux valeurs pour z et pour ^, d'après les formules (16).
Si l'on suppose la quantité (19), non y)oint nulle, mais infiniment petite, alors deux valeurs de x — t/^^2 sont infiniment
petites : nous allons calculer leurs parties principales.
Soit g\ la valeur limite (19) de ^3, soit x^ la valeur limite (18) de X. En se bornant aux termes principaux, on a
sous la condition de mettre dans ( ~- j les valeurs limites ^'et i,'!j.
Comme on a
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on obtient
\dx ) Moyennant la relation limite (;>o), nous avons ainsi
— ^l\A ^'{^ - ^'')]'— 3-^ \^ ffi x'{oc — x') ^ nx'ig;— g:^ ) = o
ou, en divisant par Zx'^ et extrayant la racine carrée,
•i-^ g,_{x — x') =^ ± Zi sf-jl |-^ ,^o(^ — ^')+7(<^3— ^''3) •
Nous avons, de la sorte, les parties principales des deux quantités x — x' \ elles sont du même ordre infinitésimal que ^3 — g'.^, et imaginaires, g^ étant supposé réel. Ainsi, quand ^3, variant dans le domaine réel, passe par la valeur ^>''3, deux racines x deviennent égales entre elles, mais ne passent point, comme il arrive d'habitude en pareil cas, du réel à l'imaginaire. Elles demeurent imaginaires : pour chacune d'elles, les signes des parties imaginaires changent au passage.
11 est bon d'observer que, pour g:i^= g'.^, le discriminant est positif, g2 et gs étant supposés réels; on a effectivement
et g.2 doit être positif pour que g^^ soit réel (19)-
Cas où g-2 est nul.
Au cas g'2= o, l'équation (i5) a la racine double x = o. Si l'on pose
i'-gs^
en supposant à u une limite finie, la forme (i4) de Téquation donne immédiatement
Il -- ^( — 27 r': (0^/3).
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Tout comme dans le cas précédent, au passage de g^ par zéro, deux racines x deviennent égales; mais, de part et d'autre de la valeur ^-2=0, elles demeurent imaginaires : les signes de leurs parties imaginaires ne cliangent pas au passage.
Ces deux racines infiniment petites, ainsi cjue leur différence, sont du même ordre infinitésimal que g~,.
Par les formules (i6), on trouve aisément que y est infiniment petit,
et que z a deux valeurs finies
(22) z = -^^{—iàz?,i\/'^)ffi,
en sorte que les quantités «, />, c correspondantes sont les trois racines cubiques de z.
Les autres racines se trouvent immédiatement; car l'équation (i4) se réduit à
et donne, pour x^ les diverses racines cubiques des deux quantités suivantes
dont la seconde est de signe opposé à celui de ^'3.
Ces circonstances si simples s'expliquent facilement par la propriété
(28) p{7.u)=y.'pu (a^=i),
que possèdent les fonctions elliptiques (t. I, p. 82) dans ce cas particulier.
Pour fixer les idées, supposons ^-3 réel et positif, en sorte qu'on ait
(2,î) — - ^- iV3
OU, en d'autres termes,
('25) Wo = co2(i + 2a), n— ;
Les arguments ^coo, t^o, ^coo donnent lieu à des fonctions p réelles et j30sitives^ les arguments f-w'^, fw!,, fco!, à des fonctions j) réelles, positives ou négatives, mais inférieures aux précédentes. Les deux seules racines x^ qui fournissent, pour «, 6, c, des quantités réelles, correspondent à ces arguments; ce sont
^o = — ■ -^ ■ S'igi^
dont la première répond à fwo, . . ., et la seconde à yw!,. Pour distinguer les autres racines, nous poserons
»'fj, = 7 ( w', -f- |J.0J2 ) ( [J. — i , •>., 3, 4 7 >j 6 ).
Ce sera l'argument de «jj,, suffisant pour caractériser x^^. Cette notation est semblable à celle qui a été employée au Chapitre précédent, et on la retrouvera, plus loin, pour le cas général. D'après cette notation, en tenant compte de (sS), on a
(^2= -7^2(3 -î- 2a), '2 a (^2 = y W2 ( 3 a H- 2 a2 ) = | oj, ( a — 2 ) = | 0)2 ( 3 + 2 a ) — 2 Wo ^^ w^
et, d'après (sS),
a, = a^2- On a, semblablement,
d'où résulte
a>,-\- b^-^ c^— Xi~ o.
Pareillement,
a wpj; = Y C02 (4 a — 2 ) = Y t02 ( 2 a -h G ) — \ixii^^ iwr,, b^= aa^, c-i= !xb^, a^=: ac;i, rr-;=o;
aw^=^iix>2, X = aa^i,
aW3 = |t02(2a — 2)=^WP4, a74=a^3,
2aWi = YW2(3a — 2)EE^3tVo, x„=-olx!,,
•2a(Po= î W2(5a — 2) = 5«^i, ;ri = aa^c.
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En résumé, x et Xi^ sont donnés par les égalités (26); puis on a
(27) a:-, = 375 = 0, :ri=a2:r, x-i— a.x^, X'^-=^ rû-x^^ a"6=a.r.
Nous aurons besoin de connaître, dans le cas où g-y^ au lieu d'être nul, est infiniment [)etit, les termes du premier ordre en «o dans ces diverses racines. Dénotons par des lettres accentuées x\ x\^ x\, . . - les racines quand g--^ n'est pas nul, afin de conserver à X, Xq, X\, ... la signification qui répond aux égalités (26, 27). En premier lieu, nous bornant à la partie du premier ordre en g2^ nous avons, d'après (21),
Soit posé, pour une autre racine cjuelconque, x'^_=^ x^-\- ^xx- Dans l'équation (iT)), écrite sous la forme suivante où les termes en g'i, gl sont omis,
remplaçons ^ par ^^.4- Çjj, en nous bornant aux termes du premier ordre. Nous avons ainsi
2 ^y. ( ^^ "- 3 3 . 7 ^^3 ) t jj. = 7 ( x'i -^ 27 ffi ) ,^2 .
Soit, pour a, une des valeurs o, 3, 4, en sorte que l'on ail Xy, = yJ'^Xo, m étant l'un des nombres 0,1 ou '.>.. Multipliant par x aux deux membres, et d'après les égalités (2G), nous concluons ^,j^ = p7.-"'^x, avec cette expression de la quantité/; :
Moyennant quoi l'on a, pour ^'o infiniment petit, les expressions ci-a[)rès des racines x' :
x'^ = Xo-^px, x'.^= a.Xo-{'px-x, x'.^ = ci-Xo-f- pocx. Soit posé, de même,
^\>J-Si) \v/2i
Les autres racines sont exprimées ainsi
x'~x-^pX(^^ x\ — o(.'''X -^p' olxq, x\ = oix + p'a.'^'Xo,
à quoi il faut joindre x'., = x'.^ = o.
Nous avons supposé «3 positif; si g-:^ était négatif, il faudrait échanger les expressions (2(3) de x et de Xq et tenir compte que Ton a, pour ce cas,
On peut aussi passer du cas précédent à celui-ci par l'échange des périodes.
Soient (02 et to!,, liés par la relation (24), et les x déterminés comme on vient de le voir. Posons
W2 = — ta» 2 , w 2 = U02, ,^3 = — .^3 ,
en désignant par jl hi fonction elliptique où g-2 = o et où le second invariant est ^3, en sorte que p{iu) = — pu (t. I, p. 32). Les arguments w et (Vv des racines x, Xq^ Xy, relatives à ce cas, étant caractérisés comme précédemment,
(^-0=7102, (Pv=^ "7 (^2 -h VÔJ,),
on a, tout d'abord,
iv — — t'woj wq— ('iv; x = — Xq, ^0 = — ■^'
l^our les autres arguments, on a
iw^ = ; (vto'2 — 002);;^ — (^2 ~r- [-«.W2) === '■'^^a?
])Ourvn que les deux entiers pi, v soient liés par la condition
[i.v ^=s — I (mod7),
ce qui donne les cas suivants :
[j., V = I, G; IX, V = 2, 3 ; jj., v = 4, 5.
En d'autres termes, dans le cas où g-^ est négatif, après avoir échangé x et ^0 dans les égalités (26), il faut aussi, dans les rela-
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lions (2-), faire le même échange et j échanger aussi les indices I et 6, 2 et 3, 4 et 5, ce qui donne
Xs= X!,= O, ^6= ^"^05 0^2=^^, X'^—Ol"Xj Xi== OCXq,
Nous étudierons ulténeurement les racines j: comme des fonctions de ^3, en laissant f^-., constant. Ce que l'on vient de dire pour le cas g.j. = o s'appliquera alors, sans modification, au cas 0-.J z=: co, comme l'homogénéité le rend évident : on aura deux racines infiniment petites, X2 et ^5 ou x^ et X',, suivant que ^3 sera positif ou négatif; les autres racines seront infiniment grandes, du
même ordre que \'g:i.
Examinons, dans ce cas particulier, o\>=ro^ les diverses valeurs de t.
En correspondance avec les deux racines x qui sont nulles, la dernière formule (16) donne t =^ z -]- a^^.j, c'est-à-dire, d'après (22),
Nous en concluons, suivant la première formule (16), xy = 3{\/i r- 3/2()<^3, tandis que Téquation (i3) donne aussi
Par la seconde formule (lO), nous avons alors
En substituant dans la dernièie égalité (16), on obtient
(32) t=l{3dz^^)g,.
Les trois racines x que la formule (3i) donne pour chacun des deux signes dz fournissent, on le voit, une seule valeur de t. Ainsi il y a deux valeurs simples de /, que fournit l'égalité (3o), et
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deux valeurs Iriples, assignées par la formule (32). L'équation en t se réduit donc à celle-ci :
(33) ^^ti-~'i:g-j-^',.:!gi){v--~c:)g,t--9.:jglf = o.
En développant et mettant t = .v^;}, on trouve (30 -j s'' — '?.KV s- ^ ^.Ss.^.:^^-— 38.7.ç'^+s>..39.76-2— 3i2=.o,
résultat remarquable à cause des trois termes qui manquent , et dont nous nous servirons plus loin.
Résolution du problème de la division par 7.
Pour chaque racine x de l'équation (i5) on a, d'après les formules (i6),j)^, ^, t sans ambiguïté. A l'égard de y, nous avons examiné le cas particulier qui semblait d'abord mettre les formules en défaut; quant à z^ il semble aussi se trouver une difficulté pour le cas où une racine x est nulle : ceci se produit quand g^ est nul. Ce dernier cas, nous venons de l'examiner. Revenons au cas général.
Avant X, y, z-^ on aura les trois inconnues correspondantes a^ />, c par la résolution de l'équation, du troisième degré,
a^ ~ xa'- -^-y CL — ^ = o.
Mais la connaissance de t apporte une simplification. Suivant la méthode de Lagrange, soient
On en conclut, suivant les notations employées précédemment,
s"^— I.a^-\-Gabc -h 3sii -+- 'dz^u' — ^a^-i- 6z— ^(u -^ w') H- -|iY3(« — ii')y s^ = ^ ( '2 x^ — 9 xy -t- 27^ ) -h 2 i V^3 t.
De là on tire s par l'extraction d'une racine cubique, seule irrationnelle nouvelle. Prenant ensuite
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on a
ss' = a--\- b~ -h c- — ab — bc — ca ~ x- — "iy ;
s' est donc connu au moyen de s] puis a, b, c sont donnés par les
égalités
3 6 ~ X -h l'^s -^ zs\
Il convient d'observer que le cliangement de i en — i, qui échange s et s' ainsi que s et s-, n'apporte aucune altération dans rt, ^, c. Si l'on écliange, dans le choix de 5, les diverses racines cubiques de s^ , il y a, au contraire, des changements dans a^ b, c. Remplaçant s par £.ç ou s- s, on doit en même temps remplacer s' par e'-s' ou es' : de la sorte, a, b et c sont respectivement remplacés par c, a et b ou par b^ c cl a; mais l'ordre circulaire dans lequel se succèdent les lettres «, b, c n'est pas altéré, ce qui est conforme à l'analyse employée.
l^es trois quantités «, ^, c sont égales aux valeurs de la fonction p pour les multiples d'un seul et même argument — ; 2to désigne, d'ailleurs, une période quelconque. Les valeurs de la fonction p' s'en concluent, mais il n'est point nécessaire de recourir à l'expression
Revenant, en effet, à Téquation (2), nous avons
2 '^[J- =—{ab^bc^ ca -^ {- ->) = — (7 + j^,),
et nous en concluons
[ y/oa= --{iax-y — \g,),
(35) / \/ob--^ ---{•ibx — y ~~g^),
\Jx
\JoC = -^{iCX —y — lff.^).
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Si nous prenons ainsi une seule et même détermination de \lx dans les trois formules, alors a et ^''^a^ b et y/'f ^, c et y/cpc sont les valeurs des fonctions p et p pour trois arguments dont la
somme est une période, par exemple — ? — et ou encore
2 w 4 w 8 co
Relations entre les huit racines.
11 y a place ici pour une analyse toute semblable à celle du Chapitre I (p. io\ Soient x et Xq deux racines; on peut trouver une formule algébrique donnant à la fois toutes les autres racines en fonction de x et de ^o- En effet, a^ b, c répondant à ^ et ciq, b^, c,, répondant à x^^ posons
/ I f\/oa — ^oa,)\'^
[ 4 V a~ ao
I //es b — s/oh^
(I (Joe — sJocq 4 \ c — Co
Soient -, — , — -et — ^ — , — les aro^uments qui corres-
pondentàaety/cp«, etc.; d'après le théorème d'addition, «<, ^, , c, sont les valeurs de la fonction p pour les arguments
2 CO -r- 9 (0 , , 9 CO H- 9 tO
=t 2 — 1 z!z 4 ;: li'i^ ajoutant, membre a membre, ces
dernières égalités et employant les résultats (35), on obtient
^ 1 _ ___i y (2 CT 3- — j- — 1 ^, ) (9 or.Q Xq — Jo — -[ ^2) ^
[ -is/xs/Vq^ {a^ao)-^
Ainsi, Xi est exprimé effectivement en fonction de x et de Xq par l'intermédiaire de a, b^ <?, «07 ^o^ Co-
En changeant le signe de \/^x, on change la racine :r,. En permutant circulairement a, 6, c, on obtient aussi trois déterminations de cette racine, distinctes entre elles. Ainsi, par ces deux
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changements, celui du signe devant y/\r, celui de la lettre initiale rt, b ou c, on obtient six racines ^,, distinctes entre elles. Quant
aux changements analogues opérés sur y/^'o? <^^05 ^o, <^0 7 ils équivalent aux précédents; on le voit de suite. La formule (37) donne donc explicitement six racines en fonction de deux d'entre elles. Nous allons classer en ordre ces six racines et préciser les arguments qui leur correspondent. Pour l'argument de «,, prenons la somme des arguments de a et de «„ ; en d'autres termes, fixons le signe de \/'f «i par une convention qui, d'après le théorème d'addition, nous donne
(38) ' ib — bo)^^Oi={bo--bi)^ob^{bi--b)\/^b~o,
( (c — Co) /cpci = (co — Cl) y/'f c — (c, — c) v/cpco."
Par ces formules (36), (3;), (38), les arguments qui répondent a <7, \^'fa, a a^^, y/'f «^'o étant désignes par — et -^ , celui qui repond a rt, et y/cpa, est ; pour h et \l'^b, les arguments
sont doubles; pour c et y^'f <^j il"' sont quadruples. Il suffira de dé-
. . 9, w'-:- 2 0) signer le premier argument, qui, pour .z',, est ainsi -^ •
En changeant le signe de sj x ^ on obtiendra, par les mêmes formules, une racine repondant a 1 argument ;: ou, ce qui revient au même, '^'^ "^ — ^- Elle sera dénommée x^. On a ainsi
' (« — «o) V^^^G =.— (<^o— a^)\JocL-^{a^ — a) \J^a^,
avec les équations similaires.
En permutant circulairement «, ^, c, on obtient une racine .To
1 ,1, . 9, (o'-f- 4 tO
repondant a 1 argument ?
!, I (\lo a,, — \/ob 6 + «0 + «2 = 7 — 7-"— {b — aQ)^oa^={aQ— ai)\Job -\-{a^ — b)^oa^.
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Une nouvelle penmilation, avec changement du signe de y/x,
donne ia racine .r j, repondant a = ,
( I l \J '^a, -\- \/oc
( {c — n^') «/o a-i = — ( a j — a.-j ) /cp c + ( a^ — c ) y^cp ^o-
Le changement de signe de \ x^ dans ces dernières formules et dans les précédentes, donne successivement les racines^/, et ^5,
'1 tu' -- (S w 1 to' -f- I o w
repondant aux arguments et
( c — «0 ) V ? '"'■V = <^ ''^0 — <^\ ) V^'-p c -r- ( «4 — C ) y/ cp «0 ;
{b — ao) \/^^^o = — («0— «3) V^'^^ + («5— ^) \/^«o-
Voici maintenant une conséquence. En ajoutant, membre à membre, les égalités (38 ), puis en remplaçant
y/'f^i, \/o^i, v/'fCj, ...
par leurs expressions déduites des formules (35), on exprime \lx,^ en fonction des seules quantités d'indice zéro; car «,, h^, C\ sont, au moyen des égalités (35), exprimables parées quantités. Il en est de même poury.ro, y/x;?, .... Finalement, le produit sj x^x.j,x-:^x,,x-,Xç, s'exprime par les quantités d'indice zéro; ces dernières se réduisent à a, />, c, «o, ^05 ^o, \J x^ y "^o- Sans altérer l'ordre de «, ^, c, r/o, ^oi ^'o? si l'on change seulement les signes de \J X ou de y/^o, on ne fait, par là, que permuter y/^, et y/^c» sjx'i et y/.r2, y/ .2^3 et y/j:*/, , avec ou sans changement de tous leurs signes : le produit n'en est pas altéré. Il est donc certain que \J x et y/^o disparaissent dans l'expression du produit. Si, de plus, on permute circulairement a, />, c ou ^o, 60, Co, ce changement produit des échanges entre les indices de ^,, ^o, .... La fonction
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considérée, invariable par les permulations, s'exprime donc rationnellement par x^ Xq et Jes coefficients de l'équation (i5). D'après cette même équation, la racine carrée du produit de toutes
les racines ^ est ± — g^., i v'7- ^^ peut donc conclure que la racine carrée du produit de deux racines s^ exprime rationnellement en fonction de ces deux racines, de g'2 et de g-^, sauj le seul facteur irrationnel iy'y.
Cas où le discriminant est évanouissant.
Soient g2=^ i^Y'î .«^'"a^ Sy^, en sorte que le discriminant soit nul. Une racine x de l'équation (i 5) est égale à 2 i y, et nous allons tout d'abord porter notre attention sur cette racine. Supposons ./; = 2 I y, on trouve
3 37'^ + 4 ,^2 •^- -H 9. 1 ^^-.3 a- 4- J-f ^1 = 'i.i 1 . 33 . 1 1 y'* ; on en conclut, par les formules (16),
x = 21 Y, j ^ 32.1 T Y^, z = ^'^- y\ L'équation, dont les racines sont a, 6, c, et qui est ainsi
])eut encore être mise sous une forme simple d'après les relations (35); on a, en effet,
(45) oa=^ 4«^-i'>^Y-«— 8y'=4(/« + y)'(«— '^T)
et, d'après (35), en mettant, pour .r elr, leurs valeurs ci-dessus, y/ Ci a = i(a -^ Y )v/<^ — "^'T = •>V-^-'ï(<^ — V ï)- L'équation (44) peut donc s'écrire ainsi
JU
Si l'on pose
Cl _ lo -f- X
on obtient la transformée
*(X) = (2X-^3)HX-2) + 7(X4-2)=4(X3-^X2-2X— l)=0,
où l'on reconnaît l'équation dont les racines sont comprises dans
la formule
5t m r X = 2 cos — ^ —
De là, conformément à la loi de dégénérescence (t. [, p. 27),
abc '^
Nous en déduisons aussi ces conséquences, que nous allons employer tout à riieure,
1 '-2 « a — 2 7 I _, 2 în r - • , — 1 = 2 ^ — I = -\ — cos 5
\/oa o.Ki a — 2 7 I . iniT.
— ' — sin
11 n'est pas indifférent d'attribuer au nombre m des valeurs entières dans un ordre quelconque en correspondance avec «, h, c.
Suivant la loi de dégénérescence, les trois angles — - sont proportionnels aux trois arguments elliptiques de «, ^, c, on devra donc faire correspondre à «, b^ c dans cet ordre même, les nombres 1 , s»., 4? pcïi" exemple.
Si, au lieu de le supposer nul, on considère le discriminant comme infiniment petit, on posera
(46) ^2=I2Y^ ^-3=8y=^-£, £ étant infmiment petit, en sorte qu'on aura
Le premier membre de l'équation (i5), pourc=o, se réduil,
(r — 2iY)(^*-i-3Y)".
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On le complélera j)ar les termes provenant de o^^^, et que la forme (i5) met en évidence :
On pourrait, au moyen de celle équation, trouver les termes successifs du développement de la racine suivant les puissances ascendantes de £,
et en déduire ceux de <7, bj r, de (oa, etc. Tous ces développements contiennent seulement les puissances de £ à exposants entiers, comme il est évident.
Nous allons maintenant considérer les autres racines de l'équation (48). En posant
x = — Sy + a,
on obtient immédiatement
On voit que les développements de ces racines procèdent*suivanl les puissances de £ à exposants fractionnaires.
Par les équations (16) on trouve, pour y et Zj les valeurs limites 3y- et — Y^, en sorte que la limite de l'équation
(5i) a' — xa^-+-ya — ^ =0
est (a -;- y)"^ = o : les trois cjuantités a, b^ c ont, toutes trois, — v pour limite. Afin de les distinguer entre elles, il va être nécessaire de calculer jK jusqu'aux termes du troisième ordre, inclusivement, en a. Dans ce calcul, £, qui est du septième ordre, sera considéré comme nul.
Pour calculer j', le plus court est d'cmplojer l'équation (i3), en l'écrivant ainsi :
On en déduit, eu égard au degré d'approximation demandé,
y -+- J,^2 =672 — 9, ya — R = — 1 -rx — R, J^a seconde formule (16) donne alors
el l'équation (5f) prend la forme
Les parties principales des trois racines a + y sont a, — ^
, , T I a^ r a'^ Ti > • 1 11
c est-a-dire a, ? ^ -77 -i* H reste a savoir dans quel ordre
ces quantités correspondent à «, 6, c, ce que l'on poui'rait décider par le signe de t^ en calculant t par la troisième formule (16). Mais il faudrait alors calculer nn terme de plus dansjj^^t nous ne reproduirons pas ici ce calcul, auquel on peut suppléer comme il suit.
Supposons y et z réels, en sorte que les invariants soient réels. Pour 2w et 2to', prenons la période réelle et la période purement imaginaire, en sorte que les deux racines x et Xq soient réelles, les autres imaginaires. Fixons les idées en supposant ^3 positif, c'est-à-dire y>>o. Comme on a ^>>^q, c'est x qui se réduit à 21 y, tandis que Xq se réduit à — 3y quand £ est nul. Pour s infiniment petit, on a .To =^ — 3 y + ^-0. si l'on suppose
(52) «0 = — v/it''.3*.7'*s,
(îctte racine étant prise dans son acception arithmétique. Chaque autre racine s'obtiendra par la formule x =z — 3y -]- a, où l'on a u ra
aoe
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Considérons particulièrement ^o- Les quantités «, b^ c correspondantes son tics valeurs delà fonction p pour les arguments ^to', f Cl)', ~ il}', respectivement et dans cet ordre même, en sorte que l'on a. a <C b <Cc. Il nous faut donc ranger aussi dans Tordre croissant les trois quantités
Il Y 1.1 4 Y^
qui sont infiniment |:)etites, du premier, dudeuxicme ou du troisième ordre. Si s est positif, elles sont négatives toutes trois; elles sont alors rangées dans l'ordre qu'on vient d'emplojer. Si s est négatif, les deux extrêmes sont positives et l'ordre croissant est
(IJ) — , , ao.
VI Y
Nous avons supposera positif. Si l'on voulait supposer g-^ négatif, c'est-à-dire y << o, ce serait alors :r qui serait égal à — 3-/ + a„ ; les arguments de a, b^ c seraient f w, ^ to, | to, et l'on aurait a^ b^ c. En ce cas, a, b, c correspondent dans cet ordre, aux quantités (II) si £ est positif, aux quantités (I) si £ est négatif. Dans tous les cas, on a
to = -{a-h){b — c){c-a}:=- -i ^ -f-....
Il Y
On en peut conclure que les sept valeurs de t correspondant aux sept racines ^ = — 3 y -|_ a sont
/ -^ Ta'-.
Examinons maintenant les valeurs de y/^a, y/cp^^ V^?^'7 d'après les formules (35) :
Soit a =^ — y + Cl! . Les résultats précédents nous donnent
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Les trois quantités a' , b\ c' analogues sont a,
— est efral a
On trouve don(
v/'^a, s/?^", v/'fc =^'i\/-i^(Of., -1/— :>TY' — 7t/-^ï-,
Prenons seulement, de ces trois quantités, celle qui est de Tordre infinitésimal le moindre. On a vu tout à l'heure que, «3 étant positif, il y a deux cas à distinguer pour x^^, la partie principale a,) se rapportant à «o -f- y ou bien à Co-hy, nous avons donc
ao ou Co= — 7^3:0,
y/cp cIq ou V ? Co = '-i V -
ovao.
Considérons maintenant les égalités (36), en bornant les seconds membres aux termes du premier ordre en ay. Pour ce calcul, a et y/cpa doivent être réduits à leurs valeurs limites, puisque les aiigments de ces quantités sont du même ordre que s. En admettant que la partie principale ao se rapporte à «o + y? 1^^ première égalité donne
a -f- Y — ao
oa 1 s/ — 3 Y V 'f ^''
D'après les relations (45 ) et (45'), le second membre est îgal à
i 4- cos ± i sin I a,
le premier membre est égal à a obtient
a,, en sorte qu on
Les autres égalités (36) donneraient, de même, ^, et c, , (jui
ditfèrentde ^0 et de Cq seulement par le facteur e '' , multipliant le second terme. Sans nous y arrêter davantage, nous voyons qu'il en résulte, par addition.
aoe
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Les égalités (89) à (43) donnent, pour les autres racines x-^-, . • • des valeurs semblables, qui diffèrent de eette dernière par le facteur exponentiel. Dans ^0, pai" exemple, le signe de l'exposant est changé; dans Xo, le nombre m, au lieu de se rapporter à a, se rapporte à b. Nous retrouvons donc bien ainsi les racines ^, telles que nous les connaissons déjà; mais nous pouvons aller au delà, en distinguant, pour chacune d'elles, l'exponentielle qui s'y rapporte.
Supposons Y >■ o, £ >> o et prenons "^ co, ^ (o, jto pour les arguments de rt, b, c; fto', yto', 4to' pour ceux de r/o, ^oi ^o, w étant
réel et co' purement imaginaire. Alors y'-^a et -\ cp^o doivent être
négatifs. Attribuons à a., b^ c les nombres /?z = i , 2, i; alors,
dans la seconde formule (4^'), v ^^"^ ^^'^ ^^^^^ P^'^^ avec sa détermination arithmétique. Gomme ao est négatif, l'égalité
v/cp «0 = '-^^ /— 3 Y ao montre que - y/ — 3 y doit être positif; ainsi (55) /— SY^^^V^T-
Le calcul qui a conduit à l'égalité (54') donne donc
2/7r Xi = — 3 Y -7- ao e "' .
Les relations (89)3(43) donnent ensuite, pour chaque racine j:,i^ le résultat suivant, relatif au cas où A est infiniment petit positif, et g-i positif :
Xfi= — 3 Y + aoe '^ ( n — o, 1,2, 3, 4? 5, 6),
Supposons, en second lieu, y > o, £ <C o, avec les mêmes suppositions sur les arguments et les nombres /n. La quantité y 3y doit être encore prise avec sa détermination arithmétique. On a maintenant, suivant Tordre (H),
y/çpco = 2 \/— 3Yao,
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|iii doit être le produil de i par un nombre positif. Comme ao est
positif, ^ y — 3y doit encore être positif et la relation (55) a lieu.
(Je n'est plus, toutefois, l'égalité (5/() qui a lieu, mais bien l'analogue où les lettres c remplacent les lettres a. On a donc
a"i = — 3 Y -h ao (? " .
Les résultats fournis parles autres égalités analogues se résument dans la formule
TC
(■3;) 37;, = — 37 + aoe ' ,
propre au cas où l'on a^';j>>o, le discriminant étant infinimenl petit négatif.
On pourrait faire de pareils raisonnements pour les deux cas où Y est négatif; mais, ainsi que nous l'avons déjà montré, on passe du cas y >> o au cas y <; o, en échangeant x et Xq et permutant aussi les indices 1 et G, 2 et 3, 4 et 5. Il n'est donc pas besoin d'y revenir.
Discriminant de la résolvante.
Nous avons rencontré trois cas où l'équation résolvante (i5) a des racines multiples: le cas A = o, le cas g2^= o? enfin celui-ci M==o,
Chacun des trois facteurs g->^ A, M figure donc dans le discriminant de l'équation. L'exposant de chacun d'eux est facile à trouver.
Quand g2 est infiniment petit, nous avons reconnu l'existence de deux racines infiniment petites, dont la différence est du même ordre que^;;. Le carré de leur différence et, par suite, le discriminant contiennent donc le facteur g'!,.
Quand M est infiniment petit, il y a deux racines dont la différence est du même ordre que M. De là, le facteur M-.
Enfin, pour A infiniment petit, nous venons de voir sept racines dont les différences mutuelles sont du môme ordre que a. Les
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2 1 différences de ces racines donnent, par leur produit, le facteur a-'; le carré de ce produit contient le facteur a''-. Mais a est de l'ordre f relativement à l'infîniment petit î et A est du même ordre que s. Le discriminant contient donc le facteur A".
Ces trois facteurs sont, ensemble, un produit de degré 5G ; c'est précisément le double du nombre des différences des huit racines, deux à deux. Il en résulte que le discriminant n'a point d'autres facteurs; on n'a plus qu'à trouver un coefGcient numérique A, en prenant kglM-\^ pour ce discriminant. Revenant au cas où A est évanouissant, on trouve aisément /i, comme il suit : la racine 21 y donne sept différences égales à 24 y; les autres racines, deux à deux, donnent, pour différences, la quantité a, multipliée par les diverses différences des racines de l'équation binôme £' = 1. Le discriminant'est donc, en ce cas, égal à (24^)' 'a''-, multiplié parle discriminant de l'équation binôme. Ce dernier est — 7'^. Mettant, pour a, son expression (5o), on a donc
pour valeur du discriminant. D'autre part, son expression su[)posée devient
La comparaison fournit /c, en sorte que le discriminant de Inéquation résolvante (i5) est égala — -'. 2^.3'^^.'|M- A"; c'est un carré, sauf le facteur — 7. La racine carrée du discriminant
est donc rationnelle et entière, sauf le facteur « \/7-
Pour reconnaître c[ue ce discriminant n'a point d'autre facteur, nous nous sommes fondé sur son degré. On peut aussi le prouver autrement, d'après la formule (16). Les cas où s'évanouissent^ ou \f\x- — \g.y sont, suivant ces formules, les seuls où y et ;î ne soient pas déterminées sans ambiguïté. Si donc il se trouvait un autre cas de racine double x^ les valeurs de jk et z seraient doubles aussi et deux systèmes («, h^, c), (a', b' ^ c') seraient en coïncidence, circonstance impossible si les fonctions elliptiques ne dégénèrent point. Outre ces deux cas, il n'y a donc de racine double que si A est évanouissant.
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Seconde équation du huitième degré pour la division des périodes par 7.
De même qu'au Cliapiire précédent, nous allons calculer une autre résolvante, celle dont l'inconnue est t. Le calcul direct par les iormules (i 6) serait trop pénil)le5 les résultats précédents permettent d'y suppléer. L'inconnue t, fonction algébrique rationnelle de X est, commet, racine d'une équation du huitième degré. J^es formules (i6) montrent que t ne devient jamais infinie tant que g2 et g^ restent finis; les seuls cas où, de prime abord, t semble devoir être infinie, sont, en effet, ceux où s'évanouit soit^, soit \^x'- — ^g-i'i mais, on l'a vu, t n'y devient pas infinie. Il est donc clair que, dans l'équation en f, le premier coefficient étant réduit à une constante, tous les coefficients sont des fonctions entières de g^ et ^3. De plus, en vertu de l'homogénéité, comme t est du degré 3, le coefficient de t"'- est du degré 3(8 — m), g^ et .^'3 étant comptés comme ayant le degré 2 et 3.
Nous venons de reconnaître que, pour A = o, sept racines t s'évanouissent. Ainsi A est en facteur dans tous les coefficients à partir du troisième. Dans le coefficient de ^"^, supposons que A entre en facteur avec l'exposant n ; on a, en ce cas,
Siq^posons A intiniment petit. ?Sous avons alors sept valeurs de t infiniment petites, dont la formule (o3) donne les parties principales : elles sont de l'ordre y, A étant censé du premier ordre.
Le terme en t' existe certainement, puisqu'une racine t subsiste, différente de zéro quand A s'évanouit. En substituant à t sa partie juincipale, on obtient, pour ce terme, la valeur limite de cette racine changée de signe. L'existence des sept racines, dont les parties principales sont racines d'une équation binôme, exige que, parla même substitution, la partie principale de chaque terme devienne infiniment petite d'ordre supérieur à /\, sauf pour le dernier, où l'ordre doit être justement égal à /\. Cette dernière condition prouve que le terme indépendant de t contient le facteur A'', auquel il se réduit, sauf un coefficient numérique.
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Pour lOLiL autre lerme, contenant les facteurs A"^"% l'ordre infinitésimal est /?H-jm, qui doit être supérieur à 4- On doit donc avoir, d'après (58),
Pour que cette double inégalité soit possible, il faut qu'il existe un nombre entier entre ini et ~m, ce qui a lieu effectivement ])oiir m= 1, 4 ou 6, mais non pour 771=1, 3 ou 5. Les termes en /, t'-^ et t^ manquent donc et les autres contiennent A avec l'exposant maximum 4 — r,m. L'équation contient donc les '^euls
termes
^8, .^3/", A/', IH'% A3/2, Ai,
afïectés de coelïicients numériques.
Nous avons précédemment calculé cette équation (3-4) dans le cas g.y = o, Cjui nous suffit, dès lors, pour déterminer tous les coefficients numériques. Voici donc la résolvante, à inconnue t,
( '>9 ) yt^—'i^. V g-i f — -1 .5.7 A^G _ 32 . - A2 1'* _ -2 . 7 A3 ^2 _^ A'^ = o.
Discriminant de la seconde résolvante.
Examinons d'abord la partie principale de ce discriminant, infiniment petit, quand A est évanouissant.
Les 21 différences des 7 racines t infiniment petites (53),
(T rl'*\ ki
multiplié par le discriminant de l'équation binôme £' = 1; lequel est égal à — 7'. En remplaçant ao par son expression (5^), on a ainsi le facteur
La liuitième racine, d'après (09), est égale à " ^ g- 3 ^ — ~— Y'^*
I^es sept différences de cette racine avec les sept autres, élevées au carré, donnent le produit
\ 7 / Multipliant, entre eux, ces deux facteurs, nous avons, pour la
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partie principale du dlscriiniûant, ;; (2^*. 3''r'' s)^''. D'après les
égalités (46, 47)7 ceci concorde avec la partie principale de
^^-^ — ■ g\- 1-''. On conclut de là que, dans le cas général, le dis-
criminantest précisément égal à cette dernière quantité, sauf remplacement de gl' par un facteur se réduisant à gl~ quand A s'évanouit. Mais, comme on va le voir en revenant au cas g., = o, le discriminant contient le facteur ^\1-, en sorte (pie Ton peut conclure, pour le discriminant de l'équation en ^, la valeur précise
Remplaçant, dans l'équation (09), A par gl — '-^^y g-^ ^^^ pourra ordonner le premier membre suivant les puissances ascendantes et entières de g'i. Le premier terme, indépendant de g.2, coïncidera avec le premier membre (33), obtenu dans le cas o^ =: o. Les trois racines, qui se réduisent à une seule et môme racine triple pour g2 = o, ont donc des différences mutuelles du premier ordre, au moins, relativement à g.2. Le produit des carrés de ces différences contient donc le facteur gl. Mais il j a deux groupes de trois racines se réduisant à deuK racines triples. De là le facteur g\- dans le discriminant. C'est ce qu'on avait annoncé.
Relation entre les inconnues des deux résolvantes.
Par les égalités (16) on peut exprimer / en fonction de X'^ mais l'expression inverse de x en fonction de t offre plus d'intérêt. Soit ^^{t) le premier membre (09) de l'équation en t. On peut mettre l'expression de x sous la forme
oii W est un poljnôme entier en t, de degré égal au plus à (3. En effet, le degré de W peut être abaissé au-dessous de 8 par le moyen de l'équation<I> = o. Mais, la somme des racines x étant nulle, le théorème d'Euler sur la décomposition des fractions rationnelles montre que le degré de W est alors moindre que 7.
La particularité qui s'offre d'abord, c'est que les coefficients de
CHAPITRE H
^F sont des fonctions entières de g\_ et g-;^. Voici comment on peut le prouver. Soient t^, t.,, ... les diverses racines t; considérons les polynômes, du septième degré en ^,
*,o^*i'i, -.in=^, ....
On a cette expression de ^'(0,
Xi, œ-2, • ■ • étant Jes racines x qui correspondent respectivement à ti^ ti-, - . • . EfFectivement, ^F(^), suivant cette formule, est un polvnôme du sixième degré qui, pour t = la^ se réduit à ^a^a(^a)- Mais ^a(^a) = ^'(^a)i donc ^'(t) est bien le polynôme demandé. Si maintenant Ton ordonne ^'(^) par rapport à ^, on voit que ses coefficients sont linéairement composés avec ceux de <[>, d'une part, et avec des sommes symétriques Xt t'I -\- X2t'.l-\- . . . . Une telle somme, absolument comme les coefficients de 4>, est une fonction entière de g.2 et g^. En effet, comme on l'a dit pour /, et comme on peut le répéter encore, les quantités x^^t'^ ne sont en aucun cas infinies, quand g2 et ^'3 restent finies. L'équation du huitième degré, qui a ces quantités pour racines, a donc pour coefficients des fonctions entières, quand le premier coefficient est réduit lui-même à être numérique. La somme de ces cjuantités est ainsi une fonction entière.
Par exemple, la somme S^a^a,? entière et du quatrième degré, reproduit «■;, sauf un coefficient numérique; la somme S^^^a? ^e même, est proportionnelle à gigi- Les coefficients numériques se trouvent aisément au moyen de la racine /, qui n'est pas nulle avec A ; on a, pour A = o,
^ = — ^— é^3 = -^r- T ' x = '2iY, ^^=. 2«. 3^. 74 = 22.32^1, •
(Gi)
^a/a^(G^2)-, ^^^y.tl= ^ Slg-i,
^ot^i— 03^3 y.oooitr
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Par les mêmes considérations, on voit de suite que la quantité
est divisible par A.
Revenons à ^V(l) que l'on peut former comme il suit. Nous avons
(i>i(^) =^ yij'-^ tit^-\- t\t^-':-. . .-^t])
Se souvenant qne Sj:'^ est nul et observant les relations ((J i , ()2), on trouve, de suite,
le terme en f manque, et tous les autres, sauf le premier, contiennent le facteur A, si toutefois ils existent; c'est ce qu'il faut examiner.
Soit II l'exposant de A dans le coefficient de /'". En supposant A évanouissant et prenant pour t une des racines infiniment petites, on voit que ce terme devient infiniment petit de l'ordre n -\- \ m.
Deux semblables termes donnent ainsi des infiniment petits d'ordres différents, /i-f-ym, n'-\-\in'\ car melni' sont moindres que 7 et i{m — m') ne peut être entier, quand m et m' diffèrent. Cela étant, la partie principale de ^F(^) a, pour ordre, le plus petit des nombres ii-\-jin. D'autre part, le dénominateur <t'(^), égal au produit des différences de la racine considérée avec les autres racines, contient six facteurs de l'ordre 4; il est donc de Tordre^. Comme x a une valeur finie — Sy, le numérateur doit être aussi de l'ordre 'K' et l'on a, pour chaque terme de ^'(^) contenant le facteur A"Z"% la condition
Mais, à cause de l'homogénéité, 611 -\- Zm, qui est le degré de A"^'", doit être, au plus, égal à 22, degré de ^F(^), quand «o? g•^^ ^ sont considérés comme étant des degrés 2,3,3. D'ailleurs, 6/? -f- 3//^ est divisible par 3, donc au plus égal à 21; ainsi
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A ces deux inégalités satisfait d'abord le premier terme /^ ; les autres combinaisons qui y satisfont encore sont les suivantes A^*^, A-/^, A'^ ^. Mais leur degré commun est 21 et elles ne peuvent être complétées par un facteur entier en g^ et ^'3. Seul donc, le premier terme subsiste, et l'on a
On a, suivant (09),
<ïi ( ^ ) = 7 /8 ^-- (r* ^'3 /" — 70 A/6 - - 63 A-^ / ' — 1 4 A3 /2 _ _^', _
Faisant l'opération D (t. 1, p, 3oo), en considérant, dans D4>, t comme une constante, on a, pour chaque racine t^
ïl en résulte C[ue la formule ( ()3) peut s'écrire ainsi
elle est analogue à la formule (11), trouvée déjà dans la division par 5 et nous en verrons plus loin la généralisation. On peut, comme on l'a fait dans le Chapitre précédent, retrouver, par cette formule, l'expression (60) du discriminant de l'équalion en t.
Nous allons appliquer cette formule au cas où g., est infiniment petil.
Quand g2 est nul, nous avons trouvé (en supposant ^'.-j >>(>)
(G5) x^—x■^,---OJ Xi — a'^x, x-^— t-Xq, X!,= y.'^XQ, Xq=7.x,
a étant une racine cubique de l'unité; x et x^ sont donnés par les formules (26). Nous en avons déduit (3o, 32)
^2-r4(9-+-^V^").^3, ^3 = fi (9-^3)^3,
f^t,^ /6^|(3-f- v/^O^a, /o==^3=^ = |(3 — /iI7)^3.
Nous avons observé déjà (p. 76) que les différences mutuelles de ^, ^1, ^c ou /(), ^3, tf, sont du premier ordre en ^05 quand ^25 au lieu d'être nul, est infmiment petit. La formule (64) va donner
facilement ces différences. Soit, en supposant l'indice |jl égal à o,3 ou 4, __ . _
Se rappelant qu'on a D = i 2 i^-g [- :; ^''i - — ? on en déduit.
quand g2 est infiniment petit.
puis, suivant la relation (6.4)
L'inconnue ). est déterminée par là. Il suffira d'écrire le résultat sous la forme
pour que celte dernière formule s'applique aux six quantités <ç', /',, /,., t\^ ^'3, t'.^, que nous affectons d'accents pour les distinguer des quantités correspondantes où g^ est supposé nul. 11 est entendu d'ailleurs que les t et x doivent être affectés d'un seul et même indice.
Cette formule ne s'applique point à t'., et /'„ , dont on peut aussi trouver, par la même méthode, les seconds termes. D'après l'équation (09) en /, il est visible que /!, — t.2 et t'^ — t^ sont du troisième ordre en ^o, et l'on trouve
t' zr-. t
L 18^-1 1,3 7 gi)\
Cas où g-i est nul.
Il est tout particulièrement intéressant d'examiner les relations précédentes enlre les racines dans le cas où l'invariant g^ est nul.
Pour faire disparaître les dénominateurs dans l'équation résolvante (t5), nous prendrons alors g-i=^ 4- !^i l'on pose
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la résolvante s'abaisse au quatrième degré et s'écrit ainsi :
Le théorème d'homogénéité (t. I, p. 82), pour le cas ^3=0, donne
p(iu) — — pu, p'{iu) ~ ip'u.
Si Ton y joint la propriété consistant en ce que deux périodes ont un rapport égal à i (t. I, p. 64), on sait d'avance que, a et y/cpa étant les valeurs de p et de p' pour une partie aliquote de période, il en est autant pour — a et i\ioa. C'est aussi ce qu'on retrouve par les formules (16) : «3 étant nul, le changement de ^ en — x entraîne celui de .3 en — ^, sans altération pour y.
Dans les formules du paragraphe précédent, qui servent à déduire six racines de deux d'entre elles, nous allons supposer les deux racines initiales x et ^0 égales et de signes opposés, répondant ainsi à une seule racine \ de l'équation {fi^\ Nous supposerons, en outre, \Jx^^=^ — i\lx^ ce qui donne
a -I- «Q = o, 6 -r- èo — o, c -f- Co = o,
Par les égalités (36, 38), on a
( ia\/oai^=^ — [a -h «i-f- i(a — ai)]v/^a,
avec les analogues, obtenues par permutation des lettres.
Les égalités suivantes (39) proviennent d'un changement de signe sur ^x\ mais, \/xq devant rester inaltéré, il faut ici changer i en — ?, pour respecter l'hypothèse ^Xq -- — i\Jx»
On a donc
ia\/oa^= {a -r- a^ — i{a — af,)\\/^a = — t{a~r- a^-^ i{a — ai)]y/ç«,
Les formules (4<^0 donnent
— (a -H b)\oa^i= {a -r- a=,) \J o b -\- {b — a=i)i^oa.
(68) l ' fi\ a^b
Les suivantes, après une permutation circulaire de toutes les lettres, donnent aussi
a — b -{-bi= -{ "-^ r-^— ^ — (b — a -i- a^), b^^ — a^,
— (rt -h b)\'ob>, = {a^— b)sj fo a -^ { a -^ ai)i^ ob ^ (69) «2 -+-^3=0, \/ob-i= i^oa-i^
à quoi il faut ajouter les relations analogues que fournit la permutation circulaire remplaçant «, 6, c par b, c, a ou c, a, Z^.
Les formules (4^) et (4^^) dérivent des précédentes, (4o) et (4i) par le changement du signe de \x, lequel doit ici être accompagné du changement de i en — ;, comme on l'a dit précédemment; on a donc, semblahlement,
avec les relations qui en découlent par la permutation circulaire. Nous connaissons maintenant la correspondance des huit racines X avec les quatre racines ^, savoir :
D'après l'égalité (67) et ses analogues, on a
i l^a ob o
C'est une fonction symétrique en a, ^, c, une fonction rationnelle de x^ par conséquent. C'est, de plus, une fonction impaire, puisqu'on a ici
— Xq =
n, h r o \ fTT
et substituant les expressions de y et de xz^ que donnent les égalités (16). Mais nous suivrons une autre voie, en retenant cette conséquence que, en élevant au carré, on a
f\ désignant une fonction rationnelle. Cette égalité traduit une substitution qui conduit de la racine ^ à la racine ^<.
Les mêmes circonstances se présentent dans les formules (6'8). En développant le carré de y/cp6 — iycpa et utilisant les équations (35), on obtient une fonction rationnelle. Par l'addition de trois égalités semblables, nous aurons X2 en fonction rationnelle de X, jK, ^, «, h, c, et cette fonction sera symétrique en a, Z>, c. Elle est donc, finalement, rationnelle en .27 ; de plus, elle est impaire et l'on en conclura
/o désignant une nouvelle fonction rationnelle. C'est une seconde substitution, conduisant de la racine ^ à la racine ^o- Cette substitution est imaginaire. Il est clair enfin que la substitution conjuguée conduit de ^ à ^3,
Ml)-
Pour se rendre compte de l'effet de ces substitutions, appliquées aux autres racines, il suffît de considérer les arguments elliptiques qui correspondent à ces racines.
boient — ■ et — les arguments cjui correspondent a x et .Tq. Ces deux arguments, ici équivalents, correspondent à ^. En même
, 1 ^ ^.to'-^ 9. W 9to'-hT9tO ,
temps, Jes deux arguments et — correspondent
ai,.
OT 9. Oj'-!- 4 W n 1 r
n peut prendre pour 1 argument de X2 et, par couse-
quent, de Ço- La seconde forme, équivalente ici, n'est point j argument de «3 , mais bien, suivant l'égalité (69),
? argument de 6^3 .
Semblablement, on peut prendre pour argument de ^3.
C'est l'argument de «4. Suivant l'analogue de l'égalité (70), on a
et la seconde forme de l'argument de ^3 est ^
On retrouve ces mêmes résultats en supposant to'= iiù. On a, de la sorte, les égalités
. 2 tO
1 2 to
4co
4ow
qui mettent en relief l'équivalence des deux arguments attribués, ad libitum, à chacune des racines Ç, ^,, H2, ^3.
Al 2(0 2W' ., , , , , .
Avec les arguments — et — attribues a a et Œq^ les substitu-
tions ci-dessus donnent les résultats suivants :
/ i(;) = ;i5 tl argument ^- + --•,
Avec les arguments et , attribues a a^ et a^.
elles donneront, de même,
fi ti) d arirument : :=2-
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c'est l'argument de ^o- Ainsi,
De même, on a
/a (il) cl argument ^2 =3 , /2(^i)=bj
/3(çi) » h 4 =5 , /3(^l)=:i2J
C 1111 . 1 ^2 0)'-^4w.4w'-+-I2lO)
bemblablement encore, avec les are^uments — ^— et ^^
r? r 1 2to'-f- 80) ^ 8o)'-h 4ow 1 . ^fJ^ .
lintin, les arguments et remplaçant — et
, on trouve
/i(i3) d argument h 3^ — 2 , /j(^3) = ^2,
reiï]
iplaçant
et ~-, on a
fiiU)
d'argument
AiU)
Âih)
4oo)
4oo)
y^(^3) » H^^_^^^^ . — ^__ — , MU) = i
/..v, 8a)'-^4oo) 2 0)' -+-80) 2 0)'-i-20) /-/j-N >•
/3(b; » ■ — ^ + 4 = — - — ' MU) = lv
Pour achever l'étude de ces subslitutions, on doit encore examiner le résultat de leur succession; il est exprimé par les relations symboliques
/i/i — I • 72/2 =/i j 73/3 — fu
/1/2 ~ /2/1 ^ f3, /1/3 —fsfi — /2, 72/3 — fzfl = ï)
c'est-à-dire
On voit, par là, que le groupe complet ne contient pas d'autre substitution.
Il suffit de jeter un coup d'œil sur les résultats précédents pour reconnaître que la quantité suivante
ne change point si l'on y remplace ^ par ^i, ç^ ou Ç3. C'est une fonction rationnelle de ^, racine de l'équation (66)] elle n'a qu'une valeur : c'est donc un nombre commensurable. Nous allons le trouver.
Pour une équation quelconque, du quatrième degré,
soient
On en conclut
Z2==2ï2_2E^„,^„-;-4Y = a2-4PH-4Y.
D'autre part, on a
OU, en d'autres termes,
(^^i"bb)Z = 2Y-aY.
En élevant au carré, on en déduit
Z2(Y2_48) = (2v-aY)2, puis, en éliminant Z^,
(73) (|aY-Y)2=(Y2_48)(Y + ia^-P).
Cette équation en Y n'est autre que la résultante do l'équation en ^, d'après la méthode de Ferrari. Ayant Y, on en déduit
Z=dz^/a2_4^-^4Y, et Ton décompose l'équation du quatrième degré en deux équa-
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lions du second degré, comprises, toutes deux, sous la forme ambiguë
(74) ^2+i(adzZ)^-l-lY±I(laY-Y) = o.
L'une des équations a les racines ^ et ?, : c'est celle qui correspond au signe moins, pris devant Z; l'autre a les racines ^2 et ^3.
Dans le cas actuel où il s'agit de l'équation [GC^)) en ^, la transformée (78) est la suivante :
Nous savons qu'elle a une racine commensurable; cette racine est donc entière et nous la trouverons aisément.
En posant ¥ = —2.7 Y', on aperçoit immédiatement que Y' doit être entier et positif. Le résultat de la substitution
montre que Y' est impair, en sorte que 7 Y'- +3'' est divisible par 8. Le second membre est donc divisible par 82 et Y' est de la forme ^n -\- \. En posant Y^ = 4 '^ + i ? O"^ obtient
(1.4^2-4- 7^ H- II) (65 — /l) =^ (21 71 -4- Il)2,
ce qui exige
65 — 71 E^ II (mod7), /i = — 2 (mod7).
En même temps, n doit être diviseur du dernier coefficient 1 1 (65 — 1 1) -— 2.3=^.1 1 . A ces conditions satisfont seulement les nombres 12, 33, 54, dont le second est effectivement, et seul, racine de l'équation. Voici donc la racine cherchée
Y = — 2.72.19, et l'on vérifie sans peine que l'équation (75) se décompose ainsi :
On a ensuite
et les deux équations du second degré (-4) deviennent
(77) ^2.._ 2(2114= 8 v/7)^ — 72.19 li= 25.1 1/7 r=o.
Nous les résoudrons plus loin. Il suffit, pour le moment, de savoir que l'une de ces équations, celle qui correspond au signe inférieur, a ses racines, ^ et Çi , réelles et de signes opposés, tandis que l'autre a ses racines imaginaires, Ço et ^3.
Distinction des diverses racines entre elles, dans le cas ^3 = 0.
Prenons, pour aco et 203', la période réelle et la période purement imaginaire. Nous avons, en ce cas,
X est réel et positif : c'est la racine carrée positive de la quantité positive \. Les trois quantités cpa, cp6, oc sont positives et, d'après l'égalité (72), ~ est réel et négatif. Soit \^ la seconde racine réelle : elle est négative ; on aura
X^= — Xx^ y/çi = i sj— ^1
y/ — çi étant prise positivement.
Pour les autres racines, les formules sont plus compliquées, et nous allons d'abord transformer l'expression de ^2. Additionnons, entre eux, les deux arguments |-(to^+ w) et |((o' — 03) : pour le premier, les fonctions p et p' ont les valeurs h^ et sjob^ ; pour le second, — c^ et i\j^Cy. La somme est égale à
c'est, au signe près, l'argument de «o. On a donc (79) èi-ci-+-a2= lN^f^^~WV^i\\
4\ èi-4-Ci
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Les relatioQs (6^) donnent
(80) a, = --(^a--j, v'î^.^^-l^^+^JV'"-^'
en sorte que sjoa^ et les analogues \''^b^ , y'f <^i sont les produits de quantités réelles par la même quantité imaginaire i + i, dont le carré est 2?. Dans le second membre (79), développé ainsi
c'est donc le premier terme qui est purement imaginaire, tandis que le second est réel. Au contraire, dans le second membre (68) développé
i ob — oa i /cp b sjoa 1 [a — Sf ~~ ï (a-^b'f '
c'est le premier terme qui est réel. D'autre part, b — a est réel et bi — Ci purement imaginaire, en sorte qu'on a
i obi— oci , i \/ob\/oa
10b — oa _ i \/^bi\/oCi
avec les relations analogues, déduites de celles-là par la permutation circulaire. On peut donc conclure
I çp6 — 9 a , 1 ç^i — ^ci
«2 = a b -h 7 ' f— -h Cl — 61 -I- 7 7-7 '—r^
4 {a-f-by 4 (6i-^-ci)2
ou, en mettant 4<^(«" — i), au lieu de oa,
(a— b)(ab -^i) (ci — èj) ( Ci^i^ i) On a ainsi
""'- {a^by {c,-^biY
(a — b)(ab-^i) (b~c){bc-^\) (c — a)(ca^ i)
.y _ (<7,i— 6i)(ai6i-f-i) (bi — Ci)(biCi-^-i) (ci— ai)(ciai + i) ^
Pour le numérateur de U,
on trouve aisément l'expression
— (a -^6) (6 — c)(c — a) (S «2 62— 3 a^>cE a -1-3 2 «è+ S ^2),
montrant que U est une quantité positive, suivant les inégalités (78). Mais, à l'égard de V, il faut j regarder plus attentivement. Transformons d'abord U; posons
(_a_^ bY(b-^cy(c-^ay _ {a~b){b~c){c~^~â)' ~ et concluons
PU ^y^-'\'Xz + x^'-\-y.
Chassons z d'après la relation (m), puis j- par la relation (i3) et enfin jK par la première égalité (16) ; nous obtenons ainsi
12(7372— 5) PU = 5;r6-M5i^* — •i5^2_a_ij^
En mettant a,, b^, c^ au lieu de a, b^ c; ?, au lieu de x'^^ nous aurons donc
(81) "i2(5-7^,)PiVj--5?? + i5i^f-25^i-l-ii7.
La quantité — ^j, dont nous aurons tout à l'heure l'expression explicite, est comprise en 18 et 19. Le second membre (81) change de signe une seule fois quand — i< va de zéro à l'infini positif; il est encore positif pour — ^, = 20. Il est donc ici positif. D'autre part, d'après la relation (80), on a
( «1 — bi)(bi — Ci)(ci — ai) i ( i \ / i
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Suivant les égalités ( 7 i ) , ^o a sa partie imaginaire positive, 2 i IJ V: \J^2 ^st celle des deux racines carrées où la partie imaginaire est positive aussi. Enfin y/^3 est la quantité conjuguée de y/52-
Formules relatives au cas ^3=0.
Résolvons l'équation du second degré (--), en observant que Ton a
Il en résulte
et cette formule, si Ton y change le signe dey/^ et de V ^y/j, fournit les quatre quantités ^. La séparant en quatre formules distinctes, avec Tacception arithmétique prise pour chaque radical, on aura, conformément à la définition précise des quatre racines,
On a vu plus liaii t que les x de divers indices s'expriment rationnellement en fonctioQ de l'une de ces quantités. Il en résulte que
les divers produits y/55< , ^^^^27 ••• s'expriment rationnellement en 5 et, par conséquent, contiennent seulement les irrationnelles
y/7 et V2V 7- ^^Gst ce que nous allons retrouver aisément. On a d'abord
De là, conformément à l'équation (-7)età nos conventions sur les acceptions de y/'^^i , y/i2, s/çs,
/^,^ = -(i9-^7v/7)v/'-n/7, ^^^^ i/^Tb=Ki9-7v/7)vW7,
V^^lb^3= 9/:
Cette dernière égalité est d'accord avec le dernier terme de l'équation (66)^ comme il convient.
En prenant les racines imaginaires Y de l'équation (76), on a
comme les formules (83) permettent de le vérifier. Des formules ci-dessus, on conclut
^^2+^i^3-+-2v/^^ibb--i4-^42v/7J' = (7-^3V7>. ^.^2+ ii^3- 2/(1717^== -14+ 6v/7^'=V7(/7-^0^
puis, en extrayant les racines carrées,
( v/çb-+-/çi^3=7-^3tV7^
( M2 - /fTb = '-^ Wî + 0 V 2 \/7.
Voici comment sont ici fixés les signes dans l'extraction des racines carrées des seconds membres. D'après les égalités (71) et (82), on a
U et V étant positifs et, en outre, Y ^ U, puisque U- — V^, partie réelle de ^o, est une quantité négative, 21 — ^s/j- D'ailleurs \/^ est positive et y/?, = iy — ^,, avec y — ii> o. Il s'ensuit d'abord qu'au premier membre de la première formule (85), les parties réelles et imaginaires sont toutes deux positives. D'autre part, on a
= Uv/^'-Vv/=^;+.-(V\/ç'-u/-lT).
Or, en même temps que V >> U, on a aussi y^ >> y/ — Si ; la partie imaginaire est donc positive, et c'est ce qui règle le signe dans la seconde égalité (85).
En prenant, de pari et d'autre, les quantités conjuguées, on doit
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échanger y/i2 avec y/^3 et changer aussi le signe de y/çVj ce qui donne
Au - Ai U = --' Wî - i) v/'^^ /?•
Autre cas particulier.
Le cas ^'3= o, que l'on vient d'étudier, présente cette particularité que les racines x y sont, deux à deux, égales et de signes opposés. Cette même particularité, mais pour une seule paire de racines, a encore lieu si l'équation (i5) a une racine commune avec cette autre équation
comme on le voit immédiatement sur la forme (i4)- Résolvant cette dernière équation, on a, en faisant ^"2^^ 4?
On a, pour cette valeur de ^-,
-^-t^-ïr^îi' = H-=7^;— n;=7i^"=n; v/7
Il en résulte, d'aprè^ Téquation (i4)> (87)
En nous bornant au cas des invariants réels, nous devrons supposer g-2. positif, sans quoi, d'après cette dernière égalité, gj, serait imaginaire. Ainsi, g^ étant positif, nous avons ici des valeurs de ^3, telles que, pour chacune d'elles, il existe deux racines x^
égales et de signes opposés ; elles sont purement imaginaires
D'après l'égalité (8^ ), on a
et A est positif ou négatif, suivant que l'on prend le signe supérieur ou le signe inférieur devant le dernier terme.
Les deux Tableaux ci-après font connaître, pour tous les cas où les invariants sont réels, les signes des parties réelles et des parties imaginaires des racines Xm- On suppose choisies, pour 2 o) et 2co', la période réelle et la période purement imaginaire : la racine x^ toujours réelle et positive, et la racine Xq, toujours réelle et négative, sont omises. On désigne par ^'j, g"^ et g'I les valeurs particulières de g^ signalées précédemment (p. 53 et 98), savoir
_ o-, , 7^5 , /\ ^ 9.. 32. II
La première g'.^ est comprise entre les deux autres : elle est moindre que ^3'; car on a vu qu'elle fournit un discriminant positif, tandis que g'I donne un discriminant négatif. Elle est plus grande que ^'3, comme on le voit immédiatement aussî par la comparaison des valeurs du discriminant, donnant lieu à l'inégalité
- Ij-
Cette inégalité se vérifie le plus facilement, si l'on j remplace \j^j par la réduite ~, approchée par excès.
On suppose g.^ constant; ^'3 varie de — co à -f- o). Dans le premier Tableau g^ est négatif; le discriminant est donc toujours né-
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alif. Dans le second Tableau, le discriminant est positif quand g^
\/ (^) ' ^^ est négatif en dehors de ces
varie de
fVa
limites. Voici le premier Tableau, où l'on a juxtaposé les racines imaginaires conjuguées ^r, et œ^, x-^ et^/,, Xo et x^ :
On voit, sur ce Tableau, deux signes pour chaque cas" : le premier signe est celui de la partie réelle, le second celui de la partie imaginaire. Ainsi, la première indication g^=: -\-ao , Xx=^ — exprime 'que x^ , pour g-^ = -j- oc, a la forme — a — /^ où a et [3 sont positifs; ^2=^ o exprime C{ue ^2 est égal à zéro. On a mentionné, outre les valeurs extrêmes g^ =: ± 00, la seule valeur intermédiaire g^=^ o, pour laquelle les parties réelles de x^ et de Xq s'évanouissent en changeant de signe. Pour aucune autre valeur de g2, il n'y a changement de signe dans la partie réelle ou la partie imaginaire d'une racine. Ces changements, on l'a vu précédemment, se produisent seulement pour les valeurs de g^ incompatibles avec l'hypothèse g2<. o. Nous allons trouver ces valeurs particulières dans le second Tableau que voici :
HO
gi
gs
-gs
-vm
Examinons d'abord la partie supérieure de ce Tableau, celle qui est relative aux valeurs de ^3 comprises entre i/ (Ç) et 4- co,
et pour lesquelles le discriminant est négatif. Les valeurs extrêmes, pour g^ ==: -j- 00, sont les mêmes que dans le Tableau précédent, et conformes à ce qui a été dit (p. oc)). Les valeurs des racines, pour
^'•3 = 1 /(y) ' ^^^ c^s ^^ discriminant négatif, ont été étudiées
(p. 72) : les parties imaginaires sont nulles; mais, en les considérant comme infiniment petites, on a relaté leurs signes par la notation -f- o ou — o, indiquant un infiniment petit, positif ou négatif. Entre ces valeurs extrêmes de ^'3, nous avons trouvé la valeur intermédiaire g'I, pour laquelle deux racines conjuguées sont purement imaginaires (p. 94), sans savoir toutefois quelles étaient ces racines. Mais, aux extrémités, ^3 et ^4 sont les seules
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racines où les parties réelles aient changé de signe. Ce sont ^3 et ^4 les racines dont il s'agit.
Nous dirons plus loin pour quelle raison les indications relatives à chaque racine sont portées, dans la suite du Tableau, à des colonnes différentes.
La partie inférieure du Tableau correspond aux valeurs de ^3
comprises entre — i/ 1%^) et — c/d. On l'obtient au moyen de la
partie supérieure, parle changement du signe de ^3, et en outre
( remplaçant Xi,
I par — ccq,
La partie moyenne du Tableau correspond aux discriminants positifs. Les résultats relatifs aux valeurs extrêmes, ainsi qu'à ^3=0, ont été trouvés précédemment. Pour g^ = g\^^ deux racines conjuguées deviennent égales entre elles et leurs parties imaginaires changent de signe : la considération des signes des
Xi,
parties imagmaires, pour g.^=^i/ f^l et pour ^'3
que ce changement de signe concerne œ.^ et ^3. C'est de la même manière que Fou trouve les racines devenant purement imaginaires
pour ^3 = ^'3. Entre^'3=o et ^3— — é//Çj , les résultats se
déduisent de ces derniers par les changements (A).
11 n'y a aucune continuité entre les fonctions elliptiques quand le discriminant change de signe. Mais les quantités Xm, fonctions algébriques de ^^3, sont continues. C'est leur continuité qui est figurée dans le Tableau par la disposition des colonnes verticales. D'après les égalités (56) et (5^), donnant, toutes deux, l'expression approchée de chaque racine pour ^3 = I / (0-^) > et relatives,
la seconde^ aux valeurs supérieures, la première aux valeurs inférieures de ^'3, on voit que la même racine dénommée x,n dans la partie supérieure du Tableau doit être dénommée œ.uu dans la partie moyenne, l'indice ^jn étant d'ailleurs pris aux multiples près de j. Pour connaître ensuite les indices relatifs à la partie inférieure du Tableau, il faut faire d'abord la substitution (A), puis
diviser chaque indice par 4? et faire, de nouveau, la substitution (A). Par ces opérations, l'indice m de la partie supérieure, devenu 6^in dans la partie moyenne, est changé successivement en
— - — 5 7. — ■) i6/?i. Ce dernier nombre, qui se réduit à 2/71
4 fn ibm ' ^
(mod n), est égal à l'indice demandé. Ainsi, par exemple, une
même racine de l'équation (i5), quand ^3 varie de + od à — 00,
est successivement dénommée ^i, ^4 et ^o*
Généralités sur la division des périodes par un nombre premier.
Nous allons passer en revue quelques-unes des propriétés, reconnues précédemment dans la division des périodes par 5 et par ^, et qui peuvent être étendues à la division par un nombre premier quelconque. Soit n ce nombre premier. Les n^^^^^ parties de périodes, c'est-à-dire les arguments dont le produit par n fait une période, étant pris pour arguments de la fonction p, font acquérir à cette fonction des valeurs en nombre ~(n- — 1). Ces valeurs de p peuvent aussi être définies comme étant les racines d'une équation algébrique <]^«=o (t. I, p. 99); mais l'analyse employée ici les fait trouver d'une autre manière. Soit a l'une
d'elles, répondant à l'argument — ? 2co étant une période quelconque. Aux multiples de cet argument répondent d'autres valeurs de j3, analogues, que nous désignons par b, c, d^ ..., comme nous l'avons fait au début de ce Chapitre. Entre <7, b^ c, d^ ... nous avons vu comment on peut former des équations algébriques. Ces équations, dans leur ensemble, sont entièrement symétriques relativement à a, 6, c, t/, . . . , et c'est là une propriété essentielle, qui n'aurait point lieu si n n'était point un nombre premier. Multipliant, en effet, une /^i'^™*^ partie de période par les nombres i, 2, 3, ... (/? — i), on obtient, quand n est premier, de nouveaux arguments qui sont, eux-mêmes, des /i^^'"^^ parties de périodes et dont les différences, deux à deux, ne peuvent être des périodes : en prenant donc, pour lettre initiale, Z>, c, . . . au lieu de a, on retrouve, dans un autre ordre, toutes ces mêmes quantités. Au contraire, quand n n'est pas premier, il existe, dans la suite i , 2, 3, . . . ,
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(/i — i), des nombres qui ne sont pas premiers avec ii : en multipliant, par un tel nombre, le premier argument, on n'obtient pas, à proprement parler, une /i'^'»*^ partie de période, mais un argument — 7 jn étant un diviseur de n. La quantité b^ qui répond à
cet argument, ne peut évidemment remplacer a dans l'analyse qu'on vient de rappeler et les équations, dans leur ensemble, présentent une dissymétrie. Nous n'avons pas à insister sur ce point, pour le m-oment; nous voulons supposer, pour /z, un nombre premier. La symétrie des équations conduit à prendre, pour inconnues, des fonctions symétriques de a, 6, c, c/, ... ; ce seront les coefficients x, x' ^ x' , ... de l'équation
( 88 ) a^— xay-'^ -\~ x' a^-2 — x" a'^-^ . . . = o,
admettant a, b, c^ d, ... pour racines. Son degré v est égal à
!;(n — i); car les arguments et ■ donnent une seule
et même valeur à la fonction p. Dans la division par 5 et par j, nous avons mis x^ y, z au lieu de x, x\ x" .
On pourra choisir, pour inconnue, le premier coefficient x. II sera fourni par une équation algébrique, et les autres coeflicienls x\ x" ^ . . . s'exprimeront en fonction rationnelle de x. Le degré de l'équation résolvante en x est égal au nombre des groupes analogues à a, 6, c, cl, . . . . Deux groupes ne peuvent avoir aucun terme commun ; chacun comprend ^ (n — i) termes et l'ensemble en contient j ( /i- — i). Le nombre des groupes est donc /z -}- i ; tel est le degré de la résolvante en x, et nous avons trouvé efiectivement les degrés 6 et 8 dans les cas /i = 5 et /z = 7.
La résolvante en ^ a pour coefficients des polynômes entiers en «2 et g^ c[uand le premier coefficient est réduit à l'unité; c'est ce que, dans un langage abrégé, on exprime en disant que x est une fonction algébrique entière. En effet, d'après la forme de l'équation ^,^ = o, toutes les quantités a, b^ c, . . . sont des fonctions algébriques entières; il en est donc autant de la somme de quelques-unes d'entre elles. La même propriété a lieu pour x', x", .... C'est ce qu'on voit aussi par la considération du cas où le discriminant est évanouissant, seul cas où l'on pourrait craindre
que ^pût devenir infini. La série à double indice (t. T, p. 366)
pii= ^ > I
U- .Âd\^{U — W )'^
donne, pour ce cas, un renseignement immédiat. Supposons, en effet, infinie une période 2w', tandis qu'une autre, 2(o, reste finie. Alors (V, qui est une période quelconque 2^03 + 2m' co', est infinie, sauf quand on prend m' = o. De même, si Ton suppose
U est infini sauf si Ton aA'=^ o. Il suit de là, en premier lieu, que les diverses quantités j3 sont représentées chacune par une
,••11 r ' 1 > 2 A to , 1 ,
série simple, la précédente ou a = •> et ou sv prend toutes les
valeurs '>.in^. iin second lieu, toutes les quantités p
où Jy n'est pas nul, se réduisent à l'unique série simple — ^ —^ où w prend les valeurs iniiù.
Ainsi, quand le discriminant s'évanouit, toutes les quantités a^ ^,... restent finies; en outre, dans tous les groupes, sauf un seul, elles prennent une seule et même valeur. Outre que nous reconnaissons, de la sorte, la nature entière des coefficients de la résolvante, nous voyons encore que, le discriniinant s^ évanouissant, la résolvante a une racine multiple d^ ordre n. Voici le moyen le
plus simple de connaître cette racine. La série — \ — ,valeur
commune de toutes les quantités a, un seul groupe excepté, ne dépend point de n. Considérons donc le cas n =z 2. Le discriminant s'évanouissant, deux racines e^ deviennent égales entre elles ; leur valeur commune est celle de la série. En supposant, comme précédemment (46)î
£ étant évanouissant, on a, pour la racine double du polynôme 45^ — g^s — ^-3, la valeur — y. C'est donc ~r, {n — i)Yà quoi se réduit la racine multiple. Comme d'ailleurs, vu l'homogénéité, la somme des racines ^est nulle, on a immédiatement la racine simple :
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le discriminant s' évanouissant, la résolvante en x se réduit à (89) [^-l/i(Ai — i)Y][^-f-i(;i-i)Y]«=o.
A cause de riiomogénélté et de la forme entière des coefficients, on connaît, par cette voie, les premiers termes de l'équation en x^ à savoir ceux où le degré n'atteint pas 6. Il suffît, pour les obtenir, de faire, dans le développement du premier membre (89), les substitutions-
à quoi l'on doit joindre encore celle-ci
Quant aux autres termes, il v subsiste des parties encore inconnues. On aura à faire, par exemple, les substitutions
ar, p, . . . étant des coefficients numériques, que cette analyse ne peut donner.
Soit maintenantàtrouver, pour un discriminant infiniment petit, la partie principale de
'.>. k to -I- 2 k' w'
Employons, à cet effet, le développement de pu en série trigonométrique (t. I, p. 426) en y prenant
KL0 -+- 1K M
Si k' est supérieur à i(n — i), mais inférieur à /2, condition nécessaire à l'existence du développement employé, c'est le premier terme de la série qui fournit la partie principale. Au surplus, on a
/ , ik(M> -h 9.k' to' \ / a A w -f- 2 k' to' \ K'" n )=P[ n )'
et le second cas peut être ramené au premier. Se souvenant que 7]oj se développe suivant les puissances, à exposants entiers, de ^'-, en cette sorte
(90) r,w= — (i—-2.iq'-^...),
on conclut
^ n — -(ro)(-r. -^" ^"-
Le premier terme conduit, comme il convient, à la valeur limite — y, comme il apparaît déjà par l'expression asymptotique trouvée dès le début du tome I (p. 27)
/ 2 co \ 2 ^ 2 ^'•o _ r D'autre part, la partie principale de A est
que l'on doit comparer à l'expression (/j;)
11 en résulte
V hY = -i2Y
fr ô "1" -1^
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SOUS la réserve que le nombre positif k' ne dépasse pas T,{n — r).
De même que, dans les cas ^=5 ou /^= ^, on peut toujours
distinguer, dans chaque groupe «, ^, c, ..., une fonction p
portant sur un argument de la lorme — ? et le nombre \l
caractérise le groupe. Les arguments, dans ce groupe, ont ainsi
la lorme — ^ — ^ /' prenant les valeurs i, i. .... ^{ii—\).
Pour le premier d'entre eux, // est égal à l'unité et /{• = jj.. Si l'on pose donc
ao=-
(l2Yf
on a
mani
fe-
àtement
oc^
-Oï
Quant à la racine x^ qui correspond aux multiples de — •> elle
donne lieu à un calcul un peu différent. En supposant z^= >
on a, par la même série trigonométrique (t. I, p. 426), limitée au premier terme
P = " / r -^ • / 25^2 cos
\ 4 sin2 —
En prenant A = i , 2, . . . , T;(/i — 1), faisant la somme et remplaçant Ti(jL) par l'expression (90), on obtient
où s désigne la somme
s-ii:
Tkr^
qu'il n'est pas besoin de clierclier, puisque nous connaissons déjà
(— \ 2 — ) et de X. On a donc
Employant maintenant la série suivant laquelle se développe ^0(1. I, p. 44^^)7 la limitant au terme en q- et mettant lay^ au
lieu de g.^-i oïi a
On en conclut
par conséquent
X —\n{n~\)-[ — 1 2 Al ( 5 /i — 6 ) Y <7 ^ Enfin, suivant la relation (91),
■ C'est effectivement ce qu'on a trouvé tout autrement (49) pour le cas nr=z^j.
Les deux relations (93), (94) fournissent, entre les coefficients de la résolvante en x^ deux conditions. Sans y insister, nous remarquerons qu'elles suffiraient, par conséquent, à compléter, dans le cas n •==. 7, cette résolvante dont deux termes seulement ne sont pas, à l'avance, déterminés au moyen de la forme symbolique (89).
Revenons à l'égalité (93) pour en conclure une propriété du discriminant de la résolvante en x^ ainsi que nous l'avons fait, au cas n = 7 (p. ^3). Nous avons n racines dont les différences mutuelles sont infiniment petites, du même ordre que ao. Le carré du produit de ces différences donne le facteur ao avec l'exposant n(^n — t), c'est-à-dire, suivant (92), £ avec l'exposant n — i. Le discriminant contient donc le facteur A"~^.
On peut aller plus loin en cherchant la partie principale de ce discriminant. Par le même raisonnement que plus haut (p. ^3), on
voit que cette partie principale est un carré, sauf un facteur nu-
mérique, ( — 1)^ /z", discriminant de l'équation binôme du
Le discriminant de la résolvante contient d'autres facteurs : son degré doit être, en effet, n{^n-\-\), d'après l'homogénéité; tandis
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que A'^-^ est seulement du degré 6(/î — i). Le facteur qui subsiste est donc du degré n(n ^ ]) — 6(n — i) =- (ji — 2)(/i — 3). C'est un polynôme entier en g.2 et g^, que l'on peut décomposer ainsi
Supposons infiniment petit un de ces facteurs, que nous désignerons par p.
Soit X la valeur limite, commune à plusieurs racines x, au nombre de m, quand ^ s'évanouit. Prenons une de ces racines x et envisageons le développement àe x — X suivant les puissances ascendantes de (3. Ce développement, comme on sait par une théorie classique, peut contenir des puissances, à exposants fractionuaires, de p.
Soit m le plus petit commun dénominateur des exposants et soit posé [^ = ^'"K Le développement de ^ — X contient seulement des puissances de p', à exposants entiers ; pour chaque valeur de (3, il y a m valeurs de [3' et autant de valeurs correspondantes de ^ — X : il y a donc m racines x représentées par le même développement.
En même temps, les autres fonctions symétriques x'^ x" ^ ..., qui s'expriment rationnellement par g\^ g^ et x^ se développent aussi suivant les puissances ascendantes de |3', à exposants entiers et chacune d'elles présente m valeurs qui sont égales entre elles quand [3 s'évanouit. Parmi les n + i équations (88), il en est donc m qui coïncident entre elles pour ^ — i- o.
Mais, sauf le cas A = o, les ;7 (/z- — i) valeurs de a, 6, ... sont toutes différentes.
Donc le nombre m est nécessairement égal à l'unité. Ainsi, pour chaque racine multiple X, d'ordre [Ji, on a ij. développements de X — X, distincts entre eux, suivant les puissances ascendantes de p,. à exposants entiers. Dans le produit des carrés des différences des racines x^ [^ apparaît donc avec un exposant pair. De là cette conclusion, où l'on tient compte de ce que A''~* est lui-même un carré, n étant impair : sauf le facteur
le discriminant de la résolvante est le carré d^ un polynôme entier en g., et g-^^ à coefficients commensurahles.
Dans ce dernier polynôme, on peut, a priori, reconnaître les facteurs ^o et «-3.
Soit, en général, un polynôme entier en g.^ et ^'3, présentant riiomogénéité requise, c'est-à-dire homogène et du degrc'î M, quand on afîecte les degrés 2 et 3 à «o et g^. Si ce degré M n'est pas multiple de 6, les facteurs g^ ou g-^ existent comme il suit :
SlSz^
(mod 6)
sh
Si S -à-
Ici l'on a M = ^ (/i — -0('^ — 3) et /i est premier. Voici donc les cas possibles :
Al 5= 5,
1^ (mod 12)5 > (mod G).
n^ii: M
Ainsi, dans les cas suivants.
Î71 — I, 71^5, \ (mod l'i).
le discriminant contient les facteurs
Si^
La racine double qui existe, dans l'un quelconque de ces cas, lorsque g^ ou g^ s'évanouit, est toujours égale à zéro. Soit d'abord ^3 = o. L'équation en x ne contient plus que des termes de degré pair. Si une racine x est multiple, il en est autant de la racine — X. La première, comme on l'a vu pbis haut, apporte à la racine carrée du discriminant un facteur.^Ç, d'exposant entier.
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La seconde apporte le même facteur. Si donc il existe une racine multiple différente de zéro, à cette racine et à son opposée répond un facteur «^j;'' dans la racine carrée du discriminant. Mais ce facteur, s'il existe, rentre dans la forme générale du polynôme en gl et gl, qui, multiplié par ^3, fournit la racine carrée du discriminant pour les deux premiers cas (90). Le facteur supplémentaire g^ ne peut appartenir qu'à une racine multiple et nulle. On peut ajouter cette remarque : dans la résolvante, le dernier terme est de degré pair /? 4- i . Contenant le facteur ^3, il le contient nécessairement au carré. Ainsi, quand n a La forme /\n' -■{- i (ce sont les deux premiers cas ci-dessus), le dernier terme de la résolvante contient le facteur g\^ comme on l'a vu pour /2 =: 5.
Soit, en second lieu, g^ = o. Les exposants de .r, dans les termes qui subsistent de la résolvante, sont en progression arithmétique de raison égale à 3. Ici (premier et troisième cas ci-dessus) n a la forme 6/1^4- i ; le premier exposant est 6/i'-f- 2, le dernier est 2. Il existe donc la racine double ^ 1:= o. On peut ajouter la remarque suivante : les racines x, infiniment petites avec g2^ sont infiniment petites d'ordre entier. Le dernier terme de la résolvante, quand g-, n'est pas nul, contient donc le facteur g2 avec un exposant supérieur à l'unité. Mais le degré de ce terme est 6/r'-t- 2; donc, quand n a la forme 6ji-\-ï, le dernier terme de la résolvante contient le facteur g\, comme on l'a vu pour n =^ ^.
Ces deux remarques, appliquées au cas n ~- i3, par exemple, font connaître le facteur glg\ dans le dernier terme de la résolvante ; ce dernier ternie est ainsi connu complètement, son coefficient numérique étant donné par la forme symbolique (89). Ce dernier terme est ainsi
Nous avons à examiner les relations qui lient, entre elles, les quantités a. b^ c, d^ ..., répondant à une même racine x. Ces relations, dans les cas n = 5 et 71 = 'j, ont été trouvées par le théorème d'addition. Il est clair qu'on peut les trouver aussi par les formules de multiplication, en exprimant que 6, c, <^, . . . , sont les valeurs de la fonction p pour les arguments doubles.
triples, etc. de l'argument correspondant à a. Ainsi, les quantités a, b^ c, r/, ... sont rationnellement exprimables en fonction de l'une quelconque d'entre elles,
A ce sujet, la première question est de savoir comment «, 6, c, <i, ... s'échangent quand on met, à la place de a, une autre de ces quantités, Z?, c, . . ., dans/'< , /o, /;], ....
Désignons par /' une racine primitive du nombre premier n^ c'est-à-dire un entier tel que ses puissances i, /•, /--, ..., /''^"^ soient, à des multiples près de x, égales aux nombres i, 2, . . ., {n — i), dans un certain ordre. On sait, par les éléments de l'Arithmétique, qu'il existe de telles racines primitives. Parmi les puissances de ;% celle qui a l'exposant \[n — i) est égale à l'unité négative — i, quelle que soit la racine primitive r, en sorte que
les puissances i, /', /'-, ..., /"^ reproduisent les nombres i,
a, . . ., ^ (/i — i), aux signes près. Gomme la fonction p est paire, le signe de son argument est indifférent, et l'on peut poser
n " n " /i "ai
Chaque quantité se déduit de la précédente au moyen de la multiplication de l'argument par r et a se déduit aussi de la dernière, /, de la même manière, puisqu'on a
r^ == — I (mod/i), E£H
Tl est donc évident que les échanges entre a, 6, c^ d, . . ., ainsi rangés, se font par voie de permutation circulaire.
Cet ordre de «, h, c. d^ ... n'est pas unique : il change avec /•; mais nous n'examinerons pas comment.
Comme p{ru), par la formule de multiplication, s'exprime en fonction rationnelle de pw, h est une fonction rationnelle de a, c est la même fonction de ^, .... Cette propriété, comme on le sait, permet la résolution de l'équation (88) par radicaux ; chacune des quantités a^ b^ . . . s'exprime explicitement par la somme
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de radicaux d'indice 4(/^ — 0- C'est ce qu'on a vu dans le cas n=^'j. Ainsi, quand une racine x de V équation résolvante est connue, les quantités cor respondantes a, ^, c, ... sont exprimables par radicaux.
Quand on considère seulement a, Z>, c, <i, ..., c'est-à-dire les valeurs de la fonction paire p, les signes des arguments sont indifférents. Il faut, au contraire, les définir, quand on veut envisager les valeurs de p' y avec les quantités y-'f a, \ 'f ^î • • •? suivant la notation des Chapitres précédents,
Pour les nombres premiers n, de la forme n ^ /\n' — i (comme y, II, 19, ...), il convient de prendre les arguments précédents,
en alternant leurs signes; ce sera donc — ? multiplié successivement par
I, — r, r^ —H, ..., et /■2(/i'-i).
De cette manière, on passe de chacun au suivant en le multipliant par — r et, par cette même multiplication, on passe du der-
nier au premier, puisque, on i a deja dit, r^ reproduit — i et
cpie ( — i)^ est ici égal à — i. Soit alors
la formule de multiplication par /•. On en déduit
et, par conséquent,
En prenant semblablement les formules de multiplication par les divers nombres i, 2, ..., \[n — i), on exprimera les quantités
ycpc, \/od, . . . sous forme du produit de ^''fa et de fonctions rationnelles de a. On en déduira
(96) y/oa cp6. . .cp/ = F(a) (v/cp«)'^ =G(a)y/cpa,
et G(a) est une fonction rationnelle, puisque r,(fi — 3) est un nombre pair. Le produit
(97) oa.ob.'^c. . .'^1= X,
symétrique par rapport aux racines de (88), est une fonction rationnelle de œ. En permutant circulairement les lettres, on a, pour le cas n = 4 f^' — 1 ,
(98) G(a)v/ôâr^G(6) v/-J7^... = /X,
OÙ G et IL désignent des fonctions rationnelles.
Pour les nombres premiers /?, de la forme /\n'-\-i^ cette analyse ne peut être employée : quel que soit le choix des arguments, ils ne s'échangent point entre eux par voie de permutation circulaire. Nous allons le montrer.
Désignons par a, [^, ...,). des quantités, toutes égales à ± i, chacune avec un signe déterminé. Les arguments, de quelque manière qu'on les choisisse, seront entre eux comme les nombres i, 2, . . ., r,{n — i), multipliés respectivement par a, p, .... ).. Soient ycprt, V'f^^ ••• P^^s avec les signes qui se rapportent au choix i, 2, . . ., \[n — i). Pour le choix adopté, on devra prendre ay oa, [jy cpZ^, ..., Ây/'j/. Multiplions tous les arguments par un même nombre entier m. Soit /' un des nombres 1,2, . . .^ ^[n — i). Le produit nir^ aux multiples près de /i, est égal, soit à r', soit à n ■ — /', r' désignant un autre nombre de la même suite i, 2, . . .,
|(/i — i). La quantité c, qui se rapporte à l'argument ~ — est remplacée par une autre c\ se rapportant à l'argument-^ ; vycpc
est remplacé par zhvy'cpc', avec le signe plus ou moins, suivant que nir a la forme /-' ou la forme /i — r'. Disons que yy?^ ^'^'' remplacé par y^ y y^cp c'.
S'il y a permutation circulaire pour le choix des arguments adoptés, les formules (98) ont lieu, sauf multiplication des premiers membres par a, [3, . . . , A. Il en résulte que les diverses quantités yiyy'fc' doivent reproduire les diverses quantités y\/'fc, soit telles quelles, soit changées de signe, toutes à la foi6 ; en
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d'autres termes, on a riyrr^sy', la quantité ambiguë s — zh i étant la même pour chacun des nombres r considérés. Il y a ~{n — \) de ces derniers. Le produit des quantités y< est donc
égal a £
Tout ce raisonnement s'applique aux deux cas n =^ /\ n' zt: i \ c'est maintenant que les deux cas se distinguent. On sait, par les éléments de la théorie des nombres, qu'on peut choisir m, de telle sorte que le produit des quantités y^ soit, à volonté, +1 ou — i , C'est H- I, quand 771 est résidu quadratique de 7i; c'est — i, quand
?n est non-résidu. Or, si n a la forme /\n' -\- i, £^ est toujours
égal à H- I . L'hypothèse, en ce cas, est donc impossible et c'est ce qu'on voulait prouver.
Dans les deux cas 77 = 4'^'=^ '? quand on a choisi, pour lui assigner la lettre initiale a, l'une des racines de Féquation (88) et qu'en outre on a pris ad libitum le signe de y/'f ^7 l^s autres quantités b^ c, . . . y 'f ^? V^'f^î * • • sont entièrement déterminées, en l'onction rationnelle de a et de vAp«, par les formules de multiplication. Ce système «, 6, c, .. . , \/^a^ v/'f ^> V'f ^' . . .^ x étant donné, a ainsi ii — i déterminations distinctes, tenant au choix de a et à celui du signe devant \/'z>a.
Dans le cas n = /\ji' — i , si l'on se donne a priori le signe de y/X, on fixe, par là même, le signe de \ 'f «, et le système n'a plus que ^(/i — i) déterminations. Se donner ainsi le signe de y/X, c'est ce qu'on appelle 5 '<2c//*077i<:/7-e l'irrationnelle y/ X : par cette adj 0 ne tionle nombre des valeurs du système est réduit de moitié.
Dans le cas n=:/ln'-{-i, une réduction analogue s'obtient aussi, mais différemment. Reprenons l'égalité (96) en observant que 77(71 — i) est alors pair, pour en conclure
G désignant encore une fonction rationnelle etXla fonction (97). Permutant les lettres, on a y 06, ..., y/'f/, — y/cpa au lieu de y/coa. . . . , y/ es/. On en conclut
(99) x^X = Gia) = - G(b) = Gic) = - G{d) = ....
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Si Ton se donne a /^/^'or/le signe de y X, une quelconque des racines ne peut plus être prise pour a : le choix ne porte plus que sur la moitié de ces racines, celles pour qui la fonction G est égale à \/X, tandis que les autres donnent, pour G, la valeur — y/X. Il y a donc à choisir seulement {(/z — i) valeurs pour a\ le signe de \oa est ensuite ad libitum. Ainsi, dans le cas /i = 4^^' -t- I , le nombre des valeurs du système «, h, . . . , y^cpa, y/o^, ... est réduit de moitié par l'adjonction de la même irrationnelle que dans le cas n z=^ f\i}! — i. Mais, dans un cas, la
réduction porte sur les valeurs de sj^a^ V ?^' ••• 5 cl^J^s l'autre, sur celles de rt, Z^, c, . . . .
Nous abordons maintenant l'étude de la manière suivant laquelle, deux racines x et x^ de la résolvante étant données, les autres s'en déduisent. Nous supposerons, pour le raisonnement, les arguments de a, ^, c, ... choisis, dans tous les cas, comme il a été dit pour le cas /?=4'^' — ^i c'est-à-dire en progression arithmétique de raison — ;% /' étant une racine primitive de n. C'est pour l'uniformité que nous adoptons ce choix; car, au cas n--f\ii!-\-\^ la raison /' ou la raison — r reviennent au même, puisqu'alors — r est racine primitive comme r.
Les deux systèmes «, ^, . . . , \/'f «, V'f ^? • • • etao, ^o, • • • 7 V 'f'^o, y'cp6o,... ont chacun (/? — 1) déterminations; nous choisissons l'une d'elles et, par les formules d'addition, nous composons les systèmes analogues, correspondant aux autres racines. En dési-
gnant par — 1 argument de a et y/ 'fa, par - - celui de «0 et yf «01 nous définissons a^^ et \l'^ci^^ par l'argument ^Vj^^,
2 ( w' -^ fJL tO ) ^ Il
Tous les autres arguments se déduisent de là suivant la loi qu'on vient de rappeler. De cette manière, on trouve «4, 6< , Ci , . . . y cp^i , Vf ^0 Vf ^«5 • * • exactement par les mêmes formules (36, 38) que dans la division par ^. En additionnant «i, &,, C'i, . . . on obtientXi exprimé rationnellement par a< , 6i , ... «o? ^o? • • • Vf ^' • • •' c'est-à-dire x^ exprimé explicitement en fonction de a: et de ^0
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par radicaux, puisqu'il en est ainsi de cit , b^^ .... Ainsi, en fonction de deux racines de V équation résolvante, on peut exprimer explicitement les autres racines par radicaux. Nous disons les autres; il esl évident, en effet, que rambiguïté des systèmes a, b, . . . se reproduit dans l'expression de x^ , de manière à fournir toute autre racine ^|x par la même formule : c'est l'examen de cette ambiguïté qui va précisément nous occuper.
On peut remplacer, dans w^.^ le nombre [j. par un autre, donnant le même reste que p. dans la division par n. On peut admettre la même généralisation dans les indices de x, a, ^, . . ., mettre indifféremment, par exemple, les indices — i , — 2, ... au lieu de n — I , n — 1. C'est ce que nous ferons.
A l'égard de la permutation remplaçant a, b. ... |)ar b., c, . . . , on peut réunir les deux cas n --^ ^n zïii ^ en disant que y/o<2, . . . ,
\ob sont remplacés par v'f ^7 . . . , et ( — i)'^ \''''^a. Si l'on fait cette substitution dans les équations (36, 38 ), les arguments qui répondent à a^ et y/ort| , à 6i et \'^b\ , . . . , sont successivement
fi
c'est-à-dire (^v _,-, — r\v_j., r'-w_ry • • • • Le dernier enfin est
-\(~rf o.'-(-i)^ coj.
Mais on a
{—ry- E=s(— 1)2 . (modn),
en sorte que ce dernier argument est égal, sauf une période, à
— {— ry (w — rto) = ( — ry w^,.-
Ainsi, en permutant une fois le système «, 6, . . . , on obtient, par les formules, a__r^ b^r-, • • • au lieu de a^, bi, .... En permutant plusieurs fois le même système, on obtient des systèmes ^f[i^ b^.i • • ., toujours dans l'ordre a, b, . . ., avec les valeurs i,
— /•, /•-, . . . [ — • ry ciel indice ^u.. 01, dans toutes ces tormules,
III
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on change les signes de \j'^a^ \r^^ ' ' -^ ^^ obtient, encore dans l'ordre a, b, . . . , les r, {n — i) autres systèmes correspondant aux autres valeurs de l'indice a. Tous les systèmes rt^., Z>^,, . . sont ainsi obtenus par la seule permutation du système a, b^ ....
La permutation du système «^o, ^o^ • • • remplace, de même, l'argument a ^ par
en sorte que les formules (36) donnent, au lieu de a^, la quantité b avec l'indice r^" ', et, avec ce même indice, c au lieu de h^^ .... Une seconde permutation donne, avec l'indice /""% c au lieu de «,, .... Si maintenant on ajoute «i, 6,, . . . pour former x^, voici les résultats : la permutation du système «, 6, . . . a pour effet de multiplier l'indice x^j, par — r; celle du système «o, ^o, • • •
a pour effet de multipHer cet indice par r^ . En outre, le changement du signe de \/cp«, Vf ^^ - • • ' ^" ^^ V^'f'o' Vf ^o, . - • se traduit aussi par un changement de signe pour l'indice de x^. On peut exprimer les mêmes conclusions en termes plus frappants, comme il suit : La permutation du système a, b^ . . • multiplie Viiidice par — r; celledu système «o, ^o, • • • multiplie l'indice par — -; le changement du signe de yf «, . . . , ou de yf «o?
multiplie V indice par — i . 11 est, en effet, convenu que la notalion des congruences s'étend aux fractions, en sorte que l'on peut écrire indifféremment
;.2^ =—1 OU r2 == (mod/i).
Si avec x on s'adjoint y/X, on peut, au cas n =- 4//-- i, permuter le système a^ b^ . . . , mais non changer les signes de y/cpa,
Il reste donc seulement les substitutions dans lesquelles les indices |Ji sont multipliés par i, — r, r^, Ces derniers sont les
résidus quadratiques de n. Mais les puissances de — - sont ces mêmes résidus. Ainsi, au cas n=^^n' — i, si l'on s'adjoint y X et
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y/Xo , il reste seulement les substitutions qui multiplient les indices par un résidu quadratique. On parvient évidemment au même résultat en s'adjoignant seulement le produit y/XyXo : ceci résulte des formules mêmes, où chaque quantité \/'^ci apparaît toujours multipliée par une analogue y/cpao- On peut le reconnaître aussi comme il suit : soit s = i ou s rz^ — i suivant qu'on change, ou non, les signes de y 0(2, .... Un changement dans le système a, b^ . . . a pour effet de multiplier l'indice par (— i-y^z. Un changement dans le système «o? ^o? • • • multiplie ce même indice par
/ — - ) £. La quantité ambiguës est la même, de part et d'autre,
puisque le signe de \/ X y/Xo doit rester invariable. Dans la multipHcation, qui résulte de là, s disparaît donc.
Au cas n. --= 4'^'+ I7 l'adjonction de y/X laisse subsister seulement la permutation où «, b^ c, c/, e^f est remplacé par c, d^ e, /', . . . , et celles qui en dérivent; à quoi il faut joindre le changement des signes de \''oa^ .... Il reste donc la multiplication de l'indice par /'-, par — ;•-, et par leurs puissances. Ici encore, ces nombres et leurs inverses sont les résidus quadratiques de /z, et la conclusion est, de tout point, la même que dans le cas précédent.
Nous allons voir maintenant l'expression définitive et extrêmement simple de cette irrationnelle adjointe y XXo . Considérons les racines x^^^ à l'exception de x et de ^0? et prenons leurs différences deux à deux. Soit (fx, v)= x^ — x^^ww^ de ces différences. Si [Jt. -f- V n'est pas congru à zéro, nous pouvons grouper ensemble les quatredifférences (ix, v), ( — |ji, — v), ([ji, — v). ( — [ji, v). Nous avons des groupes A de quatre différences; le nombre de ces groupes A est | (/i — i)(/i — 3). En outre, nous avons :^(/i — i) différences B, de la forme (a, — [jl).
Chacune des substitutions que nous avons à considérer s'effectue en multipliant les indices par un même nombre. Dans ces substitutions, la distinction des différences, sous les noms A et B, est respectée. Un groupe A se change en un autre groupe A', une différence B en une autre différence B\
Le produit de toutes les différences constituant les groupes A demeure invariable par toutes les substitutions considérées, sans adjonction de yX ni de y/Xo- C'est dire que les formules font
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apparaître ce produit comme contenant a^b, . . . , Gq^ bo, . . . sous la forme rationnelle seulement, et de telle sorte que ce produit reste invariable par les permutations circulaires de «, ^, . . . et de (^0? ^07 • ... 11 suffit d'ailleurs de se reporter aux formules pour vérifier rcxactitude de ce fait. Ce produit peut donc s'exprimer sous la forme F(a, ao), où F est une fonction rationnelle; mais on peut, indifféremment aussi, remplacer, séparément, a et a^ par /^, c, . . . ou bo, Co, .... C'est donc une fonction symétricpic, séparément, de a, b, c^ . . . ^ ainsi que de ao,^o?<^o? -i et, par suite, une fonction rationnelle de x et de Xq.
Le produit des différences B n'a pas la même propriété. On a, par exemple,
X-t — Xi
et, de même, chaque différence B contient, à tous ses termes, le
produit d'une quantité \^'fci, . . . par une quantité \/cp «o? • • • • Dans le cas n=^/yn' — i, chacune de ces différences, en vertu des égalités (98), apparaît donc comme formée du produit de y^XX,) par une fonction rationnelle de a, . . . , «o? • • • • Le nombre de ces différences est ^{ji — i), nombre impair : c'est donc le produit do y XXo par une fonction rationnelle. Cette dernière reste inaltérée par les permutations des deux systèmes «, b, . . . et «05 ^oi • • •• Donc, enfin, le produit des différences B est égal à une fonction rationnelle de œ et de x^, multipliée par y/XXo- C'est aussi ce qu'on peut trouver en observant que le produit de diflerences
en ce cas 71=^ 4'^ — : i^ reste inaltéré quand on multiplie tous les
indices par — /• ou par ? mais que, le nombre des facteurs
étant impair, ce produit échange son signe quand on multiplie tous les indices par — 1 .
Ce dernier mode de raisonnement peut servir aussi dans le cas /? = /\n'-}- I, où la multiplication par — i laisse ce produit inaltéré; il en est autant de la multiplication par /-, /•'', . . ., tandis que la multiplication par — /• échange le signe : en effet, le der-
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nier facteur se change en (i, — i), tandis que chacun des autres se change en celui qui le suit. Le même fait a lieu pour \/X, comme on l'a vu par les équations (99). Le produit considéré est donc égal à y X multiplié par une fonction de a., b, .., inaltérable dans toutes les substitutions envisagées. Il est de même le produit de y/Xo par une pareille fonction de «o, ^o? • • ■• Donc enfin , dans les deux cas n = /i n'dz i , le produit des différences B est égal à y/XXo multiplié par une fonction rationjielle de x et de ^0) <it} y^«/' suite, il en est autant du produit de toutes les différences A. et^.
Soit <ï>(.r) le premier membre de la résolvante en x. En multi-
pbantle produit précèdent par ? on obtient le produit de
toutes les différences des racines x^ x^^ . . . , ^^ , prises deux à deux. C'est la racine carrée du discriminant de la résolvante. Or on a vu
quecetteracinecarréeestrationneMe,sauf le facteur y ( — 1)^ En conséquence, y/X.Xo est le produit cVune fonction rationnelle de g2y ^"37 ^1 ^01 à coefficients entiers, par la seule irrationnelle V ( — i)" '^•
Les résultats qu'on vient d'établir permettent de reconnaître rapidement si une fonction donnée àc x^^ x.2, ... peut être exprimée rationnellement en x et Xq. Cherchons, par exemple, à accoupler les indices, de telle sorte que la combinaison
(100)- Xa.Xf^-\- X-rXZ-\-. . .
puisse s'exprimer ainsi. En multipliant tous les indices par un même résidu quadratique, on devra reproduire les mêmes couples, dans un ordre d'ailleurs quelconque. Il faut donc, en premier lieu, que l'on ait
^ E^ pa, 0 E^ pY, ... ( mod n );
en d'autres termes, que le rapport des indices, dans chaque couple, soit constant. Si le rapport constant p est résidu, a et pa sont, en même temps, tous deux i^ésidus ou tous deux non-résidus. Chaque couple est alors composé de deux résidus ou de deux non-résidus. Ceci n'est possible que dans le cas où n a la forme /\n' -\- i, puisque
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le nombre des résidus, égal à l- (ji — i), doit aussi être pair. Soit h le plus petit exposant positif donnant p^ e^ i (mod/i). On aura nécessairement les couples d'indices
(I,p), {p,p^), (p2, p3;, ..., (pA-2,p/.-l), (p/^-i,i);-
d'où la condition p ^ p'^~', c'est-à-dire p- ^ i et, par conséquent, p ^E — I. La seule combinaison possible est donc
(lOl) a^liT-i -f- .ToiP-s-r-. . . ,
qui reste inaltérée quand on multiplie tous les indices par un nombre quelconque, résidu ou non. C'est donc une fonction rationnelle de X et de Xq^ de g\ et de g-;^, à coefficients entiers, sans adjonction de \/ a. Nous l'avons considérée d('jà au cas n ~— 5. Elle a évidemment la même propriété quand n a la forme /\n' — i; mais — I est alors un non-résidu, et elle rentre dans la catégorie qui reste à examiner, celle où p est non-résidu.
Ce second cas n'offre aucune difficulté. On prendra tous les résidus a, a', a!' , .... A chacun d'eux on adjoindra son produit par p, formant ainsi tous les non-résidus. Les t,{ii — i) couples, obtenus de la sorte, constituent, pour chaque p, un ensemble unique, satisfaisant aux conditions requises. Si, en effet, on multiplie tous les a par un même résidu m, on reproduit les a dans un autre ordre. Chaque couple (a, pa) se change alors en un des autres (7/, pa'). On a donc bien une fonction rationnelle de x^ ^„, g^, g^ et de y'zh /i. 1^'adjonction de cette irrationnelle est indispensable. Si, en effet, on change le signe de cette irrationnelle, il faut, en même temps, multiplier tous les indices par un non-résidu m'. Dans cette multiplication, m'oL est non-résidu et /?i'pa est résidu. Soit donc
m'^7.= [j. Le couple (a, pa) se change en celui-ci ([^, -fij, de
même définition, mais répondant, non plus à p, mais à -• Ainsi,
P ai^ec chaque non-résida p, on peut forme/' une combinaison
unique (100), qui soit une fonction rationnelle de x^ .r,,, g^^ g^ 5
les coefficients de cette fonction sont des nombres entiers, sauf
r irrationnelle y n( — i)^ . La combinaison semblable, foi-
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mée avec -■> se déduit de la précédente par le changement du
signe de cette unique irrationnelle.
Pour avancer encore dans l'étude de ces fonctions, examinons ce c[u'elles deviennent si l'on y échange x et Xo- Parmi les changements d'indice qui correspondent à cet échange, figure celui de chaque indice en son inverse. En effet, l'échange de a et y/cpa avec 6ro et ^ cprt,) remplace
ar
2 ( {JLW -h tO ) __ ' \ [i.
En considérant toutes les substitutions qui peuvent être faites sans échanger x et ^,,7 o^^ voit que, de la manière la plus générale,
réchange de x et de Xq se traduit par le changement de [a en - , v étant un nombre indépendant de [x.
Il importe de savoir si, dans ces échanges, le signe de l'irrationnelle adjointe doit être conservé ou changé. Examinons cette
question pour le changement de p. en -• Considérons, de nouveau,
pour ce but, les produits de différences, comme nous l'avons fait précédemment (p. 1 15). Parmi les groupes A, on peut distinguer ceux où l'on a |jlv eee i ; le produit des quatre différences d'un tel groupe reste inaltéré par le changement de chaque indice en son inverse. A chaque autre groupe A, on peut adjoindre celui cjui lui correspond par les conditions [j.pi'^ i , vv'e^ i . On voit donc que le produit de toutes les différences A reste inaltéré. Parmi les différences B, on peut également adjoindre à ([j., — [i.) cette autre
(-J jj etie produit en reste inaltéré. La différence (r, — i)
fait exception, mais elle reste inaltérée elle-même. Enfin, s'il existe un nombre \l satisfaisant à la condition ij.-Erz — ^ i (mod /?), la différence (pi, — [jl) se reproduit, changée de signe. Ceci arrive si n a la forme /\n' -i- 1, et dans ce cas seulement. Le produit des
différences A et B se multiplie donc par ( — i)- . Or nous
avons vu que ce produit, multiplié par^ — Xq et par une fonction
symétrique de x et de Xq^ est égal à l'irrationnelle considérée. Comme .x — ^o^ dans la substitution, échange son signe, on peut conclure ainsi : quand, échangeant x et Xo, on /emplace chaque indice par son inverse, on doit, en même temps, multi-
plier i irrationnelte y n{ — i )- par ( — l'r
Considérons la fonction (loo), formée avec le non-résidu o, nous avons
ya7py-T-. .. -= ^{X, X^)~ yJX, ^o)'
La fonction analogue, formée avec-? a l'expression conjuguée
Prenons les inverses - et — des indices accouplés dans la pre-
a pa ^ ^
mière combinaison. Comme - est résidu ainsi que a, le couple f -? ) est un de ceux qui se présentent dans la seconde combinaison. On passe donc ainsi de la première à la seconde par le changement de l'indice en son inverse. Ce changement, on vient de le voir, doit être accompagné de l'échange de x et Xç, et de la multiplication de 8 par (-- i)'^ . On a donc
^(x, x^) — y(x, Xo)^ = ^(xo, x)-^ ( — O'"^ yS^o, ^)0;
d'où résulte, les fonctions ^ et y étant rationnelles, à coefficients entiers,
<\i(x, ^o)=-- "^{^'0, ^), yj.^, ^o) ^ ( — i)- ' xOo, ^)-
En conséquence, ^ est symétrique en x et Xq-^ y est symétrique aussi, sauf, dans le cas n = /\n' -{- i, le facteur x — Xq.
Exemples. — Nous mettons, pour abréger, une seule lettre /, •|. . . . qui représentera une fonction rationnelle de x, Xq^ g^, g^^ à coefficients entiers, et symétrique en x, Xq.
II
II ; résidus i, 3, /}? '^7 9 5 non-résidus 2, 6.
^1^10-^ ^3^3 -^^4^7 -T-a^ga7.; -^ir<j.r.2 = /,
371^72 -^373^^6 —^43^8 -r-a-5a-io-r-^9^7 ^^
Xi^Tg -f-ir;}.r7 ~X!,X2 -+- x-^x^ -^ X()Xio ~
XiX-i -h iTs a^i 0 -+- 37^ 376 -^ X-^X<i —X.yK^ —
.ri 3-8 -^-.^3 3-2 -^ X!,XiQ-^ x■iX^ -t- x^Xc, — i3 ; résidus 1, 3, 4? 9» '^7 12 ; non-résidus
37) 372 ~^ ^3 ^G "^ ^4 ^8 ~^ ^Q ^6 Xi 377 -r- 373 3^8 -^ ^4 ^2 -- ^9 ^1 1
■ ■37io 377 ~ 3712 3^11 — 0 -'- (37 — 3^0)^1 V l3, ^10 •'2"o -+- -^^n^G rr= 0 — ( 37-^ 37o)0i y/TS,
Examinons encore les changements qui s'effectuent entre les indices quand on remplace Xq par ;r,. On peut obtenir ce changement en remplaçant w' par toM- w, c'est-à-dire
2 ( w' -h {XW )
par
'fX+l
en ajoutant donc une unité aux indices o, 1,2. . . . , n — 1), dont le dernier devient ainsi zéro. Si l'on fait précéder et suivre cette substitution de celles qui laissent en place les deux racines initiales, si donc on multiplie l'indice primitif [a par un nombre arbitraire v et l'indice transformé par un autre nombre arbitraire v', on voit que le changement de Xq en ^i, de la manière la plus
générale, s'effectue au moyen d'une substitution linéaire, remplaçant [j. par/?|ji -r/>S oiip elp' ne dépendent point de a.
Considérant seulement le changement de {/.en |j. 4- [ , voyons si l'irrationnelle adjointe doit être, ou non, changée de signe. Rangeons, dans chaque différence x^^ — Xv, les deux lettres, de telle
sorte que l'on ait |j(.<:^v, les indices étant supposés o, i, 2,
71 — I . Cette disposition n'est pas altérée par le changement de iJi et de V en [j. -i- i et v -4- i , sauf pour le cas v = /? — i . Mais, pour cette valeur de v, il y a « — i différences, correspondant à [jl = o, 1 , 2, . . . , (/i — 2) ; donc point de changement dans le signe. Enfin les différences x — ^jj^ se reproduisent les unes les autres. Donc enfin le produit de toutes les différences reste inaltéré. En répétant la même opération, on peut conclure ainsi : Quand, en remplaçant Xq par ^,j , on augmente tous les indices de \x unités, l'irrationnelle \!± n reste inaltérée. Par exemple, dans le cas /2 n^ ^, on a simultanément
^1 X-i -'- 37, ^6 — ^4 ^"3 ~ '\ ( ^j Xq ) -^ ^1 (^'j ^0 ) V^— 7 J
Nous sommes en mesure de connaître les substitutions qui accompagnent le changement de x et de x^ en deux autres racines quelconques.
Soit à remplacer x par Xh et Xq par x/(. De la manière la
I ' ' 1 ^ I 1 ^ ' 1 2 Cl) 2 (0
plus générale, ce résultat soutient en remplaçant — et — par nv/i et sw/f, r et s étant deux entiers quelconques, c'est-à-dire
oj' par r(w'--Â:w), w par ,s(o)' -r- Aw).
Alors to'-h [AO) est remplacé par
r(w' -t- /cw) -i- [j.5(w'-i- Ato ) -- (six -h ;■ )to'-h {hsix - kr)o).
Si l'on pose
(102) V =s — * (mod n),
5 [JL -H /•
on voit que w^ est remplacé par (^{j. +- /•)^Vv, donc x^ par ^v- L^
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substitution linéaire et fractionnaire (10-2), prise suivant le module n^ traduit donc tous les changements qui peuvent accompagner le remplacement de x par Xh et celui de ^0 pai" ^k-
Ou remarquera qu'il faut prendre a ^= co pour obtenir y = h. C'est pourquoi la racine x est souvent affectée de l'indice go .
Voyons enfin ce qu'il advient de l'irrationnelle adjointe, lors de la substitution (io'a). Posons successivement
Ce nombre v coïncide avec celui qui donne la formule (102). Nous l'obtenons par une suite de substitutions rentrant dans les tvpes étudiés jusqu'ici.
La première et la dernière, on vient de le voir, n'altèrent pas
l'irrationnelle adjointe. La deuxième et la troisième multiplient
cette irrationnelle par -^ i ou par — i, suivant que — t, pour la
première, et ? pour la troisième, sont résidus quadrati-
cjues ou non-résidus de n. Il y a donc multiplication par -f- 1 ou
par — I suivant que ^ est résidu ou non-residu. Jj.n multipliant par 5-, c'est le caractère quadratique de rs(Ji — A) que l'on aura à considérer. Enfin, si, au lieu de mettre h et k en évidence, on écrit le second membre (102) sous la forme d'une fraction du premier degré quelconque, on peut énoncer ce théorème général :
Quand on échange entre elles deux paires de racines, tous les changements d^ indices se font au moyen d' une substitution linéaire fractionnaire prise suivant le module /^, en sorte ciue
tout indice ]j. est remplacé par ■—- — ^- (mod/?), les nombres
entiers p, cj, p' , cf étant indépendants de \l. TJ irrationnelle adjointe conserve ou change son signe suivant que le déterminant de la substitution {pq' — qp) est résidu cjuadratique de n ou non-résidu.
Cette dernière partie de la proposition, en d'autres termes, signifie que, dans les substitutions envisagées, le produit de toutes les différences {x^ — ^v)? J compris jjl =^ 00, conserve ou change son signe suivant le caractère quadratique de pc/ — qp' . Elle prend
son origine dans les idées précipitamment émises par Galois; elle a été trouvée par M. Hermite (M-
Dans le cas /? =: 5, nous avons démontré qu'on a
Il s'agit de reconnaître s'il existe d'autres cas où, en ajoutant le terme xxq à l'une des sommes (loo), on obtient ainsi une fonction qui reste invariable quand on y remplace x et Xq par deux racines accouplées dans la somme ou conjointes.
Soient a, pa ces deux indices conjoints, en sorte que, remplaçant X et Xq par Xr^ et x^r^^ on doive voir la somme
rester inaltérée, chaque couple se transformant en l'un des autres. Observons d'abord qu'on peut supposer x remplacé par Xq^ ou par ^pa, Xq étant, en même temps, remplacé par la racine conjointe. Prenons le premier cas : S se reproduit quand x^ remplace X et ^pa remplace x^- Cliangeant tous les indices en leurs inverses, nous vovons que S', conjuguée de S, se reproduit quand
Xi remplace x^ et x ^ remplace x. A l'égard de S' , - joue le
même rôle que p à l'égard de S ; c'est - qui est le premier indice
dans le couple ( - ? — )• On le voit donc, si, pour S, l'indice zéro est
remplacé par le second indice d'un couple, alors, pour la somme conjuguée, l'indice zéro est remplacé par le premier indice. A condition d'envisager toutes les sommes S, S', . . ., on peut donc se borner au cas où ^^ remplace x. Si l'on trouve ainsi une somme S satisfaisant aux conditions requises, il y aura, en même temps, à étendre le résultat à sa conjuguée.
La substitution des indices se fait suivant la formule (102), où, sans moins de généralité, on peut prendre s=i', on doit y supposer
h = a, k — poc.
( ' ) Su/- la théorie des ëquatiotis modulaires, p. 69.
CHAPITRE II. I2D
L'indice [j. est ainsi remplacé par
(loi) a' • (xnodn).
Par conséquent, ^ et p[^ sont remplacés ainsi :
(io5)
? par atl^-^P^^', p3 par ap-^ =h [i".
En particulier, les indices — /et — p/- sont remplacés par co et o, en sorte que la somme S, transformée de S, qui contient déjà le couple ^a-^pa, transformé de œxo, contient aussi le couple x,Vq, transformé de x_rJ'^pr' Pour chaque valeur de p, autre que — /', le couple ([^', j3") doit reproduire un des couples de S. Le rapport [j' : p'^ doit donc être p ou son inverse. Dans ce rapport a disparaît. Si donc les conditions qu'on va trouver sont rem plies, S sera invariable par la substitution d'un couple quelconque au couple xXq.
Les expressions de [3' et p'' donnent
p, __ ap — 8' _^ _ « -"- f^"
7- ^ y -ic" ' ^ ^ f-^ ' Si l'on suppose j3'^=^ p^^ la dernière égalité devient
d'où, avec la première, on conclut
(lOb) L. _^ -^ +p + I.^O.
Si l'on change, dans les expressions (io5), p en son inverse, [^' et [j'' se changent eu ^ gI jy,- La supposition [i' ^m p'p" est donc traduite, de même, par la relation
Les conditions du problème exigent donc que, dans chaque couple, le premier indice [3 soit racine de r une ou Vautre des deux congTiiences (loC), 107). Bien entendu, le couple ^^0 échappe à cette condition, ainsi que le couple ^_;-.r_,p, qui, lui aussi, entre dans la composition de S.
Dès maintenant, les cas possibles sont étroitement limités. Chacune des deux congruences («oG, 10-) a, au plus, deux solutions, permettant la construction de quatre couples au plus. Avec les deux couples xx^^ et x_r^-rç^ on en a donc six, au plus; donc /2 -j- I 5 1 2 ou /i il 1 I .
Les seuls cas à envisager concernent donc les nombres premiers Il -= 5, 7 ou I I , et l'on pourrait se borner à examiner successivement les sommes S, en petit nombre, obtenues par l'addition de xXq aux sommes lormées plus haut. Mais on peut rapidement aussi terminer cette analyse directe, comme nous allons le faire.
Et, d'abord, supposons 0 = — i, hypothèse qui correspond aux sommes dénotées / dans les exemples ci-dessus. Les congruences
(106", IO-) coïncident, toutes deux, avec celle-ci : i-\ -4- i eu o.
Gomme — i doit ainsi être résidu quadratique, l'hypothèse n ^^ 5 est seule ])ossible. On obtient de la sorte la somme (io3). Elle est unique, étant égale à sa conjuguée.
Pour les autres cas, écrivons la congruence (106) sous la forme
mettant ainsi en évidence que (p-f- 3) (p — i) doit être résidu quadratique de n ou nul. S'il en est ainsi, la congruence a deux solutions ou une seule. En outre, p' doit être le premier indice dans un couple, par conséquent résidu. Or on a
ou, d'après la congruence (108).
Gomme a est résidu, il faut que p — i le soit aussi. Par conséquent, les conditions nt'cessaires et suffisantes pour que [j' soit
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le piemier indice et ^" le second indice dUin même couple appartenant à ^ se réduisent aux suivantes : p -f- 3 e/ p — i doivent être résidus quadratiques de n.
Changeant o en son inverse et observant que p est non-résidu, on conclut aussi les conditions pour que ^^' soit le premier indice et 1^' le second : i -\-?>o et v — p doivent être non-résidus.
Enfin les indices — r et — p/- devant former un couple, on doit prendre — /' égal à un résidu.
Il ne reste plus qu'à examiner ces conditions pour /i = 5, - ou I I , en prenant successivement les valeurs diverses de p :
/i — 5 ; p -- '2, p — I résidu, p -h 3 ^~ o.
La congriience (io8) donne [j=r, et l'on peut prendre /^= dz i . La fonction
( I 09 ) XXq -^ X^X^-^ X;, X^
se change en elle-même par la substitution qui remplace l'in
Pour le cas p z= 3, il suffit de changer l'indice et l'indice transformé en leurs inverses, de sorte que la fonction conjuguée
dice \L par a ^^ — ? où a et /• sont, tous deux, égaux à zfc i
(IIO) XXQ-^-X^X-i-^ x<^x^
se change eu elle-même quand on remplace l'indice \x par
7^ — y; p = 3, p-h3, i-i-3p, I —p non résidus,
La congruence (107), c'est-à-dire celle que l'on déduit de (106) par le changement de p en son inverse donne, pour p, les valeurs 3r et 5/\ On a ainsi, pour le premier indice, les valeurs — /', 3/', 5/' qui coïncident, comme il convient, avec les trois résidus 1,2,4, si l'on prend, pour /■, un quelconque des non-résidus. Par conséquent, la somme
( l I I ) XXq -^ XxX-i-T- X^ X(i-\- Xf^X^
se change en elle-même par les substitutions qui remplacent l'in-
dice tji par a ^ — — , où Ton doit prendre a — - i , 2 ou 4 ; /' ^= 3, 5 ou 6.
Sans qu'il soit besoin d'examiner le cas p = 5, on conclut que la fonction conjuguée
( 1 1 •>.) ccxo — .T 1 X5 — .ro a?3 ^ X;, x^
se change en elle-même dans les substitutions remplaçant u. par
3 r [JL — I
/i — 1 1 ; Ç) — 1] p-l-3, p — I résidus; i-f-3p, 1 — p non-résidus.
La congruence (106) donne, pour [j, les valeurs 6/' et ij\ En même temps, la congruence conjuguée donne les valeurs 8/- et '-r. Prenant /• égal à un des non-résidus, on reproduit par l'ensemble — /•, 6/', 2r, 8/-, 7/' tous les résidus. Par conséquent, la fonction
(Il3) XXq-^ XiXc>^-r- X-iX^— X'.X^-r- X-^X^Q-t- X^X-i
IX -r- r
se reproduit dans les substitutions remplaçant ^. par a
où a est un quelconque des résidus, ;• un quelconque des non-résidus. La fonction conjuguée
(l t4) XXi)-i~ XiX(i-^ X^X-^-^X'^X^^-^- X-^X^-~ X<iX'^^
se reproduit de même quand a est remplace par a —^ — — -; c est ce qu'on trouverait en envisageant le cas p ^ 6.
Pour le cas p = 7, p H- 3 est non-résidu et il n'est pas nécessaire d'aller au delà. On peut, dès lors, conclure que les deux sommes correspondant à p =; 7 et à p -- 8 ne peuvent se reproduire elles-mêmes quand le couple xx^^ est changé en un autre couple.
Parmi les diverses sommes que nous venons d'envisager, la première (io3) a été étudiée dans le premier Chapitre. Nous avons vu que ses propriétés entraînent la conséquence suivante : cette fonction satisfait à une équation du cinquième degré, dont les coefficients sont entiers en ^'2 et ^'-3. Une propriété analogue existe-t-elle pour les autres sommes? Telle est la question qu'il faut traiter.
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A i'égard de la somme (109), il n'y a pas lieu de chercher une propriété analogue, cette somme n'étant pas une fonction symétrique de X et de x^^. Quant aux autres, elles sont effectivement des fonctions symétriques de x et de x^^ et l'on doit, avant tout, examiner si, dans les substitutions considérées, l'irrationnelle adjointe conserve son signe.
D'après nos propositions générales, il en est ainsi à la condition que a/-(i — p) déterminant de la substitution (io4) soit un résidu. Or c'est ce qui a lieu effectivement pour les cas 11^=^^^ p r::^ 3 ct /z = 1 1 , p =:^ 2, puisquc OL cst un résidu et que r et i — p sont non-résidus.
A l'égard des sommes (iii) et(ii3), leurs expressions ration nelles en fonction de racines satisfont donc aux conditions
F(^, Xq) = F(a7o,^) = F(xa, ^pa) = F(>2^paj^a) =• ••
et F contient, dans ses coefficients, l'irrationnelle y/ — /z, prise partout avec une seule détermination. Dès lors, cette irrationnelle n'empêche point d'appliquer à ces fonctions la même analyse qu'à la fonction (loo) du cas ii=. 5. Voici donc la conclusion :
Pour n=z'j^ la somme (iii) est racine d'une équation du septième degré dont les coefficients sont des fonctions entières
de g 2, gi et de y/— 7-
Si l'on y change le signe de y^ — 7, on obtient une écjuation à lacjuelle satisfait la somme (112).
Pour n=-iifde même, les sommes [i 1 3) e^ (i i 4 ) sont racines de deux équations du onzième degré , conjuguées , dont les coefficients sont des fonctions entières de g^, g^ et de y — 1 1.
Ainsi qu'on l'a déjà observé pour n = 5, ces résultats s'appliquent aussi à chaque combinaison qui présente, en commun avec les sommes précédentes, ce caractère : elle contient les racines x accouplées de la même manière; elle est symétrique par rapport aux éléments d'un même couple et symétrique aussi par rapport à deux couples quelconques.
Par le moyen de ces combinaisons, on obtient, dans les cas
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n = o^'j ou II, une équation de la division des périodes qui est seulement du degré /?, au lieu de /z-'-i. Cet abaissement d\me unité dans le degré ne se produit dans aucun autre cas, les invariants «"o , g-i restant, bien entendu, indéterminés. Voici comment on peut le démontrer. En premier lieu, une fonction des racines ^, entièrement donnée et rationnelle, est susceptible de (/i -^ i)n{n — i) valeurs, quand elle est quelconque. On peut effectivement choisir arbitrairement, de (n-i~i)n manières, deux d'entre elles pour leur faire jouer le rôle de x et Xq^ après quoi il y a /i -- I manières de fixer l'ensemble des autres racines. Ce dernier nombre est réduit de moitié par l'adjonction de y dz n. Ainsi, par cette adjonction, le nombre des valeurs d'une fonction des racines est généralement |(/i -\- i)n(n — i). Le facteur premier ji suffit à faire connaître l'impossibilité d'une transformée ayant un degré moindre que n. Supposons donc l'existence effective d'une combinaison S qui satisfasse à une équation du degré n. Exprimons S en fonction de deux racines x el Xq', S devient ainsi une fonction algébrique F(^, Xq) dont nous envisageons une détermination. On ne saurait avoir F(x^ x^) ^=r F(x^ Xq). En efiet , les n quantités F(.r, x^^) seraient alors égales entre elles. Après \v choix de la racine initiale x, celui de Xq serait indifférent; le nombre des valeurs de S, avec l'adjonction de l'irrationnelle, serait donc ^(n -{- i)(n — i) ou un diviseur de ce nombre, ce qui est impossible, l'hypothèse étant que S a /i valeurs et que n est premier. Les 71 valeurs de S doivent donc être F(^, Xq), F[x, X\ ), • . . et, par conséquent, F(^,^o) doit avoir une seule valeur dès que X et x^ sont choisies. Donc, enfin, la constitution de S doit permettre l'accouplement des racines deux à deux suivant les lois étudiées précédemment. En conclusion finale, quand les invariants g2 et gs restent indéterminés, les seuls cas oit la division des périodes, par le nombre premier n^ dépende d^ une équation ayant un degré inférieur à /z, sont les suivants : n-^^^ 'j ou II. Ce théorème est dû à Galois ( ^ ).
(') Outre le Mémoire de M. Hennite, cilé en tête de ce Chapitre, voir, sur ce sujet, la Lettre de Galois à MJ'Auguste Clievalier {Journal de Math-éniatiques, t. XI, p, 4o8; année 1846); — un Mémoire de M. Bctti, intitulé: Sopra abbassamento delV equazioni modulari {Annali di Tortoliiii; i853); — le Traité des substitutions , par M. Camille Jordan (p. 347).
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L'une des résolvantes du septième degré, pour le cas /z =:= 'j, a, pour l'une de ses racines, la quantité suivante (i i i)
Xq = XX(^-\- 3^1X3 -h X=iX(,'~ X'^X^.
Les autres racines X,, X2, . . . , Xo s'en déduisent par l'addition d'un même nombre d'unités à chaque indice, la première quantité x restant invariable.
En supposant g-^ :^ o et g-i=^ 4? 01^ ^ trouvé que les x s'expriment comme il suit
, -, , X^= ~Xy= /^i,
et les quantités y ;, ... ont été définies complètement. De plus, on a vu tous les produits de ces quantités, deux à deux, explicitement et rationnellement exprimés en fonction de ?, de y/ j et de
y 2 y-j . De pareilles expressions peuvent donc être trouvées pour les quantités X.
Par la substitution des x, on trouve
Xirrz xx^-^ x^x:,-^ x-^xo-i- X:iXQ= /;;.•] -H /çK2— /^;i — v/i2^c
X2 — XX2 H- 373X5-1- X!,Xi -+- XqXo=Xi,
X3 = XXz
X4 =z XX!,
Xs = XX:i
X!,X(i-~ X-^X^-i- XoXi = — Xi,
a^s^^o — Xo-3?3 ~ ^1 ''^2 = — 2 ( /;;2 — /^i ^3)5 XqXi-{- XoX!,-+- x^j_x^— 2i/;^2 — ;i — ;3,
'y^^= XXç,--- X^X^_,-\- XyX--,-^ X-iX'^ = Xi.
Ce n'est pas le calcul même de ces racines, immédiat d'après les formules (83, 84), que nous poursuivons, mais celui du premier membre de l'équation, d'après ces racines, pour faire apparaître sa nature de polynôme entier en y — 7, à coefficients entiers. Pour ce but, nous mettrons à part la racine X4, nous réunirons les racines Xq et X;; ; enfin nous réunirons les deux racines doubles dz X, .
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Voici les calculs qui mettent en usage les formules (83 à 86) et où l'on met indifTéremment \J — 7 pour i^'n :
= — 2(5.7 — 3 V — 7), (X5-Xo)2= 2-3.7(83 -3. 5v/=^),
(X5-Xo)2= 23(52.7.11 + 3.37/^), X5X0 = — 2^. 3(23.7 + 32 y/^) ;
Xi - - 2(1 -}- 0 (5 + 2 V/^) v/2 v/7 ,
Xf = — 2^(22.5.7 + 3/— 7).
Rétablissons l'homogénéité en multipliant l'expression de chaque quantité X par ^g^-, et concluons que le premier membre de la résolvante, quand on suppose g'-i= o, se réduit au produit des trois facteurs ci-après :
(X2-Xf)2=[X^-i-(2^5.7 + 3v/=^)^^.l]% (X-X5)(X-Xo) = X'^-f-l(5.7-3v/=^7)^2X -3(23.7 + 32/^)^1.
Ces facteurs ont, comme on le voit, la forme qui était prévue. La seconde résolvante a, pour l'une de ses racines, la quantité
X'o = XX^ ^ XyX'^ +iC2^3 4-3743-0,
déduite de Xo en remplaçant chaque indice par son complément à 7. D'après cette remarque, on a
tandis que, les termes étant rangés convenablement, on a aussi
^1—in = XX-, — „i H- X^—,ii X^-in + ^o— //i X\—„i + X^—,iiXi—„i ,
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en sorte que X,',^ se déduit de X^^^^ en remplaçant encore chaque indice par son complément à ^. D'après les égalités (ii5), cette substitution équivaut à laisser inaltéré y/^, à changer le signe dey/ç,, à échanger y/^2 et y/^3. C'est donc changer chaque quantité en sa conjuguée. Dans le résultat final, obtenu précédemment, ce changement se traduit par le changement du signe de y' — 7, ainsi que la théorie le faisait prévoir.
C'est pour nous acheminer vers la formation de la résolvante dans le cas général que nous l'avons construite, au moyen de ses racines, dans le cas ^3 :i= o. Dans cette vue, il faut développer le produit des trois facteurs (ii6) et nous y mettrons, pour l'inconnue, au lieu de X, cette autre Y =:: X 4- 3^o. La raison de ce choix apparaîtra bientôt. Les trois facteurs deviennent ainsi
[Y2 - 6^,Y - (149 -- 3 v/="7)^-l]% et voici l'équation obtenue en effectuant le produit :
(117) YT--(2T-v/=^)^lP = 0,
P désignant le polynôme suivant
-II (3. 7.929-283 v/=^)^iY-^ ^(149^3/^)' (35-47 /^)a"l' Au cas g2 = 0, on a (2'y)
572 = ^5 — 0, Xy^=a^x^ Xs — olxq^ ^4 = a^a^o, Tq=(xx,
a étant une racine cubique de l'unité. Il en résulte
X3-0, Xq — 23-^0 1 X2 — aXo, X4=a2Xo,
Xi = a-^2 -h OLxl, X5 = ocXi, Xg ~ a'-Xj.
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Or on a aussi (26)
^= ~ VJé'a, ^0 = • V/7^3.
Il en résulte
puis
Xi = -|( a2 -.-a ) (^2 _^ ;r H ) + ' ( a2 - a) ( :r2 _ ;z-^ )
V3(^^-^2)=3.V3/I^(v/7:S)'=(3Î/7"^)-^ /-7, ("8) . X, = -U5-^^\/~~7){v7Jiy-
Le premier membre de la résolvante du septième degré se décompose ainsi en les facteurs suivants :
X3_XJÎ=X3 -1-23. 33. 72^2^.
X3_X3==X3-^gy(5+/:^^)^72^| = X3-^^(5.4.--3V=^7)^^
Pour comparer le produit de ces facteurs au produit analogue, obtenu tout à l'beure dans le cas g^ = 0, nous l'écrirons sous la forme
Le calcul, très simple, donne pour résultat
On doit remarquer, en outre, que l'on peut mettre ici Y, au lieu de X, puisque ces deux inconnues coïncident pour g.y = o
Le même raisonnement dont on a fait usage pour le cas n -- 5 (p. i/\) prouve a priori que la résolvante, dans le cas général, a pour coefficients des polynômes entiers en g-, et g-^, le premier coefficient étant l'unité. De plus, l'homogénéité fait connaître, sauf des facteurs numériques, les divers coefficients. L'équation est de la forme suivante, où nous mettons Y pour l'inconnue,
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En prenant à part les cas g'2 ~— o et g^ = o, on a, par là, déterminé les coefficients de tous les termes qui ne contiennent pas, à la fois, go et g^.
Il y a toutefois une précaution à observer ici, à cause de l'irrationnelle y/ — 'j : il faut savoir si, dans les deux calculs, on a pris pour cette irrationnelle des signes concordants.
Le premier calcul a été fait avec la donnée suivante : g.y est positif, les désignations des racines x sont celles du Tableau (II) et y/ — "7 est égal à iv7* Pour le second calcul, on a pris a conforme à l'hypothèse g3'~S>o; on a respecté la supposition y/ — y :i-= i\/y'i en outre, les racines sont désignées comme dans la partie supérieure du Tableau (II).
A propos de ce Tableau, on a fait observer que, pour la continuité, il faut en passant, par exemple, du centre à la partie supérieure, changer les indices des racines x. Pour établir la continuité entre le premier calcul et le second, il faut donc, dans le second, remplacer les indices
qui occupent la bande de séparation entre le centre et la partie supérieure par les indices qui, respectivement, occupent la même colonne dans la bande supérieure, c'est-à-dire par
Cette substitution n'altère point la quantité Xo,
Xq — x.To-r- XiX^-i- X-iCCti-t- X:,.X.i.
Les deux calculs, on le voit, ont été faits d'une manière concordante. Déjà donc, par les résultats (117) et (119), nous connaissons complètement les premiers termes de l'équation, savoir
donc en tenant compte de la lacune, ainsi reconnue, nous avons déterminé les coefficients de trois termes. Quant aux autres termes, nous n'avons, jusqu'à présent, que des résultats incomplets.
Faisons maintenant intervenir la considération du cas A = o. On a vu qu'alors nne racine x est égale à 21 y et les sept autres à — Sy, avec ^>;, = i2y-. Dans ces conditions, toutes les quantités sont égales entre elles ; leur valeur commune est
Les sept racines Y = X -+- 3 <«o sont nulles, et c'est là ce qui a guidé dans le choix de l'inconnue Y. Tous les coefficients donc, sauf celui de Y^, contiennent le facteur A. Ce renseignement suffît déjà, vu l'homogénéité, à faire prévoir la lacune qui se rencontre dans l'équation (120), où, de plus, le coefficient de Y'» est effectivement A, sauf un facteur numérique.
Pourvus de ce renseignement supplémentaire, nous connaîtrons les coefficients de tous les termes qui ne contiennent pas, à la fois, les trois facteurs ^'3, ^07 A, successivement supposés nuls dans les résultats partiels.
Mais le degré de tous les coefficients est pair et «3 n'j figure qu'avec des exposants pairs. Le produit ^^.^'s A est de degré i4 ; c'est celui du dernier terme, indépendant de Y. Ainsi l'équation est connue, dans son entier, sauf un seul terme X^o^'t!^, ^^^^^ ^^ facteur numérique ). restera à trouver par quelque autre moyen.
Pour trouver ce dernier terme, supposons g2 infiniment petit et calculons la partie principale de la racine infiniment petite X3. Les racines œ étant dénotées par des lettres accentuées, on a (p. 67),
x' — X -hp'xQ, x\ = y.'X ~~ p Cf. Xt^, x\~ a. X -i~ ])' 'x-x^,
x'^ =:Xo-i-p X, x'.^ = a X(^ — p 7.-X, x\ = 'x^Xç,-^- p'J.x.
Il en résulte
X3 — x' x'.^ -h x',^x'^ -4- ^5^2 -i- x'^x'y = Zi p':i'-x--+- p' y-xl ). Suivant les expressions (28, 29) de p et p\ on trouve px^-^p'xl^\g.2, px''-—p'xl^^^8..
Un calcul, tout pareil à celui qui a été indiqué plus haut, pour
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X,, donne la partie principale de X3,
Celle de Y3 =: X3-H 3^»-2 est donc
Le dernier terme de l'équation en Y pour g.2 infiniment petit sera donc
27(2i-v'^)^i.33.73(3.7.i3 + v/=^)^i.^('i + -^y,-X^,^^^ et comme A = — "^'j f^-'^, on en déduit
Voici, d'après ce cju'on vient d'exposer, l'équation cherchée, dans le cas général,
Y7-+-(2i — \/^) An = o,
Q représentant le polynôme ci-après
-^[33.73(3.7.I3--v/^)^i-lI;3.7.929-'.>.83v/=^)^l]Y
— [2-.33(5.7 — v/^)ft"-2-;-7K3-:.i3— v/^)^]Y
= 5^Y*-22.3.7(36 + v'^)^2Y3-^28.32(>4- v/^j^-'lY^ -2^33(3:>-v/=^)rlY-^'(2i-v/=^7)éi -7^:3.7.13 -/^7)a[Y + A V^'=^7(ïi+/~7)^2].
Nous allons considérer encore une autre résolvante du septième
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degré, en prenant, pour inconnue, une fonction des racines, avant les mêmes symétries que Y. Au lieu de la composer avec les x, ce qui pourrait se faire, dans la même forme, nous la composerons avec les ^, racines de la seconde résolvante (09) du huitième degré. Nos inconnues seront les sept quantités ï[x, dont voici la définition :
Tjj.— {t ■ t^){ ^[ji + i ^lJ.+3 ) ( 'ffj.+a — ■ ^[J.4-6 ,) ( ^(J.4-4 ^[JL-l-o )>
et que nous allons calculer d'abord en supposant g2^^o. En ce cas, on a f3o)
On en conclut
T3 = -(^-^ ^0)^(^2-^5) = -36vA"7>t-
Allons plus loin et calculons les parties principales de T,, Tjj, To quand «o est infiniment petit. En employant la notation t\ au lieu de ^, pour ce cas, on a trouvé (65^)
(I2'2) t' =^ ti \~ — -X 1,
formule qui s'applique aux diverses quantités t' , sauf /., et t'.^. D'après cette formule et les formules (26), nous aurons
= (— —y{oc-~x,){x^--~x,){t.:,-~t^){h~-t)ttç, = —(— ^\ crcro(i — a^)(i — oL)(t2-~to){h-~ t)ttn
ou enfin
('•^^3) T,= -^^(^,^3v/7/3)'('ii-+-v/-7)-
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On trouve, de même,
Soit, de même, à trouver la partie principale de T'^ — T„, par exemple. On a
se souvenant que t'.y — to et t'^ — t^ sont négligeables, que, pour les autres t' ^ on a la formule (122), on en conclut
= (f — fo)[ocU^)Xo{t — t^)(t — h) ^(xtx{h— h){to-^- h)],
toToit-- t,J{t — h) — tx{to— h)(to-~ ts)
vz — ■
t^X^{t — t^){t — ti) -^ tx{tQ- h){h— h) J^3
^2 Vjgs
=: 2.38(1— ^—^)gl^
T'o - To = - ~y (i - sj'^)g,gl Vîgl-
Supposons, en second lieu, le discriminant évanouissant. On a vu que l'une des quantités t reste finie; sa valeur limite, suivant
l'équation (09), est --^g^ ; les autres sont évanouissantes. Toutes
les quantités T[x ont donc zéro pour limite et, dans l'équation en T, le premier coefficient étant l'unité, tous les autres coefficients
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contiennent le facteur A. Mais, dans ces coefficients, les exposants de A sont très élevés, comme on va le voir. Posant, comme précédemment ( i6),
g^ - I2v2, ^3^ Sy^- S, A -^ 97£(i6y3_ £), p7 ^ _ iKy^^^^i,
£ étant infiniment petit, nous avons la partie principale de t^^ par la formule
Il en résulte, pour la partie principale de T^,
où p est égal à e '^ . Cette expression se simplifie d'après les relations suivantes
I- p^ = — p-^(l-p2), (l-p)(l-p2)(l-p3)(l-p4)(l_pS)(l-p
f[ui donnent
(l __. p)(l _ p2)(i _ p4) = _ /IT^,
le signe étant fixé d'après la convention y — nz=.i\^'rj^ jointe à l'observation que
(i — p)(i — p^)(i— p^) =— {'Jf-if sin -^ sin — sin — %
est le produit de i par un nombre négatif. On a donc finalement
ce qui donne, pour le produit des sept quantités Tj;,, réduites à leurs parties principales,
(.9.5) nTj,=.-^(i2^2)«At2.
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Mais c'est là précisément le produit de ces quantités, dans tous les cas. Ce produit est, en effet, celui de toutes les différences des quantités ^, prises deux à deux, c'est-à-dire la racine carrée du discriminant de l'équation en t^ dont on a trouvé précédemment l'expression (60).
Nous connaissons, dès à présent, le dernier terme de l'équation en T: c'est la quantité (laS), changée de signe. De plus, l'expression de Tjj^mène à Tobservation suivante : dans l'équation en T, le coefficient de T'", sauf pour m ^=:z -j et m = o, doit contenir le
facteur A avec un exposant zi, tel que l'on ait ii + — — >> 12.
On trouve par là, pour /i, les limites inférieures successives 2, 4, 6, 7, 9, II. Eu égard à l'homogénéité, on peut conclure que l'équation a la forme suivante
/ T^-f^aASTe-HèA^T^-HcAfiT^— AA-T3
OÙ a, h^ c sont numériques, tandis que A, B, G sont des binômes de la forme egl +/A, e et /étant numériques.
En revenant au cas ^2= o, nous voyons que B et G se réduisent au seul terme en gl^ puisqu'on a, dans ce cas, la racine triple T = o. En outre, supposant g2 infiniment petit, on a vu que les trois racines infiniment petites, Tj, T^, Tq, sont infiniment petites du second ordre en gw c'est ce que montre l'égalité (128). Il en résulte que G est nul. L'équation en T prend donc la forme
I T"-haA2T6-T-6AiT5-i-oAGT^
et, d'après les résultats trouvés pour le cas g2 ^^ o, on a immédiatement
(128) T^-t-aT3-f-6T2-^cT-T-/:= fx— ^ ' ~^ ) (T + y/^),
en sorte que les coefficients e, h restent seuls inconnus.
Une vérification s'offre de plus. Gette équation (126) donne,
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en effet, pour les racines infiniment petites avec «"o,
On a f par l'identité (12S) et l'on peut en conclure T, "dont la partie principale coïncide effectivement avec celle que donne la formule (i!^^-3).
Tjaissons de côté, pour le moment, le calcul des coefficients e, h. Nous avons en vue un autre but, trouver la relation entre T et \. INIais, d'abord, changeons la forme de l'équation (12^) en posant
ce qui donne
7* équation entière entre S et J.
Semblablement, en posant
après avoir écrit l'équation en Y ainsi
un la met sous la forme
(i3o) Z7 + j(aZ'^H-3Z=^-T-YZ2-^oZ-4-£;4- ^(8'Z-f-£')= o.
On peut exprimer S en fonction rationnelle de Z, de ^o et ^3; mais S et Z sont des invariants absolus, c'est-à-dire ne dépendant point de la constante d'homogénéité \ que l'on introduit, à volonté, en multipliant g2 et g^ pari- et ).=' ; S s'exprime donc par Z et J seulement. Cette expression est rationnelle; car ^3, dans l'expression de S en Z, g2 et g^ ne peut figurer qu'avec des exposants pairs, comme on l'a vu (17) dans une analyse semblable. Mais J est une fonction de Z, que définit l'équation (i3o), du second degré en J. Donc S s'exprime, en fonction de Z, par une équation du second degré en S.
On peut intervertir, dans ce raisonnement, S et Z et conclure
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que S et Z sont liés par une équation du second degré par rapport à chacune de ces deux quantités, une équation biquadratique.
Nous distinguerons les racines S de l'équation (129) et les racines Z de l'équation (i3o) par les mêmes indices que T et Y, et ces indices se correspondent, en sorte que, simultanément, S et Z prennent les valeurs S^, et Z^,. Qand g2 est nul, on a
S, - S4 - So = i (21 - ^"^^), S3 = - /=^, Si - S5 - So - o.
En même temps, comme on l'a vu, Yo, Y/,, Yq, ainsi que Y,, Y;j, Yfi, restent finis, tandis que Y3 est infiniment petit avec ^o,
et son rapport à g^ est donné par l'égalité (121). Ainsi les va-
Y leurs de Z sont cxd et — ; cette dernière correspond à S.j. Gonsidé-
^rant les premières, on voit que Z devient infini pour S :;= o et pour
S= So- Le coefficient de Z- dans l'équation cherchée est donc
L'hypothèse J=:o (c'est-à-dire g^^o) est, d'après l'équation (i 29), la seule qui donne 8 = 0. On vient de voir que les valeurs de Z correspondantes sont infinies. Les termes indépendants de S se réduisent donc à un seul, le terme constant.
Envisageons maintenant le cas A=^o, c'est-à-dire J = ce. Toutes les valeurs de S sont infinies et celles de Z sont nulles. C'est le seul cas où S puisse être infini^ le coefficient de S- se compose donc d'un seul terme, qui contient Z-, puisqu'on a déjà reconnu l'existence du terme S (S— So)Z-. Mais Z peut être nul sans que J soit infini, comme le montre l'équation ()3o), donnant, à cet effet, la condition s'-f- Js rzz o. L'équation cherchée, grâce à ces observations, est réduite à la forme suivante :
(i3i) S (s — ^''"/""^ ) Z^-i-mSZ-^nS-^T? ==0,
où /7Z, 7Z, p sont numériques.
En vue de calculer ces coefficients, prenons d'abord le cas où A est évanouissant. Rappelons-nous les formules
2[X (Tî
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pour en conclure
Yo — 3^-2— ^-^0 ~- ^1 ^.J -i- ^2 -2^6 — ^4 ^5
= Y?o[2I — 3(p ~ p2— p3-^ pi-^ p5^_ p6)J^ 2/TC
Yo--247po, Zo--2 2^%
tandis que la formule (124) donne Il en résulte
et, si l'on prend dans l'équation (i3i), les termes de l'ordre le plus élevé,
Prenons, en second lieu, le cas où go est infiniment petit; considérons 1\, donné par la formule (128), d'où nous déduisons
Semblablement, l'expression (i 18) de X, donne
SiZf = -^ (2in-/-"^)(5 - 3/-":^)\ 2 .7
Prenant dans l'équation (i3o) les termes qui ne se réduisent ]3as à zéro, on en conclut
p= ''^~^ ^^SiZf = ^2^32(5-T-3^/^;^
Enfin, pour déterminer le dernier coefficient, nous avons, pour
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nfîniment petit, les valeurs simultanées
qui, substituées dans l'équation (i3o), donnent
Voici donc la relation cherchée
S ( S - "-^--=1-^"-^ )Z2- i,.(i _ /-7)sz
Si on l'ordonne par rapport à S, elle se présente sous la forme
Z^S2 — AS -r- '2Kr-{5 -T- 3/^)'=. o,
(') On peut aussi trouver m par le calcul de la page io3 qui donne, en partie
principale,
y/ -"7 3 ,-- •), ( I - y/""^) bg — ■— ûy
temps que \ — "-^^{\^';gJ' donne
Zo=2.7
comme le veut l'équation (i3i) et comme l'on vient de le trouver autrement. Par là aussi, on peut trouver une première relation entre les deux coefficients
M — y — - n inconnus e, h. On aura, en effet, pour S^ voisin de y
S^[3Î/7j iilHi^^Illlj (s„-rv'=^)-^JSaeS,-i-/0 :^ 0, c'est-à-dire
21— y/-7 2r-i-y/— 7 2^.V^. J—zy . ./^i — y/— 7'
avec cette expression de A
Le discriminant
s'offre, de lui-même, sous forme du produit de deux facteurs, dont le premier se trouve être un carré,
= l(.,-/=^)z--a^3(,-/=r7)z^ '^^il!^.
La théorie générale des équations doublement quadratiques (t. II, p. 338) enseigne un lien entre ce discriminant et celui de la même équation, où Z est envisagée comme l'inconnue. Ces deux discriminants sont transformables l'un dans Tautre par une substitution linéaire. Le second discriminant contient donc, comme le premier, un facteur carré, et l'on trouve, en effet,
Problème. — Trouver un binôme eS -i- h. de telle sorte que
{S-^af U-^ — \ - G(eS — /zj2S
soit un carré parfait^ S étant la variable.
(') La rédaction d'Halphen s'arrête ici; mais les pages suivantes, trouvées dans ses papiers, comblent en partie cette lacune.
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Solution. — Soit (S- -f- àS + ab)- le carré cherché, on a
(S 4- a)3 ("s H- ^^ — ( S2+ X S + a6)2 = S(MS2 + NS 4- P),
M = 3aH il.
N2— 4MP-=>* — 6(a^ 6)2X2H-8(a+^>)3X — 3(a-+- b)'* = (l — a — byil-i--^a-\-3b).
i" En prenant 7,= a -i- b^ on a
(S H- ay (s -^ ~\ - (S + ay (S -t- ^^)2 = ^"^-^ S(S + a)2.
2" En prenant )v= — 3(a-^b), il vient
(S + a)3 fs-h—) — [S'^-3{a-i-b)S~-ab]^
Il faut, bien entendu, pour avoir la solution complète, changer, dans ces résultats, b en — b.
Dans la première solution, on a
h — ea = o; dans la seconde,
v/C {h — ea) ~ — 4 /<^ {a -^- b).
Application. — Dans l'équation en S on doit avoir
s-"^^~^~^V(s + v/:=-^) Z!^s(eS + A)2
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égal a un carré parfait. Ici
(i33) ^^-^ih^ (7 — 3/— 7)-
On doit d'ailleurs avoir, d'après la formule (iSs),
h — ea= — ^- (5 — V— 7y
La première solution doit donc être rejetée; la seconde donne
(i34) h-ea = — 4ia-hb)i/ ^'
Or
Substituons les valeurs ci-dessus de h — ea et de i/^ dans l'égalité (i34)^ il viendra
Cette valeur concorde avec (i 33), à la condition de prendre les signes -H dans les seconds membres de (i33) et (i35). Soient donc
CHAPITRE II
On aura
eS
Voici donc rëqiiation
^" js^ [(3 ^- /rr^) s ^ 4 (3 + /:r^)] + î^-^ JV=7= o.
On a
S(eS^-/02
Par conséc[uent,
Si l'on pose S
-^s[s2^3(7-./--^-)S-^^(9-5/-7)]s/-Sv/=1.
— U- \/ — 'y, il vient
J ^ _ 25.33 (3 - v/=^) V- 7 (U2- — I^^Il^") U^
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OU enfin, en prenant le signe — par exemple,
J=rO.
La décomposition relative au cas J = o devra se conserver dans l'équation en U^ où déjà on a le facteur U^ dans la partie indépendante de J. Effectivement, si l'on pose U = -f- i , J = o, l'équation est satisfaite. On a donc le facteur U — i.
La seconde racine triple S = — — - donne, d'autre part,
Substituant ces valeurs dans l'équation, pour J :== o, on voit que c'est le signe — qu'on doit prendre. L'équation en U peut donc s'écrire ainsi :
Telle est la résolvante de Gallois la plus simple; elle est obtenue en posant
Sur la multiplication complexe dans les fonctions elliptiques et, en particulier, sur la multiplication par ^'—23 (^).
Préambule.
Une des belles découvertes d'Abel, tout juste indiquée dans ses OEuvres, la multiplication complexe des fonctions ellipticjues, a été, avec éclat, tirée de l'oubli par M. Kroneckeret par M. Hermite. Dès le premier travail publié sur ce sujet par M. Kronecker [MonatsbericJite, 1807), on voit apparaître, entre cette théorie et celle des /ormes arithmétiques, des liens si étroits que l'admirable création de Gauss semble imaginée tout exprès. Cette liaison ne se montre pas moins dans le Mémoire composé par M. Hermite à la même époque (Comptes rendus de iSSp). La multiplication complexe n'y est pas le but : c'est le moyen que M. Hermite emploie pour trouver, dans les transformations du septième et du onzième ordre, la réduite de Gallois. C'est dans ce Mémoire cependant, si riche en résultats nouveaux^, qu'on voit, après les exemples élémentaires, la première collection de fonctions à multiplication complexe, calculées numériquement avec une élégance extrême. A la même époque, le R. P. Jouhcrl [Comptes rendus de 1860) et M. Kronecker (Moncttsberichte de 1862), dont les travaux, sur ce sujet, n'ont cessé de se poursuivre, ont donné aussi beaucoup d'autres exemples. Enfin, dans ces deux dernières années, la multiplication complexe a été l'objet de Mémoires im-
(1) Extrait du Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t. V; 1889.
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portants, dus à M. Stuart [Quai^terly Journal, t. XX), M. Sylow (ce Journal, 1887), M. Weber {Acta mathematica)^ M. Pyck {Math.Aiinalen) et enfin M. Greenhill (Proc. ofLondon. Math. Soc, 1888). Je n'ai point àanaijsericicesMémoires pleins d'intérêt au point de vue, soit de la théorie générale, soit des résultats numériques. Sous ce dernier point de vue, le Mémoire de M. Greenhill, tout récent, résume et dépasse les travaux antérieurs.
Pour la recherche effective des fonctions à multiplication complexe, sauf en quelques cas, comme la multiplication par y — n ou par y — i5 (Hermite, Equations modulaires, p. 55), on a employé, jusqu'à présent, des moyens détournés, quoique d'un grand intérêt : tantôt on utilise les équations modulaires déjà connues, tantôt on calcule, à l'aide des séries de Jacobi, les coefficients d'une équation résolvante. Ce dernier moyen, extrêmement curieux cependant, est bien étranger à l'Algèbre et surtout exige des opérations bien laborieuses. Le premier moyen conduit, en général, à des équations qu'il faut décomposer en plusieurs autres (*) ou bien qui ne donnent pas aisément, sous leur forme définitive, toutes les inconnues.
D'ailleurs, quoi que l'on veuille penser de ces critiques, il était intéressant de chercher des moyens directs. Je me propose, dans le Mémoire actuel, de montrer, sur un exemple, l'emploi d'un tel moyen, si direct et si simple, en théorie du moins, qu'il suffira, pour me suivre jusqu'au bout, de posséder les premiers éléments des fonctions elliptiques. Afin de faciliter cette tâche, j'ai placé au début un exposé rapide des principes généraux de la multiplication complexe, ressemblant beaucoup à celui qu'a déjà fait M. Sylow.
L'exemple choisi est celui de la multiplication par y/ — ';>3. Il existe six fonctions admettant cette multipbcation. Pour le
(') La cause de cette décomposition sera expliquée ici parmi les Principes généraux. Il y a plusieurs exemples, dignes de remarque, où cette décomposition est évitée par l'emploi d'équations modulaires irrationnelles; on le verra dans le Mémoire de M. Greenhill. Mais c'est là un accident heureux, qui se produit seulement en des cas dont le nombre est très limité. Pour obtenir une équation, sans facteurs étrangers, M. Kronecker a indiqué une méthode générale, fondée sur l'emploi simultané de l'équation modulaire et de l'équation au multiplicateur.
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nombre p.3, comme pour tous ceux qui sont de la forme S n — i, ce qu'on a obtenu jusqu'à présent ne suffît point. Dans son beau travail de 1860, leR. P. Joubert, parmi beaucoup d'autres résultats, a donné explicitement deux équations, du troisième degré, dont chaque racine est égale, pour l'une des six fonctions, au produit du module par son complémentaire. Il resterait à trouver effectivement les modules, qui doivent contenir seulement une seule irrationnelle, outre y/ — 26. Cette circonstance indique suffisamment que l'on n'a pas choisi l'inconnue la mieux appropriée. La même observation s'applique à l'équation, d'ailleurs très élégante, donnée pour le même objet par M. Greenhill. On pourrait d'abord être surpris de me voir exiger le module lui-même, quand on sait fort bien que le produit du module et de son complément définit explicitement les invariants. Il est vrai que le résultat obtenu par le R. P. Joubert suffit à définir ces invariants ; mais il ne suffit point pour faire connaître, sans nouvelle irrationnelle, la formule même de multiplication.
Au point de vue des résultats, c'est donc un complément que j'apporte à ce qui était acquis. Mais c'est surtout par la méthode employée que ce travail, sans prétention, mérite peut-être un instant d'attention.
Principes généraux.
Rappelons tout d'abord les principes.
Soit s une constante qu'on désignera sous le nom de multiplicateur.
Soit u un argument variable; soit encore (' le produit de u par
le multiplicateur,
On sait que, si £ est un nombre entier, -pv est une fonction rationnelle de jjw. Le même fait peut-il se présenter pour d'autres valeurs de £?
Soient 2(1) et 2w' les périodes. Comme -pu ne change point quand on ajoute ces périodes à l'argument ?/ et que tout autre changement de l'argument, sauf le changement du signe, altère la fonction p; comme aussi pv doit avoir une seule valeur pour
chaque valeur de pu, il faut que les produits de s par 20) et i(ji' soient eux-mêmes des périodes, qu'on ait donc
(1) SO) = pO) -I- ^O)', £0j' = rco -t- 5 0)',
/j>,^, y, s étant des nombres entiers. De là se conclut
(2) (/'w -H ^w')a)' = (rw — 5w')w.
Mettons de côté le cas où l'on supposerait
qui est celui de la multiplication ordinaire, s étant alors un nombre entier. Pour tout autre cas, la relation (2) n'est pas identique. Elle exprime une condition entre les périodes : pour qu il existe une multiplication, autre que la multiplication ordinaire, il faut et il suffit que le rapport des périodes soit racine d'une équation du second degré à coefficients entiers. C'est une condition nécessaire, on vient de le voir; suffisante aussi ; pour s'en convaincre, il suffît d'observer que, s étant choisi conformément aux égalités (i), concordantes d'après la relation (2) supposée, p\^ n'a effectivement qu'une seule valeur quand pu est donné.
Il s'agit de trouver l'expression de j3P, en fonction de pu. Cherchons donc les pôles de cette fonction, considérée comme dépendant de u.
Des égalités (i) et (2), on peut tirer
/ w _^ siii — ^ Cl)' to' poi' — rw
(3) • ^ £ Ne N
' N =/?5 — qr.
En conséquence, les valeurs de ?^ == - ? qui rendent ç égal à une
période, sont des iN^*^'"^*^^ parties de période. Mais il faut préciser davantage.
On doit admettre que les quatre nombres /?, ^, /•, s n'aient aucun diviseur commun. Elfectivement, de ce cas particulier, on s'élève au cas général en multipliant £ par un nombre entier, c'est-à-dire en faisant suivre la multiplication par £ d'une multiplication ordinaire. Cette dernière ferait disparaître la simplicité ([u'on va reconnaître dans la nature des pôles de pt^; la simplicité
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tient essentiellement à cette hypothèse, permise et nécessaire : /?, q^ r, s nont aucun diviseur commun.
Soient V le plus grand commun diviseur de 5 et de ^ ; \l celui de p et de r. Ces diviseurs appartiennent aussi à N. On aura
g='^q\, 5 = v5i; p = ixpi, r = ixri; piSi — q^j-^= n. N = 7i[JLv.
Sont premiers entre eux les nombres q^ et 5,, de même /?, et /'i, et aussi \k et v, suivant l'hjpothèse qu'on vient de faire sur l'ensemble des quatre nombres/?, ^, /', s.
Gomme q^ et s^ sont premiers entre eux, on peut trouver deux entiers a et p par la condition
(4) 5iP — ^ia = i.
Posant alors
on en conclura
pitxi'— riiù = (/)ia — riP)wi — (piSi~qiri)M\, égalité que nous écrirons sous la forme
piOi' — j\(jii = hoji — nui\, en posant
(5) A=/?ia— r,^.
Remarquons immédiatement que h et n sont premiers «entre eux. On a, en effet,
hsi = p^sioc — ^l5l {^ = p i s i oc — ri ( 1 -{- q i (x) — na — 7\, hqi^piqiOc — 7-iqi'^ =/>i(5i? — 0 — r^q^^ = n^ — p^.
Tout diviseur commun k h et n diviserait donc ;"< et/?i, qui sont premiers entre eux.
Puisque h et n sont effectivement premiers entre eux, on peut choisir un eutier X, de telle sorte que h + \n soit premier avec un nombre donné quelconque, par exemple v. Mais, par l'égalité (4). a et p sont déterminés seulement à un multiple près res-
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pectivement de s^ et de q,. L'égalité (5) détermine donc h à un multiple près de
on peut alors choisir ce multiple de telle sorte que h soit premier avec V. Admettons qu'il en soit ainsi.
Les deux nombres h et ji. étant premiers avec v, on peut déterminer des entiers y et o par la condition
vo — /ijJ-Y = !• Gela fait, on a
h lui — 71 0) j -f- ji V Sw'i = h ( Wi -f- n jj-Ycoi )
et, si l'on pose
les expressions (3) de - et de - prennent les formes ci-après :
10 _ SiM — Ci m' Wi W
- nix II \x 11 ijL
Par conséquent, en négligeant les multiples de la période 2 to'^ ,
Ibi
'2 Vto
nii
ihM
2 [JL /i W
TiV
Ainsi -^ et — , a des périodes près, sont des multiples d une
seule et même quantité -^ • Avec des entiers quelconques a'et P',
en posant
va' -h IX h'^' — m, on aura, de même,
c est-à-dire un multiple de -^-- Gomme, d'ailleurs, v et \kh sont
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premiers entre eux, m peut être un entier quelconque. En conséquence, les valeurs de u qui rendent v égal à une période sont représentées par tous les multiples d^ une seule et même quantité-^-, qui est la W''''''' partie d' une période.
11 est très important de se rappeler l'hjpothèse />, q, /', s sans diviseur commun. Dans le cas opposé, en effet, la proposition serait en défaut. Au cas de la multiplication ordinaire, par un
entier M, les valeurs de w, qui rendent ^ égala une période, sont
constituées par l'ensemble de toutes les M^''"'*'^ parties de période, et ces dernières ne sont pas les multiples d'une seule et même quantité. Si donc on multiplie £ par un entier M, la proposition précédente disparaît à l'égard du produit Ms. Elle constitue ainsi une propriété caractéristique de la multiplication singulière, réduite à ses éléments essentiels.
Connaissant les pôles de jdp, fonction de u^ il est aisé de trouver l'expression de pv^ décomposée en éléments simples. Soit effectivement
d'après l'égalité (7), il vient
D'autre part, pc développé suivant les puissances ascendantes de ç fournit, à la partie fractionnaire, le seul terme —__- Suivant les puissances ascendantes de u' , on a donc le seul terme -1— r, • De là vient, dans la formule de décomposition, le seul terme
Si l'on observe ensuite que pv est une fonction paire de ?^, on trouve immédiatement le terme constant, qui restait à déterminer dans la formule de décomposition, et l'on a enfin
(8) €^pv=^pu-^ 2^ Yp[u ^_j_p-__J.
in—\
Le rapport des périodes est supposé racine d'une équation du second degré, à coefficients entiers; soit
(9) aa>'2-}- 26 tOw'-h CtO^rrr O
cette équation, où a, 6, c sont des nombres entiers, n'ayant aucun diviseur commun. Le premier membre constitue ce qu'on nomme, dans la théorie de Gauss, une forme primitive; la qualification àe primitive exprime que a, b^ c n'ont point de diviseur commun.
Dans ror<://*e primitif (c'esl-à-dire dans l'ensemble des formes primitives), on distingue V ordre proprement primitif elV ordre improprement primitif. Le premier est celui où a et c ne sont pas, tous deux, pairs; le second est, au contraire, celui où a et c sont pairs. Cette distinction, née de l'Arithmétique, est encore fondamentale ici, comme on va le voir immédiatement.
Le rapport des périodes est essentiellement imaginaire. Ainsi l'équation (9) a ses racines imaginaires; en d'autres termes, le nombre U, qui est son déterminant changé de signe,
est essentiellement positif. La forme («, ^, c), c'est ainsi qu'on représente abréviativement le premier membre (9), est donc une forme définie, nom que l'on donne aux formes dont le signe est invariable quand la variable est réelle. On pourra admettre que a et c, dont le signe est le même pour tous deux, sont positifs. La forme (<2, b^c) est, en résumé, une forme primitive ei positive. Enfin, pour fixer les idées, nous définirons le rapport co' : to comme étant égal à la racine dans laquelle la partie imaginaire est positive, c'est-à-dire que le coefficient de i est supposé positif. Par conséquent,
et y/D est pris positivement.
L'équation (9) peut être mise, de diverses manières, sous la forme (2). Il y a donc diverses multiplications singulières pour la même fonction elliptique : parmi ces multiplications, il faut en choisir une, la plus simple, suffisante pour caractériser la singularité.
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Par comparaison avec l'égalité (2), on posera
q — ka, — r = kc, p — kb -\- k',
^^'^^ i s = -kb-^k', p~s = ikb.
Les trois nombres a, b^ c n'ont point de diviseur commun ; il en va donc de même des trois nombres a^ ib^ c dans le cas de l'ordre primitif. Alors k est nécessairement un nombre entier, et k' aussi par conséquent. Au contraire, pour l'ordre improprement primitif, a^ ib el c ont le diviseur 2. On peut donc prendre, pour A', la moitié d'un nombre entier ; comme, d'ailleurs, b est impair (sans quoi a, ^, c auraient le facteur 2), 2k' sera aussi un nombre entier, de même parité que 2/:.
Nous avons maintenant, suivant (12) et (10),
(i3) N ^ps — qr = k"--^k^-D.
Le minimum de N, pour l'ordre proprement primitif, est donc N == D, répondant à k' = o, k = ± i. Pour l'ordre improprement primitif, c'est N = {(D + 1), répondant à ±: k'=^dz k = i.
L'expression (i) du multiplicateur s, suivant (11), devient
(i4) t=-^ — ■ = k' = k'-^ ikv/D.
Ce multiplicateur est toujours imaginaire, et c'est là l'origine de la locution : multiplication complexe.
Adoptons naturellement, comme la plus simple, la multiplication où N est minimum ; fixons, d'ailleurs arbitrairement, les signes de k et de /:', et concluons ainsi :
Dans l'ord/^e proprement p/^imitif (c'esl-k-d'ire l'un des deux nombres a el c étant impair), le multiplicateur le plus simple t et le degré N sont
(i5) E=iVD, N=D;
dans r ordre improprement primitif (c^est-k-d\rc si a et c sont pairs, tous deux), le multiplicateur le plus simple t et le degré N sont
(iG) s = |-(i-+- t s/d), N = |(D4-i).
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Pour un même déterminant D, multiple de 4 moins i , le degré le plus petit correspond à l'ordre improprement primitif, qui ofîVe, par conséquent, des calculs directs beaucoup plus simples. Comme on le verra par l'exemple que nous allons calculer, on peut ensuite, par des opérations indirectes, passer à l'ordre proprement primitif.
Diverses méthodes de recherche.
Jusqu'à présent, les fonctions elliptiques à multiplication complexe, oi\ fonctions singulières, ont été caractérisées par la condition (9), relative aux périodes. Le problème véritable est de trouver leurs modules, suivant l'ancien langage, ou leurs invariants, suivant le langage actuel. Pour résoudre ce problème, la voie naturelle est de faire disparaître les variables «, ç de l'égalité (8), de façon à obtenir une relation entre des constantes, exprimables en fonction des invariants. On peut obtenir une infinité de telles relations.
Développons les deux membres (8) suivant les puissances ascendantes de u, égalons terme à terme les coefficients et nous aurons les relations dont il s'agit. Pour ce but, on invoquera le développement
^u = —^ ^ — ir--^ ~ U*-^
ll~ 20 '28
Se souvenant que l'on a ç =.tu^ on conclut
)i(^'-)--îi:^'^
(^7) ^ ï / r N 1 V TV ^'"^^~^
11 suffit, bien entendu, de prendre la première de ces équations. En exprimant que les arguments des diverses fonctions p" , dans le second membre, sont les multiples d'un même argument, que ce dernier est la N'""""^ partie d'une période, on obtiendra, entre les invariants, une équation algébrique propre à résoudre le problème.
On peut procéder autrement : prendre les deux équations, ex-
FRAGMENTS DIVERS. i6j
primer les fonctions p" et p^^ au moyen de la seule fonction p, suivant les formules
employer la multiplication ordinaire pour réduire ces fonctions p au seuJ argument -^ et, sans avoir a exprimer que cet argument est une N'"""^ partie de période, éliminer cette unique quantité p-^ entre les deux équations.
11 y a d'autres moyens encore. Dans le cas, notamment, où N est un nombre pair, en mettant, au lieu de u, dans l'égalité (8), une des trois demi-périodes, on obtient une relation fort utile, comme je ferai dans l'exemple que je me propose de traiter ici.
Voici le fait qui attire d'abord l'attention. Dans l'égalité (8) et celles qui s'en déduisent, les seules données qui apparaissent sont £ et N, c'est-à-dire, conformément aux expressions (i5) ou (16), le déterminant D et la distinction entre les deux ordres, proprement ou improprement primitifs. Aucun autre élément de l'équation (9), c'est-à-dire de la forme {a, 6, c) ne laisse de trace dans le calcul. Par conséquent, la totalité des formes, de déterminant D, donne en tout deux équations, bien distinctes entre elles, l'une pour l'ordre proprement primitif, l'autre pour l'ordre improprement primitif (quand D est multiple de 4 moins i).
Pour un déterminant donné, il y a une infinité de formes (rt, h, c). Il n'y a cependant qu'un nombre limité de fonctions singulières, répondant à ces formes, puisque ces fonctions sont définies par une équation algébrique. Une infinité de formes répondent donc à une même fonction. Ceci tient simplement à ce que les périodes 20), 2co'ne sont pas entièrement déterminées. On peut, en effet, au moyen d'une substitution linéaire, de déterminant unité, changer ces périodes en d'autres, qui leur soient équivalentes.
Soient 2cô' et 2w deux autres périodes :
(18) 0)'= aw'-i- ^(0, tJ5 = Y^'"'" ^^•
Pour que le couple (sto', 2tô) puisse remplacer le couple III. II
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(aw', 2(o), il faut que toute période s'exprime par une fonction linéaire de 'ii7y' et 9. w, à coefficients entiers; ceci exiee
De plus, pour préciser le rapport to': w, nous avons été conduits à fixer le slj^ne de la partie imaginaire dans ce rapport. Pour rpie ce signe se conserve dans w' : w, il faut que l'on ait ao — (^yrrri 1-1 , comme on le reconnaît par un calcul classique.
La substitution (18) fait apparaître o/ : c5 comme racine d'une nouvelle équation, analogue à l'équation (9). Le premier membre de cette nouvelle équation n'est autre que le premier membre de la précédente (9), transformé par une substitution linéaire, à coefficients entiers, de déterminant égal à H- i.
Dans la théorie de Gauss, toutes les formes (a, 6, c), déduites d'une seule et même forme par de telles substitutions, forment une classe et elles sont dites équivalentes. Cette équivalence trouve ici son application naturelle : toutes ces formes correspondent à une seule et même fonction elliptique. Le nombre total des fonctions singulières qui correspondent à un même déterminant D est donc aussi celui des classes de formes primitives (proprement ou improprement), à déterminant — D. Si la théorie des nombres ne nous le faisait déjà connaître, nous apprendrions donc par les fonctions elliptiques que ces classes sont en nombre limité.
En restant dans les généralités, j'ai encore un mot à dire sur la méthode de calcul que j'ai indiquée tout à l'heure, pour la comparer avec la méthode classique, la métbode d'invention première, celle d'Abel, pour laquelle on emploie les équations modulaires.
Envisageons des fonctions elliptiques quelconques, ayant 20J et 2(d' pour périodes; puis d'autres fonctions elliptiques, ayant les périodes 2O, 2O', liées aux précédentes par les relations
(19) zQ -~= pto -^ q b)', bQ' — rM -~ sui',
analogues aux relations (i); p, q, /', s sont encore des nombres entiers sans diviseur commun, mais £ est une quantité tout à fait arbitraire. Les éléments de la théorie de la transformation, par les raisonnements mêmes que nous avons employés, montrent que
p(£w) est fonction rationnelle de P;^ (nous désignons ici par P la seconde fonction elliptique, aux périodes 2Q, lÙ'). Cette fonction rationnelle s'exprime, en éléments simples, sous la forme
■P{zu)r-.PU
analogue à l'égalité (8).
Par le même moyen qui nous a fourni les relations (17), en employant des majuscules pour les invariants de P, on obtient
En considérant les seconds membres comme des fonctions connues de G2 et G3, éliminant s, on obtient une relation entre les invariants absolus g-^ ', g'I et GiJ : G3 (qui remplacent les modules dans les notations modernes). Cette relation (mise sous forme entière relativement à Go et G3, dont les seconds nombres sont des fonctions algébriques irrationnelles) constitue Véquation modulaire relative aux transformations d'ordre N.
Dans cette équation modulaire, supposons G-2=^ g-i^ ^3=: 0-3. Nous retrouA^ons alors, au lieu des relations (19), les relations initiales (i), et l'équation ainsi obtenue, qui contient alors un seul module, ou plutôt un seul invariant absolu, caractérise des fonctions elliptiques singulières. Mais £ a disparu^ la seule donnée qui subsiste est N. La disparition de £ nous avertit que les multiplications ne sont pas nécessairement réduites à leurs formes les plus simples (i5) ou (16). Entre le déterminant D inconnu et le nombre donné N existe seulement la relation (i3). On trouvera donc ainsi, à la fois, toutes les multiplications complexes qui répondent aux déterminants D, de la forme
9.A et 'j,k' étant des entiers quelconques, qui rendent D entier et positif. L'équation obtenue de la sorte est donc décomposable en plusieurs équations distinctes.
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Au poÎDtde vue théorique, celle méthode présente divers avantages. Tout d'abord, elle a été la source de belles découvertes arithmétiques, comme on peut le voir dans les travaux de M. Kroneck©r. De plus, les équations modulaires ayant été très étudiées, on trouve par là plusieurs propriétés générales de la multiplication complexe. Mais, quand il s'agit de calculer effectivement des invariants singuliers, correspondant à un déterminant donné, cette méthode ne peut être approuvée. Une bonne méthode doit fournir directement, sans facteurs étrangers, l'équation désirée. Elle ne doit point exiger le calcul préalable des équations modulaires. Celle que j'ai indiquée plus haut satisfait à ces conditions : par la conservation du multiplicateur s dans le calcul, elle doit donner, pour chaque cas, une équation répondant uniquement à la question (^). On ne peut pas dissimuler cependant que le calcul eiTectif offre des difficultés : pour qu'il ne soit pas trop laborieux, on doit assurément user d'artifice, employer, par exemple, des relations surabondantes, comme je vais le faire dans le cas particulier dont j'aborde maintenant le calcul.
Multiplication par |(i4- v^— '^3). — Recherche de la résolvante.
Je me propose de trouver les fonctions elliptiques singulières répondant à l'ordre improprement primitif, pour le déterminant 23. Je prends, à cet effet, l'une des formes correspondantes, la forme (2, i, 12), supposant ainsi, entre les périodes, la relation
ly 23.
Dans la fonction elliptique correspondante, les invariants sont
(') D'après un des plus beaux théorèmes de M. Kronecker, cette équation doit se décomposer en autant d'équations partielles qu'il y a de genres difTérents, entre lesquels se répartissent les classes de formes ayant le déterminant donné et appartenant à l'ordre considéré. Le déterminant que j'ai en vue est un nombre premier; il n'y a donc qu'un genre dans chaque ordre; partant, point de décomposition.
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réels et le discriminant négatif. La demi-période réelle est tu, la demi-période purement imaginaire est 2to'-f- to. Ainsi, suivant les notations usitées dans le cas des invariants réels avec discriminant négatif, on devra poser
de là, pour les demi-périodes imaginaires conjuguées, les expressions
Les racines e^^ c'est-à-dire les valeurs de pu quand 11 est une demi-période, sont donc composées ainsi : l'une réelle e.^^ correspondant à too aussi bien qu'à co'^; les deux autres sont imaginaires conjuguées : dans e^^ qui correspond à to,, la partie imaginaire est positive.
Je conserverai explicitement les demi-périodes w, w', avec la notation iJ' pour leur somme, mettant, de plus, e, e\ e" pour les trois racines correspondantes (*). La somme de ces dernières est nulle. On a donc simultanément
La lettre t désigne l'inconnue qu'on est naturellement conduit à choisir. Nous savons dès maintenant que -. doit être réel et positif.
D'après les égalités (12) appliquées au cas actuel, en j prenant
des relations (i) et (2) on tire les suivantes :
SCO = o) -h o)', ziii' = — 6a),
W w' (Xi' to'
£ = -1(1 -i- i\/-ïi).
(') L'obligation de considérer, à la fois, les diverses fonctions elliptiques contraint à restreindre la variété habituelle des notations : je réserve l'emploi des indices pour caractériser les autres fonctions, qui interviendront plus loin.
j66 troisième partie.
La demi-période (o coïncide avec w' et la formule (8) devient
pu-^p(^u~ ^ ) + p(^^-+- jj
(9,3) £2pp=: y _|_p( ^^_ ^_ j + p(t^+ ^ 1 -+-p(i^_ to')
Posons, pour abréger (*),
remplaçons p'^ par6j3- — lg.2 et déduisons de la première formule générale (17) cette équation
Je prends, de plus, l'équation qu'on obtient en supposant, dans la relation (28), 11= co, ce qui donne, suivant (22),
par conséquent,
£2 e" — e -+- e" — e' -h 2p ( w 1 H- 2p I to ;.- I — 2a — 2 h.
Nous poserons
A = i(£2e"^e'_ e — e")r= |(£2e"H- ie'),
en sorte que la dernière équation s'écrit ainsi
/ to'\ ( 2to"
(2C) 2A -^a^5 = p( w— — 1 -i-p( oj —
Par le tbéorème d'addition des demi-périodes, on a, suivant les
notations (24),
fe— e') (e — e")(«. -t-6 — %e)
{11) p(a.-î^)H-p(co-2|i)
(') L'emploi des lettres a et 6 ne peut entraîner aucune confusion avec la notation générale {a, b, c) des formes quadratiques, sur laquelle nous n'aurons plus à revenir.
Le second membre (26) étant maintenant exprimé au mo>en de a et h, il ne faut plus qu'une relation entre a el b pour éliminer ces quantités des équations (26) et (26). Cette relation est immédiatement fournie par les expressions (2.4) de a el b
On en conclut, par le théorème d'addition des demi-périodes,
ce qui est la relation demandée. Je m'en sers immédiatement pour modifier le second membre (2^) par le calcul suivant : «
Ajoutant, membre à membre, avec (28), on conclut { a — e){b — e) = {e' — e) {a ~- b — e — e" )=^( e' — e)(a-h è -t- e'). La relation (27) devient donc
/ (.0' \ / 9. w' \ le" — e) {a -\- b — •y.e)
»\" - 1 ) -- 'Y" ~ ^ j = "" + â^TT^' '
ce qui donne, pour l'équation (26), celle-ci
(29) (2 A — ie -- a -\- b) {a -^ b -h e' ) -^{e — e" ) {a -\- b — 2é') = o.
L'élimination de a et b entre ces trois équations (^j), ( '28) et (29) est évidemment très facile. On peut cependant la simplifier encore par une nouvelle transformation du second membre (26'), conformément au calcul suivant :
2w'\ „ ie"—e){e"—e')
plw-
2oo'\ (e — e')(e — e")
I , 2to'\ , {e' — e){e' — e")
Soit/(rt) ^={a — e) {a — e') {a — e"). La somme des trois fractions, dans ces seconds membres, est^-r^ — ^ 9(<"0? ^^"^ '^(^) <^^^~
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signe \di partie entière de -jr^' Soit, pour un instant, u l'argument ^ to ; on a
Pour un argument u quelconque, on a toujours
Pour u = 1 w', pu et piii sont des quantités égales, a. Ainsi
f'Ha)
~. — -— = l'ia.
Quant à cp(a), partie entière de ' . où a est supposé quelconque, c'est ga. La somme des trois fractions est donc égale à 3a. Au lieu de l'égalité (2^), on peut donc encore écrire celle-ci
(29a) p/ co— — j -t-p(^w -^ \-i-b = 3a,
moyennant laquelle l'équation (26) fournit cette autre (3o) A = a ~ b,
que j'adjoins au système (20), (27) et (29).
Avec la notation A, j'emploie encore B et C : ainsi
I A= "-('^e'-ie'),
I C^{e' — e)(e'— e")= 3e'^— 7^2 = 2e'2-f- ee" . ' 4
Les équations (25) et (27) sont les suivantes :
rt2_^62r-^B, {a — e'){b — e')r^C.
Avec l'équation (3o), on en tire
■le'ia -\- b)= 2e'2_;_B — 2G— A2^ B — A2-- ae'^— 2ee'
L'élimination de (a -{- b) entre ces deux dernières conduirait à une équation du quatrième degré par rapport à l'inconnue i. Cette équation contiendrait un facteur étranger, tandis qu'en sul)stituant (a -h h) et son carré dans' (0.9), on obtient une équation du troisième degré
(3'2) A(B — A2— 2ee")^e'(3B ~ik^-^ iee"--ie'^) -= o.
C'est l'équation que je voulais obtenir. On j devra substituer, pour A et B, leurs expressions (3i). en se souvenant qu'on a
Elle devient, de la sorte, homogène et du troisième degré, en e, e'y é' . Parle mojen des notations (21), on aura une équation du troisième degré en t.
Le développement de cette équation exige encore des calculs assez longs. Il convient donc d'avoir un guide et un contrôle par la connaissance préventive de quelques traits essentiels.
Remarques sur la résolvante.
La présence de s dans A et B entraîne, pour les coefficients de l'équation, la forme complexe a -j- f ^y/23, a et (3 étant des nombres entiers. Or nous connaissons l'existence d'une racine t^ purement imaginaire. Il est donc naturel de prévoir, pour l'équation, la forme
(33) jV23(a^3j_p^)^^^2^5 = 0,
OÙ a, [^, y, 0 seront des nombres entiers. Je donnerai, dans un instant, la preuve véritable de cette propriété. Ce qui importe le plus, c'est de savoir à quelles fonctions elliptiques singulières se rapportent les autres racines t.
D'après les éléments de la théorie des formes, il y a, outre (2, I, 12), deux autres formes réduites, dans l'ordre improprement primitif, de déterminant — 28. Ce sont les formes (4, i, 6)et (4, — 156). Envisageons d'abord la première, que nous distinguerons en affectant de l'indice 1 les éléments correspondants. Il
s'agit donc des fondions elliptiques pour lesquelles on a I = ti/'j-S,
(34) ' £Wi=Win 2w'i, £Wi = --3a)j,
L'argument w de la formule (8) est ici to'^ 4- 3 co, .
On formera, comme précédemment^, l'équation supplémentaire, en prenant w = w,, ce qui donne aussi r = o),. Les lettres r« et h auront les significations suivantes :
«1 = Pi —3- ? ^i =- ,Pi f y -^ wi
Moyennant ces conventions, on voit immédiatement qu'on obtient les mêmes équations que précédemment, sauf remplacement de e, e\ e" par e\^ è\^ e^.
Notre équation du troisième degré a donc une racine /, définie par les égalités
/ofx e\ I ex ï
«1 2 gj 2
Cette racine est complexe et nous verrons même, ultérieurement, que Ton peut assigner, d'avance, son expression en fonction de la racine précédente t.
Semblablement, la forme (4, — ( , 6) donne lieu à des fonctions elliptiques caractérisées par les relations
(02 (3S) {^ COJ2 -- 20)2, ctOg = ~- 3(02 -T- (1)2,
W2 ^2 20)2 tOg I
L'argument w est (Oo — 2to!,. On obtient l'équation complémentaire en prenant u =^ w.,, ce qui donne r :=z to.',. Les lettres a el b ont les significations suivantes
/ 1 tO.2 4 ^'9 \ j / H>2 — ^' W', \
et l'on retrouve les équations primitives, sauf remplacement de e, e\ é' par <?',, e.^^ e.,. Notre équation, du troisième degré, a donc la racine ^o, définie par les égalités
En comparant les fonctions d'indice 2 et celles d'indice i, on voit que les rapports des périodes, au signe près, ce qui est indifférent, Y sont imaginaires conjugués. Les invariants absolus sont donc aussi des imaginaires conjuguées et il est manifeste que les deux rapports e, \é^ et <?2 I <?2 ^^"^^ dans ce cas. Ainsi t^ et — t-i sont des imaginaires conjuguées. Nous rappelant ce qui a été dit précédemment sur la première racine t^ nous pouvons conclure
que les trois quantités -> fournies par les trois racines t^ sont l'une
réelle et positive, les deux autres imaginaires conjuguées. Par là est pleinement justifiée la forme (33), prévue pour l'équation.
Voici encore un autre mojen de trouver ce même résultat, Comme on l'a vu par l'égalité (i4). ^^i^g même fonction elliptique admet à la fois les deux multiplicateurs s et i — s et, pour tous deux, le nombre N n'a qu'une seule valeur. On peut donc former l'équation tout aussi bien en se servant du second multiplicateur et l'on reconnaîtra qu'il y a simplement échange entre e^ete''. Par le changement de £ en i — t, c'est-à-dire par le changement du signe de «\/23, la racine t se change en — i\ il en est de même pour les autres racines. Cette circonstance exige la forme (33) de l'équation cherchée.
Pour une même fonction singulière, les deux multiplicateurs conjugués, £ et — £ dans le cas de l'ordre proprement primitif, £ et ^ — (I — £) dans l'autre cas, coexistent toujours. Ce fait général, conséquence de l'égalité (i4), explique, de nouveau, pourquoi deux yb/-/?Z(?5 opposées, comme (4, i, 6) et (4, — ^ i? 6), donnent lieu à des invariants conjugués, avec cette conséquence, bien connue, que les invariants réels proviennent des formes ambiguës, comme (2, i, 12), c'est-à-dire des formes proprement équivalentes à leurs opposées.
Une dernière observation avant de calculer notre équation. Si l'on ne savait déjà, par la théorie des formes, que l'ordre impro-
prement primitif contient, en tout, trois classes pour le déterminant — 23, le degré 3 de l'équation nous le ferait connaître. Il est évident, en effet, que, s'il existait d'autres classes, le même calcul s'y appliquerait, entraînant seulement quelque permutation dans les accents de e, e\ e" . Ces classes fourniraient donc nécessairement des racines de la même équation.
Développement de la résolvante.
Dans le développement de l'équation (32), j'utiliserai la forme démontrée (33), non pour abréger le calcul, mais seulement pour le contrôler. Soit U le premier membre
U = A(B— A2— 2ee") -^ e'(3B — ik'^-^ lee" — ie'^),
où l'on prendra
Soit aussi V le premier membre, sous la forme désirée (33), V = i v/23 (a ^3 _^ ^ ^) _|^ V ^2 _:_ 3,
On doit s'attendre à ce que U diffère de V par un facteur complexe [Ji + iv y/23 , et chercher à mettre ce facteur en évidence.
Au lieu de développer complètement U, il est préférable de calculer séparément U pour des valeurs particulières de t.
En se servant de la relation
on a
23.3.5AB =:II£4-+-12£2 = _ 109 £2_îi2 32.11^ 9/' A3 ^—£6 =_ 5. i7£2_ 22.32.11,
22ee"A= £2 =-f- £2.
Désignant par Ui la valeur de U correspondante, on trouve ainsi
Ui=7.Tl(22.32— £2), ^^i
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Le calcul est extrêmement simple. Désignant par U'^ la valeur de U, je trouve
a3.3.5Ui =:= 7.ii(9-h2s2), ^=_i.
J'en conclus
(U;-f-Ui) -^3(36-^5£2).= |(i7-^5fY23), (U'i — Ui) = 36— 17^2 =1jY'23(i7 + 5jV23;-
En posant
j'ai, de la sorte, Yi et Y\ désignant les valeurs de V pour ^ == -J- et
( Vi-t- ¥1=3.23.3.7. II.
( V'i — Vi=23.7.lIfv/23.
3" Calcul du terme en t^ . — Pour ce calcul, on doit prendre Voici le calcul :
22A r- (2 — e2)^, 2.3.5B = — (27 -f-TI£2)^2,
22rA-r-3e') = (14 — £2)^, 22 ( A -+- 2 e' ) = ( ro — £2 ) t,
— 26A2(AH-2e')= (22.5.43 -i-283£2)^3^
V :.:= 7fV^(23. iQfi—l^t) -r- 22y?2__
et les égalités (39) donnent
L'équation cherchée est donc enfin
(40) V(0 = O = 7fV23(23. I9^3_ 2.32.7O ^ 3(.22.3,^^2_ 32).
Les trois multiplications par t(h-/— 23).
Pour résoudre Téquation (4o), le changement d'inconnue, qui s'offre d'abord, est indiqué par l'égalité
(40 ly-23t-^iz,
par où l'équation devient
Pour la réduire à trois termes, on posera
ce qui mène à l'équation finale
(',4) 23x^ -'j.^j3x -^ y.'iy ^ o.
Comme on le verra plus loin, il y a des raisons de savoir d'avance que la racine carrée du discriminant de l'équation doit contenir i\ 'À^ comme sevile irrationnalité. Il en est bien ainsi; car, R étant le discriminant, on a, pour l'équation {^^)f
i3 . i /aS
Soient ( 45 ) g= 47 ^ >.?, v/23 + - 3 /3, h -- 4 / ^ 23 v/^ - - 3 v/3
des racines cubiques prises dans le sens arithmétique et pour lesquelles on a
La racine réelle de (44) est
Les deux autres x^ et ^o *'en déduisent comme on sait : pour la première, on remplace g et h par 9j^ et Q-/i; pour l'autre, par 9^^ et 8A, et 9 est une des racines cubiques imaginaires de l'unité. Afin que les indices i et a correspondent à ceux qui ont été adoptés plus haut, pour t^ il j aura lieu de préciser 0. Je le ferai plus loin, et, dans les formules ci-après, je suppose, par avance, le résultat.
En posant donc
on pourra exprimer, par une même formule, chaque racine t en fonction de la quantité correspondante c. Les quantités <?, e\ e" ^
dont l'une est arbitraire et dont la somme est nulle, sont déterminées par la condition
En vertu de l'homogénéité, le choix arbitraire de e est indifférent. Je prendrai donc
(47) e = 2c, e' ~ ^i — c, e" == — gi — c,
pour le cas de l'égalité (20), ou, en d'autres termes, pour la forme (2, 1, 12); puis, en permutant les accents comme il a été expliqué et comme le rappellent les égalités (35) et (37), on aura
(48) e'i~2Ci, e'^ — gt — C], ^1= — 9^ — Cl,
dans le cas de l'égalité (34), correspondant à la forme (4, 1,6); puis enfin
pour le cas de l'égalité (36), correspondant à la forme (4, — 1,6). Ces permutations des accents se rapportent seulement à la désignation arbitrairement uniforme des périodes dans les trois cas. Elle disparaît dans l'expression des invariants, que voici :
A -'^i - 27^1 == --^ 26.3Hc2+ 32)2;
Je vais, dès maintenant, fixer le signe de la partie imaginaire dans 9. On verra, plus loin, un moyen purement algébrique pour cet objet. Quant à présent, je vais employer les séries 2?, formées
uniformément avec la quantité q =^ e ^ .En posant donc j'aurai, pour chacun des trois cas [(20), (34), (36)],
iT. iTi iT.
g=e~~^'q^ qi^e~~q, q^=.e'^'^q.
Prenons la formule (où les fonctions 2r ont l'argument zéro)
pour l'un ou l'autre des deux derniers cas. Comme Q est inférieur à c""'^ = 0,04..., les signes de la partie réelle et de la partie imaginaire sont définis par le terme 2'' g du second membre
ei— e.
2^e ^ Q+... = 23/2(1 — OQ -+-••. •
Il n'y a aucune utilité à considérer l'égalité analogue avec les indices 2; elle fournirait, de part et d'autre, les quantités conjuguées des précédentes.
Suivant les expressions (48)? i^ vient, en supposant c, = a ^- i^S,
d'où résulte que p est positif. Mais, d'après (4^)) on a
Gomme (^ — h) est positif (4^), il faut effectivement choisir 8, ainsi que je l'ai fait plus haut.
Transformations du troisième ordre.
Nous possédons, dès à présent, la pleine connaissance de tous les éléments pour les trois fonctions elliptiques singulières; car les six quantités a, Z>, a^^ b^^ ^2, ^2 sont explicitement fournies par les équations (3o) et (3i a). Nous pouvons en déduire six autres, jouant le rôle analogue à l'égard du multiplicateur conjugué. Gomme on le voit par les équations générales (3) et (12), où l'on prendra A" = — |, A'=7, ces quantités sont les suivantes
,, to -i- w' ,, œi-h2(o'i ,, /o)'., \
b=p 3 y ^i = Pi 3 -^ ^2 = P2f Y "^"^7,
et les a ont les arguments doubles. Les formules ci-dessus mon- III. I 2
trent suffisamment que le changement du signe de i change a et b en a' et b\ a^ et b^ en à., et b\^ a^ et b^ en a^ et b\ .
Les six quantités 6, Z>', b^^ b\^ Z>o, 6^ servent de base à des transformations du sixième ordre, deux pour chaque fonction elliptique, et ces transformations changent la fonction en ellemême.
Les quantités a^ a', ... peuvent servir de base à des transformations du troisième ordre. Ces dernières échangent les fonctions les unes dans les autres, comme je vais le montrer.
Désignant par p un facteur inconnu, posons
pco'=3to2, pw = — 0)2.
Les relations (11)
= iy/aS
se changent en les suivantes
d'où l'on voit que le facteur p peut être choisi effectivement de manière à attribuer la même signification que précédemment aux. lettres W2 et w!,. J'ai ici une transformation de troisième ordre, qui se figure par la relation
En prenant successivement u = w', co, co'^, j'obtiens
p2e2 = e + apf w ^ 1 —2a,
p24 =e"H-2p^tO— yj_2«,
et l'on remarquera, en passant, que, par addition de ces trois égalités, se prouve, derechef, la relation {2ga). De là, suivant les
égalités (3o) et (3i), je conclus
_ p2e2 = e' — iK——\z-e", p2 e\ = 3 e
ia
ie
— e')ie
et cette dernière, comme on l'a vu plus haut, se change ainsi
,, , ,; , „ ie — e"^^ . a-\- b -^e'-^ik p2(e,— e,) = e — e -^ 1 — — -. -, = (e — e ) ^ ;
Remettant, pour A, son expression (3i), j'ai enfin
e, _ e"{a-\-b -\-ie' -\-\z^e") e'2 — 62 2(e — e")(<2 -h 6 -t- e')
C'est là une formule qui donne la quantité Co en fonction rationnelle de c, avec adjonction de £, hien entendu. Disons, pour abréger, que nous avons trouvé Co = ^(c).
Par un calcul tout pareil, en posant successivement
pl^i -
= 3aj,
: Co'j -h 2C0i,
f-Wi,
on trouve aussi c = cp(c4), <?< = ^(^2)- En changeant le signe de i, on aurait les analogues
Ces formules traduisent le caractère ahéllen, qui appartient, comme on le sait, à toutes les équations dont dépendent les fonctions elliptiques à multiplication complexe. Elles donnent la raison a priori de ce fait que le discriminant de l'équation est un carré, sauf le facteur — 23.
Transformations du second ordre.
Je vais maintenant examiner, pour une quelconque des trois fonctions singulières, les trois transformations du second ordre :
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de ces transformations, il j en a deux qui échangent les fonctions précédentes, tandis que l'autre transformation conduit à une fonction nouvelle, correspondant à V ordre proprement primitif. Les six transformations, qui échangent les fonctions précédentes, sont naUirellement inverses, deux à deux. Elles se distinguent, dans les formules ci-après, par l'emploi de la lettre a- pour les coefficients de proportionnalité, et cette lettre, avec ou sans accent, pourvue d'un même indice, se rapporte aux deux transformations inverses. Pour les trois autres transformations, le coefficient de proportionnalité est dénoté par la lettre t, et les éléments des nouvelles fonctions sont indiqués par des majuscules. Voici les formules :
; a2C0 = CO},
<3"2 tO
TO) —iQ.^
TO
1 (3LMx =0)2 — OJ2,
ao)'j
I a'g oji = 2W,
1 TjWi = Q'i,
TiO);
= 2Qi;
1 aja)2 = 20),
= 0)'4- co,
aa = jj a^ = a-2<^2 ^^ 2-
Les trois nouvelles fonctions correspondent aux trois formes réduites (i, o, 23) et (3, =b I, )
Je considère la première de ces transformations. Elle est traduite par l'égalité
cr I p 1 ( T 2 M ) = p i« H- JH i^ — ^«^ ' ) — P ^ ' :
d'où l'on déduit, en prenant successivement, pour u^ les valeurs
(0, ^to', ^0)'-j- w,
a| ei = e -h e" — e' = — 2 e', ar|e\ = e'=t 2 v/(e'— e)(e'— e"), (T|e'i = e'+ 2 v/(e'— e)(e'— e"),
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ce qui mène à la relation bien connue
\J{e'—eMe'—e) e'[ — e\
(DI) Zt 2 ; = •
e ex
La seconde transformation donne, de même,
Introduisant les racines /, t^, t^^ d'après (21), (35) et (37), on a ainsi
[ 4 ^t{it — 'i) ^ 3 — 2^1 _
i — it 1 + 2^1
4/^(2^ + 3) 3 + 2^, i-\- it I — 2 ^2
Les quatre autres transformations analogues conduisent à des formules que l'on déduit aussi de ces dernières par la permutation circulaire des indices.
J'ai annoncé un moyen, purement algébrique, de distinguer celle des deux racines cubiques de l'unité qu'il faut désigner, dans les formules ci-dessus, par 9. Le voici. Tout d'abord, substituant, à la place de x^ dans le premier membre (44)5 successivement les deux nombres 3 et j|, on trouve, pour résultats, —17 et
, 32. 52. 72. Tl , • ' 1, • . ^ • J 1
H j^ J^a racine réelle x est ainsi connue, a moins de ^^
près, et l'on voit que c est compris entre 1 45 y/23 et i47v/23. Prenons l'égalité (5i) qui donne
Cl — "M v/ — 6 f( c — 3 f )
Ci+9^" ~"^ c — ^i
Vu la grandeur de c, les quantités c — Zi et c — 9 i peuvent ici être remplacées, pour fixer les signes, par c lui-même; et l'on a sensiblement
(53) £lZll^:=^,j/^(,_,-).
ci+9t ^ V c
Si l'on pose ^2= aH- « [^, on a (46)
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quantité positive, x étant inférieur à ^. Par conséquent, dans
Cl — 3t _ a+ f(? — 3) _ a2-f- p2_. 27-h 6p — i2îa ci-f-9f' ~ a-T-H(^ + 9) ~ ~ ÔMTf +9? '
la partie imaginaire est négative, d'où l'on voit déjà qu'il faut prendre le signe plus devant le second membre ( 53). On doit donc avoir
Or, en remplaçant t par - - dans l'équation (4^), on trouve
CCiC2= 33.7. 19 y/23.
D'après la grandeur de c, il en résulte c^ c-i<^ 3^, c'est-à-dire
En conséquence, ^ est positif. C'est à quoi j'étais parvenu précédemment, pour en déduire la détermination précise de 9.
Ainsi qu'on l'a vu par les transformations du troisième ordre, ts et ^2 s'expriment rationnellement en fonction de t^ sauf adjonction de £. Les deux quantités 4 / — —— peuvent donc être exprimées de la même manière; c'est ce que je vais chercher à faire. Soient
/•il 3 , /'ity 3 , /lt^-
ces racines carrées étant prises avec les signes que leur attribuent la première égalité (02) et ses analogues. Recourant à l'équation (40)7 dont ^, ^,, t^ sont les racines, j'ai
D'ailleurs, par l'égalité (02),
et ses analogues, multipliées membre à membre, j'ai aussi
8 V(o)Y(-i)^ par conséquent,
Les équations (3g) nous offrent, calculées déjà sous la dénomî nation de Vi et V'^, les quantités V(±:^), savoir
V(±^) = 22.7.ii(3zî=iV^)- Il en résulte
SSiS-2 = — 2"
Une vérification s'offre naturellement par le calcul direct de V(J) qui, d'après (54), donne
(551^2)^= -2^(79-1- 3. 7^/23) = 2^(7 — 3/:*/^)-. De la même égalité (62) je tire encore le résultat suivant
(^^) ll'-^-li^-f^.
où y désigne la dérivée de V, et où le signe sommatoire s'applique aux trois racines. Par un calcul direct, on a
V'(-|) = 22.32(317-+- 52. 7fV'^),
quantité qui doit être divisée par V(f). Le calcul précédent a donné V(|) sous la forme
•^ (3 — iv/23)''*
La division s'effectue donc de la manière la plus simple, en
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multipliant successivement par 3 — i\ji'i ,
( 317+52.7^"/^) (3 -tv/^)= i^{ 3ii + i3tv^), ( 3ii-^ i3^v/23) (3 — iy/âÏÏ) = 24(7.11 — 17 ty/^ÏÏ), (7.1 1- i7tv/^)(3-fv/^)=-25( 5-+-22jv/^),'
D'après l'expression de 5, on a, d'autre part, I — 9. ^ 52 + /i
J'ai donc ce résultat, que j'avais en vue d'obtenir,
Soit maintenant
(56) 53-N52-+-M5 — 22(7-3iV23) = o
l'équation dont .9, s^^ So sont les racines. La précédente relation donne
Ce sont ces deux coefficients M et N dont la détermination fournira l'expression, que je cherche, de s en fonction rationnelle de t. On peut tirer encore de l'égalité (02) deux autres équations du premier degré entre M et IN par le moyen suivant. Elle donne immédiatement
D'ailleurs,
y -"^ - - sy -^ =-^y ( ' + —^)
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En désignant parF(5)le premier membre (56), on a, delà sorte,
F^(9.0 F (—20 _ I _i_V'_(— i) f{'il) ~^ F(-20 "" 2 "^ 3 V(— 1) '
Pour revenir de l'équation (56) à l'équation en ^, il faut chasser l'irrationnelle s. On a donc identiquement
(58) F{s)¥i-s)=^^Yit),
où \ est un facteur constant, s et t étant deux variables liées par la relation
En différentiant, je conclus
puis, en prenant 5= 2«,
F' (il) _ F'j— 2jf) _ i Yjj) __ _ . Fiii) F(-2i) ~" 3 V(iy
T • 11 • r F''(=fc2î) 1 1
La connaissance des deux quantités -j^-- r- procure les deux
A F(àzii) ^
équations du premier degré dont j'ai parlé. Me contentant d'avoir indiqué ce moyen, je vais en employer un autre, encore fondé sur
la relation (58). Substituant dans V(^) l'expression t = _ .^ ?
on a l'équation
S^ — 2.35* — 2^.1575-+ 2^.79 — 2.7i y/23 (7 s*— 'l'^.JS^ — 2^.3) = o,
dont le premier membre doit reproduire
-_ F{s) Fi— 5)= 52(52_|_ M)2— [N5'--i- 2K7 — 3i /^)]^ De là deux équations
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Enti^e celte dernière et l'équation (5^) éliminant N, j'obtiens
M2-+-8M^ 23.31/23(7 — 31/23), équation du second degré donnant les deux racines
Une seule convient, que Ton distingue immédiatement comme (levant, par l'équation (09), fournir, pour N-, un carré parfait. On trouve ainsi
M = 2 ( 1 9 -f- i /23 ), N — : 1 7 H- 3 i /'23 , F{s)— s^—i-jS'-{- 2. 195 — 2-. 7 — i\/'2o (3^2— 25 — 22.3) :
tel est le premier membre de Féquation cherchée. Si, de même, on pose
ces quantités sont les racines de l'équation <^(s')= o, dont le premier membre est conjugué du précédent,
<t>(^s')~- s'-^ — i-js'^-i- i.ic)s' — 2^.7 -h 1/23 (3s'- — 2 s' — 22.3).
Par là sont exprimés, comme on le voulait, 5 et 5' en fonction de t. On a, en effet,
égalité où l'on mettra, au second membre, -^^ — à la place de s-.
2? -T- 3 Pour s', on prendra la relation analogue oi^i l'on mettra — -^ — à la
place de s'^.
C'est en vue d'effectuer complètement les trois dernières transformations du second ordre que j'ai calculé F et $. J'arrive à ces transformations.
Les trois fonctions de l'ordre proprement primitif.
Aux périodes iù, ^ù', définies par les relations (5o),
TCO = 2 12, TW'=Û'— 12,
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correspond une nouvelle fonction Pw, dont je dénote les éléments par des lettres majuscules. La transformation conduit, par le même calcul que plus haut, à la relation suivante, analogue de l'égalité (01),
Le premier membre est, en valeur absolue, égal à
quantité réelle, puisque t est purement imaginaire. D'après la nature de la fonction P, dont les invariants doivent être réels et le discriminant positif, les trois quantités E, Yl' ^ Yl doivent être réelles, rangées ainsi en ordre décroissant; de plus, le rapport 0': i£i étant supérieur à l'unité, E'' est négatif, et l'on- aura
(62) - — —,— = y/Q — 4^^ = itss' \
le signe est ainsi choisi, parce que s et s^ sont des quantités conjuguées, comme il résulte du calcul précédent, et que it est réel et négatif.
Ayant obtenu s et s^ en fonction rationnelle de t^ nous avons donc, sous la même forme, les éléments nouveaux. Mais il faut réduire leur expression à la forme la plus simple, et, pour ce but, je vais exprimer tss^ par une fraction du premier degré. Soit
la fraction cherchée. Ayant mis la relation (6i) et son analogue sous la forme
on conclura que l'égalité
TT
ce qui doit être une identité. Il s'agit donc de trouver les deux polynômes du premier degré G et K par la condition que le numérateur soit seulement du troisième degré au lieu du quatrième, qu'il soit en outre divisible par TT'. Le quotient, du premier degré, sera le binôme H.
En substituant dans l'égalité (61), on a d'abord
S = ^[N52h-22(7 — 3fv/^)] --=2.3U— 3. [7 — 3(2^ + 3 )iv/^3,
T = t{s'--\-m) ^ 'i\5t — ?> -^ lit s/7ï ,
T'— 23.5^-i-3 — lits/i'i,
Pour T = o, on a ainsi
V = - ?S2; on doit donc avoir
(64) S'G-4-KSe^o (div. T) et, semblablement,
(65) SG — KS'r-o (div. T').
Au moyen des égalités
Th-T'= iK5t,
(22. 5 - iV'^) T - (22. 5 -1- f/^ ) T' = - 23. 3. 3,
on peut exprimer S et S', sous forme linéaire et homogène, en T et T'; on trouve ainsi
S= (11 + tv/î^)T — 2(3-4- tv/23)T', S'= — 2( 3 — fv/'^)T-h (11 --jV23)T'.
Par là, les deux conditions (64) et (65) deviennent
(ji-jv/23)G — 2(3 + tv/^)K = o (div. T), (11 + tV^)G4-2(3 — iv/23)K = o (div. T').
Si donc on pose
G = yT + y'T', K = AT + /c'T',
on obtient les conditions
(il— i \/23)y' — 2(3 -h î \/23)k' = o, ( 1 1 -r- t v/23 ) Y -+-2(3 — i \/23 ) k = o.
En exprimant enfin que le terme du quatrième degré disparait dans le numérateur (63), on trouve la dernière équation
Les équations précédentes fournissent
U''= (5 — 7tv/23) y', 25A- =— (5 + 7tV23)Y
Substituant dans la dernière et prenant arbitrairement un coefficient de proportionnalité, je trouve
Y — 7 ( 3 . 1 1 -h 5i ^23), y' — 2' ( ~ 3 . 1 1 -+■ 5 f v^23 ), A- = 2(5 — 'li v/23 ), /c' = 2 ( 5 -H 2 j v/23 );
d'où résulte
G — — 32. 1 1 H- '2 . 7 . 1 9 tï v^23 ,
K = 23(2. 73^ + 3 iV'^)-
II reste à trouver H. A cet effet, je prends ^ = f , ce qui donne
\ = — tS\ et, par conséquent,
TT'H = |S(S'G + SK).
Pour ^ = :!, nous avons
K= 23.3(73 -h fV'^), G=3(— 3.iT-H7.i9tV23),
S'G+SK= 2'^32(48I^-II.l7fv/â3).
D'autre part,
TT' = - - (11 -1- 5tV'^)(3 -:- iV'^~3)', '1
Il vient donc
(ii-f-5fV^)H = 2^.32(4814-11.17^/23) ou finalement
H = 2t3.3K7-ii-^*v/^) (^ = 1)-
Le changement du signe de t et de y'1'6 laisse inaltérés V et G, change K en — K, échange T et — T', ainsi que S et — S'; ce changement a donc pour effet de reproduire H, changé de signe. On a donc aussi
Par conséquent, pour t quelconque,
H =23.3(2.7.iU-3iv/^).
Comme vérification de ce calcul, prenons ^ = o, ce qui donne
— KV = 23.3^iV^. / TT'H ^i\?>Hsf^i, 1
J'ai donc la formule cherchée, savoir
, II __ 9.3.3(2.7. [i/ — 3tV23) G 32.11 — 2.7.19^^/^3
Mettant ^ =: -^, on la change en la suivante :
23(cv/23 — 3.7.11)^
(66) tss = T=— •
^ ne -H 7. I9V/23
Remplaçant enfin c par son expression (46)7 j'en déduis, suivant (62),
Prenant arbitrairement un coefficient de proportion, je poserai donc
I E = 21 v/'23 H- 32 -!-(8 v/23 -- 1 1) (^ -^ /i), (68) < E' = 2iv/23 -3'2— (8/23 — ii)(^-i-/?),
' E" — — 42/23 — ii{g --^ h).
Pour les deux autres fonctions V^ et Po, les formules seront analogues, g -\- h étant remplacé par ^g 4- Q-A ou 8- «• + 8 A. Par les égalités (5o), il est manifeste que, dans ces formules, E" est remplacé par E'^ ou E'^. Mais il reste à savoir dans quel ordre E et E' sont remplacés parEi et E"^ ou Eo et E'^. Pour ce but, supposant, dans le second meinbre (67), ^ + A remplacé par 8^ -+- 8- A, multiplions les deux termes par le conjugué du dénominateur, ce qui donne
[4+(6^-+-0-2A)v/^][2i/l3-,-ii(02^4-0A)].
La partie imaginaire de ce produit est
(2i.23-4.ii)(^-A)^;
le coefficient de i est positif. L^échange de E — E' en ±:(E, — E", ) doit donc être fait de manière que, dans
la partie imaginaire soit positive. En employant les séries ^, on trouve, pour la partie principale,
El — E"i _>Ji 'H^ fn\ _ i-f-^V^
16 \ il
les autres termes sont sans influence sur le signe de la partie imaginaire : c'est le signe plus. C'est donc E", qui remplace E. Quant
à la fonction Po? ses éléments sont conjugués des précédents. Ainsi, en passant aux fonctions ?< ou P2, on doit, dans les formules (68), remplacer g -h h par B^ -+- 8-/i ou par %'- g -\-^h et, en même temps E, E^, E" par E^ , E,, E'^ ou par E'^, E2, E',.
Ainsi est pleinement achevée la solution du problème proposé.
Comparaison avec les résultats antérieurs. Soit posé
Prenons V(^) V( — t), puis remplaçons t- par son expression en y^ savoir
+-47 Nous obtenons ainsi, pour j-, l'équation
qui, étant développée, se réduit à
(>'est l'équation donnée, par le R. P. Joubert, dans les Comptes rendus àe 1860 (i®'" semestre, p. 912). Sa résolution suffit, bien entendu, pour définir explicitementles fonctions cherchées, puisque l'invariant absolu est rationnel en t-. D'une manière générale, pour toute fonction elliptique, on a
(70) I p3^3 ==22(jK-2)(l +47)S
en désignant par p un coefficient d'homogénéité, dont l'expression est
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Ce coef(]cient p peut être pris ad libitum; aussi les invarianls sont-ils définis par la seule quantité jk, ou par V^. Mais, pour avoir les quantités c, e\ e" ^ sans nouvelle irrationnelle, il faut connaître t.
Semblablement, à l'égard des trois fonctions répondant à l'ordre proprement primitif, la connaissance de j' suffit aussi pour définir les invariants. Efiectivenienl, en prenant la transformation du second ordre qui fait passer de p à P, ainsi que la transformation inverse, on a les deux relations
et, en posant encore
y^ (E--E)(F/-Fy)^
on en déduit la relation, bien connue,
Prenant maintenant les formules (70) y mettant des lettres majuscules, au lieu de «^5 ,A':j^ .7, • • • -, puis remplaçant Y par
— r— et )' par son expression en fonction de c-, on trouve
\hy -ri ■>
A-^G;, -^ c(8c-2-i-8i), le coelïicient ). a Texpression suivante
*' " 4c(E" -K)(li"-E')'
llî.
Parties aliquotes de périodes; leur répartition en groupes, quand le diviseur est un nombre premier. .
Dans ce qui va suivre, les arguments seront toujours envisagés à des périodes près : deux arguments, quand ils diffèrent entre eux par une période, seront donc considérés comme un seul et même argument.
Par la notation iv,, on désignera une /i^^"^'^ partie de période effectwe; c'est-à-dire que lUVn est une période et qu'il n'existe pas, en même temps, un autre entier /?z, inférieur à /z, rendant nuv,i égal à une période. Quand ti est un nombre premier, celte dernière restriction est superflue.
Dans ce paragraphe, nous supposerons n un nombre premier.
Les arguments (V,/ sont compris dans la formule générale
t0 -^- ip' lu' , ,_
où l'on doit mettre pour p et p' les entiers depuis zéro jusqu'à n — I, en exceptant la combinaison /> = o, /?' = o. Le nombre des arguments w,, est donc /z-— i ; leur somme est une période
Le produit de w,i par un des entiers 1,2, . . . {n — i) est encore un argument w,,. Prenant donc l'un quelconque des arguments Wn^ on peut former, avec lui, le groupe {^Vn) composé des arguments
Si l'on avait pris, au lieu de Wn-, l'un quelconque mw,i des arguments du groupe, on retrouverait ce même groupe; car les nombres m, 2m, . . . , (n — i) m reproduisent 1,2, . . . , /i — i à des multiples près de n.
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Soit maintenant (^v)^ un autre argument étranger à ce groupe ; on formera, avec lui, un autre groupe tp)^, composé des arguments
ce dernier est entièrement différent du précédent. En effet, comme on l'a montré pour le précédent, il se conserve, si, au lieu de iv'^^^ on prend pour le former un quelconque des arguments mw',^. Si donc un de ces arguments appartenait au premier groupe, tous les arguments appartiendraient aussi à ce groupe, ce qui est contre l'hypothèse.
En poursuivant de même, on voit les n- — t arguments iv,i se répartir en groupes, dont chacun contient n — i arguments. Le nombre de ces groupes est ainsi n -+- 1 .
Au moyen de la formule (i), on peut faire aisément la distinction des groupes. Pour avoir des résultats d'une forme générale, il convient d'admettre que les nombres/? elp^ sont déterminés à des multiples près de n.
Deux arguments (p-, p') et (r, r') appartenant au même groupe sont caractérisés par la condition
(•?.) /?r' — p'r^n^o (mod n).
Cette égalité a effectivement lieu si l'on a pris /• et /•' égaux à 77ip et mp'. Inversement, la congruence ayant lieu, soit
(3) pr' — p'r = ixn;
on en conclut
p{r' -+- v'/z) —p'{r -J- v/i) = n(iJ.-h p^y — />'^)-
On peut trouver v et V par l'égalité
jD v' — /?' V -I- [ji = o ;
car, si p etp' ont un facteur commun, ce facteur, d'après (3), appartient aussi à |JL. Cela étant, r -i-yn et r' -\- y' n sont proportionnels àp et p'; ce qu'il fallait prouver.
Supposons maintenant un argument (/',/'') qui n'appartienne pas au groupe de (p^p')^ en sorte que la congruence (2) n'ait pas
lieu. On pourra trouver un entier m par la condition ni{pr' — /)'/') r:s I (mod /i).
On voit donc qu'il j a, dans chaque groupe, un argument (/•, /') caractérisé par la condition
(4) pf^' — p'r^^i (mod /i).
On peut donc figurer les divers groupes comme il suit par le premier argument de chacun d'eux, en supposant que r et 1' constituent une des solutions de la congruence (4) •
ilhP'), {r^r'), {r-i-p, r -i-p'), {r ■+■ 2p, r' -i- ip'),
Dans cette figuration, le premier argument, dans chaque groupe, dépend essentiellement du choix de (/?, p').
Il est permis, sans restriction, de supposer p et p' premiers entre eux; car, en prenant pour v tous les entiers, on reproduit, au moyen des nomhres p -^-v/^, tous les entiers, à des multiples près de p', 11 existe donc des nombres p •+- v/i, premiers avec p'.
Ayant ainsi choisi/? el p' premiers entre eux, on peut, au lieu de la congruence (4), prendre l'équation
(5) pr'—p'r=^i
pour définir le premier argument du groupe suivant. Soit posé maintenant
/?(0 4-/> w = fo roj -i- /''oj' = ô>'
L(^s groupes sont ainsi figurés
'1(7) 2fo' 'À (7/ 9.0) -2 0)' Â (7) '2(7)' '2(/l — l)fo
^ n n II 11 II II II II
D'après (5) et (6), 203 et qw' forment une paire de périodes équivalentes à 2to et 203', ou primilives. La figuration (^j) des divers groupes est donc telle que le premier argument du premier groupe est un quelconque des n^ — i arguments Wn- Le second groupe est arbitraire aussi; mais le premier argument est déterminé dans ce groupe.
Tous les autres groupes sont ensuite déterminés complètement, (piant à leur ordre et quant à l'ordre des arguments dans chacun d'eux.
Dans cette figuration (7), on peut représenter le premier argument de chaque groupe ainsi
Le choix du couple de périodes 2c5, 2(ù' influe seulement sur l'ordre des groupes.
Cas où le diviseur est une puissance d'un nombre premier.
Soit a un nombre premier et supposons n = a^. Pour que (V/^, donné par la formule (i), soit une /i''^'"^^ partie de période, il faut et il suffit que l'un, au moins, des nombres p et p' soit premier avec a. Le nombre des w^ est donc
'''-'- [{-aï -'] = "
Cela étant, le produit rruvn sera de cette même nature, si m n'est pas divisible par a. En prenant m dans la suite i , p., . . . n — i , il faut donc excepter les nombres «, 2«, 3a, . .. (a^~^ — \)a. I! reste donc «^ — 1 — (a^~' — i) nombres m. Soit posé
n '-^ a^-, o(n) ^ a^ ~ a^-^ =^ ni^\ — ~\.
En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit se séparer les arguments w,i en groupes, dont chacun contient des arguments en nombre 'f (/i). Le nombre tolal des groupes est
donc
Deux arguments {p-, p') et {r ■,!•') appartenant au même groupe sont encore caractérisés par la condition (2). La preuve est la même qu'au paragraphe précédent. Dans la démonstration, il faut
igS TROISIÈME PARTIE^
observer que, si p et p' ont un facteur commun, ce facteur est premier avec n par hypothèse. Cette observation est nécessaire pour étabHr qu'un facteur commun k p et p' appartient aussi à [a. Que l'on envisage ensuite les arguments (/% /*') pour lesquels pi' — rp' est premier avec n^ et l'on est conduit à la considération de /i -f- I groupes
(p,p'), {r,r'), {r-hp, 7^' -i-p"), {r -^ -ip, r' -^ ip' ), ....
Mais il en existe d'autres, car pr' — rp' peut être non divisible par n^ sans être cependant premier avec n ; c'est ce qui arrive si pr' — jp' est divisible par a, ou a-, . . . sans l'être par a^.
Soit àono, pr' — rp' divisible par a^, sans Fêtre par a^+^ On pourra déterminer m par la condition
ni{pr' — rp') ^r-^ a^^' (moda^).
Mais, tandis que précédemment il existait un seul nombre m (aux multiples près de /i), il en existe maintenant plusieurs. Soit,
en effet,
ni' (p /-' — fp') -- a^' (moda^) ;
on en conclut
{m — 771') {pr' — rp') b= o (moda^).
Puisque pi^' — rp' contient le facteur a^, m — /??/ est assujetti seulement à contenir le facteur a^~^; les diverses solutions sontdonc
Ainsi, dans un même groupe, il y a plusieurs arguments (r, r') caractérisés par la condition
(9) p7'' — 7p' ^^ a^' (mod./i),
et Je nombre de ces arguments est égal à a^.
Si l'on prenait donc toutes les solutions (r, W) de la congruence (9), à des multiples près de n, pour former autant de groupes, chaque groupe serait répété un nombre de fois égal à a^. Cherchons à éviter cet écueil. Soient les deux arguments (/'^, r\) et (^2, '''2^? obtenus en posant
z r-^Vip, 7-2 = r' -H V2 p
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Pour que ces deux arguments appartiennent à des groupes différents, il faut et il suffît que /'i ?\ — 7^2 ^^\ ne soit pas divisible par n. Or on a
riJ\-- i\ r\ = (vi — V2 )(/)/•'— r/»') r.- (vj ~ v,)^^^' (mod n).
11 est donc nécessaire et suffisant de prendre les nornbres v<, V2, ... à des multiples près de rt^~^, par exemple dans la suite o, 1 , 2, . . ., rt^~^ — I.
En outre, comme y>/', — /-^p' e^ a^, on voit que, sir^ est divisible par a, r\ le sera également, et (/'^, j'\) ne sera pas un n^*^"^^ de période effective. On doit donc exclure les valeurs de la suite précédente, en nombre a^~^~^, pour lesquels r-\-v^p serait divisible; par a.
Ainsi, pour chaque exposant A' = 1 , 2, . . ., a — i , ayant pris une solution (/•, /•') de la congruence (9), on aura les groupes distincts ci-après
Le nombre des groupes pour l'exposant A" est ainsi a'^~^ — a^~^+'; pour l'ensemble des exposants A', ce sera
En y joignant les groupes ci-dessus, en nombre rt'^-f- i , on retrouve le nombre a^-h a^~^ = T(/?) des groupes, tel qu'on l'a vu précédemment.
En rapportant les arguments aux deux périodes arbitraires 2tô et 20j', on aura, outre les groupes (8), ceux-ci
où A est successivement égal à tous les nombres premiers avec a, inférieurs à a^'^. Ce sont donc les arguments
2XCÔ 2C7)'
OÙ X, premier avec a, est inférieur à a^
Cas OÙ le diviseur est quelconque.
Pour que iv^, donné par la formule (i), soit une /i''"''' partie de période, il faut et il suffit que />, p' et n aient pour plus grand commun diviseur l'unité. Un groupe est formé avec les produits d'un argument cv„ par les nombres premiers à n et inférieurs à n.
Soit n décomposé en ses facteurs premiers, a, b, c, ...
Chaque fraction
- a'^b'^cl
eut être
dé^
Pi
cl'
chacune des fractions partielles étant réduite à sa plus simple ex pression. De cette manière, ^v,i apparaît comme la somme de di
i>./?iO) '}.py(ji ip-iOi •>./).,
Pour que Wn soit une /i^''"'° partie de période, il faut et il suffit (jue l'un des exposants A, ]i' soit égal à a, l'un des exposants A, A' égal à p, .... Ainsi w,i est la somme de divers arguments (ï^/,^, (V//,, ..., /?,, /?2, ... étant des puissances de nombres premiers
7ij =^ «îx, m—b'^, /i,i— cl, ....
Prenons pour {v,i^ le premier argument d'un groupe ^ pour (ïV/, le premier argument d'un groupe, etc., cela de toutes les manières. Nous aurons ainsi des arguments a'n appartenant à des groupes différents; car la condition
pr' — rp' EEE o ( mod /i ) , se décompose en
/>! 7''i — ri p\ ^-1 o ( mod ^i ),
Pir\ — i\p'ï^='^ (mod/î,),
dont une, au moins, n'a |)as lieu d'après l'hvpothèse. D'après cela: i" Le nombre des groupes est
T ( /i ) = T ( n, ) T ( /i. ) . . . — /i ( iH — ) ( ' "^ 7 ) ■ ' ' '
:>." ].e nombre des ternies du groupe est
Cp(>z) = o(/i,)'-?(^i2)...-/i(ï- ^-)('-^^-)----
3" l^e nombre total des ir,i est
La fonction 'f{/i) est bien connue en Arithmétique, comme de''nombrant les nombres premiers à n et inférieurs à /?'.
Groupes composés.
A l'ensemble des arguments iv„ on a souvent besoin d'adjoindre les divers arguments (v^g, où 8 est l'un quelconque des diviseurs de n. L'ensemble de tous ces arguments compose celui des 7^''^^"^^ [)arties de périodes effectives ou non, dont le nombre est n-, si l'on y comprend l'argument zéro, correspondant à 8 =:: i . De là résulte l'égalité arithmétique
où ù est successivement égal aux divers diviseurs de /z, y compris /? et l'unité.
Semblablement, si au groupe (jv,i) on adjoint les produits des {v,i par les nombres non premiers avec n^ on obtient un groupe composé qui contient des /^^•'"'^'^ parties de période non effectives, des w^, w^', .... Pour obtenir un argument (rg, il faut multiplier
par un nombre /?i, -? où nii est premier avec o. Pour que cet argument soit obtenu une seule fois, il faut que /??, soit inférieur à 0, de telle sorte que —4 — soit inférieur à n. Du reste on obtient des arguments tous différents entre eux quand on multiplie iv,i
par les nombres i , 2, ...,/? — i . De là
relation arithmétique bien connue.
Mais, si l'on prend ainsi pour chaque premier argument iv,i le groupe composé, les arguments (ï'g se trouvent, dans l'ensemble, répétés plusieurs fois. Dans l'ensemble des T(/?) groupes, il y a T(/2) o(ù) arguments «^g. Gomme le nombre des argument w^ distincts est seulement T(ô)cp(o), on voit que chacun d'eux est répété un nombre de fois égal à
a\ b', ... étant les facteurs premiers qui entrent dans n sans entrer dans û.
Soit, par exemple, n = 120 = 2^. 3 .5, T(/i) -^ 288. Les (Vo ou demi-périodes sont répétées chacune 96 fois, les «'3 72 fois, les (V5 48 fois? les ^^4 0 16 fois, etc.
Groupes cycliques.
Au lieu de multiplier un argument (V'/^ par les 'f (/i) nombres premiers à n, on peut le multiplier par les puissances d'un tel nombre. On forme ainsi le gi'oupe cyclique
comprenant des termes dont le nombre k est marqué par le plus petit exposant k (hormis zéro) qui satisfait à la condition
p.* ES I (mod n).
On sait, par le théorème de Fermât, que cet exposant k est égal à cp(Ai) ou à un diviseur de ^{n). Si p. peut être choisi de telle sorte qu'on ait k ^= (^(n) , le groupe ainsi formé ne diffère pas, sauf par l'ordre des termes, du groupe défini précédemment. Celui-ci est donc cyclique. Soit, au contraire, k << cp(/i); les (o(n)
arguments se répartiront en - groupes cycliques ; et l'ensemble
de tous les arguments Wn formera T(/z) "^^-^ =■ T, (/?) groupes cycliques.
Théorème général sur les fonctions cycliques.
Arrivons maintenant aux conséquences algébriques de la répartition en groupes. Nous devons d'abord rappeler que les fonctions jj, pour toutes les /li^'"!^^ parties de périodes, effectives ou non, sont les racines d'un polynôme '\n(^u)i entier par rapport à l'inconnue
x=.'pii^ ou bien^"/^^ si n est pair. Dans ce polynôme, le terme
du plus haut degré en x est purement numérique, les autres entiers en g2 et ^3, et l'homogénéité y est respectée. Quand n est un nombre composé, ce polynôme est décomposable en facteurs
dont chacun, 83, a pour racines les fonctions j3 des arguments w^^ 5 étant un diviseur de n. Chacun de ces facteurs Og a aussi les mêmes caractères algébriques que hn\ le premier coefficient est numérique, et les autres sont entiers en g^ et ^3. Supposons en effet qu'il en soit ainsi pour tout nombre composé de v facteurs premiers égaux ou inégaux, et soit n un nombre comprenant V + I facteurs premiers. Les diviseurs de /z, autres que /i lui-même, ont moins de v + i facteurs; donc tous les 9g, où 0 << /i, ont les caractères énoncés. Mais on a
et le quotient de ^,1 par ITQg, qui est un polynôme entier, aura les mêmes caractères.
On doit observer en outre que les Wa (sauf l'unique cas /i = 2) sont deux à deux égaux et de signe contraire; car tV/i et — Wn sont en même temps des /z^'^^^ parties de périodes, et sont distinctes, l'équation Wa ^ — w,i exigeant iWn ^ o, ou Wa = demi-période. Les fonctions pw,i sont donc en nombre ^^(n)T(n).
Ainsi les quantités x = p^Vn sont les racines d'un polynôme ^n{^)i de degré |-cp(A2) T(aî), dont le premier coefficient est numérique et dont les coefficients sont entiers en go et g^.
GoROLLAiiiE. — Les sommes de leurs puissances semblables (à exposant entier et positif ) sont des fonctions entières de gi et de ^3.
Nous appellerons fonction cyclique loute fonction rationnelle des symboles j3 et p' appliqués aux arguments d'un groupe cvclique et en outre symétrique par rapport à ces arguments, et ne contenant aucune irrationnelle. Une telle fonction F a seulement T, (n) valeurs. Elle dépend algébriquement de g^ et ^-3 : elle doit donc être racine d'une équation de degré Ti(/2), à coefficients rationnels. Voici comment on peut, en effet, le prouver.
Soit (V l'un des arguments du cycle. Tous les autres sont des multiples entiers de w\ toutes les fonctions p et jd' de ces arguments sont donc exprimables rationnellement par pw et p'tr. On a donc
(10) F = A -I- B p'tv,
A et B étant rationnels en j3(v. Mais la fonction, étant symétrique, ne change pas quand on y remplace (V^ par un autre argument du groupe. On a donc, en désignant par Fi, Fo, . . . la même fonction avec les autres arguments et par v le nombre des arguments,
F ^ ^^ ( F -4- F, + . . . -i- Fv_i
Ainsi l'on peut mettre F sous la forme d'une somme de v fonctions, chacune d'un seul argument. La somme des fonctions F pour les divers groupes devient ainsi la somme de cp(/i)T(/2) fonctions, dont chacune contient un seul argument, et tous les arguments Wa s'y trouvent. Ainsi la somme des fonctions F pour
tous les groupes est égale à - SA, cette somme appliquée à tous
les arguments Wn\ car la somme SBp'tp est nulle, les arguments
étant deux à deux égaux et de signe opposé. Donc enfin SF =-SA,
cette somme appliquée à toutes les racines^" de 0,;. C'est une fonction symétrique des racines de 0,/; elle peut donc s'exprimer rationnellement par les coefficients de ce polynôme, qui sont euxmêmes rationnels en ^o et ^3.
Ce qu'on vient de dire pour F s'applique aussi bien à son carré,
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son cube, etc.; donc S F"^ est rationnellement exprimable en g.y et ^3. c. Q. F. n.
Ainsi toute fonction cyclique est racine d'une équation algébrique, dont le degré est égal au nombre des cycles, et dont les coefficients sont rationnels en go et g^.
On vient de reconnaître que dans SF la partie impaire Bp'w disparaît. Cette partie peut être écartée avant la transformation. En effet, F, exprimé sous sa forme primitive par les divers arguments, aura un dénominateur ne contenant que des symboles p. Or l'expression de pmw ne contient que piv] en la différentiant, on voit que p' nuv est le produit de p'iv par une fonction de piv. Un produit de k facteurs p donne lieu à une fonction rationnelle de pw, multipliée par (p' wy ; ce dernier facteur est lui-même une fonction rationnelle de piv si k est pair; mais i] restera un facteur p'iv si k est impair. On devra donc distinguer les parties paires, comprenant un nombre pair de facteurs p', et les parties impaires; ces dernières disparaissent de la somme.
Par exemple, soit
(II) F = pVpVijyP2 ... ,
(', Vi, (^2,. . . étant des arguments du groupe cyclique.
Si le nombre des facteurs est impair, toutes les sommes de puissances impaires seront nulles : l'équation en F manquera de tous les termes de rang pair.
Théorème sur les fonctions cycliques entières.
Une fonction cyclique est entière quand le dénominateur, réduit à une fonction entière des symboles p seulement, est purement numérique.
Telle est la fonction (i i). Le théorème qui les concerne consiste en ce que V équation <I> = o dont dépend une fonction cyclique entière cl ses coefficients entiers en go et g^, le premier coefficient étant numéricfue. C'est la même propriété que pour les fonctions 9,^.
En elïet, les coefiîcients de l'équation Qa = o étant entiers en ^2 et g-i, et le premier d'entre eux purement numérique, les racines p{w„) de cette équation restent finies pour toutes les va-
leurs finies de g.j et de ^3. Or les sommes des puissances semblables des racines de <ï> = o, et par suite les coefficients de cette équation, sont des fonctions entières des quantités p(w,i)' Donc ces coefficients resteront finis, quels que soient g2 et ^3, et seront entiers par rapport à ces quantités.
Sur le calcul de la fonction ^n-
Les séries à double entrée fournissent un moyen de calculer les sommes des puissances semblables des symboles j3 pour le groupe complet des arguments Wn- Prenons le développement (10) de la ])age 369 du Tome I
et mettons-y pour u l'argument
PO) -h 9.p'l
Il = -!- .
On trouve, pour le terme général sous le signe sommatoire,
(2rto -H 2/''a)')H'+2
i^r :=^ p — mn, i^ — p — m n).
Ainsi r et /' prennent toutes les valeurs congrues à p et p' suivant le diviseur n.
Si l'on prend les n- — i arguments u qui sont des /^i'^™'^s de périodes effectives ou non, la somme des 7i^ — i séries analogues contiendra tous les termes où r, /•' ne sont pas à la fois multiples de n. Pour avoir toutes les périodes, il y manque les termes
On a donc
Cette somme est nulle si [x est impair. En supposant \k pair = 2 v et
p M = _ H_ C2 m2 + C3 î*^ -f- . . . + ex uA-^ + . . . ,
on a (t. 1, p. 366)
Ainsi, en observant que chaque fonction p a été obtenue deux Ibis
(12) 2p2V(i^;:3zi.'2v!(n2V+2__ ,)
Cv+1.
Soient posés, pour le nombre /i décomposé en ses facteurs premiers
Si J'on fait la somme pour les arguments iv,i seuls, on aura
Effectivement: i" la fonction cpu_ jouit de la propriété qu'appli- (juée à tous les diviseurs de /?, y compris i et/^, elle donne
0) = nV-.
Pour le prouver, il suffit d'observer que '^i).{o) peut s'obtenir ainsi. Prenons les diverses suites
aV- / \ aV-J \ aV-
et formons le produit obtenu en prenant un facteur dans chacune des lignes. Ce sera un des termes o^{ù). On a tous les 9a(S) en prenant toutes les combinaisons analogues. Donc Scpjj^(8) s'obtient en faisantla somme des termes de la première ligne, de la deuxième ligne, de la troisième, etc. et multipliant entre elles ces sommes. Donc le produit sera aV-^b^'^c^'^ . . . ^ nV-.
^^ Supposons régalité (i3) prouvée pour tout nombre fii ajant A" facteurs différents ou non, et supposons que /^ ait un facteur de plus. On a, dans l'égalilé (l'i),
où 0^ o', . . . sont les diviseurs de /i, sauf n et Vanité. Pour tous ces diviseurs, le nombre des facteurs ne surpassant pas A', l'égalité (i3) est supposée exacte. D'après la relation (14)5 on en conclura la relation (i3) pour n. Elle est prouvée pour le cas où /? est premier, car alors les relations (la) et (i3) coïncident; elle est doncgénéralement prouvée.
Par cette relation, nous connaissons l'expression des sommes symétriques formées avec les dérivées d'ordre pair des p( (v,^). Ou passera de là aux sommes de puissances semblables par les formules de décomposition des puissances de j3 en éléments simples (t. I, p. 2o3). On en conclura
v^ / Nr I r fil 1 1 ■>■) ,1
V oici une formule générale pour ces sommes, Soit
(l ~- C2II'' -i- c^u'^' -,
On a
(jhO'" + ' = -,-,;;-,
A 2 ir -h A3 ir "- . . . -h A,, u'-p
— :; : -r- • . . -t- - „- -r- iv^j+i , -H
On a d'ailleurs généralement
p(2À-2)ï^ =: ^-ii-^^' -^(.^.X_'^)!cX-f-..
Par conséquent
Telle est la formule de décomposition en éléments simples, obtenue suivant les règles usuelles. On en conclut
Pour /?i = 4^ Oïl a
Ao=i, A2=5c2, A3— 5c3,
A4=5C4+I0C|, A5 = 5C5-r- 2OC2C3 . . .-,
Co- ^', c - ^' r - ^' - - ^^"-2^3
Cl — — ■) C3 — —, C4. —
--taJ ' . 22.3.0 \a^ 7. II 23.7 2^7 ' /
Pour /?^ r= 5,
H- (6C6+ 3OC2C4-!- l5c2 -h 20c|)cp2.
Mais la séparation des termes est déjà très laborieuse.
Calcul de quelques fonctions symétriques.
Soit 61 =:z:\ j3(ip/j appliqué à un groupe de '^{^n) termes. Pour les divers groupes, on a manifestement
2^1=0, 25fr^aé^2, 2*1==|3^3,
2^1 = 7^2^ ^n^ig.g.,,
et il faut calculer les coefficients numériques a, [B, ..., on voit
que jusqu'à ^ 5^, inclusivement, il y a un seul coefficient, qu'on
peut donc calculer en supposant A = o.
A cet effet, nous ferons to' infini. Il y a alors un seul groupe où
les arguments ne soient pas intinis; ce sera — , — ,
On a alors, en général,
^ j^ ^ y I JL V -1
Pour tous les groupes, sauf le premier,
tandis que, pour le premier groupe,
ikiù __ n^ I V ri^ L_ V _L .
Soit — ^ y -^ = A. Pour évaluer s^ pour le premier groupe, nous savons qu'on a
c'est-à-dire
5i — [T(^) — i]cp(/z)A = o.
Soit maintenant à calculer ^Ss\. Cette somme se compose :
1° du s\ du premier groupe; 2° de ceux des autres groupes, pour chacun desquels on a 5< = — cp(/2)A.
La somme de ces s\ sera
[(TAi)-i]cp(n)2A2; donc
V,l=:[T(/l)-l]2cp(/l)2A2+[T(n)-l]cp(Al)2A2 = T(Al)[T(/l)-j]cp(Al)2A2.
Semblablement
2^? = [T(/i)-.]3cp(,i)3A3-[T(^)-i]cp(/03A3 = î[T(/i)-.]3-T(n) + i|cp(/i)3A3,
^sf = \[T{n)—i]o—T(n)-\-j\o(nyA^,
Telles sont les expressions auxquelles les sommes se réduisent pour to' infini. Il reste à évaluer A. Or, parle développement de dégénérescence, ou a
—, +27 — 4- 6 i^2 7 — + 10 zii 7 -î- H- .
I 7r2 TI* 2 7^*5
et, par conséquent,
Zdp-^ G ' ^/;v ~ 2.32.5' Zàf^ ~ S'sTsTy
Mais on a
donc
On aura ensuite
^.f = |[T(n)-i]3-T(n)+ijcp(n)3|| 25t = |[T(n)-i]^+T(^)-iicp(^)4-^
25« = |[T(/i)-i]6+T(n)-iJcp(n)*^(f jVX(*)A, ^5Ï = |[T(.i)-ip-T(/0+i|?(/0^fff'
Au lieu des groupes des {v,i, si l'on prend les groupes compos, on aura à remplacer simplement o{ii) par n — i . Dans le cas d'un nombre premier, on a
o{n)= n — I, T(/i) — i = n, ^sl = n{n ^-i)(,i-i)2^,
Soit
( IJ ) 5'ï'+/'2*''""^-r-/'3 5^"^ + />4-«^""^
(* ) >i inconnu.
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l'équation dont s^ est racine; on aura
n(n-i-î)(n — iy g^_
hv^ |5[5«H«+i)(,t2-i}-C«(«>-.)](«-i)^ ^^^ !=«(«- :)(« + !)« («-2) («-3),
On peut de même calculer les autres fonctions symétriques, aux multiples près de A.
Parlons toujours des groupes simples, et considérons les ^2 = S(p(V//)2. Dans tout groupe autre que le premier, on a $2=^ 'f 1 A-. Donc la somme des ^o correspondants sera
(T-i;cp,A2 = (cp2-oOA2, et le ^2 du premier groupe sera donné par l'équation
5,_|_((p2 Cpi) A2 = S52 = 2E(p(V/j)2,
la dernière somme étant étendue à tous les pw^ distincts. Mais on a trouvé (page 208)
Donc, pour le premier groupe.
pour chacun des T — i autres groupes,
Donc
Semblablement
I(T-i)cpjcp
5f 52 = (T — i)2cpfA2(|cp4 -f- cpi)A2 (premier groupe), = cpfAi (autres groupes);
S^f ^2 = (T - i)2o| ( 1-cpi-^ cpi) A^-f- (T - i)cpf A* = (T^,)?î[(T-.)Ç + o.](fJ; et de même
i:.?.2 = (T-i)cp?{i-(T-i)2cp4 + [(T-i)2-i]cp,}^^ ^^-
2*l = i(icp,-cpO^+(T-i)cpfl(|^y'
Les résultats trouvés suffisent déjà pour former l'équation (i5), lorsque /i ==: 3. Ainsi, que l'on prenne l'équation
(s — 3 k) {s H- ky = s'^ — 6k-^s-^—Sk-^s — 3k^,
qu'on y remplace k par 2 A, puis s par 2 jd, on aura 2^^^. En mettant A au lieu de A" et p au lieu de s, on aura ^J^j ; /r- devra être
remplacé par — ? A'^ par -- , A'' par ( — ) 5 et il viendra
Pour 77 =:r 5, il j a uu coefficient non connu. On pourra écrire
k devra être remplace par 4 A et 5 par 2 ^, ou t = j) --- + p -r- -
On aura ainsi
(^ — [oA)U-l-2A)5+aA = 0
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où, symboliquement, A^= f^ ' A' = f , A> = (g)\ A^ = ^ £î, j^a —. /^\ par exemple.
Il s'agit de déterminer le coefficient a.
Dans ce but, nous prendrons le cas ^0=0, ^3=1, qui offre des simplifications considérables. Le dernier terme s'y réduira à — 27a. Connaissant ce dernier terme, nous en déduirons a.
Pour ^2 = o, ^3 =: I , on a
4'5=(4P^— l)'('-iP'^— lop^— i) — ^7pHp' — I)^ = 5(pi2-i9p9_3p6_^5p3_i).
Il y a donc quatre quantités Ip—j = x racines de l'équation
On a
fe_p.,,x?p!ii+.i
pu^P'2u=3pu-^^ = p{u) ,3
Le carré du produit des racines t est donc
n-iig^
appliqué à tous les p racines de ']>5 = o, c'est-à-dire
appliqué aux racines x de l'équation
F{x) = (ix — lyiix^—ioa; — i)— iycc(cc — ty.
Le carré en question est donc
_irL(=:_i)(i)vT'.
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Mais
5iF(- I) = (4 -H 5)2(2 -f- 10.5 — 52) - 27(n- 5)3 = — 5.36 4*F(A)^-27(i-4)^=36.
On a donc — K — 5)^ ou 5- pour le carré demandé. Et maintenant le produit lui-même est-il +5 ou — 5? On a la racine
p-r +P-T~ réelle et positive, p —^^ -t- p -V"^ réelle et négative, et les autres imaginaires et conjuguées deux à deux. Le produit est donc négatif; donc le dernier terme de l'équation en t est — 5. Ainsi
— 27 a =1 — 5 , a = 2^et
(? — ioA)(f -f-2A)3-i- 2^A = o,
en posant symboliquement A^ = ( —
Il est à remarquer que le dernier terme, après développement, ne contient plus go-
C'est, en efl'et,
ni ^2+ ïïi(^l-27^1) = -5^1.
D'après le développement
(x — 5')(x -T-i)^ — x^ — i5a7^ — /^ox^ — 45^72 — .2/^x — 5,
on aura l'équation
ou
(Brioschi, Comptes rendus, t. LXXIX, p. 1069.)
Considérons l'expression
2rito
C'est une fonction algébrique de p — , g-, ^3. Pour le prouver, que l'on prenne
et qu on y tasse u ^= — ? on a
- .^ \ 2r, (coi ) „- 2 7)0) •
tffAi zh i)w = tf 2w dz — ] = ±e cf -— — ± e d
^ ' ^ n I n II
2yitb "'
en'
^ 20J _ fl ^
Ainsi, les puissances «(/i-j-a) et 7î{n — 2) de/ — sont des fonctions entières. Par leur quotient, on conclut que la puissance
4n est rationnelle.
Prenons, d'autre part, ^„(w) pour u = — ; on a
La puissance /t- étant ainsi rationnelle, on voit maintenant que
kl, . 1U) , 2fT) ^^ , ,
puissance 2az i est aussi, en p — et p louant a p \ on voit,
par le changement du signe de w, qu'il n'y entre point. C'est ce qu'on voit aussi par cette considération, que ^«+< et ^'„ contiennent en même temps ou ne contiennent pas le factenr p'.
11 est donc établi que/^<' est une fonction rationnelle de j) - t
de ^2 et de g^. On pourrait prouver que le dénominateur (réduit
à être indépendant de p -— par le moyen de 'h,/ = o) se réduit à
une puissance du discriminant; mais ce n'est pas utile. Ce qui importe, c'est que cette fonction rationnelle ne devient infinie pour aucune valeur des invariants ^o et g-^ ; cela résulte immédiatement de ce que/"^"+-^ = 'h,i+\ est un polynôme entier en g^, gs:
lut I '1 M 1, 2 03 , 2W 1 . . .
p — ? p —■> et que, d autre part, p — et p — ne deviennent jamais infinis.
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L'expression /^^ restant toujours finie, les fonctions cycliques correspondantes sont racines d'équations à coefficients entiers.
(Le rapprochement avec la combinaison particulière , relativement au cas n =:z 1^ doit être fait. )
[On peut aussi employer la fonction analogue à -^ , savoir
«0 -^ «ipw 4- a-ip a -h ... + a„_i p'
Par l'analjse employée au Tome I, on voit que les coefficients a sont des fonctions entières de p — et p' — avec un dénominateur
n^//_i (■ — )• En prenant la dérivée ai'""™^ et faisant u
commu on aura
ou/-" exprimé rationnellement, avec le dénominateur '^,i-i ( — -
comme nous l'avons aussi par le quotient y^-]
La fonction cyclique que l'on envisage , c'est le produit des fonctions y (ou un demi-produit) pour un groupe simple, composé ou cyclique. La puissance in de ce produit est une fonction rationnelle cyclique ; mais on va reconnaître tout de suite que des puissances, d'exposant indépendant de /2, le sont aussi.
A cet effet, s'il s'agit d'un groupe cyclique quelconque (v, ouv , a-w, . . . , on devra considérer
, , , a'aw (ïawe «^ [ fM]'''
ya'we «' /
Changeant successivement iv en a^ip, ol-w, ... et faisant le produit, on aura
Mais ces cycles spéciaux ne doivent pas nous arrêter, et nous devons surtout considérer le groupe simple et le groupe composé.
Dans l'un et l'autre cas, il suffît de considérer
^pW
{fw)P'-
oùp est premier avec n, et de faire le produit
On reconnaît ainsi que la puissance p- — i est une fonction entière.
Il convient de s'arrêter ici quelque peu.
Soit n impair et non multiple de 3 ; on pourra prendre successivement/» r=r 2 et /> = 6, par exemple ;
[n/(a«^)]3 et [n/(ac^)]33 sont fonctions entières et
est rationnel.
Ainsi I I f[0LW) est une fonction cyclique pour n = 6lzizi. (C'est ce qu'on peut prouver aussi, avec Kiepert, par la formule
a 3 w fiiw)' f(w)
qui donne dans ce cas, 2 et 3 étant premiers avec n,
Mais chaque facteur est double au premier membre ; donc TT/(a«^) est lui-même entier et rationnel.)
Soit /z = 6/ -h 3. On peut prendre/? = 2, et rT/(a(:iP') sera
entier et rationnel.
Si n = 6ldz 2., alors on pourra prendre/? ^: 3, et
Mais I I^I^a est lui-même un carré, en sorte que (11/) est une fonction cyclique.
Si n = 6l,p- — I est divisible par 24 ; ( 1 lf\ est une fonction cyclique.
Les mêmes choses ont lieu pour le groupe composé.
En vue d'établir l'équation à laquelle satisfait la fonction
F rr= I îf^ examinons l'expression de cette fonction en produit,
en partant de la formule de la page 216, et supposons qu'il s'agisse du groupe composé.
n admettant que — \ soit un argument du groupe, on
aura les autres parla substitution de \k, a// à A" et A', \ étant successivement I, 2, . . . , 71 — I, et l'on pourra prendre k' ^= \ (si toutefois k' n'est pas nul).
On aura ainsi
),= „_! i — e « V- ^gn\n ^ [i -^ e " q-)
= 11 ^ 2kkiTZ „ 2>v 9ft'kiTZ „ sX JLX 1 2» H ■ 1p
11 1 — ^/2/^ 11 i—qiP
Mai
car
_nin — iMn — 2) ;i(/i — 1) _ n{n'^ — r)
De même
nr^^')=,=
Ihi TZ 2
En posant pour abréger e " ^"==r Q, on aura D'autre part,
'^ ' '^.hXin 2X-- ^
d'où
JJ(i-Q-) J][(i-Q-)
]^I-Q«/^ JJ(l-^2/,)
On trouve de même
Réunissant ces résultats, il vient
1 _ /wA"-i '
Le groupe co , qui correspond à w = ^? donne un autre résultat; il faut poser A' =^ o, k = 'k. 11 vient
) :=:«-! r ^ .^ ,^ p^» iil^iE ;7^oo _!Ai!^ "1
Le produit des facteurs «e "" est «""* e ^ '~ . Celui des
facteurs i — e " est n. Celui des facteurs i — e " q'-P (par
rapport à \) est - — -^ . De même pour celui des facteurs
I — e " q-P. On a donc
Les circonstances relatives au cas q = o s'offrent ici sous un autre aspect que pour la fonction I^pw^; F^ reste fini, et Fq, Fi, . . . , F„__i sont nuls.
Avant tout, examinons le produit Fq F, ... F^. Les divers facteurs i — Q^ donnent pour /f = o, i, . . . , n — i le produit i — Ç'P, quand p est premier avec Ji ; mais, si p est multiple de ii, tel que np', c'est (i — q-P')".
Le produit | ] (i — ^"^)? o" /* ^^^ premier avec n, peut s'écrire
On a donc
FoFi . . . F„_i T-j- ^^ _ q^-pnyi^Y _ q-tp^n'—^n-i
;t, en multipliant par --
FoF,...F„ iF,
par-i-,
iT'
TT
_q%pyi(n%-\)
fll/Un-l) ^
= /ij^i('i-iJ e 12 ^
[t. 1, p. 40 2^ formule ('>^9)].
bi n^5 et non divisible par o, ^ — est toujours en-
tier et pair, et i"^"~^^ = ( — i) ^ ^ q^ ^ alors
Au cas où ^ = 2,
in i /tt 1
— ^r=2eTA~^ ou UU'U"=e^A'"S
IJ r
ce qui est d'accord avec I (p. ig^), et avec la remarque ci-dessus, que F'' est une fonction cyclique.
Au cas n = 3, jj^. = 'de '^ A '^; c'est F^ qui est cyclique.
La nature de F fait prévoir l'absence de certains termes dans l'équation
F«+i H- ai F'' -+- a2 F«-i + . . . -i- a,, F -t- a„+i = o,
où déjà nous connaissons a,,^i = A ^^ ^
F est du poids |(/2 — i), en sorte que a/t est du poids ,
c'est-à dire que a/; est du degré -^^ , g., et g^ étant des degrés
2 et 3.
Si dans a^^ entre le facteur A, c'est avec un exposant m au plus
égal à
D'autre part, a/t contenant les produits A" à /{• des F, chacun de ses termes contient au moins k — i facteurs Fq, F<, . . ., F/i_,, dont
hacun a le facteur q ^"^ . Donc a/f a le facteur q avec un expoan t pi^ posant
sant ^y — -; , et, par conséquent, le facteur A avec l'ex-
-v-> vr:,
On a donc, si a^ n'est pas nul,
(X-_orn2— i_ _ /c(n — i)
7^ mp ' •
lin " ^ 12
Par exemple, pour n
A- = I o j Un terme c^a-
2 2 ( Le terme manque, puisqu'il n'y
^ ^ ( a pas d'entier entre f et f .
/{ — 3 f I Un terme c A.
A- = 4 f I Manque.
A: = 5 I I Manque.
A — 6 2 2 Un terme en A^,
L'équation a donc quatre termes
F6-i- c^r^2Fa4-c'AF3-f-|A2=o.
Pour donner de suite une idée du calcul, cherchons c et c^ Pour le premier, — cg^ est la valeur de F^ quand on a q j= o. Ainsi
Mais
4 / Tt \'* I
VO
donc c = — -y.
Pour c', le terme en q- ne peut provenir que de — F^SF^F/f; car les produits F^F/^F/ contiennent q avec un exposant au moins
,^al a 0 - ,.
^ bn
e<2:al a o —r. =^ — ■ Ur on a
, 8 , , 4/Tr 8 r- / 2/i/Tr 2/;/7r\ 2 "j
En appelant a, ^ deux racines de x^ — i =: o, on a
, 4/71 / 2 /z/TC 2 /-/n: \
Se 5 Ve ^ +e 5 ; = Sa^ p2 (a -i- [B) = 2 a3Sa2 — Ea^ ^- — :
Donc
D'ailleurs
2F/,F;,. = - (-) [logM-...].
ï'-eyc^--]-
Donc
D'ailleurs
^-i^Ti,'-
Donc c'= '2, et l'équation cherchée sera
F«— ^^^2F5-f-2AF3+ ;A2= o.
On verra plus loin comment on peut passer de l'équation en t (pa^e 2i(i) à celle-ci, comment aussi on forme l'équation du second
degré qui, t ou F étant connu, donne p -. et p— •
Pour 71 = "j :
n^—i k(ji — i) Forme
12 11 l'i des coefficients
^^"=1 o ¥ Cl^3
/^• = '^ ¥ 4 Ce A4
TT A*^ I I /7:\fi G3
to/ 7' ^^^onco'' ^^=
Fragments relatifs à la transformation.
Au Tome I, page 323, on a trouvé les résultats suivants :
y étant une fonction homogène, de degré p, des variables u , to, w', si l'on pose
— e-2rj(oi>VAa)i2y 24 Z
l'équation
a pour transformée
d'-z , dz (B) â^+^Tt^^^
jar
Soit, pour un instant, z-=y(^{v). Changeons u en nu, ] conséquent (^ en nç. Si y=f{^) est solution de (A), alor Y=/(/^(^) est solution de
D'autre part, i; =f{^) ?(^) étant solution de (B), sera solution de
Donc, en posant
Z = Ycp(nO,
on transforme (A') en (B'). Au lieu de ^^ Y, Z, mettons v, ji', z. et nous voyons que l'équation
se transforme en
d^-z . dz
quand on pose
u — liMV, Q = 5 . r.w — r/w = — ,
to 2
^ ^ e-2v/]a)<^5^^^l2) 2'.. to-Pj/,
jK étant homogène et de degré p.
Pour cette équation (i), on a vu (t. I, p. 828) qu'en posant
et prenant x=zpu^ avec ^o et ^3 pour variables, on a la transformée
''Si-t''^'"^)^'"-(4v-3)f]|-vD^-^v(v-i)^^ = o.
Cette équation (3) est, en somme, une transformée de l'équation (2), obtenue en posant
La lettre p désigne un nombre arbitraire, qui n'apparaît pas dans l'équation (3), et qu'on peut prendre égal à zéro, si l'on veut. Cela apparaît d'ailleurs dans le résultat, qu'on peut écrire
Comme l'opération D, faite sur A, donne zéro pour résultat, le
facteur A ^^ joue dans l'équation (3) le même rôle qu'un coefficient constant. On doit donc écrire simplement
(4) ^ = e2voo)^^(Awi2)"24-(j^;^)-v-.
Si, dans le premier membre de (3), on substitue x' , on obtient les termes suivants :
xs-'^— g^s{s —\)xs-i
Soit s un nombre entier, et substituons le polynôme
P :-:: A ^P'^ -1- Aj ^^"M^ . . . 4" A ,- 1 ^ -^ A.,,
OÙ les A seront des fonctions de g.> et ^^3. Le résultat sera
A cp(5) -;- Al cp (5 — 1) -i- . . . - A.,_i cp(i) H- A,. cp(o) — v^p^DA - v^-^- 1 DAi — ... — vxDXs^i — vDA,.
Le coefficient de x''^ dans le résultat se compose des parties suivantes :
Aa4-i(2 5 — 2A-— 2— V)(25— 2A: — I — V) \
^■Aa-i(^-A- +i)(4v-65 + 6A^-3)Ç \=^ik).
— A/,_2(^ — /: 4- 2) (5 — A- H- 1)^3- vDA/, )
Le polynôme P satisfera à l'équation, si l'on a '}(/.)== o pour les valeurs A" = — 1 , o, i , . . . , 5. Pour A- = — I , on a
Ainsi les seules valeurs possibles de 5 sont - ou
Le nombre v étant supposé entier, prenons pour s celle de ces
deux valeurs qui est entière; on aura ces autres équations
o — t|;(o) — Al (-is — 2 — v)(25 — I — v) — vDA,
o = <];(!) = A2(25 — 4 — v) (2^ — 3— v)-f-A5(4v— 65-4-3)^ — vDAi,
o::=^(5-i)r- A,v(v-i)-^A,_,.2(4v — 9)Ç — 6A,_3^3-vDA,-i,
o = ^(s) - A,_i (4v - 3) f^ - 2 A,_.2^3- V DA,.
Il j a, comme on voit, 5 -f- i équations, et il n'est pas permis de prendre A ad libitum. Mais de la première on peut tirer A,. DA,, D- A, , . . . , D^A,, linéairement exprimés par DA, D- A, . . . , D^+*A; puis de la seconde A2, DA2, • . . , D^~' Ao, exprimés de même, etc., jusqu'à l'avant-dernière , qui donnera A^ et DA^. Substituant ces valeurs dans la dernière équation, on aura une équation $ = 0, linéaire en A, DA, ..., D^+^A. Si A est pris parmi les solutions de cette équation, on aura ainsi un polynôme P.
L'équation <3^ = o apparaît comme étant aux dérivées partielles, avec les variables g.^ et ^3 ; mais, vu l'homogénéité, elle se réduit à une équation différentielle. Pour effectuer cette réduction, en supposant A homogène, on remplacera A par une inconnue homogène et de degré zéro, en multipliant A par une puissance de ^2 ou de ^3, ou mieux du discriminant, et l'on prendra pour variable J, suivant la formule de la page 3i3 du Tome I. C'est donc une équation différentielle et linéaire, d'ordre 5 + 1, qui fournira l'inconnue A. Ou bien encore, on peut envisager l'ensemble (5) comme un système d'équations différentielles linéaires , avec s H- I inconnues et 5 -t- 1 équations.
Pour le moment, on se contentera d'observer un cas particulier, celui où V est le carré d'un entier impair, v = n'-. Nous savons qu'on a la solution P = (|>,;(î/), polynôme entier de degré
s = , et dont le premier coefficient A est une constante. En
ce cas, on le voit, l'équation 4> = o manque nécessairement du
terme en A.
A la page 829, Tome I, on a transformé l'équation (3) en pre-
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liant pour inconnue
J.a transformée est alors
( — vD^i+(v— 3)(v — 4):c^i= o.
Si l'on substitue ^'' dans le premier membre, on trouve
en sorte qu'on a, pour le coefficient de ^'"''S dans le résultat de la substitution du poljnôme,
Q rrr B iC"' -f- Bj ^T '-1 -h . . . -^ B;._i ^T -}- B,.,
BA-i(r-A + i)(4v-6r + CA:- 9)^- } = ^^ik).
- B/,_2(r - A- -" 2)(;- - A: + 1)^3- vDBa^
Les résultats sont tout semblables aux précédents, sauf que la
condition
donne
V — 3 V — 4 r =: ou •
Ayant ainsi choisi /', on a un système de /' -f- i équations différentielles linéaires avec autant d'inconnues pour déterminer les coefficients du poljnôme Q.
Le cas particulier où v est le carré d'un entier pair donne lieu à cette observation, qu'il y a une solution où B est une constante.
En résumé, on a :
l - -T- I polynômes P,
Si V est pair J
-i-i polynômes Q;
-f- 1 polynômes P,
Si V est impair.. . /
h I polynômes Q.
On a donc, dans tous les cas, v solutions de l' équation (3), de l'une des deux formes ¥{x) ou ¥{x)^^x^ — g^x — ^3.
Premier exemple .-7=2.
On a .9 = 1 ,
Al— DA = o, 1^2^ — iT>\i — o.
Or on a (t. I, p. 3i3), en supposant A homogène de degré zéro,
DA =:4v/3A«(J-i)2j^'^.
Posons
Al--. iy/S A^(J— i)2jtB;
il viendra d'abord
puis, B étant aussi de degré zéro,
En remplaçant g 2 par (AJ)'S on a
dB l T 2 \ _ 5
de là l'équation
LnJ-
<iJ2 ^J L2(J— 1) 3J/ '26.3U(J— l)
C'est précisément le type {Réduction des équations différentielles, p. 48) d'équations hypergéométriques
d^k /Ro Ri \ c^A G
avec
•^» = '--' «. = -- ^-iiM-i)
intégrables algébriquement ( ici /? ~ 2, /?? = 3,/> — 4, M= 24). La solution consiste à poser
.y2.33p4.oV-l)^'
et l'intégrale générale est
A = -^— _(cp-j-c'),
c et c' étant des constantes arbitraires.
Dans une étude approfondie, il y aurait lieu d'examiner l'expression de p en fonction de J, le rôle du groupe fini, etc. Nous nous contenterons, pour le moment, d'un aperçu, fondé sur le calcul.
Si l'on pose
Y ^ p'' — '1 i v/3 p2 ^ r . Z = pi H- 2 i v^B p^ -h 1 ,
on a
p8-i- i4pM-i == YZ, i2iV3p2(p'' — 1)2= Z3— Y-*,
de sorte qu'on a
d'où résulte
Z3-4-Y3 , — - z //r=rj-+-
Par là on aura une équation du second degré en p-. Or il est visible que ceci revient à résoudre l'équation
Par la formule de Cardan, en désignant par 0 une racine cubique de l'unité, on a
ea = -\V=^^l (v/T^=l4-.)^- (v/r::i-if]' r i il
Soit
(/, _ j _!_ ,)3 =. M, (v/i - J - 0' - N, On a ainsi
M^'N "" OM ^Ô2W ~ e^^mTN ~ ' 3~rr~ 3 M
Z _ M _ ea+ 62ep+eey Y " N ~ ea+"è^^^^^^'' Z^Y 2ea— ep— ^f _ 3ea _ p*-4- «
Z__Y (e--0-^)(ey— e^) iy/3(ey--e^) 9.^3?'^ d'on
3 gg + 9. \/( eg — ep ) ( gg — ey )
e^,— ep
I __ 3 e,; — 2 /< gg - ep ) ( eg — ey )
= 9p3 ^V^-^p)^^a-^y)(^P"-^^ ^_ ,p3(e.- epr^A^ ; (e,- — ep)2
fr 1~6 _i i _ JL
[-p(p'*-0] -p •H^r-ep)'A 2*
ri i
= A-2^*" (^^^^) * == ^'' [S^a- 'Vl^a- ep) (^a- ^r)] '
Voici donc une valeur de A (où Ton peut négliger le fac-
Aa^ [Sea— 2/(ea— e^s) (eg— e^. )] \
Une autre valeur sera A p.
Gomme on a
, ^ 3ga+9v/.. . ^ 3ea— 2v/777
leur A 2
d'où
3eo(-h 2/. . .
3ea— '-^n/.-
cette seconde solution sera
Aa= [3ea4-2v/(ea— e_3 ) (6a— ey)]^
]1 est intéressant de voir directement comment les combinaisons linéaires de A^ et de A'^^ donnent Aq, A'p, Ay, A'y. Pour cela, simplifions d'abord. On a
3ea — •>V(ea — ep)(;ca— «y) = ip — + p(x):
P- ea^
Suivant donc les méthodes des pages 5i et suivantes du Tome P' ,
Aa = ( c -^ lb)\ A'^ ^-{c—ihy.
Par conséquent,
c + 16 := A ' , c — iô = A^^ ,
c= i(Aâ + A'of), /6=^^(Aâ-A'a^),
ia =AaAa.
Par conséquent,
c±ia^ -(Aa± Aa)S
i{b±ia)= -{Ar,±lA'o,y,
c'est-à-dire
A3, Ap =^-^(Aa=t A'a).
Ay, A'y ^ -- ( Aoc rh f'A'a).
En prenant A = (c -f f^)% on a
D^ Db
'iDA Dc-^iDb ^ c ^^ b
A c + ib
De
c = /ea — ep,
b = s/e ., — ea,
DA_ À
— cer — ibeo, , c c -i- ib " 3
3 c -\- ib
— — - {'icr^ — 3 ibc) = — (^a — ibc). De sorle que l'on a six polynômes, dont voici un -
P = (c -i- ib)^ [x-(ea,~ ibc)],
el qui sont tous exprimables par deux d'entre eux.
La liaison avec la division des périodes par 4 apparaît ici par le calcul a posteriori. La théorie devra la faire apparaître a priori.
Deuxième exemple .-7=3.
Il j a d'abord la solution ^i = i , par conséquent t = p'u. Jl existe aussi des polynômes t de degré 5 = 1, déterminés par les équations
DA = 2A1, DAi=-^2A.
Le calcul est le même que précédemment, le même aussi qu'à Ja page 3i3 (t. I). Pour le recommencer sous une forme plus générale, soient
DX^Y, DYr=m^2X.
On posera
Y = 4\/3A6(j — i)2 jiïz, ce qui donne
On aura ensuite, Z étant de degré zéro en même temps que X,
i "^ ^ ^ \ i cU ^ ■2{]-i)^ 3J (
^ ^ ^ ' i cU^ 2(J — I) 3J (
dZ _ Z ^ '^ _ mX _
^J2 ' L2(j-j)"^3jJ d^ ~ ^3 jTj^T) """•
Nous avons déjà vu : c" le cas Dw — — 27j, Dr^ — qui, en posant Y = — sr,, donne m = — ^;
i" Celui correspondant à v = 2, qui donne /?? = —. Actuellement, en posant A = 2X, nous aurons m =r 1
-g.^to, ce
d-^A dT^
2 1 rfA ~ 3J ] ^J "
ou
bien
avf
ÎC
/Ro
R, WA
Ho =
C'est encore un cas algébriquement inlégrable
Troisième exemple : v — - 4-
Ici encore, nous avons un poljnôme /< = i , répondant à t=:^pu = — (j;^ ; puis trois polvnomes t du second degré, ce qui va mener à une équation du troisième ordre.
Puisque v = 4, -^ = 2, on aura
2DA -^ Al,
2DA1 = 6A2-n-|,^-2A,
En général, si l'on a
DX ^ Y
DY = Z-4-a^2X,
on posera
• Y ^ 4 v/3 A" ( J - 1)2 jlj. = Aj Z=.A25;
iJ viendra, suivant les calculs précédents,
di ~ ^'
aX
puis
dz -i-dX \ dî ^ \dï ^/
donc
^/J L2(J — I) 3JJ 24.3(J — i)J '^-.SnJ — i)J"^
Sans éliminer, voyons les exposants auxquels X appartient aux points singuliers :
I " Pour le point J == o , on pose X = J^4- XP"^* H- • • • , d'où Ton déduit
Substituant dans la dernière équation, et égalant à zéro le coefficient du terme en J^"^^ \[ vient
o ^ s{s — \^){s — -i) -~ is{s - ~ \) l =.s{s — \){s-~l).
Les exposants sont donc o, |, \ ;
2" Pour le point J = i , on pose X = (J — i)^+ . . . , d'où
et la deuxième équation donne
On a donc les exposants o, |-, i, si la condition subsidiaire (nécessaire pour la disparition des logarithmes dans l'intégrale relative à l'exposant zéro) est satisfaite.
Or, si l'on pose
X = i-i-X(J — i)2-t-..., on aura
et en substituant ces valeurs dans la dernière équation, le terme en (J — i)~- a son coefficient identiquement nul. La condition subsidiaire est donc remplie.
3° Pour J r:= 00 , posons
X=^ J^ + XJ^-l-H...,
d'où
et, d'après la dernière équation
OU
Dans le cas actuel, en faisant
Al = 2 y, A2 = - z,
on a
DA = Y, DY=Z-i- -^^sA,
Donc
[ a + 8 3 I II
et la dernière équation en s devient
dont les racines sonl
Î)B^Y, DY=^^^2B
Ce sont les équations de la page 235, avec
d'où
On arrive ainsi à l'équation type de Ficosaùdre,
Cinquième exemple : v = 6, /• = :
6Bi — 6DB=- o, -^-2B--6DBi=^. o.
ly/î ^ 2 '■'.3 2 "" 24 V î^ ~ 4
et l'on arrive à la même équation que pour v = 2.
Lien avec la théorie de la transformation.
Les fonctions P sont paires ; les fonctions ^p' u sont impaires. Les fonctions
sont paires ou impaires.
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i" Si V est impair et t — ^ P, z est impair, et l'on a
z = ku-^... [au facteur (Awi2j2 i ppèsj.
2" Si V est pair et ^ =: i)p' ii^ z est impair,
Z = — 2 Bm -I- . . . (au même facteur près).
3° Si V est impair et ^ = Qp'w, z est pair,
y- 3 Q = B^ 2 _L-.. .= Bw3-v_^...^
z = — 2B H- . . . (au môme facteur près).
4** Si V est pair et / = P, -3 est pair,
V ^kx^-^... = ku-^ ^...,
z ~ k~- . . . (au môme facteur près).
Dans les deux cas où la fonction est impaire, on a ainsi une fonction :: impaire, ayant les racines imiù -\- im' iù' . En outre, le fac-
//leur e * '^^ a le multiplicateur e~-^"'"'^"+^^, et (t«)'^ le multiplicateur (__i)ve2vr,(«+a)) . on a donc
^((;-i-i)= — -3((^), si V impair, z[v-x~\)- zi^v)^ si V pair.
En conséquence, on aura
(y impair), ^(ç^) = ai sin f t: -+ ag sin 3f7r -h. . . , (y pair), ^((;) = a2 sin 2(^71 + a^ sin4^"Jr -h . . . .
J^our le premier cas (v impair), soit
_ — iTtOJ 12
q = gvw ^i^ ^ _ .
vw y
l'équation (2) montre que l'on a (t. 1, p. 325)
III
Maintenant l'on doit avoir z = o pour u = 2w', c'est-à-dire
sin(2/i-f- O^^TT = — . [^-v(2«^-l)_ ^V(2«+l]].
Ceci ne détermine pas entièrement les rapports des coefficients. Mais Pcontient des arbitraires linéairement, et, si l'on en dispose de
• 1 2 to' 1
manière que z soit nui pour u = — , alors on trouve
k étant numérique, sauf un facteur d'homogénéité. Pour l'homogénéité, P étant de degré i, il faut mettre
Conséquemment
ou
D'autre part;
A et 0- S appliquent aux périodes 2w, -— • Le premier coefficient de P est donc (en faisant w = o)
Telle est l'expression très remarquable des solutions de l'équation différentielle.
On devra discuter, examiner s'il y a le nombre voulu d'inté-
grales. Mais en tout cas on devra prévoir que, dans les cas où
ne pourrait fournir toutes les intégrales, l'équation dilTérentielle est réductible.
La fonction z a aussi les racines
Il =^ y , • • • .' :
FRAGMENTS DIVERS. p^S
donc
Les séries à double entrée donnent le point de départ le plus simple pour la théorie delà transformation. Considérons les quantités
2 0)' 4cô' 2(v — l)â)'
et désignons-les par a. Soit
On a
P CO
u — % — \v — u — ~ >. m to — 2 m Gi
lini'v + o) „,
= a — lin M — in —
Soient p'u^ p" u, ... es fonctions où les périodes sont 2 0) et
— ? on a évidemment
Pour pu, il faut quelque précautions :
u — pu- 2^ |^_____ _ ^2 J -^' 2d2d L(zi — a _ wf ~ {oL-i-wy^y
Donc
ce qui résulte d'ailleurs de l'intégration des formules précédentes. On a aussi cette conséquence Sp'a = o. Semblablement,
tu = lu -{- Z t(ii ~ ol) -{- uZpa ^ 1.1%,
II (3* a
pu étant fonction rationnelle de pu, il en est autant de pu — ))(', dent les racines donnent immédiatement
pii — pv ^ (P" — P^)JJ
pu — p(v — a)
pu ~pOL
Soit d'abord v impair. A la période 2w' près, les quantités a sont deux à deux égales et de signe opposé.
Soit 2w la période formant avec iGi' v- couple primitif, cl soient e\, e^, e^, les valeurs des quantités jjw, p(b', p (G) -\- tb' ) ; e>,, ^v, ^u. celles des quantités
POJ, J> — = P^-^ ' p ( CO + - j = (pCO -4- CO ).
Posant dans la formule précédente v = to, et remarquant que les quantités p{û} — a) sont deux à deux égales car J3(w+ --'- )
est égal à p ( w 4- 2 ^^ ~ ' ' '^'^ ) ' ^^ même que les quantités pcc, il vient
' n fp^ — p'^-^ — P)T^
pu-n = ipu--e,)ll^ ^^^^_^^, J ,
Posant V = ô)', et remarquant que les quantités p{(s)' — a) soni
de la forme p ( ^- j , s étant impair, et égales deux à deux, il
vient
_ I pu — p \
p u--ey= (p u— es,) rr \ — — ^ / ,
J.X \ pu- p^à /
Enfin, en posant p =r= w -f- cô', on trouve de même
- - ---,- vu~p(^-^-^)
Multipliant et extrayant la racine carrée, il vient p' \i ^ p' uU^U^U^,
de même
à' u cr w ^ '
â'yU _ :fyU à' u a' u "'
^ixl^ _ ^|J.«jj^
Ci U
En supposant u = û)^ p = cô + w', on aura
^l — ^ix TX ei — p ( w -!- cô' — a )
ei— e.
^X— pa
et, en supposant « = c5, p = oj ^
ex Cy f^X ^). P ( <^^' ^)
ei— e^ JLJL ex— pa Multipliant, et utilisant la formule
(ex — pO [^X— P(w-+- 0] ^ (O— ejj.)(e).-- ev).
il vient
(ex— e|x)(ex— ^v) _TrT(ex— ea)(ex- ^v)
(ex— ea)(ex— ev)
(ex— Pî')'^
On obtient de même deux autres formules analogues. Multi-
pliant, on obtient la valeur de
sous la forme suivante :
Â I ll(j'a)'
AV n(e)^— pa)2(e[j — pscyn^v— Pît)"^ n(c5'iaa'2ac5'3a)^
On voit par là que - est une fonction algébrique des invariants, puisqu'elle est rationnelle, sauf les quantités algébriques pa..
Cette expression de - peut être simplifiée par les remarques
suivantes :
Prenons les arguments a et, d'autre part, les arguments 2a
Ainsi, sauf des périodes, les quantités 2a reproduisent les a,
Le Quotient II se réduit donc à l'exponentielle
v_i ^ rv — 1 2a)' "1 V — 1 „-,-,rv — 1 2/v — i\-"i
Mais
donc
2v-ina'ia3'2aa'5a = (— i) ^ e ^'
Delà
Av (^v-ino'iaj'saa'aaj* n(j'a)i2,
Dans cette formule, on doit assigner à a les valeurs j^ et 2w'— j^,
Q 2 0)' 4w' (y — i)oj'
D'ailleurs la fonction
reste inaltérée par le changement de u en aw' — u; donc
Naturellement £, est arbitraire; mais on peut le fî.\er au mojen
d'une convention qui définisse A^"^ d'une manière complète. Ceci a lieu si l'on prend la formule (t. I, p. ^02)
On peut vérifier le résultat précédent et déterminer la valeur de £, par l'analyse suivante (où nous supposerons, pour fixer les idées, to = w, w = (o').
Soient
Q = q\ z '-^ e^ = e~'^ ^- q^ = QP.
On a
Tl"[,_Q2(,v.p)][i_Q;.(pv -p)] = ^_!îi ( I _ Q2P) iJ__ -,p = ,, 2, 3, ....
En faisant le produit des quantités analogues pour les divers o, on voit que les nombres p, />v + p, />v — p reproduisent tous les entiers positifs, sauf les multiples de v, et chacune, une seule fois. D'autre part
v-1 (V-1VV-+1)
Donc, en multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit
il vient
U-^TÔ»^ cr[^;- — Q 8 —
ailleu]
rs
SI
TT(i — ^'«op)(i — ^"'9-p)
I I M(i — ^'»0P) (i - <7"^0-p) Or, on a
V— 1 TCJ t~2~ gT
D'ailleurs, p étant <v, les facteurs 2sin ^ sont tous réels et
positifs; donc
I I 2 sin -^ =-1- /v.
D'autre part,
JJ(i_^/»OP)(i_^/«e-p) = TT(r — ,7'«6p)
P on aura
I — ÇrWV
Donc
■(ïf
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On connaît déjà une expression de A^ en série, savoir
) ^(—0 "- nq'- (n = i, 3, 5, ...)•
Ily a une expression analogue, pour A- \ d'après la formule (t. J,
p. 4io),
qui donne
Qo = (i-î«)(i-?')(i-'7=)---.
Dans la formule
SToC^ ="£J(l - q^l'-'z^) (l - q-^P-^z-'-) (I - q^P)
(p = 1, •>., 3, ...), ^^i-i)Pqf>'-z^P
faisons
il vient
qip-iz^ = x^P-\ q^-P-'^z-^- = x^P-^, q^P = x'^P.
Les nombres 3y> — i , 3/> — 2, 3/> forment tous les entiers possibles. On a donc
JJ(i-^/^)=2(-iy'^
formule due à Eu 1er Donc
Gela posé, soit Ax le discriminant correspondant aux périodes
9,W , îzXw ^ ,
et 2 co', et soit
On aura
_J_ /7r\2^ _ijîl^ '6p+l)- (6/>+l)^
ne" ~^ '- q'^'
J^oiirles périodes — et 2 w on aura im dernier discriminant A
rt— 1 n'y
Supposons d'abord v = 3.
On se convainc c|u'il n'y a pas de relation linéaire enti
les Ax et A'^'. Mais considérons les expressions
et faisons \ = o, (S, 16. Toutes les fois que n est premier à 3, la
somme des termes correspondants dans les trois Ax est nulle. Si // est divisible par 3, ces termes sont égaux et s'ajoulent. Donc
\^ UJ /
n — \ in-
En outre, soit A la somme des termes où n n'est pas divisible par 3, B la somme des autres, abstraction faite du coefficient exponentiel, on a
A3 =. OA + B
On en conclut
Telles sont les deux relations linéaires qui expliquent com-
menl —^ est soliilion d'une équation linéaire du second ordre à
coefficients rationnels.
Soit V un nombre premier impair quelconque, et prenons
•24 Dans Ja suite des nombres impairs /?, distinguons : i** les multiples de V désignés par n^); 2" il v a ensuite — ; — résidus quadratiques [j, , ^^2? ■ • ' j ?v-n ce qui donne lieu à distinguer les nombres //,, /?2, •••, /^-n dont les carrés sont congrus à ces résidus ( mod. v). On aura ainsi
— Ao -1- Al + . . , + A V - 1 ,
= Ao -1- e x\i-4- . . . 4- e ' Av-i,
^Xo-^G Ai + ...-i-e ' Av-i,
d'où il résulte par addition
A^, + Aji-i- . . . 4- A(v_i)n = Vv A
puis, par élimination des A, v— ^—- = ^^^ — relations linéaires
homogènes entre les A). Pour les obtenir, multiplions ces équa-
lions respectivement par i , e '' , e ^ , . . . (y étant un non résidu) et ajoutons-les ; comme il est certain que y — ^^ n'est jamais nul, il viendra
1 6? 71 y 1 6i'v — D/ir X
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On trouvera de même (en remarquant que les nombres 6p + i reproduisent tous les nombres possibles, aux multiples près
de v)
Calcul des fonctions symétriques.
Soient <f, h, c, ... les p — d'une même classe, en nombre
a, b, c, «I, ^i, Cl.
rty, yv> Cv,
les V + • classes.
Tij = a + 6 + C H- . . . ,
712 = a^ + 6c -h ca H- . . . ,
On a
V _ 1 = abcd. . .
Al _ A,
Ayant ici s ~ —^ — , la première équation (5) deviendra 6 Al — vDA = o;
d ou
vDA
On a d'ailleurs
S7ri = o.
La deuxième équation donne ensuite
OU
or= 5.4-2 + ^^(v-i-6) Ç-^ -^DttiA
d'où
20 7Î9 H (v-T-(d)-^ — 611? -i- V Dtci ;
Soit
on a
et par suite
TI I =z ^2-1- 2 TT2 .
4 2^1 - ,0 s ., + (iii>i:i^^A)(iztA) ^, = o.
On peut déterminer S52 par le mojen de la fonction tj^v Remar- ([uons, en effet, que cette fonction satisfait à une équation aux dérivées partielles, toute semblable à (3), sauf le changement de v en V-. De plus, son premier coefficient oA., correspondant à A, est une constante. En désignant parTl^, 112, • • •• S<, So, • • . les sommes analogues à 7r^, 1:2? • • ■> S\> ^2^ . . ., on aura donc entre ces quantités des relations analogues à celles qui existent entre ces dernières quantités, sauf les modifications ci-dessus,
puis
et d'où
o.3.4n,+ l^ili^^!i^£^ = o
I0S52= 1082 = — 20n2= ^ ' gi
et enfin
L'équation suivante est
A3 H (v + 12) — Al- ^sA --vDA2= o
OU
r "'-^^ , N fv-iV-v-3)
— 7.6X3 (v + 12)^2-^1 -, ^3 -^ 0^1 K2— vDk2 = „.
Pour ^V5 ceci donne
(V2 — l)(vi-f-v2-4-l5)
Cela posé, on a
TTf = ;?3+ 3 2a62+ 6^3,
711712 = Iiab--r- 3713;
d'où
Tcf — 3 TTi 7:2 + 3 713 = 53 , 20711 7:2 H- ■ <^'2l^l — 0^1 + VTTi D7ri = O,
— /i-2Ti3 .j — -' (v +12)^21^1— -, ^3 + b7ri7r2 — vD7r2 = o;
d'où
2oS7ti7:2-6S7rî-f-* ' ' ^^ ^ ^ g^=o,
, ^ ^^ (,_3)fv-l)fv-4-l) v(v2-i)(v-2)(4vH-3)
Par ces trois équations, on trouve Stt'J, StciTTo et STig. En poursuivant, on voit que StcJ, 27r";7i2, etc., s'expriment en fonction entière de g^ et g^.
FRAGMENTS DIVEUS.
Méthode élémentaire.
Soit a = -^ (v impair). On considère les arguments a,
a, et l'on forme la fonction
p(w)=/(P'0=^- (p« — p a) (pw — ,p 2 a) (pz^ — p 3 a) ...
_ crfa — lù crfa -^ II) . . . ^{poi. — u) ^{py.-j^ u).
On a
— ^(z^^/?a)+ ... — (v-ij^?«.
Soit ,3 = 07. et posons w = [^ + s, £ étant un infinim»^ ' petit.
Ou a cp(,3)=ro, d'où
^(ff — j3) = - + infmiment petit.
Donc
> 9li^) =^(?-a)+-(p + a)-...-h:(2^)+...-(v-i)C(3).
Il est clair que les arguments J3, 2 [^, ^ — a, ^ H- a, ... reproduisent, sauf des périodes, Jes arguments zh a, zt 2a, ... en sorte (pie Ton a pour résultat 2/xf,~y^'fi. Quel est l'entier A? On a les arguments dont les rapports à a sont
Il y en a donc — 0 qui sont négatifs, au lieu de ^- ; donc
Par conséquent
1 o"(pa)
2 «^ (pa)
III
Maintenant
donc
Maintenant on a
Par conséquent, en posant pp = a et remplaçant p^"^ et p'-p par leurs valeurs on a
(6) Da==-^^a^--^^^^.--^)(4a3-,^.a-^-3).
Sommant les équations analogues pour les diverses valeurs de p, et désignant par ^i , ^o, • • • les sommes des puissances semblables des a, il vient
2(siv — 3) 4v — 3 ,
Pour trouver la somme du second membre, il faut développer
et la somme cbercliée sera égale à l2- Soit
on a
±(v_i)(v — 3) =[io,
{(V — 5) (V — 7)71.2 = ^toTTa H- [i-lTTi -+- [^2,
d'où
et d'autre part
^0 = 4 N , Xi = 4(^1,
Donc
vD5i = 2(2V — 3)S2 — ^^ ^^ ^2 + 8(V — 4)î^2
-4(v-3)7rf-^{(v-i)(v-3)^2
= — r2(v—l)(v 4-6)^^2 + 67rf —20712.
En multipliant l'équation (6) par a^~\ on aura j Da-^- :- 2(v - 3)a^^+i ~ "^''7 "^ ^2«^^-^
et en faisant la somme
En divisant par x^ et faisant la somme de /c = i à /: = oo, on a
Or on a
Zd Xk 'f{x)
d'où, en intégrant de go à ^,
|(v-,)log;r-2^. =log/(^)
Enfin
CC~ —^ — ^0^ — S
et
Donc
„ f (ce) V — I f{x) 1
D/ ..„., ox/^l/' ^"i. „\ 4v-3 /'
f" — '-j{\OC^—g%X — gz) -^- >^0-2^-+ ^1
OU
— [v(v— i)x -\-Ç>Si]j.
Par là on a toutes les équations récurrentes.
Si maintenant on détermine une constante A par la condition
DA
et que l'on pose / = A/, on aura
et si Ton fait en outre x ^=^pu, il viendra
é(|uation déjà établie autrement.
La même analyse abrégée. — Nous avons
vf {a)\)a^-f'{a) ^('^v — 3)a2- ''^' ^
Considérons le polynôme
^ — /"(^) (4^^ - g-ix — ^3) ; on a
[Df{x)\,=a -\-f{a)V>a = D/(a) = D(o) = o.
Ainsi «|i(<2) = o, quelle que soit la racine a que l'on considère.
Donc '^{x) '=^ f{oo) B(^), et il n'y a plus qu'à déterminer le polynôme %{x). D'après les degrés connus de ^(^) et de ./(^), il doit être du premier degré.
Nous déterminerons ses coefficients par la comparaison des deux termes de degré le plus élevé.
Soit
fi^x) — x'^ — TTi^"-! -i- Tz^x"-^ — ... ( n = j«
Les termes des degrés les plus élevés dans ^{x) sont
2(2V — 3)372 [,î57«-l _ (;^— l)7ri^«-2]
— 4x^[n(n — i)x^^-^—TZi{n — i){n — •2)x'^-^]
OU
(2V— 3)(v~i) X^+i — (2V — 3)(v— 3) TTia?"
Donc
f{x) =z v(v — i):p«+i — (v — 3)(v + 2)ir«+ ...
= (^« — TTiO;''-! + . . . ) [v(v — l)iP+ ÔTT,],
6 (^) = v(v — i)iJ7-l-67ri , et par suite
[ (4:r3-^2:r-^3)/"-[2(2v-3);r2-^^^^2]/'-vD/
Substituons dans cette expression la valeur de/(^); le coefficient de œ^^^y égalé à zéro, donnera
/ (2^-+- 3)(2/--f- 2)7ryt^, +r2 (^ -^ • — 2^")(v -f-6A')7ryt-i^2 j (A) I /v — I /\ /^-i ,\ r. ^ i "=°-
h 2 — A- r-I — /l-^3 7:/,-2 4-vD7ryr.— e-iTTA-
En particulier, pour
k — o, 3.2711 — 6711 = 0, (A,) k=i, 5.4712 -4- A^(v-i)(v-}- 6)^2 -67rf+vD7ri=o,
( — 6711712 4- vDtTs = O.
Ces formules récurrentes permettent de calculer toutes les fonctions symétriques entières de 7:<, tïo, .... Supposons, en effet, calculées toutes les fonctions symétriques de poids A", y compris celles où figurent des symboles D, en sorte que Dti^ soit de poids /' H- I , et proposons-nous de calculer les fonctions symétriques de poids /: + i •
Soit par exemple k = 3. On aura neuf fonctions inconnues
S7r4, S7r3 7Ti, 27r|, S7r2 7rf, E7r2D7ri, 27rfD7ri, S(D7ri)2^ S7:iD7r2 I^tz^D'-tzi,
et, pour les déterminer, on aura neuf équations linéaires obtenues comme il suit :
Trois équations
2(Ai)7r2=o, S(Ai)7rf=o, E(Ai)D7:i = o
obtenues en multipliant le premier membre de l'équation (A, ) par les fonctions de poids 2, tt^, ti:;, Dtïi et faisant la sommation. Les équations analogues
2(A2)7ri = o, SD(Ai)7ri = o.
L'équation suivante
déduite de A pour /r = 3.
Les équations
22(D7ri)2-4- 27riD27:, =- D2S7Tf .
Enfin l'équation
Mais ce sont des calculs atroces.
Voici une autre manière de procéder. En posant
l'équation différentielle (-) peut s'écrire
I cp(X'-f-X2)-r2(2v-3)^2_4lzJ^Jx (B) ■- ^
Considérons les divers facteurs y",/, , . • .,/v dont le produit fait % = r [x). et posons -i=^7 — - = A; on aura
Nous aurons pour F l'équation analogue (en remplaçant v etTïi par v- et o)
Cp(A'+A2)— [2(272 — 3)^2._ ^:^!l^ ^■1a + v2(v2— l):r— V2 ^Îl = Q.
Faisons la somme des diverses équations (B), il viendra
Cp(A'+SX2)-r2(2V-3)^2_ 4lri^^o.jA + v(v2-l)^-V^ = O.
Éliminant -7^ > on obtient
cp[(v — i)A'— A2-f- vi:X2] + (v — i)Ux'^— - ^2) A = o.
On connaît ainsi SX, SX^. Si l'on peut obtenir également SX^, SX^, . . . , on pourra former l'équation dont l'inconnue est \, Différentions l'équation (^) après l'avoir mise sous la forme
?/"+ I ?'/'- 4v (^2-i ^-2)/'+ [v(v- i)^ + 67ri]/-v D/= o; il vient
+ [v(v-a)xH-6xi]/'+v(v-i)/-vD/'=o.
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OU
+ [v(v — Çf)x -h 6711] - + v(v — l) V -—- =0.
L'équation primitive, multipliée par — ^~ , donne d'autre part Ajoutant, on a
ou bien
/■\" , (f''\'^ . .'\'^if'\ , /"i , ' ."f
•[(f)*(^?)]-iUf)-a-.'/
OU
Cp[X"+ (X2)'] 4- cp' [f )/+ X2] -+- \ cp"X
— 4v(a72— -|^-2))/— 8V^X -4v(v — 1) — VDX =0.
Multipliant par À, il vient
cp[i(X2)"-iX'2+|(X3y]H-o[|(X2y-f-X3] + icp''X^
2v(^2_|^,)(X2y_8v^X2 + v(v— i)X DX2 = 0
En faisant la somme, multipliant par v et retranchant l'équatioi analogue pour A, on obtient
Soit et soit
le développement de pu suivant les puissances décroissantes de .r, on aura
p'ii = z'p'u = z.'\/o,
i-Cp'= 6^72—1^,,
i ^'cp' = 6:r2 - (6pi + 5 .^--a) +^ ;^;7r '
ji{n + i)p// m: '
5"cp + \z'o' = 6:r2+ 2pi — i^2
'^ / -2(71-+- i)(2n^-T)p/i+i S'i?ii-\ \ \
1 \ —{n—i)[n — i)g-iOn+i G s2— i ^2 = 6:p2 ^_ 1.2 pi +2 G (2 Q,,+i -+- 2 On-\ pi -^ '^ ?'7-2 P-2 -^ • • • ) _^,
Identifiant ces deux développements de jj'^^ il vient
i9\ — \gi= «2pi — i^2, d'où
gt— gi = 20 pi'
puis une série de formules récurrentes pour les p.
Pour
n = i, 2.9P3 — |^2pi — 6p? = 0,
Al = 3, 22.IIp4— 5^2p2— '-i^Spl— I2pip2= O,
Les coefficients p^- se calculent au moyen des sommes des puissances semblables des racines de/".
On a, en effet,
Le terme en œ dans le second membre a pour coefficient
V -h 4 5o — 6^0=1 ( car ^o
Le terme constant sera
85i — 6^1 — 2Si = o; et, en général, le coefficient p,^ du terme en — sera
= 2{2n-{-l)Sn^i g^Sfi-i— (fl — l) ^^S,i-2'
En particulier,
Pl= 652—^^2^0,
Par les relations entre les Si, on aura des relations entre les p^-, et l'élimination fournira des équations algébriques pour chaque pi.
Soient a^ = pa, <72 = P^a, . . . , a^_^ = p — — a les racines de
f{oc), et soit
i2 = ll{ai—aj)
Cherchons à déterminer DQ.
On a
DQ ■v^ J}ai—Y)aj
■^=2^ a,-aj ^J>'^
Da,-
Or nous avons trouvé
(8) vDa,= 2(2v - 3)«? - i^ g,- r^{ai)Ç^:
en posant, pour abréger,
l^a^— g^a~ gi^^{a).
D'ailleurs on a
fiai) jUai —
Divisant l'équation (8) par ai — ay, et sommant par rapport à i et y, il viendra
il ^ ai — aj Jmd {cii— tij ) {ai — a^) \k\i)
Pour calculer la première somme, permutons-j les indices i et y et prenons la moyenne des résultats. Elle sera égale à
2(2V — 3)^^-^^ai
Dans la seconde somme, nous distinguerons les termes où k'^ j de ceux où k=j. La somme des premiers sera (en permutant circulairement les indices)
^ liai ~ aj) {ai - a/, ) ' ( aj - a/ ) ( aj — a;,) ( a/, — a,- j ( a/, — ^ /) J
ou, à cause de l'identité
^ai-aj){ai~a/,) (cij - ai){aj~ a/,) "" («a-- «/j («a--^ «y ) "~ ' — - y r_ ?(^/) — ?(<^A-) _^ cp(a/) — cp(a/,) 1
^ __ 4 y cp(a/) — cp(a/,) 3 ^ ( a/ — ay) ( a^-— a/,)
3 ^ a/ — ay
ou, en permutant / ety et prenant la moyenne,
— ^-^(«/-f-^y-i-^^A)^^-- lô^a/^ — 4(v-3)(v — 5).ç,.
Reste à calculer la somme des termes où A" =j\ à savoir :
^{ai—ajY^ Zà {ai — ajf
Or on a, par le théorème d'addition,
4L at—aj J
4 L cLi— aj J
et, en ajoutant,
2 «/ ^ 2 aj -^ Œi^j -f- a/_ / = - ' " L^^ .
2 iat—aj)-'-
La somme cherchée est donc égale à
— 2^ (2a,- -H 2«yH- a/+y-l- at-j) = — i2y a/ = — 6(v — 3)5i.
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On a donc enfin
DQ
V — - [2v - 3 - 4(v - 5) - 6j(v - 3)si = - (v — 3) (2v - 11)5,.
Comparons cette équation à celle qui détermine A,
On aura d'où
DA
tT
ili)
ti
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