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PRÉFACE
Dans le domaine des Mathématiques pures, on peut distinguer deux parties : l'une, la plus élevée, qui s'augmente constamment, presque toujours par degrés insensibles, ne regarde que les mathématiciens ; l'autre, longtemps immuable, s'accroît brusquement, à des intervalles éloignés, par l'adoption de quelque théorie nouvelle : c'est la matière de l'enseignement, ce que doivent retenir et savoir appliquer tous les hommes qui • s'adonnent aux sciences exactes et, sans cultiver les Mathématiques, ont toujours besoin de les connaître.
Dans laquelle de ces deux parties faut-il aujourd'hui ranger les fonctions elliptiques? Partout on les enseigne; seuls les mathématiciens savent s'en servir. Elles traversent, semble-t-il, une période de transition. C'est avec l'espoir de hâter la (in de cette période que j'ai entrepris cet Ouvrage.
Trois Volumes, dont voici le premier, contiendront à peu près complète, je l'espère, la théorie des fonctions elliptiques, avec ses principales applications, au point où l'on est aujourd'hui parvenu. Mais, en offrant au lecteur le moyen de s'instruire complètemenl dans cette partie des Mathématiques, j'ai voulu lui permettre de graduer son instruction. J'ai donc réservé pour le troisième Volume ce qu'il y a de plus abstrait, la théorie de la transformation, les applications à l'Algèbre et à l'Arithmétique supérieure ; cette partie ne regarde que les mathématiciens, et les travaux inccs-
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sants dont clic csl actuellement robjct prouvent qu'elle n'est pas encore parvenue à la dernière perfection.
r/étude des sept premiers Chapitres, la moitié du premier Volume, suffira pour connaître les fonctions elliptiques aussi complètement qu'on apprend la Trigonométrie dans les cours (Hémentaires, pour comprendre les applications à la Mécanique, à la Physique, à la Géométrie, au Calcul intégral.
Ces applications sont nombreuses déjà, toutes d'une grande importance, comme l'attestent les noms des géomètres qui les ont faites, Gauss, Jacobi, Lamé, Hermite, pour ne citer que les plus célèbres.
C'est à rendre ces applications facilement accessibles que je me suis surtout attaché, et l'on ne devra pas s'étonner de me voir, en maint endroit, insister sur des détails qui ne semblent point d'abord intéresser la théorie générale : la meilleure théorie n'est-elle pas celle qui s'applique le mieux?
Les applications auraient pu. au moins en grande partie, être placées dans la seconde moitié de ce premier Volume. Je les ai remises au second, qu'elles rempliront entièrement. Il a paru préférable de compléter celui-ci par l'exposé des divers modes de développement des fonctions elliptiques en séries. C'est une théorie dont la connaissance constitue un second degré d'instruction, mais (jui, répétons-le, n'est pas indispensable, pas plus que la connaissance des développements en séries n'est jugée nécessaire pour apprendre et appliquer la Trigonométrie. Toutefois, comme l'un des modes de développement, particulièrement célèbre, a une grande importance pour les calculs numéri<jues, je l'ai (exposé à part, dès le (Chapitre VIII, offrant ainsi au lecteur l'occasion d'acquérir facilement, par la connaissance des séries de Jacobi, ce qu'il y a de plus essentiel dans la seconde partie de ce Volume.
Les mathématiciens verront sans doute avec élonnement que, ne prenant pas les séries pour point de départ, je n'enq)loie pas
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cependant les intégrales imaginaires et les éléments de la théorie générale des fonctions, si propres à simplifier l'exposition directe. Les procédés dont je fais usage, plus élémentaires, répondent mieux, je crois, à l'idée d'instruction graduelle, qui m'a servi de guide. En rejetant à la fin du Volume Fétude des liens étroits qui unissent les intégrales imaginaires et les fonctions doublemeni périodiques, j'ai sacrifié l'élégance à l'utilité. Si j'ai été entraini' |)ar là, notamment dans les Chapitres V et \l, à quelques longueurs, il ne faut pas trop le regretter : les détails qu'exige Tunique considération des intégrales réelles sont, de toute façon, nécessaires; si, en se servant d'abord des intégrales imaginaires, on les évite dans la théorie générale, on est tenu de les aborder ensuite pour certaines applications. Sur ce point donc, je demande aux mathématiciens leur indulgence provisoire, jusqu'à la publication du second Volume. Ils pourront alors juger si le mode d'exposition, adopté S|)écialement pour rendre les applications faciles, répond, autant que je le crois, au but proposé.
Les notations employées dans cet Ouvrage sont celles de M. Weierstrass. La préférence qu'il faut leur accorder sur les notations primitives n'est pas contestable. Pour les applications, elles constituent un très grand progrès, grâce surtout à l'avantage de lournir, dans Tinversion des intégrales elliptiques, les mêmes lorjnules, quel que soit le nombre des racines réelles du polynôme placé sous le radical. Ce n'est pas seulement parla que M. Weierstrass a innové dans la théorie des fonctions elliptiques, comme on peut le voir dans les quelques feuilles, trop concises, publiées, d'après ses Leçons, par M. H. -A. Schwarz avec un soin extrêmement remarquable. Je n'ai pas manqué de consulter cette ])ul)li(;ation et d'v prendre un grand nombre de formules.
Tout en adoptant les notations nouvelli;s, je lais connaître, dès le début, les anciennes. En apprenant ici les fonctions elliptiques, on n'aura pas à craindre de ne pouvoir lire les Ouvrages ou les
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Mémoires écrits avec les notations primitives, qui, à défaut d'autres titres, ont celui d'avoir servi à Legendre, Abel, Jacobi et à notre contemporain M. Hermite.
Dans le cours de ce Volume, on trouvera rarement cités les auteurs à qui sont empruntées les idées ou les démonstrations. Je n'aurais rien ajouté à la gloire des géomètres que je viens de nommer en répétant leurs noms à chaque page. J'ai cru mieux faire en composant un aperçu historique sur les fonctions elliptiques,' où chaque progrès, mis à sa place au point de vue de l'importance et de l'époque, apparaît dans son vrai jour. Mais cet aperçu ne peut être utile qu'aux personnes déjà versées dans la théorie; il terminera le troisième A olume et contiendra les indications nécessaires pour que le lecteur retrouve aisément dans le cours de l'Ouvrage les théories, dont il connaîtra déjà le sens, et dont Ihisloire lui sera alors présentée.
Des amis dévoués, MM. Alfred Collet et Charles Brisse ont pris la peine de lire les épreuves et m'ont prêté un bien utile et bien gracieux concours; notre célèbre imprimeur-éditeur, M. Gaulhier- Villars, après avoir accueilli cette publication avec un empressement que je ne saurais oublier, lui a prodigué tous ses soins, au delà, sans doute, de ce qu'elle méritait. Seul, on le voit, je suis responsable des fautes qui subsistent. Mais le public d'élite, auquel s'adresse cet Ouvrage, saura bien discerner (|ue j'ai voulu seulement éirc ul'.lc et me pardonnera, sans elforl, toutes les imperfections qu'il serait en droit de me reprocher, si mon livre avait des prétentions plus hautes.
CHAPITRE I
FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCRIMINANT POSITir AVEC UN ARGUMENT r.ÉEL.
AinpIilu'Ic. — Modules. — I><''fiiiilion de K. — l''(inrlii)iis elliptiques; ;n'giimenl. — Périodicilé. — Arguuieul 4-1^- — Addiliun de la deuii-périDtic. — Dérivées. — Dégénérescence des t'onclions cllipli(]ues. — Addition des arguments : théorème de Jacobi. — Digression sur les polygones de Poncelct. — Construction pour l'addition des arguments. — Formules d'addition. — La fonction ji «/. Sa délinilion détiuitc de celle de snu. — Invariants g,, g,; discriminant A. — Les racines e,, e,, e,. — La période jw. — Dérivées de yiu. — Dégénérescence de ,p». — Homogénéité. — Addition des ars;umenls.
Amplitude.
Soient un ccfcle et un point C, inléiicur à ce (crclc. l\ii- le point C on mène des cordes du cercle et, sur chacinu; d'elles, on porte, à partir du point C, de part et d'autre de ce point, une longueur inversement |)roportionnelle à la racine carrée de la corde. Le lieu de l'exltémité du rayon vecteur, ainsi obtenu, est une courbe (C) qui va servir à la définition des fondions elliptiques.
Désignons par M et M' les extrémités d'une corde, par N et N' I. I
THÉORIE
les extrémités, svniétriques par rapport au point C, des rayons vecteurs correspondants. La courbe est fermée et convexe; elle a pour axes de svmélrie et pour diamètres minimum et maximum le diamètre JN(,jN„, correspondant à la corde MoM„ passant par le centre du cercle, et le diamètre perpendiculaire A^ rs ', .
On comiendva de considérer comme se correspondant sur la courbe et sur le cercle les deux points cjui, sur une même droite issue du point C, sont situés d'un même côté par rapport au
Fig. I.
pointC. Ainsi, sur la figure, M et N se correspondent entre eux; M'etN', Mo etNoj • • • sont des couples de points se correspondant. Uaire d'un secteur de la courbe, limité par deux rayons vecteurs issus du point C, sera comptée positivement dans un sens de rotation déterminé, et négativement clans le sens opposé. (Une flèche marque sur la figure le sens choisi pour les aires positives.) Le rajon CN^, dont l'extrémité No correspond au point Mo du cercle, le plus éloigné de C, est celui à partir duquel on comptera les aires. Si le rayon mobile CX, tournant dans le sens positif, après avoir décrit un tour entier, continue son mouvement dans le même sens, l'aire sera considérée comme croissant toujours, dépassant ainsi l'aire totale de la coui-be; elle peut croître ainsi sans limite. De même, si le rayon mobile tourne dans le sens négatif, la valeur absolue de l'aire négative peut croître sans limite. Par cette convention, l'aire d'un secteur, limité par le ravon initial CNo et par un ravon mobile CN, est une variable qui
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peut prendre toutes les valeurs depuis — co jusqu'à + oc , et qui varie d'une manière continue avec le rayon CA. lien est de même pour l'arc décrit sur le cercle par le point M qui corresj)ond à l'extrémité Ndu rayon vecteur. Cet arc étant compté comme on a l'habitude de le faire en Trigonométrie, avec le point Mq pour origine, est nul en même temps que Taire variable et croît ou décroît avec elle sans limite. D'après les conventions faites, l'aire NoCN et l'arc MqM sont deux, variables, dont chacune est une fonction continue de l'autre. De plus, à chaque valeur de la \;iriable correspond une valeur, toujours unique, de la fonction. Soient
R le r^ayon du cercle,
o la distance OC du centre de ce cercle au point C,
/ une longueur arbitraire.
Le rapport constant du rayon vecteur CN à l'inverse de la racine carrée de la corde sera exprimé par Zy''2(R -+- o)|:
On désignera par u le rapport de l'aire variable au carré t^ :
aireXnCN "= JT—-
Soit encore 's, la moitié de l'angle au centre MqOM, compté comme l'arc Mo -M. Cette variable o est une fonction de w, continue et déterminée sans ambiguïté pour toutes les valeurs de u ; elle est désignée |)ar la notation
Y Mo 0 .AI = 'j =; ain z<, ([ue l'on énonce amplitude de u.
Modules.
Dans le cas particulier où le point C se confond avec le centre du cercle, la courbe se réduit elle-même à un cercle, de rayon /, et la fonction am?^ est simplement if. Dans le cas général, am?/ diffère d'autant plus de u que l'eKocntricité de la figure est plus
i^randc. Celle cxcenlricilé, élément essentiel de la définition, sera représentée par un nombre Â', nommé module. On considère aussi un autre nombre analogue A', nommé module complémentaire :
Ces deux quantités /.• et h' sont, comme on voit, toutes deux comprises entre zéro et l'unité.
Quand il est nécessaire de rappeler le module de la fonction amf^, on écrit am(w, k) au lieu de mwu.
Définition de K.
Le rapport de l'aire totale de la courbe au carré /- sera désigné par 2K.. D'après les définitions, on a
(amo = o, amaK := tt, ani (2 K -i- ?/ ) = - -T- am ;«,
am( — u) = — ami<.
Et encore, la demi-aire de la courbe répondant au point M„,
(2) amK = -•
Fonctions elliptiques ; argument.
l^es fonctions elliptiques de la variable u sont au nombre de trois, à savoir le sinus et le cosinus de am?/, et la distance du point C au point M, qui correspond à la variable u sur le cercle, cette distance étant rapportée à sa grandeur initiale prise pour unité. Ces trois fonctions seront désignées par les notations sn«, cn«, ài\u, et Ton appelle u V argument de ces fonctions
sn u = sin ani u, cx\u^= cosani u,
CM GAI
(In u
CMu K
Dans le langage babiluel, on énonce successi\cmenl les trois lettres 5, /?, «; c, /?, u; d, n, u.
CHAP. I. — FONCTIONS ELLIPTIQLES A DISCRIMINANT POSITIF. 5
Sur les deux premières la Trigonométrie nous fournil les renscii^nements suivants, d'après (i) et (2) :
' sno = o, cno = r,
l sn2K = o, on2k= — 1,
(3) \ sn(/2.K -^ u) = — ^nu, çn( iK -^ 11 ) = — en»,
sn( — u) = — snit, cn( — u)=^cnu,
snK = I , onlv = o.
Elles sont comprises entre — i et -h i et satisfont à la relation ( î) >n- u -4- en- H = I.
Quant à la fonction dnu^ elle est, par définition, toujours positive; son maximum est l'unité et correspond à la droite CMoi son minimum correspond à CM',, ; il est égal à // :
' (Ino = 1, (InaK = I,
\ dn(7.K-^ u) = ânu,
I dn( — II) = cin II,
{ dnK = A'.
L'angle CMo-M est égal à- — ■:; ; son cosinus est donc égal à
sn«; de plus, la corde ^IqM a pour expression aRsinca, c'est <à-dire aRsnw. Donc la relation fournie par le triangle CMoM('),
CÂi" = GÂÏ^" -^ -MMo' — 2C.M0.MM0 cosL.Uo-M, se traduit en celle-ci
(in- Il = i i , — «n- u.
D'après la définition du module /.", on a donc
(6) dn- u -{- /i- sri- h = i .
En éliminant sn^ M entre (4) et ((3), on a cette autre analogue
(7) 77:;dn-if — -p-; en- u = \ .
(•) Ici uesl supposé entre zéro cl K ; mais, d'après (3) cl (5), si l'on clianfic u en 2>nKrzu, m étant un nombre entier, la formule (G) reste inaltérée: elle est donc entièrement générale. Même observation pour la formule (8a) de la page 7.
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Quand il y a lieu de rappeler le module k, on écrit sn(;/, k) au lieu de snit, et ainsi des autres.
Périodicité.
Les trois fonctions elliptiques sont périodiques ; les deux premières ont la période /jK., la troisième a la période 2K. Néanmoins, on appelle 2K lapériode. En l'ajoutant à l'argument u, on reproduit les fonctions sn et en changées de signe. La période joue le même rôle ici que - en Trigonométrie. La quantité K est la demipériode.
Argument ^K.
hajîg. I fournit encore le renseignement immédiat suivant :
K CM, \/R^~—rji ,,y — ,j
'^"2 = GMo= R + 8 =l/î^— 3 = v//'-
et, par suite, d'après (4) et (6),
K / JK / k
Addition de la demi-période.
Par suite de la symétrie qu'offre la courbe, toute droite passant par son centre C la partage en deux parties d'aires égales. Soit // l'argument qui coiTespond à un point N de la courbe; au point N', symétrique de N par rapport à C, correspond l'argument u -h K. La propriété du cercle, exprimée par l'égalité
GM.CM'= R2— 52, tournit donc celle-ci
(R -I- 0)2 dnu dn{u-+- K) = R^— o'-
ou, d'après la définition du module complémentaire A',
(8) dn(«^K)=-r^.
Dans le triangle CMqM, on a déjà observé que l'angle en Mo est f" — 'f, son sinus est donc cnu. L'angle en ^1 est le supplément
de la moitié de l'angle mesuré par l'arc de cercle MoM' dans le sens positif. Cette moitié est, suivant la définition, VampUludp correspondant au point N', c'est-à-dire am(z/ -h K). Le sinus de l'angle en M est donc sn(?/+K). La proportionnalité des sinus aux côtés opposés, dans le triangle CMoM, fournit donc la relation
CiM en u
C.Mo sn(;/ -H K) Par définition, le premier membre est précisément diw/. Ainsi
(8«) sn(i/— K) = -; •
(In u
Changeant, dans cette dernière relation, u en // 4- K, remplaçan! sn(f^-t-2K) par — sn;/, et dn(«-hR) par l'expression qu'on vient de trouver, on obtient
, CM \ , tr /l't^n u
(8 b) cn(i/H-K) = ; ■•
(in II
Changeant a en — u dans les trois relations (8), (8rt), (8/>), on a
an(K — « ) = -i »
' tl n II
,.. en II
sn(K — «) =
cn(K
(In u
A'sn II
dn II
Pour le calcul des fonctions elliptiques, ces trois relations, jointes à ( /î) et (5), permettent de ramener l'argument à être toujours compris entre zéro et^K, comme, en Trigonométrie, l'angle
peut toujours être ramené entre zéro et 7 pour le calcul des fonctions circulaires (' ).
Dérivées.
Soit 0 l'angle du rayon vecteur CN avec le rayon initial, angle compté dans le sens positif; la dérivée de l'aire de la courbe, par
(') Dans \cs Fundamenta nova de Jacobi cl beaucoup d'ouvrages subsL-i|neiUs, K — u est appelé Vargument complémentaire ; son amplitude est appck-e \* coampUtude de u, en sorte que sn ( K — i^ ) el en ( K — «/ ) sont dénotés sin cojini u, cos coamw; quant à duM et dn (K — u)., ils sont dénotés par AaniM et Acoain jr
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rapport à 0, est ^CN'. D'après la définition de a et l'expression du rayon vecteur CN, on a donc
du _ \\j- 0
"Je ~ TiM' ■
Soient -::> et '-i' les demi-angles ^MoOM et |MoOM' comptés
Fis. 2.
dans le sens positif, on a, d'après les propriétés du cercle, et, par conséquent,
Soit maintenant un second rayon vecteur C\), coupant le cercle au point M, qui correspond à ]N , , et au second point .M',. On a la relation
!Sni, _ CM
ÂTM'i ~ cm; '
d'oîi, si M| est inlînimcnt voisin de ^J,
r/.p _ CM J^ ~ CÂT'' d'3-^(h' AI M' MM'
do CM (U — ojdnu
Mais les précédentes donnent
du _ R -1- 0
Multipliant membre à membre ces deux dernières et remplaçant ti par ami(, on a donc
rf a m II
De là résulte
en II (In II,
— iln II.
au
d sn u d ïinani u d ani u du d am u du
d en u d cos ani u d am u
— -, = — ; — , — = — inu (In u.
au Cl a in u du
Enfin, en prenant les dérivées dans la relation ('(3),
, d (In u ,, <5? «nif
(In u — , — — k- sn u — ; — = o, au du
d dnu , „
— j — = — A:- sn u en u.
du
Ainsi, en résumé, les dérivées des trois fonctions s'expriment chacune par le produit des deux autres fonctions, sauf un facteur constant :
-j- snu = en u (.ln;<, du
(9) ' -j-cnu^= — dnu iiiii,
-r- ûnu = — A:- sn u en u.
du
Dégénérescence des fonctions elliptiques.
Quand le module A se réduit à zéro, on a vu, par la définition, que la courbe (C) se réduit à un cercle de rayon /; ani« se réduit à II, sntf et cnu à sin w et cosit, et dnu à l'unité. Quant à 2K, rapport de l'aire totale de la courbe (C) au carré /-, cette quantité devient -; ainsi K se réduit à - •
Voyons maintenant ce qui se produit quand /.■ devient égal à l'unité. A cause des relations
dn- u = I — A- sn- u, en- ;; = i — ?n- u,
qui coïncident alors (/.• = i), dnu et cnu ne forment (|u"unc scultet même fonction, tant que u reste compris entre — K cl K, b-
mites dans lesquelles cnu est positif. Les équations différentielles (9) deviennent donc
De là résulte
-,- sn II du
— cn2 u -,— en i< = — en u sn u du
sn u çw-u -^ sn- u i
du
en u en u en u
d du
I sn u en« en if
A . . sn M . , j , • , I
Ainsi étant desiffiie par )', — par x. on a
on fi ° ^ '^ en f< 1 '
dy dx
du ' du
En outre, pour u = o, on doit avoir >- ^ o, x z=\. Ces conditions initiales déterminent complètement .r, r ainsi :
Donc, lorsque k se réduit à l'unité, les valeurs limites des fonctions elliptiques sont
^U p — Il ry
A' = I , sn f/ = , en « = dn f< = , K = ao .
La restriction faite tout à l'heure, exigeant que u soit entre — K et K, disparaît; car l'expression de cnu montre que cette fonction ne devient jamais nulle; c'est qu'effectivement K est devenu infiniment grand. On le voit bien sur la Jig. i. Le point C est sur la circonférence du cercle; la corde CM, devient nulle, et le point N, s'éloigne indéfiniment.
Addition des arguments. Théorème de Jacobi.
Dans l'intérieur du même cercle O que précédemment, considérons {fig. 3) un second cercle c, avant son centre c sur le ravon qui contient déjà le point C. Sur le cercle intérieur c, prenons le même sens de rotation que sur le cercle O, et, en chaque point ï du cercle c, menons la tangente dans le sens opposé à celui de la rotation positive. Cette tangente, ainsi dirigée, rencontre le cercle extérieur en un seul point M, correspondant à T.
D'après un théorème (') de Géomélric élémentaire, 5/ trois cercles ont, deux à deux, un seul et même axe radical, les tangentes menées d'un point quelconque de l'un d'eux aux deux autres ont leurs longueurs dans un rapport constant. Prenons
le cercle c de telle sorte qu'il ait avec le cercle G Taxe radical commun à ce dernier et au point C. S'il en est ainsi, et To désignant le point correspondant, sur c, au point initial ^1„, on aura
MM
Soit M" le second point de rencontre de TM avec le cercle. Portons de même sur la tangente TJM, à partir de T, la longueur
^■■i.ToM,, MM"
(') Qui se démontre ainsi : soient en coordonnées rectanf,'iilaires A = 0, B = o, C = 0 les écjuations des trois cercles. La communauté de l'axe radical s'exprime par l'identité A = Xl$ -H ixG, X et jx étant des constantes. D'ailleurs B cl C sont les carrés des longueurs des tangentes menées d'un point aux cercles B =: o, C = o. Si donc ce point est sur le cercle A = 0, l'égalité B : C = — ,a : X prouve le llu'orèmc.
mais en avant soin de la porter seulement clans un seul sens, celui
même de TM. Le lieu du point «, soit la courbe (c), est fermé et
convexe. Cette courbe est extérieure au cercle c.
Considérons l'aire comprise entre le cercle c et la courbe (c), à
partir de la tangente To«oi et décrite par une tangente mobile T/?.
tournant autour du cercle. Avec les mêmes conventions qui ont été
faites relativement à la courbe (C), cette nouvelle aire prend toutes
les valeurs depuis — ce jusqu'à +00 . L'aire (c) décrite, à partir
de To/?o? P^r "lie tangente mobile T/iM correspond, en vertu des
conventions et sans aucune ambiguïté, avec l'aire (C) décrite
par le rayon vecteur CNM correspondant. Ces deux aires sont
nulles ensemble. Il va être âémonlré quelles sont éqidvale/ites.
Soit
_ aire «oToTn
Soit aussi 9| l'angle de T^L compté dans le sens convenu, avec CMo. La dérivée de la nouvelle aire, par rapport à 8,, est ici encore
Donc
dOi ~ MiM" ■
Désignant encore par 2'j et acp" les angles ^lOMo et M'OMo, on a, exactement comme dans le cas de la courbe (C),
f/Oi = rh — ch",
ch _ ™ f/e, _ MM"
d^" ^ TM"' 7/7 ~ TM"'
De là résulte semblablement
et, puisque l'on a il en résulte
dui lo-Mo
d'^ , du
du,
—7~ = i et Ui — u ; (tu
car Ui est nul avec u.
Par le point M", menons maintenant la seconde tangente M"T"
CHAP. I. — FONCTIONS ELLIPTIQUES A DISCUIMIXANT POSITIF. l3
(lu cercle c. Son point de contact T" est celui qui corres)3ond à M", d'après les conventions. Mais, les deux tangentes M"T et M"T" étant égales, la relation
^o _ ^ ^ ~ TM"" donne celle-ci
rfca _ d'J' TM "" T^''
Soit u" l'argument qui correspond à ]M", comme u correspond à .M ; on a
do du do" du"
Par suite
TM ToMo T"M" ToMu du = du".
Dans le cas de la courbe (C), où le cercle c se réduisait au point G, le point M" était remplacé par M', et l'égalité r/a = du' avait lieu aussi. 11 n'en a pas été parlé; car il était alors évident, à cause de la svmétrie de (G), qu'on a
Ici la différence u" — u est encore constante; mais cette constante n'est plus égale à K. Il suflit d'envisager la position initiale de la tangente ]MyToM|, pour reconnaître que cette constante est l'argument ;/y qui corresjiond au point M^. Par conséquent :
Sic est un cercle intéi-ieur ciu cercle O, avcint c(vec ce dernier et le point G même axe radical, et cju'on mène dans le cercle O une corde variable MM" tangente au cercle c, les deux points M et M" correspondent à des arguments u et u" dont la différence est constante.
Ce théorème est dû à Jacobi.
Au lieu de porter les longueurs T/? sur les tangentes dans le sens opposé à celui delà rotation positive, on peut les porter dans le sens de cette rotation; alors le point M„ est au-dessous de la ligne des centres, et u[^ est supérieur à K.
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Digression sur les polygones de Poncelet.
Supposons qu'un triangle de sommets M M, Mo, placés dans cet ordre pour le sens de rotation positif par exemple, soit inscrit dans le cercle O et circonscrit au cercle c. Les arguments des trois sommets seront successivement u, a-\-i/[^, u-\-2i/'[^, et, puisque la corde Mo M est encore tangente au cercle c, l'aire de la courbe est décrite complètement, et Targument qu'on obtient en revenant au point M a les deux expressions
« -f- 2K et a ~h 3 u"q.
Donc
Vinsi le cercle c n'est pas un quelconque de ceux qui ont, avec O, l'axe radical donné. Il est déterminé par cette condition que le
2K -, , point M'y réponde à l'argument Cela étant, chaque point M
du cercle O sera un sommet d'un triangle inscrit au cercle O et circonscrit au cercle c.
Au lieu d'un triangle, supposons un polygone de p côtés, inscrit dans O et circonscrit à c. Admettons, en outre, que ce polygone, s'il est étoile, se recouvre lui-même q fois (q = i pour un polygone convexe). Si u est l'argument du premier sommet, on retrouvera, après avoir décrit le polygone dans le sens positif, pour nouvelle détermination de cet argument, les deux expressions
if -+- iqK. et u -{- pd[^. Donc ?/'ô = -^— • De là le théorème de Poncelet :
Si deux cercles sont, Van inscrit^ Vautre circonscrit à un polygone fermé, il existe une infinité de polygones, ayctnt pareil nombre de côtés, à. la fois circonscrits au premier cercle et inscrits dans le second.
Construction pour l'addition des arguments.
Sur le cercle O {Jig. 4)» prenez le point A répondant à l'argument «, et tracez le cercle c, tangent à MqA, ayant avec O l'axe radical donné, et intérieur à O, ce qui se peutfaire d'une seule ma-
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nière ('). Prenez le point B répondant à l'argument b^ et menez, par ce point B, l'une des tangentes au cercle c, savoir celle cjui du point de contact au point B est dirigée dans le sens négatif ou dans le sens positif, suivant que A est au-dessus ou au-dessous de la ligne des centres (sur la figure, A est au-dessus, et la tangente
Fit
SB est dirigée de S vers B dans le sens négatif de rotation). Prolongez celte tangente jusqu'à la seconde rencontre en D avec le cercle O. Le point D répond à Vargument («H- b). C'est, en effet, ce qu'indique le théorème de Jacobi. Les lettres A, B, D, b, a remplacent ici M„, M, M", u, u^.
La représentation de am?^ par un point M du cercle O renferme un défaut : un même point M correspond à tous les arguments qui diffèrent par un multiple ^«e/co//^^/e de aK, tandis que ?,nu et cnu restent inaltérés seulement quand on ajoute à l'argument un multiple paii' de 2K. En second lieu, l'argument u\, désigné maintenant par rt, est supposé, d'après l'analyse précédente, compris entre zéro et 2K. Quand, tout à l'heure, nous passerons de la construction aux formules, il faudra avoir égard à ces circonstances. Mais, sur la figure, ces circonstances n'ont aucune inlluence; elle reste inaltérée quand on attribue à l'argument d'un
(') Prolongez M^^A jusqu'à la rencontre avec l'axe radical en \\; par R menez la tangente au cercle O, et prenez, à partir de R, sur RA.M^,, du coté où se trouve A, une longueur égale à celte tangente. Vous obtenez le point de contact du cercle c.
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point, sur le cercle O, des valeurs qui difTèrent par un multiple quelconque de aK.
La construction précédente, dissymétrique par rapport aux ar2;uments a et h qu'on additionne, peut être faite aussi dans Tordre inverse; le résultat ne sera pas changé. Par conséquent, si Ion mène le cercle Ci, taugent à MoB, toujours intérieur à O et avant avec O Taxe radical donné, et qu'on mène par A la tangente à ce cercle c,, en observant les mêmes conventions que précédemment, cette tangente passera au point D. On aura ainsi un quadrilatère Mq ADB dont deux côtés opposés MqA, DB sont tangents au cercle c, et les deux autres MqB, AD au cercle C). De là un théorème de Géométrie élémentaire (').
Le point D représente la somme des arguments représentés par A et B. Par suite, A représenle la différence des arguments relatifs à D et B. On a donc encore une liaison analogue entre les points D, A et le point B' svmétrique de B par rapport à la ligne des centres ; ce point représente, en effet, l'argument — b : étant tracé le cercle Co, tangent à MqD, et étant menée à ce cercle, par le point B', la tangente d'après les conventions admises, cette tangente passe au point A. Si, de même, par le symétrique de A, on menait la tangente à Co, cette droite passerait au point B.
Formules d'addition.
Une seule équation suffit évidemment à traduire la relation qui existe entre les trois points A, B, D ; par conséquent aussi à fournir les trois formules d'addition pour les trois fonctions elliptiques. C'est ce que rend évident la considération des égalités
sn- u -^ en- « = 1 , (ln2 // -4- A- sn- ;< = i;
d'où l'on peut tirer deux des fonctions quand on connaît la troisième. INIais, en suivant la voie qui s'indique ainsi, on introduirait des ambiguïtés avec les radicaux. Pour les éviter, nous conclurons des constructions ci-dessus trois égalités.
Afin de faire disparaître toute incertitude, supposons d'abord
(') In quadrilatère clanl inscril dans un cercle 0, si l'on mène un cercle c tangent à deux cotés opposés, cl un aulre cercle c, langent aux deux autres côtés, ayant, en outre, son centre en ligne droite avec les centres des deux autres cercles, les trois cercles ont, deux à deux, niènic axe radical.
a et b compris, tous deux, entre zéro et K ; alors d =^ a -\- h sera entre zéro et 2K. (Dans la figure, d est entre K et ^^K.) Les amplitudes de rt, 6, r/sont, toutes trois, comprises entre zéro et -; leurs sinus, c'est-à-dire snrt, sn^, snr/, sont positifs. Comme l'amplitude de a est le demi-angle mesuré |iar lare MqA, on a
2R sn a = -My A ;
chaque fonction sn est représentée ainsi par une corde.
On devra se souvenir aussi que la fonction dn est toujours positive. Pour chaque cercle, tel que c, dn 11 est le rapport des tangentes menées à ce cercle du point qui représente u sur le cercle O, et du point Mq.
Marquons le point de contact de chacune des tangentes précédemment menées aux trois cercles c, Ci, Co, et par le moven de ces tangentes exprimons, de toutes les manières possibles, dn<7, dn^, dnc/. Des égalités ainsi obtenues, nous tirerons les formules cherchées.
A chaque cercle, on a mené deux tangentes dont lune part de ^lo ; soient T, T|,To les points de contact des trois tangentes menées de Mq aux cercles respectifs c, C|, Co ; elles aboutissent respectivement aux points A, B, D. Soient S, S(, S2 les points de contact des trois autres tangentes, les indices correspondant à ceux qui distinguent les trois cercles : S est sur BD, S, surDA, Sosur AB'.
Il v a encore une tangente ^loB' menée au cercle Co mais on n'aura pas à la faire intervenir. La dissvmétrie provenant de ce <[ue la droite ASo passe par B', et non par B, disparaîtra des l'orraules; les fonctions dn coïncident pour B et B' qui répondent à des arguments égaux et de signes contraires.
Par A passent trois tangentes, de même par D; il en passe deux par B et une par B'; de là trois expressions pour chacune des quantités dnrt, dn6, dnt/; les voici rangées suivant l'ordre des indices des trois cercles c, C|, Co :
_ ^\ _ Si A _ S, A SB _ T,I{ _ S.,R'
'■"^-tm-o-tTaTo-tT^'
I /- m _ AiL _ -liP
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Des liois rapports siliiés dans la diagonale de ce tableau, déduisons dabord
, Ain A
'-''""= TÂÛ'
, . M„D I — dnd = •
Dans chaque couple de lignes du tableau, il existe deux rapports dans lesquels les segments, en numérateur, ont la même extrémité S, S) ou So. En ajoutant les égalités correspondantes membre à membre, nous avons
dnO -f- (In (/ = fj^— - , cl II d — dn « = -
Il Mo AB'
ToMo
Divisant membre à membre chacune de ces dernières égalités avec celle qui occupe la place correspondante dans la série précédente, nous obtenons
fin A — (In d _ BD I -r- dna Mo A
âxid -h fin a DA
1 — fini MoB
dna-i- dn b AB'
I -H dnd Mo
On a déjà observé les égalités
Mo A = aB sn a, M„ B =2 B ?n b, MoD = 2B snf/.
De même BD est le produit de 2R par le sinus du demi-angle que mesure l'arc BD ; ce demi-angle est égal à (am c/ — am 6), non seulement en grandeur, mais en signe, d'après les hypothèses. Donc
BD = 2 B sin (am d — am i) — 2 B ( sn d en Ij — ?n 0 en d).
De même
DA = 5iB(«nr/ cn« ~ ?^na end).
Pour la corde AB', elle s'évalue d'une façoh analogue, si Ton attribue à B' l'argument (aK — /y), qui, suivant les hypothèses, est supérieur à K et, par suite, supérieur aussi à a. D'ailleurs
sn ( -^ K — 6 ) = sn 6, en ( 2 K — h) — — en 6 :
011 a donc aussi
AB'= '2R(sn6 en a -i- sna en h).
Voici donc les trois formules cherchées
(1 n i -^ (1 n f/ sn d en h — snb end
dn d sn d
traduisant la relation
et démontrées si a et b sont compris entre zéro et K.
La dissvmétrie de ces formules disparaît si l'on remplace r/ par un autre argument c, en prenant
d = "i/iiK — c,
m étant un nombre entier positif ou m'galif; on a alors
dnr/=dnc, sn d — ( — ^)"'-^^snc, en d = { — i)"'cnc,
et les formules sont les suivantes :
I dn 6 -4- dn c , ^ , sn6 en r -1- sn c en b
1 i-i-dna
dnc -h dna
il n c
entièrement symétriques, et traduisant la relation
(il) a -)- i — r = 2 «? K.
Elles sont démontrées jusqu'à présent avec une rcslrirtii)n sur a et b. Mais d'abord, si Ton change a, 6, c en — a, — />, — c
et m en — m, les deux membres de chaque formule (lo) restent inaltérés, et la condition (i i) est toujours satisfaite ; donc les formules subsistent si a et b sont compris entre — K et K. Si l'on change a en a + 2«R, b en 6 + 2/i'K, n et n' étant entiers, et qu'on change aussi m en (m — n — /?'), les deux membres de chaque formule (lo)et(ij) restent inaltérés. Donc les forimiles (lo) sont démontrées en toute généralité, quels que soient les cirguments a, b, c, vérifiant la relation (i i).
On peut déduire des formules (lo) une foule d'autres, parmi lesquelles il convient de remarquer celles qui sont résolues par rapport aux fonctions de l'un des trois arguments. On peut obtenir ces dernières en considérant les équations (lo) comme trois équations simultanées du premier degré en sn<7, cn«, dnaet les l'ésolvant. IMais on parvient plus rapidement au but en adjoignant aux équations (lo) d'autres qui s'en déduisent.
Pour abréger, écrivons simplement 5, c, cl au lieu de sna, cnrt, dn«, et employons les mêmes lettres affectées des indices i et 2 pour sn6, . . . , snr, .... Les deux identités
donnent celles-ci
sn^K -^ cn-K = I , k^ sn^if— - dn^M = I
di-^d-i k-(s.iCi — s^c-i)
Faisant, en outre, ( — i)"'+i ^n s, nous concluons de la première formule (10)
5 I — d SoCi-\- SxC, € di — 'do
i-hd /c^s " di— d-2 k^ S2C1 — Si Ci
d , 3-2 Cl — Si C-2
di-^d.2 ■ I -^ d _ ^ 12 ^i ^1 ~ S1C2
di — di et, en ajoutant ces dernières membre à membre,
2 _ _^, /52C,-+-.Ç,C2 , 5-2 Cl — 5, C,
S ' \ dt-r- dy d, — di
Piéduisant au même dénominateur et remplaçant f/^ — d', par
k-{s\ — 5^), on a
Si Cid-i — SyCidx
Divisant membre à membre les égalités (12), on obtient
\^- d _ (SyCi — il C-2 ) ( r/, -^ f/., ) I — d {s^Ci^- SiC-2){ di — d-x) et, par suite,
SiC.2d.2^ SiCidi
Des égalités (12), nous concluons aussi
zk^s{s2Ci-i- SiCî) = (j — d){di^- d-î), tk^s(s.2Ci — S1C2) = (i — d ){di— di),
et, en ajoutant membre à membre,
(i5) zk-ss2Ci = di — f/2 f/.
En changeant les indices, nous pouvons écrire encore £ /{- siSiC = d — di f/2 ; puis, substituant l'expression ( i4) de d,
r/| r.i.«i — doCiSf
SiCidi — S2C1 di
On écrit d'habitude les formules (i3), (i4) et (16) d'une manière un peu différente, en multi[jliant les deux termes de chaque fraction par .s, Cof/s -f- 5oCi r/, .
Par suite des relations
ij — Cf = l, 5| — C5=l,
/. - Sf — f/j = I , X:2 55 — f/î = I , on a
5j C| dl — Sr,C] dj = (si — Sr, )(l — /.-.9j 55),
(sidi C2 — S2d2Ci){siC2d2 -^ SoCidi) = («J — sl)(did2 — A-51S2C1C2),
{diC2S2 — d2CiSi){SiC2d2 — SiCidi) = {si sl){SiS2did2 — C1C2).
Au lieu de (i3), (i4) et («6), on peut donc écrire aussi
(i3bis) (i^bis) (lùbis)
Si Cidi — .SoCi c/i
1 — k-Si Sr,
d\ d-i — k- S\ Si Ci C2
i — k^slsl '
CfCi — Si Sodf d-j
1 — /c'-s'ls l
■ k'- sn2
sn^c
en
b cnc -
— sn6
snc dn
b dnc
- k- sn^
ib
sn^c
(In
b dnc
snc
en 6 enc
Pour avoir les formules d'addition, supposons nulle la somme (f ^ f) -i^ c, par suite z = — i; puis changeons a en — «, c'esti't-dire simplement s en — s, et nous obtiendrons
sn b en c dn c -f- sn c en 6 dn 6
' cn(6-f-c)= .„ ,,
' 1 — k' sn-« sn^c
(>e sont là les formules dont on fait usage d'habitude; mais les formules équivalentes (i3), (i4) et (i6) sont tout aussi bonnes.
Parmi les nombreuses combinaisons que l'on peut faire entre les formules ci-dessus, il convient de remarquer l'égalité (i5), à cause de sa simplicité,
dn a — dn 6 dn c = ( — i)"'+' k- sn 6 sn c sn a ;
elle a lieu sous la condition rtH-^ + c = 2/«K, ainsi que les deux autres qu'on en déduit par permutation des lettres a, b, c.
Si l'on y change Z^ en ^ -f- K., et c en c + K, m en [m ■ — i), et qu'on emploie les formules d'addition de la demi-période (8), (8rt), (86), on en déduit cette autre, non moins remarquable,
dn a dn b dn c — k'- = ( — i )'" />."' en « en 6 en c ; ( a -)- 6 -i- c = 2 w K). Si, dans la même formule,
d — di d=>_ =: Z k- SiSyC,
on remplace clf d> par son expression tirée de (i4 bis^^ on obtient cette autre, tout aussi simple,
£C = A'i S-id — C] C2,
c'est-à-dire
( — 1)'" en a = en 6 enc ^ sn6 snc dna; (a -+- 6 -K c = 2mK), et, si l'on change 6 et c en Z> 4- K, c -h K, m en (m — i),
( — 1)'"+' sna dn6 dnc ^ k' snb snc — ^ en 6 cnc dna ;
il y en a d'autres encore, qu'il est inutile de rapporter. L'une quelconque de ces dernières, présentant, comme une quelconque des formules (10), le double caractère d'être du premier degré par
rapport auK fonctions d'un même argument, et de valoir, à cause de la symétrie, trois formules à la fois, peut servir à retrouver les j'ormules d'addition.
Toutes ces formules, intéressantes par elles-mêmes, seront utiles aux personnes désireuses de lire les anciens ouvrages, et notamment les OEuvres de Jacobi. Mais nous ne nous en servirons jamais, et, pour la seule élude de ce livre, il est inutile de chercher à les i-etenir. Il est aussi superflu d'examiner longuement les propriétés (|ue nous venons de reconnaître aux l'onctions sn//, en;/, dn//. (]es éléments vont désormais être relégués au second plan, et faire place à un élément nouveau, la fonction pu, introduite par M. Weierstrass. (Dans le langage, on prononce séparément les deux lettres /?, u).
La fonction pu. Sa définition déduite de celle de snu.
D'après les expressions (9) des dérivées, les trois fonctions elliptiques nous apparaissent comme ayant la propriété commune que le carré de leur dérivée est exprimable par un polynôme du (juatrième degré par rapp(^rt à la fonction. Ainsi
/ <r/ sn f \ 2 ^
( — ^ — 1 = cn-p dn-ti = I — (i -7- A.-) sn-p -f- A- sn + f.
(^es poKnùmes sont d'ailleurs bicarrés.
Par une transformation simple on peut en déduire d'autres fonctions, a^ant une propriété analogue : le carré de la dérivée est un polynôme du troisième degré par rapport à la fonction. Cette transformation consiste à poser, en désignant par a une constante et par z la nouvelle fonction,
On aura, en effet, d'après (4) et (G),
d sn^t» I r/z
sn i> en t» (In f =
ch d
dv {a-^zy- dv
r/sn^p
2 snp en p (In c,
dv ^ =4(^--«)(--^ «-!)(--«- /'■')•
Parmi ces fonctions z, il est naturel d'en choisir une, pour laquelle le polynôme du troisième degré présente une forme réduite. Choisissons donc la constante a de manière que le terme en zmanque dans ce polynôme (la somme des trois l'acines est alors nulle); ainsi
Mettons en évidence les trois racines, rangées par ordre de grandeur,
^1 > ^2 > ^3) El -j- £2 -!- Ss = O,
Ces trois racines, dont la somme est nulle, dépendent de la seule quantité k'-.
Pour faire en sorte qu'on puisse prendre deux racines arbitrairement, introduisons une nouvelle constante X, et posons
Ei = Xei, £2=Xe'2, Z3='ke3, z = lj, r = -^- Nous aurons alors
(18) (J^y'=iiy-ei)iy-e,)(y-e,).
Dans cette relation, <?,, e^, 63 sont trois quantités réelles, dont la somme est nulle :
ei>ei>e3, ej-i- eo-h es = o;
elles sont d'ailleurs arbitraires. La fonction y de la variable i/, ainsi déterminée, sera désignée par la notation pu. C'est elle qui, désormais, jouera le plus grand rôle. Actuellement, elle s'offre comme dépendant, non seulement de Vargiiment u, mais encore de deux constantes, suivant la formule, déduite des précédentes,
(19) y=^-pu= ,,
A S'il- -—
Voulant la considérer comme dépendant de l'argument u et des
constantes 6), Co, <?3, nous n'avons qu'à exprimer /,- et A par ces dernières. C'est ce qui se fait ainsi
) _ ^1 ~ -3 _ ' ^ ,., _ ^2 — ^3 _ e-2 — g3 . ei — 63 Cl— Ci ' £1—^3 e, — ea'
à quoi l'on peut joindre
Invariants go, g^. — Discriminant A,
Aussi bien que par ses trois racines, le polynôme (i8) est caractérisé par ses coefficients, que nous désignerons par g<, et ^3,
('« «) y-f^^j =47'— ^2j — ^3=4(r-e,)0' — 62)0' — es),
Cl— Ci — 63 = o,
6162 — ^2^3-^ e^ei = — \go, exeoCi = {^3, e\ — e\—e\= (<?i — e,— 63)2 — 2(6162— 6263—6361) = \go..
Ces deux constantes g.^^ g^ tiennent lieu de A- et A. On les appelle les invariants. Elles sont ici soumises aune condition d'inégalité pour que les trois racines soient réelles. Celte condition, comme on le sait, par les éléments d'Algèbre, consiste en ce que le discriminant A,
soit positif.
Les deux invariants g2, gz seront rappelés dans la notation quand il en sera besoin; on écrira alors j^(«; ^0,^-3) au lieu de pj^, de même qu'on écrit, quand cela est nécessaire, sn(u^/c) au lieu de snu.
Les racines 61, 62, 63.
Les trois racines e,, eo, 63, dont la somme est nulle, sont, comme il est entendu, supposées rangées par ordre de grandeur ^1 > ^2 > C;}, en sorte que c, est positif, e^ négatif. Quant à c^, cette i^acine est positive ou négative; elle a le signe opposé à celui de ^3, comme il résulte de la relation
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Le signe de e^. est aussi celui de (A- — A'-); car on a
D'ailleurs A- — A'- = 2A-^ — i; donc Co est négatif, i;» 3 positif, (|uand A- est inférieur à ^; au conti^aire, e-y est positif, g^ négatif, (piand A- est supérieur à ^.
Va\ remplaçant ). par son expression dans (19), nous
avons
(20) pii = e3H .
sn2-—
Le dénominateur variant toujours entre zéro et l'unité, pu varie entre l'infini positif et ^i. Ainsi la seule racine <?) est une des valeurs que peut acquérir pu, et c'est le minimum de pu, qui prend successivement toutes les valeurs entre e^ et l'infini positif.
La période aco.
La fonction pu est paire, comme le montre la définition (19); car, ayant sn ( — t^)= — snr, on en conclut p(^ — u) = pu. Elle a une période que nous désignerons par aco, et qui n'est autre que
3 K y/7v . Ainsi
(0 = K y/X = — j ei = ,p œ, ,p ( a /« w ± zi) = ]mi.
Dérivées de j^».
La dérivée de pu sera désignée par j)'//; c'est une fonction impaire, ayant aussi la période 2w
ji'(2mw ± u') = ± p'«.
Elle est liée à j);^, d'après (18) et (18 ci), par la relation
Les dérivées successives ont toutes la période 2(o; elles sont alternativement paires et impaires, et se calculent facilement par diffe-
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Tentlation de (ai)
piv j^ — f2( p'u)--T- \7,pU p"u = [2(lOJ"l^?< — ^ ffî pu — .^3),
Dégénérescence de pu.
On a vu que les fondions elliptiques dégénèrent en fonctions circulaires ou en fonctions exponentielles quand A' converge vers zéro ou vers l'unité. Ces deux circonstances ont lieu, la première, (|uand e-2 va coïncider avec e-i', la seconde, quand e^ va coïncider avec e,. Dans l'un et l'autre cas, le discriminant A devient nul. Il ne peut d'ailleurs devenir nul autrement, puisque e\, e.i sont séparés par zéro, sauf le cas limite Ci= «?2= <?3= o qui sera examiné tout à l'heure.
Ainsi deux modes principaux de dégénérescence : dans le premier /.'^o, ^"3 est positif, e> coïncide avec Cj ; dans le second /,• = 1 , 1^:, est négatif, e-^ coïncide avec e(.
Dans le premier mode, on a
é?2 = e3 = — .|.e,, ,^2=3<;f, gz=e],
A = g'>, ^ "iy ffl ^ 0, X = -^-^ — - — , k = o, sn u = sin u, 9 d'à jei
in2 ni/
Dans le second mode, on a
As '^^ O, p II ■ — —
aaI'
Kn=
Enfin, troisième mode de dégénérescence^ si C|, e-j, C3 tendent ensemble vers zéro, il en est tout autant de g^ et «^3, et le rap-
port — est infiniment petit du même ordre que d- On a alors
f 1 = e. = ^3 = O, ^2 = .^3 = 0, w = ce , pu = ^-, .
Homogénéité .
Si, dans la relation (i g), on remplace u et A par -—^ et - ? |i. étant
une constante positive quelconque, et, en même temps, pu par \f-pif, cette relation reste inaltérée ; mais, en même temps, e,, e^, e^ sont remplacés par u.e,, jj-Co, [J-(?3. On a donc une relation d'homogénéité
p'(-j='' i^' ffi^ '^^ ffA = !-^/:^p'("; ^2.^3)-
Addition des arguments.
De la formule (i3) on déduit aisément celle qui convient à l'addition de l'argument pour la fonction pu. Ecrivons-la ainsi
I s-^ r?, rl'l — x-, c°\ d\ — '25] C] d^ s.^ c-, d^
de même
{s\-sl)^
C,dx C-yd-,
I dd-, I c-^d^ «i"i
Mettons de même j), p,, p^ pour les fonctions p des trois arguments. Nous concluons de l'égalité (ao), d'après (4) et (fi),
l = ),(p-e3), l=).(pi-e3), -^ =^^{p-2 — e3),
' ~^' =l{pi—ei), -| =. X(p2— ei),
I — iA-
HPi-e.), ^
= l{p2—ei),
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En substituant, on voit disparaître )., et Ton obtient
(pi — e3)(Pi — ei){p.2— e.2)-^(p2— e3)(pi— ei)(pi— e2) — \p\]û
(Pi — P2)-
P I P 5 — P -2 P'\— \ gi C P 1 — P 2 ) — -1 g 3 — 1 P ', P 2
Mettant les arguments en évidence, nous avons la formule cherchée
mais on peut l'écrire aussi sous une forme qui se fixe mieux dans la mémoire
(24) P(« l') = - I - I P " Pl"-
Mettons v ^ u^^ a-^ v =^ — u^-, et écrivons la formule ainsi
I /p'if— p'i/i\2
Cette relation a lieu entre trois arguments dont la somme est nulle.
Echangeons entre eux ii, u,, u-2 au second membre et concluons (pie les trois rapports
p'u — p'«i p'ui — p'nï p'"2 — P"
pU — pUi' pUi — pili' pui—pu
ne peuvent différer que par les signes; mais, si l'on avait
p'u PU[ p'î^I P'"2 _L_ P'"2 P"
J) U — ,J) Kl ~ p Ml — p «2 ~~ p «2 — P « '
on déduirait, en combinant les deux premiers rapports,
p'u P'M2 , P'"2 — P'ff-
P U — 'J.p Ui — p «2 ~~ P Ul — P « ' p Ui —pU= — (p « — 2p «i -^ p M2 ),
relation évidemment impossible. Les trois rapports sont donc absolument égaux, ce qui, d'ailleurs, entraîne une seule équation ; car le troisième rapport a pour termes les sommes des termes des deux autres Ainsi la relation
u — Ui -^ U2= o
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est Iradiiile par les égalités
p'ii — p'ui _ p'ii^ — p'uo _ p'ko — p'u
(25) } pu — pui pui — pui puî — pii
( pu -^pUl — p^l■l = -la-■
Ces fornuiles, extrêmement simples, sont celles dont l'iisaiic est le plus fi'écjiient.
\ oicl encore une autre forme intéressante :
'* ^ r ' 1 Ou \pl( —pi- / 1 OV \pU JM' /
p (il ^ V) = ; I •
" 'J. Ou Oi' ^^ p U — p V /
On retiendra encore mieux ces formules (20) en observant Tinterprctation suivante :
Soient r^f, b deux constantes données, et supposons qu'on cherclie à déterminer a par Téquation
On en tirera une équation du troisième degré en pu,
4 ,]v' u — ^'2 p " — t?'a = (« p II -^ b )-, avant trois solutions p ?/, piU. pn-i- Par l'équation pro|)osée, on aura trois quantités correspondantes p'u, ,p'//,, ])'//o sans aucune ambiguïté. De là résultent
a pu — b = p'u a pui — b =p'ui, « P U2— b = p'ui-
En éliminant b, on conclut l'égalité des trois rapports (^5) cl de la constante r/; puis, en prenant la somme des racines de l'équation (lu troisième degré, on obtient la seconde égalité (20). Ainsi l(( relation
u -^ Ul-^ Ui = o
est traduite encore par ce fait cjue u, w,, u^ sont solutions de
Céciuation
a p u -^ b = pu,
C est là un cas particulier d'un célèbre théorème dû à Abel, cl dont nous parlerons au CihapitrcAIl.
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Arguments purement imaginaires.
Jusqu'à présent, rargument a a été considéré uniquemenl comme une variable réelle, et les fonctions elliptiques n'onl d'existence que pour cette supposition. La formule d'homogénéité de ));/, suoo-ère tout natiirellemenl l'idée de généraliser et en oflVc le moven.
Ecrivons (') cette formule (I, ga) en y mettant k \^ |j. au lieu de u et intervertissant les deux membres ; ce sera
Chacun des deux membres a une signification qui nous estcon-
(') (Uiarul nous renverrons à une éi|iiiitinn liiin autre Cliapitre. nous in(li(|iicrons, comme ici, le Cliapitre et le numéro de l'équation. Ain?i le renvoi artud (I, 22) signifie : Chapitre I, équation {ri).
nue déjà, tant que, g^ et ^3 étant réels et satisfaisant à la condition
•X est une quantité positive. ElTectlvement, au premier membre,
1/ \ [JL est réel, et, au second membre, g'i}*-'^ o sl^' sont réels et satisfont à la condition
Mais, a restant réel, cette dernière condition est encore satisfaite, si a est une quantité négative, en sorte que le second membre de (i) conserve une signification connue, pourvu que la condition (2) ait toujours lieu. Quant au premier membre, la fonction p s'v présente avec un argument paremejit imaginaire. C'est une fonction nouvelle, non définie encore. Nous prenons donc pour définition de la fonction elliptique p avec un argument purement imaginaire en faisant 'j. ^ — i , /== y — i ].
(î) p('«;^2,^3) = — v{u\gi, —g3)-
Il est donc bien entendu que p{iu] g-^i g-.i) est, par définition, une fonction réelle de l'argument réel ^/; c'est un autre nom qu'on donne à — p{u', ©'25 — gi)- ^^^ suite de celte convention, on devra écrire
(5) ip'(iu;ff.2,g3) = — p'(u] ^2, — ffs);
d'où résulte
p'2(j,<;^,, 0-3) _4p3(j„;^,, 0.3) -f- ^,p(m; 0-2,-3) -^^3 = — P'n«;ô2, — ^3)-^4pH«;^2, — ,^3) — .^2P(i/;^-2,— .^3) — ( — ^3) = 0.
Ainsi la fonction j), avec l'argument purement imaginaire /«, satisfait, comme avec l'argument réel, à la formule
P''-= \P^ — §--2P — gz-
Elle satisfait aussi à la formule d'addition (I, 23). La démonstration se fait de même. Sans qu'il soit besoin de rien écrire, on voit que le changement de u en iu, de r en à' entraîne : i" le changement de signe de p; ?.° le changement de signe de gi] 3" la multiplication de p' par /. Or ces changements ont pour résultat de changer les signes de tous les termes au numérateur du second membre, sans altérer le dénominateur, et de changer
aussi le signe du premier membre. Par suite, d'après (4), la lormule subsiste si l'on y suppose u et v purement imaginaires. On aperçoit encore l'exactitude de la formule d'addition dune manière bien simple dans l'égalité (T, 24)- La supposition que u et v sont purement imaginaires a pour effet de remplacer chaque p par
— p et chaque jd' par i'p'. En conséquence, la relation
n'est pas troublée.
On voit aussi par les relations (4) et (5) que p et p' conservent, pour les arguments purement imaginaires, la propriété d'être, la première une fonction paire, la seconde une fonction impaire, et de devenir infinies quand l'argument est nul. Quant à la périodicité, elle existe encore, mais la période est changée. Désignons la nouvelle période par ato'. Ce sera une quantité purement ima-
to' , ,
:;inaire et -^ sera réel.
La période aw'.
Il est aisé de reconnaître ce qu'est cette période. Rappelons-nous les relations suivantes :
6,62-;- ^263-^ <?3ei= — f^2, ^lÉ'-2e3= î^3, A."- — ) A" - = •
e^ — Ci ei—es
On voit, par les deux premières, que le changement de ^-3 en
— gi a pour effet de changer les signes des trois racines e. Comme on doit les ranger par ordre de grandeur, on doit remplacer d par
— e-i, 6-2 par — e-i, e-^ par — Ci . Parla A- et A'- s'échangent entre eux. Donc la fonction p, avec les invariants ^o et — g^, est définie par la fonction sn, au module A', comme la fonction p[u', g^^ gi) par sn(«, A). Piemarquons, en outre, que le multiplicateur )v,
n'est pas altéré. Si donc K' est l'analogue de K, mais pour le module A', on aura
- OJ
Nous avons vu la signification de e, , traduite (p. 26) par la relation Changeant ^3 en — g 3, on a donc
De là, d'après la définition (4), nous concluons
Arguments complexes. — Définition de p(«-4-ta).
Connaissant la fonction p pour les arguments réels et pour les arguments purement imaginaires, nous la définirons, pour un argument imaginaire quelconque, parla formule d'addition.
Donc, par définition, pour le cas u = a -\- irt., a et a étant réels, nous aurons
lipa p?a — 1^2) (,P« — P «a ) — ,^.i — p'a p' ta
2(pa — pta)-
Dérivée.
Pour un instant, remettons, dans le second membre, une variable réelle «', au lieu de «a, et soit ainsi
2(pap«'--J-ir2)(p«+P«')— .^3 — p'«-p'«' •^ ^ ' 2(pa — pa)^
Comme /(«, «') n'est autre que p{a + «'), les dérivées partielles de/ par rapport à a ou par rapport à a' sont égales entre elles ; c'est p' {a + a'). Cette égalité
()a da' n'a pas lieu identiquement, mais en vertu de la seule relation
satisfaite par p'a^ pa, aussi bien que par p'a', pa'. La même égalité a donc lieu encore si l'on attribue aux symboles j), p' des significations quelconques, j)0urvu que la même relation soit véri-
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fiée entre p' cl p. Or, on vient de le reconnaître, il en est aiiîsi quand on suppose a' purement imaginaire. Donc, d'après la définilion ((3), on a
dpit àpit ^^ p 't dp II
Oa (^[i'^) d[a -:- iy.) du
Ainsi p?/, qui se présentait sous la forme d'une fonction de deu\ variables a et a, est légitimement considérée comme une fonction de la seule variable a + /a, et possède une dérivée bien déterminée. Celte dérivée, qui se réduit bien à p' a ou p' It. quand a ou a sont nuls, sera désignée encore par p' il.
11 importe de démontrer que la fonction pu, ainsi entendue, a les propriétés déjà reconnues pour les cas où u est réel ou bien purement imaginaire.
Relation entre pu et pu.
Quand u est imaginaire, on a, comme dans les autres cas,
( 7 ) ,1''- " = 4 .1 •■* i' — gi P i' — A'3 •
Effectivement l'égalité
a lieu, quand a et «'sont réels. Elle a lieu, non pas identiquement, mais en vertu de cette même égalité, supposée vraie ])Our jjr/ et pour pa' . Donc, par le même raisonnement que tout à 1 heure, on voit qu'elle a lieu pour a' purement imaginaire; c'est ce qu'il (allait prouver.
Addition des arguments.
Quand u et r sont imaginaires, la l'ormule d'addition est exacte. Nous allons l'établir.
Considérons quatre arguments a, a , h. U , et posons
u ^= a — a', Ui^= a -^ ù, V == b-^ b' . Vi = ci -^ b'.
Envisageons la fonction
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Si rt, ^, «', ^' sont réels, /(«, v)elf{iii, r,) exprimenl tous deux
et U se réduit ii l'unité. Pour faire apparaître cette valeur de L, il faudra exprimer jd?/, j/w, pt^, p'r au numérateur et p^/i, p'^^, _pi',, p'ti au dénominateur par les fonctions des arguments a, «', /;, ^' ; puis, par la relation (7), réduire les deux termes à ne contenir les p' qu'au premier degré. Nécessairement alors les deux termes de U deviendront identiques.
Voici donc les conditions analvtiques sous lesquelles Use réduit à l'unité : 1° les svmboles j) et p', avec les quatre arguments u^ f, //,, r,, s'expriment par les mêmes symboles avec les arguments «, ft', h, b\ conformément aux formules d'addition; 1" ces derniers satisfont à la relation (- ).
Supposons maintenant, dans U, a'=^ iv., 6'= ? 3, a et 3 étant réels. La seconde condition est satisfaite. Quant à la première en ce qui concerne les arguments u et v', elle est satisfaite par définition ; en ce qui concerne «1 et p,, dont le premier est réel, le second purement imaginaire, elle est satisfaite aussi, comme on l'a démontré. Donc, dans ce cas aussi, U = i . D'ailleurs/ (?^), (•()est la définition de j)(rt-f- icf. -\- b ^ i[j) ; fin, r) est le second membre de la formule d'addition avec les arguments «H- /a, b -+- i'^- Donc la formule d'addition a lieu pour des arguments imaginaires quelconques.
Homogénéité.
Les relations d'homogénéité ont lieu pour un argument imaginaire quelconque. Cela est évident à cause de Ihoniogénéité de la formule d'addition.
En particulier, les relations (4) et (5) ont lieu dans tous les cas.
Double périodicité.
La formule d'addition avant lieu avec un argument imaginaire (pielconque, il est clair que les cas particuliers suivants ont lieu aussi
p ( M -^ 2 10 ) = pu, p(u -^ Iti)') ^ pu.
Donc pu est doublement périodique. De même p' u et toutes les dérivées de pu admettent les deux périodes 2w, aco'.
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Addition des demi-périodes.
On a déjà vu que, les trois racines (?i, e^-, e-j étant rangées dans l'ordre décroissant, les deux extrêmes sont les valeurs de p pour les demi-périodes w et co':
D'après la relation
p"-u = ^(pu — ei){pir —e.Jipu — es), on a
p'oj = o, ,]>' w' = o.
Cette circonstance simplifie l'expression de p(u + r) quand ou suppose ç = ix) ou ^■z=Lo'. Soient r = oj, j3r=e|. Nous aurons
p ( « -I- co) = — ( p ?/ -f- ei ) — 7
■(pu-^ei)-h
4 {p" — <^i)- (pu —e2)(pif — €3) p II — ei
(pu — eo)(vT/ — e^^ (ci — ei)(ei — g;, )
= p » -f- ei — ei—e.i- ■ • ■
pu —ei pu — t'i
(Ci — fo )( ei— r■^ )
-pu -\- iCi^
pu— Cl
La formule se réduit ainsi à
Elle pouvait se déduire des formules donnant sn(?/4-K) cl en (// + K), établies au début (I, 8).
La symétrie parfaite qui existe entre les deux racines C), e-^ montre qu'on a de même
( S rt ) p{u ^ (M ) — e^=
Si dans ((S) on suppose pii=^ Cn ou, dans (8«), j)?/ = C|, on trouve
égalité qui montre la signification de la troisième racine e>- l^>r le même calcul que pour p(;/ + oj), on obtient aussi
' " ^ ' ' pu — Ci
Il y a, comme on voit, trois demi-périodes lo, oj' etco"= co + to', répondant aux trois racines e^, <?o, e^. Pour chacune d'elles, la (onction p' devient nulle.
Infinis de la fonction pu.
Comme •snu est nul, j)?^ est infini pour « = o. D'ailleurs la dérivée de sni/^ qui est cn?/dn?^ se réduit alors à lunité. Donc
a pour limite 1 unité. Donc ii-pii a pour limite lunite quand
u converge vers zéro par des valeurs réelles. Il en est de même quand il converge vers zéro par des valeurs imaginaires quelconques. On le déduit facilement de la définition (6) ; on peut aussi le prouver par un calcul qui se trouvera plus loin (p, 'j-). A cause de la double périodicité, on voit que pu devient infini pour
a = 1 ni oj -f- '2 m' co',
m elm' étant des entiers quelconques, et que l'on a
lim ( zt — 2 ni oj — a m' w' )-pii = i.
11 importe de s'assurerque pu ne devient pas infini pour d'autres valeurs de ii.
Quand II prend seulement des valeurs réelles, pu n'a pas d'auti'c infini que les valeurs u = awico; et, quand u prend des valeurs purement imaginaires, les seuls infinis sont ^m'oi'.
Soient a et a réels. Comme pa varie de (?i à -h ce , il est toujours positif; comme piy. varie de + ^3 à — x , il est toujours négatif. Donc pa — piv. est la somme de deux quantités positives, dont aucune n'est nulle; cette quantité n'est donc jamais nulle. Donc, d'après (6), p(a -{- iy.) ne peut devenir infini que si le numérateur de (6) est infini; mais, si l'une seulement des deux quantités pa ou pia est infinie, p(a -+- t'a) n'est pas infini. Dans l'un ou l'autre cas, on obtient j3(ia + 2mto) ou j3(a -f- am'to'), c'est-à-dire p ta ou j3«. Il faut donc, pour que jd(«-|- î'a) soit infini, que pa et piy. soient tous deux infinis et qu'ainsi l'on ait
if = iniui -^ 2 ni M.
Comme p' u est lié à pu par la relation
P '2 U = 4 J13 U — ffi p U — g 3,
p' u ne devient inlini (pi'avec pu.
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Diverses valeurs de u pour une même valeur de j)u.
La double propriété que possède pu dèlre paire et doublement périodique montre que l'équation
V " = ,P ^, où l'inconnue est ii, admet les solutions
où m et m' sont des entiers quelconques. Elle n'a pas d'autre solution.
En effet, prenons la formule d'addition et cbangeons-y v en — v,
I /p'ii — p'^V
4 \P"- — pv/
4\Pli — P^/
En retranchant membre à membre, nous obtenons
p{u—v) — p(u-hi')-
{pu — pv)^
Si donc l'équation proposée est satisfaite, le second membre de cette dernière est infini; donc p{u — r) ou p(u-{-v) sont infinis. Donc on n'a pas d'autre solution que celles qu'on a remarquées d'abord.
La fonction p u passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires.
Soit d'abord a un argument réel et variable. On sait que pa passe par toutes les valeurs réelles depuis ej jusqu'à -^ co .
Soit aussi «a un argument purement imaginaire. On sait que pi'oi passe par toutes les valeurs réelles (négatives) depuis e-i jusqu'à — oo .
Rappelons-nous aussi que l'on a
ei> e2> €3.
En mettant a au lieu de u dans (Sa) et écrivant
[p(rt-l- co') — esKpa — 63)= (^2 — eaXei— 63),
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on voit que p{o -{- w') est réel et décroît de 6-2 à e^ quand pa croît de e( à + co . Donc, pour les arguments imaginaires de la forme a-\-<ji', la fonction p est réelle et passe par toutes les valeurs comprises entre e-^ et e^.
En mettant {y. au lieu de u dans (8), on a
[^1 — p(ta + oj )](?! — jii'a) = (ei — e2)(ei — es).
De là résulte que, piy. variant de <?;) à — ce , p{iy- -+- w) est réel et varie de eo à C). Ainsi, pour les arguments lo + iy., la fonction p est réelle et acquiert toutes les valeurs comprises entre eo et Cj. D'autre part, on a
p'- = 4(]' — ei)(j^ — ^2)(r — es),
et cette relation fait voir que p' est réel quand j3 est supérieur à e, ou compris entre Co et 63, purement imaginaire quand p est inférieur à 63 ou compris entre e^ et eo.
Les divers arguments qui correspondent à une valeur donnée pi\ pour la fonction p, sont tous compris dans les deux formes
r -i- 2 m w -h 2 /)i'oj\ — V -\- 2 m oj -i- 2 /?i'co';
p' est une fonction impaire. Si donc on donne à la fois p et p', l'argument est entièrement déterminé, à des multiples près des périodes. Donc :
1° pu et p'u étant donnés, tous deux réels, il y correspond (à des multiples près des périodes) un seul argument qui est ou bien réel ou la somme d'une quantité réelle et de la demi-période to';
2° pu et p'u étant donnés, le premier réel, le second purement imaginaire, il y correspond (à des multiples près des périodes) un seul argument, qui est ou bien purement imaginaire ou la somme d'une quantité purement imaginaire et de la demi-période w.
Démontrons maintenant le théorème fondamental :
Il existe un argument u et un seul (à des multiples près des périodes) pour lequel pu et p'u soient respectivement égaux à des quantités imaginaires données, vérifiant la relation
jy2 = 4jy'— -ojD— 0-3.
Il s'agit de trouver les deux parties a et iy. dont la somme compose u. Pour conserver la symétrie dans l'écriture, mettons b au lieu de «a; il est entendu que a est réel, b purement imaginaire.
CHAP. II. — ARGUMENTS IMAGIXAIIiES. — DOUBLE PÉRIODICUIÉ. 4I
Employons le théorème craddition (I, 20) qui fournit les deux équations
p'( a -^ b^ -I- p'a _ p'(n -^ b) -^ p'b _ ^ ^ P{a-^b)-pa ^ p(a-^b)-pb " ''
(10) p(a-\- b)-hpa-i-pb = \'z-■ So'^enl donnés
pu = p(«-L- b) = A — iB, p'u = p'(« -^ 6 j = A'— i'B'.
Il s'agit de trouver pa et p'a, tous deux réels; jdA et p'b, le premier réel, le second purement imaginaire. Prenons pour inconnue le rapport commun z ^ x -\- ij'. En séparant le réel et l'imaginaire, nous tirons des deux rapports (9) les quatre équations
(11) A'-{-p'a=Xx — By—xpa, B' -^ - p'b = \j — Bx —ypb;
(12) B' = Aj-{-Bx — y pet, A'=Ax — B}- — xpb.
Tirons pa et pb des deux dernières (i 2) et substituons dans(io), après y avoir mis (x + iv) au lieu de q, puis séparons les parties réelles et les parties imaginaires. Nous aurons ainsi deux équations entre les inconnues ^, j'. Les voici :
.'{ Arj»- ^ (B — { xy) (a;2 — j2 ) — B'x — A'j- = o,
crj{B — lxy) = o.
Rejetons la solution étrangère xj- = o; nous avons ainsi
XJ' = 2B
et, en éliminant!', nous parvenons à la résolvante
x* jT- x^-\- iiXx- — 4'^ -^ ^ — 4B2 = o.
Le terme indépendant de x ayant le signe — , celte équation a des racines réelles; prenons-en une, nous aurons pour )' la valeur
réelle — ^ > puis pa, pb seront donnés sous forme réelle parles
équations (12), ainsi que p'a et - p'^ par les équations (i i). D'après l'étude faite précédemment, pa et p'a étant réels, a sera
réel, ou réel plus lo'; rie même b sera ou purement imaginaire, ou bien purement imaginaire plus w. Que les uns ou les autres de ces cas aient lieu, on aura trouvé un argument u = a-{-b, elle théorème est prouvé, car il n'en peut exister qu'un seul.
A posteriori, on peut se rendre compte de la raison pour laquelle la résolvante est du quatrième degré et reconnaître que ses quatre racines sont réelles. Nous avons exprimé que pa, p6, p'a sont réels et p'b purement imaginaire. L'argument ii est unique (à des multiples près des périodes); soient u=zy.-\- /jB, a et ^ étant réels; le problème, tel que nous l'avons mis en équation, comporte les quatre solutions suivantes :
« = a -H w' — oj, 6 = ( ( jj —
A chacune de ces solutions correspond un couple différent de valeurs réelles pour x ely.
Sur les signes de j^'/t ou de —r- quand pu est réel.
On rencontre à chaque instant, dans les applications, des arguments u qui correspondent à des valeurs réelles de pu, et il est nécessaire de n'avoir pas à rechercher chaque fois le signe de p'u
ou de ^— r-- Les formules d'addition des demi-périodes permettent
aisément de trouver ces signes.
En premier lieu, pour un argument réel a, p'a est négatif quand (i est compris entre zéro et to, et change de signe chaque fois que «, en variant, passe par un multiple de w.
En second lieu, pour un argument purement imaginaire i'a, —r-
cst, de même, négatif quand a est compris entre zéro et -^j et
change de signe chaque fois que a, en variant, passe par un mul-
liple de -!-• ^ i
Ce sont là les conséquences immédiates des définitions; ce sont
aussi les réponses à la question quand pu est supérieur à e, pour le premier cas, inférieur à gg pour le second.
Soit maintenant u = [in -f- i)m' -^ a, a étant réel, en sorte que pu est compris entre e^ et e-2- On a
(^1— '?3)(e2— 63) , (ei — e-i)(e.i—ei) , pu — 63= -, pu — ^ — pa.
De là suit que p'u a le signe opposé à celui de p'a. Ainsi p'u est positif quand u — (2/1+ 1)0^' est réel et compris entre zéro et to.
Soit enfin u ^ (2 n -{- [) oi -\- iv., a étant réel, par suite pu entre <?., et e,. On a
ie^ — e,){ex — e3) i Ce, — e,)(ei— e,) p'i'a
pta — ex i (P^^ — ^i) ^
l'ar suite, '—^ est positii quand -. est reeJ, compris
10' entre zéro et -. •
Dégénérescence de pu.
On a vu, dans le Chapitre I, comment pu dégénère en fonction circulaire ou exponentielle suivant le signe de ^".j. Le changement de 0^3 en — ^3 n'altère pas le discriminant, qui devient nul quand la l'onction dégénère. Donc p[u-^ go, g-i) el p[u; g2^ — ^3) dégénèrent en même temps, mais l'un en fonction circulaire, l'autre en fonction exponentielle. La définition que nous avons adoptée pour p(a-i- iy.) entraîne ainsi avec elle une définition des fonctions circulaires et des fonctions exponentielles aux arguments imaginaires et un lien entre ces deux espèces de fonctions. Ces faits sont-ils conformes à ceux que l'on a précédemment introduits en Analvse et qui découlent de la formule d'Euler
C0SJ7 -4- i sin.r = e'-^?
On va reconnaître qu'il en est bien ainsi. Prenons les formules du Chapitre I, en supposant, par exemple, g3<io; nous aurons
gï 2 gi \e^ —
"i-gï 2 j^'2 sin'=t'
D'après la définition (4),
p{iu; ffî, é'3) = — pin; g2, — ffi),
nous aurons comme définition de e"', en substituant et supprimant le facteur commun,
_!_g-/V\2 i COS^c
g-"" / sin-t^ sin-t'
Extrayant la racine carrée, nous obtenons
e"* r= cos (' -H ï sin v, e-'" = cos r — i sin p.
En faisant la supposition opposée g-,) >> o ou bien changeant ici (" en ïv, nous aurons la définition de cosiv et siniV pour ç réel; puis, pour un argument complexe, les formules d'addition définissent de la manière la plus générale les fonctions circulaires et exponentielles, conformément, on le voit, à ce qui est d'usage.
Les fonctions snu, en;/, (ln?< d'arguments imaginaires.
La fonction snu a servi pour former p u quand l'argument était réel. Inversement, pu^ qui est maintenant connu pour les arguments imaginaires, va servir à définir snu d'une manière générale.
Rappelons les relations suivantes, trouvées au Chapitre I :
) — ^ /.2 _ ^2 — g^ ^.,2 ^ ei — e.
ei—e^ e^ — e-i e,
d'oij résulte, par la définition (I, 20) de pu et les relations (I, 4, ^)) entre sn-^^, cn-«, dn-M,
en--— on- - r
l{pu — e3)= '—, lipu — ei)= —, l(pu~e.2)= ^•
sn2-/r- sn2— sn2 —
lui conséquence, nous avons
mu ^ 4/
V pv —
I /PI — \ cnu = i /
es
(I nu = i /
\IV Ci
ez
11 n'y a aucun obstacle à supposer, dans ces relations (i4)i que v soit imaginaire, et nous aurons ainsi la définition de sn;/, en//, dn// pour un argument imaginaire cjuelconque. Cependant une difficulté subsiste à l'égard du siçrne des radicaux. On trouvera, dans le Chapitre VI, par des moyens directs, la preuve que les trois radicaux \pv — e peuvent être remplacés par des fonctions dépourvues de toute ambiguïté. Ici, au contraire, nous allons faire disparaître Tambiguïté de snw, en//, dn// par ces fonctions ellesmêmes.
Pour abréger, emplovons la notation
P("; ^2, — .•?3) = pi^,
en sorte que, jd// se rapportant aux invariants o^o, g^^^ pu, surmonté d'un trait, se rapporte aux invariants go^ — n^- Rappelons-nous que, d'après (i3), ainsi qu'on Ta déjà observé précédemment, l'échange de ^-.^ eu — gi entraîne celui de A" et k' sans changer ).. Nous aurons donc, suivant les équations (i4)> en mettant les modules en évidence,
sn{u,k)=i/^ ^, sn(u,k')=i/-^ îl;
cn(u,k) = l//îï^^^, cn(//, A-')=i/-''~'^';
dn{u,k)=^i/^ ^' dniu,k')=i/^^
y pv — <'3 V p^
Dans les premières, mettons /'// au lieu de //, et rappelons-nous
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(|ue j3(/r)^ — jlt'l nous aurons
y —pv — e^ cn[u,k )
cn{ii(, k)=^i/ = =r — ; ^,
/pv^d , àn{u,k')
An{iu,k)=i/ -_ == — H"/' •
Les trois fonctions d argument iu doivent, pour la continuité, satisfaire, comme avec largument réel, aux conditions
sn u .
=1, cnii = i. dni( = i, pour f/ = o.
On voit que ces conditions exigent qu'on prenne les sig^nes H-.
Nous écrirons donc
,. ,, .snCî^A-')
sn( lu.k) = i — vy- j
cn(u, k )
(i5) ' cn{ii(, k)
d n ( iu , A" I =
cn(u, k' ) dn( u, k') cn{u, k')
Ce seront là les définitions des trois fonctions pour un argument purement imaginaire; puis les formules d'addition serviront à définir les trois fonctions pour un argument complexe. Ainsi, de même que pu, les trois fonctions sn«, cnii, dnii sont connues sans aucune ambiguïté pour un argument imaginaire quelconque.
Comme corollaire, nous concluons que les trois radicaux \/pii — e sont dépourvus d'ambiguïté :
Vpt' — «3 = ,„.. — '
en u
(i6) ' \^pv — ei = \/ei—es ^^
fin "
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Addition des demi-périodes.
Pour sn, en, dn, les périodes sont 2R, 2/K'. On sait par les définitions du début (p. 5) que l'on a
sn(«<-7-2K)= — sn», cn(»^-2K)= — c.nu, dn(i/ -h 2 K ) = dn ».
Parles relations (i5), on aura aussi
sn(i/ -t- 2iK') = sn«, cn(«/ -f- at'K') = — en», tln(j/ -7- 2«K' ) = — dn».
Poor l'addition des demi-périodes, on a trouvé au début, en ce qui concerne K (1, 8, 8<7, 8^),
en »
sn ( » — K ) — -, ,
^ an u
sn »
dn u
(17) , cn(» — K) = — A'
dn( » -i- K) = , ^ dn u
On en déduit, par l'intermédiaire des relations (i5).,
sn(»-f-iK') = -, 5
Asn»
dn »
cn( » -l- iK' ) = dn(» -t- iK') =
ikèïi u en »
; sn u
En combinant enfin les équations (i-) et (18), on obtieni
. , dn»
sn ( » -+- K -^ j K ) = -} ,
A- en»
( ( g ) < en ( » -T- K -f- i K' '
d n ( » -T- k -!- i K' ) = ik'
ik en»
sn »
en»
Zéros et infinis de sn», en»,dnM.
Des relations (i4) résulte que les trois fonctions sont infinies quand p[u^/').) est égal à<?3; ainsi les infinis de sn u, en u, dn u sont
i\\ — '2 m K -^ lin i K'.
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Les zéros de sn u correspondent aux infinis de jd , u y).) ; donc
sn(2mK -f- lin' iK') = o.
Les zéros de cn« correspondent à p{u ^/).) = e, ; donc
cn(K -T- 2/nK — im' iK') = o.
Les zéros de dnu correspondent à p(« ^), ) =eo; donc dn(K -T- t'K'-i- 'i/nK-T- un' iK') = o.
Diverses valeurs de l'argument pour une même valeur de la fonction iwu, ou cnu, ou dnu.
Soit à résoudre par rapport à linconnue v l'équation
sn u — snv.
On en déduit
donc
V y/À ^ziz u v/A -^ 2 m oj -^ 2 m' w', c'est-à-dire,
Mais, parmi les formes de v comprises dans cette égalité, deux donnent sn r = — sn u ; ce sont les suivantes :
V =^ — u -r- \n K-i- 2 in iK' .
Les deux autres donnent bien sn(' = + snw. Ce sont les seules solutions du problème. Ainsi l'équation snt^ = sn;/ admet., pour solution générale,
_ i a-^ \niK-^i m' i K'
\ — « -i- ( 4 "i -^ 2 ) K -f- 2 m' iK' .
De même V équation en r 1= en u admet, pour solution générale,
V = -zz u -^ "i^im -~ n)K -^ i{ im' -^ n)iK' ,
et dnP3= dn;^ admet., pour solution générale,
V = ± u -h imK -^ :\ m' iK'.
Enfin il a été prouvé que pu passe par toutes les valeurs imaginaires. Donc aussi snu, en a, dnw passent par toutes les valeurs imaginaires.
Les six modules conjugués.
Dans J3«, les trois quantités Ci, Co, C;i jouent un rôle entièrement symétrique. Il est donc naturel de les permuter entre elles ; comme elles jouent un rôle dissymétrique pour la définition de sn, en, dn, on aura par(i4) la définition de ces fonctions pour divers modules, au nombre de six, qu'on pourra appeler modules conjugués. Deux seulement, A" et A', sont compris entre zéro et l'unité positive. Les carrés des quatre autres sont réels, mais ou négatifs ou supérieurs à l'unité.
La liaison entre les fonctions à modules conjugués se déduit immédiatement de(i4). Par exemple, si l'on permute Ci et Co? le nouveau module esii/ - — —^ c'est-à-dire tî le nouveau multiplicaleur est ? c est-a-dire -7-; : on a donc
Les formules (i5) ont déjà exprimé la liaison entre les fonctions à module k' et celles à module /.-. En combinant les dernières avec (»5), on a les quatre autres groupes de relations analogues; mais il n'y a aucune utilité à les rapporter ici. Ces formules n'ont qu'un intérêt historique.
Quarts de périodes.
On a trouvé au début (p. 6) K
2 " t/r-TA-'
.Tenant compte des expressions (i3),
/.'=.» /li^^S 1^-L
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on en déduit
I p'- = — 2(61—^3) /ei— e, — 9(ei — e,)/ei— ^3-
On aura semblablement, par le changement de 6), eo; ^3 en — et,
Oj' /
J' — ■ = — ^3-^ V/(^2— <Î3)(ei— 63),
j".' — . = — 2{ei— e^) \/e2— 63— 1(62— €3) /ej — 63 ;
et, puisque
JJ-. =—pu, p -. = -.pw,
il en résulte
I P Y "^ f'3— /(e2— e3)(ei — £-3),
I p' — =~ ■ii{ei—e3)}/e.2—e3 — ■i.i{e.2— 63) y/ej —
Dans ces formules ( 20) et (21), les radicaux, qui sont tous réels, sont, bien entendu, pris positivement.
Par suite de la symétrie, on peut affirmer d'avance que les diverses expressions analogues où les e seront permutés et les signes des radicaux changés, correspondront de même à d'autres quarts de période.
Les quarts de période sont (à des multiples près des périodes)
les divers ar2,uments 1 , ou m et m sont les nombres o,
1,2,3, sans être à la fois pairs tous deux. Il y a donc douze semblables arguments, dont chacun correspond à un second de telle sorte que la somme soit une période; on peut donc les réduire à six paires, en adjoignant à chacun l'argument égal et de signe con-
, • . • . , 10 1 • • 1 w , co' to' 1 r I
Iraire. Ainsi a - on adioindra — -: a — j parles lormules
Les formules (20) et (2 1) peuvent donc être envisagées comme se
rapportant à quatre arguments = — j zt — • Il reste à trouver quatre
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lormules analogues. C'est ce que nous allons faire au moyen du théorème d'addition. Mais d'abord, par l'addition des demipériodes, nous pouvons vérifier la forme commune aux expressions de J3 et jd' pour tous ces arguments.
Soient a, p, y les nombres i, 2, 3 dans un ordre quelconque; posons
i*^ Si l'on prend
pu = e^— ibc,
a est un quart de période. Soit effectivement co^ la demi-période (pii correspond à e^, c'est-à-dire e-j, = jdw^. Nous avons (8)
P(« — Wa)— e'a= ' '- = rj— = ibc.
pu — e^ ibc
p{u — M.j) = pu.
Donc la somme ou la différence des deux arguments [u — oj^^), //, est une période. Ce ne peut être la différence; donc
lu — Wjj = iiniji — 1 m' oj',
jf = — — niui — m ^^y .
C'est ce qu'il fallait prouver.
2° Cherchons l'expression de p'ii. ?sous avons
pu — e-j_^=ibc, pu — 61^= c-^ ibc, pu — ey = — b-—ibc,
,1''-" = 4(P" — e'x)(p?i— e'^){pu — e^..)=—\b'^c'-{c-^ iby-,
p'u = =h 2 ibc{c -^ ib).
En remettant, dans ces formules, pour b, c, leurs expressions, nous voyons que les quarts de période sont caractérisés par les formules suivantes :
,p' -^ = '^ s/e-j.— er^ /c'a— e,. [y/fa— eo, -r- \/e^—e-.].
Dans ces formules, chaque radical est pris partout de la même manière. En variant les déterminations des deux radicaux, on obtient quatre couples de formules, quatre arguments différents :
ce sont les arguments dont les doubles reproduisent la demi-période ct»a, à des périodes près, par conséquent
to, — -f- oj , — -H eu -^- co
11 nous faut maintenant, parmi ces quatre arguments, chercher auquel se rapporte chacune des quatre déterminations de j) et p'. C'est ce que nous allons faire pour chacun des trois cas a=^ i, a = 3 , a = 2 .
Au cas a= I, nous avons déjà les formules (20). La seconde paire de formules sera
pu = Cl — /^i — e-2 s/e^ — e-ii p'« = 2(^1 — ^3)/^! — eo —2(^1 — e-o) s/e^ — e-i,
et il s'agit de savoir si u est égal à - -h co' ou bien à — ( -'- + to' j . Or
nous avons vu, dans ce Chapitre, qu'à un argument (w'-+- «), où (i est compris entre zéro et to, répond une valeur positive de p'. L'expression écrite ici pour y' u représente une quantité positive,
les deux radicaux étant pris positivement; donc i(= - — h w'-
Pour y. = 3, nous avons déjà les formules (21). La seconde paire de formules sera
J)(' = es-f- y/ei— <?3 s/e-i—e-i, pV = ^i(^e^ — e^)\Je.i—ez — lii^e^ — e^) \J e^— e^\
V est égal à l'un ou l'autre des arguments :2z {- — r- w j. Kous avons
^u que —r- est positii quand — -. — est compris entre zéro et — ;
donc ici V = r ^L>.
Il nous reste à examiner le groupe de formules ri'pondant à 7.^2. C'est pour ce but que nous allons appliquer le théorème général d'addition (I, 20).
Soient deux arguments ;/, r, moitié chacun d'une demi-période
diflerente,
pu ^ey,-^ibc, pc=<?^ + jca;
pu = iibc{c -\- ib), p\' = ■iica{a -+- ic).
r ornions d abord le rapport ■ = c.
p' u — p'v — 2 iciybc -r- ib- — a- — ica).
On a identiquement
(i -T- i) {bc -f- ib- — a- — ica) = ( a -{- ft -i- c) [c -f- i{b — a)\ — (a'^-f- b--\- c-), et, comme («-+ b--\- c-) est ici nul,
IC
p'ii — p V = — . (a -h b -\- c)[c -~ i{b — (7, )]
= (i -f- i) c{a -^ b -T- c) [c -~- i{b — «)]. D'autre part, nous avons
fiu — pi^ = e^ — es -I- ic{b — a) — c[c -\- i{b — a)]. Donc le rapport cherché a pour expression simple
^ = (l-f- j) (rt-4- 6-4- c).
Cherchons les fonctions p et p' pour l'argument a>= — (ii-{-i'). Nous aurons d'abord
p(v-^ pu-h-pv = l^^ = - (a -^ b -{- cy ^ i(ab -^ bc -\- ca),
p u -^ p V = eQ^-\- ei^ -h i{bc -^ ca) =^ — ey-h i{bc -i- cà), pw = Cy -i- iab.
D'après le théorème d'addition, le rapport ç reste inaltéré quand on permute u^ p, (v; d'autre part, jdw, pv^ pw se déduisent les uns des autres par permutation de «, b, c. Donc, sans recommencer le calcul de ^, on peut écrire immédiatement
p'w = liabl^b -f- j«).
Nous avons donc ce groupe remarquable de formules pour les fjuarts de période
pu z^ Crx^ ibc, pv = ep -f- ica, p w = Cy -4- lab ;
pu = 2 ibc (c -i- ib)^ p'v = a ica (a -i- ic ), p'w ^ iiab{ b -\- ia)\
i< -t- f -t- IV = o.
Par les changements des signes de /', a, b, c, ces formules conviennent à l'addition d'un quelconque des arguments -^ avec un
([iielconqne des arguments — ^ ou — ^ •
Soient a = I , [j = ■>., y = 3, et choisissons les racines carrées c/, 6, c ainsi :
a = sj e-i — c'3 , 6 = î V t-'i — Cil <^ = — V <^i — ^2 •
Nous aurons
pu = ei-\- ^ei — c's s/e^ — e^ ,
p'u = — %sJe\ — ^3 y/ei — e2(v/ei — e-^ -\- s/ei — e-y),
pw = ^3 — v/ei — ^3 \/e^_ — es ,
p'w = — 2^/^2 — 63 /ei — es (v/e, — es + /e, — es), et, par conséquent,
pt^ = ea— tv/e2 — «s v/^i — eo, ) co -î- w'
pV = — li^e-i — es y/ei — e^^yije^ — es — «V^i — ^a); ; ^
Comme to est réel et w' purement imaginaire, on n'aura qu'à changer, dans ces dernières formules, i en — i pour avoir les for-
mules convenant a 1 argument ; — • Le problème est entièrement résolu, et nous pouvons résumer la solution dans le tableau suivant, où tous les radicaux sont pris positivement :
p'- = — 2(ei— es) y/ei — e. — 2(ei— ej) /ci — es ; > ( - -i- w' j = <?i — v/ei — ea sje^ — e^ , (2''^ ^'1 = 2(ei — es) /ei — e, — 2(ei — ea) /ei — e» ; p — = es — /ea — es y/ei — es ,
p'— = — 2i(ei — es) /ea — es — 2j(^2 — es) v/ej — e
^(t~'~^'*) ~ ^^ + v/ea — es s/e^ — e^,
p'/ h w j = 2t(ei — es) s/e-i — e-i — liie^— e{) /ej— e»;
= Cï—i vea — es vei — ea,
2(ei — ea) sj e-i — es + liie^— es) /ei — e^:
to -f- fo'
to
to'
= eo -H J v/ea — es /ei — ea ,
= 2(ei — e2)/e2 — es — 2i(e2— es) /e, — Co.
Définition directe de pu.
Sans passer par rintermédialre de sn«^, on peut envisager j);f comme uniquement défini par la relation
(23) p'hi = ^p^u — s^opu — ^3 = 4(P« — ei)(P« — e2)(p«' — es),
de la manière suivante. Les coefficients î^-^i ^"3 étant réels et <?, désignant la plus grande racine réelle, envisageons l'intégrale définie
dont nous appelons pu la limite inférieure variable, et faisons décroître cette limite pu de H- oc à Ci. La fonction intégrée est toujours réelle et positive (le radical étant pris positivement), en sorte que u croit constamment. Appelons oj le maximum de u ou l'intégrale complète
=. r dy = r —
Je /4j'— ^2j — ^3 Je. 2/
dv
Delà sorte, pu se trouve être inversement une fonction réelle de u^ décroissant constamment de + 00 à e, et, par conséquent, dépourvue d'ambiguïté. Elle est définie pour toutes les valeurs de u comprises entre zéro et to.
En même temps, p'u se trouve aussi défini, comme égal au radical, pris iiégativetnent, puisque pu est une fonction déci'oissante.
Par ces définitions, Cx ==pt'3 est le minimum de pu et p'to est
nul. On reconnaît facilement aussi (p. 71) que ipu \ devient
nul avec ?/, a toutes ses dérivées finies pour ;/ = o et que les dérivées d'ordre impair sont nulles. On aura donc une fonction continue et restant finie de — to à -h eu, en convenant de prendre pour
{pu — -^ ] une fonction paire; par conséquent, on étend naturellement la définition de pu à lintervalle ( — (o, o>) par la convention
(25) p{—u)=pu,
(|ui entraîne celle-ci
De celle manière, à chaque couple de valeurs pu, p'u, où pu est supérieur à e, et p'u réel et quelconque, correspond un argument unique it, compris entre — w et h- m.
Pour prolonger maintenant la définition en dehors des limites ( — (0, -H w), observons les dérivées successives de pu, déduites de {'2?)). On a successivement
p"u =Gp2„_ 1 ^2^
p"'ll= I2piip'l(,
p''' Il = \2pu p"u -{- ]2p'~ a = io.iiop^ u — V ^2 pu — ,^s)j
11 est manifeste que les dérivées d'ordre pair sont des polynômes entiers en pu, tandis que les dérivées d'ordre imjiair sont de tels polynômes, multipliés j)av p'n. Comme p'o) est nul, il s'ensuit que les dérivées d'ordre impair sont toutes nulles pour u = oi. La continuité exige donc que l'on prolonge la définition en posant
(■27) p{(M-^ a) = p{lo — II.),
ce qui entraîne
(•iS) ji'(oj-+- h) = --ji'(co — ?<).
Ces deux relations, jointes à (ao) et (26), donnent la propriété
(•29) p{i>n(.o zt: u) =■ p II, p'('i/)i(.o ^ u) =^± p'u,
contenant à la fois les deux précédentes. Les fonctions p et p' se trouvent maintenant définies pour toutes les valeurs réelles de u; (.'Iles sont périodiques, leur période est 2co. Si, dans l'égalité (a/i), on fait
7^;^Y, ^2=;j.2G2, ^3=-;j.3G3, « = — : , pu= ixr(U), on obtient une égalité toute semblable
GoY-G,
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De là découle la propriété relative à riiomogénéité; car on a, en conséquence,
P(U)-]HU;G2,G
(3o) p{u;ff,,ff3) = [J-pliiVlJ-; ff' ^V
Ici intervient le théorème d'addition, dont nous donnerons tout à l'heure une démonstration directe et qu'on peut résumer en disant que p(u -f- c), p' ( u -f- '') s'expriment par une fonction rationnelle de pu, p'u, pi', p'v.
En même temps cjue pu = p{u; ^o? g'a), envisageons
pu = U{U\ g.2, —.^3),
Jonction qui n'a pas besoin d'être définie de nouveau. Elle ne diffère de la précédente que par le changement de g-^ en — ^3. Le seul effet de ce changement est de changer aussi les signes des trois racines e,, Co, ^3, qui deviennent ainsi — C), — Co, — 63. Si les trois racines sont réelles, alors la plus grande est maintenant — e 3, l'ordre primitif étant supposé Ci<ie.2<iG\- En conséquence, la demi-période de pu est définie, comme oj, par une intégrale étendue de — (^3 à -f- X . La désignant par -^j on aura
0/^ ç^- dy r^-
dy
v/(7 -T- C3 ) (JK ^ «2 ) (7 -^ ei )
La formule d'homogénéité (3o) conduit maintenant à prendre jiour définition de p{iu)^ avec u réel,
ji(m) :=— pu, p\iu)= i p'u:
puis, pour définition de p(rt-l- i'a), on adopte celle que donne le théorème d'addition^ et l'on démontre que les fonctions j3«, p'u, ainsi généralisées, jouissent de toutes les propriétés reconnues pour l'argument réel. C'est ce qui a été fait dans ce Chapitre.
On ne peut manquer d'observer que cette analyse résumée s'apj)lique parfaitement au cas où les trois racines g), eo, ^3 ne sont jilus réelles, mais une réelle et deux imaginaires conjuguées. La seule différence consiste en ce que, dans ce nouveau cas, le chan-
geinent du signe de g^ ne substitue plus — e^ à. et, mais substitue à l'unique racine réelle cette même racine changée de signe. Cette circonstance amène quelques différences de détails, qui seront examinées dans le Chapitre III; mais on voit, dès à présent, qu'il n'existe pas de différence essentielle entre les deux cas, celui où les trois racines sont réelles, le discriminant positif, cas envisagé jusqu'à présent; elle cas nouveau où deux racines sont imaginaires conjuguées, la troisième réelle, le discriminant négatif, cas qui fera l'objet spécial du Chapitre III.
Nouvelle démonstration du théorème d'addition.
La démonstration suivante, qui fournit immédiatement le théorème d'addition sous la forme simple et élégante (I, 25) déjà envisagée, est un cas particulier de celle que nous reproduirons au Chapitre VII pour le théorème d'Abel.
Soit à déterminer u par l'équation
apit -^b = p'u, où a et b sont des constantes données. Prenons pour inconnues (3i) ^ = pn, y = p'u.
Les équations du problème sont
(32) ax^h^y, y'- ^= ^x'^' ^ g-ix — g:i\ d'où résulte la résolvante en x
(33) ¥ {x) = ^x^ — gîx — gi— {ax -^ bf = 0,
qui a trois racines .Tq, Xi, x.y, à chacune desquelles correspond un seul argument, sauf des multiples des périodes ; soient Wq, Ui , u-i ces trois arguments. Chaque groupe (x^, j>, Ur) varie avec a et b et dépend de ces deux variables suivant les relations (3i), (Sa), (33), où il faut supposer chaque lettre .r, r, u munie de l'indice /■. Si l'on fait ainsi varier «, b, ^{oCr) sera identiquement nul et, oar suite, sa différentielle totale sera nulle aussi. De là provient l'équation
F'(Xr)dx,.-. ^—^da-^ r^-^rf6 = o.
da db
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Mettons pour les deux dernières dérivées leurs expressions explicites et remplaçons (aûTr-i- b) par jv, suivant (32) :
F' (x,.) dx,~ 'i.yr{x,. da 4- dh) = o, da -r- ™- r db.
D'après un théorème attribué à Euler, les deux sommes
F'{xo) F'{x,) F'{x,y F'(^oJ ■ F'(^i) ' F'(r,) sont nulles ('); donc on a
dxo dxi dxi _
ce qui, d'après (3i), se change en
dU(,-~ dui -^ dui = o,
i/o H- i<i -4- i<2 = const.
Il suffit, pour déterminer cette constante, de supposer a et A infiniment grands, leur rapport ayant une limite finie quelconque. Alors une racine puo devient infinie, les deux autres égales entre elles, et l'on a, sauf une période,
Ui, = o, «1 = — 11-2, i'u-r- Ui -7- 11-2 = une période.
Donc la somme des trois racines ii est égale à une période. De la relation (32), en y substituant successivement ?/o? «i- ft^i on lire ensuite les formules (I, 25), comme on l'a fait au Chapitre I.
Sur la liaison entre les invariants et le module.
Nous avons, au Chapitre I, exprimé les liaisons entre les invariants et le module par l'intermédiaire des racines <?,, e.2, 63. Il est
(') En effet,
ax -h '^ _ .a57„-l- p (XX, -h^ a.x.^-h<^
F{x) {x-x,)F'{x^) {x-x^)F'{x^) ■ {x — x,)F'{xJ Multipliant par x aux deux membres et supposant x infini, on a
_ax„-hf> aa?, -t-p ax.-h'^
intéressant de faire disparaître cet intermédiaire. Voici les relations obtenues :
Vhey = 'i — k'-, 3Xe2=2Â-2— I, 3X^3 = — (i — A-^); fr-2 = — 4(^1^2-^ e2<?3-T- «"3^1), g3 — [eie^ez. De là résultent ces expressions pour g^ et ^3
puis la suivante, indépendante de A,
C'est ici le lieu de faire connaître une propriété des deux polynômes formant les termes de cette fraction. On en peut former une combinaison linéaire qui soit un carré parfait, comme on le voit par l'identité
4(1 — /.-^ ^ k'*y—(\ — /r-y-(i — /.■2)2 (i — 2/.-2)2 = 27ÂH1 — /.-)-.
Pour vérifier cette identité, il suffit de remarquer que les deux membres sont, l'un et l'autre, des polynômes du quatrième degré en À"- (les termes en Â'- et A"^ disparaissant au |)remier membre), et que ces deux polynômes sont égaux entre eux pour cinq valeurs de A-, savoir o, i, — r, ^, 2.
Se rappelant la définition du discriminant A,
\ — .rî _ 5- rr2
on déduit de lidentilé ci-dessus les rapports égaux
Les rapports mutuels de g^, ^ij, A ne dépendent pas de À, mais seulement de A- : ce sont des invariants absolus. Pour voir comment ils varient avec A-, nous allons considérer leurs dérivées, dont les expressions sont fort remarquables. On va les trouver comme il suit.
Pour avoir plus de symétrie dans les calculs, prenons les trois polynômes
B == (y -r- x) {-iy — x) (y — 2x), C = xy(y — x),
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qui coïncident avec les trois polynômes (34) si l'on suppose )'= i , X = /."-. Ils donnent lieu à l'identité qu'on vient d'établir
Dénotons par les indices i et a les dérivées partielles de ces .polynùmes par rapport à x et r ; ainsi
dx ' dy ^ dx
En différentiant dans (35), on a
12A2 A) — 2BB] — 54 GC] = o, 12A2A2 — 2BB2 - 54 ce. = 0; d'où résulte
B,C.— ÇB, _ C1A2 — A1C2 _ AiBo — B,A, 12 A- — 2B — 54 c
Dans chacun de ces rapports, les deux ternies sont d'un nièuic degré, 4 pour le premier, 3 pour les deux autres. Les dénominateurs n'ont aucune racine commune ; donc ces rapports sont égau\ à une constante indépendante de ^, J', et il suffît de supposer, par exemple, x =:J', pour reconnaître que cette constante est égale à — I . Ainsi
(36) I GiAo — A,G2 = 2B, ( A1B2 — BiA2= 54 G.
A cause de l'homogénéité en x^y et des degrés de A, B, C, on a, en supposant maintenant j' = i,
A2H-Ai.r = 2A, B24-Bi.r = 3B, Co^Gi^r^SG.
Substituons dans les relations (36) et, au lieu de A,, 13,, C|, mettons A', B', G', dérivées prises par rapport à la variable unique x ; nous aurons ainsi
GB— BG' =— 4A2, 2AG' — 3GA'= 2B, 3BA'— 2AB'= 54 G et, par conséquent,
B\' 4A2 /A3Y_ 2A2B /B2Y_ 54 GR
GJ^--c^' rGV~""G^' Ia3;---â^-
Prenons, en particulier, la dernière de ces dérivées, d'où nous concluons
Par celte relation, il est aisé de voir comment varie, avec A-, le rapport ^- Les valeurs extrêmes de A- sont o et +i; à toutes
deux correspond, pour A, la valeur zéro, et, pour ^ , la valeur Tjy.
Quand A- varie de o à ;^, le second membre de (3-) est négatif; il est positif, au contraire, quand A- varie de ^ à i. Donc, A- croissant de o à i, le rapport -^-^ décroît de + i à o; puis, A- crois-
sant de V à I , ce même rapport croît de o à + i . Dans le premier intervalle, ^3 est positif; négatif dans le second. Si l'on suppose i^o invariable, ce qui est permis, on peut conclure ainsi : A- croissant
de o à T,, gz décroît de + i / i ^ j à o; puis. A- croissant de^ à i ,
0-3 décroît encore de o à — 4 / i^\ • En un mot, si g.^ reste fixe, ^^3 décroît constamment pendant que A- croît.
Variation des périodes avec les invariants ; rapport des périodes.
L'égalité
— -, = (In II,
du
où l'on remplace am« par cp et ànii par y/ 1 — A-sin-:p, donne
celle-ci
, do
du = ' •
y/i — k^ sin^cp
Quand u est réel et compris entre zéro et K, il en résulte
./ i/i — A'ï singea
et, si Ion prend la limite extrême de cette égalité,
do
sin^o
Telle est rexpression delà demi-période K par une intégrale définie. Comme A-sin--^ est positif, l'intégrale est supérieure à
c/'i ou - • Ainsi 0 ' ^
D'ailleurs K se rapproche d'autant plus de cette limite inférieure que A- est plus petit. D'autre ])art. l'intégrale
r"" _ do r'"- fH
n'a une valeur finie que si a n'atteint pas - ? et dépasse toute limite
quand a se rapproche de -• Donc K croît au delà de toute limite
aussi cjuand k se rapproche de l'unité. Ainsi, lorsque A" varie de
zéro à l'unité. K varie de -'- à ce .
La quantité analogue K'joue, par rapport à A', le même rôle que K par rapport à A; c'est donc l'intégrale définie
Puisque A' varie de i à o quand k varie de o à i , K' va de -7- «^ à -
en sens inverse de K. Le rapport -^ va donc en décroissant constamment de + X à o, tandis que A" croît de o à i. Il est égal à l'unité pour A- = A'- = t-
Les demi-périodes co et to' sont
w = Kl/A, -r = K v^ a; -^— = I— •
Nous venons de voir, dans le paragraphe précédent, que, si g^ reste fixe, ^3 décroît constamment quand A- va croissant; donc :
Si g 2 reste fixe, le rapport -A varie toujours dans le même sens que g^-
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Les valeurs extrêmes et la valeur moyenne de ce rapport sont
|pour ^3 = -H^(f)-\ ^= + -; (38) \ » ff.^o, ^=i;
Cas où iTs est nul.
Pour le cas particulier g.i = o, la valeur même de oj est remniquable. Elle est donnée par l'intégrale
où e, désigne la racine positive du dénominateur, e,=^S A'.-- Changeant de variable en posant;ri= e,^--, on obtient
dr
1 /- /" dx
L'intégrale définie que nous rencontrons ici a été calculée pour la première fois par Stirling; voici sa valeur numérique :
r^ dr A= / =1,3110^877714605987....
C'est une intégrale eulérienne de première espèce: changeant./'' en X, on a
4 r(fj
Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant devient nul (').
Nous nous servirons ici d'une proposition appartenant au Calcul intégral et dont la démonstration, extrêmement facile, n'a pas besoin d'être rapportée. Cette proposition concerne les inlé-
(') Ce paragi'aplic peut cire omis dans une élude sommaire.
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grales définies, clans lesquelles la fonclion inlrgrée dépend d'un paramètre variable, dont une valeur est considérée comme limite. Il consiste en ce que la limite de Vintégrale est égale à l'intégrale de la limite, pourvu que, dans tout le champ d'intégration, la fonction intégrée reste toujours finie quand le paramètre varie. Cette proposition s'applique même au cas où le champ d'intégration est infini, pourvu que l'intégrale ne cesse pas d'être finie.
Supposons que le discriminant A devienne nul ; une des racines e, ou e-i converge alors vers <?2 ; admettons que ce soit e,, cas dans lequel ^3 est négatif. Soient donc
e-i = — ia,
£ étant infiniment petit. Nous avons d'abord (p. 5-)
dy
changeant de variable et prenant j- — 2a = t-, il nous vient
dt
et, puisque la fonction intégrée reste finie quand s converge vers zéro, on a
dt TT
lim
Za-r- t-
La demi-période oj devient infinie, et nous allons en chercher une expression asymptotique. En même temps que
dy
considérons cette autre intégrale
v/ei-f-2aj '^ \\/{y — ei)
(7 — Ci)
Cette dernière se calcule aisément au moven de l'intégrale in-
définie,
'■* \/(7— ei)(7— e,;
/(7 — ei)(7 — ^2)
On a, par conséquent.
\ei
.\/ei
1\J Cy — ia
lo!r
Cette quanlllé o. comme on le voit, devient infinie pour s = o; mais la din'érence (w • — p) reste finie. Nous allons le reconnaître et en trouver la limite.
Réunissant sous un même si^ne d'intéirration les deux fonctions intégrées, nous avons
Je, ^ V\lKy — ey)(y — e,_)\\Jy — ia ^Je^ — ia) \/ey—ia Y mais la fonction qu'on intègre ici peut être écrite
•i-slei — ia\^y V y ^2 \J y — ia{>J y -r- aa — y/ei-r- aa) J
et l'on voit qu'elle reste finie, même à la limite inférieure J)' = C), quand c. et C) convergent fun vers l'autre; donc, encore ici, la limite de linté^rale est éçiale à rintéerrale de la limite, et nous avons
dy _
y ^ \ \/,y -^ "i-ci ^"ba J ys/'ia_
lim(a)-
Soit, pour un instant, b^ a: on a dr I
Ky — a-)\J y-r-ia
dt t- — 3a
= '_ lo^ (y/aa-T- b — ^1a? ,
\__ r'^ dy f i I \ _
los
En ajoutant membre à membre, nous concluons
j, "^ iy-^\\/y^^^T^ ~ 7^/ ~ tT^.I
= =^ loK i •
Supposons maintenant h ^= a, et concluons lini(w — p;
2 y/Srt
in
Nous avons trouvé pour p uae expression qui diffère de — -^z^^ log —
seulement par un infiniment petit ; donc enfin
I 0.4 a \ -== log — - =0.
Faisons disparaître de ces résultats a, s; mettons en leur place les invariants g-2i g'3 et, avec eux, l'invariant absolu
dont il sera plusieurs fois fait usage. D'après les expressions cidessus de Ci, eo, e-i, et celles de g-^, g's par les racines, nous avons
Cl- a r ; . *-
Nous pouvons, par conséquent, résumer nos résultats ainsi : Quand le discriminant devient nul et que gi est négatif, on a
\ lim V 12^0 — = -, (40) _^ __
( \\m\jj 11 g i i.0 — log(24 /3 J)J = o;
à quoi nous pouvons joindre, sous une autre forme,
1(1) (4[) lim v/3Je"" w' = _L..
Si maintenant nous voulons avoir les formules analogues pour
le cas où ^3 est positif, nous n'avons qu'à échanger to et -^; donc:
Quand le discriminant devient nul et que gs est positif, on a
^ = o, .•Ç':3 > o, J = -f- 00 ; i iim V i2^2 0j = -,
I lini[v'i2^2 -j —log (24 v/3l)] ^o; (43) lim/JJe ''^ = yï-
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H est facile de compléter ces résultats en concluant les analoii^ucs pour Ket K'. Dans le cas des formules (4o), nous savons que l'on a (p. 63)
-r = /àK', limK'= -; i 1
donc
D'autre part, d'après les égalités (34), nous avons à la limite, pour A' = o,
et, d'après oj = y/'''^' ^^^^ pouvons conclure ainsi : Lorsque k' tend vers zéro, on a
\ limK'= -, ) _-,«
1 J. le iv'
(4.i) : . ,. . lim^-lV-
/ lim(^K-Iog^,j=o (
De même, pour le cas des formules (42) Lorsque k tend vers zéro, on a
limK
/ lim Av'— lo-| I =0 ^ ''''
Dans le Chapitre VIIT, on retrouvera ces expressions as\mptotiques par d'autres movens.
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CHAPITRE m
DISCRIMINANTS NÉGATIFS.
Définition de pu pour un argument réel. — Homogénéité. — Limite de u'pu pour n = 0. — Addition des arguments. — Arguments purement imaginaire-. Arguments complexes. — Périodes. — Les trois demi-périodes. — Infinis de la fonction pu. — La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires. — Variation des périodes avec les invariants : rapport des périodes. — Cas où gj est nul. — Cas où g, est nul. — Lemme sur les expressions asyniptotiques de certaines intégrales définies. — Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant devient nul. — Dégénérescence de pu.
Définition de pu pour un argument réel.
On a déjà vu dune manière sommaire, au Cliap. II (^Définilion directe de pu) comment s'introduit la fonction pu quand le discriminant est négatif. Nous allons reprendre cette définition, montrer rapidement comment les propositions déjà connues s'appliquent à ce nouveau cas et insister seulement sur les différences qui s'y rencontrent.
Soit
(0 /(7)= 47^-^2j — ^3=4(7 — ei)(r—^2)(7 — e3)
un polynôme ayant deux racines imaginaires conjuguées e|, eet ufie racine réelle eo. Cette circonstance est caractérisée par la condition que le discriminant doit être négatif.
L'intégrale définie (2)
dy
u -= f -^^— • Jpu v//(7)
oià le radical est pris positivement et où la limite inférieure varie entre -h co et èo, croît quand pu décroît. Soit too l'intégrale complète
(3) .0== Tt^;
parle moyen de l'égalité ( 2), la fonclion pu se trouve définie sans aucune ambiguïté pour toutes les valeurs de a dans l'intervalle (o, too). En même temps p' u est défini comme égal au radical /?rw négativement, puisque pu est une fonclion décroissante.
Nous étendons maintenant la définition à toutes les valeurs réelles de u au moyen des relations
p{ — u) — ]Mi^ ]:)( U ■- iMi') —- ]i n .
entraînant celles-ci
ji'( — Il ) - — p' Il 1 p' {il — 20)2) =^ ]'"
et se résumant ensemble par les égalités
(4) }^{imM.2±: u) ^= ]->ii, p'(2/?itOor^ k) =i=p'h.
Les fonctions pu et p' u sont continues, on l'établit coûime il a été dit au Chap. II. Elles deviennent infinies quand u est un multiple, positif ou négatif, de ato,. La première pu est toujours supérieure à e^, qui est son minimum, et Ion a
(5) pW2:^<?2, p't02 = o;
la seconde jj'w prend toutes les valeurs réelles et change de signe en passant par zéro ou par l'infini, quand u passe par une valeur multiple de Wo, multiple impair dans le premier cas, pair dans le second.
On conviendra de distinguer les deux racines imaginaires def{y), en prenant pour e, celle dont la partie imaginaire est positive. Soient
^1 = — a -^ i ^, ez = — 7. — i'^j, <'2 = 2 X ; p > o.
Les relations entre g.2-, gi et les racines sont les suivantes
*2 — — MeiCi-h 63^2-^ e^e^) = 4(3a-— 3-),
te l'on voit que g-i a le même signe que e^.
Homogénéité.
La définition (2) rend évidente, comme il a été expliqué au Chap. II, la relation (II, 3o)
(7) j>("; ffi^gi) = !-^r (^"Vi^; '% ^^y
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Limite de n-pu pour ii =o.
D'après la définition (2), si pu est infiniment grand, la partie principale de u est
dy _ I
v/47^ ^pu
Donc on a
Uni. u- p it ^ i , pour u — o.
La partie principale de |)w étant —, celle de li'west — — j et l'on i I 1 <i ni il ni
a en même temps
liiii »3 j)';^ -- — 2_
Addition des arguments.
La démonstration directe, donnée an Ciiap. II, s'applique ici sans modllication. Nous en ajouterons cependant une autre comme il suit.
Soit
Il a été prouvé, au cas du discriminant positif, que cette combinaison F est égale à pi^u -v- r). On a donc, pour ce cas,
dV d^ . /-T, — —
Cette relation n'est pas une identité par elle-même, mais seulement en vertu des deux égalités
p'^u- !^p^u— g.pu—gi,
Comme ces égalités (10) ont lieu aussi pour les fonctions qu'on vient de définir au cas du discriminant négatif, les relations (9) ne cessent pas d'être exactes.
Comme F, -— 5 y- sont réels, il suit de (9) que le radical est réel
aussi. Donc F et le radical, pris avec le signe dont il est alTccté dans (9), sont égaux respectivement à j)U et p'U, U étant un cer-
lain argument dépendant de u et de r. Sa liaison avec u, v est exprimée par (9), sous forme d'équation différentielle, ainsi
-— = -— ^ n'L -T- = jd'U --- = p U, du dv ^ du '' Jp ' '
cm _ '^u _ _
du ' ôv '
donc U = « -^ (' -r- const. Si l'on donne à F la forme (I, 23)
u ( p M ,p r - I ffi ) ( p U-^ pv) — ,^:j p' ?/ p' t'
en voit, pour r = o, F se réduire à pu. Ceci résulte de ce qui a été établi au paragraphe précédent. On a donc simplement
C'est ce qu'il fallait prouver.
Arguments purement imaginaires.
En même temps que
pu^ p{u;g,, ff^), considérons
(ta) pu^p{u\g,, — g^),
qui a même définition que pu, et en diffère seulement par le signe de g^^ sans influence sur le signe du discriminant. La
demi-période de pu sera désignée par -^ , en sorte que to'., sera
une quantité purement imaginaire; sa définition sera
/i( j) ■" 4r' - gî}' -^ gi- 4 ( 7 -■- ^1 ) ( J -^ ei){y -^ e^),
On passe de {g-2-, gi) ^ {g-i-, — g-i)^ en changeant les signes des trois racines. Pour conserver la convention relative au signe de la partie imaginaire dans C) , il faudra, comme dans le cas où le discri-
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minant est positif, changerai, Co, e-^ respectivement, et dans cet ordre, en — 63, — e^-, — Cj.
D'après la formule d'homogénéité ('-), nous prenons comme définition de p(iu), avec «réel, la relation
(i4) p{iii)=-- — pu,
qui entraîne cette autre
(i5) P'("0 = ip'ii-
On démontrera, exactement comme au Chap. II, que, pour un argument purement imaginaire, les fonctions ainsi définies vérifient les diverses relations établies juscju'à présent pour un argument réel.
La fonction p(iii)^ où u est réel, est elle-même réelle et comprise entre e.2 cl — oc ; Co est son maximum et l'on a
(16) p(xi'.^^e.2, p'w
La fonction p'(iii) est purer rir toutes les valeurs réelles
T r • // • \ • • • W (iu)
La fonction j) {lu) est purement imaginaire, et ' — : — peut acque-
Arguments complexes.
La définition de pu, pour u -— a 4- i a, se fait exactement comme au Chapitre II, par la formule d'addition, et l'on prouve que : 1° pu a une dérivée p' u satisfaisant à la relation
(17) p'^ii=4p^n - ff-ipii — bs;
2" ces fonctions vérifient les formules d'addition, et aussi 3" les formules d'homogénéité.
Périodes.
Nous voici maintenant au point où apparaît une dilTérence entre les deux cas distingués par le signe du discriminant. Les deux demi-périodes 0)2 et m[, correspondent, d'après (5) et (16), à une même valeur pour p; on a
Par le même calcul qu'au Cliapilre II [Addition des demi-périodes)^ on a
(e.2— Ci)(e,— €3)
P « — e, p( u — C02) —piif — Wj).
Changeons dans cette dernière relation u en (« — oj'^), ou en [u -T- to', ), et nous aurons
P(m-t- 0)2— W'j) = p(îf — 2W', ) — pîf.
Il n'existe donc pas seulement les périodes awîcoo -^ 2/?2'to'^, mais encore (2/71 -^ i)too — [im' -- i) <-<)'.,■ Considérons les trois demi-périodes
w T — to '., CO 1 ^- U) ',
(18) OJj = -^ =, Wo, W3 = — : =,
dont les deux extrêmes sont imaginaires conjuguées; nous allons montrer qu'elles correspondent à e, , Co, e^, exactement comme, dans le cas du discriminant .'positif, cela avait lieu pour w, 10" = oj — oj' et to'.
Les trois demi -périodes.
Soit posé, comme au Chapitre II (Quarts de périodes) e'\ — e- — a-, e — e^ ~ b-. e-j_ — eq — c^, et prenons a =^2, (i =^ 3, y — - i, par conséquent, 6- — — (^2— e,), c-=e2 — «"3- Nous avons déjà emplové la notation
«1 — — a -:- f ^, ej — — a — f\3, e, = 2 a, ,3 > o. Choisissons
(19) /c-o— 6'3 — y/ja-r- ip -^/? --igr; /? > O, 5- > O,
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par la condilion que la partie réelle soit positive. En élevant au
carré, on a
3 a - - /■ 3 — /?- — 7- -r- ?. ipq ,
et, puisque j^ est positif, ^ a le même signe cpie p. C'est ce que nous venons de mettre en évidence dans (19)-
Achevons maintenant de fixer h et c, en prenant
c^p-^iq, b ^ liip — iq), z — ^i.
Soit maintenant
pi< = ^2 -^ if^c — e^ — z(p'--^ q- ).
On voit que pu est réel. Sis^^ — i? J^" e^t supérieur à e-j] il y a donc des arguments réels u. Soit un de ces arguments; il donne lieu, comme on l'a vu au Chapitre II, et comme on le retrouve immédiatement, à l'égalité
d'où résulte que — est une des valeurs de 1/ : donc
(20) ^^ ~i ^ Ci-^p'^-^q^-.
Soit maintenant î ^— - i ; p;^ est moindre que e,] il y correspond un argument purement imaginaire, et l'on a de même la conséquence
('il) p-^ = e-2—p--~q-.
En répétant le calcul fait au Chapitre II, on a en même temps
ziz p'u = iibc{c -■-- ib) = r- '-*£(/'"' -^ 7') [/> -^' i-q — '-{p — '^)],
quantité réelle ou purement imaginaire, comme il convient, suivant que t ■= — I ou J- t .
Q, I . . .1 , , , , (Oo . I / (0.)
uant au signe a choisir, u resuite de ce que j3 -^ et -p ^^
doivent être négatifs. On a donc
De là résulte
'^r ^ — 2(/? — Z5') = — av^U'i— eij-
Et, d'après le théorème d'addition,
]> -^ — Il — " \ w.^^ w, • • • ■ ' ■
= — ie-> — €-2 — 6'i = — {e^-T- Cl) = 63. Ainsi, suivant la notation (18 ), nous trouvons
(24) PW3=e3,
et pour les quantités conjuguées, sans qu'il soit besoin de recommencer le calcul,
(25) ptO, = 6'i.
Infinis de la fonction pu.
En supposant ii -- a -r i'J-, on a, d'a])rès la formule d'addition qui sert de définition,
lipa p i-i. — I .^2^ (,P« '^ ,Pi'^> — .s") — ,p'« ,p'f^ '''"" -^APO^ — pi^)'
Les quantités jjrt, p/a, p'rt sont réelles, j^'/a est purement imaginaire. Comme a est réel, jd« est supérieur à e^, et p^x, de même, est inférieur à eo.
Dans le cas du discriminant positif, on a vu, par l'emploi de la môme formule, que ytu est infini dans le cas seulement où jDrt et J3fa sont infinis tous deux. Ici encore J3« est infini dans ce cas, et l'on a ainsi des infinis de la forme
u —- im C02 -t- 2 m co 2 .
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Mais, maintenant, il y en a d'autres. En effet, dans le cas du discriminant positif, jjrt avait e, pour limite inférieure, p^a avait e-^, pour limite supérieure; ces deux limites étaient séparées par un intervalle infranchissable, en sorte que pa — p^'a ne pouvait être nul. I-ci, au contraire, les limites, inférieure pour j)«, supérieure pour pi'a, coïncident. Donc jd?< est infini encore dans le cas
Alors par suite.
u = (2/« — i)w2 -r- {ini -- i)a)',.
Donc les injinis de pu sont
u = /« wi — ni co.
OU m ET m' soisT de .même parité; ceci, par l'introduction de co, cl 0J3, peut s'écrire
et l'analogie avec le cas du discriminant positif est ainsi rétablie.
On déduit de là, comme pour le cas précédent, que les valeurs
de u satisfaisant à l' équation pu^^pv sont toutes comprises
dans la forme
Il ^^ — V -r ami wj-f- 2/??3 0j3.
Il a été prouvé, dans un précédent paragraphe de ce Chapitre, que u-pu a l'unité pour limite quand pu converge vers zéro par des valeurs réelles. On peut vérifier qu'il en est de même quand u converge vers zéro par des valeurs quelconques. A cet effet, prenons la formule d'addition sous la forme (I, 23)
Il ( « — t' ) =^ ■ — --^ — ' i ,
et supposons u =^ v -^ z^ z étant infiniment petit. La partie principale du numérateur est
4 (p- '■ — i ^2 )P t' — ^3 -r- p'2 V = ip'-^V,
et celle du dénominateur est 23- p'-r. La partie principale du second membre est ainsi —■, et l'on a bien
lim(jî2p-)„o = 1.
On en conclut immédiatement aussi
(26) lim(z< -- 2W1OJ1 — 2/7230)3)2 p;/ = I, pour u ^ 2 7?ii Wj — 2m3 0j3.
La fonction pu passe par toutes les valeurs réelles ou imaginaires.
Cette proposition s'établit ici par la même analyse exactement que dans le cas où le discriminant est positif (Chap. II, p. ^i). La conclusion résulte de ce que la résolvante en ^ a des racines réelles.
Il y a cependant une légère modification dans la remarque placée (p. 42) à la suite de la solution. La résolvante n'a plus ses quatre racines réelles, mais deux réelles et deux imaginaires conjuguées. Ces racines correspondent aux quatre couples d'arguments
a = a — ojj,
On se rendra parfaitement compte de ces circonstances si l'on observe ce fait : en considérant a, b, A, B, A', B' comme des quantités quelconques, réelles ou imaginaires, on obtient par l'analyse employée (p. 40 la solution du problème suivant : Elaiit donnés
ik = p (a -^ b) — p (a — b), 21B ~ p (^a -i- b) — p (a — b), ■2A' = p'(a-^b) — p'{a — b), 'j. iB' = p' {a ^ b) — p'((t — b),
trouver pa, p'a, pb^ p'b. Ce problème n'est autre que celui de la division de l'argument par 2, posé d'une manière particulière. Le degré de la résolvante sera expliqué Chap. IV.
Variation des périodes avec les invariants. Rapport des périodes ( ' ).
La demi-période réelle lOo et la demi-période purement imaginaire (o!, ont pour définition les deux intégrales
gtx — g^
Sz
(') Ce paragraphe cl les suivants pcuvcnl être omis dans une élude sommaire.
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Si, dans la seconde, on change x en ( x — aco), on obtient cette expression
Pour reconnaître celte forme du polvnùme sous le radical, on n'a qu'à tenir compte de la relation 4 e\ — 02 ^2 — ^3=0; car on a identiquement
\{x — le^f — gi{x — le^) -r- gi
= 4a;5 — ^2^7 — ^3— 2462(^ — ^2)- — 2(4^2 — ft^eo — ^3)-
Des expressions (27) et (28) résulte immédiatement la conséquence suivante : le rapport -^ est supérieur, égal ou inférieur à
l'unité suivant que e-^ est positif, nul ou négatif, suivant aussi, en d'autres termes, que g-^ est positif, nul ou négatif.
Voici encore une autre conséquence immédiate. Supposons d'abord e-^~^-> o, et admettons que le discriminant, toujours négatif, converge vers zéro. Les deux racines conjuguées e, et e^
convergent vers — — • Comme cette quantité, d'après l'hypothèse
go > o, est en dehors des limi tes Co et ^- x , ojo conserve une valeur finie. Mais les racines — <?i et — e^ du polynôme soumis au radi-
cal dans la première expression de -^ convergent vers — ? qui est dans les limites de l'intégration; par suite, — devient infini.
Les mêmes faits se passent en ordre inverse quand Co est négatif. Donc :
1° Quand gi est positif et que -^'^ décroît de -;- 1 à — 00 ,
^-^ varie de - ce a — i, sans que nous sachions encore si cette ia)2
variation a lieu par continuel décroissement ;
2" Quand g^ est négatif et que — ^ décroît de -i- i à — oc ,
r^ varie de zéro à -hi, sans que nous sachions non plus si cette
variation a lieu par accroissement continuel.
Pour faire disparaître cette lacune, mettons en é\idence la racine
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<?2, en écrivant
4 x^ — gox — g-i = \{x — e',)[x-^ e:>x ^ ~
Changeons maintenant, dans (ay) et (28), x en e-iX^ eV faisons la supposition eo^ o- Nous aurons alors
/— /^* dx
/ — LU., / dr
/ ^:r (^2 _i)^_ÇL(^_i)_ 6(^-1)2 Soient — ~ — i^ les deux racines imaginaires e,, Cn. On a
La quantité ■— peut donc prendre toutes les valeurs depuis \
jusqu'à + ce . Quand elle croît ainsi, les deux intégrales définies décroissent toutes deux; mais le décroissement relatif est moindre
pour la première que pour la seconde, en sorte que ^-^ décroît.
Pour prouver ce fait important, faisons, dans les dernières intégrales, le changement de variable
La substitution directe donne pour résultat
/- V — r"" do
do
') — 3v/2 + Y-t-[2(2-i-Y) + 3v/2-t-Y]cos2cp La première peut s'écrire
/- 2 r~- do
Va-HYc/o /i — /m- sin2(f
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on a posé
, _ -yA-y. — y) — 3 y/a — Y
Cette quantité est plus petite que l'unité, comme il résulte des données d'après lesquelles le radical ne peut jamais devenir imaginaire pour des valeurs réelles de '^. On le vérifie d'ailleurs; car la condition /.-^ << I donne justement ■; >|- • Elle est aussi positive.
Quant à la seconde intégrale, elle s'écrit de même
* V2-HYt/o V I — /ti-sin2-^
on a posé
Par cette transformation, le rapport -t-^ apparaît comme coïn-
cidant avec le rapport ^^-^ des périodes au cas du discriminant positif, avec un module A,, dont le carré k'^ varie de o à ^ quand v croît de l" à + X . D'ailleurs k-\ est toujours croissant avec v.
Dans la forme précédente, on voyait que y^coo et sje-i ~ décroissent quand y croît; dans la forme actuelle on voit que yeo V 2 -i- Y too croit avec y, mais que \/e-2, y 2 -p v -^ décroît. 11 en résulte clairement que ^-^ décroît quand v croît.
D'après l'égalité
4e5 — giC-i — g3=^ o,
on peut écrire
La fonction r-^ décroît continuellement de ^ à — ao , quand
z croît de V à -f- x . Donc ' "'., décroît constamment de -f- i à
, quaau que :
— oc , quand -^ croît à partir de {. Nous savons donc maintenant
g3 étant- positif et ■ '_ '., décroissant de + i a — x , - -- cie-
Q,y f, J lOJ-2
crott constamment de -^--jz à h- i ( ' ).
Comme 11 suffît de changer 0-3 en — ^3 pour échanger coo et
-^j nous pouvons ajouter que
lecrvissuni ue -t- 1 a — :/: , constamment de zéro à — i
0-3 étant négatif et ^ % décroissant de -t- i à — x , ^ c/-o<< "^1 Sî '■^2
Cas où ^'2 est nul.
Il existe ici un cas particulier fort remarquable qui ne se présentait pas pour un discriminant positif; c'est le cas g2 = o, impossible dans l'hypothèse gt — 2- 0-3 >> o. Les formules précédentes exigeraient des transformations pour faire reconnaître la valeur simple du rapport des périodes en ce cas. Mais on y parvient tout naturellement ainsi :
Dans la formule d'homogénéité
pl^; i-^V2, [j-'^^aj; = ;-^' p("; ^2, ^3),
supposons g2= o, et prenons alors pour [j. une racine cubique de l'unité. Soient
les racines cubiques de l'unité; faisons [j.= a-, il vient, pour ^2=0,
(') On peut éviter le calcul qui précède en se réféi-ant à l'égalité
dg^ 2 o)|
qui se trouvera démontrée au Chapitre IX. Ici A est le discriminant négatif
^ — g\ — 27^3. Il résulte de celte égalité, g^ étant positif et supposé constant, /
Uo . ...
que la dérivée du rapport -r-=- » par rapport a g.^, est positive; donc ce rapport est
croissant avec g^, g^ restant constant et positif. C'est ce qu'on vient de prouver par un calcul direct.
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sans changement dans les invariants. Il suit de là que, si 2Û) est une période quelconque, 2aw en est une aussi. Pour préciser davantage, observons que e,, e^ reproduisent <?2 multiplié par a et a2.
Nous avons distingué e, comme ayant sa partie réelle positive; donc, si e-2 est positif, nous aurons
«1 = ae2, 63 = a^gj.
Prenons ce cas, et faisons u == 0^2! il en résulte
p(aco.2) = ae.2 ou p(aco2) = Cj = p(wi).
Par conséquent, m et m' étant deux entiers de la même parité.
W9 — oj, , / , ./3\ , ,
Si le signe -^ convient, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires, nous aurons
D'après la première égalité, m est l'unité, m' est donc impair, et
ioj2 ^n — i
Mais ce rapport est supérieur à l'unité, on l'a prouvé dans le paragraphe précédent; il ne peut donc être égal qu'à y^. Si le signe — convient, on a m = o, et
( 7n -^ ^ ) w, = Wo
avec /?i' pair. Là encore la conséquence est la même. Donc, pour ^2 = 0 et o'3>o,
tW2
L'inversion de C1J2 et ~ correspondant au changement du signe de ^3, on a aussi pour go = o, ^3 -< o,
to'2 _ î
ÏMz ~ y/3
En joignant ces résultats aux précédents, nous pouvons conclure ce qui suit :
g3>0, gi>0,
ltx)2
gZ>0, g2=0,
iOJ2
g3<0, gï=0, -^ = _;
gz<0, g2>0,
Cas où g3 est nul.
iOJa y/
En ce cas, on a
Ja \/^J^—gi
et il faut observer que go est négatif comme le discriminant, qui se réduit à gl.
En mettant dans l'intégrale, au lieu de j',
on obtient
7 = W—gi/i, a/âv^— 02^2=/ , r*
Suivant les notations des intégrales eulériennes, l'intégrale au second membre est
Cette dernière transformation fait apparaître la transcendante numérique A, trouvée au Chapitre II (Cas où ^3 est nul),
Je * d.r ' ==1,3110287771..
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On a ainsi, dans ce cas particulier,
Lemme sur les expressions asymptotiques de certaines intégrales définies.
Soit à trouver, pour s infiniment petit, une expression asymptotique de l'intégrale
\/{r-ar--^z-^
où l'on suppose que a soit entre B et C, et que '}(«), '^i (/(-) aient des valeurs finies. Partageons \ en deux intégrales U et U', ayant pour étendue : la première^ Tintervalle (B, «); la seconde, l'intervalle (a, C). De plus, pour pouvoir même supposer B ou C infinis, partageons encore U en deux autres Uj, U2 dans les intervalles (B, b) et [b, a)\ et U' en deux autres \]\ et U'j dans les intervalles (a, c) et(c, C). Nous allons d'abord trouver une expression asymptotique de
'Ifiy) dy
Considérons l'intécrrale
'bia)dy
-^(a)loj
Dans la différence
J, s/{y-af-^z^
la fonction intégrée ne devient pas infinie quand e est infiniment petit. Donc la limite de l'intégrale est égale à l'intégrale de la limite, c'est-à-dire
e = o Jf, a— y
On remarquera qu'il faut mettre effectivement (« — j') c. non (jK — Cl) pour la limite de \^(y — «)- -+- 1- , puisque ce radical est pris positivement et que,/, dans l'intégrale, est moindre que a.
Cette dernière intégrale peut être considérée comme la limite de
quand a tend vers «5 précisons davantage en supposant encore a ■< «. D'ailleurs
r^<\i(a)dx a — a
donc
e = 0 a-~a\_J^ Cl— y \
Substituons à a son expression finie et faisons passer le terme (];(a)log(« — Z>) au premier membre; observons, en outre, l'égalité suivante, où z est supposé infiniment petit :
_4,(a)log- ' +4>(a)log(a-6)
v/(.a — bf— t^ — {a — b)
= -(];(a)log A=F ^ ;-! =~'^(^)'°StT2*
Nous pouvons maintenant conclure limrU2-'|^(«)log^l =lim r llïi^li^ +,!;(«) log(a- a), a < a.
D'ailleurs l'intégrale U( , prise dans un intervalle qui ne contient pas «, converge, pour £ =: o, vers l'intégrale de la limite, c'està-dire vers
Jii a-y ' Donc, en ajoutant U( elUj, on a
lim [u - •}(«) log ^1 = lim [ r ^p^ + ^(a) log(a- a)l , a < a;
^^ r" jAy)dy
Jb ^{y-ay-r^t
Pour l'intégrale U', prise dans l'intervalle («, G), le calcul est
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analogue. Nous prenons à la fois
ii( y) dv
'l(a) dy
'a s/iy — af — t'^ Par la même raison que précédemment
lim(U,— «)= / ' -^ '— — dy = hm 1 ^^ ■ dy; (a > a).
£ = 0' ' J„ y -a ■" rj.=,aj.j_. y -a
r''i>{a)dy ,, ,, a' — a
Ja- 7 — « ° c — a
limfu;-6(a)los-) := lim f iiZ}_^ ^ .^(a) log(a'- «) , £=oV ' ' "-/ a'=n[^J.^. y — a J
lim(U' — 6(a) log j j = lim / '^ -^ "^ -4- 'I/(a) log(a' — q) ,
En ajoutant maintenant U et U', nous avons le résultat cherché
limfv — -i.(a)log4 ) = lim T ^^^^^^^^' — d/(a) logCa — a; (a<a),
^ lim f iiZlil!.' ^ ^ (a) log( a' — a )(' a' > a).
OL=alJ^. y — a ' ° J
C'est en quoi consiste le lemme que nous avions en vue d'établir. Appliquons ce résultat en supposant
^(7)- Nous aurons ~ <l'(r)dy
Vr-^
« > o, B= — 2a, G=-i-oo.
r'^iy)dy ^ r^ dy
Jn ^ y J-2a'^^a — y ) s/ y -ri. a
I i^Za — \'ia — -J.}' lo " :
r^Jll^_ ^ ^(a)log(a- aj = -L^ log(/3a - /Ï^TTi;)^
Cette quantité, pour a ^ «, prend la valeur — =\ogi2a. Nous avons de même
"'^/iTTT^' ^^ — 3 « 2 v/3 rt " a' — a
t/ Q^' «/ 2 y j CT
dont la limite est aussi — - — log 12a. Le résultat est donc
Expressions asymptotiques des périodes quand le discriminant
devient nul.
Revenons maintenant aux périodes de la fonction elliptique. Supposons ^2 >> o et ei, e^ convergeant l'un vers l'autre; en prenant e-i = 2a, e, = — a + ie, 63 = — a — it, l'intégrale précé-
dente n est autre que -^ ^ et nous avons
hm -T= -= log 1 = o.
£ = ol_ i 2/3a V £ / _
En même temps, on a
Iimaj9= / . — / ô = — —=•
Exprimons ces résultats par les invariants
ffi = — ^(eiCi -+- e^ez-i- 6-263) = 4(3a2— £2),
n-3 9— rrî . 96 "i't fl't cl
^=T=-S' (l)'^-^^' lim2/3^ = V2/34=^^^2=v/(i^i7.
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Voici maintenant la conclusion :
Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que g^ est positif, on a
lim V'12^2'^2 = ~) ( 3o) / lim \/i2ff2 ~ — log(— 12 J . = o,
. — ■îî-^ I
hmJe "^-=— z:r^'
Puis, changeantes en — «3 avec échange de 102 et -^ :
Quand le discriminant négatif tend vers zéro et que gs est négatif, on a
A = o, ^3 < o, J=— 3c, y\ig.i = \f^\l—g^,
Il m V' 12^'2 — r- — ~,
\ lim Lv i2^''2 «2 — log^V 12 J ) J = 0,
I , . , - ■ît — r' I
Dans ces formules, gi est positif, puisque g\ — '^'j g\ est nul; la racine v'12 «o est réelle et positive.
Dégénérescence de pi<.
Cet examendes valeurs limites pour les périodes doit être complété par celui de la valeur limite pour la fonction -pu.
En supposant, comme précédemment, que e^ et e^ convergent vers — «, eo vers 2« >> o, la définition
cly u
donne, à la limite,
dy u
Prenant une nouvelle variable d'intégration ^, posons
y — 2a — ^az-, pu — 20 = 3a Z2;
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nous aurons
u^'ia= I — 2~^^ = arc cot Z,
Cet arc est compris entre o et - si, comme on le suppose dans
la définition par l'intégrale, pu est supérieur à eo et le radical positif. Nous avons donc
pu — 2a = 3a cot- u y 3 a ou encore
3 Cl
siii- u \l'ia
Mettant ce résultat et les précédents sous une forme analogue à celle qui a été employée (Chap. I) pour le cas du discriminant positif, nous avons
«1 = ^3 = — a, e2 = 2a, g^^iia"-, g^ = %a^\
A = ^1 — 27^1=0, ei = ^3= — 1^2 = - ^^;
3,^3 9.^3 I /aOJoV 2 0-
formules de tout point semblables à celles du Chapitre I, oii le discriminant tendait vers zéro par des valeurs positives. A cause de ce fait, il est évident que les formules du même Chapitre, relatives au cas g-i << o, s'appliquent encore ici, sauf échange de 62 et 63.
CHAPITRE lY
PROPRIÉTÉS CO^rMU^ES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES, QUEL QUE SOIT LE SIGNE DU DISCRIMINANT. — MULTIPLICATION. — INVERSION.
Développement de pu suivant les puissances ascendantes de u. — Remarque sur la notation des périodes. — Multiplication de l'argument : multiplication par 2.
— Multiplication par 3. — Multiplication par un nombre entier quelconque. — Calcul delà fonction •y„(u). — La fonction y„ : son calcul par une formule récurrente. — Cas où n est un nombre composé. — Théorème sur la fonction y^.
— Sur les racines de la fonction p"u. — Racines de p" u quand le discriminant est positif. — Racines de p"u quand le discriminant est négatif. — Sur l'équation p' u — c. — Sur une transformation de la quantité — Autre
pu — pv
transformation de ■ • — Inversion des intégrales elliptiques. — Racines
pu — pv
de léquation du quatrième degré. — Caractères de réalité des racines. — Distinction des racines par ordre de grandeur. — Variation simultanée de la variable X et de l'argument u. — Cas où quatre racines sont réelles. — Cas où les quatre racines sont imaginaires. — Cas où deux racines sont réelles et deux imaginaires. — Inversion en quantités réelles. — Autre forme de l'inversion. — Cas où le polynôme est du troisième degré.
Développement de pu suivant les puissances ascendantes de u.
Ce développement ne peut pas être obtenu par la série de Maclaurin, puisque pu est infini pour u =^ o. Nous avons vu, dans le Chapitre précédent {Infinis de pu), tin moyen de trouver le premier terme de ce développement. II consistait à emplover la formule daddition, exprimer p{u — v) par pu et jjc, à supposer dans cette formule u^=^ v -:- z, eik développer, au second membre, le numérateur et le dénominateur suivant les puissances croissantes de z par la formule de Tavlor. On s'est borné au premier terme, mais il est clair que cette méthode permettrait de trouver autant de termes qu'on voudrait. Les calculs seraient fort laborieux.
Cet aperçu montre toutefois qu'il existe, pour p?/, un développement suivant les puissances de u, à exposants entiers et crois-
sants, dont le premier est — 2. Soit (à cause de la parité de pu)
(1) p j^ — _i- Cl — Ci U- — C3U* — . . . — c. m2)-2 _ . . .
ce développement; cherchons les coefficients, par voie de récurrence, en nous fondant sur la propriété
(2) p"'u = \ipu]i'u.
Il résulte de là
p' U — j -f- 2C2M — 4C3M5 _!-...— (aX 2)C- j<->--3-4-. . .,
p" u = — r — 2C2 — iiczu-—...^{i\ — 2) (2). — 3)c- Ji-^-*— . . -,
p"'u =— ^ — 24C3M ^...— (,2X — 2)(2X — 3)(2). — 4)Cj ii2)>-S_...,
Substituons dans l'égalité envisagée, et égalons terme à terme, dans p'" u et dans ^'2. pu p' u, les coefficients des puissances semblables de u. Les termes en -^ ont même coefficient. L'absence du terme en — dans p" u exige que Ton ait C) = o. Cela étant, le terme
en — manque dans 12 pu p'uj quelque soit Co, et enfin les termes
en u sont égaux quel que soit C3.
On trouve ensuite une formule récurrente entre les coefficients successifs : le terme en u-'^^ a pour coefficient, dansjD'";^,
et, dans 12 pu p' u, 2i[{l — i)cy^^{l — 3)c2c^_,-^(X — {)c3c-_3^ . . . ^ Vî^s — c^J
= 24 (). — 2) C- -r- 12 (X — 2)(C2 Cy_^ -^ C3 Cj_3 — Ci C^_^ -h ... — C)_jj C,).
D'ailleurs
(2X — 2)(2X — 3)(2X — 4) — 2UX — 2) = 4(X — 2)(X — 3)(2X-^l).
Par conséquent, voici la formule récurrente où )> est expressément supposé supérieur à 3 :
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Pour déterminer les coefficients Co et C3, il faut recourir à la
relation
p'2 u = iyj^u — ffipu — ^3.
C'est, en effet, l'intégrale seconde de l'équation différentielle (2). A ce point de vue, o^o et 0-3 sont deux constantes arbitraires, qui, dans la série précédente, sont remplacées par les constantes Co et C3 . En poussant les développements jusqu'aux termes indépendants de w, on a
De là les deux équations
^2P" = TTil •••— y "'
p'2 if = — ( I — 2 C, tt* — 4 C3 «6 . . . ),
d'oii résulte
jC2 T' — 4<^3 = -jC3 -;
La formule récurrente donne ensuite
C4 = , .-, -, > C5 = -; ; J Cs
II " 17 \2^72.II.l
On ne manquera pas de remarquer que l'homogénéité est traduite dans ce développement par la forme des coefficients.
Quant à la convergence, il est clair que ce développement ne saurait, par sa forme seule, en faire trouver les limites. Mais le théorème de Gauchy, appliqué à la fonction p u, fait connaître les limites de cette convergence; à savoir : dans le cas du discriminant positif, la condition de convergence est que la valeur ah-
solue ( ' ) de u soit inférieure à la plus petite des deux quantités 2 w ou —^1 et, dans le cas du discriminant négatif, à la plus pe-
tite des trois cjuantites awo, — ^ et 4/ Wj -f- ( -^ ) •
Ces propriétés si cachées, et que nous révèle seulement la connaissance acquise préalablement de la fonction pu, ne peuvent en aucune façon apparaître dans le développement lui-même. C'est pourquoi il ne saurait être question de prendre ce développement pour base d'une généralisation de la fonction pu. Des formes de développement bien différentes serviront à nous faire atteindre ce but. Pour le moment, il suffit de considérer le développement (4) comme on fait dans les éléments du Calcul différentiel; c'est une formule d'approximations successives delà fonction pu, quand u est suffisamment petit.
Ace point de vue, le développement (4) pourrait être envisagé comme permettant d'établir avec facilité une table des transcendantes p u et p' u pour de petites valeurs de u. On passerait ensuite de là à toutes les valeurs de u par les formules d'addition, ou encore par la multiplication de l'argument. C'est cette dernière théorie qui va maintenant nous occuper.
Remarque sur la notation des périodes.
A partir du présent Chapitre, nos raisonnements porteront très souvent, à la fois, sur les deux cas, du discriminant positif ou négatif. Il en sera toujours ainsi quand le contraire ne sera pas mentionné. Dès lors, il y a lieu de s'entendre sur la manière de dénoter les périodes.
La coutume ne permet de renoncer ni à la notation (co, w') que nous avons employée pour les discriminants positifs, ni à la notation (tO|, 0J3), dont nous avons fait usage pour les discriminants négatifs.
Nous conserverons ces deux notations, que nous emploierons, pour ainsi dire, indifféremment dans beaucoup de cas. Il est même utile de les entendre, dès à présent, d'une manière générale. Nous conviendrons donc, toutes les fois que le contraire ne sera pas dit
(') La valeur absolue d'une quantilc imaginaire, c'est ce qu'on appelle communément son module.
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expressément, de désigner par oj, oj' et (o"= (o + w', trois demipériodes quelconques, que le discriminant soit positif ou négatif. Et Ton ne devra pas perdre de vue <\n une demi-période est un argument qui rend nulle la fonction p' .
Dans les cas où Ton voudra mettre en évidence les valeurs de p pour chacune des demi-périodes, on emploiera de préférence la notation co, , 033, Wo = W) -i- 0^3, quel que soit le signe du discriminant.
Multiplication de l'argument ; multiplication par 2 ( ' ) .
Puisque p{u -r- »'), ainsi que p' {u H- r), s'exprime en fonction rationnelle de pu, p' u, pv, p\', la conséquence immédiate, relative à la multiplication de l'argument, consiste en ce que, n étant un nombre entier, p(nu) s'exprime en fonction rationnelle de pu et p' u.
C'est la composition de cette fonction rationnelle qu'il s'agit d'étudier.
Pour obtenir jj( 2 w), prenons la formule
I / p' V — p' u\' pu -i- pt-' — p(i< — ^•) = - ' —
En V faisant converger v vers u, nous devons remplacer, au second membre, le rapport qui se présente sous la forme - par le rapport des dérivées. Nous aurons donc
(5) •i.pa-{-p(2u)= -l^) = -i -^ 2j«j\
De là résulte
4P'" — .-^jP?* — a'3
Nous écrirons de préférence cette formule ainsi
— 3 p'* u — I fr-2 p- î< -+- 3 ^3 p « -f- -nr ^
p{2U)~pU
Le polynôme numérateur, changé de signe, est le troisième d'une suite indéfinie que nous allons bientôt connaître; ces poly-
(') Foj/' aussi Chapitres VI et IX.
nômes seront désignés par la notation 'l{u) avec un indice marquant le rang de chacun d'eux.
Posons, dès à présent,
et écrivons, d'après cette notation,
(8) p(2M)-pM=— -j^.
Multiplication par 3.
Passons à j3(3«). Par la formule d'addition
( p II p (' { ^3 ) (p U ^- p (0 ,^3
{pii — pvY
nous obtenons, en faisant v=iu et substituant l'expression de
/ „ , 2 [( ,p2 f/ -- i ^o ) p'2 U — -^-î p U ] ( 9, p U jV2 ?/ — -J;., ) — ,^3 p'* ;t
p{Zu)-^pu= ^ V^ '■
En retranchant ipu aux deux membres, on voit apparaître, au numérateur du second membre, le facteur p'-ii, et il vient
p(3u)—pu= T|— ^
Posant, suivant la même loi,
= p'u{—2p^U-i-iff2p'*U-^lOg3p^U^-lfflp-iU-\-!,ffiff3pU-i-ffl+^S'l),
nous écrirons
(10) p{3u) — pii=—^j~-
Sans aller plus loin dans ces calculs directs, rendons compte de la composition des expressions trouvées pour p(2ii) — pu et p{iu) — pu.
Multiplication par un nombre entier quelconque.
En premier lieu, p(nu), étant exprimable rationnellement par pu et p' u, aura la forme A4- Bp' u, où A et B seront rationnels
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en pu. Mais p(nu) esl une fonction paire de ?/, comme pu, tandis que p' u est impaire. Donc le ternie Bj)'« n'existe pas. Donc j)(/?//) est une fonction rationnelle de pu seulement.
En second lieu, si l'on envisage jd(/î m) comme une donnée, et pu comme une inconnue, il y aura pour cette dernière n- valeurs distinctes. En effet, soh p(nu) = pa. Il en résulte
nu = zîz « -r- 2 «Il ciji -i- 2 /;«3 (03 ;
d'où, pour u, les valeurs en nombre infini
(11) U=Z^-- tOi- W3,
nu II
les entiers /??i et /«3 étant arbitraires. Si l'on donne à /?i, et ni :^ toutes les valeurs o, i, 2, ... (/i — i), et qu'on prenne le signe
-1- devant -5 on a ainsi des arguments en nombre ii'-. Pour deux
<[uelconques d'entre eux,
a -2 m y im.,
a lin, lin..
: ■ OJ, ■■
n II II
ni la somme, ni la différence n'est une période : la somme, à
cause de la présence de — ? qui est indéterminé; la différence, à
cause de ce fait que (/;^| — ni\) et (m^ — 7?z'.,) ne sont pas nuls tous deux, et qu'aucun d'eux, s'il n'est pas nul, n'est multiple de n, les quatre nombres m étant moindres que n.
Tout autre argument U, déterminé par la formule générale (i 1), donne lieu à la même détermination de pU que l'un des arguments u précédents. En effet, si d'abord on prend
on peut trouver /;«) et ni.^, compris entre zéro el (u — i), de lell< sorte que M, -f- my et IM3 ■+- m.^ soient tous deux divisibles par u. Cela étant, U -f- « est une période. Donc j)L = pu. Si, en second lieu, on suppose
V —-i : tO, H
on peut aussi trouver /;?, et m-^, compris entre zéro et (n — 1), de telle sorte que M, — /72, etMs — nis soient tous deux divisibles par n. Alors U — u est une période. Donc p\] = pu.
11 est donc prouvé que, p(nu) étant donnée, pu a n- valeurs distinctes, précisément.
La quantité p(nu) est une fonction rationnelle en pu, —^ — -•
Soit p{nu) = [JL, donnée arbitraire. Il est établi que l'équation F(x) — u.^(x) = o a /i- racines distinctes (réelles ou imaginaires). Aucune de ces racines n'est multiple, [x étant indéterminé. Au cas contraire, en effet, une telle racine appartiendrait à l'équation délivée et, par suite, annulerait F$' — OF' et serait indépendante de [x. Elle devrait donc annuler F et <î», et la fraction F : <t> ne serait pas irréductible. Donc F(x) — a^^x) est du degré n'-.
Dans les deux exemples calculés (/i = 2 et /ï = 3), on a trouvé effectivement un numérateur F du degré n^ ; le dénominateur était de degré moindre ; en outre, ce dénominateur, dans le cas n = 2, élah p'- W, dans le cas n = 3, c'était le carré d'un polynôme du troisième degré. Ces circonstances s'expliquent aisément.
Si l'on suppose u infiniment petit, pu et p(nu) sont infiniment grands, tous deux du second ordre. Donc F : <ï> est infini du même ordre que pu ; donc le degré de 4* est inférieur d'une unité à celui de F.
Les racines de <ï>(.r) correspondent aux autres infinis de p[nu); ce sont les valeurs de u égales à un des arguments v suivants
n II
ce sont les /i"'"'^^ parties de périodes. Quand u est infiniment voisin de <,',pinu) est infiniment grand du second ordre. Donc <I>(pw) est infiniment petit du second ordre. Comme •I>(pr) est nul, la partie principale de $(p«) serait {u — v)^'{pv)p' v, si ^[pu) devait être du premier ordre. Mais, puisque 4>(jdw) est du second ordre, il faut que ^'{pv)p' v soit nul. Le second facteur p v est nul si V est une demi-période. Dans le cas où n est un nombre pair, cette circonstance se présente en effet, si l'on prend pour m, clm-i les nombres zéro ou^/i; et<I> contient alors le facteur jj'-«. Quant
aux racines de — r, — ? en ce cas, ou aux racines de ^v{ p«) dans
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le cas où n est impair, elles laissent p' v différent de zéro. Donc
<t>'{pv) est nul, et ces racines sont doubles. Donc, si ii est pair, le
dénominateur $ est le produit de p'-u par le carré d'un polynôme
entier en pu; si n est impair, $ est un tel carré.
On a vu tout à l'heure que ^{pu) est du degré n- — i. Si n
est pair, la racine carrée de -— — est alors du de°:re -: si n est
impair, la racine carrée de <ï> est du degré
Achevons de préciser ce polynôme, racine carrée de — ; — ou de
<I>, en y fixant le coefficient de la plus haute puissance de pu, comme il suit :
si ft est pair, * = p'-a|^ — \n{pu) - — ...J ^
SI n est impair, ^ = \^n{pu) - — ■••J-
Appelons '}«(;^) la racine carrée de <I>, ainsi déterminée :
\ «pair, <ln{u) =p'iil—\n{pu) ^ —...],
I /i impair, <l,i(ii ) -^ \^n(pu) 2 — ...J.
Le choix, du premier coefficient a pour effet, comme on voit, d'attribuer, dans les deux cas, à 'l,i(u), quand u est infiniment
petit, la partie principale ^^, ^ •
Voici donc établie l'existence et connue la nature d'une fonction à,i(u) dont les racines u sont les n'""'"^ parties de périodes.
Si maintenant nous envisageons, au lieu de p(nu), la différence p{nu) — pu, qm a, comme pÇnu), le dénominateur 'll(^u), la composition du numérateur apparaît immédiatement. Effectivement, pour que p(nu) — pu soit nul, il faut et il suffit qu'on ait
nu ^^ ±: it -i- 2/??i W] — 2 /«s 103, c'est-à-dire l'un ou l'autre des deux cas
Wi
ini n —
2Ws
Los racines du numérateur correspondent donc aux {n -{- i)"""^» el
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aux (/z — i)'^"" parties de périodes. Si n est un nombre pair, (/2 + i) et (/i — i) sont premiers entre eux, et ces deux groupes de racines n'ont aucun terme commun. Donc le numérateur doit se composer du produit '\,i+\ ('O'}"-' (")• ^^ '^ est un nombre impair, les demi-périodes appartiennent à la fois aux deux groupes; mais alors la dérivée de p{nii) — pu s'évanouit quand a est une demi-période, et chacune de ces racines est double. Donc encore le numérateur contient le facteur 'l)n_^i{ii) 'l>,i_^(u). Dans le premier cas, '^n+t et 4*"-' so'^t tous deux des polynômes entiers en pu; leurs
degrés sont et ■ > dont Ja somme lait n-. Dans
le second cas, chacun d'eux contient le facteur p'u. et le produit est encore un polynôme entier en pu, ayant pour degré
Gomme n- est précisément le degré que doit avoir le numérateur, on voit que ce numérateur est •l„^i(u) 'ii,i_i(u), sauf un facteur constant.
En dernier lieu, ce facteur constant nous sera connu parThypothèse : u injin!?nent petit. La partie principale de jd(/?;/) —jd« est
(;72 — ') ,'2- Celle de 'Yi{u) est ^^,",_,)^ celle de -]>„+, (^/) •},^_, («)
H— I n — 1 n- — I r .. ••11 '^^;-^i '-î^v-i est -7— - -,,.— r =: — ^-' La partie principale de - — r-; est
donc — „ T ^ — \ ^~« — ^ I ) — • Donc le coefficient est égal à
— I, et l'on a généralement
-j-ziC";
Calcul de la fonction '\fn{u)-
Pour avoir entièrement épuisé la question, il reste maintenant à calculer la seule fonction 'lui^u), dont nous connaissons déjà l'expression jusqu'à n = 4-
Dans la formule d'addition déjà employée pour calcidcr j3(3//), savoir
1 ( p II p V — Y ,^2^ ( p u — p (■> — ,?•■,
{pu — pvf^
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remplaçons u par mu et v par nu. Supposons mainlenant qu'on mette pour les fonctions leurs expressions en pu^ alors le premier membre a pour dénominateur '},");+„ '}^„_,i- Quant au second membre, son dénominateur est {'^m+\ '}w-i '}« — '}«+( '}«-i '}?«)"• H doit donc y avoir proportionnalité entre ces deux polynômes, dont, nous allons le reconnaître, les degrés coïncident. Cependant, pour pouvoir l'affirmer ainsi, il faudrait examiner avec soin s'il n'existe pas de réduction dans les deux termes de la fraction. Nous éviterons cet examen en comparant directement les deux fonctions
V/7!-i-« Vot— « et V/«+i Vw-i Vrt — V/i+i V"-i V'"'
Ce sont d'abord deux polvnômes entiers en pu. En effet, pour le premier, (m + n) et [m — n) sont de la même parité; pour le second, 711 -\-i^ m — I sont de même parité, ainsi que (/i H- i) et {n — i) ; par conséquent, p'u ne figure ici qu'au carré et disparaît. En second lieu, le terme du plus haut degré est, pour le premier, {m- — /«-) (jj ;/)'"'+"'"' . Le terme correspondant est
Pour ^,n^,'h,n-i'h\ (»i-— 0 n2(p «)'«'+"'-',
et, pour le second polynôme, (/n- — /i-) (jdî/ )"'■+"'"' comme pour le premier. Il suffit mainlenant de reconnaître que ces deux polvnômes ont les mêmes racines pour reconnaître leur égalité. Or le premier s'évanouit quand (m zir n)u est une période. Quand il en est ainsi, on a nu ^ it mu (') et par conséquent 'i>^^ = 'h'„t ', on a, de plus, '}«+i = 'im+\ et ^,/_i = '\rn-\ si nu ^ mu; si, au contraire, on a nu ^ — inu^ il en résulte '}«_) = '},«+i, ^«+i = '}///-)• Donc le second polvnôme a toutes les racines du premier.
Si m et n sont impairs, les demi-périodes appartiennent aux deux groupes à la fois; mais il y correspond des racines simples pour le polynôme en pu. D'autres racines, appartenant aux deux groupes à la fois, existent si (m -f- n) et (m — n) ont un facteur commun, c'est-à-dire si m et n sontmultiplesd'un même nombre v : une telle racine correspond à une v' '"^ partie de période. Elle est double dans le premier polynôme, mais elle l'est aussi dans te second^ car -L^^^ et -1)^ sont tous deux divisibles par 'l:,.
(') Cette nolalion a ;= b, empruntùc à rArilliinélique, et qui s'énonce a congru ou équivalent à ù, exprime l'égalité à des périodes près.
Le second polynôme ayant touLes les racines du premier, ayant pour racines doubles celles qui sont doubles pour le premier, ayant le même degré et le même premier terme, coïncide avec lui. On a donc cette égalité
Soit, dans cette égalité, m = « + i, et nous aurons, à cause de <]>) = I,
(i6) '\'î,i+i = '\'n+i'\'fi — <l>/i-i 4^,^4-1 ;
changeons m en /z + i et /i en ji — i, et nous aurons, à cause de '}^., = — p'n,
Nous avons par (16) et (ly ) deux formules récurrentes extrêmement simples pour le calcul successif des fonctions 'In ; elles peuvent servir à partir de «L5. Ainsi la première, avec fi = 2, donne
La seconde, avec ji = 3, donne
où il faut se rappeler que -~ est un polynôme entier en pu donné
précédemment. Les autres fonctions 'l,i se calculent successivement sans difficulté.
La fonction -(n : son calcul par une formule récurrente.
On peut condenser le calcul en substituant aux fonctions -!/„ certaines combinaisons qui, d'ailleurs, interviennent naturellement dans plusieurs applications. Posons
on a ainsi y, 1=1, y, = i . La formule (i5) s'applique aussi à y comme à t{/,
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et, par conséquent, on a aussi
Si l'on fait maintenant on aura successivement
Te ^^Hy — ^—y-),
(21) { Y8 =y[{y — x){ix—y)~Ty^],
I T9 = ^' [jMj — ^ —7") — (j — ^)"], [ T'O = {y — x) [y^ixj — x'-—j^ ) — xiy — X —y'^y-], . Tii = {^y — 3:^-—y^)(y — ^y — xyiy—x—y'-y.
Généralement, si n n'est pas divisible par 3, "« est un polv-
nôme entier en x, y; si n est divisible par 3, "«est le produit de
x'^ par un tel polynôme. C'est ce qu'on voit par les formules ré-
currentes, d'après lesquelles y,, est entier en x'^ et )-, et d'après la
forme (i8) de -'„, qui est ou rationnelle si n est premier avec 3, ou
rationnelle, sauf le facteur '^:', si n est divisible par 3.
La considération de y,, fait, en dernière analyse, disparaître entièrement les fonctions elliptiques, et l'on a le résultat suivant:
Avec les valeurs initiales y, = ":>= i , ys = x\ y^ =j', si l'on
calcule par les formules (20) une suite indéfinie de fonctions v,, :
1° ces fonctions sont des polynômes entiers en x et j-, sauf le
facteur x^ quand n est divisible par 3 ; 2° si /ï est divisible par v,
y^ est divisible paryv^ 3° elles satisfont à la formule (19).
Il y a même des formules plus générales que (19) et qui s'en peuvent déduire tant pour les fonctions 'i>,^ que pour v,,.
On peut écrire cette égalité (19) sous cette forme
"(ni-^n '( m—n '{m-hl '( m—l '(n+l Yra— I \I __ IV
Y'» Ta Ywî Y»
Les quantités M et N contiennent : la première, le seul nombre 1» ;
la seconde, le seul nombre n. Si donc on considère une suite d'indices /», /?, /?, q, ..., il y aura, entre les fonctions, telles que
' "T" ■! "'~" 3^cc ces divers indices, des relations correspondant aux
'(7n y ri
identités entre les différences composées avec M, N, P, Q, . . .. Par exemple, avec trois indices, l'identité
donne la relation
dont (19) est le cas particulier p = i. Avec quatre indices, l'identité
donne la relation
_ ) "[m+n'i'm-n'ip+r/^p-ij
~T~ '(/1+p y n—p y iii+q '( iii-q ~!~ y p+m "[ p—m "^(n+q^n—q — 0>
dont la précédente (22) est le cas particulier q ^ o. L'identité
(M — N) ^- (N — P)-(- (P — Q) -t- ( Q — M) = o donne aussi
iM)
Î^m+n "(in—n "^p Yy -+" '(n-p "{n+p "{'/ "( /ii ■~f~ Y/'-? ^P+l Y/« Y'I "^ 'l'I-'n '[q+m "(n Yp ^^ ^'
Cette dernière peut se déduire d'ailleurs de (22).
Cas où n est un nombre composé.
Ces formules fournissent divers moyens d'abréger le calcul quand on veut parvenir à une fonction y d'indice donné sans passer par toutes les précédentes. Par exemple, si l'indice est composé de plusieurs facteurs, on peut mettre facilement en évidence les facteurs correspondants de y. En supposant dans (22) /;? = aa, /} = by., p ^ boL — (a + ^)i^5 on aura
yia-b)0L "({a-^bxx »
('X ^a-hO [%
Y(a+6)(a-p) /y/,:iY yia+h)^ /Y«ot\^
— - ) '{ia-/j)ix+la+b)^ I — — ) Y2^a-(a+i)|3-
-(a+b \ '(a. / "ia-i-b
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Par exemple
X [Cj' — •^) (2 -r — J»') — ry^ {y — x —y'-f-
Ti5 = x'^(j — x)\ [y-(Ty— x^-—y^)— x{y — x — j^)^]
tandis que la formule (20) donne, sans mettre en évidence le facteur [y — x),
Ylô = -r^ ! {^y - .r2 - J'3)3 [y^y — .r ~ y'-) - (y - xY]
— 0' — ^ — J'- ) [O' — ■r)(-i.x —y) — xy^-\^y^ j.
Théorème sur la fonction -;„.
Il y a manifestement un autre movcn de calculer les fonctions d'indice composé; car, pour obtenir p(nmu), on peut employer la multiplication par n, appliquée à l'argument mu. Il résu-Ue de là une relation entre •l„[mu) et 'lmn{it)- Afin d'obtenir explicitement cette relation, observons d'abord que '^„(//^^/), exprimé en fonction de pu., exige, pour être ramené à la forme entière, d'être multiplié par 'i/^( m )"■"*. Le polynôme ainsi obtenu a pour racines les fonctions p des nm^"""^^ parties des périodes; mais les m""'^^ parties de périodes sont par là éliminées. Le produit ne donne donc pas •l„in{u), mais cette fonction débarrassée du facteur 'l„i(a). En restituant ce facteur et comparant les termes du plus haut degré de part et d'autre, on obtient la relation
( 25 ) '!/,„„( Il ) = •ln{mil ) 'lm{it )"-.
Mais la considération des fonctions •' permet de conclure plus nettement encore.
Le caractère commun aux formules (22), (23^, (24) et à toutes les analogues consiste en une double homogénéité. Il y a d'abord homogénéité par rapport aux fonctions y, puis homogénéité par rapport aux carrés des indices; car, dans une même formule, le nombre des fonctions v et la somme des carrés des indices ne varient pas d'un terme à l'autre. Les formules subsistent donc si l'on y remplace les fonctions par des combinaisons présentant ces mêmes homogénéités.
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Formons la combinaison
C26) o,j = -iiurip'^ '{ip ^ ,
qui est du degré zéro pour l'une et l'autre des deux homogénéités. Considérons les deux cas particuliers 03 et O4, et posons
Remarquons, en outre, que l'on a 0,^00=1. Dans la formule (22), par exemple, supposons remplacés m et fi par lup et np, et mettons les ô au lieu des fonctions y. La formule subsiste et devient
''■'in + n '^in-n • ^n-l '^n+\ ''^m — ^«z-l 0//Z-I-1 ^h — O;
en tout semblable à la formule (19), sauf changement des lettres. D'ailleurs, les valeurs initiales sont les mêmes pour les 0 que pour les v. Donc :
Si, dans V expression de y« par x et y, on remplace x et y par ^ et r, , savoir
/o-i t — ' il' il' ^ — i^P ip
lip liP
cette expression se change en celle d^
On remarquera les expressions de ^, '/], ô„ en fonction des 'i/, savoir
3 _ j, ^^ 3 ,1, 3 ï _ Vspyp _ Y'*pWp .
0,1 — 'Ji'np'T'p Va/) ) Z — — p ' ^ — ^p
W-2P r-ip
elles ne diffèrent des précédentes (26) et (2^) que par le changement des lettres.
Sur les racines de la fonction p"u.
D'après l'expression de p" n
on voit que les valeurs de pu, correspondant aux racines de p" u, sont
^ 1 1 /^ aV 3
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L'élude de ces racines et de plusieurs questions connexes cstulilc pour les applications; nous allons la faire. Le lecteur désireux de connaître d'abord la théorie générale pourra, dans le Chapitre actuel, laisser provisoirement de côté tout ce qui va suivre.
Racines de p"u quand le discriminant est positif (i).
D'après A = ,1^ i! — 2~gl'>o, on voit que g^ est positif; les deux valeurs de pu sont réelles ; posons
Il en résulte
Le produit de (j3'('o)- et de (p't'i)- étant négatif, il s'ensuit que (jj'c,)- est positif, (pVo)- négatif; donc p'c, est réel et p'vo purement imaginaire. Mais pr, est négatif et pVo positif. Donc p^'^ est dans l'intervalle (^3, Co) et pvo dans l'intervalle (co, e,); p, est de la forme a -h o/, a étant réel, et Vq de la forme iy. + w, a étant aussi réel, le tout, bien entendu, à des périodes près.
D'après le théorème d'addition (I, 20), on a
p'u — p'%u ^ j.^ p'{u^z) — p'u ^ p^^ ^^ pu — piu £ = 0 p{u^z) — pu p'ii
Si l'on y suppose u = ^0 ou ^ ^"1, le dernier membre étant nul, on aura
p'2Vo = — p'^0, P''2'Vi= — p'Vl.
Cette propriété nous conduit à examiner de plus près la duplication de ces arguments particuliers. Pour calculer par, au lieu de recourir à la formule générale, ce qui n'offrirait d'ailleurs aucune difficulté, prenons cette même égalité (29) dont les numéra-
(') Dans ce paragraphe el les suivants, où la dislinclion est faite entre les deux signes du discriminant, la notation des périodes est celle des Chap. I, II, III.
Ainsi, pour A >• o, m et —r sont réels; pour A -< o, u, et — ^sont réels. i i
leurs, aux deux membres, deviennent nuls quand u converge vers «•„ ou vers V\. Il v a donc, à ces limites, égalité entre les deux membres, si l'on remplace les numérateurs parleurs dérivées
p'V -i- 2 vi" 1 V n"'i'
et, puisque p"v^o, on obtient, en mettant, au lieu de ajj"2r,
lip-ÏV — ^2 = ' 2 Jl - (' I 2 p l' p 2 (',
mais
on peut donc écrire
O = 12 p^2(^ -H lipV.])1V — 24 p-^' = I2(p2P -\- 2 pr)(P2'' — P'')-
Le dernier facteur n'étant pas nul, il s'ensuit
p 2Po = — 2 p l'o = ~ 1/ y '
Nous pouvons maintenant préciser Tq et c,.
Ayant Vi =: a + co', avec a réel, nous concluons de ce qui précède
Le signe de p\\ est arbitraire; prenons-le positif; alors p'-ict est négatif, et 2a peut être choisi moindre que co. Ainsi, en prenant jj't', > o, on aura Cj = a + w' «cet « ree^ et moindre que T,M. Bien entendu, il y a, pour l'équation p" u = o, la seconde racine ;/ = — ('1, le tout à des périodes près.
De même, (\)= ia -t- to donne
(3i) p2Ja = -t/y: P'ai^t^ -J>'''o = — îV/yl/y +^3-
D'où la conclusion analogue : en prenant - p' v^ > o, on aura ('0 = « a -f- (j, avec a /'c^^/ et moindre que -r •
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Racines de p"i(, quand le discriminant est négatif.
Les calculs précédents s'appliquent encore, mais les conclusions sont différentes.
En premier lieu, au cas «■o<^o, v^elv, sont des imaginaires conjuguées.
Au cas ^-i^u, le produit ( p't'o j)'<',)-, étant égal à — tjA, est positif; les deux facteurs ont donc un même signe. Il est manifeste que ce signe est contraire à celui de ^3.
Supposons g--2 >■ o, g3<i o. En ce cas, ^o et r, sont, tous deux, réels. Nous pouvons prendre Vq et v^ entre zéro et W2 ; alors p'r„ elp'v^ sont négatifs, elp'2Vo, ,p''-ir, sont positifs : donc 2^0, ar, sont supérieurs à 0)2. On a donc
I CO2 < (-'o < Vi < t02.
Nous pouvons encore préciser en considérant la fonction '-|>:j(//) pour les deux arguments Vq et Vf. D'après la relation
piu ~ pu =— -^— ,
jointe à p2V = — 2j)t^, nous concluons
Comme jd'-^^o et J^'"'") sont de même signe, et pi'o> P^'i désignes opposés, on voit que '}3(") change de signe quand a croît de <'o à
f|. Les racines réelles de ']>:$(«) sont de la forme — ^— =• La racine -^^ se trouve donc dans l'intervalle Cq, t'i :
Supposons maintenant
ff-2 > O, gi > O.
On passe du cas précédent à celui-ci par l'échange de u en iu \ los conclusions sont donc les suivantes : Les racines Vq et V\ sont purement imaginaires, et on peut les prendre ainsi
I w', ^ Pn ^ 2 w^ ^ t^i ^ w^ ■i. i t ^ 3 i ^ i ^ i
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Sur l'équation p' u = c.
Cette équation joue un rôle dans diverses applications; nous allons étudier ses racines. Les valeurs de pu sont fournies par l'équation
dont le discriminant est gl ■ — 27(^-3+0-)-. Si ce discriminant est positif, les trois valeurs de pu sont réelles; s'il est négatif, une seule est réelle. Examinons les divers cas en distinguant suivant le signe de A.
Soit d'abord
I" Supposons (33) ^i-27(A'3-c2)2<o.
La constante c est supposée réelle, en sorte que c- ne peut être
~TV ¥~*'J' ^^^ ^^^ négatif, connu dans l'avant-dernier paragraphe. La condition (33) se change donc uniquement en celle-ci
inférieur à
comme on 1 a re-
Cet argument r, est la racine de p" u , pour laquelle pu est compris entre e^, Cs ; par conséquent (p't'i)" est le maximum de (p' u)- dans cet intervalle; puisque c est supérieur à ce maximum, l'unique racine réelle pu^ de (Sa) est extérieure à cet intervalle et, p'uq = c étant réel, puo est supérieur à ei. Nous avons donc une racine réelle Uq (à des périodes près), et deux racines imaginaires conjuguées w,, u^-
Quand pu croît depuis Ci jusqu'à H- 00 , p'u croît toujours, puisque p" u ne s'annule pas. En considérant la partie réelle (t dp v,(r, =: « + o)'), nous avons ici, d'après (3o),
Donc zr. Uo (suivant le signe de c) est moindre que 2«. La somme des trois racines Uo, U{, u-y fait une période, comme il r-ésulte de la proposition générale (I, aj).
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Comme Ui et //o doivent être imaginaires conjuguées, et que hi somme i^o+ ^h + ''2 tloit faire une période, on est assuré que la
partie réelle, commune à 11, et «., doit cire, ou bien ", ou bien
A cause de la continuité, on peut voir lequel des deux cas a lieu en supposant c- infiniment voisin dep'-(2a). Quand il en est ainsi, les deux racines iif et u^ sont infiniment peu différentes. Si c est négatif, c est infiniment voisin de p'art, u^ de 2rt. A cause delà relation (3o)
on voit que Uf et Wo sont infiniment voisins de — p, = — ■ a -\- to'.
Donc, quand c est négatif, «/, et i/^ ont la forme " ± iz.
Si, au contraire, c est positif, Uq est infiniment voisin, non pas de 2rt, mais de — aa, et la conclusion est la même. Voici donc la conclusion pour ce cas : Le discriminant étant positif, quand on a
^^>fi/f
r équation p' u = c admet : 1" une racine réelle ?/„ (à des périodes près), cjui, étant prise entre — oj et + oj, est, en valeur absolue, moindre que -2 a (3o); 2^ deux racines imaginaires conjuguées, de la forme — |i<o — iz. Ces deux dernières coïncident ( à la période ato' près) entre elles, et avec dz Cj (38) quanfl l'inégalité (34) se change en égalité. En ce cas, z devient égal
, to'
2" Supposons, au contraire, le discriminant étant encore ]K)sitif,
(35) ^^<yi/y-^-
D'après l'allure de la fonction Jj'-ti, rappelée tout à l'heure, il est manifeste que deux racines de (32) sont entre e-i et Co, et une l'roisiènie supérieure à e^. Donc, dcuis le cas de l'inégalité (35), l'équation p' u ^= c admet une racine réelle Uo, qui, étant prise entre — co et + co, est, en valeur absolue, supérieure à "2 a;
:i" deux racines ;/, = to'-i- .-,, ;/2=c.y+::o, où ^, et z^ sont réels.
On peut ajouter que z■^ et z-i ont pour somme — Uo, comprennent entre elles =b a (suivant le signe de c) et deviennent égales à ::z a ^ — r, Uq, quand l'inégalité (35) se change en égalité.
Soil, maintenant,
1" o2<C o. La quantité g't — 27(^-3 + c-)- est toujours négative. L' équation p' u = c admet une racine réelle Uq et deux imaginaires, de la forme — ~-r i^- H n'y & P^s lieu de distinguer ici
entre cette lorme — — — i :■ el cette autre — - -r- w^ — • iz: car i. 1 '
too -t- Wo est une période, et l'une des formes coïncide avec l'autre
par le changement de ;, puisque to'^ est purement imaginaire.
i° o'o >> o, g^ >- o. En ce cas, p"u ne s'annule pour aucune
\aleur réelle de pu. Donc p'u croît constamment quand pu varie
de eo à -h ce . Il ne saurait donc exister qu'une seule racine réelle
pu de l'équation (Sa). Effectivement, g^ étant positif, la condition
gl — 27(0-2 4- c-)- >> o est incompatible avec A ^ o. Donc, en ce
cas encore, V équation p'u = c admet une racine réelle Uq et
deux imaginaires de la forme ^ iz.
3" ^2 > o? 0^3 <^ O- ^n ce cas, Jj"«, comme on Ta vu. devient nul pour deux valeurs de pu qui répondent à des arguments réels t'o? ^1 (^0 <! ^'i)- Quand pu croît de Co à -|- ce , p'-u croît de zéro à p'-Pi, puis décroit jusqu'à p'-t'o? et croît ensuite jusqu'à + oc . Si donc c- est compris entre j)'-t'o et p'-t'i, il v a trois racines réelles u. Si, au contraire, c- est moindre que p'-t'o ou plus grantl quep'-Pi, il n'y a qu'une seule racine pu réelle pour (3^); elle est supérieure à pv^ dans le premier cas, inférieure à pvx dans le second. Voici donc les conclusions :
Si Von a g\ — 27(0-3-1- c-)->>o, V équation p'u=^c admet trois racines réelles. Prises entre — 0J2 et + ojo, ces trois racines sont, en valeur absolue, séparées par r, et Tq ; la plus grande, en valeur absolue, est moindre que 2(102 — ^0)5 l(f plus petite est supérieure à 2(0)2 — ^'1 )? toujours en valeur absolue.
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Si, au contraire, on a ^^ — "^yiffs ~^ ^'Y' "^ °' "^^ seule racine Uq est réelle. Prise entre — coo et — coo, elle est, en valeur absolue, ou supérieure à 2(tL)o — t'o), ou inférieure à 2(t02 — r,).
Le premier cas a lieu pour c- <C — ^ l ^^^ — ©3 ! ^^ second,
pour c- ^ ^ 4 / ^ — ^'3. Les deux autres racines ont la forme
Nous renconlrerons, dans une application, l'équalion jy?^ = /<?, où c sera réel. La discussion n'exige aucune nouvelle recherche. Il suffit de changer, dans tout ce qui vient d'être dit, ^3 en — g^ et de multiplier les arguments par i.
Sur une transformation de la quantité - — — •
Supposons que v soit une racine de l'équation pu = c. La somme des trois racines fait une période; on peut donc prendre pour deux des autres racines
Uq= '- Z, "1 = — Z'
On a ainsi un argument unique z,
pour lequel nous allons calculer l'expression de la fonction pz. En vertu des deux relations supposées
on aura par le théorème d'addition et de deux manières, d'après (36), la quantité j):;.
P«.-Pj
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Après suppression du facteur (pu — pv), V cquailion p''-u = p'- i', où l'on exprime les deux fonctions j3' par les fonctions p, se réduit à une équation du second degré
x^ — ax —a- — = o, a" = DM, a = pt',
dont les deux racines sont ^^ = j3Wq, x^^pu^. En ajoutant membre à membre les deux égalités (37), nous aurons pz en fonction symétrique de ces deux racines
, a"o — ari — 2 p z — 2 p - = - ^ i— j— - \x\ — x\— ib {Xq — x,) ^-xh-
\ oici les expressions des fonctions symétriques :
x\-^x\=^a''- — 2 ( a- — ^)' Xq—X'^^^ — a.
Quant au premier facteur du second membre, dans (,38), on le trouve sous une forme très simple en retranchant, membre à membre, les équations (37), qui donnent
4 ( Xo — 6 )2 ( a;. — b)- ib — a v
On obtient finalement
^2-^2ppp- — 2p2-
2(pP^2p^
et cette formule fournit la solution de l'équation pi \t j = jj'f,
qui a deux racines t égales à ± :?, et, en outre, la racine l^r, le tout, bien entendu, à des périodes près.
Au moyen de cet argument ;;, qui dépend de c suivant la relation (39), nous allons parvenir maintenant à la transformation de l'expression
p'm — pV
p«— pi^
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OÙ II désigne un argument quelconque, comme v. Au lieu de //, prenons un autre augument t en posant
Remarquons maintenant que, d'après le théorème d'addition
(I, 25), les trois arguments v, i t\, i l\ a\ant une
somme nulle, on a
On voit donc que j' est une fonction paire de t. Si l'on développait j3( — --H/) etjj'f — ; — 'r tj d'après les formules d'addition,
on obtiendrait pour y une fraction dont le numérateur, ainsi que le dénominateur, aurait la forme A + BpV, A et B étant fonctions entières de J3^; mais, puisque j' est une fonction paire de ?, les termes Bp7 doivent manquer, et la fraction ne contiendra que pt.
Nous allons maintenant écrire cette fraction sans calcul en cherchant les racines de son numérateur et de son dénominateur.
Dans la première forme (4o) àe y, on reconnaît que r ne devient infini que pour u ^^ o el ii = — c, le tout à des périodes près, et nul pour u = n'a et a = «(. D'après (4i)> les infinis de )■ sont
donc ^ = in - et les zéros t = dz z-. Le numérateur n'a donc pas
d'autre racine que jjc, et le dénominateur pas d'autre racine que p-; par conséquent, on a
pt — p^
Pi-P-
avec un coefficient C indépendant de l, qu'il f;iut encore déterminer. Pour ce but, on fera < = o, ce qui rend pi infini et r('duit ) à C. D'autre part, l'égalité (42) fournit l'expression dejen ce
Il6 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
cas, et nous avons finalement
"?. pt — pz
P^-P- Pt-P-
Le premier facteur au second membre peut s'écrire sous une autre forme déjà employée (29). Employant cette forme et remettant u au lieu de t, nous pouvons écrire la formule
OÙ pz a l'expression (Sp). On observera que cette formule (44) elle-même fournit d'autres expressions de pz, dont plusieurs sont remarquables (*). Par exemple, en supposant u infiniment petit et prenant la partie principale aux deux membres, on obtient
p^-pI-
On peut généraliser la formule (44) d ajoutant -a y une quantité c indépendante de u. Alors (r -4- c) se change en une fraction
du premier degré par rapport à p{u^r--\- Observant ensuite
que, pour u = o, la partie principale de (y + c) est la même que celle de j', on a la formule
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dans laquelle «désigne un argument qui, mis à la place de (ii-\--U rend nul le premier membre.
Ces transformations, fondées sur la considération des racines et dont nous avons déjà fait usage pour la multiplication, seront développées d'une manière générale dans le Chapitre VII.
Autre transformation de
pii — pv
pu — pv Considérons la fonction
JKl = 2 (p « — p P )[ J3( a -r- P) — p l^],
oiî II est envisagé comme variable. Le premier facteur est infini du second ordre pour u = o, mais le second facteur est alors infiniment petit du premier ordre; de môme le second est infini du second ordre, mais le premier infiniment petit du premier ordre pour 11 = — f, en sorte quej^i devient infiniment grand du premier ordre pour ^^ ^ o et pour ii = — ç. En outre, j', devient nul pour M =: r et pour u= — 2V. Si l'on fait la substitution (4 1), J'j prend la forme
C'est donc une fonction paire de t, par conséquent une fonction rationnelle de pt seulement-, elle devient nulle pour
et infinie pour
La fraction est donc du premier degré. Elle n'est pas de la forme (46), mais en diff'ère seulement par un facteur indépendant de u, que l'on aperçoit immédiatement par la considération de la partie principale de Vt pour u infiniment petit. Cette partie
principale est —- — ? au lieu de comme dans la fonction (46)-
On a donc, au lieu de l'égalité (4^),
-Pt'',,„ _' ^ c = i{pu — pv)\p{a -k- v) — pit\
p II p V
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eL il reste à connaître c, quantité indépendante de u. Il suffit, pour trouver c, de faire u = f , hypothèse qui doit rendre nul le premier membre. D'ailleurs
par conséquent c = j/p, et voici la formule que nous voulions obtenir :
On peut facilement la vérifier par un calcul direct au moyen de la formule d'addition.
Inversion des intégrales elliptiques.
SoitX un polynôme du quatrième degré par rapport à une variable X. Le problème que nous allons traiter consiste à exprimer à la fois \/X et x sans ambiguïté par des fonctions elliptiques d'un même argument u. On verra plus loin pour quelle raison ce problème porte le nom placé en titre de ce paragraphe.
Considérons, comme précédemment (4o), la fonction
r>'u — pV
^^ ' -^ pu — pv
La formule d'addition
i/p'm— pV\2 p u -^ \)V -^ p(u + v) — )
peut être écrite ainsi
(48a) y^.— Zpv^ [v{u-^^')-Vv] + {pu~pv),
et la formule (47) de cette manière
(486) p"v — iyp'v = -i.{p{u-{-v) — pv]{pu — pv).
De là on tire l'expression du carré [p(?^ -h r) — j3«]- sous la forme d'un polynôme Y du quatrième degré en r,
(4y) Y = (72_3pi^)2+2(27pV — pV) = {p{u^v) — pu)\K
Nous avons de la sorte une variable y et la racine carrée d'un po-
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lynôme du quatrième degré Y exprimés comme on le désire, savoir y par (48) et \/Y par la formule
Mais le polynôme Y n'est pas quelconque, il manque du second terme. En développant la formule (49) 6t remplaçant p"v par 6p^i^ — ^g2, on a
( 5o ) Y = y* — 6>'2 p V -^ 4j p'v -î-ff.2—3 p-2 (.'.
Il est facile de modifier les formules pour les appliquer à un polynôme du quatrième degré tout à fait arbitraire. Soit un tel polynôme
(5i) 'K = a^x'*— iaia;^-+- Qa^x-^ ^azo; -^ Ui-
Prenons ses deux invariants
S = ao «i — 4 ^1 «^s ^ 3 «1 ,
T = ao«2«i-^ 2aia2«3 — al — «0^3 — <^i ^4-
On sait, par les éléments d'Algèbre, et l'on vérifie sans peine que, si l'on fait une substitution x =y -\- h, les quantités telles que S et T, composées avec les coefficients du polynôme transformé en y^ reproduisent S et T. C'est une partie de la propriété d'invariance. Choisissons h de manière à faire disparaître le second terme. Soit donc ^
X = ao(7^+6a2 72_^4a3 j4-ai),
résultat de la substitution a: ^ ^ + r ; on aura
T = ag(a2a4— a| — a|).
Pour identifier le polynôme Y (5o) avec le nouveau polynôme, nous n'avons qu'à égaler de part et d'autre les coefficients de yet les invariants. Or, pour Y, on a les invariants
Tl = — pt'(^2— 3p2(;) + p3(,_p'2ç; == ^.j.
Si donc on choisit les invariants de la fonction elliptique ainsi :
S et T étant les invariants (02) de X; puis l'argument constant v par les deux relations concordantes
on aura X = (7o^. Remplaçant a^ et 7.3 par leurs expressions au moven des coefficients primitifs, nous avons le résultat suivant : Soit X un polynôme du quatrième degré, quelconque,
soient S e^ T les deux combinaisons (invariants)
S =ao«4 — \aia^-T-Za\,
T = aç)aoa<^-^ laïu^a^ — a\ — «o^l — a^a;.
Si l'on prend les fonctions elliptiques ayant les imariants
et un argument constant v par les relations simultanées et concordantes
, , , a} — «0 «7 , «3 al — 3 an rt I «0 ^ ia ? (^4) P^'= -^-^72^' .P^= ^3-^ ■'
et qu'on désigne par u un argument variable, on aura, à la
fois,
i a; = - -' — 1 P'^^~P'^ , (55) ' «0 2 pu — ]^v '
( /X = v/ao[p u-p{u — r)].
On a déjà eu l'occasion d'observer, pour le théorème d'addition, la forme suivante (p. 3o) :
JpU — p(ll-:-v)= - -— i^ ■'-— .
1 du pu — pv D'après (55), nous aurons ainsi
et, par conséquent,
,.„, i djr u rdx
(36) ——du———-, ——z— / — =•
C'est de là que vient au problème actuel le nom à' inversion des
CHAPITRE lY. — PROPRIÉTÉS COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES
/dv -j= est un des types des
intégrales ellipliques, dont nous parlerons au Chapitre VII. YÀ in- ^'ersion consiste en ce (jne, par les formules (55), la variable x est explicitement exprimée en fonction de l'intégrale.
Racines de l'équation du quatrième degré.
Le procédé qui vient d'être exposé pour effectuer l'inversion n'exige pas la résolution préalable de l'équation X:=o. Tout au contraire, il fournit les racines de X et peut être envisagé comme une résolution de l'équation du quatrième degré par les fonctions elliptiques. En effet, d'après la seconde égalité (55), les racines de X correspondent aux valeurs de u, fournies par l'équation
u -\- V ^=± u -+- une période, c'est-à-dire
nif et /n-i étant des entiers quelconques. On aura par là quatre valeurs pour x, en prenant les couples /;Z|, m^ ainsi : (0,0), (0,1), (',0), (1,1).
Suivant une relation déjà employée (ag), on a
A l'argument 11^ répond donc, d'aj)rès (55), cette valeur
de X
C'est une racine de X. D'ailleurs, par les l'clations (54), t' n'est déterminé qu'à des périodes près. Donc les racines du polynôme X sont comprises dans la formule unique
OÙ /;?, et /??3 sont des entiers quelconques (auxquels il suffit de donner les valeurs 0,0; 0,1; 1,0; 1,1, pour avoir les quatre racines).
Caractères de réalité des racines.
La formule (07) met facilement en évidence les caractères di.stinctifs des trois cas : 4 racines réelles; 4 racines imaginaires; 2 racines réelles et 2 imaginaires.
i" A =r: 0-3 — 27 «3 = — (S-^ — 2yT-) << o. — Puisque p<^ et p'r
sont réels, l'argument r est lui-même réel, en sorte que ^t' et ^(^ + tOj H- to3 = ^(' + coo sont réels, tandis que :l-r + W| et ^p + W;j sont imaginaires conjugués ; donc, quand le discriminants* — 2^Test négatif, le polynôme X (à coefficients réels) a deux racines réelles et deux racines imaginaires conjuguées.
2° A >- o. ■ — La réalité de J3 v et de ^ v n'entraîne pas celle de v. Nous savons que v est réel dans le cas seulement où j3P surpasse Cl, tandis que jd'c est réel encore quand 'pv est compris entre Co et 63 : en ce cas, t' a la forme a + to', a étant réel.
Ces deux cas se distinguent très facilement par les signes de pv et de p''^». Pour le montrer, considérons les valeurs de pt^ qui font évanouir j/r; soit donc (aS)
Nous avons vu quepv^o est dans l'intervalle (co, Ci), p^'i dans l'intervalle (^3, Co). La fonction jy't' est positive quand pp est
moindre que 1/^' négative quand pp est entre \/ ^ ^^
~*~ ~i/ T' PO^i^i^e au delà de -t/^-
Puisque j3ro= -i/^ est dans l'intervalle (e-j, (?)) et que (?) est
positif, on voit que, si v est réel, J3(^ et jy'c sont positifs.
Si V est de la forme a + to', jdp est dans l'intervalle (cs, eo)- Si
pp est moindre que 1/ ^' P"^ est positif, mais }^v est négatif.
Si pp est supérieur à \/ %'> P"^ est négatif. Donc, si v est de
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la forme a -f- co', l'une au moins des deux quantités pv et jd'V est négative.
Ainsi, quand le discriminant est positif et quept^, p'v sont réels, il faut et il suffît, pour la réalité de r, que pv elp" v soient positifs. Dans les cas opposés, v est une cjuantité réelle, augmentée de la demi-période to' purement imaginaire.
bi V est réel, les quatre arguments -> - -h co, — h ^^ , — h w+ o)
sont ou réels, ou réels sauf la demi-période w' ; p et p sont réels pour chacun d'eux. Donc, quand le discriminant est positif et, en outre,
(58) a\ — aort2>o, i2(aj — «o«2)^— Sag > o,
les quatre racines de X sont réelles.
Si V est de la forme a -f- w', les cjuatre arguments — '^nnù -\- n m'
sont imaginaires, et les fonctions p'\ p' le sont aussi. Donc, quand les deux conditions (58) ne sont pas satisfaites, les quatre racines de X sont imaginaires.
Pour ce dernier cas, on pourrait craindre l'existence de valeurs particulières de p, imaginaires et rendant néanmoins une racine réelle. Voici comment on écarte cette petite difficulté. Soit
ô) = /?z co -^ m' to'
une demi-période. Pour toute racine, u a la forme h ô3, el
l'on a alors
La formule (48 a) devient, en ce cas,
(59) J^— 3pt^ = 2 j)(^^ ^wj — pr ;
elle montre que, si^ et par suite j»' aussi sont réels, pi- — h w ) doit
être réel; donc ou bien l'un des arguments -> to' est réel, ou
bien l'un des arguments -? oj est purement imaginaire. Aucun de ces cas n'a lieu si {v — 0/) est réel, ce qui se présente quand, pç» et p'p étant réels, (^ n'est pas lui-même réel. L'argu-
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ment c, bien entendu, est toujours envisagé ici comme déterminé à des périodes près.
La formule (5") nous présente toujours les quatre racines de X comme différentes entre elles. Il n'y a pas de valeurs de v qui rendent deux racines égales entre elles; on le voit nettement par la formule (ap)- Tl ne faut pas s'en étonner: la condition pour l'existence d'une racine double, c'est que le discriminant de X, S^ — 27T-, soit nul. S'il en est ainsi, le discriminant A des fonctions elliptiques est nul aussi, et les fonctions elliptiques disparaissent. Elles dégénèrent en fonctions circulaires (ou exponentielles).
Distinction des racines par ordre de grandeur.
Il est utile, au point de vue des applications, de savoir distinguer les racines réelles de X, dans la formule (oy), quant à leurs grandeurs relatives. Pour ce but, nous fondant sur ce que deux racines ne deviennent jamais égales entre elles, nous substituerons à f une valeur particulière : nous aurons soin de choisir cette valeur particulière Çq, de telle sorte qu'un argument variable i^' puisse aller de ('0 à v sans que, dans l'intervalle, aucune racine (5-) devienne infinie. Il est alors certain que chaque racine varie, dans cet intervalle, d'une manière continue, et que l'ordre des quatre racines se conserve inaltéré.
Prenons le cas oîi les quatre racines sont réelles (le discriminant est alors positif). L'argument réel v peut être choisi entre zéro et 210. Choisissons Çq=o, et faisons varier ç' de zéro à v. Examinons d'abord les racines pour l'hvpothèse : ç' voisin de zéro. Elles sont contenues dans la formule (37), que nous reproduisons ici :
Nous les distinguerons par des indices o, i, 2, 3, correspondant aux quatre valeurs de (b.
i" (.0-^0. — L'argument ç' étant infiniment petit, p" - et p' -
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sont infiniment grands; leurs parties principales sont
P[~ }=- TTTTl •••' JM -
(Sï '-' (0'
donc la racine est infiniment grande; elle a pour partie principale
2" (!) := (Oj^ (a étant égal à i , 2 ou 3, et 03,^0^, 0)3=0/, o).2=- 'ji")- — Rappelons la formation des dérivées successives dej) :
P"'= I2pp', p''^^ 12Jip''— l'-ij^'--
Comme p'oJa est nul, on aura
p"'ojx = o, p"wa = I2,pwo(p"t0a = '2ea,I'"w-a-
De là résultent, pour les premiers termes des développements du numérateur et du dénominateur au second membre de (60), d'après la formule de Tavlor,
p'(a.,-.^j = ^p"co,[i^..,(0-...]; puis, pour le quotient,
enfin, pour les racines,
Comme v' est supposé positif (variant de zéro à v qui est positif), on voit que .r„ est la plus grande des racines, et que les trois autres sont rangées dans l'ordre opposé à celui des cpiantités Ca
11 est d'ailleurs visible, la limite supérieure de - étant inférieure
à la demi-période w,, que les numérateurs p" ne deviennent pas infinis, ni les numéi^ateurs p' nuls pour d'autre valeur de v' que la valeur zéro. L'ordre des racines est donc le même pour u' = o et pour v' = ('. Ainsi, quand les quatre racines sont réelles, et qu'on a choisi v entre zéro et 210,, ces quatre racines étant désignées par la notation
a = o, i, 2, 0, coq = o, elles sont ainsi rangées
Xq ^> X^ ^' Xo J^ X\ .
On préfère souvent choisir v entre — to, et + tOi ; alors on a l'ordre précédent si v est positif, et l'ordre opposé
si v est négatif. On le voit par la démonstration précédente où v' doit être supposé négatif.
Quand deux racines seulement sont réelles et qu'on a choisi *>> entre zéro et awo (le discriminant est alors négatif), on a, suivant la même notation,
Xo> x^.
La démonstration précédente s'applique à ce cas où jc, et x^ doivent être laissés de côté comme imaginaires. Ici encore, si l'on prend v entre — coo et + Wo, on a
^0> ^2 ou Xi > ^0)
suivant que v est positif ou négatif.
Variation simultanée de la variable x et de l'argument u.
Une discussion facile, mais nécessaire^ va nous montrer comment varie l'argument u, quand x passe successivement par toutes les valeurs réelles. La liaison entre ces deux variables est celle que donne la relation (55)
CHAPITRE IV. — PROPRIÉTÉS COMMUNES AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES
Pour chaque valeur de x, il y a, aux périodes près, deux valeurs de u, la solution u= ç étant rejetée de l'équation (Gi). D'après le théorème d'addition (I, 20), la somme des deux arguments u est égale à — v.
Nous allons reconnaître aisément quels sont ces arguments u suivant la grandeur de x. La discussion sera fondée sur l'expression déjà trouvée pour la dérivée de x par rapport à u (56)
Cette dérivée diffère de X seulement par le facteur constant \/ao', elle est nulle dans le cas unicjue où x devient égal à une racine de X. Rappelons-nous que ces racines correspondent aux
valeurs de u ayant la forme u = \- w^.
Cas où les quatre racines sont réelles.
Prenons d'abord le cas le plus compliqué, celui où les quatre racines de X sont réelles (discriminant positif); v est réel, nous choisissons cet argument entre zéro et 210,. Rappelons que les racines de X sont
Soit, en premier lieu, u^ [- 1, et prenons t réel, croissant
de zéro à -• La valeur initiale de x est la racine Xq^ la plus grande des quatre. D'après (G2), nous avons
Cette dérivée ne devient pas nulle; effectivement ses racines sont les demi-périodes, la limite supérieure de t esl--<c.),, et l'on voit que y- est nul au début pour ^ = 0, mais ne l'est plus ensuite. Elle ne devient pas infinie non plus, sauf à l'extrémité t=z -' Son signe est donc invariable, cl toujours positif; car, - étant moindre que w,, p' -est négatif. Donc x croît avec t. Aux
mêmes valeurs de x correspondent en même temps les secondes
racines de (61); les premières croissent de à zéro, les secondes
décroissent de — - à — r. Voici donc un premier résultai :
Quand x croît de Xq à -^ 00 , a croît de à zéro, ou dé-
croit de a — c.
Faisons croître maintenant ^ de - à oj, . Dans cet intervalle
-^ ne devient pas nul; il a passé par l'infini, mais sans changer
de signe. Il est donc positif, et x croît constamment de la valeur initiale — o) à la valeur finale x^. Prenons en même temps la seconde racine u de (61), et concluons que :
Quand X croît de — co à Xi, u croît de zéro à — - 4- co,^ ou décroît de — va — ( — h W| ) •
Soit mamtenant t = is, s étant réel et croissant de zéro a -4 •
On aura
Le signe de cette dérivée est encore invariable, dans l'intervalle
considéré, et, p' - étant négatif, ce signe concorde avec celui de
it =^ — s; c'est le signe moins. Donc x décroît depuis la valeur initiale x^ jusqu'à la valeur finale X3. Donc :
Quand x croît de x^ à x^, if -h ~ est purement imaginaire,
1 / ''\ 7 ' ^ 7 w.-i < ' -.^7 W3 ^ , et - { u ^ — décroît de -^ a zéro ou croit de -a zéro.
Faisons t =^ co, + /,, nous pouvons écrire
r/x dx dt " dt.
p / i _ toi - t,J - P ( ^ — ^1 --l- ^1)
sous la forme
d.r dx I •' , \ / t'
dt dt.
= P wi
(coi-^-^i)-p(co,-i'-/.)
(pii coïncide avec la forme (()3), sauf le signe cl le changement de r
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en (2CO] — r). Ce second argument est, comme v, entre les limites zéro et oj, .
Si nous supposons maintenant /, = is, et que s varie comme
cIt tout à l'heure, -j-, sera positif; donc :
Quand X croit de x, à Xo. u -\ to, est purement imaginaire; son quotient par i croit de zéro à -^ ou décroît de
zéro a ^ ^-'
Il ne reste plus à examiner, pour x, que l'intervalle (j^j, x^).
On obtient ces valeurs de x en supposant
U = i- CO3 -{- ^
et faisant croître la variable réelle ^ de zéro à to,. Nous aurons alors
dt
quantité dont le signe est encore invariable dans l'intervalle assigné à t. Ce signe est opposé à celui de p'( oj;, -f- - ) , et nous savons
(p. 4>^) que c'est le signe moins, - étant moindre que oj,. Donc X décroît ; en conséquence :
Quand X croit de x^ à X;,, u -] 0)3 est réel et décroît de w,
à zéro, ou croit de — w, à zéro.
Cas où les quatre racines sont imaginaires.
de Ce cas est bien plus simple; on sait que -j- ne devient jamais
nul, et que (t^ — (O3) est réel. Choisissons ce dernier argument
entre zéro et 2 to, .
dr Si l'on prend u réel, x est toujours réel, et -j- positif. La seconde valeur de u est alors une quantité réelle, à la demi-période (03 près. En conséquence :
Quand x croit de — 00 à -\- co .^ u est réel et croit de zéro à 20J,, ou bien [u + w-i) est réel et décroît de 210, — (p — -(03) à — (^' — W3).
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Cas OÙ deux racines sont réelles et deux imaginaires.
Le discriminant est alors négatif, f est réel. On prend cet argument entre zéro et awo. Les racines de X sont Xq^ x.^ et l'on a
Les raisonnements faits pour les trois premiers cas dans l'avantdernier paragraphe s'appliquent ici sans modification. Il n'y a qu'un changement dans la notation, et voici les conclusions :
Quand x croît de x^^ à -\- ^ ^ u croit de à zéro, ou décroît
de à — V.
Quand x croit de — ce à x-y, u croît de zéro à h too; ou
décroît de — r « — ( — h (
Quand X croit de x-y à x^^ u + - est purement imaginaire,
et -. (u ^ — décroît de -^ a zéro ou croit de i \ ■). i
—^ a zéro.
Inversion en quantités réelles.
L'inversion en quantités réelles consiste à faire varier u de telle sorte que, non seulement x, mais encore y^X, soit réel. Nous venons de voir comment varie u quand x est réel. La seconde condition n'offre aucune difficulté.
Quand les cjuatre racines de X sont réelles, on doit prendre
u réel ou bien u — toj réel, si a^ est positif; u-\ — ou bien u -\ oJi purement imaginaire, si a^ est negatij .
En effet, x est ainsi dans l'un des intervalles où '— est positif dans le premier cas, négatif dans le second.
Quand les cjiiatre racines de X sont imaginaires, on doit prendre u ou bien u + Wg réel, si «o ^st positif. Si «o était négatif, le problème serait impossible, y^X étant toujours imaginaire.
Quand deux racines de X sont réelles et deux imaginaires,
on doit prendre u réel, si a^ est positif; u -\ — purement imaginaire, si ao est négatif.
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Autre forme de l'inversion.
D'après la relation (4^)? on peut, pour chaque racine x^, mettre la différence (x — x.^) sous la forme
— pa
pa — p'- p\
et a est un argument qui, mis à la place de (n-. — ), doit rendre nul le premier membre. C'est donc Wg,.
Ecrivons, pour abréger, u- — = (, et nous avons cette formule
X — Xr, = (a = O, I, 2, o).
P-— PWa P^ — P-
Mais il y faut distinguer des trois autres celle qui correspond à a zrz o, 0Jx= o. Nous avons ainsi deux formules distinctes
De là résulte
X — Xo = ,
pi — p-
2 pt — e^j_ X — Xr, = (a ==1,2, 3).
Xq —
/g^ (".Ti — ^o)(a7.2— ■r3) ^ e^—es
(072 — a;o)(37i — a^s) ~ É-i— es
Par cette égalité (65) se trouve déterminée une quantité équiva-
lente à l'invariant absolu 2^; c'est précisément le module k qu'on
a envisagé quand le discriminant est positif. On connaît donc, par
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là, l'invariant absolu des fonctions elliptiques à employer, exprimé au moyen des racines de X. On peut de même déterminer c par Tégalilé, déduite de (64),
Cette dernière donne p-, puis l'une des égalités (64) fixe ^'7-
Cette forme de l'inversion doit être employée de préférence dans les applications, assez rares, où les racines de X sont mises en évidence. Par un calcul facile, on peut retrouver les formules propres à cette solution sans passer par l'intermédiaire de la solution précédente. C'est ce que nous allons faire; mais il importait de bien montrer que les deux solutions diffèrent par la forme seulement, non par le fond.
Nous mettrons, dans ce calcul direct, (v au lieu de ~i et nous
introduirons, en outre, une constante arbitraire A. Ainsi nous posons immédiatement
l X — .ro = — .
j pt — piv
f X Ta — 7— T— < a = 1 , 2, J ,
\ (pa'—e:^){pt — pa')
et nous en déduisons, comme précédemment, — par 1 eara-
lilé (65) et jD(ï' = j3-par l'égalité (66). Il s'agit de retrouvermaintenant l'expression de y/X. C'est ce qui a lieu par le calcul
analogues
suivant, où le symbole II désigne le produit de plusieurs facteurs
X = «o(^ — -^o) I I (-^ ~ -^a) a = ^qA^ TT P f — f g ^ ^^'o A * p'- t _
~" (pt — pivy'LLpv — e.^ (p( — pix)'' p'-'ir'
±: /X — s/uq —r
p' w{pt — pwf I flx ApV
I — /x — — ^^^^ ^ I p' w dt
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Cas OÙ le polynôme est du troisième degré.
Pour passer de là au cas d un polynôme X du troisième degré, il suffira de supposer pw infini et A du même ordre que p^w. Mais il est évident de soi que, si X est un polynôme du troisième degré, il suffit de poser
en choisissant c égal à la moyenne des racines de X, pour que y/X, à un facteur constant près, sp change en p'u.
CHAPITRE V
LA FONCTION lu.
Définition de tu pour les arguments réels. — Développement de "lu suivant les puissances ascendantes de u. — Homogénéité. — La constante r,. — Addition des arguments. — Un coi-oUaire. — Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Infinis de la fonction ^u. — Dégénérescence de Cm. — Remarques sur l'intégration de la fonction p{u — v). — Relation entre r\, t)', w, w' quand le discriminant est positif. — Relation entre t,, t,', oj, w', quand le discriminant est négatif. — Etude de la fonction
ch
première propriété. — Addition d'une période au premier argument de «I'(a, a). — Expression de ^{a, a) quand luQ des arguments est une demi-période. — Addition d'une période au second argument de *(«, a). — Généralisation des propriétés précédentes. — Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le cas du discriminant négatif. — Valeurs limites de 4>(a, x) quand les arguments
i fj) ( ,1, a) convergent vers des périodes. — Propriétés de la fonction ^'(fl, ->. ) = e-
Définition de Iji pour les arguments réels.
Nous allons introduire une nouvelle fonction, l'intégrale de pu. Considérons d'abord les valeurs réelles de u.
Désignons par 2w la période réelle, quel que soit d'ailleurs le signe du discriminant. Les valeurs de u, multiples de 2(o, forment obstacle à l'intégration de pu. Mais, quand u converge vers un (juelconque 'iifno de ces multiples, la différence
tu — im(x> )-
reste finie. Le même fait se produit pour la fonction trigonomé-
trique / _ ^ • Prenons donc la fonction
\ 2 10 sin —
2C0 sin —
CnAPITRE V
LA FONCTION tjl.
Cette dernière reste toujours finie, quelle ([ue soit la ^alcur de l'argument réel ?/, et on peut l'intégrer entre des limites quelconques. Elle a d'ailleurs, comme pu, les deux propriétés
Soit maintenant F(;/) son intégrale, et posons ¥{i()= f f[u)dn,
i f{u)du.
La fonction F(;0 est définie sans ambiguïté par la relation (3); d'après les relations (2), elle a aussi les propriétés
F ( w -h ;/. ) -4- F ( co — 11)^=1 Tj ,
F(« -i- 2Co) = Y{u) -^ ir^.
Comme F(?^) a été composée en introduisant un terme Irigonométrique étranger, il convient maintenant d'en retrancher finie grale de ce terme, et voici la nouvelle fonction '^{u) que nous introduisons
Cu = — co
•2 tu / . ûu ]
I \ 2 to sin — /
du.
Elle a les propriétés suivantes
du
Ç( ff -^ 2 W ) = ^ « — 2 Tj ,
Ç(a) -+- u)^- !r(oj — Il )— 2T,,
Comme F(«) est toujours finie, ^u devient infinie avec le terme trigonométriquc. Donc ^u est infinie pour fi=-'^.nu<). m ('lanl un entier quelconque. D'après (6), on a
lim ( ^11 11=0
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et, d'après la troisième égalité ('-),
C'est, au surplus, une fonction bien définie, sans aucune ambiguïté.
Développement de ^ji suivant les puissances ascendantes de u.
A l'égalité (6) on peut en substituer d'autres plus simples, où les termes trigonométriques sont remplacés par des termes algébriques, par exemple
(10) 11 u= ■- f (— — p^Hf/».
Il faut remarquer d'abord que le second membre n'a de sens que si l'intégrale reste finie. Cette égalité (10) exige donc la conditioji
Sous cette réserve, l'égalité (10) a lieu effectivement; car
(sM ) et l'intégrale ont même dérivée ( — — pif)' d'après ('-'),
et même valeur pour a = o, d'après (8).
On peut employer cette formule (i o) pour développer ^u suivant les puissances ascendantes de u. Nous avons trouvé (IV, 4)
u- 20 28 2*. 3. 52 2*. 0.7. II
et nous en pouvons conclure
II' ^3 II'
Il 20 i 28 5 2*. 3. 5- 7 2*. 5. 7. II 9
Un théorème général (') nous enseigne que cette série tu converge dans la même étendue que la précédente pu; mais nous ne ferons pas usage de cette série (i i) pour généraliser la fonction t. Remarquons seulement que l'homogénéité de pu se traduit dans
(') Pour une série procédant suivant les puissances d'une variable, à exposants entiers, croissants et positifs, le cercle de convergence est commun à la série cl à la série des dérivées.
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la série pu par ce fait : clans chaque terme la somme des indices des lettres ^, diminuée de la moitié de l'exposant de u, est toujours égale à + I . Dans la série Zu, cette même somme algébrique-
est égale à j
Homogénéité.
Ce caractère de la série (ii) se lindiiit par la relation dliomogénéité
(ju'on peut aussi déduire de la définition (6). 11 suffit, à cet efTel. de se rappeler que, changeant «, x,'», ^3 en --^, g-^'j.-, i?3 '-/.', il
faut aussi changer oj en -— , et que ces changements transforment p en 'JL p.
La constante t,.
Nous avons déjà introduit cette constante /. -= 'Cw. On peut la définir par l'égalité (10) :
Remarquons que r/o est. au point de vue de l'homogénéité, une quantité de degré zéro. Quand on remplace ff^ et ^3 par «"oii.- cl gi'^\ il faut remplacer r, par 'r,\ [J-t comme "Ç par ^\/'J--
Addition des arguments.
La formule d'addition de pu sous la forme (I, 2^), qui a été utilisée au Chapitre IV (Inversion des intégrales elliptiques),
I d p';/ — p'f •* ' ^ ' 1 du ])u — ]w
conduit à l'addition de? arguments pour X.u. Lcrivons-la comme il suit
du du 1 jî u — \^v
et concluons que les deux fonctions, dont les dérivées sont ainsi égales, diffèrent seulement par un terme indépendant de u.
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Pour Irouver ce terme, développons chacune des deux fonctions suivant les puissances ascendantes de //
11,(11 -r- c) = Çr -^ i(^\' . . . ^ Çt» — it pv . . . ,
Il 20 3 En nous bornant au>: trois premiers termes, nous avons donc
D'autre part,
i(p'u — r'n = — -^ — ipV-^...,
pu — pv = — —pv-\-...,
•i pu — pv u
La comparaison des termes aux seconds membres, dans (i4) et (i4«), permet donc de conclure la formule d'addition
(i5) Ç(,< -H r) = Ç;<-f- Çt'-4- - ^! ^
Voici une conséquence dont nous aurons à faire un fréquent usage. Changeant v en — c et ajoutant membre à membre, on voit disparaître "C^v dans la somme "C^v -h Ç( — r) ^ vC — uc = o, cl il reste
(16) x,{u-^v)^Uu — i^) — iUi= '^ "
pu — pv on, par un simple changement des lettres,
Un corollaire.
Le corollaire suivant , relatif à la seule fonction p, est curieux en lui-même et, de plus, va bientôt nous être utile. Pour abréger, écrivons
•1 p II — pv
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Prenons quatre arguincnls u, c, u^, c, . Nous avons, d'après (i 5),
^(h -4- (• -^ i<l — (^l) — ^(f< -I- (')—?( "l^- <'l) = (^" — '■> "l-^''l), ^(m -^ (■ -^ f<l-f- Cl) — ^(fi -- ?0 I — ?('■ -t- fi ) = (" -^ "l- '' — '"iji
et, en retranchant ces équations membre à membre,
Mais, toujours d'après (ij), on a
Ç(?< -i- i') — — Zjl — tv — (u, V),
— r(?/i-i- l'i) = — ^z/j — rci —{uuvx).
Ajoutant ensemble ces dernières égalités, comparant le premier membre à celui de (18) et observant qu'au second membre les quatre symboles "C disparaissent, nous avons le corollaire en question
Dans cette égalité (19), les symboles ont la signification (17). C'est là une identité qui se trouve prouvée pour le cas où les quatre arguments sont réels, hypothèse introduite dans notre analyse par la considération de la fonction c, que nous connaissons seulement pour les arguments réels; mais aucun doute ne peut exister sur la généralité de la formule (19), qui s'étend certainement à tous les cas, que les arguments soient réels ou complexes. On s'en convainc par un raisonnement pareil à celui qui a été employé au Chap. II pour des cas analogues. Au surplus, une vérification directe s'offre d'elle-même. Rappelons-nous que («, t^) a pour dérivée, par rapport à //, pu — p(n-{-v). Nous voyons alors que chacun des deux membres de (19) a. par rapport à u, pour dérivée
pu — pi 1/ — ifi -4- (' -+- l'i).
Les dérivées des deux membres, par rapport à u, sont égales entre elles; et il en va de même pour les dérivées par rapport à chacun des autres arguments. Les deux mendircs diffèrent donc seulement par une quantité indépendante de ces quatre arguments. Mais ils sont identiques entre cuk quand, par exemple, ?/, = r. Ils sont donc constammenl éiraux.
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Arguments ptirement imaginaires.
En même temps que
envisageons la seconde fonclion
(21) Zn = Z(ii; g.,, — gî), comme clt''jà nous avons considéré à la fois
]^U = p(u] g., g^) et ÏMl = p{a; gn, — gz).
De même que la demi-période réelle ô7 de pu a été désignée par — , de même la constante T. relative 'd'eu sera désis:née par ir'. Ainsi, suivant (i 3),
(22) T. = if' = = -^ / ( û u ] du = 1.1» = t ( ^■\'
Pour définition de Ç caec un argument purement imaginaire, nous prenons l'égalité suii'ante, suggérée par la relation d'homogénéité (12),
(23 ) i( iu) = — /;://.
Conformément à cette définition, on a
-^ij)
Cette nouvelle l'onction ^v, où l'argument v = iu est purement imaginaire, jouit des propriétés reconnues déjà pour lu avec l'argument réel, sauf changement de y,, co en //, to'. En efïel,
' dv ■ i du ■ du - •• •^ '
(20) ^(t- -f- 2to') = — iZ,{u -\- KTi ) = — t( Çif -h 2Y^) = ^t' -T- 2r/.
Ce sont les analogues des relations (^). On établit de même la relation analogue à (8). D'une manière générale et sans calcul, on voit que toute relation établie entre les fonctions C, p, j)' avec un ou plusieurs arguments réels ou purement imaginaires subsiste quand on \ nuiillplic chaque argument par /. En effet, l'homogé-
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néité exige que cetlc relation reste inaltérée si l'on v multiplie chaque argument par ^/<j. et qu'on v remplace ^, j), p', en même temps, par -7=^, -.p, — p p'- Ceci doit avoir lieu quelle que soil la
quantité réelle ^/a, et subsistera nécessairement si l'on suppose v/|j. = i.
Il est évident par là que la relation d'homogénéité et le théorènnd'addition ont lieu pour les arguments purement imaginaire-; comme pour les arguments réels.
Arguments complexes.
Désignant par a, a deux quantités réelles quelconques, nous connaissons, pleinement et sans ambiguïté, "Ca et Oa. Définissons maintenant "(^{a + /a) par la formule que suggère le théorème d'addition
1 pa — ji i a
On vérifie immédiatement, par cette définition, l'exactitude des relations suivantes :
( u—u) = — :^it, \
1 t{ u -^ "i- muy — 1 m' m' ) ^= t u -r- i m T: -^ 1 m' r' f
1 i m ( "Cil
^ y, , ■ ^ (> „, . , . , dZ{a — il)
da -^ ■ d(ioL) ^^ ' J ^ d{a-i- lyi)
Cette dernière prouve que "Çk a une dérivée, quand 1/ est une (piantité complexe, et l'on a
( 28 ) -j- Z n = l' u = — pu.
au ' ^
La relation d'homogénéité et le cas parli(ndier (23) sont exact-; aussi, quel que soit u. Le théorème d'addition (i5) a lieu également, quels que soient u, v. Pour le vérifier, remontons à la définition (26), en employant la notation abrégée (17). Soient
u = a -— ia, V =^ b -r- «[3.
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La définition (26) de ^{i( + c) est la suivante :
^^u 4- r) = Ç(a --7;) -f- ^(la -f- ««.) -^ ( a — b, la — i.3).
En y employant le théorème d'addition (i5) démontré pour les arguments réels a, b et pour les arguments purement imaginaires i'a, i'^, nous pourrons l'écrire ainsi
D'autre part, le second membre de la formule (i5), dont nous voulons vérifier la coïncidence avec l'expression (29), est ici
r(/« -^ laj —Z(b^ i^) H- (a — i'a, 6 — iJS).
Suivant la définition (26), ceci est égal à
Ya^ ■(^ix-r- 'Cb — ^i'i-^{a, ia)-t-(6, t^)-f-(a-^ fa, 6 -r- ip).
En comparant cette quantité au second membre de (ag), nous voyons que la différence est égale à
{a, b) — (ta, i3)
-r-(<2-t- 6, i'a-t- i[B) — [(rt, ta) -m; 6, «"?) — («-- f^j ^-^ i?')\-
Cette différence est nulle d'après le corollaire (19), où l'on change les notations en y mettant u = a^ Us = ^, v = ly., Vt = «j^. Donc, le théorème d'addition (i5) et ses conséquences {\Ç>) et (16 «) sont exacts pour les arguments complexes.
Infinis de la fonction ^u.
Jusqu'à présent, tous nos résultats s'appliquent quel que soit le signe du discriminant. Voici maintenant une question où va s'accuser une différence entre les deux cas que présente le signe de A.
Nous avons reconnu que (^rt, où a est réel, est infini pour les valeurs de a multiples de 203, et non autrement; et de même J^«a, où a est réel, est infini pour les valeurs de f'a, multiples de 2(o', et non autrement.
Quelles sont les valeurs complexes de u^= a -\- i-j. qui rendent infini 'C^ul
La définition (26) répond à cette question, et l'on rencontre la
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circonstance déjà remarquée au Chapitre III (Infinis de pu) : (juand le discriminant est positif, la quantité
(a, ioL)= - ^ ^—T-
■2 pa — pioL
ne devient infinie qu avec pa ou piy- En même temps J^« ou "Ciy. devient infini. Donc, en ce cas, les seuls infinis de "Çu sont les périodes 2nito -t- lin' iji' .
Mais, si le discriminant est négatif, (a, iy.) devient infini pour pa = piy. = 605 et il correspond pour u les \aleurs
Il = (2 in -r- l)a)2-+-(2/?t'-^ I iw'j.
En conséquence, ^u devient infini pour les valeurs
«= mii).2— ni'io'.2,
où 771 et 77i' sont des entiers dune même parité. C'est le fait que nous avons trouvé, au Chapitre III, pour pu. Introduisant alors les demi-périodes imaginaires conjuguées to,, (O3,
CO] = — ^> W
nous avons rétabli l'harmonie en mettant les infinis de pu sous la forme (am, to, + 2/^3(1)3). Ce sont aussi les infinis de 'C.u. Il reste à montrer que w, et toj jouent aussi le rôle de demi-périodes par rapport à "Çu; ainsi, comme cela se produit pour oj et w', quand on ajoute 2(0, ou 2CO3 à Vargu77ient, la fo7iction < se 7-epi'oduit augnie7itée dhuie co/istante.
Dans la formule (16 a) supposons t^ = 03,, et rappelons-nous que jd'co, est nul. Nous aurons
ou, changeant u en (« -;- to, ),
tiu -T- 2Wi) — "Cu --- 2wa)i.
C'est, pour la période 20:),, rexpresslon de la propriété dont il s'agit.
La nouvelle constante J^oi, =r,, s'exprime par les précédentes T,2 et 7)2 (nous rétablissons ici les indices 2, pour le cas du discriminant négatif, à l'égard de y,, r/, comme à l'égard de tu, to').
l4'| PnEMIÈHE PARTIE. — THÉORIE.
Supposons, à cel elFel, a = lo', dans la dernière relation; elle dr\ icnl
<• csl-à-dlre
luproduisant le même calcul eu supposani, dans (i6<7), c := {0;j, nous aurons pareillement
puis, supposant ;/ = — o)„,
Ainsi, en résumé, les deux périodes 10, et 0J3 jouent, par raj)porl à 'Cu, absolument le même rôle, quand le discriminant est néijatif, que m el oj', quand le discriminant est positil". Les constantes r, , el r,3, qui correspondent à ces demi-périodes, sont liées à y,o et Y.., par les mêmes relations rpii lient oj, et 0J3 à coo et co., :
De ces relations (3o) résulte
:^. OJ 1 = OJ2 OJ 2 , 2 (O3 = t02 -i- OJ -2 ,
?-'^il = ■'■,■2 'fi'i- ^'^(3 = 'f^li -^'^2-
(in Y,i OJ3 r,3COi = -2 ('^oW^ ^ 7,2 (O2).
On va, dans un paragraphe suivant, comprendre la signification (le celle formule.
Dégénérescence de tu.
Nous avons trouvé, aux Chapitres 11 et III, de quelle manière dégénère pu quand le discriminant, positif ou négatif, tend vers zéro. Prenons la formule commune à ces deux cas, dans 1 hjp(^>ihèseoù ^:! est positif. C'est
hm ( — ) = > hm n « ^ 1- -
el l'on peut écrire cette dernière sous la forme
hm nu = -r- — I
Iffi \2w/
sin- — -
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La fonction (i) f{u) se réduit alors à une constante, et nous avons ainsi les formules de dégénérescence
( A = o, ^3>o, Ç«= -^ î< — — cot-^,
Bien entendu, on doit mettre là r,2 et too, au lieu de r, et to, quand A est supposé négatif.
De même, quand ^^3 est négatif, en substituant, dans f{u), à pu sa limite, on trouve, par une quadrature facile,
A = O, i^3 < O, tu = —2- U ; — , f =: ,
lu
Ces formules sont établies ici pour un argument réel. Elles s'appliquent naturellement à tous les cas : après tant de détails déjà donnés sur le mode de raisonnement qu'il convient d'employer en pareil cas, la démonstration n'a pas besoin d'èlre reproduite.
Remarques sur l'intégration de la fonction p(?f — r).
Supposons r quelconque, mais a réel, et considérons l'inlé-
grale / piii — v)cla. Elle n"a un sens précis que s'il ne se trouve
aucune période parmi les quantités (/ — v), t étant une variable réelle qui parcourt toutes les valeurs de zéro à a. C'est ce qui aura lieu si, par exemple, v est complexe et que sa partie imaginaire ne coïncide pas avec un multiple de o(o', si A est positif, on de o)'.,, si A est négatif.
Supposons qu'il en soit ainsi, en sorte que l'intégrale ait une valeur finie, quelle que soit la variable réelle a. On aura, en ce cas,
(34) X,(u-v)-^ly = -~ f p{u-i-)du.
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Les deux membres ont tous deux, en eft'et, pour dérivée
et sont nuls, tous deux, pour u = o.
Cette égalité (34) exige, avons-nous dit, que. parmi les quantités {t — r), il n'y ait aucune période. S'il s'en trouve, nous pouvons remplacer la formule (34) parune autre, comme nous l'avons fait, par exemple, en employant l'égalité (lo).
Soient H', n',, . . . ces périodes : nous écrirons
u — r — w V -^ IV II — r — iv'i v -i- iV] 1 1
u'i )- m — V — iV) /-
(lu.
L'intégrale reste toujours finie, les deux membres ont encore même dérivée — p{ii — t) et même valeur initiale zéro povir u = o.
Mais ici, comme dans la formule (lo), il faut que u soit limité: car, s'il en était autrement, w -{- i m^^y, (v,H-2/«co, ... seraient encore des périodes à éviter; leur nombre, tant cpie u resterait indéterminé, serait indéfini, et la formule (35 ) ne pourrait subsister : il la faudrait changer en une autre, analogue à l'égalité (6). Voici un exemple, où v est supposé purement imaginaire et, comme tel, remplacé par iy. :
- ly. ly. ,f^ L (
()n N suppose
(if))
cyy-
11 — iy) du.
ces inégalités ne doivent pas d'ailleurs se changer en égalités, e! l'on veut, bien entendu, pouvoir y faire varier a dans ces limites. Quelle est alors la limite supérieure de u ?
On a tenu compte de la période zéro, mais non pas d'autre. Si donc le discriminant A est positif, on devra supposer en même temps
Si A est négatif, il faudra éviter les périodes 20), et 2CO3, et
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alors, mettant en évidence dans (36) l'indice 2 caractéristique,
les conditions simultanées seront
•2W', 2Co',
Évidemment la formule serait encore exacte si l'on faisait la supposition inverse
(38«) :^<'<-^> — 2 to., < M < 2 CO,.
Sous ces réserves, la formule est ainsi exacte. Changeons-y a en — a, elle reste exacte dans les mêmes conditions; ajoutons les deux égalités membre à membre, et nous obtenons cette autre
( Çu< -r- 17.) — tii/ — i'a)
\ u--^'x^ ^1 \_yu — 17)' \u-\-i7)- ^ . \
({ui a lieu sous les conditions (36) et (3-) pour A > o; sous les conditions (38) ou (38a) pour A << o. Les deux membres y sont réels.
Si l'on voulait composer une formule analogue, pour A << o, de manière à laisser pour a et u toute l'étendue marquée par les inégalités (36) et (3-), il faudrait mettre en évidence, outre zéro, les quatre périodes zb 2Cl)| et liz 20)3.
Nous allons faire usage d'une égalité plus simple dans laquelle les limites seront
( 40 ) ^ < a < r^ , OJ., < U < 2 CO.,.
Conformément à la règle générale (35), nous écrirons la formule pour ^(;/ ^ /a ), l'analogue pour '^[u-{-i'j.) et nous ajouterons membre à membre. En ce qui concerne C(« — /a), il faut mettre en évidence la période 20J, = Wo — oj'^, et l'on a, en dehors du signr d'intégration, les termes
u — ta iT. u — l'j. — CO2 -T- oi 2 l'J- — w ., -T- too
A l'égard àe X,{u -^ i y.) , la période conjuguée 20>:j intervient avec les termes conjugués
III I
u -r- ia j'a ' u ~- i'i — wo— w'., i'i — (•)'., -- (02
Mettons, pour abréger,
{u — ia)2 {u -i- iy.y
'^ {U — i'J. — a>2-l-w'2J^ ' {U-i- 17. — Ui2— ^^'îY'
nous aurons
/ Ç« -+-<a)-i- ^(^i/ — ta)
\ 111 1(11 — Wj) 2 0)9
( U — too )2 -^ ( a ^ 1 (.0:^ -4- ( a r^
f _ / ['s,( II, 'x)— p(u -^ l'yi) — p(ii — i'x)]du,
formule exacte sous les conditions (4o) et convenant au cas A < o.
Relation entre v), r,', w, oj' quand le discriminant est positif.
Dans la formule (Sg) supposons « = w, qui est bien entre les limites (37). Le premier membre devient
^(w -+- ta) + ^(to — ta) = 2-/) Au second membre, la partie extérieure au signe d'intégration
devient ^ — ^-^^ j et l'intégrale a pour limite supérieure to. Inlc'--
grons maintenant aux deux membres, par rapport à a, de zéro
à ^ > qui est aussi entre les limites (36). i '
Portons noire attention sur la première partie du second membre, qui devient
w ( i-i) I f/a = 2arc tans ^— = 2arctangT, t = -^ •
■'*^' I 0J-^+ 7.'- " iW ^ ' ÎOJ
Cette quantité réelle et positive t assigne à l'arc, qui figure ici.
une valeur précise, comprise entre zéro et^- C'est là un point
tout à fait élémentaire de Calcul intégral; inais il est bon, pour la suite, de le rappeler ici d'une manière nette. On a généralement
r'' a , r' dx h
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Cet arc est parfailemeal dclerminé. En effet, x varie direc-
lemenl de zéro à - sans devenir infini dans l'intervalle : c'est la a
définition même de l'intégrale. L'arc variable, dont la tangente
est X, part de zéro et aboutit à sa valeur finale sans passer, par
conséquent, par ±-- L'arc égal à l'intégrale est donc compris
entre — - et + - : il a d'ailleurs le signe de - •
Revenant à notre objet, nous avons maintenant l'égalité
I(o' 2 T) -r == aarctangT
f -^ dx du ^— -t- ^ '-T-— — p(it — i'x) — p{u H- ta) .
Dans cette relation (44)> changeons ^3 en — ^3 , ce qui entraîne le changement de — en (o et de oj en — , ainsi que de /, en f r,'. Echangeons en même temps les lettres u et a dans l'intégrale, et nous aurons
lirjto = aarctang- Mais les relations
(a — iu )'- {a -T- ta)'' (a -+- iu)'^ (« — t'a/-i
p(a — iu) = — p(ji -+- ta), j5(a -t- iu) = — p(u — ta)
permettent d'écrire le résultat sous cette autre forme
1 2tr, w = 2 arc tan g -
/ — / du ( d-j. U — - -f- ^—. — : — p{u — ta) — piii -H ta)
Si l'on compare les deux intégrales qui figurent dans (44) et (45), on reconnaît que les quantités intégrées coïncident entre elles; la différence porte seulement sur l'ordre des intégrations.
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Mais la quanllté inlégrée étant toujours finie clans le champ des intégrations, l'ordre est indifférent, et ces deux intégrales n'en font qu'une. Elles disparaissent donc si l'on ajoute les deux égalités membre à membre ; d'ailleurs
arc tangT -!- arc tang - = - ■,
à cause de la manière dont sont déterminés les deux arcs. On a, j)ar conséquent, la relation
i Ti 10 -f- T. -T- = - j l 1
OU. SOUS sa forme définitive,
, , iiz
C'est la relation qu'il s'agissait d'obtenir.
Relation entre f,, ^', w, oj' dans le cas où le discriminant est négatif.
L'analyse est la même que pour le cas précédent, mais se fonde sur la formule (42). On a d'abord
■>. o), cH r ' 2 Wo di. w'., ; — = / —s = -larc tangTo, T2 = ■^-^',
|)ar conséquent, au lieu de l'égalité (44)' on obtient celle-ci
1 'jiTj, -^ = 4a'"c tang'i2
f -f- / c/a / du[-:.{u,'x) — ]){u^i-3.) — ]-i[u — i-J.)]d'x;
et, au lieu de ( i5), celte autre
2 JT| ., Mo = 4 arc lang —
/ du 1 doL\'j,{u,y.) -p{ii-{-iot.)^p(u—i:>.)]d'x.
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La conclusion est donc
on trouve ici une constante double, i~ au lieu de — • Mais, d'après
(3i), nous tirons de là
Tel encore, on le voit, les demi-périodes co,, CO3, avec A << o. jouent le même rôle que to, to' avec A >> o.
Étude de la fonction 'l'i a, a)= / [Z{a-^ {a)-i-^(« — «■a)]f/a.
Première propriété.
L'analyse précédente s'étend immédiatement. Considérons la fonction suivante
c'est, comme on voit, une fonction réelle de a et de a. En niettanl. pour abréger,
' [u — l'j.)'- ia — fï.)- '
nous pou\ons exprimer <!> par une intégrale double tl'où a (bsparu Z. Ce sera, d'après (Sg),
-— — -- — / <r/a / dtflia.T.).
ou bien, en changeant la variable d'intégration dans l'intégrale simple,
C'est à dessein que nous laissons subsister lintégrale simple. Il est essentiel de se rappeler les limites imposées à a et a; ce
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sont les mêmes que pour u cl a dans (Sp), savoir Si A > o,
Si A<
ato.
Pour le cas du discriminant négatif, on a le choix entre les limites (55) ou (55 a).
Considérons, en même temps, la fonction <!>,, semblable à <ï>, mais obtenue par le changement de gi en — ^3, et échangeons-y les lettres a, a; en conséquence,
I [^( a -T- ia) -i- r(a — ia)]da.
Sous le bénéfice des restrictions (54) ou (55), on aura aussi
Jr ^ /7i/ r" r'^
.i.(a. a)= ^— V^, - —V^, -Jl(a^
Par conséquent, on conclut, comme dans les deux paragraphes précédents,
r" dx r^ dy
a,a,,-<IMa,a, = 2J^ TTl^ "^ V„ i
Mais on a, en faisant ;>'=-,
r '"■ dy _ /•-' dx
et le signe de la limite supérieure coïncide avec celui de -• Réunissons les deux, intégrales, nous obtenons
r" dx ç- " dx r^
dx
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Voici donc la propriété que nous trouvons (58) *(«, a) + 'I>,(a, «)==i:7r;
/(' siffnc du second membre coïncide avec celui de - » ela, y. sont
renfermés dans les limites (54), (55) ou (55 «).
La somme (58) est donc une fonction discontinue, passant brusquement de + T à — - quand une des variables passe par zéro. On peut de plus observer que, d'après la définition (5i), ^(«, a) est égale à zéro (piand un quelconque des deux, argumeuiscst nul: ainsi ( 59 ) <I>(o, ai = o, <t>(«,o) = o.
La somme (58) passe, disons-nous, brusquement de 4- 7: à — -. Au moment du passage, elle a la valeur moyenne zéro.
Cette discontinuité ne doit pas surprendre. Elle ne tient pas à la nature des fonctions elliptiques, mais elle est dans Tessencc même des intégrales définies. On a vu (pi'elle se trouve également dan> la somme
dx r dy
r dx r dy _ ^^ -
Nous allons procéder à une élude de la fonction <ï>, en nous proposant de reconnaître comment elle varie quand a et ta s'augmentent des périodes, et comment aussi la relation (58) doit être modifiée quand a et a sortent des limites (54) ou (55), (55 «).
Remarquons, comme conséquence immédiate de la définition (5i), les deux, égalités
Addition d'une période au premier argument de *(«!, a).
La relation (2^),
Z.(a -t- 2 m (o) = Ça -h 2 m -q
donne immédiatement, d'après la définition (5i),
*(a -+- 2 m to, a) = / [\ m q + Ç(a -f- i a) -{- Z,(a — i a)J doc, do
(Ci) *(a -•- irnoy, a) = 4//tr,a -f- •!»(«, a),
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formule nar rcinploi do lai[iiclli' le premier argument peut être ramené entre les limites ( — co, -4- w), ou plu-; ^généralement entre <leu\ limites distantes d'une période 2to.
Expression de 'P(a, ai quand l'un des arguments est une demi -période.
iJaprès la iclaliou
Z\0) — /a» -^ Zc-'i — l'j.) = 2 r,,
«m conclut de la définition (-m)
(62; «iMio, ai = 2Y,a.
Semblablement, pour la fonction $,, obtenue par le changement de gi en — "s, changement qui entraîne celui de o), r,
Oj' . ,
en ^- 1 vr . on a
(Ju ne saurait trop rappeler que oj' et y/ sont purement imagi-
naires^ par conséquent. — et vr; sont réels.
Pour obtenir maintenant <I> ( c/, A- j -, recourons à la formule (58).
En supposant, comme cette formule Texige. a entre les limites (54) ou (55), suivant le signe de A, nous j)Ouvons lécrire ainsi, en
(. . to'
j taisant a ^= — ,
La quantité s sera l'unité positive ou négative suivant que a sera positif ou négatif. En outre, il faudra supposer s = o quand a est nul lui-même, [)uisque les deux fonctions ^ et <I>, sont alors nulles; mais, c est là un trait essentiel dans ces discontinuités, £ doit être <ionsidéré comme égal à riz i quand a est, non pas nul, mais infîjiiment petit. Cette définition de s est rappelée par les relations
î=ihr, îa>o; z = o «i « = o.
Ceci entendu, nous concluons de la dernière égalité et de (62 «)
<I. la. i
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Mais ici a esl liinilé, comme nous l'avons dit. Pour afTranclnr (/ <Je ses limites, substituons celte expression de 0(a, — j au second
membre de ((n), où nous prendrons a =3 -^- Nous aurons ainsi
2/;i(o, -^ I — ^ mr^ -^ — nr, a -+- t~.
Soit t/ — 2nit<i = b. \c6 conditions (54) ou (55) deviennent respectivement
■2.( m — ijoj ^ 6 < 2(/« -f- i)w, si A > o, ( 2 m — I ) W2 < 6 < ( 2 ?n -f- I ) 0)2 , si A < o.
La définition de t devient
£ = zr:i, z(b — 2mco)>o; i — o si b — imi^i'.
et l'égalité (63) s'écrit sous la forme
/ w' \ w' . , , , '''S'^ — '''i' '-'^ ■ Il
<P (b, —1=4 f)if, — — iir, {b — 1 m to) — £- = 4 m -. 2 rr, i; — i-.
Remplaçons mamtenant ;— ^ — ]iar - ou par t:. sunaul le
signe de A, et distinguons les deux cas. Pour celui où A est positif, on pourra limiter b dans un intervalle de grandeur 3to, au lieu de 4oj. comme cela a lieu dans la formule ci-dessus. La quantité t n'aura alors que les valeurs + i ou zéro. Mettons, en outre, a au lieu de b, et résumons le résultat :
' A > o, 2/na) S « < 2(7?i ~ i)o),
(64) ' '\>i^a, ^\ -^ — ■li-f.'a —{-xm-^z)-,
î = I, -auf au cas a = inno où £ = o.
I fl> / a, -^ j =^ — 2 rr/2 a -r- ( î /n H- £)it,
£ = — 1 si ( 2 //i — i) t02 < a < 2 m 102,
î = o si a = 2 m 0)2,
ô= — 1 si 2/«i02< a < (im-i- i)t02.
A ces dernières formules il convient d"en joindre encore une. rcla-
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livo au cas où a esl de la forme (2 /« -r- 1)100. D'après (61) el (62). on a
[w!, H co';, io'.> , . u)',
On peut écrire sous une autre forme
(66 a) *[(-^^.)co„^J^2(2,»-0(— ^ --7-;
^ — 2(2m -f- I jtT/2C02+ (4/^ -r- 2)-.
D'après la formule (65), quand a passe, en croissant, par la vah'ur (2/?i + j){.)o, la fonction ^ia. — | -^ ivf(.,a subit un changement brusque, de (4 /« -^ i)-à (4/^1 -i- 3)7:. On voit, par (66 «), qu'au moment du passage elle acquiert la valeur moyenne {^f\m + 2)-. Le même fait a lieu, quel que soit le signe de A, quand a passe par les valeurs iniM, comme on le voit immédiatement dans les formules (64) et (65).
Addition d'une période au second argument de *(a, a). Considérons l'intégrale
Si m est pair, changeons a en a -^ m —; la relation
( m pair) ti u - ■ m -^ ) ^= Z u zh m y,
donne immédiatement I„, ^ I^ = <Im <7, — ) ■
Si m est impair, changeons a en [m -h 1 ) — — a; la même relation donne encore I„, = Iq. Ajoutons ensemble lo, Ii ? • • • - Iw-i • L'^ somme est égale à ml(^; mais c'est aussi l'intégrale prise depuis
/.éro jusqu'à m —■> c'est-à-dire <I> ( a. m — j- Donc
( 67 ) ^*( ft. m -^\ ^ m 4» ( a
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Prenons maintenant l'intégrale
par le changement de ,3 en 2 « -^ + ,3, et en vertu de la relation
^(« r!= 2/ll0') = Ç« Z± 2«T)',
elle dcvicnl
^ ir(«-- ?'3)^ lia— t3)]^3 = *(a, a). • 0
Ajoutons-la à la somme !(,+ I, -r • • . + Ii>«_i- Nous aurons ainsi une intégrale, prise depuis zéro jusqu aa/î— + a; par cons('([n(Mii
* I a, a -{- i rt ^ ) = 2 /i 'T> I (7, — I 4- * (a, a).
La démonstration que nous venons de faire pour cette formule suppose n positif, mais il suffît de l'intervertir ainsi
<\>(a, a) = — 2rt * ( n, —r \ -- '!> i a , 'j. ~ xn -^ \
pour reconnaître qu'elle s applique également au cas où n est négatif. Prenons cette dernière forme en y remplaçant n par — n.
(68) ^{a, %) — -iii^i «, ^ )^ * ( <"'! ^ — 2/1 —
Généralisation des propriétés précédentes.
Employons maintenant les égalités (61), (64), (65) et (68) pourréduire explicitement les deux arguments à être compris dans liiilervalle d'une période.
ans le cas A > o, supposons a com|)ris entre -i n — el2[n + i)~'
et «, comme dans (64), entre '.>. ni to et a(m -+- i)(o. Transformons le dernier terme de (68), d'après (61), en écrivant
'lu a, Cl. — 2 /i -r j — î /« Tj ( a — ■>. /i — r ) 4- 'I» ( a — 2 «« to, a — 2 n -r 1 )
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Cl remplaçons aussi <ï>(c/, ^ ) par son expression (64). Les termes du second membre, outre la fonction fp, sont les suivants :
4 mTj ( a — 2rt A- j -l- 2«[— lifl a -^(im -j- e)-].
Nous les mettrons sous la forme la plus symétrique en rcmplaçanl i.-f^iù' par la cpiantité égale Y,(o'4-r/(o -h 7^' f't nous aurons la formule suivante :
/ A>o, amco ^ « <2(m -t- 1 )oj, L m' ^ , . m'
I in -r- OL <i2(n -4-l)-r-'
( 69) \ *(«) ^) = 4 /«'"i^ — 4 ni(' a ~ I inni{-r^i<'>' -^ t/oj)
-f- 2 n ( /n -^ ô) 7T -f- *I> I rt— 2 /» w , a — % Il -
= 1, sauf au cas a=^}.inM, où c— o.
Nous pouvons maintenant généraliser la relation ("iS). Changeons 0^3 en — «3, par conséquent
tO, Y, Oj', t/
en
et, en même temps, échangeons a. a par conséquent aussi m. n: nous aurons
a) = 4 nh^ a — ^mr^n — 4 "}ni(-rj o) -^ T,t./) (69
) -+- 2 /?? ( H + s' ) - — <I>i ( a — ■.i/t'^ , a — 2 7?î to
La quantité î' a, par rapport à a, menu; significalion que t [)nv rapport à a.
Dans les deux fonctions <I> et $,, qui sont aux seconds membres <le (69) et (69 «), les deux arguments sont entre les limites (o, 2to)
(o, ^4^)- On peut donc leur appliquer la formule (58), et leur
somme est zéro ou ±: rz, suivant les cas, que Ion peut réunir en
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représentant celle soninie par tt'-. \^ joutons membre ;i membre (69) et (69 «), el voici la formuh' cherchée :
> o . 'x m co ^ « •< 2 ( //i -7- I ) co , ■m ^ _a<2(/n-i) -r.
= I, sauf au cas a = mio). où
sauf au cas a = 2«
Dans le cas A<^o. voici comment se fait le même calcul Supposant a dans les mêmes limites quaux formules (65) e\
aussi 7. entre (2 /« — \)-^ e\ {\>.n-\-\) -: ■> nous remplaçons au second membre fie (68). comme tout à 1 heure.
4» 1 <7, a — in -^ \ pa
et, suivant (65),
2/i'l> ( a. A- ) par 2/i[— iJT/ja-;- (4/«-i- îj~].
Nous mettrons, en outre, au lieu de 2r,,co'^ , la quantité égale Y,,oi!, -h ^loWaH- i~- et nous obtiendrons une formule qui différera de (6g) par un seul terme
< o, {•>. m — Il 0J2 < a < (2 /?i -T- I J too.
<I> (<7 , a ) = i //rr, 2 a — I n it^ '., a -f- i //? /* / ( r, 2 1'-> 2 -^ '^ '2 ''■*:! ^ -^ 2 n (2 //J — s ) - -(- <I> ( a — 2 //« t02 , 'j. — in
■ I , (2 /» — • I ) t02 < '^Z ■< 2 /?l W2, O, rt = 2//10J2,
■ 1 , 2 //? CO2 'C ^ <I (2 /?l -^ I ) l'J2 •
Prenons ensuite, comme tout à l'heure, l'expression analogue de <t) (a, d) el remplaçons la somme des deux fonctions <P du second membre suivant la formule (58). Leur somme sera îî'-, car les deux
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arguments sont lim entre — wo et 4-oJo, 1 autre entre — -^ el
-I r'- . On aura donc
A < o, f 2 /?j — I ) to, < a < ( ■>. «i -i- I ) W2, (2/1 — I ) -^ < a < ( 2 « -M ) -T^ 5 «ï>(o. aj -f- *i(a, a) = [(a/?? — s)(2« -i- s'j -t- 4 /»/? ]-,
fo'.,
a = ■un coo,
Ces formules (71) et (-2) ne conviennent pas quand a ou a atteint une demi-période. Suivant l'observation faite à la suite de la
formule {GQ)-, si a devient égal à (iin — i)ojo, ^ia, ^ ) subit une
diminution brusque, égale à 7t. Il faut donc diminuer le second membre, dans (71), de inr.. L'anal vse se poursuit sans obstacle, car la formule (58) permet à un des arguments de devenir égal à une demi-période; on déduit donc immédiatement de la formule (72) les deux suivantes :
*(«. a)-h *i(a, a) = {{im — i){in -\- z ) -{- \ mn — in]T. , a ^= {im — 1)109 ;
<^(a, a)-l- <ï»i(a, a) = [(2m -i- î)(2rt — i) -h ^mn— ■iin'\-,
Mais, quand a et a sont à la fois des demi-périodes, il faut encore prendre une nouvelle formule, d'ailleurs fort aisée à construire. Nous avons, d'après (67),
«1> (im — l)W2, {-211 — l) -A = (2/i — 1)* (2771 l)W2. -^ >
et, d'après (61) et (62),
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d'où résulte
'1' (2//i — i)co2, {in —i) -^ — i{in — i)(2/n — i ) . -
l a = ( 2 /?« — I ) co.,, a = ( 2 n — I ) ^= , (72C) j • ■ «
( *(«, a) — 4'i(a, a) = 2(2/4 — \){im — i)-.
Addition simultanée des deux demi-périodes, dans le cas du discriminant négatif.
Prenons Fidentité
a ^ Lù^ziz 17. = toi I— w., — « =: M a 7^ 1 ;
puisque cooiii (o!, est une période, nous avons
De la définition (5i) on peut donc déduire '!>(«-;- C02, a) = / [^(a -t- oJo-^ ^ ' -i- ?(« -^ W2 — ■x)\d%
= 2r,2a+ / , ' [aa^- f;3)^-r(« — î3)]rf-i.
Séparant la dernière intégrale en deux autres, ayant toutes deux une limite égale à zéro, on conclut
Changeons a en a H ^ j remplaçons $[ «, ^ 1 par sou expression (65), et nous avons la formule cliercliéc
r = 2T,2a — 2JT,2a -r- 2T,2 ^^ -H ( 4 «i -H î) 77 -^ 'P( « . Ot ) ,
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dans laquelle ni el t ont la nième significalion que pour la Ibrmulc (65).
Valexu's limites de *(«, a) quand les arguments convergent vers des périodes.
Nous savons déjà (Sp) que <!> est nul quand un des arguments est nul. Mais il n'eu est pas de même quand un argument esl infiniment petit; e'est là un des caractères de discontinuité.
i'' Quand a tend seul vers zéro, la définition (5i) montre que tl>(a, a) tend aussi vers zéro. Il n'y a là aucune discontinuité. Ainsi
(74) lim*(rt, a) — o.
CL — a
'2^ Quand a tend seul vers zéro, on voit dans les formules (70) ou (72) et (726) le terme 'ï^i(a, a) tendre vers zéro, comme ou vient de le reconnaître, tandis que le second membre présente une discontinuité; donc <ï*(a, a) est discontinu quand a tend vers zéro; sa valeur limite n'est pas la même quand l'infiniment petit a est positif ou quand il est négatif. Effectivement, l'égalité (53)
<^(rt, a) = / -^-^^ — / d'j. / cla <\{a, a),
dans laquelle a est supposé entre ;- et + ^^r- , et dans laquelle
aussi 'i;(<7, a) conserve toujours une valeur finie, fait voir que 0(a,a) se réduit à la première intégrale : celle-ci devient ri -.
suivant le sic-ne de - • Nous avons donc ° a
( liin*(a, a) = es't:, îa>o, î'a>o,
w^) 1 9. co' 2co'
3" Si a et a tendent ensemble vers zéro, la même égalité (53) fait voir que •!•(«, a) est indéterminé; sa valeur limite
(76) liin 'l»(a, a) = aarctang -
dépend de la manière dont a et a tendent ensemble vers zéro ; c'est un arc quelconque, compris entre — - et + -.
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Oa pourra, sans aucune difficulté, passer ensuite à Texamen des discontinuités qui s'offrent quand les arguments tendent vers des périodes. Les formules des paragraphes précédents, qui donnent le résultat de l'addition des périodes en fournissent le moyen. Nous laisserons ce calcul, comme inutile.
Ce qu'il importe beaucoup plus de savoir, c'est s'il n'existe pas d'autres discontinuités. A cette question, la formule (53) répond par la négative, dans les limites où elle s'applique; puis, au cas A^o, l'égalité (69) enseigne que les discontinuités ne peuvent passe présenter autrement. Au cas A<o, l'égalité équivalente (^i) montre que les discontinuités se produisent seulement quand a ou a converge vers des périodes ou des demi-périodes. Mais, à l'égard des demi-périodes, la formule (53) fait encore voir que les discontinuités s'offrent seulement si a cl a tendent, à la fois, vers ces demi-périodes.
Pour ce cas, les égalités (73) et (76) nous donnent
un '1> a — wo, a -; ^ = £- — 2 arc tans ^ 2t,,^^ ,
\ £a>o, E = =ri.
Propriétés de la fonction ^Vici, y.) — e- ' . C'est cette combinaison
(78) W{a, oi) = e- = cosi* — i sini*
(|ui jouera, dans le Chapitre \ I, un rôle considérable, en nous conduisant à la connaissance de la fonction dans laquelle se résume toute la théorie. Les propriétés qu'on vient de reconnaître à la fonction 4> se traduisent en propriétés correspondantes, qui appartiennent à W. Pour en obtenir les expressions explicites, nous n'avons à faire, pour ainsi dire, qu'une transcription des formules. Mais, à cet égard, il y aura lieu à quelque simplification : l'intégrale ^{a, a) se rencontre dans les applications, et il était utile de développer, pour elle, les formules sans qu'il s'j présentât aucune restriction. Mais W n'est qu'un intermédiaire; nous ne prendrons pour cette fonction que les formules dont nous aurons besoin au Chapitre VI. Ainsi nous ne supposerons pas que les arguments puis-
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sent être égaux à des périodes, mais seulement qu'ils puissent converger vers des périodes.
Nous transcrirons d'abord les formules qui s'appliquent, quel que soit le signe du discriminant, puis celles qui sont propres au discriminant positif, enfin au discriminant négatif.
Conséquence de (60).
/ Wi-a,oi)W{a,oC) = i;
Conséquence de (61).
Conséquence de (74)-
(81) lim W(a, a) = i.
Conséquence de (75).
La forme du second membre, et' i, résulte de ce que e '^ est égal
Conséquence de (76).
Si 0 est l'arc dont la tangente est —, W converge verscosfi + isinO. Cet arc, à cause de sa définition, est, on l'a déjà vu, compris entre
— - et H ; son cosinus est donc positif. La partie réelle de W est
donc positive, etl'ou a
il- 11-/ \ T «-4- ta lim "t (<7. g) = lims -■,
£ — zh 1 , £ rt >o, y/a- -f- a- >■ o.
lim^^(«,
II. A>o
Conséquence de (68).
Prenant, dans (68), /z = i , et remplaçant <ï>(«, ^j par son expression (64), on obtient
•I» ( a, a -^ r- j — *(«, a) = — 4 iti.' a -r- (2e -^ 4 '«)"•
Comme il a été convenu de ne pas considérer maintenant les cas oiî les arguments sont égaux à des périodes, t doit être pris égal à I. De là l'égalité
résultant de ce que e'"= — i .
Conséquence de (70).
Il faut y supposer aussi ^ = i , s'=: i . On a
ot la conséquence cherchée s'exprime ainsi
!^'{a, a)Ti(a, a) = (— O^^+^i; 2 m w < a < 2 ( /?i — I j to , in -^ < a < 2 ( n -;- i ) ^- •
La quantité ^*, (a, a) est, bien entendu, celle qu'on déduit de $, , comme T est déduit de <ï> :
C'est, par conséquent, la fonction ^' où Ton a changé g^ en — ^3, et échangé les lettres «, a.
III. A
Conséquence de (68).
Eu faisant dans (68) /^ = i cl remplaçant <!>(<:/, co'j par son ex-
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pression (65), nous aurons
THÉORIE
4 j'y/, a ^ {it -^ 8 m ) ~.
On doit prendre z =zn: \ . tant que a n'est pas une demi-période. Mais, eomme il a été expliqué à la suite de l'égalité (72), on doit diminuer le second membre de a/? si a est une demi-période; donc
égalité où il faut prendre le signe moins, sauf au cas«=3(>./?? — i)(0o.
Conséquences de ( 72 ), ( 72 « ), ( 72 6 ). W{a,'x)y\\{7.,a)= s
{—ï)"'+"tti,
( — \)"^t'i si « = (2/?? -^ i)oj2,
{—l)"ZL
SI a
si i'un — I ) C02 < rt < 2 m coo , si 2 /« to.> < rt ■< ( 2 »i -^ I ) w-2-
ïi (2 7^ — 1) -^
nn
Nous ne transcrirons pas la conséquence de {~'i c), qui serait semblable aux précédentes avec — i au second membre; car nous n'aurons pas à employer le cas dans lequel a et a sont égaux à la fois à des demi-périodes, mais seulement celui où ils convergent à la fois vers ces demi-périodes, comme il a déjà été dit (p. i04).
Conséquence de (73).
(88) ^la~M,,0L'^ r j =ma,'x)tic' ' - ',
formule où £ a la même signification que pour la précédente (87); ti doit être remplacé par — i quand «= (2/;? -h i)(02.
CHAPITRE VI
LA FONCTION ru.
Définition de :ru pour les arguments réels. — Homogénéité. — Dérivée. — Addition de la période. — Racines réelles de (Tu. — Formule fondamentale. — Arguments purement imaginaires. — Arguments complexes. — Imparité. — Changement de u en iu. — Dérivée. — Addition des péi'iodes. — Addition do la période 2oi^{à. <.o). — Continuité de Tu. — Dégénérescence de ?«<. — Lacune que présente le développement de l'u. — Propriétés caractéristiques de ru. — Équation à trois termes. — Les fonctions cr,?/, r^u, r^u. — Expression des quantités \/pu—e,^ par les cr. — Diverses expi'essions de v/e, — e,, de ^e, — e,, i/e^ — e^ et des quantités analogues. — Addition des demi-périodes dans les fonctions r. — Expression de p'« par les a". — .Multiplication de l'argument dans ru. — Intégrale complète de la fonction Ç.
Définition de cfu pour les arguments réels.
L'intégration de 'C,u est l'origine de la fonction que nous avons encore à introduire. Soit w une période : quand u converge
vers iv, ^u devient infini à la manière de » et son intégrale
devient, elle aussi, infinie, mais à la manière de log(M — w). Pour éviter cette singularité, on prend pour nouvelle fonction une exponentielle, dont l'exposant est l'intégrale de ^ii.
En définissant ^i/, nous avons considéré (V, 3) la fonction
r « — -^ cot — = F (u) r= f /(u) du
' " I \ 9.cosin — /
du.
Elle est finie et continue pour toutes les valeurs (réelles) de u. hà même propriété appartient à son intégrale 5" («)
(•2) i(H) = f ¥(u)du= f du f du
2to sin —
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La nouvelle fonction s'a sera définie par l'égaillé
(3) j//= — • sin — e
- 2 OJ
C'est une fonction impaire comme le sinus j car F(a) est impaire et, par conséquent. J iu^) paire :
Homogénéité .
Les relations d'homogénéité établies successivement pour J)'//p?/, v« font aj)paraîtrc toutes ces fonctions comme homogènes cl des degrés respectifs — 3, — 2, — i, quand on y envisage w, o). '•)' comme étant du degré i, et ^o, g^ comme étant des degrés — 4,
— 6. La combinaison F(i<) est, comme X^u. homogène et du degré
— I, et son intégrale J(w) est homogène et du degré zéro; par conséquent, "iu est homogène et du degré i :
( 5 ) 3- ( ^ ; ^2 !-«•-, gi ;-^^ ) = -'^ :^(« ; gi, g%).
Celte relation (5) comprend la précédente (4) comme un cas particulier.
Dérivée.
Par la définition (3), on obtient
l -j- Xo^L-iu— -^ cot ~ h ¥(11) = tu,
} du 2 oj 2 to
Addition de la période.
D'après l'égalité (V, 5)
F(j< -I- 2W) = Y {il) -4- 2T,,
on obtient, en intégrant de zéro à u,
4(u -+- 2W) J(2W) = J II -- 2r, u.
Faisant k = — o), nous voyons, dans cette relation, se déiniirc
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los deux lormcs -f (?^ -f- 9. to) du premier membre, el J(«)du second membre, la fonction J étant paire; donc
^■(U -^ 2 co) ■= .î (î/) -+- 2r, (i< -^ to).
13'aiitre part, sin ^^ — se reproduit, changé de signe, quand on change ii en [ii -^ 2w). Donc, d'après la définition ( 3),
ce qu'on peut écrire aussi
a'(to-4- u)
j (to — II)
lV)ui- laddilion île inibi, on déduit de (-) ■iiu — irriM)
^2r,f«-^!îTO— i)w!
:î[u — 21//? — U wj
3'[i«-!-2(/n — 2)wJ '
Muhipliant ces égalités membre à membre, el tenant compte, ])our composer l'exponentielle, de la relation
on obtient la relation générale
j[u -i-imui) , , ,
qui. démontrée ainsi dans l'hypothèse m positif, est vraie aussi, quand m est entier et négatif. C'est ce qu'on voit par \o changement de u en — ■ u dans cette relation (c)) elle-même.
Racines réelles de :!u.
L'exponentielle r"*^"" est toujours positive, sans devenir jamais nulle; donc, suivant (3), du a toutes les racines du sinus, sans en avoir d'autres. Les deux fonctions ont toujours même signe. Les racines sont de la forme ù = im(.<).
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D'après (2), J'(o) est égal à zéro, c'""' àrunilé. Puisque le rapport du sinus à l'arc tend vers l'unité quand Farc lend vers zéro, on a, suivant la définition (3).
(10 ) iim ■ — = I ;
de là. suivant la relation (()). on déduit
(Il) haï = ( — i)"'g2"'-'iw.
Formule fondamentale.
L'égalité (V. 16)
[)eut être écrite sous la forme
d , :f{ii-^r) -ydi — r) d , , .
du ° -i-u du ""^^ '
Les deux fonctions, dont les dérivées logarithmiques sont ainsi égales, ont donc entre elles un rapport indépendant de u. Pouiconnaître ce rapport, il suffit de supposer « = o. D après (10), la
partie principale de — -^^^^ est égale a 7 ou
d'après (^4)î — "^ • ^'^ partie principale de [^p 11 — j)r)est -, • Le rapport est donc égal à — 3'-r. Voici donc la formule obtenue :
(•2) ■ ^■-, ^, = pr — ,p».
On verra bientôt, dans le présent Chapitre, que cette formule (12) renferme, pour ainsi dire, toute la théorie. Il n'existe pas de théorème d'additiuu pour la fonction ^; la proj)Osition (12) en lient lieu.
Arguments purement imaginaires.
Kn même temj)s (pir
considérons aussi
(i3) ^11 = :f{u; ,::rî. — ■i^i^.
comme nous avons déjà envisagé pu eL Z,i{. Rappelons qu'à l'égard de ^11 les constantes remplaçant -/], to, y/, w' sont
OJ = ilO.
au lieu de (9),
au Heu de (i i),
,. J*! (' -l-2/nto') Jim
Conformément à la relation d'homogénéité (5), nous prenons, pour définition de ci{iu) avec u réel, l'égalité
( I 5 ) ■y'(iu) = i ? ?/ .
La fonction o't^, dans laquelle ç ^= iu est purement imaginaire, satisfait, comme l'homogénéité le rend évident, aux relations déjà établies pour du; mais, dans les relations où figurent r,, co, ces constantes sont remplacées par Vj', to'. Ainsi, au lieu de (8), on a
/ ^^nl glnrq'i.i'+mu)') •
— ( 1 y« g2/rtîrj'(o'
Arguments complexes.
N'ayant pas de théorème d'addition pour i^ c'est à la formule (12) que nous devons demander la définition de d avec un argument complexe. Elle peut nous servir à définir le produit des deux imaginaires conjuguées ci[a -f- /a), a'(rt — i'a). Posons donc d'abord
':f( a -h ïol) a' (a — iot) = -ï^a j'^f a(j3 i% — pci).
Mais il faut maintenant une seconde relation; c'est à quoi va servir la fonction W du Chapitre précédent (V, ^8), et nous poserons en même temps
Ces deux relations donnent bien pour a'(« -f- iy.) et <i(a — /a) deux imaginaires conjuguées; leur produit, en effet, est réel, et leur rapport est une exponentielle à exposant purement imaginaire:
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c'est ce qui doil avoir lieu pour le produit et le rapport de deux quantités conjuguées pe'^, pe~'^'.
En multipliant membre à membre les deux égalités que nous venons décrire, nous aurons ■i'-[a -\- ït.). Extrayons la racine carrée aux deux membres, et précisons entièrement cette racine carrée; 3'(a + îa) sera alors bien défini. Nous aurons ensuite à reconnaître ses propriétés.
Il y aura lieu de distinguer ici le signe du discriminant, ce que nous n'avons pas eu à faire jusqu'à présent dans ce Chapitre.
j(a-\- ioL) = ( — 1)"+' i :fa :fi'x\/pa — p ioiW( a, ai.
Le radical y/j3rt — pi^-^ toujours réel puisque l'on a
pia<e3< ei< pa, est pris positivement.
Quand (( est un multiple de 2 0J ou ?'a un multiple de 'Ato', pa — pi y. est infiniment grand, n'a point de sens. Mais da ou -iiy. est alors nul. On prendra pour définition de cj(« + f a) la limite vers laquelle converge le second membre quand a ou iy. converge vers ce multiple de aco ou de aw'. On verra plus loin quelle; est cette limite.
Dans le cas du discriminant négatif, voici la formule analogue :
a' (a -i~ i'a) = ( — i)'' i :fa -^ i%\J pa — ptaT(a, -x)
( i. — i)"-^-'e' en ÇL-néral, ,(—!''' =
(20) / ( — ^ SI rt = (2/n -i- l)0J2,
= — I SI ( 2 « — I ) -^ < a < 2 « —=- j
= -I- I SI 2« — 7^ < a ^( 2/1 -i- l)-T^»
Le radical est [)ris positivement ; il est toujours réel, jniisque
l'on a
pin.< ei<pa.
Pour les valeurs de a et de /a, multiples de 2 Wo ou de ^w'^, mêmes observations qu'à la formule (19). On peut remarquer que;
le facteur ( — 1)"+' e' change son signe quand ia passe par un multiple de '2 m'., : la formule (20), par suite, dans le cas où a n'a pas la forme {ijn -\- 1)0)2, est identique à la formule (19). C'est seulement ce cas particulier a={2m -\- i)t02 qui oblige à séparer les formules propres au discriminant négatif.
Voilà donc C3'(rt -+- iy.) bien défini, sans aucune ambiguïté. Nous devons démontrer que cette fonction possède les propriétés déjà reconnues pour les cas où l'argument est ou purement imaginaire ou réel.
En premier lieu, l'équation d'homogénéité (5) est vérifiée; car
U' est homogène et du degré zéro, \/pa — pioL du degré — 1, et i(( dia du degré 2. Il faut cependant observer que nous supjiosons ainsi implicitement y/[j. positif, supposition sans laquelle il deviendrait nécessaire d'examiner le facteur ± 1 des formules (19), (20). Aussi allons-nous le faire à part pour le cas ^[ji. ^ — 1.
Imparité.
i" Dans la formule (19), nous jiouvons écrire
Donc au nombre ji se rapportant à a correspond le nombre — {n H- i) se rapportant à — a ; par conséquent, on a
:;'( — a — /a) ~ ( — i)'^i ^ ( — a) a'(— ia))/ pa — jd i'a W{ — a, — a).
Mais, d'après (4) et (V, 79),
a'( — rt) = — jrt, ji^ — i'a) = — jf'a, W( — a, — a) = ■*F(«, a).
Donc
r" ( — (i — ( a ) — ( — i)'H cf a 3' « a y j) « — p t a ^J" ( a, a ), u ( — a — t'a) = — ■ '^{a -r- j a).
2" Dans la formule (20), si l'on a
on en conclura
{in — 1 ) -T- <^ 'X <^ i. n -^ ,
~ in -^ < — X <,(—■! n -h i) —r^ t ^ i
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Avec rarj^iunenl a, on avait à considérer le nombre ii. el î' était égal à — 1 ; avec l'argument — a. ii est remplacé par — n. et s' dc- \ient égal à +1. On voit donc que ( — i)' est remplacé par ( — 1)''+' quand a est changé en — a.
11 n'est pas nécessaire d'examiner le second cas (jui se (h-diiil du précédent par l'échange de a et — a.
Il n'y a pas lieu non plus de considérer le cas
a = ( 2 »i -^ i ) too , V. ^^ ym -7-1) —= ■)
<lans lequel on a
))rt — pta = ^2. ^«i = o.
Uouc, en toute généralité,
3' ( « ; = jU.
Changement de u en iu.
La relation (i5) doit aussi être vérifiée. On peut l'écrire ainsi
(21) :iia -^ 17.) = i^i^y. — ia).
Nous venons de reconnaître comment se changent les nombres //, t' quand on change a en — a. Prenons les nombres analogues
m. z relativement à a et o>. au lieu de a et -.-> et faisons-v les mêmes
changements. Nous aurons, de cette manière, ô'i a — ia).
Ainsi : i" pour A << o, soit
2 «i 10 < a < 2 ( /?i -^- 1 ) co, nous aurons
3^(a — la) = ( — 1)'" i :ra ■^{ — ia) y/jl a — pi a ^Fi(a, — a).
D'ailleurs,
i-it^^ ■j ioL, 3'( — ia) ^= — ida,
pa = — pi a, pia= — pa
et, d'après (V, 79),
En conséquence,
cr(a — ia) = (— i)'«+i i :ra:ri7^pa — p ta ■
^iCx, a)
Divisons membre à membre l'égalité (19) et cette dernière, pour en déduire
±(^L±J^ = (-!)'«+« T(«, a) Ti(a, a).
Mais la relation (V, 85)
T( «, a ) Wi (7.,a) = (—i )'" ^" i
transforme précisément notre dernière égalité en celle (■n) qu'il fallait vérifier.
i*." Pour A -< G, soient
£ = — I si ( 2 /?t — I j too < « < a m C02,
£ = -i- i si 'iniM-i <i a 1 (1 ni -h 1)102-
Comme il a été expliqué au paragraphe précédent pour le changement du signe dans le second argument, on aura, conformément à la définition (20),
T'i 7. — ia) — ( — i)\>--*-^ ?a ^ ia /pa — pia Vi(a, — «), / { — i)"'î en général,
i -4-£ Sia=(2/l-r-i)— ;==•
De là se conclut, comme précédemment, par les égalités (22), (^3),
( ( — i)'""^":^:^' en général, ■fia -T- il) I ) / ^ /
:s'{oi— la) W(a,%)Wi{oL,o) ,
( ( — i)"i si i'a =(2/1 —1)102.
Dans chacun des trois cas, le second membre est précisément égal, d'après la relation (V, 87), à , • L'égalité (21) est donc pleinement prouvée.
Dérivée.
D'après les définitions (V, 5i. 78) de <!>(«, a) et de T(^7, a), on a
— log^'(a, a)= — - <I»(a,a)= -\^( a -\- ioL) -]- ^(ci — iy.)]. iJ'x -j. Ox 2 / - V /j
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On conclut donc aussi bien de (20) que de (19)
d{ia.) = i Urta — r(rt-^ta) — r(a— /a) ^" ^"^ . 1 •
' L ■ ' ■ pa — pi^i
Mais, suivant le théorème d'addition (V, 16a) pour la fonctiou ^.
iX.it -^ C(<7 — it) — = !!( a -^ ta).
pa — pl'J- Il reste donc simplement
\ous aurons semblablement, changeant a en a, a en — « et gz en — 0-3,
log j'(a — ia') = — Z(oL — ia).
d{ia)
i Oa
D'après (21), le premier membre équivaut à - — loga'(rt -^ i"a). Quant au second membre, il peut être écrit aussi - ^(a -r i'a) ;
— log3'(a-4-ia) = ::(« + «a),
Ainsi l'égalité (6) a lieu quand u est nue quantité complexe.
Addition des périodes.
Si, dans la définition (19) ou (20), on change « en (a -f- 210), deux des facteurs du second membre changent seuls : 1° le facteur da qui, d'après ('7), se reproduit multiplié par — e*r,(a+w)j 2° le facteur W(a, a) qui, d'après (V, 80), se reproduit multiplié par e^Va. Donc
(25) ^(a— i'a-r- 2w) = — :f{a-h ia)e20'a+'x+w)^
C'est la complète généralisation de la relation (7). On peut de même obtenir la relation analogue pour Taddilion de 2to' au moyen des formules (V, 84 et 86), ou encore déduire I. ' 12
de (2.5), par le même changement de lettres qu'au paragraphe précédent,
■no'\ _ 2rr/(a-irt+ — )
X — la H .— I = — J ( a — ia)e ^ ' ' ,
c'est-à-dire
(26) ::'(« + «a-r- 210') = — :f(a-\- ia)e-^"'"i'''' + '^ + «'',
géuéraHsalion de la formule (17), avec ni = i.
Addition de la période 2oj3(A ^o).
L'addition de la période too 4- '-'^ ^= loy-^ (A << o) exige un peu plus d'attention.
Tirons d'abord de la relation (12) avec arguments réels (elle n'est encore établie que pour ce cas ou celui des arguments purement imaginaires) une formule particubère, en supposant
OU, d'après (8),
Nous allons extraire la racine carrée, prise avec le signe plus. A cet effet, il faut observer que a'(wa + <^f-) est positif quand a est entre — ojo et -+- ojo, puis change de signe chaque fois que a passe par un multi])le impair de t02.
Au contraire, ia change de signe quand a passe par un multiple pair, et a le signe plus quand a se trouve compris entre zéro et 2CO2. Si donc, comme précédemment, on suppose
£ r^ — I quand {2m — i)w2 < « <! smojj,
E = H- i quand 2 m Wj < « ■< (2/« H- 1)0^2,
le quotient - — '-^-^ — a le même signe que t. Pour avoir le radical positif, news écrirons donc
/ 0\ / ., „ ^('Wj-t- «)
(28) VP« e2=£e-1a« ;;;;
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Semblablemcnt, en supposant
= I (|Uaiul ( 2/i — I ) -T^ 'J. ' 2.11 —1^ y
I quand 2/1— r" ^a -^ ( 'in -^ i j -^
on aura un radical positif si Ton prend
(3o) yJe^ — ui'j.= -Je
En second lieu, la formule d'addition de la demi-période
p{a — ojoj— e-y — e-2 — p( ix — w'j ; =
«2 — p t'^ nous donne
slpa — eiyje^—pix
et tous les radicaux sont pris là positivement. On obserse, à ce sujet, que ie-x — C\){^e-i — ^3) est le produit de deux imaginaires conjuguées, donc positif. Par le moyen de (a8) et (3o), nous avons de la sorte
v/,p ( a -^ oj.> ) — p(i-j.-\- oj 2 ) 7" ( 0)2 -;- « ) 7' ( to';, -^ i a) ypa — pi'a ja j i'j.
= 3" 0J2 ■ 7" co', sjie^ — ^1 j ( «2 — ^:i
Reprenons maintenant l'égalité (20), cliangeons-y a et iv. en (rt + 0^0) et (i'a -J- w!,), et soit v' le nombre rpii remplace alors v. Nous concluons
7* (^ a -f- 1 a -f- oj> -^ (o', )
3'(a H- ta) ^ ' 't*(«, t-)
Mais, d'après l'égalité (V, 88), le dernier rapport est égal à
î i e 'ï •) ' î' -t- ■'i •) " -+- ■'"i ■> '•> •> • Posons
C — 7" 0J2. 7' oj 2 v/( ^2 — Cl ){ei — ej ; t;'"' 2 f"^ 2 >
j8o première partie. — THÉORIE.
nous avons donc
Il nous reste à examiner le facteur de discontinuité ( — •i)^+'''£'. Prenons le cas général où a, a + coo ne sont pas multiples impairs de coo. On a, d'après (20), ( — i)''=( — i)"''"'^'^ désignant par /i', i'
les nombres analogues à n, s', mais relatifs à ( a-^ :^ j, on aura de
même ( — !)''' = ( — ij^'+'s". Le facteur qu'il faut examiner est donc ( — i)"+"'£''. Or ( — 1)'' change de signe quand ;a passe par un multiple impair deto... On a déjà remarqué que ( — i)"î' change de signe seulement quand i'a passe par un multiple pair; donc, de même, ( — i)" s" change de signe seulement quand (/a + 10!,) passe par un tel multiple, c'est-à-dire quand t'a passe par un multiple impair, exactement comme ( — i)"; donc le produit ne change jamais son signe et n'est pas discontinu. On voit d'ailleurs immédiatement qu'il est égal à + i .
Ceci observé, on peut facilement déterminer G en supposant, dans (3i),
par quoi le premier membre devient — i , et la formule (3i)
V changeant u en (?/ — 2to'^), on en déduit, par le moyen de (i^ ),
j ( ii -^ CO2 ^ (0 2 ) = — j u.e \
Ces deux égalités, conformément aux notations introduites (V, 3o), s'écrivent
(34) cr(î< -f- 2103) = — :;';;. e2'l3'«-i-w3',
(35) c'(i< — 2co,) = — y^i. e2';.i"+w,'.
Elles complètent l'analogie qui existe entre les périodes 210,, 1 toj (A < o) et les périodes 2co, 2w'( A ^ o).
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Continuité de -^u.
1° Supposons, dans les formules (19) ou (20), a infiniment petit; il s'agit de s'assurer que 3'(« -r iy.) a pour limite 'ia.
Dans la relation (19), le produit des facteurs au second membre, le radical réservé, a pour partie principale ( — i)"a3'«, comme il résulte de (10) et (V, 81). Le radical a pour partie principale
m -j quantité positive. D'ailleurs ji est ici — i ou o, sui\ant que
a est négatif ou positif. La partie principale du radical est donc
( — i/'-' et le second membre a pour limite ia.
Dans l'égalité (20), le raisonnement est tout semblable: le nombre n est ici égal à zéro, et le signe de a concorde avec celui
de s'; le radical a donc pour partie principale '-; le produit des autres facteurs, s'a s'a. La limite est 'jCi.
2° Si a est infiniment petit, il n'est plus nécessaire de recourir aux formules. La limite est j /a comme on le déduit du résultat précédent en mettant tf, a, — a, au lieu de a", a, a, puis revenant à 3" par le moven de la relation (i5 ). C'est un procédé que nous avons déjà employé.
3° Supposons a et a infiniment petits à la fois. Soient
La partie principale de \^ pa — piy. coïncide avec celle de
4 /— H ^7 radical positif que Ion peut écrire sous celte forme
— —, — ;— j y a- — y.- étant pris positivement. Les égalités (19), (20) donnent toutes deux
Partie principale de J'(a -r- ta)= z' a% ,- ^(«j
D'après (\ , 83 j, ^r(a, a) a, pour partie j)rincipale, celle de -; donc
y/a-- (ooj lim ; — =1.
C'est la généralisation de l'égalité (10).
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Les formules (9) et (17) ont leui^s analogues (34) et (35) dans Je cas où le discriminant est négatif. Employons maintenant la notation 2co,, 2t0:j pour les périodes, quel que soit le signe de A. Nos deux formules sont donc
( j \ni,g2.iii,r,,{i/+m-i(ù,)
OÙ, l)icn entendu, l'argument 1/ est une quantité complexe quelconque. On peut réunir ces deux formules en une seule. Changeant, dans la seconde, u en 11-+- 2;?ï,w, et multipliant membre à mcndjre avec la première, nous aurons
Cj(U -^ 2OTi CO] -^ 2/??3t03 )
Mais Y, I to-i — ■r^:^ (o, est égal à -^ ? en sorte qu'on peut écrire cette formule ainsi
:= ( I yw,-f-lH7«3-i-i; gîr^ ti+u))^
s'il
Elle ne diffère de la formule (^), relative à la période aw, que par le signe du second membre; ce signe peut être plus. Mais cette circonstance se présente seulement quand w, et niz sont tous deux pairs, et alors w est une période. Ainsi, toutes les fois que d est une demi-période quelconque, on a toujours, pour l'addition de '>, û), une formide absolument semblable à (7). La constante r| est seulement remplacée par ~i^.
La formule générale (3-) montre que deux fonctions rf, dont les arguments diffèrent seulement j^ar une période, diffèrent ellesmêmes seulement par un facteur exponentiel du premier degré, (^c qu'il est essentiel d'observer, c'est que ce facteur est une fonction continue et ne contient aucun des signes ambigus dr i qui se présentent dans la définition de du. Au commencement de ce paragraphe, nous avons démontré que du^ i^a -{- iy.) est une fonction continue: i" quand y. tend vers zéro; 2° quand a tend
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vers zéro; 3" quand // = « -f- /a tend vers zéro. Il csl maintenant prouvé, au moyen de (3-), que ■j u = i {a -\- i y.) est continu: i" quand i'a converge vers une période; ;>," (juand a converge vers une période; 3" quand u converge vers une période; 4° quand (A étant négatif) a converge vers un multiple impair de (Oo, ou /a vers un multiple impair de to!,. Mais les formides (ic)) et (20) n'offrent aucune discontinuité <7/?/>r//"e/z/e, hormis celles qu'on vient dépasser en revue. Donc la fonction 'j u est toujours finie et continue; en outre, suivant (36) et (3-), elle a pour racines les périodes. Elle n'a pas d'autre racine, c'est ce qui résulte des définitions (19) et (20)011 l'on connaît les racines de tous les facteurs .aux seconds membres. Le facteur ^' n'a aucune racine, puisque, par définition, c'est une exponentielle e'^^, où 9 est réel.
Il reste encore à s'assurer que la fonction jU satisfait, dans tous les cas, à la relation (12). Maintenant que cette fonction nous est connue, nous pouvons lui appliquer, pour démontrer celte relation, la même démonstration, absolument, qui a été faite d'abord pour un argument réel. La relation (12) est donc exacte.
Dégénérescence de -^u.
Les formules (V, 32 et 33), cpii font connaître les dégénérescences de "C^u, donnent immédiatement les dégénérescences de du, |)our les arguments réels ou purement imaginaires d'abord, puis ])our les arguments cjuelconques. Il suffit d'appliquer les définitions de du. On trouve ainsi
•A CO . ~ Il -{ -— ) 2 tO . Tt « -^ II-
A = o, ^i > o, :f II ~ — SI II — fb ^ 2 w / _ — SI,-, — ^,+i';
T. UM T. 1 M
'(IU)= . e 6\2W,
o.to' e '•'•••' — c 2w' -iClLLl')"-
A = o, ffi <(>, a'U — ^^ -_ e 6V :;(o / ,
, • IfKillS- >0) . T.llf „ — 7
l84 PREMIÈIIE PARTIE. — THÉORIE.
Lacune que présente le développement de :^it. Développée suivant les puissances croissantes de u-^\à fonction paire — présente une lacune au second terme, en sorte qu'on a
cju= u(i -i- a h'* -^ B u^ ^7- . . . ).
Cette propriété importante résulte immédiatement du développement de pu{iy,i). Soit, en effet, à supposer que cette lacune n'existe pas,
a' u = u {i — au- -î- A u'* + B u^ ~ . . . ) : il en résidte
Hit = = — -^ lau -^i \ A ■îa-)u^-^ . . . ,
j II II
pu = — H' u = - — 2 a -T- ( 6 «- — 1 2 A) ii- -i- . . . .
Mais le développement de pu (IV, 4) a 1'* forme suivante :
pu = — r -i i^- — ... ;
nous en concluons
( îo ) :fu—u{i— ~- a '* - - .
Au Chapitre IX, on apprendra à former rapidement tant de termes qu'on voudra dans ce développement.
Propriétés caractéristiques de :fu.
La nature et les propriétés de la fonction du se résument ainsi : c'est une fonction définie sans ambiguïté pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de u, toujours finie, impaire, ajant pour racines toutes les quantités ?. /??w, + 2/UO3, m et n étant des entiers; elle est développablc en la forme
1jU=u(It-Au'*-Bu^-t-... ),
avec une lacune du terme en u- dans la parenthèse, elle se reproduit multipliée par un facteur de la forme e''"+*, quand on ajoute
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à li des multiples quelconques de 2(o, et 20)3; cllejouil eiilln de la propriété suivante, traduction de la relation (12),
(40 ■ ir; — zr, = ,-- loi,'^:;';^ 7— logr^p.
j-u:f-v du- di-
Ces éléments résument toute la théorie. Nous allons le montrer. Si Ton pose
du ° ■ ' du^ •' '
on reconnaît d abord, comme conséquences immédiates, la nature de ^u et de pu, la double périodicité de cette dernière. Les formules d'addition se concluent de (40' P^^ '^^^ conséquences, obtenues en dérivant par rapport à u et v :
p' Il
liu^ v)-^X(u— V)—'îZu
A U — V ) — iZ f =
pv — p U en dérivant de nouveau par raj^p^rl à u, on en déduit
P ( U -j- i>)— P ( Il — l>)
)ll pu pi>
Ou pu — pi> et, par conséquent,
p{u-{-i--)= ipu —
(Ju p u — p v
C'est une formule d'addition, mais dans laquelle figurent pu, p' u, p" u\ il faut pouvoir en faire disparaître pi' u et, pour cela, connaître la relation qui lie p';^ elpu. Or, en dérivant par rapport à (', on a de même
^^ ' •* Ovpu — pv
et, par conséquent,
<) pu — Wv 1) ])' u^ ^ ]V V
<}u pu — JU' '>r }t u — j)t^
Mettant à i)arl, dans le [)remler membrC; le lerine
Ou pu — pv~~ {^pu—JVf '
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on lui trouve son analogue, qui le détruit, dans le second membre, en sorte qu on peut écrire
d p' Il p" r p'- (•
du pii—pv pu — pi- (pu — pi-y
ou.enmellaul !)'// —. au lieu de — et divisant par (p;/ ^ — pr
•> d[pu) Ou ^ ^•' ''
p' u ri p' u p" V p'^'"
p u — ]) r f/( j) u ) p u — pv ( j5 « — p {•)- ( p u — ,p (• }■'
Intégrant les deux membres |)ar rapport à la variable pu. et désignant par a une constante encore inconnue, nous aurons
— = Upu ^ a)-, ^ ■ ^
\pu — pi-J ■ pu^pr (pu^pv)-
ou bien, en chassant le dénominateur,
P'-ii=- KP"-'Pv)-(p" ^ a)— ip'xi pu ~ pv)-^ p'U-.
Ici e est une arbitraire. On voit donc que p'-u est exprimable par un poljnôme du troisième degré en pu. Pour préciser ce poljnôme, on observera que l'une des propriétés de iu donne, ]iour ?/ infiniment petit, les développements
lu--
doù résulte que le terme en p'-u doit manquer dans le polynôme du troisième degré. Ainsi les propriétés, c]ue nous venons de résumer pour 'ju, conduisent non seulement aux formules d'addition, mais encore à la formule p'-u = ip^u — ^'^pff — .""s- Toute la théorie en découle donc avec la plus grande facilité.
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Équation à trois termes.
La formule, que nous venons de reconnaître caraclérisliquc,
:j-a.j-b da- db- ' ' ' '
entraîne, ainsi qu'on l'a déjà reconnu pour un autre exemple entièrement analogue (IV, -îS), la conséquence
l (^{a^b ):f{a-^' b):f{c — d):ï{c -cl) (43) I -;- 3'(6 — <?) :f{b--c) 3'(a -- <5?) :;'(« - rf)
( -T- j (c — rt) j (c ^ rt) j (6 — d) :j{b-r'd) = o.
On obtient cette dernière, rappelons-le, en ajoutant membre à membre les produits deux à deux des termes de six équations semblables à l'équation (42); elle résulte de l'identité
Inversement la relation (4>) permet de conclure la précédente (42), moyennant la simple hypothèse d' o = i. Qu'on y suppose, à cet effet, d infiniment peu différent de c, on voit d'abord que i est une fonction impaire; car la première ligne représente une quantilé nulle, et les deux autres se réduisent ensemble à
a'( b ^ c) -jib -^ c) ■j{a -- c)\j(a — c)-^:f(c — r/)],
qui doit être nul. Ceci admis, l'hypothèse <:/ infiniment voisin de c donne une conséquence nouvelle si l'on égale à zéro la dérivée ])rise par rapport à rf et qu'on y fasse ensuite cl^=^c. Désignant par Cu la dérivée logarithmique de iu^ nous aurons ainsi
-^ 3'(è^c)3'(6-hc)3'(a — c):: (a -•-€){ ^Xia—c)-^' ^(«— c)J
ou bien
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Faisant maintenant converger c vers zéro, on a
lim ^-^ — V = ~±r- = c a = -j—^ log3'a,
,. Uh -f- o— r:(6 — c^ cV- . - Iim ^^ — — ^- = -77T, \og:fb.
Donc
^^-a.-j^^b da- db-
Ainsi la Ijellc propriété qu'exprime la relation (4'^)r connue sous le nom dC équation à trois termes, caractérise la fonction 'i a et permet de remonter à la définition de pu. Nous ferons bientôt usage de ce fait si important (Chapitre Mil).
Les fonctions -^lU, 'i-iu, ^f^u.
Soient/?, q deux entiers, dont l'un au moins est impair, et posons
G) =^ poi -- q io' , '^ = Z' '^ -^ 7 '^' j
oj, ctj', r, , 7/, dans le cas A -< o, seront remplacés par to, , 0J3, r, , , r,,. La relation (3'j) devient ici
"* !_! ^^ c jV'/ï-i-l) 7+l)g2r|'ît+à)) ^= g2r,(«+wî.
Par le changement de u en (u — • oj), on peut l'écrire
— — ; '- — e-'^i", e-''x" -^{iM^ u)~ eV^ j'(oj — u).
j" (^ OJ II)
Pour déduire de là une fonction dont la valeur correspondant à u-=o soit purement numérique, il convient de diviser par 3*0». Ainsi s'introduit la fonction
^[(ï) -^ II) - "i {G) — II)
■irj,u = e-V r = e'J' — ,
rr'io j^co
fonction paire, égale à -h i pour u = o. Il y a en tout trois fonctions différentes comprises dans cette définition: c'est ce que nous allons reconnaître.
Soit tô, une autre demi-période, déterminée par deux autres
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entiers/?, et ^j, mais/?, de même parité que/), q^ de même parité que q. Soient
P—Pi=ipi. q — q\^).qi,
ôii=PiM — <7,w'. Il ' piT, — qif,',
Ci — Wi — 2 W2 = îi PîO) — qi*-'^ '• '7, — ^1 = i7^2 ~ 'i-( Pi''^, -^ q-if,' '•
Ou axira
Le signe m a été mis pour ( — ijPi+'h.+P-.fu Faisant u = o, on a de même
c'a) = ±Z tU'Wi e2?i2(Wi+Wj).
Divisant membre à membre les deux dernières égalités, on obtient
D'ailleurs Donc
- r" ( lô -1- « ) . -^ ( ôj 1-^ U)
On voit donc que -jr^u ne dépend pas des valeurs absolues des deux nombres/), q^ mais seulement de leurs parités. Il va donc en tout trois fonctions ^y,Uj savoir
a*! Il = e-V =^ j-j,u
quand p est impair, q pair ;
■i ( co -^ co' -^ ?n
::' i oj — co )
quand p el q sont impairs ;
e-V"= :!._,ii
quand p est pair, q impair.
Ce sont trois fonctions paires, se réduisant à 1 unité pour u = o.
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Expression des quantités s/ pu — ea par les y'.
La formule suivante, déduite de (13) par la supposition
::' ( Gy -^ II) a' ( M — u) g-V* :ï(Cû -h u) e^i" tf ' w — a ) P^'^-P'" ^ ^û^:^. = ^^».a-^co '
peut être écrite
pu — p w
Convenons de désigner aussi par e^ l'une rpielconque des trois constantes e,, e.y, 63, avec le même choix de l'indice que pour ^a'^5 6t nous aurons, en extrayant la racine carrée
Les trois radicaux y/p?^ — e^, s'offrent donc comme dépourvus d'ambiguïté, avec un signe toujours déterminé.
Prenons, par exemple, le cas du discriminant positif, et supposons a réel. Alors 'i-^u et d-^ii ne deviennent jamais nuls; ces fonctions sont donc toujours positives, puisqu'elles sont égales à + 1 pour « := o.
Pour j| ?/, il y a, au contraire, les racines «i = (a/^i + ')^'^' ^^ sorte que d^u est positive entre — co et + (o, négative entre w et 3to, .... ()uant à -du^ cette fonction est positive entre zéro et 2to, négative entre — ibi et zéro, entre ato et 4^'^
Les racines carrées y/e, — 63, y/e^ — ■ e-i étant extraites positivement, nous aurons ainsi (Cliap. IL p. 4-0
sn(« /ei — ^3) = v/t-i— g;, ^
/ / \ "^xu \ ( Je» — 63
cn(i( \/e,— É?3J = \ hkkI A = —
-^« 1 V Al— ^3
llll(;4 V^g]— t'3) = ^;;^
Diverses expressions des quantités sje^ — e-i et v^^i — ^2 V^i— ^3. Considérons les trois radicaux y/pu — t'a, désormais dépourvus
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d'ambiguïté
V/JH< — t'i
OJ. -J u Z Oi. J II
s/ pu — e3 = y^
Prenons successivement pour u les trois demi-périodes, en laissant de côté dans chacune des relations la demi-période c|ui rend nul le premier membre. Nous aurons ainsi :
i" En faisant u = oj dans les deux dernières,
/ 3')W e''i"^jUi'
Vei — e, = -^
Ui . 7 0}
I "■!(» e~'i "' y oj
\ex — e^ — — — = -3 — T-^ — ,
(0 . 7co
et de là, en multipliant mendjre à membre et extrayant la racine carrée.
CM
Vei — e=y*\}ey — e^ = ;
2" En faisant u ^^ oj" dans la troisième et la première ou, si nous voulons, en jjermutant circulairement les indices i, •>., > et les accents o, ii, i,
'r,'(o' -il
\/<?2 — es = -^„
j'Oj'. 7 Oi
eU^^" -i tij'
r'oj. j iiî'
3" En faisant u = to' dans les deux premières,
J 1<JJ
ri j uj
jU). oW'
jto". 3'Oj'
.V ^. yi .V,. ^
En comparant les deux déterminations qui s'offrent ici pour deux radicaux, tels, par exemple, que y^'e, — e-i et y 6-2 — e,, nous voyons qu'elles sont reliées ainsi
- el" w-TiW" — _ gr,'w-r,w' = ,•; y/gj _ ^2 = — i y/e, — Ci •
- eO' <^"-"0"W ziz — eo' w-r|W' = ^ ; y/^, — ^^ — _._ j y/^3 — ^ •
S^es-
- eo
/«a— ei
Les six radicaux sont ainsi ramenés sans ambiguïté aux trois
premiers \Jei — eo? V^^ — ^3? V^^i — ^3? q^ii sont réels et positifs, dans le cas où le discriminant est positif.
Les racines quatrièmes qui interviennent ici peuvent aussi se ramener à trois d'entre elles. Que l'on en prenne une avec une des deux déterminations qui résultent de la racine carrée correspondante, et l'on pourra préciser les autres. Dans le cas du discriminant positif, par exemple, que Ton prenne y/ej — eo positivement, alors {d — 63 est pris positif aussi, et ces deux racines donnent
4' il ^'
(44) \ É-l— É-2 VÊ-l— t'3= -;;— •
On a ensuite, dans la seconde série, en remplaçant y/co — Ci
par|y/ei — eo,
- r" w" (45) \ e.2 — es \'ei — ^2 = y/t" „ •
On précise ainsi yCi — ''s si l'on précise aussi yA; prenons
S'il en est ainsi, on peut voir que y/e^ — <?3 est positif quand le discriminant l'est aussi.
En effet, observons d'abord une circonstance qui s'offre à chaque instant dans les applications, c'est que, t étant réel, la quantité
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est réelle et positive. C'est, au facteur it^i j)rès, ii {it). Comme 3*, est une fonction paire, ^\{it) est réelle; de plus positive, car elle l'est pour ^ = o, et ne s'annule pour aucune valeur réelle de t. En supposant il = m', on voit que 3*0/ est le produit d'une quantité positive par l'exponentielle e''*"'. Par suite, à un facteur positif près, le second membre de (45), abstraction faite du facteur y//', se réduit à une exponentielle dont l'exposant est
' ( r/'co" — 2r,u)' I = |[(Tf, -•- r/ j (co -^ to' j — 2r,to']
ït:
D ailleurs 7,co et r, co sont réels, donc e'' est réel et po-
sitif. Le second membre de (4^) est donc le produit d'un facteur
positif par \Ji et pare ^ . 11 est donc réel et positif si l'on prend
in y'f =; e '* .
Dans la troisième série, nous aurons de même
- r, Oi' wr -M .e-
et le signe du second membre est déterminé d'accord avec les formules précédentes et celles, qui donnent les racines carrées. Effectivement, si l'on multiplie membre à membre les relations (44), ('{6) et qu'on divise les deux membres par ceux de la relation (45), on obtient
'■jï -,11 1 , , ,
/ —r jW - (v,oj + r,'M — r,"o)")
Nous venons justement de prouver qu'on a
I / . , < „ If , , i- , /- ir. , ir.
-, ( r,w -r- Y, 10 — r, a> j = — t,0) H = — r, to — — -= — — r ix) •
L'exposant de e se trouve ainsi être — y/w, comme il convient. Les relations (44)? (45), (46) doivent ici être considérées comme nous fournissant l'expression des trois constantes
en fonclion de <?,, e^, e-^. Dans le Chap. VIII, nous les considérerons d'un point de vue justement opposé.
Ces mêmes relations entraînent une conséquence qu'il faut remarquer. Si l'on considère l'identité
(<'i — C2)(fi— t'a) (e^— e2){ei — e:i){e2— es) et les deux analogues, on conclut
{ei — e-ijiei—es) {e.2 — e3){e,— ei) {e^— ei){e3— e^_) par conséquent,
(47) \^ -fM -hW - jW/ +\e - a^Lû I =0.
Les trois formules
ei — d v'^i — ^3
iiS) \l/e,-e,'y/'e,-e.
ee
jCo' U'
donnent les trois produits des racines quatrièmes exprimés par ces trois quantités U, U', L'". On peut, par ces mêmes quantités, exprimer les trois racines carrées. Il sera aisé, en effet, de vérifier la concordance des formules suivantes avec celles qui ont été données d'abord
Addition des demi-périodes dans les fonctions a'.
On est souvent amené à introduire dans les calculs les fonctions c'a, et il est commode de n'avoir pas à rechercher chaque fois les
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formules fort simples, relatives à l'addition des demi-périodes pour ces fonctions. Il y a quatre fonctions 3" et trois demi-périodes, donc douze formules; mais nous les résumerons toutes dans trois seulement. A. cet effet, nous désignerons par oj^? ^->^5 <'>y trois demi-périodes, ayant zéro pour somme
w^-^ W3-^ tOv= o.
Nous poserons, en outre,
et de même U^ et Uy désigneront des quantités analogues; par la définition de s'a?/, on peut écrire les deux formules suivantes :
a'(azrwa)= — e - /L-^^-a»,
Dans légalité
'{u -^- (o^) = el.;" r'(.o3 3'^ «,
qui défiait :jp, changeons w en u -j- oj^, et remplaçons w^-l- o^a par — oiy, o'ojcj par son expression au moyen de U^; il viendra
Comparant cette dernière égalité à la première ci-dessus, où l'on chanii^era a en *', on aura successivement
^ , -r.Ju— y tij.,") ..
3^(« — tOv)= — e '-v -i '/LlYcryj/,
En vertu des égalités
wx— w^-.- ioy= o, -^.x— '1?-^ '17=0,
l'exposant de e, au second membre, se réduit à :T(''",af'^'i — 'f/i^'^-x)- Soient
-frj.^ P-xf, — 7x"f/- '^i? = /'?■'■. — ^^i-^';
un en conclut
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Soit, pour abréger
Les trois formules d'addilion des demi-périodes s'écriront ainsi
Par l'échange des indices a, ^, y, ces trois formules donnent toutes les autres. On doit remarquer que les six nombres entiers tels que (a, [^) se réduisent à deux, égaux et de signes contraires, parce que les trois entiers^ ont zéro pour somme, comme aussi les trois entiers q. De là résulte
Si, de plus, comme on doit le supposer, les trois demi-périodes sont différentes (aux périodes près), l'un, au moins, des deux entiers p, (7, dans chaque couple, doit être impair, et (a^) est un nombre impair. Cet entier (a[3) est égal à ± i , si les trois demipériodes, aux signes près, sont w, lu', to".
Expression de p'« par les :i .
La fonction p' if a une expression remarquable parles fonctions a*. D'après la relation
jj' ?/ = == 2 v/( p ?t — é-i ) ( ]3 u — e.î){ p K — 63 ), il apparaît que p' u est le double produit des trois quantités -^, mais avec quel signe ? Il suffit de considérer la valeur u = o, pour reconnaître que ce signe est négatif. Ainsi
, :fiu.:;'^u.:f:iU
(50) pu = -^—^^^
Multiplication de l'argument dans a'w.
Si, dans la formule (12),
(5i; pit — pi>=— — ^.. . J, i
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on fait tendre r vers u, après avoir pris les dérivées dans les deux membres par rapport à r, on obtient
(02) pu = ^rr^'
Ce résultat, comparé au précédent (5o), donne cet autre
Si l'on remplace a", u, i>ii, ^3^, par leurs expressions convenablement choisies, on peut encore écrire
u — oj ) j ( ?< -^ eu' -T- co ) :f(u — oj' ) j « _
3'aj j (to -i- w') j o>'
les exponentielles disparaissent quand on prend ainsi les trois demi-périodes, de façon que leur somme soit nulle.
Cette formule de duplication de l'argument dans 3*?/ peut être aisément généralisée et étendue à la multiplication par un entier quelconque. Dans (5i) faisons v = na, nous aurons
■:r{ n — i)u :f(n — i)u p(nu) — pu = — — — 1
résultat que nous écrirons ainsi
■i{n^\)u :i{n — \)u\(:iuY''y■ Si nous le comparons à la formule de multiplication (IV, i4) (54 a) pnii — pn=— j^-~
nous ne pouvons manquer d'être frappés de la ressemblance des deux formules : elles coïncident si l'on assimile Tune à l'autre les
deux fonctions
1 / X -finu)
Or les valeurs initiales, pour l'une et l'autre, sont les suivantes (Sa et IV, 7) :
•{-,(«) = I, zr- = '•
^ Il
u) — — \) u, : = — ]1 II
Les deux fonctions coïncident donc pour les indices i et 2. Si,
dans les formules (54) et (54«), on suppose n = 2, on en conclut que les fonctions coïncident pour l'indice 3; en supposant ensuite /z 1= 3, on voit qu'elles coïncident pour l'indice 4, etc.. Donc, généralement,
Supposons d'abord n un nombre impair. Les n'*^™^^ parties de périodes sont en nombre (/i- — i), distinctes entre elles, à des périodes près. On peut les partager en deux groupes ; chacun des groupes est composé des éléments de l'autre groupe changés de signes. Alors a, a,. . . . étant les éléments d'un de ces groupes en nombre ^(/i- — 1), la fonction ^«(m) est un poljnôme entier en pu, savoir (IV, i3) :
<\'n{it) = n{pu — pa)(pu — pai) ....
ce que nous pouvons écrire, à cause de (;)i);,
■:'( u ^- a) cfiii — a) a'(u -+- a^) a'(ii — ai) i _ cf(iiu)
Nous avons donc
:f( nu ) = n a^ u -. -^ • • •
cTa 3'(--rtj "(«1) "i— «1)
o • ^■ n 1 ^ ( Il -'- b) 1 ,
Si nous modiiions chaque terme — — - en remplaçant 0 par
Z> + 2Ô3, ce terme se reproduit multiplié par l'exponentielle e-V'. Si nous choisissons les divers w de façon que leur somme soit nulle, la somme des Yj correspondants sera nulle aussi. On peut donc généralement écrire
( 56 ) :j( nu) = fi :jU — ^ • • •
jCi a' ai
a,ai, ... reproduisent, à des périodes près, les /î'^'™^^ pa^^es de
période, en nombre (n- — i), et sont choisies de façon que leur
somme soit nulle.
!-■ Il* • . 1 • — 2 J;,. ( » )
tLn second ueu, si ii est un nombre pair, f- ^ — est encore un
polynôme analogue, du degré -, en pu. Par les mêmes consi-
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dérations, on peut écrire ce polynôme sous la forme
En le multipliant par
p' u a'(u — oj ) r' I » -^ (o — w' ) 3' ( î< — 0/ ) I
•2 a'{ — toj j(aj-T-to') 3'( — co') (^"j'^
on obtient en définitive, pour ce cas encore, la formule (56), démontrée ainsi en toute généralité.
Intégrale complète de la fonction ^ (').
On rencontre fréquemment, dans les applications, les deux inlc' grales définies
) du ,
dans lesquelles i> est quelconque, réel ou imaginaire. Au cas A << o, o), oj' désignent ojo et to!,. Nous avons actuellement les éléments nécessaires pour déterminer avec précision ces intégrales, qu'on appelle complètes parce qu'elles sont étendues à une période entière.
Considérons la seconde. L'intégrale indr/lnie nous est connue,
c'est - log a'(/« + ('). L'intégrale définie est donc
mais elle comporte une indétermination ([ui est dans la nature du logarithme, en sorte qu'on a
5 fO'
Jf "CJiu -+- v)du = — ii-r^'{v -f- w') -f- (2« -4- 1)-;
le nombre entier n esta trouver. A cet effet, prenons la fpiantilé
(') Voir fa même question, sous une autre forme, traitée par .M. Ilermitc : Sur l'intégrale elliptique de troisième espèce {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. XCIV, 1882, p. 901).
conjuguée: supposons c ^ a -4- i'J.; en ajoutant les deux conjuguées, nous aurons (/r/ étant réel)
\_'i{ a -^ l'a -f- iu ) -f- w(« — i'x — iu)~\du = — 4 if,' o, -f- '2(2» -f- i)-.
Changeons la variable sous le signe d'intégration, en posant a + ?/ = [51; il vient
an — — f [r(rt-^ /'^)— :(« — i3)]f/3 = — 4 tr/a-^ 2(2 « + !)-.
Le premier membre est, suivant les notations du Chapitre V,
et c'est une quantité dont l'expression explicite a été trouvée.
Faisant dans (V, 68)/? = i et remplaçant <î>(«, oj') par son expression (V, 6.4), on a
/ •> co' \ . ,
«t» ( a, a H ^ 1 — *(«, a) = — 4 ir, a -^ i{'i?n -i- 1)7:,
2 /?i w < « <C 2 ( m -!- I ) to ;
nous excluons le cas où <7 serait une période, car alors l'intégrale que nous considérons n'aurait pas une valeur finie. Voici donc l'intégrale demandée
(5y) , / ![(n< -- t') f/« =— 2rr/(p -!- u)') — (2m + i)- '>A^o
\ (' = rt -f- i X, 1 m Lu < a •< 2 ( /n -4- i) 10 /
L'autre intégrale se déduit aisément de celle-là. Px'enons la conjuguée, et mettons en évidence la fonction "C au lieu de ÎT, avec les constantes qui s'y rapportent, savoir
Nous déduirons ainsi de (Sj)
f2 (ïj_ ^ ( i< -1- 7. -f- la ) du — 2 ■?, ( a -^ w -I- ia) — ( im ~.-\)i-.
CHAPITRE VI. — LA FONCTION -^ U
Revenant mainlcnant à ^, échangeant a et a, nous avons la formule
I / X^di -^ r) du = ■>, r, ((' -^ co j — (■>. /H -î- I ) î'- i
La seule différence qu'il y ait entre ce cas et le précédent provient de la différence entre les expressions (64) et (65), obtenues
(Chap. V) pour fl> (a, A- !• On voit donc immédiatement l'exactitude des résultats suivants :
\ /" ' w ( iu — v) du — — 1 ir/., { v -}- 10', ) — ( 4 /» -1- î 1 ~
(59) Jo } A<o,
I V = a -- i %, £ = - I si (2 m — i) w^ < a ' 2 /?« t02
' î = — I si 2 m t02 < « < (2 /n -^ i) Wj
\"-/ \ (' = « -I- i ï £ — — I SI ( 2/» — I ) -^ < a -^ 2/n — ;^ /■ -^ < o.
£ = ^- I SI ini -^ < ' a < ( 2 «i — I ) -^
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suivant les puissances ascendantes de u. — Développement de ^^u-
Préambule.
On a vu, dans le Chapitre précédent, la théorie des fonctions elliptiques s'élargir tout à coup et se simplifier singulièrement : c'est l'intervention de la fonction 'jU, qui produit ce changement soudain. En un petit nombre de propriétés simples et frappantes et une seule formule (AI, li), toute la théorie se résume. Le Chapitre actuel mettra mieux encore en évidence la force de ces éléments fondamentaux. On y verra, pour toutes les formides, leur raison d'être; on y apprendra, en quelques pages, ce qu'il importe le plus de bien savoir pour faire facilement les applications.
Décomposition des fonctions elliptiques en éléments simples.
Le but de la décomposition est d'abord de mettre les fonctions rationnelles de jDW et jd' if sous une forme propre à l'intégration. yiiùs on s'apercevra que cette décomposition a, par elle-même,
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une imporlance considérable, comme il arrive, en Algèbre, pour la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples.
A cause de la relation p'- 1/ —^ 4j^^'' — n^pff — g's^ toute fonction rationnelle de pu el p' u peut être réduite à la forme A— Bp'//, dans laquelle A et B ne contiennent que pu.
En considérant pu comme une variable ordinaire, on peut décomposer A et B en éléments simples, ainsi qu'on le sait faire pour toute fraction rationnelle. Les éléments simples se composent de termes entiers dont la forme générale est a(pu)", et de termes
fractionnaires avant la forme : les coefficients tels nue a,
{pu — ce)"' 1
a sont des constantes, les nombres tels que n des entiers positifs.
La fonction B p' u est immédiatement intégrale; car, si l'on suppose B ^^ F (pu), et que ■?(j?) soit l'intégrale indéfinie de F(x), l'intégrale, par rapport à u, de p' uF(pu) est r'f (pu). Cependant nous ne conserverons pas cette forme.
Considérons d'abord les |)arties entières des deux fractions A et B. Nous allons les réunir en une somme de termes, tous de même forme, constituant une première partie des éléments simples de la fonction A-hBjj'w.
Par les relations successives
p'- ^ ^P''— A'-iP — S-i,
p'" ^- I2,pp',
p" = I2(PP"— P'2) = l2(lOp3— f ^,p — -3),
p^ ^36(iop2— ^^Op',
p" -- 36(l4op* — 7.8,^2p2— 20^3p -r-lffl)...,
on peut exprimer toute puissance de jj?/, d'exjiosant entier positif, en fonction linéaire de pu., p"u, p"u, p"u, ... ; ainsi
p'=Yro[^'~~^-^"~^''^''^'
On peut aussi exprimer les produits de ces puissances par p'//,
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en fonction linéaire de p' k, p' ^f, P""''?- • •'■> ainsi,
PP'= 77. P
D'après ces relations, les termes entiers de ^p>ii prendront la forme d'une somme de termes tels que |j j3^-'''+' (//). De même, les termes entiers de A prennent la forme d'une somme de termes "j. p'-'\ii) . iVinsi, dans la fonction rationnelle A— Bp';/, sans distinction des deux parties A et B pu, nous avons d'abord une somme de termes cp^-'\iC)
G = Cq -f- f 1 p ?i ^ C2 j)' Il ^r- C3 p" It -+- O; p'" U -~- . . . .
Envisageons maintenant dans B et dans A les fractions à dénominateurs du premier de^^ré ■• Comme il existe touiours,
^ '^ pu — a j '
on l'a vu Chapitre II et III, des arguments r répondant à pr = a,
on peut écrire cette fraction sous la forme D'après les
relations (p. i38)
^(« — r) — Z{i( — V )^ l'es -—
pu — jiv — P'f
nous pouvons écrire, pour A, tous les termes analogues sous la forme d'une somme de termes tels que Iq~ l\^[u-\- r) — -'tin — r)], r variant d'un terme à l'autre; d'ailleurs /„ peut être réuni à Co, et il ne reste que des termes IX^iu -^ v) — l^.{u — r). Pour B p' u^ nous aurons des termes tels que /' ^( m -i- r')-h /' ^(w — v') — ■! V ^ u. Tous les termes analogues de A et de B jj'w, étant réunis, fournissent une somme L, dont la forme est
et où la somme des coefficients est nulle
II— l-i—lz^ . . . =0,
comme cela a lieu pour chacune des parties /v(m -h r) — l'aile — '') et /' ç(m -I- p')H- l'tiu — r') — ^>/'(^;/, provenant de A et àntV>p' u.
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En clifTéren liant, par rapport à v, l'une et Tautre des relations (i), on obtient
7 ; = pi" ^ ^) — piu -^v),
^^) \ ipu — pn-
Il en résulte que les fractions, à dénominateurs du second degré, dans Bjd'w et dans A, fournissent des termes
Al = /» 1 ,P I " — '' 1 ) --' "i 2 ,P l « — v-i) -^ . . .,
avec d'autres qui viennent se réunir, soit à la somme C, soit à la somme L.
En différentiant encore les relations (2)^ par rapport à r, il est visible qu'on obtient, pour les fractions à dénominateurs du troisième degré, des termes
ÏN = nip'{u — Vi) -^ n.,p'( u — v^) ^ . . .,
avec d'autres qui se réunissent aux précédents, et ainsi de suite. Si l'on observe maintenant que les termes de G peuvent être réunis avec ceux de M, de N, ... en supposant dans ces derniers ^^^ = o, ... on voit qu'en définitive :
Théorème I. — La décomposition d'une fonction rationnelle de pu et p' Il peut être faite sous la forme d'une somme de termes L — P
{ P ^ c — I.nip'''\u — v).
Il existe une exception à l'analyse précédente, sans qu'elle empêche la généralité du résultat. Cette exception provient des fractions à dénominateur pu — ei; car, si l'on fait pi' = ^x, p'i' sera nul, et plusieurs des formules tombent en défaut. Mais la relation
p(u~ (o>, ) — ei = ■—- (A , y., v = i , 2, 3)
iP " '■)•
permet de remplacer immédiatement ces fractions par une partie
entière dans A, en sorte qu'elles viennent se réunir aux termes P. Quant à celles qui sont dans B, l'analyse précédente s'y applique pour celles dont les dénominateurs sont du premier degré. Pour les autres, on a
(p II — e\)" Il — I du (p u — e\)"-^
n — i[ie; — e^){e-;~e.,)]"-idu^^- '' '-'
Elles viennent donc encore fournir des termes de P.
La proposition réciproque est presque évidente. Elle n'est à prouver que pour la fonction L : Une somme telle que L, dans laquelle les coefficients l ont zéro pour total, est une fonction rationnelle de pu et p' u. On a, en effet, d'après (i),
" "^ p " — pv
Puisque la somme des coefficients / est nulle, on voit disparaître "Çu dans la substitution, qui fournit cette expression de L. fonction rationnelle de pu et de p' u :
V2 p«— pi'i / \'J. pu—pi
Coefficients de la formule de décompositions. Résidus.
C'est seulement pour la démonstration qu'il a fallu successivement préparer les diverses parties de la fonction rationnelle. Mais, pour effectuer la décomposition, le moyen est bien plus simple, et l'on peut déterminer directement chaque coefficient, pourvu que l'on connaisse les constantes v : ces constantes sont les infinis de la fonction. Prenons, dans L, le terme l'^iii — v') et, dans P, tous ceux qui contiennent ce même argument r; nous composons ainsi la somme
{ -!- mi p'( u — v) -^ nio p( u — i') -I- l "liu — rV
Si on la développe suivant les puissances ascendantes de {u — v) on y trouve d'abord une partie où les exposants sont négatifs. A
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celle partie, chaque terme de (4) fournit un seul terme, et elle se compose ainsi
J , , „ ( .y — i) !/«,._, ini^ m,) /
\ ^ ' (u — vy i u — i- f {u — Vf- U — V
Les autres parties de L et de P, développées aussi suivant les puissances ascendantes de [u — r), ne tburnissent que des ternies à exposants positifs. Si donc on développe la fonction proposée suivant ces mêmes puissances, et qu'on y retienne seulement les termes à exposants négatifs, ces termes composeront rensemble(5) et l'on aura, par leur moyen, tous les coefficients /, /??o, /'h- — nis^ afiférents à Viiifiiii (ou pôle) r.
Le coefficient l de la fraction du premier degré est le résidu relatif à l'infini c. La somme des résidus relatifs à tous les infinis est nulle, comme on l'a vu. Il faut avoir soin de ne jamais considérer comme différents deux infinis c, i\ dont la difierence est une période. D'une manière générale, les arguments sont considérés aux périodes près.
Le nombre (5 + 2) est Vordre de multiplicité de l'infini (ou pôle) r : cet infini est simple quand l'ordre est l'unité : en ce cas, il n'existe, pour ce pôle, aucun terme dans P, mais le seul terme l'^{u — r). Le résidu / de la fonction F est alors la limite de (« • — r)F pour u = c.
Intégration.
L'intégrale indéfinie de chaque terme, dans la formule de décomposition (3), nous est connue. On peut donc intégrer une fonction rationnelle quelconque de pu et p' u. Pour les termes (4), l'intéirrale indéfinie est
nigp^-^' { u — i' ) -- nis-\ p'^'^-Hu — v) -^ . . .
-^ m Y pi u — t'j - //?o~( « — <^') — l Ic'g ^(" — '■)•
Outre que cette fonction présente des transcendantes logarithmiques, elle diffère encore, en général, de la fonction dérivée par l'absence de la double périodicité. Quand on ajoute une période à l'argument «, elle se reproduit augmentée d'une constante. Ef-
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fectivement, soil 2Ô3 cette période : le terme — /?Zo'C(" — t') se reproduit augmenté de — 2/;?oY,. En outre, i[u — v) se reproduit multiplié par — e2■V^^-l■+tb). donc l\o^'i{u — v) se reproduit augmenté de /log( — i)-l- il-7^[u — r -h w). La somme des termes analogues, puisque les l ont zéro pour total, se reproduit augmentée de — 2Y>(/( r, H-Ziro. . • ). Donc enfin l'augmentation de la fonction est le produit de 2y, par une quantité dépendant de la fonction seule, non de la période choisie. Si cette dernière quantité est nulle, la fonction est doublement périodique, mais les transcendantes logarithmiques la distinguent encore de la fonction dérivée. Si, en outre, ces transcendantes disparaissent, alors l'intégrale est, elle aussi, une fonction rationnelle de pu et pu. Les conditions pour qu'il en soit ainsi consistent en ce que les résidus soient nuls, et que les coefficients niadiienl une somme nulle.
Intégrales elliptiques.
On désigne sous ce nom les intégrales de fonctions rationnelles de X et de ^X, X étant un polynôme du quatrième degré en x.
Nous avons vu, au Chap. IV, que x et y/X sont exprimables, à la fois, en fonction rationnelle de pu el p' u. Si donc on prend u pour variable, au lieu de j", la différentielle V(x, \/^^dx se change en ^'{pu, p u)duy et la fonction .Test rationnelle comme F. Donc les intégrales elliptiques sont explicitement exprimables, sous la forme que nous venons d'étudier, par àes fonctions elliptiques de la variable u.
Dans tous les anciens Traités, on procède à une réduction des intégrales elliptiques, pour les ramènera trois e^/^èce^ caractéristiques. Ces considérations ont de l'intérêt pour l'histoire des fonctions elliptiques, mais, dans notre mode d'exposition, elles sont dénuées d'utilité, tant pour la théorie que pour les applications et nous n'en parlerons pas.
Dans le cas particulier, signalé à la fin du paragraphe précédent où l'intégrale de .î est, elle aussi, une fonction rationnelle àepu et _p'«, on la peut mettre sous la forme d'une fonction rationnelle dex et de y/X. L'intégrale, en ce cas, n'est plus, à proprement parler, elliptique; elle s'exprime algébriquement. Les éléments du Calcul intégral fournissent, on le sait, des moyens simples pour recon-
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naître ces cas. Nous n'avons pas à en parler ici ; il imporle seulement de savoir que l'intervention des fonctions ellipticjues, loin de masquer ces cas particuliers, ne pourra manquer de les faire découvrir quand ils s'ofifriront.
Ln autre cas, bien plus intéressant, existe encore où l'intégrale ])eul s'exprimer sans le secours des fonctions elliptiques. C'est celui où d'ahord les coefficients /;?,, oui une somme nulle, et dans lequel, m outre, la fonction soumise au signe logarithme est, elle-même, rationnelle en pu.p u. Dans la somme des quantités analogues à (6), la partie logarithmique est \o^[i(a — v }Y [3* (m — *'«)]''• • • • (j'est un produit de fonctions j, avec des exposants quelconques. L'étude des cas où ces produits sont des fonctions rationnelles de paelp'u s'impose donc. Mais ce n'est pas seulement pour les intégrales elliptiques qu'elle imporle ('). Nous allons y trouver un autre mode caractéristique d'expression pour les fonctions elliptiques, aussi important f[ue la décomposition en somme d éléments >imples : c est la décomposition en facteurs.
Expression des fonctions elliptiques en produits de fonctions :r.
D'après la formule fondamentale (AT, la),
:ï( Il -^ i') j{ii — v)
ri- II. s^-t'
lotit polynôme entier en pu, étant le produit de facteurs p u — J^^^'i , p u — p^'ii • • • 7 peut être mis sous la forme du quotient d'autant de facteurs ^{u ^ v) ii u — c) et de (ju)'-", le tout à un facteur près, indépendant de u. Le quotient de deux polvnomes entiers en pu, c'est-à-dire toute fonction rationnelle en pu, peut donc être transformé en fraction de la forme
j (i< -f- C] ) :i( u — Cl) j^(u -h i'2) ^(" — ^'2) • • •
3'( a H- l'', ) j ( f« — v\) j{ ll-r- v'^) j(U — v'., ) . . .
Il peut V avoir des zéros parmi les r,, v.2 *"|, ^^''.i • • •• H ^
a autant de facteurs au numi'-rateur ([ii'aii d 'nominatinr.
{') I>ans le sccDinl vuliimc ilc cet < )iivim;.c. nn priera p!us amplement de ces iiiti-sralcs, nommées pscudo-cUipli'jiœ^.
La fonction p' u a déjà été représentée sous une forme analogue (VI, 5o)
9, ::'( Il — o>) :^ ( u -^ oj -4- to' ). ij( it — m' )
Ici il y a trois fonctions i à chac[ue terme; à chacune Ci(ii + c) ne correspond pas, comme dans la formule précédente, la conjuguée 'j(ii — r). Mais les trois arguments, tels que c, au numérateur, sont (o, (o', — (to + w'), et leur somme est nulle.
En multipliant par p' z^ une fonction rationnelle de pu seulement, on obtient donc aussi le quotient de deux produits de fonction 3*. Ces deux formes sont, toutes deux, des cas particuliers de la forme générale suivante
f{u) = A— TT-TT —. -77 —■'
comprenant autant de fonctions i en numérateur qu'en dénominateur, avec cette condition, en outre, que la somme des zéros est éaale à la somme des infinis
Grâce à cette dernière condition, la fonction f{u) est doublement périodic[ue. En effet, si l'on change u en z< + ad», chaque 3* se reproduit, multiplié par le facteur ± e2r,(«-i+ôj)_ Lj^ fonction f{ii) se reproduit donc multipliée par une exponentielle dont l'exposant est
r u — ('i -^ W -^ u To -f- W -+-... -^ U — ('„ -^ W "I
Il est naturel de rechercher si f(u) n'est pas une des formes par lesquelles on peut représenter toute fonction rationnelle en pu et p' u à la fois. C'est ce qui a lieu, comme nous allons le montrer.
Considérons d'abord un polynôme entier en pu et p' u. Il peut être mis, on l'a vu dans ce Chapitre, sous la forme
Envisageons la fonction -pr- — -• Elle devient infinie, soit pour
F[u)^ o, soit pour u^o. A l'égard de ce dernier infini, les parties [nincipalcs de E'(«) et de ¥[u), pour u infiniment petit,
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sont respectivement celles de cp '"( u) et de cp^"~*'(u). Le résidu est donc le même que si l'on bornait ¥( n) au terme p^"~'''(i/) ou, plus simplement, si Ton prenait, au lieu de F(?/), la fonction
^^ ^ • Le résidu est donc — (n -^ i). Quant aux racines de F ( it).
il en est ici comme si F(?/) était une fraction rationnelle; chaque résidu est égal à Tordre de multiplicité de la racine, et chaque infini est simple. Si donc Tj, Poi • • • sont les racines de F(//), distinctes, àdes périodes près, avec les ordres de multiplicité u, , 'jlo, ..., les résidus sont |j.| . y.o
En appliquant à —. le théorème de décomposition en éléments
simples, on a donc
(6) ^rr^ = c—'M "Ku — i'i)-^ a, l( u — r,)-^ , . . — ( n — ijHu:
d'où l'on voit d'abord que la somme y., — jjlo. . . e5tégaleà(/? -;- 1 puisque la somme des résidus doit être nulle :
En prônant les fonctions
lo-F(«) et
c — li-i log ■^(u — t'i ) -^ [J-2 log 7(m — fo)-^ . . . — (n -1- i) loçr ~if.
dont les dérivées reproduisent les deux membres de (6) respectivement, puis, passant des logarithmes aux quantités, on obtient l'égalité
(u) = Ae'-" — — - — !^ --—^ ,
où A est une constante. ^lais la double périodiritc' de F(//) va nous permettre d'établir que c est nul et que c, , ( .,, . . . sont liés par une relation.
En effet, si l'on change u en u — 20), suivant un calcul déjà fait plus haut et d'après la relation (-), le second meml)re se reproduit, multiplié par une exponentielle dont l'exposant est
Celte exponentielle S" réduit à l'unité, puisque V(t/') a la périodr
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2(o; l'exposant est donc un multiple entier de 2/7:; ainsi, m élant un nombre entier, on a
ne M — 2 ( [j-i t'i -^ II.', p'2 -T- . . . )''"i = 2 "* '■~-
Semblablement, avec l'autre période, on aura
1 cLo' — 2(7-1 t'i -^ [Aofo — . . . )r/ = im' i-.
^lultipliant la première égalité, aux deux membres, par — (>)', la seconde par (o, puis ajoutant et remplaçant t^m — y/d) par— ^ divisant enfin par ir., on obtient
'A) v=,-^ . . .= im oi
Cette relation exprime que la somme des racines de Fu^), cliacune comptée autant de fois qu'il y a d'unités dans son ordre de multiplicité, est égale à une période, ou, en d'autres termes, est égale à zéro, sauf une période.
Chaque racine i^i, t'o» ••• n'est déterminée qu'à des périodes près; altérons l'une d'elles d'une période de manière à réduire la somme des nouvelles racines à zéro. Par exemple, écrivons, au lieu du numérateur du second membre de (8),
A cette altération des racines correspond simplement un changement des constantes c, A, puisque l'on a
11 est donc établi que Ton peut supposer dans (8) la relation
[Xi l'i -T- ;JI.2 l'2 — . • ^ o.
Mais, s'il en est ainsi, les deux relations trou\ées tout à l'heure se réduisent, pour la nouvelle constante c, à
2 CIO = itni-,
et leur simidtanéité exige que c soit nul, (o' et w ne pouvant être proportionnels à deux nombres entiers, puisque leur rapport est imaginaire. Ainsi (en mettant /?, au lieu de n -f- i):
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Théorème II. — Toute fonction entière de pu et p u peut tire écrite sous ta forme
3'C?< — fi) :f{u — Vi).. .'^(u — f„).
le nombre des fonctions a* au numéraleui- est égal au degré u du dénominateur, et la somme t', -h ^ '2 H- ---r- '^^ides racines est égale à zéro. Quelques-unes de ces raci/tes r,, Vj. . . . peuvent être égales entre elles.
Prenons maintenant une autre fonction entière analogue F,(^^)
c-( u — v\):^{u — v\_)...:^(u — v',„ ) Il peut se faire cjue quelques r' reproduisent cpielques r et dis-
I)araissent dans le quotient ç, Ue même aussi, les denomina-
^ ^ Fi(ttj ' .
leurs IjU disparaîtront ou subsisteront, soit en numérateur, soit en dénominateur, suivant la grandeur de la diCPérence (m — n). Uuoi qu'il arrive, le résultat sera toujours conforme à l'énoncé suivant :
Théorème III. — Toute fonction rationnelle de pu et pu peut être écrite sous la forme
:i(u — v^)-::(^u—v.,)...::<^u — Vn)
le nombre des fonctions d en numérateur est égal au nombre des fonctions d en dénominateur, et la somme des zéros est égale à la somme des infinis
11 peut, bien entendu, v avoir égalité entre quelques racines f, égalité entre quelques infinis v'; il peut, parmi les uns ou les autres, s'en trouver cjui soient égaux à zéro.
Proposition réciproque.
Cette proposition admet une réci[)roquc : Toute fonction, telle (juc ^{u) (10), est rationnellement exprimable par pu et p' u.
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Pour le démontrer, envisageons d'abord
avec l'hypothèse
»'l+ t^2-r-. . .-4- Prt= O.
Prenons d'autre part^ avec des coefficients indéterminés,
'\'{U)= Co-r- Cip U -h C-ip' U -^ . . .^ Ca-lP'-"'--\u).
On peut déterminer les rapports de ces coefficients, de telle sorte que '}(«) ait les racines T), t'o; - • ■ - ^n- Effectivement, écrivons, en laissant de côté une des racines,
Ces ( /i — i) équations du premier degré vont déterminer les rapports mutuels des n coefficients c, si toutefois elles ne se réduisent pas à moins de (n — i) distinctes. Si ce dernier fait se produisait, il faudrait seulement conclure que quelques-uns de ces rapports jicuvent èli'e pris arbitrairement. De toutes manières, on peut les résoudre sans que les coefficients c soient tous nuls. Gela étant, 'l'(w), qui a un seul infini, multiple d'ordre /z, a /i racines, donc une encore, outre t'i,. . ., t'«_i. Comme aussi la somme de toutes les racines doit reproduire une période, la dernière racine est ('//• H existe donc bien un polynôme '\>{u) ayant les n racines de 'f («)• Quant àTindétermination de ce polynôme, elle ne peut exister ; car, si l'on avait deux pareils polynômes, on pourrait en déduire un troisième qui ne contiendrait plus jd'"~-'(w), et aurait ainsi moins de n infinis. Il ne saurait donc avoir n racines. Donc '\>{ii), à un lacteur constant près, est entièrement déterminé. Maintenant «]>(«) sera exprimable sous une forme telle que '^(m), et, les zéros étant les mêmes, on aura,, à un facteur constant près, '^{(i) = 0(^11).
Prenons maintenant ^{u) sous la forme (10), avec la condition
Déterminons deux polynômes, tels que -L (w), d'ordre (/i + 1) tous deux, par la méthode qui précède, savoir
,, ^ -fin — vx) :j{ H — v<,). . .:f(a — V,,) :j{ii ~i-\)
■idi — p', ) !j(u — l'o). . . -iiu — v'„) ji II -t- V)
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Cl nous aurons
C'est ce qu'il ("allait prouver.
Il y a là une remarque à faire. La forme en produit est beaucoup plus parfaite que la forme rationnelle en pu, pu; elle met en évidence les zéros et les infinis sans aucun facteur étrani^er. Pour passer à la forme rationnelle, il faut introduire un facteur ('Iranger, qu'on ne saurait éviter.
Théorème d'Abel.
Dans les énoncés des théorèmes I et III, il v a une partie qu'il faut surtout remarquer, c'est d'abord (théorème I) :
La somme des résidus d' une fonction rationnelle de pu et p' u est toujours égale à zéro;
Et, dans le théorème III :
La somme des racines est toujours égale à la somme des infinis (ddes périodes près).
Ce second énoncé, dans sa forme générale, se déduit d'ailleurs immédiatement de l'énoncé spécial, partie du théorème II :
La somme des racines d'une fo7tctio/i entière de p u et p' u est égale à zéro (à des périodes près).
C'est en cela que consiste, non pas le t/iéorème d'.ibel^ mais le cas particulier de ce célèbre théorème concernant les intégrales elliptiques. En voici la démonstration directe, que nous avons déjà employée dans un cas simple (Chap. II), telle, sauf un changement de langage, qu'Abel l'a donnée d'abord.
Soient M et N deux polynômes entiers par rapport à x ^= p u ; la forme générale d'une fonction entière de pu et p'u est M + A p'//. Nous désignerons par ni et n les degrés res[)eclifs de M et de IN. Les racines sont fournies par l'équation
(il) M -^ ^p' Il — o,
(|ui, rendue entière par rapport à x = pu, de\ienl
(12) F{x) = M^- ^^.\x^- s'^x — ffi) =o.
Le degré fj de cette dernière est le plus grand des (Icm\ ikuu-
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hves um, in -\- 3. Supposons inainlenanL variables les coefficients de M et IN. Les racines x de l'équation (12) et, par suite, les racines a de la fonction proposée, varient en même temps, et la dillérentielle totale de F(^) est nulle. Désignons par oM et oN les différentielles totales de ^1, N, où on laisse JC constant, c'està-dire ces polynômes mêmes où seulement chaque coefficient esl remplacé par sa différentielle. Cela étant, et dx, du désignant les différentielles totales de x et de «, on a
F'(^) dx — -i.'Slo'Si — 2N oA(.{ J73 — g^x — ^3) = o, dx = p' u du^
De là se conclut d'abord
(i3) Y'{x)]:,' u du — 2.M0M — 2> oXj)'^;/ = o.
Mais, suivant (i i ),
M = — >i j)' u , N p'- u = — .^I ji' u .
Remplaçant, au second terme de (i3) M et, au troisième terme. Njd'^w, par les deux expressions qu'on vient de mettre en évidence, puis supprimant le facteur commun p' u et divisant par
¥'(jc), on obtient
ArlM — :\Io\
du = -J. p7- :
Chaque racine x de (12) donne lieu à une pareille égalité. Désignant par U la somme des arguments-racines a^ on aura donc
(i4> dl]=^iy^
H la sommation, au second membre, s'applique à toutes les racine.'^ /: de l'équatioia (12). Cette somme est nulle, d'après le tliéorème d'Euler, classique dans la théorie de la décomposition des fractions rationnelles en fractions simples : si le degré du polynôme <î>(.r ) est inférieur de deux unités au moins à celui du polynôme F(^), la somme des quanliiés <ï>(x): F'( x) est nulle quand on Y met successivement pour X toutes les racines de¥ (^x), supposé n\n'oir que des racines simples ('). D'abord F( x) n'a pas de racine
(' j l{a[)pelL)ns la dcmonstriitiun : suivauL le» liypolluscs. la fraction <l>{x): V {x'.
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imiltiplc taiil que les coeiricients de M, X leslenl iiulélcrininés. Quant au degré de NoM — MoN, c'est m -r- n, tandis que le degré ^ de F est le plus grand des deux, nombres un, 'in -\- 3. Or on peut écrii^e, en premier lieu,
m -^ n = 2/1 — 1 — {n — ni — i).
Si 'Ml -f- 3 est supéi'ieur à •>. ni, on a ini^ m -h 2, par conséqucnl
// — ni—r'i-^o; done in-\-n^q — 2. En second \\cu, ('■ci-i\oii>
aussi
m -^ n ^ JL m — x — (in — n — i ).
Si :i ni est supérieur à m -\- 3, on a irn d ■■>. n -t- 4y p<^ii' consécpicnt m — n — 2 ^ o ; donc ni -^ nj^q — ■>.. Ainsi le degré de N oM — Mo\ esl au plus égal, dans tous les cas, à ^ — 2, et la somme (i4) 6st nulle. Donc U est une constante ne dépendant pas des valeurs |>articulières qu'ont actuellement les coefficients de M et N. Si, |)ar exemple, on suppose M réduit à l'unité et N à zéro, toutes les racines x deviennent infinies, les arguments u se réduisent à zéro (sauf des périodes), et la somme L est alors nulle. Elle est donc toujours nulle ou mieux, toujours égale à une période.
(Jn voit que cette démonstration ne se modifie, pour ainsi «lire.
en aucune façon, si l'on remplace \l ^X'^ — S^^ — ^'3 P^^' ^^ racine carrée d'un polynôme entier quelconque; en ce cas le théorème \ise des transcendantes plus élevées que les transcendantes elliptiques. Mais Abel ne s'est j)as borné à cette généralisation, et son théorème s'étend encore aux. transcendantes abéliennes (ainsi nommées par Jacobi), qui naissent de l'intégration d'une fonction algébrique quelconque. Nous ii'a\ons pas à donner ici ])lus de détails sur ce sujet.
Une remarque doit être laite dans la démonstration qui précètle : le nombre des racines x est égal à q, c'est aussi le nondjic des racines u. D'après une partir des théorèmes II ou 111, ic nuinbrc
se décompose eu lrucLion.s simples solis lu lurmc -^ — - = > —
r. -Miillii.li 'l'u pour lin
2à vT^.
j:, étant une racine quelconque de I". -Miillijili.inl pur j; aux deux membre», cl sup- |)osanl X inlinimenl grand, on a zéro pour limiu- du piemiei- memljix-, cl
7) pour liiiiiLe du second.
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des racines est égal au nombre des infinis. Il ftuit donc reconnaître que l'ordre de nuilliplicilé de l'unique infini a = o, pour la Ibnclion M + N p' u, est égal à q. Or cela est visible : car, pour M, cet ordre est uni, puisque pour pu l'ordre est égal à 2; pour N, cet ordre est 2/?-|-3, puisque pour jd'w l'ordre est égal à 3. L'ordre de multiplicité est donc le plus grand des deux nombres Àm, 2/« + 3, c'est-à-dire le degré q.
Addition d'arguments en nombre quelconque.
Soient ;/,, ?/o, .... //„ des arguments quelconques.
On peut construire une fonction entière en pu et p' u, qui aduietle ces arguments pour racines. On prendra pour cette fonclion
et l'on déterminera les rapports mutuels des coefficients par les conditions
/(«l) = 0, /(Ui)^O,
f{Un) = 0.
La l'onction est donc ainsi déterminée, à un facteur constant près. Elle a pour expression, sauf un facteur constant et arljitraire,
(l5) 0,;(' H, Ui, U.2 U,i) =
I p II ])' a ... j)("-i) u
i pui p «1 I pu-, p'ifî
I piln p 11,1 ■ ■■ p '"-'■«<
D'après le théorème d'Abel, elle a encore la racine
Donc le délerminanl (i5) est nul quand la somme
est nulle. (Vest là. comme on voit, un tli('orème d'addition très général, et (pie nous connaissons, depuis le Chapitre II, pour le cas /i 1= 2.
Nous pousserons plus avant dans Tétiide du déterminant (i5), et rexprimerons complètement par un produit de fonctions i. L'eji-
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visa^eanl comme runclioti de u el connaissant ses racines, nous pouvons écrire immédiatement
(lOj o„(M, »,, «.,...,«„) = c„ : {:;uyi+^ ' ''
et Cl ne dépend pas de u. l*our délerminer cette constante, prenons, aux. deux membres de l'égalité (i6),la partie principale quand u est infiniment petit.
Pour Ç/^, on obtient sa partie principale, dans l'expression d •"))■,
par le seul terme p(""'^w= 1 — '- -i- . • .. qui se trouve mul-
liplié par un déterminant mineur. Ce dernier se déduit du déterminant (i5) par la suppression de la première ligne et de la dernière colonne; c'est le déterminant analogue à '^«, mais avec un argument a en moins. C'est donc c;„_,(?^i, /<o, ..., u,i)- De plus il est affecté, quant au signe, du facteur ( — i)". En mettant pour ■i„_, une expression analogue à (16), nous avons donc, comme [)arlie [)rincipale de 'i,,, ;^~^"+", multi[)lié parle coefficient
, r'(«., — u\) a'(u:i — Ui). . . :7'(Mi-i- Uî—. . . -+- u„) — « C/i-i ;
Quant à la jjarlie principale du second membre de (l'J), "^ t/ a\anl u pour partie principale (VI, 10), ce sera m" "+'^, multq:)lié [)ar
C,i J Ux J U-i. . . J Un J («1^- Ut-~- . . .-i- U,i)-
Egalant entre eux ces deux coefficients, nous obtenons
, ^'l Ui— 112) vf»! Uz). . ■ :^(iii Un)
Cn— — n\ — — ^ Cn-i-
( r'»i )«-^' :^Uî -iu-i. . . -iun
De même
' '^ — u • TZj ,„ _, 1: Z, Cn—1 •
{:fUi)"- '^Uz :ïu:,. . . -iUn
■i( U„^i — Un)
<^i = — rz ^:rz — <^o-
( :fun-i)' :run
il est visible (jue Cq est l'unilé. Multipliant ces égalités membre il membre, on en déduit c„, et l'on conclut
,' , , ,0, I :^(u — Ui-{-u,-h. . .-\-u„)U::'(u:i— u'i) (,-^ \ >(«,«„«.,...,«„) = (-. )"2!3!.../.. ,^u^u,^u,...-un)"-^ =
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Le symbole H, clans celle formule, comme dans les suivantes, indi(|ue le produit de divers facteurs analogues.
Expression de '!^n{n) sous forme de déterminant.
Examinons comment se modifie cette égalité (i-) quand quel- (jnes-uns des arguments deviennent égaux entre eux. Supposons
U,i~ Un-\= h
inliniment petit. Remplaçons, dans le déterminant (ij). les éléments de la dernière ligne par leurs différences avec les éléments correspondants dans la ligne précédente. Comme 1i est infiniment petit, pii,i — p^(ii-\ converge vers A j3'«„_,, et ainsi des autres. La partie principale de C5„ est donc le produit de Ji et d'un déterminant qui diffère de (i5) par la dernière ligne seulement. Dans ce nouveau déterminant '■:>„,{ la dernière ligne est
Dans le second membre de (17), le facteur 3" («,/ — "«-1) apour partie [jrincipale 1i.
Egalant les parties principales, on a
Supposons maintenant «„_i — if/i-2^=f't infiniment petit. On obtient la partie principale de '-p//,i, en combinant les éléments des trois dernières lignes, et cette partie principale est le produit de ^/i'^ par un nouveau déterminant 'j',i,ij différent de 0,1 par les deux dernières lignes qui sonl
o, p'u,i-.2, p"ll„~-2, ,P'"'"«-2,
Prenant de même la partie principale au second membre de (i8j, on voit qu'elle est formée par le facteur [j(u„_, — «/«-s)]"? el Ton a
' - ( — 1)« (2!)- 3! ..-.ni '
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On \()it clairement qu'on peut continuel' ce mode tranalvse et supposer finalement tous les arguments égaux entre eux. Mais il est mieux d'obtenir ce rcsnllat (inal d'im seul coup au movcn d un petit théorème, souvent utile dans l(^s applicalions des déterminants au Calcul infmitésimal.
Soient /( , /o. . . . ,y,„ des fonctions d'une variable//. Envisage<uis le déterminant D composé avec les /n- élémentsyp(// + rtg), on p, q sont les entiers 1,2, . ., /??. Dans une même ligne, celle de rang /y, la lettre /a les divers indices i ,?.....,/;?, et la lettre a le seul indice q ; dans une même colonne, celle de rang/?, la lettre /"a le seul indice/?, et la lettre a, les indices i, <? m. Le théorème dont il
s'agit donne l'expression de la partie principale de ce déterminant D, quand r/, , (f/o- ••• 1 <"'/« sont infiniment petits. ^ oici comment. Prenons pour chaque fonction les m premiers termes de son déxeloppement par la série de Tajlor sous cette forme
af,
,y(m-iV„i
en sorte que î^, ^ est un infiniment petit. Abréviativemcnt
Soit D, le déterminant des quantités ^p,q- H est manifeste que le rapport D : Di converge vers Tunité quand les z sont inliniment petits. On peut donc substituer D| àD dans celte question. Mais D,, d'après la règle pour la multiplication, est le produit de deux déterminants ; l'un d'eux D' est composé des éléments /"^^'ù/i,
l'autre D" des éléments —^ Pour ce dernier, on connaît son e\-
Ppression explicite; aux factorielles près, c'est le produit de toutes
les diflérences (r/^ — rt,^'), où l'on prend partout q > q' .
Appliquons cette proposition au déterminant'^,, i(//| , u-x, . .., u„),
en y supposant 11^=^11-^0^, //o=«-|-r/o, ..., iin=^u-{-ii„ et
Les dérivées de y^i étant nulles, le déterminant D' se réduit à MU mineur de (« — i)- éléments. La partie j)riiicipale de
est donc
'in-ïi'h, "î, ■■■, "//)
et ce déterminant D' a ici l'expression suivante
Mais, d'autre part, d'après la formule (i-) où l'on change n en (n — i), M en «,, lit en u-y, ..., la partie principale de cp„_, est aussi
(-.)-' 2! 3!.. .(«-Ol^^^fJC»,- ./,,).
D'ailleurs i/,/ — ^/y= ''fq — <^/(/'. d'après la supposition //,/= i( -+- a,/. Nous avons donc ainsi la formule
a'(nu)
fjn('<
{:fu)"''- ~ I2! 3! ...(» — !)!
Il faut se rappeler qu'on a prouvé (VI, 5.")) l'égalité
'^n(if-) étant l'importante fonction qui sert de base à la théorie de la multiplication de l'ai'gument. Au Chapitre IV, on a vu comment cette fonction se calcule par voie de récurrence. Nous en trouvons ici une expression sous forme de déterminant. Cette dernière, pour le calcul effectif, n'est d'ailleurs pas d'un emploi pratique. Mais elle offre un grand intérêt au point de vue théorique. Elle se rattache notamment à la théorie des fractions continues d'une manière curieuse, comme on le verra dans une application.
Fonctions analogues à smi, en», Anu.
Voici une autre forme de l'analyse qui précède, propre à mettre en lumière des circonstances nouvelles. Désignant par m un entier positif, considérons la fonction
D'après la proposition réciproque du théorème III, c'est une fonction entière de pu, p' u '■, comme l'infini ?/ = o est multiple
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d'ordre (m + i), on pourra la mettre sous la forme
(22) yj u I = «0 ^- «1 P " — «2 p' Il -^ «3 p" i'-^ . ■ . -^ ct,„ p''"-" u.
Si l'on veut déterminer les coefTicients r/, la méthode générale pour la décomposition en éléments simples nous indique le procédé qu'on doit suivre : développer '/{u) suivant les puissances ascendantes de u. Bornons-nous à prendre le premier terme de ce développement; c'est, d'après ("îi), le produit de /<-('«+" par
D'autre part, dans le polynôme (aa), le coefficient de /<~^"'+'' est ( — 1)'"~' 2. 3. . . . ma,n. On a donc immédiatement a,„ :
Nous pouvons encore déterminer les coefficients r/, en dévelo[)pantles deux membres de (22) suivant les puissances ascendantes de [u — v). D'après (21), les m premiers termes doivent manquer. Quanta celui de rang (/?^ -f-i), qui contient (?/ — r)'" en facteur, son coefficient, d'après (21), est
Voici donc {m + i) équations qui déterminent les coefficients a :
«0 -^ «1 ,P V -^ «2 P' '' — a-ip" V — .. . -\- a,n jr^"'-'- t- = o, «1 j)V — «2 p" '- '- «3 p"'v -+-...— a,„ p('«) r =0,
«1 p''«' V — a, p('«+i' (• -^ aa pi'«+2' ,, _ _ , _^ ^^^^ pC2/«-ii ç. _ «j ! '\)„^^^ ( c )
Le dénominateur, commun aux expressions des inconnues a, est le déterminant trouvé tout à l'heure (19), sauf un changement des lettres : c'est 0,„4.i(r). Prenons maintenant le numérateur |)our l'expression de «,„ ; d'après la théorie générale des équations du premier degré, on forme ce numérateur ici, en remplaçant, dans le déterminant précédent, les éh'inents de la dornière colonne [)ar les seconds membres. On volt par là (pie ce luinn'ralenr csl
Noii'; avons donc, avec ('23), cette double expression de a,
m\ •l/„,_ui((')-'^«i(t')
T.a re1;ilion
■■^«-il,*^)
I //II- 0„_i( (• )
(|iii se déduit de là, et les valeurs initiales '\i.-^{y)-=^ — Oo ('(•:= — p'r. conduisent immédiatement à l'égalité (20).
Les circonstances nouvelles, dont nous avons parlé au début de ce paragraphe, concernent le cas où /;»" est une période. Soit /;?c zzr o tô, on aura
■^la 3'c)"'+i
En faisant abstraction diin facteur indépendant de u, on voil >'in- Irodiiirc ici la puissance ///' ""^ d'une fonction /"(?/ ) fort remar(|ii;il)le
. -ii 11 - l- le'-"" 9.(0 il
Nous allons bientôt envisager de telles fonctions pour le cas où r et s seront des constantes quelconques. Ici r est la ni^ ^'^ partie d'une période, et 5 la nV'""' partie de la constante 2 7,, qui correspond à cette période. D'après notre analyse, cette fonction [i^) fin) est la racine ni"""' d'un polynôme entier en pu et pu. (On observera que, pour ce cas, «,„ est nul.)
Dans le cas particulier tn = 2, nous avons <léjà, au Chap. ^ I, envisagé trois fonctions (24), et nous avons vu qu'elles sontégales aux trois racines carrées \ pu — e-^. Dans le cas général, ces fonctions (24), pour lesquelles on peut aisément trouver des expressions analogues, jouent, comme nous le verrons, un grand rôle dans la théorie de la division et de la transformation.
Relation générale entre des produits de fonctions Soit une fonction F(/^), composée ainsi :
( H — V\ ) 3'( K — V'.2 )... 3'( U — V',i ) ' Co-f-. . .-\- Vn = f'i -f- f'o — . . .+ (•'
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Le nombre des facteurs au numérateur est égal à celui des lacteurs au dénominateur, et la relation (26 ) exprime que la somme des racines est égale à la somme des infinis. D'après la réciproque du théorème III, F(«) est une fonction rationnelle de pu et p'i/ donc la somme des résidus est nulle, ce cpii s'exprime par la relation
-<«'/»— ''i> s-lc',,!— r.,)... :ï(i'\
,— r,)... ::'(r;„— »'„,_,) ^-ir^j— r„,^, »... :^{i>,„—v„)
Im relation (27) a lieu entre >.n aigunients quelconques, liés seulement par l'égalité (26).
Pour qu'on se fasse une idée de la généralité que comporte cette relation (2-), montrons qu'un de ses cas particuliers, le plus simple, consiste en la belle équation à trois termes que nous avons vue au Chap. W (^ I, 43). Supposons /;?= 3, etchassons les dénominateurs, nous aurons
-i- ^(V'o V^) ^'(P', — i'-i) j (V'o — t'3) r'(c'j — l'', ) > fj— 1-2-4- 1-3= fj-l-i'^-i-l'-j.
-f-s'iV's — Vi) ■:^{v'.^ — v.2) cf(r'j— 1-3) ■i{v\ — i\,) = o '
Cette relation se change en l'équation à trois termes, si l'on prend
la = 1 f'j — Ti — 1-2, 'ib =^ 2 t'j — l'i — ^2,
2C = UC3 l'i f2) id = t"l t'2-
Fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
Remplaçons, dans (27), i',/ et i)^ par (r„ — //) et ( i-^, — //), ce qui laisse subsister l'égalité (26). Posons aussi
Ces notations amènent une dissymétrie pour un terme de la relation (2-), le dernier, celui où l'indice m est égal à «. Ce terme s'écrit alors ainsi
■^{ax— u) ^{ai— u). . . 3'(ct„_i— u) ^iv'„—Vn)^ :j(bi— U) ■:f(bi— u). . . 3'(6„_i — «) I. i5
Quanl aux aiilres termes, ceux où l'indice m est égal à
ils prennent la forme commune
cf{ai — h,n)^{ai—b,„)... s'(a„-i — b,„) :!'iv'„ — i>n—à,n+ii)
a'(bi—b„,) :f (b-,— b ,n)... c! {b in-i — b ,n) a'(b„i+i—b,„)...a'{br,-i—b„,)^{u — b,n)
Pour mettre en pleine lumière la relation (27) dans cette nouvelle forme, soient encore
( «1-1- a., — . . .-t-a„_i = A, èi-+-62H-...+ 6„_, = B;
d'où résulte, d'yprès (36), \\^ — r„ = B — A. Nous pourrons dès lors écrire notre égalité comme il suit :
'(Il — «i) o'iM — a-i). . . 3'(« — a„-i)
(« — èi) ^(a — 62). . . ^(ii — 6„_i:
ci{b,n--bi)i{b,„~b.i)... c>'{b„i—b,„-i)a'{b„,-^b,„+i)... a'(b,„— b,i-i)
1 -^ a'{b„,— ai}:;'(b,„ — a.2)...c:'(b„,—o,„^i)a'(b„,— a,n+i)...:r{b,„—aa-i)
(^(b,n—a,„) :^(ii — b„,-^B — A)
a'(n~-X) ■i{ii — b,„)
Dans cette égalité (29), tous les arguments sont quelconques, et A, B désignent, comme l'indiquent les relations (28), les sommes respectives des a et des b. Considérons tous ces arguments comme des constantes, a seulement comme variable. Nous vo_yons alors au premier membre de (29) une fonction de u, composée parle quotient de deux produits, chacun comprenant pareil nombre, mais quelconque, de fonction a". Au second membre, apparaît une somme de termes, dont chacun, sauf un facteur indépendant de u, contient seulement le quotient de deux fonctions d. C'est donc une véritable formule de décomposition en éléments simples. Il convient de s'y arrêter pour bien reconnaître la nature du premier membre, et la composition du second membre.
La fonction qui figure au premier membre n'est pas exprimable rationnellement en pu et p'w; il lui manque, pour qu'il en soit ainsi, l'égalité entre les deux sommes A et B. On voit même immédiatement comment, au cas où A deviendrait égal àB, la formule dégénérerait en celle (3) qui fournit la décomposition des fonctions rationnelles, car tous les termes du second membre con-
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tenant, en dénominateur, le facteur évanouissant <3'(B — A), il est
certain que ce second membre doit s'offrir sous la forme -: il sera ^ o
donc remplacé, en chacun de ses termes, par le rapport des dérivées prises relativement à (B — A), et l'élément simple se changera en^(u — b,„). La même circonstance aurait lieu si B — A était une période.
Le premier membre de (29) n'est pas doublement périodique. Si l'on change u en («-j-aw), il se reproduit, multiplié par la quantité 6^^'^""*^ indépendante de u. C'est aussi par cette même constante que se multiplie, en même temps, chaque terme du second membre (29).
On le voit, la quantité (B — A) caractérise assez le premier membre, quel que soit le nombre de ses facteurs, pour qu'on puisse immédiatement en déduire la fonction analogue, mais composée d'un seul facteur
de telle sorte que le premier membre pourra s'exprimer par la somme
Dans cette somme, chaque terme reproduit un des infinis de la fonction proposée. Le coefficient K correspondant est le résidu, relatif à cet infini ; c'est effectivement ce qu'on voit d'après la forme du coefficient dans (29), mais aussi ce qui est évident par ce fait que o{ii), pour u = o, a l'unité pour résidu, c'est-à-dire
lim[u '.^{11)1,1=0= I.
Multiplicateurs .
La propriété qui consiste à se reproduire multiplié par un facteur constant quand la variable s'augmente d'une période appartient à des fonctions un peu plus générales, dont voici le type :
Elles ont, de plus que les précédentes, le facteur eP". Les multiplicateurs ou facteurs constants par lesquels celte fonction se
multiplie quand on augmente u des deux périodes distinctes 2 w, 2Cjl)' sont
(3l) |J. = e2r,(B-A)+2pu^ ,/ — g2r/(E-A)-t-2pw.
Introduites dans l'analyse par M. Hermite, ces fonctions ont reçu de lui le nom àe fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
Les deux multiplicateurs sont quelconques; on peut trouver des fonctions pour lesquelles ces multiplicateurs soient à volonté. Effectivement, si ]x et [j.' sont donnés, les équations (3i) feront connaître (B — A) et p ; ce sont deux équations du premier degré, où
le dénominateur commun est roj' — r/Lo = i -, et voici la solu-
tion :
(S'i) i-o = r, log;/.' — r/loga. i-(B — A)=oj'log;j. — ojloga'.
Il faut avoir soin de noter à part le cas où B — A serait une période ( 2/;ia) + 2/?ï'cl)'). Ce cas aurait lieu si (logu — im'i~) et (logiJi.'+ imir.) étaient proportionnels à co et co'. A cause de Tindétermination de la fonction logarithmique, c'est en un mot le cas où les multiplicateurs ont des lo garithmes proportionnels aux périodes qui leur correspondent. La fonction F{;/), ainsi qu'on l'a vu tout à l'heure, est simplement alors le produit d'une exponentielle par une fonction doublement périodique ordinaire.
Décomposition en éléments simples.
Laissons de côté ce cas particulier, et, (B — A) n'étant pas une période, prenons l'élément simple 'f («), modifié par le facteur exponentiel
D'après l'égalité (29), nous aurons
U s'agit de reconnaître comment cette décomposition en éléments simples se modifie, quand les infinis h ne sont pas tous distincts, quand, par conséquent, il s'en trouve qui soient multiples.
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Supposons que b^^ 0-2, . . . , 6u, dépendent d'une variable x, atteignent, pour X = G, la valeur commune b, et que leurs dérivées aient, à cette limite, des valeurs finies toutes différentes entre elles. Chacun des résidus R(, Ro, . . ., R|j., comme on le voit dans (29), contient en dénominateur ( a — 1) facteurs tJ", dont les arguments sont des différences de ces quantités b. D'après nos suppositions, chacun de ces résidus, pour j: évanouissant, est infiniment petit de l'ordre {[■>■ — i), x étant l'infiniment petit principal. Tousles autres termes de l'égalité (33) conservent des valeurs finies; il en est donc de même de la somme des |jl termes considérés. Cette somme s'offre donc sous forme indéterminée. Son dénominateur commun est infiniment petit de l'ordre (a — i)-, sa valeur limite s'obtient donc en remplaçant le numérateur et le dénominateur, chacun par sa dérivée d'ordre (;ji — i). Cette somme, au point de vue de la quantité u, est linéaire par rapport aux a quantités <î>(« — b^). La dérivée d'ordre {•j. — 1) de f^{u — b^) est composée linéairement avec cette quantité elle-même et ses ( |jl — i) premières dérivées <]&', <ï)", . . ., <ï>^!^~'^ Puisqu'enfin^i, ^:., ..., 6(jl ont la limite commune b, l'expression limite de la somme est une fonction linéaire de <t(w — b), $'(u — b), . . ., ^'•^~^'>{u — b). Donc la formule générale de décomposition peut être écrite ainsi
Le signe sommatoire s'applique aux divers infinis b de la fonction F(i^), et la lettre <j. représente l'ordre de multiplicité de cet infini.
Quant à la manière dont on pourra déterminer directement les coefficients, elle est, de tout point, semblable à celle qu'on a expliquée précédemment pour les fonctions doublement périodiques ordinaires ; c'est aussi la même que pour les fonctions rationnelles algébriques. Effectivement, chacun des termes mis en évidence au second membre de (34), étant développé suivant les puissances ascendantes de (u — b), fournit un seul terme à exposant négatif, tandis que toute la partie relative aux autres infinis fournit seulement des termes à exposants positifs. Le développement de F(w) suivant les puissances ascendantes de (u — b) contient donc, pour seule partie fractionnaire, l'ensemble
aSo PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
En formant directement ces termes, on aura les coefficients. Le dernier R est le résidu.
Exemple de décomposition.
Voici un exemple où il se trouve un seul infini, mais double :
j ' Il
a'{u — «1)= — (faid — if ^«1-4-. . .)) a'(« — «2) = — 3'«2(i — « Î^ao-H. ..))
■s'il = u (I V- "^
{<ïu )'^ u^ \ 1 20
F(w) = o-a, cr-rtï ^ -H (? — ?«! — ^«2)- -i---- h
J'ai tfaa
En particulier, si l'on prend p=^rt, + î^rt2, on a cette formule, qui se présente dans des applications,
'^ ' :iai(ia2 [{^uf du\^ c'a J
Développement des fonctions de seconde espèce.
Les développements qu'il faut employer pour déterminer les coefficients de la formule (34) s'offrent sous une forme très incommode; la présence des dérivées successives de a" y serait fort gênante dans les applications. Voici comment on peut, à leur place, amener dans les coefficients les fonctions p et p'.
Prenons d'abord la fonction, un peu moins générale que <I>,
^ ' :iv -j it
dont la dérivée logarithmique
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se développe ainsi (voir le développement de "^u : V, 1 1)
'i ( K ) u •>. \ () Go
= i- Ao !- A.1 r- A i
Intégrant aux deux membres, observant que [it ^{u )'\u-<) est
l'unité et posant
-, . "■- . 11^ . Il'*
f(u)^k, h A3 5 -Ai 5-T --•••-
on conclut
Cf,(ii) = -e/^"'= - I-:-P2 h P3 T^Pi
P2 = A,, P3=A3, Pi = Ai-3Al,
Ps = A5--10A2A3, p6 = A6^i5A,Ai+.oA|--i5Al,
et ainsi de suite. Nous avons, d'autre part,
A.2 = — p i-, A3 = — ,p' i-, A V = — jV ^'-"'^^
Réduisant les coefficients P à ne contenir que j)r et p't', nous trouverons successivement
V. = -pÇ, P3==_p\., p,=_3p2^,_i_l
P5 = — 2 pi'p'^', P6 = — JP'^'' — .?2Pt'^^,^3,
Ce calcul direct est un peu laborieux; on trouvera, à la fin de ce Chapitre, un moyen de le rendre plus facile. Le point important, c'est que les coefficients P sont, on le voit, des fonctions entières de pv et p' V.
Prenons maintenant la fonction <I> quelconque, et mettons le coefficient p de l'exposant sous la forme x — (^(^, nous aurons
' civriii u ^ ^' 1 ^ -2.3
-i- ( 07^ -+- 6 Po ^2 _|. 4 Pj ^ 4. p^ )
I :;' If
En prenant successivement, pour r, — a,, — a^, — r/;j, on aura
a'( It -r- V ) y I H
■ p-"," = YH--\-. . ..
Multipliant les trois premiers membres ainsi obtenus et, en même temps, les seconds membres, on obtient
F ( ?/ I II
- — ::: — = r h ( ,p a, — ,p Oo — ,p «3) -i- . . . ,
■j a^ ri a^ ^ a-i "' 2 u
iViin ^„ ^^,
— 'P { Il ) — { p a i -^ p a-, -^ p a,i)v ( u ),
'rt, 7«., r-a-i
On peut, dans la formule (36), comme aussi dans cette dernière, supposer égaux entre eux les arguments a, et l'on voit que toutes les puissances, à exposants entiers, des fonctions de seconde espèce, s'expriment linéairement par des fonctions de cette nature et leurs dérivées.
Cas singulier des fonctions de seconde espèce.
Le cas singulier (' ), où les logaritlimes des multiplicateurs sont proportionnels aux périodes correspondantes, n'ofire pas de Ibnction nouxelle au point de vue théorique. Chaque fonction, dans le cas singulier, est simplement le produit d'une exponentielle eP"
(') Signalé à rulteiilinn par M. -MiUaf;-[.fnier (Comptes rendics de l'Académie des Sciences, l. \C, iSSo. p. 17''^).
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par une fonction rationnelle de pu cl pu. Il est néanmoins utile, pour certaines applications, de mettre, pour ces fonctions, la lormule de décomposition en éléments simples sous une forme en rapport direct avec leur nature.
Soit/(?/) une fonction rationnelle de ))// dp' a, décomposée en éléments simples conformément à la formule (?i) :
En multipliant les deux membres par ^P", nous aurons l'expression d'une quelconque de ces fonctions singulières. Prenons maintenant pour élément simple, au lieu de J^, son produit par la même exponentielle :
ç.u<) = e?" lu.
( )ii aura généralement
jiar conséquent, la formule de décomposition pourra s'écrire ainsi
Sous le signe sommatoire figurent successivement tous les inlinis r« de/(M), et les dérivées cs'''^ jusqu'à l'ordre immédiatement inf(''rieur au degré de multiplicité de cet infini.
11 va de soi que, dans cette formule (3()), les coeflicients se déterminent, comme dans le cas général, par la partie fractionnaire du développement de f(u) suivant les puissances de [a — r„). Seul, le premier coefficient c doit être calculé à part. Mais il laut surtout remarquer que les coefficients A sont liés par une relation, traduisant l'égalité primitive
IV)ur avoir cette relation, revenons de la lorniule {'^()) à la iormulc primitive, ce Cjue nous ferons au moxen de la relation
'^•'{ a ) -^ e?" ( ;/' ^ u -- - p"'-' T » -r- . . . ] . On voit parla que le terme A,,,v '^^"'M « — v,,") fournit à la somme
L le terme A„^v î'' ^< ^/ — ^'n)e~^''". Il existe donc entre les coefficients la relation
(4o) ZA„,v?''^-?""=o.
Cette relation (4o) est d'ailleurs nécessaire pour que le second membre de (39) soit doublement périodique de seconde espèce. En effet, d'après la définition de 'f («), nous avons
^-2wp ç, ( « -^ 2 cô ) = ç> ( M ) -^ 2 ■?; eP" , Par conséquent, la fonction Çog) donne lieu à la relation
L'égalité (4oj est donc eN.igée pour que /(^n + -id) reproduise f{u), multipliée par le multiplicateur e-^9.
Cas où les multiplicateurs sont des racines de l'unité.
Ces cas n'offrent aucune exception à la théorie générale, mais l'élément simple est particulièrement intéressant. C'est celui que nous avons déjà rencontré (24).
Soient
2 n to -^ 2 n' oj' 2 n -r -+- 2 «' r'
\ j V ^ Il
n et n' étant des nombres entiers. Nous avons déjà vu que la puissance /?î' ™^ de/(M) est doublement périodique ordinaire. La fonction y (?f) doit donc avoir pour multiplicateurs des racines m'*'"**' de l'unité. Effectivement, prenons une période quelconque
2W = 2jDW -i- 2/)'co'.
Le multiplicateur correspondant, c'est l'exponentielle avant pour
exposant
/ - ~ 4 / , , N / , , s np' — n'p. 2(50) — (' T, I = — {np — 7ip)(r,(j} — r. to ) = — — 2nz.
Ainsi le multiplicateur ijl a pour expression
np' — n'p .
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c'est une racine m""™^ de Tunité. Nous avons déjà observé que ces fonctions particulières comprennent les trois radicaux \'pi/ — ^a et généralisent, par conséquent, les fonctions anciennes snu^cnu, dni^. A l'égard de ces dernières, on a vu (Cliap. II) qu'aucune d'elles n"a les périodes 210 et ato', mais que toutes se reproduisent multipliées par zh i, quand l'argument s'augmente d'une période . Ces faits concordent bien avec ceux que nous rencontrons maintenant.
Deuxième méthode pour le développement des fonctions
de seconde espèce.
Reprenons la fonction de seconde espèce et considérons sa dérivée logarithmique
(42) 't^^ = rrK-^D — r» — ^■,
qui, d'après la formule (V, i 5) d addition pour ^, peut s'écrire ?'(«) ^ l P'ti — p'v ^
Conformément au théorème fondamental d'addition (p. acj ), on a donc
Mais, en prenant la dérivée dans les deux memljres de (42), on a aussi
Ajoutant cette dernière égalité, membre à membre, avec (43) et chassant le dénominateur, on obtient
(44) ?"( " j = ^ 2 p u-^pv)'i{u).
Cette équation, où l'on considérerait '-^(i^) comme une inconnue, serait différentielle linéaire et du second ordre. C'est un cas d'une équation très importante, à laquelle est attaché le nom de Lamé ; nous y reviendrons dans les applications. Nous voulons en faire
usage ici pour indiquer un procédé propre à former plus rapidement les coefficients successifs du développement de C2(«). Soit, comme précédemment,
Soit aussi, comme au Chapitre IV (p. 93),
,1^ " = — -i- Ci U- -i- C3 »+ -I- . . . + Cl m2>--2 -1- . . . .
La substitution de ces développements dans (44) conduit aux équations successives que voici :
P2-f-JM' = 0, P3 _ P3
Pr. , P. „ , P«
Il est à remarquer que cette méthode laisse indéterminé le coefficient P.j et, par suite, tous ceux d'indice impair. Ce fait provient de ce que Téquation (44) l'este inaltérée si l'on change a en — u. Comme nous avons précédemment trouvé P3 (3-), il n'y a là aucune difficulté.
l^e calcul devient encore compliqué assez rapidement, mais il est cependant Itien plus simple que par l'autre méthode. Pour faire suite aux iormules (3 7), voici quelques autres coefficients : nous mettons simplement p, p' au lieu de pr, pV.
P» =— 7 ,1'' — ■^■:f^i p- — 2^^3 j' -^ ~ gij
Pio=-OJ'^-2-3^g-2j3^-2^-3^.7g-3P^-3^5^1p-f- "^•^"•"'•'^^2^3,
Pll=— ,p'(5j3i-+-2.l3i':>Jl--f- J.2'^3p-f-32.17jri)
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Ce développement a une très grande importance pour une des plus belles et des plus récentes applications des fonctions elliptiques. Il serait à désirer qu'on pût le former par des protK'dés plus simples.
Développement de - — ^^-^ c-"''' suivant les puissances
ascendantes de u.
(je nouveau développement a de l'analogie avec le précédent, mais il est beaucoup plus simple. Soit
En prenant les dérivées par rapport à // et c, on obtient
ôz âz
~ -\- ti z pv = o.
du (Jv
Si l'on pose ensuite
z = I-f- Al i< -I- A2 ^. . . H- A„ !-•••,
on a immédiatement l'équation récurrente
(47) ""^ ~d^> (« — i)A«-2jM',
par où les coefficients se déterminent très facilement :
As = — 2,p c p'c, Ar, = — 5[p3 (; -h\gi pv-^ 2^3,
(48) ^ A, = -pV(3p2^,_|^.-,),
Ad = — p'c(4p»t' — igzpv^^gi),
Développement de ^a"*
Si Ton suppose pour v une demi-période, la fonction z qu'on vient d'envisager se change en l'une des trois fonctions "^^u. On a ainsi le développement de cette dernière. Les coefficients d'indice impair sont alors nuls; dans ceux d'indice pair, il faut remplacer j3(^ par (?a. Les coefficients sont ainsi des fonctions entières de g'2, g'3 et de la racine e^, dont on peut d'ailleurs rabaisser les exposants au-dessous de 3. On a, de cette manière,
On verra, au Chapitre IX, un procédé meilleur pour calculer les coefficients de ce développement.
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Avertissement.
On trouvera, clan,s ce Chapitre, la représentation des fonctions elliptiques par les belles séries dont Jacobi doit être considéré comme l'inventeur, séries éminemment utiles pour les applications. Elles ne doivent être, en général, introduites qu'à la fin des calculs. Pour cette raison, les formules nombreuses et un peu compliquées qui vont être développées sont destinées à être consultées seulement. Il serait inutile de les retenir de mémoire; il suffit d'en bien connaître la nature.
2^0 PREMIÈRE PARTIE. — IHÉOKIE.
Recherche d'une série ayant les mêmes propriétés que -iu relativement à la périodicité.
La fonclion tm, à laquelle nous sommes parvenus en avançant progressivement dans l'étude des fonctions elliptiques, offre sur les précédentes X^u et pu l'avantage de rester toujours finie, quelle que soit la valeur attribuée à la variable. Aussi doit-on espérer pouvoir la développer en série plus aisément que les autres. Nous verrons bientôt comment elle se développe suivant la série de Maclaurin. Mais on doit désirer surtout un mode de développement qui fasse apparaître la propriété caractéristique
A cet effet, prenons la combinaison
Y) II
(i) /(" ) = e - '" :^ir,
(2) /{u^'i(.o) = —/(ii), f(u^'iiù)=—/(u)e~ A cause de la relation
T,tO — Tj (.0 = j
l'exposant de la dernière exponentielle pourra s'écrire
( M -H tO ),
co et Ton aura
/(?/ -t- 'ici)') = — J\u)e ^^ e '^ .
Le dernier facteur va dorénavant jouer un rôle important ; nous poserons
TTW' TT/d)'
Si nous écrivons aussi
in II
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nous avons
Si nous remplaçons aussi, dansy'(i/), la variable u par la variable
Zf en écrivant
ces deux équations deviennent
La dernière de ces équations éloigne, pour '■i(^), toute idée de développement à la manière de la série de Maclaurin, Elle fait naître, au contraire, la pensée de développer C2(^)en une série double comprenant à la fois les puissances à exposants entiers positifs et négatifs de z. D'ailleurs, d'après la première relation (G), la fonction est impaire, et l'on ne devra envisager que des exposants impairs. On doit donc essaver de trouver un dévclopjicment tel que celui-ci :
o{z)-- II nous donne
o{qz)-^
CiZ^ C^Z"^ — CsZ-' -^.
■ • • ^in+i 2/t+l
Par conséquent, la seconde relation (6) impose les conditions
Ci^ — ciq^, c^^—csg'*, 07 = — Ci^S Cj„4-3 = — Ciw-f-i^-'" '
Ci=— Cl, c'3 = — c'1^2, c'5= — c's^S ..., c\,/+, = — c;„.,72".
De là se conclut
c\ = -Cl,
c'a — — C3= Ci^rî,
c'j = — C; = — Cl g'''.
Nous trouvons donc, comme satisfaisant aux deux conditions (6), la série
En remeltant pour:; son expression en u^ invoquant la formule
d'Euler
g/a — Q-ia = ■2,1 sin a,
et changeant la notation du coefficient arbitraire c,, nous avons cette autre forme
sin q- sin g'' sin
I __,_ i)«^/«(/i-i-i)sin ...
s'ofTrant pour vérifier les deux relations (2).
Convergence; choix des périodes.
Il faut toutefois s'assurer que ces séries convergent. Or leur caractère de convergence est immédiatement visible. En considérant séparément les deux séries avant pour terme général l'une
-^ (yriiii + l) ^2n+l •
l'autre
— fjn[n+l> ,
ou une seule d'entre elles, comme on peut le faire par le changement de z en -7 on a
Le facteur qz- est indépendant du rang ?i] le premier facteur est ou infiniment petit ou infiniment grand, quand n est infiniment grand. Il faut et il suffit, pour la convergence, qu'il soit infiniment petit. Ce caractère, indépendant de ^, s'applique aux deux séries en lesquelles nous venons de décomposer o{z)\ donc la condition nécessaire et suffisante à la convergence de ^{z), c'est que la valeur absolue (module) de q soit moindre que l'unité.
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Cette condition satisfaite, la série converge très rapidement, quelle que soit la valeur de z-. Est-elle satisfaite par la valeur (3) qu'il nous faut ici assigner à g?
Si le discriminant est positif, il v a un couple de demi-périodes où to et " sontréellesetpositives.Pource couple, Texposant — est réel et négatif; q est réel, moindre que l'unité.
Si le discriminant est négatif, on peut prendre
Oi = 0):>, tO = ' ^ 1
et l'on a, en ce cas,
On voit que 4 est réel, moindre que l'unité. Par ces choix, la
série convergera, et déplus, ne contenant que les puissances paires de <7, elle sera réelle quand a sera réel aussi.
Il y a une infinité d'autres manières de choisir to et oj' pour rendre la valeur absolue de q inférieure à l'unité; nous v reviendrons. Pour le moment, fixons les idées en faisant le choix dont nous venons de parler dans le cas où le discriminant est positif. Mais, dans le cas opposé, prenons
CO = tOi = ^- ( COo — to'o ),
tù^ — W.,
Oi
tOj =
TZ
Wj
- Wi,^
omme too et -;^ sont réels et positiis, on voit que la valeur
absolue de q est égale au dernier facteur, dont l'exposant est réel et négatif; elle est donc moindre que l'unité.
De cette manière, il sera entendu, dans les deux cas du discriminant, que les indices des e correspondent à co, co', oV comme nous l'avons toujours supposé jusqu'ici
ei — pixi, eo^ puy"= p{M-\-w'), Ca^pw'.
En choisissant q comme nous venons de le dire, nous avons trouvé une série convergente /(?^), qui possède, en commun avec la fonction (i), les propriétés (•>.). Ces deux fonctions coïncident-
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elles en effet, sauf le choix du coefficient C, indépendant de ;/? Voilà ce qu'il faut savoir.
Pour montrer la coïncidence des deux fonctions, nous prendrons la série elle-même, et, par elle seule, nous remonterons à la définition de pu.
Démonstration directe de l'équation à trois termes.
Pour la commodité du calcul, modifions un peu les notations dans 'f (-^)- Ecrivons
iTZ
q=x'*, e2w=j, z=^y", et prenons la fonction — 'f (-), que nous pouvons écrire ainsi
le signe sommatoire s'étendantà tous les nombres impairs positifs ou négatifs, mis à la place de m. Effectivement xq"''"'^^^ devient une puissance de x^ dont l'exposant est
4n(rt — I) ~i = (2« -T- 1)- = m-.
La série F(«) est absolument convergente, sous la seule liypollièse que la valeur absolue de x soit inférieure à l'unité. INous faisons celte hypothèse, celle-là seulcjnent, nécessaire à l'existence de F(w). Avec cette unique définition de F(«), nous allons vérifier l'exactitude de la relation fondamentale, reconnue déjà pour a';^(VI, 43).
Considérant les trois produits
B^¥{c~a)¥(c-ha)Fib—d)¥(b-i-d), C = ¥{a — b)¥{a-^b)¥{c — d)F{c-T'd),
nous allons, dans chacun d'eux, effectuer la multiplication des séries qui représentent les fonctions F, et reconnaître que tous les termes se détruisent dans la somme S = A -|- B -)- C.
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En désignant par m, m', ni", ni'' quatre nombres impairs positifs ou négatifs, nous avons, pour un terme quelconque de A, cette expression
I ;ji. = 4 ( '« -^ m' -T- ni' -i- ni!" ), M = «i^ -;- iii- -r- /«"^ -\- m'"-,
I a = in{b — c) -4- m' (b -^ c) -f- m" {a — d) -^ m'" (a -^ d)
\ = ( /?i" -7- ni!" )a -t- ( /« -+- ni)b -f- ( /«' — /?i) c -f- ( /n'" — ni")d.
Nous distinguerons les termes où <j. est pair et ceux où [jl est impair, en écrivant
(A) = (Aq) si iJL est pair; (A) = — (Aj) si a est impair.
De cette façon, on aura
Faisons de même pour B :
/ (B)=(-i)v^V, (12) I V = -î, ( 7î -f- ,i' _L- n" ^ ri"), N = «2 ^- ;t'2 -+- /i"^ -f- ri"'^ , \ [B = f/i"-;- n"')b -\-{n-'- n')c ^{n' — n)a-^ ("-'"— ri')d.
(B) = (Bo), si V est pair ; (B) = — (Bi), si ■> est impair.
B = ^(Bo)-S(B,).
Faisons encore de même pour C :
(C) = (Go)si7: est pair: (C) = — (Ci) si - est impair.
C= v(c„)-v(Ci).
Les lettres m, n, p désignent des nombres entiers impairs quelconques, positifs ou négatifs. Prenons un terme arbitraire (A), et voyons s'il existe un terme (B) pour lequel l'exposant ^ soit identiquement égal à a, quels que soient a, 6, c, d. A cet effet, on devra poser
n — ;z = m -^ ni , n -^ n = ni -+- m , n -H /i' = ni — m, n"' — n" — m"' — m".
Ces équations résolues donnent
n = \{ — m -h m' — »i" — n\!") = — [j. -t- m\ n' = -2( — m -4- ni' -t- m" -^ ni") = -4- [j. — m, n" = 2 ( m -~- TU ^ m" — ni" ) = -;- [j. — ni", ji" = ^ (. m -^ ni — ni' -^ ni") = -i- [x — m" .
On voit d'abord que ces nombres n, effectivement entiers, ne sont impairs que si [jl est pair. Ainsi le terme (A) considéré doit appartenir au type(Ao), sans quoi l'identification serait impossible. Ayant donc pris un terme (Aq), nous trouvons les quatre nombres n impairs, et, par conséquent, un terme (B), pour lequel on a [î = a. D'ailleurs, d'après (i4)?
Le nombre v est donc impair, et ce terme (B) appartient au type — (B, ). Enfin, élevant au carré les deux membres dans chacune des équations (i4) Gt faisant la somme, nous avons
«2 -+- ;t'2 ^ ,i"i _|_ ji"'i — /,j2 ^ „i'2 _^ „i"2 ..|_ „j"'2^
Donc le terme (B) considéré est égal, sauf le signe, au terme (A), et le détruit. Donc, dans la somme A + B, la partie S(Ao)esl entièrement détruite par — i](B|).
Réciproquement, en résolvant les équations (i4) par rapport aux m, on voit que — 2(Bi) est entièrement détruit par S(Ao).
On déduit A, B, G les uns des autres par permutation circulaire de a, bj c; donc de même S(Bo) et — ^(G|) se détruisent, et S(Co), — ^(^1) se détruisent. Donc la somme A + B + C se réduit à zéro; c'est ce qu'il fallait démontrer.
Identification de la série avec ^u.
La relation (10) reste inaltérée si l'on y remplace la fonction F par une autre qui en diffère seulement d'une exponentielle paire du second degré; en d'autres termes, elle a lieu pour toute fonction '} (u) de la forme
'\>{u) = eS"'-+''F(u).
Ce fait tient à ce que le premier membre de (10) est doublement
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homogène: i° par rapport aux fondions F, circonstance qui fait disparaître le facteur e^; 2° par rapport aux carrés des arguments, dont la somme est 2(a- -\~ b- -{- c- -\- d-) pour chaque terme; circonstance qui fait disparaître le facteur e^^"'.
Si donc, en désignant par r, une constante encore indéterminée, nous définissons ■i u par la relation
é"^-~^ a'u =/(u) = o(^) = ■2iCq~'^F(u),
cette fonction du, dont nous n'avons pas encore prouvé l'identité avec celle qui nous est déjà connue, cette fonction «jw, outre les propriétés de périodicité, a encore celle de satisfaire à la relation (10).
Pour la rapprocher de la précédente fonction a*;/, choisissons la constante r, de manière que le développement, suivant les puissances ascendantes de 11, manque du second terme. A cet effet, il faudra prendre
ce qui détermine y, par une série convergente. Choisissons aussi la constante G de façon cjue la limite de ^ — soit l'unité poui- « = o ; par conséquent,
Cela étant, la fonction du ainsi définie a toutes les propriétés signalées comme caractéristiques au Chap. VI; on peut avec elle remonter à p;^. La légitimité du développement se trouve donc bien établie.
La série S'i. Expression de r,w et de :fu. La série qui vient de s'offrir sera employée sous la forme intro-
duile en dernier lieu : on multiplie tous ses termes par 2g*. On la désigne par la lettre ^ avec l'indice i ,
{i5) :3i(y) = 2q'* siin>~~2q'* s\n3vK-r-...-T-(— iy^2q * sin(2n-4-i)P7r-t-...
OU bien, en mettant les exponentielles au lieu des sinus et faisant (i6) z = e^^^,
on peut l'écrire aussi
et le signe sommatoire comprend tous les entiers positifs et négatifs n. En mettant
on a, pour r, la même signification que précédemment, et
I "0 II- 0- / ,
(lo) e^'»'j« = 2a) >.-; •
Sous la forme précédente, ceci est la même chose que
:^ 2w r . T.u , . 3-?i , ,, • (in -^\)~u ■2 "> 3^» = sin f/- sin h. ..-;-( — 1)"<7"^"+" sin ~ h
Ao = I— 3 ^2 _:_ . . . _^ (_ l)« ( 2;^ ^ , )^«(/î+l) . . . = _L_ ^'^ (o).
iT.q* En outre, comme on l'a vu tout à l'heure,
En faisant ?^ ^= co, on a
(21) e 2 T oj = 2 to ^ , ' = — j
^ .tr; (o) t: Ao
Ai = i-+-<72-^...+ (7"(«+"...= -^2r, (I).
La série S'o. Expression de r'i ?<.
Il est d'usage de désigner par SoC^) la fonction .3?, (j — v); ainsi
I 1 9 (2n+li =
(22) I — iq''co?:V-->r-'i.q'*co?>ZvT.-^...-^'i.q * cos(2/i -i- 1)1^-. . . ,
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ChaDgeant u en (w — u) dans (19), par conséquent ^ en(^ — v)^ et divisant membre à membre l'égalité obtenue et l'égalité (21), on a
ou, sous une autre forme,
e ^ ^^ 3'i?< = — [cosi^- -H ^'cosSi--- -f-. . .— (7«t«+>^ cos(2n -f-i)p--J-...].
La série 2?û. Expression de :fzu.
11 y a lieu de mettre sous une forme analogue j((l>'-!- a). En posant
d'où résulte
on voit que le changement de :; =: e'"" en q - z- revient au changement de V en (v — ^-z). On a donc
(2n-f-\,' 2nJ-l
On désigne par 37o(^') 'a nouvelle série
= I — 2q cos2(^7:-^2y* cos4i"~ — ...— ( — i)"iq"' cos^nvT.—....
La relation d'où nous venons de la conclure s'écrit donc
(27) ?jov = uj' e-'-^?Ji{v-y-)
ou bien, changeant f en — i", comme ."^o est paire et .:>i impaire,
(27 a) 3oi> =— ig'*e'~'''X!i{v — l').
En faisant u = oj' dans (19). par conséquent r = :7 t, nous avons
maintenant
D'ailleurs on
On peut donc écrire
= 2Wi
Changeant ensuite, dans (19), ?^ en (0)'+ i^), par conséquent r en V + -tT, puis divisant membre à membre avec (28), on a
s'a)' t S'oie) 27o(o)'
puis, en remplaçant, danse ^ , l'exposantpar — - ( r/co -\ — - ) ,
ITZ II
par conséquent l'exponentielle par e~'^i'" e '^"^ = e~V"e-«^'', (3o) e 2 co _i ^ — ^ e-'i-^ " = e 2 w a'^u
» 2 " — ^ ■•' p~r,'ii = p. 2 w T-, 7/ = -^r^^- — -^ .
En faisant 11 = oj, par conséquent i' = ~j on a multipliant membre à membre avec (29) et observant l'égalité
nous en déduisons
(02) e 2 ^'(jj = 2we ♦ f;
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La série S^s- Expression de ^'oM.
En dernier lieu, Ton désigne par 273((') la fonclion •'^o ('' + 1) > ainsi
?Jz{v) = 1-7- -iq C0S2P- — iq* 0054^7: — . . .— nq"^"' co'iinv--^. . .,
Changeons, dans (3o), u en (ff + 03), parlant t' en (<' -h t), f't divisons membre à membre avec (3i); nous aurons
— :;^( îf -f- w ) ., — 'J■^\v\
Résumé des relations entre les ^ et les r'.
On remarquera qu'il est aisé de se rappeler la manière dont sont distribués les indices dans les quatre fonctions 2r. Chacune de ces fonctions correspond à une fonction a", et les indices pour les S? dépassent chaque fois d'une unité l'indice correspondant de ^; les prenant d'ailleurs aux multiples de 4 près, on remplace l'indice 4 par l'indice zéro.
Les quatre formules étant rapprochées, nous avons
CD
1 r, ;/- Or /
e 2 " s'ait = 5—- .
11 n'y a d'ailleurs d'essentiel à retenir que 2?, et 2?o, les deux autres s'en déduisant par le changement de v en (v -{-^).
Observations sur les séries S". Diverses notations usitées.
Les fonctions employées jusqu'ici pw, "Çii, jU dépendaient de trois quantités, u et les invariants, mais étaient homogènes; les fonctions antérieures snw, cnii, dnii dépendaient de deux quantités, l'argument et le module. Les séries S, elles aussi, dépendent de deux quantités. En premier lieu, on y voit figurer un argument V, ou une variable ^, suivant la forme trigonométrique ou en série de puissances qu'on emploie; en second lieu, une quantité ^, à laquelle se trouve liée une autre quantité t : il est plus ou moins commode, suivant les cas, de mettre en évidence t ou q. Dans les séries, c'est q qui apparaît, mais dans la théorie de la transformation, ce sera toujours 7, rapport de deux périodes.
On emploie la simple notation '^r^.v ou XJ^iv)^ avec ou sans parenthèses, quand on n'a pas besoin de mettre en évidence la seconde quantité q ou t. Dans le cas opposé, nous ferons usage de la notation 2?a(p, q) ou ^^«(pI':).
Voici un résumé de ces notations :
z = e'"^, q = e'-^; "^'xv = S-a(i', q) = S-^Cp ! t), a = I, 2, 3, o;
.rjf = 2S,„(— i/"^'^* sin(2;?i — i)-t^ =-!:„(— i)«^- z^"^
\ :j2V = il.„iq* cos{7.m — i)~v = I.„q* ^2«+i^
I ?J3V — i -^ il-mq'"- cosT.mTzi' = I.,iq"-z-^,
f ?JoV = i — -îl-mi —i)"'q"'' cosimr.v = Zn(—i)"q"'^^":
\ /?i = I, 2, 3, ...,-(- 00 , n = O, :i= I, ± 2, . . . , ± ce .
La première .'S', i* est une fonction impaire, comme -i u: les autres sont paires, comme les autres '^y.u. Les développements mettent en évidence la propriété suivante, qui appartient en commun à ces quatre fonctions et à toutes leurs dérivées (par rapport à c),
^^'^ 'd^ -~'^'-'d^lO'iq)--^'"^ 0-'
Cette propriété, que nous déduirons directement, au Chapitre IX, de la fonction d, y fournira un nouveau moyen de trouver les séries Xj.
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Les notations adoptées ici sont conformes à celles qui sont employées par M. Weierstrass ('), Jacobi, dans ses Leçons (-), a fait usage de notations peu diilerentes : '^y.{x, q) au lieu de ce que nous désignerions ici par 3^ ( -' ^l ; en outre, l'indice zéro est
supprimé, Sq étant écrit simplement!^. Dans la Théorie des fonctions elliptiques de MM. Briot et Bouquet, est employée la notation ^■ji{z-), qui équivaut à ce que nous désignerions par "br^ (— — );
en outre, comme dans les Leçons de Jacobi, l'indice zéro est supprimé. Dans les Fundamenta nova theoriœ functionuni ellipticavuni, Jacobi avait adopté d'abord d'autres notations, et ©(aKj:), H(2K,r) y représentent ce que nous dénoterions par 27o J^, ^iX. On y a joint ensuite les notations 0, (aKx), H, (2K jr) équivalentes àS^s^et 3,x. Ces désignations, mises en faveur par le succès des Fundamenta, se trouvent dans nombre de Mémoires et d'Ouvrages, notamment dans la plupart des travaux de M. Hcrmite.
Quand il y a lieu de prendre les di'rivées des séries 2r, c'est le plus souvent par rapport à l'argument r, et nous dénoterons ordinairement ces dérivées par des accents : ."^'r, '^'\\ etc.
Addition des demi-périodes et des périodes dans les ^.
D'après la liaison u = 2 0jr entre les arguments u de j, et r de ?j. d'après aussi la définition de 7, rapport de to' à to, on voit que, pour les .C7, les périodes sont i et t, au lieu de aw et 2 co'. Les formules d'addition des demi-périodes et des périodes résultent immédiatement de l'analyse qui précède; elles sont contenues dans les égalités (2), (22), (2y) et la définition de ^3^. Nous avons besoin seulement de les résumer. On les retrouve d'ailleurs facilement comme conséquences des égalités (35), en employant la définition de ijr^u :
^oLti= ^ ^eW, a = i,2,3,
{*) Formeln und Lehrsàtze ziim Gebrauclie der elliptisclien Functionen. M. Weierstrass emploie seulement la lettre li, au lieu do q, que nous avons cru devoir conserver d'après Jacobi.
(-) C.-G.-J. Jacobi's gesaniDicllc ]]'erke (t. I, p. 'ly; ).
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et la propriété générale, où w est une demi-période,
^(zi-t- 2tô) =— :;'«.e2?i("+w'.
Les voici, ordonnées en trois gi'oupes :
S'oli'-i- i) = — 3ii', 2*2 ((' — ()=.- Sa (', '^3{^-^-i)= ^o<'; 2r3(r-f-r)= 27.3 (■;
2ro(r-^^|-) = tV ^e-'-^S-ic, 27o(i' + -) =— ^-•e--'^"2ro(',
2r, (('-;- |-) = àf^e-'^^^jov, 2/,(P ~ t) r:. - 5r-ie-2'-7:..2r,r,
2?o(«'-^ 2-^ 2") = 'Z ^e-'-"2r2c, 2r,,(c — i-i-T)r^ — 7-ie-2w'27or,
2ri(p-"- i--f- H) = (7 *e-'7^''2r3r, 2;i(t^ — i --t) = q~ie-'-''^''?Jii-,
I32(<'-^ 7-T- î") =— '7 ^e~'^''2r„4', 272(p - I — t) — — (7-ic-2/7Xf2;^i'^
Nous recommandons vivement au lecteur de ne faire aucun effort pour fixer ces formules dans sa mémoire.
Série 2r avec l'argument zéro.
Dans les égalités où ne figure pas l'argument, mais seulement les invariants ou les quantités qui en tiennent lieu, interviennent les 3> ou leurs dérivées avec l'argument (^ = o, et nous allons, dans un instant, envisager de telles égalités. Nous écrirons simplement alors '^a., en sous-entendant l'argument zéro. Pour cet argument, ."^i et ses dérivées d'ordre pair sont nulles, les dérivées d'ordre impair des autres '^a. sont nulles. Ces quantités dépendent d'une seule variable </, et s'expriment toutes, conformément à la relation (37); parles dérivées prises par rapport à log^.
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Voici leurs expressions, déduites des égalités (36) :
P' = o, /« = I, 2, 3, . . . -^ ce ,
^1^ a-^C— ij'"+'(2/« — i)<7*
a m — Ir
= iT.q'ii — Zq'^— ^q'' — - q\i -^- ^ ,
(39)\ 3;; = -27:^y(2m~,)2gî'^'"-"^
- 2 X^'"'= I — 2(7 — 2(7*-l- xq^^ . .
{diogqy^
Les quatre fonctions ."^'j , ^2, •'^:!, •'^0, qui dépendent de la seule variable q, sont naturellement liées par trois relations qu'on doit supposer transcendantes. Mais, comme on va le voir dans un instant, deux de ces relations sont algébriques et fort simples. Ecrivons-les immédiatement pour qu'on les trouve ici réunies avec les formules ( Sp). Les voici :
(îo)
Ce sont deux idenlités extrêmement remarquables, qui vont être démontrées, et sur lesquelles nous aurons à revenir dans les applications à la théorie des nombres. Elles sont, toutes deux, dues à Jacobi.
Expression des trois quantités e ^ c'oj par les .:?. Première identité.
Réunissons les trois relations, trouvées précédemmcnl, (21), (29) et (82),
/ 1 Cr •
le - g' CO = 2 W ;r-r ?
Rappelons-nous maintenant l'égalité (VI, 47), sui\ant laquelle la somme des puissances quatrièmes des trois premiers membres est nulle. Nous en déduirons
ce qui est la preuve de la première identité (4o).
Première expression de <?j, e^, e^ par les Sr. Seconde identité ('). Nous avons successivement
pu = r— lojr a' II,
p(« + iOa) = — ^Jogc^(z<-+- wa)
D'après les formules (35), en remplaçant l'indice 4 pai' zéro, on peut écrire d'un seul coup trois formules ainsi
ji(?<^wa)=— — J— 2 N-^.wH- ^lo-S?3j+icj; a = i, 2, 3.
(') Voir dans les OEuvres de Jacobi, t. I, p. 5i5, une démonslralion de celle identité, exlrèracmenl intéressante, et tout à fait dissemblable de celle qu'on trouvera ici.
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Faisons u = o, remplaçons •/•/o par l'expression déjà trouvée (20)
observons en outre que Ton a d
et que, pour n = 0, r = o, ?j\ avec les indices 2, 3, o, est nul ; nous obtiendrons de la sorte
D'après les relations (3(j), nous avons
_ ' -2 ^'i*S^'i := El'
et la formule ( i^) peut s'écrire
(42«) 3ea= - n
Mais la somme des trois quantités e^ est nulle; nous avons donc l'identité
Par conséquent, '^f — ^ est une constante indépendante de <y.
Ileportons-nous aux formules (oq) en y supposant ^ = 0; nous
voyons que ^- a pour limite -, ^j-^ et ."^o devenant égales à l'unité.
J^a constante est donc inverse de 7:, et ncjus (jbtenons la seconde identité ( 4*5)
( 1 3 ) S;', = - 3/0 ^:Wo ( f — o ).
Seconde expression de £"1,^2, 63. Expression du discriminant.
— -ow .
Les trois quantités e - ^to, qui figurent aux premiers membres des relations (40? ^^"^ celles qu'au Chapitre VI (48) on a dénotées par U, U', U". D'après l'identité (43)? on peut les écrire aussi sous la forme
210 I T-, 2(0 i ^,„ 2to e '*
(44) U= — sr^, IJ = — ôT^T' ^ "= — ^^~=^' ('— f»)-
Les racines carrées telles que \le^ — ■ e^ s'expriment très simplement en fonction des trois quantités U, suivant des formules (VI, 48 Cl) qui nous donnent maintenant
V^l e-T = e ■* T^TTT, = ^n I
^ ^ - LL" 2w " i
v/e2 — ("s = e i ^^rfr,, = — ^1 / ^''' = o)- U U 20J 1
En premier lieu, élevant au carré les deux membres dans chacune de ces relations, nous avons immédiatement <?,, e^, ^3, dont la somme est nulle,
3^3 = — ( -^ ) (Sj -+-S|), (c^^o).
Extrayant, au contraire, les racines carrées, nous avons
1 \ 2 co Va w
f \/ei — «3 = 1/ — ;53, ((' = o).
Dans ces trois dernières égalités, 1 /-^ a partout la même détermination ; c'est, par exemple, la racine positive si co est la demipériode réelle. Si nous prenons les produits, deux à deux, des trois
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premiers membres, que nous les comparions aux formules (44) cl à celles du Chapitre VI (VI, 44> 45? 4^)? nous reconnaissons immédiatement qu'ici et au Chapitre \1 les quantités y/e, — ^o et les deux analogues sont déterminées de la même manière.
Nous avons adopté (Chap. I et IIIj pour le discriminant A, quant au facteur numérique ('), l'expression
A = i6( ei — e.2'f(e.2— es^iei — eo)-. Daprès les relations(46), nous en déduisons cette expression de A
ce qui se transforme par lidentité (43) en la relation
(47) v^-^ = ^V^^"" ^'^''^ ou, sous une autre forme,
L'expression (20) de r,oj peut subir par là une transformation
(48) r.cu =
I 2ri' _ I _ c?log2?'j I ^ cflosAco'^
3 " dlogq 24 dlogq
C'est une relation que nous retrouverons, par une voie toute différente, au Chapitre IX,
Expression des 2; par les 3'.
Les formules (35), jointes à celle (20) qui exprime y.oj, doivent être envisagées comme fournissant les fonctions a" par le moven des fonctions 2;. Nous pouvons maintenant donner les formules inverses : il suffit, à cet effet, dans (35), de remplacer les constantes 3?',, .rJo; 27:j, .^Oî d'argument r = o, par les constantes équivalentes.
(') M. Weicrstrass emploie, pour désii;ncr le discriniinanl, la lettre G et cette lettre représente, non pas A. mais -^ A.
suivant (47) et (4^)- Nous avons, de la sorte,
/ao) 1,
/ 'i to i ; ^ —
Changement des périodes : équivalence.
Nous avons reconnu, au second paragraphe de ce Chapitre, la possibilité de choisir à volonté, pour composer la quantité q, deux demi-périodes quelconques to, to', pourvu que la valeur absolue de
cj = e " soit inférieur à l'unité. En outre, dès le début de ce Chapitre, nous avons admis que ces demi-périodes satisfassent à la relation
Il est clair que tout couple (co, to') satisfaisant à cette double condition laisse à notre analyse toute son exactitude et exigera seulement quelque interversion dans l'ordre des indices pour Cy, 6-2, 63. Nous avons à examiner quels sont ces couples (co, to'). Soient
b'ui'
deux demi-périodes composant un tel couple. Nous avons, en même temps,
et par conséquent
br;, b'r'
■r,Gi' — r^'Ci = iab' — ba'){-r,M' — '"/w) = {ab' — ba') — •
La seconde condition est donc satisfaite si les e/i^fcv^ a, a', 6, b' \érilient la relation
ab' — ba' — i.
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De plus, celte dernière relation exige que a et b', ou b et a' soient à la fois impairs, et û), w' seront effectivement des demi-périodes.
A l'égard de la première condition, supposons lo et oV des quantités imaginaires quelconques, et soient
co = Q -f- j iii , w' = û' -^ i9.\ . 11 en résulte
La valeur absolue (module) de q est e~^^, moindre que Tunité si a est une quantité positive. Ainsi la première condition se ti'a-
duit en ces termes : la partie réelle de t- doit être positive. Sup-
posons qu'il en soit ainsi, ce qui avait lieu effectivement pour les choix faits précédemment.
Prenons maintenant û et tô'. En supposant encore
nous aurons
Q = ail — bil', Ù' = a'Q — b'iî',
ÙiÙ'—9.Ù\ = {ab'— ba){9.iil'—9.9\), et, d'après la condition (5o),
QÛ'i — ô,Q'= QO'j_0,Q'.
D'après (5i), ces deux derniers déterminants ne diffèrent l'un
et l'autre des parties réelles de -r^ et de ^ que par des facteurs
positifs O'-H-O^ et Q--|-Ù^. Le premier étant positif, le second l'est aussi. Donc la condition ( 5o) est la seule à laquelle on soit assujetti pour le choix de w et oj'. Sous le bénéfice de cette condition (5o), le couple (b, ûi' est dit équivalent au couple w, to'.
Échange des indices de e^, e-i, e^.
Prenant maintenant w et d' de cette manière, comment devonsnous modifier les indices de e,, e^, 63? A cette question la réponse est immédiate; nous devons mettre partout
pw, pw', p(w-^w'), au lieu de
Cl, 63, <?2-
En posant
pS> = ei, p(w-4- w') = ^jj., pôi'=e.„
nous aurons en tout six cas distincts, résumés dans le Tableau suivant. Le nombi-e i indique que le coefficients ou a\ etc., au-dessous duquel il est placé, est impair; le nombre o indique, au contraire, que ce coefficient est pair. Les colonnes /, m, n donnent une indication qui sera bientôt expliquée.
II I o 1 I T 3 2 r 3 2
(52) {III I I o I 2 1 3 2 I 3
IV I I 1 o 2 3 I 3 I 2
^ VI o I I I 3 I 2 2 3 I
Ces six cas correspondent aux six permutations des trois indices 1, 2,3.
Les six permutations peuvent être obtenues par la combinaison de deux opérations simples; de même aussi les substitutions, en
nombre infini ( '/')(')' dérivent toutes de deux d'entre elles, par exemple des deux suivantes ( ) ^M )' appartenant aux
cas II et V. C'est, au reste, un sujet sur lequel nous reviendrons avec soin dans la théorie de la transformation.
Changement des périodes dans les fonctions Sr.
Ce changement des périodes to, oï en d'autres équivalentes d», w' entraîne une propriété très importante pour les fonctions 27.
Mettons en évidence les périodes en écrivant, au lieu de ^{v), 3(p1t). Ayant à la fois posé
et observant que A n'est pas changé par l'échange des indices, mais
(') Cette notation abrégée rappelle l'opération qui consiste à remplacer deux quantités w, w' respectivement par aw -i- 610' et a' oi -h è'w'.
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que la racine huitième peut l'être, nous aurons d'après (49), en désignant par t une racine huitième de l'unité,
On aura, de même, une double expression pour les autres 3* :
y~ \/co y/ôi
(55) ' -f v/ëi^^='3"= -^-=e-'"''^^'So(t'l-) = S3-^e27,w^î2r«+i('ri;Ti), I y/~ yoj yui
f -^ v'ei-es ^011= — e'--''^-'-'-%((^\-.) = e.2 -^ e^rfiyu] ^^^_^^ (Pi KO- \ yTZ y M yG>
Les indices / + i , /;i -+- i , n -{- i , donnés par le Tableau (02), doivent être pris aux multiples près de 4 et réduits à o, 2, 3. Les lettres îf , ^2- ^3 désignent, comme s, des racines huitièmes deTunité, dont la détermination précise exigerait une étude qui serait inutile ici. On les fixe très aisément dans chaque cas particulier. Il suffit d'ailleurs, au point de vue de la théorie, de les fixer pour les deux substitutions particulières dont nous avons parlé tout à l'heure, et dont toutes les autres dérivent. C'est ce que nous allons faire.
La première substitution consiste à remplacer to et oj' par w et w -j- to'. On a donc
ri=P, T, = -: — I, qi=—q.
Qu'on se remette sous les yeux les développements .rr, savoir
{in — xr-
?ji(v\-) = ll.{—i)i+ig * sin(2rt — i)-t',
?jJv\~) =^ •lia * cos(2/i — i)^"~. S'3(p|t) = I -t- l'Lq'^' cosinv-, ^o{v\-z)= i4-2i;(— lYq'^' cosa/ip-,
et l'on reconnaît immédiatement l'exactitude des résultats suivants, relatifs à ce cas :
/ iiz
^56) { 2-2(t'|-r) = e^^3r,(i^lT-M),
^3(p|t)= 2ro((^|T-i-i),
La seconde suLslitution consiste à remplacer co par co' el co' par — w; c'est celle dont nous avons déjà parlé maintes fois, et qui provient du changement de ^3 en — ^0^3, On a, en ce cas,
I (' -'-^ 0/ to
Vr
En déterminant, comme nous allons l'expliquer, les multiplicateurs £, on obtient les formules suivantes :
(57) ( /- „i!Lii /
Pour vérifier l'exactitude du coefficient, envisageons la formule qui relie les deux fonctions 2^3, et observons d'abord que ces deux fonctions deviennent identiques pour r = o, si l'on suppose la valeur particulière t = t. Remarquons que la supposition indispensable sur le signe de la partie réelle de -7— entraîne pour - la
condition que sa partie imaginaire soit positive; on peut donc bien supposer le cas t= /, et l'on ne pourrait pas supposer t = — /.
On voit donc bien que le coefficient est 1/ - ' dont il faut seulement préciser le signe.
Puisque la partie imaginaire de t est positive, la partie réelle de
- l'est aussi. Comme cette partie réelle ne peut jamais passer
par zéro, sans que la convergence des séries cesse, car alors la valeur absolue de q passerait par l'unité, il en sera tout
autant pourt /- dont, par conséquent, la partie réelle conserve
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toujours un même signe. Or, pour t = / , les deux membres (si r = o) sont identiques et i/- doit être pris égal à H- i . Donc
dans la troisième formule on doit prendre pour 4/ - la détermination dans laquelle la partie réelle est positive. Il en est de même dans les autres formules, qui se déduisent de celle-là par le moyen des formules (38 A, B, G).
Au point de vue théorique, ces dernières relations ont une importance très grande pour la transformation. Ici, au point de vue du développement des fonctions elliptiques en séries, l'importance n'est pas moindre, à cause de la facilité qu'elles nous fournissent pour choisir les séries réelles les plus convergentes. C'est ce qu'on va comprendre immédiatement par le résumé que nous allons faire .
Résumé des formules pour le calcul des fonctions ■^.
I. DiscraMi^ATST positif. — Nous désignerons par oj, la demipériode réelle, par Wg la demi-période purement imaginaire. Voici la première représentation réelle des constantes elliptiques par les deux quantités réelles et positives co, et q, puis celle des fonctions par ces quantités et un argument. La quantité q est moindre que r uni té.
T = -losr nat f - )
OJ-5 = tO| '
I — 3q--^ 5<rj''
Awj 4/- 4,-
AcO, 4/
1/ -|^ v^ei — es = I -^ 2^
iq* ^- iq^ nq -^■iq'* — -iq^
Toutes ces racines sont réelles et positives.
Wl8/-r
^ \'e\. — ez :foU = e2r,,w,.'-- 2;^((,,^ ^)^
ei — e-i cfs u = e-2-''iiWi"- iïuCt.-, q).
Il est bon de se remettre ici sous les yeux les expressions explicites des fonctions .3; :
3^j(Pj g) = 2 v'^ ( sin^'- — q- s'ia^vT. -it- q^ s'inôvT. — q^- s\n-^VT.. . .), 2r2(f, q) = 1 \ q (cosr- -+- q'^ cosSptt -i- q^ cosSpt: -^- ^^^ cosjf -. . .). 2^3(1', q) = i-^-iq COSIVT. — 25r+co«4 '""-*- "^^^ cos6t"- — 25'^'' cosSt'- . . . 27o(t', <7) = I — 2<7 cos2fT: -^iq* cos4 f - — iq"^ cos6p- -i- 2<7*^ cosSi't:, . ..
L'emploi de ces formules est à recommander dans le cas où «"3 est
positif. On a vu (Chapitre II) qu'alors -i est supérieur à to,. En ce
cas, '- est supérieur à l'unité, et q moindre que e~~= o,o432i ....
La convergence des développements est alors extrêmement rapide. Voici maintenant le second mode, à recommander pour le cas où ^3 est négatif. Les développements ont lieu suivant les puissances à exposants croissants de q^
qi=e ', qui, en ce cas, est, à son tour, réel, positif, moindre que e^~.
_ -•- l — ^^q-i -^i^ql —:^q
12 i—'iqi-^Jqt — 7^j\---
fi ■ ^12
Cl — 60 = 2 v'<7i(i — 'Zî -^q'i -^q
-T;jrv'^i — «3 = i-^iq\-^iq\-^iq\-^...,
y -JZ: \/ e^ — es = i — iqi-^ iqi — 2q\ -h . . . ,
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Ici encore, toutes les racines sont réelles et positives. En posant
ensuite
on aura les formules
'^yi:iu = ie^-ni<^^^\ H7,(('i, «71),
72013 ye^_e^ 3-j „ ^ eîïl^O).''! ^o(t^i, 7i)» l/^V^^i^^-2« = e^-I.W.C; 2-3(^1, ^yj)^
On remarquera que, u étant réel, p, est purement imaginaire; les seconds membres perdent alors l'aspect trigononiétrique; les sinus et cosinus se remplacent par des exponentielles réelles. Ils reprennent, au contraire, la forme Irigonométrique quand u est purement imaginaire. Pour les formules (A), les faits se passent dans l'ordre inverse. Dans les applications où, sans avoir égard à la rapidité de la convergence, on veut mettre en évidence une période, on prendra l'un ou l'autre mode de développement suivant que u sera réel ou purement imaginaire.
II. Discriminant négatif. — Nous désignons, comme auparavant, par (Oo la demi-période réelle, par w', 1^ demi-période purement imaginaire. On se rappellera que nous avons posé
Il ne convient pas, dans les applications, de prendre pour t le rapport CO3 : to, ; car ^ ne serait ni réel, ni purement imaginaire.
Nous prendrons deux modes de représentation; dans le premier, on aura
OJ = CO2 = OJi -^ 0)3, Oj' = i (0)2 -V- Oj', ) ^ OJ3.
Il appartient, comme on voit, au cas III du Tableau (02) / = 2, m = I, n = 3.
On aura alors
Oj'
I I OJ
Tï '-^ —
En faisant
on voit que la quantité q correspondante sera
Wq',
et q' est réelle et positive, inférieure à l'unité. Quand ,^3 est positif, q' est moindre que e~'^(Chap. III).
On se rappellera que e-^ est réel, g) et e-^ imaginaires conjuguées, et que ej a sa partie imaginaire positive. Voici, d'après nos formules générales, la représentation des constantes et des fonctions, au moyen des données (Oo, q' , quantités réelles et positives, la seconde inférieure à l'unité.
-: = - Vos. nal
(58C) { qi=i\/~q',
T,2 Oj'., — '/"/, (jJo = i~, ''2OJ.2 i
12 I -r- Sg'' — bq'
iq
Dans cette dernière formule les deux membres sont réels et positifs. Pour les deux autres analogues, nous ferons les deux combinaisons réelles suivantes :
I -1/ —;^ 1/^2— «3 -4- V/«Î2— ej = 1-4-25^^— 27«-i-2<7 32_^__)^
(58C) -Là/^(yeT=T3 - ^e"r^) = 2 /^(i-f- ^'^-f- ^'12-+- ^'21^...),
^ V^^n ::-?< = e2r,,03,..- e~ "T Sj ( (^, 5-2 ),
^^ /e. — ^3 - 1 « = e20.W jl'- ;J3 ( p^ ^, -j^
'e2 — ei J3iA = e-^j
_ (.inMi.y' •=:
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Pour ces fonctions ?j, la quantité analogue à Test 7,^^(1 -h ":'). Dans le second mode de représentation, on prendra
oj = to'2 ^ CO3 — coj, co' = — Wi = J ( w', — 102).
II appartient, comme on voit, au cas IV du Tableau; l'ordre est / — 3 , /n = I , /i = 2 ;
T, , (jJ ., =
i-f-Sî^"— o3^"3— 73 5r'«
lUj.-,4/;; ^ • 8/";;
-j^Vie-i— ei)i = i\/q {l — q — 7 -^-^ <7 « + . . .),
(58D) / ^l/^-(v^^i— ^2-H v^es— ^2)= i -r-iq"'^-^ icj"»-t- ^r/^-^ . . .,
« = 2C02i^, qi=^ yqi
-T— v — Ajif = «e ■" e '^ ^i{i-' , q 2),
I /2102 w- — 2r,^«V'^ -'to. / - > s
D) < 1/ -^ v'Ce.î— e,)i3'2H= e e «.v^r.^j)'
/2to'., W 2r,3Wji^'- ^
2lO.> iy
Au sujet de la réalité de u, ç, r', les observations sont ici les mêmes que pour le cas du discriminant positif. Les radicaux sont choisis comme il suit: i" y — A et ((^3 — e,)/, qui sont réels, sont pris positivement; 2" posant Co — 63= pe^'^, e^ — e, = p^"''^, on choisit 'I entre zéro et -, conformément à la convention que c, ait sa partie imaginaire positive, et l'on prend
dans les formules (C); tandis que l'on doit prendre
•!/-Tr
V'e^— e, =. ^'pe i , v'ei — e». = (/pe * ,
dans les formules (D).
Calcul de q. Cas A > o.
Dans les applications où Ton doit faire des calculs numériques, il arrive d'ordinaire que les données sont e, , eo , 63 ou des quan tités équivalentes, et, en outre, la valeur numérique de p pour quelques arguments; puis ces arguments interviennent ensuite d'une manière quelconque dans les formules. On a donc besoin de calculer : 1° q et une période ; 2" les arguments a donnés parla valeur numérique de pu.
Les formules qui précèdent fournissent, à cet effet, des moyens dont l'usage est très commode. Nous allons raisonner sur le cas (A) où le discriminant est positif, ainsi que g%'^ par conséquent e.> -< o. Les conclusions s'étendront facilement aux trois autres cas.
Pour le calcul de q^ prenons les deux formules
/ UJ,
ei = i
ÎWi
Vei —
et concli
ions 1 1
— \/ei -
.q'-^ "Xq^^ — . .
-Kq''
On peut delà tirer par voie de récurrence le développement de
q suivant les puissances ascendantes de ( - ) • Il ne contient que les
exposants multiples de 4> pins i, et les coefficients sont des nombres entiers. On peut démontrer que ce développement converge quand / est inférieur à l'unité en valeur absolue ; mais nous ne considérerons pas la convergence de cette série, que nous envisagerons seulement comme une formule d'approximation. En effet, nous savons déjà que q est inférieur à e~'^ 0;0432i . . . , et la for-
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mule (61) elle-même permet d'assigner «1(7) une limile voisine. Mais, indépendamment de cette formule, nous voyons que
l'on a
ei — 63
car, à cause de 6,4-62 + ^3 = 0, cette inégalité se réduit à la supposition eo <C o ; par conséquent, on a aussi
Il en résulte que, dans les cas les plus défavorables, c'est-à-dire ceux où / est voisin de cette limite, on aura déjà q avec une erreur
moindre que — - ^n prenant, comme approximation de rj, la racine a; de l'équation
— '- Ix'*,
dont le développement, d'après la série de Lagrange, est
^ = ;,-^"(0''-^'Kr'
^n( \n —\)(\n — 9,) . . . (4 « — n -^ 1) /IY"+^
Le développement de q lui-même diffère de celui de x à partir du troisième terme inclusivement. On voit effectivement par la formule (61) que le coefficient de ce terme sera diminué d'une unité. Les quatre premiers termes sont
Avant calculé q, on calcule co, par la formule (63) . /'•^ ^ ^-\-1g''-^1q'''-^... ^
Pour le cas (B), où £,'3 est négatif, on n'a cpià changer ici
(1)3 d, Co, e-i en — 63, — Co, — e,, et co, en -.- •
Calcul de ii, connaissant pu. Cas A>o.
Il s'agit maintenant de calculer u connaissant pu. Nous supposerons, comme cela se présente dans les applications, pu réel. Il V aura lieu de distinguer quatre cas suivant la place de pu dans les intervalles marqués par les nombres — 2C , (?3, ^o, e, , -h 30 .
i" pu'^e^. — Nous avons, d'après les formules (69 A)
— V ei — e-2 C;
q cos-iVT: -^ q^ cosSvT. -^. . . _n
Le premier membre s'exprime immédiatement par les données, et si l'on pose
T v'ei — «3 Vp « — «2 — v/ei — e, \/pu — e^
■^ v'^i — ^3 VP u — e^ — v'ei — Ci \/p u — e^
on a l'équation 5 =: Q.
Il existe des valeurs réelles de ?/, donc aussi des valeurs réelles de r. Les cosinus qui figurent dans Q sont donc moindres que l'unité, en valeur absolue. A cause de la petitesse de q, on a déjà cosiv~, avec une erreur relative moindre que nrôWô' ^^ prenant
COSIV- = - • '7
Il sera aisé d'obtenir ensuite autant d'approximation qu'on pourra le désirer. Avant calculé r, on aura les valeurs de u
u ^ ± iijiiV -^ im wi -i- 2«oj3,
m et n étant des entiers arbitraires.
2" 63 <^pu << e^. — Nous traitons maintenant ce cas, comme étant plus semblable au précédent. On y emploiera encore la lormule (64), mais en remplaçant u par u — 0J3. Nous avons
pu — €3
par conséquent,
pu
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En faisant donc
2 ^ei — pu -i-y/ei— 62 vei~e:i
on aura, pour déterminer r, l'équation 5'=Q, d'où r se tirera comme précédemment. En effet, pu étant entre e-2 et e-^, il existe, pour (u — CO3), des valeurs réelles. On aura ensuite
w = dr 2t0it^ -^ 2mcoi-H (art — 1)0)3.
?j° pii<.("3- — On se servira encore de l'égalité (64), mais on aura soin de changer, dans 5, y/j3M— ^2, \^pii — ^3 en ye^ — pu, \/ e-i — p«. Ici l'équation 5 ^ Q doit donner pour v de's valeurs purement imaginaires. Les cosinus se changent en des cosinus hyperboliques. Si l'on fait r = a', on aura à remplacer partout, dans Q,
cosinvr: par •
Parmi les déterminations de-' il en est une qui est réelle et, en
valeur absolue, moindre que-^- Le maximum de cos2/h'- est ainsi -f— -h'/")- La première approximation de cos2f-, c'està-dire -j dans les cas les plus défavorables, où pu se trouve peu
inférieur à 63, donne ainsi une erreur relative sensiblement égale à 2^' cos4i ~ ou q-, moindre que ^. Mais, en ce cas, on peut employer 5' au lieu de s, de manière que : — - soit compris entre
zéro et -^> et cos4t'~ moindre que-( ^^J* La première approximation donne alors une erreur relative moindre que ■ ^ ' ^ ^ . Ainsi, dans ce cas pu<iei, il conviendra d'emplover lune ou
l'autre des équations s=0 ou s' ^^ Q, suivant que -> compté dans l'intervalle (o, ^ 1 j sera dans la première ou la seconde
moitié de cet intervalle. Si l'on procède ainsi, la première approximation donne touiours une erreur relative inférieure à . ' .. .
J 1 0 0 II U
4" c-2<ipii<C'^i- — ^^ emploiera encore la formule (64), mais en
y remplaçant u par (u — to,) ou par (m — coo). Pour la première substitution, on a
{ex — ei)iei — e■^^ (ex — ei){ey — ^3)
P(U — COi) = gj-f-
^:i — P(" — Wi) =
pu — Cl ei — pu
( ei — ^2 Hp u — e^)
Cl — p u
(é-i— ej)(pii — e-o")
ei — pu
On voit par là que s se reproduit changé de signe, et léquation à résoudre par rapport à r est 5 = — O. Pour la seconde substitution, on a
(ei — e2)(e. — c:i) p{u— coo) =^e.2 —
( fn e:iV^l Pl')
et Ion voit que s se change en — s'. L'équation est donc s' = — Q. Parmi les valeurs de (a — co,), il en est qui sont purementima-
uinaires. Considérant celles-là. on peut renfermer — . — ^- dansTiii-
11/ OiiX c • Il — w 1 , , . , . . , ,
tervalle 1 o, ^- ]■ bi — -. — est dans la première moitié de cet intervalle, alors (' est purement imaginaire ; comme tout à l'heure, on voit que cos4<"^ est inférieur à-f ly H \ , si Ton prend léqiia-
tion .s = ■ — O. Dans le cas, au contraire, où ■. — - est dans le se-
cond intervalle, il sera mieux de prendre l'équation s= — Q'; i'
sera encore purement imaginaire; et cos4'"~ inférieur à -{g -, — )•
Dans l'un et l'autre cas, l'erreur relative, dans la première approximation, est inférieure à m„o^-
Dans le cas (B), où le discriminant est encore positif, mais g^ négatif, tout ce que nous venons de dire pour le cas (A) subsiste, sauf changement, dans toutes les formules, de e,, go, 63, pu, q, en — 63, ■ — e-2^ — Ci, — pu et ly,, avec l'échange des périodes 2 0) 1 et 2 w 3 .
Calcul de q . Cas A < o .
Pour le discriminant négatif, on procédera d'une manière analogue au moyen des formules (C) ou (D). On doit seulement re-
CHAPITRE VUI. — LES SÉRIES 2?. I-JO
marquer que les circonstances peuvent s'j trouver moins favorables au calcul. Les quantités^', g" ont, comme q et^,, e~~pour maximum; mais ce sont leurs racines carrées qui remplacent q e\. q,,. La base des calculs d'approximation est donc ici
e î =0,20787937..., et non plus
e-~ = o.ojSai ....
L'autre part, la quantité /', qui remplace /, a pour expression, dans le cas des formules (C),
v'ea — «3 — v^2 — ^1 -^
L'angle 'i>, compris entre zéro et?:, est l'argument de la quantité complexe (eo — <?;,). Comme la somme (<?, H- Ci-f- e-i) est nulle, la partie réelle commune à e, et à ^3, est — ^e^ en sorte que 0 cos'J>, partie réelle de (^2 — 63), est^eo. Elle est donc positive ou négative suivant que go est positif ou négatif, et '\i est compris entre
zéro et - dans le premier cas, entre - et -, dans le second. C'est 2 ^ '2
dans le premier cas qu'on emploie de préférence les formules (C).
et /' a pour maximum tang-^"? c est-à-dire ^/2 — i =o,4i42i
Dans le cas des formules (D), on emploie la quantité /",
.(67 a) l" = ■ '^ ^ - = t.Rng — y^ ,
^ \lcï — e-i — yci — e^ 4
déduite de /' parle changement de e(, e^, 63, en — e-^, — eo, — e,; elle a aussi, quand e^ est supposé négatif, pour maximum \''i — I .
On voit que, dans l'application des formules (C), (D), les quantités à employer peuvent être moins petites que pour le cas du discriminant positif ; mais elles sontencore assez petites pour assurer le succès du calcul par l'emploi de la formule (62), dans laquelle / est remplacé par /' ou /", et q par ^ (/ ou \/q" .
On peut d'ailleurs, en appliquant les formules (A) et (B) au cas du discriminant négatif, retrouver pour le calcul les mêmes avan-
tages. Mais on opère alors sur des quantités complexes. C'est ce que nous allons expliquer.
Raisonnons sur le cas où e.2 est positif. Les trois quantités e,, ^2, 63 étant représentées sur le plan par trois points de même nom (fig. 5), l'angle d» est le demi-angle en Co, dans le triangle isoscèle
formé par ces trois points. Il est inférieur ou supérieur à -^ sui-
Fi£
vaut que le coté e^e-^ est inférieur ou supérieur aux côtés égaux 626), 6063. Le carré de la longueur (?oei ou «ïo^s? c'est le produit des deux quantités conjuguées (eo — e))(<?o — gj). Le carré de la longueur e, 63, c'est — (e, — 63)-. On a donc
en même temps que (^2— ^i)(^2 — ^3) -^ (^1 — ^3)" < o-
D'ailleurs
(«2— ei)(e2— e3)-^(ei— 63)^= e\-\- e\-^ e| — (61^2— 61^3 + 6,63)
donc '\i est inférieur ou supérieur à - suivant que ^2 est positif ou
négatif.
Dans le cas où nous raisonnons actuellement, e2> o, c'est-à-dire gi ^ Oî si ij"2 croît à partir de zéro, nous savons déjà (Chapitre III)
que ^— - croît à partir de y 3 ; par suite, nous avons en même temps
a' ' P.-nV3.
l'< tan'
gi'^O,
>.yi -t- \/3 — a — v/3 = o,i3i. .
Les maxlma de \J q' et de /' sont encore supérieurs à ceux qu'on avait pour q el l dans les cas du discriminant positif; mais ils sont sensiblement inférieurs à ceux que nous considérions tout à l'heure.
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Si maintenant g^ est négatif, on va voir qu'en prenant les formules
(A), on aura pour q et pour /, en valeur absolue, des quantités
moindres aussi crue e - et tanjr —
Soit 7'= /a le rapport to!, : coo, nous avons . 0J3 . 1 — i'a . a^ — I a — m """' —ot: — ^
IT. = IT. r-= — ÎTT— 27:— , 0 = 6 ^'^^e Ct^ + l.
La valeur absolue (module) de q est e «'^i. La quantité -^ — • décroît constamment quand a croît à partir de l'unité. Or nous savons que, dans ce cas gi ^ o, si g-^ est négatif, le rapport -1-^ =z a est compris entre i et \/3 (Chapitre III) 5 à ces deux
limites extrêmes correspondent pour les deux limites i et
^ y/s. Donc la valeur absolue de q est comprise entre e""^ et
Pour calculer alors q par la formule (60), il faudra seulement savoir de quelle manière prendre y^i — ^3 et ve, — Co. Or la formule nous l'apprend elle-même, car on en tire
A cause de la petitesse de ^, la partie réelle du premier membre, peu différent de 1+4^, est positive, et la partie imaginaire est négative. Effectivement, -^^— étant compris entre zéro et ^, l'argument de r/, savoir — 77 — -, est lui-même entre zéro et — -• On
voit par là qu'après avoir choisi ^ ■> comme précédemmeni,
pour l'argument de V^i — 'Co, il faudra prendre ~ pour celui de
Pour le cas où, au contraire, e-i est négatif, on voit parle changement de Cl, C2, Cj en —63, — ^2, — c,, que les formules (D)
_1 r donneront cf limité à e 2 ^ quand ^o sera positif. Si maintenant ^2 est négatif, on pourra employer les formules (B) dans
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lesquelles alors q^, sera imaginaire et, en valeur absolue, compris
entre e " et e -
Calcul de », connaissant p«. Cas de A < 0.
Le calcul est analogue à celui qui a été indiqué pour le discriminant positif. Raisonnons dans l'hypothèse ^3>>o, cas où Ton doit employer les formules (G). Nous ferons usage de la formule suivante, tirée de (oy C)
T \J en — e.-j 3'] u — \J e=i — e\ 3";, u
v \ -^ iq- zoi \VT, — iq'^ co^'6v- -T
Soit maintenant
'^ '■ V ^2 — ^3 \/p II — ei^ \/e.2 — ei /p u — 63
c'est une quantité réelle, quand on a eu soin d'y prendre, comme
on le doit, pour v-'go — ^3 et vco — (?i , pour \ pu — Ci elyj)« — e.j, des déterminations conjuguées.
Si pu est supérieur à e-2, il y 0. pour u et, par conséquent, pour ç, des déterminations réelles. L'équation 5 = Q' servira à déter-
miner la quantité r, et la première approximation cos2c^7r= - —
comporte une erreur relative inférieure à 2//'- dont le maximum, correspondant à ^'= e~'^= o,o43 . . . , est moindre que o,oo4- Ayant une valeur de c, on aura
H = =r 2 too p ^ 2 fu (,0i ^ 2 n 0)3.
Si p u est inférieur à e-y, il y a pour u et pour t' des déterminations purement imaginaires. Il est nécessaire de distinguer deux cas, comme il a été utile de le faire pour le discriminant positif.
La quantité Q', où nous mettrons en évidence l'argument p, a pour expression
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La période To des fonctions 2r, comme on l'a vu aux formules
(C), est
1 I co.,
Prenons un second argument v', lié à p par la relation
D'après les formules (38), nous aurons, ^,i et Sq étant des fonctions paires,
5.3 c' _ ^3 ( ^' — "2 -^ if ) _ Ht,) ( t' — -2 ) _ _ S^ STqP' ~ 27o('' — ~2-^4) ^ ^S't' — '2) " ^31^'
La fonction Q'((') atteint donc la valeur^, pour p = ,-' = i(T,-l); et, par conséquent, s atteint aussi la valeur ^ pour
Il est d'ailleurs aisé de voir que c'est là le seul argument «, purement imaginaire, compris entre zéro et w!, en valeur absolue, pour lequel 5 atteigne la valeur ^. Si l'on veut, en effet, que s soit égal à ^, il faudra, dans la relation (69), que les deux quantités
V'e2 — ^3 v/p " — <?i et y/ ^2 — <-'i VP if- — '^i
soient proportionnelles à i + i et i — /, dont la somme des carrés est nulle. De là l'équation
dont la solution
p zf = g, — s/e-i — Cl ^ e-i — f 3
nous fait retrouver p-^ j tel que nous Tavons obtenu au Cha-
CO
pitre III (p. 75).
La fonction .9 se réduit à ~V pour « = o; elle est alors moindre
que -T. Elle est donc moindre que i quand u est compris entre zéro
I oj', , . , , , • I co, . w,
et ^> supérieure a ^, quand a est compris entre ^ et-r^-
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Il est facile maintenant de fixer le mode de calcul de w, quand pu est donné, inférieur à 62.
Si s (69) est moindre que ^, on calculera p par l'équation
s = Çl'. Il y a une valeur de -? comprise entre zéro et ^;
donc une valeur de -. comprise entre zéro et - ^^ = - -• (Jn a
donc (58 C)
riTZ T'
Dans l'expression de Q' les cosinus sont hyperboliques, et le maximum des cos2/2^'7i est sensiblement ( -7= ) • On voit donc que
Wg'J
la première approximation cosafTi = -— sera soumise a une er-
reiir relative, qu'on peut comparer, dans les cas défavorables, à
q\ dont le maximum est e"^= o,o43. . . . Ayant t^, on. en conclura
zi = rb 2 W2i' -i- amwi -T- 2/ICO3.
Si s est supérieur à ^, on calculera, non pas ç, mai^ ç', par l'équation s = ,,-,,, , j où l'on rencontrera les mêmes circonstances pour l'approximation; ayant ç', on en conclura
« = rh 2 102 1^' -f- w 2 -T- 2 /?! o) 1 -4- 2 rt CO3 .
Dans les applications, on trouvera toujours quelque moyen de rendre l'approximation plus rapide. Par exemple, quand u est purement imaginaire, voisin de 4^'-. j ce qui est le cas le plus défavorable, on pourra, par les formules de multiplication, faire porter le calcul sur l'argument /\u, voisin d'une période; on se trouve alors dans le cas le plus favorable, les cosinus hyperboliques étant voisins de l'unité.
Nous avons raisonné dans l'hypothèse gs > o. Pour le cas » 3 -< o, on changera, dans ce qui précède, C), e-y, 63, \q', pu en — 63, — (?o, — C) , rj" , — pu, conformément aux formules (D).
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Observations sur les cas particuliers où ^ a les valeurs
e-"!^, le - , le -
Il n'est guelfe possible de ne pas s'arrêter un instant pour signaler les cas particuliers que nous venons de rencontrer, et réunir les formules où la transcendante numérique e~'^joue un rôle si curieux. C'est l'égalité (60)
le
- - Tl i/3
qui se recommande d'abord à notre attention. Nous avons trouvé cju'elle est vérifiée de ces trois manières
/ '^^2 — I 10 /=^ • avec g = e~^ ;
■20 / = i(v/2 — i) avec g
30 / = 1(2 \/2 -1-/3 — 2-/3) avec q
La formule
'"'" ~ Ta i — 3g-^-{-5g^~yg^-'-h...^( — iy"('2m-^i)q'"^'"-^^K..
n'est pas moins intéressante dans ces cas particuliers. Dans le premier, on a
(x> = ioj, T| = - r,, Tjco = — T, oj, -/-(Oj — Tj co = 2 tr,a) = — ;
par conséquent
1° Tjw = '-^ avec g = e-"^.
Dans le second, nous aurons de même
0), = £0)2, T, 2 = - '^2j M ^2 = '-T, 2^2^ '',2 "2 — ^,0^2= '^ ''''li ^2 = *~ >
par conséquent
2° r.w == - avec a = le - .
Dans le troisième cas, ainsi qu'on l'a déjà vu au Chapitre III
(p. 83), en désignant par 0 une racine cubique de l'unité
on a d'abord
W2=iW2v/3j 0)1= OcOo, 0)3 = O'-Wo.
Les relations d'homogénéité, en ce cas particulier, donnent, sans changement des invariants [g-2 étant nul),
::ii= 0^(6;<), T,,= >i = — r(0'.o,) =— 62^0, = — o-^r,,,
r,3 = rW3 = — ^( 02 OJ2) = — 6>o = — fJT,2, r,i(03^ ^'f,2'~'^ii ''',3^1= '^'"'",2^2,
— = r,! 0)3 — '/"ijo)! = (6 — '^■)'^2^J2 = i V 3t,2 (0-2 ;
donc
1 /i" roj = — avec a ^ le -
Il faut remarquer enfin, avec cette dernière valeur de q, la formule analogue à (03), donnant la période ojo. Nous avons ici
s/e-i — e3 = \/pe-*, \' e^, — e, = vpe "^
sj'e-i — e3-^{e.2 - ei = 2 yjp cos ^ , *
Ici p désigne la longueur ^i C3 (y/i?'. 5. p. 2j6), coté du triangle (?) ^063, équilatéral en ce cas particulier. On a donc, pour la hauteur de ce triangle, l'expression
go = ^ — p, s = e, v/3 ; 9. ' 2 '
et par conséquent (58 C)
2 v'S \J e» cos —
Prenons ^3 := 4j avec ^o = o ; alors (<?o étant égal à l'unité) on a
I r" dr
•^ Ji /^3 — i
y/ï cos -^ • 4 / -^ = I -I- 2<7'--^ 2<7'*-T-. . .-i- iq'^"--^. . . {(/' = e-~^^)'
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Comme e-"s * est égal à 0,0042. . . , on a déjà l'intégrale définie (jOo avec une erreur relative moindre que fôi'ôô ^^ négligeant tous les termes du second membre, sauf le premier, et prenant
2 v3 cos2 -1
Expression de ^2 par les fonctions S. Remarques.
Nous avons employé, dans les calculs, les racines e,, e-2, 63, et non les invariants. Mais on pourrait aussi se sei'vir de ces derniers. Déjà nous avons obtenu l'expression de A. Pour obtenir ffo, prenons la formule déjà utilisée (p. 276)
f ^2=(^2— ei)(e2— e^)-h(ei—e3y-.
Par le moven des expressions (4^)? nous en déduisons
V 2 oj /
Mais la première identité (4o)i ses deux, membres étant élevés au carré, donne
Éliminant le produit 'xiI'xjI, nous concluons
On doit observer que, par sa nature, g2 reste inaltéré quand on échange les indices des racines e^ ; en conséquence, l'expression de ^•■2 par les Xj doit rester inaltérée quand on change les périodes. C'est, en effet, ce qu'on vérifie immédiatement sur l'expression
(70) : les égalités (55) font voir que, dans ces changements, les trois
quantités ^ se reproduisent, sauf l'ordre. Leur somme reste donc
inaltérée. Même observation sur l'expression trouvée déjà pour le discriminant A, et que nous reproduisons ici
(71) «/!= _Li 7^3;;.
Voici maintenant la remarque que ces égalités (70), (71) suggèrent. Elles nous présentent les coeflicicnts d'une équation du
troisième degré exprimés en fonction explicite et non ambiguë, d'un paramètre q et d'un facteur d'homogénéité to. En même temps, les égalités (45) nous donnent les racines de l'équation exprimées aussi en fonction explicite et non ambiguë de ce paramètre q et du facteur d'homogénéité. Comme on l'a vu au Chapitre IV, on obtiendrait maintenant des faits tout pareils pour une équation du quatrième degré, avec l'introduction d'un paramètre de plus, l'argument t\ Ce sont là, en Algèbre, des faits nouveaux, analogues cependant à la résolution trigonométrique de l'équation du troisième degré. Nous en verrons encore de semblables dans les applications géométriques et dans la théorie de la transformation.
Fonctions elliptiques à invariants imaginaires.
Nous n'avons jusqu'à présent considéré les fonctions elliptiques que dans le cas où les invariants sont réels. Dans le présent Chapitre, ce cas est caractérisé par l'existence de deux demi-périodes, l'une réelle, l'autre purement imaginaire. Mais, pour ces cas mêmes, nous avons été conduits à envisager les fonctions 2r formées avec d'autres demi-périodes. Rien ne s'oppose à une généralisation complète. Prenons deux quantités quelconques w, to' dont le rapport soit imaginaire, et, observant que les parties
réelles de -r- et de ~ sont de signes opposés, prenons-les dans
l'ordre tel que v— ait sa partie réelle positive. On formera, par leur
moj'en, une quantité q dont la valeur absolue sera inférieure à l'unité, et des séries 27 convergentes. Par les formules ci-dessus, on déterminera les constantes /j, r/, C), e^, 63, et la fonction du. Celte dernière vérifiera l'équation à trois termes, et l'on en déduira une fonction pu, qui, sauf les propriétés relatives à la réalité, jouira de toutes les autres propriétés reconnues jusqu'à présent. Nous pourrons donc, dorénavant, raisonner sur ces fonctions plus générales; néanmoins nous aurons encore à relever des détails de calcul particuliers au cas où les invariants sont réels. Ce cas se présente uniquement dans presque toutes les applications. Nous allons encore étudier une question très simple où les invariants sont essentiellement réels.
À, IX, V = I
Faisons croître u depuis zéro jusqu'à co, ; pu décroît constamment de + co à e, ; par conséquent, chacune des quatre dérivées secondes envisagées ici varie constamment dans un même sens, à
savoir -7— logj« et -7— loga'.zi, la première comme — pu, la se-
du' ° au- o - ^ i 'I '
conde comme — ? c'est-à-dire en croissant: les deux autres comme
pu
, c'est-à-dire en décroissant. Prenons maintenant l'égalité
suivante, déduite de (09 A),
où, bien entendu, l'indice zéro pour :;" doit être supprimé, et l'indice 4) pour i^, remplacé par zéro. Concluons que, t' croissant de
zéro a :^, -.— log.:?) r, -y-, log^^gc croissent constamment, et les
deux autres décroissent. D'ailleurs
dv'- dv \ .3it'/ ^\V \~'i'
La dérivée 'b\ (', dont le développement ne contient que des cosinus de multiples impairs de -c, est nulle pour v = ^\ en même temps
S7i(î)= avy (1 — 7- +7'"' -^7'- -^•••)»
ont tous leurs termes, le premier, positifs; le second, négatifs. Donc -,-- loe:.37i (^ est né^jatif pour (' = ;;, oii il parvient en croissant.
Donc cette fonction est constamment néirative. Donc W^ est con-
slamment décroissante; mais sa dernière valeur est zéro; cette
fonction est donc positive. D'ailleurs 37| r, comme cfu, dont elle
diffère par un facteur positif, est positive; donc .5, c est positive;
donc 2?) i' est constamment croissante. A cause de la relation
3i(f -f-i) = — ?Jiv
et de la circonstance cpie '^\ç est nul pour (' = ^, on voit que la fonction S, v varie d'une manière tout à fait analogue à celle de la fonction sinp-. En même temps, la fonction ."^o^" ^^ ^i (^' + ^) varie absolument comme cosct:.
La fonction 2<3(', comme îjoW, ne devient jamais nulle pour des valeurs réelles de l'argument et reste toujours positive. Sa dérivée, dont tous les termes contiennent des sinus de multiples pairs de
ÇT., est nulle pour c = o et ç = ^. Donc, v variant de zéro à ~, ^~-
[)art de zéro et y revient, passant par un ou plusieurs maxima ou
minima. Mais sa dérivée -7— lo". 3^3 p croît constamment: donc la
fonction passe par un seul minimum, sans aucun maximum. Donc ^'r^ç est négative; donc ^sV est décroissante. Cette fonction a un maximum pour c = o, un minimum pour v z= ^\ elle est analogue, entre ces deux valeurs, à un arc de sinusoïde, et se reproduit ensuite de part et d'autre, comme le montrent les égalités 1^3 ( (' + I ) = .^3 p et Ss ( — v) = .S73 ('.
La fonction .'^0 <' = '^■i{'>' + ^) suit la marche inverse.
On voit cpic l'allure de ces deux dernières fonctions est semblable à celle des deux fonctions i± iq cos2('t:, où q serait sup- |)0sé compris entre zéro et ^. Cette circonstance est d'autant plus remarquable que la quantité q, dans les séries 37, peut recevoir toutes les valeurs de zéro à l'unité; pour les valeurs de q supérieures à I, la forme même des séries laisserait difficilement apercevoir la régularité des fonctions.
Deuxième cas : q purement imaginaire. — Il faut ici considérer, non plus .^) V, mais son quotient par \q, qui ne contient plus que
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des puissances paires de q^ et se trouve ainsi réel; ou encore
e * .^) <', qui diffère de ■i u par un facteur positif (Sq C). Quand c varie entre zéro et :^, a varie de zéro à ojo, 'i a part de zéro en res-
tant positif, et de même e * 3;, v\ pour c ^ -^ la dérivée est nulle, un maximum ou un minimum est atteint. Prenons la dérivée seconde en posant, comme dans les formules (C), q = ^ V^^'i ^'- ^o^" lons-la à zéro. Mettons alors x au lieu de q\ et nous avons l'équation
iji) I — 937 — 25.^5^- 49ar''' — Sia:-!"-^. . .-r- (i /2 -4- i)2(— a:-) ^ . . . = o.
Cette équation a une et une seule racine x, comprise entre zéro et l'unité, ce qui sera prouvé en toute rigueur au Chapitre XIII, et la forme (72) permet de la calculer avec six décimales exactes au moyen des quatre premiers termes seulement; on trouve
Avant d'adicurs
nous vovons que cette quantité est négative quand q est moindre que x^ positive dans le cas opposé. Dans le premier cas, la con-
clusion est la même que pour q réel : -^ ^'^o'-^i *' J^arvient, en croissant toujours, à sa valeur finale qui est négative; cette quantité est donc toujours négative; ~— décroît, et, sa dernière valeur
étant zéro, cette fonction est positive. Donc e ** .:î| (^ croît constamment. Mais, dans le second cas, quand q surpasse x^ les faits
sont très différents: -r— loir!^, v croît, comme précédemment, de-
puis — 00 ; sa valeur finale étant positive, cette fonction passe ])ar
zéro lîour une certaine valeur de c; soit r, cet arj^ument. Alors v-*—
décroît de ^^ = o à t^ = (^,, puis croît de t» = t'i à (^ = ^. Comme la valeur finale de cette fonction est zéro, la valeur initiale -{-oc ,
tT— passe par zéro pour une valeur de v = To inférieure à t',. Donc
enfin e " 3, p croît de i' =^ o à t^ = (^o? p^iis décroît de i> = Co à
_ '''^ p = i. La fonction e ^ ^2^ suit la marche opposée.
Nous ne devons pas envisager les fonctions .373 1' et ^^v, qui sont
imaginaires conjuguées, mais leur somme et leur différence. Or il
suffît de jeter un coup d'œil sur les expressions de ces fonctions
pour constater l'exactitude des deux relations suivantes, qui jouent
un rôle dans la théorie de la transformation :
Ayant ici remplacé q par i\/q' et observant que ^^{v, q) contient le facteur \Jq^ nous concluons
27:j V -^^^JqÇ = Q. 2-3 ( IV, <7'2 ), - (2^3 P— SToP) = 2272(24', q'-).
Comme q'- est réel, la marche des fonctions nous est connue : la première décroît constamment de r = o à c = |, puis croît de p = |àp = ^; la seconde décroît constamment de ^' = o à ^^ = j.
Dégénérescence des fonctions elliptiques.
Les formules qui viennent d'être développées fournissent très facilement les expressions limites des fonctions et des invariants quand le discriminant tend vers zéro. C'est ce qui a été annoncé à la fin du Chapitre IL
On obtient les cas de dégénérescence en supposant infinie une des périodes; c'est alors que les fonctions elliptiques se changent en fonctions circulaires ou exponentielles. La dégénérescence est plus complète encore si les deux périodes deviennent toutes deux
infinies; c'est alors que pu se réduit simplement à — - (p. 28).
Examinons d'abord le premier mode de dégénérescence. Il n'y a plus lieu de distinguer ici plusieurs cas suivant les signes des invariants, et nous pouvons même envisager le cas le plus général, celui où les invariants sont imaginaires.
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Le premier mode de dégénérescence répond à lliypothèse ^ = o. Pielativement aux périodes, ceci suppose que, oj cl G)' étant les
demi-périodes choisies pour composer q, la partie réelle de ^^ soit
infiniment grande. Mais, pour avoir effectivement le premier mode de dégénérescence, non le second, on doit ajouter que (ô est une «juantlté finie (différente de zéro).
Prenons les deux groupes de formules (58 A) et (og A', en v remplaçant tOi par w et <?), eo, e-i par ex, e^^, ev, comme il a été expliqué pour le Tableau (Sa). Employons aussi la formule (70), qui donne l'expression de l'invariant g-,- Nous aurons immédiatement les résultats suivants, où, pour simplifier, nous mettons r,, (.0, au lieu de y,, w :
2 tO
lim — = — , lun
TT
O-jj. Il = 3'v II
Le second mode de dégénérescence suppose les deux périodes infiniment grandes; leur rapport peut être quelconque. On ne doit pas toutefois supposer infiniment petite la partie réelle du
rapport -r^-
Si cette partie réelle est infiniment grande, on déduit immr-
dialement les résultats ci-après des dernières formules (73), en y
supposant oj infini. Si, au contraire, elle a une valeur finie, alors
«7 n'est pas nul. Mais, dans les formules ^j() A), on voit dispn-
raître les séries 2?, parce que l'argument ç s'y réduit à zéro
I 10 = 00 , w' = CO , -fj = Tj' = O,
(76) \ e,^ 62= €3= O, ff2=0, 5^3=0,
' j u ^= u, j 1 ?< = :^2 fi = [^'a i< = I .
Nous avons omis, dans ces formules (75) et (76), les fonctions '^u elpu, comme se déduisant immédiatement de a" m. Il faut faire attention que m, dans ces formules, est supposé représenter une c[uantitéy//?/e.
DÉRIVÉES PAR RAPPORT AUX INVARIANTS ET AUX PÉRIODES
Dérivées de pu par rapport aux invariants. — Calcul direct des dérivées de pu par rapport aux invariants. — Dérivées de tu par rapport aux invariants. — Dérivées de z'u par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles.
Développement de ru. — Remarques sur l'opération D =12^3— -h - gr, -—•
— Dérivées de r^u, r^u, ^3?^ par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u (seconde méthode). — Dérivées des périodes par rapport aux invariants. — Dérivées de T, par rapport aux invariants. — Observations sur les équations aux dérivées partielles qui sont vérifiées par les fonctions r. — Équations hypcrgéométri- ([ues avec l'invariant absolu pris pour variable indépendante. — Applications :
limite de- quand le discriminant tend vers zéro; variation de — (luand le
discriminant est positif. Exercice. — Dérivées par rapport aux périodes. — Dérivées par rapport à \o^g. — Équation aux dérivées partielles vérifiée par les fonctions S?. — Expression des fonctions ^ par les fonctions 3'. — Équation aux dérivées partielles pour le calcul de la fonction 4* ,.(")• — Sur un système d'équations différentielles.
Dérivées de pu par rapport aux invariants.
La fonction pu dépend de trois variables u, g'2-, g'i- Jusqu'ici notis avons envisagé seulement sa dérivée par rapport à u. Nous allons considérer maintenant ses dérivées par rapport aux deux autres variables. L'homogénéité permet d'écrire immédiatement une relation entre les trois dérivées. En efiet, pu est homogène, du degré 2, quand on considère u comme du degré — i, ^2 et g-^ des degrés 4 et 6. Le théorème des fonctions homogènes fournit donc l'égalité
0 pu , dpu „ dpu
(') Le sujet de ce Chapitre offre Je plus grand intérêt au point de vue de l'analyse. Il est cependant de peu d'usage pour les applications, sauf toutefois les formules (3-) et (3fj).
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Par l'emploi d'un artifice très simple, nous trouverons une seconde relation entre ces dérivées, et le problème sera résolu. Néanmoins, comme le calcul direct de ces dérivées offre un des meilleurs exemples de la méthode d'intégration expliquée au Chapitre VII, nous ferons ensuite ce calcul direct à titre d'exercice.
Le point de départ est fourni par l'équation fondamentale
En dérivant par rapport àchacune des variables ^«o, ^3, on obtient
, , , ^" <^o3 "ai ^Sz
' , à- riu , f) p II ,, () p II
au dff.2 ^ •' ^-' ôg^_ ^ '' c/^2 '' Observons maintenant l'égalité
d ( I dytu\ \ à'^ p II p" Il '^ p II
{p'ii dg-3 ) \p'ii Ogi )
Ou
■xp'Hi
()ii\p' Il ôg j pu ùii dg p'-u dg '
divisons, dans chacune des égalités (2), les deux membres par ap'-z/, et nous obtenons
Le problème consiste donc à intégrer, par rapport à w, les seconds membres des égalités (3). C'est une question pour laquelle^ au Chapitre YII, nous avons étudié la méthode à suivre.
Vérifions d'abord la relation d'homogénéité (i) par le moyen des égalités (3). La relation (i) fait voir quelle est la dérivée à considérer; c'est la suivante :
Ou \ p u j P' u p - u
De là et des égalités (3) on déduit
() ( pu \ , ù ( \ dpu\ „ à ( ^ dpu\
— 2 —, h in = 4 •?"•' T- 1 — ; '■ — -i- 6 .^-s -— ( —, 7 — 1
Ou \ p u / Ou \p u Og=, J au \p u OLfz I
, rr 'Lui! _ 6 "• -i^
ou p'u\^'' Og, ' *' Og3
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Ces deux fonctions, ayant même dérivée par rapport à u, ne diffèrent que par une constante. Il semble d'abord qu il v ait quelque emljarras à déterminer cette constante par l'emploi de la valeur particulit-re ii^=o, qui rend infini pu. Mais on doit se
rappeler que (pu :, ) conserve une valeur finie quand u tend
vers zéro, de sorte que les dérivées de pu par rapport à g^ et ^3 restent alors finies. On voit donc que les deux fonctions s'évanouissent pour u = o. Donc
pu I / , dp II „ ôpu
P « JJ « V 'Igi <^gi
C'est la relation (i), qui se trouve ainsi vérifiée. Faisons un calcul analogue en prenant cette autre dérivée
')/„ 6p"-î/ — .iTo \ iipup'it (Ç)p-u — £^=,)p"ii
— ( tu- ^-7; — ; — = — pu- ~ • . — ,,
duy " 5p u / ^JJ « JP^*
Remplaçant p";f par {6p-u — ^ S'2) et réduisant au même dénominateur, on obtient
I ^àpu
Ou \ 3p' u / p - u
D'après les relations (3), nous concluons
Pour u infiniment petit, on a
Iim [X.U =0, Iim 1 ^ ^ , — ! —
«^oV ' "/ «=o\ 3p u U
La fonction, dont le premier membre de (4) contient la dérivée, se réduit donc à zéro avec u; il en est de même pour celle qui figure au second meiTibre. Donc, en multipliant par 2 à chaque membre, on conclut
(■^) 12^3 7— - -^Tgl-^ = 2p ut.U^^p''U--g.2.
Cette relation (5), jointe à la relation d'homogénéité (i), fait connaître les deux dérivées demandées.
La combinaison de dérivées partielles, qui figure au premier membre de (5) avec les dérivées de pu, jouera dans ce Chapitre un rôle important avec d'autres dérivées. Il conviendra de désigner par une seule lettre D cette opération
Ainsi, pour une fonction quelconque de ^o? ©sj le symbole D/ signifiera
Il est évident que Topération D et celle de dérivation par rapport à une variable indépendante de goj §3 sont commutatives, c'est-à-dire qu'on a
OU '' du
Ainsi, en dilTérentiant successivement dans l'égalité (5), nous obtenons
1' D p H = ip' ulu^^ ]■)"- u — I ff,,
(7) \Bp'u=2.p"u^u-h-6p'upu,
( Dp'u^z ip"'u^u-{- ^Sp^u — Sffipu — Gs's,
De même, en dilTérentiant l'équation d'homogénéité (i), on obtient la relation générale, évidente d'elle-même,
r) r\'"^ Il f) n'"' ii
On connaît ainsi les dérivées de pw, p> u, p"u, . . . par raj^port à g2i gi- Où voit que les dérivées de p^'^^u, outre une partie entière en pu, p'u, contiennent un terme up^'^^^hi et un autre ^u p^"'^^hi, qui ne sont pas doublement périodiques.
Calcul direct des dérivées de pu par rapport aux invariants.
Comme nous l'avons annoncé au début du paragraphe précédent, nous allons calculer directement les dérivées dejDW, en intégrant les seconds membres des équations (3). A cet elTet, nous devons
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(Cliap. Vil) les décomposer en éléments simples. Dans chacifne des formules ci-après, il j aura trois termes semblables ; nous en écrirons un seul, les deux autres seront à déduire par permutation des indices :
p'-^u {pu — ei){pu — e2){pu — es) (Ci— eî){ei — es) pu — ei /ipu pu _ ^1 ^
p'^u {pu — ei){pu — e2){pu — e3) (gj — e2)(e, — 63) p« — ej
z= [p(u — Wi) — Cl].
pu — ei (ei— 62X^1 — <?3;
Soient
[(ei-e,)(e,-e3)]2 ~ ""
Cl,
[{ei — eo){ei~e3)Y
et, de même eu, «3, ^2, ^3, ^2, ^3, par permutation des indices. Nous avons
-4- = aip{u ^ oii) — bi-h . . . = -[(ail(u^Mi)^biu]...,
p^u ou
Les seconds membres des égalités (3) sont ainsi sous forme de dérivées par rapport à u. Intégrons et observons, comme précédemment, que les fonctions, dans les nouveaux premiers membres, s'évanouissent pour u = o. Le résultat sera donc
8 dpU „, ^ y I .
P w àffs 8 dpu , „. X 7 y
p u dffi D'après la formule d'addition (V, i5 ),
■^ ' ^ ■ -2 pu — pv
en y faisant c = w,, on a
(10) ^« — Wi) — çwi = ;a -h
pu — Cl
Soient, pour abréger,
(11) (7l-^ «2-4-a3 = a, bi-^ b^-^ h.^ — b, Cj -(- 0-2+ ^3 = c.
Substituant l'expression (10) dans les dérivées précédentes, nous les pouvons écrire
^ dpii , , / «1 a, «■, \
pu dg-i -' \pu — ei pu — 6-2 pu — es/
S dpu K , ( ^\ l>i ^i \
-7 ; = bZ.U -^ eu -^ liP u [ \ i — ) •
pu dg-i -' \pu — ey pu—c.2 pu — e^J
Réduisons au même dénominateur les termes dans chacune des deux parenthèses. Le dénominateur commun est \p''-u. Quant auK numérateurs, c'est d'abord, pour la première,
aijv- u — aj(e2 -^ ^3) pz^ -f- «1 ^2^3-^- • • = «ip-Ji — a^cipu -\- aye-ie^-^. . .
oj, sous une autre forme, à cause de e-^e-i = é\ — \g'-2.i
ai p- u — bi p u -T- Cl — { -^2 ^1 -^ • • • •
On a donc de cette manière
(12) —r~ -T — = aLu -^ bu -, ,- [ap-u -7- bpu -T- c — i go a).
' p u dg-i • pu ^ * (y- I
Semblablement le numérateur dans Ja seconde formule est
bip- u — biic,-^ ei)p u -^ bieiCz-^. . .= bip^'U-^ biCipu-h aiCie^e^-^ ...
= bip^u-r-cipu -i-lgsai +....
Par conséquent
^'^^ 7vT, ~rur =bUi-^cu-\- --r~ibp''-u-^cpu-^\g^a).
p u ego p u
Il reste seulement à calculer, en fonction de g^., ^3, les trois fonctions symétriques a, ^, c, définies par les relations (9) et (i 1). C'est une question élémentaire d'Algèbre, qui se résout le plus fa-
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cilement par la méthode des coefficients indéterminés. Le dénominateur, commun à a, b, c, est le discriminant
et riiomogénéité enseigne que, sauf des coefficients numériques a, |j, V, on a
Le calcul se fait donc avec un exemple numérique :
\y^ — * 2 J — ffz= 4 J>-^ — 3 j — I = (y — i) ( iy -h i)^,
niA
AA
c — Tffia
Observons les relations
c(^c-\g,a)-\g,ab=-i^gJ-'~^/^'' =-23 Ç, et concluons de (12), (i3)
i^'u\ ôg^ ôg. ) \ \- jj«; A^-
Remplaçantc, h par leurs expressions, supprimant le dénominateur commun A, multipliant aussi par 77^ ]-i u aux deux membres, nous obtenons
tSl-Â^ ^^"^Sz-r;- = 2^î<p £<^4'p-« — 1^2;
"ft 3 "ô 2
c'est la relation (5). On a aussi
\gza''-—b{c — \g^a) = o;
d'où se déduit
8 / dpu ,(9p?A o>.3/ pu
' a -'' o -^ — ■ = -— ( ît + 2 ''
p'u\ dg^^ dffs / A V p'u
Coi 'Jgi
c'est la relati«D d'homogénéité (i).
Les formules (12) et (i3) fournissent donc le résultat de la résolution des égalités (i) et (5) par rapport aux deux dérivées. En y substituant les expressions de a, b^ c, nous aurons les formules définitives
( ^-JT^ = P'«(— I ^3 Ç «i H- \ S\ «) — 95-3?" « -^\g\pu^ \ g.gz.
En prenant, pour chaque terme des seconds membres, le développement suivant les puissances ascendantes de u. (IV, 4 et V, 11), on vérifiera que les deux dérivées se réduisent à zéro avec w, comme cela doit être d'après le développement de pu.
Dérivées de "C^u par rapport aux invariants.
On obtiendra ces dérivées en intégrant, par rapport à i/,.les dérivées de pu ; c'est ce qui résulte des égalités
Ou dsr du àff
Le calcul est immédiat si l'on prend pour point de départ la première égalité (^) après l'avoir écrite ainsi
D p u = 2{p'u lu — p2 «) +6j3'- U~l-g.2= 2~ (pu ^U) + p"u — i^2,
La fonction, dont la dérivée figure ici au second membre, s'évanouit avec M, en sorte qu'on a
(i5) D Cm = — apiiÇii — p'i<-l- i^2«,
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à quoi il faut joindre l'équation d'homogénéité (16 j 4^, _^ +6^3— -- = <:« — «? «•
Ces deux équations, résolues par rapport aux deux dérivées, donnent
On pourrait aisément déduire ces deux dernières, par intégration directe, des relations (i4)-
Dérivées de :^u par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles. Développement de :fn.
Ecrivons l'équation (i5) sous la forme
|-DIog^«=^(^^«-pa-,-L^2«^).
La fonction qui est dérivée au second membre s'évanouit avec u, en sorte qu'on a
Il convient de modifier le second membre par la relation
et le premier, en mettant à sa place
D\o":a'u———Da'u.
° (jU
Le dénominateur liu étant alors chassé, on obtient
Ô- J II (18) Do-if ^ 3"'if-f- Jj^2«2- "= -^^ -r-YigiU--ll-
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Joignons à cette relation celle d'homogénéité
et nous aurons ainsi les deux nouvelles dérivées de du^
fJ 3- it (T- :fii , , ^ , , _, , r^ ::' «<
La relation (18) constitue une équation aux dérivées partielles, linéaire ; remettons pour le symbole D son expression explicite, et nous aurons cette équation
(2') ^7771- - 12^-3 -^ f gi ^7:7- ^- tV .^-ï"- o-j^ = o.
Elle fournit une équation récurrente très commode pour le développement de du suivant les puissances ascendantes de u
5! •'7! "(271-Hi)! '
Il y a une simplification dans les coefficients numériques avec tm changement de notation :
/ ()^>„_i dh„^x\ (in — \)(n — \)
I l>2=-~llï, ^'3 = — 4/13, bi = — Ç)h'j,
I b~= — 1^hJlz, 6^=— 3.25/j§ -f-3.23/l'|,
67 = 22.32.19/^1^3, ôg = 3 /îoCa" .23 Aj -T- 107 A|), ....
Remarques sur l'opération D = i2i'3 t \- 1 gr, —— •
Parmi les fonctions de g^ et ^3, se trouvent le discriminant A et les racines gj, eo, Cj ; et nous allons avoir besoin de connaître le résultat de l'opération D sur ces quantités. D'abord, et c'eit la
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cause de l'importance qu'il faut attribuer à cette opération, on trouve immédiatement
(24, DA-D(^|-27^ij=o.
Pour les racines e^, le calcul direct est facile ; car on a
Ael-gie.j,— gi=o, (12^5^ — ^2-7=1, (I2e^ — ,^.2)-r^ = é>a.
Emplovant ces deux dérivées, formant D, on obtient une fonction rationnelle de la racine e^, fonction que l'on rendra entière par des procédés algébriques bien connus. Mais nous avons ici un moven bien plus rapide de parvenir au résultat sous sa forme la plus simple.
Supposons a, non plus quelconque, mais égal à une fonction donnée v de g^. et ^^3 ; d'après le théorème des dérivées pour les fonctions composées, on aura
Soit maintenant v =^ to^? alors jdV est nul. Donc l'opération se fera comme si u était quelconque. Donc, d'après (-),
(25; Dea=4ei — 1-^2 (a = i, 2, 3j.
Les considérations analogues sur les autres égalités (7) seront développées plus loin. Voici d'autres combinaisons que nous allons utiliser. D'après (20), nous avons
D(ea— e^) = 4(ea— e,l),
et, en divisant par (^a — e^) aux deux membres et tenant compte de ce que (C) -h Co + 63) est nul,
(26) D log(>a— ^;3) = — 4e,-, (^, ?, T = '' '^' 3)
(27) Dlog(ea — e'3)(ea— eO = 4<'a-
Dérivées de o'iî/, a'iU, cf^u par rapport aux invariants. Équation aux dérivées partielles. Développement suivant les puissances ascendantes de u [seconde méthode (')].
D'après les égalités (7) et (20), nous avons
D{pu- ey,) = ■2p'u ^«-T- ip-ii — 4e|, et par conséquent
Ajoutons cette égalité membre à membre avec celle-ci, obtenue précédemment,
D log ::' « = ^2 ,i — p n __ i^ 0-2 u^^
et rappelons-nous la relation (p. 190)
d'où résulte
logv/jj« — ea-^Ioga'u = log3'a^^ [)OLir conclure
(28) D logo'ai* = Ç^« -4- s« — ■ ^pi< -f- 2^^+ iV.'^'î"--
Mais le second membre peut être transformé par le calcul suivant. L'égalité (V, i5)
^;(^t-^ wa)— !;wa= K"-
2 pii £■;(
ses deux membres étant élevés au carré, donne
(') Voir la première méthode à la fin du Chapitre VII.
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Par définition (p. 189), nous avons
j(u -^ co-,)
-• Wa
——-, = C( « — Wa) — -f,.^ = l{ u -T- cox) — rcoa, en sorte que la relation (28) peut s'écrire (28 «) D \os^:iU= ( ^ ) —7 (tTT^V ) -^.P"^-'-«a^-T2^2it-.
Nous avons, d'autre part (à cause de e-j^-h ea-h ej= o),
p'it \2 ( pu — en) (vu — e^-) aea + ese-/ ' -^p«<^2ea = -f, ; ^p«^2ea = "^ '' "^
p i< — ea Il suit de là, au lieu de (28 «), cette autre forme
(286) Dlog3'x?<= ( ^ ) — p(f(-f- tOx)-^ea-f--r2^2i<-,
ressemblant extrêmement à celle qui a été obtenue d'abord pour D logo'w. Pour obtenir la l'orme définitive analogue à (18), observons la relation
— p(u-h Mr,) = --- lo":f(u-^ w-x) = T^ io":fy,u = — — .
•' ^^ àu^ ° ^ ' àu^ " ûiû- \:i'xUl
Donc enfin, en chassant le dénominateur, nous obtenons
^2 -^ Il (29) D 3'a?t= -~- -^ (ea+rift2«-) "x", (a = i,2, 3).
Nous devons joindre l'équation d'homogénéité, à savoir, comme -irxU est du degré zéro,
La relation ('i(j) constitue une équation aux dérivées partielles,
linéaire^ qui diffère, par un seul terme, de l'équation (y.i), (3i) ——, 12^3— r 3» 2 —r^ 'r-Key,^-^-,giiû-) :fr,u = o
OU' C^'2 (J§^Z
Comme il y figure, outre g-2 et ^3, encore la quantité Ca, on peut mettre cette dernière en évidence dans les deux, termes du milieu en écrivant, d'après (25);
/ d- a'^ u d a'^xii 9 ^ d ^frjiU
[ — (4ei— 3^2) -^ ■:-{ea^^j-2.?iii-) "a" = o.
Nous avons par là une équation récurrente fort simple pour le développement de o'^w suivant les puissances ascendantes de u :
II- II* II
S,i —\1 gz
àg-1 ' ^*^ dg.
Si l'on veut abaisser au-dessous de 3 les exposants de e^ dans les coefficients, il sera commode d'approprier la formule récurrente à cette exigence, en posant
s,.; = A„ e-j: -t- B„ ey_— C„.
On aura ainsi
(4eâ-i^2)^-ea5„
= 7A„eâ-H3B„e| — (i^oA,,-^- C„)e:<— |^2B,i = 3B,, e^-f- (-j4^^9A„— C/j)ea— ié'sA/i — f^^B,,.
La formule récurrente se décomj)Ose alors en ces trois autres
dX„-\ , ., dXn-i (n — \)(7.n — 3) ^" ='^à'^ 'd^ ^^^'' ~dgj G ^'^"-' "~ ^ ^«-"
')Cn-l 9 o':^'^^-i (« — 1)^2/? — 3) àg, '^^^'~àg,
•jy-'n-l ,99 '■'^n-l \" — im^, /< — ' > n 7 A 'o-P
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\ oici quelques-uns de ces coefficienls, dont les premiers oui dt'jà ('té trouvés autrement (\ II, 49) •
2 — 3 o Xff2
-* —r-o3 16» 2 TiT'^^&^S
\ oici maintenant une autre voie pour parvenir à Téfpialion (.]i a). Xous allons la déduire de l'analogue (21). qui a été établie |)i)ur 3'«. D'après cette dernière (21), la fonction j' =^ 3'( « -\- f), où f est indépendant de ^21 ^"s? vérifie la relation
Changeons de variable et prenons z, au lieu de r, en posant
V — z- jve
La transformée sera léquation >ui\ante :
—, — D.--^-pL^,«2-_^2r^^-- -f- ^ ( r- f — D log :ri-' — uDZv ^r- jL ^2 1-'" — '- ^i "<■ ) = o. -Nous avons d ailleurs, comme il a été prouvé précédemnicnl,
Z-v — D\op: jV — -i,j A'2 ^'' = p t', — D w t^ -^ 1 i,'., i^ = 2 n r Ti^" — 1)' r,
m sorte que notre équation devient
Le dernier terme est séparé à dessein, comme devant disparaître
\ oici comment. Nous savons <pu^, comme fonction de r, c s"ex-
|)rime sous forme entièi-e. dans son développement (\II, 48), par
pv et j)'e. Mettons en évidence ces deux quantités dans l'opération
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D, qui affecte ici z, et traitons go, ga-, P^iP'^' comme des variables indépendantes. D'après les égalités (7), nous devrons écrire alors, au lieu de D;,
^'"'^if'v (^^'''^ ^'' + 4p^'' - 1 ffi) ^ ^( ^P"^ ^'' + 6pV J30-
Ici, bien entendu, l'opération D ne portera plus sur pv et p'v. Dans cette dernière quantité, deux termes peuvent se réunir ainsi
àz , y ^ àz „ dz
opv ^ P V <J^
joints au terme entre crochets dans (32 ), ils donnent
y [à^ àz 1
1C.V \ ; H II p VZ ,
cjuantité nulle, comme on l'a déjà vu (VII, 46), et comme cela doit être, puisque z ne dépend que de pv, p' v, non de "Cv, c'està-dire est une fonction doublement périodique de c.
Remettant maintenant pour le symbole D son expression, il nous reste, à la place de l'équation (Sa), cette transformée définitive
i d^z àz 0 , dz , ^ . r)z
dz , . , ^
— Gp t' P^'y~' — ' vrï^2'<--^P'"-t- «p t'j- =0.
dans laquelle, répétons-le, u, go, gi, pr, p'v sont considérées comme des variables indépendantes. Cette transformée est vérifiée par la fonction
On pourrait s'en servir pour former le développement de\:; suivant les puissances ascendantes de 7^; mais ce serait plus compliqué que par le procédé suivi au Chapitre VU. Seulement la nature des opérations que l'équation (33) renferme sur pv et j^'ipermet d'attribuer à v la valeur particulière v = (o^, d'où résulte pi^ = Cai, p'v = G. Par ces suppositions, l'équation (33) reproduit l'équation (3i «), comme z reproduit da,n
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Dérivées des périodes par rapport aux invariants.
Nous avons précédemmenl observé que, si c est une fonction de .^2,^-3, on a
(35) Dpt"^p = (Djy«'«)„=^-hj3'«+i^^Dt^,
et nous avons déjà utilisé celte relation, dans l'hypothèse ç = o)^, n étant supposé nul (aS). Semblablement, pour tout nombre pair n, on retrouve de la sorte une égalité équivalente à celle qu'on obtient avec « = o; par exemple, pour/? = 2, on a, d'après (7),
ce qui concorde avec la relation (u5), nous donnant
Mais, si Ji est impair, le terme J3'"+'^P, dans (35), ne disparaît pas quand ç est une demi-période, et l'on obtient ainsi le résultat de l'opération D sur cette demi-période. Prenons le cas /i^i et mettons simplement m pour cette demi-période qui sera quelconque : p' V étant alors nul, Dp't' l'est aussi, et nous avons, en écrivant Tj au lieu de uto,
o = 2])"a).T, -^ p"(x> Dw.
Telle est l'expression très simple que nous trouvons
(3b) Da)=I2^3 -— +1^2-— - =— 27,.
Avec l'équation d'homogénéité, co étant du degré — i, comme du,
nous avons les deux dérivées de co, savoii-
A-— ■ = Jffil^ — Sff.2-f„ 1 '^A 3
Cira
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On peut encore obtenir l'égalité (3(3) d'une autre manière par la première relation (^). En supposant toujours u indépendant de go, gzi nous aurons, à cause de la périodicité de pa,
Mais, d'autre part, on obtiendra D p[u-^ 2co) en faisant l'opé.alion D comme si l'argument était indépendant de i?2i ©'a et ajoutant au résultat 2j)'(;/H- cio))D(o.
Donc, suivant ('y),
]) j1« = 'ip'(« -r- 2W) "(.{u + 2to) -+- '\p-{ll -+- 20j) — f .■?"2+ ?-P'(« "^ 2'^'^) Doj.
Comparons à (7), et observons que j) ( // + 2^'^), J)'('' + 2(^d), reproduisent pu et J>'^/, mais que ^(;^ + 2w) ^ ^« + 27,, et nous avons
4,p' u Vj - 2Jl'«/ Dto = o,
l'etrouvant ainsi l'égalité (3<)).
Dérivées de r^ par rapport aux invariants.
jNous obtiendrons ces dérivées en opérant sur l'égalité (iT)) comme nous venons de le faire sur les égalités (7). D'après (lo), nous aurons généralement, à cause de ^'(' = — j)r,
D !I t' = — '2 j) (' !^ ç' - - jV (' -+- i ,i,''2 1' — pv Dv.
Supposons V = (0, et enqilojant l'expression (3()) de Dw, r.w conclut
Avec la relation d'homogénéité, ceci nous donne
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Voici quelques conséquences qu'il convient de remarquer. Prenons deux demi-périodes distinctes tu, to', et les quantités correspondantes r^,■r|! . Considérons, en premier lieu, la quanliléy.to' — -f'o). D'après (36) et (38), nous avons
Dr/ij' = T, Dw' -+- w' Dr, := — 2T,r/— i g.iiii\<i , Dr/to = — 2t,t/ -h i j?.)Wio',
D(t,cu' -- t/co ) = o.
L'opération 4^-^^ — -h 6 ""3 — donne aussi zéro pour résultat sur-
cette quantité, qui est du degré zéro; donc, comme on peut le vérifier aussi par (3^) et (39), les deux dérivées de r,(o' — r/to sont nulles. Cette quantité est donc une constante numérique. Nous savons, en effet, qu'on a toujours (p. 260)
(4o) T,in — r/o) = ini — 1
m étant un nombre entier, qui est l'unité si oj et to' sont convenablement clioisies. On trouve aussi par (36),
/ oj Doj' — oj' Dto = 2(r,to' — t/w j — nu'—.
' l lu (o-
De même, comme conséquence de (38 ;.
.' 1- . , T- i , , , mi-
[ T, Dr, — T. Ut. = i i'-.i (Ta) — r 10 1 = g-,.
Notons encore cette dernière égalité
(43) Dr,bi = T, Do — co Dt, = — 1f,--^ ^ g.,iji^-.
Observations sur les équations aux dérivées partielles qui sont vérifiées par les fonctions r'.
Reprenons les deux équations (2 1) et (3 1) en mettant des lettres quelconques pour les i/iconnues :
Voilà deux équations à trois variables indépendantes g2, gs, u qui s'offrent dans celte théorie. Il est manifeste que l'une est une transformée fort simple de l'autre. Si l'on pose 5= p. Y, pour changer d'inconnue dans la seconde, et que [jl soit indépendant de u, la transformée sera
£ll _ Dy — (-L ^, w2-^ ea— DIo-ijl) Y = o.
Celte transformée coïncidera avec (44) si l'on choisit pour ;jl une solution de l'équation
DlogîJ. = ea-
Or, d'après la relation ("îy),
D log(ea— e?)(ea— «y) = 4ea,
on a une telle solution en prenant
On peut donc se borner à considérer l'équation (44)? et nous voyons que V équation (44) ^sl vérifiée par les quatre fonctions suivantes, mises à la place de y,
\\ei -e2){ei—e3)
^{ei—e3){e.,— ei) V(e3 — ei) (63— ej)
Nous pouvons même multiplier ces quantités par des fonctions arbitraires de A; les produits sont encore des solutions, puisque, d'après l'égalité (24), l'opération D, faite sur A, donne zéro pour résultat. On peut aller plus loin encore, et nous allons faire connaître un changement d'inconnue qui transforme l'équation (44) en elle-même. Soit
une solution de l'équation (44)- Considérons la fonction
oij n sera supposé représenter une arbitraire, indépendante de u,
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gi-, gz\ un nombre, si l'on veut. Voyons d'abord quelle est la transformée de (44) pour j',. Deux changements doivent être faits dans cette équation : le premier consiste à remplacer, au dernier terme, II- par {u + rtio)- ; le second se rapporte à l'opération D, qui est faite dans (44) ei supposant u indépendant de g^, gy. Il est manifeste que, mettant dans/, après l'opération, z/-t-/?oj au lieu de z/, on aura, d'après l'égalité (36),
Dri= D/H-n ^ Dw = D/— anr -^ = D/— 2«r ^' :
•" -^ du •' Ou -^ 'ou'
par conséquent, la transformée en j', est *^^^^ Inc^ "'^"'''•''oTi — Dj'i— r2^2(«-t-«w)îji=o.
Changeons maintenant l'inconnue en posant
-. n r, II-. — «-r,w
On aura
— ^^ = Tr — î -î- 2nr, "7 •- n-r-,
j'i Ou' 1 Ou'^ 1 Ou
I ch'i I dY
j'x ou Y a«
— Dyi = i DY — n« Dr, -i- |«2 D roj. Ji Y - - .
Celte dernière égalité, d'après (38) et (43), se change en Substituons dans (4^), et, réductions faites, nous trouvons
-4 - DY -^ .L „., „2 Y = o,
c'est-à-dire l'équation (44) elle-même. Ainsi, a^ant une solution r = f[u\ go, g-i), nous en déduisons cette autre •
(4?) JK=/("-^«w;^2,^3)e 2
dans laquelle ii est iine quantité numérique à volonté. En parti-
3l2 PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
culicr, prenons /? = i , et nous aurons pour celte solution, en partant de o"^^, '
. , —r,ii TM) r.d)
y = !j{u-^iù)e 2 =::',?/ 3' toc 2 ,
ou, d'après une relation dijà établie (VI, 48)5
Cjt u
\/{ei~e2)(e^—e3)
C'est là, on le voit, une nouvelle manière de démontrer que la fonction da.u vérifie l'équation (45)'
Au point de vue de l'équation {^^) elle-même, si l'on change
encore, dans (47)j it en u -h /î'oj', en multipliant par le facteur
— Il Ti [H + Il (jH) h'--/1'(0' . f • ^ ^ ^ •
e 2 ^ on voit que cette équation admet la solution
^, , ,, — (nr.-f-H r, » I ( H-o + n'r.'i ( « w-f-/i' to'i
y ^^ :f{u -\- iiM -^ n M )e i ,
où /?, n' sont des quantités arbitraires. On peut, en outre, multiplier y par une fonction arbitraire de /?, /?', A, intégrer ou difiV'rentier le produit par rapporta /?, n' , et l'on a encore des solutions. Par exemple, {tod' u — rji i u) est une solution de l'équation (44 )• obtenue en différentiant, dans (47)5 pai' rapport à n, et faisan 1 n = o.
Équations hypergéométriques avec l'invariant absolu pris pour variable indépendante.
Si Ion considère une fonction de g.2i o S' bomogène comme les précédentes, mais de degré zéro, on peut envisager cette fonction comme dépendant d'une seule variable, V invaiiant absolu J,
Comme DA est nul (^4)î on a
DJ = ii 12^3 = ^^^^ I ^1 = 4 /3(J - i/^J^AC . » 2 (^"^i
Soit z la fonction considérée; elle aura une dérivée par rapport
CHAPITRE IX. — DÉRIVÉES PAR RAPPORT Al.V INVARIANTS. Ola
à J. et, si l'on connaît D:;, on en conclura
D.= ^JDJ = _iv'3(J-.,'jlAH;.
Prenons, comme de telles fonctions z, homogènes et du do^iu' zéro, les denx suivantes x, y' :
JL _ 1
Siiisant (36), nous aurons alors
et, suivant (38), (h' r _i _2 _i , I _2 ^ I 1
(5i) ^ ^ .._L_(j_,)-ïj-i^.
Conservons la quantité x\ mais, au lieu de r', prenons r, (52) r = -^.(J-ir^J"V,
2 v/3 et les deux relations (.^o) et (.Ji) s'écrivent dx
f M'iJiJ — i)^j 24(7J - 4))- — a-^ o;
d'où l'on peut tirer une équation séparée, soit poui' j(\ soii pour)-,
(^4) "^'^'""'^rfji ^e(i — 7J;^j -rh-^-"'
(55) j('-j)Sî-i(5-.9J):;;'-H7-o.
Ces équations appartiennent au tvpc liypergéoinétri'jue ou équation de Gauss^ et nous y reviendrons dans le Chapitre sui-
vanl. Elles déterminent les quantités w, r, en fonction des invariants (*).
Applications : Limite de - quand le discriminant tend vers zéro ; variation de - quand le discriminant est positif; exercice.
Les formules qui donnent les dérivées de '/\ et de co par rapport aux invariants sont souvent utiles. Nous allons, à titre d'exercice, en donner ici trois applications, où les invariants seront supposés réels.
Première application. — Démontrer que, le discriminanl
tendant vers zéro, le rapport 4- tend vers la limite -^^j comme
on l'a déjà reconnu (V, 82 et 33). Prenons l'égalité
on j entendant par w la demi-période unique qui reste finie et continue quand A tend vers zéro. On se rappelle qu'il y en a toujours une dans ce cas {voir Chap. II et III) : deux demi-périodes différentes jouent tour à tour ce rôle, suivant que ^3 est positif ou négatif. Ce sont la demi-période réelle et la demi-période purement imaginaire. Le premier membre de l'égalité (56) devient donc nul,
et l'on a effectivement, à la limite, - = -^ • Mais, si l'on prend
maintenant une autre demi-période, on aura
Y^ Tj ni~ w co coco
Le second membre est infiniment petit, car ô3 est infini. Donc
-é a la même limite que -^•
(') L'cqualion (54) a été clécouverLe par M. Bruns: Ueber die Perioden der elliptisclien Intégrale erster und zweiter Gattung (Dorpatcr Festschrift, iS^S); elle a été reproduite par M. Félix Klein dans son premier Mémoire sur la théorie de la transformation : Ueber die Transformation der elliptisclien Functionen und die Au/lôsung der Gleicliungen filnjten Grades {Matli. Ann. t. XIV, p. 124).
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Deuxième application. — Quand g-^ reste fixe et positif et que
oit depuis — 1/ ( y) 7''-^^"'" '^y \^) (^^ ^°^^^ *ï"^ ^^ discriminant reste positif),— croit constamment depuis 1/ ^
jusqu'à -h -i/ ^', to désignant la demi- période réelle ou la
demi-période purement imagincdre.
Par les relations (3-) et (Sg), nous avons
4 A ( co — !- — T, ) = 1 2 ,^2 ■'i' — 36 g^ w-r) -+- f;\ to^
Tj — to 1 -1 w- ;
On voit que, g.2 et A étant positifs, le second membre est tou-
iours positif. Donc — est constamment croissant. Pour les valeurs
extrêmes de ^3, le discriminant est nul, et les valeurs extrêmes de
^sonti^^+il/Ç.
10 igï 2 y 5
TnoisiiîME APPLICATION. — Lc discriminant étant positif , établir que la fonction fÇi)
fa) = ^r—r,i-^g,^o
(où (-0 désigne la demi-période réelle) est négatÏK'e pour ^ = e et pour ç ^ go, et cjuelle est positive pour \ = e^.
Celte application, un peu plus compliquée, est utile pour la théorie du pendule, comme on le verra dans le tome II.
Formons la dérivée dey(i) par rapport à ^3, en y supposant que i soit g), 60 ou 63. Envisageons d'abord la quantité
Les coefficients P et Q s'obtiennent par la substitution, dans
T . 1 • . r)co ^ dr\
cette effalite, des expressions trouvées pour — et -, — »
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Formons ensuite les produits Q; etO;-. en v faisant disparaîlif ;', par le nioven de
Nous trou\ons ainsi
Qç = P,
Comparant cette dernière quantité à — r^^^Q' *^" obtient
Remplaçant P par Q ; et Q par cette dernière expression (Liii> (5-), nous aurons
Nous déduisons aussi de (58)
par conséquent, en dilTérentiant /(; ), nous aurons
I (jjc -;- T, S>. CO: T,
cy^'3 2 12^- — ^'o
La forme si remarquable de cette dérivée va nous permettre tir démontrer la proposition annoncée. Ecrivons-la ainsi
(59) li(.2r^-.^2)^-0'^ =/(^)--i^2to.
Observons maintenant que, g^ croissant depuis — \/ (^)
jusqu'à +l/(%^) '/(^) "6 peut être infinie qu'à la limite inférieure, où Y, et (0 sont infinis. Elle est ensuite toujours finie. Elle est nulle pour la dernière valeur de ^'3. En effet, le discri-
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minanl étant alors nul et ^3 positif, Co et 63 sont égales entre elles ; par conséquent elles rendent nulle la dérivée de 4?' — .^'2^ — ^'i •
(>ettc \aleur de H coïncide avec celle que |)rcnd alors ' , connue
on l'a vu dans la seconde apjilicalion. On a donc
/■(' Ê ) " i oj I 1 2 i^— ;'.> ) oji ( ï -- ^ ) =. o. î - e,, e-- . D aulre part, on a
e, — e., — é-j — o, e\ — el — el = J g, . J\ei)-^J'(ei)-^f{ei) = o.
\)onv J'iCi) est nul, en ce cas, puis([ue /(^o) et/((?:,) le sont aussi.
Rappelons-nous aussi que la dérivée 12;- — g-2 du [)ol\nonie (4?' — gi^ — g^)y dont les trois racines sont e^ << e-i <^ ^'j, est positive pour les deux extrêmes, négative pour la racine niovenne; et aussi cjue ei est positif, C3 négatif, e-^ positif ou négatif.
Revenons maintenant à l'égalité ( .K)) en v supposant ; ^ e,. Le coefficient ç(i2ç- — g-x) est positif. Comme |i,'j co est aussi positif.
on voit que — ^ est positif quandyi ^1 ) est nul. Donc /{(^i) ne
passe par zéro qu'en croissant, et, comme zéro est sa valeur finale, nous vovons cjue I on a toujours y^(<?, ) << o.
De même, en supposant ç = Cs, nous avons un coefficient négatif ç(i2;- — g.,) ; la conclusion est opposée : /(c;i ) ne peut passer par zéro cju'en décroissant ; donc, zéro étant sa valeur finale, on a toujours y («^'s) ^ o.
Pour Co, il faut observer (pie sa \aleur finale, coïncidant a\ec celle de e^, est négative. Faisons croître gj à partir de zé'i-o, de telle sorte (pie e., reste négative. Alors <?o(i2ei! — g-i) est une quantité positive, et, par le même raisonnement, on voit que / (e.,) est négatif, quand g.i croît ainsi à partir de zéro, c'est-à-dire quand
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e-2 est négatif. Pour le cas opposé, observons que le polvnôme /{-•)■) dont les termes extrêmes ont des signes opposés, a une seule racine positive, à laquelle Ci est inférieur, puisque y(ei) est négatif. Comme (?2 est moindre que ^1,^2 est moindre aussi que la racine positive dey(^); par conséquent, si e^ est positif, Co entre les deux racines de f{z) cl /(^e^) est négatif. Donc, en tous les cas, onay'(<?2) ■< o. C'est ce qu'il fallait prouver.
Voici quelques conséquences de la proposition qu'on vient d'établir. Considérons le quotient de/(E) par co, et soit 'f (i) ce quotient
Il est prouvé qu'on a
o(ei)<o, 0(^2X0, cp(e3)>o.
Prenons maintenant la quantité analogue, également réelle, en mettant la demi-période purement imaginaire
eu
Par le changement de g^ en — 0-3^ C5(e,), cp(eo), oie-i) se changent respectivement en 6(^3), 'l (e^), 'l[e^). On a donc
<l/(ei)>o, <]>(^2)<o, 6(^3) •<o.
De là résultent, pour les six quantités o et 6, des limites plus précises ; car entre ces quantités a lieu la relation
En désiirnant par une seule lettre la Quantité positive
■2a)to'
on a donc
— cei < cp(ei) <o, o < t|;(ei)< c^i,
o< cp(e3)<— cé-s, c^a < <];(e3)< o.
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La fonction y (q) a pour dernière valeur o quand A devient nu!. ^3 étant positif; nous n'avons pas précisé sa valeur extrême pour A = o, ^3 < o ; ce qui serait cependant facile, au moven de l'expression asvraptotique de co, mais entraînerait à quelques détails un peu longs. Ici nous voyons que '-^(i) est nul aux deux limites. Ainsi '-2(^1) et '^{co) partent de zéro et reviennent àzéro en restant toujours négatives, C2(e3)part de zéro et \ revient, en restant toujours positive.
Dérivées par rapport aux périodes.
La connaissance des dérivées, prises par rapport aux invariants, va nous permettre de trouver, par un calcul direct, d'autres dérivées bien moins immédiates : celles qui sont prises par rapport aux périodes. Il est clair que le système de trois variables «, oj, co'. peut remplacer le système m, ^o, g^.
Ce changement de variables se fera, à la manière ordinaire, par le moyen des relations (3j) où l'on mettra successivement w et oj' au lieu de w. ^lais il est beaucoup plus simple d'utiliser la relation (36)
Dw= — 2T,, D = I2^3— — 30,-
Soit z une fonction quelconque des variables ci-dessus; on aura avec les nouvelles variables
(60) D^= — Dw-^-^Dw' = — 2 ('r.^ -t-t/ ^V ^ ' ûio dix}' \' doi ' du)' J
Cette formule (60) nous suffira; mais on peut v joindre la relation d'homogénéité
f):. , f)z <)z <iz
(61) u) ;- 10 — ; := — 4 ^0 - — — 6 ir-i — •
^ ' Ouj Oui' àg-, ° Ogi
Soit, par exemple, ^ == y, ; on aura, d'après (38),
dr^ , , Or, j
d(M ' doi' 12»- '
f o) - — i- co -— , = — T, ;
tl'où Ton tirera, en supposanl r.to' — v,' t<) = mi-^, -r- ^- --■' {j\ff2^'M —rj, ),
ÔIX) UlT.
Soil. en second lieu, c = A, on aura, d'après (24),
' '.'(x) ' C'Ol'
iJLO OU)
fjLo ni ~
tormules intéressantes, faisant apparaître r, et r/ comme étant, ;'i des facteurs numéritjues près, les dérivées logarithmiques du discriminant par rapport aux périodes
ini- à\oii\ ,_ mi- rMoEjA
Enlin léfpiation l'ondamenlale ('2»), satisfaite par i':^ j^/, se (liante en cette autre
à-r ày i)v ,
( () I ) — ^ — ir, -ir •-, — ,-., g., u-Y = 0.
' ' ûu- Oui ' (Joi ' - ' -^
Cette forme ne semble guère pou\oir être utile à cause de la présence des quantités r,, r/, g:,', niais un changement d'inconnue va bientôt l'aire disparaître ces quantités et nous conduire à la propriété fondamentale (VIII, ^y ) qui caractérise les fonctions ?j.
Dérivées par rapport à logw/.
Dans un des paragra[)hes précédents, on a considéré en particuber les fonctions homogènes et du degré zéro; il convenait, |)Our elles, de prendre comme variable l'invariant absolu J, au lieu de ff.2 et ^u ; car elles ne dépendent que d'une seule variable, non de deux. De même, pour ces fonctions, au lieu des deux variables 0), co', oii devra considcTcr une seule variable, le rapport
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de ces deux dernières. Nous affecterons, en outre, ce rapport d'un coefficient numérique. Soit donc ù cette variable
t Cl) O)
Nous avons, d'après (40'
Dlî = — m ( — ) ) r.co' — r.'w = mi - •
Soit z une fonction homogène et du degré zéro; sa dérivée, par rapport à Q, sera fournie par l'égalilé
D^ = — 2 r ^ -^ T, — ; = -— Vil = — mi - ] -i- ■ \ ' ôiù ' <Joj J du \oj/ diî
Par exemple, DA étant nul, on aura
dii
du m-'- '
,„^, ' ■ /»-- f/losAw'-^
(65) Tjto =
Si Ton suppose 7,(0' — r/to = i - , c'est-à-dire /?i = i , alors Q
coïncide avec la quantité désignée par log^ au Chapitre ^ III, et l'on retrouve la relation (VIII, 48)
•24 f/lng(y
Notons encore, d'après (43), cette autre conséquence
Nous venons de supposer une fonction ne contenant pas it. Prenons maintenant une fonction des trois variables u, co, co', homogène et de degré quelconque /), en sorte qu'en ait
C'est ainsi que ^u est une telle fonction eu degré H- i, iTw du
degré — ^t pit du degré — 2, etc. Prenons la combinaison
/(^, ii) =
OiP
c'est une fonction des deux seules variables v, Q. Calculons les
, , . , Ti 1 aF ()F ()F , 11,
dérivées. 11 est entendu crue^ ? -r— > ^—,3 . . . représentent les de-
^ ou oo) aw ^
rivées partielles de F(j^, to, to') dans lesquelles, après le calcul, on
1 /-\ y àf df 11/-'
remplace ?/ par awc. louant a y-j ■- ? . . ., ce sont les dérivées partielles de y par rapport aux deux variables v, Q, qui figurent dans cette fonction.
En dérivant, par rapport à ç^, to, w', les deux membres de l'égalité
(aP/{v, O) = F(2Wf, o), co') == F(«<, w, co'), (f/, = swt^) nous avons successivement
df do dV dY , df dY
^ '' du dix) du ÔLO dv doi
df dil dF
IX)P
dil diù diù
dF ,dF / ^ df\ df f diî , dil
du) ' diM ' V dv / dil\ ' d(ji ' dio
D'ailleurs, comme on le peut aussi vérifier directement d'après la définition de 0,
dil , dû , ^ 7?i /~
OCO OCO - 2 \C0
en sorte qu'il vient ici
,„\ dF ,dF / ^ df\ mr^ „ df
Nous allons faire usage de ces formules de changement de variables (68) et (69).
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Équation aux dérivées partielles, vérifiée par les fonctions 3;.
Conservons aux lettres employées les mêmes significations que dans le calcul précédent, et prenons la combinaison
(70) z = e-2';to^-(Awï2) 24y((,^û).
Les coefficients introduits sont homogènes et du degré zéro, en sorte que z est aussi une fonction des deux seules variables, v^ ù. Calculons les deux dérivées suivantes :
di>i ^ ^ \_(Jv-^ ' f)ç ^ ' -• . // J 1
Formons maintenant la combinaison
(71) ^= ck^--^ "'''■- éi>'
et examinons d'abord quels sont les termes contenant seulementy, sans dérivées.
Sauf le facteur placé en dehors des crochets, ces termes sont, d'après (65) et (67),
}6r,-oi-v- — 4Tr,io,
, . d r.oi
du. io- .
-^ g "i-' 2ïi ""^ 4(2/'-i-i)r.oi.
La somme de ces coefficients est (8/?r,oi H- ^gi^' ^'")- Les autres termes n'offrent pas de réduction, et Ton a ainsi
e2r)wi'-(Aoj»2; ""aT" U
ce que nous pouvons écrire, d'après les égalités (68) et (69), sous
cette autre forme
Telle est la transformation de la quantité U(7i), quand on pose, conformément à l'égalité (70),
(73) z = e-2-r,a).VA,oi2)~4- ^ ' "' "'^ "''\ u = 1i^^i',
^ ' ^ ' Cl)/-' '
et que F est une fonction homogène du degré p.
Nous retrouvons ici, dans l'expression (72) de U, le premier membre de l'équation (64); c'est aussi, nous l'avons vu (p. 32o), le premier membre de l'équation bien étudiée déjà
(74 ) -^^^-^y^-h St "'J = o.
Cette dernière a donc pour transformée, avec les variables ;,
ou, en supposant m ^ \ \ r,oj — Tj co = — 1 ?
ôv^ à .ogq '■
C'est l'équation déjà trouvée (VIIT, 37) comme étant satisfaite par les fonctions 'bv, d'après la forme de ces fonctions. Nous allons maintenant, d'une manière sommaire, retrouver ici, par une i^oie nouvelle, les principaux résultats obtenus au Chapitre VIII.
Expression des fonctions 5 par les fonctions ::'.
Supposons, dans (78), F remplacé par a*, dont le degré/j» est l'unité. La fonction
■.(.) = e-2vi^^-(Aa.t2)l^(^"^';^'"') satisfait à l'équation (70 o), puisque d satisfait à l'équation (74)-
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De plus, d'après la propriété de a",
la fonction :; a la propriété correspondante
c'est aussi, comme d, une fonction impaire. En admettant donc qu'elle se développe en série Irigonométrique, on posera
z(i') = Aisinf--!-A3sin3PT:-i-...-^ A2/,+i iin^-xn -\- i)v~ -h . . ..
L'équation ("jo a) impose aux coefficients A, indépendants de r, la condition générale
La solution de cette équation différentielle est
le coefficient C2n+i devant être purement numérique. Pour déterminer ce coefficient, invoquons, avec Jacobi ('), la propriété que possède d de s'annuler pour u =^ 2oj'; par conséquent z(v) doit
être nul pour c = — . Cette valeur de v donne
■ / \ ï 1 (2« + I)7;(— —{2n-hl]',:i-— \ I , „„,n o„a-i\
i,in( in -7- i)vT. = —A e w_e ' w = —J q~^^''+^'— q-'^+^),
^ Il ' ' -2.1 ^
A2„+lS;n(2n + l)t'- = ;^-.C.2n+iq^^^^ (g-(2«-H)_ ^2/i + l )
= Ac.„,y-.[,('^)'-/^/].
On doit donc avoir
C3 = Cl, C5=-i-Ci, C-= — Ci, C9 = + Ci,
(' ) Ueber die partielle Dijferentialgleichung, welcher die Zcihler und IVenner der elliptischen Functionen geniige leisten {Journal de Crelle, t. LWWl, et C.G.J. Jacobi's gesammelte Werke, t. II, p. 170).
Il n'y a donc plus qu'un coefficient numérique C\ inconnu dans la formule
fi i (ii^y I
x;(t>) = Cl [^^4 sint^TT — g* sin3P7H-...+ (— i)"ç\ 2 / sin(2n + ij^ir...]
Au Chapitre VIII, le coefficient, par où la série et la fonction considérée différaient, dépendait de ty, et il a fallu un détour assez long pour trouver l'expression eff"ective de cette série. Ici le coefficient numérique c, se trouve aisément. Supposons, à cet eff'et, que le discriminant tende vers zéro, g^ étant positif. Alors q tend vers zéro; et l'on a (Ghap. II et III, p. 67 et 89)
im^^ j-^ = 712.
D'autre part, la dégénérescence de du donne ici (VI, 38)
comme on le voit, en se rappelant que 7]tj> a pour limite —(V, Sa). On a donc
lim — -j— = 2 s/v: sin PTT, Cl = 2 ^tz-
Ainsi, en posant, comme au Chapitre VIII,
fi. - •
(76) ?JiV = lYq* ?,\nvTZ + q'* 'im'ivT: -^ . . .
-^{—iYq\ 2 ; sin(2/i + i)i'7î. . .J,
on a, pour cette fonction, l'expression
(^7) 3r,p= -1_^((;) = 4 /- A8 O-MC 2 "w ^ ?<=2a)C,
/tt V "^
conforme à celle qui a été déjà trouvée (VIII, 49)- Les autres relations analogues se déduisent immédiatement de celle-ci, et il n'est pas utile d'y insister. On peut seulement dire qu'il est loisible de les obtenir directement en construisant les autres fonctions S, comme on vient de le faire pour S,, au lieu de les déduire de 3,.
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Par exemple, en prenant, pour F, la fonction v^j — esdnii, qui satisfait à l'équation (74) 6t a pour degré p = — ^, on aura
cette fonction devra vérifier l'équation (70 a), et l'on pourra former son développement, comme on vient de le faire pour la précédente.
Équation aux dérivées partielles pour le calcul de la fonction '!;„(?<).
Soit encore ^{u, w, oj') une fonction satisfaisant à l'équation
(78) ^-DFh-J^^,«2F = o;
la fonction j-= F(/n^, to, to'), où n est une constante quelconque, vérifiera l'équation
Faisons le changement d'inconnue
y du^ z du^ ^ Ou ^ * '
- Df = ^DZ 4- n2D log3'M= i D^-+- «2(^2„ _ pj^ ^_ J^^2«-)-
Il en résulte la transformée
/ N 1 rPz dz / 0 \
En considérant la variable pu, au lieu de u, on aura
^ àz 1 dz ^ „ dz
âpu ' agi ^^^ dg3
= '^1:7, (2P «!:« + 4P'«— 5^2)+r2^3T— -t-3^2 -T^- O P « ^^2 (fgz
Si l'on met cette expression de D^ dans (79), on voit dispa-
raître les deux, termes en X^u, car on a
dz , dz
ou o pu
La variable pu remplaçant w, il faut aussi changer le premier
terme
d-z d^-z àz „
au- (d pu)' à p u
Ainsi, soient
_ F (nu)
X = pu,
F (il) satisfaisant à la relation (-8) : la fonction z vérifie l'équation
dz ôx
j — n'- Uiffi-^^ ^igl-^j ^nr-{nr- — i)xz = o{^)
Supposons F(?^) = du. Alors :; coïncide avec la fonction '}«(«) qui sert de base à la théorie de la multiplication de l'argument.
Ainsi la fonction '}«(«) vérifie l'équation (80), qui pourra servir à calculer t!^,i(«).
Supposons, par exemple, n impair; '}«(i^) est alors un polynôme entier en pu, dont on connaît le premier terme (IV, i3),
<l,^(u) = nx - -^ Xx - -{-....
En écrivant ce poljnôme avec des coefficients indéterminés et substituant dans (80), on verra les coefficients se déterminer successivement sans difficulté. Mais nous ne voulons pas nous arrêter sur cette détermination, qui, déjà pour le cas n = 5, entraîne à des calculs fort longs. Cette méthode est, il est vrai, la seule que nous possédions pour trouver 'l,i («) sans calculer d'abord les fonctions d'indice moindre; mais elle n'a été jusqu'à présent d'aucun usage.
(') Celle équalion reparaîtra dans la ihéorie de la transformation; nous dirons alors comment elle s'est présentée dans les travaux récents de ^I. Kieperl et de M. F. Klein.
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Pour le cas où n est un nombre pair, l'équation (80) s'applique encore à 'In (m). Mais '}« (u) a la forme
et ^n est un polvnome entier en pu^ dont on connaît le premier terme {W , i3),
^'«(«) = -i«^~^ _Bx~^ "'--....
Il convient donc de faire, dans l'équation (80), le cliangement
z = p'u T„ = \/\x-i — g.2X — gi T;,.
On trouve ainsi la transformée
Il existe aussi une équation linéaire aux dérivées partielles, du second ordre, satisfaite par la fonction v,, (Chapitre I\ ) avec les variables indépendantes "■, et"'!]; mais cette équation très compliquée n'a pu être utilisée, et nous renverrons le lecteur au Mémoire où il pourra la trouver, s'il le désire (').
Sur un système d'équations différentielles.
Nous avons vu précédemment que, si z est une fonction homogène et du degré zéro, sa dérivée, par rapport à Q = log^y, s'obtient ainsi
Nous avons aussi formé De^; de l'expression (-^o) trouvée pour cette quantité, résulte, ainsi que de Dco= — 27,,
^ — = :zr>(|^2W' — 4eaw2r,co — 4eiW).
(') 5a/' deux équations aux dérivées partielles relatives à la multiplication de l'argument dans les fonctions elliptiques, par M. Halphen [^Comptes rendusy t. LXWVIII, p. 698; année 18^9).
33o PREMIÈRE PARTIE. — THÉORIE.
Joignons encore la relation (67) observons que g^i^i'^ est exprimable parcico^, e^w-, 63 oj^, ainsi
i ^2 <^* = ^I li>' ^2 <JJ" -^ ^2 W" ^3 W2 -!- ^3 O)- Cl OJ-,
et concluons que les quatre quantités 7,(0, e^.^- vérifient un système d'équations différentielles, dans lequel la dérivée de chaque inconnue, par rapport à Q, est exprimée sous forme quadratique et homogène en fonction des inconnues.
Comme la somme des trois quantités CaCo- est nulle, on peut introduire trois quantités seulement, au lieu de quatre. Posons donc
^a='^w — <?aw2, a, ^, 7=1, 2, 3.
Nous en concluons
xi\~ x^=^ 2T|C0 -^ eQ,w-— eyco- = 2r,w — ^a^^";
d(XR-^Xy) „ „ I , »,
Ainsi les trois quantités x^. vérifient le système d'équations différentielles simultanées (*)
sur lequel nous aurons occasion de revenir. Il se transforme d'une manière remarquable si l'on introduit ^2 W' et ^3^^. D'après la définition (6) de l'opération D, on a
(') Ce système d'équations fournit la solution d'un problème posé par M. Darboux (Annales de l'École Normale, 1' série, t. VII, p. i49). Il a été intégré par l'auteur du présent Ouvrage {Comptes rendus, t. XCII, p. iioi). Voir, sur le même sujet, une Note de M. Brioschi et une seconde Note de M. Halphen dans le
même Volume, p. 1889 et i4o4 (année 1881).
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Il en résulte
ri "■^ i,\'*
dt
= 3^3w6r,oj — i ^|a)8.
dt
En j joignant l'équation déjà citée driixi , „ „ ,
on a ainsi un autre système, qui est un transformé du précédent. Remplaçant r,w, gitji'^^ ^3^" pa^* ^6S lettres x^y, z, on peut dire que le système
\ dt b"^
est le transformé du précédent (8i) par la substitution
X — ^{^i-\- ^i-T- X3), y — î(^f -+-^| + x| — X1X2 — x^cci— X3X1),
Z = -^{iXx — X-i J73)(2^2 — X3 Xi){lXi — X^ — X^).
C'est ce qu'on voit aisément en exprimant Ci, e^, e^ par .r,, x<i, ^8, puis ^2 et ^3 par e,, e,, ^3.
DÉVELOPPEMENT DES PÉRIODES EN SÉRIES HYPERGÉOMÉTRIQUES
Équation hypergéométrique. — Série hypergéomjtrique. — Diverses solutions de l'équation hypergéométrique. — Cas particulier oi!i l'un des coefficients est nul. — Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant positif. — Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant négatif. — Développement de K et K'. — Intégrales complètes de Legendre.
Équation hypergéométrique.
Soit Féqualion
^x — «1 ' X — a, X — a,i / dx
4 l(x — ai){x — a,)
^ \—qi—qz-^qK , ï — qz—qi
(x — ai){x — aj) ' {x — a3){x
Elle a deux propriétés caractéristiques :
i" Si l'on y fait >' =: (.r — a,)^' Y, la transformée en Y ne diffère de la précédente que par le changement de ^, en — q,. En effet, en dénotant les dérivées par des accents, ou a
y \ X — ai \
7i(7i— ') {x — aiY '
y Y ar — « 1 '
d'où résulte
i-7i y _ ^" _^ '-^^'i X — «1 J Y X — ai
I — 72 .X' I — 72 Y' ^ — «2 y ~ X — Ui \
{x — ai){x — «j)
I — 7i y _ 1-73 Y'_^ X — «3 y X — aj Y
(.r — ai)(a7 — as)
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D'ailleurs
_ (j — qi —qj)-— ql-^ iqi('i — q-2)
_ (r— 7,— 7.> )-^— y| _ Cl — q, — q. — q^)(i — q\— q-i— q^\ i 4
Le coefficient de y^ dans (i), se compose de la somme de trois termes. La dernière égalité montre que le premier de ces trois termes subit la transformation indiquée; en échangeant les indices 2 et !1, on obtient pareil résultat pour le troisième terme; quant au second, il n'est pas altéré par le changement de q\ en — q^. Le résultat annoncé est donc établi.
2° Si l'on fait le changement de variables
accompagné du changement de lettres a A,,-- 3
la transformée en X, Y reproduit la proposée, sauf changement de j?, j', «,, a-ii «3 en X, Y, A,, Ao, A3. Pour le prouver, soient
1 — qi— qi—q^
u = x'X -i- 3', Un= a'A„-
on en déduit
11 suit de là les relations
1 cIy u [ I d\
r/\ — — , —, dx .
y dx a;i' — ^a'V Y d\
\ d'-y I u Y\ ^ d^X ^ , , I rfY , ^ „■]
Si l'on écrit la transformée ainsi
ses coefficients auront les expressions suivantes :
uP = .(X H-I)a' -4- ^7^',^"' - ^7J^-^r^ -^ ''x-ir '
|_ A — Al A — A2 A. — A3 I
^ X r(l— gi — ^2^^3)t<it<2
' 'il (X-Ai)(X-A2)
_^ {i — qi—q^-^q\)UiU^ ^ (i — g^ — q\ — qi')uz' ■ (X-A,)(X-A3) ' (X-A3)(X-A,j
Dans l'expression de ;^P, remplaçons 2(-: -h i) par
(i — ^i) + (i — 5^2) --(1 — ^3), qui lui est égal. On a
Uj _ ,. a^A,^- P' _ a'X + p' _ u
X — Al X — Al X — Al X — Al
La même transformation étant faite pour chacun des trois termes analogues, il en résulte
t — qi . ' — ^2 , T — ^5
X — Al X— A2 X — A
Le coefficient P a donc bien la forme annoncée. Pour s'assurer qu'il en est de même à l'égard de Q, considérons la quantité
,p. _ X (l- g, — g,-^ç^)u^- II- I\ ^ - ï^ ; r^ : -T- . . . ,
2 (X-Ai)cX-A,j Décomposons cette dernière en fractions simples. Comme on a i<2 = (a'X-+- ;îi')2, il existe d'abord une partie entière
^^'-[{i — qi — q2 + qz) -^ (i — q-i— q^-^ qi) — {i — q-i — qi-^ q-i )]
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Pour obtenir le numérateur de la fraction ayant pour dénominateur X — A), il faut prendre dans u'-R les deux fractions dont les dénominateurs sont (X — A,)(X — Ao) et (X — A,)(X — A3). La première fournit le résidu
la seconde
Al — A3
Dans w-Q les deux fractions dont les dénominateurs sont aussi (X — A, )(X — Ao) et (X — A,)(X — A3) donnent les résidus correspondants
La somme de ces derniers, moins celle des premiers, fait
= — ^{i — q L — q-2-i- q-i)^' iii~ ^ (i — '/i — '/i— '/a)'-'' «<i = — -x'(i — 71) «i-
En y ajoutant le numérateur -:a'(i — q\)u\ de la fraction à dénominateur (X — A,), qui existe déjà dans i^-Q, on trouve ainsi zéro. Toutes les fractions disparaissent donc dans u-Ç^ — m-R. De plus, la partie entière disparaît aussi, d'après le calcul qui précède. Donc lâ^l = «-R, ce qui achève la démonstration.
Série hypergéométrique .
De ces deux propriétés résultent de nombreuses conséquences. En premier lieu, supposons <2( = 0, a-^^i, «3 =: ao ; l'équation (i) se réduit à
\ dx''- \ X X — i I dx
_^ (i — yi — qi—q-i )(r - gi — q-i-^q^) ^ ^
^x{x — ij -^
Si l'on fail
(3) Y = 1-7,, ^ = {{1— qi — q-i- q-i), ? = {{^— qi— q-i-^ qs), lY'quation s'écrit ainsi
C'est la forme emplovée par Gaiiss('). On vérifie par la substitution directe que cette équation admet la solution
i.Y i.a.YlY--')
Nous dénoterons par [^,, ^o» ^sî -^î] cette série; ainsi a, |B, v étant liés à ^), ^o» '/a pai' les relations (3), ou inversemeut
nous posons
(/) F(x, 3, Y, x) = [qi, q., rj^; x].
Diverses solutions de l'équation hypergéométrique . Si nous changeons de variables dans (2) en posant
on a précisément X= A,, Ao, A3, en correspondance avec
La transformée a donc la forme générale ci-dessus. Donc réf[uation générale (1) a, pour solution particulière,
/ON / ,- ;(i-'7i-7î-73) r ^2 — as X — ai~\
(8) yi=(x—a.i) î ' ' ' \r[i,q,,q3; ■
[_ a^ — ai X — «sj
(') Cari Fiiediich Gauss U'er/.e, t. III, p. 1^3, 197, •207.
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et toutes celles qu'on en déduit par l'échange des indices, ce qui donne six formes différentes. Telles sont les conséquences de la seconde proposition.
La première proposition fait connaître la solution
(9) j_, = (^-a3) ^ (^-«•)"' [-'^"'^^•^^-^^Tir^F-zrTraJ
déduite de celle qui précède. De cette dernière, on conclut encore par la même proposition (en v changeant 1 indice) cette autre solution
j = (^ — as) 2 {oc — ai)9,{x — a.2)l^\ — cji,—rj.2,cj3,^^—^^-^
Quant au changement du signe pour le troisième argument, on voit, par les formules (3) ou (6), que ce changement correspond à l'échange de a, [i, qui ne modifie pas la série.
Les diverses solutions qu'on obtient de la sorte se résument comme il suit : si Ton pose
(10) y = z(x — ai'p''' (x — aif-''- {j: — a3)i''' 2,
les diverses formes de z sont
avec celles qui s'en déduisent par la permutation des indices. Le changement du signe, pour le troisième argument, ne modifie pas la série. On a donc, en tout, vingt-quatre formes différentes pour r, et autant pour 7'.
Chacune fournit une solution de l'équation (i), linéaire et du second ordre. Entre trois quelconques d'entre elles il existe donc une relation linéaire et homogène à coefficients indépendants de x. Nous ne nous occuperons pas ici de trouver ces relations, qui constituent l'une des plus belles découvertes de Gauss : dans l'application que nous allons faire, ces relations seront tirées de la nature même du sujet. Il nous suffira de reconnaître comment les vingt-quatre séries, différentes parla forme, constituent, en fait, six fonctions différentes seulement, dont chacune se trouve déve- L 22
loppée de quatre manières diverses. Pour ce but, il nous faut d'abord examiner les conditions de convergence de ces séries.
Dans la série (5), le rapport d'un terme au précédent converge vers ^, quand le rang de ce terme croît au delà de toute limite. Cette série converge donc sous la condition, nécessaire à la fois et suffisante, que la valeur absolue (module) de x soit inférieure à l'unité. Dans les séries considérées ensuite, la variable x est rem-
placée par -^ '- ou les analosrues. L. est cette dernière
r r (i^ cL^ X — «3 ^
dont la valeur absolue doit être inférieure à l'unité pour la convei'gence. Si x, «i, «o, «3, quantités coinplexes quelconques, sont représentées sur le plan par des points de même nom, la valeur
absolue de — ^ est le rapport des lonofueurs — —
«2— «1 -r — «3 i J ^ a.ciy xtti
Le lieu des points x, pour lesquels ce rapport est l'unité, se compose du cercle Co, décrit sur le segment diamétral que les deux bissectrices de l'angle rt) «2 '''a interceptent sur la droite ^i «3. Suivant la disposition de la figure, le point rt| est intérieur ou extérieur à ce cercle, le point a^ est dans la région opposée. La valeur absolue du rapport est inférieure à l'unité et la série converge, quand le point X est, par rapport à ce cercle, dans la même région que le point a).
Il V a trois cercles analogues C(, Co, C3, ayant respectivement leurs centres sur «o^s, «3«), «1 «2 et passant respectivement par «1, rto, «3. Chacun d'eux partage le plan en deux régions, l'intérieur et l'extérieur du cercle. On dislingue ainsi des régions, au nombre de six, et pour chacune d'elles quatre séries qui convergent dans toute son étendue. Par exemple, les quatre séries
[, , rti — az X — «jT
convergent dans toute l'étendue de la région limitée par le cercle Co, et dans laquelle se trouver/, ; et les quatre autres
dans la région complémentaire, limitée par Co. mais où se trouve
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Chacun des points <7,, c(-2, cii appartient à deux des six régions; ainsi r/, se trouve à la fois dans deux des régions limitées par les cercles C^ et C3. La partie du plan commune à ces deux régions, qu'on peut appeler région («(), entoure le point <7| : huit séries v sont convergentes. Quatre de ces séries fournissent une seule et même fonction j'; les quatre autres, une seconde fonction j^. C'est ce que nous allons reconnaître aisément.
Nous pouvons d'abord distinguer, entre r^s dernières, les deux fonctions j'i eiy_\, représentées par les égalités (8) et (9). On y observe cette différence essentielle; quand x devient égal à r/|, >') d'une part, et [x — Ci )~"'^'j'_i de l'autre, convergent vers des limites finies, ditTérentes de zéro. Si, par exemple, on suppose q^ négatif (ou à partie réelle négative), j_x est infiniment grand pour^^ai. Toute solution de l'équation différentielle (i) peut être mise sous la forme Aj', + Bj'_, ; si donc une solution est fournie par une fonction qui reste finie pour x =^ Oi, elle sera de la forme A V). Prenons donc la solution qui se déduit de )'( par l'échange des indices 1 et 3, et concluons immédiatement, en observant les valeurs limites pour .r = <7,,
- y-qx-qt-
rt { (7.7 .T —
71, qi, q
) 5'i> 72, qi\ —
Cette égalité, ainsi prouvée pour le cas où q^ a sa partie réelle négative, est évidemment générale. On peut s'en convaincre, soit en observant la parfaite continuité des deux membres, envisagés comme des fonctions de ^1 , soit encore en remarquant que les deux fonctions coïncident, ainsi que leurs dérivées par rapport à x^ pourx = «), et constituent donc une seule et même solution de l'équation dillerentielie (i).
De la seule égalité (12), on peut déduire les autres relations analogues en se rappelant que le changement du signe, pour le troisième argument, n'altère pas la série. Mais il est plus simple encore de reconnaître directement, par un raisonnement tout pareil, la même fonction j'i sous les quatre formes suivantes, déduites de
(10) et (le (i i) avec permutation des indices 2,3:
Ji =
(fl
'?" '^^ '^^ ^IIT^ 5— ^3] '
/ :r — fl.7 \ 2 OTj — rto .r — a\\
(s (' — f?! — '/s+'Za'* /SI- -1
a" «> \ 2 X «3 X'/a 1 «3— «9^7 ail
Semblablenient, en changeant dans ces quatre formules ^, en — ^1 , et multipliant les seconds membres par (^x — «,)'?', on a les c[uatre formes de r^,.
Nous avons ainsi reconnu, comme il a été annoncé, que les huit séries, convergentes dans la région (f^i), représentent en tout deux fonctions. Il en est de même pour les huit séries qui convergent dans la région («2) et aussi pour les huit autres qui convergent dans la région («3).
Cas particulier où l'un des coefficients est nul.
Les deux fonctions ji et r_, sont essentiellement distinctes; mais elles coïncident lorsque q^ est égal à zéro. D'après les principes du Calcul différentiel, l'équation (i) admet alors, outre la solution >,, cette autre
1' = Il in •:^ •
Si l'on pose j'i =/(^( ); on en déduit, d'après (8) et (9), / X — ai\'h
y = lim i'-i-^^ = (p ) - 1 j. loj, ^^i^ .
Nous rencontrerons, dans la suite, ce cas particulier; d'après la forme du développement (5) et les relations (3), il n'y aura
aucune difficulté à composer le développement de f -f-^ )
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Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant positif.
La lettre x désignant A'- eu et oj étant une période, nous avons
obtenu (IX. 54) pour x Téquation hypergéométrique
Elle est dans la forme même de Gauss ; la correspondance des quantités a et des nombres q est la suivante :
a \ o , I , oc , q : h h o.
Elle offre la particularité signalée tout à l'heure, que l'un des nombres q est nul.
L'ordre des indices (i, 2, 3) et l'ordre (i, 3, 2) donnent les mêmes intégrales, développées suivant les puissances de J ou de
j • L'ordre (2, i, 3) et Tordre (2, 3, i) donnent les développements suivant les puissances de I — Jet de — — L'ordre (3, 2, i)et l'ordre (3, 1,2) donnent les développements suivant les puissances
de -r et de 7 •
Supposons le discriminant A positit. D'après la relation
on voit que J est supérieur à l'unité. Les développements suivant les puissances de — j — -et sui\ant les puissances de -r convergent donc.
Envisageons d'abord les premiers.
L'ordre étant ici (2, 3, i), les deux intégrales particulières sont
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La solution la plus générale est, avec deux constantes arbitraires,
X = aXi -r- l>X-2.
A cause des relations (i4) Lo=x^"^^, A = ^^J-J,
nous aurons, pour une demi-période quelconque co, la forme
et il s'agit de trouver les nombi-es <7, b. A cet effet, supposons, pour fixer les idées, g-^ positif, et envisageons, pour o), la demi-période réelle.
Si J devient égal à l'unité, nous avons déjà trouvé (II, p. 64)
r' dx _
De là résulte le coefficient a de l'équation (i5) {17) a = A \/-i.
La dérivée de x, par rapport à J, est infinie pour J = i . comme celle de x^^ mais on a
dx
lim /j — I —--=16.
D'après les égalités (IX; 53, 52,49), cette dernière relation se
change successivement comme il suit :
\b = lim J /.l — I = lim — L^ J '^f = lim — ^ J ^ y>^ a ( j ^ ,-j^ 2^/3 2 y/o
iim'vr.A '\l=~b^-d.
Joignons à cette égalité la précédente pour conclure
/ _L \ lim Uo a' -J =z a
lim ( Tj to ) = — ab /j .
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On a duilleurs, pour J = i,
eu = jco. r, = — ir, rio — r oj = — = i itm : r.io = - •
Par conséquent,
(i8) ab= ^, h^ ^= y
4/3 4v3a 4/<JA
Stirling a calculé aussi la constante numérique
(les quatre derniers chiffres sont dus à Gauss). On a, par là,
Les \aleurs numériques (17) et (20) de «, h étant substituées dans (i5), cette formule nous donne la demi-j)ériode réelle w. Le changement de _^-3 en — ^3, c'est-à-dire le changement du signe de \Ji — I , donne, par la même formule, la demi-période purement imaginaire w', divisée par i. Voici donc le résultat:
Si nous convenons maintenant de prendrel/ — . — positif, les grandeurs respectives de to et A- nous enseignent que le signe -fconvient à (o ou à -^ suivant que ^3 est négatif ou positif. A et B
sont les constantes numériques (16) et (19), calculées par Stirling. Les deux crochets représentent les séries h vpergéomé triques suivantes :
Considérons maintenant les développements suivant les puissances ascendantes de y- L'ordre des indices est 3, 2, i, en sorte
que le premier élément est nul. Les deux intégrales particulières sont, l'une finie, l'autre infinie comme log J, quand J devient infini. Or on a vu, au Chapitre II, que, le discriminant positif tendant vers zéro, l'une des deux quantités s/g-oM, yg^ — reste finie,
suivant le signe de g^, et que l'autre est infinie. Celle qui reste finie est donc proportionnelle à l'intégrale particulière qui, elle aussi, reste finie. Nous connaissons d'ailleurs (II, p. C'y) sa limite, et nous en pouvons conclure
(22) 4 oy =-;= o, -, -; - = --=F — , — , I, -r .
Pour la seconde intégrale, nous avons ici l'occasion d'appliquer la remarque faite, dans ce Chapitre, et relative au cas où le premier coefficient /y, devient nul. En supposant d'abord (7, différent de zéro, nous avons les deux intégrales particulières
f(^0 = [9ul,p^] et (i)V(-'7.),
pour composer les deux quantités s/go^- Faisant converger *y, vers zéro, nous remplaçons ces deux intégrales par /(o), déjà employée, et par |/(o) logJ +/'(o). La série f'{o), que nous désignerons par la lettre Q, se développe ainsi :
Il =zl
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On aura, pour la seconde période, une formule telle que V,^.i2^aJQ-^ilogj[^o,-,3;jJ|-.-^.[^o,-,-;jJ,
où y. et |B seront purement numériques. Mais on a vu, au Chapitre II, que, 0 désignant soit w, soit -V suivant le signe de ^3, la
quantité
l/y, 9. y/a v/3 — log 24 /3J
converge vers zéro, quand J devient infini. Il suit de là
U°"3>o, v'^Y , ( r I I il, , /-)
Développement des périodes en fonction de l'invariant absolu. Discriminant négatif.
Pour le cas du discriminant négatif, nous distinguerons suivant le signe de ff-i, que nous allons d'abord supposer positif. Les relations
font voir qu'en ce cas J est négatif; il y aura convergence pour les développements suivant les puissances ascendantes de r
et de -J . Voyons d'abord les derniers. Ils correspondent à
l'ordre des indices 1, 3, 2, et voici les deux intégrales particulières
Pour obtenir une demi-période oj, il faut multiplier par A '-
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On aura donc des expressions de cette forme
r. I J 1 „r I I J L3 '2 .] — ij ' L 3 -2 J — 1
où y., [j seront numériques. Si g^ est positif et que g-^ devienne nul, on a (III, p. 83)
«v^ ~ '"' ~ ^ ^ ^ ' Ji /^^^^ '
On n'a pas jusqu'à présent, croyons-nous, calculé celte inléj,a'ale définie, mais on pourra trouver, au besoin, son logarithme par les Tables des logarithmes des fonctions F, auxquelles nous renverrons. En posant donc
et observant que J s'évanouit avec g2, nous aurons déjà, dans le cas où 0-3 est positif, les valeurs numériques c et c ^/3 du coeffi-
cient a, répondant a Wo et -~
Soit maintenant
JNous en conclurons
2 d{ ^"oj,) ,^0^ ^ d} - ï'
et, d'après les relations (IX; 53, 02, 49)5 par "« calcul tout semblable à celui qui a été fait un peu plus haut,
Déjà, au Chap. \\\\ {Observations sur les cas particuliers, elc.)^ nous avons reconnu l'égalité
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qui a lieu quand ^2 esl nul et gi positif; on a, en même temps,
r, 5 oj 2 = —
En conséquence, voici les formules définitives : -^ < o, ^.•i>o, A'2>o;
Pour le cas où g^ est négatif, on aura, par l'échange des périodes,
V — gz
(26rt)
T^nr^'2'j^
Les développements suivant les puissances ascendantes de
7 donnent lieu aux mêmes observations que nous avons faites
précédemment pour ceux qui procèdent suivant les puissances de y Au Chapitre III, ou a vu, "-3 étant supposé positif, que
V^:)''^2 converge vers -^ quand A devient nul, et qu'en même
temps y/^s ^ ^-logi2''(i — J) converge vers zéro (p. 8y).
Il s'introduit ici la série
THÉORIE
rô(TT-i)---(-nr-»"0i^(f2+0---(r2-"^^-') S^
(i.2...nj-^
Il I
et Ion obtient les formules
Vé
^< O, ff3 > O,
r,/— Oj'., 2 ^ I r I I il, , . ,
/*-3-7^ = -/=Qi^-7= o, .^, -; \ logi23(i-J;.
11 nous reste enfin à examiner les formules propres au cas oi\^-, est négatif. L'invariant J est maintenant positif, inférieur à Tunité, et l'on peut employer les développements suivant les puissances ascendantes de J ou de (i — J).
L'analyse est absolument la même que dans les cas précédents, et il suffira de réunir ici les résultats :
Le coefficient c est ici le même que dans les formules (26).
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Au cas 0-3 ■< o, g2 ^ o, on doit seulement échanger, dans (28),
(o.> et -^
La même observation s'applique aux. formules suivantes : A < o, ^3 > o, ^2 < o,
f *v^ — À -^=r2A-j -îo; I — J ---,- ' nJ o; 1 — J \/i — 3,
où A et B sont les mêmes que dans (21).
Développement de K et K'.
Prenons la délinilion de K par une intégrale définie (II,' p. 62),
et développons, suivant les puissances ascendantes de Â-, la fonction à intégrer :
v/i — A- sin-cp
I— J/i2sin2'^4--^.2.P'''S'n*? -^tÎï i-f-l^'^^ sinScp +,..
Intégrons ensuite chaque terme du développement suivant la formule
Tt I 3 in — I
Jf sin2«cp do
Nous aurons ainsi, pour K, une série hjpergéométrique
On aura de même
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A cause de la relation k'-rr^ i — A-, et des propriétés de l'équation hjpergéométrique, on voit par là que K, R', et par suite «K' et toutes les périodes sont des solutions de l'équation différentielle suivante, où l'on a mis x au lieu de k-,
, -. ^ / cl'-Y , dy ,
(3o) x(i - y.) -^ -V- (i - 2-/.) ^ - ij- =. o.
Nous rencontrons là une des propriétés les plus curieuses de ces équations hypergéométriques particulières. En vertu des relations qui lient les invariants au module et to à K, l'équation (3o) est nécessairement une transformée de celle que nous avons formée précédemment,
La relation entre les invariants et le module (p. 60) peut s'écrire ainsi
et le multiplicateur )> a pour expression
Il en résulte
.-h /- -lATiF/i ,-4r<''-^"''-)('2— X)(l— 2X)1-^ . /-3-r , ,= .
AlV^> = i/3J«(J-') n- ,_ y^^.y.2 -\ =îv/3 V' 3- [•''-( !-•''-)] S
et voici la conséquence finale, digne d'attention à tous égards.
Si, dans l'équation (3o), on fait un changement de variables, en prenant pour nouvelle variable indépendante J, liée à x par (3i), et pour nouvelle inconnue z liée à y par la relation
on obtient pour transformée
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Intégrales complètes de Legendre.
C'esl ici le lieu de faire connaître, avec K et K', les deux quantités qui, dans les œuvres de Legendre, jouent le rôle des quantités employées maintenant, r, et r/.
Revenons aux formules du Chapitre I, et, le discriminant étant supposé positif, prenons la fonction
, , Il pu — e, e-i — eo i ^
an- -— — ~ : = i = i [pdi^ to ) — e-A
s/1 pu — es pu — Ci e^—e^^" *'
_ ^i — pf^i -4- to') _ d g] ?t -T- ^(î< -f- oj' )
^1 — ^3 du Cl — e.i
En l'intégrant depuis zéro jusqu'à to, nous aurons
/ cl n - — z du =
c 1 oj -:- T,
ei — e^
On a d'ailleurs
ce qui permet d'écrire la dernière relation sous cette autre forme
/ (In- //, du — -^ ' '■ = I do \J \ — /i-sin-o.
C'est cette dernière intégrale définie que Legendre a employée, en la désignant par la lettre E,
dx
(32) E = r 'd-0 y/i-/l2sin^ = f y^p^ ,'o ' ' '-0 y/i — ^-
Legendre considérait, en même temps, l'intégrale analogue, relative au module complémentaire,
(32 a) E'= / f/'iv/i— /^-'âin^'^ = / ^ dx = ^
Avec ces égalités (32) et (82 «), considérons aussi K = w v/^i — e-i 1 K' = — /ei — e^, et formons la quantité EK'-|- E'K — KR'. Nous obtenons (33) EK'^E'K — KK'= i( r.to' — r/to) = -•
C'est sous cette forme que Legendre avait trouvé la relation fondamentale entre les quatre constantes.
Il est utile aussi de connaître les expressions de dérivées de ces quantités par rapport au module, analogues à celles des dérivées de Vj, (jJ, par rapport aux invariants (IX ; 3-, 39). Voici comment on les trouve sans difficulté.
D'après la définition (32), on a
dE I f' sin-oc/o
(34) K - 2/.2 JL^,^-^ = ^ f d'^ v/i^^^i.^ = E. En différentiant E une seconde fois, nous obtenons
d-E _ i r' s\n'*od-^
C ' d sin'i C0SC5 , = / -y- , ' ' „ (/-p = o.
Posant A"-= x, on voit que E satisfait à léquation différentielle
(35) -/.(.- ■./||-^(I-•/.)^| + lE = o.
DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES EN SÉRIES A DOUBLE INDICE
Décomposition de p{nu) en fractions simples par rapport à pu. — Série qui se déduit de la formule de décomposition de p{nu) en fractions simples. — Séries à double indice. — Convergence de la série qui se déduit de la décomposition de p{nu) en fractions simples. — Développement de pu en série à double indice.— Observations sur le développement de pu. Double périodicité. — Développement de p'm, de p"u, etc., en séries à double indice. — Développement de Cm en série à double indice. — Développement de cru en produit à double indice. — Transformation de cr(u-f-a). — Nouvelle définition des fonctions elliptiques. — Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples. — Equivalence des périodes. — Expression de cr, m, t^u, r^u en produits à double indice.
Décomposition de p{nu) en fractions simples par rapport à pu.
La lliéorie de la multiplication de rargument a introduit une fonction <|/«(f<), caractérisée par ce fait qu'elle a pour racines les ^jii^^mcs parties de périodes. Considérons cette fonction spécialement dans le cas où n est un nombre impair. C'est alors un polynôme entier par rapport à pu, du degré ^{n- — i). Le coefficient du terme du plus haut degré est n. En désignant par (v diverses périodes, on pourra écrire ^'«('0 sous la forme
qui met les racines en évidence. Il faut seulement préciser les
quantités (v, dont le nombre est|(/i- — i), et dont la forme gé-
néi^ale est
w = 2/na) -H lin' m'.
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Les entiers m et lyi' sont quelconques; ils ne doivent seulement pas être nuls tous deux à la fois, et il faut les choisir de telle sorte
que j) — acquière successivement toutes les valeurs, au nombre de
\{n- — i), que cette expression est susceptible de représenter. Ce choix peut être fait de diverses manières ; aiTctons-nous au choix suivant :
1° Avec m = o, prenons m =1,2,0,..., ;
2" Prenons ensuite, pour m, l'un des nombres i , 2, 3.
et, en même temps, pour /;i', Tun quelconque des nombres
Cette manière de choisir w présente un avantage qui sera, \\n peu plus loin, utile à une démonstration : le nombre n devant être
pris de plus en plus grand, les diverses quantités —, ainsi choisies,
resteront dans des limites faciles à assigner, elles auront la forme yoo:) +/>'(o', où les fractions p et p' seront comprises, la première entre zéro et + i , la seconde entre — i et -h i .
On a vu, au Chapitre IV, que p(jiii) s'exprime en fonction de pu, par une fraction rationnelle dont le dénominateur est 'l'f^ (u), et dont le numérateur est d'un degré supérieur d'une unité à celui du dénominateur (p. 100).
Cette fraction, décomposée en fractions simples prend la forme
p{iiu) = p-f- ap«<-^ V
et nous allons y déterminer les coefficients.
En supposant d'abord m infiniment petit, et développant les deux membres suivant les puissances ascendantes de u (IV, 4)» on trouve
Posant ensuite u=^ h^ et développant suivant les puissances
ascendantes de r, on détermine A et A' par le calcul suivant
p(nit) = p{iv -^ n r) = p ( ni>) = —^^
Ap — '' n I
Ap"-
ft- « 11' n
La formule de décomposition est donc la suivante
Série qui se déduit de la formule de décomposition de p{nu) en fractions simples.
Dans la dernière formule, chansi^eons a en -, et nous aurons
I II
Examinons maintenant ce que celte formule devient si, a restant fixe, n croît au delà de toute limite.
Pour le premier terme, sa limite est — ; car - tend vers zéro et
ij - vers 1 unité.
Dans un quelconque des autres termes, en y considérant w comme
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une quantité fixe, on a des fonctions toutes infiniment grandes, et les parties principales sont les suivantes :
n iv- ' n tv3 ' '* « ~ i;'*
Ces deux fractions donnent ensemble
il/' Gu- _ l I 2
u'-(«"- — n'-)- (v-(w- — »'-) {u-^wy- ' (« — w )- iv-
On peut séparer cette somme en deux parties analogues
(«-T-tl')- H- (u II/- II'-
Ces quantités constituent deux termes de la série suivante
^ ' -^ ■^ U^ .^ \_i u — iV )- iV-j
où <r prend successivement toutes les valeurs
( j) n = 2/ioj — 2/i (o , , > = o, 1= I, =n 2, n: . . . , 1= 3C ,
/) = /?'= o excepté.
Cette série /"(«) apparaît ici comme composée des termes vers lesquels convergent les fractions simples de la formule (r). La conclusion que Ton doit naturellement chercher à établir, mais qui, actuellement, n'est en aucune façon prouvée, c'est que la série /(it), prolongée indéfiniment, est convergente et qu'elle converge vers pu.
Pour obtenir la limite dun terme quelconque de la formule (i), nous avons considéré iv comme une quantité fixe, tandis que iv doit acquérir toutes les valeurs 2mco+ ^tn'M\ choisies comme il a été expliqué dans le paragraphe précédent. Non seulement les limites supérieures de m et m ne sont pas fixes, mais elles deviennent infinies avec /i, circonstance qui rend indispensable une démonstration ritroureuse.
La série (2) est d'une nature nouvelle, et l'on n'en a pas considéré d'analogues avant la théorie des fonctions elliptiques. Tandis que, dans les séries usuelles, les termes sont déterminés uniquement par leur rang, c'est-à-dire par an seul indice, ici chaque terme dépend de deux indices /?, n' . 11 nous faut d'abord examiner avec soin ces séries nouvelles, pour revenir ensuite à la série (2) et prouver alors qu'elle converge vers pu.
Séries à double indice (').
Rappelons tout d'abord, sans les démontrer, trois propositions relatives aux séries ordinaires, à simple indice,
1° Soient T|, To, . . . , T,„, ... les valeurs absolues (modules) de ?|, fo, . . . , t,„. .... Si la série ï, -j- ToH- . . . + T,„ + . . . converge, la série /, + /o^-- • •+ //«H-- • • est dite absolument convergente. Elle a celte propriété que sa somme n'est pas altérée si l'on intervertit arbitrairement l'ordre de ses termes, c'est-à-dire si l'on range les termes suivant une loi quelconque qui n'en fasse omettre aucun.
2° Si Sju est le terme général d'une série S et que Sm ait pour expression asymptoticjue t,„, terme général d'une série absolument convergente, la série S est elle-même absolument convergente.
On dit que s„i a pour expression asymptotique t„i, si le rapport Sm • t„i tend vers l'unité quand m croît au delà de toute limite.
3" La série i H \- h ... H +-..., dans laquelle l'ex-
posant a est réel, est absolument convergente si a surpasse l'unilé. Elle diverge, au contraire, si a est égal ou inférieur à l'unilé.
Nous allons maintenant considérer les séries à double indice, et l'on doit être averti qvie nous envisagerons seulement celles qui sont absolument convergentes, c'est-à-dire dont la somme ne dé-
(') Cette théorie est principalement due à Eisenstcin ; le mode d'exposition employé ici est emprunté au Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. Camille Jordan (t. I, Chap. III, p. 161),
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pend pas de l'ordre des termes. Voici comment on reconnaît leur existence.
Soit /,„ „ un terme général dépendant de deux indices m, n, recevant chacun une infinité de valeurs. Rangeons les quantités /,„^„ à la suite les unes des autres, suivant une loi arbitraire, qui cependant n'en fasse omettre aucune. Nous formons ainsi une série ordinaire. Si celte dernière est absolument convei'gente, sa somme reste inaltérée quand on intervertit arbitrairement l'ordre des termes. La somme des quantités ^,„__„, arbitrairement rangées à la suite les unes des autres, a donc une limite bien déterminée, indépendante de l'ordre. C'est, par définition, la somme de la série "Et,,,^,!, qui est alors absolument convergente.
D'après cette définition, il est clair que la seconde proposition, relative aux séries ordinaires, a lieu aussi pour les séries à double indice : si s„,^,i est le terme général d'une série S, et que s„, « ait pour expression asymptotique ^,„ „, terme général d'une série absolument convergente, la série S est elle-même absolument convergente. On dit que s,„^n a pour expression asymptotique /,«,«, si le rapport s,ii^u '■ t„i,u tend vers l'unité quand m et n dépassent toute limite, chacun suivant une loi quelconque, et aussi quand l'un seulement des deux indices devient infini.
Nous allons donner un exemple, celui qui est fondamental pour les fonctions elliptiques.
Soient a, b deux quantités imaginaires quelconques
et [i un nombre réel. La série que nous envisageons a pour terme général
{ma — no )?
et les indices m^n doivent acquérir toutes les valeurs entières et positives, dont on exceptera toutefois les valeurs simultanées m ^ n =z o. Cherchons la condition pour que cette série soit absolument convergente.
Prenons d'abord les termes où l'indice m est un nombre fixe M, et où l'indice /i ne surpasse pas (M — i)^ ce sont ainsi les termes 'm,o» '.M.n •••1 'm,m~i- Figurons, sur le plan, la quantité complexe
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(M« H- 7ih). Elle se construit ainsi {Jig. 6). A partir de l'orii^ine on porte la droite o A représentant M«, c'est-à-dire que le point A a les coordonnées M«, et Mf/o; puis, à partir de A, on porte de même la droite AC représentant nb^ c'est-à-dire que le point C a, par rapport aux axes transportés en A, les coordonnées nbi et nb'i,.
Fis. 6.
Prolongeons la droite AC jusqu'au point B, qui représente (Ma + Mè); les différentes quantités (Ma H- iib)^ ii prenant successivement les valeurs o, i, 2, . . . , (M — 1), sont représentées par divers points C, tous contenus dans le segment AB.
Faisons, d'autre part, la même construction en portant, à partir de o, la droite «, aboutissant en un point a\ puis, à partir de ce point, la droite fc, aboutissant en un point b. Les triangles oAB et oab sont homothétiques ; le rapport d'homothétie est le nombre M. Les rayons oC sont égaux à M fois les rayons oc qui aboutissent au segment ab. Parmi ces derniers oc^ il en est un minimum p), et un maximum Oo. De même, les rayons oC sont compris entre Mo, etlMpo- Les deux longueurs pi, po dépendent seulementdela disposition delà figureoa^, nullement du nombreM.
Les rayons oC sont égaux aux valeurs absolues de (Ma + }ib). Ainsi les valeurs absolues de ÇMa-\-nb) sont comprises entre Mo, et Mp^; et, par conséquent, les valeurs absolues des termes
'm, 07 h\,\i • • ' 1 ^M.M-i i^ont comprises entre — — -7, et
somme des prise entre
somme des valeurs absolues de ces M termes est elle-même com-
>! mp-
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Envisageons, de même, les termes Zy m, ^j j,, ..., ^m_i m- Faisons la même construction dans l'ordre inverse, c'est-à-dire complétons le parallélogramme oaba' ] désignons par p', et p!, le plus jietit et le plus grand rajon allant de l'origine à un point du segment ha' ^ ou, ce qui revient au même, allant de b au segment oa. La somme des valeurs absolues des nouveaux termes est comprise
entre
II II
el —
A celte double suite de termes, joignons encore ^m,m- En désignant par p la longueur oh, on a pour la valeur absolue de ce terme
\ expression -■, qui est comprise entre zéro et — , ooient
maintenant
3 ■ .'3' "' ,8 p'^îi ■ p?
La somme totale des valeurs absolues de tous les termes considérés est comprise entre les deux limites
Les deux quantités positives R,, Ro dépendent seulement de la disposition du triangle oab. Mais il faut avoir soin d'observer que leur existence est subordonnée à l'existence même de ce triangle. Si les droites o«, ab coïncidaient, si, par exemple, b était situé sur le segment oa ou son prolongement, p', serait nul, et R, cesserait d'exister. Si b était situé sur le prolongement de «o , o, serait nul, et R, n'existerait pas non plus. Pour que les droites oa et ab ne coïncident pas, il faut et il suffit que {a^b-, — a^ibi) ne soit pas
nul, c'est-à-dire que le rapport j ne soit pas réel. Supposons (piil
en soit ainsi.
Les termes que nous avons envisagés sont tous ceux où le jjIus grand des deux indices /?i, n est égal à M. La somme de leurs valeurs absolues est comprise entre les deux limites (4).
En prenant successivement, pour M, les nombres i, 2, 3, . . ., nous reproduirons, rangés par groupes, tous les termes de notre
série, chacun pris une seule fois, et nous aurons formé une série ordinaire dont la somme sera comprise entre les deux limites
B.y -4- et R.y-^
Mais la série ^— ^ — ' suivant la troisième proposition, converge
ou divei'ge suivant que (|i — i) surpasse ou non Tunité. La condition de convergence absolue, pour notre série, est donc [^ >> 2. En résumé :
Si a et b sont deux quantités complexes, dojnt le rapport k'est pas réel, la condition de convergence absolue pour la série
{/na -r- nb )t> 11 \
(/?? ^ /? = o excepté), consiste en ce que l'exposant réel ,3 surpasse le nombre 2 (').
Avec la série précédente, prenons ces trois autres
(ma — nb)'y ^ {— ma -^ nb p'' ^ad {— ma — nb p'
OÙ ;??, n parcourent les mêmes suites de valeurs. Pour chacune d'elles, les deux conditions de convergence absolue, savoir ,3 > 2
et j imaginaire, sont les mêmes que pour la précédente. Il en est
donc de même pour la somme des quatre séries. En d'autres termes, les conditions de convergence absolue sont encore les mêmes pour la série
(o) > j-zi ,• = o, =1, rt: 2, . . ., =z 3=,
^ ' Jmd{ma— nb)? n\
m = /? = o étant excepté.
(') Ici, comme dans la troisième proposition, on peut supposer |i imaginaire, et la condition s'applique alors à la partie l'éelle de p; mais cette généralisation nous est inutile.
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Convergence de la série qui se déduit de la décomposition de p(/ia) en fractions simples.
Examinons, au point de vue de la convergence, la série /(«) (2), dont le terme général a pour expression
( 2 rt o) -1- -2/1' (jj' — it )- ( 1 II oj -^ 1 n M f
Les deux indices n et n' y doivent acquérir toutes les valeurs entières positives ou négatives, à l'exception de n = /l' ^ o.
Envisageant les fonctions elliptiques les plus générales, nous avons été conduits (Chap. YIII, Fonctions elliptiques à i/ivariants imaginaires) À considérer to et to' comme deux quantités quelconques dont le rapport est imaginaire. C'est exactement la supposition que nous venons, à l'instant, d'être contraints de faire pour les quantités «, b dans la dernière série.
Construisons, ainsi que nous l'avons fait avec a, b, un parallélogramme dont les sommets o, r/, b, a' représentent les points zéro, 2tù, 2(oj + u)'), 2tL)', et menons deux séries de droites équidistantes, dans chaque série, parallèles respectivement aux cotés de ce parallélogramme {Jig- 7). Le plan se trouve ainsi partagé
en un réseau de parallélogrammes égaux, dont les sommets rcpri'-sentent les quantités (^/jo) -+- 211' 10').
La quantité tt est, elle aussi, représentée par un point du plan;
le rapport
1 n 0} -+- i. n (ij
-, — 7 a pour valeur absolue le r;q)port des dis-
tances de Torigine à ce point et à un sommet du réseau; il tend vers zéro si ce sommet s'éloigne à l'infini, c'est-à-dire si l'un, au moins, des nombres /?, n' croît et dépasse toute limite, en valeur absolue.
Ecrivant 5 sous la forme suivante
4 /( oj -T- 4 '*' '^'
( ■?. n 10 -i- -1 11 to )•* I
nous reconnaissons que ce terme a pour expression asymptotique
-, — r^7 c est-a-clire, au racteur constant près, 2?<et, saut
(2/ICD -1-2/1 a> ;3 ? 1 ' '
changement des lettres, le terme général de la série (5). Le rapport tolto', qui remplace o\b, est imaginaire ; l'exposant [â est égal à 3. La série est donc absolument convergente. Donc, suivant une proposition générale rappelée précédemment, la série /{u) est absolument convergente.
Développement de j^ u en série à double indice .
Il reste à prouver que la somme de la série y (w) est égale à "pu. Cette démonstration peut maintenant se faire avec facilité, par les moyens usités en pareil cas. Considérons deux nombres positifs arbitraires M, M', et distinguons dans le second membre de la formule (i) deux parties : la première, composée des termes dans lesquels les deux indices /??, 7?^', composant (ï', sont, en valeur absolue, moindres que M et M' respectivement; la seconde, composée des autres termes. Cette décomposition peut se faire, si grands qu'on ait choisi M et M'; il suffit qu'on suppose n supérieur à 2M -f- i, qM'-(-i, et croissant à Tinfini, à partir de cette limite inférieure. Dans la première partie, les diverses valeurs de w sont indépendantes de /? ; par conséquent, les termes correspondants, dans la formule (i), tendent vers ceux de la série f{u)- On peut donc prendre n assez grand pour que la somme de ces termes dans (i) et la somme des termes correspondants dans /(?^) diffèrent moins que d'une quantité donnée. On peut, en même temps, prendre M et M' assez grands pour que la somme des autres termes, dans/(f<),
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soit aussi moindre qu'une quantité donnée, cela en vertu de la convergence de /(a). La démonstration sera complète si l'on établit qu'on peut aussi choisir M et M' assez grands pour que la somme des termes, composant la seconde partie dans la formule (i), soit elle-même moindre qu'une quantité donnée.
On a remarqué, dans le premier paragraphe de ce Chapitre, que
les valeurs de — =: c ont la forme ( pi<i -+■ p'oi'), les fractions />, p'
étant comprises, la première entre zéro et + i, la seconde entre — I et +1. Dans ces limites, les fonctions pv, p'v, p" v ont le seul infini r = o; par conséquent, les produits t'-j3r, — ^v'^p'v^ ^(''j/r, égaux à l'unité pour v=^o, restent finis, et l'on peut assigner des limites supérieures aux valeurs absolues de chacun d'eux. Ceci reconnu, prenons d'abord, dans la formule (i), le premier terme sous le signe de sommation. En l'écrivant ainsi
4(-Jt^^pV)=
nous reconnaissons qu'il a pour expression asjmptotique
Puisque ( — ^ v'"' p' v)- est une quantité limitée, ce terme est comparable à — -1 terme général d'une série absolument convergente:
et l'on peut prendre M et M' assez grands pour que la somme de tous les termes analogues soit aussi petite qu'on voudra.
Prenons ensuite, dans la formule (i), le second terme sous le signe de sommation. On peut l'écrire
n edf'ip'V)
V'' Il ^ n J \n^'^ n w^ ^ J
son expression asymptolique
est comparable à — ;, terme général d'une série absolument con-
vergente, et la conclusion est la même que précédemment. Il est donc établi que la fonction pu est représentée par la série convemente
= o, =1, zna,
Il == n' = O excepté.
Observations sur le développement de pu. Double périodicité.
Une des premières conséquences de la formule (6) se rapporte à une nouvelle forme du développement de pu suivant les puissances ascendantes de u. Effectivement, chaque terme étant développé suivant ces puissances, on obtient
Comparant cette formule à celle qu'on a déjà obtenue (IV, 4), on en déduit
f *°-2^3=2^3.5.7.ii2],-^' ••••
Ainsi toutes les séries > - — ^ où ni est un nombre entier
Ja^ (l'-'«
positif, au moins égala 2, s'expriment en fonction rationnelle et entière des deux premières d'entre elles. C'est là un fait algébrique des plus remarquables.
L'observation qu'il y a lieu de faire ensuite sur la formule (6), c'est que, peu utile pour le calcul numérique, elle est merveilleusement propre à mettre en évidence la nature de la fonction pu. On y lit, en effet, immédiatement que pu devient infini pour u = w, et que [( u — ^'^O'P '']"=»' ^ pour limite l'unité. La double
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périodicité n'est pas moins manifeste; car, si l'on change u en u-\-^v^ (^Wi étant une des quantités (v), tous les ternies qui contiennent u s'échanoenl les uns dans les autres. Toutefois la composition, un peu complexe, du terme général, formé de deux parties, ne laisse pas apercevoir tout d'abord si p[u + (v,) reproduit pu sans changement, ou bien augmenté d'une constante. Il est bon de vérifier sur la formule (6) que c'est le premier cas qui a lieu.
A cet effet, considérons d'abord la série 7 ; L
où la sommation s'applique à toutes les valeurs (v = iiim -t 2/i'a)', sauf (V = o et «• ^= — n-, . Cette série est absolument convergente, puisque c'est simplement la précédente où l'on a remplacé u par (l'i, après avoir écarté deux termes. Puisqu'elle a une somme déterminée, cette somme est zéro; car l'ensemble des ciuantités — -
ne diffère pas de l'ensemble des quantités , -, • Nous pouvons
donc écrire la formule (6) comme il suit :
tv=:o, — (v, exceptés.
Cette dernière forme coïncide encore avec la suivante
(V = — iv, excepté.
Si l'on change maintenant w en ((V — *t') ), on pourra écrire aussi
^^ ^ {U-+- il'i )2 ' ^ [( U -4- IV i — iV )2 (V2 J '
IV = o excepté.
C'est justement l'expression de p (u -\- iX'i) suivant l'égalité (6) sans aucune transformation. On a donc vérifié directement la relation
qui exprime la double périodicité.
THÉORIE
Développement de p'u, de p"ii, etc., en séries à double indice.
Pour obtenir, à l'égard de p'u, p""» p'""? •••? les développements analogues, nous avons le choix entre deux moyens. Le premier, celui qui paraît d'abord le plus simple, consiste à prendre les dérivées aux deux membres dans la formule (6). Pour la rigueur, il suffît seulement de se convaincre que les dérivées de la série (6) sont égales aux séries composées avec les dérivées des termes. Ce fait résulte de ce que les séries ainsi obtenues sont uniformément convergentes par rapport à ?^ ('), et cette propriété s'établit immédiatement au moyen de l'analyse qui précède.
Mais une autre voie, non moins facile et plus conforme à notre mode d'exposition, s'ouvre aussi, et nous allons la suivre, en dérivant les deux membres de la formule (i); puis, comme précédemment, nous supposerons n infini. Voici, à cet effet, une transformation de l'égalité (i). Prenons la formule d'addition, pour la fonction ^ (V, i6rt),
et concluons, en dérivant par rapport à r,
p(;t + p)-j-p(ii — (•) — 2pc
V " — JJ
Mettant -, — au lieu de u et r, et nous reportant à la formule (i), nous pourrons l'écrire ainsi
ou mieux encore
1 I ji
f (V = 2 /;i 10 -f- 2 /n' co' ,
m = m' ^ o excepté.
(') Au sujet de la convergence uniforme et de la différcntiation des séries, on peut consulter le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. C. Jordan, t. I, p. 117.
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On remarquera que cette forme du second membre fournit, plus immédiatement que dans la formule (i), la limite de chaque terme, pour /? ^ X . Mais elle exigerait un détour de raisonnement pour qu'on en pût conclure qu'effectivement le second membre et la série (6) ont même limite. Ce détour cesse d'être nécessaire à l'égard des formules dérivées de (8). Pour ces dernières, tous les termes suivent une seule et même loi, et l'on peut écrire en général
( w = 1 m 10 -h 1 m 10 , , > = o, nz I , _ 2, .
1 rn \
Nous concluons de là, pour la formule limite,
[ jy[A'« = ( — i)!J..2.3.. .(.j._L-,)y
( Il — ir jU-+2
w = AHM -h 2n M , , > = o, =r I, dz 2, . . . . z[r 00 ,
En effets d'abord, tous les termes de la somme (9) où tji, m', en valeur absolue, sont respectivement moindres que deux nombres arbitraires M, M', convergent vers les termes correspondants de la série (10). En second lieu, la somme des valeurs absolues des termes de la somme (9), où ± m, rh m' dépassent M et M', peut, parle choix de M et M', être rendue aussi petite qu'on voudra. C'est cette dernière partie qui, non immédiatement évidente dans la formule (8), est évidente dans la formule actuelle (9).
Effectivement, un terme quelconque peut être écrit ainsi
Or (', ainsi qu'on l'a déjà observé, est limité dans une étendue telle que la fonction (^H-^-ptl^'i^ j reste toujours finie. On en peut dire
autant de cette même fonction quand on y remplace r par (r — j.
si n est pris assez grand. Le terme / diffère donc seulement par
un facteur limité de -, -— ^ > qui est, lui, le terme général d'une
(il W)^^^ T ' ' o
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série absolument convergente. Par conséquent, la somme des termes analogues à t, où m, /?^' surpassent M etM', peut être rendue inférieure à toute quantité donnée, comme il le fallait prouver.
La série (lo), de même que la précédente (6), met en évidence les infinis u = w des dérivées de jdw ; on y lit la double périodicité mieux encore que dans (6); car, si (v, est une période, le changement de u en (m h- w^ ) a pour simple effet d'échanger les termes les uns dans les autres.
Développement de Ijt en série à double indice.
On peut tirer le développement de "Qu de la formule (6) en intégrant aux deux membres. Mais nous adopterons encore la méthode plus élémentaire qui consiste à déduire d'abord de la formule ( 8) son analogue pour la fonction "C^u. En intégrant chaque membre
de cette égalité (8) et observant que iX^u )> (-^ ) ^nt
tous deux, la limite zéro pour u ^=- o, nous obtenons
(il) ^i<=-Ç--h_>( Ç •
^ ' nu II ^ \ n
et (ip doit être pris comme dans la formule (i). Voulant reproduire une analyse semblable aux précédentes, occupons-nous d'abord de ce qui en était tout à l'heure la troisième partie, en considérant les termes où les nombres m et dz ni! surpassent deux nombres arbitraires M et M'. D'après la formule d'addition (V, i6), transformons le terme général t^ du second membre (i i) successivement ainsi :
Il II IV- "
IV* ( I
terme général d'une série absolument convergente, puisqu'il est
comparable à — r- De là résulte que, n étant suffisamment "rand,
on peut prendre M et M' tels que la somme des termes ti soit, en valeur absolue, inférieure à toute quantité donnée.
Il reste maintenant à former, avec les limites des autres termes delà somme (ii), une série convergente. Mais, pour que, dans cette série, on puisse, comme dans les précédentes, séparer les termes qui répondent à deux valeurs de w, égales et de signes contraires, nous ajouterons, sous le signe sommatoire, dans (ii), les
, <^ iV y, / w\ . , , . , .
deux termes ^— et C ? qui se détruisent, et nous écrirons
(il rt) 111= - 1- -^ y \ : r-- r — ■: — ; p- \;
n n .Smà L 'i II n ' Il ii- n J
les valeurs de w seront alors les mêmes que dans la formule {^ o). De là se conclut la série
Il ^^\^it — w iV w- \
oix w a les mêmes valeurs que dans la formule (6). Le terme général de la série (12) est efTectivement la limite du terme général dans la somme (1 1 a). De plus, la série est absolument convergente;
car on a
terme comparable à - , •
La série (12), comme les précédentes, met en évidence les infinis de (!^a; quant à la propriété relative à l'addition d'une période, on peut la reconnaître par le calcul suivant, analogue à celui qui a été fait déjà pour la série pu, mais un peu plus compliqué.
Désignant par (\', une période, nous écrirons dabord, en exceptant de la sommation les valeurs (v ::=: o et (v^ = — «v,,
II ff-Hd'i (ï'ï (ï'i .^^[^u — iv ((J'-i-iv'i)- (ï'-l-d^ij
•^ Vu u -T- (l'i I I 1
Nous passerons de là à la forme suivante :
Dans la première série S,, est exceptée la seule valeur (V'= — «v'i ; dans les deux autres, sont exceptées les valeurs w = o et
tV = (V, .
La série So, qu'on a déjà rencontrée dans le calcul analogue pour pi(, est nulle. La série S3 est une quantité indépendante de
Kf qu'on désignera par — 2yJ, en y adjoignant le terme
Quant à la série S|, avec le terme qui la précède, elle représente ^(1/ H- (V,), comme il résulte du cliangement de w en (w — ir, ). On a donc effectivement
lu = tl{u -+- ir, j — o.-?;.
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avec cette expression de 2\
H'i ,^J |_l II' — (Ij J- ly -T- U] IV J
w = o, — iv'i exceptés.
Développement de :fu en produit à double indice.
Dans la formule (i i a), prenons, de part et d'autre, les fonctions dont les deux membres sont les dérivées logarithmiques, en déterminant les constantes de telle sorte que le rapport de chacune de ces deux fonctions à la variable u ait l'unité pour limite, quand u devient nul. Nous aurons ainsi
Il ^W II- 1
Les limites des termes de ce produit limité nous conduisent au produit infini
— \piv
(i4) ^"="Il('~i^)'
où w parcourt les mêmes valeurs que dans les séries (6) et (12). L'exactitude de cette formule (i4) sera établie si l'on prouve, comme on l'a fait précédemment pour les séries, que le produit des termes où, dans la formule (i3), :zz m et ± m' surpassent deux nombres donnés M et M', peut être rendu aussi voisin de l'unité qu'on voudra, par le choix de i\J et M'. Pour le montrer, réunissons les facteurs deux à deux, en groupant ensemble ceux qui répondent à deux valeurs de (v, égales et de signes contraires. Le produit ^3 de deux pareils facteurs, suivant la formule fondamentale (VI, 12), peut s'écrire
^ ( 1 ^ ( 1 II- W , II- w
\ n / \ n / —p- Il f u n- : — . P r
w n \ n II /
OU bien, en remplaçant encore — par r,
fn u\- / u^ Il H- „ ^ \u n) \n- •' n iv- ''
Meltant, au lieu de f-pr, la lettre a, qui représente ici, on se le rappelle, une quantité finie, on voit que t^ tend vers l'unité. Il existe donc une détermination du logarithme népérien de ^3 qui tend vers zéro; choisissant ainsi le logai'ithme, on a
, , /n ?f\ , fit- a u- \ u-
Cette quantité, quand n devient infini, a pour expression asymplotique
S3 = loir I — a - ] -T- a — - > \ (r2 / ir'-
qui est elle-même asymptotique à ~j terme général d'une
série absolument convergente. On peut donc choisir /i assez grand pour que la somme des logarithmes des termes ^3 diffère aussi
peu nu on voudra de là somme des quantités — -; cette der-
11 ^2 il*
nière, si l'on prend M et M' assez grands, est aussi petite qu'on veut. Donc la somme des logarithmes des termes ^3 peut être rendue moindre que toute quantité' donnée et, par conséquent, le produit des facteurs ^3 aussi voisin de l'unité qu'on voudra. La formule (14) est donc complètement prouvée.
On peut remarquer que nous n'avons pas eu à démontrer la convergence du produit infini (i4)') e^e résulte de notre analyse. Elle est d'ailleurs évidente. La convergence d'un produit infini a lieu, par définition, en même temps que celle de la série des logarithmes de ses facteurs, les logarithmes étant pris comme tout à l'heure : le logarithme du facteur général, dans le produit (i4), est
il a pour expression asymptotique — 0 ~;^' terme général d'une
série absolument convergente.
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La formule (i4) niet en évidence la nature de la fonction IjÙ, qui s'offre nettement comme avant, pour toute valeur de w, une valeur finie; on y voit les racines u = w. Quant aux propriétés relatives à l'addition d'une période, leur vérification n'offre aucune difficulté ; il suffit, pour la faire, de reproduire exactement le calcul qui a été développé dans le paragraphe précédent à l'égard de la série t,ii. Mais cette vérification va être effectuée d'une autre manière; ce sera une des conséquences de l'analyse qui va suivre.
Transformation de ■:'(u^a).
D'après la formule (i4)> les facteurs du produit infini •j ( u +«) ont la forme( i ~~)* Notre but actuel est de remplacer ces
facteurs par ( i — ) • Le rapport de ces facteurs est indépendant de u, car on a
C'est dans la transformation des exponentielles que réside le calcul. L'exponentielle qui accompagne le facteur envisagé a pour exposant p,
Considérons les deux quantités suivantes
u x-' it I a- o
pl= - I H ' p2= ; H '
et retranclions-les de p ; voici le résultat :
(l5) P = Pl-H P2-h j«- -- — ; -\-U\ --\ 1 ) •
Mettons, en outre, le premier facteur (?/-+- ci) sous la forme
I it'- u 1 II' Il
Remplaçons maintenant, dans le produit infini d(u -+- a), o par
l'expression (i5) et partageons ce produit en quatre autres, tous absolument convergents :
1° Une exponentielle dont l'exposant est
1° Une seconde exponentielle dont l'exposant est
3° Le produit provenant de l'adjonction des facteurs eP^ aux binômes ( I '-\-, avec le facteur a du produit (16),
4° Le produit provenant de l'adjonction des facteurs ePi aux binômes I I ^ j j auquel on adjoint les deux derniers facteurs
(i(3). Ce produit a la forme
où w parcourt toutes les périodes, y compris zéro. De cette façon, nous obtenons la formule
dont nous ferons divers usages.
Tout d'abord, nous allons en tirer parti pour reconnaître l'effet de l'addition d'une période iv^ à l'argument de la fonction d. Nous observerons, à cet effet, que f (11, a) est doublement périodique par rapport à a; car le changement de a en (a + çV)) échange, les uns dans les autres, les facteurs du produit (17). Connaissant déjà les deux relations
p(« -h iv'i) = pa, ^« -+- (V'i) = C« -+- 2-^,
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nous tirons de (i8)
:i{it-^a^ (fi) _ ■:!(a — k\\) ^,- ^^ _ 3' ( « -h- a ) j a
OU, sous une autre forme, en posant « -j- « = 6,
par conséquent,
G étant une quantité indépendante de u. Si ^ vv, est une demi-période effective, c'est-à-dire n'est pas une des quantités tr, on déterminera G par la supposition a-=. — -^(r,. Gomme du est manifestement une fonction impaire, on aura par là (en mettant w au lieu de ^ w,)
(iq) — ^ .^ =_ear,{«+to'^
IL
formule supposant essentiellement que w ne soit pas une période. Par l'addition successive de 2w, on obtient, comme on Ta fait au Ghapitre VI (p. 182), la formule générale
(19 a) -^-^ ^ =:^e2r,Ut+w)^
■-à II
où l'on doit prendre le signe moins quand tô n'est pas une période, le signe + dans le cas opposé.
Nouvelle définition des fonctions elliptiques.
Après avoir introduit les séries '^ (Ghapitre VIII), nous avons été conduits naturellement à généraliser les fonctions elliptiques : pour ce but, il a suffi de supposer, dans les séries 3, les deux périodes remplacées par deux quantités arbitraires, dont le rapport fût imaginaire. Dans le Ghapitre actuel, nous avons emprunté seulement les notions établies avant l'introduction des séries 27. Nous pouvons, avec les nouvelles séries, généraliser aussi les fonctions elliptiques par le même moyen. G'est ce que nous allons faire, et la suite de notre analyse nous ramènera, dans le Ghapitre XII7
aux mêmes séries ^, qui se présenteront ainsi d'une manière moins directe, mais plus naturelle, et plus conforme à l'ordre historique.
Voici donc le problème que nous allons traiter. Désignant par to et co' deux quantités arbitraires, dont le rapport ne soit pas réel, nous prenons les trois fonctions pu^ Ç«, du, définies par les égalités
vu
w = initi ^ in M ; , >^o, zrzi,~z2, ...,zizx,
n = n'= o excepté.
Nous nous proposons de prouver que ces fonctions jouissent des propriétés signalées comme caractéristiques dans le Chapitre VI
(Propriétés caractéristiques de iu. p. i84), savoir
(ai) ^log^»=:r«, ^^Uc^-pu,
U' -+-<•)-(" — t' ) (22) ^^r:n~^^ =pt^ — P
^ ' It , ^ V
Les propriétés de périodicité de ces fonctions ont déjà été tirées des seules formules (20), et nous avons déinontré que, id désignant une quelconque des quantités (p, on a
/ Y> {u -^ 1 Gi ) = p u , w ( ?< -^ 2 w j = ^ H -!- 2 7;, (23.) \ a'( 11-^20))
— —^ g2r|(it+cô).
La lettre f, désigne une quantité dont nous avons obtenu le développement. Enfin, par le moyen des seules formules (20), nous avons aussi obtenu l'égalité (18), où s'introduit une fonction à deux variables y (f^, a). Cette dernière est définie par un produit d'un nombre infini de facteurs (i7).
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Il peut d'abord sembler inutile de prouver les égalités (2i),quirésultent de la différentiation dans le produit -iu et dans la série Ç?/. Mais la seule preuve générale que l'on possède pour la différentiation des séries n'est pas assez élémentaire, et nous ne voulons pas l'invoquer ici. Au surplus, il n'est pas dénué d'intérêt d'établir les égalités (21) par un raisonnement facile et court, fondé sur la formule (18).
Nous allons faire usage de la formule de Tavlor, limitée à un terme quelconque, avec l'expression du reste, telle qu'elle a été donnée par M. Darboux (') pour les variables imaginaires,
Dans cette formule, le facteur A constitue la seule différence avec la formule depuis longtemps classique, mais propre seulement aux variables réelles; a et h sont réels ou imaginaires, H réel et compris entre zéro et 4- i,/> arbitraire; enfin A est une quantité inconnue, mais dont la valeur absolue (module) est inférieure à l'unité.
Appliquons cette formule avec les suppositions
o(A) = log(i — A), a = o, 11 = 1, /> = 3;
Delà définition (17) lirons le développement de log/(?/, a) et remplaçons chaque logarithme suivant la dernière formule; nous
Om
Bien entendu, les quantités inconnues A et 6 dépendent de u et varient d'un terme à l'autre, ^lais, supposant u suffisamment petil en valeur absolue (et nous allons le supposer tout à l'heure infini-
(') Dardolx, Sur les développements en série des fonctions d'une seule variable {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3' série, t. III, p. 291).
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ment petit), nous voyons que le second facteur, sous le signe de sommation, est essentiellement limité. On peut notamment, en limitant u^ faire en sorte que l'on ait
\ w — a / en valeur absolue.
Comme la série 7 ; -, est absolument convergente, nous
avons, en résumé (la valeur absolue de a étant limitée),
F(?(, a) — \ogf(u, a) = Au^,
et A est une quantité toujours finie. Donc d'abord F est nul avec u. En second lieu, le quotient de F par u est nul aussi avec u. Donc F a une dérivée par rapport à u, et cette dérivée est nulle avec 11. Ensuite le quotient de F par u- est nul en même temps. Donc F a une dérivée seconde par rapport à u, et celte dérivée est nulle aussi avec u.
Ceci reconnu, prenons, par rapport à «, la dérivée logarithmique au second membre de (18), et faisons u = o. Cette dérivée se réduit à J^a. D'après l'expression du premier membre, on a donc
et, par suite,
^^\og^'(u-^a)
Prenons la dérivée seconde du second membre de (18), toujours par rapport à u, puis supposons u = o. Cette dérivée se réduit à — pa. On a donc aussi
et les égalités (21) sont démontrées. Il reste à prouver l'égalité (22).
Mais nous ferons plus, et nous établirons directement la formule de décomposition en éléments simples (Chap. VII) pour les fonctions doublement périodiques composées avec des produits et des quotients de fonctions a".
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Nouvelle démonstration pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en éléments simples.
Considérons la fonction suivante
'{Il — a') j{ii — b'). . . '^{u — t')
où les facteurs sont en même nombre au numérateur et au dénominateur, où, de plus, la somme des racines est égale à la somme des infinis
('26) rt'-h 6' — . . .-H ^'= rt -f- 6 -h. . .-f- ^
On l'a vu au Chapitre VU, ceci est la forme générale des fonctions rationnelles de paei pu] mais actuellement nous devons faire abstraction de ce fait : nous avons seulement, d'après la relation (23), une conséquence de la condition ('i6) : ^{u) est doublement périodique. Nous profiterons de cette propriété au cours de notre analvse; mais c'est d'une autre manière que la condition (26) manifeste son importance tout d'abord.
Prenons, pour chaque fonction d dans le produit (20), un facteur de son développement, celui qui répond à une même période (T'. La condition (26) a pour effet de faire disparaître u dans l'exponentielle. Si, pour abréger, on pose
on obtient cette expression de ^(u) en produit infini absolument convergent
^^' ^ j X TT (<^ — " + «')("^ — "-+-^')---('^ — » + <') Jr^
f ^XX {w — u-+-a){w — u -^ b). . .{iv — u-ht)
Si nous limitions les valeurs absolues de 7i, n', nombres qui composent w = '2.IH.0 + 2/1' w', ^^{u) se changerait en unef/riclion rationnelle '^(w)-
Nous pouvons considérer ^I'(//) comme la limite vers laquelle
converge cette fraction 'j>{(t), quand, supposant toujours
=hrt<IV, ii=/i'<N',
les nombres N et N' deviennent infinis. Cela étant, nous allons décomposer 'j>(ii) en fractions simples et chercher la limite de la formule de décomposition; ce sera une nouvelle forme de ^{n). Les deux termes de la fraction '-2(11) étant d'un même degré, la partie entière, dans la décomposition, est indépendante de u. Soit C cette partie entière. Les fractions ont pour dénominateurs
(Il — a — w), {a — b — (p), ..., (u — t — iv),
avec les diverses valeurs de ^^v, y compris zéro. Les numérateurs de ces fractions, ou résidus, sont respectivement
t',v= [( u — t — iv) '■:?{u)]n = i+w Comparons-les avec les résidus correspondants de ^(u), savoir
,3,w= [iu— b~w)ft>{u)]u = !,+w,
u — t — iV) ^i>(u)]„-l+i^..
Chacun des derniers, a,,, par exemple, est le produit de facteurs en nombre illimité, mais ce produit est absolument convergent. Chacun des premiers, y.[^, par exemple, est le produit de facteurs en nombre limité, et tous les facteurs qui composent a',^, font partie du produit y.^^,^ absolument convergent. Mais la double périodicité de ^(ii) nous apprend aussi que les résidus a,^,, [3,,,, ..., t^, sont indépendants de w, et coïncident avec ag, ^0, . . ., Tq. Le produit, absolument convergent, a,^, a donc une valeur finie, qui ne varie pas avec (V, et l'on peut déjà affirmer que a'„, a, lui aussi, une valeur finie, dont on pourrait assigner une limite supérieure invariable, si grands que soient les nombres n et «'. U en est tout autant pour [S',,, . . ., t'^,. Soient donc M et M' deux nombres arbitraires, mais qu'on ne fera pas varier avec N et N'. Prenons les
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fractions où zzz n el ziz n' sont compris respectivement entre M, N et M', 'S', et distinguons par l'indice i les valeurs de (v correspondantes. La somme de ces fractions est
^d\u — a — iVi IL — b — tvj ••■ ^^ — ^ — ^^^J Nous servant de l'identité
w\{Wi — V)'
et y mettant successivement (a — a), (a — b), . . ., (w — t), à la place de ç, changeons S, en la somme de deux autres quantités :
\^ [ 'J-iv^^ u — a)' 3iv/" — b )-
"' ^^\_w\{ivx — ii-\-a) ' iv'l{(Vi — u-hb)
Cette dernière quantité ^^ donne lieu à l'observation suivante. Les numérateurs étant limités en valeur absolue, les termes qui composent S| sont ceux d'une série absolument convergente, car les dénominateurs sont comparables à w\. Donc on peut prendre Met M' assez grands pour que ci soit inférieur à une quantité donnée, si petite qu'elle soit.
Prenons, d'autre part, les fractions où riz /i et riz n' sont moindres respectivement que .M et M'. Quand w est ainsi limité, et que N, N' deviennent infinis, '^{u) tendant vers ^[ii)^ a,^, tend vers a,^,= ao. Donc a',,,, j3;^, ..., -[^ diffèrent de ao, [Bq, ..., To par des quantités que l'on peut rendre aussi petites qu'on voudra en prenant N et N' assez grands. La somme S de ces fractions peut donc se représenter par
el £ désigne une quantité infiniment petite quand N et N' sont infiniment grands. Ici w, rappelons-le, est une période quelconque, y compris zéro; mais ± /i et riz n' ne dépassent pas les nombres fixes M et M'.
Maintenant, en ajoutant et retranchant certains termes, écrivons S sous la forme
S = ç+Th-R,
Dans ces dernière's sommations, (v = o est excepté. On voit que R se compose du développement de
oc ,, ^ ( « - « ) ^ [i 0 r ( « - ^ ) + . • • -^ - 0 ? ( J/. - 0 ,
limité aux termes où n, n' ne dépassent pas M et M'. La dilTérence s' entre R. et cette dernière fonction peut donc être rendue aussi petite qu'on veut par le choix de M, M'. Soit donc
il>{u)= o(u) — olq !;(;< — «)— po Z{u — b) — . . . — -Zf, t{u — t),
nous avons
Les trois premiers termes C + ï|-t-T forment ensemble un binôme du premier degré en ii^ Pm -|- Q, dont l'analyse précédente ne laisse pas aisément apercevoir la forme limite. Mais, supposant N el N' infinis, nous avons [)our s, s', c, des quantités infiniment petites; le premier membre a pour limite la fonction
^\u) = *i « j — Gto Ç(i< — a ) -— fji) il( a — b) — . . . —- -Zu Hj u — t).
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Donc P?/ -h O a aussi une limite finie, quel que soil u ; donc P et Q ont des limites finies. Ainsi notre analyse conduit à ce résultat que ^'(m) se réduit à un binôme du premier degré en a. Il reste à établir que P est nul. C'est à quoi l'on parvient en observant la double périodicité de ^(u)- En effet, de l'égalité
W(u)= P« -T-Q, on déduit
W(U ^ 20J) — W(u) = 2P0J = — 2(0(0— %^. . .— To)t,, T(k -i- 2w') — T(?< ) = 2Po/ = — 2(ao-f- 3o-^. . .— To)t/.
Si donc on veut bien admettre comme établi que Ion n'a pas r,co' — r/(o = o, il en résulte nécessairement P = o, et l'on trouve en même temps que la somme des résidus est égale à zéro. Quoique la relation précise
TCU 7,0)=
ne soit pas encore établie dans l'analyse actuelle (ce que nous ferons d'ailleurs au Chapitre suivant), on peut cependant reconnaître sans nouveau calcul que (r.oj' — r/to) est la moitié d'un multiple impair de f-, et, par conséquent, n'est pas nul. Nous avons, en effet, en partant de la définition actuelle de iu, prouvé (équation 19) l'égalité
nu
qui est vraie toutes les fois que w n'est pas une période. Nous avons donc successivement
CCm-^Î a)'-r-2 0j)
— pir'it t O)'
de là, en multipliant membre à membre,
j ( «f -^ 2w'-^ 2OJ ) ,, ,^, , „, , , ,
D'autre part, les relations
il,(u -h 2 0}'') = tu -^ 2r/
conduisent à celle-ci
t(ji -f- 20J -+- 2Co') = lu -h i{ti -1- r/),
d'où Ton voit qu'avec a ôj = 2(o + ato', on a aussi a fi = ar, + arj'. Comme (oj h- to') n'est pas une période (oj et to' ayant leur rapport imaginaire), l'égalité (29), comparée à la précédente (28), exige qu'on ait
( 3o) e2(Y)w'-r/w) = — I , r, w' — -/j'io = ^ "^ "^ ' (t..
Nous avons donc prouvé par une analyse directe que tout produit de fonctions a*, tel que ^(^u\ est décomposable en une somme d'éléments simples : une constante, et des fonctions ^. Les infinis de la fonction sont supposés différents entre eux, c'est-à-dire tous simples. On peut de là passer aux autres cas, comme on l'a déjà fait au Chapitre VÏI pour une question analogue. Mais notre objet est uniquement ici de conclure la formule fondamentale (22), et c'est ce que nous ferons ainsi : prenons
^, , :^{u-^v):f{u — v) :^{ia)
les résidus sont zn i , et la constante se détermine par la condition
<!)((') = o. On a donc
Divisons les deux membres par d[2a), et faisons « = o. La quantité
' [t{a — u)-^t{aH-u)]
se présente sous la forme -• En prenant le rapport des dérivées, on a pour la limite
ÎL — JH— «) — P«] = — p«-
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De même à l'égard des deux autres termes, où u est remplacé par v; donc
= DP — ryu.
C'est la formule (22), que nous \oulions établir.
On ne manquera pas d'observer la grande portée de la démonstration qui vient d'être exposée. En prenant pour point de départ les définitions ( 20), nous avons immédiatement trouvé le théorème général de la décomposition en éléments simples pour les produits doublement périodiques composés avec les fonctions 3". De là se conclurait immédiatement la décomposition des fonctions rationnelles àe pu et p' Il en produits de fonctions i, et toute la substance du Chapitre A II.
Équivalence des périodes.
La définition des fonctions elliptiques par les formules (20) conduit à la notion d'équivalence des périodes, plus immédiatement encore et plus clairement que la théorie des séries 3?. Les périodes primitives 210, ato' se trouvent caractérisées, en effet, dans les formules (20) de cette unique manière : ce sont deux quantités telles que, si Ton pose
l'ensemble des quantités çv reproduise, dans un ordre quelconque, l'ensemble des quantités analogues, figurant dans les formules (20). 11 est dès lors évident que 2 63 et 2w' sont deux périodes primitives si l'on a en même temps
(!)'= a'w -i- 6'w', to' = a'ô) -T- ^'w',
c/, A, a', y , a, ^, a', fj étant des nombres entiers. C'est ce qu'on exprime en d'autres termes par les égalités
w = ato -^ bui', , , , ,
,, , «6 ^ 6rt = — I.
w = a oj -T- y o) ,
De plus, comme il n'y a aucune distinction entre co et o/, on peut supposer, sans restreindre la généralité,
ab' — ba' =^ -r- 1;
car il suffit, pour changer le signe du déterminant, d intervertir w et Ci' ou bien oj et oj'. Cette dernière convention apparaît ici comme ayant pour seul objet de laisser inaltérée la quantité ('/", 0/ — a/oj) quand on change les périodes primitives; car oh a
V) = «r, —br,', _., ., . , 7' 7 i\f ' ' \.
-fLù — r w = ( «y — ba )( ■/" w — T 10 ) ; 7; =^ a r^ — b T| ,
mais la suite de l'analyse actuelle, qui doit nous ramener aux séries 2î, présentera cette convention sous son véritable jour.
Expression de r'i », :r'2Z<, -^zu en produits à doubles indices.
Reprenons la formule (18) en l'écrivant ainsi
■^ Cl
Nous y retrouvons, au premier membre, cette même fonction de a dont nous avons appris à Ibrmer le développement suiNant les puissances ascendantes de u (VII, 48). Cette fonction est maintenant développée en produit à double indice y(i^, a).
Supposant, en particulier, pour a, une demi-période to^, nous avons, au premier membre, j^w. Voici donc le développement en
produit :
(3ij
CHAPITRE XII
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS r ET H? EN PRODUITS SIMPLES.
Développement de r^ en produit simple. — Démonstration de l'égalité
Développements de ru, r, ?/, r^u en produits simples. — Expression des trois
quantités j'aie - ' et de v^e^ — e, en produits. — Expression de %u et de pu en séries simples. — Expression de T,to et des racines e^ en séries simples. — Les séries 2r déduites des développements en produits.
Développement de :fîU en produit simple.
Après avoir développé les fonctions ^ en produits à double indice, on est naturellement conduit à transformer ces produits par le groupement des facteurs. Le groupement le plus simple est celui de tous les facteurs où l'un des indices a une seule et même valeur. C'est celui que nous allons effectuer. On peut opérer sur l'une quelconque des quatre fonctions i; nous choisirons jo '^- Il faudra, pour ce calcul, se souvenir du développement de la fonction cosinus en produit infini. Ce développement est connu dans les éléments sous la forme
cos [ -X
TT( ' 2)' n = 1, 3, 5, .. ., 2;-t — I,
Il est valable, quel que soit j;, réel ou imaginaire. Nous l'écrirons un peu autrement :
(i) cosi-a7=jj(^.-i-^jr",
n =-±z\, — 3, . . . , rr ( 2 ;i. -4- I ), . . . , ±: >:. I^'exponcnlielle qui complète chaque facteur linéaire disparaît
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quand on réunit ensemble deux facteurs correspondant à deux valeurs de n, égales et désignes opposés; par conséquent, la seconde formule découle de la première : elle offre l'avantage de contenir un produit absolument convergent, formé avec des facteurs linéaires.
En même temps que la formule (i), nous aurons à employer les deux suivantes, qui s'en déduisent par la différentiation logarithmique :
Prenons le développement (XT, 3i) de j^m en produit; supposons a =2, c'est-à-dire cox^w + fo', et nous pourrons écrire ainsi ce développement
^ Il 1 / n \2
'''" a'.yU= l I ( I ^L__ ]e«W-H«'a)'"' 2 Uw + H'toJ ^
'^, =±i, ±3 ±(2,u-^i),...=:oc.
\ oici la transformation que nous ferons subir au facteur général du produit (3). Nous l'écrirons
/ iï w' — u\ H
2 Vo)/
n to ,
n co
Laissant maintenant à n' une valeur constante, faisons le produit de tous les facteurs obtenus en faisant varier Ji. Nous avons partagé notre facteur général (4) en trois autres, séparés par des . points. Le produit de tous les facteurs analogues au premier est, d'après la formule (i), égal à
r. n M — Il
- /i'io' cos -
TZ II O
lanK „
enfin le produit des facteui's analogues au troisième donne
Nous avons ainsi (en mettant n au lieu de n')
"■n '^ Il ^ni
n=±l, ±3, . . .. =h(2[Ji-l- 1).. . . ±v:.
Pour simplifier cette expression, examinons les facteurs C„- En
posant
nous avons
cos = - \q'' -r
'°S<^"-2icoJ / i„
De là résulte que la série SlogC„ est convergente ; car, un facteur invariable étant omis, le terme général s'écrit sous l'une ou l'autre des deux formes
gn g -Il
Ces deux formes, l'une pour n positif, l'autre pour /i négatif, mettent la convergence en évidence. Au surplus, deux termes, où les valeurs de n ne diffèrent que par le signe, étant égaux entre eux, il suffit de donner à n des valeurs positives, et d'adopter alors l'une ou l'autre des deux formes, suivant que la valeur absolue de fj est inférieure ou supérieure à l'unité. C'est ici le lieu de convenir, comme on l'a déjà fait au Chapitre VJII, qu'o/i choisit (>->' et o
de telle sorte que -!— ait sa partie réelle positive; par suite, la valeur absolue de g est inférieure à l'unité.
Nous avons donc
(,_H^2m-lj2
Il convient de réunir cette série avec le terme e^ ; posant donc
nous aurons
On a manifestement B„ B„„= r , d'où résulte que les facteurs B,j disparaissent par le groupement des facteurs. Voici donc une première forme simple de développement :
(7) e-«"V2Z/=JJ
71 /l M Il T. n 10 -T- Il
cos - cos- •
„ lï 72 Co'
COS^-
2 OJ
/i = I, 3, . . . , (2[JL -h Ij, . . .-t- :o.
D'après la formule
cos (6 — c)cos(6-^c) = co?,-b — sin^c, on peut aussi écrire
sin2 — 2 w
COS^/l
n = i, 3, ...,(2[JL-f-i) D'après (5 a), nous avons
cosn ± sin — i + q"^±iq' sin —
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Cette transformation change la formule (8) en celle-ci
(9) e-"""- 0-2 " = JJ
T. U \ -h iq" COS ^ q-'^
n = ] , 3, . . . , (o [x -h i ), ...,-!- :c. En posant
ÏTZII
on peut écrire le facteur général du dernier produit sous cette forme
J -^ 2r/« COS '- q-" = (i -^ q" z- )( I -^ q" z~- ),
et changer alors la formule (9) en la suivante, où apparaissent deux produits distincts, convergents séparément,
(,o, .-......«^n-r^^fn^^^"'
n = \. 3, .... ('aa^-ii, . .. -^y:.
On peut encore obtenir d une autre manière la séparation en deux produits distincts, avec les facteurs qui figurent dans l'égalité (7); mais il y a lieu de substituer alors au facteur de convergence B,i un autre facteur plus simple. Nous avons
logB„=/^'Ç^". 2 o> J „ _ 1 „
Si n est positif, nous écrirons
Si n est négatif, n =--/?i, nous écrirons, au contraire, i-ii i — q"i _ i-u / iq"^ \
_ i-u I — q'^ _ ÏT.u
loirB-m =
T / • '1 'i-fl^^ 2r/'"
J^a série, composée des termes - — - — el — ? est conver-
gente et sa somme est nulle. On peut donc réduire le facteur de
2tO
convergence à e '^ , suivant le signe de /?; ce qui donne la formule
7Z /lOJ U
COS-
iizu 2 [0
TT /ICO -+- U ..
r *-* w ^2to
cos -
L TT nco
COS-
(it) e-""' C, " = I I
Il reste à trouver la signification de la constante a ; c est ce qui va être fait dans le paragraphe suivant.
Démonstration de l'égalité r,to' — T/a)= —
Par la définition de du en produit infini, nous avons trouvé, dans le Chapitre précédent (XI, 19),
Au dernier paragraphe de ce même Chapitre XI, nous avons reproduit la définition de (jr^n
d'où résulte que l'addition des périodes 2co et ato' a pour effet de multiplier aussi d^ par une exponentielle, du premier degré en u. En particulier, supposant a = 2, c'est-à-dire tOcj^: too = to + (o', on détermine immédiatement le terme indépendant de u par l'hypothèse u = — 0) ou u = — co' ; d'où résulte
(a'2(î<-r-2a)) „,. , t2 i = -ir- g2r,7i+w) CTîM '
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Ces deux dernières égalités caractérisent entièrement les deux constantes t., 7/. En retrouvant ces mêmes égalités par les dernières expressions de s'a, nous obtiendrons deux relations entre rt, 7., 7/, et atteindrons ainsi le douljle but poursuivi : i** exprimer a par les quantités déjà introduites; 1" démontrer la relation qui lie 7,, 7/, u), to'.
L'une quelconque des formules (7), (8), (9), (11) met en évidence que e"""' ri 2 II- reste inaltéré par le changement de u en {u -f- 1M). On a donc
- ' —- -^ g'*au)i.u-i-u>)
Comparée à la première relation (12), cette dernière donne
Pour le changement de a en (u -hato'), prenons la formule (i 1 ). Posons
T. TIm' U
cos - _ ' '•"
F(«) = TT- ^^^ '"^ « = i, 3, .... (2a^i), .. ,
n COS
en sorte que la formule (11) s'écrive
Par le changement de u en ?/ -f- 2 to' , (to' — u), (3(o' — ii)^ (5oj' — u), ... se changent en — (oj'-f- ii),{^i — u), (3to'— n), .... On a donc, en désignant par A une constante qu'il est inutile de préciser davantage,
F(K--'2co')=Acos- '■^—^e~ ^ F(u).
Résolvant par rapport à F(/^) et changeant u en (a — 210'), on a de même
cos-
2 to
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Changeons u en — //, nous aurons
¥(—ii — iio)=^ ^, e -'" F(— ?0-
cos -
De là résulte enfin
F(«-+-2W')F( — u — 2W') '-{n + Ui')
O'-i ( », -f- 2 w' ) ^ (H-(-(o'i e«'"+2(o')- ( 4rt w'— — I (H+tO')
Comparée à la seconde égalité (i'î), et a étant remplacé par son expression (i3), cette relation nous donne
■roi' i— ■2 • — — = 2 r, ,
T. 10 Ti CO =
C'est ce qu'on voulait établir.
Il est opportun de faire la remarque suivante : en établissant la formule (i i), on a explicitement supposé q inférieur à l'unité, en valeur absolue. Dans le cas opposé, en effet, la transformation du facteur de convergence B,^ aurait amené un changement du signe
iTïu
dans l'exposant de l'exponentielle e '-'" , comme on l'a vu plus
haut. Ce signe étant ainsi changé, on trouverait au lieu
de — pour (r,to' — y/w), comme il convient, en effet. On rencontre
la même circonstance si l'on emploie, pour faire la même démonstration, la formule (7), exercice recommandé au lecteur. La formule (10) se prête fort bien aussi à ce même calcul; le changement de u en Çu -+- 210') équivaut au changement de ;; en qz.
Le caractère général des produits infinis (■-), (8), (10), (11) consiste en ce que : i" par le changement de u en {it -h '^(>>), les facteurs se reproduisent, ou tels quels, ou changés de signe; 2° par le changement de u en (1/ -{- a^'^'), ils s'échangent les uns dans les autres.
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Développements de r'», r") «, a':j« en produits simples.
On pourrait répéter les calculs, qui viennent d'être faits pour jo?^, avec de très légers changements, et obtenir directement les nouveaux développements cherchés. Il est plus simple de changer la variable dans jo?/, en utilisant les formules ci-après :
^i II -T- 0)') , ,,, , -^m'
■i^lu — toi = r^ g-(ï]-i-r|' K«-w) — gr/w g-r," :f n
'^ ' a'(w-+- oj ) cfco "^ '
,, (j{u -h m) , ,,, ,, s'il) „ ,
■^^(u — tu )= ■ ~ g-(-r,-t-r/){M-M') — (,r/'w' g-r/w -^ „
j (to -i- (0 ) C'a)
a' 2(11 — 0) to' ) = - — ;, e'0"w" e-o"" s* ?<.
Ci'CO
Soient, pour abréger,
(i5) U = :î'a) e - , h'=:^(x>'e - , L"=:r'(.ij"c -
On déduit des formules ci-dessus les suivantes :
/o( u — M) — e ^ Jy,/3ll,
ilZ -. iTZ -In — uy
{ ' G) j /, ( u - ojO = e ^ jj„ e"^ ~^"~ /, »,
I (71/71 2u — oy'
1 foiu — to — 10') = e * p7, e * '" /».
Enij^loyons d'aljord la première égalité (iG) cl, observant qu'o:) ay";((o) = I , concluons
/", ( Il — to 1
Ji " = ~^-
Ji w
De là se déduit, pour chacune djs formes de ^j^u (7), (8), (9),
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(lo), (i i), une forme correspondante de d-iU, savoir
où /^ = 1 , 3, . . . , (2[x + i), . . . , -t- oo.
A ces égalités, nous devons joindre l'expression de fi^, qu'il suffît de prendre sous une seule forme, déduite, par exemple, de la relation (9),
U' rn(i-72/.-i)p
En employant la seconde égalité (16) et observant encore que /) (o) est égal à l'unité, nous aurons
72 ( M — OJ ) - — - I /a ( ii U) )
On transforme immédiatement les produits ('^) et (i i), qui subissent un très léger changement, celui des nombres impairs /i en des nombres pairs. De plus, il se trouve un facteur isolé provenant de cos - -, lequel, par le changement de u en (u — co'),
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devient ces ^^. Du produit (7), ainsi transformé, on conclut les
produits analogues à (8) et (9) par un calcul tout pareil à celui qui a été fait pour i^- Pour transformer le produit (10), on doit observer que, ;/ se changeant en [u — co'), z- se change alors en fj"^ :-• Les nombres impairs n se changent en des nombres pairs, et il y a un facteur isolé provenant de ('i + q z-)^ qui se change en (1 + ^-); ce dernier se transforme en (:; + ;;-•) par l'adjonction
du facteur -• Voici donc les formules finales :
- m OJ Il 77 Jtl OJ -I- Il
cos - cos
1 co
ce
où m = 2, 4,6, ... , l'j., .
(20) q e t7=nn(i-i-?^^-Mj ' /> = '. 2. 3, .... ^-00.
En suivant cet ordre dans le calcul, au lieu d'employer, telle quelle, la dernière égalité (16), il est un peu plus simple d'utiliser les deux dernières (16'), pour en conclure d'abord
\j fiiu — OJ) — fu.
Observant ensuite que - /«, comme - 3'«, a, pour u ^^o, une
4oo
limite égale à l'unité, on aura
I ,. fi(u — t<y) U „ = 0 "
La troisième forme (19) donne immédiatement cette dernière limite ainsi
I t: rnd — a2p)p
puis, le changement de u en (ii — co) entraînant celui de z en — iz-, on a immédiatement les formules suivantes
rin'-
e -^ cfu = — sin —
•0 II'e -"^ -iu = — sin —
. TT nnx> — u . ~ tnio -f- u
sin - «ni
2 10 2 co
2 co
■I\ II'-
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une leltre, savoir
[ q,= U{l-q^'P) =(,_g-2)(,_^V)(,_^G)..., ^ * Q.= n(.+ry^/->) = (i + g) (n-<73)(,-f-^5)....
Entre les trois derniers existe une relation très remarquable el très simple.
Si l'on désigne Q3 par ^(7)
on a
Q2Q3= (I - ry^)( I - ry6)(, _ ^rio). ..= 0(5,2 ,, (•^4) o(5r).^f-r/)='^(5r2).
D'autre part, en distinguant dans Q, les facteurs où les exposants de q- sont impairs, puis ceux où ces exposants sont pairs et non divisibles par 4? et ainsi de suite, on peut écrire
Qi = ?(-7-)?(- '/*)?(- 5'')----
Par conséquent; en employant successivement la relation (24) où Ton cliange q en q-, en q'', etc., on a
Comme q"^ a pour limite zéro quand n est infini, il résulte de là
(•^5) QiQ2Q3 = i.
L'égalité (21) nous donne
(26) {] = :fMe — _ 02 '
puis l'égalité (20)
ITZ
C26a) U := j'cj e - = -^;;^ j- ^;
enfin Tégalité (i8) conduit maintenant à celle-ci :
(266) V'=^io'e 2 =_ -^.
'' r vô
De là nous concluons, d'après les formules (VI, 49)5 les trois quantités y/<?a — e^, simplifiées au moyen de (aS ),
En extrayant les racines carrées, nous en déduisons
j y 2 co
Ces calculs sont tout à fait analogues à ceux du Chapitre VIII {44i 45? 46), et sur les racines quatrièmes des binômes (e, — e-y) il j a lieu de faire la même observation qu'en l'endroit cité. Au reste, le rapprochement sera complet quand, un peu plus loin, nous reviendrons aux séries &. Pour le moment, nous devons conclure des relations (28) : 1° l'expression du discriminant; 2° une identité
(30) Ql + i6gQj = Q|.
Expression de ^u et de pu en séries simples.
On obtient i^u et pu en prenant les dérivées logarithmiques du produit infini cî'w, sous une quelconque des formes (22). Aucune
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démonstration n'est exigible pour la légitimité de cette opération. En effet, dans le Chapitre précédent, on a prouvé rigoureusement que cette opération, faite sur le produit à double indice, conduit aux développements de "C^u et J3^^ en série à double indice. En opérant sur ces derniers les mêmes groupements de termes qu'on vient de faire sur le produit d'où ils dérivent, on obtiendra pour résultat des séries qui dérixeront de même du produit transformé.
Cette observation s'applique aussi aux produits qui représentent les fonctions a'r<. Comme les développements dont il s'agit sont de peu d'usage et, déplus, se calculent sans aucune difficulté, il suffira de consigner ici, à titre de spécimen, une de leurs formes : les égalités suivantes sont déduites de la troisième équation (a^) et de la troisième (17).
c/'" sin — -a " - -^^ cot
2 to 2 (Ji 10 jimâ T. U
m I — 9,7'" cos — -+- q-'"-
' <7'«(i -i- q-"^) COS — - — iq'-'
sin2 — ■ /„ I
-u cos r- q-
<7" SI II —
^(u -hio ) = r, -. '- ■ — > >
to to .^ T. a
n I — 27" cos — -\-q-'^
^^'^' ^' q"(i -+- q'-'') ros — — iq'^"
/ ~ii \-'
I 1 — 2<7" cos ^ h q-" j
Expression de r^o) et des racines e-j, en séries simples.
Le calcul de 'ioU nous a conduit à l'égalité (6), qui, à cause de la valeur (i3) de a, s'écrit ainsi
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C'est encomposantlefacteur deu-, clans l'exponentielle qui m iilliplie do, que nous avons trouvé cette formule. En faisant le calcul direct pour les autres cj, nous trouverions de même trois autres égalités analogues. Mais, a posteriori, nous pouvons obtenir ces égalités et retrouver la précédente par le moyen des formules (3i) et (32). Dabord, par la seconde formule (3i), en nous rappelant
que (pu 7,) est nul avec 11, nous obtenons
(33) r,co == J, ''-^■^■'^(,l'g,py ' /^ = 1,2, 3, . . ., 00. Dans cette même formule ( 3i), si Ion fait u =-- co, on a
(34) r,uy=-e,o,^-^lTJ-i^J^^j-^^^, /> = 1, 2, 3, . . . ,-x.
Puis, llans la seconde formule (3^), supposons successivement {( := to et II = o, nous aurons deux relations analogues à (34); la première sera justement celle que nous avions obtenue d'abord directement :
Gomme ^i + Co-h e-^ est nul, il résulte de là l'identité
{ /? = 1, 2, 3, ...,cc.
En outre, si l'on retranche membre à membre les égalités (33), (34), (35), (36) deux à deux, on obtient de nouvelles expressions pour les six quantités e» et (ea — ep). Ces expressions, comparées à celles qu'on a déjà obtenues, donnent lieu à des identités dont nous reconnaîtrons l'importance dans les applications à la théorie des nombres.
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Les séries 2r, déduites des développements en produits.
Parmi les cinq formes adoptées précédemment pour les produits a'x, il en est une où l'on a introduit une variable jz, au lieu de l'argument u, et les facteurs sont alors algébriques par rapport à cette variable. Tl est naturel de chercher à en conclure des développements suivant les puissances de :-, et on peut le tenter de deux
manières. Comme les produits s'offrent sous la forme F(^) F( -j>
on peut vouloir développer F(;) suivant les puissances ascendantes de z ; ce mode de développement offre de l'intérêt, mais nous n'en parlerons pas : il n'a jusqu'à présent aucune importance. La seconde manière consiste à développer le produit, comme un polynôme réciproque, suivant les quantités (z-P -\- z^P): c'est par là que nous retrouverons les séries 2î.
Nous allons opérer sur le développement de 3'|, par conséquent sur le produit qu'offre la quatrième formule (19). Pour y arriver, nous considérerons d'abord le polynôme limité suivant :
Il est composé de (2 |j. -f- i) facteurs, et évidemment réciproque,
cest-à-dire ne change point par le changement de :: en -• Il est
impair; son développement ne contiendra que des puissances de z à exposants impairs, dont les extrêmes seront ziz (aui -!- i).
La propriété vraiment caractéristique de ce polynôme consiste en ceci : si l'on y change ; en qz^ les facteurs s'échangent les uns dans les autres; car (cjPz + q~P z~^) devient (</(/'+*• :; -h q''^P'^^' z'^). La modification porte seulement sur les facteurs extrêmes, en sorte qu'on a
(38a) ig-Vz — rj'^z-^)o(gz ) = {q[i-+^z-^ q-^'J-^^^ z-i)^{z).
Si donc on suppose '-^(z) développé sous la forme
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les coefficients se déterminent immédiatement par l'équation récurrente
^-!^Av_i <7^"'-' -^ <7FAv^2v+i = ^jx+i v,_, ^ gr-CiA^i) Av,
Av-, = q-'-'' \,' .„^., Av.
D'ailleurs, le terme contenant la plus haute puissance de :; est le produit de toutes les quantités qP z, c'est-à-dire ;-i^+'. Donc Ajj. est égal à l'unité, et l'on a successivement
V ' 1 l — q'^ ^ l — qt ^
Af,._, =. ry-a'[^+i' ^' '^ ' ,^ " ^ <7'P-i'(!J.-2',
Mettant maintenant les termes suivant l'ordre croissant des indices, on a le développement cherché, où nous représentons par une seule lettre C le premier coefficient
(i — q'-\>-^*)(ï — </2iJ.-T-6 I. . .( r — yi[J.+2 I - (l-5r2;(, — 5ri)...(i -q'-^) '
(I — gr^H-^ijd— ^2[l+6) ^ \ " -5/
Dès lors que q est, en valeur absolue, inférieur à l'unité, ce polynôme ^ {:■)■, pour a infini, converge vers la somme de la série
La démonstration en est évidente, semblable à celles que nous avons employées plusieurs fois déjà; elle se fonde sur deux faits : i" tout terme de rang déterminé, dans <I^(^), a pour limite le terme de même rang de $, (;;); 2° les termes dont les rangs, dans
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<ï>(;), croissent indéfiniment avec ij., forment une somme infiniment petite.
Réunissons dans l'expression primitive (38) de '^(;j les deux facteurs qui répondent à deux valeurs de p égales et de signes opposés, et écrivons
{qi'z -f- q-Pz-^){q-i> z-^ qPz-^) = q-^-P{i-h q^Pz^-)(i 4- q^-i'z--). Il résulte de là
o{z) = q-'--P{z -r- z-^)n(i -^ qV' z^)U{l -h q'^P z- '-). p = i, 2, 3, . . ., ;ji;
ou bien, comme 2 S/? est égal à [ji.(ij(. -I- i),
Quand on suppose [x infini, le numérateur de G devient égal ît l'unité ; nous avons donc
(z-\-z-i)U(i -f- q'-Pz-^)n(i — q'-Pz'"^) n(i — q'-P ) = O'it,- ), /? = 1, 2, 3, ...,y..
Si l'on multiplie <ï>, (:;) par q' et qu'on pose, en outre,
on retrouve alors la série 'XJ-^v (VIII, 22)
\ '^.^v = q* (i>i{z)= iq* cosf tt -\-iq* cos3p- -^ . . .
\ -~-iq' C0S(2/» -H ijt'- + . . . .
Mettant, de même, v au lieu de z- dans le produit et réunissant les termes deux à deux, nous obtenons
(io) 'h'iv — -xq* cosi'-TT(i-4- 2<7'« cosiPT -l-<7-"') | | Ci — 7'")»
m III
/« = 2 , 4 • ..., 2 ;jt ,..., + ^.
A cette relation se joint la suivante, où intervient 2/, f défini par
l'égalité
Si (' = S/o ( ^ — (') = 2 <7 * sin t^ - — 2 ^ * sin 3 r 71 +
( -^ ( — i.)Piq* sin(2/J -+- i)i'-,
(42) ?JiV = iq* sinPTi | 1 (• — 2^'" cos2t^- -l- g--'") J !(• — ^'"),
m = 2 , 4 , • • • j 2 [i. , ... -4- OC.
On peut passer de S, ou l^o à ^3 et S»o par un changement de l'argument v, comme on l'a fait au Chapitre VIII. On peut aussi reproduire l'analyse précédente pour développer le produit qui figure dans l'expression (10) de d^u. C'est ce que nous allons faire en quelques mots.
Prenons le polynôme limité
dans lequel /? acquerra maintenant les valeurs
Ce polynôme, comme le précédent, est réciproque; mais il est pair et de degré ajx. Au lieu de la relation (38 «), il vérifie cette
autre analogue
2!J.— 1 2[JL— 1 \ / 2tH-I 2[l + l
( 2tH-I
\q -2 -^q , z-^)'h{qz)^\q ^- Z -^ q ^ z-^j^{z\
et l'on a, pour déterminer les coefficients, la relation suivante :
<jr-"-- -•'-^- ^
■' l ^yiJI- 2V + 2
En posant alors
ç, ^ (i- q'-\^+^-){i-q'-V-^'*)...{l-q'*V-) {l-q'-)il-q'*)...{l-r-n '
CHAPITRE XII. — DÉVELOPPEMENTS EN PRODUITS SIMPLES. -log
on obtient ce développement
n"( ;; ) = —, q'y-'li :■) = \
(r — r/2!^)(i— y2li-2) , / , -r- ' — n* I z*
Nous concluons alors que, u devenant infini, ^'(•:;) a pour limite la somme de la série
MV » = . ^ , (.>- _i) - r {.■■-. ^) -^ . . . - 'I" (-■'- i,) - • ■ ■ ■
Enfin, par la transformation des facteurs de '^(^), déjà faite pour ceux de Ci (; I. on conclut
(43) "^^iV = i-^ iq cosiVT. -^ iq* cos^v- -^ . . . — a^''" cos 2vt;- -i-. . ,
(44) 2rjc = rT(i — i-1" cof-ivT. — q'-" il 1(1 — 7-"},
En dernier lieu, le changement de r en (y -\-^) donne
(45) S^ot"= I — iq QOSIV--^ xq* C0S4^'~ ^- . . . — ( — I i'iq"'' COS2Vf--!-. . . ,
(16) ^u' = I I (i— ■'•7" cos2i^- — 7-"j I I (i — '7"')-
Si nous donnons à ç' la valeur zéro, dans les expressions de .^7^, .:?o. J.3 en produits, nous retrouvons les produits infinis désignés par les lettres Qf-ï-S) :
(Î7) 2?„=Q|Qo, 3;2=27*QîQ„, 2;3=Q|Qo, (1^ = 0).
Ces formules rendent manifeste la coïncidence des expressions (28), obtenues dans le présent Chapitre pour y^a — ep, ...,avec
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celles qu'on a obtenues précédemment (VIII, 46). Enfin la formule ( 'î'>) donne immédiatement pour t = o
(\S) ?j\ = i-rj' Ql, {V = o).
On voit par là que l'identité Qi QoQ;)^ i coïncide avec Tidenlilé (4^) 'lii Chapitre VIII, de même aussi que l'identité (3o) du (lliapilre actuel coïncide avec l'identité (4i, «) du Chapitre VIII.
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DEVELOPPEMENTS EN SERIES TRIGOXOMETRIOUES
Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espèce. — Autre développement des fonctions de seconde espèce. — Troisième développement des fonctions de seconde espèce. — Développements de ^i/, de ^{u-r- u'), de pu, p' u, etc. — Sur la racine réelle de l'équation 2r'j ( .^-, i v^) = o. — Développement de logrif et de \og~,jU. — Développement des douze quotients z',j,u: T'ait. — Développement des inverses des fonctions c. — Développements à convergence rapide pour les fonctions de seconde espèce. — Développement des inverses des produits formés avec deux fonctions r. — Développement des racines e„ et des invariants. — Développement des quantités y/e„ — Coj etc.
Développement des fonctions doublement périodiques de seconde espèce.
Nous avons déjà parlé plusieurs fois des fonctions de seconde espèce, qui ont une très grande importance, et pour la théorie el pour les applications. Leur définition a été donnée au Chapitre \ II. Elles ont pour type général
/•/ -Un ^ <•) ,
fiin ^ ep".
Prenons ici pour la constante p une valeur particulière
Posant alors
ITZn , 2 (1)
el employant la quatrième expression (XII, 22) de la fonction -3*
en produit, nous aurons
w_ .- 1 — "' ^-' TT {i — g"'){i — g'"z-^f^) -rr
m ni
fn = -i, 4i •■■, ilJ-, ••■, -i- =c. Considérons, d'autre part, la fraction limitée suivante
n'(i — a") n(i— ^"xy)
II(I— a".î:)n(i— a"j)
dans laquelle, pour former les divers facteurs des produits, on donne à n les valeurs
rt = — a, - ;ji -1- I , — |X -r- 2, . . . , . . . — ( [Ji — I ), ;jt,
c'est-à-dire celle des entiers successifs de — a à + ix inclusivement, sauf toutefois pour le produit H' où l'on ne donne pas à n la valeur zéro.
Nous allons d'abord reconnaître que cette fraction (i), si l'on y fait croître [j. au delà de toute limite, ne diffère pas de la précédente. En effet, si l'on y sépare d'abord les facteurs répondant à n = G, et qu'on y mette en évidence ceux où n est négatif et égal à — n', on pourra l'écrire ainsi
I — .ri' -|-T (i — a")(i — 5t''3:j) TrTr (i — 2c-«')(i — t.-"' xy )
\ '■^'■'^' ■^'~{\ — x){\ —y)\.L (i— 'x"x){i — a«7) JLX (i— t.-'^' x){i— a-'^'j )
' _ \ — xy -|-|- (r — a")(i — a"xr-)TX(i — =t'* )(i — a" a^^ijK"' )
~ {i — x)(i—y)LL(i— a«j")(i— a"r) J-l (i — a«'a7-»)(i — a«y-i j'
et les nombres n, n' seront les entiers positifs i, 2, . . . , jx. Si maintenant on suppose
(3) '^^q-, x = z\ y = i-, on a évidemment
(4) lim?(-2?, 7) = — --^/('O- |j. = 00 i •'■
En faisant donc subir une transformation quelconque à Z'(x,v) et prenant la limite de la formule obtenue, nous aurons obtenu une transformation de /(;/).
Nous allons, pour ce but, décomposer 'S)(x,y) en fractions simj)les par rapport à la variable j^.
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Il existe d'abord un terme C indépendant de^', savoir
En second lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — j) a pour numérateur
II'(i — a«)n(i — a"ar) _
ri(i — a"j:) rr(i — a" > ~ '■
En troisième lieu, la fraction dont le dénominateur est (i — ^0 ) a pour numérateur
Nous y désignons, au dénominateur, par II' le produit des facteurs indiqués, en évitant seulement celui qui serait nul (/? = v). Prenons d'abord v positif; supprimant les facteurs communs aux deux termes de A^, nous aurons
I — a!-"- I — a!J--i i — aP--'"'^' i — ix.-\>--^ .r \ — a-!J---.x i — 'j.-\i~''.r
* ' ~~ 7^ uP-x 1 — aP'-i .r ■ ■ ■ I — aH'-v+i x i — a-p-- ' i — olV--- ' ' ' ~ i — a-p--^ '
C'est le numérateur de la fraction
Enfin le numérateur Bv de la fraction
ne diffère de Av que par le cliangement de ^ en -, comme il résulte de la forme (•>.) donnée plus haut à '^(:r, )); car ci(.r, y) se reproduit, sauf le signe, par le changement de x, \- en - •, -• Nous avons ainsi déterminé tous les coefficients de la formule
' ^ • 1 —j j^ i — yyy ^ i — 0L-''y
Modifiant un peu la forme extérieure du second membre, nous l'écrirons
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Xous allons maintenant examiner ce que devient le second membre, quand <^ devient infini.
En supposant d'abord, pour v, un nombre fixe, et a étant, en valeur absolue, moindre que l'unité, on voit immédiatement que Av converge vers x^' : car les facteurs du premier groupe, au second membre de l'expression (5), convergent individuellement vers l'unité, et ceux du second groupe vers x. L'expression limite de A^a'' est donc yyx^', et l'on est conduit à faire l'hypotbèse que la valeur absolue de y.x soit inférieure à Vanité. Moyennant cette Inpolhèse, la série illimitée
est convergente. Chacun de ses termes, de rang déterminé, est la limite du terme occupant le même rang dans la suite limitée
D'autre part, en écrivant Av sous la forme (5 ) modifiée ainsi
■ ' ■ (, — 2|j.-v--ij^)(, _ a;J--v-H2:r )...([— a!Aj") (i — -y.;J-+i)(i — x'^^^ ) . . . i \ — -xV-^'')
on voit que le quotient Av : x^ est composé par le produit de facteurs appartenant aux trois produits illimités suivants, tous absolument convergents,
n(.-«"), nc--^"^), tii'-j
donc A./, x'^ est limité, en valeur absolue, et la somme des termes qui, dans S', correspondent à des valeurs de v supérieures à un nombre donné N, est comparable à la somme des termes correspondants dans la série S. Elle est donc, par le choix de N, aussi petite que l'on veut. Donc la limite de S' est égale à la somme de la série S.
La dernière somme, au second membre de l'expression (C) de
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'j(jt:. )'), difiere de la précédente par le changement de a\j- eu -
et - • On doit donc faire maintenant la supposition que la valeur
absolue de — soit inférieure à l'unité. Cette somme a, dans ces conditions, pour limite celle de la série
V 1 Vi — 1
La double hypothèse laite précédemment sexprimc j)ar les inégalités
(;) ial<;x|< '^
Par cette notation |x|, assez usitée depuis quelques années, on entend \diValeur absolue (modulej de la quantité .r placée entre les deux traits.
Il nous reste à trouver la limite de C + ^A.^. Pour ce but, nous supposerons d'abord |a:|<;i, hypothèse compatible avec celles qu'on a déjà faites (7), et que nous ferons ensuite disparaître. L'expression de C étant écrite ainsi
c = i!^ n-'^^^ TT— --^ -. « = .,..
nr^^.ni^
on voit que C converge vers zéro. En même temps, par les raisons invoquées tout à l'heure pour S', on voit que - Av converge vers la somme de la progression
Donc
lim (C ^ ■ -^ Z Av) ==--+- -^- = - ' ^^-, a = =c - ' 1 I — X j. i — X
Cette formule est prouvée sous le bénéfice de l'hypothèse
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Mais, comme cp reste inaltéré, sauf le signe, par le changemenl
de x,y en - 7 -■, et qu'il en est autant du second membre (8), la X y
formule se trouve aussi prouvée pour le cas
c'est-à-dire
En résumé, la généralité de la formule (8) est établie sous la seule hypothèse (-). Si nous remettons maintenant pour a, x^ y les quantités (3), nous avons, d'après l'égalité (4),
(ÏV (jU
fO
ITT
Z — z-^ ' it—t-^ Zd\ — q'^'H
C'est ce qu'on peut écrire encore sous la forme suivante :
(ic>)
^(m -h v) tfc (Su
col
col
^2« sin ~{nii ^ V } — q'*" siii — nu
— a^c^'^cos 1- q'*"^
La condition relative à la grandeur de :: s'exprime, comme il suit, pour l'argument a. En désignant par R(.r) la partie réelle d'une quantité complexe quelconque x^ c'est-à-dire
X ^= Xi-\- ixo^ K{x) = Xi,
iTZu
iTZtù
2 VfW/
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cl la condition ci-dessus se traduit par cette autre
Dans ces limites (i i), la for nm le (lo) est exacte.
On ne peut manquer d'ol)server le fait suivant : la fonction qu'on \ient de développer ainsi est symétrique par rapport à ii et r, tandis que les développements ne présentent pas cette svmétrie. Il est donc désirable de transformer les seconds membres, pour mettre la symétrie en évidence. Mais il est manifeste qu'alors il faut faire, surr, la môme hypothèse que sur u. Nous allons donc supposer maintenant
Si nous développons, suivant les puissances ascendantes de /, la fraction
i — ff-'f^ ^ V y y /'
ce développement est convergent d'après l'hypothèse, et son terme général est q-"'" z'-" t'-'"^, où n et m sont deux entiers, au moins égaux à -f- i . Chaque terme de l'avant-dernière somme dans la formule fg) donne lieu à un développement analogue; de même
aussi, sauf changement de ^ et ^ en ^ et-, chaque terme de la dernière somme donne un développement analogue et convergent d'après l'hvpothèse. Il est, pour ainsi dire, évident dès lors que la formule (()) se change en cette autre
ni )
qinni ( -1:i liin . -~l/i ( — 'à/h )
Pour établir ce fait en toute rigueur, il suffit d'observer que la I. 27
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série, à double indice, ainsi obtenue, est absolument convergente. On a donc le droit, sans en 'altérer la somme, de grouper les termes arbitrairement : si l'on y réunit tous les termes où ; est affecté d'un même exposant, on retrouve précisément la formule (9).
Cette dernière égalité (12), si l'on introduit, au second membre, les arguments u, r, acquiert la forme élégante
•/] Ui'
-^ '-e '^ cot h col —
<jV <J H 2 (.0 \ 2 M 2 w/
^^pl, 2, .... ---.
valable sous les conditions
ilO
Si l'on introduit, au lieu de a*, la fonction 2?,, et qu'on remplace — , — par u, (^, la formule (i3) s'écrit alors sous la forme
- 4tî 2, '7^'"" sin 271 (np -*- mu),
R(;)< )[; "XR!;
En particulier, le développement (i5) est valable pour toutes les valeurs réelles de u et r.
On doit remarquer que les limites imposées aux variables u et V dans ces développements ne s'opposent pas à ce que ces développements puissent cependant servir au calcul numérique dans tous les cas. Ceci résulte de la propriété que possède la fonction de se reproduire, multipliée par une constante, quand on ajoute une période à l'un de ses arguments.
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Autre développement des fonctions de seconde espèce (').
On peut varier les formules précédentes en ajoutant les demipériodes aux arguments u et v. Dans les séries (9) et (12), ceci
revient à changera en iz ou en q'-:^ et de même pour t. Le changement de c en iz^ ou de t en it donne un résultat qui s'aperçoit immédiatement.
Mais, pour le changement de z en q'-z, on peut modifier les séries d'une manière notable en développant les termes qui ne sont pas soumis au signe sommatoire, comme il suit :
(.6) li^:i^ = l-^±^=-
(jC développement est valable si la valeur absolue de qz- est in-
\_ férieure à l'unité. Le changement de z en q'-z transforme déjà en
|<y-| et|y - 1 les deux limites imposées à |;:| pour les développements précédents. Si l'on emploie la nouvelle transformation, |;|
I il I -il devra être compris entre l^^l et |^ ^\.
La plus intéressante des formules qu'on obtienne ainsi résulte
du changement simultané de z- et t- en q z- et qt- dans la série
(i-î). D'après le développement (16), employé pour t comme pour
;;, on a d'abord une série de termes avant la forme
ce qu'on écrira ainsi
Parle changement de z- et l- en q z- elq t'-,[ei termes q-"'" z'-" f-' de la formule (12) donnent la somme suivante
zl s/ q -^
(') II faut observer que les diverses formes de développement sont ducs uni- (luemcnt au rôle dissyuiclri(|ue attribué ici aux deux périodes. Au fond, il n'cxislc (lu'un seul développement; les autres offrent sculenicnl des différences de forme.
OÙ n et m prennent toutes les valeurs positives depuis l'unité. Cette somme, jointe à la précédente, conserve la même expression extérieure, mais II et m peuvent alors y prendre les valeurs
rt = o, m =^ o.
Enfin les termes q'^'i"^ z^'-" t"'-'" ("ournissent la somme suivante, où n et jn sont changés en (n -f- i), (m -h i),
z t sj q -^
et dans laquelle n et m peuvent aussi acquérir la valeur zéro. Nous avons donc
j ( r -t- oj' ) 3' ( M -)- to' j
[ = 1, 3, 5, ..., (■^li. + l), .... -T- :>:.
Pvéduisons maintenant le premier membre au moyen des égalités
0' (' t' -f- to ) = j'co' tî's (^ e"''i''', 3'( a -+- co') = j w' j 3 « &■>'" ; nous aurons, pour l'exposant de e,
to
=: ( Y, to '/"j M ) -\- r, to
to to
et, pour l'exponentielle,
ts/q
(. w gr/io'g 2 O) __ ^ (u çT/m'
On voit donc que la formule (17) peut aussi s'écrire ainsi
e "1 w ifdi-i-v) — rr «~ -^ , / r
I — 2^ ' COS
sin -^ {in\- -^ a) — q'" sin -^ ( wi> — it)
i — 2q'" cos — -^ Ç
Les lettres /?, m désignent ici tous les nombres impairs positifs. Les limites à considérer pour u, v ou ;. t sont les suivantes :
Pour |-'„ 1^1, \\/q\ et 1-^
VonvR(-^),R(^) -^(^) et -^r(^)-
Dans les séries (i8) et (19) les deux arguments doivent, tous deux, satisfaire aux conditions imposées par ces limites. Dans les séries (20) et (22), l'argument u seul doit y satisfaire; dans les séries (21) et (23), c'est au contraire le seul argument t' auquel ces conditions sont imposées.
Troisième développement des fonctions de seconde espèce.
Nous allons maintenant dans la série (9) changer seulement l en t\/fj, par conséquent ç en (f + w'j. El d'abord la fonction, qui
est au premier membre, se transforme ainsi
(fiii-i- (■' -4- co ) - - — i^ _ C^di-^ c
tf ( r H- m' ) a' a c'-iV a' u
Nous ferons disparaître le dernier facteur en multipliant le second membre par :. Effectuant cette multiplication, laissant de
côté le facteur —, que nous rétablirons ensuite, changeant t- en
Cl) * ' O
qt-, et modifiant la forme des deux premières fractions, nous transformerons ainsi le second membre (9) :
Mais on a éxidemment
qt^-Z ^ ^ q%n+ï ~1n+\ fi ^ ^ ^2/;-l -2/^-1/2
2^ T— Gr2«-t-l ^2
l — qt- Â^ I — 5r2«-l-l;2 ^ |_y2«-1^2
11 suit de là
^^ ^ "^ [; — ^-1 ~ ^ V I — ^2/^-1 ^2 i_^2,,-i^-2 yj
sin —[{■?.n — \)u + acl — q-"-^ sin — (2« — 1 )ii
2 O) . TI M (O .^al
sin - — I — 2^2"~i cos h q'*'
(27) — — • -f- — 7 7<2"-i''" sin -^ r('2« — \) u -{- 2 tm- ]
sin —
iTiI" I ^/ q'"(-"'z q'" t-'^'" z-^ \
~ "w Iz — ^~i "" ^ \ i — q-"'z''
sin — (Q.mv -i- u ) — q-'" sin — ^ (itnv — u)
Sin — I — 27'-'" cos — -\-q*'
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Les lettres m, n désignent ici tous les nombres naturels positils, depuis l'unité inclusivement. Les limites pour «, c ou z-^ l sont les suivantes :
Pour 1^1
Pour \t\
Pour Rf-.-^
Pour Ri
tCi)
■iR R
et
et
el
el
Les deux arguments doivent satisfaire, tous deux, aux conditions imposées par ces limites, dans les séries (26) et (27). Dans les autres, les conditions sont imposées à un seul argument: ?/, pour les séries (24) et (20), r pour les séries (28) et (29).
Si, dans les séries (18) à (23), on remplace — ? — par «, t',
ou, mieux et plus simplement, si l'on remplace dans les seconds membres 10 par ^, ces séries représentent alors la fonction
_ Sri(M-t-t')5r;(o)
Si l'on fait le même cbangement dans les séries (24) à (29), ces séries représentent alors
73q V Ji II
Si nous prenons maintenant chacun des trois groupes de formules (9) à (i5), (18) à (23), (24) à (29), et que nous y changions u en («-(-to) ou v en (t^-t-to), ou que nous fassions ces deux changements à la fois, nous aurons en tout douze groupes de formules, dont il est tout à fait inutile d'écrire les seconds membres, les changements j étant évidents. Quant aux premiers membres, si on les représente par les fonctions .rJ, on voit immédiatement les changements qu'ils éprouvent. Il suffit de se rappeler les
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formules (YIII, 38 A)
S'uCîi — i) =
272 ii,
STi ( M -1- I ) = -
-STi?/
Hr,(«^i) =
&.,(«-hi) =-
-"b-iu,
SToM,
?j;iU
Observons, en outre, que le groupe de formules (24) 3(29), par l'échange de u, r, correspond en réalité à deux groupes différents, en sorte qu'on peut vraiment envisager seize groupes de forjnules, se déduisant toutes immédiatement des précédentes. Faisant abstraction de v ou mieux considérant cet argument comme •une constante et, au contraire, u comme une variable, nous pouvons dire que chacun des seize groupes de formules donne le développement d'une des seize fonctions "^^^ — '■ , les indices a. 3 recc-
vant les valeurs o, 1 , 2, 3.
Pour revenir aux fonctions d, on n'a qu'à recourir ensuite aux formules du Chapitre VIII (VIII, 35, 4ii 44)^ si Ton ne préfère le calcul direct par les formules du Chapitre VI (VI, 49)- Voici un Tableau des seize fonctions. Elles y sont représentées en abrégé : la lettre a remplace (^^ -\- r); la lettre d est omise, son indice seul est rappelé. Ainsi a signifie 3'(m + i'), «^ signifie d^i u -h r), u et
r, uv
if^x signifient :j 1/ et o'^//; de plus l'exponentielle e " , qui multiplie chaque fonction, est omise. Enfin, comme le Tableau lindiquc, quelques-unes sont multipliées par des facteurs composés avec les trois c|uantilés suivantes, qui nous sont bien connues :
j'toe
ïltO
La première ligne renferme les quatre fonctions déjà envisagées; la seconde celles qu'on a déduites par le changement de u en («-4- (-)); la troisième, par le changement de r en (c -j- w)*, la quatrième par ces deux changements simultanés.
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TT
e"^ U" UU'
iTZ
UU
UU'
Les développements que nous venons de trouver olTrent de l'intérêt dans nombre de leurs cas particuliers : nous passerons en revue les principaux de ces cas, et nous commencerons par ceux dans lesquels le second argument v est infiniment petit.
Développement de ^", de w(;<-!-w'), de -pu, pu, etc.
Dans la formule (lo), supposons v infiniment petit; nous avondors
r, Hi'
— COt — = I ;^ — — .
2Cij 210J ' to
Les autres termes de la formule (lo) ayant indi\ idiicllemcnt dc> limites finies, nous obtenons
r UT.- u ■?. - v^ n -
-^— = COt h ■ — > —^
OJ 2 CO 2 10
oj jExi 1 — q-"
On démontre avec la plus grande facilité qu il est permis de dilTérentier successivement les termes de cette série, pour les valeurs de u qui la rendent convergente : ce sont les mêmes que pour la formule (lo).
On a donc, par différentiation,
pu -. = — 2 - 7 — COS ,
W \lM/ . ^T.u Vw/ .^^ \ — q-" ttj
I sin- —
I 2(JJ
/o X I T. Il
Ces développements sont valables sous la condition (1 i)
On peut aussi écrire, au lieu de la formule (3i), celle-ci
(ii) ? =7:cot?<- — \- 7 — ^ — ~-s\ninu-.
^ ' ?JiU ' ^i — cj-^"
Semblablement, de la formule (29), où l'on fait u = o, puis où l'on remplace ensuite la lettre ç par la lettre u, on lire
oj tu .^^ I — q'-" 0)
p(i/-^OJ )+ - = — 2 - > ^COS— - ,
Ces développements sont valables sous la condition
On peut écrire aussi, au lieu de la première lormule (34),
qn
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Sur la racine réelle de l'équation 2?i (\, ty^x ) = o.
En discutant, dans le Cliapitre VIII, la marche de la fonction ^,, nous avons reconnu qu'il s'y présente deux cas très différents quand q est une quantité purement imaginaire. La distinction de ces deux cas est fondée sur la considération des racines réelles x de l'équation ^^({, i\fx) = o, et nous avons annoncé (p. 387) que, dans le présent Chapitre, on trouverait démontrée l'existence d'une et d"une seule racine réelle, comprise entre zéro et l'unité. C'est de la série (33) que nous allons tirer cette démonstration.
Prenant la dérivée, par rapport à u. dans les deux membres (33), faisant ensuite u = ^. puis observant que ?j\ (^) est nul, nous obtenons
Mettons j\/!r au lieu de q, remplaçons le premier membre par zéro et développons la série; nous transformons ainsi 1 équation dont il s'agit (NUI, y:->) en celte autre
Quand x croît de zéro à l'unité, chaque terme du premier membre croît constamment. Le premier membre, où tous les termes sont additifs, croît donc constamment de zéro à 1 intini : il passe une fois et une seule par la valeur numérique du second membre. C'est ce qu'il fallait prouver.
Pour le calcul numérique de la racine x, la forme trouvée au Chapitre VIIÏ est plus avantageuse.
Développement de \i'-z^u et de logrr^t».
On peut obtenir le développenicnl de \q'^ i u en intégrant les deux membres de la formule (3i), ce qui n'offre aucune difficulté :
la constante d'intégration se détermine aisément si l'on observe que le quotient des deux lonctions ^u et — sin — se retiuit a l'unité pour u = o. On obtient de la sorte
I — cos
r, u- , / 2 tû . Tcu \ y^
(35) loga'u^- 1- log — sni , . - /,
De même, changeant, dans (3i), uen (u + w)et intégrant, on a
riTzii
°° / . „ I — cos
., N . o «^ , ■^" "V^( — 1)"<7" w ( 3-) \o", J'i II — h \o" cos ^2 > i —
.' ^ '' ' 2tO ° 210 ^ 1—72" /i
Intégrant de même dans la première relation (34), nous obtenons
ti - u
=0 I — cos
(38) lo- 3-3 11=^ -^ h 2 > - ^ , ■ ,
et aussi, après avoir changé u en (?' H- f'>),
«! , I — cos
(3q) losr 3^9 î< = -^ i- 2 7 • f- •
Au lieu d'invoquer l'intégration des séries, nous pouvons démontrer directement ces quatre dernières formules. Pour établir la première, envisageons la série à double indice
Elle est absolument convergente sous la condition lcl<<l- •
En effet, si l'on suppose ^ et ^ remplacés par leurs valeurs absolues et qu'on réunisse tous les termes où n a une seule et même valeur, ces ternies forment une progression géométrique, dont la somme est
iq-"-^ q'*"-^ q^"^. . .) = "
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puis la série simple, où maintcnanL n varie, est convergenle d'après riivpolhèse.
La série fi^z) étant reconnue absolument convergente, on pcul, sans changer la somme, y grouper les termes à \olonlé. En faisant le groupement dont il vient d'être parlé, posant
/Tt«
el aduiellant qu'on ait, non seulement |5[-< r/\<^''z'^, on obtiendra
5 mais encore
< îo '
Groupons maintenant les termes où, au contraire, lindice m a une seule et même valeur. La somme est
fy.'
■••• = -log(r — 7-^"^2;;
par conséquent
Substituant cette expression àe,f(z) dans l'égalité précédente (40 ), nous aurons
(1 -- qi'" z'i)(\~q^-'"z--i I (l—qi"')i
D'après la quatrième expression (XII, 22) de ii (i en produit, celte égalité peut s'écrire aussi
T, IIîfi>
= '''Sr:
2 eu . -n sin
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et c'est précisément la formule (36), qui est ainsi démontrée à nouveau, sans le secours de l'intégration. La formule (37) s'en déduit par le changement de u en (u + to); on peut aussi la tirer du développement (XII, 19) de s", « en produit. Il en est autant des deux autres (38), (39) qui se tirent des développements de cs'g m et doU (XII, 17 et 9).
A peine est-il besoin d'ajouter que les conditions d'existence pour les formules (36) et (37) sont encore
(4" -^Hw<'^(^.)<^H7^J'
tandis que pour les deux autres, (38) et (Sg), les conditions sont différentes
\iM J \ * w y \ f t'^ /
C'est ce qui résulte le plus nettement du second mode de démonstration.
Développement des douze quotients r',^ u : -i'^u.
Les quotients formés avec les fonctions du, 'i\ii^ d-iii, diU se rencontrent fréquemment. Il est utile de consigner ici les formules qui s'y rapportent. On les obtient immédiatement, au nombre de douze, en supposant c = o dans celles des fonctions, mentionnées au Tableau (3o), où k> est affecté d'un indice.
Pour abréger l'écriture, nous mettrons partout la lettre <7, au
lieu de — ; nous désignerons par m les nombres pairs positifs,
par n les nombres impairs.
Voici les douze formules, en suivant l'ordre du Tableau (3o), lu par colonnes successives. Nous ajoutons l'expression de chaque fonction par les quantités sjpu- — e^, en nous servant pour les constantes U de leurs expressions (VI, 48 et 49), et en employant
II- n = I
■Jtoi ni ^ 1, 4) 'J) • • • •
cotrt — 4 > ^ sin ma = — i/p f< — ^o
2 OJ j I î«
2 oj I c^ ;< , -^ , H q"^ . 1 oj /—
— -TT- = tan£r« -^ i > ( — n - — ^ sm /?îa = — v/p( " -r- oj) — ^i.
- U'- s'ait ^ I — 7'^
- U L" ^,« '.éij' ■' 1-7" ^^ .v^-^-.^'z ^.15
2C0 Le * JiM , v^ V^7" 210 , ;^ —
- L'L" s'a" ^>-di^7« - ^ - ■' ^
î >(^i) " — -^— ^sin«a 1-= — - y/e2 — ,p(«-i-o)),
— ■ = ~. — • — 4 7 — 5inn« = — VP" — ^zi
- :! Il sinrt ^^1 — 7« -^'
■>.to L"e* :ïoii I , '^ , ^~ 7" 2 0j /— ;
- LL :fiu cosrt ^ 1 — 7" - '^ -^ ^
210 r'iit I , "V^ 7" . 2(0 /
— -^ = -. 4 7,—^ — -sinna = — ^pu — ei,
~ ^u sina ^mà \ -^ q"^ T.
2(0 L 6" :f3ll I , V^ , ^~ 7" 2(0 ,—
- LL' :fi» cosrt ^^ 1 — 7" r. ^ '
2(0 L"e* -i-^ii , V^ v/7'" 2(o , ; T-
r UL' r-.n
--.-,, — -4 7( — T — cos/?m = — \/e, — viiu — Lo )■
LL" 3-2?; ^mà ' T-h7'« - '^ ' ■* '
Ces formules ont une grande ressemblance avec celles qu on a déjà obtenues pour développer !^îf et X^(^ii -h to' ); nous transcrivons ici ces dernières (3 i), (34), avec les notations abrégées actuelles
' ^ u = cota — X 7 — sin/«a,
cota — 4 2^
sin ma.
Changeant, dans celles-ci, u en (« + co) et retranchant les quatre égalités membre à membre, deux à deux, puis tenantcompte de la formule d'addition pour les fonctions ^ (V, i6), on obtient d'autres séries analogues, qui s'expriment encore par les quantités \lpu — e%-, par exemple
M {e.2 — e^)\/pu~- ex /^ q'
— ^ ^ y ~r ^ = 4 > — - — ;— iinina.
■^ y/p II — e-i v/p u — 63 ^^ I 7'"
Mais il n'j a aucune utilité à reproduire ici toutes ces formules, que l'on peut retrouver aisément et qui n'offrent en réaUté aucun élément nouveau.
Des formules (43) on peut en déduire d'autres encore, se rapprochant de celles qui donnent logo'aW (36), . . ., (3g). On les obtient par voie d'intégration. C'est qu'en effet on peut exprimer en termes finis les intégrales des douze fonctions (43). comme le uionlre la formule suivante, focile à vérifier :
d . \/ex — ^3 \Jei — C:) /p u — e^ , p
— arcsin-^;z= = , = y/^i — JH«-^ ^ )■
«» \/p 11 — 63 Vpu — ei
Par des changements évidents, on voit que les douze fonctions
/p « — Col, \/p[u-^ojp)—e.^
sont ainsi les dérivées de fonctions connues. On peut aussi, et c'est la même chose au fond, exprimer les intégrales par des logarithmes, comme on le voit par la relation
— log(v/p" — e2-+-v/p" — ^3) = — \/p« — ei.
De cette dernière, on déduit, par exemple,
f\/pu — e.y-+- Jpu — e.j . \ ,V 7' log y^ '-^r^^ co sin aj = ^2^ -^
et, de la précédente,
\/ei — «3 ,v^ /v'" sinma arcsin , = a -h 4 x
I — cos ma
Ces deux formules, données ici comme exemple, sont parfaitement adaptées au cas où le discriminant est positif et u réel.
Développement des inverses des fonctions ::'.
Les fonctions du Tableau (3o) contiennent deux arguments «, w Si Ton y remplace r par un multiple ou un sous-multiple de ii, chacune de ces fonctions ne contient plus qu'un seul argument, et elle se trouve développée de diverses manières suivant qu'on prend une des six formes des séries ci-dessus. Ces six formes, au fond, se ramènent à une seule, la forme en série à double indice.
Les plus intéressants de ces développements sont ceux qu'on obtient en supposant c z^zn u ou r = dz ^u.
Nous étudierons d'abord quatre d'entre eux, se ramenant à un seul, le développement de la fonction
On l'obtient en supposant r= — ^,ii dans lune quelconque des ([uatre fonctions dénotées, au Tableau (jo), comme il suit (la première devra être changée de signe) :
Pour qu'on se rende bien compte de la diversité des formes sous lesquelles un même développement peut apparaître, écrivons ici les séries que l'on obtient en supposant c = — -^u dans les développements analogues à celui qui est dénoté (lo). Pour abréger, nous emploierons encore les notations (43), que nous rappelons :
UT. /2 = 1 , 3 , 5 . . . ., il'). — I ), . . .. -^ y..
itO /» = 2, 4, O, . . . , 1\X, . . . , -^ zc.
D'abord le développement (lo) lui-même, en ayant égard à la
formule
cota — col- = -. — >
2 Slllrt
nous donne
r, II-
2 "> I XT^ «in (m — i ) a — <?'" sin ma
— ■25''" cosa -^- ^r^
Dans le même développement (lo), si Ton échange d'abord // et t', on oblienl
■2u> e^"* I V^ sin(!,/;? — 2)a — <7'"sin|/»a
' - 3' Il ?in(7 .^ I — -iq'" cos 7. a -,- g-'"
Les deux développements analogues de la fonction dénotée — donnent de même
20) e^w I ■^-^ s'm( 7}i — i)a -\- q"' s\nma
( j6 ) fil = — ■ : = — 4 > q'" ï 5
^■■^ -^ T. du sina ^A^^ i-i-2q"' cosa — q-^">
lit • / 1 \ ■„ • 1
V^, .-—1 sm(77/« — 2)a — <7'"sin,/?? (47) /i<= 4> — l)-^ or"' ^^= ^ T^—
Ceux (aS) et ('20) de la fonction dénotée — donnent encore
■^T^ «in( rt — i)a — q" sin lia
(48) fu= 4>'7" ^ ;; îtt- '
■^ ^ -^ \m^^ 1 — iq" cosa ^ q-"
-^y , — sin(|/?? — \)a — 7'" sin (4"»? -f- i)<7
^y ^ ^^ ^ \ —-iq'" cosi a ^ q-^'"
Enfin ceux de la fonction — f-> qui s'obtiennent en supposant K' =^ i^ô — r,u dans (20) et (29), donnent de même
■v^ sinf/i — \)a -^ q" s\nna
(50) fu^ — ^yqn \ 1 -_,
^ ' -^ \^ \-^ iq" cosa -^ q-"
•sr\ — -1-1 / — ?in(J'n — \)a — q >" s\n {\ m -^ i) a 50 /"= 42(-0^ ^/'Z .-.q'n,oLa-^r-
Ces huit développements d'une même fonction se réduisent d'ailleurs bien simplement à deux seulement, dès qu'on y met en évidence la propriété
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Les deux séries (45) et (47) donnent ensemble la suivante :
.M^ I — 2 g-" cos'ia -+- q*'^
que l'on obtient également en ajoutant membre à membre les égalités (48) et (5o). De même les deux séries (49) et (5i) donnent celle-ci
qui s'obtient aussi par l'addition des égalités (44) et (4^>)-
Pour avoir la série à double indice, qui seule est fondamentale, prenons, par exemple, la formule (26), en v mettant /-= c~', ce qui correspond à r = — ^u. Nous avons ainsi
t .^EM
et /?, m désignent maintenant les nombres naturels i, y, 3, .... Mais cette série est susceptible de réduction si on l'envisage dans sa généralité: on peut vérifier aisément que les termes où les exposants de z sont pairs se détruisent deux à deux, comme l'exige la propriété (02). On doit donc donnera m seulement des valeurs paires, et reprenant la convention déjà admise [n impair et m pair), on aura plus simplement
fu — — 271
Envisageons les termes où l'exposant de z est un nombre impair positif N. Ceux qui proviennent de z"""^ auront pour coefficient — S^^'"+'"'. Ceux qui proviennent de z~"'^"' auront, au contraire, pour coefficient + 'ï^q^"'^"'. En supposant donc
P ^ I, 2, 3, 4, .. ., -h oc,
et tenant compte de ce que le changement de ^ eii t reproduil/w, changée de signe, on pourra écrire
(53) },fu=-;.^(-iyqyi'^P'-^z^-z-y),
Telle est la forme vraiment fondamentale du développement. Voici maintenant la plus simple des réductions en série ordinaire ; on l'obtient en sommant les termes où p a une n)ême ^aleur :
/it = — 2 y ( — I )/' rjv'-+r
1 I — a 7-/' cos r rj^P
TT II ■À M
Jacobi, en donnant, à la fin des Fundamenta tiova^ cette série, l'a mise encore sous une autre forme, cjui s'obtient par le calcul suivant :
4 sin"^ a '}. — 1 cos 1 a
I — iq'-l' cos 2 a -^ q'*P I — iq-P cos 2 et -+- q''l>
q^P q'-i'{i — iq^P cosia -T-q'P)
En multipliant les deux membres dans l'égalité précédente (o4) par sin ^—\ on a d'abord à mettre à part la série suivante
(—])Pq!''—P{i^ q-P)
il reste alors
•XM e^'^ .1111 _ "v^ .,,. 7^'~P(i-H q-''){i — q-''y-
I — 2 q'-l' COS r- q*P
(55) — sin— =- > -I /'-
Ces développements (54) et (55) méritent d'être comparés pour l'élégance à celui de la fonction .3r, elle-même; ils mettent tout aussi bien en vue les propriétés relatives à l'addition des périodes, les racines de la fonction, et ne le cèdent en rien pour la rapidité de la convergence, qui, au surplus, a évidemment lieu pour toutes les valeurs de u.
En changeant, dans (54) et (55), u en (^u -h (o), on a les déve-
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loppements de la fonction
lui
Il nous faut maintenant changer i/ en (w H- to') pour obtenir le développement de l'inverse de ^:( ii. Prenons la séi'ie (^S)
*"(")= ,_'--i -^r-n/vy"
pour en déduire d'abord, en développant la première fraction,
après avoir mis zq'an lieu de r,
II 2 p -H ,
Il -^ OJ' ) = - ^CJ- Z"-i —y^( — l)P q
Séparons les termes où ;; a l'exposant zt-ro. Le coefficient total est, pour ces termes,
Les autres exposants de z- sont pairs; soit m l'un d'entre eux, positif. Le coefficient de z-"^ est égal à
m-hl (2p + l)(wi-l-1) / 1 \2 / 1\
-^(-i)Pg 2 =g,i2(__,),><
celui de 5 '" est le même, comme on le vérifie iminédiatemenl, et comme cela doit être eu égard à la parité de la fonction. D'autre part, nous avons, d'après (53),
r, II- 2 F ( i/ ) = .
i T. -i II doù résulte
voici Jonc le développement cherché
yj = I, 2, 3, . . . , -r- :c; /» = 9,, i) 6, ...,-+- a:.
Réunissant les termes on p est partout le même, on obtient
^ t: Li' a'3U ^^ ' ^ , , ~« „,„ n
I — 25r2/'-l COS H<72l2/>-l)
Si, dans cette formule (58), on change u en {^u H- w), on obtient alors le développement de la fonction
Développements à convergence rapide pour les fonctions de seconde espèce.
Dans les dernières séries (54 )> (55), (58), que nous venons de former, c'est un fait digne de remarque que la convergence ait lieu pour toutes les valeurs de la variable ii^ tandis que la série à double indice (53), d'où elles proviennent, converge seulement pour des valeurs limitées de cette variable, marquées par les inégalités (il). Nous avons déjà rencontré une circonstance analogue, sans la signaler toutefois : si nous comparons, en effet, les deux séries suivant lesquelles est développée la fonction Î^m, la série dénotée (3i) dans le présent Chapitre, et celle qui porte le même numéro (XII, 3i) dans le précédent, nous devons reconnaître que l'une et l'autre proviennent de deux groupements différents, effectués dans la série, à double indice,
;«— -! col — = -^ > q>"P{z'>'— --'"),
OJ 2 W 2 M l W ^^
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Celle-ci n'est convergente que sous condition (ii), comme aussi la série trigonométrique (3i) de ce Chapitre; au contraire, la série (3i) du Chapitre XII est toujours convergente.
Mais les séries du dernier paragraphe présentent de ])liis la convergence rapide qui caractérise les séries ^ : les exposants de q varient comme les carrés des termes d'une progression arithmétique. C'est là une circonstance bien plus importante pour les applications.
Pour peu qu'on observe à quel groupement des termes est du ce fait remarquable, on \o'\l la possibilité de le reproduire dans \'A série générale (12), qui représente la fonction de seconde espèce, et, par conséquent, dans toutes celles qu'on en déduit. Soit la série
a'"".r'«7«, • =1, 2, 3, ..., -hx,
OÙ l'on suppose
conditions sous lesquelles existe la convergence absolue. Prenons deux entiers positifs arbitraires a, v, premiers entre eux, et mettons en évidence la différence 'xn — yni=p. Nous allons réunir les termes de S, dans lesquels /? est positif, et multiple de u. plus k, A' étant un des nombres o, i, 2, . . . , ( -j. — i). Dans ces termes, vm est un multiple de a, moins Â', ce que nous rappellerons en mettant nik au lieu de m. Soit Sy; cette partie de la série S; elle compose la série à double indice, p, in^^ que voici :
S/, = >a!^ a-"Uj-!J-
Dans cette dernière, faisons une première sommation par rapport à p, qui prend les valeurs k, k -{- [x, k -i~ 2<j., .... Nous aurons alors
Tous les termes de S où p est positif sont fournis par la somme des séries analogues Sq, S,, ..., S^^_i. Quant aux termes où p est négatif, on voit par l'échange des lettres qu'ils sont reproduits par ceux de v autres séries S'j, S',, . . . , S',^ analogues
S/,= >a'' y«7,a-v a/î/; =— /i(modv).
Les nombres h doivent parcourir la suite i, 2, . . . , v et non o, i , 2, . . . , (v — i), pour que les termes où /> est nul ne soient pas comptés deux fois.
• La série S est ainsi transformée de la manière désirée : dans les séries Sq, S,, ..., Sjj,_,, la partie principale de l'exposant de a croît d'une manière comparable au nombre v/-, /■ étant le rang du terme; dans les autres S',, S!,, ..., S^, d'une manière comparable au nombre [j.;--.
Celte transformation s'applique immédiatement à la série (12), qui représente la fonction de seconde espèce. Il suffit de remplacer a par q- , et ^ , y par ^-5 t- successivement et par
En effectuant cette transformation avec l'hypothèse \i= 1,7 = 2, on obtient une série qui ensuite, par la supposition i- = z~^, conduit immédiatement à celle (54) que nous avons trouvée pour développer l'inverse de du. Nous nous contenterons de donner seulement le résultat de la transformation dans le cas le plus simple p. := I , V ^= I . On a une seule série S/, et une seule S^ :
^myin -r-^ rj_!}t{in + \) j-iii+ly
CL»' y
ou, sous une forme plus symétrique,
ni- y. 1)1 ■\rilt
X'nyï
Cette transformation, appliquée aux séiMCs (12), (18), (26), donne les l'ésultats suivants, où nous employons les mêmes
J3 ('. T"?/ sinrt
~ni^-\ lin
-Un+l) f—in
i — q"^z- \ — q"^z- J(jn{ii+V I r ■
(Oi
De ces formules, en faisant sur ries mêmes hypothèses que plus
ut, ou en tirera d'autres pour "Cu, ..., ^^ ^ •••; par exemple :
1 ■ ^ ^ :!ryi *■
\ — \^u — — COtrt
i = 4 y v/^ U\nma-q'ns\n(m-^.)a ^ g'- ^.^^ ^ ^ \ ^^v/ y I _ ^f^//î (.os2a -^^2//t i — q'" J
i = 1 y v/o^û^u sin(n-^,,a-y"sin(;z-i)a y ^^;;iy7;rTïT ÎÎHUIL
l '^^^ .-2««COS2a + ^2« -<-4^V/ i_^,»
2 oj r'i ;i
— coto
^ 'IL ^--^ rs'in ma — g'" sin (m — a.) a q"is'n\nial
= ^ 2d^~~^'' ^^^"'' l i — 2.q"'cosia-^g^"' i-t-<7"' J"
Il n'est pas utile d'écrire ici toutes ces formules, que chacun
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pourra aisthnent former au besoin. On peut remarquer encore les -suivantes, avec treize analogues, qui s'obliennent par la supposition i" = //,
.,v- (I — q'^^') sinav a ^ icf ^-mia cosava 1 — iq^' co SI a -\- q^"^
(66) i \ ^ e ^^ — 2 cota, si v est pan-,
I IM j{lU) —-7- . . .
- — -e '^ , SI V est nnpair.
, : si
I — ■ sin(2p -!- r)a — qP sin(a/> — 1)1
I — -JbqP cos la -V- q^P • — - — ^e " r — ; /» = i,2, j,
Mais c'est surtout pour la supposition particulière p = — xi que la transformation précédente est particulièrement préparée, et nous allons examiner les formules qui s'y rapportent.
Développement des inverses des produits formés avec deux fonctions a'.
Parmi les seize fonctions mentionnées au Tableau (3o), il y en a quatre dont le numérateur est d(^u + c); elles deviennent nulles si l'on suppose c = — u\ mais leurs dérivées reproduisent, pour V z=. — ;<, les inverses des carrés des quatre fonctions dr^u. Nous pouvons d'abord mentionner, pour ces fonctions, des développements (jui convergent seulement pour des valeurs de //limitées par les conditions (40 ou (42). Ainsi, dans la formule (10), en échangeant r, h, prenant la dérivée par rapport à f, puis supposant «' = — //, on obtient
k2to\- I - — '-' T ,V^ COSf/Ji -i^a <7'«COS/«YÏ
T.) 'i-^it sin2« ' jLd ^ \— iq'" cosja-^ q-i'"
formule où il suffit de changer a en ( ^' + 7) pour avoir le déve-
loppement de — -t^ ■— ^— e ^ .
fjo;
CHAPITRE XIII. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
Semblablement, la formule (aS) donne celle-ci
II /:>. oj\- I — v^ / — cosl'n — i)a — q" co^( n -\- i)a ( ) — _ e f>> = { > /j V fi"^ ^ — ; U'2 V ~ / ^3 " -^ ' — a<7" cos2<x -^ <7-'* /i = 1 , 3, j, . . . ,
et le changement de a en ( a — - ) fournit le développement de
r-^ ( — ) —^—e^ . On formera, à volonté, les développements ana-
logues pour les inverses des produits des fonctions jy^u., deux à deux. Mais ce sont les formules (60), (61), (62) qui doivent fournir les séries les plus remarquables. Prenant dans l'égalité (60) la dérivée par rapport à v^ puis faisant v ^- — u, nous obtenons
•%r\ , — jT m m q'"-z-- q'"z- 1
^^^ J I — 2^'" cûS2a -H^2'« (I — 2<7'« cosaa -t- 'Z^'" j2 I '
ni = 2, 4j 6,
La même série où les nombres pairs m sont remplacés par les nombres impairs n donne le développement de la fonction
L'égalité (62) donne une série ressemblant beaucoup à celle (54) qui représente l'inverse de du
ff.'ù^
Il -:■>. u sina
V('— ]\P ^qP'p-^i'
= 4 siiirt 7 (— I i/V^''^'"*"'
l — qPz- i — qPz'- I -r- ql'
I — a*//" cos2a -i- q-P'
On voit que cette série reproduil elfectivement la précédente (54) si l'on y change ^ en (/-. Cette circonstance, que l'on s'ex-
plique par les expressions de d et a'3 en produits (XII, 17 et 22), sera étudiée dans la théorie de la transformation. Semblablement, le changement de ^ en — q échange entre eux c'a et 0*3 sans altérer i. On a donc immédiatement
T. "iii 02 u sin a
f =4sina\^(— Il 2 ^qi,{i>^ï)
%{ — q)P cosaa -{- q-i'
comme on peut aussi le tirer de (62) par le changement de v en ((0 — u). Ce même changement dans l'égalité (60) nous donne
r.it'-
- jUjiU sin2«
4 sin2« ^( — II- <Jq'
I — iq-'" COS4 a-\-q^'" puis, dans l'égalité (61), ce même changement fournit la série
( 7^ ^ - V inr ?r77^. . - = 4^^ - " ^ v/7- ^^^2^os4^ ^- •
Dans ces trois dernières, on suppose toujours
Par le changement de u en [a + w), les formules (72) et (yS) donnent les développements des inverses de a", m s'a w et de 3", w s'a w, les deux autres (74) et (70) se changent en elles-mêmes.
Développement des racines c^ et des invariants.
Reprenons le développement (32), obtenu pour représenter la fonction pu., en lécrivant, suivant nos notations abrégées,
^î cos/ncf
= — 27 i7iq"'P{z"'
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Développons maintenant les deux membres suivant les puissances ascendantes de m; nous avons appris à former successivement les termes du développement ( I\ . 4)
p U = — • -^ C* «' -4- Cj ;/•
Celui de . ^ ? connu dans les éléments de l'Aualvse, s en dé-
duit; car la fonction ( -;— ; ) est une dés:énérescence de y>a,
\ sin-« 3/ ^ j '
comme on Ta appris aux Chap. 1 et III. On vérifie d'ailleurs immédiatement que cette fonction satisfait à 1 égalité
par conséquent, le développement de /"« se déduit de celui dr pa par la supposition ^o ^ 4, ,i'":! = t^.
Le terme en — : disijaraît de hii-ini'-iuf dans Féçialité (76): les
II- ^ o
termes indépendants de // fournissent l;i relation
4 > ^ - = — , > mq'"/'.
Ce développement de 7,co ne diffère pas de celui (XII, 33) qu'on a obtenu au Chap. XII, malgré la dissemblance des formes; on s'en rend compte immédiatement au moven de la série à double indice. Suivant l'analyse faite dans le Chapitre actuel, on peut varier, d'une infinité de manières, la forme en série ordinaire; par exemple,
i , V^ / — . V ni — ("i — 2)7'" nir/'" ~\
La même observation s'applique à toutes les séries qui vont suivre; nous ne la répéterons pas.
Prenant maintenant les termes en «-, a' , . . aux deux membres de l'égalité (76) et nous rappelant les expressions (IV, 4) <J^^
coefficients Co, Cj, .... nous avons successivement
ZSl\ ëJ !- = _^ _1_ > 1 — = H !- > m^q"n>
2C0 Y ^3 _ ^^ ^ _ ^ y i!!l^ = V ym-^q"U>,
irl 2- 4 V^ ni^ q'" 4 XT^
Il
in^^ q'
-^ > m'Vy'"/'.
Cl ainsi de suite. Malgré l'abondance de ces résultats, il ne paraît pas qu'on puisse exprimer par de telles séries tous les produits g\_g\ où ]i et A- seraient entiers et positifs. En particulier, le discriminant ne semble pas susceptible d'une expression analogue. C'est ici le lieu de rappeler l'expression trouvée pour ce discriminant
VIII
Dans les développements (Sa) et (34) de ]){u + w), j)(// + co"), p{ii-\- co'), faisons de même : le premier terme nous donne les égalités suivantes, déjà obtenues sous une autre forme (XII, 34, 35, 36) :
— (r,oj -T- eiOi^-) —
— (T,oj-l-e3w2) = — 4 > — LZ_. Ti2^ ' 3 ; ^^ 1— fir'"
Combinées avec la relation (77), ces égalités fournissent les ex-
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pressions des racines e^ :
^1 77 = it) > ^—7-'
H^ I -i- qi
En prenant le terme suivant, ou l)ien en dérivant deux fois, puis faisant u = o, on a encore, à cause de p" u = ^^ p- « — \"-2-,
Combinées avec la première relation (78), ces dernières fournissent les développements de e\^ el, e'\. On en déduit aussi les développements des rectangles e,, e.,. . . . , car on a
— {fir-î — eiCo-^ e,e3-T- e-2e^= e.e^— e\. ...
Pour prendre encore le terme sui\ant, on doit observer les égalités Ci-après :
j)" oja = 1 2 f-x ^ 6 el — \ A'., ) = 1 2 ,^2 e-a ^ 1 8 ^a = G ( 8 eâ + ,^3 ).
On en conclut
f(i^y 6(8.3^^.) =-.iV^.
Ces dernières égalités, avec la seconde (78), donnent les développements des trois cubes e\. On peut continuer et obtenir une infinité de développements analogues, sans qu'il paraisse exister de telles séries pour représenter toutes les puissances dee,, e-i^ ^;|.
Il y a lieu de faire une remarque sur les identités qui s'offrent ici. En ajoutant membre à membre les trois équations (81) ou (82), on obtient de nouveaux développements de ^2 et i>:j. Mais les identités qui proviennent de la comparaison avec les développements précédents, et celles qu'on aurait en poursuivant encore, sont toutes comprises dans celles-ci :
^pi 1l( I = p ( u -+- fo ) -+- p i u -^ 0/ ) -t- p ( H -^ m" ) -^ P II.
conséquence directe d'une formule déjà établie (VI, o3<7), et qui se vérifie immédiatement par les développements (82, 34).
Pour pouvoir aisément retrouver ici les formules propres à la notation ancienne des fonctions elliptiques, on doit se souvenir ([ue l'on a, dans cette notation,
v/ei — <?3 = K, /.-= , k' =
Si donc on retranche membre à membre la première et la troisième égalité (79), on obtient
Nous avons, d'autre part,
(ei — t'3)-= ^'2—361 = liel + el) — el = 'f 6ef — i.^r^-f- 6e| — \gi).
Par conséquent, de la seconde égalité (81) et de la première (78), nous concluons
C'est sous cette forme que ces développements et les analogues se trouvent dans les Fiindamenla nova de Jacobi.
Sur chacune des formules que nous avons obtenues pour représenter les fonctions elbptiques, on peut répéter les mêmes opérations; de là bien des formes différentes pour le développement des invariants. Envisageons les premières égalités fournies par la formule (55), développement de l'inverse de :iu. Rappelonsnous que l'on a (IX, 22)
'u = u gi— — -.g.
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Le premier membre de celte formule (55) se développe donc
ainsi
L '-iw \2ti)/ 2 J L \2W/ 2.3 \2a)/ 2.3.4 -3 J
■2. \tJ 3 / \ 2 w /
( 8 \t^ ' 3/ «2 LV ~ / '^f^ i5
\ V 2 OJ
Pour développer de même un terme quelconque du second membre dans la formule (55), nous avons
A — Bcos2a A — B (A— B/-
' [(K-Bf^'3(\-B)^r'
De cette manière, la formule (55) nous donne les suivantes :
p = i, 2, 3, ..., -^ ce.
La première, (83), présente sous une nouvelle forme le dé\eloppement, déjà obtenu, de rjO); la seconde, (84), fournil le développement du carré r^-oi-. Mais la différentiation, par rapport à q, suggère un moyen différent pour obtenir ce développement et d'autres analogues qui se peuvent tirer encore do la formule (55).
Prenons les équations différentielles (IX, 82) auxquelles satisfont les trois quantités r,a), ^of^S c'a ^"5 ^^ })OSons
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les équations différentielles acquièrent alors la forme suivante :
(85) \ -7r^= 8XY-12Z,
^ ^ 1 dlogq
T^ = '2XZ-|Y2.
Nous possédons les développements (77) et (78) des quantités X, Y, Z; nous en pouvons déduire les développements de leurs dérivées. Par le moyen des équations (85) nous lirons de là d'autres développements. Ainsi, suivant (77) et (78),
216 T\OÂiU
Par la première équation (85), nous en concluons le développement de X-, ou, sous une autre forme, l'identité
la seconde équation (85) donne, de même, le développement de X\ , ou ridentilé
V niq'"P V m^q'"i> = — V //( ( aV — 72 '«' — rk '«^ + s m'^P )q""'.
Les équations (78) et (85) fournissent une infinité d'identités analogues.
Développement des quantités v/^a — ci^, — En supposant n = o dans les développements (56), (58), (Sg), on a
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A propos de ces développements, on se souviendra de la signification des premiers membres (VI, 4^)
a'ui
- r/ ti)
e, — Ci v^i — «"s,
\ei—ei v/e.
ir. 1 „
— i-K -rt"oi"
^,.~^' -^r^^e,-e,se,-e.
Comme les trois radicaux i/e^ — e^ reproduisent, à un facteur près, les fonctions ^o, 2?o, H^s d'argument zéro ( VIII, 4^), il y a là des identités extrêmement remarquables.
Supposant maintenant u = o dans les développements (43), nous aurons
(87) { V Tt {j'j -^^ v~r
Tt
Pour obtenir ces formules, on a pris, parmi les fonctions (43), celles qui s'évanouissent avec u et l'on a égalé les parties principales de l'un et l'autre membre. Laissons de côté celles des fonctions (43) qui deviennent infinies pour u = o, et prenons les six qui restent. Nous en déduisons
2 w Ue *
^-'^^:^-^éB =<2(-)
~nn
■>A'^V>"e'^ ,X^, "-^ q" ,^ sjq'" ^V"/ "7-
iJ"^~^ . .V. .;-? r _,v. ..T /^
UU" \^ l-t-«7" ^ÀJ^ \-~q
On développe facilement aussi les logarithmes des différences (^a — es) au moven des séries indiquées pages 428 et 432 ; mais il n'j a pas lieu de s'arrêter à ces développements qui n'ont reçu jusqu'à présent aucune application. Mentionnons seulement, à cause de sa grande élégance, le développement du logarithme du discriminant, en le tirant de la formule (IX, 66)
-2 «iloïAw's r.o)
•24 dlogq
Intégrant, aux deux membres, la formule (77) et déterminant la constante d'intégration par la relation (VIII, i'ja), nous obtenons
On parvient aussi aux développements (86), sous une autre forme apparente, par le moyen des formules (43). En supposant dans la première, u = 4w, on a
» — to^ J
j CD
rt = -7 '
r,to -* 2 "■*
1 \M Cl M e- i
C-tu ci IL do U
On aurait encore la même formule en faisant la même supposition dans la seconde égalité (43)-
Dans la troisième égalité (43), supposons u = ^to'; nous aurons
w = i cij ,
■i^ll z= — fi " — ■ = «2 ' — ^ -- _ .
crco Cu) jK L
rw
«=- — , sinna = -( e-«'«— e"'«) = - <7 *Vi — 7-':
4oj i 1
On obtient de même, par la sixième égalité (43) ou encore par
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le changement de ^ en — q dans cette dernière (91),
lia e* »^ — ^'
Il est à remarquer que le développement (91), à un facteur numérique près, se change en le premier développement (88) par le changement de q en q-. C'est une circonstance dont on se rend bien compte par les formules du Chapitre \ III (VIII, 26 h et 2j), et dont nous parlerons encore dans la théorie de la transformation. On obtient encore les développements (87) et (88), mis sous une forme à convergence rapide, par le moyen des formules (71), (jS) et de leurs analogues. Mais il n'est pas utile ici de s'y arrêter.
CHAPITRE XIV
APPLICATIONS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS A CELLE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.
Préambule. — Double périodicité. — Parallélogramme des périodes. — Intégration le long d'un parallélogramme des périodes. — Décomposition en éléments simples. — Décomposition en facteurs. — Décomposition des fonctions de seconde espèce. — Intégration dans l'étendue d'une période. — Théorème de Liouville. — Fonctions de troisième espèce. — Séries doublement périodiques de troisième espèce. — Éléments simples et entiers de troisième espèce. — Élément simple et fractionnaire de troisième espèce. — Décomposition des fonctions de troisième espèce, ayant plus de racines que de pôles. — Décomposition des fonctions de troisième espèce, ayant plus de pôles que de racines. — Propriétés de l'élément simple, relativement au second argument. — Quelques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.
Préambule .
Dans les Chapitres précédenls, on a fait un usage exclusif des théories les plus élémentaires, ou, pour mieux dire, des théories anciennes de l'Analyse. Nous allons montrer maintenant les applications simples et élégantes par lesquelles la théorie générale des fonctions, envisagée dans ses premiers éléments, jette un jour nouveau sur les fonctions elliptiques.
Il faut, dans le présent Chapitre, admettre, comme bien connue du lecteur, la notion des fonctions entières (holomorphes) et des {oucûons fractionnaires (méromorphes) ('); celle aussi des intégrales prises entre des limites imaginaires, avec le théorème de Cauchy relatif à l'intégration d'une fonction fractionnaire le long
(') La formation étymologique des mots holomorphe et méromorphe prête à des critiques. C'est pourquoi on préfère ici les dénominations de fonction entière et fractionnaire, dont le premier est déjà généralement employé.
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d'un contour fermé. Deux propositions, dues à Caucliy, et qui, dans tous les Traités actuels d'Analyse, accompagnent ces notions générales, seront, en outre, employées et rappelées en leur lieu.
Nous allons d'abord étudier les fonctions doublement périodiques, en général, et reconnaître qu'il n'en existe point d'autres que les fonctions elliptiques. Nous exposerons ensuite une tbéorie, toute nouvelle, de décomposition en éléments simples, due à M. Appell.
Double périodicité.
Jacobi, dans un jMémoire (^) de i834, expose ainsi les premiers principes de la double périodicité :
(.( Supposons vme fonction admettant deux périodes, qui ne puissent être ramenées à une seule. Soient 2oj, 2co' ces périodes. En désignant par m, m' des nombres entiers quelconques, positifs ou négatifs, on en conclut aussi la période iintù + o.m'10'.
» Il est d'abord évident que les périodes 2w et 20/ doivent cire incoinmeiisurables entre elles; car, si 9.Ù était leur plus grande commune mesure (en valeur absolue ou module), on pourrait poser
o) = niQ., 10 = m il,
ni et m' étant des nombres entiers, premiers entre eux. On pourrait donc déterminer deux autres entiers n, n' , de telle sorte qu'on eût
mil -r- m! 11! =■ I.
)) Il en résulterait
1 n co -t- 2 /l' oj' ^^ 2 12,
et 2Q serait une période, à laquelle se ramèneraient 2(0 et 2to', qui en sont des multiples.
» Le quotient des deux périodes, on vient de le voir, ne peut
(') De functionibits duarum variabiliuni qitadrupliciter periodicis , etc. {Journal de Crelle, t. 13, p. 55, et Gesanunelte Werke, t. II, p. 25).
être commensurable. li est aisé de reconnaître aussi qu';7 ne peut être réel. Soient, en effet,
£ et î! étant deux quantités réelles, incommensurables entre elles. On peut trouver des entiers în, m\ tels que
im ^- ni'z' = t
soit plus petit que toute quantité donnée (on le sait par la théorie des fractions continues). Cela étant, iz"ù sera une période, plus petite que toute quantité donnée, mais cependant différente de zéro. Ce qui ne se peut. »
Cette impossibilité, affirmée sans preuve par Jacobi, résulte clairement d'une proposition empruntée à la théorie des fonctions, et se formulant ainsi : Les points, pour lesquels une fonction fractionnaire reprend une même valeur, sont isolés, si la fonction ne se réduit pas à une constante (' ).
Parallélogramme des périodes.
Nous supposerons désormais que w et w' soient deux quantités imaginaires quelconques, dont le rapport ne doit pas être réel. C'est précisément, comme on l'a vu (p. 284), la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe des fonctions elliptiques admettant les périodes 2(jj, 2to'.
Ainsi qu'on l'a déjà fait observer (p. 284), on peut, sans restriction, convenir de choisir d'une manière déterminée le signe de
la partie réelle de ^ • Ce sione chanïre, en effet, si l'on intervertit
V) et Cl)'. Comme précédemment, nous choisirons le signe plus.
Quand on représente sur le plan, comme il est d'usage pour les quantités imaginaires, les deux quantités 20J, 20)', la convention, dont il vient d'être parlé, se traduit fort simplement sur la figure. L'angle que la droite dirigée, représentant 2oj', fait avec
(') Voir, par exemple, le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. C. Jordan, t. II, p. 3i4. L'énoncé ci-dessus est textuellement emprunté à cet Ouvrage.
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la droite dirigée, représentant aw, est l'argument de — Par conçu' -/Il . . to , ...
vention, -- a sa partie rt-elle positive; — a donc sa partie imaoï-
naire positive. Le sinus de cet angle est donc positif, et l'angle luimême est compris entre zéro et une demi-circonférence.
Soit a une quantité imaginaire quelconque. Considérons les quatre points qui représentent les quatre quantités
(i) «, a -^2(0, a 4- 2C0 -^- 2to', a-i-aoj'.
Ce sont les sommets d'un parallélogramme. Supposons qu'un rayon vecteur pivote autour d'un point situé dans l'intérieur de ce parallélogramme, et que son extrémité en suive le contour dans le sens fixé par l'ordre qu'on vient d'assigner aux quatre sommets. Ce rayon vecteur tourne alors dans le sens positif. Il tournerait,
au contraire, dans le sens négatif si la partie réelle de ^- était
négative.
Ce parallélogramme s'appelle parallélogramme des périodes. Nous allons envisager des intégrales prises le long de son contour. Le contour sera toujours supposé décrit dans le sens qu'on vient d'indiquer.
Après avoir tracé un parallélogramme des périodes, on peut prendre chacun de ses côtés pour côté d'un nouveau parallélogramme des périodes. En répétant cette opération, on partage le plan en une infinité de parallélogrammes égaux. Dans deux parallélogrammes différents, deux points homologues représentent deux quantités qui diffèrent seulement par une période.
Intégration le long d'un parallélogramme des périodes.
Soit/(;/) une fonction fractionnaire que nous nous proposons d'intégrer le long d'un parallélogramme des périodes, ayant les sommets désignés ci-dessus (i). Posons
/(m + 2w)— /(«) = ^l(îO»
/(m -4- 2W') /(ît) = tf2(«)-
Les quatre intégrales partielles, prises successivement suivant
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les quatre cùlés du parallélogramme (i), sont les suivantes, comptées en ligne droite :
J\u)du, I f{ u ) du — I _/'( H -h 1 oj ) du
^(( + 2(0' ^n-hilù'
j oi{u)du^ f{u)du,
3" / y ( u ) du = / /( ii + 2 w' ) du
^ « + 2 W ^ rH- 3 (O
= — / o.i{u) du — / f{u) du,
/'( u ) f/î/ = — / ./( " ) du.
,. -t-2 (O' ' rt
La somme de ces quatre intégrales se réduit, comme on voit, à celle des deux seules intégrales portant sur o, et cpo.
Soit R la somme des résidas des pôles de f{u), intérieurs au parallélogramme ; d'après le théorème de Cauclij, 3 f'-R représente l'intégrale totale (le sens de rotation étant positif). On a
donc l'égalité
^ '( 4- 2 W pli ^liù
/ ?i ( " ) du — / 7-2 ( « ) du = 'i ir. R .
Cette relation (3) est la source des principales pi'opriétés des fonctions doublement périodiques.
Supposons /(?^) doublement périodique. En ce cas, cp< et cp^ sont identiquement nulles; donc, d'après l'égalité (3), la somme des résidus des pôles d'une fonction fractionnaire et doublement périodique est nulle, ces pôles étant pris dans un même parallélogramme des périodes. C'est la propriété qu'on a trouvée (p. 2o4) pour les fonctions elliptiques.
Supposons o, et Oo des constantes c, c', en sorte que la fonction /{u), par l'addition des périodes, se reproduise -augmentée des constantes c, c'j les intégrales du premier membre, dans l'éga-
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H té (3), sont alors acto' et ac'oj, et l'oa a
( 4 ) c co' — c' M = « t: R .
Par exemple, la fonction '^ji est dans ce cas; ce sont alors ar, et 27/ qui jouent le rôle de c et c' . De plus, il y a un seul pôle et son résidu est l'unité; de là provient la relation fondamentale
r, m' — T/to = V, ir:.
Soit, plus généralement, une fonction z>{u) ayant, par analogie avec -iu, la propriété
et que nous supposons fractionnaire. Sa dérivée logarithmique
'^ sera une fonction se reproduisant par l'addition des pé-
riodes, mais augmentée des constantes c, c'. De plus, la somme des résidus R sera égale à V excès ni (positif ou négatif) du nombre des racines de 'j(w) sur le nombre des pôles à l'intérieur d un parallélogramme des périodes, et l'on aura, suivant (4),
ffi) coj' — c' i.<y = i~/)i.
Ainsi la propriété (5) ne peut avoir lieu que sous une condition imposée aux constantes : ^^ (cm' — c'to) doit être un nombre entier. On trouve encore cette condition de la manière suivante : d'après (5), on a
En intervertissant w et o/, on aura une seconde expression de C5(« 4- 20J -t- 2 0j'); elle devra coïncider avec la précédente, puisque la fonction © est supposée uniforme. On aura donc
ce qui entraîne la condition susdite. Mais, par celle voie, on n'obtient pas la signification si remarquable de l'entier m.
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Décomposition en éléments simples.
Soit/(::) une fonction Iraclionnaire et doublement périodique. Prenons les fonctions elliptiques, de mêmes périodes, et considérons le produit
F(z) =/{z )\-^{z. - H,)-lAz. - u)].
C'est aussi une fonction fractionnaire et doublement périodique, comme chacun des deux facteurs. La somme des résidus de ses pôles est donc nulle. Evaluons ces résidus.
Soit d'abord ;; = p un pôle def(z), et supposons-le multiple d'ordre (5 + 1). Prenons le développement de /(;:;) suivant les puissances ascendantes de (~ — p), limité aux termes à exposants négatifs
On a, d'autre part,
(z — vY ,
Pour le second terme de F(::), savoir — f{z)'C{z— u), le coefficient de {z — ^)~', c'est-à-dire le résidu p, se compose donc de la somme
(y) p = l-Q{u — v) + m^piu —v)-i- /Hip'ia — c)-^...-!- /n .v_i p '•'•■-" (« — (-')-
11 se trouve, dans la somme des résidas de F(^), autant de quantités analogues p qu'il y a de pôles de/(:^) dans un parallélogramme des périodes. Pour chacun d'eux, (5-f-i) est l'ordre de multiplicité. La somme des résidus du second terme de F(:;) comprend ainsi la quantité S p. Mais, en outre, il s'y trouve encore le résidu du pôle du facteur — l,{z — u). Ce pôle peut être considéré comme étant - := u, et le résidu est — fi^i)- I-'^ somme totale des résidus de — f{z) ^{z — u) est donc — /(«) -h Sp.
De même, la somme des résidus du premier terme /(:?)^(c — u,)
CHAPITRE XIV. — APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS
est f(u,) — 2p,, si l'on désigne par p, la quantité p où l'on remplace u par M,; on a donc la relation
En considérant u comme seule variable, on peut représenter f{ii\) — S?i par une simple constante [B. Nous avons donc celte formule de décomposition en éléments simples pour toute fonction f{u) fractionnaire et doublement périodique
C'est précisément la formule de décomposition établie au Chapitre VII (p. ao5) pour les fonctions rationnelles de pu et p'u. Donc toute fonction fractionnaire et doublement périodique est une fonction rationnelle de pu et de p'u.
L'analyse que nous venons d'employer est celle même (à une petite modification près) par laquelle M. Hermite a découvert la décomposition en éléments simples ( ' ).
Les fonctions fractionnaires qui, par l'addition des périodes, se reproduisent augmentées de quantités constantes, s'expriment, elles aussi, par les fonctions elliptiques. Soit, en effet, f{u) une telle fonction, avant les propriétés
i /(" — 2 OJ )—/(«)= C, ( /(«+ 20J )—f{U) = C.
Il est manifeste qu'on en peut déduire une fonction doublement périodique par l'addition du binôme au -{-/."Çu, avec des coefficients a, )., convenablement choisis. On trouve ainsi la formule de décomposition suivante
(lO)
dans laquelle p a encore la forme précédente (7); mais, tandis que,
pour les fonctions doublement périodiques, la somme 1,1 des ré-
•1 l'A 11 • • 11 1 • « / 1 > (''^' — c'a) sidus doit être nulle, ici elle doit être égale a 7^
(') A'ote sur la tliéorie des fonctions elliptiques, ajoutée à la 6' éditioa du Traité de Calcul dijjérenliel et de Calcul intégral de Lacroix.
Décomposition en facteurs.
Au lieu de considérer les fonctions doublement périodiques, prenons les fonctions fractionnaires plus générales, qui jouissent de la propriété (5)
o{u -h 2(xi' ) = o(u) 6^^'"+/''.
%oil f{u) ^ ^, — ^; cette fonction a les propriétés précédentes
(q). Elle est donc exprimaLle par la formule (lo); mais tous ses pôles sont simples et les résidus sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, en sorte qu'on a
cr.
f(u) ^ — ^-— -- Il -i-'^-h S/^(« — t^).
De là résulte, par intégration,
(19.) ^{u)=Ce 2<7t ' U[^{a—v)Y.
Les exposants l sont entiers, positifs ou négatifs, et leur somme reproduit ^^ 5 ce qui est contorme a la propriété cleja reconnue et exprimée par l'égalité (6).
Les fonctions fractionnaires, telles que î2(;/), ont été désignées par M. Hermite sous le nom de fonctions de troisième espèce. Les deux cas particuliers des fonctions doublement périodiques ordinaires ou de première espèce (c ^ c'= /i = /i'= o) et des fonctions de deuxième espèce [c = c' = o) ont été spécialement envisagés ici; pour les premières, nous venons de retrouver la décomposition en éléments simples ; pour les secondes, cette décomposition a été déjà étudiée au Chapitre VIL Pour les fonctions de Iroisième espèce, nous parlerons un peu plus loin de leur décomposition; mais, avant de poursuivre, nous devons nous arrêter un instant sur les fonctions de seconde espèce.
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Décomposition des fonctions de seconde espèce.
Voici le procédé original par lequel M. Hermilc a, pour la première fois, exposé la décomposition des fonctions de seconde espèce. Soit <f{u) une telle fonction, ayant les propriétés
Il existe un élément simple <I^(«)' ayant les mêmes multiplicateurs,
^ Cl ^ Il
par un calcul facile, déjà fait ici (p. 228), on trouve
i-p = T, Iog[i.' — ■/•/ log;i., ÏT.a = w' log [i — oj logjji'.
La propriété (i3), appliquée à ^(«), entraîne cette conséquence
^H II — ■ito) = -*(«),
Si l'on prend donc le produit F(;)
on a composé ainsi une fonction de ^, doublement périodique, dont la somme des résidus est nulle. En raisonnant comme on l'a fait dans l'avant-dernier paragraphe, on obtient la formule de décomposition telle qu'on l'a établie au Chapitre \ Il (p. 22(j).
Intégration dans l'étendue d'une période. Soit une fonction fractionnaire /(«), ayant la pr()j)riélé
(i5} /(«+ 2CU)— /(«) = r;
nous considérons son intégrale rectiligne, prise dans l'étendue d'une période, à partir d'une origine quelconque v :
Par difTérentiation, on a, suivant la propriété supposée (i 5),
en sorte qu'on doit conclure
Y étant une constante. Mais cette constante n'est pas entièrement indépendante de ç. Soit, en effet, v^ une autre origine prise pour la même intégrale. Considérons le parallélogramme dont les sommets consécutifs sont
et prenons l'intégrale de /(«) le long de son contour et dans cet ordre. Soit 0 la somme des résidus des pôles intérieurs; l'intégrale totale sera égale à ± ii~^, suivant le sens de rotation qu'amène la disposition de la figure. Les deux intégrales partielles suivant les côtés (p -1-2(0, (',-|-2oj) et (pi, v) ont pour somme c(ri — v), les deux autres sont ^i}') et — ^(i) ), en sorte qu'on a
*((•) — ^(p,) = c(v — vi)± li-y.
Si donc ^(f) est donné par l'égalité (17), on aura
<i)(p-i) = ct^i -^ Y nz 2 t-o = ci^i-i- Yi-
La quantité v, = v zp 2/7:0 est donc, en réalité, non pas une constante, mais une fonction discontinue de v\ ses valeurs diverses sont des constantes successives, qui changent brusquement quand le point P) franchit une droite parallèle à la période 2 w et contenant des pôles de /(«)•
Prenons comme exemple la fonction t;/, pour laquelle la con-
J-2W -,W ^IX
1 îl( u -^ o}')du = j ;!('2to -f- oj' — u)du ^ i-f,i<i ^- I Z{(x>' — u)du,
fï»(ai'j= 2T,oj -T- / [!I(?i -J- oj')-l- ^(w' — «)](/;/
«^ 0 = 'ÎTjOJ -^ 2t/oj ^ 'J!T| COJ -f- Oj') — iTT ,
Les pôles de ^u ont tous l'unité pour résidu ; on conclura donc maintenant
(i 8 ) * ( t' ; = -1 r, ( (jj -:- (■ ) — ( 2 «i -;- I ) i -,
expression générale de l'intégrale rectiligne
^ j< du = I '^(u-T- V )du.
La lettre /?? désigne le nombre des pôles intérieurs au parallélogramme oj', co'-T- 2(jj, f -h 2to, ^', ou ce nombre changé de signe,
suivant que la partie réelle de — -. est positive ou négative.
Cette formule (i8) comprend les analogues, qui ont été établies autrement à la fin du Chapitre Vï (p. 200, 201).
Si la fonction f{u) est périodique, la constante c est nulle; en ce cas, tout ce qui a été dit pour v, s'applique à l'intégrale *!'(<') elle-même. Tant que v ne franchit pas les parallèles à la période, menées par les pôles, l'intégrale reste constante.
Théorème de Liouville.
Les éléments de la théorie générale des fonctions fournissent un autre moyen d'établir la théorie des fonctions doublement périodiques et ouvrent une voie qui a été suivie par le célèbre géomètre Liouville à la même époque (environ 1841) dont sont datés les pre- L ^'-*
miers travaux de M. Hermite (')• Il suffira d'établir ici le théorème qui sert de point de départ.
D'après la théorie des fonctions, toute fonction entière dont la valeur absolue (module) ne dépasse pas une limite donnée se réduit à une constante.
Voici la proposition de Liouville, qui s'en déduit: Toute fonction entière et doublement périodique se réduit à une constante.
Une telle fonction, en effet, n'ayant aucun pôle, reste finie dans un parallélogramme des périodes, qui comprend une aire partout limitée. Dans cette aire, la valeur absolue de la fonction est donc fimilée. Mais les valeurs que celte fonction acquiert dans tout le plan sont toutes reproduites à l'intérieur du parallélogramme. La valeur absolue de la fonction est donc, pour tout le plan, limitée comme dans le parallélogramme, et la proposition en découle.
II est à peine nécessaire de remarquer que ce théorème résulte immédiatement de la décomposition (8) en éléments simples. Mais, pour l'apprécier comme il convient, on doit se rappeler le point de vue auquel se plaçait Liouville et montrer comment la décomposition peut, à son tour, s'en déduire.
Prenons, à cet effet, une fonction fractionnaire f{u), ayant les propriétés
Composons la quantité Sp, qui figure dans la formule de décomposition (10).
Cette quantité a, elle aussi, la propriété (19) de se reproduire augmentée de constantes, quand on change u en (^^ + 2(0) ou (m+2w'). La même pj:"opriété appartient aussi à la différence f{u) — Sp. Mais cette différence est une fonction entière, en vertu de la composition de 2p. Sa dérivée est donc une fonction entière et doublement périodique, c'est-à-dire une constante. Donc f{u) — Sp est un binôme du premier degré. La formule (10) se trouve ainsi démontrée, sans qu'on ait eu besoin de recourir aux
(') Sitr les fonctions elliptiques, par M. J. Liouville {Journal de Mathématiques pures et appliquées, ï" série, t. XX, p. 2o3).
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propositions fournies par l'intégration le long du contour d'un parallélogramme des périodes. Ces propositions, relatives aux. sommes de résidus, découlent à leur tour de la formule (lo).
La méthode d'exposition qui résulte du théorème de Liouville ne le cède en rien, comme on voit, à celle que nous avons indiquée d'abord. Mais, il faut le reconnaître, elle n'acquiert ce degré d'élégance et de simplicité que par l'intervention immédiate de la formule de décomposition; elle donne immédiatement la preuve de cette formule, mais ce n'est pas elle qui l'a fait découvrir.
Fonctions de troisième espèce.
Nous avons défini déjà les fonctions fractionnaires, doublement périodiques et de troisième espèce, et donné leur forme générale (12). Elles se composent d'une exponentielle du second degré et du produit de plusieurs fonctions -i avec des exposants entiers, positifs ou négatifs. On peut les distinguer en deux groupes : 1° celles où il existe plus de fonctions a* en dénominateur qu'en numérateur; 2° celles où, au contraire, il existe plus de fonctions j en numérateur. Parmi ces dernières se trouvent des fonctions entières. Les fonctions qui composent un groupe sont les inverses de celles qui composent l'autre groupe.
Un premier mode de décomposition s'offre, de lui-même, pour ces fonctions; on peut les écrire sous la forme
en supposant les exposants entiers /??,, /«o, ... tous de même signe, et ']'(?/) contenant autant de fonctions -i en numérateur qu'en dénominateur. Ce dernier facteur '}(«) est alors une fonction de seconde espèce, décomposable en une somme d'éléments simples, dont chacun contient une fonction ■i seulement, tant en numérateur qu'en dénominateur. La fonction '-5(?;) est ainsi décomposée en une somme de termes, dont chacun contient une seule fonction d en numérateur ou en dénominateur, suivant que '■p(«) appartient au premier ou au second groupe. jMais ce mode de décomposition, qui peut être parfois utile, présente l'inconvénient de n'être pas entièrement déterminé : les facteurs qui composent 'i(;^) : -];(«) peuvent être, en effet, choisis arbitraire-
ment parmi ceux de ^{u)- De plus, ce mode de décomposition ne se prête pas à fournir le développement de ^(w) en série. Nous adopterons donc, pour élément simple nouveau, une série dont la composition a été suggérée par l'examen attentif des séries ^7.
Au Chapitre XIII, nous avons trouvé les développements de plusieurs fonctions de troisième espèce, les inverses des fonctions a", les inverses de leurs produits deux à deux. Ces développements et beaucoup d'autres analogues avaient été formés par M. Biehler dans une thèse remarquable, dont on doit recommander l'étude (^). Mais c'est M. Appell qui, en créant le nouvel élément simple. • a conduit cette partie de la théorie au plus haut degré de perfection (-).
Séries doublement périodiques de troisième espèce.
Soient m un nombre réel et positif et q une quantité plus petite que l'unité, en valeur absolue (module). Prenons, en outre, une fonction quelconque 6(-c) d'une variable, et composons la double série
Il = — 00
où 71 acquiert successivement toutes les valeurs entières, positives et négatives. Tout d'abord, en attribuant à x une valeur arbitraire, nous voyons que les divers arguments de 9, dans les termes de la série, constituent une double suite indéfinie
(•11) ...,—, -, j 37, xrf-, xq'% ...,
et que leurs valeurs extrêmes sont, d'une part, infiniment grandes, de l'autre, infiniment petites. La convergence de la série dépendra donc de la nature de la fonction ^{z) pour les valeurs infiniment grandes ou infiniment petites de c.
(') Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques de troisième espèce; thèse par RI. Ch. Biehler; Paris, Gaulhier-Villars, 1879.
( = ) Sur les fonctions doublement périodiques de troisième espèce, par M. P. Appell {Annales scientifiques de l'École Normale supérieure, 3° série, t. I, p. i35; l. II, p. 9; l. m, p. 9).
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Supposons que, pour ces valeurs de z, ^{^■) reste finie ou, plus généralement, reste inférieure ou comparable à une puissance de z-, d'exposant déterminé. Sïl en est ainsi, la série (20) converge effectivement; car, pour /? := dr oc , l'influence du facteur
/ 7-\ in?i
(jj) ^^^"'?")
disparaît devant celle du facteur q"""', et les deux hypothèses, m positif, q inférieur à l unité en valeur absolue, assurent la convergence.
La fonction ^', définie de la sorte par la série (20), a évidemment une propriété fort simple, relative au changement de x en q- X. D'après sa définition, nous avons
Mais, changeant dans (20) n en (/z-l-i'), altération permise puisque la sommation s'étend de — oo à -|- ce , nous avons aussi
Nous concluons donc (22) W{x) — ic"'W{q-^x).
Le nombre m peut, sans moins de généralité, être supposé entier, et nous ferons cette supposition. Si, en efl'et, m était fractionnaire, avec /> pour dénominateur, on remplacerait x et q par xP et qP] le nouveau nombre m serait entier, et la fonction indéterminée ^{z) serait remplacée par ^(zP).
Si, de plus, on suppose la fonction ^{z) uniforme, la fonction W(^x) sera uniforme, elle aussi.
A chaque point singulier x de la fonction ^{x) correspondent, pour ^^'(j;), des points singuliers, en nombre illimité, formant une double suite (21). Chacun de ces derniers est de même nature, pour ^*(x), que le point correspondant pour 0(jc). Si nous supposons que les points singuliers de ^{x) soient tous des pôles, ceux de *ï''(^) seront aussi des pôles. Mais, comme ces derniers, dans leurs suites illimitées (21), convergent tous vers zéro ou vers
l'infini, W(x) est d'une nature ti'anscendante pour x infiniment petit ou infiniment grand; ce n est pas une fonction fractionnaire. Toutefois cette singularité disparaît, si, changeant la variable, on remplace x par une exponentielle. Soient donc
l-iZllt — W) ITZM
A toute valeur de x correspond, pour u, une infinité de valeurs, avant la forme ifo-{- 2vw, où v est un nombre entier, et à xg-" correspondent les valeurs «0+ 2vco + 2/^ to'. Ainsi chaque point singulier de ^(-p) donne lieu à un seul point singulier de '!^{u) dans un parallélogramme des périodes.
Si donc nous supposons que ^(.r) soit une fraction rationnelle, la fonction '}(?/) est une fonction fractionnaire ayant, dans chaque parallélogramme des périodes, des pôles en nombre égal à celui des pôles de la fonction ^{-X"). Comme x est une fonction périodique de u, à période 2(o, à{u) a cette même période. L'addition de la seconde période donne aussi, d'après la propriété (22) de W(x), une propriété simple. En résumé, à{u) est une fonction doublement périodique de troisième espèce, et l'on a
( ■!/(?/ — 20j')= (—ij"'e " ••!'(«)•
Ces relations, comparées avec les relations générales (5), mon-
Irent que la quantité r^ est égale a m, en sorte que, dans
chaque parallélogramme des périodes, le nombre des racines de 'l{i/) surpasse celui des pôles précisément de m.
Avant d'aller plus loin dans l'étude de la fonction '}(«), il convient d'examiner les caractères particuliers des fonctions de troisième espèce qui ont les multiplicateurs de '^(//). Les fonctions fractionnaires '-^(n)-! (^ui vérifient les relations (i i)
'f ( « — 2 oj ) = Ci ( a ) ec'^i'.
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ont, comme nous l'avons reconnu, la forme générale
c w' — c'oj
Un calcul direct et sans aucune difficulté donne, en outre, les deux relations suivantes entre les constantes
i-l Iv = /i'lo — hio'-^ (c ■ — c' }(xno' -T- i~(to' — u))S/,
en sorte que la connaissance des multiplicateurs entraîne aussi celle de [i et de S/^', sans particulariser davantage la fonction »(//). Pour à{ii), h et // sont des multiples de i~, le premier pair, le second de même parité que /;^, et nous pouvons les écrire sous la forme suivante
h = 2{rn — A' ) t r, h' = ( a A: -4- m ) j-,
A' et A" étant deux entiers ai^bitraires. Nous avons aussi
Zl.
miTz co) — CM
W iTT
en résulte
I. IV = 1 k M -^ 2 /l'to
S == 2 Ar, — 2k'r,
On voit qu'il n'y a aucune restriction si l'on suppose A' = A"'= o, et l'on peut admettre comme forme générale des fonctions '^{u), ayant mêmes multiplicateurs que '^{u), la suivante :
( 23 ) CD ( i/ ) = G e -^ ■ , \ Y —, ^ — 7- '
avec la condition
(26) ai -h a,-T-. . .-^ap+,n= 6, -f- ^.-r-. . .-i- b,,.
Par conséquent, en prenant trois constantes arbitraires P, P', a, et composant la fonction
on aura le type le plus général des fonctions fractionnaires de troisième espèce, dans lesquelles l'excès du nombre des racines sur celui des pôles est égal à m.
Éléments simples et entiers de troisième espèce.
Dans la définition (20, •>.?>) àe 'h [u) , figure une fonction rationnelle arbitraire Q; mais cette fonction peut être décomposée en éléments simples, en sorte que les diverses séries '\{u) se réduisent à des types distincts, en nombre limité.
Tout d'abord se présentent les séries où 9 est supposé un polypôme entier. Considérons celles où B(^) est réduit à i, ^, x-, . . . ou .2;'""'. Ce sont m fonctions entières différentes, et nous désignerons par JLr{u) celle qui correspond à l'hypothèse B(^) = x^ :
La liaison entre x et u est, bien entendu, exprimée toujours par la relation (aS).
Si l'on remplaçait 9(^) par une puissance de x, d'exposant supérieur à (m — i), on retrouverait l'une des fonctions précédentes. Effectivement, que l'on change, dans (27), n en (^ + 5), on aura
Ainsi, dans la fonction générale '^{if), la partie entière de la fraction rationnelle quelconque 9 donne lieu simplement à une combinaison linéaire des fonctions Er(ii), telle que
(28) XoEo(?0-+-^M El («) + ... -H l,n-iE„i^i{l(),
où les lettres \ désignent des constantes. Ces m termes sont d'ailleurs bien distincts et linéairement Indépendants; ils se distinguent, en effet, par les exposants de x, qui, dans E^., sont des multiples de m, plus r.
Ces séries ne sont pas nouvelles; elles reproduisent ?J^ avec des arguments convenablement choisis. Prenons, en effet, la défi-
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nition (VIII, 17) de 37,, après y avoir changé q en q"^ . Nous pourrons écrire
izq~^'b^{v, q'n) = ^ q"i»(n-V(.
Comparons à celte série cette autre
x-''Er{u) =^ q"i"'"-iHx"'q '-'■)",
et concluons à l'identité des deux premiers membres sous la condition
c'est-à-dire, pour les arguments ?/, c,
( 29 ) ( 2 (^ -T- i) w = m ( î< — o) ) -^ 2 /i oj -^ ■> /• (jj'.
Sans insister autrement sur ce sujet, qui se rattache à la théorie de la transformation, concluons seulement à la connaissance des racines de E^(«). Dans la fonction 27( employée, q a été remplacé par q'"^, ce cjui revient à conserver to et à remplacer to' par m tu'.
Les racines v de l^i ont donc la forme o:énérale y. -r- 'x' j
'X et a' étant des entiers, et celles de £,-(«), d'après ('^-9), sont données par la formule
Il — oj = co -f- ( 2 ;JL
ni \ i
On voit que (w— — — w) est une /?i""*' partie de période. Chaque fonction E,- a m racines, et les m- racines des m fonctions, diminuées chacune de — oj, reproduisent toutes les
IL
^jiLmei parties de périodes.
Élément simple et fractionnaire de troisième espèce.
Prenons maintenant, pour 0, une fraction simple du j)remier degré, sous la forme
Faisons correspondre à la quantité y un argument v, comme a correspond à .r, et désignons par F(^^, ç) la fonction particulière «!>(?/) ainsi déterminée
F(?<,f)=-— ^ xrnnqm.Un-O
Pour le moment, nous considérons F(?/, c) au point de vue de la seule variable u. Ses pôles sont donnés par la formule générale
l/i(.J — xk'Lii.
Cette valeur particulière de u rend infini, dans la série (3o), le terme où n est égal à — k' ; le résidu de ce terme, qui est aussi le résidu de la fonction elle-même, a pour valeur
■i-inti /ji/iii[ii — i)
Les pôles r -+- a/iO) ont pour résidu commun l'unité.
Si l'on voulait supposer, pour 0, une fraction simple du second, du troisième degré, etc., on introduirait ainsi des fonctions qui s'exprimeraient linéairement par F et ses dérivées partielles prises relativement au second argument v. On a, par exemple, en dérivant une fois,
, ,, / y \- àF i- ^
^nin quinUi -V i -i j ^ __ p,
\x(/'-"- — )■/ dç eu
Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant plus de racines que de pôles.
D'après les derniers paragraphes, on voit que la fonction '}(w), composée avec la fraction rationnelle 0 la plus générale, se décompose en deux parties, l'une entière E(w), l'autre fractionnaire F(w),
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Cl que les expressions de ces deux pairies sont les suivantes :
(3.)JF(.„.|[B.F<„..,^a/J:^)-....R„_,:qil^>].
Les coefficients À, . . ., R, ... sont indépendants de u, et, dans la seconde partie F(f/), la sommation s'applique aux divers pôles i>, dont, pour chacun,/? marque l'ordre de multiplicité.
Celle même formule (3i) est propre à donner l'expression de toute fonction '-^{u) avant mêmes multiplicateurs cjue '}(«)' fonction dont l'égalité (20) a fixé la nature. En effet, ayant une telle fonction '-^{u), on pourra déterminer F(u') par la condition c{ue '-^iu) — F(w) soit une fonction entière. Il suffira, jjour ce but, que les coefficients R, pour chaque pôle r, soient ceux du développement de o(u) suivant les puissances ascendantes de (« — ("), comme il suit :
ip-iy.Rp-, . (p-i)lR„-, , , Pm , Ro
La différence c;(?^) — F(f/), ne devenant plus infinie, est dès lors une fonction entière, elle-même de la forme (sd), puisqu'elle a toujours les mêmes multiplicateurs c[ue '^(u) etF(«). Comme elle n'a plus de pôles^ la somme de ses racines est une période, zéro, si l'on veut (26). Ces racines sont au nombre de J?i, dans un parallélogramme des périodes, et, si l'on donne (/» — i) de ces racines, la dernière se trouve fixée. Or on peut déterminer les rapports mutuels des m coefficients A, dans E(«), de manière que E(w) ait précisément ces (/?? — i) racines, et, par suite, aussi la dernière, en commun avec '■:>{u) — F(^u). Le rapport de cette fonction avecE(;/) est doublement périodique (de première espèce), puisque les multiplicateurs sont respectivement les mêmes pour l'une et pour l'autre. Mais ce rapport reste toujours fini; c'est donc une constante.
Sous une autre forme, on peut dire que toute fonclion 'f(" K définie par l'égalité (25), est dé^eloppable en une série telle que '}(«)■' Ici fonction rationnelle 0 étant con^'cnablement choisie.
D'après une remarque déjà faite (p. 47 O» toute fonction de troisième espèce, ayant plus de racines que de pôles, se réduit au produit de C3(w-Hrt) par une exponentielle du second degré. Aussi, pour ces fonctions, la formule de décomposition subsiste, sauf changement de u en {^u -4- ci) dans E et dans F, et sauf multiplication de ces éléments par l'exponentielle.
Décomposition des fonctions de troisième espèce ayant plus de pôles que de racines.
. Les fonctions fractionnaires de troisième espèce qui ont plus de pôles que de racines sont les inverses de celles qui ont plus de racines que de pôles. Une telle fonction ^{^ii) a donc pour forme générale
(33) *(îO = e-P"-P'" ;
OÙ '-^(w) est une quelconque (25) de celles qui ont les mêmes multiplicateurs que F(«, v').
Soit, pour abréger,
(34) F(zt — a, ^■ -^ a) eP(«--P-)+P'(«-.') =: ,f (,,, ç,).
Le produit ^(if)^ (?/, r) est, par suite, une fonction fractionnaire de u^ doublement périodique de première espèce. La somme de ses résidus dans un parallélogramme des périodes est donc nulle. En supposant u et v représentés par des points intérieurs à un même parallélogramme, on voit se reproduire ici l'analyse de M. Hermite, relative aux fonctions de première ou de seconde espèce, et l'on conclut
V^ r ^ ^ à iiw. v\ ^ dP-'^ yiiv, v)~\
(35) -^(O— ;Sh-^("'^>^^^-^---^^^-' dJ-^ V
car 3{u, v) a, comme F(?/, r), le pôle u ^= v avec l'unité pour résidu.
Dans cette formule, w désigne successivement les divers pôles de 'I>(f) à l'intérieur d'un parallélogramme des périodes conte-
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Ainsi, et c'est là une circonstance très remarquable, la même fonction F(i^, f), mais considérée au point de vue du second argument, sert ici d'élément simple. Mais ce qui n'est pas moins digne de remarque, c'est que le second membre de la formule de décomposition (35), si l'on y mettait des coefficients R tout à fait arbitraires, ne serait pas doublement périodique (de troisième espèce) comme <ï'(^'). Il convient de s'arrêter un peu sur ce sujet.
Si, pour composer la fonction rf, on avait mis dans son expression (34), au lieu de la fonction fractionnaire F(w + a, r + a), l'une des fonctions entières £,-(?/ + a), la suite de l'analyse se serait faite comme précédemment; mais le produit ^{n) ^{it, t') n'aurait pas eu de pôle provenant du facteur .f , et, dans l'égalité (35), le premier membre eût été remplacé par zéro. Ainsi, soit
(3;) Er{u-^a)eP"'-+P'"=Criu), /• = o, i, ...,{ni—i).
Les coefficients de Ici formule de décomposition (35) satisfont à m écjuations, telles cjue
C'est, en quelque sorte, une généralisation de la propriété spéciale aux fonctions doublement périodiques ordinaires, ou de première espèce, propriété consistant en ce que la somme des résidus Rq est nulle.
Il reste encore à s'assurer que les m relations (38), qu'on vient de trouver, sont suffisantes pour rendre le second membre de la formule (35) doublement périodique de troisième espèce. Ceci nous amène à chercher l'effet de l'addition des périodes au second argument dans l'élément simple, et c'est là im des points les plus intéressants de cette théorie.
Propriétés de l'élément simple, relativement au second argument.
D'après la définition (3o), on voit que F(?/, v) est une fonction fractionnaire de r, et qu'elle possède, dans chaque parallélogramme des périodes, un seul pôle c = w + 2A w -i- aA'w'.
Quoique F(w, t') serve d'élément simple pour les fonctions de V, de troisième espèce, qui ont m pôles de plus que de racines, il est donc certain que F(m, ç) n'est pas, elle-même, une de ces fonctions, puisqu'elle a un seul pôle.
Posons, pour abréger.
cl concluons
^inn (-• inii{n — ï) ■^
xq-"-'- — y
Comparons avec }''"'/{}'), après avoir changé, dans/(j'), n en
jQiii'.il—\) fi 111(11— \.)(il — %) : •
nous tirons de là
(39) JVr-y)-r"Ay) =2^^'"''''-" '/'"'"-''''*"" -^iû^irir^
Mais on a identiquement
Xq'i-W-Vl y
= (xg-"— ^)'"-^-\- y {xq -■''--)'"-- -i-, . . -h y'"-^ x q-'^-- -^ y"^-^ .
La différence (Sp) ne contient donc plus de partie fractionnaire et s'écrit ainsi
= yE,„^i{u)-^y'-E,„^.{u)-h...-hy"'-'Ei(u)-hy"'Eo(n).
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Revenons maintenant à F(u, v) pour conclure
I mi~i>
l FffA, f ~ 2w') = ( — i)"'e "^ Y{u,v)
A cette relation il faut joindre aussi la relation évidente (41) F(if, i^ -i- 2cu) = F( a, f ).
Ces deux propriétés donnent lieu à deux propriétés analogues pour la fonction -?(«, v). Soient eu + h et c' u + h' les exposants des deux exponentielles qui constituent les multiplicateurs de J(;^, r), considérée comme fonction de u\ suivant la définition (34) on a
giPW «-^ W 1-^ 2P' W -— gfM4-/i
TniTZ' ri -i- ri ,
Il résulte alors de la relation (4i) cette analogue
— /jP!»- — Pi f + 2W )--f-P'f — P'( c-^20} I -^ P cv—li
en sorte que, pour l'addition de la première période à l'un ou l'autre des arguments, on a les deux relations
Semblablement, de la formule (4oj t^n conclut le résultat de l'addition de la seconde période au second argument, et l'on a les égalités
^(«4-20/, c)= ^(«, i;)ef"+/'', i(M, t;-i-2aj')= -f (m, p)e-'^'''-^'
r — tn—\ '' " g— P(('-!-2w'r — PV + SW)
//i — r 1 1 Tî ( t* -4- n I
Si, dans le second membre de la formule (35), on change v en p _l_ 2(0, on voit, par la relation (42), que ce second membre se
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reproduit, multiplié par e"'""'^. Mais, si l'on j change v en r + 210', le second membre se reproduit, multiplié par e~'^'''~'^', et il s'augmente en outre de la quantité ci-après
I m — r) îTZi i' -i-ij I
Pour que cette dernière soit nulle, quel que soit c, il faut et il suffît que les relations (38) aient lieu effectivement.
Quelques formules relatives aux fonctions de troisième espèce.
Parmi les séries qui résultent de ces décompositions, appliquées aux exemples les plus intéressants ou les plus utiles, on en a déjà trouvé beaucoup, par une autre voie, dans le Chapitre XIII. Bornons-nous à considérer encore les développements de l'inverse de dif^ élevé à diverses puissances.
Suivant ce qui a été indiqué 'précédemment (34)5 posons, en rappelant le nombre J7i par un indice,
/«( r, it- — /r II )
et écrivons simplement
D'après le développement de cj«(p. 3oo),
et la formule de décomposition (35), on a immédiatement
Ô^ "^ 24'^5 ~ ^'•'5' 3^ ~~~ TâÔ'"^^ ~ 4Ô'^®'
Donnons maintenant quelques détails destinés à faire mieux connaître l'élément simple F(«, r). Nous considérerons seulement
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le cas m = i; mais ce que nous allons dire peut être étendu, saui quelques modificalions faciles, aux autres cas.
Dans le cas m = i , il y a une seule fonction entière E(« ),• celle qui doit être affectée de l'indice zéro, indice que nous pouvons supprimer. Elle diffère seulement par un facteur de la fonction ."^i et, par suite, de a*//.
D'après la comparaison faite plus haut (p. 473) et suivant les formules du Chapitre VIII, on a, en effet,
(44) E{u) = — ie^f^ cj *2ri/ — ,q\ = — iq ♦l/-A*:rH.e ^-^
L'élément simple fractionnaire, d'après sa nature, a la forme générale des fonctions '-i(w) (20) et, n'avant quun pôle, il sera représenté par une expression telle que celle-ci
_, ■ , —r. Il- -—i-Tiii
:r{ii — 0L\:f{u-^7. — v) — '-—-
cTt » — i>)
Mais on ne connaît pas l'argument a, fonction transcendante fort compliquée, sans doute, de Targument r. ?sous allons exprimer F(?/, ç) au moven de diverses fonctions, dont chacune contiendra une seule variable.
Les deux fonctions de a, F(«, (-) et E(f^), ont mêmes multiplicateurs; leur quotient est doublement périodique. Ce quotient n"a que deux pôles simples ; en le décomposant en éléments simples, on aura donc
(45) F(ii,v)^~^ =Z{u — i'i — -:{i()'i-'l(i'\ v-i / ' ■ Ei u) "^ '
Il suffira, pour avoir Texpression de F(«, c), de connaître 'i>(t'). C'est une fonction nouvelle, dont nous allons facilement trouver un développement. Mais remarquons, en passant, qu'on tire delà
:f(u — a) -iy 11 — v -+- a) ijV
= 1(U V) — tu u a — V) -^ ta = -— ~ ;;;
Multipliant aux deux membres par
on conclut
a'(u — a^^iu — V -^ a) ^''' n-' + n^n—^'^ Y(a,v)¥j(in
'- — ^ g i (') = r ( Il (' ) - •
:ia'ii^u — i^)a'(v' — a) ' E(«)
C'est justement la formule que l'on obtiendrait si l'on décomp.osait le premier membre en éléments simples, par les méthodes données dans ce Chapitre, soit qu'on le considère comine fonction de a, soit qu'on le considère comme fonction de r.
Revenons à 4'(^)- Pour obtenir son expression, développons les deux membres (45) suivant les puissances ascendantes de (?/ — <')• D'après la forme (3o) de F(w, <^), avec m ^^ \ ^ on trouve ainsi les deux premiers termes du développement, en réunissant, dans la série F, les termes qui répondent à deux valeurs de /?, égales et de signes contraires :
''^-■Cv —
CO OJ^-' I — ^2/i I
Les termes correspondants, dans le second membre (45), sont
en sorte que l'on a
Cette fonction entière '}(^), comme on le reconnaît sur cette expression (4^^) o" sm- la formule (45), a la propriété suivante :
'h{v -T- 20/) =: J;(^') -f- It^ '- E(l' 1.
Pour (' = o, la fonction s'évanouit et sa dérivée a une valeur re-
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marquable. On a, en effet
•Moj=-^"
tu
.v(o) = '^ ~(— l'y ,_,,«„<7«(«-.i .îiz^.
En prenant la dérivée, aux deux membres, par rapport à r. dans la relation (45), puis faisant ç = o^ on en conclut
¥{if,o)
Till^ — iTZlI
■J li
En ce cas particulier ç = o, la nature transcendante dès racines de F se montre avec netteté dans la formule (47)-
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