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FORMULES ELLIPTIQUES POUR LA ROTATION DES COUPS
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Représentation elliptique des cosinus des angles d'une droite avec trois axes rectangulaires.
Soient
M, V des arçumciiLs elliptiques quelconques;
(Oa une demi-période ;
G une rpiantilé arbiliiiiro.
Déterminons trois angles ax, ny^ az par les formules
cosor^ = e' ,
:^ u :iv
(i) . cosflJT -^ i cosa)' = (j e '*
I 3'( ?/ — i- -T- (03( I ^'(ojt r,,^U'-u-Wa)
cosaj" — I cosav = y^ e '
Ces trois angles sont ceux qu'une droite a fait avec trois axes rectangulaires x^ t, z. Effectivement, nous pouvons conclure de leurs expressions (i) les égalités suivantes (t. I, p. 191) :
— ey_
OJgf 1 —
Wx) —
1 cos- ar -T- co5-ar = ^^
i ■" p(r — toa»
cos^ajc — cos-a/ -^cos-az = i.
Ce mode de représentation, qui joue un rôle dans les applications mécaniques, va donner lieu à une étude approfondie. Nous V considérerons to^ comme étant une quelconque des trois demipériodes, u et V comme variables. Dans ces conditions, nous devons d'abord examiner la réalité des trois angles.
La première formule (2) montre d'abord que les racines e^ doivent être réelles. Il s'agit donc de fonctions elliptiques à discriminant positif. Les fonctions J3«, p{v — w^) doivent être réelles aussi; les arguments u^ v sont donc ou réels ou jDurement imaginaires, à des demi-périodes près (t. L p. Sg ).
En posant, comme au Tome I (p. 190),
on peut écrire l'expression ( i i de cosaz sous la forme
(4> cosrt; = Li —
Suivant la manière dont est choisie la demi-période tOa? ^a ^ toujours pour expression
v/(.ea— ep;(ea— eyj et reproduit, sauf le signe qui peut différer, lune des trois quan-
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lilés U-, U'-, U"- (l. I, p. 194)5 dont deux sont réelles et l'autre purement iniaj^inaire. Il est donc inij^ossible que «et r soient tous deux réels ou tous deux purement imaginaires, on l'un léel, l'autre purement imaf;inaire. Eu eflel, les fonctions c'a étant paires et d
étant impaire, les trois quantités ^^!-^' — ^^^ seraient, toutes trois, de
même espèce, ou réelles ou purement imaginaires; Tune, au moins, des formes que pourrait j)rendre le cosinus serait donc imaginaire. Une, au moins, des deux fonctions jj//, pv est donc entre C3 et c-i ou entre e-i et e^. Supposons pu compris entre e-^ et e^.
Parmi les quatre intervalles ( — oc, 63), (e», ej), (eo, <?,), (e,,-i-x), le troisième seul peut alors contenir pv. C'est ce qu'on voit par la première formule (2). EfTectivement, si pv est dans le premier intervalle, alors j3(t^ — toa) est dans ce même intervalle, co;, étant la demi-période purement imaginaire, nommée aussi w'; j)« — e^ est j)Osilil., p(c — 0)3) — c-i négatif; cos-rt:; est négatif pour l'iivpoihèsc oJa = ^'>\' Si J3(' est dans le second intervalle, J3(r — (Oo) est dans le quatrième et cos-«:; est négatif pour Flnpothèse (jj» = <'^2- Si j)r est dans le quatrième intervalle, J3(f — 10,) sy trouve aussi et cos-«:; est négatif pour Thypothèse w^ = oj,. Ces différents cas sont donc impossibles. Au contraire, si pv est dans l'intervalle (62,^1), p((' — w,)etjD((' — (Oo) sont dans le premier intervalle et cos-rt:; est positif, inférieur à l'unité pour o^^ r= (o, ou (0^5 }^{y — CO3) est, dans l'intervalle (^2,^,), comme pe, etcos-c/c est encore positif, inférieur à l'unité jjour l'hypothèse 10^= (O3.
En raisonnant d'une manière toute semblable et renversant Tordre des intervalles, on verra que, si pu est dans l'intervalle (<?2> ^K )■, P^' est alors dans l'intervalle (e^, Co).
En résumé, quelle que soit la demi-période w^, si l'on |)rend pi/ et j)t', l'un dans l'intervalle (^3,62), l'autre dans l'intervalle (Co,*?)), Tangic «;, défini j)ar la première formule (i), est réel,
U est facile de voir comment doit être maintenant choisi G pour la réalité des angles «x, ay. Remarquons d'abord, pour les secondes formules (1), une forme analogue à (4); c'est la suivante :
[ cosax ~r- i cos ay :^ — O U i —
i cosaj; -T- i cos ay =-^ — ulj
I ,.., :fy,( u — V ) cos ax — i cos ay =^ tt Uâ — '— — z
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On voit parla que raltéralion de Wa, au moyen de Taddilion d'une période, peut modifier seulement les signes des seconds membres. Il sera donc permis de raisonner sur trois demi-périodes distinctes, prises à volonté.
En désignant par lo,, et to,, deux demi-périodes, l'une réelle, l'autre purement imaginaire, on aura, pour ii et ç, les expressions
(6) u = io„-^u', f = (.0,,-i- (•'.
D'après ce qui vient d'être reconnu pour la nature de pu et jdc, on voit que u' et v' peuvent être supposés, l'un réel, l'autre purement imaginaire, comme cl)„ et lo,,, mais en ordre opposé.
Par le théorème d'addition des périodes dans la fonction ci* (t. I, p. i8o.), on a
3'(« 4- c — tot-) = :f( n ^ f'-+- w„) =— :^{u'-^ v' — a}„)e"''" ""*''''. En supposant donc oj^ ^ Wi- on aura
co?ar -^ i cosorj' _ 'riiu -^ v — o)») 2r„/M'+p')+2r,„(H'-<-(i)ui)
cosaar — l'coso}' a'(zt — t^'-(-a)„)
Les deux quantités cosaa^zlricosaj', ayant leur produit réel (2), sont imaijinaires conjuguées sous la seule condition que leur quotient ait pour valeur absolue (module) l'unité. Or, à l'égard du quotient des deux fonctions a", au second membre, il en est bien ainsi; car les arguments de ces fonctions sont conjugués ou conjugués au signe près, ce qui revient au même, puisque 3" est une fonction impaire. Il reste à retenir, dans l'exposant de l'exponentielle, les seuls termes réels, qui sont 2rj„^''-r 2r,(,a'. Ainsi, pour la réalité des angles ax et ay^ on doit choisir G de telle sorte que
G'f,u l'-i-Vii."'
ait l'unité pour valeur absolue.
A cause de la svmétrie, cette conclusion subsiste si l'on suppose ojj^ =: (j)u. Si enfin on suppose oja^ = io„ -i- w^, on aura
cosax -^ icosay „, 3'(ïf'-4- 1-'') 2(r,„+r,„)(H'H-w„)
cosax — jcos«j' ^{u — f-T-2 0j„)
p., ^(u -^ V ) 2 rn,H '-4-2 •/;„i''-^2r,^,(j)u
G-fu — v )
et la même conclusion subsiste encore.
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Droites perpendiculaires.
Supposons maiiilcnaiil une seconde droite b^ délermiuéo, en direction, d'une manière analogue, les angles 6x, by^ bz étant définis par des égalités analogues à (i), où G n'est pas changé, mais où o^ est remplacé par tOg.
Nous allons prouver que les droites a et b sont perpendiculaires. Ce se,ra ici une application de la décomposition des fonctions de seconde espèce en éléments simples, pour le cas d'un pôle unique, mais double (t. I, p. 23o).
Prenons la formule de décomposition, savoir :
1 s'a! j'rto j - u
Soit d'abord «, = to^, «2 = Wg, p = ^«i + ^«2 = '''la -•- '^ïq- Ce sera le cas signalé (t. I, p. 23o) où la formule de décomposition se réduit à un seul ternie.
Désignons par ^'(;^) l'élément simple répondant à ces suppositions
Nous aurons
( q) ^ ^ g<^a+0?'« ^ xp'( n ).
a'co-xjojg a'='«
Faisons, dans la formule générale (7), une autre hypothèse : a^ = ç — (Og, rto = ti^a — ^7 p = '^ia — '^3- L'élément simple ^{u) peut s'écrire alors sous cette forme (t. I, p. 188)
'(m — Wa — tOo) ,
Nous avons, en conséquence,
( a'(o)x-4- Wo) s-ù/ — p-H Wo)3'(?/ -4- r — wx)
p,.,»^, .ua; ^ ^^ ^^
(lo) ^ a'(i' — wa)3'(r — Wp) r-f/
( = - W'(«) + f Ç(i^ - t^p) - :(v' - wa) + r..^ - r.^]»r( «).
Echangeons les indices a et ,3, puis ajoutons la nouvelle égalité, membre à membre, avec l'égalité (10)5 il ne reste au second membre que W\u). Remplaçons W'(i/) par son expression (9) et nous aurons la relation suivante :
-\:ï(u — r -4- wâ) j (î/ -4- (' — (-05,)e '* '•
(11) ,' -h3'(î<— <'-!-to.^ ) 3- (?< -4- r — Wp)e' '■'•'"'■''■'•"]
o'io^a'wc
Il suffît de chasser les dénominateurs, de diviser par rf-^/ rf-ç', et de multiplier par le facteur commun e ^'''^" ^'■^'^^ pour changer l'égalité (11) en celle-ci :
(cosbx — icosby)(cosax -h icosay)
-~{cosbx -h i cosby){cosax — icosay)-\-icosaz cosbz = o,
qui prouve la perpendicularité des deux droites a et b ; car elle se réduit à
cosax cosbx-\~ cosay cosby -+- cosaz cosbz = o.
Trièdre trirectangle.
Dans l'analvse précédente, les deux demi-périodes oj^, «jJp ont été supposées distinctes, à des périodes près. Sans cette supposition, les résultats seraient inexacts ; les raisonnements seraient d'ailleurs sans valeur, la formule (10) devenant illusoire.
Comme il v a trois demi-périodes distinctes, on peut, par le moyen des formules (i) représenter les angles que font avec les
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trois axes les Irois arclcs d'un liièdre trircctangic. Ainsi, juciudU les formules (i), puis y clian géant successivemenl a en b ou c, tL)3( en Wg ou Wy, avec r,a en. r^a our^^^, tout en conscnant u, r, G, on a une représentation des cosinus des neuf angles que font entre eux deux systèmes d^axes rectangulaires «, ^, c, et X, y, z.
Quand on fait correspondre deux à deux les axes de chacun des deux systèmes, comme a avec x, b avec y et c avec ^, on peut rencontrer deux cas différents : ou bien les deux systèmes sont congrucnts, c'est-à-dire qu'on peut transporter l'un d'eux de telle sorte que les axes correspondants coïncident en position el en sens ; ou bien cela est impossible et les deux systèmes sont incongruents. La distinction de ces deux cas, comme on le sait, se fait au moyen de la quantité
, _. co^ax cosby — cosaycosô.r- (i3) ■
ou d'une quelconque des huit analogues obtenues par permutation circulaire de a, 6, c ou de x, y, z. Ces neuf quantités sont toutes égales à + I si les axes sont congruents, à — i dans le cas opposé. Ainsi l'unité positive ou négative £ est le caractère de congruence des deux systèmes d'axes.
Cherchons dans les formules (i) actuelles le caractère de congruence. A cet effet, après avoir, dans la relation (lo), échangé a et ^, comme précédemment, retranchons les deux égalités membre à membre, au lieu de les ajouter. C'est alors le terme W(a) qui disparaît et le terme suivant qui se conserve. Transformons d'abord la quantité entre crochets : c'est une fonction doublement périodique ordinaire de r ; exprimons-la en produit de facteurs, ce qui est aisé, ses racines étant évidentes. iSous aurons ainsi
l{v — ojp ) — l{v — lOjt) -^ T,j^ — r;3t
'(V U).j_) J ( f OJg)
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et il en résuUo
I cosbx — /cos6j')(cosaiF-4- icosaj) — {cosbx-T- ico?'bf)(cosax— icosby)
Cm o'p
Comme il a déjà été fait au tome I (p. ig5), nous supposerons, poui' la svmétrie, les trois demi-périodes lo^, Wg, Wy liées par la relation
CO^ — Wq -4- (0 - = O.
Sauf la première exponentielle, le dernier membre est alors, d'après (i), 2 cosc:;, et Ton a
cofiaxcosby — cosbx cosay i r.aWi-r.w,
COSC-S l
Telle est l'expression du caractère de congruence. On sait (t. I. p. 196) que l'exposant de e est ici un multiple impair de
— • On a donc
l r.^tog— r, gtOa= (2/.-— i)^, (i5) ^ P P 2
Sur la décomposition d'une somme en un produit.
L'analyse actuelle nous offre, toute composée, une des innombrables formules particulières que l'on peut déduire des méthodes générales de décomposition. Nous la mentionnons uniquement en vue de l'usage qui va en être fait.
Parmi les relations qui ont lieu entre les neuf cosinus, prenons celle-ci
\ (cos ax -^ i cos ay) {cos ax — ico?,ay) = 2,
oîi le signe sommatoire indique qu'on devra successivement remplacer a par «, b, c. En mettant pour cosa^ m ico?,ay l'exprès-
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sien (i) et chassant les dénominateurs, on oblicnl lu foiinulc en question
(Il
elle signe sommatoire indique qu'on doit mettre successivement toa, w^, Wy, r.a, r,|î, r,y pour to et r,.
Cette même formule peut encore s'écrire autrement, si Ton y met r et r, au lieu de v -f- u et c — a,
(i6) ^ G'(t' — co)3'(Pi — w) 3'2a)e^i(''+«'.-2w' = — as"-^ ' "^ ' ' s'^ ^ ~ ^ ' • (1)
C'est un cas particulier d'une formule plus générale que nous allons obtenir. Prenons la fonction
, , , :f(ii — p-T-w)3'(« — w)
^ ' ' . ^ ' ' '' r-u:!{^v — w):fw
qui, relativement à w, diffère seulement par la notation et par un facteur constant de la fonction doublement périodique de seconde espèce (7) envisagée dans ce Chapitre. L'élément simple correspondant <ï>(w) sera
!^ U dv
(18) o(j<, C, w)= — ^'{u)— [Ç(t,_cp)_Ç,i.]<I>(M).
Multiplions les deux membres par cette fonction de c,
(19) /(p)=3'(t'— «Oe"''^,
et l'on pourra écrire la formule ainsi
Soit A la somme (16); soit aussi S la somme obtenue en prenant successivement pour w les trois demi-périodes et multipliant chacune des fonctions 'f(«, ^S w) parle terme correspondant de A. On aura
,211 S =ya'(i^ — io)3'(^P,— w)?2oje'''"'^'''"^'"'o(«, t^, tu).
Dans celte somme, chaque multiplicateur de cp a, relativement à 4' et sauf un facteur indépendant de c, la forme ci-dessus y"(v'). On a donc, suivant (20),
dv ^
Remplaçons A par le second membre (16) et nous aurons
ou, suivant (18),
Si enfin nous remplaçons S et '.2 par leurs expressions (i~, 21), il nous vient, les dénominateurs chassés,
y o-C i< - w) ^( «i — r -4- to ) ^-C 1^1 - co ) a- w 6'"''''+'''-"^'
Ci)
Cette formule prend un aspect plus symétrique si l'on écrit u, r, w au lieu de u, v — u, (^,,
u ri c rr cv
le produit, indiqué par H au second membre, s'applique aux quatre facteurs obtenus par les diverses combinaisons des signes =+r.
Composition des trièdres trirectangles.
Soient trois systèmes d'axes rectangulaires a, b, c; Xq, yo, Zq] j:,, j',, z-i. On donne les cosinus des angles que font les axes «, b, c avec les six autres axes, et l'on demande les cosinus des angles que font entre eux ces six autres axes. C'est ce problème
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que, pour abréger, l'on désigne par le mol de composition des trièdres Irirectangles, problème résolu par des formules élémentaires de Géométrie analytique, mais qu'il s'agit de résoudre explicitement au moyen de la représentation elliptique précédente.
On supposera les cosinus exprimés, par les formules ci-dessus, au moyen des mêmes fonctions elliptiques dans les deux cas, mais avec des quantités Go, «o? ^'o pour les axes ^oi J'o? ^o et des quantités différentes G) , «i , i'i pour les axes ^i , y^ , :;, .
Pour résoudre le problème, on cherchera ici trois quantités seulement
co?,ZqXi-t- icoszoyx, co?,ZiXQ-^ icosz^yo, cosziZq,
f[ui suffisent à déterminer les neuf cosinus. En premier lieu, les conjuguées des deux premières s'en déduisent par les relations
fCOS^O^l-r- l COS5oJKl)(COS-ôoa7i l COS^oJKl)
= (cos^ia7o-i- i cos^ijKo)(coszia7o — i cos^ijKo) = i — co?,^ z^z^^
Quant aux autres cosinus, ils se déterminent aussi, sans ambiguïté, par la quadruple relation suivante, où l et y prennent à volonté et séparément les valeurs ± \J — i,
icosa^oa^i -I- i cosxo/i -i-y cos/o^i -^ ij cosjKo^i _ (cos^o^i + icoszQyi ) (cos^iaro -+-y cos^i^o) ij — cos-co-^i
Ce défaut d'ambiguïté tient à ce que, dans le cas actuel, les caractères de congruence des deux systèmes Xq^ y^, Zq et ^,, j/, , z-t par rapport ka, b,c coïncident, puisqu'ils dépendent seulement des demi-périodes. Les deux systèmes ont donc entre eux le caractère -\-i. Dans le cas, au contraire, où l'on aurait deux systèmes incongruents , il faudrait, au dénominateur de la formule (24)} remplacer ij par — iJ.
Nous ne nous arrêterons pas à prouver ici la formule (24)5 <1"^ est une conséquence facile des relations analogues à la relation de congruence (i3).
D'après une formule élémentaire de Géométrie analytique, on a
(2'j) coszgXizh i cosiîo^i = ^^cosaZ()(cosaxi ~ i cosayi ).
En prenant le signe plus, nous aurons, suivant les formules (i),
= - — - — - — — - > 3'(î/o~ w)3'(ro — co)3'(z<i-^r, — w)e ' » ■ • '
La formule de sommation (ii2) donne donc immédiatement
(26) cosxjoa-i-f- îCûs^oTi = 3 ::: — ^— | l^
Semblablement, en prenant le signe moins, on trouvera
(27) cos-so^i — icos^oKi= — 7^—- — zr~ \ 1^
(ji j «0 3^^'o ^"1 ^'"1 A JL 2
Semblablement aussi, cos;:;,a:o— t cosj^ijKo s'obtiendra par les mêmes formules, où il suffit de transposer les indices o et i.
Par cet écliange , on retrouve les huit mêmes facteurs, mais groupés différemment; d'après la double égalité (28), ceci constitue une seule et même expression pour i — cos-^q^m savoir
• 0 4 TT î'o— ^-'o — "1— f^i
(CTî^o ^t^o ^"1 ^i"i/-
Nous allons par là arriver à l'expression de cos^o^i- Tout d'abord, en posant
on peut transformer l'expression du sinus au moyen de la formule fondamentale {\. I, p. 171) et écrire
, (a— 3)(a'-3')fa-p')(a'-p)
r(a — 3)fa'-3')^(a-^')fa'-p)12
cos2^o-i = i-^in2-o-i= ^ ' , .0 ô^. ■
En extrayant la racine carrée, il reste à fixer le signe, qui est déterminé, puisqu'on pourrait obtenir aussi cos^o^i par la formule
cos-So-Si= ^ cosazocosazi.
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Si l'on observe que les deux systèmes d'axes coïncident moyennant l'hypothèse Mo=W|' ^o"=^ij Go=G,, et que cette hypothèse rend a' et |j' infinis, cos ^i, ^i " -H i , on voit (jit'il faut conclure
, , (a-P)(a'-^')^(a-;3')(a'-!3) (.9) cos.-„.-.=: (a-a')(P-P')
Le problème de la composition des trièdres trircctangles se trouve ainsi résolue.
Voici quelques transformations utiles de cos:^o^i- On a tout d'abord
Changeant les différences de fonctions p en produits de fonctions 3" par la formule fondamentale, on obtient
cos;:o-i
il faudra, dans le produit II', prendre seulement les quatre facteurs où le nombre des signes moins est impair ou pair suivant que le signe, au premier membre, sera plus ou moins.
La troisième forme que nous allons donner à cos^o^i, dissymétrique par rapport aux lettres u et c, est celle qu'on rencontrera dans les applications. Posons un instant
(3ij ^ = pa, <x'=pa, P = p6, '^' = pb',
d'où résulte
(a — p')(a'— 3) _ tf( « + b'):^(a— h') :f(a^ b) dja'— h) _ j, (a — a')( 3 — fj') "" a'{a-^a')::'{a— a')a'{b -^b') a'{b —b') ~~
Envisageons à part le produit
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fonclion de a', doublement périodique, que nous décomposerons en éléinonts simples ainsi (l. I, p. 206) :
3'{a'-4- b ) ifia' — b)
a'(rt-i-a')a'(rt — a')
(ï(a — b)cf{a-^ h)
Dans celte éi;alité échangeons a' et b', puis divisons membre à membre; il viendra
_ l(a ^ a')-f- l^(a — a') — "Qi a ^ b) — 'C.ia — b) ~~ ^(a -f- 6') -t- C(a — b') — Ç(a-+- 6)— ^a — 6)
Suivant la première égalité (3o), on a
Chassant le dénominateur, puis remettant, conformément aux égalités (28 et 3i), pour a, a', b, 6', leurs expressions —î^-; — '?
O.X^Uo—l'^Ul — ^l
(32) cos^o-^i = ; -—'■ :'
-^ «n-H U\~i^>(,— t'i ) _ "V v- "0-^ ».i±( Pn-H t^l )
Angles d'Euler.
Les angles d'Euler, ainsi nommés parce qu'ils figurent dans les formules données par Euler pour le changement des coordonnées rectangulaires, sont ceux que l'intersection de deux plans, l'un des nouvelles coordonnées, l'autre des anciennes, fait avec un des axes situés dans un de ces plans. On en considère habituellement deux, ceux, par exemple, qui sont formés par l'intersection des plans ab et xy avec les axes a et x^ et c'est par ces deux angles, avec l'angle cz^ qu'on détermine les huit angles ax, ay^ .... Il y a dix-huit angles d'Euler, suivant la définition qu'on vient d'en donner; chacun d'eux n'est déterminé qu'à un mulUple près de la demi-circonférence, quand même on suppose les sens de rota-
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lion bien définis, cl nous le supposerons toujours, en prcnauL pour positifs les sens habituels de x vers y, de y vers z^ de z vers X, de a vers 6, etc. Efiectivemenl il est impossible de préciser le sens pris pour positif sur l'intersection de deux plans coordonnés. Toutefois, neuf de ces angles peuvent être précisés (à des circonférences près) si Ton a précisé les neuf autres. Il suffit de convenir que le sens positif de l'intersection de deux plans, par exemple ah et xy^ est pris de la même manière pour compter les angles de cette intersection avec a et avec x.
On peut dénoter ces dix-huit angles ainsi (c:;, a), (c:;, x), . . . , la notation cz indiquant qu'il s'agit de l'intersection des plans perpendiculaires à c et à :;, c'est-à-dire ah et xy^ et la dernière lettre a ou x indiquant Taxe à partir duquel est compté cet angle.
11 est très aisé de démontrer les formules suivantes relatives à ces angles
cosa^±iCos6^ ., , . COSC37 dr i coscr
(33) e=''f-.'ï' = — i . , e-''cc,a:)^— jç ^ ^.
^ ' sine- sine;;
Dans ces formules, toutes les conventions précédentes sont observées, et l'arbitraire qui subsiste dans le signe de sine:; correspond à rindétermination des deux angles. Pour avoir les seize autres formules, il faut avoir soin, sans changer s, de permuter circulairement «, 6, c ou x, r, z.
A l'égard des angles doubles, l'indétermination n'est plus que de circonférences entières, comme il apparaît dans les formules
QO'T'az ^- ico'^bz „., , co!;c:r -i- i coscr
cosac — ico9>bz coscr — ico%cy
Les formules (i), où Taxe z est mis à part, ne font apparaître d'expression simple que pour les angles formés par l'intersection du plan xy et des autres plans; ces angles sont au nombre de six. Trois d'entre eux sont immédiatement donnés par les foi'mules (i)
(3j) e2('ac,x)— _ G2 1l^.c-W — Q^_^ ,
a'(a — i^-i- wa) :fa.{"' — v)
avec deux analogues obtenues par le changement de a en h ou c. Les trois autres n'apparaissent pas d'abord; mais nous allons les
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trouver, et ce sont les formules de la composition des trièdres qui les fourniront.
Dans les formules (i), supposons u -~- co^, r = (o^, G = e~"i«"?. Elles donnent
cosa- = o, cosCT^ =h i coso^ = I.
L'axe a coïncide avec l'axe x. Prenons maintenant les formules relatives à l'axe b, changeant, pour cela, a en |3 dans les formules (i); nous avons alors, d'après (i4)?
cos bz = o, cos b.r -~- icosby = eO?*^* Oa",? — it.
L'axe b coïncide avec l'axe jy ou avec son opposé en sens, suivant le signe de £ = = i . Il en résulte que l'axe c coïncide avec l'axe z.
Ces suppositions, que nous venons de faire pour m, v, G, faisons-les maintenant pour «,, ^^,, Gi, et employons les formules (26, 2j) en y supprimant l'indice zéro. Nous aurons
cos az -~ iz COS oz = — — - — — -I I
iz cos bz =
U jV -7 (M-
Wgrz if ± p
formules où l'on pourra permuter a, ^, c entre eux et, en même temps, a, [3, v. On en déduira trois angles d'Euler par des formules telles que celle-ci
( 36 ) e2/(c;, a) ^ e-2r„w3 TT . i
Si l'on avait fait la supposition des valeurs particulières sur u^, Vq, Gq et supprimé l'indice i, on aurait trouvé de nouvelles formes pour cos ex rz icoscy et les similaires. Ces formes nouvelles se ramènent immédiatement aux formes initiales (i) parla formule de duplication de l'argument dans la fonction a" (t. I, p. 197). Quant à la forme nouvelle de cosc:; à déduire de (3o). elle présente de l'intérêt en ce qu'il y figure seulement des fonctions p ; mais nous ne voulons pas y insister.
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Expression du produit cosazcosbzco^cz.
Si l'on prend cos«c et ses semblables sous la forme (j), pour les multiplier entre eux, les arguments a et v n'apparaissent plus que par les fonctions p', comme il résulte d'une formule démontrée au Tome I (p. 196),
(37 ) cos«^ cosbz COSCZ — J UxU,j Uy p' U p\'.
La quantité U| reste inaltérée en valeur absolue, mais peut changer de signe, quand on modifie toa par l'addition d'une période. Si l'on prenait, pour les trois demi-périodes, oj, to', co", le produit des trois quantités U^ serait
{ei— e2){eî— 63) {e-j— ei)
On peut démontrer sans difficulté qu'on a, d'une manière générale,
(38) uauau?
(ca — ep)(e,^ — ey)(ey — fia)
t étant la même quantité — i, qui est déjà intervenue (i5). Mais, sans faire de démonstration directe, nous pouvons l'établir indirectement par la conséquence qui nous importe ici et qui est relative à la formule (Sy). Cette formule deviendra
(39) {e.j,— eo){eQ — e^^)(ey~ eoi) cos az cosbz cas cz = — —.p'up'v;
il y reste seulement jusqu'ici une incertitude sur le signe du second membre, puisque la formule (38) n'est pas établie. Pour faire disparaître cette incertitude, supposons
Ainsi qu'on l'a déjà vu au paragraphe précédent, si 11' et v' étaient nuls, cosrt^ et cosbz seraient nuls, et cosc; serait l'unité. En supposant donc a' et / infiniment petits, on aura, pour la partie prin- II. 2
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cipalc du produit des trois cosinus, celle du produit cosa:; cos6;:- Les parties principales sont les suivantes :
a'Uùo — Wa) cosa;: = ■ — e "^ -^v,
La partie principale du premier membre (89) est donc iz(eai—e^y-{e^ — e^){e^ — 6^)11' v' ;
celle du second membre est
Or on a
/dp'-u\ „
\ " P " / «=Wa ''^
En conséquence,
— 7^-P"waP"c«ip = i£(<?a— ep)2(ep — ey)(ey — Ca),
et l'on voit que les parties principales sont les mêmes dans l'un et l'autre membre de l'égalité (Sg).
Expression des cosinus sous forme explicitement réelle.
Pour l'analyse générale, la forme (i) de l'expression des cosinus est la meilleure à cause de la symétrie. Mais, pour le calcul numérique, cette symétrie doit disparaître; il y a, en effet, une demipériode dont le rôle est jjarticulier, celle qui est une imaginaire proprement dite.
Les arguments u et v ont, pour parties constantes, à des périodes près, les demi-périodes w et w', l'une réelle, l'autre purement imaginaire. Pour préciser entièrement, nous supposerons que w'
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appartienne à m et w à v, en sorte que la partie variable de a soit réelle, celle de v purement imaginaire. JNuus poserons, en outre,
(îo)
U = Oi'-^ 2(xiu-T- u', l>iu = Su(^ ~r- s'uOi',
V =^ (Ji -r- ItOç, -T- i'' , (iii, ^ Si, Oi -~- si tu';
tjjjt = O) -T- 7.S^ix> -^ "iS'rnUi', tOg = to' -T- 2 ^o W -i- 2s'oio';
II' sera réel, v' purement imaginaire; ils pourront être, quand il en sera besoin, limités dans l'étendue d'une période aoj pour le premier, aw' pour le second. Nous poserons, en outre,
G' = {—jyusi-i-s^s;,Qg
cl — o-/ ~r~ S ,, -T~ Stf ~T~ 1 1
i'i'iu'y—'^v) +-2r,i,(« — a)u)-HrY(i'+^ j+yjYi^^. _ j
C • — S'x —r- 5^ -t- Sq ;- 5^ h- Su , Su Sç-h- S^,.
Les formules (i) et leurs similaires se transforment ainsi en les suivantes :
cosa^ = ( — i)«
e * U" a'oii' a'i>'
cosbz
UU' a'su' ia'ii)''
e~{j" :fii' 3-,^' DU' 3*3 m' (jiv'
^ \ Il j :{ l'
cos «37 -f- i cos av = ( — I F G e * ■ ; ;- ,
cosax — i cos ay = ( — i)'» -^,c * ; j-,
G s'ait 3'it'
cos6^ -T- t costj' = ( — i)^ G' e
-r- 3"! Uf -T- P )
cosux — / cosyy = (— ij'' yr, e ■• — ^ — ; 7->
G ^3 if Ji V
cos ex -h l cos CV = ( — I )c+l G -rrr^ ; r '
-^ "■ ^ DU' c^u' cfiv'
, . , f i\]" -iiu'-v'^
COS ex — i cos CV = ( — I f^^ -pr, rrrrr ; r •
•^ ^ ^ G' UU' ^su' a'iv'
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D'après les notations (4o), la quanlilé s (i5) se réduit à ce que l'on peut, suivant (4')' écrire ainsi :
Il est utile de noter ici les hypothèses par lesquelles on amène en coïncidence les axes a, 6, c avec les axes x, y, z dans un ordre quelconque. Les voici, faciles à vérifier sur les formules (42, 43);
X, y, z coïncident dans cet ordre avec cr, b et ec (c'est-à-dire le sens positif ou négatif de c suivant que s =- ±: i) ;
(46) j<'=o, p' = o)', G'=e^, b = o, c = \ : X, y, z coïncident dans cet ordre avec b, c^ ta ]
(47) u' = IX), t>' = o, G' = e i , a = o, c=i:
X, )', z coïncident dans cet ordre avec c, a, s 6.
On doit avoir soin d'observer, dans les formules (42, 43), que U' est une quantité purement imaginaire et U" le produit d'une
quantité réelle par e* (t. I, p. 194)-
Après avoir calculé directement les formules relatives à la droite
a, celles qui donnent cosa^ et cos«^ ±: icosay, on peut obtenir les autres par des changements fort simples : pour passer de a à
b, on échange lo et oj' ainsi que 11 et c, en observant de changer i
en — /, à cause de la quantité -/jw' — r/oj = -^ ^ qui échange son
signe ; pour passer de b à c, on change w' en co'-j- to, sans changer lù, u, V ; u' se remplace alors par m'— w.
Formules pour la composition des trièdres.
Nous allons faire les transformations analogues dans les formules (26, 27) de la composition des trièdres. Pour ce but, nous transformons d'abord l'identité (22).
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Dans la forimilc de sonimalion (2.>.), posons V = co^ -4- ('', u = cog ~ «', w — coy ■+- i\'' (lOa -+- Wq -4- a>y = o),
et transformons d'abord le premier membre par les calculs suivants :
^(k — co:<)e'^''" = — 3'( « + coa)<?~'""^"
=: G^(«— COy)e "^ = c'y fi j'iOyC '" '"• •,
et, de même,
Si, dans le terme de la somme (22)
on fait ces substitutions, on trouve
o f 3^y « 3^0 (i' . ::^Wa 3^tiJu j coy e ' '' '» ,
produit où les facteurs séparés par un point sont, les premiers variables d'un terme à l'autre, les seconds fixes.
Pour le second membre (2a), le facteur d devient
. Il' -^ v' ~ w' -r p . u -i- V — W p 1 • •
o Le lacteur a se transforme en celui-ci :
U -\- V — w \ V ->~ u — IV —ri-,
.yoy
Permutant circulairement les lettres v, «, w et a, [i, y, on obtient deux, transformations analogues.
Dans le produit des trois quantités analogues, l'exponentielle
contient son exposant, — ( — rjy + tijj — '/], ) = 'ri^iV, et ainsi des
autres. La transformation de l'égalité (22) donne donc (les accents supprimés)
/ cfv c'y U a'^iv ~h a" U a'rx^v (j^v -^ a' w c'p p c'a w (48) ^ V -^ u -^ w «' -J- ?/ — (V u -f- (r — V IV -^ <' — n
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Dans la somme > cosa:o(cosaxt -\- icosav,), qui compose
cos;:o-^« + ^ cos^oj'i (^S), employons pour chaque terme les expressions (42, 4'^)> avec des indices zéro et un pour distinguer les quantités afférentes aux deux systèmes d'axes. Nous trouverons justement la somme (48) où </„, w),, u\ -+- v\ remplacent p, u, iv. où, de plus, a = I , [3 = 3, y = a ; cette somme est multipliée par
le facteur commun G', pr-rî mais, en outre, les termes ont des signes différents, étant affectés des facteurs respectifs ( — i)'^o+«i, ( — i)*o+*i, ( — i)''o+^i+'. Cette circonstance n'introduit aucune difficulté; la somme (48) se change en la somme actuelle si l'on prend (; = (— I )«»+". t^'o. Il = (— l)*.+^^^;, (r = (— i)'^o+^.+' {u\ -^v\). Observons maintenant que Co + ^0 +- Cq et «, + Z>i + C) sont de même parité (44)> et posons
pour conclure
' cos^o^i -1- icos^oyi
I .^ ^ "1 — ''i — [■'"o — ''^0 ^ «1 + t^i + .u^o — vt^o I J L 2 2^ J
= — uv2Cj, Y^-r , , , , ,
La quantité conjuguée s'en déduit par le changement des signes devant v\ et v'^, le changement de G', en son inverse et la multiplication par le facteur i.
On a vu précédemment que la quantité cos^o-^^i -^ ïCOS^oJKi permet de calculer un angle d^Euler (33). Prenons, en même temps, l'analogue avec échange des indices o et i, et déterminons les deux angles (^o-^o^O' (^o-^tj-^o) de telle sorte qu'ils se rapportent à un même sens de la droite z^z^. Nous avons pour cela les deux formules (33)
1 gi(;:o:„ar,) —
.COS-So^l -+- ICOSZoJKl
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Le facteur réel
3*3 M 1 3'3«o JiPj JiV'o
ne change pas quand on échange les indices. Son produit par l'inverse de sin^o:?) a un signe arbitraire, comme le sinus luimême ; mais ce signe arbitraire sera le même pour les deu\ formules. Soient maintenant Oq et 0, les arguments des imaginaires G„ et G, ; soient W^ et Wo les arguments du produit <j 3'23',^3 au numérateur du second membre (49) et du produit analogue avec permutation des indices o et i.
Nous conclurons des deux formules (5o) celles-ci :
(^,^o,^i)-- =-^-+-0, --T, -^ A-it:,
avec cette condition
^1 -^ /i"o = "Il noml)re pair.
Expression des angles d'Euler.
En faisant, dans la formule (49)> sur u\, v, , G,, une quelconque des hypothèses particulières (45, 4^, 47)? et supprimant les indices zéro, on obtient
cos az -\- i cos bz = ( — i )''+i 2
e Tu"
LU
Il -T- t.V
u'~lv'
Il jiV
l = (— l)«+6-Hl.
COS bz -+■ i cos cz = ( — i)*2
ITT
DU' jsm'o'i t^'jioj'
<' -I- ). c' -i- uoj' _^ u'-^}.v' — iJLCo' _^ u' — Xp'-4-;jtw' u' ~Xv' — '■ jo j 1 j'a
cosc;; -I- t cos«g = ( — i)a+c-M2
ULl' c'sw'g'i t''a'3U)
IJL = (— Ij'J + l.
En rapprochant ces dernières formules (02) de celles (43) qui donnent cosc^ + icoscy, . . ., et raisonnant comme on Ta fait à la fin du dernier paragraphe, on obtient, sous la forme ci-après, les six angles d'Euler.
Soient
'■^a, '-^bi '^c les arguments des imaginaires IT^, IT^, IT^.;
'ha, 'hbi ^c les arguments des imaginaires d^[u' ~r ^'), is{ii' -\- c'),
f) l'argument de G';
on a
(cz, a) =
( az, b ) = \ ( az, X \ =
( bz, c) — (bz, X ) =
Oa-^JlT.,
h -^ h' -i- b -h C __ 0 _^ ,;;^_4_ /i'r^ i = un nombre pair;
Yc"
~ — Oa— Att,
un nombre pair;
/>-T-/''-r-a-r-&-T-c-l-i = un nombre pair.
Expression des cosinus et des angles par les fonctions 2r,
Les formules du début (1) ne comportaient aucune distinction entre les trois demi-périodes. En nous préoccupant de la réalité des angles, nous avons dû mettre à part la demi-période complexe 10"; la symétrie a subsisté entre les demi-périodes to, to', l'une réelle, l'autre purement imaginaire, et cette symétrie s'offre encore dans les formules (42 et 43); car, si l'on y échange w et w', w' et p', a et b, i et — i, G' et son inverse, ces formules se reproduisent inaltérées.
Mais voici maintenant oîi chaque demi-période va jouer un rôle spécial : l'emploi des fonctions ?J. Suivant qu'on formera
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CCS fondions avec Tune ou laulic des cjiianlilt's «y ou ry,
on aura deux groupes de formules. L'échange des périodes fera passer de l'un à l'autre des groupes, mais non d'une formule à une autre formule d'un même groupe. Voici ces formules, que l'on obtient par les substitutions données au Tome I (p. aoi et 266), pour la quantité q,
cos az = ( — I )'^ -
U .Ji V
cos bZ := ( I )" -r- }i 1
cos cz = { — iY^ — ~ ,
cos ax -f- i cos av = ( — i)« (j e _- — _- ,
4 r,(i) uv — -l' o. Q 2r / ^ I Y \
Costa: -i- i cos 6y = ( — O'^Ce * '' ^ ^ — ^ -,
"^ STo u ;52 V
coscj: -I- t cosc/ = ( — ij'^+iG e — r^ ^ »
Jq u .j 2 ^'
1 cos^o^i -^t cos;;oj>'i = — ;-ivG', e
. ç, Uj-i- Vi— IJ.II0 VVq ^ r^. o-
■r,wu,v, -i^'-'i ^ -^a-^i-^o
SToUiEToUoSrjv, STîVo
Dans cette dernière formule, on a, pour abréger, omis les arguments de 2<3, ."STo, 2^0 ; ce sont les mêmes que pour 3*0, a*,, s's respectivement dans (49)^ sauf remplacement de u\ , . . . par u , , ... ; !ji, V ont même signification que dans (49)-
Si l'on veut avoir maintenant les formules analogues avec la quantité </,, on peut transformer les fonctions 2r directement (t. I, p. 264), ou encore échanger a et b, to et co', u' et v', en changeant le signe de i.
Par suite de cette opération, les indices i et 3 des fonctions ^ se conservent, les indices o et 2 s'échangent.
Les lettres u, v n'ont plus la même signification qvie dans les dernières égalités (54), mais celles-ci
Voici, par exemple, deux formules :
^ &1 V Sg u
COS az = { I )« ;; ^ ,
i . . n, ^■'!'"''"'+'T27no2r2(v-+-u)
Dans ces dernières (55), v est réel et u parement imaginaire, tandis que l'inverse a lieu dans les formules (54)-
Expression des cosinus par des séries.
On peut, dans les formules qui précèdent, développer les fonctions 3 ou (j par les divers moyens donnés au Tome T. A titre d'exemple, nous formerons ici les développements qui sont donnés au Chapitre XIII de ce Tome I. C'est précisément pour développer les quantités cosa^ + i cos ay et les analogues, que Jacobi a trouvé les séries générales de ce Chapitre XIII, relatives aux fonctions doublement périodiques de seconde espèce. En outre, le même Chapitre donne, pour les logarithmes des fonctions a", des développements qui conduisent à des expressions tout à fait explicites des angles d'Euler eux-mêmes.
Le développement des formules (42) qui donnent cos a;^, ... se fait par les formules du Tome I, pages 43 1 et 45 1- Voici la préparation du calcul pour l'une d'elles
^ -^ UU' a'su' irfiv'
. 2 oj e * U" tfo u'
" UU' cf-iu' / \ iz U- ia'ii^' / /.iLo I
Comme p' est purement imaginaire, il faut remplacer les lignes trigonométriques, dans le second facteur, par des exponentielles
CHAPITRE I. — FORMULES ELLIPTIQUES POUR LA ROTATION DES CORPS
réelles. On posera
u'tz
et l'on aura
cosa;; = (^ i)*^
A(ii)A'(V) A"(^) '■
COSC^ = ( — l)<
jm^ I
cosmu,
C(u) = V -^-^^ — cosnu;
C'(V A"(gr
qti i_i-V2«
— mq'"
gr«'
m = 2, 4j 6, . . . , rt = 1 , 3, J,
L'angle réel U peut être quelconque, mais la quantité réelle ^
doit, pour la convergence, être comprise entre q cl -- Ceci oblige
à limiter p' entre — aoj' et 2co', clans l'étendue d'une double période ; mais on peut, sans restriction, renfermer v' dans l'étendue
d'une période entre — oj' et lo' et supposer ainsi V entre \^q et --. •
Le développement des formules (43), qui donnent
cos ax -+- 1 cos «7 . . . ,
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se fait au moyen des fonctions fîgurccs au Tableau de la page 4^5 du Tome I. Voici la préparation du calcul pour l'une d'elles, sous deux formes différentes :
^^-TT — e ^ * {cosax -h i cosay)
■JT UU" C'2W'â'if' J \ '^ UIJ' ^3"'
Dans chaque forme, les deux dernières fonctions ont déjà apparu pour le calcul de cosa^; le premier facteur, d'après le Tableau de la page 420, se trouve (p. 422) tel quel pour la première forme, et sauf changement de uei v en u-^ iù ci v -{- lù pour la seconde. On obtient ainsi
/ cosax ^icosay A"'(u, V)A'(V) A"-(ii, V)A(u)
T,iii'' m
A"Cgj
(— i)«G'e w \ cosbx-^icosby _ B"'(it, V)B'( V) B'v(u, V)B(u)
coscx^icoscy C"'(ii, V) C'(V) C'^ïu.y)C(u)
riu'v' (7t
(_i)c+iG'e
\n gmiVL g—miu
m+n—1 mil
2 g 2 I y/! QmiVL
B"'(u, V) = - V y/^'-'"' (— 1 ) 2 i\n e«m ^ J_ e-niu
y II
coin — IL
m mm'
tanî
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Les séries doubles peuvent êlre remplacées par des séries simples, comme on Ta vu au Chapitre XIII du tome I, au moyen du groupement des termes par rapport à l'un des indices variables m, m', n, n' .
A peine est-il besoin de dire comment ces séries donnent explicitement les cosinus. Si Ton pose
(Gi) G' e~~^ ^ ~ = e'^^\
on aura, par exemple,
( — \Y cosax
= ÂY^) JT^V^ cosO'-+- 2^^"^ |^V«cos(0'4- mu) -^- cos(0'- m u; J j,
= VT^V-! ^ ^. sill6'-^aVg"^ V^'sin(Q'-i- mu)— :r^ sin(Q'— mu) •
Pour obtenir maintenant les développements analogues au moven de ^, au lieu de q, il n'est pas besoin de recommencer le calcul. Voici ce qu'on doit observer : si l'on met, dans les expressions (4o)> à la place de
CO, 10, 5a, s , Sr,, So, Su, s , S^,, S', U, V
respectivement
OJ, —10, So, — 5o, S^, —S-j, — I, S^, —5^ — 1, .S-^^. — 5„, V, U,
(jja et o)p s'échangent ainsi que u et v. Les droites a el b s'échangent donc. Les exposants «, b, c (4i) se remplacent par 6 h- i , a, c; la quantité G' se remplace par iG' (4i)- Si donc on pose
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on obtient
B(iOB'(U)
cosaz = ( — i)'*
(64) cos.. = ,-.;-^^,l^):
COS CZ = { — \f -r-, ,
cos^ax^i COS ay _ B"'(i', U)B'( U ) _ B'T(ti, IDBfti)
(— i)«G'e w * cos/Ar + icos/;iv _ A"'(u, U) A'( U ) _ A'^'(ii, U)A(b)
(65) { •ow_7u- Â^T^T^ - FI7Ô '
cosc.r-4-rcoscj _ G"Yt), U)C'(U) _ C'Uv, U)C(ti)
(_,)c+iG'e w i ^
Par remploi de l'un ou l'autre des systèmes (5'^ et 5g ou 64 et 65), on peut, comme on sait, supposer q ou Çi inférieur à e~'^'= 0,04321 ....
Développement des angles d'Euler en séries.
Soit à calculer (cz^x) conformément à la formule (53). On a pour cela besoin de «!>„ argument de 3'(w'+ v'), c'est-à-dire
(66 ) ^c^ —. log -— ; T-^ •
L'égalité (36) de la page 4'^8 (t. I) donne ainsi
r, ?/'«>' /i — V2 \ v^ q"^ i_V2'« . 6r= — . ^arclanir ^tt-coIu -4-27 — — — ^t sinmu.
Cet arc àc n'est indéterminé qu'à la circonférence entière près, non à la demi-circonférence, comme l'indiquerait la fonction arctang, qui y figure. C'est qu'en effet cette fonction s'y présente comme l'argument de l'imaginaire
-^T(i -V- V2) àinu -^ j'(i — V2) cosu) j
— ' — , = -f-, (i-v- V^jàinu^- j(i — V2)cosi
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Ainsi arctanj^f -colUJ a son cosinus du même signe que
sinll (V étant positif). De même, arctang / — tang 11) , qui va
apparaître, a son cosinus du même signe que cosll.
Voici d'abord les trois angles •1^, ^a, '%, exprimés chacun de deux manières :
arctarii
cotu
j^mli
,'1— U2 arc tang ( — — -^ cotu
I— TJ2'«
, V yr I— I
■sinwiD ;
-^.- , arc tans; 1 -
rr„ tans» ) -^ 'X > —, ^,- — ^, — sin/n» ;
, r, f/ (' /l — ^2 \ -^ (—,)! gin , _ V2m
Vi= -^ arctang ,., tangu -f- 2 >. — ^ ^— — ,-, sinmu
lm(i — ^',") U'
Dans la seconde expression de •le-, le terme - provient de ce que, en intervertissant u' et t'', on doit écrire
far \ I ' 1 r ^(v'~li')\ I , a'Cp' -+-?«'
(6Ca) d/t= - .log ^ ^ =— . log— 7-, ,
sauf un multiple de la demi-circonférence. Mais, si l'on suppose et, par conséquent, U ^= u = ^1 les deux fonc-
lions arctang se réduisent à zéro, ainsi que les deux séries (<>7);
les deux expressions [(^6^ 66 a) se réduisent à -.7,(0' et - -(- -'^i'^,
quantités effectivement égales entre elles.
Le calcul des séries pour les trois angles [cz, a), {az, b), (Oz, c) donne lieu à des réductions remarquables. Pour les développer
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avec clarté, nous prendrons quelques formules inlermédiaires en développant les quatre fonctions suivantes :
-^ ^ Il '^ a-iu' — i'')a'i {il —V )
f (u,v)= — . log ——, ,' , ,, ,. '
•il a^{u — i-)^i(u-\-i')
c(u ,v )= —. lofr — ^ 7^ ^ — ; 7- 5
li ° J 3 (. u — v') j o ( u' -^ i>')
Avec les notations actuelles (56), les séries de la page 4^8 (t. I) donnent, pour les fonctions, les développements suivants :
/n = -2, 4- 6, . . . , /i — I, 3, 5, ... . f(u,v)= — : i- arc taiiir ^^ cotait )
-)- 2 > - — ^^ ;— , — =-^; sinawu,
/ ( u , t^ ) = arc lang — ;pr; ■.
V^ r/-" I— Vi« .
H- 2 > ; ï^^; Sm2rtU,
, , ir.u'v' V^ cr'" 1 — V*'" .
'^ ' ^ iM j^r)i(f — q-^"') \2'" '
o ( w , i^ ) = 2 7 — ; — -— -^r— sin 2 rt U .
Si l'on prend la somme /'(m', p') — '-^'{u', v'), en réunissant les deux séries terme à terme, on a, dans le coefficient du terme général, la réduction suivante :
qin qn ^qii ( ^ ^.^ ri") ^ qii
Des réductions analogues ont lieu dans les autres combinaisons
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ci-dessous, et l'on obllcnl
/ , _ V» 1 \ /'( II', v)-^ o{u ,i> )= arc lang — 3—- -;
-h 2 y ; ■ — ry- Sin'2//U.
^ n{i — q") V'-i" /{u',v') — o (u',v')= arc tang ( ~7y- cotau j
sin2/?ni.
f (u', v') — 'o'(u', v') = arc tan<r ( — r— -. )
sin 2 nu.
Si l'on veut développer les mêmes quantités en employant «y, au lieu de ^, il faut observer que a*! et 0*3 s'échangent. De celte façon
f {u\v')^<:^' {u,v') s'échange avec
f{u\v')~o{u',v') tandis que
se reproduit. 11 en résulte
f {u,v)-^^ {ii,v)= - + arc tang ( ^^^^ cotati 1
i_UV/«
sina mil ,
TT /!_ U'^ I
fin', v')— o {u ,v ) = h arc tang -.
-T- 2 > — ;— ^-^ — r-, — jr:- sin 2 n u
/'(«', p') — !p'(u', c') = - -4- arc tang ( -. )
— 2 > —7 — ^-^ — jT-x — VT7, sin 2 n II
Les nouvelles fonctions arc tang qui figurent dans les égalités (69) sont définies, à la circonférence près, par le calcul qui les amène, II. 3
ainsi qu'il a été expliqué plus haul pour les analogues : ces deux arcs ont leur cosinus du même signe que sinali. De même, les deux nouveaux ares, qui figurent dans les relations (70), ont des cosinus du même signe que sinaO. Quant à ceux qui apparaissent dans la deuxième égalité (69) et dans la première égalité (70), ils sont précisés, comme plus haut (p. 3i ) l'a été
arc tans r-- cot
Arrivons maintenant au calcul des angles auxiliaires cî^, 'ffl, ^6, arguments des quantités imaginaires Ile, n^, n^ (52). On a d'abord
La lettre \ représente ± i. Remarquons que le changement du signe de i^ correspond au changement de Ven son inverse. D'après le sens précis de la fonction arc tang, on a •
arc taniï — tt— ; : = — arc tang^
'2 V*- siii 211/ V 2 V
On peut donc écrire plus simplement
Une remarque semblable s'applique aux deux autres formule que nous allons composer.
Pour ramener l'argument de II^ à l'une des combinaisons (69), employons les formules d'addition des demi-périodes (t.I, p. 196) ainsi (')
:f(u-\-v±oj)=^e ■ ' U s'a (a-4- p),
, , ,, ±l]' (n + i'±iu>') Lî , -'-^
3'i(i< — t'zp co )= e '■ ' j- cf.2{u — i>)e *•
(') Le lecteur n'aura garde de confondre ici les deux acceptions de la lettre U. Ce défaut de notation n'a pu être évité.
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Nous CM concluons
in J2(«-T- f rh to') s*! (« — f qr co') = e^ '" ^"''' j*! ( « -1- ;>) 3'.2(«i — v)e - .
Si l'on suppose r purement imaginaire, comme oj' et r/, il en résulte
Argument île j (« -l- f ± w') 3^3 (« — p zp w')
I = Argument de j (« — v) :f:i{u-+- v),
I Argument de :fo(u -h v ± to') j i(ii — p ip o)') j = '" -:- Argument de :ji{ii -h i') :fo{u — ('■).
En prenant ensemble le premier et le quatrième facteur dans Uti, on peut écrire
a' -T- )> v' -T- yno' _, «' — X i>' — [jLto'
fa'-l- X(p'-t- w') a — X ,"1 r u' — 1 ( v' -h 10' ) [X — X ,1
Si A et [JL, tous deux égaux à zfc i, sont de signes opposés, appliquons le résultat (71) et nous aurons à prendre l'argument de
^u' — X(i>' -^ (jj') ^ ;<' -1- X ( p' -r- Oj' )
Si, au contraire, X et [x sont de même signe, c'est l'argument de
II' -f- X ( (^' -T- w' ) U' — X ( t»' -h 0)' )
qui s'offre naturellement. C'est donc, en une seule formule propre aux deux cas, l'argument de
m' -f- u(p' -I- co') //.' — ii(v' -+- Ui')
([u'il laul prendre. Goasidérons maintenant les deux autres facteurs composant n„,
Si A et [j. sont de même signe, appliquons le rt3sultat (72); 1 argument du produit sera
TT , m' -t-X(p'-t- w') ^ a' — X(t^'-f-a)') h argument de (ïi cr2 •
Si X et a sont de signes opposés, on doit prendre
, «' — X ( v^' -+- co' ) _, it' H- X( ()'-!- oj') Argument de Ci a 2 •
Ces deux formules se réunissent en celle-ci :
7: M'+[a(p'-f-w') i/--jjjV-4-^ [JL ( À -t- [JL } - -t- argument de cfi cr^
L'argument de !!« se trouve donc exprimé par cette formule unique :
-+- arg. de 3^ —
r ^ ^ "^ r/"'' t^'+w'\ /il' p'+to'\l
u'^ lJ.(v' -+■ m') ii'-h iJ.(v'-^iii') . u' — [jL(p'-Ha)') u' — ix{v' -h 10' }
arg. de j & 1 ^2 03
Par un calcul tout semblable, on obtient ■
Mettant maintenant les développements trouvés plus haut
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((39, 70), nous avons les formules ci-après
arc ta I
Jmà n{i-hq") V«
2 V si i_Vî« .
nu/
sin/ît) ;
^ -^ I = arc tanK
~— , cotu
= — H arctang
2U cosu
> — -r^ :,i — ï^ cos/it) ;
arctang ( — =^— - —
■2\ COSU
^ /2(I — gr") \"
- /i — 7iU2 \
= arctang | ^ ..■com )
2 "Vi-^g'ilJ^ /
-r- 2 > — :jr ■ rr sinwt».
Si Ton remonte aux formules (53), on a maintenant les développements des six angles d'Euler par le moyen des angles •le, 'la, '^b, développés dans les égalités (6-) et Oa, ^b, ^c dans les égalités actuelles (yS).
Formules de Cinématique.
Dans les Chapitres suivants, on fera plusieurs fois usage des formules fondamentales de la Cinématique, relatives à la rotation des corps solides. Nous allons les rappeler.
Soient a, b, c des axes rectangulaires et p, q, r les com)30santes d'une rotation instantanée autour d'une droite passant à leur origine. Soient a, ^, y les coordonnées d'un point de l'espace et t le temps. Par l'effet de la rotation, le point (a, [i, y) se déplace et les composantes de sa vitesse instantanée sont les suivantes :
■^^=q^i-r% -Jj=r.-py, -l=p^-qa..
Les sens de rotation positifs autour des axes a, 6, c sont ici supposés conformes aux conventions habituelles.
Supposons maintenant trois axes rectangulaires x^y^ z-, de même origine que a, b, c et entraînés dans la rotation. Prenons d'abord le point (a, ^, y) sur l'axe ; à distance unité de l'origine; les égalités précédentes donnent celles-ci :
cl cos az ,
= q cos cz — r cos bz,
dt ^
, d cos bz
(74) ( 1 = rcosa^ — /? cosc;;,
d cos cz ,
; =p cos bz — q cos az.
dt ^ ^
En prenant le point (a, ^, y) sur les axes x ou y, on aurait des égalités toutes semblables où z serait remplacé par x ou y. Posons, pour abréger,
cHa = ces ax -+- i cos ay, cJUo = cos ax — i cos ay ; 'ifb = cos bx -+- i cos by, olbo = cos bx — i cos by ; G = cos ex -r- i cos cy, Gq = cos ex — icosey.
On déduit de ces égalités, par exemple,
dX ^ . d.U ^ .
et, par suite,
(75) Jl,o^-.l,^° =^(XoG-JloGo)-r(,Ulft)-«A>^''o);
mais on a, suivant (i3),
Jloolft? — Xlftjo = 2i(cos«:r cos by — cos«/ cosbx) — liz coscz,
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£ étant le caractère ± i de congruence pour les deux systèmes d'axes. Semblablemcnl , par j>orniulalion circtilairc,
Gi)X — BA^o — >' i'- cos bz.
Au lieu de légalité (70), on pciil donc écrire
eJlao — r- — =1. — ; — — 2 t £( O COS 6^ -f- /" COS C-S ),
dt dl ^^ '
OU bien, divisant par r,l,nl,Q= sin-rtc,
I dA> I c?«vl)o _ ._ q cosbz -^ r coscz
X ~di X^ dt —~~-' sin^as '
,1 f/i)!i I rfllbo _ • /• coscG -f- /? cosaz
r f/G I f/3o _ .pco?,az-^(/cosbz
Q Tfi ~ Bo dt ~ ' ' s\n-cz
Les équations (7/1) et ces dernières (76) sont celles que nous voulions rappeler ici. Dans ces dernières, on peut faire apparaître Irois angles d'Eulcr d'après la formule (34), qui donne
d , ^ a cos bz -+- r cos cz
-y- (az, x) = — £ ■ — ^— 7
dt^ ' sxvi^az
d ,, , /• COSC-3 -+- » C0S«3
-y{bz,X)^—Z ^— y ,
dl^ ' sin2 bz
d , . o cos az -I- <7 cos 65
dt^ ' sxxv^cz
Représentation elliptique d'une rotation.
Dans la représentation elliptique des cosinus des angles que font entre eux les axes des deux systèmes «, b^ c et x^y, ^, on peut supposer, pour les .arguments u, v et la quantité G, des fonctions arbitraires du temps. On aura ainsi une rotation quelconque. Nous allons chercher les expressions des composantes de la vitesse de cette rotation. Appliquant à cette reclierche les formules de Cinématique qui viennent d'clre rappelées, nous avons besoin d'abord des dérivées de co9>az, etc.
La formule (9) montre déjà que la dérivée de cos az par rapport à u est le produit de cosbz coscz et d'un facteur indépen-
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tlanl de ;/, cl il n'y aurait pas de difficulté à trouver, par celte voie, ce facteur. Mais voici un moyen plus rapide. La formule (2) nous donne (t. I, p. 3^)
dcosaz p' u p'u(pi> — en)
icosaz — j = — '^- — r = — - — -^. -,
du p(^' — "Ja) — ea {e-jL — e^){eoL — ey)
tandis que nous avons, d'autre part (Sp),
(Ca — ^h)(^q — ^V )(^-| — ^a) cosaz cosbz coscz — —p'up'v.
Ces deux égalités, divisées membre à membre, fournissent celle-ci :
1 dcosaz _ (g^-^i-XP^-gg)
lit cosbz coscz du p' i>
4\pv—e^ pv—ej
La symétrie, qui existe entre les demi-périodes et aussi entre les deux arguments m, c, permet de conclure comme il suit : Posons
K = il P'^ , B=^ P'^ , C = ^-^^, .
2 pv—Cr^ -2 j)t'— ep 2 pv—e-i
; , it p'u it pu it pu
^"^ ^ a pu— Col 2 pu--e^ x pu— e-
dt dt dt dt dt dt
et nous aurons
dco?,az .„„ „„ ,
= (B — C ) coso^ cosc^,
dt ^ '
, d cosbz , „„ . „ (78) { -, =(G — A j cosc^cosa^,
dt
dcoscz
di
(A" — B") cosa-3 cosbz.
Avant de poursuivre, remarquons que ces équations attirent l'attention sur les combinaisons
A cos^a-G — B cos"^ bz ~ C cos^cx; A'cos'^az — B'cos2 6z-i- C'cos^c^,
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(jiii doivent être indépendantes, l'une de //, raulre de r. Eflectivenient, d'après l'expression (2) de cos- az, la première combinaison peut s'écrire ainsi :
il pvV P"-^^ ^ if ,,y pu-e^
ce qui est zéro d'après une proposition élémentaire d'Algèbre. Le même résultat a lieu pour la seconde combinaison. On a donc
(79) A"cos-«-: -f- B'cos^ bjs -+- C"cos-c3 = o.
La comparaison des équations (78) avec les équations générales (74) montre que les rapports respectifs de p, g, r à cos«;, cosbz-, cosc; dillèrcnt de A", B", C" par une même quantité p, en sorte qu'on a
(80) p = {\" -t- p) cosaz, g — (B"-T- p) cosbz, r— - (G"-!- p) coscc.
Cette quantité p a une signification bien simple ; c'est la composante de la rotation sur l'axe z ; car, d'après (79), on a
(81) p = p cos az -\- q cosbz -^ r cos cz.
Il s'agit de trouver 0. Pour ce but, prenons l'une quelconque des équations (76), la première par exemple. Son premier membre s'obtient immédiatement par la dlfférentiation logarithmique dans l'expression (1) de -X et ^X^q :
1 dG
<Â> dt
Ao dt
' G dt
Lie
Son second membre, d'après (8i), peut s'écrire
p — p cosaz _ ./ A" cos^ az
— — -— _ 21-1 p ,_cos2a;:
D'après rcxprcssion (2) de cos-az cl celle (77) de A', on a
A'cos-az _ il p'u pu — e^ piv — w^j — «a
I — cos^a;: "~ 2 pj< — e» p(i' — coa) — e» p(p — toa) — pw
^ if P'"
2 p(t' — loa) — p"'
Celte fonclion de c, décomposée en élémcnls simples, prend la forme (t. T. p. i38)
A'cOS^aZ i^-ry, y/ N v 1
1 — cos^a^ -x
Le même calcul étant répété avec échange de u et c, on obtienl
. \"co^^ az du
I — cos^rtc dt '- ' "
d^'ry. N v/ T /y du ^ dv\
-^ -j-fV^K^'-^ ii — My,) — ^(ç— u — Moi)] — lUv-^ -h C«^J-
Ce sont justement les deux derniers termes du second membre
(82) qui sont ici mis en évidence, de sorte qu'il reste
,Q,. 1 ^G -y du dv
(83) ■^^^—izo — tv-.-^—tu — ; G dt ' dt dt
de là l'inconnue
/o/\ ■ ( ^ dG du dv
])ar où, avec les formules (80), le problème proposé se trouve résolu.
LES MOUVEMENTS A L.\ POINSOT
iMouvcmcnts à la Poinsot. — Rotation diin corps qui uest soumis à aucune force. — Éléments géométriques du mouvement à la Poinsot. — Représentation des mouvements à la Poinsot par des fonctions elliptiques. — Distinction des divers cas relativement à la base. — Sur la période du mouvement. — Détermination des éléments géométriques et des éléments elliptiques les uns par les autres. — Équations de l'herpolhodie. — Angle sous-tendu par un arc complet de l'herpolhodie. — Points d'inflexion de l'herpolhodie. — Diverses formes de l'herpolhodie. — Développements en séries pour les divers éléments d'un mouvement à la Poinsot. — Résumé de la représentation d'un mouvement à la Poinsot par des séries. — Cas particuliers. — Composition d'un mouvement à la Poinsot avec une rotation uniforme autour de la perpendiculaire au plan roulant. — Définition des mouvements à la Poinsot concordants. — Relations entre les éléments variables de deux mouvements concordants. — Sur uc cas particulier de la concordance. — Herpolhodics fermées et herpolhodies algébriques.
Mouvements à la Poinsot.
Nous appellerons mouvement à la Poinsot une relation continue dont, à chaque instant, les composantes sur trois axes iîxes sont dans des rapports constants avec les coordonnées d'un point mobile dans Tespace, mais invariable dans la figure en rotation.
Comment celte définition se rattache immédiatement à celle qu'a donnée Poinsot pour la rotation des corps solides qui ne sont soumis à aucune force, c'est ce qu'on va d'abord faire voir.
( ' ) Auteurs à consulter : Poinsot, Théorie nouvelle de la rotation des corps {Journal de Math., i" série, t. XVI ; i85i). — Jacobi, Sur la rotation d'un corps {Journal de Crelle, t. XXXIX, 18^9, et Œuvres complètes, t. II). — Somoïf, Journal de Crelle, t. XLII. — Brill, Annali di Mateniatica, série II, t. III. — SiACci, Memorie délia Societa italiana délie Scienze, série III, t. III. — IIerhite, Sur quelques applications des /onctions elliptiques. Paris, Gauthier-Villars; i885. — WiLHELM Hess, Bas Rollen einer Flàche zweiten Grades auf einerinvariabeln Ebenc. Thèse, Munich: 1880.
Quant à la manière dont cette dcfinllion ramène aussitôt l'étude de ces mouvements aux matières du Chapitre précédent, c'est ce qu'on exposera un j)cu plus loin.
Rotation d'un corps solide qui n'est soumis à aucune force.
Soient —, p, — les moments d'inertie du corps solide autour
de ses trois axes principaux, axes «, b, c\ soient /?, ^, /• les composantes, prises sur ces axes, de la rotation instantanée, changée de sens. Les équations différentielles du mouvement, connues depuis Euler, sont les suivantes :
I clr / I I \
Les sens de rotation sont supposés ici les mêmes que dans le Chapitre I (p. 38). Les lettres/», </, r, d'après la convention faite, peuvent être considérées comme les composantes de la rotation relative de l'espace par rapport au corps supposé fixe. Si l'on suppose trouvées ces composantes en fonction du temps, pour avoir ensuite les cosinus des angles que «, ^, c font avec une droites arbitraire, fixe dans l'espace, on emploiera les équations (I, j4)' Ce sont des équations différentielles et linéaires. Il est clair que l'on peut prendre, pour les trois cosinus, trois quantités proportionnelles à celles qui forment un système quelconque de solutions; par ce moyen, en effet, on choisit la droite z dans l'espace. Or la comparaison des équations actuelles (i) et des équations dont nous venons de parler (I, j4) fournit le système de solutions suivant :
, a^ cosaz b^cosbz c^ coscz
(2) = = = const.
La rotation relative de l'espace par rapport à un corps solide qui n'est soumis à aucune force extérieure est donc un mouvement
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à la P(^iiisot, lel <|iril vii'iU d'être défini. Eircclivciiienl, f/-, />-, csonl des conslanlcs, et les trois cosinus sont les coordonnées, par rapport aux axes a, 0, c, diiii poiut fixe dans le svslèiiie d'ax<'s
La proposition inverse n'csl pas exacte sans restriction • un mouvement à la Poinsot n'est pas toujours la rotation relative de resj)ace par rapport à un corps solide qui n'est soumis à aucune force. En efi'el, les moments d'inertie, non seulement sont positifs, mais encore soumis à une condition d'inégalité très connue, consistant en ce que les trois quantités, telles que —, -i- -7-; — —5 soient ' ' ^ a- 0^ c-
positives. En d'autres termes, a-, b-, c- sont les carrés des axes d'un ellipsoïde, et cet ellipsoïde est soumis encore à des restrictions, sans quoi il ne pourrait être ellipsoïde d'inertie.
Éléments géométriques du mouvement à la Poinsot.
Dans l'étude des mouvements à la Poinsot, nous continuerons à figurer par les égalités (2) la proportionnalité des cosinus aux composantes de la rotation; mais il sera entendu que a-, b-, c- seront des quantités réelles quelconques, positives ou négatives. Toutefois, l'une au moins pourra être censée positive; car il suffit de changer le sens de l'axe :; pour changer les signes de ces quantités. Ainsi rt-, b-, c- seront les carrés des axes d'une surface du second degré à centre et réelle, ayant pour équation
Cette surface, qui est fixe dans le mouvement considéré, sera dite la base du mouvement à la Poinsot, et nous allons reconnaître son rôle.
Deux intégrales immédiates des équations (i) font connaître que les deux ([uanlités
sont constantes. En désignant par h et n deux longueurs, on
pourra poser
Pi ^21 ^ !l -^-, ± ,
rt* ' Z»* c* n- h-
Si, en outre, ou prend trois longueurs «', b' , c' proportionnelles à p, q, r,
on aura, au lieu des égalités précédentes, celles-ci :
dont la première nous apprend que «', V ^ c' sont les coordonnées d'un point variable sur la base du mouvement, et la seconde que le plan tangent de la base en ce point est à une distance constante h du centre de la base.
Les équations (a, 3, /() nous donnent ensuite
,^. ha' , hb' hc'
(3) cosa^ = — r- j coso^ = -7— ) cos cz = — -j
«2 (yi. (.1
et font voir que lax^e z est constamment perpendiculaire à ce plan tangent.
Voici donc la conclusion :
Si un plan roule sur une surface du second degré en restant à une distance fixe du centre, et avec une vitesse de rotation constamment proportionnelle à la distance du centre au point de contact, sa rotation constitue, de la manière la plus générale, un mouvement à la Poinsot.
Représentation des mouvements à la Poinsot par des fonctions elliptiques.
Les formules du Chapitre I nous offrent immédiatement la représentation des mouvemeuts à la Poinsot. Si Ton suppose, en
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cllol, l'un des argumenls ;/, v conslaiil, raiilrc variant proporlidiinellenicnl au temps; si, en <>utie, on [)ren(l pour G une exponentielle dont Toxposanl soit une l'onction linéaire du temps, alors les (piantités p, A", B", C" (I, 84, 77) sont des constantes, et (1, 80) />, «7, /' ont, avec cosrt;, cos//c, coscs respectivement, des rapports constants.
Soit un mouvement à la Poinsot ainsi représenté, clicrclions l'expression elliptique des constantes géométriques.
En premier lieu, nous avons (I, 81)
(b) ? = p cosa^ ~ q cosw- -;- /■ cosc^ = — (. — ^_(__j =^-.
Les rapports de/>, q, r aux trois cosinus sont les suivants :
«2 nh
q _ h^^ cosbz iih^
cos az
cos cz
nh
Ces rapports doivent reproduire (I, 80) les quantités A" -f- 0, B"+o, C"-h p. On a donc
nh ' nh ' nh '
Ainsi se trouvent exprimées sans difficulté les quantités -' -^^ ^ * n nh
b^ c- — T5 — T j seuls éléments géométriques que l'homogénéité permette
de déterminer. \ oici les expressions explicites obtenues en remplaçant A", B", C" par leurs expressions actuelles. La constante ^-
sera représentée par -
„ , 1 du a
G — /:c>'", - ,- = dt n
1 a-— h^ it\x j)' V 1 nh
inh c2 ~ /f2 nh m pv — Cy
2 Ai
i e;jl
PV
in
Pv-e^
Nous supposerons, comme dans les développements formés au Chapitre I, u à partie variable réelle, en sorte que \x soit une longueur réelle comme n, et tout à Tuil arbitraire.
Il s'agit maintenant de trouver inversement les éléments ellip-
tiques, étant donnes -i — r, — r» — r •
Multipliant trois à trois ou deux à deux les équations (7) membre à membre, on obtient
ii^h^ x \n ] l
(i2_/,2)(c2_/i2) /jj,\2
1^^ = (rj (^--P'')'
Ces équations déterminent, en fonction des données et de l'arbitraire - 1 les trois racines Ca? ^p? <?y (dont la somme est nulle),
ainsi que pv^ et ^ v. L'argument v est ainsi défini, à une période près. Il reste encore à déterminer l'argument variable u en fonction des éléments géométriques variables du mouvement. Tirons d'abord une conséquence des équations (8), savoir
avec deux similaires. Multipliant membre à membre les trois pareilles égalités et tenant compte de la première (8), on conclut
^'°^ ^ £ (a2_^2)(^>2_c2)Cc2_a2) pV
Cette équation, rapprochée de cette autre, trouvée précédemment (I, 39),
ç.o%az cos bz cos cz {e^,— e ,^{6,^— e^){e-^ — e%)— — -,p u-^ ,
FF^ '°'"^^"= U
avec deux similaires. Par ces égalités (i i) et (12) se trouve délerminé l'argument u à des périodes près.
Il y a cependant une observation à faire encore sur la détermination des arguments u, r. Dans la formule (12) apparaît le carré seulement de cos-rt:;,en sorte que le choix de u par cette formule et la précédente (i i) n'assure pas de trouver, pour les trois cosinus de az, h:, cz, les mêmes valeurs que par les formules (I, 1) primitives, mais seulement les mêmes valeurs au signe près. D'ailleurs, quand les signes de deux cosinus sont fixés, la formule (11) assure le signe du troisième en conformité avec les formules primitives. D'après ce qu'on a vu au Chapitre I (p. 19), on change à volonté les signes d'un des cosinus en ajoutant à M + f une période 2to, et le signe d'un autre cosinus en ajoutant encore à u -\- v une période 2w'. Donc, en résumé, u et V sont déterminés chacun à des périodes près, mais leur somme à une double période près. Sur ce point de détail, on gagnera en ])récision et en clarté si l'on fixe les indices a, ^, y, et c'est ce que nous allons faire en nous conformant au choix déjà fait dans le Chapitre I (p- 19).
Distinction des divers cas relativement à la base.
Nous supposons, comme au Chapitre I (p. 19), a=i, ^ =: 3, Y= 2. L'argument v est purement imaginaire, à une demi-période réelle près, en sorte que jjt» est entre e^ et C).
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T.;i distinction des cas est fondée sur le signe de la quanlilé {6, 10)
En supposant d'abord données les formules elliptiques, prenons la seconde expression de cette quantité. Si l'on a égard aux grandeurs et aux signes des dénominateurs (7), à savoir
pp — ^3 >p(' — C. >0>pt^ — Cl,
on reconnaît que :
i** bi r-^ ^ >> o, il en resuite
2° bi r^^ -^-r- <' o, il en resuite
Par la troisième expression de it^h p' v, on voit que son signe, le même que celui de (a- — b-){b- — c-)(c- — a-), est bien, comme on vient de le trouver, plus dans le premier cas, moins dans le second.
Si l'on se place au point de vue opposé, supposant donnée la ligure géométrique, on devra dénommer b- le carré moyen des demi-axes 5 cela étant, le carré Ji- de la distance du plan roulant au centre est compris entre b- et l'un des carrés des demi-axes extrêmes; c'est ce dernier qu'on désignera par a'-. La distinction des deux cas dépend ensuite du signe de [a- — b-) (b- — c-) (c- — a-). Il y correspond une distinction géométrique dont nous allons dire un mot.
On appelle polhodie le lieu du point de contact du plan roulant, sur la base. C'est une courbe du quatrième degré, formée de deux anneaux ou roues symétriques par rapport au centre, et il suffit de considérer une de ces roues qui a, elle-même, pour axe de symétrie ou essieu un axe de la surface base.
Dans le premier cas, c-^ b-"^ h-'^ a-, b- et c-, supérieurs à h-, sont positifs, a- peut être positif ou négatif. La base est un ellipsoïde ou un hyperboloïde à une nappe. Si c'est un ellipsoïde.
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la distance du conlic au plan roulaiil csl ini)iiulrc que le dcini-a\(; nioNcn, et la polhodie a pour essieu le [)elil axe. Si c'esL un liypcrboloïde, la polhodie a pour essieu l'axe non Iransverse; elle ne traverse pas l'ellipse de gorge.
Dans le second cas, c-<< h- <^li- <^a-^ la base peut être ellipsoïde, hyperholoïde à une nappe ou hyperboloïde à deux nappes. Si c'est un ellipsoïde, la [)olhodic a pour essieu le grand axe ; si c'est un hyperboloïde à une nappe, la polhodie a pour essieu le grand axe de Tellipse de gorge. Au cas de l'hyperboloïde à deux nappes, l'essieu est nécessairement l'axe transverse.
En résumé, le choix des indices a = i, , j = 3, y = >. a pour elTet d'afTecter la lettre b à l'axe moyen et la lettre a à l'axe qui est l'essieu de la polhodie. Dans ce qui va suivre, nous nous conformerons à ce choix des indices.
Sur la période du mouvement.
Prenons les formules (42) du Chapitre 1, en y supposant l'argument réel u' variable. Sa variation est proportionnelle au temps; nous pouvons, d'ailleurs, sans restriction, la borner dans l'étendue
d'une période, de zéro à ato. Nous pouvons aussi supposer —
compris entre zéro et — r-* Dans ces conditions, —1-, j , r , s'^c
sont des quantités positives, jjt'' est positif ou négatif en même
temps que - — -. — • De même, ^o?^', jg//' sont toujours positifs, du'
va de zéro à zéro en passant par des valeurs positives et i^ u' a le même signe que (to — a').
Pendant que u' varie de zéro à 20J, cosZ^:; va de zéro à zéro en passant par des valeurs toutes de même signe que ( — i)*, cos«:; conserve toujours le signe de ( — i)'^ et cosc:; prend d'abord des valeurs, soit de même signe que ( — i)'^, soit de signe opposé, suivant la grandeur de v' ^ puis devient nul pour u' = w et prend ensuite des valeurs de signes opposés. La droite ^, partant du plan perpendiculaire à b, exécute ainsi une demi-révolution autour de l'axe a et se trouve, à la fin, dans une position symétrique, par rapport à cet axe, de celle qu'elle occupait d'abord.
Pour la suite du mouvement, il faut faire repasser u' par les mêmes valeurs, mais 5„ est augmenté d'une unité; donc (1,4') les quanlilés ( — i)* el ( — i)'^ changent leurs signes et l'axe z repasse par des positions symétriques des précédentes par rapport à l'axe o. Quand l'argument u s'est augmenté de /\iù^ la position initiale de Taxe z est reprise. Ainsi 4w est la période du mouvement do Taxe :;. La période de temps est /\m-- Bien entendu, le
inouvcmcnl des autres axes x, j', dont il sera parlé plus loin, n'est pas périodique.
Pour préciser les arguments u et v de la manière la plus complète, c'est-à-dire à une double période près, la considération de cosaz et cosbz suffit donc. Ayant pris les mêmes notations qu'au
Chapitre P'' (I, 4o) et supposant u' compris entre zéro et 2w, -r
compris entre zéro et ^^, on voit que toujours cosa:; a le signe de ( — i)*^, et cos6^ le signe de ( — i)*.
Détermination des éléments géométriques et des éléments elliptiques les uns par les autres.
La première question à résoudre est celle-ci : Etant données les demi-périodes to^, to^, toy, la quantité G, les arguments m, ç et le
rapport constant - = -j-, déterminer les éléments géométriques
du mouvement à la Poinsot, défini par les formules, et la position de la figure mobile qui correspond à l'argument u.
Pour résoudre cette question, prenons une longueur à volonté n, positive ou négative, et par les formules (6, '-), déterminons h, a-, b'-^ C-. Nous avons ainsi la surface base du mouvement; soient a, 6, c ses axes dans des sens ad libitam. Par rapport à ces axes, la situation actuelle des axes mobiles x^ y, z est donnée par les formules (I, i). Le diamètre conjugué des plans perpendiculaires à z est l'axe de la rotation instantanée, et cette rotation est entièrement déterminée parce fait que sa projection sur z est- (p. 47)-
La deuxième question à résoudre est inverse : Étant donnés les nombres ( -) , (- ) 5 ( - ) ? les axes a, 6, c en direction, la posi-
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li(tn aciiicllc des a\cs mobiles .r, r, z et la projection p de la rolalioii inslantanée sur :;, Irouver les foriiuiles elli|)Li([ucs. l'oiir résoutlrc celte question, rappelons-nous (pie /t = no. Clioisissons donc les lettres r/, b, c, de telle sorte que p soit com[)ris entre
( - ) et (- ) > ce qui sera toujours possible, sans quoi les données
seraient incompatibles avec un mouvement à la Poinsot. Prenons
a(/ libitum ^ et déterminons par les formules (8,9, 11, \'i) les
racines e,, 6-2, <?3, puis les arguments u et c, tous deux à des périodes près, par exemple et provisoirement, u — w' entre zéro et >, co -,
~ ^'^ entre zéro et -4-- De cette manière les formules (I, 4;^) Jon-
nenl, pour cosa:^, cos bz, des quantités ayant les mêmes signes respectivement que ( — i)'^et( — i)*. Mais ces cosinus sont donnés, et ont, par conséquent, des signes connus. On devra donc prendre ( — i)^ et ( — i)* des mêmes signes respectifs que les cosinus donnés cosaz, cosbz. Par là, si l'on a déjà choisi les deux périodes w^ (Oq, qui doivent différer de (o et to' par des périodes seulement, on détermine s\^-i- s'^ et 5„ + s^,, c'est-à-dire la somme (u ^ v) à une double période près. Quant aux demi-périodes m^, (Oo, elles doivent satisfaire à la condition que ( — i)«+6+c+) reproduise le caractère de congruence dz 1 des axes donnés, c'est-à-dire( — iya+^^+' = $. On pourra, par exemple, prendre
et ajouter à l'un des arguments provisoires u et v la période 2 w' si coscr:; est positif, et la période •20) si cosbz est positif.
L'argument ç étant fixé, la formule (6) donne le coefficient ).. La grandeur actuelle de G est donnée par l'une des quantités cosax ± icosay, et, puisque u est choisi, on en déduit la quantité k.
Équations de l'herpolhodie.
Si l'on considère le mouvement relatif de la base par ra|)port au plan roulant, qu'on envisage ainsi la surface comme roulant sur ce plan supposé fixe, le lieu du point de contact est, dansée plan, une courbe, généralement transcendante, nommée herpolhodie.
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A ce point de vue, les axes J^,j', z- sont censés fixes et les axes /t, h, 'c mobiles. JNous envisagerons alors les axes x, y comme avant leur origine dans le plan, au pied de la perpendiculaire menée du centre. Soient, par rapport à ces axes, X|, j'i les coordonnées du point de contact, point qui engendre TherpoUiodiè, et dont les coordonnées sont «', b' ^ c' par rapport aux axes a, b, c. iVous avons
^1-+- O'i — -«'(COSrt37 -{- t COSO^),
ce qu'on peut écrire, d'après (5),
Xi-h ly'i = > — y — cosaz{cosax -+- i cosay),
car la somme I,cosaz{cosax -h i cosay) est nulle, Substituant, pour — - — et ses semblables, les expressions (7), nous obtenons
(i3) ^i-!-'J'i = — — ^- — ~ cosaz{cosax -^ icosaj).
Écrivant le produit cosaz(cosax -\- i cosay) sous la forme suivante (I, i)
-=7 cosaz(cosax -+- i cosay)
nous avons une fonction doublement périodique de seconde espèce (t. I, Cliap. VII), dont la décomposition, par rapport à u, se fait, au
moven de l'élément simple — — — > et donne le résultat suivant:
^^ ^' ^ (du :fu:fi> ^^^ ' ^ (iur^v \
Observons d'abord que la somme des trois quantités rf' lOaC"^»*^» est nulle (t. I, p. 194)- H en résulte que, en transportant cette expression dans la formule (i3), on voit disparaître la dérivée de l'élément simple. D'autre part, on a
tf+io^e
-2ïlaWa
(^a — eQ)(ea — e^j p w»
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Ij'ck'nicnl simple, dans la somme (i3), csl donc multiplie par p'p et par la somme
Ceci n'esl aulre que la décomposition en élémenls simples de la
lonclion Ç-i qui a les trois racines simples ix>n,. avec les résidus
~ — , cl devient nulle avec r. 11 reste donc la formule bien simple
P wa '■
('4) x,-^iyi = -it^G- ^ .
Comme d'ailleurs le cliangemenl de c en — c et de G en ^ équivaut, dans les formules initiales (I, i), au changement de i en — /, on a on même temps
(>5) r,-iy, = itr.- ^^^^^ ;
d'où, multipliant membre à membre, on obtient le carré du rayon vecteur sous la forme
(i6) ^\-^y] = \^- i^^h =\>-Kp^'-vu).
^ - Il j ' w
Pour mettre les formules (14)5 (i^) sous forme explicitement réelle, supposons d'abord m =:: w'+ u' ^ v = lù -\- v' ; il vient ainsi
c'est-à-dire, en supposant to,^ = o et co,, = o dans l'expression de G'
(17) X, -f-t>-i = — jï,uG'
UU' o'sif'o'ic'
Mais, d'après la marche suivie pour parvenir à X\ + iys^ on reconnaît que celte formule est générale, quels que soient u et v. On a de même
G UU ij^u (j^v La quantité fixe jjr est comprise entre CoCl e^ , tandis que la quan-
tllé variable pu oscille entrées ele^. Le carré du rayon vecteur (i 6) passe périodiquement par la suite des valeurs comprises entre le minimum [^^■(p^' — ^o) et le maximum [J--(j3t> — e;j), obtenus tous deux au passage de u par une demi-période. Soit w une de ces demi-périodes; si l'on donne à u l'une ou l'autre des valeurs wzb w", on obtient une seule et même valeur de x'^ -+-}']• L'angle polaire y se déduit de la relation
e y. = : — — (jr^ —
^i — iyi a'{u — v)
d'où l'on conclut (6)
OU encore (t. I, p. i38)
dy _ ih I p'v
du [j. 2 1 p t" — pu
Cette dérivée, elle aussi, prend une seule et même valeur, si l'on y met, pour u^ l'une ou l'autre des quantités 10 ± u" . On conclut de là que l'herpolhodie a pour axe de symétrie chacun des rayons vecteurs niaxima et chacun des rayons vecteurs minima. Elle se reproduit ainsi périodiquement, quant à la grandeur et au temps, par arcs successifs. Un arc complet est décrit pendant que u varie dans l'étendue d'une période 2(o ; il est compris, par exemple, entre deux rayons vecteurs minima successifs. L'arc qui répond à une période du mouvement de l'axe z est double.
Angle sous-tendu par un arc complet de l'herpolhodie.
L'expression (i4) de Xi -h /y, fait voir que, par l'addition de 2 Cl) à l'argument u, Xf -+- iyt se reproduit multiplié par
îlYjc — w;f w )
L'angle sous-tendu par un arc complet de l'herpolhodie est donc
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— ct) H — -{'^iV — w^^'), sauf un inullipic de 'tr.. Celle indétermination est nécessaire et résulte elle-même de l'indétermination de V. Pour la faire disparaître, recourons à l'intégration dans la formule (19). Soit yo l'angle compris cnlrc un rayon maximum et le rajon minimum voisin, obtenus en faisant varier successivement //depuis (25^ -h i)w'-i-2 5«(ojusqu'à(2 5^+ i)oy-J-(2 5„H- i)c.j. Si l'on fait aller // jusqu'à (25)^ -f- 1)10' + (2.ç„ + 2)0^, on aura l'angle 2-/0 sous-lendu par l'arc complet. Ainsi, d'après (19),
— -^ -. !:t' ) oj H- — . / l{u'-\-vi)du' f, = (2^;, — i)a)'-H 2 5„oj-^ ('= (2S^, — 2sl,-4- r)oi'~ (2S„-i- 25^ -4- i)to-t- v',
Vi = (25^^-r- l)to'-f- 2Sii<J} — V = (2 v'„ 2.s'^,-^ IJOj'-f- (2S„ — 2 5^ l)OJ — v' .
supposons, ce qui est permis, — compris entre r et H — ^ •
Nous aurons alors (t. I, p. 201)
/ ^{u'-^ Vi)du' — 2T,({^, -r- a>) — (2S',( -f- "2 s'^. -h l)f-,
Uu'-^
v-i ) du' = 2 T, ( ^'2 -H w ) — ( 2 5'„ — 2 5^ -;- I ) f - ;
2 1 l--.rPt.J-i- ' ■ — — 1S^-
[th 1 ^ \ 2T, t^
2 ( ! — ; !: (' w -!- — . - — 'ls^,^:,
Xo
formule où l'on suppose essentiellement
o/ t» — C2S(,-Hl)w 2s[,Co' ^ o/
Dans un paragraphe précédent, il a été dit que le mouvement à la Poinsot n'est pas périodique par rapport aux axes x^ y. Dans ce mouvement, le rayon vecteur de l'herpolhodie reprend, à la fin
d'une pt-riode, la position qu'il avait au début de cette période. 11 est dés lors visible que la rotation relative 4/0 est produite par le mouvement des a\esx,j'. Ainsi, dans le mouvement à la Poinsot, les axes ^, j' tournent périodiquement autour de l'axe z d'un angle qui est, en valeur absolue, 4/o5 ^ i'» multiple près de la circonférence.
Nous aurons tout à l'heure, on ('ludiant la forme de l'herpol-
hodie, à employer les valeurs de ~ aux sommets de la courbe.
La comparaison des égalités (ujr/, y) nous donne à cet égard les résultats suivants
' r/« / 1 [Ji A ' \duJ-2 [J-h \ du J 3 \xli
où i -j- \ désigne la valeur de -—■ pour j3w ^=- e,- La première de
ces quantités, celle d'indice 1, ne joue aucun rôle ici ; les deux autres sont relatives aux sommets.
Points d'inflexion de l'herpolliodie.
Soit posé, pour abréger,
a7i-^tjKi = X, a-i — î>, = Y,
ii\Y
■i-^yt
les accents servant à dénoter les dérivées prises par rapport à u. Le signe de T décide le sens de la convexité en chaque point; l'évanouissement de T correspond aux points d'inflexion. Pour calculer T, considérons les deux fonctions
\e ^ =— iz\xk — ■' e-"?",
,. — -— « ieatf(M — V) y
Ye V- = _il _L_ '-e^",
k ^wiv
dont chacune satisfait à l'équation difl'érentielle (t. T, p. 235)
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Soil, pour abréger,
on aura, on substiluant dans r(''([ualion tliflcrenlielle, X''= 2mi\' -+- {2.pu -{- pv -^ m-)\,
Y" = 2 Mit Y' -h (-2 p U -r- pV -r- fU^ ) Y,
(2\) T == — am^ Y -^ ^(2?"-^^^^-+- »i^) ( X ■" Y )'
D'autre pari,
X' . I p'u — pV
_- = mi H — — ,
A 2 pu — p V
— = — nii-^ - ^— ,
\ 'zpu — pi'
X Y 4 (j3i< — p(;)2 V'"" 2 pu — pv)
p'^uA-pvpu-{-p^i> — ):g<i-^mip'v
pu — pv
X' Y' . p'v .dy
-r-r -TT = 2 mi = 2 l -~ •
A Y pu — pv du
En substiluant "t" -y et v ^ v" ^^^^ '^ second membre (24) et
réduisant au dénominateur commun, on voit disparaître, dans le numérateur, le carré àe pu. Ce numérateur devient linéaire en pu ; une seule valeur de pu le fait évanouir. 11 s'agit de reconnaître si cette valeur dejjw est comprise, comme il convient, entre Co et 63. A cet elTet, on prendra les valeurs deT pour pu = (?2 et pour pu = e^^ et l'on examinera si ces valeurs ont un même signe ou des signes opposés. Quand on prend ainsi, pour m, une demipériode, p'u est nul cl Ton a
X ~ Y ~ ' rf« ' en sorte que, pour ;/ = lOr^, il vient (24)
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Les trois quantités telles que T» s'expriment fort élégamment, au mojen des axes de la base, par le calcul suivant (8, 28)
2 ea + p t' =— ( e^ — p (' -4- Cy — .p p — ea 4- p t^)
H^Aî \^ ~~ "p ~ "^/ ~ "jl2 ^
D'autre part, d'après les égalités (22) et (23), on a
[J.2 [JL \cluj„-lù„, \du/„ = M„
Nous tirons donc de (25) le résultat suivant:
dy
^du J f, \j.- h- \a- Revenant à T^, nous concluons, avec l'aide des égalités (22),
ô^'As" \62 ~ c2 ~ «2
lîÂ/iî" l C2 "^ «2 ~ 62
C'est To et T3 qui serviront à l'examen des cas où les points d'inflexion existent.
Bien que cela ne soit pas nécessaire, nous ajoutons ici le calcul complet de T, dont le résultat est très élégant. En écrivant T sous
la forme
pu — pv
on déterminera aisément T' et T" au moyen des suppositions j3i/ = e^, qui donnent pour T les valeurs connues T^. Soit maintenant ^"^ z=^ x'\ -\- y\ le carré du rayon vecteur de l'herpolhodie ; c'est, à un facteur constant près (16), le dénominateur pu — pv.
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En chassant ce dénominateur, puis revenant à la variable l, au lieu de u, on trouve finalement
dt dt^ dt dt^
Ainsi, le carré du rayon vecteur d'un point d'inflexion, quand il existe, a pour expression
Il I
Rappelons encore, d'après (i6, 8), que les carrés des rayons vecteurs maxima et mininia sont respectivement
Diverses formes de l'herpolbodie.
C'est uniquement dans le cas où b- et c- sont de signes oppo-
dy
ses que —^ ne conserve pas un signe invariable tout le long de la
courbe, comme on le voit par les égalités (22). Ce cas se présente seulement si Ton a (p. 5o)
En ce cas, il est visible que To et T3 ont tous deux le signe de £.
Suivant que yo a le signe de i-A) ou le signe opposé, la
courbe présente la forme représentée par lay?^. i ou la Jig. 2, offrant, si on la prolonge, une boucle dont le point double est sur les rayons minima ou maxima.
Ces deux cas peuvent se présenter. Supposons, en eflfet,
V — w-4-aj'.p. . ••PI p' V ■ • r ■
.- — - inlmiment petit positii, de sorte que -^-^ soit mlinimcnt
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pelil néii^atif (t. I, p. 4^^)- Les expressions (j) de b- el c-, élaiU écriles ainsi
jl2 m I
■i i p i' — es I ,p'r
■il pi> — t'2,
donnent lieu à l'observation suivante. Les deux quantités
sont négatives : la première infiniment petite, la seconde infiniment grande. Si l'on donne donc à m une valeur positive quel-
Fie.
Fis 2.
conque, h- sera effectivement positif et c- négatif. D'autre part, l'expression (20) de yo devient
I , , TT
y_Q^ m to H -. [ Tj ( oj — ■ co' ) — to ( tj — r, )] =: 7?i oj •
On peut donc prendre à volonté m positif de manière à assigner à •/o un signe arbitraire, tandis que (-7^) ^ '^^ 71 (26) est une
quantité positive.
Ainsi, les deux cas représentés par \es Jig. i et 2 s'offrent eff'eclivement quand la base est un hyperboloïde à une nappe et que l'essieu de la polhodie est le grand axe de l'ellipse de gorge.
Ces deux cas exceptés, l'herpolhodie aff"ecte nécessairement une des formes représentées par \es Jîg. 3 el 4) suivant qu'elle a ou non des points d'inflexion (').
(') Les formes représentées par les Jig. i, 2, 3, 4 se modifient profondément,
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Au cas de l'iiypcrboloïtlr à ime nappe, où l'on doil avoir c* > ^- > //- > o > a-, d l'on fait a'- = — r/'-, on reconnaît ([iie — ry. '/r'T,-, a le si^nc Fig. 3. Fio, ^.
moins, tandis nue — z'x^ /i^T-, a le sit-ne de -rr
quand la base est un liyperboloïde à une nappe
-^•Ai
et que l'essieu de la polhodie est l'axe non transverse, la condition pour l'existence des points d'inflexion est
Au cas de l'hyperboloïdc à deux nappes, b- et c- doivent être négatifs; soient b-= — b'-, c- = — c'- et />'-< c'-. Les deux quantités — z<j.^li^T:i et — su'/i^To ont, la première, toujours le signe
plus ; la seconde, le signe de — -j- -;7^ — jj^- Ainsi, quand la base
est un hyperboloïde à deux nappes
quant à l'apparence, si l'angle y, atlcint une ou plusieurs circonférences. La courbe fait alors une ou plusieurs circonvolutions entre deux sommets consécutifs. Cet angle /, peut acquérir une valeur quelconque, comme on vient de le voir cl comme on le reconnaîtra aussi plus loin au moyen de son développement on série (37). La courbe peut se fermer, oc qui arrive lorsque y, csl commcnsurablc avec -.
la condition pour l'existence des points d'inflexion est
Au cas de l'ellipsoïde, si l'on a 6->-Z/- >>/<->■ «-, les deux quantités — sii-^/i^Ta et — cii-^A^To sont toutes deux négatives; mais, si l'on a c-<C b- <^ /i- <C «"', la première est négative; la seconde a
le même signe que -^ — 77- Donc, quand la base est un
ellipsoïde et que la polhodiea pour essieu le petit axe, l'herpolhodie n'a pas de points d'inflexion ; si la polhodie a pour essieu le grand axe, la condition pour l'existence des points d'inflexion (c étant le demi-petit axe) est
On a rappelé (p. 4'^) que, dans un ellipsoïde d'inertie, cette
quantité — — - — — y^ est, au contraire, toujours négative. Ainsi,
l'herpolhodie qui répond au mouvement d'un corps solide en l'absence de toute force extérieure, celle que Poinsot a considérée seule, n'a jamais de point d'inflexion (').
Développements en séries pour les divers éléments d'un mouvement à la Poinsot.
Les développements en séries qui ont été formés dans le Chapitre I s'appliquent aux mouvements à la Poinsot, pourvu qu'on y suppose les angles 8 et U variant proportionnellement au temps. Nous avons à y joindre les développements propres à représenter les éléments nouveaux, axes de la surface base, éléments de l'herpolhodie, puis à mettre tous ces développements sous les formes extérieures les mieux appropriées à l'objet considéré.
Nous considérerons tout d'abord l'angle yo-
C) L'étude des points d'inflexion de l'herpolhodie a été faite, pour la première fois, par M. W. Hess dans la thèse citée au début de ce Chapitre. Le fait que cette courbe, dans le cas du mouvennent des corps, n'a jamais de point d'inflexion ofl^re cette particularité historique que Poinsot, dans une des planches jointes à son célèbre Mémoire, représente l'herpolhodie comme une courbe sinueuse. Ce fait a été trouvé aussi par M. de Sparre {Comptes rendus de 1884 ); mais la priorité appartient à M. Hess.
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Employant les mêmes nolalions qu'au (^liapilrc i (p. 19, i-, ag), nous avons (t. I, p. I^-j)
_ - I — V2 -^ (_ ,)T fy/« , _y2/«
v-/ / I - H rrV^ ~ ~.^ i — q"^ V^^ [ '" = ■^■' '' ^' • • • ■
f uo "V 7 1 ' • I
= u-l-2-— , > — — — -,Sininv.
\ to .^ I — 7 ;" y
Siip[>osanl r' enlrc — co' et (o', c'esl-à-dirc V entre \Jq et ~p'
U entre — -et -5 nous concluons, d'après la formule (20), le d('--
veloppement de y„-\-z-i<). C'est précisément ce développement (27).
Au Chapitre 1, on a désigné par 0 l'argument de la cpiantité G'. D'après la composition de G' en fonction de G (I, 40 et la nature actuelle (6) de G, on voit que 0 est une fonction linéaire
de u'. Soit arg. de G'= 0 = ^i, -f- Oo - •
Soit -l l'argument de l'imaginaire d-.iu'-h v'). La formule (17) nous donne
car l'angle y est l'argument de x^ -j- /j-,, et, de plus, on doit s'en
souvenir, les arguments de U, L', U" sont o, -5 ^•
L'argument 'l de c^o («'-+- v') se calcule par la formule (89) du Tome I, p. 42^? comme il a été fait au Chapitre I (p. 3i) pour les analogues (!>«, 'l(,, 'le '•
I III m
1 7 -. — = 2 > — - — — r- sm/nii
1 ^ 10) ^ mil — r/>") \ '«
y LrJJÏli: LzL
2 V' C— ' )2 <7, - I — 1)2'" . un -i- 2 > .. rr sm/;Ki.
De là se conclut l'angle y. Donnant à u' les deux valeurs o et
Cl), par conséquent à U les valeurs o, - ? on conclut, par dififérence, l'angle yo exprimé ainsi
C'est l'angle y©, bien nettement caractérisé par une signification géométrique, qu'il convient d'introduire dans les formules, et l'on écrira l'expression de y sous la forme
t: 2 / riu'v'\
'- ' 2 7:'- \ ' tO) /
Dans cette formule, o est un angle arbitraire dont le changement se rapporte au changement qu'on peut faire sur la direction
des axes x,y. Il diffère de 0) par l'angle ^- L'angle ((', qui figure
dans les formules (62) du Chapitre I, n'est autre que
II' 'X T. r^u'v'
''CD 'T.; 4 ito
Pour développer les coordonnées ^i,j'i d'un point de Therpolhodie, d'après la formule (i-), on emploiera les développements du Tome I, Chap. XIII (p. 422).
On trouve ainsi
:cj _i- ty 1 = — tl^ e __^_hV(_i) :; cj 2 (V«e""U-HV-«e-''«")
La présence du terme — f Ul) dans les formules (28, 29) provient de l'échange des périodes, qui amène la quantité
r/u'v' -r^ii'v' _ il' v' . , , _ i-av' \>. i
oj' oj u) w' ' ' 2 o) oj' 7: "
On retrouvera ce même terme quand, appliquant les formules du Chapitre I pour cos «a: + i cos <:// et les analogues, on passera des développements (I, 5g) composés avec q aux développements (I, 65), composés avec (^,.
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Pour développer les carrés des axes d'après les éj^^alités (-), on aura recours à la décomposition
(3o) - ■*' ^ =^(t^-hco:,) — rt^-r.a-
2pv — e,,
D'après les développenienls de la lonclion "Ç (t. I. |». 4'-'-'> cl 42G) se souvenant que i' = lo -\- i-' , sauf des périodes qui ne jouent ici aucun rùle, on trouve
L^ ^ ui 'J coL.ii— \^ ^l—q"' \"' J
L^ ^ oj 'J co ^ I — ^"» \ '«
Pour avoir les développements où figure ^i, au lieu de ^, on écrira
C t' = ^(v -i- Oi ) = l^(v — co ) —- — 7. U ,
tO co OJ co
y/ N ^, f' y r 7, ( (/ -4" OJ ) r,V' t
C ( l^ -T- OJ ) T = !. t-- T = C.l> ■ XI
OJ " OJ ■ OJ OJ
„. . r^v , „, , , , r,' ( v' -¥- m' ) if t.\ roj'
Q(>'-Hoj) T, = Z{v -<r- bi — co) ; T- r, U -J- - -f- ~ -i
co ■ oj co \ 2 y co
r/ ' ' , r/(c'— co') i
— C(f-i-OJ CO) 'r- r î) •
OJ co
Les développements de la fonction u, ceux mômes que nous venons d'employer, donnent ainsi par l'échange des périodes
V ~ ) «= i 7- 7 — — sin mu,
OJ / OJ OJ ^ I — q'I' '
^(p-î-oj) ■ r = i ; col 0 -; r 7 — -^ — sui ni v .
co J co 2 0J OJ .^d I — f/ï Uv -f-oj") ! r" = ; tango ~ — r 7 —^ sin //ai,
-^ ^i \ W 20J' " Oj' ^ I — '/ï
L^ ' OJ ' J OJ OJ ^ ' — 7 1
Au moyen de ces séries (3i) ou (3:i) on formera, d'après les lormules (7,3o), les développements des carrés des axes.
Résumé de la représentation d'un mouvement à la Poinsot par des séries.
Nous allons réunir les développements précédemment obtenus, en y faisant disparaître toute trace des notations elliptiques, de sorte que cet ensemble soit facilement intelligible pour un lecteur étranger à la théorie des fonctions elliptiques. Nous prendrons
,, t/iM £[j.r
IJ
comme des données.
Les données sont : i° trois nombres K.,'V, q, le premier K quelconque, et
2" Une longueur positive ou négative /.
En fonction de ces données, voici les développements des constantes géométriques :
A, distance du plan tangent au centre de la surface base (distance affectée d'un signe) , «-, b-, c-, carrés des axes de la surface base :
Au lieu de ces développements, on peut en prendre d'autres oiî figure, au lieu de q, un autre nombre qi, également positif et moindre que l'unité, savoir
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en sorle (iiic lo" — cl loi: - ont 7:'- nour i)iO(liiil. l);ins ces noiiveaux cléveloppcincnls ;i|)paraîU au lieu de \ . un ani;Ie l', savoir
log-
\ oici ces développements :
- K loi; - . 7- — I = - col V — -A y — -'—r, sin 2 ou ,
(36) ' - K loi: - • (^t-i — • ) = -- î y -^, ^'" •-'•" i' '
T. q \li'- I ?. " >^ H-( — 7i)/'
En cliuisissanl, des deux nonil)res ([, y,, le plus petit, on est assuré que ce nombre est inférieur à e~"= o,of) —
Voici maintenant le développement de l'angle '/o, compris, dans rherpolhodie, entre un rayon vecteur minimum et le rayon vecteur maximum voisin (27),
qtn Y m
loi: -
Nous arrivons maintcnanl aux développements des éléments variables du mouvement. La variable indépendante qui sert à les figurer est un angle U proportionnel au temps. Les lignes Irigonométriques de cet angle paraissent dans les développements où l'on emploie q. Dans les développements où l'on emploie ^,, les lignes Irigonomélriques disparaissent, et la variable U est représentée par la quantité U ci-après
log- log —
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Il suffira, comme on Texpliquera plus loin, de faire varier U
entre — - cl -; de celle manière U sera compris entre Uq] et -— =•
Les axes de coordonnées liés avec la surface base sont dénommés a, b, c; ils coïncident avec les axes de symétrie dont les carrés sont désignés j)ar «-, b-, c-; ils ont des sens positifs arbitraires. Les axes de coordonnées liés avec le plan roulant sont dénommés x,j', z; le dernier z est perpendiculaire à ce plan, les deux autres lui sont parallèles. Leur direction dépend d'un angle constant et arbitraire es. Dans les formules apparaît un angle 0', qui varie proportionnellement au temps, à savoir
a/oU
Les sens positifs des axes x, y, z sont arbitraires et on laisse subsister dans les formides trois unités positives ou négatives ( — i)*^' ( — 0*> ( — '^Y' Le caractère s de congruence des deux systèmes d'axes est
Voici d'abord les cosinus des angles de l'axe z avec «, 6, c (I, oy et 64), représentés par les combinaisons de neuf séries développées dans le Chapitre I (I, 58), et qu'il est inutile de reproduire ici :
C— i)« cosaz (—1)^ cos bz ( — i)*^ cosc^
Bfu)BÏV) ïi"(g)
Cfu)G'(V) C'ig)
Bro)B'(U)
B'Xg'i) '
A(ii)A'(U) A"(ry,) '■
Les cosinus des angles des axes x et j' avec «, b, c sont donnés par les combinaisons cosax + icosay et les analogues. Chacune de ces combinaisons est développée de deux manières avec q et de deux manières avec q, ; les séries employées se trouvent au
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Chapitre
{ — i)'^( cos ax -+- î cos ay ) e-'^'
^ A"'(ii,V)A'(V) _ A'Vu, V).\(u)
j o.iwo 2 nui
^irB'7i),U)R'(U)_ ~ B'Vo,U)B(t))
Il est inutile de transcrire ici les expressions analogues de cos bx -\- i cos by ^ cos ex -{- i cos cy ^ qu'on trouve au Clia[)itre I
(I, 59 et 65), et où Ion doit mettre e'*^', c 'au lieu de
A ce dernier groupe de formules s'adjoint naturellement celle qui donne les coordonnées^!, j', d'un point de l'herpolliodie (^^9)
— ^^ + YC- i)^7;^(U"e''"'''-t- U-^e-'"'") ;
rt = I, 3, 5, . . .; m = 2, î) ^) • • • •
Le dernier groupe de formules est celui qui donne directement certains angles, détermines à un multiple près de la circonférence entière ou de la demi-circonférence suivant les cas. Dans ces formules apparaît le caractère £ de congrucnce des axes (4o)- C'est d'abord l'angle y, angle polaire dans riierpolhodie (28)
2 l UtI
'• -.1 X^ ni ( 1
CI)'- I— V
— ^ sin juw
Al — a'") \ '" (44) {
2 nu V' C — 7i^" I — U2'« .
puis les angles d'Euler [cz, x), (az, x), ( bz-, x), dans les expressions desquels (I, 53 et 67 ) 0 -|- —. — sera remplacé par 0' — 7;
J2 DEUXIÈMK l'Ainin. — APPLICATIONS.
culin les angles {cz, o), (az, l>), (hz, c) donnés sans modification par les formules (l. y.\ cl ^.3).
Tous les dévcloppemculs où figurent, avec q, les lignes trigonométriques de U, permettent de faire varier II arbitrairement. Ils font apparaître aussi les modifications ti'ès simples que subissent les diverses quantités quand on change U en U + tû. Par exemple, cos«; se reproduit sans changement; cosbz, coscz se reproduisent changés de signe; X) -f- /j', se reproduit multiplié par û-''/."] y se reproduit augmenté de ayo, etc. En un mot, ces développements représentent le mouvement dans toute la suite des temps, mais ils mettent aussi en évidence sa quasi-périodicité. Au contraire, les développements où figure, avec ^,, la quantité U, doivent être envisagés pour des valeurs limitées de U; mais la quasi-périodicité du mouvement laisse ce défaut sans conséquence.
Cas particuliers.
Poinsol, dans son Mémoire célèbre, s'est arrêté spécialement sur les cas particulie/'s qui n exigent pas l'emploi des transcendantes elliptiques ('). Nous retrouverons ici ces cas en supposant les fonctions elliptiques dégénérées, en supposant donc ^ z= G ou bien ^, = o.
L'hypothèse q = o entraîne ù'-=^c'- (33). La surface base est de révolution; l'herpolhodie est un cercle décrit d'un mouvement uniforme.
L'hjpothèse ^, = o entraîne l/-= h- (3G). C'est le cas où l'une des positions du point de contact du plan roulant est au sommet de l'axe moyen sur la surface base. 11 faut alors prendre partout les formules où figure </( et y réduire cette quantité à zéro. La
quantité q est l'unité; log- est infiniment petit, Klog— estune
quantité finie. La formule (3^) montre que -/o est infini. Toute périodicité disparaît ; l'herpolhodie fait une infinité de circonvolutions autour de la projection du centre sur le plan tangent; ce point est asymptotique.
On voit par là que. dans les cas où, sans être nulle, ^i est une
(') Journal de Math., i" série, l. \VI, p. 298.
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(juaulilé 1res pclilc, Icmouvcmeul de Taxe c csl à longue période. Les formules où figure q sont peu propres à l'élude du niouvemonl; celles, au conlrairo, où (igure y, y soiil paifaileincnl apnronriécs.
Composition d'un mouvement à la Poinsot avec une rotation uniforme autour de la perpendiculaire au plan roulant.
A la première inspection des formules fondamenlales (I, i) du Chapitre I, on a reconnu que le changement de la quantité G équivaut à une rotation autour de Taxe ::. Si ion remplace, en effet, G par Ge''^, en supposant les axes «, b, c immobiles, ceci revient à faire tourner le s_)'stème x^ y, z autour de z d'un angle égal à — <l.
Dans le mouvement à la Poinsot, la quantité G est une exponentielle dont l'exposant est du premier degré par i-apport au temps; si l'on change dans cet exposant le coefficient du terme variable, sans modifier en rien les autres données elliptiques, on obtient un autre mouvement à la Poinsot qui diffère du premier par une rotation uniforme autour de l'axe z. Ainsi le résultat de la composition d'un mouvement à la Poinsot avec une telle rotation est un autre mouvement à la Poinsot.
La partie variable, dans l'exposant de rexponcnlielle G, est (6)
Soient donc considérés deux mouvements, définis l'un et l'autre par les mêmes formules, sauf changement de G; si l'on distingue par les indices o, i les quantités afférentes à ces deux mouvements Mo, M,, on aura (-)
a\ — h\ b\ — k\ c\ — h\ /iihi^
et le mouvement M, résulte de la composition du mouvement M,)
avec une rotation uniforme autour de ::, de vitesse £ ( — )
dans le sens direct.
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Ces faits apparaissent tout aussi nettement clans les développements du dernier paragraphe; on y voit que les deux mouvements sont définis Tun et l'autre par les mêmes formules, sauf changement de la seule constante K. Au point de vue de la Cinématique, tout aussi bien que pour les formules, cette constante K peut être changée sans que le mouvement soit profondément altéré.
C'est pour cette raison que nous n'avons pas rangé, dans le paragraphe précédent, au nombre des cas particuliers, ceux qui sont caractérisés par des valeurs particulières de la constante K. Il y a cependant lieu, au point de vue géométrique, de signaler ceux où — K est choisie égale à la valeur de l'une des séries (33). Si, par exemple, on a
il en résulte a- = o. La surface base est aplatie, se réduit à une simple conique. En ce cas, on a nécessairement c->> Z>->> A-. Cette conique est une ellipse et le point de contact du plan roulant la décrit tout entière. Si — K est égal à la seconde série (33), la courbe est une hyperbole dont a est le demi-axe transverse, et le point de contact du plan roulant décrit sur cette courbe un arc limité : cet arc, en effet, contient seulement les points où la tangente de la courbe esta une distance du centre inférieure à h. Si enfin — R est égal à la troisième série (33), la courbe est une ellipse j mais le point de contact du plan roulant décrit sur la courbe un arc limité.
Ces cas particuliers sont plus simples au point de vue géométrique que le cas général, surtout si l'on envisage le plan comme fixe, la base comme mobile. On voit alors une ellipse ou une hyperbole, de centre fixe, rouler sur un plan. Ce mouvement, combiné avec une rotation du plan autour de la perpendiculaire menée du centre fixe, peut donner une idée nette du mouvement le plus général.
On vient de considérer simultanément deux mouvements à la Poinsot, dont les éléments sont liés par trois relations (4^)- Ceci conduit à une généralisation naturelle dont nous allons parler.
CnAPITHE ir. — LES MOUVEMENTS A I,\ POINSOT. 70
Définitiou des mouvements à la Poinsot concordants.
Soient Jeux mDuvemcnls à la Poinsot, que l'on considère simultanément. Nous les dirons concordants si les fonctions elliptiques qui V correspondent ont un même inxariant absolu et si, en outre, les deux mouvements sont ;50c7//o/ie.Ç; ont une même période de temps.
La concordance, ainsi définie, s'exprime par deux relations entre les éléments des deux mouvements. Nous allons trouver ces relations.
Rappelons-nous qu'un mouvement à la Poinsot est défini par
quatre nombres (^^\ {^^\ (^J", ^ (p. 52).
Nous distinguerons les deux mouvements par les indices o et i, afTectant toutes les lettres relatives à l'un ou à Pautre.
Dans les formules relatives à chacun d'eux, figurent deux constantes entièrement arbitraires, [ji-o, [J^i, qui sont des constantes d'homogénéité. Nous en pouvons disposer de telle sorte que, pour les fonctions elliptiques, l'invariant étant unique, les racines <?,, (?o, ^3 soient, de part et d'autre, les mêmes. Ainsi, la coïncidence de l'invariant absolu est exprimée si l'on dit que l'on peut choisir !j.o et ^^ de telle sorte, que les trois différences analogues à celle-ci,
,,g. {al-hl)(bl-hl) {a\-h\){h\-hl)
soient égales entre elles. En efi^el, d'après les formules (S), ces différences sont, toutes trois, égales à pc, — J^^'o-
D'autre part, la période du temps est, en valeur absolue, 4^ —
pour l'un des mouvements, ^m— pour l'autre (p. Sa). L'isochro-
nisme exiire donc l'c'ffalité des rapports —, — en valeur absolue.
Dans les différences (4^), on peut donc remplacer jj-jj, <x] par n^^ n\. Dès lors, la concordance est exprimée si l'on dit que les trois dijjérences analogues à celle-ci,
{al- lil){bl- 14) {a\-h\)(b-]-h\) \^^ ) ^T-n, i-,-., '
sont égales entre elles.
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Au jioiul do vue lie la (^inénialique, on peul prendre ces relalions pour délinillon de la concordance.
Relations entre les éléments variables de deux mouvements concordants.
Considérant deux, mouvements concordants, ou doit chercher les relations qui existent entre les positions des deux figures mobiles, prises en un mémo instant quelconque. Dans la solution de cette question, il entre une constante nouvelle : on peut supposer, en effet, cpie l'une des figures occupe une quelconque de ses positions en un instant initial, oii l'autre figure occupe une position déterminée. Cette supposition faite, la correspondance entre les positions des deux figures se trouve complètement établie.
Les deux figures mobiles sont les deux systèmes d'axes x^^y^^ Zq\ a:*,, j^i, ^|. Nous supposerons, dans la notation, un seul système d'axes fixes a, b, c, comme si les deux surfaces bases avaient les mêmes plans de symétrie.
Les différentielles des arguments variables cIuq., dus sont respectivement — c//, — dt (6). Elles sont donc égales entre elles, en
valeur absolue, comme -S-^, i-^- La somme Uq ± Ui est donc con-
stante. Il est d'ailleurs indifférent de supposer constante soit la somme, soit la différence; car les formules fondamentales (I, i) restent inaltérées si l'on change u^ r, G en — «, — c, — G. Pour la symétrie, nous supposerons la somme constante, et nous poserons
La relation entre les éléments elliptiques variables des deux mouvements est ainsi trouvée. C'est à l'addition des arguments dans les fonctions elliptiques qu'il faut maintenant demander les relations entre les éléments géométriques.
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Pour ce but, on devra considérer les (juanlilés suivantes :
1 "- P "0 ^- — ^--j-Â^ -(«5 — ^0) («0 — <^o) cos2a-o
I 0 fia /l„
^'"' "" ~ 3„'î/;-2 ^(f''l — l^V(o1 —c\)cos'-azi,
-^ p'Ui, = —TT^^^'l— ^u) ♦/'o — ^0) ('^0 — OG)^osrtwo cos6-ocosc^o.
fl'Q /Iq
-^ j)';/, = T'/T ('^'1 — ^-'î) (^? ~ ^î) (^î — ^î) cosa^i cosbzi cosc^i.
Ces quantités ont circclivenienl la signification elliptique que la notation leur attribue, comme on voit par les formules (ii, 12). Ceci posé pour deux mouvements concordants, il existe deux constantes T-j)t\ ~^p'<', donnant lieu aux deux relations (t. I, p. 3o)
pU„—-']>i- -■- pu^—'zipç
(^U ~Jpu„^-.'-pUi^-'-pi- = :/ ■ .
V2 -.^ pUo—-.-pV J
Ces deux relations ne sont pas indépendantes; les deux constantes T-jji', ~^ p'v ne sont pas toutes deux arbitraires. Cette circonstance, on va le voir, constitue un avantage, et nous allons, pour préciser entièrement, envisager encore d'autres relations.
Considérons langle que font entre eux les deux axes mobiles z-o, Zi. Son cosinus est donné par une formule du Cbapitre I (I, Sa) sous la forme suivante, où nous écrivons t' au lieu de «0 + lit (48; :
( 52) cos ^0-^: =
(fo— i'ij V r^" — (^«-'- ^'l >
Par le théorème d'addition des fonctions '^ {l. I, p. i38), on a (53) ^uo-r-lu,-Z.=-l^'"^-^'"^.
Le second membre peut être exprimé, par le moyen des quan-
tités (49)7 comme il suil. Posons, suivant réi;alilé (12),
en obscrvanl que celte quantité variable A ne change pas par le changement des lettres a, b, c\ puis
/ M I V(al — blMbl — cl)cl — al)
I IN = — • T^-y:^ • C09,aZQ C0s6^o COSC-30
/c-x ] , ( «î — '^rV/'î — c2)(cf — af ) , "1
(33) ', -I TTr^ ^ C0S«^1 COSO^i COSC^i
I ^ £ ^ p'Uq — p'Ui _
Désignons encore par A et B les deux constantes
L'égalité (02) nous fournit la relation
(57) A(cosa^o cosa^i -;- cosbzo cos^^j -^ cosc^o cosc^i )-!- 2N+ B = o.
En différentiant, nous allons avoir une nouvelle relation contenant la seule constante A.
Pour faire cette diflerentiation, on a d'abord (48, 54)
d'où résulte, d'après (53, 55)
On a, d'autre part (i, 3, 5),
^cosazo l>% — cl , dt n^ho
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Cl ainsi clos autres analogues. L'éyalilé {S~) donne donc, par différeulialion,
1 A > (— — j — î^ cos^^o cosc-u cos«^i
— = ; =- C0Sy-3i COSC^i CUS«-o -r- 'A =: O.
Après avoir élabli ces formules, envisageons la cjuesliûn iniporlante de déterminer les positions correspondantes des deux figures mobiles dans deux mouvements concordants.
Ce qui justifie l'emploi des relations surabondantes (5o, 5i, 5-, 58), c'est la nécessité de fixer les signes des cosinus. On pourrait assurément v parvenir en suivant la variation de ces cosinus : on devrait, à cet effet, se rappeler seulement que cosrt;: conserve un signe invariable, tandis que cosbz change son signe quand l'argument u passe par une période, et cosc^ quand cet argument passe par une demi-période. Mais, sauf des cas particuliers relativement à l'argument c, on ne pourrait ainsi tirer aucune conclusion.
Si l'on suppose connues les constantes ~-pv^ '^'p'^'j -^j B, on peut déterminer entièrement les cosinus de az^, bz^, cZi correspondant à des cosinus donnés pour rt-^o? ^^o> c^O' Effectivement, la relation (5i) donne t-jdw,, par conséquent A (54) et les carrés des cosinus. La relation (5o) donne l'^p'ui et, par conséquent, N (55); puis l'une ou l'autre des relations (5-, 58) permet de fixer les signes des cosinus eux-mêmes.
11 n'y a d'ailleurs aucun embarras pour choisir les constantes T-jDt', '^p'v. A, B si Ton veut composer un exemple. Ayant pris, en effet, deux mouvements à la Poinsot dont les données satisfassent aux relations de concordance (47)) O'^ peut choisir à volonté, dans ces deux mouvements, les axes ^o et ^, pour correspondants. Les valeurs de A et N, pour cette position, se trouvent déterminées; par la relation (58), on en conclut A, puis B par la relation (jj) et, par les relations (5i, 5o) , t-j^c, T^p't',
On le voit donc, si l'on définit deux mouvements à la Poinsot concordants par la position des deux figures mobiles en un même instant, les constantes A, B, t-jjc, ~^p'v peuvent être envisagées comme des données ; de plus, pour chaque position ultérieure
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d'un (les axes, ^o, par exemple, celle de Taulre axe Zf est déterminée complètement par des formules explicites.
Sur un cas particulier de la concordance.
Le cas particulier suivant doit être signalé surtout à cause de l'application qui en sera faite dans le Chapitre suivant: c'est celui où les deux arguments variables Uq^ u^ ont pour somme une période. Ici les cosinus de ^^o 6t bz^ changent ensemble leurs signes, et de môme ceux de cZq et cz,. Celte circonstance est mise en évidence dans l'égalité (54), où A est nul. Si l'on tient compte de la convention d'après laquelle b- est le carré du demi-axe moyen, c'est-à-dire b^ compris entre a- et c-, on aura, en ne considérant que des radicaux réels et positifs,
v/'«n — ^iî )(<^n — Cq) ^^.^ , yAaf — 6f )( af — cf )
-z (_05ct-..«(i — ■ - 1 COSCt^lj
rio/iQ II i II Y
>J{a-^ — bl)(bl — rl) _ _ „ sl(a\ — b\){b\ — c\) _
CUbt-V^-y — - - r LUhc^*ïj.
v/( cl — a%){ cl — b'I ) „, /( cf — «î )( c\ — b\)
pourront indifféremment être pris séparément égaux à zn I, sous la condition toutefois £'î"£'" = + i, exigée par les relations ( \Ç)).
Herpolliodies fermées et herpolhodies algébriques.
Si l'angle yo est commensurable avec la circonférence, l'iierpolhodie est une courbe fermée. On obtient ce cas, en prenant convenablement K dans la formule (3-).
Si, en même temps, on prend aussi U ^ yo, l'herpolhodie est une courbe algébrique. L'expression [i ^) àe x -\- iy est alors, en effet, une de ces fonctions (t. I, p. 224), qui sont des racines de polynômes entiers en pu et jj'w, en sorte que [x -h ifY'- et [x — iy)"'^ s'expriment algébriquement tous deux au moyen de jj?f. C'est un sujet sur lequel on reviendra, à propos des lignes géodésiques.
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CHAPITltl' III.
HOTATION DLN CORPS G 15 AVE DE HÉVOLUTION, SLSPENDU PAU UN POINT DE SON AXE ('). — LA COI RBE ÉLASTIOUE GAUCHE.
Étiiialioiis diffcrenlielies. — Inversiou. — Calcul de cosAZ — « cosBZ. — Calcul de cosCX =r t cosCY. — Expressions elliptiques des constantes mécaniques. — Cas particulier où l'ellipsoïde diaertie est une sphère. — Expression des éléments elliptiques par les constantes mécaniques. — Décomposition de la rotation. — Etude du théorème de Jacobi. — Relations entre les deux mouvements composants. — Les éléments du mouvement composé, déduits des mouvements composants. — Propriétés particulières des mouvements composants dans le cas où l'ellipsoïde d'inertie est une sphère. — Les constantes des mouvements composants , déduites de celles du mouvement composé. — Sur un cas particulier.— Mouvement de l'axe du corps grave. — Mouvement relatif de la verticale par rapport au corps. — Le moyen mouvement du plan vertical mesuré dans Iherpolhodie. — Le mouvement du plan vertical mesuré dans l'herpolhodie. — Expression des composantes de la rotation. — Expressions des constantes au moyen du mouvement initial. — Mouvement pendulaire : rotation du plan vertical. — Réaction de la tige du pendule. — Digression sur un cas de l'équation de Lamé. — Sur une distinction entre le pendule à tige et le pendule à fil. — Représentation du mouvement par des séries : moyen mouvement. — Mouvement du plan vertical. — Développement des constantes. — La courbe élastique gauche.
Équations différentielles -
Par corps de révolution, on entend ici un solide dont l'ellipsoïdc central d'inertie est de révolution. On suppose fixé un point de l'axe de révolution; le corps, animé d'un mouvement initial quelconque, est abandonné à l'action de la seule pesanteur. Le
(') Auteurs à consulter : Lacraxge, Mécanique analytique, 3* édition, publiée par .M. J. Bertrand, t. II, p. 233. — Tissot, Thèse de Mécanique {Journal de Math., i" série, t. WII). — Jacodi, Œuvres complètes, t. II. — IIehmite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. — Darbolx, Cours de .Mécanique de M. Despcyrous, t. II. Paris, Ilcrmann ; i88G. — Pliselx, Note sur le mouvement d'un point matériel pesant sur une sphère {Journal de Math., i" série, t. VII).
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j>roblcmc qui consisle à Irouvcr le mouvenicnl de ce corps a clé ramené aux quadratures elliptiques parLagrange.
Soient A, B, C les axes rectangulaires, fixes dans le corps, ayant leur origine au point de suspension, el le dernier C, passant par le centre de gravité. Soient aussi t: le ])oids du corps, et c l'ordonnée du centre de gravité, comjUée suivant l'axe C; soil enfin Z un axe fixe et vertical, dirigé dans le sens de la pesanteur. Les moments de la j^esanteur par rapport aux axes A et B sont respectivement — TtccosBZ et +-ccosAZ. Par rapport à l'axe C, le moment est nul, puisque cet axe contient le centre de gravité. Faisant, un iiislant, abstraction de ce fait que le corps est de révolulion, dénotant parP, Q, R les moments d'inertie et par/?, q^ r les composantes de la rotation instantanée autour de A, B, C, ])ar t le temps, on aurait les équations difTérentielles
P ^' ^ ( q — R]cjr — -c cosBZ, O ^ = ( R — P )rp -r- -c cosAZ,
Le corps ('ianl de révolution, les deux moments d'inertie P et Q sont égaux entre eux, quel que soit le point de suspension sur l'axe du corps. La dernière équation montre donc que /' est une constante.
Ecrivant, pour abrc'ger,
(U I' ~ 7-' 77 — ït^j
on a les équations différentielles
(§.(^-.),,--i, COSAZ.
Ln V joignant les é(|ualions cinématiques (1, y4)i oî' /^ 7? >' doivent être changés de signe pour re})résenter les composantes de la
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rotation relative de l'espace par rapport au corps,
(3) -. = (7CosAZ — />cosBZ,
( î ) = r cos HZ — (/ cos CZ,
... rfcnsBZ
(j) =/)cosGZ — /'COS-VZ,
on parvient, comnie il suit, à riiil('gralion.
Multipliant respectivement par p ci q aux deux membres dans les écpiations (2) et ajoutant, on obtient, suivant (3),
dp dq _ ^ f^ d co? CZ ^ 7lt ~ ^^ ~dl ^ - ^ dj,
et, par conséquent,
(6) />2-^72= 3(oisCZ-4-y).
Multipliant respectivement par cosAZ et cosBZ dans les équations (2). par/) et q dans les équations (4, 5) et ajoutant, on obtient encore, suivant (3),
d . ,., ,,., dcnsCZ
^(/,cosAZ-rycosHZ) = -a— ^-,
d'où résulte
(7) /> cos AZ -^ ^ cos BZ = 0 — xro?GZ.
D'après l'identité
(/JCosAZ— ;rosBZ)î-4-(^cosAZ— /)cosBZj2 = (7>2-r-72)(cos2AZ-4-cos2BZ)
Cl la relation
cos^AZ -^ cos^BZ -h cos-^CZ = 1.
les équations (3, 6, 7) donnent maintenant
(8) r "'" ' ) — 30 — coà2CZ)(cos(:Z — y) — '^^ — ^ c()sCZ;î.
On voit parla que cosCZ est une fonction elliptique du temps /.
Inversion.
Désignant par t une conslanle J'iioniogénéité, posons
(9) cosCZ= y^ip — pu).
La conslanle p doit èlre choisie de IcUe sorle que le polynôme en pw, transformé du polynôme (8), manque du second terme et les invariants elliptiques doivent être pris de telle sorte que le polynôme reproduise p'-u, à un facteur constant près.
Ou sera ainsi conduit à une identité de la forme suivante
l^{pu — pa)(pu — pai){pu — pa.2)
où chaque facteur {pif — po) correspond à l'un des facteurs linéaires de la première paitie du polynôme (8), tandis que {pu — v)- correspond à (0 — acosCZ)-.
Faisant successivement u = a et u = «i dans l'égalité (10), on conclut
f -j.s/pa-^pai^paiipai — v) = p' ai,
d'où résulte
4 ( p « -T- n ai -!- ,p a-, ) =
^^^ •''•'- V pa — pai
donc (t. I, p. 3o)
a2ssiiz (a-f- «1 ).
Il était permis de choisir ad libiLinn les signes dans (i 1); car les signes de a, a, sont arhitraires. Celui de «■> est arbitraire aussi. Nous supposerons donc
(12) a — ai-f- rt2==o,
à quoi il faut ajouter, pourv, celte expression qui reste inaltérée par l'échange des indices
p'apai — p'ai pa (i3) '> = - ^ — , ^ •
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Les (Jeux rclalions (i 2, laj sulfiscnL à assurer Icxaclitudc de 1 idcnlilé (lo). Pour le vérifier, prenons les deux fonctions
fa = \{\Mi —pa)(pu — pai){pu — pao),
/l« :^ \p'u — ^ ^ -(pU — u) \p U-V- -■' '' -{pu —'A.
Le premier facteur de /i ?/, par construction, a les racines a et «). Comme la somme de ses racines doit faire une période, la troisième racine est a-i. De même, le second facteur a les racines — «, — (7,, — a.^. On en conclut immédiatement l'égalité fu ==/) «, c'est-à-dire l'identité (lo).
Pour identifier le polynôme (lo) avec le transformé du polynôme (8), établissons l'égalité deux à deux des racines des binômes du premier degré corrcspondanl ; posons ainsi
1 = ^--cp — P«)»
Nous avons de la sorte
I— cosCZ= -^ '-^{pu — pa),
I -f- cosCZ = — Y ''(P" — P<^i
'[-^ cosCZ=— ^ -."-{pu-pai),
c« — acosL.Z= -~-T-(j)« — V Il faudra poser, en outre, (i6)
moyennant quoi le polynôme (8) reproduit le [)olynôme (lo) raul-
liplié par le fadeur —nT-> el l'on a P
INIais, suivant (9),
[-TIF-) =—i''"-
r/cosCZ _ '\~'- , du
On a donc (^17) du = idt .
Des deux premières égalilcs (i4) se conclul (.8) ^^ISLÏJlIh, i^ = ..(p«,_pa),
Cl l'expression (9) de cosGZ devient
(m) cosGZ=— ^ ■ ■
On en tire
/ ^„ p«i — ji?A ^'^a a'(« — (7,) r'(?i+ «1)
l i-\~cosLl — i =2—7 -— ~ ^., >
1 p«i — P« ô'(a — ai)cr'(«4-ai) J-^u
' ^„ 7ia — pz/ 'y"-ai-f(u — a)j(u-\-a)
I — cosGZ = — 2 —
jjai — ])« ^(a — ai) j'(a + «i ) j-et
Calcul de cosAZ lir t cosBZ.
Des relations (4, 5) on tire
— (cos AZ -\- i cosBZ) = i(p -+- iq) cosGZ — ?V(cos AZ -f- 1 cosBZ)
et des équations (3, 7)
(cosAZ — t cosBZ)(/) -i- irj) = 0 — y, cosGZ -h i — — •
Eliminant/? 4-/^ et remplaçant cos- AZ+cos^BZ par i — cos-CZ,
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nous concluons
( L -^ [log(cos.VZ — iCosBZ)— îlng(i — cos^CZi] --/•
rosCZ(o — arosCZ)
1 — eus- CZ
Drconiposant, j)fir rapport à cosCZ., le second membre en fractions simples, on lui donne la forme
2(1 — cosCZ) 2(1 -I- cosGZ)
En faisant dans la dernière égalité (i5) successivement u =: o et // = r/,, puis remplaçant v par son expression (i3), on obtient des expressions elliptiques de o :^ a, savoir
3 pa — pai
En V substituant, au lieu de a, l'expression (i6), nous obtenons
et, d'après les expressions (i5) de i zpcosCZ,
0 — a X p'rt 0 -^ a T p'ai
I — cosCZ ip« — pci i-t-co«CZ M^" — J'<^i
Substituons aussi, dans (22), au lieu do a, l'expression (16), remplaçons '.tll par <^/« et nous avons, au lieu de l'égalité (21), celle-ci
-7- [loir(cos AZ -J- j cosBZ) — \ los(i — cos^CZ;] -f- — p'a — ■ p'»! I p'a I pV/j
pa — prt, 2 p« — p« 2 ,|)« — j)ai
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L'intégration se fera parle moyen des (brniulcs (l. I, p. i38)
— ^-- — =—'C(u~-a) — i:(u — a)-\-2.^a, pu—pa
(24) •' — ^— ' — =—i:iU'i-ai)-ht{u — ai)-^-i^ai, i pi' — pci
' =: 7.l{u — aA — i^^a — i^Gi,
\ pa -p«i
qui transforment le second membre en celui-ci
2Ç(a-f- «i) — "Ça — "Coy
D'aulre l)art, les formules (20) donnent j)ar dififérentiation
j i ^logd — C0S2CZ)
(25) . 2 dn ^'
{ =i[^(„_«)-^r(«-ai)^r(KH-«)-^r(u + «ri)— 4^«]-
Il nous vient donc
—r- los; (cosAZ -^ i cos BZ)
du ^^ ' -
= -xUa -i- «1) — ^« — v<7, ~ tSu — a) -f- "CXu — «1) — '^^" 1
puis, en intégrant et donnant à la constante arbitraire une forme convenable E,
{ cosAZ -H i cosBZ
(26) 1 _ -lE J'AI r'flTi r'(a — a) g'(m — a{) pîifrt+n,) — r^-îC^i-Yj".
~ 3'(a — «i) a'(a -4- «i) cr'-i<
La quantité conjuguée s'obtient immédiatement par cette considération que le produit doit donner i — cos-CZ :
/ cosAZ — i cosBZ (26a) i ^ i-ia^as^-iiu-^ a)<^{u-h-a{) -r2^(«H-rt,)-Çn->,-^J"_ ^ ~" E3'(a — ai)3'(«-l-«i) 3'^K
Calcul de cosCX r± tcosGY.
Soient
3 = cosCX -\- i cosGY,
Go = cos ex — l cos GY,
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on a, |)ar les ch'-ineiits de Cinématique (I, yG) (on supjDOSc les axes congriienls, cloue c = + i , et l'on change les signes de p, q par la ukmiic raison fjuau déltul du (^.liapilre),
Go -j- — 3 —7^ = 2 i{p cos AZ -T- q cos BZ ).
Divisant par ££0 = ' — cos-CZ et remplaçant le second membre d'après (jV on obtient
\ d . G 0 — arosCZ 0 — a 0 -f- a
f «-/^ oo 1 — cessez 2(1 — cosCZ) 2(i-T-cosCZ) De là, d'après les ('galilés (i-, 23, 24),
loff- —
du "So j)// — pa p«— p«i = '2;(7 — 2;r/i-i-Ç(// — «)
Ajoutant la dérivée logarithmique (aj) de i — eos'CZ = 32o et divisant par v., nous avons ainsi
-y- logG = X^a — ^*7i -I- X.{u — «)-;- ^(« -^ «1) — 1 X,u.
L'intégration donne maintenant, si l'on met sous une forme convenable la constante arbitraire E,,
(29) cosGX-^ iCosCY = ^ ' ' , ^— r — ; \J e'-^a-X,a,ht^
avec la quantité conjuguée
(30) COSCX - .-COSCY r= '>^^^:^^J'l^^'_±^^)^{u-a,) ^-,.^a-?a.)«_
Lj ^(a — «i) 3'(rt-(- «1) ■j'^ Il
Expressions elliptiques des constantes mécaniques.
Les données comprennent cinq constantes a, ^, y, 0, /■, dont les quatre premières ont reçu des expressions elliptiques, que nous
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allons récapituler d'après les égaillés ci-dessus (i \, \G, i3),
i pai — pa
~ p'ci -^ ,p'^
3-; = 2t2(2p<:/. — jja — j)ai) = ^-^[a ji(a -^- «i) — ,p« — ji^i].
Au lieu des quatre constantes a, |5i, y, o apparaissent, dans les formules, les arguments a, cit qui, avec les invariants des fonctions elliptiques, constituent quatre constantes équivalentes. La constanle d'homogénéité t est ad libitum.
Il s'agit de reconnaître la nature des fonctions elliptiques, c'està-dire le signe de leur discriminant, celle des arguments «, «, et de l'argument variable ii.
Le polynôme (8) doit nécessairement être positif pour des valeurs de cosCZ comprises entre deux limites entre lesquelles oscillera ce cosinus; mais ce polynôme est négatif pour cosCZ=rii i. Les deux limites sont donc comprises entre — i et + i , et ce sont deux racines du polynôme. Les racines sont donc réelles et le discriminant est positif. La troisième racine est Inférieure à — i ou supérieure à -h i , suivant que [i est positif ou négatif.
D'après la relation (g), pu décroît quand cosCZ, croît si [i est positif, ou croît avec cosCZ si ^ est négatif. La troisième racine du polynôme correspond donc toujours à p;< = (?,; les deux autres correspondent aux valeurs Cî et e^ de pu. Donc l'argument u, diminué d'un multiple impair de la demi-période purement imaginaire to', est réel.
D'autre part, pa et p«i correspondent à cosCZ = ±i. L'un d'eux est entre e^ et f?i, l'autre entre — oc et e^. Les fonctions jd'«, p'a, sont purement imaginaires, et les arguments sont l'un purement imaginaire, l'autre purement imaginaire sauf une demi-période réelle lo, le tout, bien entendu, sauf des périodes.
Si l'on prend effectivement de cette manière les arguments a et «1, on voit, par les formules ('^i), que a, o, |i, y seront réels. On peut donc prendre arbitrairement les invariants des fonctions elliptiques et les arguments a et «j, ces derniers sous les formes qu'on vient de dire^ les formules représenteront un cas du pro-
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Ijlùmc niccaiii(|iic proposé. La ciiKjuièinc coiislanlc /■ csl arbilraire aussi, mais astreinte à une condition d'inégalité. En efiet, les moments d'inertie P et W doixent satisfaire à la condition P^^K. On devra donc toujours prendre, suivant l'égalité (i),
Cas particulier où l'ellipsoïde d'inertie est une sphère.
La supposition de la forme sphérique pour l'ellipsoïde d'inertie ne particularise pas le corps, mais le point de suspension. Sur l'axe d'un corps de révolution, il y a toujours, en efl'et, un point pour lequel les moments d'inertie sont égaux dans tous les sens.
Cette même supposition altère d'une manière peu profonde le mouvement que nous étudions. Par les formules ('26) et (itirt), on voit, en effet, que si l'on change seulement/- sans altérer les autres constantes, ceci revient simplement à multiplier cosAZ-j- t'cosBZ par un facteur de la forme e"^" : c'est donc simplement composer le mouvement avec une rolalion uniforme autour de l'axe C. On peut donc réduire le mouvement à l'ensemble d'une telle rotation et à un mouvement particulier pour lequel ;• ait une valeur à volonté, par exemple r=a, et cette hypothèse, d'après la relation (i), correspond à Pi = P, c'est-à-dire à l'égalité des moments d'inertie autour du point de suspension.
Ce cas particulier, signalé par Î\L Darboux, donne lieu à plusieurs belles propriétés, que nous mentionnerons en leur lieu. ïin voici une qui s'offre tout d'abord. L'expression (3i)dc a peut s'écrire ainsi (t. I, p. i38) :
y. = ■2 4[^(a-i-«i)— ^« — ^«il-
Si l'on suppose /• := a, l'exposant de l'exponentielle, dans l'expression (iG) de cosAZ -+- f cosBZ, devient {"Ca -+- ^a,)u. De cette manière, l'expression de cos \Z + /cosBZ se déduit de celle de cosCX-J- f cosCY par le seul changement de «, en — «,, sans parler de l'échange insignifiant des constantes E, E,. Ce changement ne modifie point cosCZ. Il en résulte, pour ce cas particu-
lier, celte conséquence cinématique: Le mouvement relatif de r espace par rapport au corps coïncide avec le mouvement d'un corps grave suspendu par un point de son axe.
Pour ce second mouvement, les constantes analogues à a, o, [3, y sont aisées à trouver. On voit, par les formules (3i), que a. S, ^ se changent en • — o, — a, ^, quand on change «i en — a,. Pour la nouvelle constante y' qui remplace y, on aura (3i)
Z5 (Pt'— ?T) = 'i .P(« — «I ) — 4 p(« -f- ^1 )
\pa—paij \pa — paij -J
Ainsi, pour le second mouvement, voici les constantes :
On vérifiera aisément que ces changements, apportés dans le polynôme (8), laissent ce polynôme inaltéré.
Expressions des éléments elliptiques par les constantes mécaniques.
En vertu du théorème d'addition
p(«-l-ai)-+-pa4-p«,= - — — - 1 ,
on a, d'après (3i),
(33) r(«-^«i)-Hp«-f-pai = — 7 — ; il en résulte (3i)
ces égalités font connaître pa, et j)cf. On a d'ailleurs, par les égalités (3i), les valeurs correspondantes de la fonction p' déjà trouvées plus hauJ,
/Q.x , > .^(5-0) 3 , .p(o-+-a) (35) -z^p'a^i- — 5 'z^pai=i' -,
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Nous aurons j)lus loin à faire usage des fonctions j) cl j)' pour les deux arguments suivants
(30) fi = — (a-i- «,), 1-0 = a — rt,,
dont le premier n'est autre que Oo. Pour celui-ci, on a d'abord la relation (33) qui donne la fonction p, puis celle-ci, qui donne j)',
"^P'^'i — P'^i — p'fi _ P'ai — P'a _ ipt^i — P«i —pci ~ pai —pa Il en résulte
( ''P'^-1= j?(r:-^aY).
l*our l'argument Co, on a les formules
pvo-i-pai-hpa= - '- ) ,
ap't'o — p'ai-t- p'*?. _ p'a^-\-p'a
"^pv^ — pay — pa ~ pa^ — pa '
et l'on en conclut
^^^^ T3,pVo = - 7[2^-5(3Y-4-a2)-a3].
Voici des combinaisons qui seront utilisées plus loin :
(40) 4(ap'Pi— ojyi'„) = 2(pri— pPo)[|o2— -2(2ppi_f-p(,o)].
Décomposition de la rotation.
Dans la composition des trièdres (p. lo), supposons
et mettons A, B, C au lieu de Xi,j'i,Zi; X, Y, Z au lieu de
O'oi^Vo, ^0- On a d'abord (1, 28, \>.g) (la quanlilc désignée, en cet endroit, par a clanl infinie),
cosCZ = —
Si Ton suppose, comme il vient d'être dit,
d'où résulte
on obtient
pa—pa^
Hl
ce qui esl justement la formide (19).
Prenons maintenant Tégalilé (l, iG) de la composition des Irièdres. Elle donne ici
eus A Z -1- j cos BZ — ; -— 3^ :f :f ( u '^. j [ u -\
:fa r^ rt 1 -y^i II — « , ) j ( « — « ) •
r^« j (a — «]) r'i a -f- «i) Elle coïncide avec notre formule actuelle (^r)) si Ton pose (43) G, = VU'l " • ■• ' tJ .
Il n'est pas nécessaire de vérifier la coïncidence des formules donnant, de part et d'autre, la quantité conjuguée, puisque, de part et d'autre, on a, pour le produit des conjuguées, les quantités I — cos-CZ, déjà reconnues identiques.
Dans la composition des trièdres, la quantité cos CX ■+- icos GY se déduit de cosAZ+^'cosBZ par l'écbange des indices sur G, w, V. Pour écbangcr Ui et Uq^ r, et l'o, il faut ici cbanger u et a en — ;^ et — a.
On aura donc
cosCX— jcosGV = ^4- 3'a3'ai3'(«4-rti) :f(u — a).
:r-u :r{a— cil) :r{a-i-ai)
ciiAPirni: m. — iuitation din cours (iitAVi; di; kévolltio.n. g-) (î'csL jusleinenl noire iorimilc ( ;j()), pourvu (ju'on prenne
( n ) Uo = l'-i e
La rotalion du corps grave se trouve décomposée en deux autres. Les arguments i^^Uq, égaux à d= ^/, dans ces rotations composantes, sont proportionnels au temps. De plus, les deux (juanlités G|,Go sont des exponentielles du premier degré en «,, //q. Les deux rotations composantes sont donc des mou^'Cmcnls à la Poinsot. Nous sommes donc en possession de ce théorème, trouvé par Jacobi : Le nioin'cnicnf cViiii corps grave de résolution, suspendu par un j)oint de son axe^ se décompose en deux mouvements à la Poinsot.
[j'élude a[)profondie de celle décomposition va maintenant nous occuper.
Étude du théorème de Jacobi. — Relations entre les deux mouvements composants.
Les deux mouvements à la J^oinsot sonl concordants (p. -j). l''mlre les liuit éléments de deux mouvements concordants, il existe deux relations, en sorte que leur ensemble dépend de six constantes. Ici il n'en existe que cinq. Il j a donc encore une relation de plus entre les deux mouvements composants. C'est celle relation que nous allons rechercher tout d'abord.
Il suffit pour l'obtenir d'éliminer a entre les deux relations (Sç), /\o). En elTel, ces deux égalités contiennent seulement des éléments immédiats des deux mouvements composants et la quantité 0. Mais celte dernière, nous allons le reeonnailre, est aussi un de ces éléments immédiats.
Dans l'exponentielle Go, le coefllcient de ;/o = — it est ^r/, — X,a. Relativement au mouvement composant, ce coellicient doit être (II, (i)
y , •. ^ __ y . ^ ._ll» \
l-^lTeclivemenl, la quantité - est ici la même <ju"au Cbaj)ilre II (p. -()) et Ton a (II, 4<S)
!^ _ _ ;-io
La double expression de Go donne donc l'égalité
fio .
OU bien
Ho
Les arguments Cq, «i, — o avanl zéro pour somme, on a
!: l'o -r- ;«! — Jla = = 1 - •
pui — pa -j. T
Par conséquent,
relation bien remarquable entre deux éléments fondamentaux du mouvement composé et de l'un des mouvements composants.
Par un calcul tout semblable, on obtient — • Dans l'exponen-
tielle G,, le coefficient de //| = 11 est
'i.t(a -r- a^) — ^a — Zcii
Il doit être, relativement au mouvement composant,
y . hl . /il l
IH ni -.
Comme on a « -r «1 = — r, , il en résulte
Mais on a
ya- I .P«i— P« _ "^ "^ -i. pai— pa
Il en résulte donc
hl a — 2r = — 2Î-
(') Ici, et dans toute la suite, nous supprimons l'indice o pour les éléments du premier mouvement.
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Venons niainlcnanl à la recherche de Ja relation entre les deux mouvements composants. JNous devons, avons-nous dit, élimineia entre les équations (3(), ^o), ce qui donne
/ _ -2jV24., [-52 -1-4-2 (j)t.(, — pi-, )]
Pour abréger l'écriture, posons (')
-hn (c^--
Pour la symétrie, mettons encore une lettre h au lieu de - "^ n
L'expression (II, 8) de ~'- p^'o pourra s'écrire sous la forme
(|8) T2pru = — .^(a--f-b--i- C-).
D'après la condition de concordance (II, ^ij), chacune des (piantités analogues à a-, b-, c-, pour le second mouvement com- |)Osant, diffère de sa correspondante par une même quantité. Si Ton j)Ose
(49) --(pt'o— ,|H'l) = À,
les quantités analogues à a-, b-, C-, pour le second mouvement, sont respectivement a- -h A, b-.-j- )>, C-+ A.
L'expression (II, 8) dc-^p'vo-, savoir
C) Le lecteur ne confondra pas les arguments a, a,, employés précédemment et qui n'apparailront plus, avec les axes a, a, des surfaces du second degré.
(jS DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
j)out s'écrire sous la forme suivante (5i) T-'^"=2iabc
ol, de même,
Daus la rclalion (47)5 subsliuions à T-pe,,, T-jjr, , T'\p'eo, T^p'ri les expressions (48, 49? ^^1 ^0' ^^ niellons aussi, au lieu (le 0, sa valeur (/jofl'), c'est-à-dire
Le facteur d'homogénéité t disparaît et il reste
I (a2+ ).)(b'+ >0(c-+À)(li'-i->0 ^^^^ I =[abch+ J(a2+b2+c2+h^)X-}-À2]2.
C'est la relation demandée; car il n'y paraît plus que des éléments des deux mouvements composants. Mais le calcul peut être poussé beaucoup plus loin et fournir explicitement les éléments du second mouvement.
Tout d'abord, l'équation (02) offre une réduction notable par la disparition des termes en )/', en A' et du terme indépendant de A. Après suppression du facteur X, elle se réduit au premier degré
(53) dÀ + 4e = o,
avec ces expressions des coefficients, symétriques en a, b, c, h,
d = :::a'*— 2 Xa-b--i- 8abch, e = abch :2a-— :Sa'b-c-.
Nous allons maintenant, dans ces coefficients, mettre de nouveau en évidence a-, b'-^ c-, h, n, en faisant apparaître les fonctions symétriques suivantes de «, ^, c :
-ihto
(.IIAPITRE m. — UOTATION l)'l .N COHPS ORAVi: IJE RÉVOLITION". Ç)C)
I*ar la comparaison des égalités (5o, 5i), nous avons déjà abc= — Si, h --= ;
nous avons aussi
Il en résulte
-ay(-;^)(-:o- --"■
^a-b5c-= ( ^|-j {sl-^ xys-^y.
j)ar conséquent.
e = ( - 1 53 ( 52 -;- I — .vj — *! ).
Si Ton prend le polynôme
Mais les racines de '•p(ç) sont connues; ce sont les quantité?
I — -7-; donc
( bict) e =
n'- h^- c^-( /r- — a^- )( /r^ — Oi)( h-^— r^ )
De la même manière, on obtient
d = ( - 1 {s] — 451*3 -!- SS;i — ■2Sî-\-}).
Si \\)\\ |»osf'
les coefficients de cette ('quation, d'après les racines, sont
"'^ JT^ ' ''-— h'
lOO DEUXIÈME PARTIE. — ArPLICATIONS.
Mais la comparaison de cp(^) el ç(i — ^) donne
Si = 3 — s',, Si=J — 25, -i- «2, S3 = I — 5', + s'2 — *:i-
11 en résulte
$1 — 45iS3-f-8*3— 2*2-+-! = ■S'2' 4*1*3-+- 4*3-
Des expressions de d. e, on conclut
. Vi/i-—a-)(h'- — f^- ) , , 1 L n- ti' \
D'après l'expression (53) de)., la quantité analogue à C-, pour le second mouvement, est la suivante
(ff2 _fii)(l,\ — fil) _ (a^-—h^-)(b-^-^h'^) _ , n'ihi n'-li'
= dL ^^^ '^"^'J'
c'est-à-dire
(gf — /?^)(6?- — /?f) _ (a'-—h'')ib'—h^) (a^c^-+ b^-c^-— a'-b^)^
égalité où Q désigne la racine carrée, prise avec un signe arbitraire, du numérateur de d,
(55) ii == \/{a-b^-r- b-c--h c^a-)-— \ a- b- c- (a- -r- b--T- c- ~ h^).
Posons encore, pour abréger,
11 y a trois égalités analogues à (54). Multipliant deux d'entre elles membre à membre et divisant par la troisième, puis extrayant la racine carrée, on obtient les trois équations suivantes
A2(af — Af) ^ B^-ib^i—hj) ^ C^cl-^hj) _ riihi ABC
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Ainsi est résolue la qucslion proposée : les trois relations (5^) sont celles qui existent entre les éléments des deux mouvements; la double relation de concordance s'y trouve comprise.
Les éléments du mouvement composé, déduits des mouvements
composants.
Il s'agit de calculer a, p, v, o, /■ en fonction des éléments des deux mouvements composants.
Pour obtenir a, nous calculerons d'abord la quantité suivante ■
On trouve facilement.
— d — ie = —î^ \ia''-b'^c'''— (a'^b"-^ b'^c'^-^ c"^ a"-) W-V- . n- n*' h"
En extrayant la racine carrée, on en conclut
(58) i/— -hX = — i- r^a^^^CÎ— (rt2 62-f- 62c2+c2«2)/t21.
\ n- n/iii
D'après les relations (Sp, 49) et l'expression (45 a) de o, on voit que cette racine carrée est précisément dz-^a. Mais a peut être calculé sans ambiguïté par l'égalité (4o). H reste donc à décider si l'expression ( 58 ) fournit ^ a ou — ^ a.
Pour ce but, observons l'expression de t'jj'i-,. C'est (II, 8), à
cause de ^— = T,
^.P'^'i^^j^ï- f^'\ )( ^? - ^^r )(cf - ^^r )
ou, d'après (5o, 57),
ABC
p i^, = - p ro -^ '
Faisons, pour simplifier la vérification, la supposition a = o. La quantité ù se réduit à ± b-c-^ soit ù = t'b'-c-. Alors pV, devient z'p'vq. La quantité A s'évanouit et l'égalité (4o) donne
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a=£'o. Mais régalilé (58) fournil pour i/-^_i-/, la valeur
— z' = s;' ■- (4.J «). L expression (58) est donc celle de { $a. Conséquemnienl, nous avons
(5q) a = — ; — \ia-b-c- — (a-b'--i- b'-c--i- c'-a'-)h^ ].
Pour calculer [îi, des équations (38) nous tirerons
el, en remplaçant o,7-j3t'o. "^J^'o P^r leurs expressions (45 «, 4^ et 5o),
[2rt-Z/-c- — (a- 6--^ 6-c--f- c-a-)/t-].
iVi3
Ou reconnaît, au second membre, le numérateur (59) de a, de sorte qu'il reste
Pour le calcul de *', prenons cette combinaison des équations (38 et 39)
et concluons
Enfin et ;■ sont connus par les équations déjà données (i5^ et 46)
(62) o = — 2E-, /• = ia + ï-'-
^ « ' rii
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Un dernier calcul reste à faire pour exprimer cxplicitemenl rélcMucnl variable cosCZ :^ ces r^ c, en fonction des éléments valiables du premier mouvement composant.
J^es équations (jj) on tire
«,/?, «/fi2AB
-Mais, suivant une identité facile à vérifier, on a
en sorte que les équations (oj) conduisent à celles-ci
' C2(«2- /-»■-) A2(62— c2) BHc^— «-) ABC
Considérons maintenant les deux égalités (II, i >. )
/ ,, , («2— 62)(rt2_(.2)
--(;ea-p«o)= ■ -^j, C0S2«3u,
( (ii )
( ^-(^a-r«i) = — * ^pr^^T^ ^cos2rt3,.
Les deux premiers membres sont égaux entre eux, puisque «,, et «, diffèrent seulement par le signe. Le rapport constant des deux cosinus, exprimé par le moyen des égalités (63), devient carré parfait. Extrayant les racines carrées et faisant e^^rt i, on
en déduit
cosa^i _ A cosazo "'^ --
De même les rapports des cosinus de hz■^ et bz^i^ de cz^ et c:;,,
B C seront £/. — > ^c^' les lettres s désignant ± i . Il en résulte
coszyZti = 2 cosa:;i co.s«:;o
= - ( ïa ^^ (^o.s2 az^y -:- to B cos^ bzo -+- ic G cos^ czo ).
Celte expression de cos;, z^y doit reproduire celle (<)) de cos GZ,
cosCZ — \{'-? — ~'-pii)-
D'après rexpresslon (tio) de ^, on en déduit
■:-p — ~'-pu = 7y7(£a A. cos-aÂo+ -iC cos-bz-o^ £cG cos-c^o)- ■
Mettons, au second membre, pour les carrés des cosinus, les expressions (64)^ telles que
cos-a^o= ~-(^x — P ") / — r
et prenons, aux deux membres, les termes en -z'-pn; il reste
ou bien
= E„A(62_c2) + £6B(c2-a2)-i-EcC(a2-62).
On reconnaît sans peine que cette identité a lieu si les trois sont égaux à -h i et non autrement. Ainsi nous avons
cosa^i cos bzi cosczi i
, Acos<7,so Bcosô^o Ccosc^o i- (65) '
1 cos-Si^o = ~: SÂcos-a^o-
Nous avons vu (p. gi) que les constantes sont astreintes à une restriction unique; - doit être supérieur à -• D'après (62), celte
condition exige que a et e— soient de même signe, ou bien (09) que les deux quantités
aient un même signe. Cette restriction est la seule qui soit ici imposée; elle servira à fixer le signe de ù si l'on s'est donné celui
1 hi de — • fil
Il existe ici plusieurs indéterminations qui sont sans influence
sur le mouvement composé.
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Eli premier lieu, r/, />, r, A, ii restant inaltérés, eliangcons ii
en — 12 cl — en ^-i ce nui est conlornie à la condition (<)')).
Le second niouvenient n'csl [)as cliaiii;('' ; les sens seuls des axes y sonl modifiés : l'axe ~, a changé de sens. C'est donc aussi des changements de sens dans les axes A, B, (>, fixes dans le corps grave, que Ton doit ainsi trouver. Effectivement, c'est ce qu'on aperçoit dans les formules du début, comme on va le reconnaître.
D'après les formules (5y, 6o, i^> et G5), le changement des
signes de Q et de — entraîne le même changement pour a, [j, r
et cosCZ, tandis que ^Sy et o restent inaltérés ((3i et 62). Remarquons que les deux systèmes d'axes A, B, G et X, Y, Z sont supposés congruents. Avec le sens de C, il faut donc aussi changer celui d'un autre axe, B par exemple. On doit donc changer en même temps les signes des composantes <j, /•, prises sur ces axes. Ces changements de signe apportés à cosCZ, cosBZ, a, |i, /•, </, tandis que cosAZ, /?, jiy, 0 restent inaltérés, laissent subsister toutes les équations du début.
Si, par exemple, on veut que l'axe C soit dirigé positivement du point de suspension au centre de gravité, que ^ soit positif par conséquent (1), on devi-a prendre ù négativement.
En second lieu, la quantité s =:: d= i n'a d'influence que sur la comparaison des mouvements composants avec les axes a, h, c, lesquels n'ont pas de rôle dans le mouvement composé. H est donc clair a priori qu'on pourra prendre, à volonté, l'une ou l'autre détermination de t. Effectivement, si l'on change à la fois
les sijrnes de £, de - et de — sans modifier les valeurs absolues, ^ ' Il /Il
toutes les constantes du mouvement composant restent inaltérées ; seuls les sens des deux mouvements composés sont, à la fois, renvers(''s. Si l'on changeait seulement le signe de s, ce changement équivaudrait à celui du sens d'un axe dans chaque système, par exemple le changement du sens des axes A et X avec un changement des sens de rotation.
On voit par là que l'on ne restreindrait nullement la généi'alité en supposant à 1^ et z les signes que l'on voudrait.
En résumi', voici la proposition (inale :
loG DEIXIÈME PAUTIK. — APPLICATIONS.
DoiLT nioi/veme/its à la Poinsol varactcriscs par les con-
a- h- c- Il ,1 ('• b'\ V-. Il \ n , >, ,
suintes ~ ,—j—^~ pour i an, -\ , — 7 ' ^' ~ pour l autre, elani II- n- n- II' ' /l-^ /i-^ n-^ /li '
liés par les relations (5;, 65) et s'ej/'eetuant autour de deu.r
surfaces du second des'ré dont les axes coïncident en position
et en sens, a, h, c respectivement av'cc a,, b,, c, ;
Le mouvement relatif des axes .r, , i,, ;, {axes mobiles du second moui-ement) par /apport aux axes x, y, :■ {axes mobiles du premier mouvement) est celuid'un corps grave de révolution suspendu par un point de son axe. IJ axe z est dirigé suivant la pesanteur, l'axe ;, est l'axe du coi-ps grave.
Les constantes a, [B, y, 0, /• du mouvement du corps grave sont données par les égalités (hj, (x), 61, 62).
Propriétés particulières des mouvements composants dans le cas où l'ellipsoïde d'inertie est une sphère.
Ce cas, dont il a élv (jueslion déjà (p. 91), est caractérisé par la relation /■ = a , d'où (62, oq)
--- = - £x = — ^— , S = 'ici-ù'^c- — {a-b- -{- b'-c- H- c- a"- ) h- .
n [ 1 n h il
D'après celte valeur de — ) on conclut de ij>'])
a] _ Al (a2— A-2)BC _ AS + U^— A^)BC ^17^1 ~ n\ "^ Ail «A nh\il
On vérifiera aisément l'idenlité
AS ^ ( «2 _ A2 ) ne -H «2 Qî = o ,
d'après laquelle la relation précédente et ses analogues de- \ lennent
Aa] _ B6| _ Ccf _ _ n^ ^^ a^ ~ b- " <•'■ " nh
Ces dernières, comparées aux relations (65), donnent
fl'f cos«^i _ b'] cofibzi _ r| coscsi _ 'hhx n^ cosaz b^cosbz c-coscz nli
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r>i 1 on se rappelle mainlcnanl que csl la composanle de
la rolalion clans le premier mouvement à la l'oinsot, prise sur l'axe a, on conclut que, à cliaque instant, clans les deux inouKCmenls composants^ les i-otations sont égales et contraires. Cotte belle propriéti'', découverte par M. Darhoux, a ser\ i à ce j;éomèlrf de point de départ pour exposer la théorie dont nous nous occupons.
Les constantes des mouvements composants, déduites de celles du mouvement composé.
Nous avons à résoudre le problème inverse, rpii consiste à trouver les éléuienls des deux inou\cmenls à la Poinsol en fonction de a, 3i *'» ^1 /"• l^éià les deux quantités — ■> — sont données par les égalités (62). Cherchons maintenant les quantités, telles que
En appliquant les relations caractéristiques (II, 8) des deux mouvements composants, on a
D'après l'expression (9) de cosCZ, les racines e^ correspondent aux racines ç-^ du polynôme (8)
(G8; F(tj=3(i-^^)(t--YI-(o-at)2
suivant la formule
Si l'on pose
on aura
?a = p (-^^ - x^pi-o - -a) = \ {-J:.--'-p^-i - -â),
OU bien, suivant (i8, 3^, 38)
Substituant enfin à p't'o et ,p'r,, dans (67), leurs expressions (3^, 38), on peut conclure ainsi :
Soient z-oL, z^, z^ les racines de l'équation
^Hi^-'^^^^i^)]-'
les constantes du piemier mouvement à la Poinsot sont données par les formules
/ /,2 ^2 A2 A2 Iji (,Z ^r -|
soient ::âj ^S? ^y les racines de l'équation
les constantes du second mouvement à la Poinsot sont données par les formules
( ^^? — «T .- _ h"i - ^j ,, _ ^f — cf ., _ _ lË/?^,v^ (69) '
11 est entendu que, pour les racines des deux équations, les indices a, [3, y appartiennent, de part et d'autre, à des racines se correspondant suivant la condition
Le dernier membre (68) se déduit du dernier membre (69) par
le changement de a, j3, y, 0 en — 0, [ii, y H -^ — , — a, résultat
conforme aux propriétés du mouvement (p. 92). Au cas r = a,
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ipressions de — > — s echannfcnL s comme, en efl'el, on devait s'y allcndie.
les expressions de — > — s'éclianofenL si Ton échan(;e a el — o.
Sur un cas particulier.
On doit signaler à rallcnlion les cas où a = z!zo, où, par conséquent, ± I est racine du polynôme (8). Ces cas appartiennent à deux espèces difTérentes, suivant que celte racine dz i est une de celles qu'atteint cosGZ ou ne Test pas. La distinction de ces deux espèces se fait immédiatement, comme on va voir.
Nous pouvons, sans restreindre la généralité, supposer p positif. Supposons a = — o; le polynôme (8), qui devient
atteint la racine — i en croissant ou en décroissant, suivant que V — I est positif ou négatif. Etant positif pour ^ = — oc et négatif pour ç=-f-oc, il a, dans le premier cas y>i, une racine inférieure et une autre supérieure à — i ; dans le second cas, Y <^ i ; s'il était tout à fait quelcon(|ue, il pourrait avoir ou l)ien deux racines inférieures à — i, ou des racines supérieures à — i, ou nulle autre racine. Mais il est astreint à cette condition de devenir positif pour des valeurs de ^ comprises entre — i el -+- i; il a donc deux racines supérieures à — i, inférieures à + i. Ainsi, dans le cas v> I, la racine — i est une des valeurs extrêmes de cosCZ; dans le cas Y<C i> elle ne l'est pas. Le cas limite r=i, où la racine est double, doit être rangé avec le cas v >> i .
Supposons maintenant y.= o, le polynôme (8) est alors
On doit remarquer que y est nécessairement supérieur à — i, comme le montre l'égalité (6) du début. Le polynôme atteint donc la racine i en décroissant. Il a alors deux autres racines de part el d'autre de — i. La racine -}- i est une des valeurs extrêmes de cosGZ. Elle ne peut être double si toutefois on laisse de côté le cas singulier, dénué d'intérêt, où, l'axe du corps restant vertical, le
corps lui-nitwne lournc autour de cel a\o d\\n mouvement uniforme.
1mi résumé, nous pouvons distinguer trois cas particuliers répond.int à riivpotlièse a = liz o :
i" a = — 0, " <C • > cas où cosGZ n'atteint pas la valeur — i : Taxe du corps ne passe pas sur la verticale;
2° a ^ — 0, Y > I , cas où cos GZ atteint la valeur — i : Taxe du corps passe périodiquement sur la verticale, le centre de gravité (iif-dessus du point de suspension;
3° a= 0, où cosCZ atteint la valeur -f- i : l'axe du corps passe périodiquement sur la verticale, le centre de gravité au-dessous du point de suspension.
Dans riivpothèse limite Y= i appartenant au second cas, la racine — 1 est double et les fonctions elliptiques dégénèrent.
Il s'agit maintenant de distinguer ces cas au |)oint de vue de la nature qu'afTectent, pour chacun d'eux, les mouvements composants. On doit se souvenir f|ue nous avons supposé [j positif, par conséquent (6o) ù négatif. Si l'on faisait la supposition inverse, les signes de o et de y devraient être inlervcrtis pour la distinction des divers cas.
On a déjà vu {'og, 49) que la différence (a- — 0-) est égale à 4"a? en sorte que tous ces cas sont caractérisés ensemble par la condilion e ^ o (53) ou par l'une des conditions telles que a- = o ou A- — a- = o (53rt).
A l'égard de la condition h- — «- = o, observons tout de suite qu'elle se raj)|jorle au cas où les fonctions elliptiques dégénèrent, comme on le sait par la théorie des mouvements àla Poinsot (p. ja), et, laissant de côté ce cas, examinons ceux où l'un des axes a est nul.
Pour le premier mouvement à la Poinsot, où l'axe a est nul, nous avons ici ce cas particulier dont il a déjà été parlé (p. j4)> 6t où la surface du second degré, aplatie, se réduit à une ellipse ou à une hyperbole.
L'hypothèse a- = o réduit ù à z' b-c-(z' = ± i)^ comme on l'a déjà vu (p. 101), et donne a = s'o. Le signe de e' doit cire j)rls d(; telle sorte que Ù soit négatif. Donc, au cas de l'hyperbole, on a e' = + I ; c'est donc le troisième cas ci-dessus, a = 0. Au contraire, pour l'ellipse, on aura z' = — i , ce sera le premier ou le second cas ci-dessus, a = — 0.
CIIAPITRK III. — KOTATIO.N D U.\ CORI'S CltAM' l)i: ntVOM TION. III
D'aulrc pari, les égaillés (oj, 6.)) (Je\icnm,iil
.•■-Af r2 — h^
COS«C
cosbzi
COSCJi
rosa^o rnf^bZi) cn^cz,,
Nous reporlant à la lliéoric générale des mouvements à la Polnsoi (p. 73, 80), envisageons le inouvomenl auxiliair(; défini par les égaillés
a'- — h'- _ b'- — /t- _ (■'- — /;'2 n' /t' a- — h- ù- — h- c- — h' iih
i'osaz' cas bz' cas cz'
cosaz,, ro'sbZf) coscz.,
qui, on le sail, diffère seulement du premier mouvemenL p;ir une rolalion uniforme autour de Taxe z'. Supposons, en outi-e,
Nous avons ici trois mouvements à la Poinsot M, M,, M'. J^es <leux mouvements jM, et M' ont pour base commune une seule et même surface du second degré. La comparaison des cosinus de azi , bZf, cz, et de az', bz', ce' montre dès lors que ces deux mouvements sont svmélriques l'un de 1 aulre, soit j)ar rapport à un plan principal si t'=-\- i , soit par rapport à un axe principal si 3'.-= — i .
Ces deux modes de symétrie peuvent être ramenés à un seul si, au lieu d'une figure, on considère sa svmélrique par rapport au centre, ce qui revient d'ailleurs à changer le signe de s', à ne plus astreindre |îi, par consé(juent, à être toujours positif. Si Ton prend, par exemple, ilans les deux cas, la symétrie par rapport au plan, |j sera positif dans le cas de l'ellipse, négatif dans le cas de l'hyperbole.
Ainsi, les cas particuliers du mouvement d'un corps grave de révolution suspendu par un point de son axe et pour lesquels dz 1 est racine du j)olvnome (8) en cosCZ, s'obtiennent tous de la manière suivante : Considérez un système cVaxcs X, Y, Z animr cV un mouvement à la Poinsot autour cV une ellipse ou d'une hyperbole, et son image X,, \ ,, Z-, par rapport au plan de la courbe.
Par rapport à\, ^ , Z, le mouvement relatif de X,, '^ ,, Z,,
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composé avec une rotation uniforme arbitraire autour de'L^^ est celui d'un corps grave dans l'un quelconque des cas particuliers envisagés, l'axe Z étant dirigé dans le sens de la pesanteur et l'axeTi^ étant l'axe du corps dirigé du point de suspension i^ers le centre de gravité si la base est une hyperbole, ou en sens inverse si la base est une ellipse.
Au cas de l'hyperbole, l'axe Z passe périodiquemenL dans le plan de cette courbe; par conséquent Z, et Z coïncident périodiquement. Au cas de l'eUipsc, cette circonstance se présente seulement si la distance du plan tangent au centre est comprise entre les longueurs des demi-axes (p. y4)- C'est là ce ([ui dislingue les deux premiers cas ci-dessus (a = — o, y <^ i ou y ^ i), comme on le vérifiera aisément par le moyen des expressions de ^ et ^y (60, 61).
Mouvement de l'axe du corps grave.
Pour se faire une idée 'du mouvement qui anime l'axe du corps grave, on peut considérer, en preiuier lieu, son mouvement dans le plan vertical qui le contient et, en second lieu, la rotation de ce plan vertical.
Le mouvement dans le plan vertical est fort simple. Laissons de côté les cas particuliers dont on vient de parler, ceux où cosCZ acquiert les valeurs i ou — i , et qui exigent, pour un des arguments a, «), une demi-période. Ces cas omis, on voit par la formule (19) que l'axe du corps a, dans le plan vertical, un mouvement périodique, au cours duquel son angle avec la verticale croît alternativement et décroît dans un intervalle compris entre zéro et la demi-circonférence. Pour préciser, nous supposerons la direction positive de l'axe du corps prise du point de suspension vers le centre de gravité ; ^ sera positif (i) et, d'après (3i), pat supérieur à pa. Par conséquent, le minimum de cosCZ correspond à pu = eo, le maximum k pu = e^. L'angle formé par les deux droites, dirigées toutes deux dans leurs sens positifs, est ainsi minimum pour pu = <?3, maximum pour pu = 6-2.
Soit <^ l'angle que le plan vertical mobile fait avec l'axe fixe X.
On a
cosGX -+■ j cosGY
cosGX — i cosGY
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Cl, par conséquent (27),
, d<\i _ 0 — a cos GZ
""^ di ~ I — cosîGZ*
Par ccHc cgaliti', on reconnaît l'existence de deux cas fort distincts au point de vue de la manière dont varie l'angle -!/. Dans l'un de ces cas, cet angle -l varie toujours dans un même sens :
c est ce qui arrive si - n est pas une des valeurs que puisse acquérir cosCZ. L'autre cas est inverse : si - est compris dans le champ
(les valeurs de cosCZ, l'angle 'l ne varie pas toujours dans un même sens et le plan vertical mobile a un mouvement oscillatoire. Mais cette oscillation se conserve-t-elle dans le mouvement moven, ou bien, tout en se reproduisant périodiquement, laisset-elle subsister un mouvement de rotation périodiquement progressif? C'est pour répondre à cette question que nous allons examiner l'expression de ~ en fonction elliptique du temps. Quant
aux conditions d'existence de ce mouvement oscillatoire, il suffit d'envisager le polynôme (8) pour les reconnaître sous la forme
En vue de la discussion que nous avons à faire, examinons d'abord les limites entre lesquelles varie la quantité A = -. (wJ^o — r^ a) quand a est purement imaginaire.
Supposons, pour fixer les idées, - compris entre zéro et . >
et soit a = — ia! . On a
d\ .dK
(luand «'croît de zéro à . ? pa croît constamment depuis — x
jusqu'à e-i. La dérivée (72) croît constamment aussi depuis — 00
jusqu'à (OC:, -\-'fi- Mais cette valeur finale est négative, comme on
peut le prouver facilement par les moyens employés au Tome I,
Il4 DEUXIÈME l'AUTIE. — APPLICATIONS.
chap. IX, |>. 3i5, comme on le reconnaît aussi par le dcvelop pement
i<j{ix)e3-=rr,) = — irJ^— — \ ^^ ^^ (/i = i,3, 5,
élabli au Tome I, p. /\o/\ ; car tous les termes du second membre sont négatifs, q étant réel et posilif quand le discriminant est positif. On trouve, au même endroit, la preuve que Me^^'r, est, au contraire, positif, ce que nous invoquerons tout à l'heure.
De ces observations résulte que la dérivée {yi) est toujours négative; A est donc une fonction décroissante. Son maximum est la valeur initiale -\- y^ répondant à rt = o; son minimum, correspondant à a = — o/, est -. ( — cor/ -j- r,ci/) = '' •
Ainsi, avec 1 hypothèse — . < . <^ o, on a a ;> -•
Nous n'avons pas besoin de considérer d'autres valeurs de a; mais, si l'on désirait le faire, la réponse serait immédiate; car ajouter à a une période, c'est altérer A en y ajoutant un multiple •Je 7:; changer le signe de a, c'est aussi changer celui de A.
Supposant toujours - compris entre — — et zéro, prenons Ja
quantité A' déduite de A par le changement de . en —^. — • Ce
nouvel argument étant compris entre zéro et — j A' sera inférieur
;j — - et — A' sera supérieur à -• Donc A — A' est supérieur à -. Ainsi
- [tu^a
;(aH- to')-4-r,w'] > r; J
- ( 10^ rt — f^a) y- -" ;
Si l'on remplace oj^(rt -f- to') par
0}^{a — oj') -+- ar/w = io^(« — to') -l- 2y,1)j' — ir:, puis qu'on change a en — «, on obtient
(75) -[oj^a — w^(« H- to') -HTjO)'] < o;
-. (to^« — ■/;«)
CHAPITKR III. — ROTATION I) IN (:f)HPS (iK.VVK l)K U^:VOI,LTI()N. I I •>
Formons deux inégalllés analogues, mais rclali\es à un argiiiiu'nl f/f, tel que Vf, — «o soit purement imaginaire. Supposon>
'/| tu . (O' , . . 1 / y^ ,
compris entre .et zrro, et soil A. = .{o)La, — ra, ).
Posons (tf =: 0) — i</\ ; nous aurons
Supposons -r- variant de zéro a -; pa^ \arie, toujours dans
un même sens, de c, à t\, et la dérivée (77), d'après une remarque précédente, est toujours négative. I^a fonction a donc
pour minimum sa valeur finale, et l'on a A, > — -• ' 2
De là se déduisent, tout comme les inégalités ci-dessus, les suivantes :
I , , lit
(So) — ^('•>C«i — ■'i"i)< --' i
(81) :[oj;^«, — w^(rt,-l- co') -I- r,co'] < o.
Les suppositions qu'on vient de faire sur a et «, sont permises dans le problème actuel et ne restreignent en rien la généralité. Nous avons, en effet, renfermé chacun de ces arguments dans l'intervalle d'une période j de plus, la nature supposée des arguments <i, Of est coniorme à la convention déjà faite pa,^ pa^ c'està-dire [5 > o.
L'égalité (28) nous donne la dérivée de 'l sous la première forme
du c p II — p a i p a — poi
Les dénominateurs pu — pa^ pu — pat sont, le premier positif, le second négatif. Si donc - p' n et -p'u, sont de même signe, le
signe de -,— est certainement invariable. Cette circonstance se pré-
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son le (juand - cl — . — sont de signes opposes, les arguments
étanl Ions donx rcnfernK'S dans les limites ei-dessus. C'est ce qui se voit immédialenicnl au l'omc I, p. 4'-*" INons avons à examiner
maintenant les cas ou, au contraire, - et — ; — sont de même ' Il
signe. Prenons la dérivée (82) j)our u = (>/, mais en nous servant
de la seconde l'orme (28)
-^t{i(-^(ii) — Ç("-V- a) — tiu — «1 ),
qui nous donne
) = -. K « — ^ ^/ 1 — Ç( rt -h w' ) -f- ^ ( ai ~t- co' ) .
Comme -et — .— sont de même signe, nous devons consi-
dérer simultanément, soit les inégalités (-3, 79), soit les inégalités (-5, 81), dont l'addition membre à membre amène la conséquence suivante, applicable aussi au cas où le signe de -j^ reste invariable :
La quantité ( -7^ ) a le signe opj)Osé à celui de -•
Considérons maintenant l'angle a-l/o, accroissement de '|i correspondant à un accroissement d'une période pour u. Supposons a — ^ oj' réel, ce qui n'entraîne aucune restriction, et désignant u — (')' par a , nous avons, d'après (83),
[U II -i- M — <■/ ) + ^ ( u' -f- oj' -h ai )
— !^(a'-!- oj'~+- a) — ^(if'-f- Cl)'— ai)J du'.
Les intégrales complètes, au second membre, se calculent comme il a été expliqué au Tome 1 (p. 201). Les coefficients de i
dans 0)' — «, to'-l- «i, co'-H a, oV — a, sont tous entre zéro et — r- ;
pour chaque intégrale, l'entier analogue à celui qui est désigné par
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/// à l'endroil cite csL donc zéro, el nous oblcnons
(85) <lo= ^[(C« — !;«i)f^ — •';(« — «i>l-
Prenons les inégalités (-4> 7*^) ou les inégalités (y6, 80) cl ajoutons-les membre à membre, pour conclure encore que 'Iq a le
signe oppose a celui de - •
Comme le second membre (82) a une même valeur pour deux valeurs de u également distantes et de part et d'autre d'une demipériode, l'accroissement 'io correspond à un accroissement d'une demi-période pour;/. Cet anglc^o, enconclusion finale, a toujours le
même signe que (-7^) > et ce signe est précisément celui de
Nous pouvons, de plus, conclure de notre analyse que 'Iq ne saurait être nul, sauflecasoù, àlafois, lo'Ça — v,rt et lo'Çr/f — 7,a,
atteindraient tous deux leurs valeurs limites ± -, où, par consé-
quent, a et «, seraient tous deux des demi-périodes. Dans ce cas,
d'il tout à fait exceptionnel, p' a et jjV/i sont nuls el -j, ^^^ ""^'
aussi (82).
Le mouvement du plan vertical, que nous avions en vue, donne lieu à cette conclusion : Le moyen mouvement du plan vertical contenant Vaxe du corps n'est jamais nul (sauf dans le cas particulier où ce plan est absolument immobile); la rotation moyenne a lieu dans un sens constant, qui est aussi celui dans lequel ce plan tourne effectivement au moment où Vaxe du corps fait avec la verticale l'angle minimum. Cet angle, moindre qu'une demi-circonférence, est, rappelons-le, compris entre les deux droites dirigées^ la première du point de suspension au centre de gravité, la seconde dans le sens de la pesanteur.
La constante a est exprimée ainsi (3i)
» pa^ — pa son signe peut être quelconque quand —^ et — — sont do même
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sii^iic. INIais, dans le cas oj)posé, le signe de a csl contraire à celui
<le ~ '^-^) contraire, par conséquent, a celui de t -7^ =. -j- A\'j) au
inoment où CZ est minimum.
C'est donc un caractère du mouvement oscillatoire que la rotalion /• (du même signe (]iie a) y soit toujours de sens opposé à celui delà relation inovennc du jdan vertical, tandis que, dans le mouvement non oscillaloire, /• peut avoir un sens quelconque. An lesle, cette circonstance est évidente aussi dans l'expression (^o)
<le — .-• Soient, en cfTet, 0,, le minimum, 0( le maximum de CZ,et,
par suite, cosÔ,,^ cosd,. Si le mouvement est oscillatoire, les deux
A aleurs correspondantes de -j- doivent être de signe opposé^ doni-
doit avoir le même signe que -y-; donc a doit avoir le signe op-
dto
Le fait remarquable que [-f-] a toujours le même signe que —^ peut encore cire prouve par 1 analyse suivante.
Soit c un argument tel que a ou <^/,, c'est-à-dire pour lequel p^■ soit réel, ainsi que ^ ; considérons la l'onction
t. e^—pv
Supposons, en outre, ^ de même signe que e^ — j)c, dont le
signe est invariable, puisque pv est limité dans un des intervalles ( — 3o , e-i) ou (^2, <?,). Ainsi f est une quantité positive. Nous voulons étudier sa variation. l'renons sa dérivée par rapport à pi' :
df
I df
\- P" <87) UV
dpç p' V dv pU'
■-j-ir,-pn
a— pt'
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Les racines p\- de ce j)ul\nôine du second degré corrcspondenl ;mx arguinenls e, (|Mi sonl les moitiés de v)y, (l. I. p. 5i). Ce-» racines sont imaginaires si ^35 est la racine moyenne, si ry.= c-,. En ce cas, la dérivée (86) est toujours négative, la fonctiony toujours décroissante, ()ue l'on suppose donc jîc variant, comme j)rt, de — X à '':). ou. comme j)'"^, de r.^ îi r,. f décroît constamment dans les deux cas. de H- x> à zéro. On voit nettement que l'on peut, pour chaque v.di-ur de pa, choisir d'une seule manière pft,. de sorl<' (pie lii (pianlité
prenne li'llc \aleur que ion voudra au-dessous de y (<7j jusqu'à - - y:.
Supposons maintenant 0:^=^ Cj. Le polynôme (87) a deux racines réelles, correspondant aux moitiés de l'argument (o'. Lune de ces racines est dans rinlervalle ( — X.C3), l'autre dans Tintervalle (f-o, r,). En ce cas, f{a) varie de + x à -h ce en pas- <;ant jtar un minimum, qui est (t. 1, p. 54),
'i{\/ei— e3-^\/e.2— ^3);
/\^,) varie de zéro à zéro en passant pai- un maximum, cpii est [iOid.)
Donc(-T^) a pour minimum /i\-e., — ^3, c'est-à-dire une \ au / u-oi'
«[uantite positive quand on a suppose -.- de même signe <|uc
r-f — pa, c'est-à-dire positif. C'est ce qu'on voulait étal)lir.
On remarquera, de plus, que (•^^j n'est jamais nul, sauf si
^'0 = ^3, sous réserve, bien entendu, de ce cas singulier signalé plus haut où le plan vertical est immobile. Le cas ^2= Cj n'offre aucun intérêt : c'est celui où l'axe du corps reste immobile dans la position verticale, et où le corps tourne autour de cet axe d un mouvement uniforme.
Mouvement relatif de la verticale par rapport au corps.
Comme le précédenl, ce mouvement peut être caractérisé par celui de la verticale dans le plan qui la contient avec Taxe, et par le mouvement relatif de ce plan autour de l'axe du corps. Le mouvement de la verticale, caractérisé par la variation de l'angle CZ, est le même que celui de l'axe dans le plan vertical. Quant à la rotation de plan autour de l'axe du corps, elle est caractérisée par l'angle '-5, que fait ce plan avec l'axe A, et l'on a (26)
cosAZ+ t cosBZ
cosAZ — t cosBZ do cosGZ(o — acosGZ) (/■ — a) cos^CZ-i- ScosCZ
dt I — cos2 CZ 1 — cos- GZ
Ici il y a deux valeurs de la variable qui font évanouir -j- et, suivant le nature de ces valeurs, cette dérivée peut être effectivement deux fois, une fois ou n'être jamais nulle. Ainsi, dans ce mouvement relatif, la rotation du plan peut être oscillatoire dans deux sens différents pendant l'intervalle d'une demi-période.
Ces caractères, qui rendent le mouvement actuel différent de celui qu'on a examiné précédemment, disparaissent si l'on suppose r=a. Nous savons déjà (p. 92) que, pour ce cas particulier, le mouvement relatif a même définition que le mouvement absolu. Il y a seulement lieu de remarquer que les deux mouvements ne peuvent jamais être tous deux à la fois oscillatoires. On a reconnu, en effet, la condition o- ^ a- ('ji) comme nécessaire pour que le premier mouvement soit oscillatoire. Le second correspond à l'échange de 0- et a- \ il exige donc, pour être oscillatoire, la condition opposée 0- <^ a-. Quant au cas 0- = a-, examiné déjà, il ne s'y présente pas d'oscillation.
Le mouvement relatif du plan vertical par rapport au corps se compose, comme on Ta vu, de ce mouvement même envisagé pour une valeur arbitraire de /•, et d'une rotation uniforme. Il est aisé par là de concevoir comment, en prenant à volonté celte dernière rotation, on peut faire disparaître ou faire naître les oscillations, et il n'est pas nécessaire de s'y arrêter davantage.
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Le moyen mouvement du plan vertical mesuré dans riierpolliodie.
Reprenons la formule (85) qui donne le moyen mouvcmenl •l^. 'IV'nanl compte de ce que r„ = a — r/, (3G) et employant la formule (45) qui donne -< nous ayons
•}o = - ( (o^fy — T, (•„ -f- il - w j .
Com|)aranl ayec la formule (II, 20) qui donne l'angle -/o dans riierpolliodie relatiye au premier mouyement composant, nous reconnaissons de suite que 'i,, est égal à — •/(, ou à — ■/Q±r: suivant la grandeur du coefficient de i dans <(,. Celte coïncidence peut être expliquée par la nature même du sujet. Prenons, en effet, dans les mouvements à la Poinsot composants, deux positions des figures, distantes d'une période de l'argument. Pouil'une et l'autre de ces positions, le plan des axes ^0, z, a la même situation ; mais les axes j^o) J'o ont tourné, quand on passe de Tune à Tautre. dun angle avo en valeur absolue (p. 58). Dans le mouvement relatif du plan ^qC, par rapport à ces a\es, mouvement qui est celui du corps grave, le plan a donc tourné, en sens inverse, de l'angle ay,,, à un multiple près de la circonférence.
A peine est-il besoin d'ajouter que le moyen mouvement relatif du plan vertical par rapport au corps a la même relation avec l'angle analogue à y,,, mais se rapj^ortant au second mouvement à la Poinsot composant.
Ces relations entre le mouvement du corps grave et les lierpolliodies peuvent être précisées bien davantage par l'analyse qui va suivre.
Le mouvement du plan vertical mesuré dans l'herpolhodie.
L'expression (29) de cosCX + i cosCY est celle d'une fonction doublement périodique de seconde espèce, qui se décompose en
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rlém'cnls simples par la lonnulc suivanlc (t. 1, p. :>3o)
»__ ce ?/ — «7) 5'( » + Oi) ^(;a-r»,)„ r/
C (( ^ (I < "ï- Il
(lu \ j{a — «1 ) j »
r>eniplarons // par — //„ (4')^ « — (i\ 1^^>' '0 cl vrt| — ^ji par son expression (4-*)? pi'is désignons par F une conslanLc, cl nous aurons
c(>« GX -f- J cos CY = I
Celle fonction, dont la dérivée ligure ici prise par rapport à ;/„,
n"est autre, sauf un facteur constant, que l'expression de x, -+- /r,
(II, i4) relative à un point quelconque de 1 herpolliodie pour le
, 1 T^ . T cos CY ,
nrcinier mouvcinent a la l'oinsot. J.c rapport tt^ =: tanço est
' t^' cosGX ° '
donc égal à -7".' • Par conséquent, la rotation du plan vcvlical
contenant l'acre du corps est constaniment égale à la rotation de la tangente dans V herpolliodie relative au premier mouKCnicnt à la Poinsot composant.
Celle proposition éclaire d'un jour nouveau toute cette tlicorie : on voit d'abord que le mouvement oscillatoire du plan vertical correspond aux points d'inflexion de l'IierpoUiodie, et, en second lieu, que l'angle t^o est précisément égal, en valeur absolue, à yo, (juand, dans l'iierpolliodie, l'angle y varie toujours dans un même sens ; au contraire, si l'angle y varie avec oscillation, 'Ijq diffère de y,, par une demi-circonférence. Enfin le fait si remartjuable que la rotation movenne 'i/,, est toujours de même sens que la rotation enêctivc au moment où l'angle CZ est minimum, ce fait se rc- Irome ici tout naturellement. En cflét, le minimum de CZ {u =■ t'i' } correspond au maximum du rayon vecleur dans l'herpol liodie, cl, d'après la forme de cette courbe, il est évident que la rotation périodique de la tangente s'cn'ectue toujours dans le sens niênie où cette tangente tourne eflcctivement quand son point de ( on tact passe en un sommet où le rayon Nccteur est maximum.
A peine est-il besoin d'ajoulcr que, pour le cas où l'ellipsoïde d'inertie est une splière, la même relation a lieu entre le mouvement relatif du plan vertical par rapport au corps et la rotation de la tangente dans l'iierpolliodie du second mouvement à la Poinsot.
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Expression des composantes de la rotation.
Dans les calculs (]t.i début, nous avons ('liniinc, sans les calculer, les composanlcs />, q de la rolalion. On peut calculer /) -+- i<j par l'une ou l'autre des équations (p. 80) entre lesquelles on ;i <'llniin('' cette quantité. Il est visible ainsi que p -\- iq est une loncliou (loublenient j)ério(Jique, de seconde espèce, ayant niénies uuilli|dicateurs que cosAZ + /cos]]/. Mais, a|)rès cette obsei-valion, on obtient/) -|- iq par un autre moyen plus siin|)I('.
i">n eniplovant pour a la même expression qu'à la page ()i, on obtient, sous la forme suivante, l'expression de cosAZ + /cosl>'/, analogue à celle que Ton vient d'employer pour cosCX d- i cosC^ :
(cos.\Z -4- i cos BZ)c "
du\-pax — prt G'(a -(- ai ) jH J
Les équations (4) donnent, d'autre part,
— -~ — i-^ = 1(1 — /•){/) + iq) --.- \ /j( cocAZ — t cosBZ)
nu, sous une autre l'orme (17), \)c la comparaison résulte
- -!- (rosAZ -(- i cosBZ)e "^
et, de même, /' — 'V
poi—pa :f{a~oi):fu
~\l pcii — pa ■ii a - - tii) -^ Il
sans aucune constante à dé-terminoi" dans l'inlt'gration, ])uis(pic l.i (orme ainsi lrou\ée est bien celle d Une fonction ayant les multiplicateurs connus d'avance. Sans cjue nous \ouiions y insister, on ne manquera pas d"obser\er (pie irs composantes de in rolalion
sont proportionnelles aux coordonnées du point correspondant sur V herpolhodie du second moui^ement composant. De même, dans le mouvement relatif de l'espace par rapport au corps grave, les composantes de la rotation sont proportionnelles aux coordonnées du point correspondant sur Thcrpolliodie du premier mouvement composant.
Expression des constantes au moyen du mouvement initial.
Pour compléter les notions que nous venons d'exposer, nous allons dire (juclques mots des conditions expérimentales qui permettent de réaliser les divers cas du mouvement. On sait qu'il existe, à cet effet, un appareil imaginé par M. Gruey, et composé d'un tore monté sur un axe autour duquel le tore peut recevoir un mouvement de rotation. L'axe du tore est suspendu au moyen d'une suspension à la Cardan. Nous appellerons son extrémité la pointe de l'appareil.
Nous supposerons le tore animé de la rotation r autour de son axe quand on vient à suspendre cet axe ; on donne à cet axe une inclinaison arbitraire sur la verticale, inclinaison qui peut être supérieure à 90" (auquel cas Tappareil a la pointe en Vair) et on l'abandonne en imprimant à la pointe une vitesse arbitraire \v, perpendiculaire à l'axe.
L'impulsion, par laquelle est communiquée cette vitesse, est supposée donnée perpendiculairement à l'axe pour tous les points du corps. On peut la concevoir comme une rotation dont l'axe est normal à l'axe de l'appareil. Les composantes de cette rotation sur les axes A, B du corps sont les valeurs initiales de />, q ; la rotation /■ est la constante désignée jusqu'à présent par celte lettre. La constante a s'en déduit (i) ; la valeur initiale de l'angle (jZ est connue, enfin |j est une donnée relative à l'appareil. Nous avons à trouver par là y et 0.
Prenons pour unité la longueur de l'axe. J-iCS composantes de la vitesse (vde la pointe sur A, B, C sont alors ^, — /j, o. On a donc (6)
(89; (r2 3^p(cosCZ + Y);
de là l'expression de ^y
^Y = (i'2 — 3 cosCZ.
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D'autre pari, (rapiès les éyalilés(-, "o), nous avons
p cos AZ -f- q cosBZ — -r- sin-CZ = o — a cosCZ, ' al
il où r(''sulle
0 = a cos GZ -f- p cos AZ -4- </ cos lîZ,
i'C qui tlétcrininc o.
Pour préciser coniplètomenl, on peut choisir la position initiale (les axes et supposer 13 coïncidant avec \, en position et en sens. I^'axc C du tore est alors situé dans le plan XZ et l'on peut supposer positive sa projection sur X. Comme les deux systèmes d'axes doivent être congruents, le sens de l'axe A est alors fixé. Il est situé dans le plan XZ, et l'on a
AZ=CZ-(--, cos AZ ^— siiiCZ,
ce sinus étant positif.
Il est plus commode de considérer, au lieu de/?, q, les composantes de (v sur les axes fixes X, Y, Z-, ces composantes sont
(l'j = ^ cos CZ, ir, --—/*, "^c = — <7sinCZ.
L'expression de o devient ainsi
0 = a cos CZ -\- H- , si n (JZ .
Nous pouvons enfin supposer l'axe Y^ pris dans le sens de la composante it'v, en sorte que ^Vy soit positif. La rotation actuelle du plan vertical contenant l'axe est également positive. La constante a, qui a le signe de /•, est positive ou négative, suivant le sens de la rotation du tore autour de son axe.
Les données relatives à l'expérience que l'on veut faire sont, comme on voit, tout à fait claires et sont traeluites par les nombres a, i\', Wy et par l'angle CZ. On peut s'en servir aisément pour étudier le mouvement du corps.
Cherchons, par exemple, les conditions du mouvement oscillatoire. Soit d'abord a >- o. L<a première inégalité (71) se réduit à 0 <; a, c'est-à-dire
(90) «7 < a langiez.
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(hiaiil à hi seconde inégalilé (7 i), on a
(|uantilc positive. La condition (()()) est donc la seule pour le cas où la rotation du tore autour de son axe est du même sens que celle du plan vertical autour de la verticale.
Soit, en second lieu, a -< o. On trouve immédiatement que tv, doit être inférieur aux deux quantités
— acot \(VA.
3sinGZ
(jomme i\'>- est inférieur à iv, cette condition sera remplie en particulier si <v est moindre que les mêmes quantités, c'est-à-dire si l'on a
, ^, 3sinCZ (91) — acol-^GZ > 4r > ^---
Ces conditions exigent celle-ci :
a2 >.>,,'ilsiiiM CZ.
11 est à remarquer que les conditions (91) sont nécessaires si l'on suppose iVy = iv, c'est-à-dire si la vitesse w est horizontale, si donc on prend pour l'instant initial celui où la pointe est, soit au plus haut, soit au plus bas. Mais, comme a est négatif, on peut être certain fpie, les conditions (91) étant remplies, la pointe sera au plus bas. C'est ce qui résulte de l'observation faite précédemment (p. i i8) sur le siirne de a dans le cas du mouvement oscillaloire.
Mouvement pendulaire : rotation du plan vertical.
Un pendule conique est un corps grave de révolution suspendu par un point de son axe et dont on suppose négligeables les dimensions dans les sens perpendiculaires à cet axe. Il est donc caractérisé par la supposition que le moment d'inertie 11 autour de cet axe est nul. Cette supposition se traduit dans les formules par a=o(i).
On doit remarquer que l'hypothèse u =:^ o convient également
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au cas d'un corps grave do rcvohilion f|uolc()ii(|iie, pourvu (hi'oii suppose r = o (i). Ainsi un corjis de révoluliou prend le inouveinent pendulaire rpiand la rolalion ccjnslanle autour de son axe n'existe point.
A l'égard îles mouvements à la Poinsot composants, l'Iiypotlièse a i^ o donne (.mj)
Telle est la supposition qu'on doit iaire sur le j)rcmier mouvement à la Poinsot pour obtenir le mouvement pendulaire.
La formule relative aux points d'inllexion dans Phcrpolhodie
( p. ()i) montre que -j- -j-^ a pour numérateur une constante. I*ai-
la formule (70), on voit aussi que ' a pour numérateur uikî
constante, en sorte que la rotation du ])lan vertical contenant le pendule se fait toujours dans un même sens; mais, en outre, la rotation moyenne 60» celle qui correspond à une demi-périodi^, est comprise entre deux limites fixes : c'est ce que nous allons établir.
Des deux arguments r/, «,, un seul est arbitraire; car, en vertu de la condition a = o, on a (3i)
Posons r/, = (0 -t- fVz, , en sorte que a\ soit une variable réelle, et formons la dérivée de 'i^o pai" rapport à a\. D'après (9^), nous
aNons
j)"(/i da\ = ])"u (la
et, par suite (85),
dciy dcii ^ p Cl
P"« ^ = J >"« ( w p a 1 -^ T, ) — jV'a 1 ( oj j3 rt -i- T, ) .
Remplaçons j)" par ()j)- — ^gii et nous obtiendrons ('.)i) ^'"^ ^ -r^ == — [w(Gpaj)a,-i--^^.2)^-67i(pa-i-j3a,)].
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Avec les arguments a, r/, salisfaisant à la relation (93), il en existe un troisième r/o, donnant aussi
p'a = p'ay = p'a,, et l'on a (t. I, j). 1 l4)
pa -^ pa^-h pcii = o.
pa pai = p2rt,_i^,,
Soit posé pa-2 ::= J", Tégalité (gi) devient
pai — pa da\
Les trois arguments r/, r/,, ^o ont pour somme une période. Le premier. <?, est purement imaginaire; le second, «,, est de la forme (0 + m',, avec a\ réel; le troisième, «o? est de cette même forme, et, si l'on fait varier pciy depuis e, jusqu'à Co, pcio varie en sens inverse depuis e^ jusqu'à e,.
Le polj'nôme wx- — r, j; — lo2' étudié au ïome I (p. 3i5), est négatif pour les valeurs extrêmes j- = e^, ./' ^ ^i . Il est donc négatif pour toutes les valeurs intermédiaires, c'est-à-dire ici toujours négatif. Quant au coefficient de la dérivée, au premier membre, il
est négatif 5 car pa^ — pa et p"a sont positifs. Donc -^ est toujours positif. La fonction 'Iq est donc croissante, comprise, par conséquent, entre ses deux valeurs extrêmes. Supposons a\ allant de zéro à —• Les valeurs extrêmescorrespondantessonl. j30ur a^ cif et 'i>o, les suivantes (85)
rti=o, «1=0), a = — co' <liQ = -
Ainsi, quand -. — est positif, on a
(96) -<'}d<tt.
De même, si l'on supposait a\ allant de zéro à :, on trouve-
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rait que -^o est compris entre — - et — tz. Ce cas ne diflère pas au
fond du précédent; on peut même en faire abstraction si l'on suppose ~ pris à volonté, positif ou négatif.
Les deux limites (96) entre lesquelles 'i/o reste toujours renfermé montrent la généralité d'un phénomène reconnu d'abord par l'observation et dont nous allons parler.
Quand cos GZ ne passe pas par zéro , c'est-à-dire quand le pendule ne traverse pas le plan horizontal de suspension, la projection de la trajectoire de son extrémité sur un plan horizontal présente une suite de sommets, en chacun desquels le rajon vecteur issu du pied de la verticale est successivement maximum et minimum, en même temps que l'angle CZ lui-même.
Si 'la était égal à -> la courbe serait un ovale avec deux axes de
symétrie. Comme 'ho n'est pas égal à -> l'apparence est celle d'un
ovale décrit par le point et tournant lui-même. Mais, comme ']>,)
est supérieur à -^ , l'ovale semble lou/ner toi/Jours dans le sens
même où l''exttémité du pendule, en projection, décrit cet ovale. En outre, comme ^^ est inférieur à tc, le moyen mouvement de l'ovale est toujours moindre cjue le moyen mouvement du point sur cette courbe. La première de ces propositions a été démontrée, pour la première fois, par Puiseux, en 184?..
Réaction de la tige du pendule.
Si l'on avait traité directement le problème du pendule, on aurait considéré le mouvement de l'extrémité comme celui d'un point pesant, astreint à rester sur une sphère. En désignant par X, Y, Z les coordonnées de ce point, par N la réaction normale à la sphère, ou réaction de la tige; par ^'' l'accélération de la pesanteur, on eût posé les équations suivantes (supposant la longueur du pendule égale à l'unité)
. V d'-\ ^,^ rf2Y ^,^, rf2Z
Calculons N par la dernière équation, en observant que ^ est H. 9
l3o DEUXIEME PARTIE. — APPLICATIONS.
justement la valeur que prend ici la constante - jS (i) , et que
Z coïncide avec cosCZ(i()), la longueur de pendule étant prise pour unité :
(98) ^^.P«. + .P^-^.P«^_,pa. + ^P»^ da = -ult.
Nous avons donc (97)
Suivant (ya), on a
(prti — p«)2 = .^2 — 3p2a2;
comme, de plus, ip" u = 12 jj-;^ — ^2? il vient
et enfin
(99) \ = 3-:2(2pî< — pa.).
Nous envisagerons un peu plus loin les conséquences mécaniques.
Digression sur un cas de l'équation de Lamé.
Les coordonnées X, \ du dernier paragraphe ne sont autres que cosCX et eosC\ , en sorte que les deux fonctions cosCXzbicosCl vérifient toutes deux l'équation difierentielle linéaire déduite de
^^ = (6pM — 3pa2)3.
Nous avons déjà parlé (t. I, p. 235) d'une équation analogue
Toutes deux sont comprises dans la forme commune
(100) -j^^ = n{n^i)(pu-^-^-:tjz,
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OÙ a est une constante quelconque et n un entier positif. Connue SOUS le nom à\''q lia lion de Lamé, cette équation sera, en son lieu, l'objet d'une étude spéciale. Le cas n = i est celui que nous avons rencontré au Tome I; le cas /i = 2 se rencontre ici avec sa solution, qu'on peut présenter ainsi ; La constante a étant écrite sous la forme — ,p«2, soient a et r/, deux arguments différents de a. 2 et satisfaisant à la condition
(101) p'a = p'ai=p'a2,
on a, pour l'inconnue z, dans f équation (100) ai'ec n =^ 2,
[ du L J «
Cette fonction z a deux déterminations distinctes, en sorle qu'elle fournit la solution complète : efTectivement a et ^r, peuvent y être échangés.
La solution devient explicite si l'on forme l'équation du second degré dont les deux racines sont jjc/, et j3rt. Soit désigné pa-i par — y. ; cette équation est la suivante
4 ç^ — ^2 ; - ^3 ^ — 4 a* ^- ^2 a — ^3 ou bien
Ainsi, au cas n = 2, l'équation (100) de Lamé a pour solution la fonction z (102), dans laquelle a et a-i sont choisis par la condition que pa et pat soient les racines de U éciuation (io3) et que p'a et p'at aient un même signe.
Voici maintenant une autre manière de présenter celte solution. En posant a, — a = i>, on écrira, au lieu de (102),
X étant une constante qu'il faut trouver. C'est la forme même qui s'est offerte en un paragraphe précédent (page 12 i), pour cosCX -+- f cosCY.
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Pour obtenir c, nous avons d'abord (loi)
pi; -^ pai -{- pa = ( - '- — = •
^ r 1 r \'^ pai — pa/ \pai — paj
En remplaçant pa^ -+• pa et pa, — pa par la somme et la différence des racines de l'équation (io3) et, en outre, p'^a^ par — 4 2c^ -4- ^2 3c — ^3 , on obtient
(io5) pv =
On a ensuite a parle calcul suivant (t. I, p. i38)
X = ll(ai — a) -hZa— Zai= - —
■ 2 p[a — ai) — pa
I p'(a — a,) — p'ai _ p' (a — ai)-h p'a — p'ai __ p't'
(io6)
2p(a — a,)— pai ip{a— a^) — pa — pa^ ipv—%
ipv— a
L! équation de Lamé (loo), au cas n^ >., se résout par La fonction (io4), où v est un argument déterminé par l'égalité (io5), puis X par l'égalité (io6).
Sur une distinction entre le pendule à tige et le pendule à fil.
Revenons à la réaction N (99), que nous avons appelée réaction de la tige du pendule. Si le pendule est formé par un poids suspendu à un fil, N changé de signe est la tension de ce fil. Le poids ne reste sur la sphère que si le fil est effectivement tendu : si donc N est une quantité négative, il en est toujours ainsi aux points les plus bas de la course ; car ces points correspondent au maximum de Z, c'est-à-dire à p« = 63 : comme e^ est négatif et moindre que e^^ minimum de pa^^ 263 est a fortiori moindre que pa-i et N est négatif. Mais il peut en être autrement aux points les plus hauts si e-^ est positif. En ce cas, le mouvement du pendule, s'il est suspendu par un fil, ne suivra pas les lois marquées par les formules. En effet, au moment où la tension devient
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nulle, le poids commence à tomber comme s'il était libre, et son mouvement suit dès lors une autre loi.
Celle distinction physique entre les mouvements pour lesquels N chan<^e de signe et ceux où N conserve un signe invariable correspond aussi à une distinction géométrique entre les trajectoires de rexlrémilé du pendule. En efTet, d'après l'équation (7), on a
,. ^Y ^ dX .
dt dt
c'est l'intégrale des aires ; puis on conclut de (97)
d\ dyx _ dX £/2Y _ g^ dt dt- dt df^ ~~
Par conséquent, lorsque la réaction devient nulle, le plan osculateur de la trajectoire est vertical ou, en d'autres termes, la projection horizontale de la trajectoire présente une inflexion.
La condition pour que celle circonstance ail lieu effectivement, c'est que N soit positif quand p u = e-2', c'est donc (99)
(107) pa.2<ie2.
Lorsque celte condition est remplie, 2,(98) passe aussi du positif au négatif. En effet, paj devant être supérieur à ^o, l'inégalilé (107) exige que e-, soit positif; par conséquent, — ^ pa2 est négatif, moindre donc que e,- De plus, — ^p^a étant, d'après (107), supérieur à — e.>j est, par cela même, supérieur à e;j ; car — e.2= e-^-h Ci.
Ainsi, dans le cas qui nous occupe, les points les plus hauts sont au-dessus du plan horizontal de suspension. Les points les plus bas, en tous les cas, sont au-dessous de ce plan; car pa-, -h 2<?3, moindre que e-i — ^2, est toujours négatif. Il est donc possible de caractériser la condition (107) par les éléments du mouvement, relatifs à une position de l'extrémité du pendule audessus de l'horizon de suspension.
Le carré de la vitesse , que l'on peut tirer aussi des équations (97) par l'intégrale des forces vives, nous est fourni par l'égalité (89)
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tandis que la hauteur H z= — Z, au-dessus de l'hoi'izon de suspension, est
^^ = ^71 hr = ir(P«2-^2P")= -(pa2+2p«).
Do là résulte
w- — ^11 = 3z-{pa2 — ^^P") = — N.
Par conséquent, 5/ l'extrémité du pendule est abandonnée à l'action de la pesanteur à une hauteur H au-dessus du point de suspension et avec une vitesse dont le carré soit moindre que gH, la courbe décrite par la projection Jiorizontale de cette extrémité présente des points d' inflexion.
Représentation du mouvement par des séries; moyen mourement.
Occupons-nous d'abord du moyen mouvement du plan vertical contenant l'axe et calculons, à cet effet, les séries qui représentent les deux angles auxiliaires ci-après
Pour le premier (!/„, nous avons à faire usage des séries mêmes rjul ont été employées au Chapitre II, p. 65. En posant donc
on a immédiatement
I ,, I I — A, V/ xT 7
log- Il est bon d'adjoindre au premier de ces développements une
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autre forme qui melle en évidence le cas particulier «, = ±(0', savoir
^ / 'MA -f>')\
L'argument «1, comme l'argument r du Chapitre II, est égal à (0 augmenté d'une imaginaire pure, en sorte qu'on a pris là les séries mêmes des pages 65, Gy, en mettant «, au lieu de r. Pour calculer 'J/^, ou mettra a au lieu de v — co. On obtiendra de la sorte les développements ci-après
-'" 21 — A2 ^i~cj"' A '«
i(— rjïgri" i_ \'2>n
^)2(jl f_A"2'
log- D'après la formule (85), nous avons
Les angles auxiliaires <|^'(,, ^'|, servent aussi à calculer le moyen mouvement cpo apparent du plan vertical par rapport au corps. Effectivement, la formule (88) peut s'écrire
d<o 0 cosGZ — a
dt I — cos^GZ
et l'on a déjà observé que le changement de 0, a en — a, — 0 équivaut au changement de ai en — «,. Soit donc Iq le temps qui correspond à la demi-période de l'argument; on aura
c»o = (a— D/o— fo— 'l'o-
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Mouvement du plan vertical.
Pour développer en série le mouvement angulaire du plan verllcal, nous prendrons encore deux angles auxiliaires (|i', <]>" :
\~iirt="--" +K(«-« )-\l{u-^a).
Afin de développer et d'intégrer commodément ces formules, il est opportun de mettre sous la forme ci-après les séries (3i, 33) du Tome I (p. 4^5, ^16). Soient
iTtb iTZc
B = e'2w. C = e^^, on a, d'après les séries citées,
itib — c) — i:ib-hc)-^^c
= 7^ ^••^^«"="— -7— -^7 -7;;;lT^r"-^B^)r'-C^«
1 X,{b — c-^ oj') — ^(6 + c + 0/) + ^ c
^_JLy_£^fB'"^^)fc---J-)f no ^ \ — q'" \ B'« / \ G'« /
Il faut remarquer que, dans la première, on peut écrire aussi, au lieu du premier terme, cet autre qui lui est égal,
-2 d I ^ ~ B ^ ~ C I -jj I arclang r
On doit se souvenir aussi que co, oj' constituent un s}'stème arbitraire de demi-périodes primitives. On pourra donc, dans ces formules, remplacer tu par w' et w' par — to.
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Prenons le premier meml)re (i 1 1) en y faisant
l> = //'-+- (o, r = a', . « = co'-»- «', <7i = U) -i- a\ .
Ce premier membre devient
21 (//'-;- (0 — r/ . + (0 ) — !!('/< -+- w -!- a , -4- to' ) -t- • — ' a\
= Zi « — «1 -H 9. co ) — l( Il -h ai) -^. ' a\
d'où résulte (i 08, i of)) que la série (i ' •) représente
f \ du oj / Prenons la série (1 «o), en sup|)osant
b = II' -I- CO, C = «'1 ■+- Zixi', £ = ± I .
Le premier membre ( 1 lo) devient
21( h'-t- eu — o\ — ôw' ) — m u'-r- w -i- «', -f- îOj' ) 4 ^ (a\ -I- £co' )
= !!('?/ — a, ) -4- ar — (\ ~ z)r' — Z(u -^ a,) -^ ( 1 — t)r,'-\ '■ (a', -h sw')
■ (JL)
= Ç( i/ — «1 ) — ?;('?/-+ «i ) H — 'cil — . - •
OJ l M
La série (110) représente donc ainsi
i \ du M
Dans le premier membre (iii), après avoir remplacé (.0 et to' par to' et — to, posons
b = a'. c = a\-h oi' ;
ce premier membre devient
^( m' — a\ — oj' — to~) — t( ii'-h a\ H- co' — w) -l ^ (a', -4- w')
= ^(m — «1) — ^(« -i- ai) — 2t/-|- 2r, H J- (a', -f- w')
tu
= Uu — ai)— Ç(k-*- ai)H ^«i-i- 4^ — \-
tu ItUU)
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Le second membre (i 1 1), moyennant l'écliange des périodes, représente alors (iO())
i \ du c
Enfin, dans le premier membre (iioV après avoir encore échangé les périodes, prenons
et la série (i i o) représentera encore la même quantité (i 12).
Ces divers modes de dévclojipenienl sont ici considérés à la fois pour mettre en évidence les cas particuliers, comme on l'a déjà observé à propos de (L'^, ^'|,.
De même, pour développer —j-i nous obtenons les résultats ciaprès :
Supposons b = u\ c ^= a; la série (i 1 1) représente
B / ^' _ il
i \ du M
Supposons b = ^/, c = « + toi', s = ±: i ; la série (i i o) représente
i \ du
Enfin, après avoir changé les périodes, si l'on suppose dans la série (110) b = a', c = a -h o/, cette série représente
2 /dY _ 'V; — g
i \ du to
c'est aussi la même quantité que i-eprésente la série (1 i i), si, après l'échange des périodes, on suppose b= i/'± o)^ c = a -\- w'. Passant de ces développements à leurs intégrales et posant
■1 tu 2 CO ■*
f'Tt (»' — {<))
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on ol)h(Mit les si-rics ci-après, cjui correspondent, par ordre, aux séries ci-dessus :
sm/« H
= ( — ^ —I m-arctang( —^. langii — 2 > -- — ^-^, rr.
= ( — ^ H- I II -I- arclang/ -^^ tangu 4- 2 >, ^-—^ — ^- prnl — sinwu
in
= — =- 11-1-2 > — r -. Slll /niT,
= — "-^^ ^" + arctangf — ^ tangUi -+- 2 > . „', ,,,,„ sinma, ;
/nii — g'") A'«
/■i'l„ \ /A'2-n \ '^ r/'" I — . = — ^-^ I u -+- arctang —7- tani^u +27 — —^ rr
/2iL'', \ /A"--i-i \ V' 7'" ' — -■ = (— ^ -^i u-h arctang -x^r; tangu U- 2 > — --^ — rr
-— ^-^ u ~- arc lang — ; tang a -4- 2 > ~^ — r sin m a
SI 11 //i a.
Dans ces deux groupes de formules, on peut préciser les fonctions arctang en les supposant réduites à zéro en même temps que leurs arguments. Dans la dernière formule, il est explicitement
a' • w' t"' ' « !• ^ » suppose que — est compris entre r et -t-j c esl-a-dire (l entre
— - et ^" ? sans quoi le second terme -f- rt devrait être remplacé par
û -f- A-, l'entier k choisi de telle sorte que rt + Ak soit dans Tin-
tervalle — -et-- On se rend aisément compte de ces circon- 2 2 '
stances en envisageant la valeur particulière zéro de l'argument variable U.
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Le mouvcnicnl angulaire du plan vertical contenant Taxe du corps nous est connu par la formule (83)
Lcniouvcmcnl angulaire apparent de ce même plan par rapport au corps est connu par la formule analogue
ç = (a — /•)/ — 6'— tj/".
Les angles «V, "l" sont exprimés en fonction du temps si l'on suppose II dans un rapport constant et arbitraire avec le temps t. On se rappelle, d'autre part, que /■ est aussi une constante quelconque, en sorte qu'on en peut dire autant de (a — /). Désignons par a' celte constante et énonçons le r'sultat suivant :
Soient prises à volonté les constantes ^, A, Aj, sous les conditions
o<q<i, \/q <X<-—-, v/^<Ai<-— ;
soit a' une constante quelconque, H un angle variable proportionnel au temps. Si Ton détermine des angles variables 'V, d/" par les séries ci-dessus, et que l'on prenne
6 = -y — <V, o^vlt — 'V — 'Y ;
les angles -i/ et es représenteront le mouvement angulaire du plan vertical contenant l'axe d'un corps grave de révolution suspendu par un point de cet axe: 'l est le mouvement angulaire dans l'espace, '^ le mouvement angulaire relatif par rapport au corps.
Développement des constantes.
Il reste à exprimer en fonction de q^ A, A,, a' les constantes qui se sont offertes dès l'abord, a, j3, y, o, r. Sans insister sur ces nouvelles formules, que l'on peut beaucoup varier, donnons seule-
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menl les suivantes à vciKîci- ulscmcnl {l'aprcs les égaillés {'.U), cl où figure le rapport eonslatit -•
' ''^\f/ \d\og\ dlo'^Xi
^' TZ\(J [(dlogA)-^ {d\i>'^\i)'i
Considérons encore deux autres angles auxiliaires constants
'Vo = '[w Z{((i—a) — rtifti—a)].
Leurs développements se déduisent de ceux de -V,, par le changement de A, en A, A ou -—■:
J;'; _ I T— AfAî ^^ '^ 7'" I— Af"'\^'«
Il 1 -f- Il 2 71
loe — ^.v^i A^A; _ V :^ '/'" A^^"-Af^"
7T 2 A^-hAf ^^ ' I — 7'« a;"A'«
Il 1 Il 271 V^ f/ ? .
= \ 7 — =^-! — sin//i(ai — 11).
loi; — , .,2
Nous omettons, pour abréger, les développements de 'VJ où figurerait, au lieu de A, A, l'un quelconque des produits de A,, A',, A", par A, A', A". De même, pour (|/„ on pourrait écrire neuf séries où figureraient les quotients de A,, A',, A', par A, A', A".
Les formules (3i) qui donnent a et 5 peuvent s'écrire ainsi :
■X = 2~f[Çn',-4- Za — ^(«1-1- «)], 0 = 2-:t[^a, — Ça — ^(«1 — a)].
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La constante - est égale au rapport de u' au temps; c'est donc
-^ -• Ou en déduit
La courbe élastique gauche.
La courbe élastique gauclie dont nous allons parler est la figure d'équilibre d'un ressort naturellement cylindrique et de très petite section, subissant l'action de forces extérieures quelconques appliquées seulement à ses extrémités.
M. KirchbofT a montré (') que la découverte de cette courbe dépend de l'intégration des mêmes équations que la découverte du mouvement d'un corps grave autour d'un point fixe. La forme de la section du ressort joue ici le même rôle que, dans l'autre problème, la nature de l'ellipsoïde d'inertie. Au corps grave de révolution suspendu par un point de son axe correspond le ressort à section circulaire. Ainsi, d'après la belle proposition de M. Kirchhoff, nous allons pouvoir trouver ici la courbe élastique gauclie pour un ressort à section circulaire. Nous n'emploierons pas le théorème de M. KirchbofT, nous prendrons les équations différentielles de la courbe telles (ju'elles étaient connues auparavant, et nous ferons voir la concordance des résultats avec ceux qui sont relatifs au mouvement du corps grave.
Les équations difTérentielles (-) sont les suivantes, où x, y, z sont les coordonnées d'un point de la courbe; la variable indépendante est l'arc de cette courbe; a, ^, o sont des constantes :
- z" x' ^ zy - {"^x
(') Vorlesungen ûber matliematische Physik, p. 421-
(') Voyez Lagrance, Mécanique analytique ; édition de M. J. Bertrand, t. I; p. 'lOi. — HtRMiTE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. — Les lignes qui suivent sont textuellement empruntées à ce dernier ouvrage (p. 98).
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(( Observons, en premier lieu, que, si on les ajoute après les avoir mullipliées rcspccliveinenl, d'abord par x\ y', c', puis par x\ y\ z , on obtient
r.{x-^-^y^^z'^) -- ^?(.r> —ry') - -xz' = o, r,{x' x" -^y'v" -^ z z") -\- \ ^{x"y — xy") — as" = o.
» Or la première de ces relations donne, par la difTérentiation ,
i.l{x' x" -^ y y" ^ z'z") -t- \'^{x"y — xy") ~ %z' = o; nous avons donc, par comparaison avec la première,
x'x"'^yy"-^z'z' = o,
résultat conforme à l'hypotlièse que Taxe est pris pour variable indépendante et qui est traduite par la relation
» Les deux équations peuvent donc être écrites ainsi
» Nous en déduisons
^i^[(a^y-a^y)z"-ixy-x"y)z'] = o^";
mais le premier membre, étant écrit ainsi
\^[(yz"-y"z')x-^{z'x"-z''x')y], se réduit à
l^[(ox'-^\?y)x-^{r,y-lo^a;)y] = l^'ioixx'-^yy),
de sorte que nous avons
^^{xx'---yy) = z",
puis, par l'intéq^ration, en désignant par y une constante arbitraire,
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» Nous remplaçons le sjslènie des équalions à intégrer par celui-ei
Voici maintenant où va apparaître l'idcnlité de ce problème avec celui qui nous a occupés dans le présent Chapitre. Posons
7= olr
z' = cosCZ,
— cos BZ,
'= cosAZ.
Les trois angles AZ, BZ, GZ sont ceux qu'une droite Z fait avec trois axes rectangulaires, comme il résulte de la troisième équation différentielle.
On a d'abord
yy = — 1.3 cos BZ, 7'= 13 cos AZ;
puis les trois équations différentielles qui subsistent deviennent, par ordre,
p2+cf-=: ;3(cosGZ-^y), q cosAZ — p cosBZ = (cosGZ )', p cosAZ -h q cosBZ = 0 — a cosGZ.
Ce sont là précisément les équations du mouvement du corps grave, numérotées (2), (6), (3), (7), et prises dans le cas particulier /• = a. Ainsi est vérifié le théorème de M. Kirchhoff.
L'intégration est faite par les formules établies précédemment. L'argument u varie ici proportionnellement à l'arc de la courbe, qui remplace le temps. On aura encore, pour obtenir 5, à intégrer cosCZ (19), ce qui donne
z = — ^-^ ^—^ h const.
pai— pa
Quant k X ei y, d'après (3i) et suivant l'expression de/> ± iq
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X -H t K = —, r —, el^«+^a
"^ 'z{pai — pa) ^{a -^ ai) j u
X— iy =
i (j{ll-\- a -\- Ol) .y y ,
_} LZ g— (i,a+(,a,)«.
TE(pa, — pa) :/{a -+- ai) ^ a
Cette cuiirbe, on le voit, est tracée sur un cylindre dont la section droite est une herpolkodie ; elle se compose dune série d'arcs égaux dont les points homologues sont situés sur une hélice.
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CHAPITRE IV
MOUVEME.NT DLN COUPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI, EN L'ABSENCE DE FOUCE ACCÉLÉRATRICE (■).
Équations différenlieilcs. — Réduclion du prolili'nic à un(> iiilégralc elliptique.
— Expression des constantes par des fonctions cliipli(iucs. — Expression des variables par des fonctions elliptiques. — Rotation du corps solide. — Translation du corps solide. — Notions générales sur le mouvement du corps solide.
— Enumération des constantes ; homogénéité. — Expressions des éléments elliptiques en fonction des données. — Sur un cas particulier. — Discussion des formules. — Décomposition de la rotation. — Détermination des constantes par celles des mouvements composants. — Détermination des mouvements composants au moj'cn du mouvement composé. — Cas où le corps solide est de révolution. — Sur une propriété du mouvement, relative à l'hcrpolhodie.
Équations différentielles.
Le inouvenienl d'un corps solide dans un liquide indéfini, en l'absence de toute force accélératrice, est défini par un système d'équations différentielles à six inconnues établi pour la première l'ois par M. Kirchhoff.
Dans ces équations, la variable indépendante, qui est le temps, ne figure pas explicitement; on a, de plus, trois intégrales immédiates et l'on connaît le dernier multiplicateur. Les principes du Calcul intégral nous enseignent donc que la connaissance d'une seule intégrale nouvelle conduit à la solution complète.
On connaît cette nouvelle intégrale dans trois cas particuliers ; l'un d'eux conduit à des quadratures elliptiques. C'est de ce cas que nous nous occuperons ici. On verra plus loin la définition précise de ce cas, malaisé à définir en langage ordinaire, à cause du peu de connaissance que nous possédons sur certains élé-
(') Auteurs à consulter : Kirchuoff, Vorlesungen iiber mathematische Pliysik : Mechanik (p. 236 à 2 '(7). — Clebsch, Ueber die Bewegung eines Kôrpers in einer FlUssigkeit {Mathematische Annalen, t. III, p. 238).
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ments du problème. Averlissons seulement que le cas où le solide est homogène et de révolution est un cas plus spécial, contenu dans celui que nous envisagerons. Ce cas particulier a été signalé par M. Kirchliolî".
Voici les variables que, d'iiabiludc, dans ces pioblènies on prend pour inconnues.
On considère, dans IVspace, trois axes rectangulaires mobiles, lesquels sont fixes dans le corps. Les composantes de la vitesse de Torigine de ces axes, prises sur ces axes eux-mêmes, sont trois des inconnues U, V, W. En second lieu, les composantes de la rotation instantanée du corjjs autour de celte origine mobile, prises sur ces mêmes axes, sont les trois autres inconnues P, O, R. An lieu de ces six variables, Clebscli en a emplo\é d'autres, dont nous ferons usage. La force rà'e T du corps et du liquide., pris ensemble, est nue forme quadratique, c'est-à-dire un polynôme homogène et du second degré, composé avec les six variables U, V, W, P, Q, R. Les dérivées partielles de cette forme quadratique sont six fonctions linéaires de ces mêmes variables. Ce sont elles que Clebsch prend pour inconnues ; nous les désignerons, comme Clebsch, par les lettres x\, jc-,, Ji'3 ', J'i, y-2i J'3 •
_ dT _ ÔT _ dT
^'-dîi' '^--^' ""'^d^'
ôT ()T ÔT
ri-^' 72-^, •^^=^'
Les formes quadratiques ont la propriété suivante, bien facile à démontrer : soit T une telle forme et soit ^1, ^o, ... un système de variables avec lesquelles elle est composée. Prenons pour nouveau système de variables Z), Zo, . . . , en posant
on aura inversement
En observant cette propriété si simple et si remarquable, Clebsch transforme immédiatement les équations du problème actuel. Ces équations ont al)solument la même forme extérieure (pie celles du mouvement d'un corps solide dans le vide. La foixc vive seule
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a une expression différente. Il y en a trois de chacun des deux types suivants (') :
dt dV d\ OW d(^ " àl{
Avec les variables de Clebsch, ces équations s'écriront ainsi : dri r)T àT
~dr -'^''dJ3~''''â7o '^^'' ày, ^'' ()/2 ■
Clebsch change tous les signes dans les seconds membres-, c'est un détail sans importance, mais auquel il faut cependant avoir égard. Ce changement équivaut à celui des signes de P, Q, R. C'est donc un changement dans le sens convenu pour les rotations autour des axes. Nous conserverons la forme employée par Clebsch, sans changer la convention habituelle pour les sens de rotation ; alors P, Q, R, données par les égalités
dT ^ ôT ^ dT
^ ' àfi ')y2 àfi
sont les composantes de la rotation du corps changées de signes, ou, ce qui revient au même, les composantes de la rotation relative de l'espace autour du corps.
Voici donc les équations que nous envisagerons avec Clebsch :
dxi _ dT ÔT
-dT-'"'^,-''"'^.'
idxi i)T ()T
dxj _ ^ _ à^, ~dr "'"'' dy, ^^ dy^'
dvx àT dT dT dT
dt dxo dxs -^ dy.2 "^ o/^
dy. dT dT dT dT
^3^ \ -dt =^^ dx:^ -^' 'dx, -^y^ ly, -y-dv, '
I dyz _ dT dT dT oT
(') Voyez l'ouvrage de M. Kirchlioff, cité précédemment.
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Les trois intégrales, communes à tous les cas, sont les suivantes :
(4) aT = const. = /,
(5) x] -T- xl -h tI =^ consl. = m,
(6) ^O'i "*" ^-'J2 -+- ^373 = const. = n.
Le cas particulier, dont nous nous occuperons, est celui dans lequel, par un choix convenable des axes, on peut réduire l'expression de la force vive à la forme spéciale suivante :
Quand le corps est homogène et de révolution, les coefficients q et q' sont nuls. En signalant ce cas plus général (-), Clebsch se contente de dire que l'intégration se fait d'une manière toute semblable à celle qu'a employée M. Kirchhoff pour le cas plus particulier où le corps est de révolution. Nous allons faire cette intégration, ramener ainsi le problème à des quadratures elliptiques *, après quoi, effectuant l'inversion, nous exprimerons toutes les inconnues en fonction explicite du temps.
Réduction du problème à une intégrale elliptique.
Le second membre de la dernière équation (3) se réduit à zéro, en sorte que j'3 est une constante. C'est là l'intégrale nouvelle que Ton possède en ce cas.
L'intégrale (6) et la troisième équation (2) nous donnent
1 a:,7i -f- x-^y-i = n — Xsys,
A cause de l'identité
(xiyi -i- x.y^)^ -^ (x^yi —yiXiy- =(xl -i- xl)(yl -h yl), nous concluons de (8)
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En second lieu, l'intégrale (5) donne
(10) xi -h tI = 771 — xl
el l'intégrale (4)? au moyen des équations (8), (9),
(11) ^2_^j2^>^JZi'(,»j_/,.r3_r| ,
avec ces notations abrégées
_ p77i -+- içTi -+- r'yi — /
Les expressions (10) et (i 1) étant substituées au second membre de (9), il en résulte
—[f] = r{p' — p){mi ~hx3 — xl){77i—xl)—7^'-{n—y3^3y'.
Comme -)'3 est une constante, nous avons ici une équation différentielle où les variables sont séparées; le temps, par conséquent, exprimé par une quadrature elliptique.
Expression des constantes par des fonctions elliptiques.
L'inversion, dans l'égalité (i3), se fera parle procédé général développé au Tome I (p. 118). Considérant les deux invariants $ et G du polvnôme (i3) et introduisant, en outre, un facteur d'homogénéité arbitraire p, on prendra, pour invariants des fonctions elliptiques,
on déterminera un argument v constant (t. I, 54, p. 120), et l'on posera
~ipu — pv'
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moyennant quoi on obtiendra
, ., i \/A^3)= \^'-{p' — p){/ni — h.r3 — xl){m—xl} — r-^{n—y3Xt)^
[ = pi^r{p'—p)[pu — p(u-^v)],
dX3 r——, ; dXj
( 1 6 ) du — p \/r(p' — p) df .
L'argument // varie proportionnellement au temps.
Par ce moyen l'inversion est effectuée, les invariants et l'argument auxiliaire ç sont exprimés en fonction des constantes données. On sait déjà, par les applications précédentes, que l'expression inverse des constantes au moyen des fonctions elliptiques est nécessaire et s'obtient plus aisément par des movens directs, comme nous allons le faire.
La fonction z (i4) a cette autre expression (t. 1, p. i38)
(17) z = Uu-hv)—lu — '^y.
Soit a un argument quelconque, que nous mettons au lieu de «, en écrivant
(18) Za = Ua^v) — Za-^v.
La différence (:^ — Za), considérée comme fonction de u, a les pôles simples w = — i' el 11 = o avec les résidus dz i , les racines u^a cl 1/ = — a — r; elle se représente donc par le produit
_ 'iv:f{u — a) j {u -\- a -^ v) ■^ "" "''^ ~ 3'M 3'(^a -i- f') a'aa'(a -H c)
Il est clair que tout binôme .Tg + A s'exprime, d'après (i4)i sous la forme p(s — Za) 1 l'argument a étant convenablement choisi. En désignant donc j)ar a, b, a^ , 6, certains arguments, on aura
(20) X\ — m= ^"^(yZ— Za){z — Zh),
(•21) x\^hT3—m^= p'^(z — z,,^)(z — Z[,,).
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Nous aurons alors, suivant (i5),
on a posé, [)Our abréger,
Pour préciser, nous supposons la quantilé \' i'{p' — p) pi'ise avec une même détermination dans les égalités (i6) et (aS).
Le second membre (22) peut être décomposé en deux facteurs $ et 4>,, savoir
Si l'on substituait à - (^3 j une expression telle que 3 — z-c^
on aurait là, pour <ï> et $,, des décompositions en éléments simples, mettant en évidence la nature de ces fonctions. Chacune d'elles a les doubles pôles uz= o ei u ^=. — ç, chacune d'elles peut se décomposer sous la forme
Les huit arguments racines a, [3, v, 8 de l'une et l'autre fonction $, <!>, reproduisent, dans un certain ordre, a, 6, a,, bi, — («7-hv), — [b -\- v)^ — («, -j- r), — ((?>, + (•). C'est ce qui résulte de l'identité (22).
La quantité "Q^u + r) — X^ii reste inaltérée quand on change u en — (w-l-(^), tandis qu'alors p{u-{-v) — p^^ se reproduit changée de signe. Dans ce changement, <I> et $, s'échangent donc. Si donc le numérateur de <ï> contient le facteur g'(« — a), celui de <I>, contient le facteur complémentaire d[u-\~ a-]- v). Ainsi le numérateur de '$ contient un des facteurs du numérateur de chacune des quatre différences telles que [z — Za) ■ le numé-
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ralciir de <I>| contient les fadeurs coniplénientaircs. Il n'y a d'ailleurs jiiS([irici aucune distiiiclion entre deux faclenrs eoniplémcnlaires, et nous pouvons prendre à xolonté les facteurs du numérateur de <I>, sans restreindre la généralité. On aura donc, en tenant compte de ce que lim(M-^) = i pour a = o,
_ 3'2t'j(« — «)j(« — Oi) j(u -\- b -^- v) ^{u-^- bi -T- v) ij^v j{u — b) ^{u — bi) -jiu -h a -h v) j( u -h ai -~- v)
jb j^i j'(a -1- p) j{ai -+- p) :f^u ^-{ii -+- rj
Mais, dans ces fonctions, la somme des racines doit être égale à la somme des pôles; les arguments «, «,, b, bi doivent donc vérifier la condition
Une antre condition est encore imposée d'après les égalités (2^). Les deux fonctions <I> et <I>, doivent toutes deux avoir
{U-hVf-
pour partie principale, au pôle u= — v. D'après les expressions (25), ceci fournit une équation unique
. _. a'(a-\- v)a'(ai -+■ v) 'z'b a'bi _
:j(b -i- v) :y{bi-^ v) :fa 3'ai
Ces deux conditions (26) et (^^^7) sont sulïisantes pour que <î> et <I>, se décomposent en éléments simples sous la forme (24)» donnent lieu, par conséquent, à une identité telle que l'identité (22). Ce sont donc les seules conditions imposées à des arguments, d'ailleurs arbitraires, a, Oi. b, 6|, r, pour qu'ils puissent servir à exprimer les constantes de notre problème.
Avant de poursuivre, il est bon de s'arrêter un instant sur les deux conditions (26), (2-). La première est satisfaite si l'on prend
[ ai = c -h a', a = c — a', (28)
( bi = c -T- b', b — c — b'.
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en sorte que «', b' , c sont Irois arguments arbitraires. Soil inainlenanl
(99) V =^ iv — c;
la relation ( o.'j') devient
:i{iv — a') j'((ï^ -+- a') c'(c — 6') ^(c -+- 6') _ ^'^'"' di^w — b'):r{w -h b'):^{c — a')a'{c-ha') ~ ~ ' '
elle peut se traduire par l'égalité harmonique
(piv — pa')(pc — pb' )
piv - pb'}(pc — pa')
qui donne j^tv en fonction de pa', ph', pc.
\ oici une conséquence qui va intervenir tout à l'heure. Considérons la somme (Za -h :^b -\- '-n -^-~-b)- C'est le coefficient du terme en z^ dans le polynôme en z, transformé de fÇxs). Cette somme est donc nulle (t. I, p. 119). Ainsi, comme conséquence, des relations (26) et (27), on a
(31) Za-h Z/j-h Za^-^ ~-/,^= 0.
Revenons maintenant aux égalités (20) et (21) pour en déduire les expressions des coefficients en fonction des arguments introduits. Remplaçant x^ par l'expression (i4)> nous aurons, d'après l'égalité (20),
' -^3 -t- //" = ? ( ^ — z- /, ) = — -r h -{- p z -{- \/m ; d'où résulte
(33) ) .^ " * V . ' ^ * ^ ' Nous aurons de même, d'après (21),
^3 + .'- h — y/| h- -f- mj = z{z — z„^ } = L h -\- pz — y/i A'^ -i- m^,
( p^a, = — 4- A-t- V/t-^'^ -T- "2l, p-36, =— |/i — v/l A- -Hmi,
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Les deux expressions (33) et (34) de \h concordenl, comme il résulte de l'cgalitc (^3i).
Il est bien entendu que, dans les égalités (33), (34), on ne doit attacher aucun sens ])articulier à l'une ou l'autre des deux déterminations prises pour un des radicaux, \Jm par exemple, qui peut aussi bien être positif que négatif.
Décomposant en éléments simples (t. I, p. 228) la fonction <I> donnée sous la forme (aà), on j trouve, pour le coefficient de l'élément "Cu^ l'expression
-la- lai-¥- C(^-^(•)^- r(^'i -l- r) — 2rc. Mais, d'après (24), ce coefficient doit être -• On a donc
(35) 5 = p[r(6 -i-r) + :(ii + t^) — ;;« — r«i — 2rr].
La considération analogue de la fonction <[>, donnerait aussi pour s cette autre expression
(35a) s=- cfr(a -+-<■) 4- lia^ -^ v) —X,b — Ib^ — 2^f],
qui coïncide aAec la précédente suivant la relation (3i).
En faisant u = a dans l'expression (24) de ^ el u = b dans celle de $), et observant que, d'après (32), il y correspond .2:3 = ± \'m, nous avons
pa — p(a-ht') = ^ (\/ni
(36) < '' ^ ^ ?'V yJ
ss/m = lp5[j)i -r-pa — p(a-hP) — p(6 -f- c)]. — = 1 ?-{vf^ — V^i ^ P{a^v) — -p{b -^ v)].
Expression des variables par des fonctions elliptiques.
Pour la suite de notre calcul, nous aurons à décomposer en éléments simples la fonction
Xiicc^ — —]
xl— m
faisons d'abord celte décomposition.
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Celte fonction, d'après (i4) et (.^.o), a les pôles «, — («+ p), 6, — {b -h <'), dont il nous faut chercher les résidus. Un tel résidu est la valeur prise par
\ yzJ rs _ I j3
fli ri — m ) dx^ % p pu — p{u -^i>)
du du
au pôle considéré. Les pôles sont, tous quatre, des racines de 4> ou de 4>,, comme on le voit d'après les égalités ('^5). Parles relations (9.4)5 01^ ^■oi'^ donc que les résidus sont ± ^^5 suivant qu'il s'agit de racines de O ou de 4>,. On a donc
o(«) = -i [^« — rt) + ^« + 6 4- r) — !;(«— 6) — Ç(it -t- « + (')-+- D]
avec une constante D, qu'il faut encore trouver. Pour ce but, observons que l'hvpothèse u = o rend jc infini (i4) et donne ainsi cp(o) = I . Donc
(3;) — Ça 4-^(6 + p)-f-^Z>- Ç(rt + (^)-^ D = — •
Mettons, au second membre, pour 25, la somme des deux expressions (35) et (35«), et nous obtiendrons
En multipliant 'f (m) par irj'^c/t et observant les relations (16), (28), nous avons
irxrjjysXa — n) ^^^ xl — m
= i [ ^( « — a ) 4- r ( M 4- 6 -f- P) — r ( « — 6) — Ç( a + a -^ p) + D ] du.
Considérons, en second lieu, la demi-différentielle de log(a:;3 — m). D'après (10), (19) et (20), elle donne lieu à la relation
a?i dxj -+- x<i dx^
-i-U U — 6) 4- ^( M 4- 6 -Ht") — 2^U — 2^M 4- (')] du.
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En combinant ces deux égalités, nous avons la suivante, dont nous allons avoir besoin :
/ T 1 c/x , -\- X ^dx-i — irx3{n — a-s j'3 ) d( (38) ' x\-^x\
Arrivons niainlenant à la première intégration que nous avons ;i efTectuer. Pour ce but, formons, d'après les équations difTérentielles(2), la quantité
Xi—r- —Xi -j- = {Xl ^ X\) X3{X^- H r, — •
En mettant, pourT, son expression (7) et utilisant l'intégrale (G), nous avons
/ x^dx^_ — x^dxx T/ ' > , rx^^n — x^Y^)^ 1
\ ^ Vp / x\-^x\
On a ici posé, pour abréger,
D'après les égalités (38) et (39), nous concluons
_ Xx dxi -t- x^ dx=i -H i ( a"i dx<i — x^ dxy ) x\ -t- a:|
= r^— '.D-+-p5+^(tt + a + t;) + ^(a— 6) — ;;« — CCm-^ r)]^« et, en remplaçant :; par son exjM'cssion en éléments simples,
— iog(ari+ t:r2)= ^ — v D + ,3[?(« -+- ^^ - C«-^<'|
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Par une intégration, nous avons maintenant
Xi -r- iT', = K — -— e-"-.f — — ^ e '^
' " L 3'ft J a'u :j{u^ i')
égalité où K. désigne une constante arbiti'aire, et qu'il sera préférable d'écrire ainsi, en modifiant la constante,
pour en déduire ensuite Xt — /.ro. A cet effet, on divisera par l'expression {.\i') la quantité x] -r J:'t ^= m — x'^, exprimée par les égalités (19), {'^o). On aura ainsi
Cette intégration faite, nous trouverons maintenant les deux autres inconnues jKi 5 JK2 sans intégration, par le calcul suivant, où interviennent les relations (8)
(xi ± ix.î)(yi zp iy,) = x^y^ + x^y^ ± iix^yi —y 2^1)
i dxs
r dt
D'après (i4)> i^^) ^t (23), ceci peut s'écrire encore
{x^±ixi){y^-=.iy%) =:
Par conséquent, suivant les relations ('^4)5
(a^i -f- ix.i)(y^ — iyi)
1 — i>2)(7l -^ iy-) = -r- ^^ *.
Employant les expressions (ao) de ^ et $,, nous trouvons maintenant ces nouvelles formules, analogues à (4i) et (42) :
bi -r- i>)'^ai :i ua'(u-{- i> )
yi — î J2 -=
,JKi r ^" ^„r."]^^ ^v ^(u -h ai -h y) y( u — bj) J^y "^)"
CHAP. IV. — MOIVEMENT l)\s CORPS SOLIDE DANS l .N LIQUIDE INDÉFINI. l5g
On rcirouvc bien, en les imihiplianl nu'iiihre à membre, l'expression (il) de y'I -\-J't, comme il résullc des rclalions (y. i) el ('23).
Rotation du corps solide.
Ici, comme au Cliajjilre lll, nous tlésignerous par X, Y, Z les axes fixes dans l'espace et par A, B, C les axes fixes dans le corps.
Les Irois dérivées -r — sont les composantes de la rotation in-
slantanée relative de l'espace par rapport au corps (i ). D'après la théorie de la rotation, on a donc, en considérant la rotation relative de l'axe Z (I, ^/j)
d V7 '^T _„ ÔT „„
-j- cosAZ = - — cosCiZ ; — cosBZ,
dt dfi 0^3
avec deux équations analogues obtenues ])ar permutation circu-
laire des lettres A, B, C. Les coefficients -r — sont maintenant des
fonctions connues du temps t, en sorte que ces équations sont différentielles, linéaires, sans second membre. Les inconnues sont les trois cosinus. L'intégration générale comporte trois arbitraires, dont une seulement est déterminée par la condition que la somme des carrés des cosinus soit l'unité. Maison peut à volonté fixer les deux autres en choisissant arbitrairement la direction de l'axe Z. Comparant alors les équations actuelles aux équations (2), on voit qu'il existe une solution où les inconnues sont proportionnelles à JT,, .r^, .r3. On peut donc prendre, d'après (33, 19),
cosAZ _ rosBZ _ cosCZ _ i _ 2 _'i.a'a:fùa'(a~\-v):f(b-\-v)
J"i -ri ^3 y/m Pi-^a — ^b) ? ^i' :^(a— b):f{a-+- b^i>)'
D'après les égalités (i4, 33, /\i, 42), nous concluons
(46) cosCZ =
cos AZ -t- t cosBZ
I L ^u J a'(a — b)<j{a -h b -h v) a'ii :f{ u-n i>) '
1 cos AZ — tcos I5Z
f -^ r ^" ^.,rJ^ crb:f(a-^-v):r{u^b■^^')cf(u-a)Xl''-^)"
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Soient mainlcnanl
S = cosCX ©0 = cosCX
i cos CY,
t cosCY.
Appliquons l'équation cinématique (I, 7^)), en supposant les deux systèmes daxes congruents et remplaçant les com[)osantes de la rotation par leurs expressions (i) et les cosinus de AZ, BZ, CZ par les quantités proportionnelles (45) ^i, -To, :r,,. Nous avons ainsi
de
dt
de,
dt
Par conséquent,
3 du
dZ, du
qs \/ ni s \ I
Pour décomposer en éléments simples le dernier terme, on a ici un calcul analogue à celui qui concernait précédemment '^{u). Les résidus ont pour expression
dx:i du
et il laut V substituer, à la place de a, successivement a et
— (^ + r), racines de <ï>, puis b et —(«-}- r), racines de <I>i. Pour le premier et le quatrième pôle, ^3 est égal à \^/m ; pour le deuxième et le troisième, ^3 est égal à — \^ in ; c'est ce qu'on voit par les équations (Sa). Les résidus sont donc successivement
— I, -l-i, — I, H-i. En outre, la fonction s'évanouit pour x-i infini, c'est-à-dire pour u = o. Donc
— Xs
= Ç(a-4-a + (^) + Ç(if-4-6H-t') — Ç(a — a) — ^^{u — b) — Di, (48) \)x = -^a^-Qb + ^a-\-v) + r,{b-^v).
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Si Ton pose aussi, [)oiir abréger,
qs \//n
(III aiiiM. par lulégralion ,
ry.t
v>. Y r^ \ , :^{ Il -y- a -i- V ) :f{ u -r- ù -h V)
— i -^ D, 1 » -^ loii -7 -—, 7- -H consl.
p 1 Cj{u — a):j{u — 0)
D'aulrc pari, le protluil 3So est égal à celui des deux fadeurs cosAZzb /cosBZ. Prenant pour ces derniers leurs expressions (4;), on a
, ^^ , ■f(i/-^a-hi>):f(ii — /,):!( Il - h-ir-v) :ï( Il ~ a)
lo^o^:,,, = lo- -; — — '- — const.
De là résulte log£-, et enfin Z et Z^ comme il suit, en écrivant convenablement la constante d'intégration,
\ cosG\ -- f cosG\ =2 El j- — , — ^^ '- e ^t^ 2 ^
:ï(a — b):f{a-^- b -\-v)-ïu:i{a-\- V) '
/ ,,.. . ^, 2 ^ia-^v):f{b ^v):!(ii ~ a):f(ii. — b) (i"^,'*')
f cMsi.X — « cosGl = — ^ — -. -, 1(7 ' '
L, jI rt — 0} :H. a ^ b -^ V) :^ u:ï(u -T- V)
E, désigne, comme précédemment E, une constante arbitraire.
On sait (p. 1 1) que la connaissance de cosCZ, cosAZ ± f cosBZ, cosCX rb f cosCY détermine entièrement et sans ambiguïté la position relative des deux systèmes d'axes, quand on connaît le caractère de congruence. Ici nous avons supposé les axes congruent^. La rotation du corps est donc actuellement déterminée.
Translation du corps solide.
Il faut maintenant trouver, en fonction du temps ou de l'argument proportionnel a, les coordonnées X, Y, Z de l'origine des axes fixes dans le corps. Les deux premières coordonnées sont données explicitement en fonction des quantités précédentes; la troi-
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sicme exige une intégralion. Pour les deux premières (' ), on a les formules
X= -^(j'i cosAY -T-/2 cosBY -i-j3 cosGY), v//«
Y — — (ji cosAX-(-72 cosBX-1-73 cosCX),
(Voix nous conclurons [I, 13^ £ = 1 etéq. (^5) de ce Cliap.]
( X -t- i Y ) ( cos GX — i cos GY )
I rjj(cosBZ -T- icosAZ cosGZ) JJ^i |_ -^yi{— cos AZ-f- 1 cosBZ cosGZ) — «j'sCi — cos^GZ
ou bien, d'après (4^),
( X + I Y ) ( cos ex — i cos GY|)
^i.ri + ^iY-i
\//n L \/^ ou encore, suivant les relations (8),
(X-^iY)(cosGX — tcosCY)
r\/in "^
à quoi il faudra joindre l'équation conjuguée pour avoir X et Y Remplaçant -^ par son expression elliptique, nous avons
I ( X ± t Y ) ( cos ex — i cos GY ) (5i) J _ ifyz
Yiu — p( it -f- t^) nz — ( J m '-^ — I
Le facteur cosCX in icosC\ est une fonction doublement périodique de seconde espèce, tandis que le second membre est doublement périodique. Donc X ± iY est doublement périodique de seconde espèce. Les deux quantités conjuguées cosCX q= i cosCY ontdesmultiplicateurs réciproques, puisque leurproduit 1 — cos-CZ est doublement périodique. Donc X + i Y a les mômes multiplicateurs que cosCX -f- t cosCY. Nous allons décomposer X -+- iY en
(') KiRcuiioFF, Vorlesungeii ilber matliematiscke Physik, p. 240. Au lieu de X, Y, Z, la notation, dans cet Ouvrage, est a, |3, y.
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éléments simples. L'élément simple type se déduit de la forme (5o) de cosCX -r f'cosGY; c'est
Les pôles de X + t Y sont « ^ o et ;/ = — c ; ce sont des pôles simples, attendu qu'ils sont doubles au second membre (5i) et
simples dans le facteur cosCX — f cosCY. Leur résidu est zi= ^ ' -^ -, ' sin
coefficient de pu et p(;^ + v) au second membre (5i), divisé par le résidu de cosCX — i cosCY. Il n'y a pas d'autres pôles, comme on va voir.
Observons les valeurs du second membre (5i) pour les valeurs de u ci-après : <7, — (« + r), ^, — [b-i-v). Pour les deux premières, on a J":j =: ^ni] pour les deux autres, x-i^ — \/m (32).
Par conséquent, pour les deux premières, ym '-^ — se confond
\/ni y^
avec jc i ; pour les dernières, avec — ix, )• D'autre
y-i ^ \ yzJ
part, suivant les égalités (2/1,25), ■^{x-;^ ;- 1 est alors égal à
m [p« — p('^+^")]' le signe />/«5 convenant à u^=aclu^^ — (6-i-r); le signe moins, à u =^ b et u ^ — (« -h (^).
11 en résulte, pour la quantité entre crochets, dans (5i), les valeurs suivantes :
s / /l\ { o, Il = a, pu — 1) ( u -i- r) H= — vTj I = -,
(a^-^'), P" — P(«-i-^)=F-^ (-^3— jrj
?'\ 73/ ( 2fp6-p(6H-(0];
On voit par là que le second membre (ai) s'évanouit pour u= a et M = 6 <piand on prend le signe supérieur; pour u ^ — {a ■+- 1') et « = — (^ -r i') quand on prend le signe inférieur. Il en est tout de même pour cosCXip tcosCY. 11 s'ensuit que X zt: iY n'a que
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les pôles u = o el i(= — v. La décomposition en éléments simples est donc la suivante :
s'a j b j H j{a + v) j (6 -i- v) ^{u -i-cjj
_ C!'(a — b) :fi'
r ffiu — a — b — i>) ■j(u — a — b) 1
L3'(rt -H t') 3'(/> -H t') tfj^ :!a -jb j{u-[- v)\
On remarquera que les seconds membres, dans ces deux éj^alités, se déduisent l'un de l'autre par le changement du signe, accompagné du changement de a et b en — [a + r), — (^ + t'). C'est ce dont on se rend aisément compte par les expressions de cosCX zb i cosCY et celles des constantes.
La coordonnée Z de l'origine des axes mobiles exige une quadrature; elle est donnée par la formule
^ = UcosAZ4-VcosBZ + WcosGZ.
at
Par des transformations successives, celte formule devient
^ - -j={x\(.p«^\-^ qyi) ^ ^i{p«-i^qy-2) + x^{p' Xi-\-q'yi)]
cVL j
= -i=\(p—p)^l^{ <l' - q )73^3 -+- pin H- qn J \j m
= -^ [(P'-P) (^3+ V hf^pm -i-qn-^ h^(p' - />)], \/ m
au iry-i^\Jin
s p(p' — p) -^ . ' ' [pu H- p( u + r) -t- pt^J. iryz s/m
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En inlégrant el fij;uranl par o cl o, les deux conslanlcs, nous avons
(■)3) Z -)- consl. = ot -h Oip[i:i(u -h v) -h Cu — u pi>];
Nous avons, on le voit, résolu le problème qui consiste à délcrniincr explicitement, en fonction du temps, la position du solide.
Notions générales sur le mouvement du corps solide.
Indépendamment de toute discussion approfondie sur les formules que l'on vient d'établir, on peut se faire une idée sommaire du mouvement que ces formules représentent.
Soit 0 le rapport de l'accroissement du temps à celui de
i ))) 0 = — = -; , t — i) — t- constante.
Nous supposerons réelle la constante arbitraire p. L'argument u ou, du moins, sa partie variable prend des valeurs soit réelles, soit purement imaginaires, suivant que 9 est lui-même ou réel ou purement imaginaire, suivant donc que (/?' — />) est positif ou négatif (r est positif, car la force vive T est nécessairement représentée par xxnc forme positive).
Comme les invariants sont réels, il y a une période déterminée >. 0), de même espèce, réelle ou imaginaire, que les valeurs de l'ac-
, ., , .'Il 5! Où)
croissement de u; il } correspond une période de temps /o= —r'
Considérons d'abord le mouvement angulaire de l'axe G ou axe du cotps. Le cosinus de l'angle CZ (4^) est une fonction doublement périodique, dont une période intervient seulement. L'angle CZ reprend donc la même valeur à la fin de chaque période de temps.
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Considérons maintenant l'angle <l que le plan des axes G et Z fail avec Taxe X. Cet angle est donné par la rormule
„ , , cos ex -+- i cos CY C^'V = ;r^ -. ^— •
cos ex — i cos G Y
On voit par là qu'à chaque période de temps l'angle à se reproduit, augmenté d'une constante '%, de telle sorte que les fonctions doublement périodiques de seconde espèce cosCX dr i cosCY admettent les multiplicateurs r-'4'o correspondant à la période aôi.
Ces deux angles CZ et à définissent complètement le mouvement angulaire de l'axe G du corps. C'est un mouvement varié, mais qui coïncide périodiquement avec une rotation uniforme,
de vitesse —5 autour de l'axe Z.
Envisageons actuellement le mouvement de l'origine des axes mobiles ou centre du corps. La coordonnée Z est représentée par une fonction (53) qui se reproduit, à chaque période de temps, augmentée d'une constante Zq. Les deux quantités X±i\(52) se reproduisent, multipliées chacune par une constante; mais, comme on l'a vu, ces fonctions ont les mêmes multiplicateurs respectivement que cosCX rh i cosCl , c'est-à-dire e-'^'o. Le mouvement du centre est varié, mais coïncide périodiquement avec un mouvement hélicoïdal uniforme, dont l'axe est Z et dans lequel au temps ^o correspond une progression Zq, parallèle à l'axe, et une rotation 'l^ autour de cet axe.
En réunissant les circonstances relatives au mouvement angulaire de l'axe et au mouvement du centre, concluons que le mouvement de l'axe lui-même coïncide périodiquement avec un mouvement hélicoïdal uniforme, ou mieux, se compose de ce mouvement et d'un mouvement périodique.
Considérons enfin l'angle o que le plan des axes C et Z fait avec l'axe A du corps. Cet angle est donné par la formule
ros AZ -î- i cos BZ COS AZ — t cos BZ
Les deux fonctions cosAZ zh /cosBZ ne sont pas, suivant l'acception ordinaire, doublement périodiques de seconde espèce,
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sauf si l'exposant [i est un nombre entier. Mais, dans tous les cas, elles ont la propriété de se reproduire, à chaque période, multlplircs j)ar des fadeurs constants. L'angle cp se reproduit donc augmenté d'une constante '^o- ^'^ctle circonstance, jointe aux précédentes, permet de tirer la conclusion suivante :
Le mouvement du solide se compose : i" d'un momcmenl hélicoïdal uniforme autour de l'axe 7^; 2" d'une rotation uniforme (à vitesse — ) autour de l'axe du corps; ^" d'un mouvet» /
ment périodique (à période /„ )•
Énumération des constantes. Homogénéité.
Dans la suite des calculs qu'on vient de parcourir, il Importe de ne |ias perdre de vue les constantes primitives et leur liaison avec celles qu'on a été conduit à mettre en leur place.
Les constantes données sont au nombre de dix, savoir: i " les six coefficients de l'expression (7) de la force vive/;», //, 7, </', /•, /•'; 2" les quatre constantes d'intégration /, m, n,y:\ (4; 5, 6).
Dans nos formules, on volt figurer Implicitement les deux Invariants des fonctions elliptiques et explicitement les trois arguments constants r, <7, b. Les arguments r/, et ^, peuvent être omis comme déterminés par les précédents. Ce sont donc là cinq constantes.
La constante d'homogénéité 0 peut être omise comme entièrement arbitraire, ou bien l'on peut encore observer que les fonctions elliptiques interviennent, dans toutes les formules, avec le facteur p de manière à respecter l'homogénéité : toutes les combinaisons qui s'offrent sont, à ce point de vue, du degré zéro, p et chaque argument étant censés du degré i.
Avec ces cinq constantes elliptiques, les formules présentent cinq autres constantes que nous devons distinguer, savoir : a, y, 0, 0, 0,.
Nous allons reconnaître que ce second svstème de dix constantes détermine complètement et sans ambiguïté le premier.
En premier lieu, au moyen des elntj constantes elliptiques, on
détermine /??, — et les constantes auxiliaires /;?,,'//, s, par les for-
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mules (33, 34. 36), que nous transcrivons ici :
5 \fm = T?'Hj3^-4-p« — p(« -4- t') — ,P(* -+- ^'j]-
L'exposant ^, qui figure dans les formules (47)? est déterminé par les quantités précédentes, puisqu'on a (4o)
Les constantes auxiliaires /??,, A, s sont liées aux constantes primitives par les relations (12, 23)
_ pm ^ ign-k- r'yl — l
Quant aux constantes que nous avons distinguées dans les formules, elles s'expriment ainsi (4o, 49? 54, 55) :
if, hi q — 7 )1 _ •S/"' qssj m
8 Vs'
'' = ^^ \P"^-^9^ — ilh^ip' — p)\, y m
iry^ ^ m is \/ m
Nous venons de reconnaître que, parles constantes elliptiques, soni déterminés ^ni^ —■> in^^ A, a. Maintenant, au moyen de 0,,
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sonl cK'lerminés JK3 cl, par consr'(|iK'nl. //.Au inoven de 0 el y sont onsuile déterminés /• el */, puis y' p;ir la rclalion
(60) // — .irysi q'— (/)fy-:
/■' au moyen de a, p el p' au niojcn de s el de 0, enfin / au moyen de /)ii .
Il est donc établi que la connaissance complète du mouvement Aw corps entraîne aussi la connaissance des constantes qui iîgurenl dans les équations difTérenlicUes et les intégrales.
11 n'en serait pas de même si l'on connaissait seulement la rotation du corps, non sa translation. Et d'abord, il est évidenl que la connaissance de la rotation ne peut entraîner celle d'aucune longueur. La rotation ne peut déterminer donc que des combinaisons de degré zéro entre les constantes, ce qui en réduit le nombre d'une unité. En outre, 0 et 5, n'interviennent pas dans les formules de rotation. La rotation dépend donc seulement de sept constantes, et c'est ce qu'en effet on reconnaîtra plus loin.
Il est aisé de trouver, à ce point de vue, les degrés des diverses constantes. Par rapport à l'unitc; de longueur, la force vive est homogène et du degré 'i, les vitesses U, V, W sont du degré i , les vitesses de rotation P, Q, R sont du degré zéro. Il en résulte, pour X(, x-ii .2^3, le degré i; pour j^j , j^.j, jKs. le degré 2; pour p,p'-) le degré zéro ; q, q' , le degi-é — i ; '", 1' , le degré — 2.
Les degrés des autres constantes en résultent, savoir :
Si les arguments elliptiques sont considérés comme de simples nombres, p est une longueur.
Expression des éléments elliptiques en fonction des données.
Pour avoir plus de symétrie dans les formules, nous emploierons, au lieu de /», /;<|, /;, h, les notations suivantes :
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Ces quanlités, ainsi que 5, sonl loiUcs des longueurs. Par leur emploi, le polynôme (i^^) sV'crit ainsi
{Xl -f- 4 Vi Xs — IX\ -4- 4vf ) {Xl — [X2) -+- .Ç2 (X3 — v)2.
Si, pour faire disparaître le second lernie, on pose jc.] =j)' — v, , ce polynôme devient
(j- -+- 2 V, J/ -^ Vf — IJ.1 ) (j2 — -2 V,J>- ~ Vf — JX^ ) -H 5^ 0'— V — V, )•- ,
et doit (t. 1, p. 119) être identique à cet autre I3c la comparaison se tirent innncdialemcnt
[Xl —s-,
i 2p^P'^' = Vi (uf — [^5) _ 52(v -4- vi )
et cette combinaison, qui servira plus loin,
( 63 a ) p' ( 1 2 p2 f — ^2 ) = I ( 2 Vf -^ ;a2 4- ;j.f _ .V2 )2
— ( ^^1 — I-^'- ) (^^î - 1^1 ) — .^2 ( V + Vi )2.
l'ar le théorème d'addition (t. I, |). 3o) on a
po -+- p(a -+-(.;.+ pv donc, d'après (33) et (()3),
4 \ Ji « — Ji ''
(64) p2[p«_^p(rt + (,j] = ^[6(vi-^-[j.)2-2vf — ;j.2- [Jif -1-52]
= i [(2v, -+- 5 ;j.) ( 2v, ^^ p.; + 52 - pf ] ;
nous avons ensuite, d'après (3G),
(64 «) p2[pa^p(^a-^-v)] = 5([j. — v).
Par ces deux dernières relations sont connus pa et p(a + v). D'après les mêmes égalités (33) et (63), nous avons de même, en changeant les signes devant s et ij..
?-[P^-^P(f^^^)'\=-^ J[(2Vi-'5;7.)(2Vi-p.)-f-52-[xf],
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De CCS relations (64) cl (65) se concluent les suivantes :
p-[P« -^pia — i') — 7.pv\
= (v, -\- ;JL)2 — [ (2V^ -i- fx2 -4- [AÎ — 52) = 1(^2 — [x] -^ s"- -+- 4 V, [i ) ,
Par le théorème d'addition, on a
_ p'«— p'i' _ — p'(a-f- (') — p't' _ p'a-^Y>' (a -^ cj _ jVa — p' (a -+- r i — 2 ,p V '" ~ prt — pi' ~ p{a-^v) — pv ~ p rt — p ( rt -f- v) ~ P «-^ P(« -^ ^') — '-^,1' ''
Remplaçant zz-a par ;ji. + v, (33), on conclura, au moyen de (63)et(64«), '
p5[p'rt-^p'(rt-4-p)] = 25(;^ — v)(u-+- vi), P'[P'«— P'(«-^«^)] = 52(;a — v)-+-[x(;x2— a^) -^4via(v, -|- [x).
Semblablement, nous aurons
?'^{p'b-^p'{b-^i)]= 25(v -i-|x)(vi— [X),
p3 f p' b — p'( 6 -!-(•)]=— sî( ;x -f- V ) — ix( ;x2 _ ^2 , _ / ,;, rj.( Vj — |X ).
Des calculs analogues donnent les fonctions j) et p' d'arguments rti, /^,, «i-h r, ^1 + r. Voici les formules pour les fonctions j) :
I p'[p6i-^P(^i ^^•)] = (''!-+- !-ii)'—i(2v2^u2+ af — 52),
i p2[pa,-4-p(ai— (•)]= (vi — ;xi)2— >-(2v2 -f-[x2^;x2 — 52),
1 p2[p«i — p(«i-T-t')] =s(;Xi— 2Vi — v),
Nous aurons tout à riieiire besoin de connaître aussi les fonctions j) et p' pour les deux arguments — (a -^ b -+- t) et {a — ^), que nous désignerons par t'o et r,,
Tu = — (rt -4- Z> -f- V }, l'i = rt — 6.
Le calcul n'oflre aucune difficulté parle moven des formules précédentes, mais il contient des réductions remarquables. On trouve d'abord, dans ce calcul, les résultats suivants :
ù P ( h -^ i- } — n'a F s-i p p'Ca-!-ci — ]V h i 5v
2 p(6 -+- t') — j)« •>. ;x 2 p(a-rr) — p6 2 ;x
2 po— p6 ' 2 ' 2 J>(«-i-r) — j)(^^ (•) .a-
On a ensuite
Sur un cas particulier.
Les formules de la rotation se simplifient d'une manière remar- ([uable dans le cas particulier où l'argument constant v est supposé nul, et nous allons nous arrêter un instant à ce cas.
Par la théorie générale de linversion, on sait déjà (t. I, p. i33) que c'est ici le cas où le polynôme (i3) se réduit au troisième degré, où l'on a, par conséquent,
D'après l'intégrale (5), {m — x\) est une quantité positive; le polynôme (i3) prend donc des valeurs positives pour des valeurs de Xz comprises entre \l m et — ^ rii^ tandis que, pour ^3 = ±:^/;?, il est négatif. Ce polynôme a donc trois racines réelles. Le discriminant est donc positif.
L'hypothèse (' = 0 rend infinie la fonction ^(17). Mais, si l'on prend la différence de deux pareilles fonctions, d'arguments différents, on a
Iim = lim -^ : 5-i •— = p6 — pa.
La formule i^da), qui donne cos CZ, se réduit à celle-ci
toute semblable à celle (111, 19) qu'on a rencontrée dans le mouvement d'un corps grave de révolution. Les deux formules coïncident entre elles si l'on remplace les arguments actuels 6 et « par ± rt, et ± a.
En cherchant ainsi les formules de ce cas particulier comme limites des formules propres au cas général, il faut d'abord faire
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en sorle (juc la rrlalion ciilrc le temps cl rarj^uiiienl variable a soil composée en termes finis. Supposant // — /; iiiliiiinuiil p(,'lil (lu second ordre, il faudra donc supposer p iulinimcnl i;rau(l du premier ordre (.)')).
La quantité s est ici infiniment gi-andc du pieuiicr oidre ('^S); ///, et II sont infiniment grands du second ordre, ainsi que v, et a, {Çfi). En outre, ;ji.( a même partie principale que ±2v,, suivant le signe choisi devant le radical \/ \ h- -\- m'\ . Disons que la partie principale de u, est 2$v, (s ^ — ')•
Dans les formules (63), les parties principales des seconds niemhres sont alors x^/] -\- \x\ ou 6v'; pour la première et v, |j.'| ou f\^r\
pour la seconde. 11 faut eu conclure cpie - a pour partie principale
— V, et que r est infiniment petit du premier ordre.
Les formules (64, 65) donnent, pour pa et pb^ des expressions finies, à cause des termes l\v'\ — ix^, dont les parties principales se détruisent dans les seconds membres. yVinsi la formule qui donne cosGZ a un sens bien déterminé dans ce cas limite.
Quant aux arguments r/| et b^, on voit par les formides {Ç>Ç>) que l'un d'eux est nul; c'est Z>|, si u.,==2v, ; c'est, au contraire, r/,. si [i.( = — 2v,. Celui des deux qui n'est pas nul est égal à dz (« — b), comme il résulte de la relation générale (26) entre les quatre arguments. Enfin, la relation harmonique (3o) est satisfaite par la coïncidence de trois éléments.
Examinons maintenant la limite des formules (5o), qui donnent cosGX dz /cosCY. En y remplaçant D, et y [)ar leurs expressions (1^> 49)' O" ^3 pour limite de ces formules,
„., . r^xr ., :!'a -^b :j(u -h a) :j( u-h ù) .y. y,, ,— .,
COS G\ -- l COSCY = 2 Kl \ ; '—^, :; ('-(Ça+Ç6)« C"'/ *^"' ",
::'{a — 0) a'{a -y- o) j'-ii
cosCX — tcosGY = — -p ; i- — ; — '—^, __' e(!^«^-ï* « ei''>"'t.
Li 3'(a — o)a'{a -\- 0) a'^u
Si, au lieu de b et a, on met <7, et — rz, ces fornudes dilTèrent des similaires, obtenues au Chapitre III (ïil, 29, 3o), par le seul facteur e^'/v/'"<■^
La limite des formules (47) se trouve d'une manière un peu plus compliquée. Il faut, pour l'obtenir, connaître les deux pre-
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micrs Iprmcs du développement de ^v'. Pour les avoir facilement, prenons la formule (33)
A == £11 ^ -^^.^ -/,= l(a -^ i') — l^a -h ^0 -^ i^) - C^b - -ily.
En supposant i' infiniment petit, elle donne
— li> = - -+- U-(pb -{-pa)-h
On a de même, par une autre des formules (33),
-^ =t.-(p^> — pa)+...,
en sorte qu'on peut écrire
/ 1 y/ti p 1) -\- p a
tv
De là résulte (4o)
\ hs(q' — q) s /— , , pb-\-pa
— '^Cy:=z- 1 ^-i A <^>n{q — q) —. h...,
4 p/'X3 PO'3 pb — pa
la lettre / désignant, pour abréger, la quantité réelle entre crochets.
D'autre part, en mettant — ^ pour la partie principale de v,
on a
ii,n["':-''r=
où il faut observer que - est une quantité finie.
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SI Ion lient conijde de Texprcsslon (Sj) donnée pour D, on oblionl ainsi la liniile des ronnules {/\~ ) :
«ns AZ -- i cosBZ — ahe " ; — — -, — -rr- e^ ^ c ■' ,
«.osAZ — M'osB/=— -r^e * r— — 7 j-—, — C " C "' .
h :iya — b) j (a -r- b) j - «
Si l'on \ incl encore a^ cl — a au lien de h el a^ on a encore ici des formules 1res semblables aux similaires obteuues dans le Chapitre III (III, S, 'iGa). Mais, dans les équations actuelles, la première exponentielle constitue cependant une différence bien notable. Cette exponentielle disparaît quand on suppose rj =^ q' dans l'expression (y) de la force vive. Llivpothèse q = q' est une de celles que l'on peut faire, en effet, et elle répond à un cas important, comme nous le dirons plus loin; mais il n'y a pas lieu de la faire en même temps que la supposition p ^ p' dont nous nous occupons actuellement. En effet, ces hypothèses, faites à la fois, ont pour conséquence de réduire au second degré le polynôme (i 3) et de faire dégénérer les fonctions elliptiques.
C'est donc seulement à l'égard des Ibrmules qui donnent cosCZ et cosAXit icos ,\Y que le rapprochement avec les formules du Chapitre III a de l'intérêt. On conclut de ce rapprochement que, pour le cas/> = />', la rotation de l'axe du corps et celle de l'axe d'un solide pesant de révolution, dans le vide, diffèrent seulement par une rotation uniforme ( de vitesse q\Jin).
Discussion des formules.
La discussion que nous allons faire a pour but de préciser la nature des constantes figurant dans les formules, en distinguant les divers cas qui peuvent se présenter.
Dans tous les cas, la constante m est positive et la variable X:^ ne peut acquérir que des valeurs comprises entre — \ ni et + \ m ; c'est ce qui résulte de l'intégrale (5). D'autre part, la même variable Xz doit prendre des valeurs qui rendent positif le polynôme F(jC3) (i3), tandis que les valeurs in y//;i rendent ce polynôme négatif. Il y a donc toujours, entre \ m et — y /«, au moins deux
racines réelles de F, et c'esl entre ces deux racines qiroscille la variable .T;).
Nous distinguerons trois cas principaux, suivant les signes de (^' — p) et du discriniinaiil.
D'après l'égalité (i i), les valeurs que prend x.^ rendent négatif le polynôme (^^1; + lix^ — W'i). La constante r est, en cfTet, positive comme coefficient d'un carré dans la forme quadratique positive T (force vive). Il en est donc ici de ce polynôme comme de (x\ — m) : ses racines sont réelles et comprennent les deux racines de F entre lesquelles oscille .r^.
Le coefficient dex.'j, dans F, est ici positif. Le polynôme F est négatif pour les valeurs de ^3 égales aux racines de {x-^ — m) el (Je (^x'\ + A^:i — ni\)- Donc F a encore deux racines réelles comprenant entre elles les cpiatre racines des polynômes du second degré. Soient x\ x" , x" , x" les iwcines de F; on aura ainsi
( — ^rn . ) „ , ( v/'" > 1
( i A — Vt /^' + "'1 ; ( I A + Vi 1^^ + /"i )
Les quatre racines de ¥ étant réelles, le discriminant est positif et i' est réel (t. I, p. i 23); en outre ( t. I, p. 129), u -\ w' varie d'un multiple impair à un multiple pair de la demi-période réelle quand j:., varie de x'" à x" . La relation précise entre t el // doit s'écrire
((kj) « = w'-^ + ^/,
de manière que l'origine des temps corresponde à ^3 = x" .
Les arguments a el b correspondent aux racines de [x\ — /??); l'une est entre x' elx", l'autre entre x'" et x'\ Ces arguments ont donc (t. I, p. 129) les formes suivantes, si l'on suppose \//n pris positivement dans la formule (32),
(70) ci= l-«a, o=— }- u} -\- 10 ,
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où a" et b" sont réels. De nièinc, pour <l^ et /y,,
(71) «1 = H «rt ", , l>i= H co -j- ib'\ .
Suivant (aS) et (•>-9), on aura
rt" -f- «', = h" -f- 6 ", = 1 c" ,
c = \- ic , Cl = i — ! ,
w = -\ 1- te ,
En prenant arbitrairement les deux arj^umcnts purement imaginaires (i , b\ dont les fonctions p seront réelles, puis c -h - purement imaginaire et arbitraire, on aura, par la relation harmonique (3o), j)(T' conjugué de J3c; d'où résulte, pour «r, la forme
— h /c", celle de c étant — - -f- ic" . De là résultent «7, b, ctf, b,, r
sous les formes ci-dessus.
Les caractères que nous venons de mettre en évidence ne se reproduiront dans aucun autre cas; aussi peut-on conclure ainsi : l*icnanl des fonctions ellipliqiies à discriminant positif, v réel, //, a. b, (7,, by sous les formes (69), (70), (71), ai'ec les constantes a, '^purement imaginaires et 0, 0, o^ réelles^ on aura, par les formules trompées précédemment, la représentation du mow^ement dans l' un quelconque des cas oii p' — p est positif.
II. />' — /><o, A>o
Le polynôme F, dans ce cas encore, a quatre racines réelles. Supposons ces racines dénommées, comme tout à l'heure, x\ x'\ x"\ x'" et rangées ainsi par ordre de grandeur, mais dans l'ordre, à volonté, croissant ou décroissant. La variable ^"3 reste comprise entre deux des racines extrêmes, que nous supposons être x'" etj:". Les deux quantités ±\^fin sont l'une au delà de jc'^, l'autre soit entre x" et x" , soit en deçà de x' . De là deux cas lorl distincts.
Dans le premier de ces cas, le binôme {m — .rjj) est négatif (piaud ./■;( est compris dans l'intervalle (x'x"), intervalle où F est positif, (domine {p' — p) est aussi négatif, il faut que (//«, — Icx^ — .rj) 11. I?.
suit positif clans cet inlcrvalle, sans quoi le polynôme (i3) F ne pouiTiiil être positif. De là résulte que les racines du trinôme {.r''^-'^ fi.f'i — "i\) ■'^ont réelles et comprises, l'une entre x" elx'", l'autre en deçà de x'.
Dans le second cas, au eonlraire, celui où les deux quantités -f- k'/h comprennent entre elles les quatre racines de F, les racines tlu trinôme (j^-h/zX;, — //?i) peuvent être imaginaires. Si elles sont réelles, elles sont toutes deux, soit entre x" et x'", soit au delà de x", soit en deçà de x'.
Nous allons facilement reconnaître comment on peut choisir les ari;uments a, b^ <7|, h^ ])Our que les formules correspondent à un quelconque de ces cas. 11 suffit, à cet effet, de se reporter à la discussion qui a été faite dans le tome 1 (p. 12- à 129).
En premier lieu, c est réel et u est de l'une ou l'autre des deux
formes
(Ti) «= ; . , 7 =='^'
(' l'jt i
où ^' est réel.
PuKMiER CAS. — L'une des deux quantilés ± \^l ni est dans l'intervalle (x" , x'"). — En ce cas, l'un des arguments r/, b est réel, l'autre égala ± (>/, plus une quantité réelle; il en est tout de même pour «) et /v,. Sans restreindre la généralité, on peut supposer a-\ra\^ b-hbf réel. Alors les arguments auxiliaires (28, 29) w et c sont réels; a' et b' sont l'un réel, l'autre réel ± (o'. On obtient donc les formules propres à ce cas, en prenant les termes de la proportion harmonique (3o), de telle sorte que p(v, pc et pa' ou pb' soient supérieurs à e, et le quatrième compris entre e-^ et e-^. L'argument variable a Vune des formes (72); les constantes a, Y sont réelles.
DEtxiiiME CAS. — Les deux cjuantités ± y//« comprennent entre elles les quatre racines du polynôme F. — Les trois arguments a, b, v sont alors réels, l^es arguments «, et 6, sont des imaginaires quelconques si les racines de (xl-\-/iX3 — /?z,) sont imaginaires ; ils sont tous deux réels ou tous deux réels ± oj', si les racines de ce trinôme sont réelles.
Il s'agit de trouver, de la manière la plus générale, les argu-
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menls a, b^ ^/(, ^>^, c |t()iir satishiitu- ainsi aux coïKlilioiis ('>,G, '*.!). Posons, à cet cfTcl.
u\ — yj— w -^ c — a -^ h' ) = \{— V -^ a — b ),
\ »■, = U «r-h c -4-rt'-l- Z»') r= 1( r -i- <7, -T- ^,).
en
re
su II
«Il
"1 -^ ''0 = — ("' — fj' '•
Le rapport {in a) conserve donc la même forme avec les ar<^unienls //„, ii\, rj,, <•', rcmplaranl respectivement (r, c, «', ^', et l'on a, entre les fonctions p, la relation analogue à ( So),
( 74 ) ( P it'o — V ^'^ ) ( V "'1 — .P '"'i ) ^ ( J^ "0 — P '' 1 ) ( P "'i — P <-o ) = o.
Puisrpic rt, b, r sont réels, u\^, if\, c,, sont réels aussi. On dc\ i-a donc prendre pic]y, pif\i P^'o ""^^cls et supérieurs à e,, quelconcpies d'ailleurs. Le quatrième terme pr', en rcsulle. Il est réel. J^es arguments (7, et ^^4 sont alors déterminés par les deux égalités
«1 — bi =^ b — a. «1 -+-&! = •ît'', — v.
Si pc', est supérieur à ei, r', est réel; «, et 6, sont réels aussi. Si j3('', est entre e-y et e, ou inférieur à ^3, c', est purement imaginaire ou purement imaginaire à une demi-période réelle près^ alors a, et — b^ sont imaginaires conjugués; sipc', est entre e^ et e^, r', est réel sauf une demi-période imaginaire, et <:/,, bt sont réels ± (>/.
Les trois particularités, relatives aux racines de
{x] -h hx3— rui)
et signalées plus haut, se retrouvent netlement : on obtient les formules propres au cas envisagé en supposant a, b, «,, b^^ v déterminés par les arguments auxiliaires u'^, ;/', , r|,, r', (-Z) dont les trois premiers sont réels et le quatrième déterminé par la relation (74)- J-^^ constantes 0, 0, 0, sont purement imaginaires, y. et Y réels ; u a la forme (7^).
DKIMÉ'^ME PARTIK. — APPLICATIONS.
Le discriminant élanl négatif, le polynôme F a seulement deux racines réelles x\ x" ^ comprises entre les deux quantités rb \liti. Le trinôme (.rij H- A./;) — /;?,) a ses racines ou imaginaires, ou réelles et ne com|)rcnanl pas ./' et x" dans leur intervalle.
On obtient les constantes propres à ce cas par les mômes formules que dans le dernier cas ; il faut supposer p;/',,, pu\ , pr'„ supérieurs à ^2 • suivant (juc .pr, , déterminé |^ar l'égalité (^4 )> est supérieur ou inférieur k e,-, les racines du Irinôme [xl-\- kx-^ — nii) sont réelles ou imaginaires.
Décomposition de la rotation.
Dans les formules (4;, 5o, 4*^)» changeons les notations comme il suit :
■ u = — lia, i' = «1 -- //fl)
h = - \(i>o -•- Vi -t- i<o -+- Kl), a — — .1 (l'o — t'i -H i<o + «1 ),
5) G,^-E^-^^^^^±^\'-^^^±^e-<AK^-ri')\ J 3'y3'(a-r-i')L ^ u
Go = - Eie ' P -^ .
Ces foi'mules s'écrivent alors ainsi :
' «u 3'ro j ii\ j 't'\ •X
ros AZ -I t cos BZ — ces AZ — / cos BZ = cos ex -f- i cos CY =
cosGX — i cos G Y =^
Gj j'ho ^^"0 j "i ^'' ■■'-Go
j' Wu ^"''0 ^"l ^*'l
It
COSGZ =;
Go 3'«o ^<'u j' "l ^l'i
t{a-\- V) — ^a — 'Cv — Ki^-r-fj — ^b — tv ^
■iiii^,~^j.cui— > : —
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On reconnaît là les lormules (I, '>.6, 27, 3 >.) de la composilion des Irièdres ; les lelires X, Y, Z rem[)lacent Xq, jj'o, ^0 et y\, lî, C remplacent j^i, j>'i, ::|. De plus, dans la composition des Irièdres, les deux systèmes d'axes sont confjruenls ; ici il en est de même pour X, Y, Z et A, B, C.
On est donc en droit de conclure (p. 11) que la figure composée des six axes X, Y, Z, A, B, C coïncide entièrement avec celle qui est composée de deux systèmes d'axes définis, comme il a été dit dans la composition des Irièdres, par rapport ;"i un troisième système a, h, c au moyen des arguments Uq, ('0? '^i< < 1 et des quantités Go, Gj, telles que nous les donnent les formules du Chapitre I. Ces formules représentent deux mouvements M,), M,, pour lesquels les éléments variables sont les arguments //„, ?/|.
L'argument ;/o varie proportionnellement au temps.
La quantité Go (75) est une exponentielle du premier degré par rapport à «o- Donc Mo est un nwin-ement à la Poinsot. Il n'est réel toutefois que si le discriminant est positif, la variation de «0 réelle et si l'o est purement imaginaire à un multiple impair près de (o. Ces conditions sont satisfaites eflfectivement dans un cas, le premier de ceux qui ont été discutés plus haut, celui où (/?' — p) est positif. Dans le cas opposé, la décomposition n'est point réelle, et c'est un fait bien digne de remarque, quoique sans intérêt cinématique, que la décomposition d'un mouvement eflfectif en deux mouvements imaginaires.
Nous avons donc à étudier la décomposition dans le seul cas p' — /> ^ o. Quand la constante ^ est nulle, le second mouvement composant est encore un mouvement à la Poinsot. Mais, en général, décomposons Gi en deux facteurs, dont l'un soit une exponentielle du premier degré. En ne prenant que ce dernier facteur, nous aurions pour M( un mouvement à la Poinsot, dans lequel les axes X, , Y , , Z, , différents de A, B, C, seraient les axes mobiles, liés au plan roulant. Pour faire coïncider X(, Y,, Z, avec A, B, C, il suffira ensuite de faire tourner les premiers autour de Z, d'un angle ^j>, tel que e^'^ soit égal au facteur négligé.
Nous pouvons donc décomposer la rotation actuelle en deux mouvements à la Poinsot, en v joignant une rotation variée, mais effectuée toujours autour diine même droite. Cette décomposition, qui nous oflre un théorème analogue à celui de Jacobi sur
l8a DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
la rotation d'un corps grave (p. 90), va être examinée en détail. Les éléments du premier mouvement Mo sont entièrement déterminés par les formules {i-))- Quant au second mouvement à la Poinsot, que nous appellerons M', , nous avons à choisir, pour lui, la quantité G,, exponentielle du premier degré en n,, et nous poserons
en désignant par v. une quantité arbitraire. La rotation i| est alors définie par l'égalité
" ~\—7Tr-' \' '
d'où, en différentiant,
ou bien (69 et 46)
d'h _ p^ (^a — ^/,) cosZiZ -4- ^(i-i--6 ^ g — /. — ^
Ainsi la vitesse de cette rotation est de la forme
^ = McosZ,Z + N, dt
et les deux constantes M, N ont pour expression ^^^' ' I o'J , , a — y. — 5
N = - '-i^l^Za^Zl,)
Il est manifeste que les deux mouvements Mo, M', concordanls (p. 75) sont d'ailleurs tout à fait arbitraires. Etant donnés, ils déterminent les arguments a, 6, p et les constantes y, x -h 5. Si l'on prenait arbitrairement M et N, les constantes ^ et a — Jt — 5 se trouveraient par là déterminées. Mais (3 est liée aux autres con-
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slanlcs; de plus, on pcul prendre N nul. On a donc la proposilion
suivaulc :
Pur rapport à des axesjixcs tt, />, c (axes do symétrie de deux ellipsoïdes ou iivpcrl)(iloïdes), deux systèmes (V axes X, \ , /, et X,, ^ ,, Z, sont animés de deux mouvements concordants à la Poinsot. Un autre système A,B, C, où l'axe C coïncide avec Z|, est animé autour de Z, d'une rotation dont la vitesse instantanée est
—, = .AI cosZ. /. • dl
Si la constante ^I est convenablement choisie, le mouvement relatif de A, B, C par rapport à X, Y, Z nest autre que la rotationRd'un solide dans un liquide, dans le cas où, la force vive ayant la forme {-) envisagée ici, // — p est positif.
Xous devons traiter maintenant les deux questions suivantes :
i" Trouver les constantes de la rotation R, c'est-à-dire les coefficients de la force vive, etc., en supposant les deux mouvements composants donnés ;
•2" Inversement, trouver les mouvements composants, étant données les constantes de la rotation R.
La solution de ces deux questions doit, bien entendu, être entièrement dégagée des fonctions elliptiques.
Détermination des constantes par celles des mouvements
composants.
Dans ce premier problème, les données sont deux mouvements à la Poinsot concordants iMo, M',.
Ces deux mouvements sont définis séparément et la correspondance entre eux est établie, comme il a été expliqué au Chapitre II (p. 79),. au moyen d'une position donnée pour les deux systèmes d'axes Xo, Yo, Zq etX,, Y,,Z,.
Les notations relatives à ces deux mouvements seront ici les mêmes qu'au Chapitre II (p. 'jO à -9).
r^a quantité t, constante arbitraire d'homogénéité, est liée à la
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quanlitr analogue p, qui a été employée ici. On a thi 1 du 3 p
Tout d'abord les deux constantes A et B (11, 56) fournissent immédiatement deux de nos inconnues. On a, en eflet (33)
A=|[rra--n-r«-r(<^+r) + r/.] = 2(.„_-,) = ^',
Pour continuer la recherche, employons les formules (63) à (68), qui donnent p-pc, p'p'i', p-pro, ... en fonction des cinq constantes [jl, jx, , v, v, , 5, dont nous reproduisons, à l'égard des quatre premières, la signification (62)
- /j = vi — = V , ^ m = ;j- , 1 / 7 '''
Ce sont seulement les rapports de ces inconnues à H qui pourront être déterminés; deux d'entre eux viennent d'être trouvés, savoir :
Des équations (63), (68) on lire
;j.f H- 'y- — 2vf = o,p2(2p,., -f-pi;).
par conséquent
(79) ^= — 7(A2 — 2B2) + 2(2T2pri4-T2pp).
Prenant ensuite les deux combinaisons suivantes
p(5p't'i ^2VipV) = (pt^ — pt'Od^f — 1^2;,
on en conclut
P'^l -^ B-3p'r = (-2pj,j _ -^pt,) J I^ _ lii V
( BT3p'..-^':3pV = 2(T^p.--:^p.,)(^,^--;j!j^^,
équation dont la première donne jr> puis la seconde 7 •
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Ainsi, ilcjà suiil (IrlcnniiK-s sans amlji^uïlé les rapj)orls de \ //?, // , . .s\ — à 0 cl coliii (le ///, à 0--
Considc-roiis inainlciianl les deux ex|)oncnlielles Go cL G, (jui achèvent de caraclériser les niouvemenls composanls. Elles ont, comme on sait (11, (i), les expressions siiivanles
Gn = /..)<? '^" > G', = kxc
• II, y
où /•„, /.■, sont des constantes arl)ilrair(>s, (pii n'ont à jouer aiieiin rôle. En mettant, pour //„ cL //, leurs expressions ( -5) — a et u -\- K- , on voit que le coefficient de ii , dans l'exponentielle G(,, est
-' H rru= ~ —II —
iî — ■ -H ^ Tu = ~ ( —lt-r-\--.lV^)) ,
tandis que, dans l'exponentielle G', , ce coelTicient est c'est ce qui résulte de l'égalité (11, 4^)
D'autre part, d'après (75) et suivant l'expression (48) Je D,, ce coefficient, dans Go, doit être
- (ï + •- D,) = - ^ j 1 - 3 [:« + r^ + r^ia + r) ~w> + ^)\ \ ;
tandis (jue, d'après (76) et suivant l'expression (37) de D, le coefficient analogue, dans G,, doit avoir pour expression
Nous avons donc les deux ('(pialions suivantes : . h.
__(^a + rA-4-^(a-4-e)+Ç(/-' - ^) -+-v.:;t'«)i.
iSO DEUXIÈME PAmiK. — APPLICATIONS.
D'après (70), les argumenls a^ b -\- v et k\ ont zéro pour somme, et aussi les arguments b, a-\-v, Tq. Par le théorème d'addilion des lonctions Ç(t. 1, p. i38), on a donc, suivant (<)-),
■'- JH«-^- »■} — J"!* ? \
Nous avons,
par conséquent,
Y I sv ^ /i„
De même, en considérant ^, — a, c,, dont la somme est nulle, et // 4- t', — {a ->r v), p,, dont la somme est nulle également (70), on a
La quantité purement imaginaire x, qui se trouve ainsi déterminée, n'est nullement liée au mouvement résultant, mais elle va
servir à déterminer ^' C'est en prenant enfin les expressions (77)
des constantes ^I, N, dernières données du problème, que nous achevons la solution. Nous aurons, eu effet, d'après les équations (7(S),
NA — MB
iO A Nous concluons de là d'abord, fi devant être écal à
constante M doit cire prise égale à
(83) M=LaB-
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En second lieu, prenant JN = o, nous avons (80 LZLii^_3-ll]^'^,
A quoi il faut joindre
Par les égalilés (8i, 84) sont dûLerniinées les conslanles purement imaginaires y, j en fonction des données et de la constante purement imaginaire t:- Cette dernière est fournie par régalilé (80). Les cincj constantes trouvées en premier lieu et ces deux dernières t» â' constituent le svstème de sept constantes, relatives à la rotation, que l'on a prévu plus haut (p. ib'p).
Détermination des mouvements composants au moyen du mouvement composé.
Des égalités (II, 7), appliquées successivement aux deux inou-
ments à la Pc
:, puis - par ^
vements à la Poinsot, on conclut, en remplaçant — ? — par — t il
-^^ rpv,- p.p..) =-ô47^- Ecrivons ces égalités sous la forme suivante :
et observons que les trois quantités p-(Ca — J^^) sont racines de l'équation
■i(X-+-?-p^')'— ?*o2(X4-p2pe) — pfi^^^-s^o, c'est-à-dire
l88 DEUXIÈME l'ARTIK. — APPLinATIONS.
On a calculé plus haut (63, 6'^a) les coerficients de celte équation, en sorte que l'on a immédialemenl l'équation résolvante
4 X' -I- U ( 7. V f -+- [J.- -+- ;jl] — s- ) X -
-^ 7(-i vf -4- ;jl2-1- [J^Ï — S-)2— (vf— ,j.2)(v2_ ,j.|)_.ç2(v -H v,)2 X
-^ 7 [ "' 1 ( I-^î — M- ) — ■'<-{ '' -r- Vi )Y ^ O.
Hcmplaranl p-(pro — j)i') et p'.p'ro par leurs expressions (68) dans l'égalité (86) et posant, pour abréger,
nous concluons la détermination du mouvement composant JNIq, i;omnie il suit.
Soient Xa, Xp, Xy les racines de l'équation résolvante, on aura
y fil ff» , ^- y . /'n ^n ^- ■- /< » '^n
' -^a^-çu' 7 — =(-^«-^;o) -, =(-^y-^;o) -,
;'i quoi il faut joindre l'égalité (Si)
Par un calcul tout pareil et en prenant
ci = Vf — -s-, on détermine le mouvement composant M', an moyen des égalités
l'>n outre, la concordance des deux mouvements Mo, M', comporte
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la délerminalion des constantes A, li, T-j)t', T'jVt^ (II, ;j6); voici leurs expressions (78, 63) :
x^-pv =
•.'VJ -f- [JI--T- u'ï — s-
l'^ndn, la coiislanle M du troisième Diouvement est donnée par régalitc (83)
Sa avi i
iO
.vO
Cas où le corps solide est de révolution.
Quand le corps solide est homogène et de révolution et dans d'aulres cas encore ('), l'expression de la force vive peut être mise sous la forme simple de la somme des carrés U-, V-, W-, P-, Q-, R- avec les mêmes coefficients pour U^ et V-, ainsi que pour P- et Q-. Quand il en est ainsi, les rectangles disparaissent dans l'expression (7) de la force vive avec les variables jf,, ..., _}'i, — Les coefficients y, 7' :^onl nuls, et, par conséqueni, la conslanle /< = |v, (i^) est nulle ainsi que ,0, ce qui fait disparaître la rotation variée autour de l'axe Z,. Ainsi, dans le cas où le corps s(dide esl de r('volulion, sa rotation est la résullanle <le deux mouvements à la Poinsol.
Sur une propriété du mouvement relative à l'herpolliodie.
Reprenons l'expression (00) de cosCX-f- /cosCY cl décom|iosons-la en éléments simples. L'élément simple est
et Ion a
(') Voif Ivinciiiioi r, l'orlcsii/igen iiùcr Diatlteniadsche Pliysih, p. l'i'l.
190 DEUXIÈMi; l'.ViniK. — APIM.IOATIONS.
D'après les égaillés (75), 011 peut écrire /(//) sous la forme
Go
C'esl juslonicnl, sauf un facteur conslanl cpii dépend de l'unité de longueur, l'expression de.r,-f-n-, (M, i4) dans l'iierpolliodie relative au premier mouvement à la Poinsot que nous avons considéré. De même E, /"(//+ r) est aussi l'expression de x^^i}\ dans la même hcrpolhodic, mais prise pour un point de cette lierpolhodie correspondant à une difTérence v de l'argument, c'esl-à-dirc à une difTérence constante du temps.
Examinons maintenant le facteur qui multiplie y(;< -|- r) dans le second membre (88), et considérons d'abord l'exponentielle que ce facteur contient. D'après l'expression (/î8) de Dj, l'exposant peut s'écrire ainsi
.' i'[^(7 -\- ^(a-f- r) -^"ih -\-X.{b -\- v — 210)] 4- r^c.
Les quantités "C^a et — t^(f/+(') sont conjuguées, ainsi que 'C^b cl — ^(^ + V — aoj), comme on voit par les égalités (70). L'exponentielle a donc la forme e'^i'e'?, <p étant un angle réel. D'autre pari, en tenant compte de (70), on a
■^ a -jb
Les quantités -ia et — d{^a-\- r) sont conjuguées ainsi que dh et — di^b + r — 2w) : ce facteur a donc la forme e"'^'" e'?'. o' étant aussi un angle réel.
Le facteur total envisagé a donc la forme e'*^', ^ étant un angle réel. De là découle la conclusion suivante :
Sur une herpolhocUe, on prend deux points M et M' qui varient ensemble et correspondent à une différence constante du temps. On fait tourner d'un angle constant, autour du centre O de V lierpolhodie, le rayon vecteur qui va de ce centre au point W\ soit W l'extrémité du rayon vecteur ainsi obtenu, de longueur égale à OM'. La rotation de la droite MM" repro-
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(luit 1(1 rotation du phiii rontcnitiit Vaxc C <Ut corps et In droite Jixe / de l'espace, dans le mouvement d'un corj)s solide en un liquide, pour l'un cjuelconrjue des cas oii, la force lu've ayant la forme (-), la dij/ere/tce (/>' — p) est positive. Cette herpolliodie appartient au premier mouvement à la Poinsot composant celui qui concerne les axes X, \ , Z (p. i83). L(t différence constante des temps, relative aux points M et M', est égale à lit di fférence des temps relative aux deux mouvements à la Poinsot concordants.
D'après la proposilion de la page i83, on voit que c'est là, en (Irfinilivc, une propriété des mouvements à la Poinsot concordants.
Bien (|ue l'angle dont on fait tourner le ravon OM' soil arbitraire, on reconuaîl, par ce qui jirécède, que cet angle s'évanouit avec V. l^a proposition actuelle dégénère de la sorte en celle qui a été établie, pour le cas v = o, au Chapitre III (p. 1 11).
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LV COURBE ÉLVSTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNIFORME
Équalioii dilTorenticllc de la courbe. — Intégralioii. — Inversion. — Nalurc des arguments. — Rayons maxima et minima; axes de symétrie. — Points d'inllcxion. — Sens de la pression normale. — Sens de la convexité par rapport au centre des forces élastiques. — \ ariation de l'angle polaire. — Angle compris entre deux rayons consécutifs, l'mi maximum, l'autre minimum. — Diverses formes de la courbe, le discriminant étant négatif. — Diverses formes de la courbe, le discriminant étant positif. — Courbe élastique sans jression, déduite <le la précédente. — Courbe élastique sans pression trouvée directement. — Prisme droit chargé debout. — Anneau comprimé normalement.
Équation différentielle de la courbe.
Le ])i^oblèmc dont nous allons notis occuper concerne la rccherclic de la figure d'équilibre d'une verge élastique dans le cas suivant : i" la verge est supposée, dans son élat naturel, de forme circulaire (ou droite); •>." outre des forces ou couples quelconques agissant en ses extrémités, dans le plan de la fibre moyenne, elle supporte une pression uniformément répartie sur cette fibre, normale à cette courbe et dans son plan, et lui restant totijours normale dans les déformations. Ce problème a été traité, pour la première fois, par M. Maurice Lévy, suivant une métbode que nous allons rappeler.
Considérons la courbe plane suivant laquelle est fléchie la fibre movenne dans une position d'équilibre et suivons celte courbe dans un sens déterminé. Si nous envisageons un point A sur la courbe, le sens adopté pour suivre la courbe nous sert à distinguer
( ' ) \ consulter : Maurice Lévy, Sur un nouveau cas intégrable du problème de l'élastique et l'une de ses applications (Comptes rendus, t. XCVH, p. 6f)''|, et Journal de Mathématiques, 3° série, t. \, p. i ). — Halpiikn, Sur une courbe élastique {Journal de l'École Polytechnique, .')'|- cahier, p. iS3).
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.a portion de la courbe en deçà du point A et la portion (jui est au delà de ce point.
La portion qui est au delà du j)oint A exerce, sur la portion qui est en deçà, des réactions élastiques. Ces réactions ont |)Our résultantes : ï° une force F appliquée en A; 2° un couple M. D'après la théorie de l'élasticité, voici l'expression du couple M, noniuK'couple de Jlexion ou moment fléchissanl :
(!) M = El(i-
Les lettres E, 1 désij,^nent deux constantes positives, le coefficient d'élasticité de la substance et le moment d'inertie de la section droite autour de la normale au plan, menée en A; 0 est le rayon de courbure actuel, 0' le rayon de courbure primitif.
Dans l'expression (1), le signe de p est arbitraire^ mais 0' doit être pris avec un signe déterminé, le même que celui de 0 ou le signe opposé, suivant que le sens primitif de la courbure est conservé ou renversé.
Toutefois, le signe de p est déterminé si l'on a choisi le sens positif des moments. Il est naturel de choisir, à l'égard des moments, le même sens positif que pour les rotations dans le ])lan de la figure. Supposons qu'il en soit ainsi.
Sur la courbe, nous avons déjà choisi un sens pour la décrire. Si nous confondons la courbe au point A avec son cercle osculateur, le sens dans lequel on la décrit correspond, sur ce cercle, à une rotation positive ou négative, dont le signe est bien déterminé.
Ce dernier signe est justement celui qu'il faut attribuer à p dans l'expression (i), d'après les conventions qui viennent d'èlie posées.
En deçà du point A, considérons un point x\o assez voisin [)Our que la courbure de l'arc AqA soit partout de même sens. La portion de la verge au delà de Aq exerce des réactions avant des résultantes Fq, Mo analogues à F et M. Par conséquent, la portion en deçà exerce des réactions ayant pour résultantes — \\ et — Mo- Si l'on envisage l'arc A^A comme un solide, ce solide doit être en équilibre sous l'action de F, AI, — Fq? — ^^0 c' <^'^' la pression.
ig4 DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
Une pression normale à un arc de courbe et répartie uniformément sur la lon^î^ucur de cet arc donne lieu à des composantes et à des moments qui ne dépendent pas de la forme de cet arc, mais seulement des extrémités. Menons en Aq et en A les perpendiculaires à F et Foi soit O leur point de rencontre. Substituons le contour AoOA à l'arc Aq A; soient /'o, /' les rayons OAo et OA. On peut remplacer la pression sur l'arc par les deux pressions pf'o^ P'' perpendiculaires sur les deux rayons en leurs milieux. Les sens de ces pressions sont d'ailleurs déterminés sans ambiguïté, comme on voit en déformant le contour. Il suffit qu'on sache de quel coté s'exerce la pression sur Tare. On peut préciser d'une manière générale en observant que la pression pr et la pression sur l'arc ont, par rapport au point A, des moments de même signe.
Les deux pressions /)/'o, ff doivent ensemble faire équilibre à
— Fo et F, qui leur sont respectivement parallèles. On en conclut que F est égale à pr et dirigée en sens opposé. De même pour
— Fo el p/'o.
Les forces F et pr forment un couple. Le moment de ce couple est ± ^pr-; il a le même signe que le moment de pr par rapport au point A, le même signe donc que le moment de la pression sur l'arc AqA par rapport à ce même point A. Manifestement, ce signe résulte, à la fois, du sens de rotation sur la courbe en A et du sens de la pression; c'est le signe plus, si le sens de rotation est positif et si la pression est du côté de la concavité. Ainsi le couple (/?/', F) et le couple M ont le même signe quand la pression est du côté de la concavité, le signe opposé dans le cas contraire.
Les quatre couples M, —Mo, {pr, F), {pro, — Fq) doivent se faire équilibre-, donc
.M — Mo -sz \(pri-~ prl) = o.
En posant
on conclut l'égalité
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dans laquelle A est. une conslanle positive, B une constante de signe quelconque, et dans laquelle aussi le rayon de courbure o est positif ou négatif suivant que la pression est du côté de la convexité ou de la concavité.
Le point O, origine des rayons vecteurs /•, a été nommé par M. Maurice Lévy centre des forces élastiques.
Le cas où la pression normale n'existe point n'échappe jias à celte analyse. Les forces F et — Fq doivent se faire équilibre; elles sont égales et de sens opposé. La force élastique F est donc partout constante de grandeur et de sens. Si l'on prend sa direction pour celle de l'axe des y, le moment du couple (F, — Fo) est alors proportionnel à la différence des abscisses de Aq et A. On conclut donc ([uc la courbure est une fonction linéaire de l'abscisse.
Intégration.
Dans l'identité
{a^-\-b"^){ah"— bal')
— {a' a -^ b' b"){ab' — ba) = ( aa' -\- bb'){a'b" — b' a"),
[)renons
/ , d.r ,, flv „ d-x ,,, d-v
a = X, b—y^ a = -j- , fj—-^, a = -r— , b = —r^, as an as- ds-
X e\ y désignant les coordonnées d'un point de la courbe et s l'arc correspondant; il vient
d''-Y d'^x ( dr
ds^ -^ ds^ \ ds
dy\ 1 dx d'^y dy d'^x\ •^Hs) \ds 'ds^ ~ ds 'cïs^ )
ou
bien
. / dy dx
,. dx d^v dv d^x \ ds "^ ds ,
ds ds^ ds ds- d(r^)
Le premier monbre représente, comme on sait, la courbure. Son signe, d'après celle expression (4), est le même que celui de la rotation sur la courbe, au point (.r, )'), quand on suppose celle courbe décrite dans le sens où s est croissant. Kn clioisissanl donc
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ce sens, on peut prendre l'expression (4) pour celle de la courbure telle que la formule (3) l'exige. Il en résulte
d'où, par intégration,
On a d'ailleurs
dy dxy , I /dr^Y
il en résulte
t. ds ds / 4 V ds
La dérivée de /'- par rapport à s étant ainsi la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré en r-, nous concluons que /•- est une fonction elliptique de l'arc s.
En désignant par 0 l'angle polaire, on a, d'après (5),
^''' ds ~ r' '
puis, à l'égard des quantités
xzh ly = re
(8 ) d log (x ±z iy) = rz i dd.
\-in désignant par ), l'angle de la normale et du rayon vecteur, on peut représenter la quantité (5) par /-cosA, en sorte qu'on a aussi
( rcosÀ = Ar* -1- B/-- -^ G,
Inversion.
La forme du polynôme du quatrième degré (6), comparée à celle du polvnôme \ (t. I, p. i i8) qui a servi de type pour l'inversion, conduit à faire l'inversion comme il suit :
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Soil (en employant la lettre :;, au lieu de j' comme au tome 1, p. m8)
(.0) .^IPl^LZjil;
2 j) U — pv
désignons par a une longueur constante et positive et posons (t. I, p. 1 18, éq. /[S a et 0)
(II) /-î = :iH,pv — pu)lpv — p(u^v)] = -{p"i> — 9.zp'v),
3t OC
( 1 9. ) A /•* -^ B r- -+- C = - ( -"^ — 3pv) = ' [p( n -h V) -^ pu — 2 p v ] .
VouT déterminer par là A, B, C en fonction des quantités elliptiques équivalentes, on tirera z de l'équalion (ii), on substituera dans l'équation (ip.) et l'on identifiera les deux polynômes en /-. Il vient ainsi
„3) A = ^^,, B=-^:^, C = l\(^:f-Zp,].
Celte expression de C est à remarquer ; on y retrouve la fonction caractéristique de la multiplication par 3 ( t. I, p. cj5, 96,
D'après les égalités (i i, i'>.) et conformément à ce qui a été dit au lome I*^' (p. i 18, 120), on a maintenant
r^.-(\r* -_ Br2 h- Cf- ^- - -, [p(« - O - pu]^ ^ - j (^^^^{)
Donc, suivant (6), / CN ids ,
(.5) TTu^''^''
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De l'égalilé (7) nous concluons
^0 p' V p(?/ -4- r) -T- ,p« — apc
, du ■j.i{pii — pi')[p(i(-^i-) — pv] (16)
L'égalité (8) donne ensuite
■^Ipu — pv p{u^v) — pv j
du
et, d'après la formule d'addition pour les fonctions ^ (t. 1, p. i38)
— log(r-(- if) = -iti' -+- l( a — v) — liu- -^ ^'), -7- Iog(a-— iy) = — iX.y ^ X,{u -\- iv) — 'C,u.
D'où, par intégration, en désignant par E une constante arbitraire complexe, dont la forme se précisera plus loin,
a E -ii u — t' ) „ y
a :;'(?/ -^ 9.0 „ - X — iy= r; e-^Wi".
égalités conformes à l'expression (11) de /■- ; car elles donnent (t. I, p. 171)
^':i{u — K') -Hu^ v) -ii u -^ %v)-iu.
= ^-{pv — pu)[pv — p{u-^v)].
On en conclut
08) e-0=£:z:i^ = E-^ ^u^iu-v)
X ly O'^ît -1- (') 3'(M -1- 2f )
Les formules (9) donnent les suivantes : /•e'A ='x{pu — pv)
( re-"- = a[p(K-i- ç^) — pv\
Pour l'expression du rayon de courbure, nous tirons des égalités (12, 1 1)
ar'^ ^P V
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D'où, .suivant (3),
Nature des arguments.
Le discriminant A des fonctions elliptiques peut ici être positif OU négatif. S'il est négatif, on sait que l'argument c est réel (t. I, p. 122). Si le discriminant est positif, le polynôme du quatrième degré (6) a ses racines ou toutes réelles, ou toutes imaginaires. Mais le dernier cas est impossible, car ce polynôme serait alors toujours négatif, tandis qu'au contraire r'^ doit prendre seulement des valeurs qui rendent ce polynôme positif. Si donc le déterminant est positif, les quatre racines sont réelles, et ç est encore un argument réel (t. I, p. 128). Ainsi ç, dans tous les cas, est un argument réel.
Si le discriminant est négatif, u -{- - doit être purement imaginaire (t. I, p. i3o). Si le discriminant esl positif, i( -h - ou bien u -^ ^ to est purement imaginaire (ibicL). Ces deux formes
ne sont distinctes que si on limite v dans l'étendue de la période réelle. On peut les réunir, en limitant c dans l'étendue d'une double période, et poser, t étant une variable réelle,
(21) u = h- it.
Les deux quantités u et — («+ v) sont conjuguées, en sorte
qu'on voit bien apparaître la réalité de r (1 i). La quantité - est la
valeur absolue (module) de pv — pu. On voit aussi que la constante E (i'^) doit avoir la forme e*'^"+'?, o étant un angle réel, en orte que les formules (17) deviennent
22 ) x±ziy = 'X e*'? e-^'*^".
<:f^ç(ï(^-±it\
L'angle arbitraire cp se rapporte au choix de la direction des axes. La liaison entre la variable t et l'arc s est donnée par l'égalité (i5), qui devient
Soit ftio' la période purement imaginaire. En faisant varier t depuis zéro jus(|u"à -—■> on obtient une portion de courbe, qui se répèle ensuite pour les autres valeurs de t ; car /- est nue Ibnction périodique.
On peut aussi, pour simplifier la discussion, restreindre le champ de l'argument r. Le changement de u, t, v en — ?/, — ^, — r n'altère pas l'expression de /•-, il n'altère pas non pkis les formules (-.ii) et (aS). Ainsi le champ de l'argument v, au lieu d'une double période, peut être pris égal à une période seulement, de zéro à -im. Au cas du discriminant négatif, on peut le restreindre davantage. La denii-j)ériode réelle étant 0J2 et la demipériode purement imaginaire o)'^, on sait (t. I, p. ^4) que t02 ^ ^2 est une période. Si l'on change donc u et i' en — u et 2Wo — c, la formule (21) devient
11 = 0)^ i/ ss 1{ tz^ — 1 ;
elle reste inaltérée si l'on change en même temps la variable réelle t' en — ( / ±: ^ j qui est réelle aussi. Ainsi, pour le cas A <^ o, on pourra restreindre le champ de v entre zéro et too-
Rayons maxima et minima ; axes de symétrie.
Aux valeurs de î, multiples de -^5 répondent les racines du po-
Ivnôme (6) 1 1. I, p. 121) et, par suite, les maxima et minima de /•-. C'est ce qu'on voit en prenant la dérivée de /-. Pour distinguer les maxima des minima, prenons aussi la dérivée seconde :
d( r^) ^ , dz „ , r / ^ T
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A cause (le IV'^aliu- a = h il, il on rc'sultc
!a2j)'cj)'-,
•>.a^ji i'p [ - -:- w
I^os doux qiiaiililrs ))' - cl |)' ( — h to'j, doiil les aryuinciUs dilTr-
rent d'une demi-période, sont toujours de signes opposés. En conséquence, les maxima et les minima du rayon vecteur sont alternés.
Soit w la demi-période réelle. La première quantité (ai) e^l positive ou négative, suivant que le nombre impair immédiatement
inférieur à — est de la forme An -^ i ou de la forme an — i . w
Quand le discriminant est négatif, nous avons restreint le champ de r entre zéro et w^. D'après cette convcnlion, pour A << o, le maximum correspond à t = o.
Pour les discriminants positifs, il nous faut étendre le champ de V entre zéro et^ato. Par cette convention, pour A >> o, il y a deux cas à distinguer : r étant entre zéro et co, à / = o correspond le maximum ; c'est, au contraire, le minimum si c est entre w et 2 w.
Si l'on prend, pour t, deux valeurs symétriquement placées par
rapport à un multiple de A-> /- prend une seule et même valeur.
Chaque rayon vecteur maximum ou minimum est donc un axe de symétrie.
Points d'inflexion.
Dans l'expression (•-'.o) de la courbure, le dénominateur n'est jamais nul ni infini, sauf un cas particulier dont nous parlerons plus loin. C'est uniquement de l'évanouissement du numérateur (p' li — p'i') que dépend l'existence des points d'inflexion.
L'étude des racines de léquation p'u:=p'v a été faite au tome I (p. iio-ii3); elle conduit à distinguer les cas suivants :
l" DiSCUIMIJiANT IS'KGATIF.
202 DEUXIÈME PAUTIE — APPLICATIONS.
// n'y a pas d'injlexion. En efTet, l'équation p'uz=p'v a ses racines réelles; elle n'a pas de racine de la forme (21).
B. Dans loul autre cas, le discriminanl étant négatif, ;7 )■ a une inflexion entre deux rayons consécutifs , l'un maximum , Vautre minimum. L'équation admet, en eflfet, une racine réelle, qui est r, et deux autres (à des périodes près) de la forme
- '- ± it.
ISCniMIiVA\T POSITIF.
Il ny a pas d' inflexion. Car l'équation, outre la racine r, en admet deux autres dont la partie imaginaire est une demi-période
et dont la partie réelle n'est pas
D. jy^r>
Il y a une inflexion entre deux rayons consécutifs, l'un 'maximum, Vautre minimum. Car l'équation admet, outre la racine r,
deux racines imaginaires avant la forme ± it.
Nous allons encore trouver une confirmation de ces résultats
en considérant les signes de la courbure pour « = et
// = — 7+ w'. Prenons, à cet effet, les deux quantités
La première, Ço? est toujours positive. Effectivement, elle ne saurait être négative que dans un cas, celui où la fonction p" a deux racines réelles. Ces racines existent dans le seul cas A -< o, i>"2 > o, ^3!> o (t. I, p. 107-109); on en trouve deux, Co, i'i, dans l'intervalle (^ 0)2, Wo),
Les arguments réels pour lesquels la fonction p est égale à
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pi'o OU à jjr, se succèdent ainsi par ordre de grandeur :
iiOi—vo, — aw^-Hf,, — vi, — 1;„ co
I "2102 i'i. "iWj — l'o, -2102-1- t'o, 2W2-f- ^'l, ....
Au-dessous de cliaquc intervalle est /iguré le signe de la fonction p".
Nous avons restreint le champ de c, pour le cas A •< o, entre
zéro et to.. Celui de - est donc limité entre zéro et ^w-., où l;i
fonction p" est positive. Ainsi, comme on la annoncé, ;o est toujours une quantité positive.
Envisageons maintenant ;,. Soit d'abord A ■< o. La demi-période purement imaginaire m'., ne diffère de la demi-période réelle luo que par une période. La quantité Çi peut donc, ainsi que Ço^ être considérée comme étant la valeur de jj' pour un argument
réel — h i.o-2- Donc, en premier lieu, si p" n'a pas de racine réelle,
c'est-à-dire si Ion n'a pas i,'o>o, ^"a^o, ii est positive comme ^0- Dans le cas opposé, 'ij |)eul être une quantité négative. Le
champ de — h Wj s'étend de to-, à i^Wo- Il comprend, parmi les intervalles (aj), celui-ci, (■ito-, — i"i, aco^ — t'o), où j^" est négatif. On aura donc Çi << o au cas
2 co j t'i < i- W2 < •'. Wo l'o ,
c'est-à-dire
2 t02 — 2 l'i < r < 2/02 — 2 f oi
D'après les résultats établis au tome I (p. 107), cette double inégalité est précisément celle que nous avons supposée pour distinguer le cas A. Ainsi, dans les cas ci-dessus, on a
Soit maintenant A > o. La fonction p" a une racine r, de la forme a 4- lo', où a est réel, et ç, est négatif si j) ( co'j est
supérieur à J)r,. D'après la formule d'addition de la demi-période, on a
iVùh résulle que ;, est négatif si p - est inférieur à pa. L'argument a est compris entre zéro et ^ (o (t. I, p. 108). Dans le champ (o, ti)), où est restreint -, ce sont les arguments supérieurs à a
pour lesquels la fonction p est inférieure à pa. Ainsi, ç, sera négatif si V est supérieur à 2Cf, négatif dans le cas opposé.
La supposition r> 2a entraîne celle-ci p'-v < jy-2«; elle coïncide (t. I, p. 108) avec celle qui distingue le cas C. Nous avons donc, pour les cas ci-dessus,
La distinction de ces quatre cas, au lieu d'être faite comme plus haut, au moyen de p'-v., peut, nous venons de le voir, être faite plus simplement au moyen de pv ou de c, comme il suit :
/ A. ffi> o, ,^3< o, -X
A . ff-i > o, ,^3 < O, ■;•, C02 — 2 l'i < t" < 2 0J2 — 2 Po ; A < o. <
B. Tous les autres cas.
G. v>xa; pp<^£L^.
En un mot, dans tous les cas, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'y ait pas d'inflexion, c'est
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Nous venons de reconnaître que la distinction des divers cas, relativement au signe de ç,, est la même que relativement à l'existence des points d'inflexion. En voici la raison. On a (t. I, p. lojj
D'après l'expression (20) de la courbure, il en résulte
Tour a —
■^ pu
Four ;/ = (•> — = , p ( to | .
ri apvp / - — 10 j
Les dénominateurs de — et — sont de signes opposés, comme Po Pi on-)
on Ta déjà observé à l'occasion des expressions (24). U s'ensuit
donc que les deux courbures sont de même signe ou de signes
opposés, suivant que Ço et ^i sont de signes opposés ou de même
signe. C'est donc une confirmation des résultats déjà obtenus.
On doit noter que Cq est positif dans tous les cas, sauf un seul,
celui où, A étant positif, v est compris entre o) et 20J. Ce cas doit
être classé dans la catégorie C, car '2 a est moindre que oj. Il v
aura lieu de distinguer ce cas, et nous partagerons la catégorie C
en deux autres, C|, C^; de sorte (jue nous distinguerons cinq cas
différents :
^ A. ffz>o, ,i'3<0, 20J2 — ■2ri<r<2co2 — 2(^0; Po>o, pi>o. I B. Dans tous les autres cas; po>o, pi ^o.
Gi.2a<v<aj; Po>o, pi>o.
o. 1 C-i- w<f <2w; Po<o, pi<o.
(D p<2a; po>o, pi<o.
Sens de la pression normale.
Le signe plus de la courbure indique que la pression normale est du côté de la convexité. Donc, cla/is tous les cas, sauf le
cas Co, la pression est du côté de ta convexité aux sommets de rayons maxima. Dans le cas Co (où la convexité ne change jamais de sens), la pression est partout du côté de la concavité. Dans les cas B et D, où il se trouve des inflexions, la pression, aux sommets de rayons minima, est du côté de la concavité.
Sens de la convexité par rapport au centre des forces
élastiques.
QueliC que soit la convention choisie pour fixer le signe de la courbure, pourvu, bien entendu, que ce signe change au passage par une inflexion, le sens de la convexité par rapport à l'origine
dépend du signe aff'ectanl la ([uantité p -y-
Examinons le signe de -^ aux sommets. D'après (7) et ( 12), ce signe coïncide, pour «= ? avec celui de p pv ; pour
1/, avec celui de .p ( 7 + w' ) — pv- L'argument - est, en tous les cas, compris entre zéro et (j> ; l'ax*-
gumenti^ est aussi dans cet intervalle, sauf le casCo. Les grandeurs relatives des fonctions p sont donc, pour ces deux arguments, en ordre inverse de celui des arguments, sauf le cas Co où il faut
comparer - à 110 — v. Par conséquent , dans tous les cas, sauf C2, on a 1 -T- 1 > o ; dans le cas L.2 on a ( -7- 1 > o , si f -< - oj , et
Au cas du discriminant positif, JJ ( 7 -i- ^'j' ) est entre e-^ etCo,
tandis que pv est supérieur a (?) ; ( -7- ) est négatif.
Au cas du discriminant négatif, on a p / — h co., j r= p | - 4- too 1 -,
et il faut comparer entre eux les arguments r, awo — ( 7 + ^'^2 ) '
par conséquent, (-7-) est positif ou négatif en même temps
CHAIMTIIE V. — COURBE ÉLASTIQUE rLANE SOUS PRESSION NCJUMAI.K. 207
La concavité est toujours louniée vers l'ori^nnc en un pitinl où le rayon vecteur est maximum; lu concavité, au\ points où le ravon est minimum, est tournée vers l'origine ou en sens oppose
suivant que (-7-?) cl [rp) sont de même signe ou de signes
opposés.
Dans tous les cas, sauf Co , p„ et ( ^ j sont positifs cl, en même
temps, le rayon vecteur est maximum pour ^ = o. Donc, en ces divers cas, la concavité est tournée vers l'origine ou en sens op-
/df) \ pose, aux sommets de rajons minima, suivant (pie l 7^ P ) est
positif ou négatif.
Dans le cas C, le ravon vecteur maximum correspond à / = -^;
0, est négatif ainsi rpie (-7-) • D'ailleurs, po est négatif. La concavité aux sommets de rayons minima est donc tournée vers l'origine si Ton a r > I w; elle est tournée dans le sens opposé si l'on a p <; I w.
L'attention se trouve ici attirée sur les cas où l'argument v atteint les valeurs particulières |co2(A<;o) ou |to(A^o). Ce sont les cas où la constante G est nulle, comme il résulte de l'expression (i4)
En ce cas, /■- peut atteindre la valeur zéro sans que -r devienne infini (-). Cette valeur, est atteinte en effet; car on a :
l'o— cl)2 =— 20J1 ; pu~-pv\
-aw; jiiL — pv.
D'après l'expression (i i) de /•- , on voit qu'cfl'ectivcmcnt le rayon vecteur minimum est zéro. La courbe passe à l'origine des coordonnées ou centre des forces élastiques.
On s'explique bien alors le changement du sens de la concavité par rapport à l'origine quand v s'altère un peu, de part et d'autre, de cette valeur particulière | ojj ou |co. La courbe se modifie fort
Pour çj = - (02. .
Pourr = J^o).. .
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1)011, mais l'origine se déplace, par rapport à cette courbe, en la traversant.
Ces cas où, comme on voil, pu — pi" devient nul, mais en même lemps aussi p' a — p'i", sont les seuls où le dénominateur de la courbure (20) puisse s'évanouir. Nous exceptons toutefois la supposition r = o, qui ne peut d'ailleurs être admise si ce n'est comme une limite, et que nous examinerons en étudiant plus attentivement la courbe.
Variation de l'angle polaire.
Il importe, pour le tracé de la courbe, de savoir si 0 varie toujours dans le même sens ou présente des maxima et des minima. Nous venons de reconnaître qu'aux deux extrémités d'un arc, cor-
respondant a a = et 11 = — -+ w , y a, suivant les cas, un
même signe ou des signes opposés.
La fonction (12)
dont le signe, avons-nous dit, coïncide avec celui de -^ 5 a, aux
périodes près, deux infinis doubles « -= o, 11^= — v. La somme de ses quatre racines doit reproduire — ■ 2<', ce qui est compatible
avec l'existence de deux couples de racines conjuguées — - ±: //.
C'est d'ailleurs aussi ce qu'on voit j)ar l'expression
de cette même fonction (à un facteur constant près). Il est clair que, suivant les valeurs des coefficients, ce trinôme peut avoir deux, une ou n'avoir aucune racine positive comprise entre le
maximum etle minimum de;-. Ainsi, sur 1 arc considère, -j- peut
s'évanouir ou deux fois, ou une seule fois, ou ne pas s'évanouir.
Les cas où nous avons trouvé des signes opposés pour (-7-) cl
sont ceux ou -r- s évanouit une seule lois. as
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Dans les cas ou -- cl ,- ont tm inciiie si^jiic, il fiiiil dis-
■ dd ,, . ,
cerner si -^7 s évanouit deux lois ou ne s évanoui l pas. Dans ees
cas, pour que -j- s évanouisse deux lois, il laul cl il sullit que la
racine de la dérivée du trinôme (du second degré en /•-) rende ce trinôme négatif et soit comprise entre les limites de /-. D'après (12), cette racine correspond à -3 = 0, ce qui caractérise les points d'inllexion ; elle est donc dans les limites de r^ s'il y a inilexion ; en outre, elle rend le trinôme négatif si pv est positif.
Pour les discriminants positifs, le cas D est le seul où il y ait
inflexion. On a vu que (V) est alors négatif; quant à l'-j-) j il
est négatif sous la condition t' > | co. Mais celte condition est
incompatible avec la condition c < aa, caractéristique du cas D,
a étant intérieur a 77 w. Ainsi, pour 1 ^ o, — ne s évanouit la-
mais plus d'une fois entre deux rayons maxima et mininia consécutifs.
Si le discriminant est négatif et que ^^3 soit positif, pr, supérieur à Co, est toujours positif; car 62 et g^ ont un même signe (t. T, p. 70). Si gi est négatif, j)P peut être négatif. Ainsi le cas B peut
offrir des exemples où -j- s'évanouisse deux fols et d'autres où
'/O ,, . ^. ^ ... dO ,,
-j- ne s évanouisse pas. 01 g-^ est positil, [)our (jue -j- s évanouisse
deux fols, il faut et il suffit que l'on ail r >■ i; (.<)■>.
Si gi est négatif, ainsi que g.2, considérons la fonction '}:)(//) (t. I, p. 96)
•^3(«)= 3p^J<— |,^-2j>-« — 3^"-3j)«- ^ffj.
Elle n"a qu'une racine réelle pu qui corresponde à un argument réel; c'est jiftoo. Elle est négative pour j3« = (); donc jiijcoo est
positif. La condition v'^f^o)-, ne suffit donc pas pour que -7- s'évanouisse deux fois. Soit pb = <>, ù étant un argumenl réel qui est
compris entre Iwo et to^. Si l'on a |(o.. <^ *' <C ^> "T" s'évanouii deux. II. '' i',
fois; si l'on ar^ />, -j-, ne sévanoiiil pas. Enfin, si l'on a r <^i- (o^,
JO ,, . f .
-y- S évanouit une lois.
as
Si, avec^3<^o, on a on même temps g-i'^o, il faut d'abord
distinguer ce qui est relatif au cas A. Observons, à cet effet, que
I Wo est compi'is entre Tq et c, (t. I, p. 109), par conséquent aussi
entre aco^ — 9.Vi et ^w^ — 2to. De plus, on a (ibid.)
p(2C02 — 24-, ) = p2r, =4/ y, j>(2io.2 — ai-o^ = p2r„=r --i^ y.
Far conséquent, au cas gi<^^'>t g-^^o, on conclul que -7-
s'évanouit une fois ou ne s'évanouit pas, suivant que v est inférieur ou supérieur à | too
En effet, si r, supérieur à -3 lOo, est inférieur à acoo — aç'oj il n'y a pas d'inllexlon; si v est supérieur à awj — 2Ç'o> alors jjc est
inférieur à — l/^' donc négatif.
Angle compris entre deux rayons consécutifs, l'un maximum, l'autre minimum.
D'après la propriété que possède la courbe d'être symétrique par rapport à ses rayons maxima ou mini ma, soit 2<l l'angle compris entre deux rayons correspondant à des arguments qui diffèrent d'une période : à sera l'angle compris entre deux rayons
consécutifs, l'un maximum, l'autre minimum. Nous prendrons —r-
et zéro pour les valeurs de t qui correspondent aux deux rayons comprenant l'angle '2'1.
Comme x -\- iy n'est autre que re''\ la formule (av.) nous donne
Aux deux limites de l'intégration, ;• prend une seule et même valeur. L'intégrale est donc purement imaginaire et a pour va-
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leur Ai'l. On a donc
Nous avons ici deux inlégralcs complèlcs de la fonction "Ç; on a appris à les calculer dans le tome I (p. 200 — 201).
Soit d'abord A<; o, en sorte que to' doit être remplacé par to'.,.
Pour la première intégrale, la partie réelle - de l'argument est
comprise entre zéro et coo, et l'on a
Pour la seconde, la partie réelle est comprise soit entre — oj^
et zéro, soit entre — 200.2 et — Wj, et Ton a
.'0 'V ■■i / - V '^ 7 ({71. si r: jcoj:
par conséquent, (■27) 4>:=T— H>;ri^^ — rr/,)-+- l -' [ A<o.
r, SI i> > j too
Supposons maintenant un discriminant positif. Poui- la j)rt'mière intégrale, on a
l'our la seconde, l'argument réel — peut être compris entre
— >.i)) cl zéro ou bien entre — 4^ et — aw, en sorte qu'on a
si r -^ si i- ~
H en résulte
-1 , , ( O, si (' < ir W, )
* ( 71, SI l^> ;|W, )
Dans les deux formules (27), (28), le changement brusque de <];, au moment où t' traverse la valeur limite | Wo oi' |^i s'accorde parfaitement avec le changement qu'on a déjà, pour le même cas, observé (p. 207) dans le sens de la concavité par rapport à rorigine. Il est dii, non à une déformation notable de la courbe, mais à un déplacement de l'origine qui, très voisine du sommet, traverse la courbe quand v passe par la valeur limite. Au moment précis du passage, le rayon vecteur extrême, au lieu d'être normal, devient tangent. L'angle 'l doit donc être
(■-iy)
si P = |W2,
si f = ^ w,
Le calcul précédent ne donne point ces résultats ; il ne peut les donner, se trouvant en défaut pour ces cas : la seconde intégrale devient effectivement infinie, comme cela doit être, puisque la dernière valeur de /• est nulle. Pour trouver <^ par un calcul direct, il faudra joindre à l'égalité (26) sa conjuguée. La seconde intégrale sera remplacée alors par celle-ci
dont la partie réelle est bien effectivement 3tr/, p — 2TT ou '^iri'v — 2t:
(piand on suppose un des deux cas limites. Par exemple, pour A <;^ o et r = fcoo, cette intégrale devient (t. I, p. i5i)
2 17)2 IO2 — 2r.
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La grandeur et surloul le signe de l'angle -l consliluent l'élément le plus important pour fixer la forme de la courbe. Examinons donc comment 6 varie avec v, et prenons d'abord le cas le plus simple, A > o.
La dérivée de 'l (28), par rapport à c, est -^ (w'jjr-f-Y/j. Si l'on
fait varier v de zéro à to, cette dérivée, dont la première valeur est -f-ac, est constamment décroissante comme pv. Sa dernière
valeur est -(e, 10'-:- r/).
Prenons l'une ou l'autre forme de développement en série (t. I, p.4o4et446)
Lcbangeons les périodes, et nous aurons r/w'-^ c, oj'- représenté par ces mêmes séries, oîi q aura changé d'acception, mais sera toujours réel et positif. Les séries ne contiennent que des termes négatifs; on en conclut donc
Ou volt donc que la dérivée de 'i est toujours positive quand \varie de zéro à oj. De oj à aw, elle repasse, comme p^'■, par les mêmes valeurs. La dérivée est donc constamment positive.
L'angle 'l est une fonction discontinue de v; sa partie continue est toujours croissante avec r, puisque la dérivée est positive; Ij partie discontinue est non décroissante. Donc •} est une fonction toujours croissante. Ses valeurs extrêmes, pour r = o et v = 2to, sont — X et ^- y.. Pour v = o), -l est nul à cause de la relation
T.(L)' — y/oj= — (t. I, p. iDo). On le voit donc, le discriminant
étant positif, -l est négatif quand c est moindre que oi, c'està-dire dans les cas Ci et D ; il est positif, au contraire, dans le cas Co.
En ce cas Co, p\' est positif; donc (23) s croît ou décroît
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oiir avoir ^o, nous avons laiL varier / de —7- a zéro;
pour avoir •!>, nous ferons varier t de — à zéro : l'arc envisagé esl
donc décrit en faisant décroître s. A son point de départ — > puis-
(]ue C-r) est nj'galif (p. 207), l'angle 0 est croissant. Il en résulte que la variation totale de 0 sur cet arc est de même sens (|ue sa variation initiale, détail important si l'on se souvient que l'angle 0 peut alternativement croître et décroître. Observons
maintenant que, pour ce cas Co, notre point de départ lt=-^]
est un sommet à ravon maximum. Ainsi, quand on va d'un sommet à ravon maximum vers un sommet à rayon minimum contigu, la variation totale de l'angle polaire est du même sens qu'au début de l'arc. Voilà ce que nous trouvons pour le cas Co, celui où i' est supérieur à co.
Pour les autres cas C| et D, ceux où v est inférieur à w, les faits sont différents. L'angle 'h, qu'on peut supposer obtenu en faisant
varier l de -r- à — » est négatil". D'après (aS), s décroît ou croît
en sens inverse de t] l'arc est donc décrit avec des valeurs ôe s
toujours croissantes; d autre part, au début, la valeur de -j-estl-r-l >
quantité positive, et elle correspond à un ra_yon maximum. Par conséquent, dans les cas C( et D, quand on va d'un sommet à ravon maximum vers un sommet à rayon minimum contigu, la variation totale de l'angle polaire est de sens opposé à celui de la variation de l'angle au début de l'arc.
Nous allons maintenant examiner les cas où le discriminant est négatif, et nous pouvons observer, dès à présent, que, pour ces
cas, les signes de (-jj et de p'ç sont les mêmes que dans les cas
C, et D; de plus, le maximum du rayon vecteur correspond aussi à ^ = o. Par conséquent, lorsque '} sera négatif, la conclusion sera la même que pour les cas C, et D; lorsque -]> sera positif, elle sera la même que pour le cas C2.
La dérivée de (]/ (27) est -(w'aP^ + '^'i;)- Quand v croît de zéro
à coj, cette dérivée est toujours croissante et sa dernière valeur est
rnAPiTHK v. — coiriie fi.xsTKji e im.\m: sors rnKSSioN normale. >. r5 '-:(o)'^C2-i-r^'.^). 1^'cnons If tlt''Vflo|)|)om<'nt (l. 1, |). \/\6)
±(e, to^ -^- r.co) = . + 4 2, (- ')^ 73^
Dans celle formule, on a
ilZM'
(0 et 0/ élanl un couple de demi-périodes primitives, et e, d«-signe po). Choisissons les demi-périodes primitives comme il suit (t. I, p. 2()9) :
(O = Wj , Oj' = 1 ( Wj (O2 ).
Nous avons alors, au lieu de 7, la quantité
ITt/wl— (Oi\ (ItOJj
e ^ - •' — fC S .
Pour ces cas du discriminant négatif, nous représenterons ici par q la quantité
ITTfOj
pour laquelle a été employée la notation r/' au Chapitre VIII du tome I (p. 269).
Dans la série ci-dessus, q doit donc être remplacé par i\/q- 13'autre part, pd) n'est autre que e^, puisque w = o).,. La formule s'écrit donc ainsi
JNous retrouvons ici une série envisagée déjà au tome I (p. 4^7)- Le premier membre est positif ou négatif, suivant que q est inférieur ou supérieur à 0,107653... (t. I, p. 287). Il en résulte
(3o) "^ — ^ < o, si 7 < o, 107653. . . ,
(Si) — — —. — *^ > o, si <7 > 0,107653
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Dans le second eas (3i), la dérivée de <i> est toujours positive, comme pour les discriminants positifs. D'ailleurs la dernière valeur de 'l, pour v = o).^, est encore zéro, à cause de la relation Y.oto'., — ■/■/., (')j = i'^-- Donc 'l est négatif.
Dans le premier cas (3o), la dérivée de «l, d'abord positive, décroît toujours et devient négative. L'angle 6 croît d'abord depuis — oc; il finit par atteindre la valeur zéro en décroissant. Il a donc d'abord des valeurs négatives, suivies de valeurs positives.
On ne peut concjure immédiatement que <]> passe par la valeur ■/.éro aulreniont que pour ç^ too» puisque 'l est une fonction discontinue.
En premier lieu, •l passe eflectivcmont par zéro si la supposition r = ^(02 rend négative l'expression de cet angle
<|/ = ar — ".(w'2 tv — t-r/o ),
propre aux cas où r surpasse ftoo- Nous allons examiner sous quelle condition il en est ainsi.
Soit iv = too — r, on a
d'où l'on conclut
C (-' — , log j-i W H- r ,,
dw
(O2 ^'' — ^''Ul — — ^2 "7~ lOg J2"' -^ ""O2 -t- ■';2 W, — 1^2 W2
:= — to'^
i ' dw
(3^) tl = - ( eu', -,— lo-rcTi»' — irr', )•
Passons maintenant aux fonctions 'h suivant les formules du tome I (p. 269) en désignant, comme tout à l'heure, par i\jq la quantité qui remplace q. Il est à propos d'observer que ce choix, pour les fonctions 37, est ici naturellement indiqué, puisque cette ([uantité q est inférieure à o, 1076. . . (3o), et que ce choix s'impose, comme le plus avantageux, dès que q est inférieur à
e - = o, 'ioyS . . . (t. I, p. 2'j5). D'après les formules (59D)du
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lomc 1 (p. '-^H)), nous aurons, au lieu de l'égalilé (■^?-), celle-ci irw ., _ ■ ^'i('''. ^Vv-' ^.' _ "■ _ '■''-'■
OU nous devons supposer r = -^j par conséquent
I Wï . , r — :
6 Wj
En substituant dans l'expression de la fonction Tj-, (t. I, p. aGO). nous avons
(n(/i-f-li / nain-\\ (/n-lli3/H-2i\
quantité positive. En elTcl, la fonction 'i-^^w ne devient pas nulle dans le champ que parcourt (v, sauf à l'extrémité de ce champ ((r=(.02)- I^lle conserve donc, dans ce champ, un signe invariable, et il en est de même pour la fonction (3i), qui en dillrre par un facteur positif.
Nous avons de même
(35) J '" ^Wq
La croissance rapide des exposants permet d'établir facilement (pie celte série est d'abord négative quand q est peu inférieur à la limite (3o), o, io-653 ....
La fonction devient positive quand rj devient inférieur à une limite qui, suivant un calcul fait avec les premiers termes, est environ 0,091.... En conclusion, si l'on a
0,091 . . . < 7 < o,io76j3. . . ,
•l est nul pour une valeur de r comprise entre |co.. et too- Si, au contraire, q est inférieur à 0,091. . ., à ne devient pas nul pour de
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telles valeurs tic r. S'il en est ainsi, il faut maintenant considérer, pour •!/, l'expression précédente diminuée de t:, c'est-à-dire
, _ i_ y., ( y', i \lq ) _ _
' ^îl»-', i\/q)
Pour que '\j passe par la valeur zéro, il faudrait alors que cette dernière quantité fut positive quand on y supposerait (^ = 10)2, que, par conséquent, la série (35) eût une valeur supérieure à celle de la série (34), ce qui évidemment n'a pas lieu. Pour obtenir de ce fait une preuve rigoureuse, nous allons former un autre développement de l'angle 6, en nous servant de la série trigonométrique (t. I, p. 426)
-Sr
Changeant d'abord u en v - — > on obtient >.-^- (t. I, p. aai); niellant ensuite i\ q au lieu de q, on a
-^2(^r', is/q)
y 7'' sin?./?t' ■
Comme t' est purement imaginaire (33), nous lui substituons la quantité réelle, positive et inférieure à l'unité,
et nous avons, conformément à la formule (33),
J^e premier terme ^ est toujours inférieur à l'unilé, il est
diminué d'une série dont tous les termes sont positifs. On voit donc que •!/ est toujours moindre que t.. Mais c'est là l'expression de 'h quand on suppose v >> f Wo. Pour v '<|w2, '\ doit èlre encore diminué de t:, et c'est alors toujours une quantité négative.
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Diverses formes de la courbe, le discriminant étant négatif.
Dans la discussion, nous coiisidcrcrons comme donné le rapport
des périodes ou la quantité y =^ e '■*' , et nous examinerons les diverses formes de la courbe en faisant varier v depuis (Oo juscpi'à zéro. Nous regarderons la longueur a comme une constante ; de sa grandeur dépend seidement la grandeur absolue, non la forme de la courbe.
Le cas que nous envisageons d'abord, et qui répond à r = o).,,
offre des particularités notables. Comme p'v est nul, -j- est nul
aussi ; la liaison entre 5 et ^ se trouve dépourvue de sens. Il faudra considérer ce cas comme une limite. On peut alors supposer a infiniment grand, p' v infiniment petit, de telle sorte que le produit ajj'c reste fini; mais alors l'expression (22) de x ± iy devient infinie. Celte supposition sera examinée plus loin ; elle conduit à la courbe élastique sans pression, où le centre des forces élastiques est rejeté à l'infini. Nous supposons actuellement, pour a, une longueur fixe. Alors p' i> étant infiniment petit, s varie infiniment peu avec t, tandis que, d'après la formule (11), on voit que le carré /'- du rayon vecteur reste aussi presque constant. La courbe est loin cependant de pouvoir être envisagée comme une circonférence de cercle. Tandis, en effet, que l'arc .ç,, compris entre deux sommets consécutifs, est infiniment petit, il présente une inflexion ; car on est ici dans le cas H (p. o.o;")).
Ln outre, la courbure (20) est partout infinie, sauf au voisinage de l'inflexion 5 elle l'est notamment aux extrémités de l'arc 5,, et il est à noter que l'on a
On peut même observer que, en deux points également distants et de part et d'autre d'un point d'inflexion, les courbures sont égales et de sens contraires.
Prenons, en efl'et, deux points dont les arguments soient
l> loL 1 • i~« • 1 II
± it. Innsque v = (Oo, ces deux aro:uments sont de la
(orme — (o, ± it (t. I, p. 'j.\). Ils donnent lieu à une seule cl
même valeur de la fonclion p, à deux valeurs égales et de signes contraires pour la fonction p'. Comme de plus p' v est nul, on obtient ainsi des valeurs de p dont le rapport est — i .
L'arc s, est donc infiniment petit et infiniment courbé : sa forme ne saurait être représentée par aucune figure. Mais on peut envisager cet arc comme la limite d'une figure obtenue en supposant r voisin de lo.,. Cette figure, suivant les valeurs de q, a deux formes très difi'érentes.
En premier lieu, nous savons que le maximum du rayon vecteur correspond à f r= o, et que l'on a (p. '206)
Soient ob, oa les rayons maximum et minimum contigus. En b la concavité est tournée vers l'origine o; en « c'est l'opposé.
i" Soit q ^ o, 107653 .... Nous savons (p. 216) que «L est négatif, c'est-à-dire que la variation totale de l'angle polaire sur l'arc 5) est de sens opposé à celui de la variation de cet an^le au début. La forme de l'arc Sy est donc celle d'un S, et la courbe entière offre un point double sur le rayon vecteur de chaque sommet. Cette forme est indiquée par la //^. i. Dans celte figure, comme dans les autres de la Planche, on a marqué par une grande flèche le sens de la pression normale en un point de l'arc. Cette pression est ici du côté de la convexité au sommet de rayon maximum (p. 206). On a figuré en plein l'arc ah limité aux points a et b
donnés par ^ = — et /= o. En supposant une verge limitée à ces
points et tenue en équilibre par des forces appliquées aux extrémités, on a tracé en a et b des flèches, dont le sens indique la direction de la réaction exercée par la verge. Ce sens est opposé à celui de la force extérieure qu'il faudrait appliquer pour maintenir l'équilibre. Cette force est perpendiculaire au rayon vecteur; elle est donc, aux sommets, tangente à la courbe; elle a pour mesure/)/' (p. 194)-
2" Soit </ ■< o,io-653. . .. Maintenant, <h est positif; la varialion totale de l'angle polaire est de même sens qu'au début b de I arc. La courbe présente l'aspect d'une roue dentée {^fig- 3).
TV 1 r /f/0\ /i/o,
IJans ces deux ligures, ( -7- ) et ( -^ ) ont un même signe, en
CCO
iZ
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sorte (jiic ranylc 0 prrscnlc un inaxiimim ol un n)ininuini ou ne présente ni l'un ni Taulrc; en d'autres termes, il y a deux tanyenles, Issues de rorij;ine, ou bien il n'y en a aucune.
La forme de la première figure indique deux tangentes; c'est ce que le calcul vérifie sans peine. EfiTectivement, si l'on se reporte au Tableau du tome I (p. 84) indiquant la manière dont varie le rapport des périodes avec les invariants, on y voit que g^ est positif quand -,- est inférieur à l'unité, par conséquent q supérieur
à t'~" = o,o4>ii •••• C'est ce qui arrive pour la première figure où q est supj)osé supérieur à 0,107653.... En ce cas, comme ou
I a vu page 209, ^3 étant positif, on est assure que -j- s évanouit
deux fois.
Dans la fîg. 3, il y a deux tangentes issues de l'origine si q est entre les limites o, 107 . . . et o, o^S . . . . Il n'y en a plus, si q est inférieur à la limite e"'^ = o,o43. . . ; car alors (t. I, p. 84) ^3 est
negatil et 1 on a vu ( p. 210) que, dans ce cas, -r- ne s évanouit pas (juand V est voisin de too.
Examinant maintenant la suite des valeurs de r, nous allons obtenir les diverses formes en suivant les modifications des fîg. 1 et 3.
Soit, en premier lieu , ^ >> o, 1 0^653 .... Ce sera toujours, quel que soit v, la catégorie des courbes désignée par la lettre B (p. 200).
II V a toujours une inflexion sur l'arc S{. Tant que v reste supérieur à |w2> aucune modification essentielle n'est apportée à la fig. 1. Les proportions seulement s'y altèrent^ l'angle 6ort grandit constamment et le rayon minimum oa diminue relativement au rayon maximum ob.
Quand V atteint f '1)2, le sommet a coïncide avec l'origine o.
Quand V devient inférieur à fwo) la concavité au sommet a se tourne vers l'origine; en même temps, l'angle boa, en valeur absolue, augmente de ?:. C'est ce qu'on voit dans la /ig. 2. 11 n'y a plus qu'une seule tangente issue de l'origine.
Quand v continue à décroître jusqu'à zéro, la forme 2 se conserve dès lors. Toutefois, la valeur absolue de t|» croissant jusqu'à l'infini (p. 2i3), l'angle boa dépasse bientôt 2-, 4~, • • • et la boucle, dont a est le sommet, exécute une, deux, etc. circonvolutions
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autour de l'origine. On suppléera facilement aux figures qui n'ont pas été tracées pour ces modifications.
En second lieu, soit 0,091 ... <^ </ <^ o, 107653. ... La courbe conserve d'abord la forme 3, avec deux tangentes issues de l'origine; l'angle boa croît d'abord, puis décroît, puis devient nul (p. 21-) avant que r ail atteint la valeur f lOo. La courbe présente alors \d, Jig. 4. Pour les autres valeurs de r, on obtient ensuite les formes i et 2.
En troisième lieu, soit o,o43...<^ q <^ 0,091 — Ce cas présente, avec le précédent, celte différence que l'angle boa ne devient pas nul; le point a francliit l'origine sur le rayon oa quand l'angle 'i esl encore positif; de là vient la y?i,'-. 5. Cet angle boa est (p. 218 ) inférieur à tz; sa valeur absolue croît ensuite, atteint 7: et la courbe se ferme en 8, comme précédemment, mais l'origine est intérieure (A^. 6). La suite des autres valeurs de e donne lieu à des courbes qui ont la forme représentée par la /?^. 2.
Soit, en quatrième lieu, 0,00426. ..<< ^ <] 0,04321 .. ., c'està-dire ^ compris entre e~"^^ et e~", — r compris entre i et yj3^ par
conséquent (t. I, p. 84) gi <i o, ^o << o. Ce cas présente, avec Je dernier, cette seule différence que la. Jlg-, 3 n'offre pas d'abord de tangentes issues de l'origine ; mais ces deux tangentes apparaissent bientôt quand ç atteint l'argument b (p. 209), et les faits sont désormais conformes à ceux qui concernent le cas précédent.
Soit enfin ^ -< 0,00426 .. ., c'est-à-dire — r supérieur à ^^3, ou
(t. I, p. 84) ^3 < o, ^2 !> o. C'est alors que va se présenter le cas A (p. 2o5), où disparaissent les inflexions. Nous avons d'abord la Jig'. 3 (sans tangente issue de l'origine), jusqu'à ce que ç atteigne la valeur aoj^ — aro; le point d'inflexion se rapproche de j^lus en plus du sommet a.
Quand v atteint cette valeur 2Wj — m,,, la courbure est nulle en a. On a, en effet,
0)., = lu-, — w., — v^ ^= 2(«i — i'o ;
donc
— Wj 1 = j) IV = o,
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|)iiis(jiic r„ est iiiic racine dr la loiiclioii p". Donc — =: o (p. :>.oj).
En ce j)oinl f/, (pii est un soinniol, l'ordre du conlacl avec la tangente n'est plus égal à u, comme en un point d'inflexion, mais égal à 3. La courbe est maintenant convexe, (^uand f devient moindre que '210., — 'i^'o, cette paiiioularilé disparaît, mais la courbe reste convexe {/ig. ")• Le sommet a se rapproche de l'origine, l'atteint pour e = ijtoj, puis la dépasse {/i g. 8). Au moment du passage,
l'angle boa est supérieur à -; il est d'autant {)lus grand que rj est
plus petit, et environ 0,72- pour q = 0,00^26 C'est ce qui
résulte de la formule (36). L'inilexion reparaît ensuite quand r dépasse 2m-> — 2^, (p. 2o5), et c'est vers le point a qu'elle reparaît, comme on le voit par le même raisonnement que précédemment. La courbe ne reprend pas cependant la. Jig\ 3; car l'angle •} est devenu négatif, en sorte que l'on retrouve la y?^. 5, puis, comme dans les cas précédents, \esfig. 6 et 2.
^ oici un tableau qui résume cette discussion. Les numéros des figures v sont cités dans Tordre où les formes correspondantes se présentent quand v décroît depuis oj^ jusqu'à zéro.
l''iKUi"CS.
gr > o, 107653
0,107653. ..> <jr > 0,091
o,ogi . . .> ^ > 0,004 '20
Diverses formes de la courbe, le discriminant étant positif.
Examinons d'abord la catégorie désignée par Co (p. 2o5), pour laquelle t' varie de oj à aco. L'arc 5, est limité par les rayons vec-
teui^s oa minimum et ob maximum, (jui correspondent a ii = — v\ u = — - -f- (1/. L'indice zéro se rapporte au point ((. l'Iudicc 1
V<ltXi.2
r>fw2
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se rapporte au point h. On a (p. 20())
(^0\ ^ /rfO\ j >o, si i><i<.o,
70 ( < o, si t» > -3 w.
La pression est du coté de la concavité (p. 206). 11 n'y a jamais plus d'une tangente issue de l'origine (p. 209). Quand on va de b vers a, la variation totale de l'angle polaire est de même sens cfu'au début de l'arc (p. 2i4)-
D'après ces résultats, on voit que, pour t'<<|oi, la courbe a l'aspect défini par la Ji'g. 9. Au début, quand v est infiniment voisin de (o, l'are ba est infiniment petit, infiniment courbé et à dislance presque constante de Torigine. Quand r = |co, le sommet a vient à l'origine; puis, p dépassant ^w, le sommet a franchit l'origine, la courbe présente l'aspect de ]2l Jig. 10. Dans la suite des valeurs croissantes de c, l'angle •}, toujours négatif, devient infini en valeur absolue et la boucle dont a est le sommet exécute autour de l'origine des circonvolutions de plus en plus nombreuses.
Passons maintenant aux cas C( et D, qu'on obtient successivement en faisant décroître v depuis oj jusqu'à la d'abord, puis depuis ia jusqu'à zéro. L'arc 5, est limité parles rayons vecteurs
oa maximum et oh minimum, qui correspondent à a = et
Pour le cas C|, on a (p. 206)
Po>o, p.>o, ^-
r/0 \ / dO
^"' [dS
La pression est du côté de la convexité (p. 206). H y a une tangente issue de l'origine. Quand on va de a vers b, la variation totale de l'angle polaire est de sens opposé à celui de la variation de l'angle au début. La courbe affecte la forme donnée par lay?^. 1 1 . L'arc ab, quand v est infiniment voisin de to, est infiniment petit, infiniment courbé, et les rayons vecteurs sont presque constants. Pour le cas D, le seul changement consiste en ce que pi est négatif. Au passage de v par la valeur 2«, naît une inflexion. Cette
inflexion naît au sommet b: car on a alors cx)'=a — to',
ciiAi'iiiti; V. — coLRni; èi.asiioii: plane sols pression noumali:. 9.20
|)"( — 0)' ) r-^ p"((t -+- w')> et a (t)' csL iMic racine de l;i foiiclioii
|)''(!. I, [>. loSi. La coiithc pri-scnlr raspccl de la //i'. 1 '.^ ; puis, i' diinimiant de plus en [)Ius, l'arc </^ exécute autour de l'oiii^ine <les circonvolutions de plus en [)lus nombreuses.
Kn résumé, les formes de la courbe, pour A ; o, se présentent dans l'ordre sui\ aiil :
Cl 2 a <; f < w y/.A'. 1 1 .
D o ^^v <C'ia //^'. I .'..
Les formes C, et D se continuent, mais il n\ a aucune déformation continue qui fasse passer de Co à C) ; car les formes (|ui (correspondent à r = 10 sont des formes limites qu'on ne peut représenter par un tracé.
Courbe' élastique sans pression, déduite de la précédente.
Supposons maintenant que, v tendant vers w (ou u)., si A < o ), y. soit infini, de telle sorte que ajVr ait une limite finie it, et qu'ainsi l'arc 5 ait un rapport fini U avec la variable t. La formule {'-'.2) donne pour x -- iy une quantité infinie, mais nous allons la d(''veloppcr comme il suit.
On a d'abord, en posant ç =^ oi -~ ■>. tr (l. I, [). 1 70),
■îr, ( -^ — i IV II j
— it - - ') w ] e '1
fl, par la formule de Taylor,
if - n'I
de telle sorte qu'il vient, si l'on se borne aux termes du premier IL i5
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ordre par rapport à rinliniinrnl pclil s\\
I -+- 2 H' V, — ( a'it p (.0 — î "' ^ I -'- it
[1 est manifeste que les termes purement imaginaires, au seeond membre, contiennent le facteur w, dont le produit par a donne une quantité finie. Ainsi l'ordonnée jk reste finie; quant à l'abscisse, c'est la partie indépendante de t qui, dans son expression, devient seule infinie. Si donc Xo est l'abscisse d'un autre point arbitraire sur la couidje, x — Xo reste fini. La courbe a donc bien une limite finie; seul, le centre des forces élastiques s'est éloigné à l'infini dans la direction de l'axe des x. Si, dans la formule
I p a — p i> 1 pu — pv
ap i'
on suppose r =-• w, on obtient, en remplaçant a par
, , , , <^ / (ij . \ I 71 -r- 3 'r. IT 11
La partie réelle de !.( v it] est donc ■ ou - — -- ? et I on
en déduit
Oo étant le rayon de courbure qui répond à l'abscisse x^. Puisque
ciiAi'iriii: V. — COI ititi; i-lastioii: i'La.m: sols i'ui-ssio.n .nokmai.i:. .vi-
'JAV a une liiiiilc iiiiic, si l'on suppose r inji ninieiit voisin (T une demi-période et a in fini, de telle sorle (fiie ap'i' ail une lunile Jinie, la combe liniile a cette propriété (jiie la courbure en chaque point est une fonction linéaire de V abscisse.
C'est la délinilion trouvée (p. 195) pour la courbe élasticpie sans pi'cssinii. ()ii tle\ail s'v allcudrc, |)iiisqiie A, donné par la Ibrnuile (i3), est ici nul, comme, en elict, cela doit être d après la formule (2), quand la pression devient nulle.
La quantité -^j^ — n'est autre que ^ J) (') (l- I, p. ^\)\)\ t'n extrayant la racine carrée, nous pouvons |)rendre un signe arbitraire, car il importe peu ici de changer le sens des axes. Mettons
Nous avons, d'autre [)art,
a — lim a p'( oj — i w ) — ■>. a w p" eu. D'après ces égalités, l'expression de x — x^ devient
C'est aussi ce que l'on peut trouver par le moyen de l'expression (I i) pour /•-. I*]n edet, on voit que /• a pour partie |)rincipale
, Il fO ■ I ■ ••Il / If ■
a* -^ ', par suite, la [)artie piincipalc de i- -— ry^ est 7.y2j3 to. On en conclut (11, 20)
r — ro= = - — _z.(^o — ^;= ^^-r- •
La dififérence /• — /•„ a pour liniile la difTérencc des abscisses; on retrouve ainsi la formule précédente.
La force élastique F, constante en tous points de la courbe, étant multipliée par x — x^, doit reproduire le moment fléchissant I']I ( )• On a donc
(38) Y =: ^~ J -lU M .
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comme on robtionl aussi en prenant la limite de pr ^= 8El\r. Pour obtenir, en même temps, l'abscisse sous une nouvelle forme et l'ordonnée, emplo}ons la formule d'addition des arguments dans les fondions Z, à l'égard des arguments 7 -h if-, — it,
— ; elle nous donne
L'expression de o" + ij devient ainsi
p il — p
Pit — P-
\ uit j) w
2 u- r, — 4 "' ~ il — ' "'■
P il — P
En supposant que x^ réponde à ^ == o et remplaçant atv par son expression, on obtient
V'P ^-J pt7-
\ p il — P
-^fZit —
■1 it p oj \ .
Les formes de la courbe élastique sans pression se déduisent, sans nouvelle discussion, de celles qu'on a trouvées pour la courbe avec pression :
1q \^ o, 107653. . . . fig. I '>. déduile de la Jlg. i,
gr = o, 107653. .. . fig. 14, déduile de la yî^. 4i
q < 0,107633. .. . Jig. 1 3, déduite de la y?^. 3.
A ^ o Jîg. lO, déduite de la Jig. 9 ou 11.
CBAPITRK \ . — COinUK ÉLASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NOn.MU.K. ^ >f)
Courbe élastique sans pression, trouvée directement.
Celait ici un cxorcicc iililt; cl naliirclleiiicnl iiidiqiH', clcdiiindes c(|ualious de la courbe gcncralc celles de la courbe ('laslicjuc sans pression. Le calcul direct n'offre aucune difficulté, mais donne lieu à une remarque importante.
En écrivant que la courbure est proportionnelle à l'abscisse et prenant convenablement l'orii^^ine des coordonnées, on obtient l"é(piation
d.v d-y dr d-.r , ^^
ds ds- ds ds- ' '
( io)
dr Multipliant, au\ deux membres, par -j- et tenant compte des
identités
/./• d-^.r dv d'-v /(f^\- ldy\^
ds ds- ' ds (/s- ' \ ds /
on en conclut
d'y _xrj^d.r
ds- " ' ds
et, en intégrant.
dy ds
Y = t OJ--.
Léliminatiou de -;- conduit ainsi à l'équation ds '
d'où l'on voit que x est une fonction elliptique de s. Kn faisant l'inversion suivant les procédés donnés au tome 1, on rencontre cette circonstance particulière que le polynôme du quatrième degré est ici bicarré et qu'ainsi pV, d'après la formule (54) de la page I20 (t. I), est nul. L'argument v est donc une demi-période. On voit ainsi que l'expression (Sp) de x coïncide exactement avec celle que fournit le procédé général d'inversion, sous la seconde forme exposée au tome I (p. i3'î). si l'on en fait l'application à l'égalité ( i i)-
i)i:i xiKMi: p.vnni:. -- applications.
La courbe actuelle peut aussi être envisagée comme un cas parlicnlicr de la courbe élastique gauche, qui a été considérée à la lin (lu Chapitre 111. J'^ireclivemenl, supposons, dans les équations (lillVicnliellcs do la page }4'*i a r^ o ^^ o et )' --= o, puis mcttons-y la leltre r au lieu de z; ces équations se réduisent ainsi à la seule équation {f\o). Pour retrouver ici les ronnulos elliptiques qui peuvent se déduire des formules établies au (lliapitre IJI pour l'élastique gauche, t'Iiminons .r entre les équations ci-dessus. Nous trouvons ainsi
C'est bien l'équation obtenue au début du Chapitre III (p. 83) où
Ion suppose a =: o ==: o et où l'on remplace cosCZ par —-•
Le calcul direct peut donc conduire, pour la courbe élastique actuelle, à des formules elliptiques qui rentrent dans celles du Chapitre III, tout aussi bien qu'à des formules rentrant dans celles du présent Chapitre. Mais ces deux groupes de formules sont fort différents. On v remarquera en particulier que, dans les formules du Chapitre IIl, le discriminant des fonctions elliptiques est toujours positif; dans celles du Chapitre actuel, au contraire, il est positif ou négatif suivant les cas. Ces fonctions elliptiques, d'invariants difTérenls et dont les arguments varient proportionnellement à 1 arc de la courbe, c'est-à-dire proportionnellement entre eux, sont liées entre elles par des relations algébriques très simples. Elles nous offrent un premier exemple de faits a|>])artenant à la théorie générale de la Ivansformation.
Prisme droit chargé debout.
Soit une verge, naturellement droite, encastrée verticalement en l'une de ses extrémités a. L'autre extrémité «, supporte un poids P. Il n'y a pas en jeu d'autre force. On demande les formes d'équilibre.
Ces formes appartiennent à la courbe sans pression. L'équilibre exige que la force élastique F soit verticale et égale à P; de plus, à l'extrémité «i, où n'agit aucun couple, la courbure naturelle
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(Joli cire conservée; à l'cxlrémilé a, la tangente doit être \orlicalc.
La courbure naturelle étant nulle, «, est un point d'inflexion. La tangente en a devant être parallèle à la force élastique, ce point a est un sommet.
Les formes d'équilibre appartiennent donc aux//^. i3, \f\, i5, qui correspondent au discriminant négatif. Dans les fig. i4 ou i5, la différence des paramètres /, pour les extrémités, est un quart de
période -- ; car les indexions sont également distantes de deux
sommets consécutifs (p. 219). Dans la Jig. i3, cette difïercncc
peut être (2/? H- 1 ».— ^' n étant un entier quelconque.
En écrivant que le jioids P est égal à la force élastique (38j, on a d'abord
a El ,— „-
La seconde équation s'obtient en exprimant que l'arc aa^ a la longueur l de la verge; on a donc (iS)
/ = ( 9. /t -h I) tt — ^ • •;•. i
En éliminant il, on oblicnL une condition qui fixe les éléments invariables des fonctions elliptiques à employer
Le radical doit naturellement être pris ici jiositil".
En désignant par c/ la même quantité qu'à la ])age 21 5.
et observant qu'on a on a, d'après (3^),
Il \ ient ainsi
P /- _ /^.fo'îN' ' /'-'-'"i ' V
(n-h\)^El
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La dcmi-prriodo w., joue ici le rôle de co, en sorte que le second membre a pour expression celle de ( -^ tt ) où l'on lemplace cj
par i\ij. Donc (l. I, p. 45i)
(/i-t--î)-El7:î \i--'7 I- 7- I — 7-' i-r-( — </)/' /
Celte équation, où^ est l'inconnue, a manifestement une racine, et une seule, comprise entre zéro et l'unité, sous la condition nécessaire et suffisante que l'on ait
Si donc -^l/î^ est compris entre in 1 et a/î -f- 3, il existe.
pour la verge dont il s'agit, /î-f-i figures d'équilibre, outre la figure droite; elles correspondent aux fonctions elliptiques où q est la racine d'une des équations (42), dont le nombre total est n-^\. Si, au contraire, on a
-xl /T ^
il n'existe plus aucune de ces figures d'équilibre; la forme droite est seule possible. On en conclut que, si cette dernière condition est remplie, la verge ou prisme droit chargé debout est en équilibre stable.
(Toi);
On aurait pu tout aussi bien employer, au lieu de ^ r= e '^'- ,
la quantité e '"' , ce qui n'eût amené aucun changement dans les calculs. Le second membre (42) reste inaltéré si l'on y met, au lieu de q, la quantité r/^ liée à r/ par la relation
log- loR — = --.
Anneau comprimé normalement.
Un anneau circulaire est soumis, sur tout son périmètre, à une pression normale uniforme. On demande ses figures d'équilibre.
CUAriTIlE \ . — COIRIIK r^I.ASTiyrK PLAM', SOUS l'UKSSIO.N NOIIMALE. 2ù'y
Les conditions proprets à drlcrmincr les ('lémonls des formules sont les suivanles : i" la eoiiilx- doit èlre Icriin'c; :>." son prrimèlre doit être égal ù celui de l'anneau. 11 suflil de regarder Ie> ligures jiour s'assurer que les formes 3 el 7 sont seules possibles. On on conclu! (jue, j)our l'exislence de figures d'équilibre autres (jue la forme circulaire, il laiit (pie la pression soit extérieure; en second lieu, ces formes appartiennent à des courbes ovi le discriminant est négatif et où l'on a encore
La question, on le voit, ne concerne que les anneaux comprimés extérieurement. Quant au cas où la pression est intérieure, la théorie actuelie indique la stabilité d'équilibre quelle que soit la pression.
La condition (jue la courbe soit fermée exige que, [)artant d'un sommet <y, on v revienne quand le paramètre t croît constamment.
e paramètre f, étant zéro au début, est 9. /i-^ ]iour tout sommet
homologue à a. En même temps, l'angle des ra\ons vecteurs correspondant aux deux sommets est a /?'!/; ce doit être itz. Ainsi, la
première condition c'est que - soit l'inverse d'un nombre (Milier.
Comme on a c^- -ij-fOo, 6 est donné par la formule (3(i); ainsi la première ('qualion du prol^Ième est
les inconnues sont </ et ^
>-v --'-.Uh-v^
qv
o < <jr < I , ^ < V < I ;
Il est un entier positif arbitraire, au moins égal à :>. nécessairement, puisque le second membre est essentiellement inférieur à riinilé.
Soit p le rayon de l'anneau; son pi'rimètrc 27:0, d'après m.')). fou in il l'éiralité
a II e . 9, // — " •
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On ;i. d'aulrt' |>arl (■:>.•. i3 ',
8 El -iOL^p'-v'
l-lii rliniinont a, (^onslantc arbitraire (l'iiomogéncilé, on ol)licnt
' ÂÂ)
t fliialion dont le second membre peut êlre exprimé en fonclion de ^ el </. On a ainsi les deux éqiialions (4^), (44) pour déterminer ces deux conslanles.
D'après (sj), on a
Mais, suivant l'expression de V en fonction de r (^p. v:8),
par conséquent,
(Iv (o., clS o)'.
i-^^Vv^
^'•Woj L(i-v)3 i-^yVv V .--ry^'v^ ; J
Soient <7, 6 les sommes des deux séries (43 i, (45 '• Si l'on suppose fj infiniment petit et V fini, on a
chaphiu. \. — corniti- f.i.ASTi(.tri: plane sols imikssion noumai.k. '.o.>
(1*011 rrsullc
Celle \al(Mir de //, en lonelioii de r/, est une valeur limilc; c'est aussi une liniile inlV-rieure, el nous allons nionlrer f|iie. it l'iaiil positif, on a loujours
Posant, en efTet, ^ =^ a', on déduit, des séries (43 i, i4-^^)'
cclle-ei
\ — { — rj)l' \ V/'
donl tous les termes sont positifs. On peut donc eoneliire
Mais la fonction : croît avec «/, tant que «'est inférieure ^.
Ici a' est inférieur à runilé. L'inégalité a donc lieu a fortioii si l'on remplace n' par a, (jui lui est infc-rieur. Cette substitution fournil l'inégalité demandée {^(V).
Le problème est donc impossible si l'on n'a pas
4/1^ Kl ' 4"
Voici une condition nécessaire ])Our qu'il existe des figures d'équilibre autres que la figure circulaire. Cette condition n'est pas satisfaite si l'on a
VA
On en conclut cpie la condition (48) assure la slabililé de Vv (piihbre.
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Dans une élude j)lus a|)profondic, on doil se demander si l'inéi^alilé (47) assure l'existence de solutions pour les équations (43) et (44)- On trouvera, sur ce sujet, des détails complémentaires dans le Mémoire cité en tête de ce Chapitre. La condition (47) ne suKit pas et doit être complétée ainsi
(n — i)(:in — i)Cin ^ 1 ) > ^^ > n^ — 1 .
Mais nous passons ces détails, dont la reproduction nous entraînerait hors des limites de cet Onvraiie.
CHAIMTIti: VI. — LIGNES GÉODÉSIQUES DES SURFACES DE RÉVOLUTION. .iSy
CHAPITRE VI
LIG\i:S GKODKSIQIIES PKS SURFACKS DE REVOLUTION DU SECOND DEGRÉ.
l^ijuiiliiMis diiïércnlicllcs. Surfaces du second degré; inversion. E.xpressions elliptiques des constantes. — Discussion. Lignes géodésiques singulières de la surface gauche de révolution. — Lignes géodésiques conjuguées. — Liaison entre les lignes géodésiques et Therpolbodie. -- Points imaginaires. - Comparaison des arcs sur une même ligne géodésiquc. - Propriétés d'une classide surfaces développables. — Développable ayant pour arête de rebroussement une ligne géodésique de surface du second degré, de révolution. — Surfaces confocales. — Cas où la surface confocalc rencontre la ligne géodésique. — Surface confocale inscrite dans les développables. — Points homologues. — Théorèmes sur les arcs. — Méridiens. Théorème sur les arcs d'ellipse et d'hyperbole. — Propositions sur la fonction Ç. — Les lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré ne sont pas algébriques. — Exemple d'une courbe analogue, mais algébrique. — Exemple d'herpolhodie algébrique.
Équations différentielles.
Soit Z une Ibnction de la coordonn(''e ;, et
l'équalion d'une surfaee de révolution. Les équations diflerentielles des lignes géodésiques sur cette surface sont
L'arc de la courbe est 5, et ces équations expriment que le plan osculateur est constaniment normal à la surface. Si l'on regarde la courbe comme la trajectoire d'un point matériel astreint seulement à rester sur la surfaee, on peut envisager s comme désignanl le temps 5 N est la moitié de la r('aelion exercée par la surface.
Des ili'u\ premières écjuations se déduiL rinlégrale des aires
|)iiis les relations
l'/d.r-i /dyY\ , ., / dy d.rr- ( d.r dyy
(d.ry (dy.^- (dz -^
[717 ) -[dl) -[ds) ='•
d.r dy dz
ds "^ ds ds
jointes aux. relations (1,2), donnent celle-ci
dz ,2 -j.Z — ri
\ds 11
ds / '2 Z -— Z'
DÛ les variables sont séparées. En diiVérentiant aux deux membres rt remplaçant -7^ par pression toute connue
et remplaçant -j^_ par — jNZ', on obtient, pour la réaction N, Tex-
l^our trouver ensuite x et )', on pose
X ^v iy — \. X — iy = \ ,
puis, écrivant la relation (2 ) sous la Ibrme
1 d\ i d\ _ ic ^^^ X~d7~\ ~d7^Z'
on fait dépendre le rapport X : ï d'une nouvelle quadrature, tandis que le produit XY = 2Z est déjà connu.
Svirfaces du second degré ; inversion.
Soit clioisie, pour Z. la fonction
ciiAPiTRK VI. — LKJMis (;É(Ji)i:siQri;s di:s sliifacks dk uf:voLi;TioN. iSi) cil sorte que
représente une des ([tuilre surfaces du second degi'é de lévolullon à centre, savoir :
Un ellipsoïde aplati, si a- yb- ^ o,
Un ellipsoïde allongé, si ù- ^ a- ^ o,
Un hyperboloïde à une nappe, si.. . a- > o ^' ù-,
Un liypcrlioioïde à (lcu\ nappes, si. 0^1 o la-.
En prenant z- pour inconnue, au lieu ch; z^ on écrira l'écjuation {?*) sous la l'orme
b- ds I / , b'* y
Soient posés maintenant
-Hex — e„)
on en déduira
, — b' ~ z- = z-i pu — ey
Tenant compte de la relation
p'-^u = \{pu — Ca) rpit — Cp) (pj< — Cy),
on conclut malnlenanl de l'équation (-)
, rt- — ^- / du\'- i
ou bien, en extrayant la racine carrée,
<ls Ja- — b- , .
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\ olci donc, par une inlrgralion, rcxjn'ossioa linic de l'arc .v : (11) .V = T ( (?a " -^ ^ " ) + const.
Pour cirocluer ensuite l'intégration dans l'équation (5 , il ("audia mettre Z, à un lacleur constant près, sous la forme pu — ■ pv. Ceci conduit à introduire un argument constant v, en remplaçant les égalités (8) par celles-ci :
-z^-ie^ — pv) = ■ — ^^- , ' " a-
(.l'où l'on conclut
(,.) yHe^-P^
affa — t'p)
par quoi l'on trausiorme l'égalité (lo) en celle-ci . ds ~-,p''' , s
On trouve, d'aulrc part,
Z du (eoL — pv) {pu — pi>}
Voici donc ce que devient l'équation (5) :
losr T7 =
(i5j } du "Y (eo^~pv)(pu--pv)
L'expression (i4) de 2Z i:^ XY donne, d'autre part,
( u ° pu — pv -^ /•=> ^
i.im'iriii: vi. — lujnes géodésiques des surfaces di; hévolltion. .^4' il cil rcsiille
-^^ lo- \ - :;( Il — D — ^« - - Z,{v ~ Wx) — r,a ,
d'où, j)ar intégration , en dénolanl (rime manière appropriée la constante arbitraire,
La constante, mise devant l'expression de Y, est choisie d'accord avec l'expression de aZ, que doit reproduire X'i .
Expressions elliptiques des constantes.
Les formules (12) l'ournissent les éléments elliptiques en fonction des constantes piùmitives. Inversement on en tire les expressions de ces constantes parles éléments elliptiques:
En prenant de diverses manières les indices a, |S, y et rargumcnl V', on obtiendra les divers cas qui peuvent s'offrir, soit relativemeni à la nature de la surface, soit à la nature de la ligne géodésique. L'examen de ces divers cas va faire l'objet d'une discussion, que l'on j)ourrait fonder sur l'étude de la formule (^), mais qui sera plus intéressante si l'on prend pour point de départ les formules »'lliptif[ues.
Discussion.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équations (16) et (y I représentent une courbe réelle sont les suivantes. T étant supposé , comme il est loisible , être une constante réelle.
^If2 DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
i" La qiianliu'' i\)'v<h/ doil èlrc réelle;
2" Les quanlités c-, z-, Z doivent être réelles et positives.
Il est d'ailleurs sous-entendu que le discriminant est ]>ositif, puisque les racines Col, <?g, Cy sont réelles.
Ces conditions, évidemment nécessaires, sont suffisantes; on peut le voir ainsi.
Comme pu et pv sonl u('ccssaireniont réels, on voit que les conditions relatives à ip'vdit et à c- assurent la réalité de ds ( i3l.
Les expressions (i6) de X et Y donnent lieu à l'équation (la), d'où l'on peut remonter à l'équation (5), où ds, c, Z sont réels. On est donc assuré de pouvoir déterminer la constante E, de manière que le rajiport X ; \ ait l'unilé pour valeur absolue (module). D'autre part, le produit XY := àZi est réel et positif. On trouvera donc ainsi pour X et \ des imaginaires conjuguées. Si ^est positif, on voit que ^, y, z sont réels. La courbe est donc efTectivement réelle.
La première condition, relative à ip'vda, limite ceux des intervalles ( — xi, ^3), (^3,^2), (e2,ei), (e,, + oc) où peuvent se trouver pu et j3i'.
Les rangs des intervalles où se trouvent ces deux quantités sont de parités opposées.
La condition relative à c- se traduit par celle-ci (17) :
(18) Ox — r'0(ey— P'')<>a— ep)> o.
Celle qui est relative à z- donne (9)
Enfin la condition relative à Z s'exprime ainsi, d'après (12, i4),
(20) (ey — p(^)(pa — j3p;>o.
Rien n'est plus aisé maintenant que de trouver les divers cas possibles. \ oici un spécimen de la discussion.
Supposons a=i, fi = 2, y = 3. La condition ( iS) exige que pv soit supérieur à e, ou inférieur à e^. Soit pv -< e^; alors, suivant la condition (19), pu doit être moindre que e-, et se trouve ainsi dans l'intervalle (cs, 62). La condition (20) est alors rem-
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plie. Soit, en second lieu, pv \> e, ; alocs p//, iiKtindrc (|iic r^^, est nécessairciiicnt au-dessous de C;,, et la condition ( ud i est encore remplie.
Cet exemple doit sidliic cl nous n'avons (pià noter ici le résidlat. Dans clia(|ue cas, on trouve eUeclivement aussi, d'après les égalités ( «7), des valeurs de a- et //- réelles cl qui ne sont pas toutes deux négatives. La courbe est donc, non seulement réelle, ais vérilahlement aussi une li:;ne géodésique d'une surface
m réelle
Nous figurons, pour chaque cas, les quantités dans Tordie croissant. Les deux premiers cas sont ceux qu\jn \ient de discuter.
pli,
^'JL:
pi',
Cv,
pu.
Crj..
pe:
e-jL,
ery.
Il est à remarquer que, sur les six permutations des indices a, 3, Y, l'une se trouve répétée deux fois, dans les cas I et H, et une autre mancjue complètement. Si l'on avait, en efl'et, ('j,<Ceo <C Cy, pv devrait être, d'après ( i8), entre e-x et e-^. D'après (rç)) et t 20 ». pu devrait être supérieur à pt" et inférieur à Ca- Par conséquent. pv et pu devraient être tous deux dans l'intervalle (ca, Co), ce qui ne se peut, d'après la condition imposée, en premier lieu, à ces deux quantités.
On ne peut manquer d'observer ce fait singulier que chacun des cas I, V, VI répond à une surface dilfércnte, ellipsoïde aplati, ellipsoïde allongé, hyperboloïde à deux nappes; sur chacune de ces surfaces, il n'v a qu'une espèce unique de lignes géodésiques. Au contraire, les trois autres cas correspondent à la surface gauche de révolution, sur laquelle, on le voit, il se trouve trois espèces diflerenles de lignes géodési([ues. C'est là un lait sur le(pie| il convient de s'arrêter.
2^4 DEUXIÈME PAUTIE. — API'LICATIONS.
Lignes géodésiques singulières de la surface gauche de révolution.
11 csl nalurcl Jexauiincr les parliculurllcs que la dégénérescence des fonctions elliptiques entraîne pour les lignes géodésiques dans les six cas précédents.
Tout d'abord l'hypothèse ea = eQ, suivant l'égalité (8), est à écarter immédiatement comme dénuée de tout intérêt. Elle correspond à une surface indt-nniineiit aplatie, sur laquelle les lignes géodésiques se réduisent à des droites quelconques.
L'hypothèse e^ = Cy, dans les cas I et II, entraîne aussi ^a = Cg • il n'y a pas lieu d'}- revenir. Pour les cas V et VI, elle entraîne c^ = pi', c'est-à-dire a = o, suivant (17)- La surface de révolution disparaît. Mais, pour les cas 111 et IV, entre lesquels cette hypothèse sert de transition, elle donne lieu, sur la surface gauche, à des lignes géodésiques •BlTectives : ce sont les génératrices rectilignes. On voit, en effet, par l'équation différentielle (7), que,
pour ce cas, -y^ est une constante. C'est ce qu'on peut vérifier aussi
par le movcn de l'expression de N. En utilisant l'égalité (4), on trouve effectivement
et le numérateur est nul, suivant (8), quand on suppose e» — Cy. Par cette même expression de N, on observera que les lignes géodésiques, sauf le cas où elles sont droites, n'offrent jamais de point d'inflexion en projection sur le plan de l'équateur.
L'hypothèse <?y^^e,^, pour les cas IV et \1, entraîne aussi c^ =:; e^,, et ne doit plus être envisagée. Pour les cas 1 et V, elle exige pu = 63, ce qui donne ;; = o ; on obtient ainsi l'équateur de la surface. Mais, pour les cas II et III, on peut supposer e, = ey en laissant varier pu. C'est, on le voit, l'hypothèse qui sert de transition entre ces deux cas II et III. Il y correspond, sur la surface gauche, des lignes géodésiques singulières dont les équations peuvent s'obtenir sans le secours des fonctions eUipliques, comme on voit par l'équation différentielle (7). Cette
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équation, |)ai- l'ii vpolliôsc c- ^= a-, devient inlé;^r;il)l(\ en elH'l, an niojcn (les lonclions l(ii;anlliMii<[Ut's. l'^ii <liai|ii<' |i(iml de l.i surface passent deux de ces lignes sin^ulit-res, svniélri(juenient inclinées sur la tangente au parallrlc et iaisant, avec cette lani^cnte, un angle dont le cosinus est égal au rapport des rajons du cercle de gorge et du parallèle. On se rendra facilement compte de cette propriété par le moven de l'équation (y i, qui fournit la direction de ces lignes singulières.
l-^u un |)()iiil arhilraiie de la surface de révolulion, il v a lieu de considérer ainsi, dans le ]>!an tangent, quatre droites, savoir les deux génératrices rectilignes G, G' et les deux tangentes des géodésiques singulières T, T'. Ces quatre droites se coupent au point considéré ; elles partagent le plan en quatre régions dont chacune est composée de deux angles opposés par le sommet et qui n'empiètent pas les unes sur les autres. Une de ces régions est limitée par T <l T', une autre par G et G', une autre par G et T, une ([uatrième par G' et T'.
Cela posé, pour toute ligne géodésique qui passe au point considéré, la tangente en ce point est contenue dans une des quatre régions. Si elle est contenue dans la première région (T, T'), la ligne géodésique est de l'espèce II. Si elle appartient à la troisième ou à la quatrième région (G, T) ou (G', T'), c'est alors l'espèce III. Si elle appartient enfin à la seconde région (G, G'\ la ligne géodésique est de l'espèce I\ .
L'espèce II présente, en outre, une distinction géométrique très simple. La fonction pu y varie de — a; à e^ ; ;;■ ne s'évanouit jamais et devient minimum pour puz^e^ : la ligne géodésique ne traverse pas le cercle de gorge et touche un parallèle. Au contraire, dans les espèces III et IV, pu varie bien de la même manière, mais z-, qui tout à l'heure était égal à t- (e, — •p")^ est maintenant représenté par '-{e-j — P^)- Sou minimum est zéro; la fonction uniforme z s'évanouit en changeant de signe quand u franchit l'argument correspondant ojn- La ligne géodésique traverse le cercle de gorge et tous les parallèles.
Sous ce point de vue, les lignes géodésiques de l'hypcrholoïde à deux nappes (cas VI) peuvent être assimilées à l'espèce II ; elles sont tangentes à un parallèh'.
■2^6 dei:xi(;mf paiitie. applications.
Sur les deux ellipsoïdes (I et \ i, pu saric de Co J» Cj ; toutes les liiiues ij:;éodésiques sont tangentes à deux parallèles, sjmétriques par rapport à l'équaleur, et traversent léquateur.
Lignes géodésiques conjuguées.
Avec les mêmes fonctions elliptiques et les mêmes arguments, de part et d'autre, considérons deux lignes appartenant, lune à l'espèce II, laulre à l'espèce III. Les équations (i6), sans aucune altération, sauf les facteurs constants, s'appliquent en même temps aux deux coui'bes.
Par conséquent, à foule ligne géodésir/ae, d'espèce 11 ou 111, tracée sur une surface gauche de révolution, correspond une seconde ligne géodésique , tracée sur une autre surface de même espèce et de même axe, de telle sorte cjue, sur un plan perpendiculaire à cet axe, les deux courbes aient une seule et même projection. De ces deux lignes, l'une est de l'espèce 11, Vautre est de l'espèce III \ leurs arcs correspondants sont proportionnels.
Ce )node simple de correspondance résulte d'un échange entre les indices ,3 et y. Il n'existe, dans le domaine réel, que pour les espèces II et III. Les formules (i^) donnent immédiatement les relations entre les quantités a-, b-, c-, relatives à l'une des lignes, et les analogues a'-, 6'-, c'-, relatives à l'autre ;
Le rapport des arcs correspondants esf^, •
L'échange des indices a et y niet en évidence un lien fort remarquable aussi, quoique moins simple, entre les lignes géodésiques de l'ellipsoïde allongé et de riivperboloïde à deux nappes (V et VI).
Les quantités Ci, Co? <?:> étant supposées les mêmes pour les deux lignes, soient u ., v les arguments relatifs à la ligne d'espèce V et m', v' ceux qui sont relatifs à la ligne d'espèce VI. Prenons
t"' — P — CO, u — u ~- O),
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ce qui est coiifornic à la nature des quatre argunienls w, f, //', c'. Pour la [)rcuiicrc courln', ou a, suivaut les égalités (i6 -.
et, j»our la sccoude,
1 3'(tt — V )
__ £,2 -' ^ ^^ ' g2i-0"-^(i''-l-W")lH'— 20l"-<' + ")i
Comme on a co";= w -t- to' et vi''= r, H- r/, on voit qu'il suffit de choisir les constantes E, E' pour conclure à l'égalité des rapports X ; \ et X' : \'. Quand il en est ainsi, les deux points qui se correspondent sur les deux lignes géodésiques sont dans un même plan méridien. Pour achever de préciser la correspondance, il faut donner les relations entre les coordonnées z et z' ^ ainsi qu'entre les quantités a-, 6-, c-, «'-, b'-, c'-. C'est ce qu'on fait aisément au moyen des formules d'addition de la demi-période. On a, en effet, suivant les égalités (9, 17) et les formules d'addition
i;2 -'2_ b^-b'i= •:2^'2(ei — piOtei —pu')
= -J-J'Hei — pv){ei— pv' ) = --J~.'-^{ei — e.2)i^ei — e-i).
D'après les égalités (8), on a aussi
Par lélimination de t-, t'-, ces relations se réduisent aux suivantes
' '-in . , ,
zz = bb' ,
( a'^ — c'^jia'- — c'2; =«-«'-.
dont la dernière peut être laissée de coté, comme on \a le reconnaître. \ oici donc la conclusion :
Soient un ellipsoïde allongé
a* fi-
el un hvperboloïde à deux nap/ies
donl les axes satisfassent à la première relation (ai)- On établit une correspondance entre les points de ces deux surfaces, situés dans un même plan méridien et conformément à la seconde relation (i\).
De cette manière , les lignes géodcsiques des deux surfaces se correspondent. On voit que la relation entre c- et c'- est une conséquence de la seconde relation (21). Elle traduit, en effet, la correspondance entre les points où les deux lignes géodésiques sont tangentes à des parallèles.
Par l'échange des indices a et ^, on trouve de même un lien algébrique entre les espèces II et ^ I. Soient u, v les arguments relatifs à la courbe de l'espèce II, u' et v' ceux qui sont relatifs à la courbe de l'espèce \I. On prendra
t^' = f Oj', u 7= u — (X)'.
Des calculs tout semblables à ceux qui précèdenl conduiseni ainsi à cette conclusion :
Sur V hvperboloïde à une nappe
X- — v^ za- fj
si Von emisage une géodésique tangente à un parallèle de rayon c, et sur Vliyperboloïde à deux nappes
une géodésique tangente à un parallèle de rayon c', et que les
deux relations
(c^-—a^-)(b^-~a^-) (c'2 — a'2K6'2— a'2) _ a-fy- ' a'^ù-
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(lient Uni, les fioinls de ces deii.r /ii^/ies ^éodési^/ites ( convcndblcmcnt orientées), situés dans un même plan inrridien , se enrrespondenl conformément à Véiinlité
(^.---jC
lAc^'-y-c'^
Liaison entre les lignes géodésiques et l'herpolhodie.
La forme extérieure des équations (i6)cst lonle semblable à celle qu'afTeclent les équations de riierpolhodie (IF, i4, p- 55). Mais, dans riicrpolhodie, y)u est plaeé entre e-s et e^, pc' entre e^ et Cl, ce qui n'a lieu ici dans aucun des six cas. Dans un seul cas. celui de l'ellipsoïde allongé (V), ])u et jx' sont placés de la manière inverse. 11 est alors, pour ce cas, possible de changer les équations (i6) en celles de l'herpolliodie, au moyen du changemcnl de u^ r en /?/, iv.
Supposons, à cet effet, que les fonctions elliptiques employées pour la ligne géodésique soient construites avec les racines ciaprès :
e^ — — ^1, ey=— eo, e(^ — — ei,
auquel cas on les distingue par un trait supérieur, comme on l'a fait dans le Tome I(p. 5^, i4o, ly'^). Employons aussi les caractères romains u, v, a, b, c, au lieu des italiques correspondants, pour les éléments de la ligne géodésique, qui se distingueront ainsi des éléments de l'IierpoUiodie.
Prenons
Il — lu, v = iv.
D'après les conventions pr('cédentcs, nous avons
(?( u — V I — t j (m -- i^), dw—ijU, ?v — /" j (',
^(V -C03() -— fr((^— (O),
et il en résulte celte nouvelle forme des équations (ib »
\ h j II j V
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S'il s'agit, d'ailleurs, d'une ligne géodésique appaiienanl à l'espèce \ , on a, quant à l'ordre de grandeur,
^a<pv< Cy < pu : cp, c'est-à-dire
absolument eoinnie dans le cas de l'herpolhodie. Les équations (22) sont donc celles d'une herpolhodie, dont on achèvera de déterminer les éléments e»i prenant, suivant l'expression de G (p. 47)5
c'est-à-dire
— ^(PH- (0) — ^t^ — -/] —
2 pv — ei
Dans les équations (j) de la page 4"^ prenons, comme il a été dit (p. 4.9) en discutant ces équations, a = r, |j = 3, y =^ a. Nous avons alors
a- — h- itix p' V
La eompai'aison des deux dernières égalités donne «-= o. Il s'agit donc ici de ce cas particulièrement simple, dont il a été parlé (p. 74)5 et dans lequel l'iierpolliodie est engendrée par le roulement d'une ellipse.
Les formules de la page 47 et les formules (12) actuelles donnent facilement la détermination des éléments de cette herpolhodie :
En conclusion, toute ligne géodésique tracée sur un ellipsoïde de révolution allongé se projette sur le plan de l'équateur suivant une courbe qui peut être engendrée par une ellipse dont le centre est fixe et qui roule sur ce plan.
Soient a et b (a < b) les axes de l'ellipsoïde, c le rajon des parallèles qui sont tangents à la ligne géodésique; soient 6 et c ('/>-< c) les axes de l'ellipse roulante et A •< 6 la distance de son
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ccnlre au plan. Ces diverses longueurs sont lices j)ar les ('(juations (20).
Points imaginaires.
Faisons, pour (jucKpics instants, abstraction des lignes géodésitiiios et prenons simplement des ('quations de la forme (iG)
(24) < , ^ ■ k- -trx — 3;( ^" -^ Wa"".
où p ^\^ q seront des constantes.
Il est manifeste qu'on pourra choisir ces constantes /), q de manière que ces équations représentent une courbe réelle, pourvu que j)'i' et p'w soient opposés d'espèce, l'un réel, l'autre purement imaginaire. ElTectivement on déduit de là réi4:alité < i J )
Par hvpothèse, p\\du est purement imaginaire. La partie variable de log Y cs^ donc jniremenl imaginaire et Ton peut |)rcndre - de telle sorte que log t- soit lui-même purement imaginaire. En
second lieu, on a
X'Y --= pq ( p (• — p u )
et Ton peut prendre pq de telle sorte que X\ soit réel et positif. De cette manière, X et Y seront imaginaires conjugués et la courbe sera réelle.
Il faut avoir soin d'observer la supposition qui est faite ici : on admet que a varie d'une manière continue et que sa variation soil toujours ou r('elle ou purement imaginaire. ^lais u peut avoir une partie constante, période ou demi-pc-riode, de nature opposée. Si l'on modifiait celle partie constante par l'addition d'une période. il faudrait, pour rendre la courbe réelle, changer p et q. Si 1 on change cette partie constante sans altérer/? et ^jr, X et ^ prennent des valeurs qui ne sont plus imaginaires conjuguées, mais (ju on rendrait telles, en les multipliant par des constantes.
2Ôi DLlXltMi: l'AUTIE. — APPLICATIONS.
Supposons donc p cl q choisis de manière à rendre X et \ imaginaires conjugués quand on considère une suite d'arguments que nous désignons généralement par a. Envisageons maintenant les arguments u' =. '.ito'-h «, aco' étant une période quelconque; soient X' et Y' les valeurs que prennent X et Y, p et rj n'étant pas changés. Les deux fonctions X et Y sont doublement périodiques de tleuxième espèce et admettent, relativement à la période 2w',
les multiplicateurs ul' et ~,
En inulli|)liant donc X' [)ar —, et Y' par ;/, on retrouvera deux imaginaires conjuguées.
Ces deux mulliplicatcurs — et a' ne sont pas eux-mêmes imaginaires conjugués si aw' n'est pas de même espèce quer/ii^ tout réel ou tout imaginaire. Il est facile de s'en convaincre. Si, en effet, on remplaçait ato' par la période 2W, de même espèce que du, X et Y resteraient imaginaires conjugués en se multipliant par
les multiplicateurs correspondants a et -; qui sont ainsi imaginaires conjugués, en sorte que 'x a la forme e''\ 'l étant un angle réel ,
On peut écrire jjl' sous la forme suivante :
La quantité v/ji' — y/o) est un multiple entier de -'" ? soit /«t^; en sorte qu'on a
«/"i' (I)' n/Tîi'-i- l'iifi)'
Par hvpothèse, w' et w sont l'un réel, l'autre purement imaginaire ; de plus, t» est, à une période ou demi-période près, de nature opposée à du et, j)ar conséquent, à o). De là résulte que l'exposant de l'exponentielle est ici tout réel, sauf un multiple de i-. Par suite, [j.' est une quantité toute réelle.
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En résume, c'est par les nmlliplicalciirs rcc.ipiofjucs cl réels
— cl u' <|ii il faiil inulli[tllcr X' cl \' pour les rendre inia;;inaircs
conjugués dans le cas qui nous occupe. C'est ce qu'on traduirait en langage géométrique ligur<' si l'on disait : la portion de courbe pour les arguments u' se compose delà portion de courbe relative aux arguuicnis //, que l'on lait tourner autour de l'origincî d'un
angle purement imaginaire «'gai à- logju.', absolument comme,
pour la suite des valeurs de //, la courbe se compose d'une portion, toujours la même, que l'on fait tourner successivement des angles réels à, 2.'l
11 faiil examiner maintenant ce que deviennent X et \ pour des arguments u\ de la forme u\ := w' -(- «.
Soient X(w), Y('x)) ce que deviennent X et Y quand on y met, pour «, une demi-période w; nous avons
c'est le multiplicateur correspondant à la période aw dans la fonction X. Il en sera autant pour toute demi-période. Prenons deux demi-périodes, l'une m" comprise parmi les valeurs admises [)our «, en sorte que
soit, par livpotlièse, de la forme e'?, es étant un angle réel ; prenons ensuite w'-f- w", qui dill'ère delà première par la demi-période &/, la même que ci-dessus. Nous avons, de même,
X ( Co' -r- w" ) P , „
car le multiplicateur est ^J<.j." pour la période aw' -;- 2w". Ainsi
X(w'+ co") , X(to") , .
\ {(^J -T- (Ji ) ' l(<^j
Soit £ = i-T I choisi de façon à rendre positive la ([uantilé réelle eu.'. Si l'on multiplie X((o'-f-w"i par -,^— et Y(w'-}-co") par
aSj DEl'XlÈ^IK l'AUTlK. -- APIM-ICATIONS.
±:i/£a', le produit de ces deux (|iianlil(''s ainsi modifiées sera simplement multiplié par zt i ; il était éi;al à la quantité réelle P'I [,P*' — .P('-^' ~'~ ^'')]j ^"' ^^^ positive ou négative. En disposant du silène, on rendra le nouveau produit réel et positif. Le quotient des quaulilés ainsi modifiées est égal à ± e'? 5 donc ces quantités sont imaginaires conjuguées.
Prenons mainlcMiaiil des arguments de la forme to' -f- a; nous savons que X (oj' -i- i/) et \ ( w' -i- k ) deviennent imaginaires conjuguées si on les mulliplie par des fadeurs constants. Nous venons de trouver ces facteurs en supposant la valeur particulière u =3 10" ; il n'v faut rien changer quand u est variable. Ainsi, en résumé, si 200' est une période d'espèce opposée à du, et [jl' le niuliiplicateur de la fonction X pour cette période : i® [V est une
(pianlilé réelle : 1" ■ , X i^oo' -;- u) et ±: y/ d= a' Y (rW H- //) sont
imaginaires conjugués : 3'' -, X ( aoj' -i- a) et [j.' Y ( 2 oi/ -h //) sont
imaginaires conjugués.
Ces résultats s'appliquent, sans modification, aux cas où les équations (24) représentent la projection d'une ligne géodésique de surface de révolution du second degré. Il faut joindre aux équations (24) celle qui donne la coordonnée z, dont le carré reste toujours réel, mais peut être négatif, quand u est remplacé par (o' -r u. En ce cas, z (w' -j- u) devient réel si on le multiplie par i.
Dans le langage figuré de la Géométrie, on peut dire que les arguments dont il s'agit fournissent les courbes qu'on obtient en faisant tourner une courbe réelle, autour de l'axe, d'un angle imaginaire et en multipliant les ordonnées z par y — 1.
Les équations (24), considérées dans leur plus grande généralité, peuvent, avons-nous dit, représenter des courbes qui ne soient pas des projections de lignes géodésiques de surfaces de révolution du second degré. On peut leur donner encore une acception plus large en admettant que le discriminant y soit négatif. La courbe est alors réelle, si pu et pç sont séparés par e-^ et si l'on prend e^ =^ e.,.
Nous verrons plus loin que, parmi ces dernières courbes, à discriminant négatif, il en est d'algébriques, tandis qu'il n'en existe aucune parmi les autres.
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Comparaison des arcs sur une même ligne géodésique.
Sur une luciue ligne géodési(jue, deux ])oinls variables, n'pondauL à des arguments dont la somme ou la diirérence est conslanle, sont liés l'un à l'autre par des relations purement algébriques, non seulement entre leurs coordonnées, mais aussi entre les arcs cnii aboutissent à ces points. C est ce (|u'on va aisément reconnaît i"e.
Soit // largumcnt de l'un de ces points, dont X, ^ , ; sont les coordonnées. Toute l'onction rationnelle de pu et p' a est une fonction algébrique de :;, comme on le voit par l'égalité (9).
Soit iv zn u l'argument du second point, dont X', \', z' sont les coordonnées. Désignons par s et 5' les deux arcs aboutissant à ces points. D'après la formule (1 1), en laissant de coté la constante arbitraire, nous avons
On a d'ailleurs (t. I, p. i3S'i
ll(w z^ u)::z!lu — Ziv -. — — • •
2 pw — pu
Ainsi la somme ou la différence des arcs est algébrique, eu même temps que la somme ou la différence des arguments est constante.
Pour le premier cas, prenons le produit des coordonnées X, X'. D'après l'expression (16) de X, on a
(EtjI e'';a-ï^''+w».'l'i'
• t^ j << j ( IP U)
ce qui est une fonction doublement périodique de u, rationnellement exprimable au moyen de pu et de j)';; (t. I, p. 21 3). Il en est de même à l'égard des [)roduits YY' et zz', où, sauf les facteurs constants, p est remplacé par — p pour l'un, par clx^ pour l'autre.
Dans le cas où la dillerencc des arguments est conslanle, ce sont les quotients X' :X, Y': Y et :;' : z qui sont doublement pé-
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rloiliquos, cl algél)i'iqiicincnl cxj>rnnal)les en foncLion de c. On pctil irailloins passer facilement de l'un à raulrc cas. En oHel, sauf cliani;cincnt de la constante E, X et Y s'écliangeul quand on change u en — u. Comme d'ailleurs XY est une fonction algébrique de c, la liaison entre les deux pro[)Ositions est manifeste.
Nous allons faire connaître des propositions de Géométrie qui équivalent à cette proposition purement algébrique et qui serviront à la préciser.
Propriétés d'une classe de surfaces développables.
Considérons la fonction doublement périodique de deuxième espèce
^ V ^ Il
dans laquelle v désigne un argument arbitraire. Cet argument est une racine de la dérivée /'(w). On a, en effet,
et l'on voit que /'(m) s'évanouit pour f/ = v.
Soit pris maintenant un autre argument quelconque (v et posons
Cette fonction p est doublement périodique par rapport à a ;
de même aussi son produit par ' .., '. • Dans ce produit, il subsiste i ^ J(u) i
deux pôles seulement (aux périodes près < ; ils répondent à
« = — V el u =^ — w. En effet, le pôle u =^ v du facteur p est une
racine de l'autre facteur, et le pôle «^ = o de ce dernier est une
racine de p. De plus, la dérivée de p est, pour u r.- o, égale à
l'unité, tandis que le résidu de —-, — est l'unité né;;ative. En con-
séquence, la somme i -f- p ' ,., ? qui a les mêmes pôles que le
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produit jirécédenl, a, en oulrc, la racine u = o. Donc enfin le produil de celle somme par f{ii) n'a plus le pôle « == o; il n'a pas non plus le pôle u = — r, qui est racine de f{u). 11 lui reste le seul pôle ii = — «'. C'est d'ailleurs le produit dej'(u) par une l'onction doublement périodique; c'est donc une fonction doublement périodique de deuxième espèce, avec les mêmes multiplicateurs que f{ii)- 11 ne diffère de/(// + (x) que par un facteur constant :
Pour déterminer le facteur A, il suffit de donner à n la valeur V — «T', qui fait évanouir o ; il s'ensuit
Supposons maintenant une courlie gauche (.r), lieu d'un point dont les trois coordonnées rectilignes ^,, x^^ X:j dépendent d'un paramètre u par trois équations de la forme commune
( 27 ) XI, = cjk (n) = eu 1""^^'^ eV^^i--Q.^i+Vi>.\u (/,- = 1 , 2,3).
j f /,■ -j II
Considérons le point dont les trois coordonnées j)', , y-,, ys sont déterminées par les trois équations, telles que celle-ci
JA- =X/,-T- px',,.
Ce point est situé sur la tangente de la courbe (x). En faisant varier l'argument arbitraire (v et laissant u constant, on obtient ainsi les divers points de cette tangente. En faisant, au contraire, varier u et laissant a' constant, on obtient une courbe (y). Considérant u et w comme variables, on volt que J'ijj'o? J's sont les coordonnées d'un point quelconque de la développable dont la courbe (x) est l'arête de rebroussement.
D'après l'égalité (26), en mettant les arguments en évidence, on a pour les coordonnées y, l'exj)ression générale
(28) yk{u) = ''\ ' TiAu-^ iv).
Ainsi les trois coordonnées y d'un point variable sur la courlie ^ y)
sont respectivement dans des rapports constants avec las coor-
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données .r diin aulre point vaiiaMc sur rarêle de rebrousseinent [.r). V.n (\'.iu\vv9, lernu-s, i/ e.ris/c si/r fa dévc/opp(fhle une in/inilé de courbes homograpkiques à l'arête de rebroussement ; les diverses liomographies ont toutes, pour plans principaux, les plans des coordonnées et celui de l'infini.
Cetle propriété apparlienl à la développable dont l'arête de rehroussemont est nnc ligne géodési(pie de surface de révolution du second degré. En'eclivenicnt X et \ ont la forme supposée ici pour ./■/,; les arguments tels que c/, sont égaux à ± v. La coordonnée :; a aussi cette forme, puisqu'on a, d'après (()),
Pour ;, l'argument r/i a la valeur particulière (or^. Quant à l'argument V, il est égal à la demi-période lo^.
A cause de ces circonstances, les propriétés de la développable particulière, dont il s'agit maintenant, se précisent davantage. C'est ce qu'on va examiner; mais il faut d'abord cbercher les conditions pour que le point y soit réel en même temps que le point X.
Développable ayant pour arête de rebroussement une ligne géodésique de surface du second degré de révolution.
Ivepreiiant les notations X, Y, c, au lieu de X|, x.i^ x-^, nous emploierons aussi les lettres X,, \,, ^,, au lieu àe y^, y-i^ y-^. Nous mettrons encore les arguments en évidence.
Voici, d'après la relation générale (28), les coordonnées du point ;' :
X (■ oi^ — «r ) X f ?/, -H w )
^iC«) = y7 ^ '
X(a)aj
V / , "^'(wa— w) Y{u-\- (f)
;(Waj
On remarquera d'abord que (Oa n'est, pour aucune des six
espèces de lignes géodésiques (p. 243), l'argument d'un point réel.
Nous supposons a l'argument d'un point réel. Si alors ii-\-w
CIIAPITHE VI. — I.ICNKS (lÉODl'SIQl KS DES SURKACKS DE UÉVOLl TION. 2og
l'est aussi, »\' osl ou rét;! (csprco I) ou purement imaginaire, et o)a — »^' n'esl [)as l'arguniciil d'un point n'cl. Eflectivemenl, l'une des valeurs de iv élant zéro, w^ <'l (•)a — »'' ^'^n' des arguments de
M, \((0x — irj V((03t— 11') , .
ais iilors — vr- ; — el — r^- sont des imiJiJi-
naires coniufiruees et ^ — est réel. Comme aussi \(i{. -\- w)
et Y(ii -r- iv) sont des imaginaires eonjuguées et z(u + a-) réel, on voit que le pointy est réel.
Si, au contraire, oiy. — <^ est rari;umcnl d'uti point réel, soit u, cet argument; on a alors « h- (v = o)^ -h // — //,. La dilférence 1/ — //, est ou réelle ou purement imaginaire, et u -+- w n'est pas l'argument d'un point réel. Mais aloi^s u 4- w et a>a sont des arguments de même espèce, et le point y est encore réel.
Ainsi le point j' peut être réel, en même temps que le point x, de deux manières différentes. Dans l'une, c'est i/ -+- ^v qui appartient à un point réel; dans l'autre, c'est co^ — (v.
Nous examinerons d'abord le premier cas, celui où u -+- iv est l'argument d'un point réel.
Les équations (3o) étant écrites abréviativement
(3i) \l(u) = B\(u-^^^■), Yi(m) = Bo Y(«-^ <r), Zi{u) = Cz{u-hn'),
et B, Bo étant imaginaires conjugués, G réel, le point j^ se déduit d'un point de la géodésique, celui d'argument u -+- iv, par une transformation homographique fort simple : elle consiste à multiplier par des constantes (y/BBo et C) les distances au plan de V équateur el à l'axe, et à faire tourner autour de l'axe d' un angle constant o =:arg. de B.
Telles sont les transformations liomographiques qui changent la géodésique en des courbes tracées sur la développable dont elle est l'arête de rebroussemenl.
Le cas où u et wa — "^ appartiennent à des points réels présente les mêmes propriétés, mais sous forme imaginaire, ce que nous voulons écarter ici de nos études. On peut cependant observer que la partie imaginaire de ligne géodésique, lieu du point dont l'argument est u -f- n', résulte d'une courbe réelle par une transformation homographique imaginaire. C'est par une transformation homographi(juc réelle, toute semblable à la [)récédentc,
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et appliquée à cctlo dernière courbe réelle, cjue Ton obtient maintenant la courbe réelle, lieu du point j'.
Il est aisé d'obtenir l'expression des deux constantes y/BBo et C, cjui inlorvienncnt dans la transformation. L'équation de la surface
donne
La première égalité (9^) nous fournit
Posant, pour abréger,
-"-(wa— 'v) = — 62 X,
nous en déduisons
Il est visible que a ne cliange pas par le changement de w en — w, car on a, suivant (9),
z-^io.j,— if) = -J [er^ — p{ioy: — n')] =-.-\ea — pCw^-f- w)\.
Non seulement C-, mais C lui-même reste invariable par ce changement. On a elTectivemenl, d'après (29),
ziM-j,— w) _ :^(tua-Hup— ty)^to^ -0^ .v ^ J-.^ w
ce qui est une fonction paire de n'.
L'invariabilité de BBq peut encore être mise en évidence autrement. Soit, pour abréger,
on a, en prenant une période quelconque o^,
iX ( W W ) _ 3^ ( W — W -{- V ) :flO _. |t^^,
X(tu) 3'( W -1- f ) ^( OJ W)
iY(a>-t-iv)_ <:f[iM^w — v):foj _ /,^^, \ Y ( O) ) ::yix> ~ V ) :: { L'j -i- w )
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IjCS seconds incinhrcs de ces deux égalités sont égaux entre eux, d'après la propiiélé générale (t. I, p. i88)
a'(w-i- v)e -10" = 3'(w — t^jeO"
On a donc:
Bo =
Y ( tOo( — «r ) _ X ( ojjt 4- tv ) Y(ajx) "~ X(wa)
SI iî' cl lîy désignent les quantités analogues à B et Bo, mais relatives à l'argument — iv, nous avons ainsi
(35) B=Ri,. B' = B„.
Reprenant, avec l'angle ç, son analogue cp', nous concluons 0=: — (j,', ces deux angles étant les arguments des imaginaires B et B'. Ainsi les deux Lransformatioiis lioniographiques relatives à deux arguments égaux et de signes contraires diffèrent seulement par le sens delà rotation autour de l'axe. La grandeur absolue de cette rotation est la même dans les deux transformat ions .
Soit y' le point conjugué de j', déduit du point x avec l'argument— iv, comme l'est j- avec l'argument w; on voit que les lieux géométriques de deux points conjugués sont deux courbes égales, dont l'une se déduit de l'autre par une rotation autour de l'axe. Ainsi la courbe (yv) se déduit de i^y') par une rotation égale à 2'^.
Surfaces confocales.
Les deux transformations homographiques qui changent la courbe (x) en les deux courbes (j^) et (j') changent, toutes deux, hi surface, sur laquelle la géodésique est tracée, en une seule et môme surface du second degré de révolution. D'après l'équation de cette dernière et les relations (3 1), la surface transformée a pour équation
a^BBn 62 G2
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Les carrés de ses axes <7-BBo el ^-C-, suivant (32 ), onl les valeurs suivantes :
Ainsi les tleux transformations liomographiques changent la surface sur laquelle est tracée la géodésique en une surface confocale. En d'autres termes, les surfaces confocales coupent la dé^-eloppablc dont la géodésicjue est l'arête, suivant deux courbes distinctes, égales entre elles, cpii diffèrent de position par une simple rotation autour de V axe, et cjui sont liomographiques à la géodésique.
Les théorèmes précédents donnent des constructions géométriques pour trouver une suite indéfinie de points sur une ligne géodésique de surface de révolution du second degré, quand on donne deux points et la tangente en l'un d'eux. Ayant, en effet, lés points d'arguments u — iv et u et la tangente en ce dernier, on en déduira le point u -\- i\\ et la tangente en ce point. On pourra ensuite trouver le point u-\-iw^ etc. C'est donc une construction de l'addition des arguments. Mais on ne doit pas perdre de vue que deux points et la tangente en F un d'eux constituent des données surabondantes.
Considérons maintenant la longueur / de la tangente, comptée entre les points x et y. Son expression est
, ds
D'après les égalités (lo, 'îd), on a ici
ds^ _ y/g^ — b- ^ \Ja^-~b- :ï(u — 0)^) 3'( w -+- cooj)
a'{u — Wa) a'( «-!-»') 3' (»' — to-x)
, _ ya^ — tj^ a'{u -h Mr^ ) :i{ u -^ w — co^ ) j" w b s'a a'(;< -I- «') cj'oja 3'((P — Wa)
Considérée comme fonction de //, / ne s'évanouit que pour les valeurs de u égales à oja ou à m^ — (v (sauf des périodes). La première de ces racines ne correspond, on le sait, à aucun point réel.
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Dans les cas f|iic nous a\oiis supposi-s jusqu'à prùscnl, où a -\- »r correspond à wu point réel, nous savons aussi que <o.^ — \\> n'y correspond point. En ces cas, / ne devient jamais nul. Ainsi, quand la courbe {y) se déduit de {x) par une transformalion honio- '^raphique réelle, la surface confocale correspondante ne rencontre pas la géodésique. Au contraire, c^est en prenant des surfaces con focales rencontrant la géodésique quon obtient les courbes réelles {y) résultant de la géodésique par une transformation liomograpliique imaginaire.
Nous allons examiner spécialement ce second cas.
Cas où la surface confocale rencontre la ligne géodésique.
Nous supposons maintenant que to» — ^v soit l'argument d'un point réel.
Ainsi, par iivpothèse, on a
et u — U\ est réel ou purement imaginaire.
On a vu plus haut (p. 254) qu'en multipliant X(?/ -h \v) par une
quantité réelle et positive - (v =r S^î;^'), et Y[u ->- w) par ~ v, on
rend les produits conjugués. Il en est de même à l'égard de X(wa) et Y(tDa).
Au lieu de ± v, mettons ( — i)"v. Les quantités X(tOo( — (v) el
Y(w3t — w) sont conjuguées; de même, -X(wa) et ( — i)"vY(tOx). Les quotients
sont donc conjugués, et l'on a
(38) -i -"^^"--"'^ = IU">, ^ Vfço^^-uO ^
' lX(a.,) '" ''^^^-^
R étant réel et positif, 'l réel. Par conséquent,
X, ( i< ) = X ( if H- w)i'tK e't'î'-t-'i<'fv' , Yi ( « ) = Y( « -h w)i" R e-'('K"<''.
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Ainsi, la transformalion qui fait passer du point imaginaire x, d argument a -h (v, au point réel y^ consiste à mulliplier la distance à l'axe par la quantité réelle ou purement imaginaire «"R, et à faire tourner, autour de l'axe, d'un angle imaginaire <h -h i'iogv. Quant à la transformation de l'ordonnée c, on verra de même qu'elle consiste en une multiplication pur une quantité réelle ou j)urement imaginaire.
Considérons maintenant, comme nous l'avons fait dans le cas précédent, le point conjugué y' ^ qui se déduit du même point x^ mais au moyen de l'argument — (w Les relations (35) sont générales, quel que soit(r. La nouvelle transformation, toute semblable à la précédente, en diffère donc seulement par le changement du signe de la rotation imaginaire, qui est maintenant — ('•>-}- /logv).
Ici se présente une sorte de paradoxe : les deux courbes conjuguées (j'), {y') se déduisent l'une de l'autre par une rotation imaginaire 2(6 -|- Hogv). Toutes deux pourtant sont réelles.
L'explication de ce prétendu paradoxe est fort simple. On a vu (p. 253) que ces courbes possèdent des parties imaginaires qui se déduisent des parties réelles au moyen de rotations imaginaires. L'angle de rotation est f'iogjj.'. Mais, précisément, v est la racine carrée de ±: ijl', en sorte que la rotation 2 (']> 4- Hogv) peut se décomposer en une rotation réelle 2(]; ou 2'j» + 7r(si v = \J — jjl' j et la rotation i'iogpi.' qui change la courbe {_y') en elle-même. Ainsi, dans ce cas, comme dans le précédent, les courbes [y) et (y') diffèrent seulement par une rotation réelle autour de l'axe.
Ces circonstances se comprendront encore mieux si l'on fait l'observation suivante. L'argument iù^-\- w n'est pas, en même temps que to^ — (v, celui d'un point réel, mais en diffère par une période. Soit, en effet, w" une demi-période, argument d'un point réel; l'argument «i est de la forme générale (o"4- t^, où ^, est réel ou bien purement imaginaire. Par conséquent,
tojj-f- iv = 9.0)^ — Ui = aojjf — uj" — /i = ■>.{iMrf_ — to") + 0/ — ^1.
L'argument co" — t^ est celui d'un point réel et ()Ja+ ^'^j comme on voit, en diffère d'une période. D'autre part, soit a = cl)"-|- /; on a aussi
U — W = 2(0Ja — Co") -H ^%->s- t — t\.
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Ij'argumcnl ii — (V", à son lour, iroppaiilcnt pas à la nicmc si'ric que rarijunicnl ii -t- \v; car (Oa-r '/ — n \ cl «-Ja-r- ^ — 'i "^onl de la même série. Si Ton clianj^'c w en iv — '^(^(Ox — f'^")' ^" trouve le même point i'; car la fonction p (>^7) est doublement prriodirpie par rappoit à n'. De celle manière, ce poinly' se déduit du [xtint dont Targument est // — w — .>.(^oj" — oJa)- ^c dernier appartient à la même série que celui dont l'argument est ii -\- (v, et l'on trouve directement (|ue les courbes (^') et (j') se déduisent l'une de l'autre par une rotation réelle.
Surface confocale inscrite dans la développable.
La décomposition de la courbe sui\ant laquelle la développable coupe toute surface confocale a lieu aussi quand la surface du second degré, sur laquelle est tracée la ligne géodésique, n'est pas de révolution. C'est une conséquence facile d'une propriété fort connue : les tangeiiLes d'une ligne géodésique de surface du second degré sont tangentes à une seconde surface du second degré, confocale a la première.
Pour le cas particulier où la surface est de révolution, cette dernière propriété se démontre facilement au nioven de l'analyse qui précède. La tangente de la géodésique est, en effet, tangente à la surface confocale si la quantité / reste invariable par le changement de w en — w, c'est-à-dire si (v est une demi-période ou zéro. Sur les quatre valeurs que l'on prévoit ainsi pour (v, il en est deux qui s'éliminent d'elles-mêmes: ce sont les valeurs zéro et 10^1 qi'i rendent / nul ou infini. La valeur tOy doit aussi être écartée; elle donne, en effet, (o^ — (v^w^; donc A = o, suivant les égalités
et la surface confocale, tlonL l'axe ^, est nul (36), se réduit au plan de Téqualeur, compté double. Il reste donc la seule valeur (o^, à laquelle corres|)ond, en effet, une surface confocale, tangente à la développable. Cette surface ne rencontre j)as la géodésique quand celle-ci napparlienl pas aux espèces III ou I\ ; elle la rencontre, au contraire, si la ligne géodésique est l'une de ces deux espèces.
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Points homologues.
Les deux courbes ( )) et (y') se drcInlsanL l'iiuc de l'autre par une rotation réelle, chaque point ^■ de Tune a son homologue y' sur l'autre, de façon cpie l'on jiassc de je à r' par une rotation indépendante de r. Quand it + (r est l'argument d'un point réel, on trouve immédiatement, comme il suit, les coordonnées du point )■', homologue de 7 .
En désignant par X',(?/), Y',(//), "'i(//) les coordonnées du point <léduit de .r avec l'ariiument — a', on aura, changeant a en fi -]- 2W et d'après les égalités (34 )>
X', (z/ ~ 2»'; = Bo X(i< -}- lï'), Yi(f< -;- -iu') = B Y(f< + ir), z-\( u -r- -nv ) = C z( u ^- tl'),
en même teiups cpie, |)Our le point j', on a, de même,
\i{u) = B \(u-\- ir), \i( n)= Bq Y(i< -i- (v), Zi(ii) = C z(u -T- iv).
]^a liaison entre ces deux points résulte de ce que l'on en déduit X', ( « -f- 2 IV ) Bn . Y', (u-i--2 iv ) B
x,(") - n -' '' Y,(«.) " Bo -' "'
z\{u -^iw) _
Zi(U) ~
11 est d'ailleurs manifeste que chaque point j^ a une infinité de points homologues réels, qu'on obtient en ajoutant à iv des périodes de même espèce que du. C'est un fait d'accord avec la pro- ])riété que possède la courbe (y) de se composer d'une infinité de branches se déduisant les unes des autres par rotation autour de l'axe.
Prenons maintenant le cas où c'est o^^ — ''^ fl"i 6st l'argument d'un point réel. Avec les mêmes notations qu'à l'avant-dernier paragraphe, on a
n -- a IV = oj" — t — %ti -\- '2.(iOrx — w").
x\insi a -{- 2<v appartient, non pas à la même série que «, mais
ciiArinu: vi. — i.kim-s (.éodésiqlcs dks slufaci-s de nf:voi.i tion. idy
à iiiie série (|iii dillVio j»;ii' une jx riixlc. Le iiiiilli|ili(aleiir rcliilil à celle période csl u'. cl Ton a, on (.lésigiiaul celle période j)ar ■Mo' = ?. ((o" — Wa I' *■' picnaiil 1> cl 15,) dans les égalités (347 '^^)i
l Y,(jO ;/ lîu ' [x '
On voit par là que le point j>/- a, pour homologue réel v', celui qui se déduit du point .r, dont l'argunicnl est n 4- 2(o' + aw, au moyen de l'aryumenl — tv.
Théorèmes sur les arcs.
Considérons, de nouveau, la longueur / portée sur la tangente de la géodésique au point x, pour obtenir le point y. Nous mettrons en évidence l'argument du |)oint x, en écrivant f{u) au lieu de /. Celte fonction /(«), doublement périodique, est exprimée en produit de facteurs dans la formule (3j). Si nous la décomposons en éléments simples, nous obtenons
Rapprochons-la de l'expression de l'arc (i i)
s(u) = - -. (e^M -!- Ç«; -+- consl.
Soit '}(vv) la quantité suivante, indépendante de //,
pour hiquelle on doit observer que c'est une fonction impaire,
-^((^)=-6(-»')- Prenons •v(//) et s{u + w) et nous avons
( (O) /({<) = 5(« -f- (V) — 5(«) — •i/(ll').
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Celle égaillé nous rournil une expression de la différence des arcs complés dans un mémo sens, à partir d'une même origine, et aboutissant à deux points variables dont les arguments dilTèrent par une constante. Elle est susceplible d'un énoncé géométrique intéressant, sur lequel nous ne nous arrêterons pas cependant à cause des détails qu'exigerait ici la nécessité de préciser le sens dans lequel est comptée la longueur l{ii) sur la tangente. Nous passerons aussi sur les propositions élégantes exprimées par les égalités
l(u) -I- /'(;< 4- ir) — o.
/(■ « ) — l' {in = s(it -^ U-) — s{u — w) -\- ■^<b{iv),
où /'(«) désigne la longueur a-y' portée du point ûc sur la tangente et obtenue par le changement de vv en — w dans l'expression de /(«). Il faut seulement observer que les signes de l{u) et /'(«) sont, suivant les cas, opposés ou concordants, en sorte que l{u)-\-l'(u) peut être la somme ou la difTérence des longueurs absolues. Quand w est suffisamment jietit, l(u) -{- l'(u) est une différence de longueurs; caria fonction l{u) passe par zéro, en changeant de signe, avec vv.
Nous arrivons maintenant à la proposition la plus élégante, que nous obtiendrons en considérant les longueurs l{u) et l'[u-\- 2w)^ comptées à partir de deux points homologues y et r sur les tangentes de la ligne géodésique, qui aboutissent en ces deux points. Pour avoir ici un énoncé précis, examinons d'abord le signe du rapport de ces deux fonctions. D'après la formule (3^), nous avons
r{u -h 7.fV ) 'i{u-\-1W — OJx) ^11
Que la surlace confocale, correspondant à «', coupe ou ne coupe pas la géodésique, les deux arguments u et a -\- -iw sont, dans les deux cas, des arguments de points réels, effectivement ou à une période près. Que ce soit seulement à une période près, cette circonstance est sans influence sur le premier membre (4')' ®^ effet, l{ii) est une fonction doublement périodique de ?/, et l'on peut, sans altérer ce premier membre, considérer les deux arguments comme étant ceux de deux points réels.
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Dans le second membri', envisageons \c premier fiicleur, dont les deiiK termes 3'(« — o)^) et ci(i( -{- 2iv — 0)^^) ne deviennent jamais nuls, puisque la demi-période oj^ n'est pas un arj^uimenl de point réel, c|ucl(|ues périodes cpi'on v ajoute. Ce premier facteur a donc un signe inaltérable. Pour reconnaître ce signe, distinguons deux cas : i" Si ?^ et u -+- 2 vv sont des arguments de poinls réels, sans addition de période, le signe est plus, comme on le voit en supposant la valeur particulière w = o. 2" Si u et to^ — iv sont des arguments de points réels, le signe est moins; c'est ce qu'on voit en supposant a = (o^ — iv. Ces deux cas sont les seuls qu'il y ail lieu de considérer, comme on l'a vu précédemment, et comme on le reconnaît aussi par cette considération que le second membre (4o) est doublement périodique par rapport à u. La distinction de ces deux cas est précisément la même que celle des cas où la surface confocale ne coupe pas ou bien coupe la ligne géodésique.
Venons au second facteur du second membre (40* Dans le premier cas, en laissant a constant, faisons varier w à partir de zéro. 11 y a passage par zéro, avec changement de signe, chaque fois que /< -f- 2 tv franchit une période. A ce moment, le point d'argument u -\- 2(v s'éloigne à l'infini. Donc le signe du facteur esl plus ou moins, suivant que les deux points considérés sur la géodésique sont séparés par un nombre pair ou impair de points à l'infini. Dans le second cas, oîi lo^ — w est l'argument d'un point réel, faisons varier u à partir de lOy, — çv. On a d'abord
en sorte que le signe esl plus. 11 y a ensuite changement de signe chaque fois que u ou que u -+- 'nv franchit une période, et le résultat est le même que dans le cas précédent.
En résumé, m étant le nombre des poinls à l'infini <pii séparent les deux points considérés (m et « -|- 2(v), le signe de la fonction (4i) est ( — i)"' si la géodésique rencontre la surlace confocale, et ( — 1)'"+' dans le cas opposé.
Dans la formule (4'^)i niellant u 4- ■;>. «v et - vv, au lieu de u et vv, nous avons
•Ji-O DKlMi-MK PAIMIK. — AIMM-ICATIONS.
IVmis concluons
Pour t'nonccr ce résultai, nous devons observer que le premier membre est une (blTérencc de longueurs absohies ou une somme, suivant que /(//) et ['(u -r- a^v) ont mêmes signes ou des signes opposés, ce que nous venons d'ajiprendre à discerner.
Voici donc le théorème (') :
Sur les deux courbes cV intersection d'une surface con focale on prend deux points homologues y et y' . En chacun d'eux passe une tangente de la géodésicjue; soient x et x' les points de contact. Soient s et s' les arcs de la géodésique aboutissant en X et x' et comptés à partir de deux points fixes Xq et x\., positions particulières des points x et x'. Soit m le nombre des points à Cinjini qui séparent x et x' . La différence s' — s des deux arcs et la somme xy ± ( — i )'«./')' ne diffèrent que par une quantité constante.
On doit prendre le signe plus quand la surface confocale ne rencontre pas la géodésique, le signe moins dans le cas opposé.
Dans le cas où il n'y a pas de branche infinie entre les points X et x' , ce qui a lieu notamment pour les lignes géodésiques des ellipsoïdes, on peut dire plus simplement que l'arc xx' et la somme xy + x'y' diff'èrent par une quantité constante, quand la surface confocale ne rencontre pas la géodésique. Si, au contraire, il v a rencontre, on doit observer que s{u -+- iw) doit être remplacé par 5(« + 20/ + aiv) , 20/ étant la même période que dans les égalités (3()). Cette modification de l'argument change la constante 2'!/(w) de la formule (42). Pvemarquons
(') l'ar une rolaiion constante autour de l'axe, on peut amener y' en coïncidence avec y. Celte rotation, imprimée à la géodésique, donne une seconde géodésique, tangente au même par atlète. De cette manière, on a une proposilion concernant les arcs de deux géodésiques difTérenlcs et les tangentes qui leur sont menées par un point quelconque de l'intersection de leurs développables.
Ayant eu lidée de transformer ainsi le théorème, M. Darboux a trouvé qu'il s'applique aux géodésiques tracées sur une surface du second degré quelconque, sans autre modification que celle-ci : au lieu de deux géodésiques tangentes à un même parallèle, il faut envisager deux géodésiques tangentes à une même tigne de courbure.
ciiAi'iruK M. — i.KiM-s (;('Oi)ÉsiQi:i;s i)i:s si iti acks dk Rf:v()i,rTioN. >.- \
niaiiileiianl t|iir 1rs deux |)(>iiils )■ o\ y' \iiiiiiriil .siiimlliiiK'iiicnl se |)l;iccr sur la liyiio géodi-sicuic ollo-inrmc. Pour celle |)()silion pailicullère, xv clx'y' sont nuls. Si l'on coniple donc les ares à jiarlir de ces deux orii;Nies, on peul énoncci' la [tioposilion ainsi : 1.(1 (lijférrnrc xv — x'y' est éaalc à la (liJJV'renve des (i/f.s }„.jel )\^x\ comptés à partir des points homologues ro, j'„ situés sur la géodésicjuc.
Méridiens.
C'est en supposant c = o que Ton fait dégén»-rcr la géodésique en une courbe méridienne, comme le montre l'équation (2). Il y correspond l'hypothèse j)r = Cy ( i-). Cette hypothèse n'altère en rien les expressions de la coordonnée z (9) et de l'are 5 (ii)- De là résulte que les arcs géodésiques s'expriment fort simplement en arcs d'ellipse ou d'hyperbole, suivant la nature de la surface. \ oici, à cet égard, les résultats que les égalités (8) donnent immédiatement.
Sur la surface
on considère ime géodésique caractérisée par la quantité c; on envisage, d'aulre part, la conique
avec la condition
et l'on fait correspondre entre eux les points de la gcodési(|uc cl ceux de la conique suivant l'égalilé
Les arcs décrits, sur les deux courbes, par les points correspondants, sont égaux entre eux.
On remarquera (jue, pour les deux espèces II cl III de lignes géodésiques, la proposition n'a point lieu réellemcnl.
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Théorème sur les arcs d'ellipse et d'hyperbole.
Quand la géodésique est un méridien, rinterscclion de la développable avec une surface confocale se réduil à une conique de niètnes foyers que ce méridien. Celle conique est alors la réunion (les deux courbes d'intersection, distinctes dans les autres cas. Les points liomologues se confondent entre eux. Le théorème sur les arcs géodésiques se change ainsi dans le suivant : D'un point variable y, pris sur une conique, on mène les tangentes à une conique confocale ; soient x et x' les points de contact; soient s et s' les arcs aboutissant en x et x' et comptés à partir de deux points fixes x^, et x'^^ positions particulières des points X et x'. La différence s' — 5 des deux arcs et la somme xy dz x'y ne diffèrent que par une longueur constante. On doit prendre le signe plus i" quand les coniques sont toutes deux des ellipses; ^^ quand ce sont deux hyperboles et que les points de contact sont sur une même branche d'hyperbole ; 3° quand les coniques sont, la première une ellipse, la seconde une hyperbole, et que les points de contact sont sur deux brandies distinctes. On doit prendre le signe moins dans les trois autres cas.
Propositions sur la fonction Z.
Nous avons vu sommairement (p. 80) qu'il y a des herpolhodies algébriques. La liaison qui existe entre les lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré et les lierpolhodies (p. 249) donne naturellement lieu à cette question : outre l'équaleur et le méridien, peut-il se trouver d'autres lignes géodésiques qui soient des courbes algébriques?
C'est pour répondre à cette question que nous allons établir quelques propositions concernant la fonction "C. Voici la première :
Le discriminant étant positif , l'équation
na pour racines réelles que les multiples entiers de w (co' désigne la demi-période purement imaginaire, et a) la demi-période réelle).
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Coiuiuc le pi'i-mier membre a la périudc a o) cl, de plus, csl une lonclioii impaire de r, il suffit de prouver (pi'il n'exisle aucune racine entre x,('ro cl w.
La dérivée (\u premier membre est — p(('-+-w') — ': elle dé-
croît consl.unmcnl (juand r croit tic zéro à (.0 et, [)ar conséquent, s'évanouit une fois, au plus, dans rinlervalle. Mais la fonction (42) est nulle pour les deux valeurs extrêmes, et reste finie dans l'inlervalle. l'^lle a donc un maximum et un seul, partant n'a point de racine autre que les deux valeurs extrêmes.
Il faut avoir soin d'observer (pie l'hypothèse sur le signe du discriminant est indispensable à la démonstration. Quand le discriminant est négatif, ^((Oo + o)'^) est infini; car o)<, -+- o\ est une période (t. 1, p. ■j4).
En corollaire, on voit que Véqaatlon
n a pour racines ptireinent imaginaires que les multiples entiers de oa'.
Une autre conséquence de la démonstration concerne les valeurs extrêmes de la dérivée j la valeur initiale est positive, la valeur finale négative; ainsi l'on a
ej -4- - < o , e. -t- - > o ,
CD eu
comme nous l'avons déjà établi par le moyen des développements en séries (t. I, p. \o!\)\ a fortiori^ «'i + - est aussi positif. Le discriminant étant positif, l'équation
(il) !:,.-^'=:o
n'a pour racines réelles que les multiples impairs de m.
En efTet, la dérivée — \tv ■ croît constamment depuis — x
eu '
jusqu'à la \aleur négative — e^ -, fjuand c croit de z'ro à (o.
Elle ne s'évanouit donc pas cl reste toujours négative dans l'in- II. 18
l-j^ DEUXlft.MK PARUE. — APPLICATIONS.
Icrvallc. La lonclion (41) est donc décroissante, parlant n'a pas de racine autre que la dernière valeur de r. De mèuie, Véij nation
n\i pou/- racines purement imaginaires que les multiples impairs de co'.
Si le discrimlnanl est négatif, la nicnic preuve a lieu pour
l'équation (44)? dans le cas où la valeur finale — e.y ^ de la
dérivée est négative. Au contraire, si cette quantité est positive, la fonction (44) a "^ minimum négatif et s'évanouit avant de parvenir à ce minimum. Si l'on pose, comme au tome l (p. 267 et 268),
e = ivq ,
que l'on remplace q par i\^/q' et o), Tj, c, par oi,, r.j, c, dans le développement donné (t. I, p. 44*5), on obtient
— -,(r,,oj, -I- ejoji) = -— '
Si Ton se reporte au tome I (p. 4^; et 287), on reconnaît que cette dernière quantité est positive quand q' est inférieur à o, 107653. . . , négative dans le cas opposé.
Ainsi, le discriminant étant négatif, L'équation
(46) lv--^=o
n' a pour racines réelles que les multiples impairs de fju-i si q' est inférieur à 0,107653...; elle a une autre racine dans chaque intervalle d'une demi-période, si q' est supérieur à o, 107653 ....
Ces résultats, qu'il était utile, pour la clarté, de mettre en évidence ici, ne difi'èrent pas, au fond, de ceux qu'on a établis (t. I, p. 280) à l'égard des fonctions ^.
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Les lignes géodésiques des surfaces de révolution du second degré ne sont pas algébriques.
Pour que les équations (i<^)) représentent une courbe algélnl()ue, il laut cl il suffit (]ue l'on ail {/)i élant enlier)
fo
2(0 élanl une période (l. I, p. 224).
Pour l'espèce 1 (p. 243), v élanl purement imaginaire ela)a= c*), on devra avoir ainsi, n élant enlier,
0} = n il} , r, =^ nr, , ■ — ■ = — ~ ,
C'est l'équalion (4^), donl les seules racines répondent au\ méridiens.
Pour les espèces II et III, on devra avoir
f, = /t Tj ; _ — _ .
/Il vu
En posanl v -+- o) = r', il en résultera
c'est l'équalion {i4)i dont les racines donnent pour ('une |)ériode. A une telle valeur de r correspondent des valeurs infinies pour les axes (17).
Pour l'espèce IV, on trouvera de même l'équalion (42) cl, poulies espèces V et VI, l'équation (44) dont les racines, en ces trois cas, fournissent les méridiens.
Il est donc établi que les lignes géodésiques, donl il s'agit ici, ne jx'uvenl jamais être algébriques.
Exemple d'une courbe analogue, mais algébrique.
Tout au contraire, on peut trouver des courbes algébriques paimi celles que représentcnl les équations (i()), si, comme nous
l'avons dit plus haut, on v accepte un discriminant négatif. Supposons, en effet, Wa= ^"^2 et v -+- 0)2= *'' réel; la courbe sera algébrique si l'on a -,
d'où résulte
Cette équation, on vient de le voir, peut posséder une racine non multiple de to^, dans chaque intervalle d'une demi-période. On conçoit donc qu'en choisissant l'invariant absolu, on puisse faire que cette racine soit commensurable avec toj. S'il en est ainsi, i" aura la valeur exigée et la courbe sera algébrique. Voici un exemple.
Supposons ^2 = 0 et, pour simplifier l'écriture, prenons g3= — I, ce qui n'apporte aucune restriction nouvelle. Pour ces fonctions elliptiques particulières, la division des périodes par 3 dépend d'une équation très simple. La fonction '\'^{u) se réduit, en effet (t. I, p. 96), à la forme
Llle a deux racines réelles pu; ce sont p -— - et p -^7^- La seconde de ces racines doit être inférieure à e-y, la première
doit être supérieure. Gomme e^ est ici négatif ( eo = — j— K on a
Nous avons, d'autre part (t. I, p. 198),
(47; 'h(iO=^7-r'
d'où, par la dérivation logarithmique, on conclut
Supposons a ^ = «', infiniment petit. Les deux termes
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du sccoiiil iiiciiihrc sonl inliiiis, cl la partie principale de la dillcrcnce fournil la relation
^\ 3 / 3 i8 ,, /2oj.,\'
De l'expression de '};t(«) résulte
"l'a (") = ( • 2p'' u-^T>) p' Il = 3 j)'3 w, f3(«) = 9P''«P"" = 54p'2«p2„.
Par conséquenl,
'yi(-ir-)=o et Cf *-
Voici donc un cas où l'équation (46) a une racine qui, sans être une demi-période, est cependant conimensurable avec cette demipériode.
Si nous prenons ainsi
Wj
2 Wj
dans ce cas où l'on a ^":> = o, la courbe représentée par les équations (i6) sera algébrique. 11 ne reste plus qu'à former effectivement l'expression des coordonnées en fonction de pwet p'u.
Pour abréger un peu le calcul, nous calculerons le quotient X ; Y, comme il suit. On a d'abord (en écrivant w et '/] au lieu de CO2 et r|.j)
Effectivement le premier membre est une fonction cnlicre de pu cl p' u (t. I, p. 224), et celte fonction entière est complètement caractérisée par sa partie principale pour 1/ = o, et par sa racine
triple {/ = -^ • La partie principale du second membre est ^»
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comme celle du premier membre. A l'égard de la racine, on a
2(0.1 , 9. (0> ,, 'XOi ,,, 2(0.>
en sorte que le second membi-e satisfait aux conditions requises. De Tcgalité (4^), on conclut, par le changement de ii en
// \ '' \ 3/ ?,v/« _?-^(,) 2w •■'/i r ,/ to\ "1 (49) J^^^^A =' ' ^-S-V/^'n""^)"^']-
L'égalité (I7) donne, si l'on y remplace u par ^- — \~ a et qu'on suppose ensuite a = o,
On a vu plus haut que -I^., ^3j)''. Le dénominateur est donc égal à — 3, et l'on a
Ainsi l'égalité (49) se réduit à celle-ci :
tf ( H —
suite
oùl'on a posé).=:jD( ?^ + -:^ )• Par la formule d'addition, on a en-
Pour obtenir j) — 7 il faut prendre la formule d'addition des demi-périodes qui donne
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Ci)inme on a ici j) -r- = o, e-i^ — — > il eu rcbullc
puis
En conséquence,
Nous avons ainsi le quotient et le produit de deux coordonnées. Le carré de la troisième coordonnée doit être pris proportionnel à e-, — j);^ Remplaçant ). par).i/2,on peut énoncer le résultat comme il suit : À étant un paramètre variable^ les équations
3 Tl- = Y -- -4- - = 2 -(- A -r- — ^
représentent une courbe ayant la propriété signalée précédemment (p. 258): il existe une infinité de surfaces du second degré (formant un faisceau tangentiel), dont chacune coupe, suivant deux courbes distinctes et homo graphiques à la courbe elle-même, la développable dont celle-ci est V arête de rebroussement.
Exemple d'herpolhodie algébrique.
A ce sujet se rattache l'étude des herpolhodies algébriques, dont nous allons parler sommairement et donner un exemple. Les équations de l'herpolliodie (p. 55j ont la forme ci-après.
Le discriminant est positif et l'argument constant v est égal à to augmenté d'une quantité purement imaginaire. Pour que la
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courbe soil algébrique, la première condition c'est que v soit une froclion de période : donc
f = co H :
la seconde, c'est que le coefficient de n dans rexponcntitlie G
soit — Y| -: ainsi
11 y a donc deux conditions, cl leur traduction par les éléments géométriques n'offre que des difficultés de calcul, sans aucun embarras théorique. La première condition, en effet, se traduit par l'égalité '^m{v) = o, où l'on devra remplacer pv et jdV par leurs expressions en fonction des éléments géométriques (p. /\'j). Quant à la seconde condition, le même calcul qu'on a fait tout à l'heure avec l'hypothèse m = 3 fournit, pour l'exprimer, l'égalité
où l'on remplacera, de même, pv ei p'v. On aura donc ainsi deux équations algébriques pour exprimer toutes les conditions du problème.
La seconde équation peut être simplifiée quand m est pair. Soit ni^^ip; prenons l'égalité
^^"Um^),
(tfp)p
pour en tirer
i.-l^^p^^-^^'ViM
On a ])v =/>(o -f- n w', et il faut observer que n est un nombre impair, sans quoi la fraction — ne serait pas irréductible. 11 s'ensuit
que tous les termes sont ici finis. D'autre part, s(/?^) est égal à /?T, + /?•/•/, en sorte que l'équation devient
\J. ~ p- '^-^piV)
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C'est celte équution (jiic nous allons ;i|)|)li(|iicr en supposant m ^ \. Il faut alors oinplo^er la fonction 'i*o(c) = — J^'^' (l- '> !>• 9^^)- Mais, suivant une conséquence du théorème d'addilion (l. I, |). 107), on a
p'v _ p'v -f- p'-xv
et, puisque :>.c = 2(.> -h w', il en résulte p'o.r = o, J32r = e3. Ainsi l'équation se réduit à
4 pi> — e3
Dans la théorie des mouvements à la Poinsot, nous avons, au Chapitre II, employé en indices les lettres a, [3, v au lieu des chiffres 1,3, 2. La correspondance des lettres et des chiffres peut être quelconque; mais, en établissant la correspondance dans Tordre indiqué, on obtient un classement, toujours le même, des carrés des axes et de h- par ordre de grandeur, ainsi qu'il a été expliqué page 5o. Emplovons donc cette correspondance, en sorte que l'indice 3 équivaut ici à l'indice [î des équations (7) de la page 47i d'après lesquelles l'égalité (5i) devient
— 2/1'- = ù- — h- ou h- = — Ù-.
Voici donc déjà un résultat très simple, qui nous montre, en outre, d'après le classement des carrés des axes, la nature de la surface base : c'est un liyperboloïde à deux nappes; h- et c- sont négatifs, a- positif.
Au lieu d'cmplo^cr i'écpuitiou 'i/i(t')=:o, nous pouvons ici abréger beaucoup; car nous connaissons les fonctions pv et p'v pour les quarts de période (t. ï, p. 5i). A propos de ces quarts de période, on a fait usage, à l'endroit cité, des notations suivantes, où nous employons des lettres majuscules pour éviter la
confusion :
Ci^ — e-. = A2, c'.j,— e^ — G^
Pour l'argument c, dont il s'agit ici, on a (en permutant lesleltres à la page 5i du tome I)
pç) — Cg = tC.V, ,pp — ey= tA(C — f'A ), pt- — f-^= — C(C — t'A).
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De ces égalités, prenons la première, en remplaçant pv — pji par son expression en fonction des éléments géométriques (p. 48),
•" P [i^h- IX- 0-
Dautrc part, on a aussi (p. 48)
,__ (h'-—c'-){a^—/i'-) _ (b'-- c'-){a'^^bn
_ _ (gi -b-^)(c'-—h^ _ (o'-—bi)iri-^b'-)
Vai substituant et élevant au carré, on obtient
(62-^ c2)(62_^ a'^Ya'^ -^ 6-2) = o.
Le dernier facleur peut seul être nul. Le premier, en effet, est la somme de deux termes négatifs; et, si le second était nul, Lliyperboloïde se réduirait à un point, à cause de la condition
Nous mettrons maintenant — b-, au lieu de b'-. Voici donc le résultat : Vhyperboloïde à deux nappes, dont une section p/incipale est éqidlatère,
roulant sur un plan dont la dislance au centre est b, engendre une herpolhodie algébrique.
Formons l'équation de cette berpolhodie.
Il convient d'abord de préciser A et C, dont les carrés seuls sont définis, à savoir
L'expression de Jj(('J-l- — )> donnée au tome I (p. 55), montre (jue G et «A doivent être de même signe, moyennant quoi v est égal (sauf des périodes) à to ±: -• (!)uant aux signes mêmes de ces deux quantités, il importe peu de les fixer ici; car, en les cliangeant, on passe de l'argument 10 -h 7- à l'argument co — — >
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ce (lui ne consliltie, en lail , (|u une seule el iiièiiu; solution. Ce changement a pour el'fcl de ciianger seulement le signe de p\', d<' changer, j)ar eonsé([uenl, s en — î, on, en d'antres termes, le sens d'un axe. A cause de la valeur actuelle de c- = — a-, si l'on met, en outre, — //- au lieu de //-, on obtient, d'après les expressions précédentes de A- et (^-, celles-ci :
(5.) C=^,^\ iX^^-l^ = B,
en conformité avec la condition supposée b- <C «'•
Le point de départ pour le calcul sera pris dans la relation
a'i II -f- to') , /
— 1- — -—jJ c-ri " — \/p u
Changeons ii en u H- (o — --, et remplaçons, au dénominateur, iyu -h M — -'- ) par la quantité égale
- [u -^ ixi 1= — :! [a — to— — le '\ 2/.
nous aurons ainsi (en mettant l'indice |j à la place de l'indice 3)
Mais on a, d'autre part (t. I, p. 19'î),
, — ri'ti)' j iM e -
Il vient donc
co
Soil 0 l'angle polaire; on a
Il faut d'abord examiner la nalure de la constante arbitraire k. A cet effet, on peut prendre une valeur particulière de l'argumenté, par exemple. to' ; car, on se le rappelle, // — w' est réel. On a
j(io'-T-i') . ,, , „ . ,. , , 2ir,'(a)H )_ 2(Yi +-^')(i)'
_-L___^ g-(ÎO+r/)tO' — g2/)V— (2ï)+Y)'((.)' — g ' \ 2 / ' ' ' ' _ , _
j (lu)' — i-)
On voit donc qu'en prenant lorigine de l'angle 0 à cette valeur de l'argument, on aura A" = i . Posant, en outre,
lu'
Il -f- W — — = IV, '2
nous avons de la sorte, suivant (53),
P'^ — Cr^
De là nous tirons, en mettant 13 au lieu de /A (52), p(v — ^o = <-BC,
p'iw = -4B2G2fM;B2+ G^— 2BGcos4e), pw — pf = BG(<-— I) = -.iiBG^ sinaO.
Nous avons maintenant à exprimer pu en fonction de t au moyen du théorème d'addition; car on a
U = «' — eu -T- — := w -\- V 2 (0 ^ tv -i- V.
Prenons la formule d'addition sous la forme qui est indiquée à la page 29 du tome I (deuxième ligne) et qu'on peut écrire ainsi
ipw — pvfipu — cz) = {pw — ei){pv —ei){pv — e,)
^-(,pt' — ei)(vw — ei){pw — e,) — |-p'ivpV.
Elle donne, après suppression du facteur commun B-C-i-, 4sin220(pi/-ea) = (C — B)2
- 2(G — B) v/B^^G-^— '2BCCOS4O
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s'in'- A ()(p II — r,) = - — — ^ - HCcos^aO — -^ /B^-h G*— -aBC cos40.
Rclranclioiis in;iintcnanl sin- a 0(j)t' — e-.i) cl nous aurons
sin^i()(j>;^-,I.r)= ^-^^ — -~~ /B2 + C^ — i BC cos 4 0 .
Le signe devant le radical est ici précisé par celle considération que le second membre doit s'évanouir pour 0 = o, qui donne, nous l'avons vu plus haut, ?/ = (,)', et laisse, par conséquent, pu — pv fini. En mettant, à la place de B et C, leurs expressions (Sa), nous obtenons ainsi
D'après l'expression de a; zh iy^ on a
voici donc l'équation de la courbe en coordonnées polaires /', 0 : r- sin2 2 0 4- 2 Z/- = ?. \J h'* cos"- 2 0 -f- a* sin^ 2 0 .
On y retrouvera, sans difficulté, les carrés des rayons vecteurs maxima et minima, conformes à ce qui a été trouvé, en général
(p. 61), savoir — -^ — et 2(rt- — ^-), répondant à 0 ^^ o et Q = y-
La courbe affecte l'une des formes données par les fig. 3 et 4 (p. 63); l'angle compris entre les deux rayons est de 4^" et la courbe entière se compose de huit arcs égaux, hd^fig. 3 a lieu si b^ est inférieur à \a-\ c'est là/ig. 4, au contraire, dans le cas opposé. Ce résultat se reconnaît par la condition établie pour les |)oints d'inflexion (p. G4)-
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CHAPITRE VII
rilOBLÈMES DI-: r.ÉODÉSIE (•).
Préambule. — Latitude réduite. — Calcul de q et des arguments. — Azimut. — Longitude. — Distance géodésique. — Cercles auxiliaires. — Développements suivant les puissances de l'excentricité. — Formules d'approximation, — Degré d'approximation. — Solution des problèmes de Géodésie.
Préambule .
Le but de ce Chapitre est (rappliquer aux lignes géodésiques tracées sur un ellipsoïde de révolution aplati, mais d'un faible aplatissement, comme est la Terre, la théorie exposée dans le Chapitre précédent.
Soit a le ravon de l'équateur, soit h la distance du centre au
ijôle. IJ aplatissement est- l*our la Terre, on admet actuellement la valeur numérique =-^ — 5-
Dans les formules^ ce n'est pas l'aplatissement qui intervient naturellement, mais Vexcentricilé, dont nous désignerons le carré par la lettre x. Nous prendrons le rayon a de l'équateur pour unité; en sorte que b- sera égal à (i — x).
Le facteur d'homogénéité t-, qui figure dans les formules du Cha-
-.TT • , 1 » I — X pitre Vl, sera pris égal a — ■_
Latitude réduite.
Le ravon d'un parallèle quelconque se représente par le cosinus d'un angle A, qui s'appelle la latitude réduite. Cette dénomina-
(') A consulter: J.vconi, Solution nouvette d'un problème fondamental de Géodésie (Gesammelte Werke, t. II, p. 4'0)-
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lion pro\ iciil de ce ([iic ccl aiij;lr csl un peu iiiféiiciii' ;i la latitiulc, anj^lc de la normale à l'ellipsoïde avec l'écpialcur.
Le niaxinuini do A, sur une ligne géodésique, coircs])OMtl an niininiiini du ravon du parallèle; nous le dénoterons par h. (^csl le cosinus de cel angle qui, au Chapitre VI, est désigné jiar c, ravon du parallèle auquel la ligne géodésique est tangente.
En fonction des latitudes réduites A, )v et du carré de l'excentricité X, on exprime immédiatement les éléments elliptiques conf()rmrmcnt aux formules ((), \\k) du Chapitre W. Il faut se souvenir qu'on a supposé
a-^ \ . o-^= \ — •/.. c- = cos-A, T- := 7
et que les indices a, [i, y sont, dans cet ordre, respectivement égaux à 1,2,- 3. Il en résulte
iCi — jir = I. e\ — pu = 1 — y. cos-X,
( ^3— jn- = 7. cos-A; Ci — pu = y. (cos-A — cos^À).
La quantité yiu est entre c<, et c>\ on supposera donc a — o/ réel. La (juanlité pr est inférieure à e^ ; on supposera v purement imaginaire.
Calcul de y et des arguments.
Les différences des racines e.j_^ suivant les égalités (i), ont les expressions suivantes :
(•;>.) Cl— ^2=1 — /., Ci — ^3=/. siii-A, <?i — ^3 = 1 — y. cos^//.
On calculera, par leur movcn, la quantité q., comme il a été expliqué ( l. 1. p. 2-o),
Ci)
, _ \J \ — y. cos2 A — ^ I — y.
VI — X cos^A -+- / 1 — y.
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CAiiiimc X csl un nombre fort petit; on a déjà / avec une faible erreur relative, en prenant
(ia) l = ly.è\n^-/i,
ce cpii di)nnerail, pour ry, une valeur inférieure à o,ooo5siu^A. Dans la plupart des calculs, l'approximation exigée permet de négliger souvent le carré de q, et toujours son cube. Par le moyen de q, on a immédiatement les quantités ci-après (t. I, p. 271, 4o4 et 44^)> V^^^ différentes de l'unité,
V " y i — ■/.-+- y/ 1 — ■/. cos2 h
Pour calculer l'argument //, on posera
(6) u = oj -+- — \i,
et l'on emploiera le second procédé donné au tome I (p. 27a); d'où la formule
I v/i — y. cos-X — /(i — x)(i — y. cos^/i) _ ^ cosH -T- (/^ cos3ii -+- . .. (7)
■^- ^ i - y. cos'-l -h y/{i — y.)ii — y.cos^-h) i -^ 'iq^cos2\x -h. . .
L'argument tj compté dans l'intervalle ( o, ~ ], est dans la seconde moitié de cet intervalle. On a, en effet, suivant (i, ■2),
/ , (ei — e:i)(e,— e:i)
e-i— pv ' '
et cette quantité est supérieure à e-i — jjr = x cos-A, sauf pour les lignes géodésiques où les latitudes sont très petites. En posant donc
on a, comme il a été expliqué (t. I, p. a^3),
i-v/(i — -/Ort — xcos^r; ^ (y( V-i ^ V) -+. yii(V-3_t- ys) ^ . . .
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l'iir les lc)rmules(^) el (()) on poiiiiail ilôvcloppcr, Iciiiie \)nr ternie, cosU, cl \ ~' -t- V, suivant les puissances ascendantes tic x. On aura seulement besoin <lu pri-inicr ternie :
■>. sin-À , ,. 'i
( 10) COSU = — ^ — -y- — I -i-. . . , \ -1 -t- \ = - — —- — ■». -H . . . ; siiï-h su\-h
d'où Ion déduit
u -iii A i rosA I — V
(II) COS - = -: >- ~ . . . , V-' - V = — 1— ri H . . . , i-, = COS ll-r-....
■>. sin/i sni-/i I -T- V
Azimut.
La direclion de la tangente, en chaque point de la ligne géodésique, se détermine par son azimut a, compté dans le [)lan tangent, à partir du méridien. Cet azimut est le complément de l'angle que font entre elles les tangentes à la ligne géodésique et au méridien. Les cosinus des angles que ces deux droites font avec les
, ., dx dv dz ^ , ,
axes sont, pour la première, —r'> "'f ~r' ^t, pour la seconde,
— : — ^j .- ; o. ()ii a donc
COS A
Au moyen de cet angle a, on peut écrire l'expression (i) de e-i — pu sous la forme
( I ? ) 6'j — pu =1 ~ A COS,'- h col- a,
et déduire de là, par les égalités (i),
( I î) \p '■'' = "''- COS A si II À cota \/i — /. cos-À.
()n a de même, pour l'argumenté, en tenant compte du signe (t. 1, p. 4-0
( i3) \p'v —— iv. COS A.
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Au nioven de l'azimut, on coiulul aussi, pour le premier terme du développemenl suivant les puissances ascendantes de x, d'après (i o et 11),
. u cosXcosa u V
(ib) sui - = .—. h lang- = colÀ cosa — . . ..
•2 sin/t -2
Longitude .
La longitude esl l'angle d'un méridien quelconque avec un méridien fixe. Nous prendrons, pour ce dernier, celui qui passe par un point où la j^éodésicpie touche le parallèle; ainsi la longitude est nulle pour \=^/i. Nous la représenterons par la lettre 6.
Les formules du Chapitre VI donnent aisément l'expression de la longitude. Le quotient X : Y sera égal à e-''^ quand on aura choisi convenablement la constante E.
Nous allons d'abord calculer la quantité suivante :
(17) /n = — ^ ( P -i- tu j -((■"- co — oj' ) — r/ .
Si l'on écrit, pour un instant, to' — r' à la place de i', on obtient ÏTcm ^ , , 'fi ,
= Ç UO -+- (0 — V ) ^ — ( tO — V ) — Tj ,
et le second membre coïncide avec celui de la première fonction numérotée (34) au tome 1, p. 426; la lettre u est remplacée par ùj — (''. Le terme général du développement est
■).- qP . / v'\ -f.T. (—i)i"-Uii> . />r.v'
lu I — (/'-/' \ 0) / O) I — (j'i' OJ
On a donc
V^ {—\^P^^aP (.8) ,„^2_-_;__-iL(V-p-\>); /. = i,-2,3, ....
On peut encore représenter m par la dérivée logarithmique de a fonction ^^ (t. I, p. 266), et écrire alors
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lJ"ii|)irs les (ormiilcs ;i|t|)r()cliées (3 a) cl (in. on voit (jue le prcniit-r tenue du tléveloppcinenl suivant les |)iiissanccs ascendanles de v. .serait
< I s A I m = j/. cos /i -i- . . . .
L'expi'cssion (\ 1, i(3) de X donne
eii^ = _ E2 '^^" ~"^ e2lr,-î(t'+a))l«.
La constante E se détermine par la condilion ([uc 'l s'évanouisse pour u = 0)'. On a d'ailleurs
par consécpient
:^iii — v)
Si l'on pose, comme précédemment, t^ = to' — t^' et, en outre. u = ci)'-r ff', cette formule devient, eu égard à l'égalité (17),
, ' fi _/ ' . T.cc'— ?/')n
' '■* ^ L '2 OJ J
Le développement (06) de la page 4^8 (t. 1), a[)[)li(pié ici. donne pour résultat
/ 1 -H V u\ v' ^''-'' \-i> ~\i' . (19) .^--mu- aiTlang(^-j-— ^lang-j -^--— — ^sin/>u.
La première approximation, conformément aux égalités (i i , 16), donne, d'après (12),
19 « I lang'^ = ■ Y l''"?
I -f- V H rot À ro«a pot a
1 — V '^ :>. ' ■■* coà/i siiiÀ
Nous allons envisager encore un autre tiéveloppement relatif à la longitude, bien (pie le [)récédent soit très pro[)re à l'application.
Mais le nouveau développement a l'avantage de fournir l'expression exacle de l'angle, peu difï'érent de à, dont la tangente est
, , . cota lustement égale a -^-y*
Supposons deux points diflércnls, pris sur la ligne géodésique, et répondant aux deux arguments u et u, = u — a. En considérant les quantités Xet X,, relatives à ces deux points, nous avons
\ 3'(«i -i- r) jK l'ar la décomposition en éléments simples, on a d'ailleurs
On peut poser
(20) —IJT^ — eUd^+w)-/;]» = ^p(5t_ppe(U^
et 0 est un angle réel. En effet, î^fr -f- to ) — y, est purement imaginaire (17), ainsi que r, tandis que a est réel. La quantité (ao) a donc pour conjuguée
le produit de ces deux conjuguées est pa — pv.
Remplaçant maintenant Xpar cosXe''^ etX) par cosA( e'V-, nous obtenons
(21) ^Jli:^^^'- ^]^ e 'Cl'- '^ + 0, = ^(„, _ ^.) _ r „ _ çj, _^ Ç(„ _ „j^.
Ajoutons et retranchons 'Cu\, et employons la formule d'addition de l'argument dans les fonctions C, comme il suit :
i ^"1 — "^,11 -^ U u — iii)
f tilli -r- V ) — ZUi — tv — -
I • ■ • 1 pui— iH>
Dans les seconds membres, toutes les quantités sont réelles, saufp't^ qui est purement imaginaire, en sorte que la formule (21) fournil aisément tang('i/ — 'lii +0).
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Nous nous IxniuTons à considérer le résultat dans le cas particulier //, =^ (o' ; 'If el }i'ff{ sont alors nuls. La première des quantités (22) se rétluit (i.), i.\) à
I p'u sinXv/t — y. r<)s2).
pu — e.i cos/j eut a
et la seconde ( i , i5) a
2 e-i — pv co«/< On a donc
siiiX\/i — 7. cos^X Si l'on pose
(23) •■l'ig'V = /' — ■/. cos^X tang('!/ — 0),
on a la définition dun angle -V, lié à a et A par l'égalité
(24) tanir6 = -^-r--
Il reste maintenant à donner le développement de l'angle 0. Le calcul est analogue à celui qu'on a fait précédemment pour -l :
A -jiv — a) „.y, , -j-tin-^v ) ■ — --1-2*- -
Ici l'argument a = u — «, se réduit à ?^ — to' ; c'est celui que nous avons tout à l'heure désigné par u' . Le développement (38) de la page /('•'-S (t. I) donne immédiatement
(iS) 0 — mu=y — ?— -
s 111 /Ml.
Distance géodésique.
La distance de deux points est la longueur de la ligne géodésique qui passe par ces deux points.
Pour origine des arcs géodésiques, nous [)reudrons, comme
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pour les longiliulcs, le point où la géodésiquc louche le parallèle. L'arc géodésique a donc pour longueur (VI, lo)
^ = -^—J, — -[ei(u — (.o')-i~ lu~r;]
ou, a\ec les notations actuelles,
5 — ei «'-i- Ç(w' — u') — t/.
L'arc est ainsi exprimé en parties du ravon de l'équateur. Cette formule doit être écrite sous la forme suivante :
En employant les notations (4, 5) et, pour la dernière partie, soit la fonction Sq? soit le développement (34) du tome 1, p. 426, on obtient
1 , Q,., , it , <7 sinit — 9. <7^ sin2U-i- . . .
1 2 1 — 2<7 COSU -;- 2<7+ C0S2U . . .
= — sinu H ^ — sinau-^. . . .
La partie principale de 5 est, comme on voit, - II, dont le cosinus a lui-même, d'après (11), pour partie principale V-r' • Pour
comparer entre eux l'arc s et celui dont le cosinus a cette dernière valeur, cherchons le développement de 5', défini par l'égalité
, . , sin ).
(27) COSS = — y '
sin/i
Suivant les égalités (i, 2), nous avons
l cos-s = a)
pu pu —ei
p u — es
On a vu (t. I, p. 432) le développement de arc sin '
^pU — 63
suffit de l'appliquer ici pour obtenir
,1 V ^^ ëinpu (28) 5 = -u — 2 > — ^ — — ■ —
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Ail lieu d'iiili-diliiirr les laliliidcs i-rdiiilcs ),, A, 011 |)(;iil aussi considérer les laliliides elles-mêmes, <|iic ikhis désignerons par [/. et Â'. On vérifie aisément, d'a|)rès les propm-lt-s ('lémenlaires de l'ellipse, la relation
laiii^-X - (\ — y.) tan-,'- a,
qni relie 'jl el /.. La même relation a lieu aussi entre /. et /i, (jui sont la latitude et la latitude rt'-duite du sommet de la géodésique. Cette relation peut revêtir diverses formes, par exemple
1 (i — •/. « i n - ;ji ) ( I — /. COS- X ) — i — /. , \ ( 1 — xcos-X ) siii^fJL — sin-X,
( ■■(() \ 'Il X COS^ X ) COS2 [JL — ( 1 — X j COs2 X ,
/(i — /. sin- [JL )cos2X — cos-iJi, ( ! — 7. sin-ijL) sin-X = (i — ■/.) siii^ ;jl.
A ce point de vue, au lieu de prendre s' pour terme de comparaison avec 5, on devra prendre s", en posant
COS A
sin /c
On a, suivant (''-9),
„ , 1— XCOS'/l gj — ^3 e-2-~pH
CUb A — COb 0 - ^ ■ — ■
1 — xcos- A ei — pu e-i — e^
]Mt
pu — Ci
En comparant ces dernières lormules à celles qui sont relatives ■as', on voit qu'elles en diffèrent seulement par l'échange de Co et e-i. Cet échange équivaut au changement de oj' en w -+- o)', c'està-dire au changement du signe de q. On a donc, par analogie avec (28),
I v^ ( — q)P sin pu
Cercles auxiliaires.
Une ligne géodésique, sur le sphéroïde, est déterminée par une seule constante, la latitude de son sommet, point où la géodésique touche un parallèle. C'est celte latitude (|ue nous venons de
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(Irsigncr \m\v k. Pour donnée ('ijniN alenlc, on peut prendre la lalitude rt'-ilnile h de ee même sommet M,,. In point fjneleon(pic cl \arial)lc M, sur la géodésique, est ensuilc délerminé par sa lalihule a ou sa latitude l'éduile À. Soit l* un pôle du sphéroïde. Les trois points P, Mq, M sont les somniels d'un Iriangle rectangle en Mo, dont les deux côtés PÎNI et PMq sont des arcs de méridien et le troisième côté MqIM est un arc géodésique. f.a longueur de ce troisième côte est 6", l'angle en TM est l'azimut a, l'angle en P est la long-itude 'i.
Sur une sphère, considérons, de même, un pôle P', et appelons parallèle tout petit cercle ayant ce pôle. Un grand cercle quelconque est défini par la latitude de son sommet M'^, point oii il touche un parallèle. Prenons /i pour cette latitude. Nous obtenons ainsi un grand cercle correspondant à la précédente ligne géodésique. Sur ce cercle, faisons correspondre le point variable INl' au point M de la géodésique, en attribuant à M' la latitude ).. Les Irois points P', M'^,, M' sont les trois sommets d'un triangle sphé-
rique rectangle en M^ . Les côtés P'M' et P'M'^ sont - — \ et - — A,
le troisième côté M'M^ est égal à s'] l'angle en M' est égal à a, l'angle en P' est égal à 'V. EfTectivement, les trois relations (12, 24, 27) sont bien celles que la ïrigonomélrie fournit entre les cinq éléments. On ne manquera pas de remarquer que, dans ce mode de correspondance, imaginé par Jacobi, les azimuts sont conservés, comme on -vient de le dire, puisque la formule (12) est indépendante de l'excentricité.
On peut aussi définir un second cercle auxiliaire, en attribuant à son sommet W^ la latitude /.•. On fera correspondre alors, au point M, le point M" qui, sur le cercle, a pour latitude |jl. Dans le triangle sphérique rectangle P'M'|,M", les côtés P'M" et P'M'|, sont
- — UL et /«•; le troisième côté est égal à s". L'angle en M" est
différent de a 5 soit a" cet angle, il est donné par la formule, analogue à 112),
cos/r sin a = :
COS <J
en sorte (ju'on a, suivant (29),
^ si n^ a" I — y. si n^ /r 1 — y, cns'^ ).
^'ri-a I — •/, siii-'JL 1 — •/. cos-/i
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(^ii;inl à I .iiii;le au Jiôlo, ou la loiii;ilii<l«', il csl le iilcnio que sur le |)r('micr cercle, c'csl-à-dire éj;iil à -V. On tit'iluil. rn cflet, des • •i;alitt's ('2\) et (•>()), celle-ci :
la ni; A inn^'i
cos'!/ = —j = ■--■- .
tanif/i lariLT/i
Développements suivant les puissances de l'excentricité.
( )n adiiuL généralement comme iilile pour les calculs de considérer les développemcnis des divers éléments suivant les puissances ascendantes de Texcenlricité. Ces développemcnis ne se forment point sans difficulté, mais il suffit toujours de se borner à deux ou trois termes.
Supposons qu'on veuille, en premier lieu, au mo^en de l'égalité (2.3), trouver la partie princi|)ale de 'l' — 'b, c'est-à-dire le premier terme du développement de celte quantité suivant les puissances ascendantes de x. On a immédiatement
•y — 'l — 0 --= — ', y. cos- ). cos •!/' sin "V -^ . . . .
Les égalités (12, 24) donnent lieu aux suivantes
COt "X cos j(
lani;6'= -. — ^, sin'i/'=: -^^— > cos6' — laiiirX col/?.
" ' sinX ' sin A
par le moyen desquelles nous lroa^ uns
•l' — <li — (i — — 2' "''• *^'^* ^' slnl cos 7. cos /i
sin2/i D'autre part, ayant (11, 16)
4 cos A
H II — I y. C(is ), sin X cos x cos A
sur-/i
en sorte que le développement de (-1' — -l — /?? Il ) ( tuuimnce par
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un terme en /.-. La partie principale de /??(i8) est ^(V~' — V); par conséquent,
m — T y. cosA
la partie principale de U est 2,s'(28). Ainsi, en négligeant les termes du second ordre, on a
( 33 ) à = 'b' - - l y. s' cas h .
Mais, jtar le moyen de la fni-inide (19), nous pourrons plus facilement former les termes du second ordre et surlout apprécier leur grandeur. Soient
(Si) A * — I — •/., IV' — I — y. c(\<- h, C^ = 1 — X cos- \.
En négligeant seulement les quantités du quatrième ordre par rapport à ^, nous prendrons, d'après les égalités (3, 7, 9),
Considérons l'arc qui figure au second membre de la formule (19) et posons
tangv= jTTy tanSïU- En admettant les égalités (35), on trouve, par un calcul facile,
rT_B2)(C2-A^)
. , _ Ci — A2)(B2 — C-) S'n-'f - (B2- A2)(i — C2)'
Chaque diflerence de carrés (i — lî-j, (C- — A-). . . . peut se remplacer par le rpioticnt d'une dillérence de puissances quatrièmes et d'une somme de carrés. Par les égalités (34), les puissances quatrièmes s'expriment explicitement, et l'on obtient
^•^^ ■?- (i_B2XG2-hA2) • '
rB5--A2)(i--C2) .
CIIM'Illii: Ml. — PROULÈMES UK GÉODf:SIE. i.Qf)
De là se cnnclul ensuite, en prenant, par exemple, la seconde équation,
sinSç _ (i — B')(C2— A2) _ xgçQsVtsin^X
ou bien
x2 cos2 X sin2 A cos^ ij;' sin2 ■]>'
( 3()) sin2o' — sin2c3
Au point de vue du développement suivant les puissances ascendantes de X, on tire de là immédiatement les termes en x- et x^, sous la forme suivante :
36 a) o — il' — — ^y.-cos-l s\n-/i cos'V sii^y i -- -(i — cos^h -■■- cos^X) —
Par le même procédé, on peut trouver aussi les deux premiers termes du développement de la somme qui figure au second membre (19). Déjà, par les égalités (ii, 16), on a le premier terme ainsi
^2( y-i — V) sinu — jVx- cos/i sinX cosX cosa -1-. . . ; ce qui peut aussi s'écrire, en vertu de (32), sous la forme
72 (V-' — V) sinu — -}^ -/.-cos-l sin^/i cos'V sin-j^'.
Par les égalités (3j), on obtient
/ 72(V-i — Vjsinu
I 9 AP
\ (I -T- ABj(C2^ AB)(B-T-A)
(37) ' _ aABv/(i — AM(i-B^)(G'> — A*)(B^=^G^)
] (1 -r- AB)(C2-4- AB)( B ^ A)2 v/(T^A2)(i-^B2)(G^'-f-A2)(B2^rG2)
1 --" 3^2 x2cos2X sin-/i cos'V si ni!/' i ~ - (i -^ cos- h -^ cos2X) --....
D'après l'égalité (191, les deux r(''sulliits (36rt ) et (3j) donnent celui-ci :
•l '-mu — <^' — 3*2 >'-- cos2 X sin^A sin u-y i -r- - ( 1 - cos- /i -■- .-o'.sÀ 1
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Si Ton préftTC inliodiiire les laliludcs [jl, /, , au lieu des latitudes réduites )>, A, il est aisé de modifier, en conséquence, cette formule, d'après les égalités (29), et Ton trouve
(38 a ) ili — m\i = f^i' — ■— y.- cos^ a sin^A- sitia^' [1 -h ^ >'-(i -+- s'm-A -+- sin-;i.)] -+-
Des procédés analogues sont applicables pour former les développements de f)i, II, 5; mais nous ne crovons pas utile de nous y arrêter.
Formules d'approximation.
De préférence aux développements suivant les puissances de l'excentricité , on peut prendre pour formules d'approximation celles qui se sont introduites ici dès l'abord. Si l'on veut y faire disparaître la quantité auxiliaire q, on y introduira, comme tout à l'heure, en négligeant les puissances quatrièmes de g, les quantités A, B, C(34), ou encore B', C, au lieu de B et C, en posant
( 3q ) B'*^i — xsin-A=î^> C'*=i — y. s'in- 'x = -r— •
On a ainsi, suivant (18 a),
m = j X. cos h — {/. cos/i-
4 v^AB
(i-^B')v/B'(i-^A2_)(A2— B'2) On trouve de même, par les égalités (3) et (7),
,, BCC^ — A2) B'(i — G'2)
(C2— AB)(B — A) (B'-^G'2)(i — B'j
- cos'-.' 5^ ^ - A KBL-"i^ _ C0S2." B'(i--B')(T4-B'^)
- ^"' (G2-AB)(G2+A2) -''"^ (BVG'2)(i^G'2)'
. ,, . , ,A(B — A)(B2^A2) .^„ ri ^B')!"!^ B'2) ■ in^iu = «11125 — -_ . ,^ ^ ^ ^ -— f = sin^i
(G2-T-AB)(G2^B2) (B'^G'2xB'2^- G'2)-
l tang2i„ = iang2,'____g_ =ian,^/___l_^
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Enliii, pour le calcul i\v la loinuilc (2O), on a (4, 5 )
A-t-Ii A^AB'
^^ 77- "/.-SUl-/. —7 — —
4</sinu •>. ^ /( C^ — A2j(B2 — C-^) •>. ,-7 ,.,, ^.,, — 1^7-
I — 2<7Cosu B-f-Ay AB C-(i-+-Bj ' '
T"/.SMl-/t .<1IT25 ,
(B-^A)v/AB(C2-4-A2)(B2-+- C2)
■f/. sin-/i- sin>.5"
G'Hi ^ B') v/(i -^ G'2)(G'2-^ B'2)
Degré d'approximation.
Dans les formules qui viennent d'être développées, on a négligé la puissance quatrième de «7 : il est évident que, en aucun cas, des applications pratirpies ne sauraient, à beaucoup près, comporter dans les calculs un deyré d'approximation stipéricur.
Si l'on s'en lient à l'état actuel de la Géodésie, le degré d'approximation qu'on doit chercher est beaucoup moindre. Avec quelle approximation la Terre est-elle un ellipsoïde de révolution? C'est ce (pi'on ne sait pas encore. Mais, en la supposant telle, avec quelle précision connaît-on son aplatissement? Ici la réponseest certaine. L'erreur relative à craindre sur l'aplatissement est, au moins, 3^, ce qui est, à peu près, la valeur numérique de T,y- On ne connaît pas, d'ailleurs, le sens de cette erreur.
Examinons l'expression (4<') du coefficient m. Nous avons
m 4 i/AB , ,
— = I -i-^x(i -T- cos- //)+... .
-^/.cos/i (A -4- B) /(i + A2)(i -f- B-2)
En prenant l'uni te'; pour valeur approchée du second membre, on commet une erreur relative comparable à celle qui, dans un sens inconnu, altère déjà la partie principale de ni. C'en est assez pour rendre à peu près illusoire, quanta présent, toute tentative de substituer à |y. cosA une autre expression de /;/, plus approchée.
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En même temps, tous les termes du second ordre, dans la formule (38 a), apparaissent comme dénués d'utilité. Cette formule serait alors réduite à
(44) <!^^^'y—}y.s'cosh.
Pour l'expression de l'arc géodésique, on obtient une formule assez élégante comme il suit. Les égalités ('28) et (3i) donnent
On a ainsi les expressions approchées
H = s'^- s", 'iqsmvi = s' — s",
et la formide (26) donne celle-ci :
Malgré ces considérations, il y a encore grand intérêt, même |)Our la pratique, à employer des formules plus approchées, notamment pour des calculs qui se rapportent à une portion limitée de la Terre. Dans la solution des problèmes, telle que nous allons maintenant l'indiquer, on trouverait facilement le moyen d'obtenir une approximation aussi grande qu'on voudrait, sous réserve de la connaissance plus exacte de l'aplatissement.
Solution des problèmes de Géodésie.
Dans les divers problèmes qui intéressent la Géodésie, il s'agit toujours d'un arc géodésique limité à deux points. Les éléments à considérer sont alors les latitudes et la différence de longitude de ces deux points, la longueur de l'arc et les azimuts aux extrémités. Parmi ces six éléments, on peut en donner trois et chercher les trois autres. En tenant compte de quatre cas où les données sont symétriques par rapport aux deux extrémités, on voit qu'il y a douze problèmes différents, dont on peut désirer la solution.
CIlAIMTIii: vil. l'UOIlLfe.MI'S UK (ifiOUÉSIlC. 3o3
Suivant les notalions di'jà «•ni[)lovcos, soient, j)Oui' l'une des extrémités, UL la latitude, a la/.inuil, s l'arc i;éodési(jue et 'l la longitude, ces deux derniers étant comptés à partir d'un sommet; soient, pour l'autre extr<'mité, u,, a,, .s,, -i, les éléments analogues. Les données sont trois des six éléments y., a, y.,, a,, s - .s,.
On doit disliuguer d'abord les problèmes où, parmi les données, se trouvent y. el a. Effectivement, de la longitude <j. on déduit immédiatement la longitude réduite A, puis // par l'égalité (12). On peut donc calculer rj et Y par les formules (3) et (9), ainsi que U par la formule ( -). Si la li'oisiènie donnée esl |jl, ou a,, on obtient X| soit au moyen de a,, soit au ii)o\en de a, par l'égalité (12). On peut calculer U,. Avec cj, \, U, U,, on calculera 5, s,, 6 et 'l,.
Si la troisième donnée est s — .Vi ou 'l — 'i/, , le mode de solution est différent. Supposons que la donnée soit s — .V) = S. On peut tirer U, de l'égalité (26), (pii donne
hh= ^_ {S — S)- — ^^/(ui), «iniii — 0.73 sin 9.111 ...
I — Uf/ cosui . . .
Nous avons ici une écjuation analogue à celle qui, dans l'étude du mouvement des planètes, se rencontre ])Our le calcul de l'anomalie excentrique. Ce serait la même équation, si l'on bornait y (il, ) au seul terme sin tli , (jui en est très voisin. On la résout, soit par approximations successives, soit par la série de Lagrange, ce qui n'offre aucune difficulié, vu la petitesse de q. Connaissant U,, on peut calculer 'l, comme dans le cas précédent. On pourra aussi calculer la latitude réduite h, ou la latitude |j., parla formule ( j). Mais, pour la pratique, ce calcul serait désavantageux. Il fournirait, en effet, a, par l'intermédiaire de i — xcos-A, ; et l'on serait obligé de calculer cette dernière quantité avec une approximation supérieure à celle que l'on veut obtenir pour cos-)., . Pour éviter cet inconvénient, au lieu d'enq^loyer la formule (7) qui détermine et--j)/^(, on prendra une formule propre à déterminer, soit Co — ,P''i) soit ^3 — JJ'^i, celle-ci, par exemple,
e» — p«i sin- À] Ci — €3 sin- A
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(|ui doimo aisi'im'iil )., vn ronclion de a,. Ce mode de soliiliou s'inler[)rèU' d une mamère inU'-iessanle. D'après la formide (2- </), on voit qu'on iiilroduil ici lare (,1e cercle auxiliaire .s', . Cet arc peut aussi se trouver au inoven de la série (îiS), et U, doit alors èlre considéré connue |)erniellanl le ealcid d'une i-orrceliou par la(juelle on passe de S[ =.v — S à s\. Si Ton envisage U de la même manière, on peut considérer S'=.s' — s\ comme déduit de la donnée S au moyen d'une correction aisée à calculer. Ayant S', il est naturel d'achever le calcul au moyen du premier cercle auxiliaire, c'est-à-dire résoudre le triangle sphérique P'M'M', , où Ton connaîtra deux côtés, P'M':= - — ). et M'M', ^= S', avec l'angle compris, qui est a. On eu di'duit le coté P'M, =^ ~ — ).,, l'angle en
M'p qui est a,, puis l'angle en P', qui est -1/, — 'b\. De ce dernier, on conclura 'i — àt au moyen d'une correction, fournie par la formule (38 a).
On peut tout aussi bien employer, pour cette solution, le second cercle auxiliaire. C'est alors la formule (3i) qui fournira la correction au moyen de laquelle on passera de l'arc S à l'arc S" = 5" — -/, . On aura à résoudre un triangle sphérique dont les
côtés sont " — [JL, S" et l'angle compris a", déduit de a par l'égalité (Sa). La résolution de ce triangle fournit encore 'V — •l\y. comme tout à l'heure, ainsi que |jL| et a,.
Pour l'application, ces deux procédés paraissent équivalents. Dans le [)remier, on trouve directement l'azimut a,, mais il faut remonter de la latitude réduite A, à la latitude |j., ; dans le second, il faut remonter de y'\ à a,, mais on a directement la latitude [jL). Le premier de ces deux procédés est celui qui a été développé par* Jacobi.
Les deux premières données étant encore a et a, supposons que la troisième donnée soit 'l — -i/, = W. Après avoir calculé à comme tout à l'heure, on a, par l'égalité (191,
tang^Ui= — -^tang[-^ — v^'-T-o(Ul)]•
;(Ulj= mui-f- ^_^^ ^ ( V ~^ ) ~'""'
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(>()ninu' m (iSa) csl du inènu' ordre que (/^ c'esL encore là une «''(|uali()n d'où l'on lire ais('nu'nl U| par approximations successives ou l)i(Mi encore par la série de F^agrange. La scjlulion s'achève comme dans le problème préet'dent el peut s'inlerpréler encore par le calcul d'une correction, faisant passer de ^Y à U*', et par la résolution d'un triangle sj)hériquc auxiliaire, dont on donne un Coté et les deux angles adjacents.
Les autres problèmes présentent plus de complication dans les calculs et se résolvent par approximations successives. Pour donnciune idée de leur solution, nous allons envisager l'un d'eux seulement, celui où les données sont [jl, u, , -l — 'j'i = ^i- Les deux ex- I remîtes de l'arc géodésique sont, comme on voit, des points définis par leurs coordonnées géographiques.
Admettons d'abord qu'on veuille négliger le carré de l'excen- Iricité. La formule (44) nous donne
W = -y — 'l\ = U- ^ I- •/. {s' — s\) co^h.
On ne connaît ni A, ni s' — s\ ; mais on peut les évaluer à des (piantités près, du même ordre que x. Il suffit, à cet efiet, de cal. culer les analogues sur la sphère avec les données mêmes du problème. Pour ce but, il est indifférent d'emplover l'un ou l'autre des cercles auxiliaires, la difierence des résultats étant ici néelicfée. En conséquence, comme première opération, on considère le
triangle sphérique Tq dont on donne deux côtés - — ul el - — -j.,
avec l'angle compris W . On y calcule le troisième côté Sq et la
hauteur - — A^. Ces éléments servent à calculer la correction ciui
fait passer de *I* à ^I*', et l'on a (en écrivant W\ pour celte expression approchée de M*')
La suite du calcul se compose maintenant de la résolution d'un
triangle sphérique T, donl on connaît deux côtés - — A, - — A,
avec l'angle compris W\. On y calcule le troisième côté S', et les deux angles a^'^ et a',". Ces deux derniers sont les azimuts exlrèmcs de la géodésique, calculés avec l'approximation dérivée.
Pour avoir S, on peut calculer la correction de S,, mais il sera
II. oo
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mieux demplojer la formule {4^)- ^^ cet effet, dans un nouveau
triangle sphérique T, , dont on donne deux côlés - — [o., - — [j.,
avec l'angle conipris ^1",, on calcule le troisième côté S,, cl l'on a enfin
5 = 1 — - y.( 1 H- cos2 //y ) L- L .
Examinons maintenant comment on [)cul opérer si Ion désire obtenir une approximation plus grande, tenir compte, par exemple, du carré et du cube de l'excentricité.
Soit Y — /il la hauteur du triangle T| ; il est clair que A) approche de A, plus que //o- De même, S', est une expression de S', plus approchée que Sq. Si l'on emploie donc h^ et S',, au lieu de ho et So, on peut trouver une expression de W^ plus approchée que T, . Mais alors il faut faire entrer en compte les termes du second ordre.
Prenons, à cet effet, la formule (38), que nous mettons, au préalable, sous la forme
6 4- /nu = <]/' — -L 7.2 sinaX cos A cosa.
On pourra calculer l'expression approchée de m par la formule (4o), qui donne
I , iv/âïï;
m, =^ - y. cosh, ■ ; — ?
4 ( A -^ Bi ) v/(i-t-A2)(i + Bf)
A = y/i — ■/-) Bi = i/i — y. cos^Ai,
ou bien encore par les deux premiers termes du développement suivant les puissances de x,
m, = .| x cos/ii [i H- |"/.('i -+■ cos^/îj)].
Aux termes du second ordre près, U coïncide avec s'-i-s", en sorte que la nouvelle expression W,, prise pour U*', est donnée par l'égalité
^2 = U' — l-/ni(S', -f- S", ) — ^-/.^ cosAi(siiv>.À cosa'" — sin?.),, cosa'/').
Dans le nouveau triangle sphérique T^, dont les côtés sont 1 — A et-; — A, avec l'angle compris ^1"^, on calculera, pour les
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a/tmiils exlrèiiu's, tics \aleurs plus aj)[M()cliées a^- , a',-'. Si l'on veut poursuivre ro[)éralion en ulilisant les termes du troisième
orilre, on calculera aussi la hauteur- Ao, qui servira ensuite à
trouver un iiouxcl aiij^Ie U'',, approchant tie W phis que M',.
Si cependant on voulait eUeclivenienl pousser, dans ce j)rublème, la solution justju'à y faire inU-i'venir les termes du troisième ordre, il serait, sans doute, préférable de présenter cette solution sous une autre forme que nous allons développer.
Posons
C^ — A2 ,„ B2_Ai
Pour l'angle '^, déjà employé dans les formules (36) et (36<7),
il en l'ésulte
lang A cûlll = coscp.
On voit ainsi que les angles A, H, cp jouent, par rapport à un nouveau cercle auxiliaire, le même rôle que ")., h, -V ou que [x, A", à' par rapport aux cercles auxiliaires déjà considérés. Les angles A et H diflerent de A et h ou de [x et A- par des quantités du premier ordre ; mais cp diffère de 'l' par une quantité du second ordre seulement (Sort). Ces détails ne sont donnés ici que pour faire mieux comprendre l'origine de la solution actuelle, où l'on n'aura d'ailleurs à mentionner aucun cercle auxiliaire.
Pour parvenir aux formules que nous allons donner, il n'v a qu'à transcrire celles qui ont été développées plus haut. On y remarquera seulement que l'aplatissement s intervient ici plus naturellement que l'excentricité; aussi le mettrons-nous en évidence.
Les données du problème sont les latitudes ^ et pi, de (\eu\ points et la différence U' de leurs longitudes. On désigne par ^
l'aplatissement de la Terre, z = — ^•
1° En fonction des données on détermine deux angles A et A,, peu différents de 'x et a, :
tang2[a~ i-t-y/i_£(u — e)sin2iJL
tang^A] _ I — î -t- y/i — t( 'i — £)sin"^|jL| tangua, ~ n- y/f— e(2 — e) sin^izi
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■2." Ou j)rtMul [)Our inconnue principale un angle II, cL pour inconnues auxiliaires trois autres angles U, U,, <I\ 3" En posant, pour abrt-ger l'écriture,
B2 ^ 1 — ECOSMI,
C^ = 1 — z cos-A, Cf — I — t cos^ Aj,
on a les équations suivantes :
lan}ï2,v_4- tanp;2Aj — •>. tanp;A tanpAi cos'^
lang2H =
sin^*
'!> = W -;- £-~^ (u - iii) cosll -H R, A — f- D
j-î^ABcosH /^sin A y/cos^A — cos^H sin A, y/cos^Ài — cos'-'H
(i + ABXA-^B)2 V G^-t-AB C^ + AB
A cos^A — cos'^H
tans'
B sin^A
1 A ro<;2A, — cos^H
■2 B siii^Ai
4" Pour trouver H, on procédera par approximations successives en prenant d'abord ^F pour première approximation de <I> ^ la valeur trouvée ainsi pour H par la première équation servira à approcher davantage de <I>. La nouvelle valeur de 4> donnera ensuite une valeur de H, plus approchée, et ainsi de suite. La quatrième valeur trouvée ainsi pour H sera définitive, les formules données ici ne permettant pas une approximation supérieure.
Avec cette dernière valeur de H, on calculera la dernière valeur de B et de U — U,.
5" Les azimuts extrêmes a, a, sont donnés par les formules
. , ros^A I-4-G2 . „ cos^Ai i-f-C?
cos^H 1 -}- B2 cos^II 1 -i- B2
6° La distance géodésique S des deux points est déterminée par l'égalité
P z= — =- (sinA i/cos^A — cosMI — sinAj /cos^Ai — cobMl).
(A-^Bjy/AB
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y" On observe qui- la dernière \aleur de \l est seidemenl nécessaire pour le calcul de U — II, el du coefficient (- '■ ) dans
l'expression de S. Pour le calcul de y, la seconde valeur de il el tic H est seulement nécessaire. Le degré d'approximation que Ton peut demander à ces formules ne doit amener aucune dillt'rence entre les valeurs de y que l'on obtiendrait avec les valeurs suivantes de II el de B. La même observation s'applique au calcul de R. Pour P, la troisième valeur de II et B suffira.
Les autres problèmes peuvent être résolus d'une manière analogue. Il suffira d'avoir ici développé la solution du problème le plus important : trouver la distance géodésique de deux points dont on donne les coordonnées géographiques.
ATTRACTION DUN ANNEAU ELLIPTIQUE
Préambule. — AUraclion d'un anneau de forme quelconque. — Anneau elliptique; solution de Gauss. — Nouvelle solution. — Solution modifiée par l'emploi des covariants. — Discussion. — Sur l'usage de la fonction <I>. — Résumé de la solution. — Remarques sur les covariants.
Préambule .
Le problème que nous allons traiter a clé posé par Gauss dans ces termes :
(( Les variations séculaires qui, pour les éléments d'une orbite planétaire, résultent de la perturbation causée par une autre planète, sont indépendantes de la position qu'occupe cette dernière dans son orbite. Au lieu de considérer cette planète comme décrivant son orbite elliptique suivant les lois de Kepler, si l'on imaginait sa masse répartie sur cette orbite proportionnellement au temps que la planète emploie à parcourir chaque élément, on trouverait, par cette hypothèse, les mêmes perturbations. Il en est ainsi, du moins, quand les durées de révolution sont incommensurables entre elles pour la planète troublante et la planète troublée.
)) Cet élégant théorème, s'il n'a pas été encore explicitement énoncé, se démontre aisément par les éléments de l'Astronomie.
(') A consulter: i° Determinalio attractionis quani in punctiun quodvis, positionis datœ, exerceret planeta, si ej'us massa per lotam orbitam ratione temporis quo singulœ partes describuntur, uniformiter esset dispertita {Gauss Werke, t. III, p. 333). C'est à la fin de ce Mémoire que Gauss a parlé, pour la première fois, de la moyenne arithmético-géométrique, dont il sera question au t. III du présent Ouvrage. — a° Thèses présentées à la Faculté des Sciences de Paris par M. Edmond Bour. .Mallct-Bachelicr ; i855.
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» Voici donc un |)i(il)lcinc 1res digne d'altenlion, lanl par Juimcmc que |)ar divers arlificcs m'cessaires à sa sohilion : déterminer l'atlraction qu exerce sur un point quelconque une orbite planétaire ou, en (Vautres termes, un anncuu elliptique dont r épaisseur varie, en chariue point, suivant la loi ci-dessus ex~ pliquée. »
Le théorème queGauss a (|ualilic à''élégant se trouve démontré dans un Mémoire très récent de M. George-W. Ilill ('). On y voit clairement que raltraclion, conclue de ce théorème, conduit, en effet, à la détermination des variations séculaires, aux termes près du second ordre j)ar rapport aux forces troublantes. M. Hill a d'ailleurs complété la solution du problème en continuant les calculs de Gauss jusqu'au point où peut se faire l'application numérique.
Nous donnerons ici, par une analyse nouvelle et simple, la solution du problème sous deux formes différentes, dont l'une est celle de Gauss.
Attraction d'un anneau de forme quelconque.
Soit une aire plane, limitée par une courbe INI; soit, en outre, dans le même plan, un point 7»o? que l'on prend pour le sommet commun de secteurs mm^^ni' ^ ayant pour bases des arcs mm' de la courbe M. On suppose que cette courbe M est la figure d'un anneau matériel, dont la densité, au point ;», est proportionnelle à I aire du secteur mmom', le point m' étant infiniment voisin du point m.
Il s'agit d'évaluer l'atlraction qu'exerce l'arc mm' sur un point S quelconque, puis celle qu'exerce l'anneau entier.
Employons des coordonnées rectangulaires ayant leur origine au point attiré S. Soient Xg, J'o^ '-o les coordonnées du point nio; x,y, z celles du point m; x -+- dx,, . . . celles du point m'.
(') On Gatiss's melliod of Computing secular perturbations, witli an application ta tlie action of Venus on Mercury ; by Gcorge-W. Ilill, assistant ^l/ne/vcan Epliemeris ( Astronomical papers préparée! for llie use <)f llie American Ephemeris and Nautical Almanac iinclcr thc direction of Simon N'cwconib, vol. 1; 1882).
Le létraèdre Snt/n^)/?)' a pour \olume le sixième de la qnanlilf'^ suivante :
G\ = .ro{y(h — Z(/j')--j-o{zdx — xdz) ~ Zti{x dy —y dx).
Soil h la distance du point S au plan de la courbe M et désignons par (h Taire du secteur nimoni' ; on a aussi 3V= hd<7. De là on conclut une expression de r/y. Cet élément aréolaire étant, jiar hypothèse, proportionnel à la densité de l'arc /»/;«', l'attraction a pour mesure le quotient de cette aire par le carré {x--\-y'--h ^*) de la distance S m et s'exprime ainsi :
X(,( y dz — z dy) -- yo( z dx — r dz) -r- Zo(x dy — y dx) ■2h{x'^^y^-{-z-^)
Pour obtenir les composantes de cette attraction suivant les trois axes, on doit multiplier l'attraction elle-même par les trois quantités
^x'^-i- y^-^ z'^ \Jx^-^y'^^z- \/ x- -^ y- -\- z'^
Que Ton pose donc, pour abréger,
x^ ->r y'^-r- z-, ^f^, _ 1 ^(ydz — zdy) ^^p ^ I y(ydz — zdy) ^^p ^ ' z(ydz — z
, ,,^ I xizdx — xdz) „ i yizdx — xdz') ,^ i z(zdx — r {\) { d():e= , , dQy= - ^^ -S dQ:= - -^ , —
1 x(xdr — vdx) I y(xdy — vdx) , i z(xdy—v ai\_c — -- • ~ > ai\y=: - ~ , rtK; = - — —^—
que l'on désigne par P^, . . . , Pi^ ces différentielles intégrées tout le long de la ligne M, on aura, pour les composantes de l'attraction totale, les expressions suivantes :
I *x= y^(^or'x--roQx-T--«R.r),
(2) ' 1V= j^(xoVy~y,qy-^z,Ry),
*. = ^^(>oP=--JKoQ.^^oR.).
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Il \ a place ni jtoiir |>lusiciirs remarques. lOiil tlahord, les neuf dilTérciiliclIes (i) sout homogènes el du degré zéro j)ar rap- |)orl aux coordonnées .r, y, z. Les quantités P^, • • • , K^ sont donc purement numériques et ne dépendent absolument que de la forme du cône ayant S pour sommet et M pour base. ()ue l'on prenne pour figure de l'anneau une section quelconque de ce niénic cône et, pour point fixe nio, un point arbitraire dans le |)lan de cette section, les composantes de la force attractive seront nnulifiécs seulement par les quantités A, Xo^Xo, ^o; tandis que les neuf quantités P^, . . . , 11; ne seront pas altérées.
En second lieu, ces dernières quantités, dont le calcul exige des quadratures, peuvent être réduites à cinq seulement. On a, en effet, la première relation évidente
Un calcul direct donne aussi
avec deux relations analogues, d'où résulte une réduction dans le nombre des quantités considérées. Si l'anneau est fermé, l'intégrale du premier membre (4), prise tout le long de cet anneau, est nulle. Ainsi, pour un anneau fermé, on a les relations
(5) Qz=Ry. Rx=P., Pv=Q..
Quand il en est ainsi, on peut considérer <ï>.r, <I>j, <!>;, données par les égalités (2), comme les demi-dérivées partielles, prises par rapport àxo,j)'(), ^0? dans une forme quadratique
Voici enfin une dernière remarque générale, relative au cas où le cône, toujours quelconque, présente quelque svmétrie.
Si le cône est symétrique par rapport au plan x = o, il est inanifeste que les intégrales Q^ et R^ se composent d'i'léments qui sont, deux à deux, égaux et de signes opposés, en sorte que Qx et {{j: sont nulles.
3l4 DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
La svniclrio par rapporl à iiii axe entraîne aussi l'évanouissement de deux intégrales; ainsi, la symétrie par rapport à Taxe des X l'ait évanouir les deux intégrales P,- et P^.
En particulier, si le cône est symétrique j)ar rapport aux trois axes, les six quantités (;")) sont nulles, et la forme quadratique <ï> est réduite à trois carrés. Les coefficients de ces carrés ont d'ailleurs, d'après (3), zéro pour somme, et il n'v a que deux intélégrales à calculer pour ce cas. Nous avons alors, d'après (2),
La force atlraclivc est donc située dans un plan dont la position, indépendante de la forme du cône, est entièrement déterminée par les deux points S et /;?„. Si l'on envisage un parallélépipède rectangle ayant son centre au point S, ses côtés parallèles aux axes et un sommet au point mo, et, sur ce parallélépipède, les trois faces passant par /??o ; les trois sommets, opposés à mo sur chacune de ces trois faces, déterminent le plan dont il s'agit.
Anneau elliptique. — Solution de Gauss.
Supposons que la courbe M soit une ellipse; le cône est du second degré. Rapporté à ses axes de figure, il a pour équation
et deux des quantités />, ^, /• ont un même signe, la troisième a le signe opposé. On peut supposer les deux premières />, q négatives, la troisième r positive, et mettre ces signes en évidence par les notations
L'équation (j) est satisfaite si l'on ])ose
(9) X : v/G^co3T :: j : /(FsinT :: ^ : /G,
et T est une variable auxiliaire qui servira pour l'intégration. On a déjà observé que les difTérentielles (i) sont homogènes et
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(lu degré zéro; cll(\s ne d(''|)Ciulcnl que des raj)porl.s nuilucls des coordonnées. On y remplacera donc les coordonnées parles quantités (9) qui leur sont proportionnelles, et l'on aura ainsi
XoJGG'G" C'^ cos2TrfT
G'cos2T-i-G''sin2T)î
Vov/GG'G" C" sin^Tf/T
^0 (G+G'cosîT-^G'sinîT)^
. cq/GG'G'^ I
fJT
(G ~ G'cos^T -f- G"sin2T)'^
Telles sont les composantes de l'altraclion, sous la forme même considérée par Gauss. On obtient ces trois intégrales en dérivant, par rapport à G, G' ou G", l'intégrale unique
J^ v/G-^G'cos2T-4-G"sin2T
qui se ramène immédiatement à une période elliptique. Suivant le signe de (G' — G"), on peut l'écrire, en efTet, sous l'une ou l'autre des formes suivantes :
-^cos2T
On peut indififéremmcnt remplacer, dans ces intégrales, cos-T et sin*T l'un par l'autre; on voit donc que les deux intégrales sont ici la demi-période R pour les fonctions elliptiques dont
le carré du module /.- est l'une des deux quantités -^7—^- >
^, p • L'une de ces deux quantités est positive, moindre que
unité.
l*ar le moyen des formules (36) et (St) du (chapitre X (t. I,
3lG DEUXIÈMK PARTIE. — APPLICATIONS.
p. 2.")3), on exprime aisément les dérivées de U en fonclion de K el de l'inlégrale complète E. Le calcul de l'attraction est ainsi achevé.
Celte attraction est bien celle qui se rapporte au problème posé par Gauss, pourvu qu'o/î suppose le point m^ an foyer de V ellipse M. En ellet, d'après une des lois de Kepler, la vitesse aréolaire dune planète sur son orbite est constante quand le sommet des secteurs est le Soleil, c'est-à-dire le foyer de l'orbite.
Pour appliquer cette solution, il faut calculer la position et la grandeur des axes du cône ayant son sommet au point attiré S, et dont la base est l'orbite troublante. Ce problème de pure Géométrie se résout facilement, comme on sait; mais il exige la résolution d'une équation du troisième degré, dont G', G" et — G sont les racines ('). Si nous n'insistons pas davantage, c'est que la résolution de cette équation du troisième degré est superflue. Nous allons l'éviter en introduisant les fonctions elliptiques sous la forme moderne.
Nouvelle solution.
Reprenons l'équation du cône sous la l'orme (7). On peut exprimer j;-, j'-, z- par deux variables auxiliaires s et p, comme il suit :
ip rj){p~.r)'' '
/ . ■ o fjis — C])
Ces égalités donnent lieu elleclivement à la relation (y) par élimination de 5 el 0. De plus, on en déduit aussi
en sorte que p a la même signification que précédemment.
Cj C'est iiour qui, dans sa Tliéae citée précédemment, a donné cette interprétation géométrique des formules abstraites développées par Gauss.
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Des deux (Jcrnières t-galilcs {\o), on conclul
[z y) \s — r s-q}"' {s — r){s — q) [lar conséquenl, d'après (i),
•*■ \ p» (s — r){s — fj) Mais les égaillés (lo) donnenl ri .3 v/'V
p» ip — qM/j — r)(r—p) Posons, j)our abréger,
(il) , ^^' : = G, \/ ^(s — n){s— qUs — r) = ii.
Nous aurons alors, pour dP^, et, par permutation des lettres, pour dQy et c/Hj, les expressions suivantes :
S dPa:=^- \G(r - fj)(s —p)ds.
SdR:= \C(q ~p){s — r)ds.
Pour exprimer ces différentielles par des fonctions elliptiques, on posera
pu — e^ p« — e^ pu — e^,
d'oîi résulte
S = p'«, S f/« = ds,
et, par conséquent,
/ dV^^lGir-q)(pu-ey,)du,
( c/R;=2G(7 — p){pu — ey)du.
Les fonctions elliptiques sont ici à discriminant positif et les racines Cx sont déterminées par les égalités
di) eci — p = Co — q = e.^—r =: — \{p-\-q -+-/•)•
3l8 DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
Supposons encore, comme plus haut, que deux des quantités p,q^ r soient négatives, la troisième positive. D'après les égalités (lo), la réalité de a*, j', z exige que s soit entre les deux plus petites des trois quantités />, q^ r. Si, au contraire, on supposait deux quantités positives cl une négative, 5 devrait être entre les deux plus grandes.
Dans rhypolhèse adoptée, pu reste compris entre les deux plus petites racines Cai c'est-à-dire entre e^ et ^o, en sorte que a — w' est réel. On fera le tour complet du cône en faisant varier u — w' dans l'étendue d'une période 2w. L'intégrale indéfinie de pu — e-x est — Ç^K -r w^a); l'intégrale définie est donc — 2(r, -1- to^a). Remettant pour c-j, son expression (i4)) O" oljtienl
\\ = C^q- r) {^r, -^ ''^' ~.^ " ^ coj .
Les autres composantes Q,-, Rj se déduisent de là par la permutalion circulaire des lettres /?, rj, r. En multipliant P.t, Q -, , R^ respectivement par-T-", --> y 7 on a les composantes de l'altraction.
Jusqu'à présent, cette solution difTère seulement par la forme de celle qui a été exposée d'abord. Les axes de coordonnées sont les mêmes et la connaissance de /?, q, r paraît nécessaire. Mais on sait (t. I, ch. X) que r, et (o peuvent être calculés par le moyen des invariants seulement, sans qu'il soit nécessaire de trouver les racines e^^. On pourra donc ici trouver r, et co par les coefficients du polynôme (s — p){s — q){s — r) , sans calculer les racines p, q, r. Pour s'allrancliir entièrement du calcul de ces racines, il faut, en outre, trouver les composantes de rallraction suivant des axes quelconques; c'est ce que nous allons faire au moven de la forme quadratique fp.
Si nous posons (en supprimant l'indice o de x, j', z)
'^'' I N = C[p{cj — r)x'--^ q( r — p)y'--^ rip — fj )z'-],
nous avons maintenanl. pour la forme $, l'expression suivante:
M + ojN.
Il s'agit de calculer les deux formes quadratiques M et N.
ClUPlTKi: Mil.
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Solution modifiée par l'emploi des covariants.
Les trois lonnes <|iiiuli;ili<|iies. inoprcs au calcul, sont les suivantes :
o = px- 'X- qy- +- r Z-.
Il laul V joindre les fondions symétriques de p, y, /', savoir / /<i — P -^ q -*-/•,
(18) ■; k-2^= pq -\- qr -\- ip,
\ h:i=J>qr,
el exprimer les formes ]\J, N par ces quantilcs.
Par la nuiUiplicalion de deux déterminants, on obtient iM comme il suit
kl
ce {|ui donne, en développant,
= (3/-,A-3-+-2^|^ylfA-2)'^ + 2A-3(Xî-3Â-2)/+(XiXo-9/-3)?.
En remplaçant C par son expression {{ i), on voit s'introduire ici le produit des carrés des difl'érences [p — <7)"('/ — '')'['' — P^'^ dont on connaît l'expression par les fonctions symétriques. On retrouve d'ailleurs ce résultat en remplaçant dans la dernière équation x'-,y-,z- par r//\ rp, pq, livpothcse (jui change INI en — C(/> — ^J){'/ — /■)(/■ — /''), ']> en /.o, / en /, , et -^ en 3/.".(. On a, de cette manière,
(ly)
i/>-Ç)H^J-rrir-pr-
( ;x = -^^M =(/.]/:,- 1/4 ~~3/.ik,)']^
320 DEUXIÈME PARTIE. — \PPMCATIO>S.
L M calcul analogue donncrall N exprime par •}, J\ '.p. Mais, pour la sullc, il \aul mieux exprimer \ par -ii, cp, u. On y parvient encore par la mullijilicalion de deux délerminanls :
iAI
o yj^ZJl
-rip — flWl — rY'' — p)^ ".1
Le dernier déterminant peut donc s'écrire ainsi :
kz<p — q){q — '•)(/•—/?) Quant au second déterminant, on a
o Al 3X-3 !Jt O — -A: A
en sorte qu'on trouve finalement
Les invariants des fonctions elliptiques s'obtiennent par la disparition du second terme dans le polynôme
(22) (s — P){s — q )i s — r) = s» — /., s--^ ko s — /."s
On a, de la sorte,
11 en résulte
2 k 1 ,^2 — 9 é'3 = I ( kl /. 2 — y /.-s ) ,
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ce qui est le coefficienl de u dans le second membre l'ai ). De là celle conséquence
qui [)ermeL de Iransfornicr lexpression (Mi) de 'I> en celle-ci : (24) A* - (r, - ^ "' o>) M - ^- ^^'- (A;6 - 3o).
Suivant le résultat obtenu au tome 1 (p. "ii'S), la demi-période va être exprimée en fonction de l'invariant absolu J, j)ar l'intermédiaire de la quantité suivante :
(>'esl w v4o^ ^1"' s'offre naturellement^ soit donc
(26) oy'i/7;j, = W{i).
En employant, comme au Chapitre IX du tome I, l'opération \J,
on a (t. I, p. 307)
et Ton doit observer que le discriminant A des fonctions elliptiques esl ici le même que la quantité désignée déjà par cette lettre; c'est ce qui résulte de la définition (19), comparée à celle du discriminant des fonctions elliptiques (t. I, p. aà),
{ei — eî)^ei— e-^ )2( <?3 — e, )- = rè A,
les din'érences des racines e» et celles des racines p, //, /• se confondant les unes avec les autres ( i4)- Des é<{uations précédentes, il résulte
r, = oj — z^ U ( ; ).
''■ *'2 g'^ /4 gi
02?. DEUXIÈME PARTIK. — APPLICATIONS.
En moUanl celte expression de r, dans l'cgalilé (24), remplaçant aussi M par son expression (20) en iji., (o par l'expression (26), on obtient
Il ne reste plus qu'à exprimer W en série hypergéométriquepour avoir la formule définitive.
Discussion.
La fonction H' s'exprime par la somme de deux séries hypergéométriques, comme il suit (t. I, p. 343) : soient P et P, les deux séries hypergéométriques contenant seulement les puissances à exposants entiers et positifs de ^, A et B deux transcendantes numériques, on a
(28) ^r = -2AP-BPiV'l^-
La formule, empruntée au tome I (loco citato), contient une ambiguïté de signe, que nous reportons ici sur la racine carrée. On a vu que le signe du second terme doit être contraire à celui de ^3, pour que l'on obtienne effectivement, comme il le faut ici,
<-) et non — • Il faudra donc prendre y,^|; du même signe que ^3.
Dans notre analyse, nous avons supposé /13 positif, ce qui était permis. La supposition inverse, également permise, aurait conduit à une analyse à peine difïérente. Il convient, dans le résultat, de faire disparaître cette supposition.
Le second membre de la formule (27) présente, comme il le faut, une homogénéité par rapport aux quantités/?, q, r ('), La quantité entre crochets est homogène et du degré i ; elle se reproduit, changée seulement de signe, quand on change les signes de /?, q, r en conservant les valeurs absolues. Ceci a lieu, bien
(') En communiquant les résultats de ces recherches à l'Académie des Sciences ( Comptes rendus, t. CIII, p. 36G), l'auteur avait, par inadvertance, omis un dénominateur g^ au premier terme du crochet (27), ce qui troublait, à tort, l'homogénéité et conduisait à une ambiguïté de signe entièrement erronée.
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cnlcndii, à condilion (jiu; M'(^;) ne soil piis alli'ré, comme cflcclivemenl cela se produit pour ç. H faudra donc, en même temps, chan<:^er le sii;ne de y/^;, puisque P, ne subit aucune all('ralion. Ainsi, levant toute restriction sur les signes de />, y, y, on doit prendre ^/^; du même signe que /laA's.
I"'n mettant, au dehors du crochet dans la formule (27), \kl au lieu de \ />"3, on a disposé cette formule j)our permettre d'y supposer A3 négatif. Elle est donc affranchie maintenant de toute restriction sur les signes de/?, rj, r.
Nous avons encore à examiner la formule qui doit remplacer la précédente (28), quand on veut développer W suivant les puissances ascendantes de H| = ^ ? au lien de ; = — j — • Ceci est nécessaire quand ^ est voisin de l'unité.
Deux développements très différents représentent les deux demi-périodes quand on emploie ç, au lieu de \ (t. I, p. 3/j4)- L'un d'eux, composé d'une seule série hypergéométrique, conserve une valeur finie et se réduit à son premier terme, quand Ç| devient nul. L'autre, au contraire, où la série hvpergéométrique est multipliée par le logarithme de Ç|, devient alors infini. Le premier de ces développements corresj)ond au cas où les deux termes du second membre ('>-8) sont de signes opposés ; le second correspond à l'autre cas. Ce sera donc le premier ou le second développement qui conviendra suivant que A'^/^'s sera positif ou négatif.
Le second développement, on vient de le rappeler, donne lieu, pour ;, = o, à des valeurs infiniment grandes pour les coefficients de la forme *\}. La force attractive est infiniment grande; l'hypothèse correspondante se rapporte donc au cas où le point attiré est situé sur l'orbite attirante. Quant au premier développement, si l'on y suppose ^1 = o, on obtient le résultat qui correspond au cas où deux des (piantités /), y, /• sont égales entre elles : le eùnc; est de révolution.
Sur l'usage de la fonction •!'.
Mise sous la forme (27), la fonction <I> a une expression que l'on peut regarder comme indépendante des axes de coordonnées.
Sa/J DEUXIÈME PARTIE. — Al'PLICATIONS.
I^ffecllvcmenl, pour les polynômes '},/, f et les coefficients A-, on connaît des expressions indépendantes des axes; ce sont des covarianls et des invariants, dont nous allons d'ailleurs parler dans un inslanl. Supposons donc $ ainsi exprimé au moyen de coordonnées (juciconques X, ^ , Z. Soient
3" = «X -i- a' Y -H rt"Z, y =bX-{- b'Y ^ //Z, z = cX -h c'y -i- c"Z
les formules du changement de coordonnées. Elles donnent
o\ ùx Oy Oz
Puisque -T— > -^> -T- sont les proiections rectangulaires de 1 at- ^ ox oy Oz 1 J o
traction sur les axes des x^y^ z^ et (jue ces derniers sont rectan-
gulaires, on voit que -^ est aussi la projection rectangulaire de
l'attraction sur l'axe des coordonnées X. Ainsi, avec des coordonnées rectilignes cjnelconques, les trois dérivées partielles de ^ par rapport à ces coordonnées représentent les projections rectangulaires de l'attraction sur les trois axes de coordonnées. Ce sont les composantes, si les axes sont rectangulaires.
Résumé de la solution.
La manière dont se composent les polynômes ']>, f, o et les coefficients A' va se trouver mise en évidence dans le résumé suivant, où, bien entendu, les coordonnées sont supposées quelconques :
i" La forme quadratique >)j représente le carré de la distance d'un ])olnt à roriglne des coordonnées.
2" La forme/, égalée à zéro, représente un cône égal et homothélique à celui qui a pour hase l'orhile et pour sommet le point attiré. Elle n'est déterminée qu'à un facteur constant près; cette indétermination disparaît dans la formule finale, qui est homogène et du degré zéro par rapport aux coefficients de/.
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3*^ La forme es, ('galt'c à zéro, représente le cùne sii|)|)léfnenlalre ou réciproque du précédent (polaire réciproque par rapport à une sphère concentri(pie). Elle doit être composée avec les coefficients de /, île telle sorte que les discriminants des deux formesyct ci soient réciproques. C'est effectivement ainsi qu'on
a pris précédemment /el -s; leurs discriminants sont et pqr.
4" Soito/le discriminant de/; soit aussi o/, le discriminant de la forme
Les coefficients /.-,, /:■,, /'"s sont ceux du quotient des deux discriminants :
C'est, en effet, ce qui a lieu pour les formes /et -li, telles qu'on les a envisagées.
5" Avec ces formes et ces coefficients /., on compose la forme auxiliaire a,
jj, =(A-2X-,_ 2X1-3/1/3)'!'- 2^3(3^2- >tï)/ -(9^3- /-l/:2)?,
et les quantités suivantes
6" Dénotant par ^'(i) une transcendante, qui va être déterminée plus loin, et par li la distance du point attiré au plan de Torbite, on considère la forme quadratique <1>
Si l'on prend la dérivée partielle de <I> par rapport à une quelconque des trois coordonnées, x par exemple, et qu'on mette, au lieu de JC^y, -, les différences Xq — x, jo — }'i '■» — - ^^^'^ coordonnées du foyer de l'orbite (le Soleil) et du |)oinl attiré, celle
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dérivée partielle représente la projeclion reclangulairc de l'allraction sur Taxe des .r.
7" La transcendante ^\\l) s'exprime par des séries hypergéométriques, comme il suit
^^.î^ — ^.VI Vl25 12) 2)-.' "* \ \-ît 12'2!'»/\'3f,
A = 1 , 3 1 1 028777 1 4<"> . . . , lî = o, J990701 17367. . .,
et y^3^ doit être pris avec le même signe que /.;}!?;(. Quand /c^gs est positif, on a aussi
quand /.jira est négatif, la seconde expression de ^I''(;) est la suivante
^li)-^,
Q-F(,'„A,.,.-;)log^l.
où Q ligure la série (t. I, p. 344)
{i.-2...nf
Tel est le résumé complet de la solution, mise sous la forme désirable : les résultats sont explicites et les fonctions elliptiques, qui ont servi de moyen, ont entièrement disparu.
Pour mieux faire comprendre 'cette solution, voici les expressions des diverses quantités avec des axes rectangulaires particuliers, les axes de symétrie de l'orbite et la perpendiculaire à son plan. Nous les donnons sans démonstration, comme des consé-
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quences des éléments de la Géométrie analytique; a, |j, -' désignent les coordonnées du point attiré :
(^T — oizy- ('(r—'jizi-^
A-, = a*-f-6*— aî- ?*— Y",
On voit que, dans le coeflicicnt qui afFeclc l'expression de <I>, l;i
quantité -r y Xjj se réduit à ab, en sorte que la formule s'applique
aussi, comme il convient, au cas où le point attiré est dans le plan de l'orbite.
Pour avoir les composantes de l'attraction, il faudra, dans les dérivées partielles de 4>, remplacer x, y, z par les projections de la distance du foyer au point attiré, prises sur les trois axes.
Le cas où g^ est nul répond à la formule très simple
-=3:5ïv/f-.^-'^'-
Le lieu du sommet du cône, pour ce cas, est une surface du sixième degré.
Quand le cône est de révolution (et le lieu du sommet, pour ce cas, est, comme on sait, une hyperbole), la formule devient
Remarques sur les covariants.
Revenons aux formules de début et dénotons par une seule lettre chacun des déterminants, tels que (y dz — -dy) :
a —- y dz — - f/>-, b = z dx — x dz, c — x dy — y dx.
Mettons encore •>, au lieu de x--H i'-— z-, et \'\'j.-. au lieu de X, .... On a ainsi
_ 5 '^hd^^—{aXQ-^by,,--cZs^yjj:'l ~- .
3j>.8 deuxième partie. — applications.
Posant alors
on en conclut
\hd<i' = (axo-^ hyo-^ czo){xo'\>'u.-\-yo'!(i'y-^ Zo'\>':)'\i ^
Celte dilTéreulielle d^, en vertu des égalités (5), est bien celle dont l'intégrale donne la fonction <I> envisagée plus haut. Son expression se présente actuellement comme étant celle d'un covariaul, tel qu'on les considère dans la théorie des formes homogènes. On peut j envisager ^j; comme une forme quadratique quelconque, (j^ij', ^) et (xo, j)^oj ^o) comme deux systèmes de variables cogrédientes ou coordonnées de deux points, (a, 6, c) comme un système de variables contragrédientes ou coordonnées d'une droite. Pour faire de ce covariant la différentielle précédente, on doit considérer cette droite comme la tangente variable d'une courbe /^= o, le point de contact étant (x, y, z). Dans le problème ci-dessus, la courbe f = o était une conique. L'intégrale, proposée de cette manière, devait donc apparaître comme un covariant de deux formes quadratiques, renfermant les seules variables Xq, y^, ^o- C'est effectivement ce qu'on a trouvé ; ce covariant est une forme quadratique à coefficients transcendants.
A ce point de vue, il faut seulement remarquer qu'on a supposé, pour la forme '|, un discriminant égal à l'unité; mais cette hypothèse n'introduit aucune restriction et on la fait disparaître en divisant •} par la racine cubique de son discriminant. Il conviendrait aussi de remplacer cp par un covariant, ce qui est facile, comme on le verra dans le Chapitre X. Le sujet qu'on y traitera est tout géométrique ; il se rapporte à la ligure composée de deux coniques situées dans un même plan. Très différent par sa nature apparente et par son origine, il se relie étroitement au sujet qui a fait l'objet du présent Chapitre.
CHAPITRE IX
ÉQU.^TION DELLER.
Relation entre deux fonctions clliplique». — Équation doublement linéaire. — Équation doublement quadratique. — Équation doublement quadratique <'l symétrique. — Équation doublement quadratique et dissymétrique. — Equation dissymétrique déduite d'une équation symétrique. — Invariants. — Equation caractéristique. — Equation d'Euler — Première manière de former l'intégrale. — Autres formes de l'intégrale. — Formes doublement quadratiques de l'intégrale. — Réduction des intégrales elliptiques à la forme normale. — Première réduction. — Deuxième réduction. — Troisième réduction. — P'ormule de duplication. — Propriétés des polynômes du quatrième degré. — Discriminant des équations doublement quadratiques.
Relation entre deux fonctions elliptiques.
Pour abré-j^cr le langage, nous désignerons, dans ce Chapitre, par le nom de /onction elliptique toute fonction fractionnaire cl doublement périodique. C'est donc une fonction rationnelle quelconque de pu et p'u. Ayant à considérer, à la fois, plusieurs fonctions de même nature et des mêmes périodes, nous omettrons aussi de mentionner cette coïncidence des périodes, qui sera toujours sous-entendue. Parlant donc de deux fonctions elliptiques avec même argument u, il sera convenu qu'il s'agit de deux fonctions rationnelles de pu et p'u.
Comme p'u est fonction algébrique de pu, deux fonctions elliptiques, au même argument u, dépendent algébriquement d'une même variable p«/; elles sont donc liées par une relation algébrique.
Toute fonction elliptique a autant de racines que de pôles (t. I, p. 21 3), Soit X une telle fonction, ayant m pôles. La fonction X — Xq, qui a m pôles, a aussi m racines, quelle (pie soit la constante Xq. Ainsi, à chaque valeur de x répondent ni valeurs de u, à des périodes près. Soit y une autre fonction ellipti(pic de ?/,
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avanl n pôles. A chaque valeur de j' répondenl n valeurs de u. A chaque valeur de u répond d'ailleurs une seule valeur, soit de x, soil de y. Donc à chaque valeur de x répondent m valeurs àe y\ à chaque valeur àe y répondent n valeurs de x. Ceci caractérise les degrés de x et àe y dans l'équation algébrique, qui, liant ces variables, résulte de l'élimination de pu. Ainsi deux fonctions elliptiques x et y, au tnême argument, et qui ont, la première m pôles, la seconde n pôles , sont liées par une équation du degré m en y et du degré n en x.
Par exemple, soit x une fonction à deux pùlcs et soit y sa dérivée. Celle-ci a les mêmes pôles, mais doubles, soit quatre pôles. La relation est donc du second degré en y et du quatrième degré en X. Soit w la somme des infinis de la fonction x. La somme des racines de la fonction x — x^^ est aussi égale à(v(t. I,p. 2i5). Par conséquent, x ne change point par le changement de u en »• — u. Comme y est la dérivée de x par rapport à u^ ce même changement transforme y en — y. La relation entre x et jk ne contient donc y qu'au carré. Enfin, puisque x et y deviennent infinis ensemble, le terme du plus haut degré, en y^ a pour coefficient une constante, et de même pour x. La relation a donc la forme suivante :
{ -r~ ) =^ = cIqx'* -^ ^aiT^ -]~ QiaiX- A- '\ a^x -i- «4.
Effectivement nous avons déjà vu (t. I, p. 120) que toute équation de cette forme est vérifiée par une fonction elliptique à deux pôles. L'argument u n'est déterminé qu'à une constante additive près ; c'est la constante d'intégration.
En supposant que les pôles de x coïncident, que x n'ait plus qu'un seul pôle, mais double, on voit que ^)' n'a plus qu'un pôle triple; le polynôme X s'abaisse alors au troisième degré. C'est ce qui arrive, en effet, comme nous le savons bien, pour la fonction y. pu -f- [ii.
Revenons à une fonction x quelconque, ayant m pôles. Grâce à la décomposition en éléments simples (t. I, p. 2o5) ou à la décomposition en produit de fonctions i (t. 1, p. 21 3), nous savons qu'elle est définie par im constantes, les invariants étant connus. L'ensemble de cette fonction x et d'une seconde fonction jk ayant,
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celle-ci, n pôles, sera donc délinie par i {^ni -\- n) constanles. Si l'on veut aussi envisager les invariants comme non donnés, il laul compter deux constanles en plus; mais si, en même temps, on doit éliminer l'argument, il faut observer (jue u peut, sans changement pour la relation entre les deux fonctions, être remplacé j)ar au — b\ de là Jeux constantes en moins. La relalioii entre x Qiy dépend donc de ai m + n) conslantes.
D'autre [)art, l'écpialion la plus générale, du degré n en x et du degré m en y, qui contient (//« -j- i) (/? -h i) termes, dépend donc de mn -\- ni-{- n constantes, nombre supérieur au précédent, saul dans le cas le plus simple de tous, celui où l'on a m =: /i = 2. En ce dernier cas, on trouve, de part et d'autre, huit constantes.
Il est donc certain qu'une équation quelconque, du degré n en X et du degré m en y, n'est pas la traduction de la liaison entre deux fonctions elliptiques, sauf au cas m ^= ?i^= 1. Mais, pour ce dernier cas, il reste à s'assurer si ellectivemenl, comme le nombre des constantes le donne à penser, toute équation, du second degré par rapport à deux variables séparément, traduit la liaison entre deux fonctions elliptiques, au même argument.
Cette proposition est exacte et nous allons l'établir. Nous commencerons par examiner un cas particulier.
Équation doublement linéaire.
Considérons une fonction elliptique à deux pôles, /(")■ Soit w la somme des infinis : l'expression en produit a la forme
•^^"'"" ''crCw — Y)3'(«--Y-w')'
Nous la donnons ici pour bien rappeler qu'à un facteur constant près, c, une telle fonction, quand w est connu, est enticremenl déterminée par une racine Jj et un infini y.
Soit donc/, («) une autre fonction à deux pôles et qui ait même somme w pour ses deux infinis. Les deux fonctions
^i(")-/i(?) «-'i /.(«>-/,(v) sont encore de même espèce (à deux pôles, avec \v pour somme de
leurs infinis), cl elles ont les mêmes pùlcs que/, (a). Mais, dans leur quotient, les pôles de/, (u) disparaissent, et ce quotient est une fonction à deux pôles, avec w pour somme des infinis. Il a la racine ^ cl l'infini y. C'est âonc f{u), à un facteur constant près :
Il Y a donc entre y"(«) et/, («) une équation doublement lint'aire. Cette équation est d'ailleurs quelconque, car les constantes ^"/«(?) ^^ f^Ky) peuvent cire choisies à volonté. Ainsi toute équation du premier degré entre deux variables séparément (ou doublement linéaire)
( I ) axy -~ bx -'- cy -'■- /» = o
traduit la relation entre deux fonctions elliptiques à deux pôles et pour lesquelles les sommes des injînis coïncident entre elles.
Déjà, sans l'aide des fonctions j, on a vu [t. I, Cli. I\ , p. 1 16, éq. (46)] que/(«i) s'exprime par une fonction rationnelle du premier degré en p{u — ^w). On pourrait, par là, établir aussi la proposition précédente, f\{u) s'exprimant aussi par une fonction rationnelle du premier degré en p(^u — \ w).
On se rend aisément compte de la manière suivant laquelle la relation, qui, en général, est du second degré par rapport à chacune des deux fonctions à deux pùles, se réduit au premier degré quand ces fonctions ont même somme pour leurs infinis. A chaque valeur x^ de x répondent, pour w, deux valeurs u^ et (v — Uq. En général, ces deux valeurs de u donnent deux valeurs distinctes pour y. Mais, quand w est aussi la somme des infinis de y^ ces deux valeurs dey coïncident entre elles. Ainsi, pour ce cas particulier, le premier membre de l'équation, du second degré en x et y séparément, devient un carré. C'est ainsi que l'équation se réduit à la forme linéaire.
Considérons maintenant deux fondions /(w) el/,(u), encore à deux pôles, mais avant des sommes d'infinis différentes, w et (v,.
La fonction fin- -' 1 est aussi à deux pôles, mais la somme
de ses infinis est »•,, comme pour/,(M). Par conséquent, /(;<)
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et J\ {il) étant deux fo net ion s elliptiques (lueleonifues à deux pôles, il existe une équatio/i doublement linéaire (i) telle que si Von y met x =/{u), \- =J\{ui), il en résulte que la différence des arguments u et w, est constante, et égale à la (lemi-dllTérence ^{^v — <v,) des sommes des infinis des deux fonclions. On peut, à volonté, dire aussi cjue la somme des arguments u et Ui est constante, égale à j(tv + (t-,), puisque le changement de u en w — u n'altère [)as /(^z).
Équation doublement quadratique.
On appelle ainsi l'équation du second degré par rapport à deux \ariables séparément. Elle a neuf termes, dont chacun peut être distingué par les exposants m, n de x el y. Soit (m, n) le coefficient du terme en x'"y" . L'équation peut se rej)résenter abréviali\ement ainsi
•^ Il \
Ordonnons F de deux manières, par rapport à x ou par rapport à )', ce qui donne
F = Xy'^+xMy^C = X' x^- -i- iB' x -t- G' .
Les coefficients A, B, C sont des polynômes du second degré en x; A', B', C sont des polynômes du second degré en j)', par exemple
La denii-dérivée partielle de F, par rapport à i', est \y -+- B; mais, si xety vérifient l'équation F = o, on a
\j' -+- B = ^ v/B2— AC.
Même observation étant faite pour la dérivée par rapport à .r, on voit que l'équation F = o conduit à l'équation dilîércnlielle
(/y /B2— AC rir dx /ir^— A'C =^ o.
Soient
B2— AG = X, li'2— A'G'=Y.
X est un polynôme du quatrième degré en x, \ un polynôme du (pialrièmc degré en j', et nous avons l'équation difTérentielle
dx ^ (Iy
où les variables sont séparées. Nous allons d'abord examiner le cas où l'équation F = o est symétrique en x ely.
Équation doublement quadratique et symétrique.
La symétrie de l'équation exige la symétrie du polynôme F; si, on elTet, la transposition de x et y altérait le polynôme, ce ne pourrait être qu'en le reproduisant changé de signe, cas dans lequel F contiendrait le facteur (.r —y) et s'abaisserait au premier degré. Ce cas n'est pas à considérer.
La symétrie de F réduit à six le nombre des coefficients dislincts et se traduit par les relations
Les polynômes X et Y ne difTèrent plus que par les variables qui y figurent ; ils ont mêmes coefficients.
Nous venons de rappeler qu'au polynôme X, du quatrième degré, est liée une fonction elliptique à deux pôles /(«), telle que, si l'on prend x=/{u), il en résulte
■dr
■ — = fin.
Si, en même temps, on pose y = f(ni), l'équation (2) se change en du ± clut = o et fournit l'intégrale u± u^ = constante. Si, comme précédemment, w désigne la somme des infinis de /(m), cette fonction ne change point par le changement de u en \v — u. On peut donc, à volonté, considérer comme constante, soit la somme, soit la difi'érence des arguments u et iCt.
Ainsi, toute ér/ualion doublement quadratique et, de plus,
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symélrùjuc, eupriinc la relu Lion entre f [a) el/{u H- \J), fêlant une fonction elliptique à deux pôles, u l argument variable et U une constante.
C'est, pour le cas purllciilier où il y a symétrie, la proposition ([u'il s'agissait de prouver. Avant de ])asser au cas général, prenons pour exemple ré({uati()n qui lie pu et j)(m-|-L). Envisageons les trois arguments u, — (m -H U) et U, dont la somme est nulle. Soient
Par le théorème d'addition (t. I, p. 3o), nous savons que la liaison entre Jc, y, z se traduit par le fait suivant : on peut déterminer deux quantités a et 6, telles que l'équation
ait X, )', :^ pour racines. 11 en résulte
-i ( J^y ^y^ -^zx)~ gi^ — iab, !ixyz — g^^b\
La relation demandée s'obtient par ('limination de a eV b\ (;'est
(x-^-y -r'Z){^xyz — gi) = {xy -~ yz -{- zx -\- {g-i)-.
On y doit considérera comme une constante, aussi bien que g.^ et ^3. Voici maintenant une conséquence. Revenons à une fonction fin), encore à deux pôles, mais quelconque, ayant \v pour somme de ses infinis. On a rappelé tout à l'heure que_/(«) s'exprime par une fraction du premier degré en jd(w — ^ ^'^^)- Soit
J ^ / Il 1 \ 0/
cette fraction. Si Ton pose *
u — .V w — m', x' = p u\ X — fu,
on peut dire qu'une substitution linéaire, remplaçant x par
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change /(//) on pu'. Considérons, en même lemps, comme loul à Vheuve, y = J\a -+- U) et efTecliions sur r la même substilullon. Celle subslilullon remplace j)' par
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Alt moyen d^ une substitution linéaire, remplaçant
(3) X par -, 7-7 et y par -^ -'-,>
toute équation du second degré, en x et y séparéntent , et, de plus, symétrique, peut être réduite à la forme
(4) {30 -^ y ^ z){ \xyz — gi) = {xy -\- yz -^ zx -^ !^2)S
OÙ z, g2i gi sont des constantes. Ces constantes, on le voit, sont des invariants de l'équation pour les substitutions linéaires opérées simultanément sur les deux variables; mais ce sont des invariants relatifs, non pas des invariants absolus. Effectivement, si, dans l'équation (4), on remplace à la fois x, j', z-, g2, ga par ox, ay, az, a- g->-, cc^ g%i l'équation reste inaltérée. Il y a donc seulement deux invariants absolus. Nous en reparlerons un peu plus loin.
La substitution (3) est une quelconque de celles au mojen desquelles le polynôme X se change, à un facteur constant près, en
Si l'on se reporte au Chapitre IV du tome J (p. lo»), on verra que, pour connaître ces substitutions, il faut résoudre l'équation X=o.
Équation doublement quadratique et dissymétrique.
Prenons maintenant le cas général, où F n'est point symétrique. l*our une valeur quelconque de y, considérons les deux racines x et X, de l'équation F = o. La seconde racine Xt donne lieu, elle
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aussi, à l'équation diflerenticllc (i), où .r sera remplacé par ./•,. cl Ton (Ml (lédinl
dx d.rx
Les doux polynômes X cl X, ont ici mêmes coefficients; j: et .r, SDDl donc des fonctions elliptiques d'un même argument «, composées comme dans le cas où il v a symétrie. Mais, par les deux éipialions
\y- -^ "iiiy -^ G — o,
A,j-2-+- ■iBiy-+- Gi = o,
dont la seconde est obtenue en mettant a'i au lieu de :r, on peut exprimer r en fonction rationnelle de x el x^ Donc r est aussi une fonction elliptique de u. et il est prouvé efifectivemenl que toute équation doublement quadratique traduit la liaison entre deux fonctions elliptiques d'un même argument.
La fonction y est, comme x, à deux pôles, puisque l'équation est du second degré en x. C'est ce qu'on peut rcconnailrc aussi l'u tirant des équations (5j
' - AG,— CAi , _ ÇBj— _BG ,
BA, — AB,)' ^'~" BA,— \B
(ïliacun des trois déterminants BA, — AU,, etc.. c>l divisible par X — Xi et le quotient a la forme pxXf + q(x -\- Xf ) -^ /•. En \ substituant, pour x et j:,, les expressions /"(«) et /"(// + U), on obtient une fonction à quatre pôles. Ces pôles sont les mêmes pour les trois fonctions qui proviennent des trois déterminants, en sorte que 1' et y- se présentent, tous deux, comme des lunclions à quatre pôles au jilus , puisque les infinis communs aux deux termes d'une même fraction disparaissent de cette fraction. Comme jK' a quatre pôles, au plus, )' n'en peut avoir plus de deux et les a elTectivement, puisqu'une fonction elli[)ti(juc n'en |)eul avoir moins.
Soit w la somme des infinis de /(//); la somme correspondante. pour /{u-\- U), est tr — y. U. Par suite, 2((r — U) est la somme des infinis de pxXi -\~ q(x -^ x,) + r; c'est aussi la somme des infinis de la fonction y'-. Donc, pour )-, la somme des infinis est
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(,v' — U). La demi-difTérence entre cette somme et la somme ir, relative à f{u), est ^U. Si donc on pose x' ^=f{u + ^ U), il existe, suivant une proposition précédente (p. 332), une relation double- !iicn( linéaire entre^ et x'. Que l'on exprime, de cetle façon, j^ au movcn de x' , l'équation F =: o se transforme en une autre, du second degré également, par rapport aux deux variables x, x' . Mais, puisqu'on a
(6) x=fiu), .r'=/(«-f-iU),
cette transformée est symétrique. Ainsi, une équation dissymétrique peut être transformée en une équation symétrique au moyen d\ine substitution linéaire appliquée à une seule variable. Soit maintenant
Y a^ -4- 0 une telle substitution. On en conclut
'i [x' ) étant un polynôme du quatrième degré. De là Mais on a déjà
dy _ N. _ > , V «^fa'
Il en résulte 'i ( x') = (vo' — ov')-X', ce qui prouve que X' est le transformé de \ par la substitution ('j). Ainsi, F étant un polynôme quelconque en x et y séparément,
les deux polynômes du quatrième degré X = B- — AC et Y = B'- — A'C pement être transformés l'un dans l'autre par une substitution linéaire, qui, en même temps, donne, pour F, un transformé symétrique.
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Équation dissymétrique, déduite d'une équation symétrique.
Vav la considération <lc.s deux racines x, Xt, fjui r<'pondenl à une même valeur de r, nous venons de voir que d'une équation dissymétrique on (ir-diiil une <''(|uation s\ niétri([ue. 11 est fort remar- ([uable que l'opération inverse puisse être faite sans indélerininalion, sauf une substitution linéaire, opérée sur j)'.
Soit une équation symétrique du second degré en x et x, séparément, l'allé comprend les termes suivants
.r- X'\ , XXi (x-h Xi)j J7- -i- vTf , XXi , X -i- Xi
et un terme constant. Posons
ç = xxi , r, = X -.- X, .
L'équation se change en une équation ordinaire, du second degré, en ; et r, pris ensemble. On peut, comme on sait, exprimer ç et r, en fonction rationnelle d'un paramètre jk sous la forme
P, Q, R sont des polynômes du second degré en j-. L'équation proposée résulte de l'élimination de y entre ces deux dernières. On voit donc que x elx, sont les racines de l'équation
lU-2 — Q:c^ P = o;
c'est IWjualion cherchée.
Invariants.
Les invariants de l'équation F = <» sont des fonctions de ses coefficients, ayant la propriété de rester invariables quand on y remplace les coefficients de F par ceux d'une transformée quelconque, obtenue au moyen d'une substitution linéaire opérée sur les variables x, y. A ce point de vue, la distinction entre les équations symétriques et les équations dissymétriques disparaît d'abord : e:ir, on vient de le voir, la symétrie peut être établie par une
siibsllliilion linéaire. La forme réduite (/j) conviciil doue à Ions les eas et il y a toujours deux invariants absolus.
La distinction entre les deux eas reparaît eependanl sous une autre forme, attendu qu'on peut envisager, pour les deux variables .r, )•, soit une même substitution, soit des substitutions différentes. Nous avons donc à considérer les invariants pour deux cas : 1° l'équation est svmétrique et les variables doivent être transformées par une môme substitution; 2" l'équation est symétrique ou dissymétrique, et les variables doivent être transformées séparément par des substitutions linéaires distinctes.
On peut définir les invariants par une voie purement algébrique, au moyen des coefficients de l'équation ; c'est ce que nous ferons à la fin de ce Cbapilre. On peut aussi les trouver par un autre nioven, qui se rapporte mieux au fond même du sujet. C'est ce <pie nous allons montrer maintenant.
Pour cliaque valeur de o", l'équation F -- o donne deux racines )'. Ces deux racines coïncident entre elles, si x est, luimême, une racine de X. 11 y a quatre racines de ce polynôme X; >(»ient a.o, a,, a.o, as. A chacune d'elles correspond une seule racine y\ soient [^o? |^i> '[-*■>•, l^.i ? correspondant respectivement à a„, a,, ao, c/.i.
fout d'abord le rapport aaliarmonique
_ (0(1)— ai)('a3 — 'J-i) (ao— asjlas— ai)
est un invariant absolu, que nous adopterons comme caractéristique pour les deux cas différents que nous avons à envisager.
Pour le premier eas, celui où les variables x, y doivent être transformées par les mômes substitutions, nous adjoindrons à a le rapport anharmonique
Pour le deuxième cas, celui où les variables x ely doivent être transformées par des substitutions différentes, nous adjoindrons à a le rapport anharmcmique
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Il s'agit de monlrcr (juc a, |i clans le premier cas, on -/, v dans le second, d('linissenl, sans nmbii^nïl»' , rc'qtiation l-'r^ro, j clcs siihsliliilions linéaires |)rès.
Prenons d alxird le |)remier cas. A\ec la forme rédiiile ( \ ), on a ./• = p ^/, r ^^ p( // -h U). Quand x est donné, on en concltil, pour II, deu\ valeurs égales et de signes contraires. Les deux ra- (;ines v correspondantes sont donc p(//=îzU). Elles coïncident entre elles, si u est égal à zéro ou à une demi-période. A oici donc un des choix qu'on peut (aire :
(9) î^o^l'l-, '-«0 = "^, xi=t'i, -a. = e,. 'j.i — e-i.
On a, de la sorte.
La condition r, -^(^.-^r.^^o |)erniel de déterminer les rappoits mutuels de c^,, r^, c-^ en l'onction de a :
La lettre t désigne une constante arbitraire. Le ra[)port a nest autre cpie le carré du module dans Tanciennc notation des fonctions elliptiques (I. T, p. ^5). On en déduit (t. 1, p. Go)
l'.n metl.ml, dans l'expression de ,3, les valeurs de e^^ c^, on a ensuite
3 Tp L = 1
Nous avons, de la sorte, g-2, g;\^ pi = :;, exprimés en fonction de a, |j. La forme réduite (4) est donc pleinement déterminée. J^'éq nation F = o est une quelconque des transformées obtenues en eire< tuant une même substitution linc-aire sur .r et )'.
(7esl maintenant une autre question de savoir si inversement ces invariants sont déterminés sans ambiguïté par l'équation, il n'en est pas ainsi évidemment, puisque, par la permutation îles indices, on obtient diverses valeurs pour a, ^j. Mais on sait di'-jà
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que rinvarianl al)Solu gl : gl esl dclcriniuc, sans ambiguïté, par les coefliclenls de X, cl conséqueninienl par ceux de F. C'est qu'effectivement cet invariant ne change pas quand on permute les indices de ao. ai.a^. a.i. La même propriété appartient aussi à l'invariant absolu
■dff, ~ (^i + a)c^-a)(i — 'iajilî — a)
Pour le prouver, considérons d'abord l'échange des indices i et 3, qui change, à la fois, a et ^ en i — a et i — [i. Cet échange laisse l'invariant (i3) inaltéré. Il en est autant pour l'échange des indices i et 2, qui change a et ,3 en leurs inverses. L'invariant (i3) est donc inaltéré par les six permutations des indices i , 2,3.
Considérons, en second lieu, le double échange des indices o et I et des indices 2 et 3, fait simultanément. Par là, a reste inaltéré. Le second invariant devient
^ (?i— a3)(a2-ao)'
et l'on a ^) = jj(U -f- (o,). D'après la formule d'addition des demipériodes, il en résulte
e-i — es e.y — e^ Cpo — ^:0(,pU — e, )
f)(U + coi) — c'3 (>i — fo Kei — f:; ) __ (ei — e3)(pU — Ci)
On voit donc que fi est inaltéré, comme a; l'invariant (i3) n'est donc pas changé. Il en résulte manifestement que, en résumé, l'invariant (i3) a une seule valeur, tandis que l'ensemble a, ,3 en a six.
L'invariant absolu (i3) est donc certainement déterminé sans ambiguïté parles coefficients de l'équation F = o. Quant à son expression même par les coefficients, on la verra à la fin de ce Chapitre; mais elle ne sera pas utile pour nos applications.
Prenons maintenant le second cas, celui où les variables x^y sont transformées par des substitutions différantes. En conservant le même choix des indices que précédemment (9), nous avons, sans changement, les égalités (11, 12). Il faut maintenant envi-
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sai;(M- le i.i|)|)orl y, composé avec les élénienls
l'^ii employant la lormule fondamenlale
et mellanl, pour un instant, a^ A, r, c/ an lieu des quatre argumenls des [i, on aurait
_ J'(a — b)if{a-{-b)3'(d — c) -^{(1 -h c) ^ ^{a — c) ■j{a -\- c) :ï(d — h)-i{d'r-b)
Remettons les arguments eux-mêmes et nous aurons
_ j a»! J (0)3 — W2 ) j (U -^ Wi) J' ( U + (O2 ~T~ <"3 ) ' ~ j'W2 3'(W3 — Wi) 3'(U + W2)3'(U -T-Wi -f-103)
Sujiposant «o, -i- W;, + (03 = o, nous pouvons écrire aussi, toujours en vertu de la relation (14)5
a'(t03 -K (0.2 ) :J'(oJ3 (O2) 3'(U-T-Wi) r'( U OJ] )
^ (ptua — ptua) (pU — ptoi)
(PWI— ,pW3) (pU — pW2)'
, - (^2 — e3)(pU — ei) pU — ei
(ei — ^3)(pU — ^2) pU — fi
C'est l'expression trouvée tout à l'heure pour J^. Dans le paragraphe précédent, on a vu comment à l'équation F = o, entre x v\ y, on peut en adjoindre une seconde <!> = o , entre les deux vacines x qui répondent à une même valeur de j'. Pour cette dernière, qui est symétrique, c'est-à-dire où les variables se Iranslormcnt par une même substitution , l'argument constant est précisément U. vVinsi l'invariant y, relatif à l'équation F =0, coïncide avec l'invariant j5, relatif à l'équation 4> = o. Cette dernière est donc déterminée sans ambiguïté au moven de a et y- Il en résulte, comme on l'a dit au dernier paragraphe, que l'équation 1' = o est déterminée de même, sans aucune ambijruïté.
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Equation caractéristique.
Soient
-.{Ci — pV)=p, -{e., — p\J)--f/, -(e.t—plJj-^r.
Les irois qiianlilés /?, q, r sont les racines d'une équation du lioisième degri-
(jur Ton peut ;i|)pc'ler caracléristique. Ses cocfficienls sont des invarianls, dont rcnsemble équivaut à ))U, ^"25 ô':'- ^^" ''? •'" elFel ,
ÎT,pU =./.,.
Do même, ':-g-> el 'z^g-^ sont des lonctions entières de A',, /«i, />:). Réciproquement, /."i , /'o , k^ sont des fonctions entières de rpU, "^"^'2 , 7-'i?"3. Les rapports anliarmoniques s'expriinenl comme il suit, par les racines de l'équation caractéristique,
<J - r pig — r)
(>ctte j)ropriété suffit à définir l'équation caj-acléristique dans les applications géométriques. A la (In de ce Chapitre on verra comment on peut la former au moven de l'équation F = o.
Équation d'Euler.
L'équation difTérentielle
, ^-. dx dy
OÙ les deux poUnômes du quatrième degré X el Y diflfèrent seulement par les variables qui y figurent, x pour l'un, j^ pour l'autre, est connue sous le nom adéquation (VEuler. En découvrant qu'elle s'intègre algébriquement, Eulcr a semé le premier germe de la théorie des fonctions elliptiques.
illlAI'ITRi: 1\. — l'QlATIO.N d'kLTKII. ^V-»
Former rinlt''<;ialc gcnôralc de réqualiun dlùiler, c'est écriic le lliéorèine daddilion des arguments |)oiir les fonctions ellipli- (|ues à deux pôles. Nous savons que, par une subsliUilion linéaire, toute l'onction à deux pôles se transforme en la fonction p, dont nous connaissons le théorème d'addition. Le problème d'intégrer l'équation d'iùder est donc par là virtuellement résolu. Il reste seulement à dégager le résultat de la subslilnlion qui, à ce point de vue, j^eul être envisagée seulement comme un movrn. Kw d'autres termes , nous possédons explicitement l'intégrale d<l'équation (18) quand le polynôme X se réduit au troisième degré; nous savons que, par une substitution linéaire, l'équation peut être ramenée à ce cas. Mais nous voulons obtenir explicitement aussi l'intégrale pour le cas général.
Deux modes différents peuvent être envisagés pour l'intégrale. L'un d'eux consiste en une équation, mise sous forme entière, entre j- et j'; par exemple l'équation (4 ), relative à pu.
Dans le cas général (18), l'intégrale s'écrira sous la forme d'une équation doublement quadratique et svmélrique. Il s'agira de former cette équation au moyen des coefficients de X. Pour ce mode d'intégrale, l'équation différentielle (18) comporte le double •^igne devant les radicaux.
Le second mode d'intégration consistera en une équation contenantles irrationnelles \/X et ^/\ ou des facteurs de ces irrationnelles. Tel est le théorème d'addition de la fonction pu sous la forme babil uelle ; il nous olfre l'intégrale
où :; est la constante arbitraiic. fl qui convient au cas où X «.'sl réduit à 4-^' — xj-oX — g^.
Pour ce mode d'intégrale, les signes des radicaux ne sont pas indifférents. Dans l'intégrale (19) ils sont |)ris les mêmes que dans l'équation différentielle (18).
Il n'est pas besoin d'ajouter que chacpie intégrale, formée suivant un de ces modes, peut être transformée en une intégrale prise suivant I autre mode.
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Première manière de former l'intégrale.
L'iiiU'gralc générale consisic dans Tcquation doublemenl quadrallquc cl symétrique F = o. C'est donc une manière naturelle (juc de chercher à déterminer F par les coefficients de X. Il faut, pour ce hul, déterminer trois polynômes du second degré A, B, C par la condition
B^-AG^X
jointe à celle-ci : A]- 4- ^Bj-f- C doit être symétrique en .r et y.
La seconde condition, qui, seule, offre des difficultés, peut être écartée par l'artifice suivant.
En mettante, au lieu de r, dans l'équation différentielle (18), il nous est permis de regarder x et x, comme les deux racines qui répondent à une même valeur de y dans une équation doublement quadratique, mais dissjméti^ique (p. SSp). Nous avons
alois
Aij^H-aBij-T-Gi = 0,
A|, B), C, désignant les mêmes polynômes que A, B, C, mais avec la variable ^r,, au lieu de x. L'élimination de y, entre ces deux ('•(piations, se fait sous la forme bien connue
(AG, — 2BBi-hGAi)2=: 4(B2 — AGKB? - Ai G,),
ou, en mettant X et X, au second membre,
(•M) ( AGi — 2BB1 -+- G\i)- = 4XXi.
Telle est l'intégrale générale de l'équation
dx ^ dxi
où XetX,, du quatrième degré, diffèrent seulement par la variable. Les polynômes du second degré A, B, C sont choisis, d'ailleurs arbitrairement, de manière à fournir l'égalité (v.o).
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Mais Ici se prcscnlc iino cerlaino dinicullc, une oljsciirilc poui* le moins. Le choix de A, B, C j)ar la coud i lion {:io) comporle des iiidéleiiiiinc'es ; on |)eul [)reinlre, |)ar exemple, H lonl à fait arbitrairement; car B- — X, étant un polynôme du quatrième degré, peut être décomposé en deux facteurs du second degré A, C. Il semble donc d'abord y avoir trop d'indétermination; on doit exiger (|iie l'unique conslanle arbitraire, qui seule peut exister vraiment, soit mise en évidence.
Il semblerait, par exemple, naturel de décomposer X en deux facteurs du second degré P, Q, en [)renant X rz; — PQ, et de composer A, B, C par des combinaisons linéaires de P, Q. Le calcul, bien facile, fait disparaître les constantes arbitraires, qui existent cependant dansées expressions de A, B, C, et l'on trouve une intégrale sans aucune constante arbitraire, celle même qu'on obtient en sup|)Osanl B = o, A = P, C = Q :
(PQi-^QPa)-^-4XX, (X = PQ).
Voici comment on peut écarter ces difficultés. Soil un polynôme doublement quadratique et symétrique, que nous écrivons i/i extenso
'I>(x,7) = uo^r-y- -i- -icii (xf^^x'-y) -.- ù^x'^ -^ y- )
-i- 4 cxy -i- -2 «3 (x-^y) ■+- a -, .
Si l'on V suppose j)^ = x, on obtient
{■X'i) *(r,j" ) = «0.7-* -+- i'^i.r-'' -^( ^c -~ ■xb)x- H- ^a-.iX -k- <i,.
Soit maintenant un autre polynôme analogue <!>'(. c,i'), supposé tel qu'il devienne identique au premier pour >= .r. Cette condition
implique, on le voit, l'identité des coefficients, tels que Oo-> r/,, r/;,, r/j, chacun à chacun pour les deux polynômes, et, pour les autres, l'égalité
ac' -h 6' ~ 2c -+- A.
D'après ce résultat, on aura
'^'{■^,y) — 'I*'(^>7) ^(J' — b' ) ix'^ -\- y"- — 'ixy) — (A — 0' ) {x —y )'■
Ainsi lieux polynômes doublement quadratiques et symétriques, tous deux, qui dei'iennent identiques entre eux pour .v=:y, digèrent seulement par la (piantité X(i' — .r)-, oit \ est une eonstante quelconque.
Reprenons niainlenant le polvnonie ACi — 2BB, -t-CA| , (|ui Jigure dans l'inU'grale ("îi ). Pour Xi = j;, il devient i^Kd — B-), c'est-à-dire — ^X, résultat indépendant du choix arbitraire de H. C'est aussi le même résultat que donne la supposition X\ =^ x dans le polynôme particulier PQ, +QPi. L'un et l'autre de ces polynômes sont doublement quadratiques et symétriques. D'après la proposition précédente, on a donc
AC, - > BI5, - CA, = l'^i -- QP, - \{x - T, )2
\ oici donc l'équation intégrée :
Le polynôme X étant décomposé en. deux facteurs du second degré P, Q, on obtient Vintégrale de C équation d'Euler
dx j^ dx^
sous la ferme
(■?4) f|.,;),^_op, _X(.^ .ri;^|2= iXXi,
oii A est la constante arbilrcùre.
En exlraxanl la racine carrée el mellant PQ, PiQi an lieu de \ et X|, (in a d'abord
iI'Qi-f-QPij--4v/PPiQQi = X(^-.ri)', ou, si l'on remarque que le premier membre est un carré,
r — Xi
Cette intégrale, où figurent des irrationnelles, correspond à un choix déterminé du signe ambigu dans l'équation différentielle ('>,3). Nous allons lever cette ambiguïté en observant que nous connais-
(') Lxi.LKRRr;, Sur les propriétés des coniques qui se rallaclient à t'equation d'Euler {Xouvelles Annales de Malliéinatiques; ^^-/i).
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sions déjà celle inlégralc. l^-cnons, en eilet, la deuxième forimile d'addilioD ( i;>^ du loriie I l.|>. \io),
I --- (ln( »i -^ // ) _ sn//rn«i — siu^icn
elianqeoiis it el //, en ii/ el ///, el employons les formules de Iransformalion (ij) du lome 1 (|). /{(î); nous obtenons, en ayant soin de mellre k' au lieu de /. ,
cn( u — «1 ) -- dn( u ~ //j ) sn a — sii/t.
X'2sn(« - ui) cn«,dna — cnudnui
Si u -f- '(\ est constant, le premier membre l'est aussi ; mettante" pour sn//. y/i — .r- et \'i — /■'u- pour en//, dn?/, nous avons donc
(v.b) — î ■ = const.,
.r — jci
pour l'intégrale de léquation (•^3 ), en v supposant (v-j X^(i — .r2)i i--A2x2),
et en y prenant le signe plits. On voit déjà, par cet exemple, que
c est le signe /?///.v qu'il faut prendre. Mais, en outre, cette forme
particulière de X n'entraîne aucune restriction. Par une substilu-
lioii linéaire
nù les coefficients seront eonvenaltlement choisis, on pourra réiluirc l* et (^ aux formes
On aura, en même lem|)S,
(a3'— "ioL'jia-'—T'^) X — ,ri = ^
(a'.r'-+- [i')Ca'.r', -t- '^' )
Le premier membre (^S) se réduit à la forme (aG), et ré(piation dinérenlielle (a3) ne contient plus que le polynôme réduit (27).
\ous avons donc, en somme, une nouvelle démonstration de ce fait ((ue rcqualion i^'i'ô) fournil l' iiili'grale générale do'
4^-i-^=o (v/X = /Hv/Q).
Autres formes de l'intégrale.
Les formes précédentes exigent la décomposition de X en deu\ facteurs du second degré. En modidant légèrement la proposition (jui a servi dans le dernier paragraphe, nous allons faire disparaître ce défaut.
Reprenons le polynôme <t(j",^) exprimé par l'égalité (22) et, pour l'écrire sous la forme usuelle des polynômes du quatrième degré, représentons par6<72 le coefficient du terme milieu. En posant
{■}.%) b = a-i-r- !\\x, c ^= (i-i — -aiji,
nous aurons effectivement 4c -h 2^ == Grto. Soit donc
(29) W{x) = açjX'» -^ ^a^x^ ^ CyaiT' -\- \a-iX -i- ci',
un polynôme du quatrième degré quelconque, et posons
l Wy = y-(aox'^^ -ittix -~ a=,)
( -f- xyiaix-^- ici-ix -t- «3) -^ a^x--^ la^^x ~ «4.
L'expression générale des polynômes doublement quadratiques et symétriques $(^, j"), qui satisfont à la condition
'l>{x, x) = T(x), est
('il) ^{x,y ) = W^ -i- !\ix{x — yf-,
rn'i <j. est une constante arbitraire ( ' ).
(') C'est un cas particulier d'une proposition générale concernant les polynômes à deux variables et pour laquelle on pourra consulter: 1° Cledsch, Théorie der algebraisclien binàren Formen, p. 18; — 2° Laguerrk, Sur l'application de la théorie des formes binaires à la géométrie des courbes tracées sur une surface du second ordre ( Bulletin de la Société mathématique de France, t. I. p. 3i). — Ces géomètres éminents paraissent avoir trouvé, lous deux, cette proposition d'une manière indépendante.
riiAiMTui: i\. - l^:giATi()N dkllkk. Appliquons celle proposition an polvnùnic
AC, — aBI!, -CA,= «I>(.r,.r,).
Dt'iiolons X par M"(a'). Nous avons dt'jà ohservi' qu'on a
Par consj-qucnl,
AC, — 2lin,4- CAi ^= - tM'l' 4- ,1|Ji(^ — ^i)-. L'intégrale de Véqiiaiion „ , dr clv
\/^W) v/»r(7) peuL s écrire sous la Jorme
ou, la racine carrée étant extraite,
(34 ) -^ r — ^ > \J ) ^ ^ const.
Nous avons, ici encore, à lever l'ambiguïté d'un signe, que nous n'avons pas fait apparaître en écrivant l'équalion dilTérenlielle (32) avec son intégrale (34). Nous avons ainsi préjugé le résultat, que nous allons vérifier, comme tout à l'heure, en reconnaissant, dans cette forme de l'intégrale, le théorème d'addition.
Dans la formule (t. I, p. 29)
, .„ , „ , __ ■>- ( J^ » ,1^ U 1 — ! ^2 ) ( p II -4- p ?< 1 ) - ,»-, — ]/ H p' l, ,
1) ( IL — r- («I I — ; ;:
'2(pM-pi<i)2
mêlions
(^elte expression de j)(// -h u^) coïncide alors avec celle de 'x (34) et nous voyons (pie les signes sont ainsi bien choisis.
L'intégrale (34) est mise sous forme de covarianl. Nous lavons trouvée direclement pour un polynôme quelconque M*(.r); mais, vérifiée pour le polynôme particulier (35), auquel une subslilu-
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l'uMi linéaire peut toujours ramener, elle est \crifiée aussi pour lous les cas. Nous en avons donc, en définilive, fourni une scciinde [)reuve.
Formes doublement quadratiques de l'intégrale.
Les formes (s/j) cl (3v^) de l'intégrale ne peuvent cire considérées comme définitives, ])uisqu'elles ne sont pas réduites au second degré par rapport à cliacune des deux variables. Celle réduction exige évidemment que l'on développe le carré, au premier membre, et qu'on fasse apparaître le facteur {x — jc, )- dans léqualion (■^4)-
Soient
un en dc'duil
*■ *'' / =(:r — Xi)[(a3'— 3a')j".ri+(aY'_va')(,r-^-.r,)-~ 3y'--Y?']- Mettant, au second membre (24),
4XX,= 11M',QQ, = (l>0i- QPi;)--(PQ,-QPi)^ 011 trouve imniL-dialemenl, en écrivant j' au lieu de .x',. |. a3'— 3a'):rj- — ( ay'— '(y.'){.r -^ v) — ^y' — ':/' ']'
pour intégrale générale de l'équation (Sa) d'Euler, en supposant
W(x) — i/xx-— p.r -T- '; )('j.'x--^ '^' x -f- -[' )•
Il s'agit enfin de faire le calcul analogue dans l'équation (33), de former, par conséquent, le quotient ( ' )
^V(x)W(xt) — (WpY
(x — xiy-
(') Voici le calcul pour les lecteurs familiarisés avec l'emploi du calcul symho-
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Pour ce biil, nous rcriioiis M'|> sous les deux loriiies
el, par conséquent,
U'(.r)*r(x, I— (M-;:')-^ i Xx^^iHx-r- C)(A,a72-f-2B,-r,-f-C,)
— (A.rJ -r- 2B1 J7 -T- Ci)(Ai.r--i- aBi^:- -t- Cl ).
De là, suivant la formule (36),
X Xi
= 2(ÂB, — BAi)r.ri-^(ACi- C\i){x ^ xi) -i- i([iCi— CBi).
Chacun des déterminants, tels que AB, — BA, , se calcule encore par la même formule (36), et, conformément aux expressions des polynômes A, B, C (3o i,
A — aox'--*- xciiX -+- a-2, B = a^X'-^ la-ix -~- a^, G = aiX'--\- 'zasX -T- a-,.
= -iicioai — ai) xxi -f- («0^3 — «i«2)(-2^-r-J"i)-î-2i,aia3 — «5),
X — Xi
ACi — CAi
X — Xi
BC,- CB
= 2(«o«;i — aiai)xxi-\- (UqU'^ — a'j){x -^- Xi)-^ 2(«i«i— cioct-i), = 2(rtia3 — rt| )xxi-T-{aia}, — aia-i){x -\- Xi)^ ■x{a-ia<^—al).
liquo; on y incllra y au lieu de .i\. Désignant, U'(a:) par a'^ ou b], on a M- ( ^ ) ^I- ( j ) - ( T>: )= = ai b\ - al a} bl b}
= {{a%bl- al b% f^-{{aby{ xy y ( a^ b^. + « , b^ )-' , i\\^{abralbl.
1 2 H^ = {aby{a^b-\- a^. b^Y+ j ( ab)'a^ b^. a b^., Uiby(xyy= {a^b^- a^,i,J'{aby={aby{a^b^.-^a^.b^y- \{abyaj^.a^.b^. Des deux dcrniùrcs égalités on tire
( ab y ( a^ b^. -;- a^. 6^ )' = 8 H^ + -' ( ab y ( xy f. Substituant dans la [)remiérc et mettant C^ à la place de |^(a6)', on obtient
{x — yY ' -^ 3 "'
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Kemcllons mainlenanl )■ au lieu tlc.r,, eL nous obtenons
l " = ; — '■ — —:; — = ^(rto«2 — «i)-^-.f^T-4(«oa;) — «i a2,)(:r-+-7)j7
^ i -i-{aoai~aV){x-r-y)--^8(aia3—al)xy
L'intégrale de Véqualioii (3.>) peut donc s'écrire sous la forme
où [J. est la constante arbitraire et II le polynôme (3j).
On peut désirer mettre IT sous la forme (3i). Soit 4H(jc) le polvnôme que l'on obtient en faisant y =. x dans II. Voici ce polynôme :
^ II {x) = (rto « ) — a\)x'* — i (ao «3 — «1 a.> ) ^r^ -i- ( ao «4 -+- 2 aj as — Zal)x- ( '38 ) .
( -^2(ai«4 — «2«:j)^ -^«o^J^i — <^1-
C'est celui que Ton nomme le liessien de ^r(^). Le coefficient de {jc-+y-) dans {Il es,i \{a^^a■, — a'i)\ le coefficient de Çtx- dans H(x) est
La différence est le coefficient de fx — y)- dans jll — H-^^.. On a donc
n=4II;r-^|C,(3"-jK)^
et l'intégrale de V équation (Sa) d'Euler peut s'écrire sous la forme
(39) Hi-- :j.wy^ (AG2- :^'-) (^r -j)-^ = o.
Il est bon de noter que la constante arbitraire est ici la même que dans l'intégrale (34).
Le premier membre (39) est ici mis sous la forme qu'on a trouvée plus haut comme étant celle des polynômes doublement quadratiques et symétriques, savoir •l^^.-^y^x — y)-. Considérons •l comme donné,
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en sorte ([uo If prcuiH-r niciiilne (3()) soil 1' :
F = Ar^ ^Mr - C, A = b,iX- -^ ib^x -r- b-i -T- V, B — ^jo:- -1-2(62 — \'»)x -.- b-i, C = {bi-\-v)x'^-v-':f.bzr-r- b;.
Le polvnùine U'(xK à un fuclciir constant près, est B- — VC. En composant cette quantité, on trouve inimédialement qu'elle se réduit à — A— vL, li étant le liessien de 'L. On a donc
et, en même temps, comme on vient de le trouver,
6 = Il -T- ;jlT.
De là on j)eut conclure ([ue h s'exprime linéairement par II et^'; eu d'autres tei-mes, T étant un polynôme du quatrième degré etH son hcssien, tout polynôme composé linéairement de W et de H (ou du faisceau H, W ) a pour liessien un polynôme de cette même forme (ou du même faisceau) (' ).
C'est là une propriété fondamentale des polynômes du quatrième degré, que nous trouvons ici par une voie indirecte, et que nous préciserons plus loin.
Réduction des intégrales elliptiques à la forme normale.
Dans le Chapitre I\ du Tome I, nous avons appris à faire 1'///-
/fl.r —=.7 c'est-à-dire exprimer x en foncv/x '
tion elliptique de u. Exprimer inversement p« en fonction de ^, c'est ce qu'on appelle réduction à la forme normale. Effectivement, si pu := :; est pris pour variable, au lieu de x, on aura
, cir dz
du
Ce problème de réduction est évidemment résolu en même (') Pr<»j»usilii)ii ilcroiivcrlc iiiir M. Cavicy.
lemps que le problème d'inversion; il ne faut que déi^agcr le résultat. C'est ce que nous allons faire; mais il faut, avant toul, renoncer (1 une manière j)lus précise en ajoutant que î;-^ et ^,'3 doivent être les invariants du polvnùme X.
La solution de ce problème comporte une arbitraire, la valeur initiale de x, celle qui correspond à ifz=o. Soitj^ cette valeur initiale et supposons (pion ait trouvé pu =f(^.f,j-). Cette égalité, si l'on V considère j3« comme une constante, est l'intégrale générale de l'équation d'Euler; car on en déduit
dx dy
Le problème de réduction, pris ainsi dans sa forme générale, ne diffère donc pas de celui qu'on vient de traiter, l'intégration de l'équation d'Euler. IMais nous allons le résoudre directement.
Dans l'inversion telle qu'elle a été présentée (t. L p. 120), la valeur initiale de x est infinie. Pour éviter toute confusion, réservons la notation u à l'argument correspondant. Avec d'autres valeurs initiales de j', l'argument sera u, augmenté d'une constante; nous prendrons, quand il conviendra, une autre notation pour ce nouvel argument.
Afin de mettre en évidence l'homogénéité des fonctions elliptiques, nous introduirons un facteur arbitraire -, comme nous l'avons toujours fait dans les applications. Nous écrirons donc
dx (40) z du
employant ainsi la notation ^IX-^)) ^^ li^u de X, pour le polynôme du quatrième degré ; nous continuerons aussi à désigner par Co et C3 les deux invariants de ce polynôme,
/ ^'(a:) = «0^*^- i^aix'^— (Saix~-r- ^UsX-t- a^, (40 < C2=«u«4 — 4«i<^3— 'îa|,
Les invariants des fonctions elliptiques sont
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Lcs roiiniilcs (l'inversion (t. I, p. l'.o), avec la modilicalion qu'entraîne I inliodiietion <lii e:)elli(ienl dlioniojjénéilé, sont les suivantes :
-- JU' = , — J) p = —=
Première réduction.
L'égalité suivante (l. I, p. iji), dans laquelle ./'o désigne une racine du polynùnie M*(a' ),
j" — To = — ;- lt = u-i-
"• Pi—P^i^' \
nous présente l'inversion ellectuée par une substitution linéaire, c'est-à-dire que z^= pt est une fraction dont les deux termes sont du premier degré en .r. Mais j)^t' et p'^v ont quatre valeurs, se permutant les unes dans les autres, en même temps que .r,, s'échange avec les autres racines. Aussi, malgré la première apparence, cette forme de la réduction est fort comj^liquée : rendue rationnelle par rapport aux coefficients de W, elle s'élève au quatrième degré par rapport aux variables, comme on verra cflcctivement un peu plus loin.
Deuxième réduction.
Aux formules (4^)^ joignons celle-ci (éq. ^%a de la page i i8, t. il,
— (^«03--+- «1)2= J)(« — f)-r-pH-i-J)l',
et nous avons, en éliminant p(w -h v), puis substituant l'expression de pv.
(43* — j)a=rto^^-î-2rtia"-f-«2-^ y/rto*l'(^)-
C'est la formule de réduclion propre à la valeur initiale oc, prise pour .r. Le chani:;;enicnl du signe devant le radical correspond, comme on Ta déjà vu maintes fois, au changement de u en — («4- r).
Nous pourrions passer maintenant à la formule générale en prenant cette expression (43) depw, puis une semblable pu\: avec une autre variable }', et composant p{u — U\)^ au moyen du théorème d'addition. Mais la formule (4'^) contient en elle-même cette gén('ralisalion ; c'est ce cpi'on va montrer.
Troisième réduction.
Soit f{z) un polvnome du cpialrièmc degré. A la variable :? substituons la variable .r, en posant
({() c.r -\- az ^^ xz.
Soit ^'(•^) le transformé àc f[z) par cette substitution; on a
L'équation différentielle (4<') devient
Sauf le changement insignifiant du facteur d'homogénéité, elle conserve la même forme, soit avec x et W{x)^ soit avec z et/(z). Mais maintenant la valeur initiale de z est la quantité arbitraire c, correspondant à x = ce. Pour avoir la formule cherchée, il n'y a donc qu'à transformer le second membre (43) en y introduisant z elf{z'), au lieu de x et de W{x).
D'une n>anière générale, '-^{z) étant un polynôme du degré /^, on a
d o(z) _{z — c)o'(z')— no(z) dz (z — c/' ~ '.-s — cj«+i
et, si l'on suppose '-^(z) rendu homogène par l'emploi d'une seconde variable z\ la propriété
n':>^= z -^ -~ z — '- Oz Oz
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Iransforme la dcrivt'e précédente ainsi :
d o{z) _ ^ôz^ Tz' dz {z — c)- I - — c Z'-^-» '
Si 1 on .suppose ^ lié i\ x par la relation (44^ il s'ensuit
d_ o(z) _ ^ dz "^ dî' dx {z — €)"■ {Z — c)"-> '
Le numérateur étant du degré (/i — i)' *^" peut lui appliquer ce qu'on vient de dire pour '^, et conclure
., d- o(z) f)z'^ ' f)zdz' ' f)z'-
(acy- -p- — '-^ — — — ; j
dT-{z — c)"- {z — c)"--^
et ainsi de suite. C'est cette dernière formule qui nous importe ici. \ meltanty(::) au lieu de cp, supposant n = 4, nous voyons, au numérateur, sauf le facteur numérique 12, la combinaison que nous avons dénotée par/^. En outre, la fonction que l'on dérive, au premier membre, est W(x) d'après l'égalité (4'0- Ainsi
{ac)-(aQX--r- -lUiX -r- a-i)— ' "
{z — cy^
Prenant aussi, dans l'égalité (4^^)> ^'^ partie principale de l'un et l'autre membre pour z = c, nous avons
L'équation (43) devient donc
Revenons maintenant aux notations précédentes, x, y, W au lieu de ;^, c, /"; changeons la notation du facteur d'homogénéité, et nous avons
J \/^\x) '- 2{x~yy'
(') D'apn's M. l'élix Klein, il parait y avoir iiiroilihule sur le premier inven-
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(l'esl la formule cherchée; on y retrouve l'intégrale (34) Je Tcqualion dEulcr. C'est aussi une forjnule d'arldition, U étant égal à // — //i-
rSoiis avons déjà mis sous l'orme rationnelle cette intégrale de Téqualion d'Euler. C'est l'équation (3c)"), que nous reproduisons ici (en mettant z au lieu de ]j.) :
(îr,) iir_^-xr^ + (-i^c,-^-2)(x-j)2==o.
Telle est la formule générale fournissant la solution du problème de réduction.
L'une des solutions ;: de celte équation (46) est— pU, où U = // — f/,. Quant à l'autre solution, on l'obtient en changeant
le signe de l'un des radicaux \/W(^x), par exemple, ce qui change n en — // — r; c'est donc ~,p{f/ H- ^i -h «'). En prenant, au lieu de //, l'argument t qui s'évanouit quand .r est une racine de ^F, on a, pour les deux racines, — p(t — ^i ) et — p{t + ti ).
Formule de duplication.
Si, dans l'égalité (4^), on suj)pose û;=y, une racine z devient infinie; en supposant Y'H'(.r) et \^^i''{y) l>ris alors avec un même signe, celte racine infinie esl—p(n — ?/,). L'autre racine est finie, c'est — p(q u + ('). D'ailleurs, pour .r -^y, H{! et W^. deviennent M(.r) et Wi^x)-^ pur couséqucnl,]a. subsfifution (^ étant celte racine)
OÙ H(x) désigne le hessien de W[x)^ donne lieu ii l'égalité 'a dx d^
leur de cette belle formule, qu'il faul, sans doute, attribuer à M. Weierstrass ; voir Ueber hyperelliptische Signxifiuiclionen, von F. Klein {MatJi. A/m., p. \5-; avril i8SG).
ciiai'Hiik i\. f-yiAiioN n'iiiiii. iGi
Arrêlons-noiis un mshiiil siii- cri (c foriiiiilo. poiii- en examiner 1rs ionsé(|nenc('s ali;él)ri(|ues. ]) après l'expression de ;, elle donne
dx t/x
Soil T le polvnùnie suivant, dn sixième degré.
il Nerilie done ridentilé
(5o) 4T2-^ — 4H»-T- CîH^J'^— C^xpi.
C'est en prenant pour point de départ celte idenlit»', démontrée par la pure Algèbre, quand naissait la théorie des invariants, que, |iar une marche inverse de celle que nous venons de suivre ici, M. Hermite ( ' ) a trouvé la propriété qu'expriment les égalités (iy) et (48).
Nous reviendrons tout à l'iieure sur l'idenlilé (5o); il nous faut auparavant faire encore quelques remarcjues sur les résidtats qui précèdent.
Si ^'(x) est le polvnome rc'duit 4-^'^ — ^'2-X^ — g'^i ^ est égal à pu, t' est nul, et ç est égal à ipu. L'égalité (47) nous fait retrouver la formule de duplication (6) du Tome I, p. 95. Rien n'est plus facile, en effet, que de contrôler les deux formules, en observant que, W(.r) étant écrit sous la forme générale (4')' ^^^ coefficients sont ici
ao=o, «1 = 1, <72=o, «3 = — T^2' «; = — J?3-
Le hcssien (38), changé de signe, coïncide avec le numérateur de la formule qui donne p'iu.
La quantité ; (47) est égale à —p.it, L étant l'argument // —
qui s'est offert dans la première réduction. Mettant, dans légalité
(47), à la place de ;, l'expression de — j)2/ en fonction de j)/, el
( ' ) Journal de Crelle, t. LU.
remplaçant p/ |iar -'-z, i-o et 1^.1 par t''C2 et ':*''C:i, on voit disparaître le facteur d'iiomoirénéité t, et il reste
^i-^|C,-2^2C3^^VfiGi H(.r)
C'est la relation dont il a été question plus haut, celle qu'on obtient en rendant rationnelle, par rapport aux coefficients, la substitution linéaire qui fournit la première réduction. On peut, comme on voit, l'écrire sous la forme
( 5i) h{z.)Wi.r) — H( cr)iiiz)= o,
OÙ h(z) désigne le hessien du polvnùme 'i>(;)=r= 4^^ — Co^— C3, considéré comme du quatrième degré.
Plus généralement, si •}(^) désigne un polynôme transformé de U'(j:) par une substitution linéaire quelconque, et h{z) son hessien, la même relation (01) traduit manifestement l'ensemble de quatre substitutions linéaires par lesquelles celte même transformation peut s'opérer.
En particulier, si Ton prend, pour •!/, le polynôme W lui-même, et qu'après avoir divisé par x — :; on considère léquation entière
ÏI(z)W(x)—U{t)W(z) _
le premier membre est décomposable en trois facteurs linéaires. Cette équation représente l'ensemble des trois substitutions qui, échangeant les racines, par couples, les unes dans les autres, transforment le polynôme W en lui-même. Pour le polynôme
4^'' — .^î^ — ffs = 4 (-2^ — ei){x — e.2){x — €3),
les facteurs linéaires sont
(x — ey,)( z — e^i) — ( 6:^— e^^{ey,— ey) (a, ^, •; = i, 2, 3),
comme on le sait par la formule d'addition des demi-périodes.
Propriétés des polynômes du quatrième degré.
Nous avons reconnu précédemment que, W étant un polynôme du quatrième degré, H son hessien, tout polynôme 'l du faisceau
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(H,^r) a son hcssicii // compris dans ce nicnic faisceau. Celle propriété s'est trouvée e\prirn('c par les égalités
(52) pM' = //-f-v>. •b^U-^y.r,
dans laquelle u, v, z sont trois constantes. Lne seule de ces constantes est arbitraire, et nous connaissons d('jà, d'aprrs l'intégrale (39\ la relation
(53) v = -jLc,-|^2
entre les constantes a, v et l'invariant quadratique Co de M". Il reste encore à trouver p.
Considérons le polynôme /, analogue à Tt^^i)), mais composé avec •l et /i. D'après les égalités (02), on a t ^r^ — pT. En désignant par c-, et c.i les invariants de -l, on aura, suivant l'identité (^5o), cette autre
i /l" -- c, h -l'- ^ C:, 'l^ ^ p2 [ \ II-' — C. II M-2 — C3 W^ ] .
Substituons, au second membre, les expressions de 11 et M* tirées de (^2) et identifions, de part et d'autre, les coetficients de h^, etc., nous aurons d'abord
(54) 45=_4,j,3^C2;JL-^C3.
Le terme en h--l fournit la relation (53 ); les deux autres serviront à trouver Co et C;j, dont nous n'avons pas besoin.
La double égalité (02) et l'identité (5o) renferment toute la théorie des équations du quatrième degré, sur laquelle nous ne devons pas nous arrêter davantage. Il nous faut seulement retenir la conséquence principale, celle d'où découle la résolution algébrique. Soit
4;j.3— Coj-t— C3 =4(!A — [jti)([j.— [ji,)(;-i — fJis): on a, d'après ridentité (00),
(55) T2^ — (ii-i- ,aixr)(ii-^|jL2vr)(ii-^ ijLjvr^.
En prenant, pour II, l'expression suivante
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on reconnaît que II ol M' sont deux polynômes premiers entre eux. De là résulte qu'au second membre (j5), chaque facteur est un carré parfait. Ainsi, dans le faisceau II 4- ijlM', // )- a. trois polynômes qui sont des carrés; on les obtient en prenant, pour jjL, une rjuelconrjue des trois racines de Véquation (résolvante)
(56) /,;jl3— Co.u— C3=o(').
Discriminant des équations doublement quadratiques.
Revenons aux équations doublement (piadratiques F = o, en ne considérant, toutefois, que des équations symétriques. Nous savons (jue le premier membre peut être mis sous la forme
et que l'équation d'Euler, dont F i^^ o fournit l'intégrale générale, étant relative au polynôme ^F, on a les relations
L'équation F = o traduit la relation (pii existe entre deux fonctions elliptiques semblables ^,j', dépendant l'une d'un argument w, l'autre d'un argument «i, dont la différence U est constante.
Par l'intermédiaire du polynôme ^F, la constante U et les invariants elliptiques nous sont connus, savoir
(59) a"'2 = -^G2, ô-s^-^^Ca, pU = T2|x,
T étant un facteur arbitraire d'homogénéité.
Le dernier progrès qui nous reste à faire est de trouver ces mômes quantités directement sur le polynôme F ou, plus précisément encore, former explicitementre^i/a^fO/iCrt/'acier/5^/^«e(i6), dont les racines sont proportionnelles aux trois quantités e^ — pU. C'est pour ce but que nous allons considérer le discriminant de F.
(') Pour cette tliéorie des polynômes du quatrième degré, on trouvera tous les détails désirables dans l'Ouvrage de GLEnscii déjà cité, Tfieorie der algebraischen binliren Fornien, ou dans celui de .M. Salmox, Lessons introductory io the modem Aliiebra.
ciiAPiTUE i.\. ÈgiArniN i)"i;ri.Ki«. >•">>
On a Ji'jà observé (p, 339* que F i-sl iiii pol} tiùnic du second degré ordinaire par rapport aux dcuv variables xy et x -^ Y- Envisagé ainsi, il a un discriminant qui, égalé à zéro, exprime la possibilité de décomposer F en deux facteurs linéaires par raf)porl à j"j' et X -\- y. C'est ce discriminant que nous considérons ici et dont révanoulsscmcnt exprime, coninic on voit, que F est le produit de deux polynômes doublement linéaires en x et )-.
Si le discriminant est nul, de F = o on tire deux expressions de y rationnelles en x] B- — AC est donc un carré. On se souvient que B- — AC n'est autre que W{x). C'est en considérant les polynômes H -r [Ji-a^I*> oîi l^a est racine de l'équation (56), polynômes qui sont des carrés, que nous allons parvenir au but.
Dans le faisceau (H, H*), prenons un autre [)olynômc quelconque T', p'^'' = /i + v''|.
Éliminant li et •} entre les équations l^oSj et celte dernière, nous avons
Le polynôme F', relatif à W, a la forme (ôj), où v est remplacé parv': c'est donc F -h (v' — v)(x — ))-; ou bien, si on le divise par
IV — ^v), ce sera sv -h {x — j )-, en prenant s = ^ ■•
Si l'on suppose a = [J-oli ^' est un carré; F' est donc alors décoraposable en deux facteurs et son discriminant est nul; par conséquent, le discriminant de 5F-|-(^ — y)'^ a pour racines 5 les
trois quantités ' ^ ^ —' Or, suivant les égalités (5c)), les racines jj-j de l'équation (56) sont les trois quantités — e^. Les trois racines .v
ont donc pour expression -—^-—-', elles sont proportionnelles aux
trois quantités e^ — jdU. Ainsi, l'érjuatio/i caiactéristiqiie a pour premier membre le discriminant de s¥ -{- {x — >-)-. Les invariants de F sont ainsi trouvés de la manière la plus complète et la plus simple.
On pourrait donner bien d'autres détails sur les polynômes F, examiner la composition du discriminant relativement aux invariants Co, c-i de '1; mais nous devons nous borner, et nous nous
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contenterons de dire encore coninient le discriminant de F est composé avec les quantités précédentes.
D'après la forme — — '- des racines, on voit (lue le discriminant
de 5F H- {x — J')'} sauf un facteur indépendant de s, s'obtient en mettant so -+- a, au lieu de ja dans le polynôme (56). C'est donc
(6o) Msp -^ .tJt)^— C-îis? -T- IJ-) — C3,
sauf un facteur indépendant de s, et qu'il faut trouver. En faisant A* =r o, on doit obtenir ici le discriminant de
Si l'on envisage, pour prendre les discriminants, jc + r comme la première variable et xj' comme la seconde, (x—y)- a pour discriminant — 4- Le facteur est donc le quotient de — 4 P^r
4 -jL ' — C^'J- — C3 ; c'est -(58). Dans (66), le coefficient de s'-^ est
4 ; ' ; en le divisant par p, on aura 4 p'"- Ainsi, le discriminant de F a pour expression 4p' ou bien
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Préambule. — Représentation géométrique des équations doublement quadratiques. — Interprétation des éléments doubles. — Lignes polygonales repliées. — Condition de fermeture. — Théorème de Ponceict. —Expression géométrique de la condition de fermeture. - Représentation elliptique des lignes polygonales. — Invariants. — Invariants de fermeture. — Cas où les deux coniques sont tangentes entre elles. — Equation caractéristique. — Coniques ayant un contact du second ou du troisième ordre. — Autre méthode. — Autre expression des invariants de fermeture. — Expression des invariants de fermeture par des déterminants. — Sur une forme de l'intégrale elliptique de premicrrespèce. — Sur les covariants de deux coniques. — Formule de duplication. — Combinants d'un faisceau de coniques. — Fonctions elliptiques sous forme de combinants. - Représentation elliptique des points d'un plan. - .Multiplication des arguments par 2. — Multiplication des arguments par un nombre quclcnnquc. — Lieu des points dont les arguments sont des parties aliquotcs de périodes. — Nouvelle intégration de l'équation d'Jùulcr. — Nouvelle expression de pu.
Préambule .
Dès le début du Tome I, on a vu (p. i.j) Taddiliou des ar:;uments représentée par une conslnicilou <;('oiiiélnfjiie au moyen de deux cercles. A chaque point de l'un des cercles, on (ail correspondi-e un argument elliptique : la corde qui joint deux points, dont la différence des arguments est constante, enveloppe le second cercle.
Cette construction de l'addition peut cire modifiée de façon que, au lieu de deux cercles, on ait à considérer deux coniques quelconques. On n'en saurait douter, d'après les enseignements de la Géométrie projective. Mais il convient de présenter directement cette construction sous sa forme générale. C'est à quoi se prête mer\fillcusemciit la considération des équations doiibltincnt quadratiques, objet principal du rdKi|)i(re piécédenl.
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Représentation géométrique des équations doublement quadratiques.
Soil X une courl)e iiniciirsale; c'esl-à-dire qu'à chaque point x de la courbe correspond une valeur unicjue d'un paramètre x cl réciproquement. Toute équation entre deux variables jrotXi peut être envisagée comme une relation entre deux points x el X\, variables ensemble sur la courbe X, S'il s'agit d'une équation quadratique en Xi, le point x a pour correspondants deux points; soit .r, l'un deux. S'il s'agit maintenant d'une équation symétrique entre les deux variables, le point Xx a, pour correspondants, deux points dont l'un estx; soit x-i le second. Ce dernier a, pour correspondants, le point X\ et un nouveau point .Ts, et ainsi desuite. De même, le second correspondant de x peut être dénommé x._i, — Ainsi, une ligne polygonale variable, complètement déterminée par un seul de ses sommets, et inscrite dans une courbe unicursale X, peut servir à représenter une équation doublement quadratique et symétrique.
Pour donner une foiune entièrement géométrique à ce mode de représentation^ il laut, en supposant plane la courbe X, connaître renveloppe des côtés de la ligne polygonale. Si l'on admet alors que X soit une conique, on trouve immédiatement cette enveloppe. Chaque côté n'a, en effet, avec X, d'autres points de i-encontre que les sommets adjacents. Par chaque point de X passent donc deux tangentes de l'enveloppe et deux seulement, ce qui n'aurait pas lieu si X n'était pas une conique ('). L'enveloppe est donc de deuxième classe ; c'est une seconde conique Y. Ainsi toute équation doublement quadratique et symétrique traduit la relation entre les extrémités d\ine corde variable, inscrite dans une conique X et enveloppant une conique \.
Sur la conique \, les points y peuvent être représentés aussi par un paramètre )'. Pour le point de contact du côté xXi , ce paramètre jk est lié au paramètre x par une équation algébrique. Mais cette équation doit convenir aussi bien au point de contact du
( ' ) Si l'on prenait, pour X, une cubique unicursale, il passerait, par chaque point, deux autres tangentes de l'enveloppe ; celle-ci serait donc de quatrième classe.
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côté J'J'_,. Elle csl donc du sccoiul degré en y. D'aulrc pari, «[iiand )' est donné, celle équation doit convenir aussi bien à j-, (ju'à .r. Elle est donc du second degré en jr. C'est une équation doublement quadratique enlre x et y.
Ce mode de représentation conduit à envisager, parmi les équations doublement quadratiques, deux espèces difTérentes, absolument comme, dans le Chapitre précédent, on l'a fait, au point de vue des invariants. Sur une conique on peut changer le paramètre ./• sans changer le point correspondant. De la manière la plus générale, on peut, sans changement de la figure, transformer le paramètre par une substitution linéaire quelconque (fractionnaire). Les équations symétriques, où les deux variables doivent être transformées par une même substitution, se rapportent à deux points situés sur une même conique. Les équations où, au contraire, les variables peuvent être séparément transformées par des substitutions linéaires différentes, se rapportent à des points situés sur deux coniques.
Interprétation des éléments doubles.
Il y a quatre valeurs particulières Xq, a,, y..,, y.^ du paramètre a-, à chacune desquelles correspond une racine double y, soient |jo, j,, |jo, j3;, ces quatre racines doubles j'. Du point y.^ les tangentes menées à \ coïncident; c'est donc que ao est sur Y. Ainsi a-o, a,, aj, y.:) sont les paramètres, sur X, des points communs aux deux coniques, et ,3o, |j,, jjo, ,J:, sont les paramètres de ces mêmes points sur Y.
Il y a, de même, quatre valeurs |j'„, ,3',, |j'^,, [ii'3 du paramètre j', à chacune desquelles correspond une racine double x] soient a„, a',, a'^, a', ces quatre racines doubles x. La tangente de Y, au point ,3y, rencontre X en deux points confondus; c'est donc qu'elle est tangente à X. Ainsi les nouveaux paramètres sont ceux des points de contact des quatre tangentes communes aux deux coniques.
Lignes polygonales repliées.
Pour premier sommet de la ligne polvgonalc, prenons l'un des points y. communs aux deux coniques. Soient a', a^, . . . les som- H. .4
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mets successifs. Celle ligne polygonale ne peut êlrc prolongée dans l'aulre sens. Si l'on prend pour origine x de celte ligne le point a", avec a"~', a"~-, . . ., pour sommets suivants, on voit, au point a, la ligne polygonale se replier sur elle-même, et l'on a
Le même fait n'aurait pas lieu, en général, si de l'origine x on faisait partir la ligne polygonale dans le sens opposé.
Pour premier sommet d'une autre ligne polygonale, prenons un point a' où X est touchée par une tangente commune. Du pointa' partent deux tangentes de Y; l'une est la tangente commune. Prenons l'autre tangente pour premier côté; nous aurons ainsi des sommets successifs a'', a'-, .... Si l'on voulait prolonger cette ligne dans l'autre sens, il faudrait envisager la tangente commune comme étant le second coté aboutissant au sommet a'. Mais, sur ce côté, le second sommet est encore a'. La ligne polygonale se replie donc sur elle-même encore. Si l'on prend, pour origine x^ le point a'«, avec 7.'"7.'"~* pour premier coté, la ligne polygonale est repliée et Ton a
(2) oc'= .r„ = ar„+i, x,i-\ = Xn-^1^ ..., a"2«+i = ^ = a'".
Là encore, le même fait n'aurait pas lieu, en général, si, de l'origine .r, on faisait partir la ligne polygonale dans le sens opposé.
Condition de fermeture.
Parmi les lignes polygonales, en est-il qui se ferment? Pour répondre à cette question, on observe que les paramètres x et Xm-, lout comme .r el X\^ sont liés par une équation doublement quadratique et symétrique, puisque, un sommet étant donné, la ligne polygonale est déterminée sans ambiguïté : il y a donc deux sommets, et deux seulement, distants du premier par m rangs. La condition de fermeture, qui doit fournir un polygone fermé, ayant m sommets, est x^ = x. Celle supposition faite dans l'équalioQ qui lie Xm et x^ on obtient une équation du quatrième degré en X : nous en connaissons les racines. Si, en effet, ni est pair, m = 'î/i, ces quatre racines sont les paramètres des quatre points
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a'y, a", a", a',', soinmcls de lignes polvj;on;ilcs (|tii comnionccnl par les points Xy, y.,, a^, a., communs aux t\cu\ conicpies. Si /n cslim- [)air, m ■-= .>./i -^ i, ces racines sont alors les paramètres a", a", a!,", a',", appartenant à des sommets pris sur les lignes polygonales (ri), qui commencent par les points de conlacl des tangentes communes aux deux coniques.
Ainsi la condilion de fermeture, pour chaque entier m, est effectivement satisfaite par quatre lignes polygonales, dont chacune, sans constituer un polygone fermé, se replie sur ellemême.
Théorème de Poncelet.
Il n'y a donc, en général, aucun polygone fermé, à la fois inscrit dans une conique X et circonscrit à une autre conique Y. Mais, si ces deux coniques ne doivent pas être prises arbitrairement, il peut certainement exister de tels polygones. A un triangle, un quadrilatère ou un pentagone, on peut, à la fois, inscrire une conique et circonscrire une autre conique.
Quand il en est ainsi, l'équation de fermeture, qui a plus de racines que dunités dans son degré, se réduit à une identité; elle est satisfaite alors, quel que soit le point x. C'est le théorème de Poncelet: s^ il existe un polygone fermé, inscrit dans une conique et circonscrit à une autre conique, il existe une injinitc cVautres polygones, du même nombre de côtés, inscrits, comme le premier, dans r une des conicjues et circonscrits à Vautre.
Expression géométrique de la condition de fermeture.
Supposons deux coniques X et 1 , telles que les lignes polygonales se ferment effectivement toujours, en formant des polygones de /;* cotés. Cette propriété se retrouve aussi dans les lignes polygonales repliées, et c'est ce fait que nous allons examitier.
Considérons la ligne repliée (i), qui commence au point .r, et supposons '> n inférieur à m. La ligne, en se continuant au delà de x-yin doit satisfaire à la condilion x„,= x. Il faut donc (ju'elle se replie, de nouveau, au delà de x.^ni qu'on ait donc
Si m csl pair, les somniels qui coïncident de la sorte sont distants d'un nombre pair de rangs; c'est le caractère de la ligne repliée de première espèce (i).
Si, pour origine de la ligne polygonale, on prend le point .r„= a, on aboutira donc à un autre point a; entre ces deux points il y a ^{m — ''.) sommets.
Si tn est imj)air, les sommets en coïncidence sont distants d'un nombre impair de rangs : c'est le caractère des lignes repliées de seconde espèce (2). Si donc, pour origine de la ligne polygonale, on prend le point a, on aboutit à un point a'; entre les deux points, il y a ^(/n — 3) sommets.
Considérons, en second lieu, la ligne repliée (2). On aura
Si m est pair, les sommets qui coïncident ainsi sont distants d'un nombre impair de rangs : c'est le caractère des lignes repliées de seconde espèce. Ainsi, partant d'un point a', on aboutit à un autre point a'; entre ces deux points, il y a j (m — 4) sommets.
Si m est impair, partant d'un point a', on aboutit à un point a; entre ces deux points, il y a \{m — 3) sommets. C'est une ligne polygonale qu'on vient déjà d'envisager, mais en la parcourant dans l'autre sens.
Voici donc, d'une manière générale, la condition d'existence des polygones de m côtés : si, pour premier sommet, on prend un des points communs aux deux coniques ou l'un des points de contact d^ine des tangentes communes, on doit aboutir à un autre pareil point, de même espèce si m est pair, d^ espèce opposée si m est impair.
Si, quand on prend pour premier sommet un quelconque des huit points a ou a', cette condition est satisfaite, on voit qu'elle l'est aussi quand on prend pour premier sommet tout autre de ces huit points. Mais c'est là une propriété qui résuite aisément de ce fait bien connu, que la figure composée de deux coniques se change en elle-même de diverses manières, par homographie et par polaires réciproques.
Voici les constructions qui résultent de la proposition précédente :
1° A une conique Y on circonscrit une ligne polygonale ayant
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(// — i) sommcls. Si, par ces soniinels cl par les dcii\ points de contact des côtés extrêmes, on peut mener une conique X, il y a des polygones, de iti côtr's, inscrits dansX et circonscrits à Y.
2" Dans une conique X, on inscrit une ligne polygonale ayant (// — i) côtrs; on prend, en outre, les tangentes de X aux sumniels extrêmes; s'il existe une conique Y tangente à ces (n + i) droites, il v a des polygones, de in cotés, inscrits dans X et circonscrits à Y.
Ces deux constructions , corrélatives l'une de Taulre, s'appliquent sans obstacle jusqu'à n = \. Elles fournissent donc les cas du quadrilatère, de l'hexagone et de l'octogone.
3" Dans une conique X, on inscrit une ligne polygonale a\ant (// — 1) cotés; on prend, en outre, la tangente de X au dernier sommet; s'il existe une conique Y tangente à ces n droites et passant, en outre, au premier sommet, il y a des polygones, de '2 11 — I côtés, inscrits dans X et circonscrits à Y .
Cette construction s'applique jusqu'à n = 4 et fournit les cas du triangle, du pentagone et de l'heptagone.
C'est maintenant aux fonctions elliptiques que nous allons demander la définition générale de la condition de fermeture pour un nombre quelconque de côtés.
Représentation elliptique des lignes polygonales.
Ainsi qu'on Ta vu au Chapitre IX, on peut considérer les paramètres X et :r, comme égaux îx pu et p(// H- Ll), u étant un argument variable, U constant. De cette manière, les sommets successifs jr_2, x^i. X, X,, Xi, . . . ont pour paramètres les valeurs de la fonction j) pour les arguments a — 2U, u — U, a, it -\-lJ, n -r- 2U, .... Les paramètres jk, correspondant à x^pii, sont
Les arguments des paramètres a sont zéro et les demi-périodes; ceux des paramètres [j sont 4L ou |U augmenté des demi-périodes. Ce sont aussi, en ordre inverse, les arguments des paramètres y.' et [j'.
Les arguments des sommets, sur les lignes polygonales repliées, sont de la forme (o + /? L ((o étant zéro ou une demi-j)ériode).
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pour la première espèce (i); ils sonl de la forme (.<) -+- {n -+- ^)U, pour la seconde espèce (2).
La condition pour l'existence des polygones fermés, de ni sommets, c'est que niU soit une période.
Invariants.
Les deux invariants absolus a, y, qui caractérisent l'équation doublement quadratique (p. 34o), ont, sur la figure, des interprétations simples. Ces deux invariants
cpie nous avons envisagés comme des rapports anliarmoniques, sont cfTectivement les rapj)orts anliarmoniques des quatre j)oints communs aux deux coniques, considérés, dans un même ordre, soit sur X, soit sur Y.
La [proposition prouvée au Chapitre précédent, et qui consiste en ce que ces deux invariants déterminent l'équation sans ambiguïté, à des substitutions linéaires près, cette proposition est évidente par le mode de représentation actuel. Etant pris, en effet, quatre points à volonté, il existe une conique unique X, lieu du sommet d'un faisceau dont les côtés passent parées points et dont le ra[)port anharmonique soit égal à a. Semblablement, la conique Y est déterminée, sans ambiguïté, par le rapport y. Ces deux coniques déterminent les lignes poljgonales et, par suite, l'équation doublement quadratique.
On peut intervertir les rôles des variables j: et )'. Les rapports anliarmoniques analogues à a et à y doivent reproduire ces derniers. Ils sont composés avec les paramètres |j' et a'. On retrouve ainsi cette proposition très connue, que le rapport anharmonique des points d'intersection, pris sur une des coniques, est égal au rapport anharmonique des tangentes communes, ])ris sur l'autre.
Invariants de fermeture.
Les invariants de fermeture sont ceux qui, égalés à zéro, expriment la condition pour l'existence de polygones inscrits dans X
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cl circousciils à Y. Ce sont des fonelions des deux invarlanls fondamentaux a,-/. Nous les Irouverons en exj)rimanL ([uc niU csl une période.
El, d'abord, excluons le cas où 2U est une période; ce cas correspond à la supposition que la conicpie Y se réduise à un point, l'.u- cette supposition, (pii entraîne jiour jjU l'une des valeurs e,, ^2, C;,, Y aurait l'une des valeurs o, ce, i.
Aous allons considérer, en premier lieu, le cas où 4^ est une période. On a vu (t. 1, p. 5i) qu'en prenant
( 3 ) ji U = es -!- v/(ei— 6'3)(e2— 63) ,
on oblient, pour U, un quart de période. Avec cette valeur de pU, on a
pV — ei ^ /ei — e-i ^ pV — 6-2 Y ^2 ~ ^3
A cause des égalités (IX, 10, i5) , ,. e,— 63 ,pU — ei
il en résulle a^v'-. C'est une forme élégante de la condition pour le cas des quadrilatères : il r a des quadrilatères inscrits dans une conique X et circonscrits à une conique Y, quand le rapport anharmonique des points communs à ces coniques, pris sur X, est le carré du rapport anharmonique de ces mêmes points, pris sur Y . C'est d'ailleurs une traduction immédiate de la condition graphique, trouvée plus haut : les tangentes de Y, en deux points communs aux deux conicjues, doivent concourir sur X.
Il y a six valeurs de J)U, analogues à la valeur (3), et qui correspondent à des quarts de périodes. L'égalité a = Y' "'est donc pas seule pour traduire la condition relative aux quadrilatères. Au lieu de considérer les six valeurs de pU, nous pouvons aussi efTectuer le système complet des six substitutions, qui remplacent
à la fois y. et 3 iiar 1 — a cl 1 — fi, - cl r ' • • • • H n^îL de là trois
égalités seulement, savoir
(5) Y' — a = o, Y^"~ ^Y -i- i« = 0, Y' — iy.'{ -\- 'J. = o.
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Les premiers membres de ces trois égalités consliluenl trois facteurs de la fonction ^i(U), dont les racines sont les quarts de périodes (t. I, p. 9(3). Nous allons former effectivement cette fonction, ainsi que celle d'indice 3. Par là on trouvera tous les invariants de fermeture.
Par les égalités (4), on conclut c,, e^i e^, sauf un facteur arbibilrairc t, comme on Ta déjà vu au Chapitre IX, et Ton a
afa — 1)
:(pU-f3) =
De là résulte, si l'on multiplie membre à membre,
.iaVa — i)2(y — [)Y
(6) T^jy^u^
et, si l'on différenlie, en laissant a constant, ainsi que t, ce qui laisse constants les invariants elliptiques,
PU
En dilférenliant encore dans l'égalité (G) et remplaçant, au cfi
premier membre tjd'U —,- par l'expression (7), on obtient
Au mojen de l'égalité (6) et de l'expression de tjdU, savoir
C8) .3TpU
nous obtenons immédiatement <j'3(U), c[ui s'exprime ainsi (t. I, p. 95 et 96)
^3(i^) = 3pUjy2U-i-j/2u,
d'où résulte
'''^3(U; = ^^^^^,^'i4Y(Y-i;[:t2-(2Y-'r^-Yl-[Y^-C^'^-')T-^]^l-
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Le cIévclo[)pemenl du second membre offve des réductions, el
il resle
IViur calculer ensuite •]/•, (U), on a la formule MUJ=p'vU-p"U^3(U),
li doni
-^J Uj _ aa='(a — 1)3
P élanl un j)olynôme entier dont le terme du plus haut degré en y provient de la seconde partie — )/U'}:j(U); c'est v«. Revenant au\ égalités (5), on en conclut
Prenons maintenant, comme au tome I (p. io3),les deux quantités (que l'on ne confondra pas avec les paramètres des coniques)
eu nous souvenant que 'i/o n'est autre que — p'. Nous aurons
■^,«a2(a — i)2yMt -i)'* (ya— g)(Y2— -27 -4- a)(Y3 — aav •23a(a — i)y2(y_i)2
En résumé, dans les deux égalités (10), a. eL^^ désignent les rapports anliarmoniques des quatre points communs à deux coniques X ef Y, pris dans un même ordre sur X et sur \ respectiK'ement. La condition pour Vexistence de polygones de m côtés ^ inscrits à X et circonscrits à Y, est
l'our /» = 3 .
m = Il
{y — x)x — yï =
{y — x){'>.x — y) — xy"^ =^ o,
r^iy — r —y-) — {y — jry = o,
yi{xy — j-2— j3) _ ,r(y — x —y^ f = o,
{xy — x^ — y^ ){y — o:f — Ty(y — r — j'^f = o,
cl ainsi de siiilc, confonnémenL à la rormulc récurrcnlc qui a clc clt'inonlrcc au tome I (p. io3).
Cas où les deux coniques sont tangentes entre elles.
Si l'on voulait considérer deux coniques tangentes entre elles, on se trouverait dans le cas où les fonctions elliptiques dégénèrent. Il est à remarquer que les formules précédentes s'appliquent fort bien à ce cas singulier, comme on va voir.
Supposant les points ao et a, infiniment voisins, on devra admettre, pour les différences ao — a, et (i>o — [^1, <les arguments de ces points, sur les deux coniques, des quantités infiniment petites dun même ordre. Les rapports anliarmoniqucs a et y sont donc infiniment petits, et leur rapport est une quantité finie c. D'après cette supposition, les formules (10) se réduisent ainsi
, . ( 4 c — 1 )■■* ic — }
et les résultats ci-dessus sont toujours valables.
Pour comprendre leur exacte signification en ce cas, observons <]ue y. est le carré du module des fonctions elliptiques, supposé nul ici. La fonction sn dégénère en la fonction sinus cl l'on a [en prenant \ = i dans l'égalité (19) du tome I, p. 24]
3 sin-U D'après nos suppositions, la Ibrmule (8) donne, en supposant
3pU =
De ces deux égalités résulte
c = cos-U.
Les expressions (i i) de .r ety peuvent alors être écrites sous la
forme
sin''3U COS2U
2'* sin^ U cos" L) 2'* cos* U
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On a vu (l. 1, p. i<)S) (jiK! la foncLioii 'JuiU) s'expiiine |tiir la loiiclioii j sous la Imiuc
Pour la combinaison -'„, cmj)lojcc au Cliapilrc IV du lonie 1 ol (Jonl uous venons de faire usage, il en résulte
(12) Y„(U) = 3'(«U)(:rUj~^(3'2U) ~.
Quand se présente la dégénérescence supposée actuellement, la fonction a* se réduit à un sinus (t. I, p. i83), sauf un fadeur qui disparaît dans la combinaison (12), et l'on a
_ sin/iU (sinU) ^ (siii2U) »
Les deux, quantités x et y ne sont autres que v^ et v^: on a bien effectivement
(sin3U)3(sinU)- (sinSU)»
(sin2U)8 •^»(sinU)''(coslJ)8 '
sin 4U(sinU)'* _ cos'^U _ '' ~ (sin2U)5 ~ 2»(cosU)* ~'-^'
On voit donc que, pour le cas où les coniques sont langentes, le calcul emplové précédemment conduit à des résultats que Ton peut trouver directement par la multiplication des angles, et qui peuvent s'énoncer ainsi : deux coniques X et Y étant tangentes entre elles, on prend les rapports anliarmoniques a, y de leurs points d^ intersection, comme précédemment, en supposant a et Y infiniment petits et y : a = cos-U ; la condition pour V existence des polygones, de m côtés, inscrits dans X et circonsci'its à Y, est alors sin/?iU = o.
Il n'existe aucune simplification nouvelle pour le cas où les coniques ont entre elles deux contacts séparés, sont, comme on dit, bitangentes. En elfet, on peut supposer, à la fois, ao — a, et X;, — ao infiniment petits ; a et y ont encore un rapport (ini, (jui constitue un invariant c. Le calcul précédent s'appli({ue sans au-
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riiiie modificalion. Deux coniques bilangentes peuvent, on le sail, cire considérées, au point de vue de la géométrie projective , comme deux cei-cles concentriques. A ce point de vue, le lien est manifeste entre la condition d'existence des polygones et la multiplication des angles.
Les cas où les coniques ont un contact du second ou du troisième ordre seront, tout à l'heure, examinés plus nettement par un autre procédé. On doit prévoir que, pour ces cas, l'existence des polvgones est toujours impossible ; car, dans une telle figure, il n'v a aucun invariant absolu.
Equation caractéristique.
Nous avons, au Chapitre IX, appelé équation caractéristique celle dont les racines/?, q, /-sont les trois quantités ":(jjc' — g)), etc. Par ces racines les deux rapports anharmoniques a, y s'expriment ainsi :
p— r qip — r)
Ces deux égalités ont précisément la forme de celles qui servent à exprimer les deux rapports anharmoniques a, y par les racines de l'équation dite équation en s dans la théorie analytique des coniques. Soient X=o, \ =o les équations des deux coniques en coordonnées ponctuelles. Envisageons , dans le faisceau .çX -f- Y = o , quatre coniques caractérisées par les valeurs 5o, S\ , .V,, S;i du paramètre s, et prenons la quantité
(^0 — ^i) f .y.-i — s,) ^ (*o — ^^2; (s-s — Si)
C est le rapport anharmonique des tangentes de ces quatre coniques en un quelconque des quatre points communs. D'après cette propriété, prenons So = y^, de façon que l'une des coniques envisagées soit X. Prenons ensuite, pour 5(, 50, 5», les paramètres au moyen desquels 5X + Y = o représente deux droites. Chacune des tangentes est alors une des trois droites qui joignent l'un des quatre points aux trois autres, tandis que la première tangente est
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celle de X. Le rapport anliarmonifpie des fjualre tangentes est donc celui des quatre points sur la conicpic X.
Si />, </, /• sont les trois parainèlrcs dont il s'agit, on voit que ee rapport anharmoni«jue a Tcxprcssion donnée toul à l'heure pour a. Si l'on pi'end maintenant 3^ = 0 et encore />, q, r pour •f» , s-i, .Ç3 , on a, de nirnic, le rapport aidiarmonique •' avec son expression (1 3).
Les rapports niuliicls des quantités />, y, /• sot)t seuls déterminés, parles égaillés (i3), en fonction de a, ■'. De même aussi les rapports seuls des paramétres sont déterminés par la condition que 5X -1-^=0 représente deux droites; car chacun des polynômes X et \ est déterminé à un facteur près seulement. Aussi peut-on conclure en disant : Soient X = o, \ =: o les équations des deux coniques en coordonnées ponctuelles ; l'équation caractéristique a pour premier membre le discriminant de iX-i-Y.
Cette proposition, extrêmement élégante et qui est due à M. Cavlev, peut encore être établie de diverses manières.
Pour éviter toute confusion, désignons les coordonnées courantes (homogènes) par z,, z-2, z-3. Supposons la conique Y figurc-c par l'équation
en sorte que l'on puisse représenter les points au moyen d'un paramètre j' en posant
La tangente a pour é([uation
■iyZi — Z, — 2/2^3 =0.
Prenons deux tangentes répondant aux paramètres j' et y, . Les coordonnées du point d'intersection sont les suivantes
( 1 5 ) -1 : r + ji : : ^2 : ^yyi : : -3 : 1 •
Supposons maintenant les deux tangentes mobiles, mais liées entre elles par la condition de se couper sur une coni(|ue X, représentée par une équation du second degré homogène entre
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r,, :■-,, z.i- Celte condition se trouve exprimée si Ton remplace, clans l'équation de X, les coordonnées par les quantités proportionnelles (i 5). Ainsi,
\(Zi, :..2, Z:i) = o
étant l'équation de X , on aura l'équation de condition en écrivant
(i()) ^(r-^,ri, 2j)-7i, i) = o.
(iCtle analyse a un lien évident avec celle qui a été employée au Chapitre IX (p. 339), et l'on voit immédiatement comment, .r étant le paramètre du point d'intersection sur X, on déduira la relation doublement quadratique entre x et y. Mais c'est une autre conséquence que nous voulons atteindre ici. Nous avons actuellement l'équation doublement quadratique et symétrique (i6) et nous savons (p. 365) que l'équation caractéristique a pour premier mend^re le discriminant de sX.-'r{y — J'i)^- Oi"i si l'on remplace y et j, par ^,, z-^, ^3, en vertu des relations (i5), X redevient le premier membre de l'équation de la conique X et [y — yi )-' se remplace par
(/ —fi)- = (y ^ ji)^ - 4 j/i = -î — 2^2-3,
premier membre de l'équation de la conique Y. C'est donc bien le discriminant de sX. -h Y que nous retrouvons ainsi.
Coniques ayant un contact du second ou du troisième ordre.
Le discriminant se réduit à un cube quand les coniques ont trois ou quatre points d'intersection confondus en un seul. Les trois racines e^, e^, e-^ sont toutes trois nulles. C'est le cas ultime de dégénérescence pour les fonctions elliptiques, celui où la fonction 3'« se réduit simplement à u. On prévolt donc que les points successifs de la ligne polygonale seront caractérisés par l'addition d'une constante à un certain paramètre. Nous allons trouver aisément un tel résultat.
Conservant, pour Y, la forme d'équation (14)5 prenons
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de façon ([ii'il v ail conlacl du second ordre au [)()iul :;, r:^ z.i = o. L'cqualion (i(J) devient alors
(17) (7 — V,)î-^?.X(JK+Ji) = 0.
Résolue par rapport àjii, elle donne
L'équation difTérentielle correspondante est donc dr ^ f/ji _
et rintégrale (17) peut s'écrire
Il n'y a plus aucune période. En choisissant les signes des radicaux, on peut écrire simplement
V^ À^ - 4 Xji - y/ À^ — 4 À J- ^- 2 X , puis conclure
/ X^ — 4 À7„, = v/ X- — 4 Xj- -f- 2 m X .
Le polygone ne se ferme jamais, puisque À ne saurait être nul. Pour le cas d'un contact du troisième ordre, on prendra
X = Y-X^| et Ion aura
(7— j'i)' = ^^, ri=j' — /X-
Autre méthode.
\'oici maintenant une autre manière d'étal^lir cette théorie, Prenons l'équation d'une conique X sous la forme
De même qu'au Chap. \III, exprimons les carrés des trois
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coordonnées en fonction de deux paramètres s et p-^ et posons
Pour traduire ces relations sous la forme elliptique, nous faisons
pv — ei pi' — e, pt' — e, i
ce qui donne
■zpi, = s — lip + q + /■).
Nous désignons par U l'argument qui répond à ç =: o, en sorte qu'on a
pU — ei _ p U — ^2 _ P U — <?3 _
Les expressions (i8) des trois coordonnées Zy, sont comprises alors dans la forme
^^'^ ^^- (e^-ep)(^a-e,^) P '
ce que, d'après le théorème d'addition des demi-périodes, on
peut encore écrire
J_ _, ^ Pt' — gg
p2 "'-^ p(U — oj^) — eg
On reconnaît ici l'expression de cos-aj, employée au Chapitre I (p. a) de ce Volume.
En extrayant la racine carrée, nous pouvons écrire, au lieu de l'égalité (21 ), celle-ci
I _ _ a'(v — «iy) 3'(U — W5() ^rja(U + t'-W„
comme on l'a fait, à l'endroit cité, pour cosa.
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Considérons une autre conique Y, dont nous pouvons prendre l'équation sous la forme
llcpréscnlons les points de cette conique par les égalités ana-
logues
Cette dernière peut élre envisagée comme découlant de l'analogue (21) où l'on ferait U = o, et où l'on prendrait, pour ^3^, la limite de zhUz^, en sorte que, suivant la forme (22) donnée à l'égalité (21), on a maintenant
On en déduit
I _, ^fc — (0-x)j'0)5( 'l'y.l*''— Wa'
p' ""* jV'
la sommation, au second membre, devant s'étendre aux trois demi-périodes. Cette somme nous est connue (p. 10); nous savons qu'elle est égale au double produit des quatre fonctions
Elle est donc nulle si nous lions les deux arguments v et ç' par la relation v' = v ±U. La droite joignant les deux points est alors tangente à la seconde conique, comme l'exprime la relation
Voici donc démontré à nouveau le théorème fondamental. Pour se bien convaincre que le mode actuel de représentation ne diffère pas, au fond, de celui qu'on avait considéré d'abord, il faut faire l'observation suivante. Par les formules (22, 2.3) les coordonnées z et z' sont représentées comme des fonctions de i', doublement II. 2.5
périodiques de seconde espèce, ayant chacune un seul pôle. Mais ce sont ici les fonctions particulières dont les multiplicateurs sont rt I (t. I, p. 234). Elle se changent en fonctions doublement périodiques ordinaires si l'on y met 2//, au lieu de v; ces fonctions ont alors quatre pôles. C'est ce qui doit être, en effet, quand on exprime les coordonnées d'une conique en fonction rationnelle du second degré par un paramètre, et que l'on représente ce paramètre par une fonction doublement périodique à deux pôles. Si l'on met ainsi 2 u et 211', au lieu de v et ç', sans changer U, la relation entre les deux arguments variables devient II' = uzh ^\J, et l'on reconnaît que U est bien le même argument qu'on a envisagé jusqu'ici. Par les égalités (20) nous trouvons maintenant encore que les trois quantités (^a — pU) sont proportionnelles aux trois racines p, q, r de l'équation
ayant pour premier membre le discriminant 5X — Y.
Autre expression des invariants de fermeture.
Soit
F ( 5 ) = 53 — Âi s- -h I<i s — /cs
le déterminant de 5X — Y, dont les racines sont proportionnelles aux trois quantités (jîU — e^), ou, plus exactement, ce discriminant divisé par celui de X. Considérons d'abord un argument variable c, défini par les égalités (19). On aura
(24) -Jp'H' = /iF{s), zpv = s-i/c,.
Pour calculer '}:)(f), nous pourrions procéder comme nous l'avons déjà fait plus haut (p. 376). Afin de varier, observons deux propriétés caractéristiques de '}:((//)• On a (t. I, p. 96)
d'où résulte
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De plus, les cocfficicnls de -i/;,, comparé au polynôme général du quatrième degré
«oP*-^ 4«ir'-+- firt'2P--^ l^'aP -i- «i,
sont
•in ' rv In- -< - rt- 2
Jj "i ', .^ 2) i rt 3) I r, ,-5 2»
el l'invarianl (foCf; — U't •''u-l- 3rtj se réduit à zéro. Ces deux propriétés sont caractéristiques. De la première on déduit ,
par conséquent
■z^<li3(v)= 3 s'* — /^ i s^ -h 6/C2S- — 12/1-35 -f- const.
Parla seconde propriété, on détermine cette constante, qui doit faire évanouir l'invariant quadratique. 11 en résulte
(25) ■Z'<i^3{v):=3s*— 4 /m 5^ -i- 6 Ao .S^ — I 2 /.;j 5 + 4 Âj /.,— /.'I = F, (s).
C'est en supposant 5 = 0 que l'on voit ç se réduire à U. Ainsi On trouve tout aussi facilement
i6F'-(s)—9.¥'(s)Fi(s),
Les deux invariants de fermeture .r, j- (9) ont, d'après ces égalités, les expressions suivantes :
'^ ~ 2»/.!; ' -^ ~ 23/iiî
Expression des invariants de fermeture par des déterminants.
Le calcul de la condition pour l'existence des |)olvgoncs à /;? côtés se fait, au moyen des invariants x, 1', comme il a été indiqué précédemment. C'est ce qu'on a de plus sinqilc sur ce sujet. On ne saurait néanmoins omettre un autre moven de faire le
calcul, infiniment moins commode, mais extrêmement élégant. Il a été trouvé par M. Cajley et se rattache, de la manière la plus directe, à la théorie des fractions continues, ainsi qu'on le verra dans un Chapitre ultérieur.
Ce mo}en consiste à exprimer la fonction '!>,„ sous forme de déterminant, comme on l'a fait au tome I (p. 222)5 mais, au lieu de composer le déterminant avec des dérivées prises par rapport à l'argument, on emploiera des dérivées prises par rapport à jdU.
La condition que mU soit une période peut s'exprimer sous la forme suivante : il existe une fonction entière de pi' et p' v ayant la seule racine r r= U, multiple d'ordre m. Cette fonction est précisément celle-là même qui est dénommée '/ («) à la page 224 du tome I, sauf les notations //, r au lieu de c, U. On peut la mettre sous la forme M -|- Ny/F(A), M et N étant des polynômes entiers ])ar rapport à la variable .v, qui remplace pr, comme \jF(_s) remj)lace p'{^)'
La valeur particulière U de l'argument v répond à 5 = o. L'existence de la racine U, multiple d'ordre m, exige donc que le déxeloppement de M H- Ny/F(5), suivant les puissances ascendantes de 5, commence par un terme du degré m. Pour effectuer ce développement, nous prendrons les expressions explicites des polynômes !M et N, et nous supposerons v^ï^('^) développé ainsi
(27) v/F(«) = Po^ P\s -^ p^_s'^^ piS^^
Pour les degrés de M et N, il faut distinguer deux cas, d'après cette condition que, s étant regardé comme du degré 2 (ainsi que j3m), m H- n y/F (5) doit être du degré m.
M = r/y-i- a^s -T- aîS--\-. . .-h n,iS", H = b^-^ biS -\-. . .-h ba-^s"-'^-
La disparition des termes dont les degrés sont o, i, 2,...,/i fournit des équations contenant les coefficients de M. Pour les termes suivants, les coefficients de N interviennent seuls :
bn-iJH -^bn-zp* —.. .-h boPn+1 = O, l>n-lP\ -^bn-:iP:, — . . . -h ùo pn-^î = O,
b,i-ip,i+i -T- b,i-zp,i+2-^- ■ --T- àop2a-i = o.
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2" m = 9^n-h\. La l'orme de M est la même, mais N a un lerme de plus ^„_(.ç""', el les équations sont les suivantes :
■+- bop,i-i-i = o,
. -+- f>iiPn+1~ o.
l>n-lPii'r\ -+- bn-ïPn-
bopiii
A oici donc le résultat : ayant développé sous la forme (27) la racine carrée du disciiminant de (aX — Y), on obtient, pour l'existence des polynômes de in côtés, la condition
Pi
Pn^\ Pn^i
/'«-H Pn^l ■ ■ ■ pin-l
et, pour celle des polynômes de {'in + \) côtés, la condition
Pi
Pn ri Pn + i
Pn+l fhiA
Pin
Ainsi, pour les triangles, la coudilion cst/>2= o; pour les quadrilatères. p^z=o. On vérifiera aisément la concordance de ces conditions avec celles qui ont été trouvées précédemment.
La liaison avec la théorie des fractions continues est ici évidente; mais nous réservons l'étude de ces faits pour le moment où nous formerons efiectivement les fractions continues elles-mêmes.
Sur une forme de l'intégrale elliptique de première espèce.
Par un calcid tout semblable à celui C[ui a été fait au Chap. VIII (p. 3ij), on déduit des égalités (18)
p sfpqr ds
^./■(Zidzt — zids.,)
_ ipiz,idz-i— ZidZj) _ o.qjzidzj— z^dzj) ^ -1 ^2
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Menons les lettres y et ^ pour désigner les deux formes quadratiques, représentées, jusqu'à présent, par X et Y :
Soient aussi
-..iz,'
Par les relations (i8), on a 'y = o-, et les égalités précédentes peuvent s'écrire
/ "iizidzx — z^dz.2) i( z^dzi — z-,dz^)
(28){ oAz,dz^-Z;dz,^ ds
On voit apparaître, sous le radical, le discriminant de {sf — >h). Ces égalités, obtenues en considérant ainsi les formes quadratiques f ci 'l réduites, s'étendent manilestenient à des formes non réduitcs, et voici maintenant comment on peut les trouver d'une manière directe.
Soity.-=:o l'équation (homogène en ^i, ^j, ^3) d'une conique. On peut représenter les coordonnées d'un point de cette conique par trois égalités, telles que
niyX- -r- 2/;ij X -:- 111 y lUiX'- -r- ini^x -H ni .,
miX--r 1 in^ X -+- ni.^
OÙ X est le paramètre et a un coefficient tout à fait arbitraire. Ceci étant, les trois déterminants, tels que (;o<:/;, — c, c/ca)) s'expriment ainsi
dx = 2a2[(/?2j tn'., — m-jm'y )x--T-(mim"2 — my/n'^ )x -^ ni\ m\ — m. y ni\].
Prenons, dautre part, les trois demi-dérivées partielles de /",
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par cxcmjilo f^^ en y subsliluaul, pour les coordonnées, leurs expressions (29). On a ainsi
/3= X(Ar2-t-Ba7-^C),
cl les coefficients A, B, C sont des constantes, indépendantes
de ).. Les trois rapports, tels que *"' "^ - ' — ?? sont donc indé-
pendants de \. En vertu de l'équationy = o, qui entraîne df= o, on a
/, dzx -^f.2 dz, -4-/3 dzs = o,
d'où résulte
z<,dz\ — Zidz-2 _ Zsdzî — z-idz^i __ z^dzs — Zsdzi
Chacun de ces rapports a, pour termes, deux polynômes du second degré en x, indépendants de X. Gomme d'ailleurs les trois polynômes dénominateurs n'ont aucun facteur commun, il faut que les polynômes numérateurs reproduisent les dénominateurs, sauf un facteur constant. Ainsi les trois rapports (3o) sont constants : c'est ce qu'on exprime habituellementen introduisant trois arbitraires c,, c-i, C3, dénotant par (^CidZiZ-:t) le déterminant
I Cl Ci C3
(3i) {ci dz-i Z3 ) — \ dzy dz.2 dz3
et disant que le quotient ^^ ^ -. ' . , , ■ est constant,
quelles que soient les arbitraires c,, Co, C3.
Soit maintenant 'h un polynôme du second degré, ou forme quadratique, homogène en ;;,, ^2? -s»- En y mettant, pour les ;;, leurs expressions (519), on obtient le produit de )>- par un polynôme X, du quatrième degré en x. Il en résulte
{ \],\ ( Cl dz^_ Z3 ) _ d^ ^
(Ci/i -f- C2/2 + C3/3 ) v/<^ y/X
Voilà donc une nouvelle forme des différentielles elliptiques de première espèce. Cette différentielle, qui figure au premier
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membre (32), est prise tout le long de la conique f =^ o^ c'està-dire qu'on y considère les variables comme liées par réqualion f= o. Elle est indépendante des quantités c\ de plus, elle ne dépend que des rapports des trois variables. Enfin elle est mise sous forme invariante^ comme il est évident. Mettre aussi sous forme invariante la substitution qui amène la variable 5, c'est ce qui n'offre pas de difficulté par les formules (18); on en tirera s ainsi
^-'■^-ùliP
rj)(p-r)^,
et l'on exprimera le second membre par les invariants etcovariants de/, ^|/. C'est là un calcul analogue à celui qui a été fait au Chapitre VIII. Mais, pour qu'on aperçoive mieux le lien avec la formule de duplication de M. Hermite (IX, 48), nous prendrons, comme point de départ, une identité entre des covariants.
Sur les covariants de deux coniques.
Soit/ une forme quadratique
/= ^Oij z,Zy = aiizi -haoi^l-^ a3
2ai2^i
2«2.î-2-3-!- 2rti3-iZ;j.
qui, égalée à zéro, représente une conique/. Son discriminant, que nous désignerons par //o, est le déterminant des coefficients.
ha =
les mineurs de ce déterminant seront désignés par les lettres a :
D'après les propriétés élémentaires des déterminants : i" le déterminant analogue, formé avec les a, est égal au carré de //q :
hl
^11 «12 «13 I 3ti2 «22 '^l.i «13 «23 «33 I
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•>,'^ lc> mineurs de ce dernier reproduisent les coelficients primilifs, miillipliés par A„.
(33) Au«Jt = 3[22 2t.13— ^L) /'o'Tf23~ ai:,a,2— aii3:2:j,
En désignant par ç,, z-,^ ^i les coefficients de l'écpiation d'une droite
on sait, par les éléments, que la forme
égalée à zéro, représente la conique /en coordonn('es langentielles, c'est-à-dire la condition pour que la droite louche la conique. Soit maintenant une autre forme quadratique
Le discriminant de .9/ — 'l est im polynôme du troisième degré en 5
le premier coefficient est le discriminant Ao de /, le dernier A, est le discriminant de •^. Les coefficients intermédiaires sont composés comme il suit
A , = ^ a/y bij, h,= Z ciij 'ijj ,
la lettre |j étant employée pour représenter les mineurs du discriminant de '}.
Soit «y la forme adjointe à -i/, commet' a f^ et considérons la forme composée/"' — s'-V. Son discriminant est
Comme on Fa observé déjà, h[ et //', sont les carrés de Ao et /r, . On a aussi, à cause des égalités (33),
De là résulte
0'= A5— htyh.,s'-^ /13/iis'^— /i^s'^.
Si l'on pose
il vicnl
en sorlc qu'à chaque racine 5 de o correspond la racine -j— de d'.
Pour une telle racine, sf — -L = o représente deux droites et /' — 5'6'= o deux points.
Prenons maintenant l'équation de la conique^' — s'<y en coordonnées ponctuelles; son premier membre est
(34) /i,/—s'o-^s'-^/ii'!^{^},
'^ étant une forme nouvelle dont voici les coefficients :
VA
An= a22?33-^ a33?22— 2 2'23p23,
A23= «13^12 H- «12813— «23^11— OClli^SS,
h s Reprenons l'expression (34), remplaçons s' par -—- et concluons
que la forme
devient un carré si l'on v met, au lieu de 5, une quelconque des racines/?, q, r de 0. Soient donc
les équations P = o, Q =; o, R = o représentent les trois côtés du triangle conjugué commun aux deux coniquesyet 'h. L'ensemble
(') Il en résulte que -i"^— l\h^h^f'^ = o représente les (|uatrc tangentes communes à/ct i^, et que la conique 9 = 0 coupe les deux coniques /et ij/ aux points de contact de ces tangentes. Celte propriété, bien connue, sera invoquée plus loin.
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de CCS trois côlcs est rcprcscnlé aussi par l'évanoiiisscmcnl du jacobieii
Effeclivcmcnt, en multipliant ce déterminant par celui qui est formé des coefficients des premiers membres (35), on obtient le jacobien de P-, Q-, R^, c'est-à-dire PQR multiplié par le déterminant des coefficients des trois polynômes du premier degré P, Q, R. Par conséquent, sauf un facteur constant, on a
f~lHS'\\ {s=/),q,r),
le produit, indiqué par II, s'appliquant aux trois racines de o. Pour s'assurer qu'effectivement l'égalité a lieu, telle qu'on vient de l'écrire, il suffit d'envisager un point commun aux deux coniques / et (|/. En supposant ce point au sommet g, = ::^= o du triangle de référence, on aura <r/:i3 ^= ^:!:t= o, d'où résulte
'-'l 3) Pl2 = ^23^13)
Par conséquent, en ce point.
Or, en un point où^et '|i s'évanouissent, on a /i-si -4-/2^2-1-/353 = o,
et, par conséquent,
Donc enfin, en un tel point, ou D-= '^^, comme le veut l'égalité (3G).
Quand on suppose /—- o, le second membre seréduilau produit des trois binômes, tels que (o — pJi^'l). Comme è est le produit des trois binômes tels que (5 — />), on a ainsi
{37) pour f=o et 5=—^, D-=/<5t|/3o.
L'égalité (36), étant développée, prend la forme
Nous aurons encore à utiliser une autre propriété qui résulte aisément des mêmes considérations.
Désignons, en général, par^^î' une polaire
où y,, fil fi contiennent les coordonnées z. Abréviativement aussi mettons /(:;), j{z') pour désigner la formel/avec les coordonnées ; ou z' . Envisageons la combinaison
(Sg) (fY} = '^fi^^-A-m-)-A^)'^{^),
qui pourra être composée aussi avec une seule forme (4o) Uff) = {fir—A=^-)A^')-
Si on la compose ainsi avec une forme carrée, on obtient zéro pour résultat. Prenons donc l'un quelconque des trois carrés (35) et concluons que l'on a
c|uand on met pour .9 l'une quelconque des trois racines />, ^, /•. De là, trois identités que voici
I Ao(H) + '^2(//) = 2(/cp),
f (Yf) + o.Kh,{f^) = h,h,('y^) -4- h.hziff).
Nous aurons à employer la première.
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Formules de duplication.
En supposant r,, Co, ^:t variables crunc manière quelconque, nous avons
-^ (-} d-:. - cp f/'L) = (02 -^3 - 03 'i/. ) ( -3 dz. ~ z, dz, )
— («s 'l'i — <?1 ^Vs )( -Si f^-3 — -3 C^^l ) -i- {Oi '1-2 — Cp2 'i^l )( -^2 dzi — Zx dZi ).
Nous pouvons écrire cette dernière quantité sous la forme
(4 0 \('^ d'^ - ? d'I) = {c\ . dz.2. z,),
comme nous avons fait précédemment pour le déterminant (3 i). Les quantités c' sont ici 'fo'j's — 'f-i'i'-^f • • •' et la quantité correspondante (c',/i H- c'2/24- c'3/3) n'est autre que — D. Supposons maintenant les variables assujetties à la condition /"::= o. La différentielle (32) est indépendante des quantités c. On y peut donc, sans la changer, mettre les c' au lieu des c; on a, de la sorte, d'après (4')'
(ci. dz2- Z3) __ I <l do — od<li
Si l'on pose maintenant
on obtient, d'après l'égalité (37),
(cj. dzi. Zii) r ds
(Cl/l -^ Ci fi -r- C3/3 ) \/<ll '^ yZ/lu 4* — /«l «^ + /'3 * — /'3
L'égalité (/îS) constitue l'expression de s par des covariants, dont il a été parlé (p. Sga). D'après les relations (19), où l'on prendra, pour simplifier, xr-^/j/^o, le second membre (44) est
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égal à Tv^/r. Puisque v est le double de rargument a, on voit que l'équation difTérentielle
(45) du
(Ci/i -H 02/2+03/3)/^
définit précisément ce même argument u dont il a été question jusqu'à présent. C'est, au reste, ce qui résulte aussi de ce fait que, si on le suppose nul en l'un des points di=: o, il est égal à une demi-période en chacun des trois autres points analogues. Ceci supposé, l'argument 211 est égal à une période quand s est infini (43). L'égalité (44) donnant
(46) y.du = -— ^ - >
on en conclut
(47) .9 = -^ (4p2«-^-jAi).
La ressemblance de cette analyse avec celle qui a suggéré à M. Hermite la formule de duplication (IX, 48), indique suffisamment une autre voie par où l'on parviendrait encore à ces résultats.
En supposant les c exprimés par un paramètre x (29), on obtient, pour 'i>, un polynôme du quatrième degré X. En même temps, o devient aussi un tel polynôme, et il est visible que o -\- |/î, 'i doit se changer en le hessien de X, tandis qu'en même temps D reproduit le covariant T ('). Un autre moyen s'offre encore. En définissant U par la différentielle (45) intégrée le long de la conique/ entre deux points ;:' et z, il y aura lieu de chercher l'expression de pU, comme on l'a fait au Chapitre IX (p. 359), et la formule (47) devra en résulter. Cette recherche est rejetée à la fin du Chapitre.
Les égalités (43) et (47) nous donnent
C) Voir à ce sujet un Mémoire de .M. Lindemanx, intitulé : Sur une représentation géométrique des covariants des formes binaires {Bulletin de la Société mathématique, t. V, p. 3i3, et t. VI, p. igj).
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En difTércnliant, nous oblcnons
, , \ il d<ç> — o d'il 0. p 2 ;/ du — - -! — , „ ' — -
ou, d'après les égalités (42, t\\A,
Calculons encore j/. Les égalités (46, 47) nous donnent
2 p' 2 if du. — |- /lo C^5,
p'2 2 f< — i-',T /ig ( Ao 53 — A, 52 -{- /jo 5 — /i3 ).
De là, par différentiation dans la dernière, résulte j/ 2 « = 8 /«o ( 3 Au 5- — îhiS-i- hi ),
c'est-à-dire, suivant (43),
( 5o ) p 2 u = -— ('f 2 - I /? , o 'i' -+- ï /'o Ao -y- ) •
Nous reviendrons, un peu plus loin, sur ces formules de duplication. Il faut actuellement observer que la définition (45) ne fait pas intervenir la conique 'l elle-même, mais seulement les quatie points où elle rencontre la conique /. Effectivement, comme dans la différentielle on suppose f= o, on peut, sans changement, y remplacer •} par 'i> + A/. L'argument u est, comme on dit, un combinant du faisceau 'l -t-")^/- Dans la théorie des polygones de Poncelet, il faut encore définir l'argument U. Nous savons déjà (|ue c'est la valeur de l'argument 2 m pour 5 = 0 [éq. (19) et (20)]. C'est ce qu'on retrouve facilement ici par l'égalité {'i^), où l'on voit que 5 est nul au point de contact de / avec chaque tangente commune (p. 894, en note). Les arguments it de ces points de contact sont :rU, sauf des demi-périodes. L'argument LJ est donc bien la valeur de 'in pour 5 = 0.
Nous venons de considérer les fonctions elliptiques comme des co/nùina/ifs du faisceau de conicjues, en faisant varier seulement la conique 'l. 11 est naturel d'étendre cette notion et de faire varier aussi la conique /. Pour ce but, il nous faut dire quelques mots des combinants.
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Combinants d'un faisceau de coniques.
Au lieu (le y et •!/, on considère F el M', en posant
p, p', q, q' étant des constantes quelconques. On a alors
SF-T = (S/>-y)/--(S<7-<7')6 = (.9/-4-)(^'-Sg'),
Soit HoS^— H.S^ + H.S — H3 le discriminant de (SF — T) ; il reproduit celui de {sf — -i/), multiplié par {q' — S^)^. On a donc
HoS3— HiS-î-^ H2S — H3 = K{^p —p'f^hiiSp —p'y-iSq - q')
-^ /i3{S q — q' f ^ /u{Sp — p' ) {Sq — q')\
Par là sont déterminés les nouveaux coefficients H, qu'il n'est pas nécessaire de développer.
Le nouveau covariant <I>, qui remplace o, est composé linéairement avec o, y, 'l; soil A C3 4- B/ 4- G •} son expression. D'après l'expression de D sous forme de déterminant, on voit que D se reproduit multiplié par A(pq' — qp')- Mais, dans lidentité (38), le terme en 4)' seul reproduit un terme en es', et ce terme est affecté du coefficient A'^ ; on a donc
\-2(^pg'—qp'y-=A3-
d'oiî résulte
A ^{pq'-qp'T-
Ainsi, D se reproduit multiplié par {pq' — qp'Y '■, c'est la seule conséquence qui nous importe ici. Mais on verra tout à l'heure aussi quels sont les coefficients B et G.
D'une manière générale, on posera, pour un poljnôme P du degré /z en ::, , ^2, ;;3,
_ I r;P p _ I '>P p _ I àV
n dz-i II oz-2 n azs
comme on l'a fait déjà pour/", '^, •!*, où n était égal à 2.
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Supposons (juc ce polynôme P soit exprimé, comme Test D-, j)ar une fonclion de/, o, (|/, à coefficienls conslanls, homogène et du degré ni, en sorte (pie Ton ail // ^= '.m. formons le déterminant (/, . •}... P-i). Soit
on aura nianiieslemcnt
ou bien
Ainsi, le déterminant (y,.'i>o. P3) s'obtient en multipliant par
— D la dérivée partielle de P, prise par rapport à o considérée
comme une variable.
Appliquons ce résultat à D-, pour lequel on a m = 3, et observons que (D-), est égal à DD, ; nous aurons, d'après l'expression (38) de D-,
C'est un nouveau combinant, cpii se multiplie par (/;^' — 1P')'i quand on change f ei <l en F et W.
Appliquons ce même résultat à E et nous aurons
^-^^^^^^ = o-\{lHf^h,^).
C'est encore un combinant, (jui se reproduit multiplié [)ar {pq — 7/^')"- ^^ ^ donc
égalité qui lait connaître explicitement <I>, comme on l'annonçait tout à riieure.
Fonctions elliptiques sous forme de combinants.
Imaginons que nous ayons défini l'argument elliptique ;/, non plus au moyen de la conique/", mais au moyen d'une conique quel- 11.' 26
conque F du faisceau. Soit ainsi
du —
Celte diflY'renlielle est considérée le long de la conique F = o, el // a la valeur initiale zéro en un des points fixes du faisceau, toujours le même. On aura l'égalité analogue à (48), savoir:
I *— '-HiW P^"^4 ^ '
mais, puisque F est supposé nul, on peut écrire aussi
I ci>_|(n,xj-^ H,F) p2« = 7 ^p -—'
Le numérateur étant un combinant, nous pouvons écrire cette égalité sous la forme
(pq' — qp'f-
Semblablement, dans l'égalité analogue à (49)? D se reproduisant multiplié par [pq' — <jp')'^, on a aussi
aD.
Écrivons l'identité (38) sous la forme suivante :
D2 = Cp3 — KiCp2 + K2'^ — K3 = i('^),
K, = A, h^p -+- hJwY- -^{/hh, - 3 A3//o)/'^
K3 = h.hlp ^ iHhl .P + (Af - 'xhoh,)h,p'Y-^ (hl - ih,hi)h,f'y,
et posons
(pcj — qp f
les expressions de paw et jVaw prennent la forme
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lûulcs semblables, dans laspccl, auv expressions (a/j) de pv et p'-r. La letlre -^ rcmplaee s. La signification des lellres est, de part et d'antre, bien diflcrentc cependant ; les coefficients du polynôme rî et la quantité t sont ici des quanlitcs variables. Malgré cette difi'rrencc, toutes les autres fonctions elliptiques se composent encore ici par des formules toutes pareilles à celles qu'on a trouvées dans le premier cas. Prenons, par exemple, p"2U. Dans son expression (5o), on reconnaît le combinant E (5i), où l'on a fait F = o. On a donc maintenant
Mais, d'après la manière même dont on a formé E, on a aussi
Par conséquent,
-:2jy'2« = 2 J'('i),
exactement comme les expressions (a4) de pi> et p'v donnent
-Jp"i> = 2F'(5).
C'en est assez pour que l'on déduise de là, par analogie avec les égalités (25, 26), celles-ci :
( J2) ■:'*<\i3{2u)= 3cpi— 4Kicp3-i-6K20- — iaKj'j + {KiKj — K| — .Ji('-î), ^'^^ ^«'^y^^=-'6iH'.)-2.f'('.).f.(o) = ^,(^^).
Soient maintenant, comme plus haut (9),
nous avons pour ces fonctions les expressions suivantes (-J/o étant égal à — .p') :
■i^J* -X^rP
Par leur moyen, on pourra calculer une quelconque des fonctions (t. I, p. 102)
d'après les formules récuncnlcs déjà employées dans ce Chapitre. Toutes ces fonctions nous sont donc dès maintenant connues sous forme de combinants absolus, (diacune d elles est, par nos formules, déterminée en tout point du plan, et leur expression est indépendante des deux coniques particulièresy, 'y, qu'on a choisies dans le faisceau.
Ici se présente tout naturellement la considération du lieu géométrique défini par l'équation '|i„(2if) = o. Nous devons donner de ce lieu géométrique une définition indépendante des fonctions elliptiques et mettre en lumière un fait bien remarquable : ce lieu se décompose en plusieurs lignes distinctes, comme déjà nous le voyons à l'égard du lieu •lo(2«):^o. Effectivement, 'l^ n'étant autre que p', ce lieu est défini par D = o; il se compose des trois côtés du triangle conjugué, commun à toutes les coniques du faisceau.
Représentation elliptique des points d'un plan.
Nous supposons donnés, dans le plan, quatre points fixes ao, a,, ao, as, pivots du faisceau, et nous affectons à chacun d'eux, pour argument, une demi-période, y compris zéro. Soient, pour fixer les idées, o, oj,, Wo, tos les arguments respectifs de ao, aj, ao, as, dans cet ordre. L'invariant absolu ou module des fonctions elliptiques doit être d'ailleurs considéré comme variable, en sorte que, pour chaque point du plan, il y aura un module et un argument, servant de coordonnées.
Soit z un point du plan. Envisageons la conique /' du faisceau qui passe par ce point. Le rapport anharmonique a des quatre points a, sur cette conique, définit l'invariant absolu (4) des fonctions elliptiques. En supprimant la conique, nous avons, pour a, le rapport anliarmoni([ue du faisceau de droites, ayant son sommet au point z, et passant par les quatre points a.
La fonction pu est alors, pour les divers points de la conique y, un paramètre correspondant uniformément aux divers points de cette courbe, et prenant les valeurs ^, (?| , ^o, e^ aux quatre points a. En désignant par y le rapport anharmonique du faisceau de quatre droites dont a^ est le sommet et qui passent par z, a,, a^, aj, on
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a donc
en même loinj^s (jiic
e^ — ei
\ oilà (Jonc les lonclions (•lli|)li(ines et Targument définis, pour cliaque point du plan, par les rapports anliarmoniqucs de deux faisceaux de droites. Il s'agit maintenant de reconnaître la propriété géométrique des points qui répondent à des parties aliquotes de périodes.
Joignons le point ; au j)oint ao et envisageons la conique 'l du faisceau qui a cette droite v-qZ pour tangente. Pour cette couple de coniques y et 'l, l'argument ;/ du point z coïncide avec l'argument dénommé précédemment U.
Voici donc la propriété géométrique de tout point :; dont l'argument u est une ni^"'"^ partie de période : si, par z, on mène une conique f du faisceau ci que, Icingenliellenienl it a„-, on juenne une autre conique 'l du faisceau, il existe des polygones de ni Cotés, inscrits dans f et circonscrits à 'l.
Pour chaque entier m, il y a un lieu du j)oint c; c'est ce lieu qui doit être examiné. Mais il est bon de s'arrêter un instant sur une conséquence du mode actuel, employé pour représenter les fonctions elliptiques.
Multiplication des arguments par 2.
Lu point z du [)lan icprésenlant un module et un argument elliptique, il s'agit de trouver le point )' qui représente le même module et l'argument double.
Pour cet objet, nous avons une construction : considérer les coniques/et -i/, comme on vient de le dire, puis mener du poini :; à la conicjiic ■]> la seconde tangente, prendre le second pouit d lulerseclion de cette tangente avec/": c'est le point )- demandé. C'est cette construction que nous devons réduire en formules.
Pour triangle de référence, nous choisissons le triangle conjugué du faisceau; nous affectons aux (juatrc points a les coor-
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données C| = i , Co = rh i ,:;;) = ± i et choisissons les signes plus pour le point ay. En désignant para' les coordonnées courantes, on a, comme on s'en assurera aisément, les formes suivantes pour les équations des coniques /cl vî;,
f = {z\- zl)x] -~{zl- z])xl-^{z] - zl)xl = O,
<V = (-2 — Zi)^\ -4- (23 —ZY)T\-^{Zi — Zi)xl = O.
Le point de contact x de la seconde tangente, menée du point z à la conique 'i>, a pour coordonnées
zlz\
.Ti = -^2-^3 -^1-^2 ' -"1 -^31
\ Xi =^ ZiZ-i — Z-^ Z^ -^3-^2 •
Enfin, le second point y où cette tangente coupe la conique / a les coordonnées
(55) jj2 l ^3
Nous ne nous arrêterons pas à la démonstration de ces formules, que chacun pourra vérifier sans peine par les procédés de la Géométrie analvtique. On reconnaîtra aussi qu'à chaque point j'' correspondent quatre points z, comme cela doit être, puisqu'en passant dey à ^ on divise l'argument par le nombre 2.
Les formules (55) donnent
J'l-2— -1^2 JK2^3 — ^2^-3 73^1— ^3 Jl „ , ^__^._
(•Si— -2)^3 (-2 — -=3J-^I (-3— -1)^2
par où l'on reconnaît que l'équation
(56) Ao= -1^2-^-2-3-^-3-1= o
caractérise les points - coïncidant avec leurs correspondants j)^; ce sont ceux dont les arguments sont des tiers de périodes.
Pvemarquons enfin que les trois droites, joignant deux à deux les points a,, ao, 7.3, et dont les équations sont
-32 -+--3=0, -3+^1=0, Zi-^ Z-2^ O^
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coiipeiil mil.' ((iniciiic (|iiclc()ii(jii(' du (aiscciui, cliiicunc en deux. de ces points a,. Xj, a^.
Enfin, nous déduisons des formules (55) y, -hj'o = — 1Z^^ z',i ... ; ce (jui fait relrc»uvcr ce rcsullat déjà connu, que le lieu des quarts de périodes se compose des trois côtés du lriani;le de référence.
Multiplication des arguments par un nombre quelconque. Ces éléments suffisent pour construire les deux fonctions
Nous savons que ce sont des fonctions rationnelles de pu et des invariants. Ce sont donc ici des fonctions rationnelles des coordonnées z. Composons des fonctions rationnelles de ces coordonnées, ayant les mêmes racines et les mêmes pôles, avec les mêmes ordres de multiplicité. Ce seront les fonctions oc, y sauf des facteurs constants, qui se détermineront sans peine. D'après ces considérations, nous avons
(58):r = - (-1 ^2 + ^2^3+ ^3^1 1^ ^ fi£2£3
Ces fonctions, en effet, homogènes et du degré zéro, ne dépendent que du seul j)oinl z. Elles ont les racines et les pôles demandés, avec les degrés de multiplicité nécessaires; car, on le remarquera, la fonction dénominateur
{Zi-~ Z-i){Zi-r-Z3){Z3-^ Zi )
admet chaque demi-période pour racine double. Enfin les valeui's numériques des fonctions, pour u = o, coïncident de part et d'autre. Les expressions (Sy) donnent, en effet, pour u = o,
tandis que. pour les quantités (58), on trouve, en supposant ^, =z ^.j= C3, c'est-à-dire au pointa,,, les mêmes valeurs numériques.
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Au moyon des deux fonctions x etj»', nous savons cfTecluer la muhiplication de rargumenl jiar un nombre entier cjuelconcjue.
LJeu des points dont les arguments sont des parties aliquotes
de périodes.
D'une manière générale, appelons ;,„ un point dont l'argument est la /;i"^"'^ partie d'une période. Nous connaissons déjà le lieu des points ;;,, c'est Ao (56), et celui des points^., c'est l'ensemble des trois côtés du triangle de référence.
Le lieu des points Z(, est formé par l'ensemble de trois coniques A,, Ao, A3, dont on obtient les équations en égalant à zéro les trois quantités x (54). C'est une conséquence immédiate des propriétés que nous avons reconnues aux lignes polygonales repliées. Mais voici un autre moyen.
S. anto -i- 2n'co' ,, ,. • r 1
oit I argument d un point z^,. Les deux entiers n
cl // ne doivent pas être pairs tous deux, sans quoi il s'agirait d'un point C:). Considérons le point dont l'argument est /iw + /i'(o'; c'est un des points a/, mais non pas ay, comme on le voit par l'observation faite sur n et //. La différence entre les arguments
de ce point a, et du point Zf, est 7, 01 donc on mené une
conique '!/(, tangente à la droite a/^c? l'argument correspondant U est un tiers de période. Le point ^c ^ donc, par rapport au point a/, la même propriété que chaque point z^ par rapport au point ao.
Par le changement du signe des coordonnées, on échange les quatre points a les uns dans les autres. Ce changement a pour effet de changer la conique Aq en l'une des coniques A,, Ao, A3. La proposition est donc prouvée.
On parvient encore au même résultat par cette observation que l'on a, d'après les formules (55),
J>'lJ»-2-+- J-2J-3-Î-JV-1 = AftAi A2A3.
Si, de même, dans A,, A2, A3, on substitue, à la place des -G, les y, exprimés par les formules (55), on obtient les équations de trois courbes, composant le lieu des points Z\<x. Répétant celte même substitution, on obtient le lieu des poinls z.,,^., ....
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D'une manirrc f;('iiéralf', on voil, pai- 1rs nirincs raisonncnionls, (|nc le lieu des points z-^n+i se compose d'une courbe : en Iranslornianl cette courbe par la substitution (');>), on obtient trois nouvelles courbes, lieu des points Zui+j: cl l'on peut obtenir les mêmes courbes, en changeant, dans Tt^pialion de la précédente, les signes des coordonnées. En répétant ensuite la même substitution (55), on obtient constamment trois courbes, composant le lieu des points z»„^^, '•ici+a-,
Pour les i^oints ;■,, le lieu se compose de trois lignes droites; en répétant la substitution (55), on obtient toujours aussi trois courbes distinctes, pour le lieu des points dont l'indice est une puissance de ■?..
Revenons maintenant aux combinants rationnels par lesquels
s'expriment 'i>;,(2«), •b^{2i(), La fonction •]/,„ (2 m) a pour racines
toutes les n'""^^ parties de péiiodes, n étant un diviseur de Q.m. Si m est impair, le lieu, obtenu en égalant à zéro le combinant correspondant, comprend les lieux des points Zn et z-^ni en tout quatre courbes, pour chaque diviseur de n. Il se compose, au total, de courbes distinctes dont le nombre est égal à quatre fois celui des diviseurs de m. Soit maintenant m = '2^ m', m' étant impair. Outre les courbes analogues, en nombre 4^'''^ l'elalives aux diviseurs de m', nous aurons encore d'autres courbes, en nombre 3c/, lieux des points dont les indices sont /\/i'^ S/<', ..., ■>/'+'//, pour chaque diviseur n', y compris l'unité. En résumé, si l'on a ni = i"ni\ m' étant impair, l'équation '^,„(2«)=:o représente des courbes dont le nombre est 3rt -j- (3rt -t- 4)^"'? '^' étant un diviseur quelconque de m' , l'unité non comprise. Si l'on a m =^ 2", le nombre des courbes distinctes est seulement 3«.
Par exemple, le combinant .f, est le produit de quatre facteurs quadratiques AqA, A^ A.^. Le combinant S.^ est le produit de trois facteurs du quatrième degré: c'est yiVoj's. Les trois autres courbes nécessaires pour former le nombre six, exigé par l'énoncé précédent, sont les trois droites ^,rjC.j^o, conformément à l'égalité (53).
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Nouvelle intégration de l'équation d'Euler.
En définissant la dlfTérenliclle de l'argument elliptique au moyen de l'égalité
du =
on peut refaire, sous une forme appropriée, les théories qui ont été exposées dans le Chapitre précédent.
D'après les égalités (29), tout polynôme du second degré en X peut être remplacé par une fonction linéaire et homogène des coordonnées Z|, s^^^s d'un point de la conique/. Un polynôme doublement quadratique et symétrique de deux paramètres x^y peut donc être remplacé par une fonction doublement linéaire et symétrique des coordonnées ::|, z-^, z-s et z\, z'.^, z[ de deux points pris sur cette conique/. Une telle fonction est la polaire F^' d'une forme quadratique. Ainsi l'intégrale de l'équation d'Euler peut être présentée sous la forme F^';= o, ce qui, en termes géométriques, peut s'énoncer ainsi :
Une ligne polygonale étant inscrite dans une conique et circonscrite à une autre conique, il existe une troisième conique par rapport à laquelle deux sommets consécutifs quelconques sont conjugués (*).
C'est sous cette forme qu'il s'agit de mettre effectivement l'intégrale. L'équation d'Euler exprime que la droite zz' est tangente à une conique fixe, faisant partie du faisceau (/,'}')• Soit à — \f le premier membre de l'équation de cette conique. La condition de contact s'exprime par l'égalité
qui se réduit à
(59) {•!^^-^-fiy-'H-)'H-)=o,
(') C'est sous cette forme même que les polygones de l'oncelet ont été considérés par M. .Moutard dans le Mémoire inséré au Tome I des Applications d'Analyse et de Géométrie de Poncelet (p. 535). L'étude de ce Mémoire ne saurait être trop recommandée. Comme on le dira dans l'historique, à la fin du Tome III, on trouve dans ce Mémoire les formules de la multiplication de l'argument données, pour la première fois, sous leur véritable forme.
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pijisquey*(-) cl/(z') sonl nuls. On lire de là dabord l'inlégralc (60) 1=1^ ^ y., '^ ^ = ronst.,
cnlièrcmenl équivalcnlc à Tinlégrale (S/i) du Chapitre IX.
Dans l'intégrale sous forme entière (09), il y a lieu de faire une transformation toute semblable à celle qu'au Chapitre IX on a faite pour passer de l'intégrale (33) à l'intégrale (Sp). Or, suivant la notation (Sy) du Chapitre actuel, cette intégrale, étant développée, s'écrit ainsi :
Mais on a, suivant l'égalité (4o)>
ce qui, en vertu des suppositions /*(;)= o, /"(;•')= o, se réduit à
Le facteur yi supprimé, on a donc
C 2 ç- — hif — ■>. Iiq à 6 -1- Ao >'-f)l' = o.
C'est 1 intégrale cherchée, sous la forme définitive (').
Si l'on prend le cas particulier où z et z' coïncident, une racine A devient infinie; quant à l'autre, elle se réduit à y^ ; elle coïncide avec la variable s (18), envisagée précédemment.
Nouvelle expression de j)«.
Soit l'argument U défini par l'égalité
(cx.dz-i.z^)
(Cl/l-f-C2/2-HC3/3)v/^
(•) Cette forme est inédite; l'auteur en doit la connaissance à une bienveillante communication de M. Glsdelfincer, professeur à Darmstadt, qui a, le premier, considcré la différentielle elliptique sous la forme (Sa) et trouvé la formule de duplication ( \?>,\ \ ) ; voir Journal fCir die reine und ang. Mat/t., t. LWXIII.
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OÙ l'on (Miloiul que rinlégralc est prise, le long- Je la coniquey", depuis le point z' jusqu'au poinl ;, le premier élant envisagé comme fixe.
La (juanlilé A, qui dovicnl infinie quand r' coïncide avec z et non autrement, est nécessairement un hinùme du premier degré en pV . Nous allons trouver ce binôme.
Si l'on envisage les intégrales (/, u' analogues à (6i), mais prises depuis l'un des points où ']> est nul, l'une jusqu'à s, l'autre jusqu'à z' , U est égal k ii — u' ; l'une des racines \ de l'équation (09) est «jj(« — «') -h ^. L'autre racine esl ap{u -\- ii')-\- b\ c'est ce qu'on voit immédiatement, comme au Chapitre IX pour l'équation analogue, par le cliangement du signe de \/'l[z'). Si maintenant on fait coïncider z' avec z^ cette dernière racine devient ap 2U -\- b. Or nous venons d'observer que, dans ce cas, \ coïncide avec 5, et nous avons déjà trouvé l'expression (47) de s par p'i.ii- Nous pouvons donc conclure maintenant que, L' argumenl U étant défi iii par r égalité (61), on a
expression entièrement analogue à celle qu'on a trouvée au Chapitre IX (p. 359).
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ClIAPITHK \[.
LRS COURBES DU PKEMIEU GKMU: ; L.V CUBIQUE PLANE (').
Généralités sur le mode de représentation des courbes du premier genre. — Second mode de représentation. — Propriétés élémentaires des courbes du troisième degré. — Distinction des divers cas, au point de vue de la réalité. — Rapport anliarmonique des tangentes. — Nouvelle forme de l'intégrale elliptique de première espèce. — Expression elliptique de la première polaire. — Dérivation par rapport à l'argument. — Expression elliptique de la seconde polaire. — Les fonctions elliptiques exprimées par des polaires. — Autre démonstration.
— Sur l'expression des covariants par des polaires. — Les fonctions elliptiques exprimées par des covariants. — Multiplication par 3. — La cubique rapportée à un triangle d'inllcxions. — Expression des fonctions elliptiques et des invariants. — Multiplication de l'argument. — Sur les combinants. — Biquadratiquc gauclie. — Nouvelle forme de l'intégrale elliptique de j)rcmière espèce.
— Deux modes de coordonnées elliptiques dans l'espace.
Généralités sur le mode de représentation des courbes du premier genre.
Soit une courbe plane du troisième degré, que l'on représente par une équation entre des coordonnées rectilignes x, y, dont l'origine est prise sur la coui'bc. Si, dans cette équation, on pose y = )>.r, on oljticnt, par disparition d'un facteur x,
Chacun des coefficients est un polynôme entier dont le degré
(') .\ consulter : les Leçons de Clebscli, pour la lliéorie des cubiques planes; pour celle de la biquadratique gauche, un Mémoire de M. ILvrnack : Ueber die Darstellung der Raumcurve !\" Ordnung eister Species iind Unes Secantensystems durcli doppell periodische Functionen {Math. Annalen, \II, p. 48).— Comme application des théories de ce Chapitre, nous recommandons particulièrement l'étude d'un beau Mémoire dû à M. Dardouk : De l'emploi des fonctions elliptiques dans la théorie du quadrilatère plan {Bulletin des Sciences niathcniatiques, 2* série, t. III, p. log).
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est marque par son indice. L'expression qu'on eu lire pour x conlienl la seule irrationnalité y/F().) :
Fa)=/3(>o-/i(>o./3(^o-
Le polynôme F, soumis au radical, est du quatrième degré. Or on sait que \ et y/F peuvent être, à la fois, exprimés sous forme de fonctions elliptiques d'un même argument. Il en est donc ainsi de x et aussi de y = Xx. Par conséquent, les coordonnées d'un point variable sur une courbe plane du troisième degré peuvent être exprimées par des fonctions elliptiques d\in même argument.
Les racines de F correspondent aux tangentes menées de l'origine à la courbe. Si la courbe a un point double, deux racines deviennent égales entre elles et le polynôme soumis au radical se réduit au second degré : les fonctions elliptiques dégénèrent.
On voit donc que ce mode de représentation des coordonnées par des fonctions elliptiques concerne les cubiques sans point double ou de sixième classe.
Examinons la proposition réciproque et, généralement, considérons deux fonctions elliptiques (entendues comme au début du Chapitre IX) ayant, toutes deux, les mêmes pôles, en nombre n. Soient x^y ces deux Ibnctions. Elles sont liées par une équation algébrique, qui est du degré n par rapport à chacune d'elles séparément ; mais, comme elles ont les mêmes pôles, l'équation est aussi du degré n par rapport à ^ et j' considérés ensemble. Elle représente donc une courbe de ce degré n. On peut encore dire que A.X -\- ^y -h G est une fonction à n pôles, qu'elle a donc n racines et que, par suite, toute ligne droite coupe la courbe en n points; ce qui conduit à la même conclusion.
Pour préciser les courbes dont il s'agit, nous allons considérer aussi leur équation en coordonnées tangentiellcs. A cet effet, prenons d'abord des coordonnées homogènes ^j, x^^ X3, au lieu des coordonnées cartésiennes x^ y. Ces trois coordonnées seront proportionnelles ou, si l'on veut, égales à trois fonctions elliptiques du même argument, ayant les mêmes pôles, en nombre n. Mais maintenant ces pôles sont arbitraires ; on peut les supposer réunis en un seul, multiple d'ordre /i. En altérant l'argument
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(riinc constante, on peut supposer que ce pôle réponde à // = o ; d'après (pioi, l'on a siniplenient trois éijuutions de celte forme
(i) pxi = ai -T- bipu -+- c,]ï u -7- ... -1- //p'«-2'k (t = I, 9,, 3).
Les coordonnées langenlielies sont proportionnelles aux trois déterminants binaires formés avec les coordonnées poncluelles et leurs dérivées premières, par exemple
Dans ce déterminant, le terme p("—-^)p("-') disparaît. Réduisant tous les autres termes à la forme linéaire en pi/, p'u, etc. ... (t. I, p. 2o3), on obtient
(4 ) ?' U- = A/, -4- B/,,p u ~ C/,p'u ^ . . . + L/tP<2«-2' « ( A- = 1 , 2, 3 ),
expression toute semblable à celle des coordonnées ponctuelles, sauf changement de n en 2«.
Ainsi, en général, la courbe représentée par l'équation (s>), en même temps qu'elle est de degré /«, est de la classe in.
D'après la théorie générale des points multiples, on doit conclure que cette courbe a des points doubles en nombre ^,n{n — 3).
Un tel point double, en général, provient de deux valeurs différentes qui, attribuées à l'argument //, donnent, pour les coordonnées JT, deux systèmes de valeurs proportionnelles. Il faut se garder de le confondre avec le point singulier qui se présenterait dans le cas où deux des fonctions oxi auraient, à la fois, une même racine u, multiple pour toutes deux. Les circonstances qui se présentent en un tel cas se comprendront mieux sur le second mode de représentation que nous allons exposer pour les coordonnées.
Second mode de représentation.
La fonction (2) peut être exprimée par une fraction dont le dénominateur est (du)" et dont le numérateur, sauf un facteur constant, est le produit de n fonctions c" (?/ — a), où la somme des racines a est nulle. Le dénominateur étant unique pour les trois fonctions analogues, dont le rapport seul intervient, on peut
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omellrc ce dénominalcur. Dès lors, on pcul clianger, de nouveau, rargumenl u cl omellrc la condillon relalive à la somme des racines a. On aura donc
(5) pr/ =:;■(« — a/) o-C» — ?/)... j-C» — //) (t = i,'^.,3),
avec celle condition que la somme a/ + [3/ + . . . + )>, ait une seule et même valeur pour les trois coordonnées.
Dans ce nouveau mode de représentation, on voit clairement qu'on ne doit point supposer l'existence d'une racine commune au\ trois fonctions. Si une telle racine a existait, en elTel, il y correspondrait, dans les trois fonctions, le facteur commun d[ii — a), qui serait à supprimer du second membre, comme pouvant être compris dans le facteur p du premier membre.
Supposons maintenant que deux des trois fonctions aient une racine commune a et que celle racine soit multiple de Tordre ijl pour lune des fonctions, d'un ordre égal ou supérieur pour l'autre. Il est visible qu'en ce cas celte racine appartient aussi aux trois déterminants (3), qu'elle est multiple de l'ordre ^ — i dans l'un d'eux et d'ordre égal ou supérieur dans les deux autres. S'il en est ainsi, les fonctions p'^A, réduites, elles aussi, à la nouvelle forme (5), contiennent le facteur commun \^d[u — a)]H-~', qui doit être supprimé. Ces fonctions, ou lieu de in facteurs, en contiennent seulement in — (y. — i).
Plus généralement, si deux combinaisons linéaires des quantités zxi contiennent ainsi une racine commune et multiple a, la même conclusion s'applique encore; caries coordonnées langenlielles ç se transforment par une substitution linéaire en même temps que les coordonnées ponctuelles x.
Une branche singulière de la courbe correspond donc à tout argument qui est racine multiple, à la fois, dans deux combinaisons linéaires des trois coordonnées ponctuelles. Soit [j. l'ordre de multiplicité de celle racine dans la combinaison où il est le moindre ; ce nombre u. est dit l'ordre de multiplicité de la branche singulière.
Cela posé, la classe de la courbe est 2« — S(ij. — i), la sommation s^ appliquant à toutes les branches singulières. C'est, en effet, ce qui résulte de notre analyse, puisque les expressions des
CHAPITRE XI. — I.ES COURBES Di: PREMIER GENRE. i
<|uanlil('.s ^/f conliciHiciil, j>oiir cIkkjuc hraiiclic singulière, un facteur [3'(// — 3c)]i* ', qui doit être supprimé.
Dans la tln'orie des courbes algébriques, le nombre [j., ordre (i'unr branche singttlièrc,'X une définilion générale qui s'applique aux brandies singulières, indépendamment du mode de représentation précédent, et concerne aussi les courbes qui ne sont pas susceptibles d'être représentées de la sorte.
Nous venons de trouver que la classe de la courbe (,>.) étant n' , on a
(6) «' — 2/i -r- SfiJL — l) = O.
Ce nombre // — in -^ ï( u. — i), pour toute courbe algébrique plane, est toujours pair, au moins égal à — 2; en le dénotant par i{p — i), on a la définition du nombre entier positif^, qui s'appelle le genre. Les courbes du genre zéro ou iinicursales ont cette propriété que les coordonnées x< sont exprimables en fonction entière d'un paramètre. Nous voyons que les courbes (2) sont du premier genre (/? = i). La théorie générale des courbes algébriques permet de démontrer que, réciproquement, toute courbe du premier genre est susceptible de ce mode de représentation. Nous ne pouvons entrer ici dans le détail de la démonstration. Il suffira de rappeler son analogie avec ce que nous avons dit précédemment sur les courbes du troisième degré. Une courbe du premier genre étant donnée, il existe un faisceau 'j -|-)v'|i = o, composé de courbes qui coupent la proposée en des points dont deux seulement sont variables, en sorte que l'on j)cut trouver ces points par une équation du second degré, analogue à l'équation (i), mais où les coefficients sont différemment composés par rapport à lindétcrminée A. Le polvnoine, soumis au radical, est cependant encore du quatrième degré. On démontre, en effet, que, dans le faisceau, il } a seulement quatre courbes tangentes à la proposée en des points différents des points fixes, pivots du faisceau. Quant aux courbes qui sont tangentes à la proposée en ces pr)iiiis (i\cs, elles correspondent à des paramèlrcs A qui sont racines multiples de FC^) et d'ordre pair de midliplicité. Le polsnônie L(^') est donc le produit d Un carré par un p(jlynôme du quatrième degré, qui seul reste soumis au radical. Les conclusions subsistent donc absolument les mêmes que pour les courbes du troisième degré. IL 27
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En résumé, l'égalité (6) caractérise entièrement les courbes susceptibles d'être représentées par les équations (2).
Propriétés élémentaires des courbes du troisième degré.
Les coordonnées d'un point variable sur une courbe du troisième degré sont exprimables par des fonctions elliptiques d'un même argument : ces fonctions ont trois pôles, qui leur sont communs. Telle est la proposition simple et fondamentale d'où l'on peut déduire de nombreuses conséquences.
Soit iv la somme des trois valeurs de l'argument répondant aux trois pôles, ou somme des infinis; c'est aussi la somme des racines pour chaque coordonnée et pour chaque combinaison linéaire de ces trois coordonnées. Donc trois points en ligne droite sont caractérisés par cette condition que la somme de leurs arguments est constante (égale à (v), quelle que soit la droite qui les joint.
Plus généralement, une fonction entière et de degré m des coordonnées devient, sur la courbe, une fonction elliptique où la somme des infinis est mw; c'est aussi la somme des racines. Donc les 3 m points d' intersection de la cubique avec une courbe du degré m ont, pour leurs arguments, la somme constante mw.
Par exemple, six points sont sur une même conique si la somme de leurs arguments est "nv.
En considérant des points comptant double, on obtient des propositions concernant des contacts avec la cubique : pour qu'une conique, par exemple, soit tangente à la cubique en trois points avant les arguments Uq, «(, u^^ il faut que 2(^/0 + ii\ + '^2) soit égal à 2w, sauf une période. Si cette somme était égale à iw, les trois points seraient en ligne droite; donc, pour que trois points soient les points de contact de la cubique avec une conique^ la condition est u^i -\- its -+- Uo — (f' = une demi-période.
La tangente en un point ;/, coupe, de nouveau, la courbe en un point dont l'argument est Uo = — 2?/)-t-iv. Inversement, d'un point ;/o> on peut mener des tangentes à la courbe : pour le point de contact, l'argument «, doit satisfaire à la condition
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(I OU les (|iiali'f Sdiuuoiis // 1 =^ -h /cru ou une dcnii-
période.
renons un des arguments //, = — -+- —, 2<,) elanl une |)ériode quelconque. On a, en ce cas,
Le nouveau point, où la tangente coupe la courbe, est le point de contact lui-même ; c'est le caractère des points d'inflexion.
Il y a neuf arguments distincts, de la forme |o>; il j^ a donc neuf p 0 in Is cl ' inflejc io n .
On peut caractériser ces neuf points par leurs arguments, comme il suit :
« 1 = \w -^ \{imtM -^ lin! im' ) ni, m' = o, 1 , 2.
Les points trinllexion sont, trois par trois, en ligne droite, et il y a quatre triangles dont chaque coté contient trois d'entre eux : ce sont les triangles d'injlexions ; leurs cotés sont les dioites d' inflexion. N'oici une règle mnémonique assez curieuse pour retenir la composition de ces triangles. On considère l'ensemble (/?î, ni') comme composant le double indice d'un terme dans un déterminant
OO OI Oi
Un premier triangle d'inflexion a pour côtés les trois droites figurées par les lignes horizontales; un second, par les colonnes verticales; uii troisième, par les trois termes qui auraient le signe filits dans le déterminant; un (piatrième, par les trois termes qui auraient le signe moins.
D'un point d'inflexion on peut mener seulement trois tangentes ; cflectivemenl l'argument ^(«\' — //i ) -h w, qui est celui du point de contact d'une des quatre tangentes menées du point //j, coïncide avec Ui = ïï*^'"!" I'~^- ^""^ général, les points de contact des quatre tangentes menées d'un point //„ ont des arguments dont la somme est 2(vv' — //o)? sauf une [)ériode. Dans le cas présent, cette somme
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est 2(iT' — U\)', Tun des qualre argunienls étant //,, la somme des trois autres est aw — 3//,^h<t". Ces trois points sont donc en ligne droite : /es points de contact des trois tangentes menées d'un point d'injlexion sont en ligne droite ; cette ligne droite, pour une raison qu'on verra plus loin, s'appelle axe Jiarmonique du point d'inllexion considéré. 11 v a neuf axes harmoniques, un pour chaque point d inflexion.
Un quelconque des points, où la cubique est rencontrée par Taxe harmonique, a pour argument |((v — Wi) 4- zéro ou une demipériode. Le sextuple de cet argument est une période. On voit donc qu'un tel point peut être envisagé comme la réunion de six points d'intersection de la cubique avec une conique : il y a, en un tel point, contact exceptionnel, du cinquième ordre, entre la courbe et une conique : les axes harmoniques rencontrent la courbe en ses points sextactiques , tel est le nom donné par M. Cavlev, dans la théorie générale des courbes, aux points où il V a contact exceptionnel avec une conique.
Distinction des divers cas au point de vue de la réalité.
Dans Tanalvse employée au premier paragraphe, pour une courbe réelle, le polynôme F a ses coefficients réels. Les fonctions elliptiques ont donc leurs invariants réels et deux cas principaux sont à distinguer, suivant le signe du discriminant.
Les coordonnées homogènes s'expriment linéairement en fonction de pu et jd'// (2). Si l'on prend pour coordonnées des combinaisons linéaires convenablement choisies, ces coordonnées seront proportionnelles à i , p//, p';^. En termes géométriques, ceci revient à dire que toute courbe du troisième degré, sans point double, est la perspective réelle de celle qui est représentée par Véquation
où gi, g3 sont des constantes réelles quelconques.
Cette courbe (8) présente deux cas bien distincts.
1° A = ^^ — 27^3 ^ o. — Le second membre (8) a trois racines réelles <?,, Co, Cy,
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La courbe comprend un ovale svniétri(jue [)ar rapj)orlà l'axe des 3C, ayant pour points cxlrènics, sur cet axe, ceux dont les abscisses sont e-i et ^3; et, en outre, une seconde partie, éj^alenient symétrique par rapport à l'axe des j:; les abscisses s'y étendent depuis^, jusqu'à l'infini positif. Celte partie de la courbe est parabolique, mais la tangente, aux points de plus en plus éloignés, tend à devenir parallèle à l'axe des j'.
Les points de la courbe étant représentés par les égalités
on voit que, sur lovale, u — co' est réel (aux périodes près), tandis que, sur la branche infinie, l'argument u est lui-même réel.
Dansées égalités (9), l'argument constant w est pris égal à zéro. Les points de contact des tangentes, menées d'un point dont l'argument est ;/, ont pour arguments — ^u, à une demi-période près. De ces derniers arguments, deux sont réels et deux réels à w' près, si u est réel; tous, au contraire, sont imaginaires et aucun d'eux n'a pour partie imaginaire tu', si u — w' est réel. Donc d'un point de Vovale on ne peut mener aucune tangente réelle; d'un point de la branche infinie on peut mener quatre tangentes réelles, dont deux touchent l'ovale et deux autres touchent la branche injinie.
L'argument zéro donne un point d'inflexion réel, à l'infini, dans la direction de l'axe des )-. Il j a, en outre, sur la branche infinie, deux points d'inflexion réels (symétriques par rapport à
l'l\T 2a>4Wri-.l
l axe des >'). Leurs arguments sont — et ^' lous les autres sont
imaginaires. Il y a un triangle d'inflexion réel ; chacun de ses côtés contient un des points d'inflexion réels: ce sont, avec la droite de l'infini, deux droites se coupant sur l'axe des x. En les trois points dont les abscisses sont <?<, Co, ^3, les tangentes sont parallèles à l'axe des )'. L'axe des ^ est donc l'axe harmonicpie du point d'inflexion à l'infini. Toute parallèle à ces tangentes rencontre la courbe en deux points symétriques; c'est la raison du nom d'axe harmonique : appliquant, en elTet, cette propriété aux autres points d'inflexion, ce qui se peut, puisque, évidemment, on peut échanger entre eux ces trois points par une perspective réelle, on conclura ainsi : L'axe harmonique de chacun des trois points
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d'inJJexion réels coupe la courbe en trois points réels ; toute droite passant par un point cV inflexion rencontre la courbe en deux points, par rapport auxquels le conjugué harmonique du point cV inflexion a, pour lieu, Vaxe harmonique.
2** A = g\ — '-îyoit <^ o- — ^^ second membre (8) a une seule racine réelle e-i. La courbe comprend seulemenl une brandie infinie, symétrique par rapport à l'axe des x et coupant cet axe au point d'abscisse e-^. Les arguments des points de cette branche sont réels , à des périodes près. Des quatre tangentes /nenées d'un point réel, deux sont toujours réelles et deux seulement.
Comme dans le cas précédent, il y a trois points cV inflexion réels (dont 1 Un à l'infini) ; l'axe des x est l'axe harmonique correspondant à ce dernier. On reconnaît l'existence de la même propriété que dans le cas précédent, pour justifier le nom d'a^e harmonique. Mais l'axe harmonique cV un point d' in flexion réel coupe la courbe en un seul point réel.
On peut faire, en ce cas A <^ o, une distinction nouvelle, fondée sur la considération des signes de g^ et g^ (t. I, p. 112). Si g^ est négatif ou bien si ^2 ^^ g^ sont, tous deux, positifs,^' n'a ni maximum ni minimum. Si, au contraire, on a g.^ ^o, ^3 << o, j' a un maximum et un minimum. Cette circonstance se traduit par l'existence de deux tangentes réelles parallèles à l'axe des x. Etendant cette propriété aux autres points d'inflexion, on conclut que, dans le cas Si > Oj g-i < o, on peut mener deux tangentes réelles par le point de rencontre dUine tangente d' inflexion réelle et de l'axe hartnonique correspondant ; dans les autres cas (A étant toujours négatif), ces tangentes sont imaginaires. Elles sont, au contraire, réelles dans le cas A>>o.
Rapport anharmonique des tangentes.
Quelle est l'expression géométrique de l'invariant absolu des fonctions elliptiques ? A cette question on peut aisément répondre par la considération des racines du polynôme F()>); mais nous suivrons un autre procédé.
Pour faciliter les notations, nous emploierons, dans ce qui suit, une même lettre à désigner un point, ses coordonnées homogènes
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ponctuelles el son argumciil. Ainsi le jioinl j: a, pour coordonnées, .r,, jr-i, x^t, et, pour argument, .v. Sans faire aucun choix particulier de coordonnées, nous avons
(lo)
p;r,= cti-i- b,px-\-c,p'
La seule liy[)Otlièse qui parlicularise ces équations a trait au choix de Targument a. Lu somme des racines est supjiosée être une période, ce qui revient à placer l'origine de l'argument u en un point d'inflexion. C'est uniquement pour simplifier l'écriture que nous faisons celle supposition; on la fera disparaître à volonté en niellant u — a, au lieu de a. On aura alors w= 3a.
Pour abréger, désignons par une lettre G le double du déterminant des coefficients des trois égalités (lo), divisé par p^,
C = —AaiO-yc-i).
Pour trois points x,j-, z, la notation (^J^^) désignera, suivant un usage assez répandu, le déterminant
Nous aurons
{xyz) =
(xj'z) = C
I px p X
I py p'y I ,p^ j.'^
Ce dernier déterminant nous est connu (l. I, p. 219); nous en concluons
-Hx— y):f(y — z):i{z — x)'i{x-^ V -+- z)
En considérant deux autres points y' ^ z', nous obtenons, de la sorte, l'expression du rapport anharmonicpie du faisceau de droites dont X est le sommet :
(xyz)(xy'z' , ^ :^{y — z) :r{y'— z') :f(x -i- y -^- z) cr( x -hy' -^ z') {xy'z){xyz') :r{y' - z) :r{y — z') :^{x -h y' -^ z) :r{x -h y -h z' )
_ [p(î^+^)-p(-2^+.r)][p(ï^-^-^')— pCà^-^y)]
[p{\x-i-z)—p{{x-hy')\[p{-^x-i-z') — p{{x-~y)] '
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Prenons, pour )•, -, j', :-\ les quatre points de conlacldes tangentes menées de x ; alors les quatre arguments ^x + )', • . • sont égaux, l'un à zéro, les autres aux dcnii-pérlodes ; on a donc
c'est-à-dire cjue le rapport aiiliarmoniqae des quatre tangentes menées d'an point quelconque de la courbe est constant; il constitue l'invariant absolu des fonctions elliptiques correspondant à la courbe.
Quand ^3 est nul, une des racines, par exemple Cy, est nulle; les deux autres sont égales cl de signes opposés. Les quatre tangentes forment alors un faisceau harmonique. Ou dit alors que la cubique est harmonique ; celte locution s'étend parfois aux fonctions elliptiques correspondantes.
Quand g^ est nul, le faisceau est celui (ju'on appelle équianharmonique, caractérisé par ce fait que les six déterminations du rapport anharmonique s'y réduisent à deux seulement, savoir les deux racines cubiques imaginaires de — 1 . La cubique est alors dite équianliarmonique ; on le dit aussi des fondions elliptiques correspondan tes .
Nouvelle forme de l'intégrale elliptique de première espèce.
Soit y = o l'équation de la cubique en coordonnées ponctuelles a",, .To, Xz- ^^^ f\i fi-, fi on désigne les trois dérivées partielles, au facteur \ près,
■^^ 3 dx^ ' '- 3 ôx.^ -^^ 3 âx^
Le point x étant supposé sur la courbe, on a
^1/1+ ^2/2 -H or-if 3=0, dxifi-^ dx^ fi -t- Jx3 /a = o
et, par conséquent,
5"î dx^ — Xi dx=i _ x^ dxx — a:"! dx-^ _ .r, dx^ — x^ dx\ fx du ~ fi du fi du
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Il y a place ici pour un raisonnement loul semblable à celui ({u'on a employé au Chapitre X (|). -i')!). I-iCS trois quantités
p4 clu 'du)
sont des fonctions entières de pu et }) u , ayant le pôle i/ = o sextuple. Les polynômes fi, du second degré en x, étant divisés pai' 0-, deviennent des fonctions analogues, quand on y substitue aux X leurs expressions (lo). Ces dernières fonctions sont d'ailleurs sans racine commune. Les fonctions numérateurs leur sont donc pro|)orlionnclles. Soit k le facteur constant de proportionnalité. On en conclut
(i3) A du — — > — .. T"-
Voici donc une nouvelle forme de la difTérentiellc elliptique de première espèce. La différentielle, au second membre, est prise le long de la cubique /= o ; elle dépend seulement des rapports des coordonnées variables; elle est indépendante des arbitraires c,, C-ii ^3, constantes ou variables, qui figurent là pour la symétrie. Dans cette forme, il faut noter qu'il n'apparaît explicitement aucune irrationnalité. L'équation d'Euler se partage alors en deux équations vraiment distinctes. Soit r l'argument qui répond à un second point r, comme a répond à x. On a d'abord l'équation du -h dv = o ^ dont on obtient l'intégrale en écrivant que les points X el y sont en ligne droite avec un point fixe pris sur la cubique. En second lieu, l'équation du — <rA' = o, toute difïérente, sera intégrée si l'on écrit, par exemple, que les droites, joignante: et^ à deux points fixes, concourent sur la courbe.
Expression elliptique de la première polaire.
l*our faciliter l'écriture, nous emploierons une notation abrégée qui représentera les polaires. On écrira [ex-] pour la [)olaire qui ligure dans la différentielle (i3)
(l4) [CX^] = C,f^(x) -f- C.MX) -r- C,J:,{X).
Cette notation rappelle les degrés de la polaire, soit par rapport
aux lelti'es c, soil par rapport aux. lettres x. Nous aurons aussi à employer la nolalion analot;ue avec trois lettres
qui représente une polaire de la précédcnlc fonction.
On doit observer que [cjt)] est symétrique par rapport aux coordonnées des trois points c, x^y. Ces polaires se réduisent au polynôme f quand les points coïncident entre eux. Elles se réduisent à zéro si les points réunis sont sur la cubique.
Nous allons d'abord cbcrcher l'expression elliptique des polaires [ex-], en supposant, comme il sera dorénavant entendu, que tous les points considérés sont sur la cubique.
Prenons le déterminant [xyz), considéré précédemment (12), et supposons le point z^ sur la courbe, infiniment voisin du point x. L'arbitraire p étant censée fixée, on devra remplacer zi par .r/+ dxi. Le déterminant devient donc — [yx dx). Au signe près et sauf changement de la notation, y au lieu de c, c'est le numérateur (i3). Suivant une convention déjà faite et que nous renouvelons, employons la lettre .r, au lieu de u, pour l'argument du point X \ employons aussi la notation [j'-X"-] pour la polaire et concluons que le déterminant [xyz), quand on suppose :; infiniment voisin de x sur la courbe, devient — /i[yx-]dx. Le second membre (12) devient
p j'(.r — y) if( y — x) dx ^(/xx -i-_>') {z!-^x ^7)3 '~'
Nous avons donc cette expression de la polaire
(15) /.•[j^^] = cH:^^^^zi£iif±zi.
11 ne faut pas oublier que l'origine des arguments est en un point d'inflexion, circonstance qu'on écarte, avons-nous dit, en ajoutant une constante arbitraire à chaque argument; mais il n'y a aucun inconvénient à sous-entendre cette modification.
Il serait facile de trouver autrement cette expression de la polaire, en observant que, si l'on y considère les ;' comme coordonnées courantes, la polaire, égalée à zéro, fournit l'équation de la
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langenle au poinl ./;. On comprciuira ainsi la signification du facteur ri[-j>.x -r.)).
Prenons deux pareilles polaires cl, nous servant encore de l'égalité (i^^), concluons la suivante :
(16) ' {oryzY [:i{z — x):i{x-^y-\-z)Y
Dérivation par rapport à l'argument.
Soient '^ et •!/ deux fonctions, homogènes et du même degré, des coordonnées xi- Leur rapport, considéré le long de la cubique, est une fonction du seul argument x (et non de p); on veut en obtenir la dérivée par rapport à cet argument. On j parvient par une analyse toute semblable à celle qui a été employée au Chapitre X (p. 397). Soient, n étant le degré commun de o et'!»,
I ÔO , I l)'b
Oi= — — !-, 6,= p- , •••;
n axi II Oxi
on a
- (•} do — 'f d'I) = (-1/2 'f 3 — '^3 'f 2 ) ( -r-i dxi — x^ dx^)-^
En prenant, dans Tégalité (i>3), c, = -i^a'fs — '7':i'f2i • • • et mettant ^, pour l'argument, au lieu de u, on conclut
- (.^ do - o d'^^) = /.( /i 62 '^3 ) f/^ ;
(>7) -7- t = "/'■ - — hr—^
dx ^ 7-
formule qui donne la dérivée /?«/• rapport à V argument x.
Nous allons avoir besoin d'une telle dérivée pour le cas où •} sera égal à [xyz)". En ce cas, on a
Le numérateur (17) devient alors, sauf le facteur {xyz)''"^, { yt^i— yi^i){'^ifi— 93/2) -H. . .,
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OU bien
On a, tic colle manière,
Il ne faul pas j)crdre de vue que, dans cp,, y,, ..,, ce sont les coordonnées x qui figurent. Les facteiu's (;,/,+...) et ()'iy, -h...) sont les polaires [^J^-] et [j^.^*]; les deux autres sont des polaires analogues, relalives à la fonction C2.
Expression elliptique de la seconde polaire.
Appliquons au premier membre (16) la formule de dérivalion (18) et dérivons aussi le second membre par lapport à x\ nous obtenons
,,\yz''-y\xYmzx^ — \yx'']\xyz\)
(19) i,'{x-Z)-p'{x-r-y + z) = lk-^^-' ^' - ^^^^!.3^-^ Jl ■/ J .
Pour i^arveuir à Texpression de la seconde polaire [j")':^], prenons l'équalion semblable où les lettres x^ jk, ^ sont permutées circulairement et retranchons membre à membre. Il vient ainsi
J V ' i \j > {oryzf
Pareille opération étant faite sur l'égalité (16), on a aussi
Divisant membre à membre ces deux égalités, nous obtenons
k\xyz] ^ j p'(x — z) — p'{y-x) (xyz) 1 p{x — z) — p{y — x)
ou bien, d'après la formule d'addition (t. I, p. i38), [^xyz )
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(Test là un rrsiiltal sur Ic<jucl nous allons revenir un peu [)lus
loin.
Les fonctions elliptiques exprimées par des polaires.
Suivant le ihéorème d'addition (t. I, p. 3o), la somme des fonctions p pour les trois arguments x — z, y — x, z — )- est égale au earré de la quantité (20). L'égalité (i()) et ses semblables donnent donc
) _\-r7zY-\Tr-][Tz-^]-[zx^-\[zy^]-^i[yz^-][yx'^]
La dilTérentiation dans la formule ('^2), par rapport à l'un quelconque des arguments, donne lieu à des réductions remarquables et l'on obtient
L'égalité (19) donne ensuite celle-ci
Dans les formules (a.j, 25\ il faut remar(|uer que les seconds membres contiennent les coordonnées du |)oint )', bien (pie les premiers membres soient indépendants de ce point. Ou peut fonder sur celle observation, faite a prio/'i, une démonslralion de ces formules, comme Ta fait M. Georg Pick, qui les a trouvées (').
(') Zur Théorie der elliptischen Functionen, von Georg PiCK, in Prag {Math. Ann., l. WVIII, p. 3o(j; 1887).
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Autre démonstration.
Voici une autre manière de parvenir à ces mêmes résultats. Envisageons, dans la polaire [j'-*^"], les coordonnées x comme variables et les coordonnées r comme étant celles d'un point fixe sur la courbe : on reconnaît tout de suite que la fonction [i\r-]-a, pour racines doubles, les arguments des points de contact des tangentes menées de r et pour racine quadruple l'argument de j'. C'est aussi ce qui a lieu pour le polynôme du quatrième degré en X, qui forme le premier membre de l'équation des quatre tangentes. 11 j a donc identité entre ce premier membre et [j'x-]-, quand x est sur la courbe. Mais, pour avoir un résultat plus com- |)lel, considérons la fonction
et prenons ses polaires
■\z\V,,{x)-... = \yz''-\\yx^-\~x{xrzY--i{zY'-]{zx^-\-'i{xy^-\\xz'^\.
Les polaires suivantes s'en déduisent par la permutation de x et z- dans la première polaire et dans la fonction. Si l'on suppose x coïncidant avec y, on obtient
z,Y,(y) -...^-{^zy^^f^y),
On voit que ces trois polaires sont identiquement nulles (quel que soit le point z), si le point j^ est sur la courbe. Il suffit d'envisager la dernière pour conclure que l'équation F(.r) = o, en ce cas, représente quatre droites, passant au point y.
Soient
« = ai^Ti — aj^^î-i- «3^:3 = o, b ^ b\X\-\- b^r^-^ b-^x,^^ o
les équations de deux droites arbitraires, passant en j)'; on a de la sorte
V {x) = k^d* -7- \ k^a^ b ^ ^ k.a'^b'- ^ \ >^;ab^ -^ K,,b'* ^ W{a,b).
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On peut supposer
yi = a.ibi— a^b-i, y2= a^Oi — aïOi, ^3 = «i ^2— "2^1. d'où résulte cette expression du drlerminanl (yi X2 dx-i ) = a db — b da.
La difTérentielle (i)), où l'on met y au lieu de c, devient ainsi { Ti ,r., r/.r;,) a db — b da
k du =
Si Ton y prend le rapport a \ h pour variable, elle est mise explicitement sous la forme liahituelle des dilTérenlielles elliptiques de première espèce et telle qu'on l'aurait trouvée par l'ana- Ivse du premier paragraphe. Nous allons maintenant appliquer le résultat démontré au Chapitre IX (p. 35()) et consistant dans les deux formules
Ici X doit être remplacé par a '. b. Pour mettre les coordonnées en évidence, écrivons ctx et bx au lieu de a et b. Nous mettrons aussi Oz et bz quand les coordonnées d'un point z remplaceront celles du point X. Ainsi, la diflférence x — :; du dénominateur de pU est
{aj:b-—a-bx) = — j—r-ixyz).
b-rb- ^ " - b..b.
Le dénominateur b^f^z disparaîtra, et il est clair qu'on peut opérer directement sur les variables homogènes <7, 6, sans se préoccu- |)er de ce dénominateur. On voit immédiatement que les polaires de la forme binaire ^r(r/, b) coïncident avec celles de la forme ternaire 1' (.-f). La polaire du second ordre U'^ n'est autre que ^";î F, , (.r) + ..., calculée plus haut. En conséquence, mettant le double signe devant le radical et remplaçant U'(.r), ^l'(-) |^ar [j'X-]-, [j>'-"]', suivant l'égalité ('•.('), on conclut
j_ .. _ \y^'][y^']-^'^.\^7^V--^\^y']\^r^-]-->lry']\r=']àz^yT^-]\zx^-]
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Pour des raisons Immédiatement visibles, cette formule, suivant qu'on prend le signe plus ou le signe moins, donne l'une ou l'autre des deu\ formules (•.>,2, 23).
La transformation, que nous venons d'employer et qui fait passer si aisément de la difTércntielle (i3) à la forme usuelle, est due à M. Aronhold. Cet éminent géomètre s'en est servi, quand ce sujet de recherches était encore tout nouveau, pour exprimer p(x — z) par une formule beaucoup plus remarquable que la formule (23) et qu'on trouvera un peu plus loin (3i).
Sur l'expression des covariants par des polaires.
A l'égard du seul argument .r, le second membre de l'égalité (21) contient la |)lus générale fonction elliptique à deux pôles. Toute fonction elliptique de x peut être exprimée par une somme de telles fonctions, multipliées par des facteurs constants. C'est une conséquence immédiate de la décomposition en éléments simples. Il en est ainsi, du moins, quand on envisage une fonction dont les pôles sont simples. Pour ne pas écarter les fonctions à pôles multiples, il faut joindre à l'élémenl simple (21) les éléments p(.jc — ^), p'{jc — :•), . . • , dont les formules (i3, 20) et les analogues fourniraient les expressions.
Toute fonction rationnelle des coordonnées du point j", envisagée le long de la cubique, devient une fonction elliptique de l'argument ût. On peut donc exprimer celte fonction par des éléments tels que le premier membre (21) et les seconds membres (23, 20), etc. La même fonction étant envisagée ensuite pour un point quelconque, non plus situé sur la cubique, on voit que la différence entre celte fonction et l'expression qu'on vient d'en trouver est divisible par le premier membre de l'équation de la cubique. Le quotient est susceptible d'être transformé de la même manière. De là se conclut cette proposition : Toute fonction rationnelle des coordonnées x, multipliées par des déterminants (xyz), (xy z')^ . . . , peut être exprimée sous forme entière par de tels déterminants et des polaires, prises par rapport à une cubique.
Nous allons donner des exemples qui vont être utilisés un peu plus loin.
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Considérons le liession de J\.r i, dont l'expression, en délcrminant, est la siiivaiile ;
./il f\l f\3
! J \\ ji.\ .Aï
fij
6 Ox'i ()Xj
MulLiplions ce déterminant par [xyz). Dans le dclcrininanl, produit, voici les éléments de la première ligne :
I '^f xifn-^ xifxi ^-.i — /i3 =- /i = o Âtr '
J Cl i
I ^\yx-^]
1 'bx^
Les éléments de la deuxième et de la troisième ligne diffèrent de ceux-ci par le changement de x, en Xo ou x^. Le produit (^j'5)H(j;) est ainsi un déterminant dont chaque ligne se compose des dérivées des trois fonctions \f, ^\yx-\^ {[^•^"J' prises par rapport à jr,, ou x-i^ ou .2:3.
Multiplions encore par i^xyz). Le nouveau déterminant produit se compose des polaires de ces trois mêmes fonctions, prises avec les coordonnées x, y ou :;. Il vient ainsi
{^xyz )-\\{x)
{yx'-\ \xy^\ yxyz\
Le développement du déterminant fournit l'un des exemples que nous avions en vue :
{xyzf\ii^x) = i{yx-^\\zx'-\{xyz\~{yx''Y{xz'^\
-{zx'Y\Ty-'-\^\xy^{xz^-\f-\_xyzYJ\
Prenons la polaire -z, ^ h • • • ; son expression, par le second
membre, contient le polynôme y avec les variables x et aussi avec les variables z. Ce dernier provient de la polaire de [.rc-].
En supposant les points x et c sur la cubique, nous négligerons les termes correspondants, que cette hvpothèsc fait évanouir, IL ' >.8
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On ohlicnt ainsi
Voici lin aulrc exemple où le calcul est analogue. Soil
/il Al Jn /.(/)
/i2 A, An A-2(y)
An An /s 3 /:i(7)
/i(-) A^i-) Ai-) o
où, bien cnlendu, /", , . . . conliennent les coordonnées x, coniiiK; précédemment. Nous ninllipjicrons, deux fois de suite, ce déterminant par [xj'Z-). en écrivant
(ryz)
Xi Xî X3 o I
Ji J-î Ji o I
^1 z-i Zii o I
Le premier produit est figuré par le déterminant
/i(x) \rx'-]i [zx'-]i [xj''-]i
fiix) {j-x'-\> \zxi]i [XJ^,
A^i^) Lr-rMi [-^•-]3 Iry^]'.
[xz-^] Ijz'-] f(z) _ o
le second produit est ensuite
[yx^] [xy^] [xyz] [yz^ [zx-^] [xyz\ [xz^-] f{z)
[^7^] fiy) [^7^ o
Ea développant et supprimant les termes qui contiennent f {^)j f {y), /{-■), c'est-à-dire supposant les trois points sur la cubique, on obtient
(3oj
[{xyzy^\]{x.y,z)
='^[ryznxy^[xz^-^[xyz\(\yx-^\\zymrz^-.-[xy^-][yz^-\\zx-^\)
-[xr-}[xz^([zx^-]{zy^'\~^\yx^][yz^-]-[xy2\[xz^)
-[yx^[zx^-][yz^][zy^.
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Les fonctions elliptiques exprimées par des covariants.
ConsiiltTons la l'ornuile ('23). La présence des coordi)nnécs j-, qui figurent un point arbitraire doit être envisagée comme un défaut de celle formule, déAiut inévitable si l'on veut que le numéraleur soit exprimé par des polaires. Pour faire disparaître ce pointj', le moyen le plus naturel consiste à le supposer infiniment voisin de a: (ou de :;), ce c[ui, d'après Tégalilé (i3), amènera au dénominateur la polaire [^-^-] au carré.
11 est aisé de voir que [--ï"] est infiniment petit du second ordre quand les points .r et :; sont à une dislance infiniment petite du premier ordre, et Ton doit, par là, [)rcssentir que le dénominateur se réduira à la première jouissance de [:;x"-]. Ce calcul se trouve ici évité par l'emploi de l'égalité (28), qui nous donne immédiatement (')
(51) ^,^pix .)_ ^J,(a:)~z,f,{j:)-^z,Ma;) '
Le second membre est dissymétrique par rapport à. x el z. Le fait qu'il représente néanmoins une fonction symétrique des deux points constitue une identité importante dans la théorie des formes cubiques, Videntité de Sa/mon.
En dérivant [)ar rapport à ;, suivant la règle (17), on déduit de la formule (3i) celle-ci :
R désignant le déterminant suivant :
(') Cette transformation delà formule (28) apparaîtra directement comme évidente aux personnes qui connaissent le calcul symbolique. On est, en effet, certain que le numérateur (23), multiplié par la polaire [zx'^], doit contenir le facteur {xyzy. L'apparition de ce facteur ne peut avoir lieu que par celle de facteurs tels que (a^ô^c. ) dans l'écriture symbolique. Mais il n'y a que trois figures, c'està-dire que le produit est du troisième degré par rapport aux coefficients de la cubique. C'est donc le carré de ce déterminant (|ui doit apparaître. Il se trouvera donc le facteur {abcY; eu égard aux degrés en x et ;;, on conclut que le numérateur est nécessairement (aOc)'axb-.
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De l'égalilé (3i) on pcul déduire une expression assez simple pour p{.r -\-y + z-), comme il suit.
Considérons z comme le troisième point d'intersection de la cubique avec une droite qui rencontre, en outre, cette courbe aux points j-, t. Nous avons alors
Zi = lyi-- [xti (j = 1,2, 3),
et le rapport À : [x se détermine par l'équation /(c) = o. Cette dernière, à cause des h}potbèses/(r) =f{t) = o, se réduit à
en sorte qu'on a, pour les coordonnées de ^,
Zi=yi[yr-]-ti[ty^].
La substitution de ces expressions dans la foi'mule (3i) fournit l'égalité chercbée ; car, suivant rbypothèse, l'argument z est égal à — (j'+^)- J^ows avons donc (en remettant la lettre z au lieu de t)
., ' .r. . , . --,' [r^^]0-iHi^+...)-[^r^](^,H,^-f-...)
{ài) f.,p{^-^y . -;- [y^'\[y^-'\-[^y'][^:v^]
Cette manière d'ajouter des arguments entre eux s'applique à un nombre quelconque d'arguments; elle doit être particulièrement remarquée.
En supposant z = x^ on réduit [zx-'j à f{x), qui est nul, et l'on a
La formule (Sa) présente le défaut de n'être point, au second membre, explicitement symétrique. On peut en trouver, à sa place, une autre, qui soit exempte de ce défaut, et dont le degré soit le moindre possible. Nous l'indiquons brièvement ; car elle semble de pure curiosité.
Soit V la seconde polaire de TI,
(.HAPiTRK XI. — i.A riiuyiE i»i.am:. f\3y
c'est une l'onclion symétrique des trois points, dont on obtient, par l'égalité ('^-7), l'expression suivante, les trois [)oints étant sur la cubique,
t\(Tyzy-\ ^ i[xyz](\Tyzy- — [a-ymxz^]—\yz-^]\j-x'-] — [zx-\\zy^) -^3[Tj'^][jz^\[zx^---^j-xmzymrz^].
Au mojen de cette relation, des égalités (28), (3o) et de leurs analogues, obtenues par permutation des lettres, on exprime aisément le numérateur (22) par les nouvelles combinaisons et l'on trouve
jr, Pi^-^y
La somme se compose de trois termes seulement, qu'on obtient par la permutation circulaire des lettres x, y, z-.
Multiplication par 3.
En prenant, dans les formules précédentes, les expressions des fonctions elliptiques pour les trois arguments
nous pourrons trouver les fonctions elliptiques de la somme, qui est '6x. Les formules sont tontes rationnelles; les expressions de p'Sjc et p''^x seront donc rationnelles aussi. Elles contiendront, il est vrai, les coordonnées de deux points arbitraires j^, z, mais ces dernières devront disparaître d'elles-mêmes. Il est donc certain que les fonctions elli[)tiques de l'argument ?ix devront s'exprimer rationnellemcnl parles seules coordonnées du point x.
C'est là un fait dont on se rend compte aussi par l'observation suivante : l'argument x est défini comme ayant son origine en un point d'inflexion ; de là, dans les fonctions de cet argument luimême, une irrationnalité qui correspond au choix de l'un des neuf points d'inflexion. Mais ceux-ci répondent aux tiers de période : leurs arguments triplés sont des pc'riodes, et les fonctions elliptiques de l'argument àx sont indépendantes du choix qu'on a pu faire pour le point d'inflexion, pris comme origine.
Le calcul de jj,K/' oiïrirait, par le proc«''dé quOii wvnX d indi-
^is
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cjiier, des difficultés sérieuses quand on voudrait faire disparaître les points )' et z. Cependant il n'est pas impraticable si, prenant la formule (33), on forme ScT j)ar l'addition de 20^-1- y et ,r — y. On verra bientôt comment a été trouvée l'expression de p^x. Nous allons d'abord en donner une démonstration a posteriori. Considérons le déterminant suivant, où les variables (non écrites explicitement) sont les coordonnées du pointer,
Jl3 fi^ fi-i 1^3 IIl II. H3 O
Vy^n
\yx''-\
JiHi-^
\Tyz\
[.rz^]
51 IIl-
riH, + ..
C'est lui qui va être le numérateur dans l'expression de p3,r.
]Multij)lions ce déterminant, deux fois de suite, par (^xyz)^ en cITectuant ce calcul comme nous l'avons montré précédemment pour l'analogue U(29). Nous obtenons
(35) {xyzy-^^ =
Supposons que z soit le point où la cubique rencontre, de nouveau, la tangente au point x\ on a ainsi, quant aux arguments, IX -i- ^ = o. La formule (10), où l'on mettrait ^, au lieu dej)', fait ^oir que [^.r"-] est alors nul, comme on le sait aussi par la théorie des polaires. Mais, en même temps, la formule (3i) montre que la polaire r,H,+... est nulle aussi. Le second
membre de cette formule s'oflrc sous la forme -■, et c'est sa valeur
que nous cherchons précisément, puisque l'hypothèse z + ax = o
amène, au j)remier membre, p3.r.
En supposant donc nulles les deux polaires [^^-] et ^, IL + ...,
développons le déterminant (35), qui devient très simple, fx étant
nulle aussi :
\yx-'--\ o H
kr^] \^y^\ j-iiii-..
{xyz\ [a"s2] o
jiHi-f-... o o
{xyzy-'z.
(36) {xyzr-o = \\\\xyz-\n\^'i\yx'^\\xz'^\( y,\\,^ . . .)-\xy'^\\xz''-\\\\.
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(Changeant, dans l'cgalilé (28), c- en )■ cl su|)posanl [^.^-j nul, on a
SemblablLincnl, rénalilc (-^7) se rccluil à
(.rj-zy-U =—[rx'-y[a-z^].
On en conclut
[xyz]-^-{Tym.rz^-]-^'i[yx^-][TZ^-] -^•'"'^^-••-
- i ( [ Kv- ]• - 1 •^.'■- J I '^-'- ] -^ 'iJ-^' ] [y-' ] )■
Le dernier menihre, comme on voit par l'égalité (23), est justement la valeur limite de
(|uand on suppose [-sx-] nul. C'est aussi, suivant l'égalité (36), la \aleur de (jcyz)- -'-• A oici donc la conclusion :
lormule qui donne ^3x par le quotient de la fonction o et du (^arré du liessien.
Soit désigné maintenant ])ar 'l le déterminant
D'après la règle de dérivation (17), on déduit de la formule (3^) celle-ci :
Les invariants des fonctions clli]Hiqucs étant g-, et gs, soient
Ces constantes C2 et C3 sont deux invariants de la cubique et les égalités précédentes fournissent la relation
( io) <}/2 = 4 cp3— c.'f H' - Ci n«,
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qui a lieu sur la cubique, c'est-à-dire quand les coordonnées de x vérifient l'équation y(x) = o. Cette relation entre des covariants est analogue à celles dont il a été parlé dans les précédents Chapitres (IX, 5o et X, 38). Par la définition (38) de (]; et cette relation, comme on l'a montré déjà pour les analogues, on conclut (jue la dilTérentielle elliptique (i3) acquiert la forme normale
quand on prend pour variable j^^- C'est ainsi, par la découverte
directe de la relation (4o)> déduite de la théorie des formes cubi- (jues, que la formule (3^) s'est offerte à M. Brioschi.
La cubique rapportée à un triangle d'inflexions
Si l'on prend pour triangle de référence un triangle d'inflexions, chaque coordonnée, d'après le second mode de représentation (5), est le produit de trois fonctions rf, ayant pour racines des tiers de périodes. Multipliant ces fonctions d par des exponentielles convenables, on les pourra changer en des fonctions S;, (t. I, p. 20 1). C'est la forme que nous allons employer. Mais, comme les produits dont il s'agit s'offriront encore, avec d'autres pai'ties aliquotes de périodes, dans des théories importantes, nous allons, dès à présent, les considérer avec ce degré de généralisation.
Soit/? un nombre entier et positif. Considérons le produit
, , r- l n « ' \ ^ / Il a-^\ \ r. I n a-hp — i \ \ P P I \ P P I \ P P !
On doit se souvenir que les périodes sont i et t. Par cette définition, on a
et aussi (t. I, p. 254)
EL - \ P P I __^-,^-^'^("%+^V
cn.vpiTKK XI. — \.\ n niQiK plane. i |i
ce que uous écrirons sous celle forme
Pf
y. élaul un facteur iudépeuclanl de n,
Quand on ajoute à r ia période i, les fonctions '■p«((') se reproduisent sans changement. Si l'on ajoute la période t, on voit, par l'égalité (42)» qu'elles se reproduisent multipliées par le facteur
2/71iH-2-t-. .-^-/)— I)
oLi'e P = ocPe-^P-^"'^'^,
qui est indépendant de n. Les diverses fonctions 'v„(r) sont donc proportionnelles à des fonctions doublement périodiques. Elles ont, par conséquent, le caractère propre à la représentation (5) des coordonnées.
Les fonctions es,, sont en nombre égal à p seulement; si, en eflel. on change n en n -h p, c'est comme si l'on ajoutait à v la période i sans changer n. Parla, chaque fonction .3i, se reproduit changée de signe (t. I, p. 254 ); 'f«+/j est égal à ±'f,i. On obtiendra les diverses fonctions a,, en prenant p nombres entiers consécutifs pour n.
Au cas p = 3, les trois fonctions 'v„ ont ensemble pour racines tous les tiers de périodes, au nombre de neuf. Elles représentent un triangle d'inflexions.
Suivant que l'on construit ."ï, avec une des quatre périodes
les trois fonctions c>„ représentent ensemble un quelconque des quatre triangles d'inflexions, comme on le reconnaîtra immé<lintement par la comj)aiaison de leurs racines avec le tableau (^).
Voici maintenant une proposition qui se rapporte seulement au cas où p esl un nombre impair. On peut, en ce cas, supposer [tour n des valeurs, deux à deux égales et de signes contraires, dont l'une est zéro. La plus petite est alors — -{/> — i). ^h^ pciil
442 UELXIÈME PAUTIE. — APPLICATIONS.
supposer aussi a ^= — -{p — iV 11 esl alors visible que o„(o) et c3_«(o) sont composés, sauf le si^ne, des mêmes facteurs écrits en orclre inverse, en sorte qu'on a, puisque/) esl impair,
Mais, par les iclalions (4i, ^'i), <»n voit <pic la somme Scp^'^((') se reproduit, sauf un facteur exponentiel, si l'on ajoute à v des ^^i mes pai-iies Jg période. Cette somme est donc nulle aussi quand on suppose pour r une quelconque des /)"™'^* parties de période; elle a les mêmes racines que le produit des p fonctions o„. Comme, d'ailleurs, celte somme et ce produit sont, tous deux, homogènes et du même degré/?, leur quotient est constant, comme étant doublcmt-nl périodique et n'avant ni racines ni pôles. \\ns\^ quand p est impair, les fonctions '^ii{^') satisfont à V équation
lo^(i.-j = Ancp„(r),
ail A est une constante. En particulier, si p =:^ ?i et que l'on mette .r,, x^-, x^ au lieu des fonctions z>, on voit que Véquation cV une cubique, rapportée à un triangle cV inflexions, prend la forme
(43) f = x\ -^ x\-^ xl -^ Q>axiX23r^= o.
Cette équation ne change point si l'on remplace ^i, x-2, x^ par Xi, Hx2: ^-X:i, fj étant xme racine cubique de l'unité, ou si l'on permute les indices. Ces changements constituent un groupe com prenant i8 substitutions. Nous connaissons déjà un sous-groupe, comprenant g substitutions seulement. On l'obtient en joignanl à la première substitution la permutation circulaire des indices ; d'après les relations (4i, 42), les substitutions de ce sous-groupe peuvent s'obtenir en ajoutant à l'argument un tiers quelconque de période : par là, tous les points d'inflexion se permutent les uns dans les autres. Pour obtenir le groupe complet, il suffit d'adjoindre à ces substitutions le changement de v en — r ; de là proviennent 9 substitutions dont chacune conserve un point d'inflexion en permutant les autres.
Les points d'inflexion sont sur les côtés du triangle de réfé-
CIIAI'ITRE XI. — LA (XBHJLE l'LANE. 4 )•>
leucc. L'cqualion (4^^ nous donne ininiédialemenl , jtoiir l'un d'eux, les coordonnées
( 4 i ) j-i — o, Xi — --Ti.
C est à cclui-Iù c|ue nous allons alLiibuer l'argument zéro. Avec la forme (43) de y, la hessienne 11 a la forme également réduite
Il = — a'^{x\ -\- x\ -^ x\) -^ (là^ -\- \) x^x^x^.
Expression des fonctions elliptiques et des invariants.
D'après le premier mode de représentation (2), les coordonnées Xi sont proportionnelles à trois fonctions linéaires de pu et p' u^ d'où l'on pourra tirer inversement pu et p' u sous forme de fractions, du premier degré en x,, x^^ Xz-
Nous allons trouver ces expressions j)ar la formule (3i), où nous supposerons, j)Our le point z, le point d'inflexion (44 )• Nous prenons donc ^1 ^^ o, z-,=^ — z-i et, pour faciliter le calcul, nous inlcrverlissons x et z, employant ainsi la formule
Xill^iz)-^ x^W^iz) -+- a^sHjfs)
Avec l'hypothèse faite sur z, nous avons ainsi
I 3«2(ir2 -f- .rs) -^ ( 2a' -^i )5"| I {^n^-^\)T\
k^ 3 X2 — x^ — lax^ 3 a?2 -r- 3-3 — 'xaxi
Par la règle de dérivation (17), on obtient immédiatemenl
A'» 3 Xi-^ X3 — la Xi
et, en dérivant encore,
_i^ „ _a(8a»-4-i) i (Ti^a^Xi-^a^-X3y-^a{\—a^)(Xi-^x^)'i\ k* 3 ( a:'2 -T- a:"3 — la X\ Y
Le nimiérateur peut s'écrire ainsi
2 j [3a-(a72 -H 0-3) -,- (aa' -i- i)ar]2 — a(i — a^yx^-r- x^ — lax^ )'- \ ,
en sorte que l'on conclut
(46) Co = ^^^2 = ^^{&p'^u — p"u) = ^a(a^ — i).
Pour trouver le second invariant, on peut prendre un autre point
d'inflexion
37, = 0, Xi', .rj = — 0 (6* = i):
on a, de cette manière, pu = — a'-k-, p' u r= i(8a-'-f-i) k'\/ — 6,
(47) G3=^^3 = ^UP^'w — ^îP" — p'-«j =— ^U««-t-2oa3— ij-
L'invariant absolu et irrationnel a se trouve déterminé en fonction de l'invariant rationnel par l'équation
Ci (8a«-T-2oa3 — 1)2
qui est du quatrième degré par rapport à a^. Chacune des quatre racines se rapporte à un des quatre triangles d'inflexion.
On peut encore trouver les expressions (46, 4;) des invariants par la considération suivante : supposant ^3 = ^:0=1, on obtient ^, par l'équation de la cubique qui donne
(48) x^ -\- 6ax -r- 1 ^ o.
Mettant^' au lieu de ripu et observant que, d'après (45), jd'm est nul, on conclut que cette équation doit se transformer en
4^3 — Cij — C3 = o
par la substitution
_ I sa^-i- 1)37 -+- 6 a-
Ce procédé fournit immédiatement l'expression du discriminant. Le discriminant de l'équation (4^) est — 3''. 2''(8«'' -r- i) ; le déterminant de la substitution est — 6(8«''-:-i), et l'on en
conclut
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Multiplication de l'argument.
Soil )• le jioinl d'argumcuL /.éro ()) =:r o, j'o = ' i ^>'3 = — 0 ' on a
I ■^.>''' ]— -rz-^^Ts — lax,,
\jx'-] = xi-^ laxix-i — tI — 'iaxiX3 = (x^ — ^3)(^2 -+- ^3 — iaxi).
L'égalilé (33), comparée avec (3i), donne donc celle-ci :
A-2 ' ' {X2 — X3y{X2-hX3—'iaXi)
Comme, d'ailleurs (l. I, p. 96),
il en résulte
P2.U — pu =■
ou encore, à cause dey= o,
( 8 «3 -1- I )3 j.^ xi X3
A» ' 9( -2^2 -1-^3 — laxi )*
Dans la mulliplication de l'argument par 2, on peut procéder autrement. Considérons les deux équations
qui, résolues par rapport aux )', donnent
yi ^ yi ^ r-t xi{xi—xi) x^f^xi—xi) X3{x\ — xiy
y]-^y\-^y\ _ x^a- x\-\- x\ yiyiyz ~ x^x^xs
La dernière égalité montre que le point )' est sur la cubique, en même temps que x. Les deux premières équations font voir que ce point j' est sur la tangente de la cubique en a', cette tangente a}ant pour équation
yi^'i-*- yi^l-^ ys^l-^ 20(7,^2^3 -f-^o^'s^i +73^1^2) »•
Ainsi )' est le point où la cubique rencontre la tangente menée au point X. L'argument de x étant u^ celui de y est — iu. D'après l'égalité (45) , le changement de u en — a correspond à l'échange des indices 2 et 3, comme on l'a déjà observé plus haut. En conséquence, la multiplication de V argument par 1 s'opère au moyen des formules
^^ xi{x\ — x\) x^{xl~x\) Xi{x\-X\)
c'est-à-dire que, l'argument de x étant «, celui de^' est iu.
On pourra donc obtenir piu^ p''^f^ en mettant, dans les expressions de pu et p'u, au lieu des x, les dénominateurs (49)- Faisons le calcul pour p' ^u ; au lieu de .r^ H- ^3 — -iax^ , on a
x^ixl — x]) -+- X3{x^i — xl) -T- laxiixl — xj)
= {X3 — X2)[X2X3{X2 -^ X3) -+- x] -+- -laxiixl-^x^Xs -t- xl')].
Remplaçant x] par son expression tirée de /=o, on obtient cette nouvelle forme
(.ro— X3 }^{X2 H- ^3 — ïaxi),
i^laprès laquelle on conclut
I , (Ha^ -h i)(x,x'i->^ x^x^, — x^x] — x^x])
a:^ i{X', — X3f{x.2^Xi — 2aXi)
Suivant une relation générale [t. I, p. lo."), éq. ('i5)], on a
Nous avons donc
I 'l;u _ (Sa^ -^ iy*(x2xl-^ X3XI — x^_x] — x^x^^) Â'- p' u ~~ 3*(ar2-i-a73 — ^axiY*
Il est aisé de former maintenant les deux fonctions qui servent de fondement à la multiplication par un nombre quelconque (dénotées par x et y au t. I, p. io3),
X = iiif , Y = — -^ .
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\ oici leurs expressions :
{X3 — X.2)'*{Xi -f- J"3 — artJTi) X2Xr^ -+- X3TI — XoX] X3X]
{Xt — Ti)'*
Tandis que Y ne conlient pas explicitement la constante (f, X la contient, au contraire; mais on peut la faire disparaître en la remplaçant par
ox^ x^x^
d'après l'équation de la cubique. Celte transformation est très digne d'intérêt, comme on va voir. Elle donne d'abord
3XiX.2X3{ia —1) =—-{Xi-^X.2—X3){Xi -T- ()X2~()^X3)(Xi -^O^JTî ~f)X3^,
0 étant une racine cul)ique imaginaire de Tunité. On en conclut
'i-j(xiX2X3y(8a^ — I ) = — n(j"i — sa:-, -+- ^'^3),
le priidiiit II s'appliquant aux neuf facteurs qu'on obtient en prenant, de toutes les manières,
D'autre part, la transformation du dénominateur de X s'opère ainsi :
■ij".2-^3(-2^2 — -^3 — 2«.ri ) = X] -\-( X.2 -^ ^3 )3 = II ( .rj -^ Sj:", -j- tXs).
Il en résulte (5i) X = XjX-^ U( Xi -I- tx.-,— =.'x3),
avec cette condition que î et s' doivent être toujours différentes entre elles dans un même facteur, en sorte qu'il v a seulement six facteurs.
La signification géométrltjue de cette formule est fort simple : dans chaque triangle d'inflexions, il y a un côté (jui passe par le point d'inflexion choisi pour origine de l'argument. Il reste donc huit droites d'inflexions qui ne contiennent pas ce point. On obtient leurs é([uations en égalant à zéro les huit facteurs du numé-
râleur de X ; deux de ces facteurs sont ^3 et x-2', les autres sont soumis au signe II.
Sur les combinants.
La transformation qu'on vient d'opérer sur X peut être faite aussi sur les expressions de pu et de p' u, qui ne contiendront plus a, mais seulement les coordonnées du point x. De cette manière, tous les points du plan se trouvent représentés par des fonctions elliptiques. C'est une représentation analogue à celle qui a été envisagée au Chapitre précédent (p. 4o4)- En un point quelconque X passe une cubique appartenant au faisceau (43), où a est arbitraire. On prend constamment le point (o, 1, — i) pour origine de l'argument sur chaque cubique. Le point x a, dès lors, sur cette courbe un argument bien déterminé, relativement à des fonctions elliptiques dont les invariants dépendent de ce point x lui-même.
Les fonctions fondamentales pour la multiplication de l'argument sont figurées par les égalités (5o) et (5i). Parleur mojen, on obtiendra la solution des problèmes où cette multiplication intervient. Que l'on demande, par exemple, le lieu du point dont l'argument est la m"^""^ partie d'une période. Ce sera, pour m =^ 2, la droite X3 = Xi^ d'après l'expression de p' u •, pour m = 3, le numérateur de X devra être égalé à zéro; ce seront donc huit droites d'inflexions ; pour m = 4? on égalera à zéro le numérateur de Y; pour m = 5, le numérateur de Y — X (t. I, p. io3) ; pour ?n = 6, celui de \ — X — \-, etc. C'est surtout quand m est un multiple de 3 que ce lieu géométrique offre de l'intérêt. Soit ;w r= 3/z. Le point x jouit alors de cette propriété que Ton y peut mener une courbe, du degré n, et dont tous les points d'intersection avec la cubique sont réunis au seul point x. Par une analyse semblable à celle qui a été employée dans le Chapitre X, on reconnaît que le lieu est alors décomposable, comme on vient de le voir pour le cas m^ 3. Il se décompose en huit ou neuf courbes, suivant que n est divisible ou non divisible par 3. Nous renvoyons le lecteur, pour ces détails, au Mémoire original qui les contient (').
(') Recherches sur les courbes planes du troisième degré, par G. -H. Halplieii {Mathcniatische Annalen, t. \\', p. 359).
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En se plaçant à ce nouveau poinl de vue el pour s'allruncliir de la considéralion des coordonnées parliculièrcs (ju'oii vient (remployer, il faudrait mettre les expressions (87, 89) de p'i tt et P'Sk sous une autre forme et y remplacer les numérateurs z> et 'l par des combinants. On nomme ainsi, dans le sujet actuel, des covariants qui restent inaltérés quand on remplace y* par une combinaison linéaire de/ et II. On voit, en elFet, par les expressions réduites de/ et II, que toute cubique du faisceau s'obtient par une telle combinaison. Or il arrive, en premier lieu, (juc 'l est cfTectivement un combinant ; quant à cp, on change celle fonction en un combinant par la simple addition d'un covariant, multiplié par/. La relation (4o), qui a lieu en vertu de l'équation /== o, se change ainsi en une identité, fondamentale dans la théorie des cubiques. C'est ce que le lecteur pourra lrou\er dans les Leçons de Clebsch.
Biquadratique gauche.
Les considéralions générales, qui se trouvent au début de ce Chapitre, s'étendent tout naturellement aux courbes de l'espace. Il ne faut envisager qu'une coordonnée de plus. Les quatre coordonnées homogènes j",, .r^, .T:,, x., d'un point étant donc prises proj)ortionnclles à quatre fonctions elliptiques, dont les pôles communs soient en nombre /«, on définit une courbe du degré n. Les déterminants binaires, formés avec les coordonnées el leurs dérivées, ont in pôles; les déterminants ternaires, formés avec les mêmes éléments et les dérivées secondes, ont 3/i pôles. Les courbes dont il s'agit, quand elles n'ont pas de points singuliers (et, en général, elles n'ont pas même de points doubles), sont ainsi caractérisées par ces propriétés : la dévcloppable, dont une telle courbe est l'arcte de rebroussement, est du degré in et de la classe Zn.
La moindre valeur que l'on puisse prendre pour /2, c'est « =r 4, sans quoi la courbe serait plane. Par le premier mode de représentation (2), on voit, en effet, que, si n était inférieur à 4, les quatre coordonnées, s'exprimant linéairement par pu et p' n, seraient liées par une relation homogène du premier degré. Ce cas, // ^^ 4i est le seul dont nous parlerons et fort soiumairemcnt, bien (pi il |)uisse donner lieu à des dévelop|)enients très vari(''s el très intéressants.
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Pour la courbe dont nous nous occupons (/«=4)i les qualre coordonnées sont proportionnelles à quatre fonctions linéaires de pu, pu, cP "• ^^ prenant donc des coordonnées convenables, on aura
.Tj .r.» .Tu .r4
pu " pu ~ pu" i
i*ar les relations
p" = 6 JJ2 — l ffi , P'- = 4 P' — * 2 J> - ^3 = 3 ( PP" — ff-l P) — ff3:
on conclut
(53; criX!,=^6xl — IffiXsX:,, ^1 = |^3(-ri — é'a^O — é'sa?! ;
par conséquent, la coui'be est l'intersection de deux surfaces du second degré; c'est ce qu'on appelle une biquadratique. C'est une biquadratique quelconque, malgré la forme particulière des équations (53), dont la première représente un cône. On sait bien, en effet, que par une biquadratique quelconque passent quatre cônes du second degré.
Dans les équations (02), les fonctions elliptiques, auxquelles les coordonnées sont proportionnelles, ont un seul pôle, mais quadruple, u ^ o. Comme on l'a vu précédemment, cette particularité correspond simplement au choix qu'on a fait pour l'origine de l'argument. On va, dans un instant, voir quel est ce choix. On trouve immédiatement les propriétés élémentaires suivantes : quatre points dans un même plan sont caractérisés, sur la biquadratique, par ce fait que la somme de leurs arguments est une période. Deux points, dont la somme des arguments est zéro ou une demi-période, sont dans un même plan bitangent à la courbe, c est-à-dire cjue la corde qui les joint est la génératrice d'un cône du second degré passant par la courbe. A un point correspondent, de la sorte, quatre points, qui sont les extrémités de cordes analogues ; ce fait correspond à l'existence des quatre cônes du second degré. Le plan osculateur, en un point d'argument a, rencontre de nouveau la courbe en un point dont l'argument est — 3 w .Les seize points, dont les arguments sont zéro, une demi-période ou un quart de période, sont ceux oii le plan osculateur a un contact du troisième ordre avec la.
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courbe ; le plan est surosciilatcui' on stalioniiairc. (^'esl en prenant un de ces points pour origine de l'argument variable qu'on réduit à zéro la somme des racines relatives à une coordonnée quelconque.
L'étude des points où le plan osculateur est stationnaire est analogue à celle des points d'inflexion des cubiques planes : loul plan qui contient trois de ces points en contient un quatrième. Il existe des tétraèdres dont chaque face est constituée par un de ces plans. Si l'on prend un de ces tétraèdres pour figurer les coordonnées, le second mode de représentation a les propriétés qu'on a signalées précédemment pour les triangles d'inflexions des cubiques.
Considérons une corde fixe G, dont les extrémités aient a pour somme de leurs arguments. Pour toute corde D, qui rencontre G, la somme analogue est égale à — a, puisque les quatre extrémités sont dans un même plan. Les cordes D sont les génératrices d'une surface du second degré contenant la courbe, et l'on voit que, sur une même surface du second degré passant par la courbe, chaque génératrice rectiligne, parmi celles d'un même système^ rencontre la courbe en deux points dont la somme des arguments est constante. Pour les deux systèmes de génératrices rectilignes, les deux sommes sont égales et de signes opposés. Les surfaces du second degré sont ainsi caractérisées par l'argument ± a. On a déjà vu que, pour les cônes, cet argument est zéro ou une demi-période.
On peut envisager, sur une de ces surfaces du second degré, une ligne polygonale formée successivement de génératrices reclilignes de l'un et l'autre système et inscrite dans la courbe. L'argument d'un sommet étant «, on a successivement, pour les autres sommets, les arguments
a — u, — ■i.a — u, iCi — u. — \a — u, ja — a, — ûa--u, ....
Une telle ligne ne se fermera jamais si a est quelconque. Au contraire, elle se ferme toujours, quel que soit m, si a est choisi convenablement. Ainsi, ces lignes polygonales se ferment toujours sur des surfaces du second degré particulières ; les quadrilatères se ferment sur l'une quelconque des six surfaces correspondant aux fpiarts de périodes ; les hexagones, sur l'une quelconque des
seiz-c surfaces correspondant aux. sixièmes de périodes. En général, les polygones de a/? côtés se ferment sur 2(/i- — i) surfaces différentes, quand n est un nombre premier, comme l'indique le
degré de la fonction — ,— > polynôme entier en pu (t. I, p. 99).
Considérons le second mode de représentation (5) et supposons que l'un des sommets Xi = Xo= x^^s= o du tétraèdre de référence soit pris sur la courbe même, en un point d'argument a. Les trois fonctions :r,, jTo, ^3 ont alors le facteur commun i(u — a). Si l'on fait abstraction de x.;, on voit que les trois coordonnées t,, X2, Xi sont proportionnelles à trois fonctions elliptiques ayant seulement trois infinis, d'ailleurs communs. Pour la cubique plane, perspective de la courbe quand le point de vue est pris sur cette courbe, nous trouvons ainsi la représentation elliptique ordinaire. La proposition relative au rapport anharmonique des tangentes (p. 4'^4) conduit à celle nouvelle proposition : le rapport anliarmonique des quatre plans tangents menés à la courbe par une corde (les plans, menés par la corde et les tangentes en ses extrémités, n'y comptent point) est constant ; c^est Vinvariant absolu des fonctions elliptiques correspondant à la courbe.
Nouvelle forme de l'intégrale elliptique de première espèce.
Soient y=: o cl 'i = o les équations de deux surfaces du second degré passant par la biquadratique. Pour un point quelconque de la courbe, on a
(54) /=o, 'f = o, fidxi -\-/.idTi-h. . .= o, z^idxi -^Oidx^-h. . . = 0.
Il est convenable ici de prendre, pour les polaires, la notation suivante, afin de ne pas confondre les polaires relatives aux deux surfaces :
\ I df df \ . ^ i [ do c)c
en sorte que/(.rx) représente le polynôme /lui-même.
Soient encore y^ ;3, t des points quelconques de l'espace et «, b deux plans quelconques
b — biXi -^ b-iXi -t- b^Xz -~ b'^Xs, = 6^.
nUAPITRE \I. — niQU.VDRVTrQUE GAUniIK. /|53
Si l'on imilliplio onlro eux les Jeux (lélcnninanls
en tenant compte des é{^alilés (54), on trouve, pour le produit,
= iadb — bda){f{xy)o{xz ) — f{xz)o{xy )\;
o ( xy ) oixz) o o ay az a da
by bz b db
d'où l'on conclut
,,, {y\.z^.x^.dx-A adb — bda , ,
( 35 ) -; ^-^ '-^ = -^ ï— = A du .
J(xy)o(xz)—f(xz)rj{xy) (JiX.OiX.a3.b',)
Cette égalité montre que les deux dilTérentielles sont indépendantes, la première, des points arbitraires y^ z--^ la seconde, des plans arbitraires a, b. En raisonnant comme on l'a déjà fait plus liaut (p. 4^5), on reconnaît que ce sont bien là deux formes de la différentielle kdu, u étant l'argument du point jC sur la courbe.
Cette forme nouvelle de la différentielle elliptique comprend, à la fois, celle qui s'est présentée pour la cubique plane et celle qu'on a rencontrée au Chapitre X pour la figure composée de deux coniques.
A l'égard de la cubi(jue plane, considérons la fonction
( ')G) F(x ) =f(xy ) o( XX ) — o{xy )/(xx),
dont on obtient ainsi la première polaire
. j 'iZiViix}— ... =/iyz)o(xx)-+-'i/{xy)o(xz)
( ~~ ? iy^ )/( 3cx) — -io{ xy )/{ xz ).
Supposant ./• en coïncidence avec )', on en déduit
iï'i'j')- ... = ^( y^ K/'^ yy )—/^ y^ ) "^^ yy
ce qui est zéro, quel que soit z, si jk est sur la courbe. En ce cas, l'équation F = o représente donc un cône du troisième degré, cône perspectif de la courbe, le point de vue étant en y. La fonction V est alors composée avec trois coordonnées homogènes
seiileincnl, X,, Xo, X;t par exemple,
(58) X, =-r,ji — j-i^i, ^i = -TiXi — rij-n, X3 = Tsji — x^js.
Pour une telle fonclion, on a, en prenant les dérivées partielles,
d ÔX3 '
OXi
d ' ^'' OX, =
ÔX2 •" ÔX3
o\i ■ •^- âXi
à \ d • ^^ 0X3 ) ~ Ox^
Si Ton prend maintenant un autre point :;: et que l'on pose semblablement
(59) Z, = ^iVi — -ijl, Z2 = ^2^4 — -3iJK2, Z3 = ^3JKV — ^4^3,
il en résultera
T^: "~r~ /j") — ^^ — — T" Zj3 ■ _ . — — -Z i —\— -^o • —{— ^3 ■ —T' /Si ■
t/Ai ■ 0\i 0X3 (Jx, ' ûxo Ox-i (Jxl
Si l'on a soin de prendre, au lieu de F (a:), son produit parj^^, on a efTectivement ainsi une fonction homogène de X,, Xo, X3, à coefficients indépendants dey. Elle donne lieu à la différentielle
(61) h du = ——-^-=-^- ,
ce qui, d'après les égalités (07, 58, 09, 60), peut s'écrire, o{xx) el f{xx) étant nuls.
3 /{xj^)o{xz)—fixz)oixy)
C'est l'expression (55) déjà trouvée pour la différentielle de l'argument sur la biquadratique ; il faut avoir soin d'observer que, dans les formules (55, 61), on doit prendre 2k' = 3k. Les formules établies plus haut pour les cubiques s'appliqueront ainsi à la biquadratique. Nous venons de voir que la polaire [ZX^] se remplace par
[ZX^]=^-^^/(xy)oixz)-f(xz)o(xy)y,
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la seconde polaire se calcule aisémciil par régalilé (^^7), cL l'on
Irouve
Mais la siibslilulion de ces expressions dans la formule (ai), par exemple, oflTrc trop de complications pour qu'on doive s'y arrêler. La manière la plus générale de réduire la dilTérentielle (o5) à la forme qu'on a trouvée dans le Chapitre X consiste à supposer que la surface f ^ o soit un des cônes du second degré passant par la biquadralique et que le point :; soit le sommet de ce cône. La polaire f[xz) est alors réduite à zéro. On sait que la quantité
<I> = o{xzY — o(xx)o{zz)
est le premier membre de l'équation d'un cône ayant son sommet au point c. En remplaçant, dans la première expression (55), '^{xz) pary/<I>, et observant que/ correspond aussi à un cône ayante pour sommet, on n'aura seulement que des coordonnées ternaires, qu'on pourra introduire explicitement, comme on vient de le faire dans le cas précédent. On obtiendra ainsi la transformation demandée.
Deux modes de coordonnées elliptiques dans l'espace.
La biquadralique a pour perspective, d'un point de vue arbitraire, une courbe du quatrième degré, à deux points doubles. Ainsi en un point quelconque de l'espace se croisent deux cordes de la courbe. Les quatre arguments des extrémités de ces cordes, arguments dont la somme est constante, constituent un système de coordonnées propres à représenter le point de croisement. Ce système de coordonnées, dont on pourrait, sans doute, tirer tics conséquences importantes, n'a point été encore étudié.
Un plan quelconque coupe la courbe en quatre points, que l'on peut, de trois manières différentes, partager en deux couples.
Si l'on a pris l'origine des arguments en un point où le plan osculateur est stationnaire, la somme des arguments dans un couple est égale et de signe contraire à la somme analogue dans le couple conjugué. En faisant abstraction du signe, on a donc trois
pareilles sommes, qui pcuvcnl cire envisagées comme clant des coordonnées du plan. Cliangeanl, par la dualité, les points en plans et réciproquement, on est ainsi conduit à un système de coordonnées elliptiques : chaque point de l'espace est déterminé par trois arguments, dont le signe est indifférent ; la figure à laquelle se rapportent ces coordonnées, c'est le système des surfaces du second degré inscrites dans une même développable, transformée de la biquadratique. Ce sont là justenaent les coordonnées connues sous le nom de coordonnées elliptiques^ et dont il va être question dans le Chapitre suivant.
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CHAPITUE Ml.
ÉQUATION DE LVMK ( ' ).
Coordonnées elliptiques. — Équalion des polcnlicls en coordonnées ellipliques.
— Formules diverses. — Les argunicnls elliptiques, considérés comme des températures. — Problème de Lamé. — Fonctions de première sorte. — Fonctions de deuxième sorte. — Fonctions de troisième sorte. — Existence des fonctions de Lamé. — Transformation de l'équation de Lamé. — Solutions, sous forme algébrique. — Solutions, sous forme elliptique. — Intégrales définies. — Solution] du problème de Lamé. — Remarque sur les cas oii le nombre 2n est impair. — Sur la seconde solution de l'équation de Lamé. — Intégrale de Liouville. — Attraction d'un ellipsoïde. — Potentiel d'une surface ellipsoïdale. —
Développement de -• — Nouvelle manière d'envisager l'équation de Lamé. —
Intégrale sous forme de produit. — Produit des deux intégrales. — Solution.
— Discussion. — Calcul de lélémcnt simple. — Cas exceptionnels de l'élément simple. — Digression sur l'équation de Riccati. — Forme générale de la solution. — Décomposition de l'intégrale en éléments simples. — Recherche directe de l'intégrale. — Formules pour n = >. — Formules pour n — 3. — Formules pour n — !\. — Exemples de calcul pour n = 5.
Coordonnées elliptiques.
La dcfinilioii des coordonnées elliptiques, (jue nous allons rappeler, est fondée sur la considération d'un système de surfaces du second degré confocales.
Par X,, .r,, x^ nous dénotons les coordonnées rectangulaires
(') A consulter : Lamé, Mémoire sur l'équilibre des températures dans un ellipsoïde à trois axes inégaux {Journal de Math., i" série, t. IV, p. 126). — Liouville, Lettres sur diverses questions d'Analyse et de Physique mathématique, concernant l'ellipsoïde (ibid., t. XI, p. 217 et 2G1). — E. Heine, Ilandbuch der Kugelfunclionen, t. L — IIermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. — Biuosciii, Théorèmes relatifs à l'équation de Lamé et Sur une application du théorème d'Abel {Comptes rendus, t. XCII, p. 325, et t. XCIV, p. 080).
(riiii j)oint (|uelconque de l'espace-, par />,, /).2, pi les carrés des axes d'une des surfaces; enfin, par l'équation
x] x} xl
px — s Pi— s Pi—n
nous représentons une quelconque des surfaces du syslème; 5 est le paramètre qui caractérise celte surface.
L'équation (i), quand on y considère les x comme donnés et s comme l'inconnue, a trois racines réelles, a, jj., v, qui sont ainsi rangées, avec les données, par ordre de grandeur,
(2) '^<Pl<li-<Pl<'' <P3-
C'est ce qu'on voit immédiatement par le signe du premier membre (i) quand on substitue, à la place de 5, l'infini négatif, puis des valeurs voisines de /?( , po, p-^.
Ainsi, par chaque point de l'espace, il passe trois surfaces du système, savoir: un ellipsoïde (5 = À), un hyperboloïde à une nappe (5 = [x), un hyperboloïde à deux nappes (5 ^ v).
Les trois racines A, jj., v de l'équation (i) sont les coordonnées elliptiques du point x. En fonction de ces coordonnées, on exprime, comme il suit, les coordonnées rectangulaires :
KPrj. — P^iKPn. — P^) EffectivemenJ, si l'on pose (4) (5— y>,)(5 — /j,)(5— 773) =/(*),
on conclut de légalité (3)
Zà p^-K Z^ fi.P'J.) ''
ainsi que l'apprend la théorie des fractions rationnelles. On voit par là que, si les x ont les expressions (3), l'équation (i) admet la racine s = X. Elle admet aussi, à cause de la symétrie, les racines IX et V. Par là se trouve justifiée la triple égalité (3).
Voici maintenant comment on va introduire, à la place de X, jx, v,
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Irols arguments ellipliqucs. Désiguanl par - un coefficient arbitraire d'homogénéité, posons
i-^eoi^p^-r-pY—^.pci (a, p, Y = 1,2, 3),
TÎp'J =—S-^lipi-^p2-^p3),
d'où l'on conclura
(5) t2(jvj — ea)=/'a— «•
Suivant que s est une des racines A, a ou v, pj est, par rapport à e^, e-2, <?;i, dans un intervalle difFércnt.
Nommons ?/, v ou vv l'argument u, suivant que s est une des racines )., ;j. ou V. Nous avons ainsi, d'après les inégalités (2),
A des périodes près, n et w — ■ to' sont réels, tandis que r — oj est purement imaginaire. Les fonctions elliptiques employées ici sont à discriminant positif.
La formule (3) se transforme en celle-ci
.. _ (pu— eo^)(pv — er^)p(w — ea^)
On peut y extraire la racine carrée, ce qui donne (t. I, p. 194)
Le signe choisi en extrayant la racine au second membre est indifférent : ce second membre, en efi'et, est une fonction impaire de chaque argument.
Si l'on augmente un des arguments de la période 20)^5 ^a. se reproduit sans changement, tandis que x^ et Xy se reproduisent changés de signe.
De ces deux circonstances, on conclut que, en faisant varier chaque argument dans l'étendue d'une demi-période seulement, on obtiendra tous les points compris dans un des huit trièdres formés par les axes de coordonnées.
La formule (7) présente cet avantage que, par elle, les coordonnées w, V, iv conviennent à un seul point, tandis que les coordonnées )., p., V représentent toujours huit |)oints à la fois.
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Équation des potentiels en coordonnées elliptiques. Soit a une arbitraire : posons
a Les X étant remplacés par leurs expressions (3), on a
comme on le voit par la décomposition en fractions simples. De Tégalité (8) résultent celles-ci :
(lO)
Reprenons léquation (i), qui devient une identité si Ion y met, pour 5, l'une des racines, ). par exemple. En différentiant par rapport à .r^, on a
"iXa. àl '^ xl,
'p d'où résulte
"^' dx:, (/)3t—X) *'().)' ^\dx^J *'(>.,)
Si l'onprend une autre racine ;jl, on conclutaussi de l'équation (i) ^ x\ v^ d\ d[i
.£. %A/ (J^ \^r\ ^L • "-'Ut
dl ixr^ v^ / dl \2
(Px—'>^)(P0L—l^) ' ^ÛXy,OX^
résultat bien connu et qui exprime l'orthogonalité des coordonnées curvilignes.
Différentions encore, dans l'équation (i), par rapport à .r^, il vient
d\ I dl \ 2 v» xl à^-l
Pi — X 'T'a — X/" '-'■^x V^-^c
•^ a:'i c/^ A ^ Xx _
. , 8^â 4:r^*"rX) .ï,-(X)^l2^=o.
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Si Ion ajoute, membre à membre, les trois pareilles égalités, obtenues en changeant rindice a, on voit, d'après les relations (lo), disparaître les termes du milieu; il reste
d'où Ion eonchit
Conformément à l'égalité (2), on a t2(P« — ea.)=/?a— ^M ^'■' p''« = — 4/(>^), t'> p"M = 2/'(X).
On en conclut
/' ( X ) (14) -2 p' ji du — — cil, T- p' J< d- u = — cP- X -h ^-. A dl-.
Par conséquent,
et, conformément à légalité (i3).
L'argument « satisfait, on le voit, à l'équation des potentiels; de même aussi les arguments \> et w. Prenons ces arguments pour nouvelles variables indépendantes et transformons l'équation des potentiels, à l'égard d'une fonction quelconque T. Voici la formule du changement de coordonnées :
y^T Ô'-T /du\-^ â'-T du ôv ÔT dHi
dx'^ du^ \dxy_} dudv dx^ dx^ ' ' ' dx^ dx^
Suivant les égalités (12, i4), on a
Zà\Ox^) -*p'2a*'(X) /(Xj<l.'(X;'
du di> dxa dx.J^ ~
On oblienl donc
mais l'expression (9) de <I> donne
/(X) <Ï.'(X) = o'{l} - (X - ;jL)(X - V). Nous avons ainsi, pour transformée de l'cqualion
a celle-ci
(16) (pr — ptP) —^ -^(p.v-pa) — H-(pw_pp)-^^ =0.
Formules diverses.
L'équation (3), différentiée par rapport à )., donne
d'où l'on conclut, d'après l'égalité (10),
V /^\' _ _±cb'ry >- _ ^>--!-^)(>>-v) _ fX-;x)(X-v) a
Les coordonnées curvilignes m, c, w étant rectangulaires, on déduit de cette dernière égalité et de ses analogues, pour ç et w, l'expression suivante du carré de l'élément de longueur :
f/p2 — -.^{pu — pv)ipu — p iv)chû
-n T2(pp —pU){pV—pw)di>-^-r--JipW — pu)(pw — pi>)dw^.
Sur l'ellipsoïde 1/ = const., l'élément aréolaire est •
dz =^'^-^(pu — pv)(pu — pw){pv ~pw) —dw.
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L'élémenl (Je li)ngii(Mir , normal ;i I fllipsoïde, a pour expression, siii\anl la précédenle lonimlc,
dp = — ■-. \/{pu — pv){pu — pw)du,
le signe moins, que nous niellons ici, se ra|)porlanl au cas de la normale extérieure, qui est celui dont nous nous servirons plus loin. EfTeclivement, t étant supposé positif, et a variant de zéro à tu), du est négatif à l'extérieur.
11 en l'ésulte
du , . dv ,
-T- «a = — '(pv — p w ) —7- dw.
dp i
Surla surface de rellipsoïde,uue des coordonnées,iv par exemple, étant laissée constante, on décrit une ligne de courbure tout entière en faisant varier l'autre coordonnée v dans l'étendue d'une double période. 11 suffira ensuite de faire varier l'autre coordonnée w dans l'étendue d'une période pour parcourir une fois toute la surface. Mais, pour la symétrie, nous préférerons faire varier les deux coordonnées dans l'étendue d'une double période, ^w! pour p et 4^1^ pour w\ la surface sera décrite ainsi deux fois. Cette convention sera admise dans les diverses intégrales que nous aurons à prendre plus tard, par rapport à i' ou iv; nous nous dispenserons d'y indiquer les limites, qui seront toujours supposées distantes d'une double période.
Les arguments elliptiques, considérés comme des températures.
L'équation des polenliels (i.j) est aussi l'équation d'équilibre de la chaleur. La coordonnée elliptique «, qui satisfait à cette équation, exprime donc la température, dans un certain état d'équilibre. Il s'agit de définir cet état.
L'argument réel u peut acquérir la valeur zéro^ les points correspondants sont à l'infini. Il peut acquérir aussi la valeur o) (demi-période réelle), qui donne x, = o : les points correspondants sont dans un des plans coordonnés. Il faut, toutefois, observer que l'équation u = const. (ou \ = const.) représente un ellipsoïde du syslème(i); l'équation u=^(.o représente ainsi un ellipsoïde
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aplali, c'osl-ù-dire une partie du plan jr, = o, celle qui cslinlérieui^e à l'ellipse donl l'équalion est
Pz — Jh Pi — Pi
C'est, pour emprunter l'expression de Lamé, une plaque elliptique : u Si l'on suppose que l'espace solide soit infini cl plein, que la température unité soit celle de la plaque elliptique, et que zéro soit celle de la sphère de rayon infini (') », la température, en
un point quelconque, est -• Telle est la définition de l'état d'équilibre envisagé. Le lieu des points à température - est un ellipsoïde;
les carrés des axes de cet ellipsoïde sont proportionnels aux trois fonctions pu — e, , pu — Co, pu — ^3.
Les points du plan jr, = o, extérieurs à l'ellipse (17), constituent ce que Lamé appelle une plaque indéfinie, à vide elliptique. C'est riijpei'boloïde à une nappe v = {ù. Semblablement^ le plan ^2= o est considéré comme formant deux plaques hyperboliques, la première, à une nappe, limitée par les deux branches de l'hyperbole
Px-Pi Pi — Pi
la seconde, à deux nappes, comprise à l'intérieur de l'une et l'autre branche de cette hyperbole. La première représente l'hyperboloïde à une nappe t' = to + tu', la seconde l'hyperboloïde à deux nappes ■w=^hi -\- w'. Enfin le plan j:., = o constitue une plaque indéfinie, hyperboloïde à deux nappes w = w'.
Voici les états d'équilibre dans lesquels la température est proportionnelle k V — w ou à (V — w' :
« Si l'on suppose que l'espace solide soit infini et plein, que la température zéro appartienne à la plaque indéfinie, à vide elliptique, et que la température i soit celle de la plaque hyperbolique
a une nappe », la température en un point quelconque est — ; —
( ' ) Lamé, Mémoire sur les axes des surfaces isothermes du second degré, considérés comme des fonctions de la température {Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1" série, t. IV, p. io3; iSSy).
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Le lieu des pomls à loiMpt-ralure — - osl un li\ pcrholoïdc à une
nappe; les earrrs de ses axes sont itroporiionucls aux trois fonctions pr Cgt.
Si l'on suppose que la t cm |)i'' rature zéro a|)parlicnne à la plaque indéfinie, la température i à la plaque liyp«*i'ljolique à deux nappes,
alors la température en un point queleoncpie est '—■ Le lieu
des points à température est un hyperboloïde à deux nappes;
les carrés de ses axes sont proportionnels aux trois fonctions P^y — eoL-
Problème de Lamé.
Le Mémoire sur l'équilibre des températures dans un ellipsoïde à it'ois axes inégaux « a pour objet la recherche des lois qui régissent l'équilibre de la chaleur dans un corps, solide et homogène, terminé par une surface de forme ellipsoïdale. Je ne considère, dit Lamé, que le cas le plus simple, celui où la paroi extérieure du corps serait directement entretenue à des températures fixes, mais variables d'un point à l'autre de cette surface ('). ... Voici le problème d'analyse correspondant : la surface de l'ellipsoïde ayant pour équation (-) » u = Uq^ il s'agit de trouver une fonction T, qui vérifie l'équation (i(3) et qui, pour u = u^^ se réduise à une fonction donnée, de v et de w. Celle fonction 'J' exprimera la température au point dont les coordonnées sont //,
Le problème, dont on vient de donner l'énoncé, était déjà résolu pour le cas où la surface du corps, au lieu d'être ellipsoïdale, est sphérique. C'est en considérant la solution propre à ce cas particulier et par induction (pie Lamé est parvenu à la solution générale. Nous devons ici nous restreindre, autant que possible, à l'exposé de la partie analytique; aussi nous bornerons-nous à indiquer une idée fort simple qui conduit tout naturellement aux recherches analytiques, que nous avons hâte d'aborder.
Supposons la fonction T développable suivant la série de Mac-
(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, i" série, l. IV, p. laH. C) Ibid., p. i33.
IL 3o
laurin par rapporl aux coordonnées rectangulaires x., ^o, X3, en sorte qu'on ail
T = To -H T, -i- T 2 ~ . . . H- T„ -H . . . ,
T„ étant généralement un polynôme entier, homogène et du degré n. Il est manifeste que T„ doit séparément satisfaire à l'équation des potentiels (i5)r dont le premier membre est ici un polynôme entier, homogène et du degré (/i — 2). Ce polynôme doit se réduire identiquement à zéro; de là ^(/i — i)n conditions linéaires, imposées aux coefficients de T„, ennombre|(/ï-|-i)(/2 4-2). La différence de ces deux nombres est in-^-i. Ainsi, dans la série T la plus générale, qui satisfasse à l'équation des potentiels, le terme T^ contient linéairement an H- i arbitraires.
Si maintenant on remplace les x par leurs expressions elliptiques (6), T,i devient une fonction homogène et entière, du degré /?, par rapport aux trois variables
ou encore une fonction entière de ces variables, de pa et de p'u\, cette fonction est du degré n, quand les quantités (18) sont envisagées comme étant du premier degré, pu du deuxième et p'u du troisième degré. En outre, ï« se trouve être une fonction de cette même nature par rapport aux arguments v et w\ de plus, elle est symétrique relativement à u, r, (v.
C'est donc une telle fonction, du degré /z, symétrique en m, v^ tv, qu'il faut trouver, avec a/i -j- i arbitraires, et satisfaisant à l'équation des potentiels (16).
Soitj^=/(u) une fonction de la seule variable u et satisfaisant à l'équation différentielle
où A et B sont des constantes. Prenons T =/{u)/{v)f{iv); on aura
Ou' J(_u) ^
Les deux autres dérivées partielles analogues sont proportion-
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nellcs à AjK' + B, A pu- -+- B, cl celte fonction T salisfail à l'équation des potentiels. Si donc on peut trouver o.n-i-i systèmes de constantes A, B, de telle sorte que, |)our chacun de ces systèmes, il existe une solution j- =f(u) de l'équation (19), fonction entière du degré //, chacun des produits correspondants f{Li)f{v)f{w) fournira un terme de T„ : le problème sera résolu. Ces systèmes (A, B) i^euvent clTectivement être trouvés et c'est par là que vont commencer nos recherches analytiques. Le coefficient A, pour tous ces systèmes, a une seule détermination : A = n(;i 4- 0.
Fonctions de première sorte.
Considérons la fonction
composée linéairement avec les dérivées de pu (la lettre u est omise pour simplifier l'écriture), à indices d'une même parité. I^e produit dey par pu est une fonction de cette même espèce, où n est remplacé par (/?-{- 2). Toutefois, le coefficient de la plus
haute dérivée n'est pas l'unité : c'est -• Ou a donc
(21) n(n -h i)yp = p'«'4- Aip(«-2'-H Ajp'"-*' +
Il en résulte
/"— /i{n -h i)yp ^ (a,— Ai)p"-2^-(a2— Aj)jy'-4 -~
Si l'on a donc
(22) «1 — Ai = B, Oi — A2=Bai, «,, — Aj^Ba,, ..., il est visible que y satisfait à l'équation
(23) y— n(n-\-})ypu = Bj-,
qui est celle (19) dont nous nous occupons, f^es coefficients A,, A2, . . . sont composés linéairement avec les coefficients inconnus «) , a-2, . . • , en sorte (pie les équations (29.) sont linéaires par rapport à ces derniers. Mais le nombre de ces équations surpasse d'une unité celui des inconnues a. Pour qu'elles soient compati-
blcs, B doit èlre racine d'une équation qu'on obtient par l'élimination des «, et le degré de cette dernière est égal au nombre des équations (22), c'est-à-dire ^ /? -M si /« est pair, ^(n — 1) si « est impair.
Pour obtenir elTectivement la formule (21), il faut décomposer en éléments simples les produits J^J^''"^ dont est composé linéairement le produit dey par p. Cette décomposition s'opère facilement au moyen du développement de pu (t. I, p. 93).
\ oici les premières formules :
P" = 6 P" -^ l\ ^2, PP' = T2 P'")
PP" = Tô J' " + 5 .-^i P + l gz , PP'" = âV P' -+- 5 5'2 P',
par le moven desquelles on trouve
n = 2. :>' = p — i B, 71 = 3. JK = p'.
« = 4, r=p"-i^p-^-ïh^'-U-2,
n = j, jK = p'— §Bp',
On peut encore faire le calcul autrement. Si n est pair, y est un polynôme entier en pu, et du degré ^ n. Prenant pu pour variable indépendante, on a cette transformée de l'équation (23)
Supposant, pour y, un polynôme entier, du degré ^ n, à coefficients inconnus, on le substituera dans cette équation. Le terme du plus haut degré disparaît et l'on doit identifier à zéro un polynôme entier du degré 4 rt. De là (^^ -1- «) équations linéaires, comme précédemment.
Supposons, en second lieu, n impair; y est alors le produit de p' u par un polynôme ^, du degré ^{n — 3) en pu. Posant y = zp' u, on a cette transformée de l'équation (aS),
(4p'-^2p-*"'3)^-^3(Gp2_} «-,)Ll =[(n-3){n-^^)p-^B]y, et fe calcul peut s'effectuer comme pour la précédente : on doit
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identifier à zrro un polvnôme cnlicr du degré r,(n — 3); de là j(/i — i) équations linéaires.
Fonctions de deuxième sorte.
Soit n un nombre impair et, posant
y = :i /jj u — Ca,
prenons pour :; une fonction qui soit encore de la forme (20), sauf changement de l'indice de dérivation,
L'équation différentielle (23) se transforme ainsi :
="-^-^ ^'=[(;«-0(«-2)p+B-eaN-.
On peut mettre :■' sous la forme
^'-p'(aop(«-5'+a,p(«--)^...); le second terme peut alors s'écrire ainsi
4^P - ^p)(p- Cy) (aop("-'^--a,p'«--' , . .)= ?oP"'-" -^ i3,p>«-3' -4-. . . ,
comme on l'obtiendra par la décomposition en éléments simples. Par la première analyse du paragraphe précédent, on reconnaît alors que B est racine d'une équation dont le degré est ^(n +1). Si l'on veut mettre z sous la forme d'un polynôme entier en p?/, du degré ^(n — i), on emploiera la transformée
(\P^— ff-îP — ffi) -TT^ ~(lOp5-4- 'leoip-r-Ui— 2^2)-^
dp' ap
= f(n — i)(«-f-2)p-l-B — CaJ-.
Voici les premières fonctions :
« = I, ^ = 1, B =^ Ca,
Fonctions de troisième sorte.
Soit n un nombre pair cl, posant
y = z \/{pu — e,^)(]Mi -C'y) ,
prenons
Voici la transformée de l'équation différenlielle (aS)
(p — ep)(p— ^y)
[(rt— •.ij(n-f-3)pH- B + 3ea]5.
On peut opérer directement, par décomposition en éléments simples, sur cette équation. La constante B est racine d'une équation dont le degré est ^/2. Si l'on veut prendre z sous la forme d'un polynôme entier en pu., du degré ^{n — 2), on emploiera la transformée
d^ z dz
(4p'— ^2p — o^-s) -j-i — (i4p'— 4eo(P — 4ei— ^ ^"2) ^
= [(n — 2) («-4-3)p-T- B-f-3ea]s.
Voici les premières fonctions :
n = 1, 5 = 1, B = — 3^jx;
n = 4, z = p — \e^-{--p-B, B^-r- loc'afi — 35eà— 7^2 = 0.
Existence des fonctions de Lamé.
Quand n est impair, B peut être déterminé des diverses manières suivantes : i" par une équation de degré r,{n — i), correspondant aux fonctions de première sorte; ;^" par trois équations du degré ^^(n-f-i), correspondant aux fonctions de deuxième sorte et aux trois indices a. C'est donc, en somme, une équation du degré in -f- 1 qui détermine B.
Quand n est pair, on a une équation du degré ^/i + i pour les fonctions de première sorte, et trois équations du degré ^11 pour les fonctions de troisième sorte. C'est, en somme, une équation du degré 2/1 + 1 qui détermine Ij.
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Pour conclure à rcxlslence des {in -h i) ronclioiis, il faut s'assurer que les {in + i) racines B sont inégales. On verra plus loin cette preuve, avec celle delà réalité des racines B.
Nous allons, d'une autre manière encore, établir l'existence de ces fonctions.
Transformation de l'équation de Lamé.
Prenons ^ u pour variable indépendante et cliangeons aussi Tinconnue, en posant
Voici la transformée :
z" — in ^ z'— \n{n-^\) y— ) — lanjvj 5 =^ {[/if/i -:- i) j)2'j :- B Js. P 'J L \P '■'/ J
Mais on a (t. I, p. 96)
1 (PJi 4 \V "^ en sorte qu'il reste
(25) z^—in ^c'-- {[«(an — i)pu — B]^ = 0.
Cette équation, analogue aux précédentes, peut être traitée de la même manière, et l'on reconnaîtrait ainsi qu'elle admet une solution de la forme
si B est racine d'une équation de degré in-\- i. On serait ainsi conduit, d'un seul coup, à toutes les fonctions précédentes. Mais nous voulons suivre une autre voie.
En prenant p\i pour variable indépendante, on a la transformée
— (2/1 - i)(6p2— \ ^2)^^ -i- ^[n{in-i)p - B] z =- o.
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Changeons ainsi les notations
■'.« = m, p ^ -r, ^x""— gox — ff3 = ti{x). L'équation s'écrit alors sous la forme
(9.6) 'c, -^^ —Um — 0'-^' -.- -^[ A m(m—\)'S' — ^B] z =o. ' ajc- - ' dx
Nous allons, au lieu de la variable x, en prendre deux, Xy et .Ta, pour établir une liomogénéité. A cet effet, nous poserons
Z = .r^" c. •!> = .r? o, x^ = x<iX^
en sorte que Z el <I> sont des fonctions homogènes en jr, et X2, ayant les degrés respectifs m et4-
Soit posé, comme il est d'usage dans la théorie des formes,
m {m — i ) Oxi I ')iZ
ni{m — i ) OxiOX'i
ni{ni — 1) Oxi
On trouve, par différentiation, les accents servant à dénoter les dérivées prises par rapport à x^
m( m — i)Z,2^= (m — \)x'l'~-z' — x'.p-^Xiz",
m{m — i)Z22 = m{ni — i)^^""^^ — 2(m — i)x'^^~^ Xi s'-4- x'^^''' x]z".
En supposant, pour un instant, une fonction analogue T=: x^t, composée avec une fonction t de la variable x^ on aura, pour T, des formules semblables, par oiî l'on vérifiera l'égalité
in(m — i)p(p — I jCToîZii— 2T12Z1,— T,,Zo2)
= [p(p — \)tz" — 2(p — I )( m — i)t'z''T- m{m — i)t" z]x'^'^+''-''.
Prenant ici /? = 4 ^t mettant <!>, au lieu de T, nous avons
m(m — l)(*22Zll — 2'l'i2Zi2-|- 'ï'il Z22)
— [ os" — 2 ( ''^ "~ i)'j''z'-^ j^ m{m — I ) "?" -^ ] ^'2 )
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on sorte que réquallon i'-iS) dcvienl
(27) 'KoZ„- •.'.<l'i2/M2--<l'n7-2- — -^^— -Z.
La rcclierclic des fonctions de Lamé revient donc à celle des formes binaires Z, qui sont identiques au co^'ariant
composé a\'ec L et une forme 4> du quatrième degré.
II faut maintenant observer que m est le double de n, en sorte que les fonctions de Lamé correspondent aux formes Z de degré pair. Mais le problème algébrique actuel peut être posé, dans les mêmes termes, pour les formes de degré impair. Quand on l'aura résolu, on aura des solutions de l'équation de Lamé dans des cas nouveaux, pour lesquels n sera la moitié d' un nombre entier.
Profitant de la forme invariante donnée à l'équation (2^), nous pouvons effectuer sur les variables une substitution linéaire. Soit une telle substitution
Le changement des variables x en^ n'altère la forme du cova-
riant (27) qu'en le multipliant par D-. Ainsi, avec les variables ^,
on a encore l'équation (2^) où seulement B est remplacé parBD-.
Il existe des substitutions linéaires qui réduisent 4> à la forme
(28) ci, = ^4_6P^f^2^ï|,
et nous rappellerons plus loin quelles sont ces substitutions. Le covariant (27) devient ainsi
(r2-Pç?)Zn-4P,^^2Z,2-(ïî-Pfl)Z,,
= t?ZH-6P^,ï,Z,,+ :fZ,2-P(f?ZH-2Pï,?2Z,,-^^iZ22).
La dernière parenthèse n'est autre que Z. En posant donc
(»n a l'équation
dont nous allons maintenant nous occuper.
Solutions, SOUS forme algébrique.
Soll, en emjiloyant ralgorilhme Cj^^ pour les coefficienls de la puissance ni''"^'' du binôme,
L'équation (3o) fournit cette relation générale entre les coefficients
(3i) Gf„_,rtA.^2 — 6 PG^'r-2 «/.-<- Gi'r-\«/.-2= Cjljia/,.
Il y figure seulement des indices d'une même parité pour les lettres a, en sorte qu'on a deux systèmes d'équations, entièrement séparés, l'un pour les coefficients d'indices pairs, l'autre pour les coefficients d'indices impairs. C'est dans la composition de ces deux systèmes que s'accuse une différence entre les deux cas à distinguer suivant la parité du nombre ni.
Occupons-nous d'abord du cas où m est impair. Les coefficients a sont en nombre m -\- i ; il y a ~(m-\-i) équations de chaque sorte. Les deux systèmes sont composés, de part et d'autre, des mêmes équations, sauf changement des indices o, 2, 4, • • -, contenus dans un système, en m, m — 2, /« — /\, ... contenus dans l'autre. La possibilité d'un de ces systèmes impose à h la condition de satisfaire à une équation dont le degré est^(m -h i). Quand on prend, pour A, une racine de cette équation, les deux systèmes deviennent, à la fois, compatibles. Dans chacun d'eux subsiste un coefficient arbitraire; en vertu de leur symétrie, on arrive à cette conclusion : Quand m est impair, h doit être racine dUine équation dont le degré est i(m-f-i), et, pour chaque racine h, il existe une solution sous la forme
z = «çi/(?ï,?i)-^'?2/(?l,^f),
où a et b sont des constantes arbitraires.
Prenons, en second lieu, le cas où m est pair, m= 2/?. Les deux systèmes d'équations linéaires sont différents : l'un, celui qui contient les deux équations extrêmes (A^ ^ o et A^=2«), contient [n -f- i) équations, l'autre en contient seulement n. Gha-
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cun d'eux reste Inulléré si l'on change chaque indice /. en •'. n — /, . Pour rendre un de ces svslèmes compatible, on devra soumettre// à une équation de condition ; l'autre système ne sera satisfait alors que par des valeurs nulles, données aux inconnues qu'il contient. On voit donc déjà deux équations de condition, une pour chacun des deux svstèmes : on peut choisir l'une ou l'autre pour obtenir une solution. Soient maintenant
L'équation (3i), combinée, par addition et soustraction, avec celle qu'on obtient par le changement de k en [m — A), donne lieu à deux équations toutes semblables, contenant l'une les lettres c>, l'autre les lettres c. Chaque système se décompose ainsi en deux autres qui, au premier abord, paraissent coïncider complètement. Il n'en est rien cependant et ces deux systèmes dilTèrent entre eux, de part et d'autre, par la dernière équation.
En premier lieu, envisageons, pour A-, les valeurs de même parité que n. La dernière valeur de A, savoir k ■= «, donne l'équation
c'est l'équation (3i) elle-même, où l'on a mis \ia et n pour m et A". Il n'y a point d'équation semblable pour les inconnues c, et effectivement, d étant nul, ces inconnues sont en nombre inférieur d'une unité à celui des inconnues h. Ce sont donc bien deux systèmes différents; ils contiennent respectivement^/? -- i et^/? équations, si n est pair; ^(/z -i- i) et ^(« — i) équations, si n est impair.
Prenons, en second lieu, les valeurs de A* dont la parité est opposée à celle de n. La dernière valeur de A, savoir k = n — i, donne les deux équations
'-'2 «-2 "ri-3 — ( ^in « l> ' ^2 «-2 — ^-'iii-î ) '^'i-l'
^în-2 ''«—3 — ' ^în '' — " ' '-'2«-2 ^^ ^2«-2 /<'« — 1-
Les deux systèmes diffèrent, on le voit, par un signe dans la dernière équation; ils ne peuvent être, tous deux à la fois, compatibles. Ils contiennent, tous deux, des équations en même nombre, ^(/i -+- i) ou r; n, suivant la parité de «.
^jO DEUXIÈME TARTIE. — APPLICATIONS.
Si Ion rend compatible l'un des deux systèmes (6), les c sont nuls et Z est symétrique en ^,, ^g. Si l'on rend compatible un système Cy les b sont nuls et Z esl alterné. Si les coefficients qui subsistent sont d'indices pairs, Z ne contient que des puissances des ^, à exposants pairs ^ si les coefficients sont d'indices impairs, il n'y a que des exposants impairs. En résumé, pour déterminer A, on peut prendre une quelconque de quatre équations, dont trois ont le degré ^n ou i(/z-|-i). La quatrième a le degré ^w + i ou T,{n — i), suivant que n est pair ou impair. C'est ce qu'on a vu déjà par d'autres moyens.
Quant aux formes de Z, les voici. En indiquant par Sp une fonction svmétrique du degré/?, on a les quatre formes ci-après :
L'équation récurrente (3i) permet d'établir aisément, par la méthode de Sturm, que les équations à inconnue h ont toutes leurs racines réelles et inégales. Considérons, en effet, une suite ind(''finie de quantités «j,, rt^+oi ^'/j+'o • • déduites les unes des autres suivant celte loi (3i), en supposant «y,_2 = o, «y, r= i . Ce sont des polynômes entiers en A, dont les degrés vont constamment en croissant d'une unité, d'un indice au suivant.
L'équation (3i), mise sous la forme
montre que ces polynômes forment une suite de Sturm. De ]>lus, pour h infiniment grand, leurs parties principales sont successivement A, /i*, h^ , . . . multipliés par des coefficients positifs. La suite, de h = — yz à A = -f- co, perd donc autant de variations qu'elle contient de termes. Donc tous les polynômes a ont leurs racines réelles et inégales. Or, en prenant p = o ou p = i, nous avons ainsi les coefficients a qui doivent figurer dans Z, à condition de prendre h de telle sorte que la suite de ces coefficients a s'arrête. L'équation de condition est donc celle qu'on obtient en égalant à zéro un certain terme a : elle a toutes ses racines réelles et inégales.
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Solutions, sous forme elliptique.
Il nous faul rappeler quelle est la substilulion linéaire par laquelle le pulvnùme ^P prend la forme réduite (^8). Soit posé
e, — ei = c)C^, eî—e3 = ç)a-i, Cj~- ei = ç)0^,
d'où résulte
e, = 3(c'-— 6-), ei=3{a-—c-), «3=3(^- — a-).
La substitution demandée est exprimée {)ar les formules
pi^Ti — eix.2)= c)il>c[a^i—(c -h ib)-.2\.
( pX2=rt;i (C ~ ib )l.y,
moyennant laquelle on trouve aisément
On devra prendre
p' = — 4 • 9^ ^- c- «'• {c — ib )2. D'autre part, le déterminant de la substitution est
1 8 ibca ( c -~ ib )
par conséquent, D- = —■ = ! Ainsi la Ibrnie ré-
duite (28) s'obtient par la substitution (33) et Ton a
62 — ^3 e-i — «3 ni{ni — i){ei—e^)
Bien entendu, on peut intervenir les indices de e,, r^, (?3 ; il y a donc diverses substitutions conduisant au même but, et qui doivent fournir les mêmes polynômes Z.
Pour revenir à la variable primitive .r = — > on trouve, par les
478 DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIO>'S.
lorimilcs de la substlliuion linéaire ci-dessus, les résultais suivants :
{x—e{f—{e.— ei){e.— es,)=^ /<?i— «,(^2 ^ ^2)^
(j-— 63)- — (ej— f,)(e3— ^2)= /e, — 63(^1 — ?!)•
Rappelons-nous maintenant que l'on a x ^^ ]'i'j --^ 'p\u, et que l'inconnue primitive j^ est égale à ^(p'u)~".
Le résultat que nous avons acquis pour le cas où m est impair (m= in) donne lieu à la conclusion suivante : L' équation de Lamé (sS), dans laquelle n est la moitié d'un nombre impair et dans laquelle on prend, pour B, une racine d'une certaine équation, dont le degré est n + ^, a pour intégrale gékérale le quotient d'un polynôme entier en p^ u par (p' ^ u)".
Prenons maintenant le cas le plus important, celui où n est un nombre entier. Il faut y faire apparaître les fonctions de l'argument u, qui seules doivent subsister.
A cet effet, considérons la formule de duplication (t. I, p. go) pour y retenir seulement ce résultat que le produit paup'-u est un polynôme du quatrième degré en j3j, avec l'unité pour coefficient du premier terme. Même chose pourra être dite du produit (j32'J — e,)p''-'J. Formons directement ce dernier polynôme, d'après ses racines, qui sont jd^oj et j3((o' + ^oj), au nombi'e de deux seulement, doubles par conséquent. Prenant les expressions de ces racines (t. I, p. 54), nous concluons, en extrayant la racine carrée,
p'-jy/p-ij — ei = (jvj — e,)2_(^j_f.,)(e,— 63).
Nous avons pareilles formules avec les indices permutés. En comparant ces dernières égalités avec les précédentes, nous concluons
^ y/ei — ^2 \/ei—e-
p'Ui^pu — e,
(34) ^ z]-^U= , p'iiWpn — e,,
I\/ei—e.j, Vi — M = , ' f>'l"v/p» — ^3-
CHAPITRE XII. — ÉQUATION DE LAMfi
Les diverses formes (3^) de Z sont homogènes, du degré >.ri en Ç, et ^2 ; P'ir cette dernière substitution, elles deviennent homogènes et de ce degré par rapport aii\ trois quantités \/ pu — t^a et contiennent, en outre, le facteur (p'^ «)". Mais, puisqu'on a supposé x-i^^ I, Z, n'est autre que z : en revenant à y, on voit disparaître (j)'^ «)", puisque // = 3 -j; par conséquent, on obtient les /onctions de Lamé en substituant, dans les fonctions (Sa),
I \/e2— es /
Vei — e.2
Vï — Vi= , - - - /p " — ^3 ;
les constantes P, k doWent être prises ainsi
Cl — «3 e.2 — 63 7.n{'i.n — i)(e2 — ^3)
Ces fonctions se reproduisent ou se permutent les unes dans les autres^ quand on échange entre eux les indices de c, , ^oj <?3-
Chacune des fonctions symétriques S peut être mise sous la forme d'un polynôme entier en ^\ +^l et ^^^^ et ne contient alors, à l'égard de la première quantité, que des puissances dont les exposants sont d'une même parité. Par là on reconnaît que les quatre fonctions sont entières en pu, sauf des facteurs \/pu — t'^; c'est ce qu'on a déjà trouvé par le premier procédé ( ' ).
Intégrales définies.
Nous revenons maintenant aux notations que nous avons employées au début de ce Chapitre : m, v, w désignent trois coor-
(') Malgré une grande dissemblance dans la forme, ce second modo de formalion des fonctions de Lamé est précisémenl celui que M. E. Heine a donné dans le bel Ouvrage, inlilulé : Ilandbucli der Kugelfunclionen ; voir, dans la 2" édition (1878), t. I, p. 372. L'analyse employée par M. Heine n'a pas permis à cet éminent analyste d'apercevoir les conséquences qui sont relatives au cas où n est la moitié d'un nombre impair. C'est M. Briosciii (|ui, par d'autres moyens, a reconnu, le premier, ces cas nouveaux où l'équation de Lamé est inlégrablc al^'éjjriqucmcnt.
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données elliptiques. Par U, V, W, nous désignerons une même fonction de Lamé avec les trois arguments u, r, w. On mettra des indices, cl l'on écrira Ui, V|, W), quand on voudra, en même temps, représenter une autre fonction analogue.
Si l'on donne à u une valeur fixe i/o, alors v et w sont les coordonnées d'un point quelconque sur un ellipsoïde fixe. En faisant varier r et (v, chacun dans l'intervalle de la demi-période correspondante, (.0 pour V et co pour n', on obtient un huitième de cet ellipsoïde. Nous conviendrons de faire varier ces deux arguments, chacun dans l'intervalle d'une double période, 4^' et 4^; de celte manière, la surface de l'ellipsoïde est décrite deux fois.
Nous allons avoir à considérer des intégrales doubles, où les variables seront v et (v; nous nous dispenserons d'y mettre des limites : il sera entendu que ces intégrales seront prises, comme on vient de le dire, entre des limites constantes, par
exemple de zéro à 4 —^ et de zéro à ^i^i, pour les variables réelles
(• — tu ,
— ^ — et w — co .
Le carré de toute fonction de Lamé e^ un polynôme entier en pu, et la décomposition en éléments simples donne
U-p u = a -^ b'p u -T- c'p" u -T- e'p'" «—.... Ces fonctions ont pour intégrales générales
~ h tu -+- c p' Il — ep'" u
— b"Çu — c'p' u -r- ep'" u
dont les premières parties, seules, ne sont pas doublement périodiques. Les intégrales étant prises dans les limites ci-dessus, on a donc
f\idv = ji{a lo'—br/), fW^dtv = 'i{a to ^ b r,),
fW^pvdv^ 4(«'w'— b'-r^' ), fW^pwdw — 4(a'oj — b'r^).
De là résulte (35)
Au lieu de V- si W- , si l'on met VV, et WW,, produits de
//(P '^ — P «') V^ W-2 dv dw
= i6{ab' — ba') (t,co' — r/w) = 8{ab' — ba' )l-.
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deux fonctions dlfTérenlcs, l'inlrgralc analogue est égale à zéro. Efifcctlvemcnl les équations difrércnticllcs
v';-(A,j)r-.iî,)v,
donnent
[(A, _ A)pp + B, - B] VV, -- VV; - V, V" = ^- (VV, - V, V'^
La fonction VV, — \'| V admet la période U<>' ', l'intégrale du premier membre est donc égale à zéro. On a, par conséquent,
(A,-A)f\Yipvdv =(B-B,)/VVirf,>,
(Al— A)/WW,]M^' dw = (B — Bi)/W\V,rfip;
d'où l'on déduit
( 36 ) ff(p^ — P ^^ ) VV, WWi f/p d^v = o,
égalité où la démonstration suppose A| — A et B, — B différents de zéro, mais qui reste vraie quand une seule de ces conditions est remplie.
Solution du problème de Lamé.
Revenons au problème de Lamé. La température Tq, donnée en chaque point de l'ellipsoïde (u = Uo)^ peut, on le suppose, être représentée par une série dont le (/i -f- 1)'^""^ terme se compose de la somme des (2/1+ i) produits VW, affectés de facteurs constants, et formés avec les (2/1 + i) fonctions relatives au nombre n. Soit à déterminer, dans cette série, le coefficient d'un terme en VW. Multipliant par (pv — j3fv)VW et intégrant dans les limites ci-dessus, on voit disparaître tous les termes, sauf un seul. Pour ce dernier, l'intégrale est fournie par l'égalité (35), en sorte que le coefficient est représenté par une intf'grale définie
^ = o, /.,'/, • f f'Yoip^- P «' ) VW f/p diV.
S{ab — ba )iT.j J •' ' '
La température, permanente à la surface, étant ainsi représentée par la série
(37) To=2''^VW,
II. 3i
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■^oil Uo 1^ fonclion U où l'on met rargunicnt Uo, au lieu de ii. on aura, pour la température d'équilibre en un point quelconque,
Le problème do Lame est ainsi résolu, sauf examen de la possibililt' pour ces développements en séries; mais cette élude ne rentre pas dans le cadre du présent Ouvrage.
Remarque sur les cas où le nombre i/i est impair.
On n'a point, jusqu'à présent, étudié quel parti, dans le problème de Lamé, on pourrait tirer des solutions de l'équation où ?i est la moitié d'un nombre impair. Il est cependant certain que ces solutions peuvent servir aussi à représenter des états de là température en équilibre dans un ellipsoïde.
Prenons pour exemple le cas le plus simple, /i = ^. L'équation (20), où l'on doit supposer B = o, admet les solutions ^ = i et :: = p'j. Ainsi l'équation
a pour intégrale générale (a et b étant les constantes arbitraires)
J= (f'i"j -(a-r- bpUi).
L'équation difFérentielle restant invariable si l'on y augmente u d'une période, il est clair que le même changement, opéré dans l'expression de y, fournit encore l'intégrale générale sous une nouvelle forme. C'est là une propriété, extrêmement intéressante, de la division par 2; mais nous ne devons pas l'approfondir actuellement, réservant cette étude pour le tome III, quand nous nous occuperons des théories relatives à la division de l'argument. C'est alors aussi que nous reviendrons sur l'expression algébrique de y en fonction de pu., telle que la pourraient fournir les formules (34) relatives à ç, et q^,. Pour le moment, contentonsnous de mentionner quelques conséquences.
ciiArrrui; xii. — ï^olation de l.vmé. ^Si
Prenons, avec l'argumenl r, hi l'onction
qui est réelle, comme — . — Prenons, avec Targument «r, la fonction
réelle aussi, comme (v — w'. Prenons enfin, avec l'argument m, la fonction
U = {p'lu)~h
ceci posé, la fonction UVW représente un état d'équilibre de la température. Cet état pourrait être aussi représente au mo^en des fonctions de Lamé; mais ce serait alors par une série illimitée.
Sur la seconde solution de l'équation de Lamé.
Revenons à l'équation diflérentielle, telle que Lamé l'a considérée : n est un nombre entier et la constante B est choisie de manière qu'il}' ait une solution j>', fonction de première, de deuxième ou de troisième sorte. L'équation admet alors une seconde solution dont la forme est fort dillérenle et que l'on peut figurer ainsi
comme on le sait par la théorie généi'ale des équations différentielles linéaires. Pour obtenir :; explicitement, il faut décomposer
— - en éléments simples, puis l'intégrer. Examinons cette décomposition.
La fonction y n'a pas de racine multiple et chacune de ses racines est aussi racine de sa dérivée seconde. Ceci résulte de l'équation difTéreiiticlle et de celles qu'on en déduit par différentialion,
j-z^ [„(„-i-,)pu-^H]j',
y"' = \ niii -i- \) ]) a -r- V»] y -\- n{n -{- 1) p' u .y, ....
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Toulc racine commune à y et y' appartiendrait non seulement à y, mais encore à^'", puis àj>'^, . . ., ce qui ne se peut.
Les demi-périodes, qui peuvent être racines de y, fournissent,
dans la décomposition de — -^ des termes p{u — (Ojt) et des termes
constants (t. I, p. :>.o5). Soit maintenant u r=r a^ une autre racine àey. La méthode de décomposition consiste à développer suivant les puissances ascendantes de (« — «,). Comme iii est racine de y\ on a
.>' = («— "i) /i -i-^("— "i)Vi' -^••■,
en sorte que, dans le développement de —5 le résidu est nul, c'est-à-dire qu'il v manque le terme en On a donc
et le signe sommatoire s'applique à toutes les racines de t, les demi-périodes s'y trouvant comprises. De là résulte
On peut grouper les termes pour ne laisser subsister qu'une seule fonction ^. Comme j^- est une fonction paire, on a, à la fois, avec mêmes coefficients, les deux termes 'C{u zh a^), qui fournissent ensemble la somme
pu — piii
Si iif est une demi-période, on n'aura qu'un terme, mais on pourra l'écrire
'2 pu~e..
L'intégrale peut ainsi être mise sous la forme
du r . l^y p'uVu
F« est une fonction entière de pw, /a est le facteur irrationnel
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<|iM figure dans la fonction i' de Lamé. Le quotient de p'u pur fu est aussi un de ces facteurs ^ u, complémentaire de fa, composé avec celles des trois racines carrées \/pu — Ca, qui n'entrent point dans /a. Par là on obtient, pour la seconde solution ;, l'expression
La première partie est analogue aux fonctions de Lamé, la seconde en diffère essentiellement en ce qu'elle n'est pas périodique. Mais on doit signaler encore une autre diffc'rencc, que l'on va reconnaître en examinant ce que deviennent les deux fonctions pour ;/ = o.
La fonction j\ du degré r,n en pu, devient infinie et sa partie
principale est — , si nous convenons de l'alTecter d'un facteur con-
stant convenablement cboisi. Précisons complètement z en prenant^ comme on vient de le dire et posant
" du
alors, pour u infiniment petit, la partie principale de z est m"+'.
C'est seulement la coordonnée ii qui peut devenir nulle; cette valeur de u répond aux points à l'infini. C'est aussi avec le seul argument u que la seconde solution z va intervenir dans des questions nouvelles que Lamé n'avait pas eu à examiner. Mais déjà, en changeant un peu l'énoncé du problème de Lamé, on peut en montrer l'utilité.
Supposons, à la surface de l'ellipsoïde Kq, la température ])ermancnte représentée par la série (37). Admettons maintenant que cet ellipsoïde limite, non plus le solide intérieur, mais l'espace extérieur, indéfini, solide et plein ; alors la série
T = — VW
représenterait, dans l'état d'équilibre, la température en un point quelconque de cet espace; clic serait nulle à l'infini.
Revenant à la notation U, au lieu de y, pour une fonction de Lamé avec l'argument u, nous emploierons la notation Z pour la
fonction :; correspondant à U. L'argument de Z sera toujours ii. De la définition (38), on conclut la relation
^ ' ' au au
Intégrale de Liouville.
Les coordonnées u, <-, w étant celles d'un point a", soit x' ur> autre point quelconque et désignons par /• la distance de ces deux points. Il s'agit de calculer l'intégrale
I ==//(,.- -P"OVW^,
qui, étendue, comme il a été convenu, à tout l'ellipsoïde (u) sur lequel se trouve jr, doit être une fonction de a et des coordonnées de x'. Nous allons d'abord montrer que cette fonction de u satisfait aussi H l'équation de Lamé.
Le point x' n'étant pas situé, on le suppose, sur la surface de l'ellipsoïde, /• ne devient pas nul et l'on peut diflTérentier sous les signes d'intégration. On a donc
du-i ■'•' ^ ■' \du^ r] i
On sait que - satisfait à l'équation des potentiels, en sorte qu'on a identiquement
et nous pouvons substituer cette expression sous le signe d'intégration. Mais on a
\0v^ r) Ov r r dv J r av'^
Les termes, dégagés du signe d'intégration, étant périodiques^ donnent zéro dans l'intégration définie. Soit maintenant
y'= (Apu-^\i)r
niM'iiiti; Ml. fyiArioN" i>i: i.xwi. /187
1 ccjiialioii cic Laine à la([iicll<' salislail L» ; nous |)uu\()n> rcinpla- (h
cer —7—; par ( A ji^- + B)V; doue
\0v^ rj J r //( j) »• -- j) M ,) ^^ V ( — - ) ort- fAr = / f ^ ■' -^7! rA- r/n-.
Mènic Iransforniallon élanl faite |)Our l'iiilé^rale analogue où n s'échange avee r, on a, sous le signe d'inlégralion, le facteur
— {piv — pu){Xpv^B) — {pu — pv}i\piv-i-B)^(pv--pn'){\pu-~\i). Il vient ainsi
i = (Ap« - B) f f( pr - pn)\\\ 1^^' = ( Ap« -- B)I.
C'est ce qu'on voulait prouver, et l'on en conclut que 1 est une fonction linéaire de U et de Z, «Z-h ^U, a el b dépendant uniquement des coordonnées du point a:'. C'est, de plus, une fonction continue, tant que ?/, en variant, ne devient pas égal à la coordonnée a du point x'.
11 est clair que I tend vers zéro quand l'ellipsoïde est infiniment grand, c'est-à-dire quand a est infiniment petit. Or Z tend vers zéro, tandis que U devient alors infini. Donc, si le point x' est intérieur à l'ellipsoïde (u), l'intégrale I est égale à «Z, et il nous reste à trouver la quantité «, fonction des coordonnées de x'. Pour y parvenir, considérons la combinaison suivante, qui, d'après l'égalité (Bq), sera proportionnelle à a :
,, , .. d\ , dlj /,, dZ ., d\] \
du du \ du du ;
Si l'on met T à la place de UVW, le premier membre peut s'écrire ainsi
dv . „, d \ r r dv , I d'Y
/'/'(P"-p«^)i.AvT^^;.-|'/"(pr-j.n>)^:\/
(iKV ■ — ,—
/• du
OU bien encore, en tenant compte de ce que relli])se»ïcie est parcouru deux fois,
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Ici les iiolatloiis, (.K'jà expliquées (^p. /\62 ), soiiL les suivanLcs : t/o- désigne rélénicnl aréolairc de rdlipsoïde, qui doit être, dans
l'intégration, décrit une seule fois, et le symbole -,- s'ajiplique à une variation suivant la normale à cet ellipsoïde.
Les fonctions T et - satisfont, toutes deux, à l'équation des potentiels. Elles sont continues et bien déterminées à l'intérieur de rdlipsoïde; la seconde seule devient infinie au point x' . D'après
un théorème de Grcen ('), la différence (4 0 est égale à -^ T', si
l'on désigne par ï' la fonction T où l'on met les coordonnées de a:\ au lieu des coordonnées du point variable x. Nous avons donc ainsi a et, en définitive, pour le cas où le point x' est ititérieur à rdlipsoïde,
Avant de passer outre, examinons une sorte de paradoxe qu'il
est bon d'éclaircir.
On pourrait envisager, au lieu de la combinaison (4o), cette
autre
' du du
qui doit fournir zéro pour résultat, tandis que le théorème de
Green semble lui assigner pour valeur -^ S', si l'on prend
S = ZVW. Effectivement, comme T, cette fonction est continue et finie à l'intérieur de l'ellipsoïde et satisfait à l'équation des potentiels.
(^ette objection embarrasserait beaucoup, si l'on ne remarquait point que S n'est pas une fonction bien déterminée à l'intérieur de l'ellipsoïde, condition essentielle à laquelle satisfait T, fonction entière des coordonnées x^,. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer ceci : le point x ne change point si l'on change à la fois //, (% IV respectivement en aw — n, 2(o' -f- v, 210-f- 20)' — tp, nou-
(') Voir, par exemple, le Cours d'Analyse de l'École Polytechnique , jiar M. C. Jordan, t. II, p. 214.
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veaux arj;uni(iUs (jiii on! encore les formes admises pour //, \', (v, et qu'on peut relier aux picmicis jtar une série continue dans laquelle le point X revient à sa position première, sans sortir de l'ellipsoïde. Mais la fonction S ne revient pas à sa valeur initiale ; elle n'est donc pas /ue/i dcterniinre à Tintc-ricur de rdlipsoïde. Elle l'est, au contraire, à Vextérieur ; car la suite des valeurs qu'on vient d'examiner fait passer la coordonnée // par la valeur tu), et celle-ci correspond à l'ellipsoïde aplati, dont les points sont intérieurs à tous les autres ellipsoïdes du système (i).
La formule (4^) subsiste quand le point x' est sur rdlipsoïde; car le premier membre représente un potentiel de surface qui doit rester continu et le second membre est elTectivement continu. Comme les coordonnées // et ii sont alors égales, on a
rr ...fi'^'fi»- 8-v'Wuz , ,
Et maintenant, suivant une remarquable observation faite par Liouville ( ' ), on peut en conclure, pour le cas d'un point extérieur,
ce, .^-^^'dvdw SttV'WZ'U , ,^ ,
ElTectivement, le second membre est, en ce cas, à l'égard des coordonnées de x\ cette fonction S, qui est bien déterminée; il est, en outre, iini, satisfait à l'équation des potentiels et coïncide, à la surface de l'ellipsoïde, avec le potentiel cherché. Mais on sait que le potentiel cherché a seul ces propriétés; il est donc bien exprimé par le second membre de l'égalité (44) ^t celle-ci se trouve prouvée.
Attraction d'un ellipsoïde.
En introduisant l'élément aréolaire et parcourant une fois seulement la surface, on peut écrire l'égalité (44) sous la forme
VWrfj /iTrV'W'Z'U
'■A>«-l-ij(>^- vj
(') Journal de Malhéinatiques pures et appliquées, i" série, t. XI, p. 225.
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Soient )■ cl 1' deux aiilrcs points, liés aux points x et x' par les conditions
Pour CCS points, les quantités analogues à d7 et /• sont k-d(7 et kr. Entendant maintenant que d'y et /• se rapportent à y el y', on aura donc
Au premier membre, l'intégration est faite sur la surface d'un ellipsoïde homothétique au précédent et qui a pour équation
yi . .T- , y
Pi— A Pi— l~ Pi
Au second membre, \ ', W, Z' contiennent les coordonnées du point x' .
Supposons A" variable et, prenant deux ellipsoïdes homothétiques, correspondant à A" et à A' -j- <^A", cherchons la longueurMe la normale, élevée au premier, au point ), celte longuevir étant com- |)rise entre le pied y et le point de rencontre, infiniment voisin, avec le second ellipsoïde. Si l'on désigne par c,, c^, C;j les cosinus des angles de cette normale avec les axes et par dl cette normale, on devra avoir
d'où Ton tire
^ Pa— A ^ '
On a, d'autre part,
^ p-j.- >• ~ \J ^ « Pa- a;^ " \I ^(p--~ >0^ * Nous avons, par l'égalité (10), l'expression de celle dernière
ciiAi'iTiM- MI. — f:yrAri(».\ m: i.\y\(-.. ^ç)\
([uanlllc et nous pouvons coocimc
d'après ([uni. I"<'galilc ( 1'>) piend lu forme \\\ rinh •2-V'W'Z'U
■ff
\/-/il)d{k-').
Le produit dldy exprime un élément de volume compris entre les deux ellipsoïdes, en sorte cpic le premier membre représente le potentiel d'une eouche, infiniment mince, limitée par ces deux ellipsoïdes liomothéliques. Au second membre fif;urent , dans ^ ', . . ., les coordonnées du point x\ variable avec /.', tandis que le point attiré estj)^'.
Nous nous bornerons à considérer le cas le plus simple pour les fonctions qui fii;urent ici. le cas ai = o; on a alors L = i cl Z = (t. L'égalité
.46) f failli ^..rW^^jn/^dUc^-)
fournil lexpressiou du j)otcntiel d'une couche homogène, dont la densité est l'unité. On remarquera que, si le point attiré était intérieur, il aurait fallu prendre l'égalité (4^); on aurait u, au lieu de u' 1 au second membre, qui serait ainsi indépendant du point attiré; c'est le théorème de Newton, d'après lequel l'atlraction d'une pareille couche sur un point intérieur est nulle.
Il s'agit maintenant d'intégrer le second membre (4^) depuis le = o jusqu'à A- = I. On aura, de la sorte, le potentiel de l'ellipsoïde (i^) sur le point fixe j^', si l'on a soin de considérer ?f' comme la coordonnée du point x\ variable avec k.
L'intégration par parties donne
/ U' d ( /. 2 ) — U (k-—l) -i-f(i — A-2 ) du' .
l^orsque A est nul, le point x' est à l'infini et a' est alors nul. La partie intégrée est donc nulle aux deux limites et l'on doit considérer seulomcnl linlégrale
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Comme w' csl la coordonnée du point a', on a
Remplaçant x' par t J)', on conclut
JKa
<^a— <?<î)<ea— «y)
,'û ^*^' ^a— CpUCa— t'y)
On peut réduire les transcendantes ^ à une seule d'entre elles par l'emploi de la formule
■X pu— e^
Comme les coordonnées du point alliré subsistent seules, nous mettrons x au lieu de 1'; nous supposerons aussi, ce qui est permis, A = o pour l'ellipsoïde envisagé. Avec ces conventions, voici le résultat final : le potentiel de l'ellipsoïde homogène
— -f- — - 4- — ^ = I (pi<Pî<P3),
Pi Pi Pz
sur un point extérieur, de coordonnées .r,, Xo, ^3, est égal à la somme de trois quantités , dont deux transcendantes , savoir
X-, .rr
Pi—\ y>2— >v /^3— >^
Potentiel d'une surface ellipsoïdale.
Revenons aux nolalions priinilives, JC désignant un point de rdlipsoïdc, .r' le point attiré. Supposons la densité o de la matière attractive sur la surface, au point x, représentée par une série, comme il suit
h étant un coefficient constant, qui change d'un terme à l'autre. S'il en est ainsi, le potentiel T se trouve déterminé par une série analogue
Celle-ci convient au cas du point exLérieur. Pour le point intérieur, on mettra U'Z au lieu de Z'U. Pour un point situé sur la surface, on mettra UZ.
Réciproquement, ce potentiel à la surface, c'est-à-dire pour un point situé sur elle, étant développé sous la forme
on en conclura lu densité de la distribution
Développement de -
Parmi les résultats généraux que l'on conclut des intégrales (42, 44)) l'i^i" <Jcs plus importants concerne le développement de > inverse de la distance des deux jioinls x, x' . Supposons, pour
(îxcr les idées, u'<C n, c'est-à-dire j: intérieur à l'ellipsoïde sur lequel se trouve ./'. En ce cas,-? qui satisfait, pour ^, à l'équation
des potentiels, pourra être déveloj)pé en une série -ALVW, la fonction U, et non Z, étant indiquée pour les raisons qui ont été expliquées précédemment. Nous admettons ici la possibilité du développement et nous en cherchons les coefficients /i.
Ce développement étant substitué sous le signe d'intégration (44)i il rie reste, au premier membre, d'après les formules (35) et (36), que le seul terme
8/i(ab'—ba')-\:,
qui doit reproduire le second membre (44 '> en sorte qu'on a
h = Ti 7 ~ '
{i/i -i- 1 ){nO — oa ) et finalement
V'W'Z'VWU , ,
Il -+- \){ab' — bci )
Tel est le développement demandé; il représente, en elFet, la fonction; mais nous ne pouvons ici entrer dans jilus de détails à ce sujet.
Nouvelle manière d'envisager l'équation de Lamé.
L'équation de Lamé
(47) r" = [«(ft-+-i)p«-r-B]7
n'avait été considérée que pour les valeurs particulières de B dont nous avons parlé; en découvrant qu'on peut l'intégrer, quelque soit B, i\L Hermite a ouvert aux fonctions elliptiques un nouveau champ d'applications, dont le Chapitre suivant montrera tout le prix. Déjà dans le Tome I (p. 235) et dans celui-ci (p. i3o), nous avons effectué cette intégration pour les cas w = i et « = 2. Nous allons maintenant nous occuper du cas général, en supposant que II soit un nombre entier quelconque. Ce nombre peut être supposé positif, puisque n[n -^ \) reste inalj,éré par le changement de n en — (« -}- 1)-
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Soit )' une fonclioii doublemniL j)rriodi(|iic ilc (Iciiviriiic espèce, ajanl le seul pôle u^ o, multiple d'ordre n et, par conséfjuenl, n racines. Sa dérivée seconde y" a les mêmes mulliplicaleurs; le quotienty" '. y est doublement périodi(pie. Si celte fonction y est choisie de telle sorte que toutes ses racines a[)partiennent aussi à y", alors j)":j^ a le seul pùle u ^ o, qui est double; décomposé en éléments simples, ce quotient ne comprend que deux termes n{n -\-\)pu H- B, et B est une constante. Ainsi, une telle fonction, si elle existe, satisfait à une équation de la forme (4~)- Mais on a imposé, en somme, aux constantes indéterminées de }', n conditions, tandis qu'une fonction doublement périodique de deuxième espèce, avec le pôle u ^ o, multiple d'ordre /^, abstraction faite d'un facteur constant, contient (« -f-i) constantes arbitraires.il faut donc conclure que l'on pourra satisfaire à toutes les conditions, en laissant B arbitraire; on pourra donc intégrer l'équation (47) ail moyen d'une fonction doublement périodique de deuxième espèce, convenablement choisie. C'est en cherchant cette fonction qu'on aura une preuve rigoureuse.
Intégrale sous forme de produit.
Prenons^ sous la forme
le produit II se composant de n facteurs qu'on obtient en mettant n arguments a, b, c, . . . au lieu de a. Ce n'est pas l'expression la plus générale d'une fonction de deuxième espèce, avec le seul pôle II ^ o, multiple d'ordre « ; il y manque un facteur exponentiel eP". Mais, si l'on introduisait ce facteur, on trouverait de suite qu'il doit être constant. Prenons la dérivée logarithmique de^; ce sera
Dififérenlions encore
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Mais l'équation précédente nous donne
\y ) Zd \\pu — pa ) ■A^{pu — pa)^pu—pb)
Invocjuons maintenant la formule d'addition
pour conclure
y" „ I 'V^ (" p'//— p'«Vp'» — p'h)
■ij^ {pu — pa)tpu — pù)
Il nous laut maintenant décomposer la dernière somme en éléments simples. Prenons un terme. On a
I Cp'« — P'«)<^P'" — p'f'^
i {pu — pa){pu — pb)
= i{pu-^pa^pb)^ ^^^_ '^^ [r(K-^a)— r(i<-^6;— ^a + ^ôj.
Pour s'assurer de cette formule, on observera que tous les termes V sont immédiatement déterminés par la théorie générale, sauf le terme constant, et c'est ce dernier qu'il faut vérifier. On le fera aisément, soit en considérant le second terme du développement suivant les puissances ascendantes de m, terme qui est 2(pa-^-jo6), soit en envisageant la valeur particulière m = — (a + fe).
Réunissons maintenant tous les termes Ç(w + a)-^!^a entre eux et égalons à zéro la somme de leurs coefficients; faisons de même ^owx 'C,{u -{- b) — -^^, etc. Ceci nous donne n équations. Pour abréger, mettons
pa = 'J., pa = -x\ pb = '^, p'b=y,
Voici alors ces équations
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La somme des n piemicrs membres csl ideiiliqucmcnt nulle, eu sorte (jiie ron a seulcmciil (// — i) équations disùncles entre les n inconnues, comme on l'avait prévu, l'inconnue p avant été supprimée. Supposant ces équations satisfaites, il nous reste
- — = n{ii -\- \)pa --{in — ijlpa,
comme on le voit, en réunissant les divers termes.
L'intégration effective dépend ainsi de la résolution d'un système d'équations algébriques entièrement déterminé, savoir le système (49 )> joint à celui-ci
avec cette dernière équation
On ne pourrait assurément espérer une résolution explicite de ce système d'équations, si l'on ne trouvait, dans le sujet lui-même, des ressources nouvelles. Ces calculs fournissent néanmoins, avec facilité, les solutions, déjà connues, pour les cas /i = i et /z ^ •>.. Pour le premier, « = i, il ne subsiste que la dernière équation (5o). Pour le second, on a simplement
ce qui conduit aux. résultats déjà trouvés (p. i3i). Le calcul direct n'offre pas, non plus, de grandes difficultés pour le cas « r- 3.
Voici d'abord une observation qui va dégager du système (49 > les rapports mutuels de a', |î', y'. . . . , exprimés en fonction de a, jj, Y, • • ••
L'équation différentielle n'est pas altérée par le cliangemcnl de u en — a. Elle admet donc aussi la solution
qui donne l'égalité
On a aussi
n3'(<7 -f- 11^ :f(n — i() ,, , ^^^r^T, = iiu3"-P«).
Mais, l'équalion différenlielle manquant du second terme, nous avons
et C est une constante. 11 en résulte
^pu — pa ~ U{pu — pa)'
ou, avec les notations ci-dessus (t étant mis pour pu),
identité qui doit avoir lieu, quel que soit t. Le second membre étant décomposé en fractions simples, on conclut
~ (a— pKa- Y»... '
(52a) { rj,_ 2 G
Ces expressions de a', [i', . . . satisfont effectivement aux égalités (49). Un pas important vient d'être fait. Mais, pour arriver rapidement au but, on va employer encore l'équation différentielle.
Produit des deux intégrales.
Dans une équation différentielle linéaire du second ordre
y = Py,
si l'on change d'inconnue, en posant
on peut éliminer y comme il suit :
Y' = 277', "ï'^ 27'^-T- 277"= 27'-+ 2P72= 27'--!- aPY,
( Y" _ 2 pY )' = 4 y y = 4 P7y = -^ p y-,
y'_4PY'— 2P'Y= o.
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On trouve ainsi, pour l'inconnue \, une équation linéaire du troisième ordre. Si y et z sont deux solutions de la proposée, py-\-<J^ est aussi une solution, quelles que soient les constantes /?, q, et ipv-hqz)- est une solution de la transformée en Y. Cette dernière admet donc les trois solutions distinctes j'-,j^^, :;-.
Dans le cas de l'équation (47)? voici la transformée
Y'" — .\[fi ( /i -- i) p u -h B] \" — ■in{n — i) p'u Y = o.
Suivant l'égalité (5i), cette équation doit avoir pour intégrale particulière un polynôme entier du degré n en p;^. Soit pu = /, pris pour variable indépendante; on a la transformée
.dY
I — 4[(rt2-f-n — 3)/! + BJ-^ 2/i(rt+ijY = o.
Posons, avec des coefficients indéterminés,
(54) Y=: /«-- a^V'-^ — a,i"-^-i-. . .+ a„_iZ + ««• Voici, pour trouver ces coefficients, l'équation récurrente
( 2(/i — ;ji)('2[i. -}- i)( ijt,-i- n -i- i)a„-^
(55) < _u4([^_^i)Ba„_^_i-f-|-j^2(|^-M)(H-^2)(2[x-^3)a„_|j._2
Cette équation, appliquée successivement en supposant [JL = rt — I , n — 2, . . .,
détermine, sans ambiguïté, le polynôme Y, dont l'existence efl'ective est ainsi prouvée et que dorénavant nous pouvons admettre comme entièrement connu.
Le calcul de ce polynôme offre une simplification si, à l'exemple de M. Brioschi, on l'ordonne suivant les puissances de la \ariable s suivante :
Posant alors
et mettant, pour abréger, cp, cp', cp" au lieu de 'f(^), ^'{^), '•^"{^)on peut écrire Tcquation (53) sous la forme
4 5^ -4- -J '-f S-^ 'Ji s -\- (2) -j-^ -T- ( 1 8 52 -i- I cp •«' -i- f ¥ ) -TY
— 4("-^" — 0)5-1 ; cp -j- — 2/i(n-l-i)Y = o.
De celle manière, Y manque du second terme :
Effectivement, l'équation récurrente entre les A est la suivante :
i(n — iJ.)( 211 -f- 0('ii. -!- ji -f- 1) A„_u.
= 1 2 ( [i. -T- I ) ([ji -I- I — n){ [x -hi -h // }bA n-tx-i -^-^(,u-i- i)([J. — -ajl^iJH-S )'^'(èjA„_jj._2 -i- (|JL -f- i)!" |JL -!- 2 ) ( u -h 3 ) cp t b ) A„_^_3,
et l'on voit qu'en supposant ^ = n — i on trouve A, = o. Voici les premiers coefficients :
A2 = — ~ o ib).
I 2 ( 2 rt 5 ) ' 2 I 2 /t - - 3 ; ( 2 /i — 5 ) '
On aura, plus loin, besoin de connaître, dans le polynôme (54)> le terme du plus haut degré en B. La forme récurrente (55) le donne aisément sous cette forme
'-BJ-'
[3.5...(2« — Ij]2
Solution.
Servons-nous d'abord de ce polynôme pour établir, avec plus de rigueur, que jk a efTectivemenl la forme (4^)- Soientj»^ et z les deux fonctions dont Y est le produit. Nous avons, en même temps,
yz=Y, yz'- zy=2C, yz'-^zy'^T.
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De là nons concluons
Substituant dans l'équation (47*< nous obtenons i'i-) .1C2=-: V'2— uYY"-- 4[/i( n — Dpu- BJY-',
égalité remarquable, dont le second nieuibre (où les dérivées sont prises par rapport à a) se présente sous la forme d'un polynôme entier en pu : ce polynôme se réduit à une constante 4G-. Soit 0L = pa une racine du j)olynôme Y. Prenons, dans cette égalité, u = «, ce (jui fait disparaître, au second membre, tous les termes,
sauf le premier; remplaçons \' par p' 1/ —r- et nous avons
Les diverses racines de l étant désignées par a, |j, . . . , on a
Mettant, comme plus baul, a' au lieu de p' a, nous obtenons, en extrayant la racine carrée,
(58) aC = a'(a — J3)(a — y)...;
de même pour les autres racines. Ainsi sont retrouvées les relations (Saa). Mais c'est y qu'il nous faut obtenir et, pour ce but, notons la relation actuelle sous la forme
( jg) 2C = y;, = y'^ = y;. = ...,
in<7, =iz />, ± c, ... étant les racines de Y, considéré comme
l'oiiclion de u. Décomposons en éléments simples v:; ce sera
Y = r ^ f ^'^" — rt ) — ^(m — a) — 2!;a]. En effet, les résidus sont tous — j, d'après les relations ( 5f));
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n, de plus, la fonction se rcdnll à zéro avec u. Ecrivons ceci sous la forme
\ du 11 ^Y,u—pa:(u -^ ^ du 11 :! u
pour en conclure, suivant la premirre égalité (56),
V du
Cl, par conséquent, l'expression (4^j) supposée précédemment pour y.
Le problème, qui consiste à intégrer l'équation (47 ), est maintenant résolu comme il suit : par V équa{ion n'currente (55\ on calculera le polynôme Y; par l'égalité (07 ), on aura, la constante G-, dont on prendra une racine carrée C. Soient a, |i, . . . les racines de Y; on prendra
et Von achèvera de préciser les arguments a, b. . . . par les égalités
aC ,, 2C
Cela posé, on aura une intégrale y par la formule
En prenant l'autre racine carrée de G-, on obtiendrait l'intégrale s, déduite dey par le changement de u en — u.
Discussion.
L'égalité (58), appliquée aux diverses racines successivement, fait voir que G peut être nul dans le seul cas oîi toutes les racines seraient, ou des racines multiples, ou des demi-périodes; l'une, en effet, de ces deux circonstances est nécessaire pour annuler l'un des facteurs du second membre. Mais, d'abord, les demi-périodes ne peuvent être racines multiples, comme on le voit par
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l'cqualion (53). Si, en cITet, f = ci était racine douille de Y, tous les termes du premier membre (53) seraient nuls pour / = d, sauf le second, c[ui devrait donc s'annuler aussi. Mais alors la racine serait triple. DilTérentianl, par rapport à /, on formera une nouvelle équation analogue, d'où l'on conclura que la racine est quadruple, et ainsi de suite, ce qui ne peut être.
Toute autre racine peut être double, mais non triple; le même raisonnement le prouve.
Il est acquis, par conséquent, que les cas où C est nul sont caractérisés par ce fait : le polynôme Y a, pour racine simple, une ou plusieurs des quantités e>, et toutes ses autres racines sont doubles. Admettons qu'il en soit ainsi; ^ a, dès lors, la forme
\' = ( p u — Cl )-( p a — e.y (p u — es'f' n{p II — p ay, (t, z', t" = o ou l).
Comme C est nul, \ est le carré de )-; il en résulte donc
y = v/(p" — eif{pu — eiY\pu — eif Jlipii — pa).
C'est, on le voit, le cas considéré par Lamé, où j- est un polynôme «ntier en p?/, sauf les facteurs y/j)« — ^j , .... Ainsi, c'est en supposant C = o qu'on trouve les cas envisagés par Lamé. Mettant l'égalité (5^) sous la forme
et observant par la formule récurrente (55) que les coefficients de Y ont successivement les degrés 1,2, . . ., /i en B, on reconnaît que le second membre est précisément du degré 2/1 + 1. C'est le degré de l'équation C ^^ o par rapport à l'inconnue B ; c'est donc aussi le nombre des fonctions de Lamé, résultat déjà trouvé par l'analyse primitive.
Ces cas, envisagés par Lamé, étant mis à part, la solution précédente ne se trouve jamais en défaut et l'équation (47) est com- |jlètement intégrée. On peut cependant perfectionner encore cette solution; décomposant la fonction j' en éléments simples, on
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n'aura plus qu'un seul arj^unient constant, au lieu des n arguments «, b^ c La solution sera alors tout à fait explicite.
Auparavant, nous allons examiner comment C- se décompose en facteurs.
Une équation, du degré ^{n — i) ou ^ /? -+- i , suivant la parité de /?, détermine les valeurs de B auxquelles correspondent des fonctions de première sorte (p. 467). Soit P le premier membre de cette équation. Si /? est impair, chacune de ces fonctions contient le facteur p' u\ ainsi c, s', s" sont, tous trois, égaux à l'unité, et P entre en facteur dans les trois quantités Y(ex), considérées comme des polynômes entiers en B. Si, au contraire, n est pair, aucune des fonctions de première sorte ne contient les facteurs \/p « — (?),, et P n'entre en facteur dans aucune des quantités Y(ex).
Trois équations, chacune du degré ^{n -j- i) ou i/?, suivant la j)arité de /?, déterminentles valeurs de B auxquelles correspondent des fonctions de deuxième sorte, si 11 est impair, de troisième sorte, si n est pair. Soit Q, le premier membre d'une de ces équations. Quand on a Q, ^ o, la fonction de Lamé contient le facteur \jpu — g), si n est impair; ou bien, si n est pair, elle contient les deux autres facteurs analogues. Dans le premier cas, Q) est facteur de Y (g)); dans le second cas, il est facteur de ^{e-i,) et de Y(e:i), et alors Y(ei) contient le facteur QoQs-
Achevons de préciser les polynômes P, Q), Oo, Q3, entiers en B, et disons que, pour chacun, le terme du plus haut degré a pour coefficient l'unité ('). Posons
(fil)
et rappelons-nous que le terme du plus haut degré en B, dans Y, ne contient pas t, qu'il est du degré n en B et que son coefficient est ( — \)"c-. Nous pourrons conclure que l'on a
nimpair. Y(ei) =— c^PQ,, ¥(^2) = — c^PQî , ¥(^3) =— C2PQ3; «pair... Y(>i)= c2Q,Q3, ¥(<?,)= C2Q3Q1, ¥(^3)= c^QiQ^.
(') Par les lois de formation expliquées précédemment, on voit que ces polynômes sont entiers en g., g,, ou entiers en g., g^, e-^, s'il s'agit de Q^. Us sont liomogcnes, B étant regardé comme du même degré que e,, e., e,.
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Efreclivement, la somme des degrés de P et de Q, dans le premier cas, ou le double degré de Q, dans le second, est pn'cisémenl égal à n, degré de Y en 1>. Quant à C-, ce polynôme se compose toujours du produit des quatre facteurs. Le coefficient du premier terme nous est (burni par la relation (60); il provient uniquement du produit 4B\- au second membre; nous avons donc
(69.) C2=cvpQ,Q,Q3.
Si l'on veut éviter d'introduire les quantités e, , e^, e^ et n^woir que des fonctions entières de B, i?» et ^3, on considérera le produit
Q = QiQ2Q3,
qui est une telle fonction entière, et C- se décomposera seulement en deux facteurs. SoitR le résultant de Y et de'^ = W'^ — "•> /^i'i, égal au produit des trois quantités Y(e, ), etc. Dans le cas où n est impair, le quotient R : C- est un carré, dont la racine est P; si /? est pair, R est lui-même un carré, dont la racine est Q.
Ce résultant, produit des 3/i facteurs analogues à [7. — e,), peut se représenter sous deux formes, savoir
rj['^-^'''-4^n^'^^'
i> TT \ / w.TXt.- X i f^P^Q, //impair;
R= I lu — <-).) = (— I)'' I n(o.)= ' '
-■--■- -*-.A ( ^.6 02, n pair.
Rappelons-nous maintenant les relations (58)
2G= /'IpT^ra — p)(a — 7)... =. y^oy'i ,,^3 — a)(3 —';}...=--....
Soit D le discriminant de 1 , ou produit des carrés des dilTérences (a — j3)-, etc. Nous aurons
22/;G2«=: D2rio(a)= 4'»D2R.
Remplaçant C- et R par leurs exj)ressions, extrayant la racine carrée, nous aurons D avec une ambiguïté désigne. Ce signe sera déterminé plus loin; voici le résultat :
In- 1 1 1
(—1) 2 c'-"-H*- Q- , n impair,
n 1 Jl^
(— i)-c2"-:<I'-"o^"~ , // paii-.
Calcul de l'élément simple.
Dans l'élément simple, propre à la ch'-composition €16^(1. T^ p. Q28),
l'argumout f est la somme de a, b^ r, ... ; on a, en outre,
.r — V t' — V 1^/ — ^0 — Zr — . . . , t' = a-i-6-4-c— ....
On va montrer que pi' s'exprime rationnellement en fonction de B, tandis que x et jj'^- contiennent en facteur l'irrationnelle C, racine carrée d'un pohnôme entier. Cette circonstance est conforme à la nature des choses; l'élément simpley( — u) convient à la décomposition de ^, el/(i/) se change en /( — u) si Ton y remplace t' par — V, à la condition que a: se change aussi en — x.
Considérons la fonction
que nous figurons, au second membre, sous la forme générale d'une fonction entière de p u elp'i/, $ et^F étant des polynômes entiers. Dans cette forme, que nous avons vue maintes fois, les degrés des polynômes sont déterminés par cette condition que le degré soit («H-i), pn étant du second degré el p' u du troisième.
Degré de <I». Degré de y*.
«impair {(n-\-i), ^(n — 3);
n pair 2 " < ^ '* — i •
Nous avons désigné par fc une constante, dont nous disposerons plus loin.
C'est le calcul des polynômes $ et W qui va nous occuper. Ils sont déterminés par la condition que la fonction ait les racines a, h, c. . . .; ces n racines entraînent, en effet, la dernière l'acine — r, comme l'apprend le théorème d'Abel.
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Pour la racine r/, nous avons la condition
(G6) •l'i'ai ;a'M*(a)=o ( a — j)rt, a' := p'a j,
ou, suivant la relation (58 ,
Même égalité ayant lieu pour chaque racine cle\, on en conclut que le polynôme entre crochets est divisible par \ ^ donc, E étant un polynôme entier en /,
(67) *g_H=EY.
Cette relation détermine <I> et W de la manière la plus simple, en faisant apparaître^ comme une réduite de la fraction^ — • EfFeclivemenf, on en déduit
Le dernier terme est, par rapport à t, du degré — ^(n -~ 3) ou — (jn +1), 'suivant les cas, tandis que <I> est du degré ^('^4-3) — i ou (l/î+i) — I- Ea condition que le développement du premier membre, suivant les puissances descendantes de t, manque des termes à exposants négatifs, depuis l'exposant — i inclusivement jusqu'à — r,(n 4- 3) ou — (^ n -i-\) exclusivement, cette condition détermine entièrement $, à un facteur constant près. Soit
/Afl> 1 d\ ho /^i bi
*= 3r'-T-^ir'-'-^...-^;3v-i^-i-?v (v= \(n-T-\),\n).
Voici les équations de condition :
b'i-\ pv-T" b',^;i -T- t»v-(-i pv-2~'~ ■ • --f- t'îv— 1 ^ — o.
Soit généralement
bo l>i
bi b.
bm+î ■ •
• • bi,i,
Si l'on prend
on aura, pour lous les coefficients |j,, [3o, ..., des fonctions entières de b,), ^1, h.2'1 • • •• Ces derniers sont fonctions entières des coefficients de \ (sommes des puissances semblables des racines), donc fonctions entières de B-, g-i, g-^- Ainsi le polynôme ^, dont le premier coefficient est |3 = Ov_i, est entier en t, B, ^21 ffs- H 6" va de même pour H' et E, (jui s'en déduisent. Le premier coefficient de T est
b^J .j.y -T- W.^-^-l fJv— 1 "+~ ...-(- t'2v t^ '^
il est éi;al à o^ Mais, à l'égard de ce polynôme W, il y a une observation importante à faire.
Supposons d'abord 71 impair et prenons, ))Our B, une racine de l'équation Q, = o. Alors Y est le produit de {t — e,) par le carré L- d'un polynôme U, du degré ^(n — 1). U est facteur de Y et de
-J-; d'après (Gy), il l'est aussi de W, ce qui ne se peut, le degré
de W étant seulement ^(n — 3). W est donc alors nul. En conséquence, B étant quelconque, U' considéré comme une fonction de B, contient le facteur Q, et, de même, les facteurs Qo et Q^.
Supposons maintenant 71 pair; prenons, pour B, une racine de l'équation P = o, ce qui fait de Y le carré V- d'un polynôme V, du degré ^ n, tandis que W est du degré r, ti — i . Par le même raisonnement, on conclut que W contient le facteur P. Nous mettrons donc QB ou P0 à la place de W, suivant les cas, et remplacerons l'égalité (67) par celles-ci
i n impair * -^ O0 = EY,
] ' dt ^ '
n pair <U
dt
Pe = EY.
oi'i toutes les fonctions sont entières; le premier coefficient, ,3,
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de (p est égal à Ov_t ; le premier coefficient, y» 'It; 0 est le quoliciil entier de Ov par Q ou i^.
Les éléments de la formule (G5) étant connus, nous allons en tirer, d'un seul coup, x, pv et p\'. Prenons, à cet eflet, la dérivée logarithmique du premier membre; c'est
li u — a > ~ ll{i( — ^)— ...-i-^(m-t-p) — (/i-+-i)Çm;
développons-la, suivant les puissances ascendantes de ii, en prenant les quatre premiers termes; ce sera
h.r — (a-f-!3-r-...^pt'j«— — pp-...,
comme on le reconnaît d'après l'expression de x et d'après les égalités (58), où l'on voit que p' a + p' b + . . . est égal à zéro. Soit, d'autre part, à un facteur constant près,
tt"-t-i «« ' it'i-i a"~-
le développement du second membre {^^ r, on en conclura, pour la dérivée logarithmique,
H5'i-T-(->.7o—g'ï)«-)-(3ry3— 3(7172^ 7»)«2 + ....
La comparaison des deux développements fournit l'expression des inconnues.
Soient
Il 11
Ti^- -^•••;
Yi^ -+
Il inipair
:'I'-^?'^"'""-^pi^^"' '^.
11 pair :
On aura,
dans le premier cas.
Qy
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De là résultent les formules suivantes, où la somme a -i- [î est remplacée par — a,, que donne l'équation (55) :
pç =
n impair.
_ es _
JTi
(71a) « pair.
Py2
V = — ÎC-
/ciQpî 3pY, , 3 3,
RI
pv' =
py»
On peut procéder autrement et obtenir des formules d'un aspect différent. Et d'abord déterminons la constante k, La partie principale du premier membre (65), pour u infiniment petit, est— ^^j*
Celle du second membre est fournie par le premier ou le second terme, suivant que 11 est impair ou pair. Il en résulte
n impair /• = ^
n pan
_ py
Multipliant le premier membre (65) par l'exponentielle dont l'exposant est r^, (a -|- 6 H- . . . — ■^') = o, exponentielle qui est l'unité, puis supposant ?^= to,, on a immédiatement
Multipliant, membre à membre, les trois équations analogues et se rappelant l'égalité (t. I, p. 196)
G*, U ifc, U -if, Il 0-3 if '
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on cil déiliiil
/.^p'ap'b. ..p'v = (-- •^.)"+''I*i'I'2'J'3,
puis, d'après les égalités ( 58\ D étant le discriminant de Y,
(73) (— i)^" " " ^' /^^ C" p' V = (— i)«+''2*(ei ) ^•(eo) *(e3)D.
En élevant au carré dans les deux membres (72), on a aussi
(74) i- ir/,^Y( ei)(pi> - e^) = l'^ieO,
avec deux relations analogues. Quand n est impair, cette formule se simplifie. L'identité (70), où l'on prendra t = e\, où, par conséquent, Y devient — c-PQi, montre que *i'(<?j) est divisible par Q,. Semblablement pour ^^{c-i) et pour<I>(e3). On a donc, en mettant 4>), pour <ï>(e>,),
«impair *i = QiFi, *2=Q2F2, ^a^QjFj.
Remplaçons maintenant A, C, D, Y(e<) par leurs expressions précédentes et concluons des égalités (78, 74) celles-ci :
(75) n impair.
i -5a) Il pair. . .' '
Le calcul ciFectif sera facilité par les considérations suivantes. Écrivons la relation (60) sous la forme abrégée
' \dt
M est aussi un polynôme entier par rapport aux diverses quantités ty B, g-i, ^3. De cette relation et d'une précédente (C7), on conclut
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par conséquent, F étant im nouveau polynôme, encore entier,
4G2Eh-i\1M= 1^^, at
(76) 4G2* = oxr^+rY.
De celle dernière, enfin, et de la relation (6'j), on conclut (■77) '"^ - rr:^ ?^'' = 7^2 ( i^'J' -^ ?Kvr) Y.
Si l'on change u en — u dans l'égalité {^^') el qu'on multiplie membre à membre, on aura, au premier membre, les divers facteurs
c'(zf — a") j f M -^ « )
tf^ao-^w
= J3 a — p ii = a — / ;
le premier membre devient donc ( — i)"A- Y(j3(' — /), tandis que le second membre est précisément la quantité dont nous venons d'obtenir l'expression (77). Il en résulte donc
Suivant la parité de n, ^F est égal à P0 ou à Q0; en même temps, r est divisible aussi par P ou Q, comme le montre l'égalité (76). On a donc les résultats suivants, où l'on a mis PG ou QG au lieu de F :
f/Y 4c*PE -t-M© ==G ^,
(78) «impair (4c*P* = oe-^ f- GY,
dt G^j-o-oEe
4ci{i2P '
14c*QE +M0 = G^, ^^ , .. ,.„ , 4c*Q* = cie^ -T-GY,
G«ï>-^-^)Ee
4y^P Ces expressions de 'pv sont d'un usage assez commode, à cause
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de l'arbitraire /, dont on pcul disposer à volonté. l*our- n impair, la seconde formule montre bien que <I>, est divisible par Q, ; le
quotient F| est égal ei — , — G,.
On peut encore concliiic des relations (77) et (78) celles-ci :
îcip'ï'- -'^Q8' /^ impair. . . pc — /— —
/i pair j)t' — / —
4c*Q'ï>2— oP02
Ces formules ont l'inconvénient que les seconds membres y contiennent, en dénominateur, le facteur étranger Y; ils ne sont pas réduits à la plus simple expression. Elles peuvent être utiles, néanmoins, comme nous le montrerons par un exemple.
Cas exceptionnels de l'élément simple.
L'élément simple subsiste sous la forme {6\) dans tous les cas, sauf un seul, celui où l'argument v est nul. On voit, en eflet, soit par les formules ci-dessus, soit par la définition de jt, que celte inconnue x devient infinie seulement quand pv devient infini luimême. Ce fait se produit de deux manières différentes : par l'évanouissement de 3, si n est impair; de v, si n est pair; ou bien par l'évanouissement de P.
Si l'on prend, pour B, une racine de P, l'intégrale y est une fonction de Lamé et de première sorte : l'élément simple est pu.
Nous parlerons dans un instant de l'autre cas; mais, pour en finir avec les fonctions de Lamé, disons encore ce qui caractérise l'élément simple correspondant aux fonctions de deuxième ou de troisième sorte. Elles correspondent à l'évanouissement de Q. Les formules montrent qu'alors x et p' v s'évanouissent; v est une demi-période. Par les formules (73), on voit même que l'évanouissement du facteur Qx correspond à v =: u)y. L'élément simple est alors d'fit'.iu.! dont le multiplicateur est +1 pour la période 2(0), et — I pour la seconde période.
L'argument v est encore égal à (ox dans d'autres cas, correspondant à l'évanouissement de Fx ou de <I>x, suivant la parité de //. Mais, pourcescas, j: n'est pas nul : l'i-lément simple est c*^" "i^ 11 '.-iu. IL 33
5l4 DKIXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
Ses mullipllcateurs ne sont pas ± i. De plus, il y a, comme dans le cas général, deux intégrales distinctes, doublement périodiques de deuxième espèce; l'élément simjdc, pour la seconde intégrale, est e~^" d\u \ du. Au contraire, dans' le cas des fonctions de Lamé, nous savons déjà que la seconde intégrale est d'une forme très dilTérente.
Parlons maintenant du cas où s'évanouit le dénominateur p ou Y, commun à x^ pr, p'r. La forme (64) de l'élément simple disparaît. Puisque la somme r des arguments <7, ^, ... est nulle, l'intégrale (18) est le produit d'une fonction doublement périodique ordinaire par une exponentielle. C'est donc ici ce cas singulier, où les logarithmes des multiplicateurs sont proportionnels aux périodes correspondantes, et dont il a été question au Tome 1 (p. 282).
L'élément simple est alors w//.^P" et il s'agit de trouver la constante p, qui, au moyen des arguments «, ^, . . ., a pour expression
Conservons, à cet effet, la fonction (65), mais en y supposant V z= o, après avoir supprimé dv au dénominateur. Nous poserons donc
<Ij, et ^l'i élant encore des polynômes entiers, puisque, a~\~ b-h . , . étant nul, le premier membre est une fonction entière de pii et de pu. Mais ici le degré est n, non plus (n ■+- 1), comme précédemment. Il en résulte, si n est impair, que le degré de ^F, coïncide avec celui de ^F, tandis que le degré de ^, est inférieur d'une unité au degré que <I> atteint généralement. Mais, par hypothèse, ° . premier coefficient de <I>, est nul ; <I>, et $ sont donc d'un même degré. Si n est pair, les mêmes circonstances se présentent dans l'ordre inverse, en sorte que<[>( et W, ont les mêmes degrés, respectivement, que <I> et W. On déterminera ces deux polynômes en assignant à la fonction les racines a, b, . . ., ce qui donne lieu encore à n conditions semblables à la condition (66), mais dont une rentrera dans les autres. On voit par là que <^, et ^F, sont précisément les mêmes polynômes que <I> et W.
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Prenant mainUMianl la dérivée logarithmique aux dcuv membres (Ho), la développant et considérant le second ternie, comme on l'a fait déjà, on aura o ])Our coefficient de ce second terme. Considérant maintenant le second ternie dans le second membre, on a immédiatement
11 faut observer que p est eN.prinié en fonction de B, mais que B n'est plus arbitraire : c'est une racine de l'équation (3 = 0 ou de l'équation •' = o.
On ne peut guère espérer de trouver des expressions simples et explicites pour les fonctions qui figurent dans les formules (71 , 73, 78). Mais il importe de bien connaître leur composition générale et la valeur numérique d'un coefficient dans chaque formule. C'est pour ce but que nous allons, un instant, envisager un cas très particulier.
Digression sur l'équation de Riccati.
Supposons, pour les fonctions elliptiques, le cas ultime de dégénérescence ^2 = ^3=0, où pu se change en l'inverse de u'-. Mettons aussi B = i . L'équation de Lamé se change en celle-ci
rn(rt-4-i) 1
connue sous le nom d\''(jaation de Riccati; c'est, du moins, une transformée fort simple de l'équation qui porte habituellement ce nom. Elle admet, pour intégrale, la fonction
fin / p'Xii \ o't A (81) y= ««+ie-« " (_^_ \^ ^_fi?e«.
du" \u"^^/ u"
\„ est un polynôme entier en //, que voici :
Il satisfait au\ deux équations récurrentes
iiX'„-i= A„-4-(2/i — I— it)\„-i.
Soient a, h, c, . . . les racines de A„ ; a', b', c\ ... les racines de A„_,. Mettons, dans la première de ces relations, à la place de //, une racine a'; nous aurons
Multipliant, membre à membre, les (/? — i) relations analogues, désignant par A„_, le discriminant de A„_,, et remplaçant le produit des racines rt' par le dernier coefficient de A„_i, pris positivement, nous obtenons
-|„(„_l)(„_2, TT ,
rt, a'
Semblable opération étant faite dans la seconde relation (82), avec les racines r/, nous avons pareillement
Les deux produits H coïncident entièrement; car les facteurs y sont les mêmes, sauf le signe ; mais le nombre des facteurs est pair, /?(/? — i). Il s'ensuit donc
On conclut de là
(_,)-'"'" "A„=32"-352'î-'72'î-:...r2/?-3)3(2rt — 1).
Telle est l'expression du discriminant pour les polynômes A„('). On peut appliquer à l'équation (81) la méthode d'intégration
(') Par le moyen de la seconde relation (82) et la connaissance du signe de A„, on démontre aisément que A„ a une seule racine réelle, ou n'en a aucune, suivant la parité de n.
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que nous avons exposée pour réquation de Lamé. Cliani^eanl, dansj', a eu — //, on obtient une sceonde solution; le produit Y des deux fonctions est le quotient de \n{it)^,i{ — '^) P^^ "'" • Mais Y a été' considéré sous la forme d'un polynôme entier en
t n^ pu, ce qui est ici —^' Le discriminant de Y, polynôme en /, a
donc l'expression suivante
dont le dernier facteur est A«, et dont les autres facteurs sont positifs, comme étant des fonctions- symétriques, afTcclées d'exposants pairs ('). En conséquence, D a le même sij^ne que A«, celui
de(-i)-
Par l'hypothèse g2^= ^:)= ^i ^^^ polynômes P, Q, qui sont entiers en B, g2^ gn et qui ont pour premier coefficient l'unité, se réduisent à Tunité avec B. On a trouvé précédemment l'expression (63) de D, dans le cas général, mais avec une ambiguïté de signe. Cette ambiguïté se trouve levée conformément à ce qui a été alors annoncé.
Forme générale de la solution.
L'intégrale de l'équation de Riccati peut être décomposée en éléments simples, comme y dans le cas général. Pour éviter une confusion dans les notations, considérons la fonction z, dont nous avons appelé a,b, . . . les racines, et supposons que, g^ et g-^ devenant nuls, z prenne la forme (8i). L'élément simple, propre à la décomposition de g,
devient
('} Par l'expression ( 'i3 ) de D cl celle dernière relation, on Lrouvc \\{a-i- b) - 3.3».7'.. .{ •« — i)"-'.
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car il est certain que l'exponentielle doit y èlre la nicnic que dans l'intégrale {8i). Quant à v, nous savons que c'est la somme rt + 6 -f- . . . , comme on pourrait, au surplus, le trouver directement. Cette somme est ^ n(/i + i). Voici donc à quoi se réduisent ici les inconnues, savoir
V = \ n(n -T- i), Iv — x—i,
d'où se déduit x, si l'on remplace s*' par -•
Au lieu de supposer B = i, si l'on veut laisser B quelconque, il suffit de changer, dans l'équation de Riccati, ii en d= us/B. Nous pouvons donc conclure ainsi : Quand g^ et g^ deviennent nuls, les formules (71) se l'éduisent aux suivantes :
X = \fB,
"' By/îï;
la racine carrée de B est prise à volonté, mais de la même manière, dans les deux formules.
Nous allons maintenant chercher les degrés des polynômes qui figurent dans les formules (71, -5). De l'équation récurrente (55) il ressort que Y est homogène, i et B étant considérés comme du premier degré, ^2 comme du second, g^ comme du troisième degré. Il est, de plus, entier par rapport à ces quantités. On reconnaît, dès lors, les mêmes faits dans les polynômes <ï> et 0, déterminés par l'identité (70). Ace point de vue, le degré de $ est la somme de son degré en t et du degré de son premier coefficient ,S. De même, pour (■) et son premier coefficient y-
Un déterminant tel que Zm {^[)) a, Y'^xxv poids , ni^ni -h 1), c'est-à-dire que, dans chacun de ses termes, après développement, la somme des indices des lettres 6 est ni(ni 4- 1). Le coefficient général bm est du poids m relativement aux indices de <7(, a-2
coefficients de Y. Pour ces derniers, l'indice est égal au degré, entendu comme nous venons de le dire. Or [i et y sont, l'un Ov_(,
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l'aulrc le qiiolieiil de Ov par l* ou Q, donl ou connaîL déjà les degrés. D'après ces indications, on constituera aiséuu'ut le tableau suivant des degrés :
n iinpaii". n pair.
V { (■ /i -f- I )( rt — 3 ) \{ II- — 4 )>
V \in-~\) ^ ^(«-+-2),
Fx |(rt2 — 1)
Pour résumer maintenant les formules (71, 75) en ne faisant ressortir que les degrés, nous dirons, en modifiant les notations : On ohtiant les constantes de l'élément simple.
par des égalités avant la forme suivante
pV
^QiQaQ.^
iT,T3,
c?«/i.v lesf/uelles toutes les lettres représentent des fonctions entières et homogènes de B, g^ et g-,, ces quantités étant envisagées comme avant les degrés 1 , 2, 3. En outre, Q), et T). contiennent e\ qui, pour l'homogénéité, est considérée comme du premier degré; les trois fonctions Q), se déduisent les unes des autres par le seul changement de e\; de même pour les trois quantités T>.. Les degrés de ces divers pohnômes, comptés comme on vient de le dire, sont les suivants :
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n impair. /) pair.
\ l(«-hi)(« — 3) {«(« — 2)
r hn — i) \(n ■+- 7.)
M I /((/« — I ) ô /? ( rt H- 1 )
T iin-^~i) In-
£n bornant ch((cun de ces polynômes à son terme du plus haut degré c/^B, on réduit les formules à celles qui ont été indiquées plus hciut (83).
Les fonctions de Lamé eorrespjondent aux valeurs de V> qui font épanouir V ou Q; à ^évanouissement de W correspond r élément simple "Cu .e^", da/is lequel p est fourni par la formule
n, étant aussi un polyitôme homogène de degré supérieur, d'une unité, à celui de 0.
Décomposition de l'intégrale en éléments simples.
Pour edcctuer la décomposition, il nous faut, d'après la mélliodc générale, développer y suivant les puissances ascendantes de u. Pour ce but, développons chaque facteur de r, pris sous la forme (48). Ce développement se trouve au tome I (p. 201), sauf un changement de notation. Le voici
3'( « -h- a ) y I II it- 11^
!i a ^ Il u ■! -2 . 3 '2 . 3 . î Pi — --]->a — — a., p.f— —p'a — — a', /?v = — 3a2~ 4y;^,. />5— — uaa',
1! faut y remarquer que/>,„ est homogène et du degré m, quand a, ^■'î g2i gz sont considérés comme ayant les degrés 2, 3, 4> 6- Les coefficients d'indice impair contiennent le facteur a'.
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IMultiplianl entre elles les diverses fonctions analogues, pour (ornirr v. <>n oblicnt
S Pi -T- X /?3
U'> Ml" - ' -JL/iu" ■^ '■
Portons notre attention sur les coefficierils des termes de rang impair. Ils sont visiblement formés des sommes symétriques
— a, 2. aa , la- a, 2. a' a,
l^ia', X3aa', :i3a2a'.
dont toutes se ramènent à celles de la premiè
e ligne, multipliées
par des sommes symétriques ne contenant pas a', |j' Ainsi
^p2 Ya = X %y- 1 a — 1 a^ 1 aa — 1 a 1 a'^ a -^ 2 1 a' a ,
L'homogénéité fait reconnaître que la plus élevée de ces sommes, figurant dans le terme m-'"+^~", est 2a'" a'.
Reprenons maintenant l'identité (02)
Le développement des deux membres, suivant les puissances descendantes de /, fournit les relations
Xa"-'a' = aC.
Considérant les sommes qui sont ici nulles, nous concluons que le développement (85) de t manque des divers termes de rang impair, sauf le j)remier, jusqu'au terme en ;^"~'. Ce développement a donc la forme suivante
7 <! 1 -^ 7-2 "- -t- 7i «'• -*- «/li "" -+- •
-f- q-mli-
qin^\ 11-^
q-in-^ilO
et les lacunes cessent d'exister à jiarlir du terme en u". Nous allons, tout à l'heure, voir quel parti on peut tirer de cette circonstance pour en déduire une nouvelle méthode d'intégration. Bornons-nous d'abord à considérer les termes dont les exposants sont négatifs et qui nous fournissent la décomposition en éléments simples par la formule suivante, où y est l'élément simple (64),
le dernier terme contient y ou /", suivant que n est impair ou pair. Quant aux coefficients q, ce sont des fonctions symétriques de a, |j, ..., exprimables par les coefficients <:/,, «oi ••• de Y; par exemple :
En prenant «, et a-2 par l'équation récurrente (55), on obtient
Ce développement de y est valable, avec ces coefficients, dans tous les cas, sauf un seul, celui où l'on a P= o, où y est une fonction de Lamé, de première sorte. On a, en ce cas, avec les mêmes coefficients,
^M^-iP
Il y a un autre moyen, plus simple, de déterminer les coefficients q : c'est celui que nous avons déjà employé au tome I
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(p. 2.U)) et qui cnnsislo à sul)sl iiiici- le dcvcloppcmcnt (8-) dans ré<|uation ilifTércnlicUe, eu se servant du déveIop[)cnieut de pu (t. J, p. (,3)
1) « = — -, -f- c* II- -+- r.T u • -f- c, ir' -^ ,
Ce procédé conduit aux équations ci-après (')
I ili{:>.n — ih -r- 1)72/, -- B72//-2
d'où Ton conclut les valeurs ci-dessus de q., et de ly.,, puis
' r,^ . n( I) - \ )(('•> Il — 7 I r,
Nous connaissons maintenant, outre l'élément simple /", les coefficients de la formule de décomposition en éléments simples pour l'intégrale y. En résumé, nous avons exposé deux méthodes pour intégrer l'équation de Lamé; toutes deux sont fondées sur le calcul du polynôme \, produit de deux solutions. La première donne immédiatement, Y étant censé calculé, l'expression de r sous forme d'un produit de fonctions ^, où figurent svmélriquement les arguments rt, qui correspondent aux racines a = .))« du polynôme Y. La seconde méthode fournit r décomposé en éléments simples et les constantes se calculent explicitement, au moyen de Y, sans intervention des racines de ce polynôme.
(') Par ce moyen, on trouve, sous la forme suivante, la tlécomposilion eu éléments simples pour l'intégrale de réqualiui» de liiccali :
•^ ■' i{in — \) •' ■.».4. (j/t — i)(u/t — .{) •' " '
/ [--ÎTT^]-
11 nous rcslc enfin à expliquer une Irolsiènic mélliode, par laquelle, sur Téquation elle-même, on trouvera directement^, décomposé en éléments simples, sans intervention du y^olynôme Y.
Recherche directe de l'intégrale.
La recherche directe peut se faire de deux manières. Voici d'abord la plus naturelle.
Calculons, par les formules (89), q^^ ^5, . . . jusqu'à qn^K ou q,i^ suivant que n est impair ou pair. Prenons l'élément simple/", où p et :r sont inconnues, et formons y d'après l'égalité (87), où le dernier coefficient q calculé nest pas employé. Ceci étant, le développement de cette fonction y coïncidera, dans tous les termes à exposants négatifs, avec celui de l'inconnue y. En le prolongeant de deux termes, on aura
' -^ u" II"-- a n pair y — \ H. . .-;- ~ i- A -- a » H-. . ..
Les coefficients A, a ou à', ij.' sont des fonctions de v et de x. Déterminons maintenant ces inconnues par les conditions
?i impair ). — o, I^ =" '/«-n i
n pair ^- = '///, [j.'= o.
Ceci fait, le développement de
('(jo) y'—i^ni/t-hi)pu + B]y
ne contient plus aucun terme à exposant négatif. Mais ceci est une fonction doublement périodique de deuxième espèce (ayant même multiplicateur que j'), dont u = o est le seul pôle. Ce pôle ayant disparu, la fonclion est nulle et j- est effectivement l'intégrale cherchée.
Dans cette méthode, la seule difficulté est de résoudre les deux équations qui déterminent a: et ç. Mais nous connaissons d'avance la forme de la solution et nous pourrons en tirer parti.
La seconde manière de rechercher directement l'intégrale est
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fondée sur la propriélé que nous avons reconnue au (Ic'veloppejnent tic 7' : il présente des lacunes, de deux en deux rangs, jusqu'au ternie en u" . Cette pro[)riété, trouvc'e ici très indirectement, est d'ailleurs très visible sur l'équation dinTérentielle. On v voit, en cHet, qu'il existe une intégrale dont le développement commence par un terme en «""•"'. Soit donc r la première intégrale, dont le développement commence ])ar nn terme en ir"\ soit :: celle qu'on en déduit par le changement de u en — u; il doit exister une combinaison linéaire de j^ et de c, dont le dévclopjDcment manque de tous les termes jusqu'à m" inclusivement. Cette combinaison est nécessairement ), =j' + ( — 1)"~'^, et il en résulte que le développement de y doit présenter les lacunes annoncées.
Mais on peut prouver maintenant que l'existence de ces lacunes suffit à caractériser r, A cet effet, considérons les deux fonctions
yy\—yo'- y'y\ — y\y'^
qui, toutes deux, sont doublement périodiques ordinaires, y et z ayant des multiplicateurs inverses. Elles s'offrent, de plus, comme ayant le seul pôle u = o. Prenons les parties principales de )■ et de r, :
Il en résulte les parties principales suivantes :
ryi—ri.;''=(2«-^ ') + ■••, y'y'\~y\y" = — n(n-r-\){2n-hi)u-'-^....
La première fonction n'a pas le pôle w = o ; c'est donc une constante et l'on en déduit
yy"i—yiy"=f^-
La seconde a le pôle double u = 0] elle est de la forme
— (-2/1 -\-i)[n( n -{- i)pit -I- B ] ,
où B est une certaine constante. De ces faits résulte que )' et j-, sont les intégrales de l'équation
y'= [n(n-~i)pu -+-B]j)'.
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Si Ton avait abordé cette élude ainsi, il faudrait. iiiainlcnanL s'assurer que les lacunes exigées dans j- sont en nombre inférieur d'une unité à celui des constantes contenues dans j>'. On saurait ainsi que B est arbitraire. Ce compte est facile à faire, mais nous pouvons nous en dispenser.
Voici donc la dernière méthode d'intégration : on prendra y sous la forme (8j), oii non seulement x et c, mais encore les coefficients seront inconnus. On formera, dans le développement de y suivant les puissances ascendantes de u, les coefficients des termes où les exposants sont positifs et de parité opposée à celle de //, jusqu'au terme en ii" inclusivement. On égalera ces coefficients à zéro. Par ces équations, toutes les inconnues seront déterminées en fonction de l'une d'entre elles. Que q^ soit cette dernière. On remplacera Çi, en vertu de l'égalité (88), par
B, et l'intégrale sera trouvée.
Cette dernière méthode est complètement en défaut quand il s'agit de former les fonctions de Lamé; avec ces fonctions, en effet, les lacunes dont on vient de parler existent dans le développement, indéfiniment prolongé. Elle s'applique, au contraire, sans obstacle dans les autres cas exceptionnels.
L'autre méthode est toujours valable; elle exige, toutefois, une légère modification dans le cas où y est une fonction de Lamé, de première sorte, et dans celui où l'élément simple est
Le nombre /i étant impair, si y doit être une fonction de Lamé, de première sorte, son développement ne doit pas contenir de
terme en -• La condition caractéristique de ce cas est donc Il '
g„_^=:o. Il n'y a plus, dès lors, qu'à former ;k avec les coefficients précédents.
Le nombre n étant pair et y devant être une fonction de première sorte, |jl' sera nul d'après la nature de la fonction. Ayant déterminé y comme il a été dit, on conclura que la fonction (90) est constante; pour la rendre nulle, il faudra encore envisager, dans le développement de y, le terme en n-^ et égaler son coefficient à qnjf.1-
Considérons maintenant le cas de l'élément simple s"-eP".
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Si n est impair, supposons clt-tcniiiiu' y p;ir les mêmes conditions cpic (liins le cas général, sauf la seule condition |j. = r/„^,, que nous omettons. En ce cas, la fonction (90) semble avoir le pôle simple // = o. Mais cela ne se peut, vu sa nature particulière, qui exii;e au moins deux pôles (t. I, j). 2,'33V Elle n'en a donc point et se réduit à l'exponentielle eP", niultiplii'e par une constante. La condition ^ = r/„^f est donc remplie d'elle-même. Pour achever, il faut égaler à zéro le coefficient suivant.
Si n est pair, on voit, de même, que la condition ^'=0 est contenue dans les précédentes; il faut égaler à ^«+2 le coefficient suivant.
Formules pour n = 2.
Dans les calculs que nous allons développer, on mettra simplement C2 et o'pour v(^) et '^'{b). L'emploi de la notation b^ au lieu de B, offre des avantages pour la simplicité des formules :
V^^î-f-Acp', «ï> = 25. E=î, 0--i V=-i P = 3;?';
= eiCz-^^b (62-^63) — 4^2 = (26 -f- ei)('>.b-\-e3) =c2Q2Q3; c = \, <>/,= U^^' + Qj- En prenant s racine de Y, on a, suivant l'équation ((io),
/,c*PQ = 4G2^ 4*^'f(0 -= — ^' {\s^ -^ \-?.bs^ -\- so' -\- ^) r= — '^'('f — 36o'),
h':,' — 'j A{b — exY-l'i.b -^ e\^ l^v = ' , ' > VV — e\= -, ,
^ /ibo'—o , 9.0^ /'^bo' — o p'i> j
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Formules pour « — 3.
Y = s3^_ A, s -i- A:j= 5»4-{(p'5-4-|-<5 — b':J , o{t) — ^s'^-h iibs--\- o'5 -f- o,
Y(g,) = -^r'f'-^>(^'i-^)^]--^-'QiP; ^- 3'- P =3.:J6, Q),^32.î[?'-^3(e'),-i)'-]. 4> = — 6 A2 s- -+- 9 A3 5 — 4 -^ ) E = — 9(2 A2i" — 3 A3), vQ=-(4A1^27An (•),
ji t- - 6 = -^ ...•■ -, '-^
j) t' — ei =
_ \o' + 3(ei— by][i7.{b — ei)(2b -^ ey) — -j'^ ]2
L'équation
jK''=(i2pM-f-i5 6)7 a pour solution
Le cas exceptionnel a lieu pour'i' = 0; c'est-à-dire 12/^- — g^^o', on a, en ce cas,
j' = (Çaep"/'— 3 6^MeP«-f-26pep", p^^ 3^*.
(') C'est le discriminant de Y; mais cette circonstance ne se présente pas au delà de rt = 3, comme l'a écrit M. Brioschi, par une légère inadvertance qui n'ùte rien à l'importance du Mémoire cité en tête de ce Chapitre.
P -->.'. 3^5. 7A3- — XA
e = - iX[4(A3^9A,Z»),î^3A2-i8A3^;].
Soit Mo la valeur de M pour 5 = 0; on a
Par là, en faisant s = o dans l'égalité ((io), on obtient Q, qui n'est pas indispensable :
4c-XQ = 8(.>,A2+8i^'-^)(A|- i8A36)-fA3(3A3-)-8A26),
Pour calculer pç au moyen de la formule (79), on peut procéder comme il suit :
4ciPQ'ï>2— o(/)P2e2 4G2<i>2— oCOP'^e^
UV t = ^ '■ = !-^
* 4yM'^Y 4y2I>2Y
Mcï,2 Y^- 0(0 I f- (^)'— P'0'1 = 47-P^V ^
Faisant 5 = 1), on a
d'où résulte
,t;_/v = _ 4A*(2Aî-+-8i62) + 9A3(A2 — [8A36)(3A3H- 8A26)
pV 3 A; — 18 A.^A 3 A3
XX ^ 4(A3-+-9A26) A
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L'équation il pour solution
Le cas exceptionnel a lieu pour x\:,4- pAo^ = o, c'est-à-dire
j-0'c'= o. En ce cas, on a l'intégrale . y = {^u.eP")"'—i2b(Xn.e?" f^lpiffî-h fiSb'^)eP", p'- = i2b.
Exemples de calcul pour /i = 5.
Soit à trouver directement la solution relative au cas exceptionnel. Elle sera de la forme
y = (I:;^u.e9"y'-i-i7.q.2(t,u.e?")"~ 2'i(7i!:«.eP"-t- AeP"
et l'on devra avoir (t. 1, p. 234)
(gi) piH-I2<72p-+ 24^4= O.
On va exprimer que le développement de y, suivant les puissances ascendantes de ?/, manque du terme constant et du terme en u'-. Pour effectuer ce développement, on met d'abord j' sous la forme suivante
JK=eP«[^'^-H4?r--(6p'--+- I25'2)r" + (4p3+24^2p)C'+AJ,
et l'on développe la fonction entre crochets, ce qui donne
— 4[7&3-t-2V&2(p-+6<73)]pu2
Prenant maintenant le développement de l'exponentielle, on multiplie entre eux les deux développements et l'on égale à zéro les coefficients précités. De là deux équations :
2p(2p^-T- 20^2p^-+- ai) = 5A,
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En éliminant A et p entre ces équations et l'égalité (91), on aura la relation de condition, q-i et q^ s'exprimanl au moyen des formules (88). Il y a ensuite une seule valeur pour p-, puis une valeur [de A pour chaque valeur de p. Il n'est pas utile de continuer ici ce calcul. Le premier membre de l'équation de condition est la quantité FI des formules (84 )•
Pour trouver la solution générale, relative à /? =: 5 , par le movcn du développement de l'élément simple, on devra poser
puis développer r et chercher les coefficients du ternie constant et du ternie en //, pour les égaler à zéro et à q^. D'après le développement de y (t. I, p. 23 1), on aura ainsi
f \{x^-~ loF^ox'-t- loPs^---!- 5P;.r -4- P5)
I -4-4^2(ar3H-3P2a-— P3)^-24<7v27 = o
i |(a76-4-i5Pîa:i-:-2oP3:F='-4-i5P4a-2^6P5a7^Pc)
[ ^3^2(x*-f-6P2J"-^4P3^^P4)-M2 92(ar2-^P2)=^ ^6-
Dans ces deux équations, on devra remplacer les coefficients P par leurs expressions en pr et p'v données en l'endroit cité, puis en tirer x el pv. Ce calcul offrirait de grandes difficultés, si l'on ne savait d'avance la forme du résultat.
Soit à trouver la quantité X, qui figure au numérateur de jt. On supposera x = o dans les égalités précédentes. La première équation se réduit à
4P5-^4^,P3=o, c'est-à-dire
pv =— loq,= ^B.
La seconde donne ensuite
Substituant à pt^, q<, q,, q^ leurs expressions explicites, on trouvera léquation de condition dont le premier membre est X.
Si, dans les équations (92), on supprime P3 et P5, que l'on remplace, dans Po, P-, et Pc, jic par <?>., puis que l'on élimine :r, on obtiendra une équation de condition dont le premier membre sera la quantité ï>, des formules (84).
53a DElXlfeME PARTIE. — APPLICATIONS.
CHAPITRE XIII
KOUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.
Théorèmes sur les équations différentielles linéaires, en général. — Equations de M. Emile Picard. — Propriété des polynômes entiers en u et ^ii, à coefficients doublement |)ériodiques. — Forme générale des intégrales. — Equations pour lesquelles les rapports des intégrales sont uniformes. — Changement de l'inconnue. — Théorèmes sur les équations de la seconde classe. — Cas particuliers.
— Équations différentielles linéaires, attachées à la division de l'argument par 3.
— Équation du quatrième ordre. — Équations différentielles linéaires, attachées à la division de l'argument par un entier quelconque. — Autres équations d'ordre quelconque. — Troisième groupe d'équations d'ordre quelconcjue. — Exemple d'équation de la première classe. — Autre exemple.
Théorèmes sxir les équations différentielles linéaires, en général.
L'intégralion de réqualion de Lamé, telle que nous l'avons exposée dans le Chapitre précédent, et à laquelle restera attaché le nom de M. Hermite, a été l'origine d'une découverte importante, celle de deux grandes classes d'équations différentielles linéaires, intégrables par les fonctions elliptiques. Mais cette découverte eût été impossible sans les progrès de la théorie des fonctions, inaugurée par Cauchy. Ce n'est plus, en effet, dans la forme extérieure, que l'on cherche les caractères distinctifs des fonctions ou des équations différentielles, comme on faisait jadis, en considérant, par exemple, les équations linéaires à coefficients constants. On recherche maintenant des caractères plus cachés, que révèle l'étude des points singuliers.
Pour les équations différentielles linéaires, cette étude des points singuliers a provoqué des travaux considérables, dus aux meilleurs géomètres contemporains; elle donne lieu à des problèmes difficiles, dont la solution n'est pas encore atteinte. On
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n'aura besoin de connaître ici que des propriétés exlrêmemenl simples, dont nous allons hrièvcnicnl parler ('). Soit une éfjualion, d'ordre ///,
y"''4- a,7""-"-(- «2/'"--'^. . .-^rt„,-0''-f- a,„y = o,
dont les coefficients sont supposés être des fonctions de la variable indépendante u, uniformes et fractionnaires. Considérons une valeur «05 attribuée à u. Il s'agit de reconnaître les conditions pour que les intégrales soient développables en séries procédant suivant les puissances ascendantes de [u — ;/„).
On doit distinguer deux, cas : le premier a lieu quand les coeflicients ont, tous, des valeurs finies pour u = Uq. Toutes les intégrales sont alors développables en séries de Maclaurin. C'est un théorème de Caucbj.
Le second cas se présente quand quelques-uns des coefficients deviennent infinis pour u = U(,; c'est alors que l'on appelle Wq un point singulier. Considérons les divers produits
(1) (« — «u)«'i. {u—ih}-(ri, ..., (// — ?/o)"'«m-
Supposons que l'un d'eux, au moins, n'ait pas une valeur finie pour u = Uq. S'il s'en trouve plusieurs, admettons que ceux de rang n, p, ... soient infiniment grands d'ordre rj, supérieur à l'ordre des autres. Supposons maintenant qu'une intégrale soit développable et que son premier terme soit du degré s. En substituant le développement de cette intégrale dans l'équation différentielle, on aura, au premier terme, du degré (s — ni — q), le coefficient
s {s — i). . .( s — m -r n -{- \ )0,t-^ ■'''(s — \). . .{s — ni -^ p -^ i)fji,-r-.. .,
b,i et bp désignant les limites de (u — u,))"'^fa,i et de (u — U(s)P'^^ ap, pour u= Uq. Ce coefficient doit être nul. De là une équation à laquelle doit satisfaire l'exposant s. Mais cette équation est de degré inférieur à l'ordre m de l'équation différentielle. Les intégrales ne sont donc pas toutes développables. Ainsi, pour que toutes les
(') On poiina consulter, «iir ce sujet, \o. Cours d'Analyse de f'J-.'cote Polytechnique, pai' M. Caiiiilli' Innliin. t. III, p. 177.
intég;rales soient développablcs, il est nécessaire que les produits (0 aient tous des limites finies.
Supposions celte condition remplie, et prenons les développements des produits (i) :
( u — »„) «1 — by -^ b\ {u — Uq)-^ b\ {u — Mo)^-i-- • • , I u — »„ )"- ai = bi -— b'.y C u — //,) ) -t- bl (u — «o )^ -î- • • • ,
L'équation, dite dctciDiinante , qui a pour racines les exposants 5, est la suivante :
{ -+- 6,5(^5- — I). . .( 5 — /H -4- 2)-4-. . .-I- b„i-iS -+- b,n= O.
Soient maintenant
V is)= b\s{s — \). . .{s — in-^'i.)-T-.. .-^ b',n-\ s -;- &',„,
F"( s) = b'\ si s — i). . .( s — m -^ •>.) ^. . .-^ b"„,_^ s -^ b"„i,
Substituons à j-, dans l'équation différentielle, le développement
( 3 ) JK = ( « — "o f • [i-^ Ci( H — Uo)-\- Ciiu— Uo)--^...].
Nous aurons, pour déterminer les coefficients c, les équations
(î) ■: C2F(.Vi-f- 9.)— C,F'(5i-+- l)-4- F"(5i)= O,
Ayant pris 5( racine de l'équation (i) et déterminant ainsi c, , Ci, ... , nous formons un développement (3) qui, s'il est convergent, satisfait à l'équation diff"érentielle. La convergence, sur laquelle nous ne nous arrêterons pas ici, a été démontrée par M. Fuchs. Le point sur lequel on doit porter l'attention est le suivant: les coefficients c se déterminent, par les équations (4), sans embarras, si aucune des quantités F(.ç, H- i), F(5| + 2), ... n'est égale à zéro, c'est-à-dire si l'équation déterminante (2) n'a aucune autre racine surpassant 5( d'un nombre entier. Mais, dans le cas opposé,
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rc\lslcnce du développement (3) est subordonnée à des conditions subsidiaires évidcnles : si l'équation délerminanle, eu mcnie temps que la racine 5), possède aussi la racine (5, -h /< ), n étant cnlici-, on devra avoir
Cn-i F'( A'i -^11 — I ^ -i- C„_2 !""( 5i -I- n — 5t ) -t- . . . = o ;
d'où, par réllminatlon de c„_i, C/,_2, • . • entre cette égalité et les précédentes, résulte une équation de condition. Si celte condition est satisfaite, c„ est indéterminé, comme cela doit être en effet : la coexistence de l'intégrale (3) et d'une autre intégrale, dont le développement commence par un terme du degré (5, -l-/^), permet de former une combinaison linéaire où le terme de ce degré aura un coefficient ad lihitiiiii.
En résumé, pour que rintégrale générale soit dévcloppabic, il faut et il suffit : 1° que tous les produits (i) aient des valeurs finies; 2" que l'équation déterminante n'ait pas de racine multiple (sans quoi il n'y aurait pas m exposants 5); 3" que, si elle a des racines à différences entières, certaines conditions subsidiaires soient satisfaites (' ).
Ces conditions remplies, il y a m intégrales particulières développables sous la forme (3). Cliacune d'elles correspond à une racine de l'équation déterminante ou, comme on dit, appartient à un exposant égal à cette racine.
Voici maintenant les conséquences dont nous aurons besoin.
En premier lieu, si, en chaque point singulier, les exposants .ç sont des nombres entiers, les intégrales sont des fonctions uniformes j)()ur toutes les valeurs de la variable; ce sont des fonctions entières si les exposants s sont tous positifs; elles sonl fractionnaires dans le cas opposé.
En second lieu, si, pour chaque point singulier, les exposants 5,
(' ) La remarque suivanle est utile dans les applications : si, dus le début, les développements des coefficients a,, a^, ... présentent, tous, les mêmes lacunes, ces lacunes se reproduisent dans le développement (3) de y. Si, par exemple, i»i, ^'2, • • -, 0'„i sont nuls, c, est nul aussi. Si ces mêmes lacunes se reproduisent périodiquement dans les coefficients, il en est autant dans y. Qu'on suppose, pour les coefficients, des fonctions alternativement paires et impaires, par rapport à (a — uj, le premier coefficient a, étant impair; en ce cas, c,,c,,c^, ... sont tous nuls. S'il se trouve alors deux racines « à différence impaire, la condition subsidiaire, relative à cette dilTcrence, est satisfaite d'elle-même.
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sans être entiers, ne diffèrent que par des nombres entiers, les rapports des intégrales sont des fonctions uniformes pour toutes les valeurs de la variable.
Ce sont les équations ajant ces propriétés et dont, en outre, les coefficients sont des fonctions elliptiques, que nous allons intégrer.
Pour fournir au lecteur des renseignements complets, nous ajouterons qu'on sait reconnaître, sur une équation différentielle linéaire quelconque, si, par un changement de la variable indépendante et de l'inconnue, cette équation est susceptible d'être ramenée au type dont nous parlons. Mais cette théorie ne saurait trouver place dans le présent Ouvrage ( ' ).
Équations de M. Emile Picard (-).
Les équations dont l'intégration générale est due à M. Picard sont celles que nous venons de mentionner en première ligne, où Y intégrale générale est uniforme .
Pour bien comprendre le sujet, il faut se rappeler la proposition suivante, qui appartient à la théorie des substitutions linéaires : Soient y\ , j '2, . . . jj'm dii'erses quantités variables, sur lesquelles on effectue une substitution à coefficients constants, remplaçant y^ par Ya,
Il existe au moins une combinaison linéaire z- de ces quantités, et à coefficients constants,
pour laquelle V effet de la substitution est simplement de la multiplier par un facteur constant :
Z = ixz.
(') Voir, à ce sujet, le Mémoire .tur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables, par ]M. Halphen, duns le tome XXVIII du Recueil dit des Savants étrangers, p. i55.
(') Comptes rendus de r Académie des Sciences, t. XC, p. 128 et 2g3, et Journal fiir reine und an gewandte Mathematik, t. XC, p. 281.
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La dt-nioiislralion, (juM n'csl pas iiôcessanf; de icpiodulrc /// extenso, consiste à subslilucr, au second nieinhrc de celle dernière éqnalion, l'expression supposée pour z, puis, au premier membre, la même expression de Z par les Y; y remplacer les \ par leurs expressions en )-, enfin à identifier les deux membres, terme à terme. De là découlent m équations linéaires et homogènes en /;, , b^^ • • • , b,n et, par suite, pour ijl, une équation de condition, qui est du degré tn. Cette équation a au moins une racine et la proposition est prouvée.
Arrivons aux étjualions de M. Picard, et supposons donc une équation à coefficients elliptiques dont l'intégrale générale soit uniforme. Soit alors 'f i('/), 'f2(")î • • • -, 'irn{it) un système d'intégrales linéairement distinctes.
Changeons u en u + tito. L'hypothèse sur la nature des coefficients entraîne cette conséquence que cp, (^^ -j- 2(<) ), ..., '^m{ii -\- 2to) sont aussi des intégrales. L'hypothèse sur la nature de l'intégrale entraîne, à son tour, cette autre conséquence que ces dernières quantités sont bien déterniinres, ont, en d'autres termes, une valeur, unique pour chacune d'elles, quelle que soit la manière dont la variable passe de u à ;/ -h ■îw.
Les nouvelles intégrales sont des fonctions linéaires des précédentes, à coefficients constants, comme étaient tout à l'heure les quantités Y relativement aux quantités j'. 11 existe donc une combinaison linéaire, c'est-à-dire une intégrale '^{u)-, ayant la propriété
( > ) cp (a + 2 foj = [i o ( i( ),
oij tjL est une constante.
Prenons maintenant les fonctions
fl( u) = o( u), f,(u) = r^{ll —10)' ), ..., /„+,(?/) = cp Cm -f- 2 «(-)■),
qui, ])Our les mêmes raisons, sont des intégrales bien déterminées. 11 ne peut exister que m intégrales linc-airement distinctes. On est donc assuré que. en j)renanl n é^al ou inférieur à m, on aura une relation linéaire
/„^ ii u ) = Oi/i(u } -T- a.î/.,(in-~...-r- a,, fn ( " ),
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(|uc l'on pcul l'crire ainsi
f„{u -4- 2w' ) = Oi/idi) -+- Ui/iia) 4-. . .-f- a„fn{u)-
En la joignant aux relations
/„-l{ Il — 2(.j' ) =/„( U),
on a encore les formules d une subslilulion linéaire et l'on peut conclure à l'existence d'une combinaison linéaire /{u) ayant la propriété
Mais cette fonction y, comme les éléments fx-ifi, ■•• cjni la composent, a aussi la propriété exprimée parla relation (j). En conséquence :
Toute ('(iiiatioii dijj'éienticllc linéaire, à eoefficients elliptiques et à intégrale générale uniforme, possède au moins une intégr(de doublement périodique de deuxième espèce.
C'est ici qu'intervient de nouveau la théorie des fonctions, pour nous faire connaître (t. I, p. 4Go-463) les seules fonctions uniformes de celte nature, celles qui s'expriment par la fonction d. La composition analytique d'une intégrale nous est ainsi connue : on est assuré de trouver l'intégrale elle-même, qui contient un nombre déterminé de constantes. Nous y reviendrons plus loin ; mais l'équation de Lamé nous a suffisamment préparés pour que, dès à présent, on soit convaincu du succès. Pour le moment, il nous faut pousser plus avant et reconnaître que l'intégrale complète est exprimable par la fonction fi.
Dans bien des cas, il existe des intégrales doublement périodiques (de première ou de deuxième espèce) en nombre égal à l'ordre de l'équation. C'est ce qu'on a vu pour l'équation de Lamé, quand la constante B est indéterminée. !Mais, pour cette même équation, dans les cas mêmes où Lamé l'envisageait, il n'en est rien : la seconde intégrale contient des termes, non péi'iodiques, u et "Cu. Les équations de M. Picard présentent des circon-
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Stances analogues : r iittri; idlr comiilrlc jiciil se coiniioser, de la manière la plus génrralc , <V un polynôme entier en u et cm, ayant pour coefficients des fonctions doublement jirriudiifues (de prcniièrc ou de deuxième espèce) (').
Propriété des polynômes entiers en u et tu-, à coefficients doublement périodiques.
Considérons un tel polynôme, et d'abord, pour éviter une discussion inutile, introduisons u — a cl J^(//, — r/), au lieu de u et ^M, ce qui se peut, à cause de la formule d'addition
Z( U — a) = lii — Za -\- -
■.'. ]Ul — pu
C'est donc un polynôme entier en (u — a) et Z(u — a) que nous envisageons, avec des coefficients doublement périodiques (de première ou de deuxième espèce). La constante a est à volonté; il demeure entendu que u^ a ne correspond à aucun pôle du polynôme envisagé. Soient maintenant
a(M)= ■T-[r,{u — a) — oj!^(i< — a)], j3(«;= ^- [io'^{u — a) — t/( u — a)\.
Nous introduirons ces deux fonctions a et j3, au lieu de (u — a) et 'Ç{u — a), ce qui rend l'exposition plus claire, à cause de leurs propriétés simples :
( af w -f- 2a>) — a(M), aC « H- 2(o') = a(«) -4- i,
( !3(a -T- 2to) = ^(fi)-l- I, ^( K -t-20j') = 3(«).
Voici maintenant un Icmme presque évident, dont nous allons faire usage :
A, B, ..., [X, V, ...,/?,/?,.. . étant des quantités fixes, et k un entier arbitraire, si l'on a, quel que soit k,
( 7 ) A A" ix'- — B ki> ■//■ ^ . . . = o ,
toutes les quantités A, B, . . . sont nulles.
(') Ce résultat est dû à M. (1. I-'loquct {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCVIII, p. 8:>).
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On di'monlrc ce lemnie, avec la plus grande facilité, en considérant, pour k, une valeur infiniment grande, et nous l'admettrons sans nous y arrêter davantage.
Envisageons un polynôme entier par rapport aux quantités a et ^, avec des coefficients doublement périodiques
F(i() = Sa"p"'/.
Nous allons chercher sous quelle condition ce polynôme est la dérivée d'une fonction uniforme.
Soit II ^ t' un pôle de F; c'est, comme on l'a dit plus haut, un pôle d'une ou plusieurs des fonctions /, qui servent de coefficients. Soit u le multiplicateur de y pour la période 2w, A son résidu pour le pôle r. Cette fonction /a, pour le pôle c -f- 2A0). le résidu |j.'^ A. Suivant les propriétés (6), le résidu de F, pour ce dernier pôle, est
Za"(3-T-^)"';ji^'A = o,
que nous égalons à zéro , condition nécessaire pour que F soit la dérivée d'une fonction uniforme. Si nous développons (^-4- k)"^, nous avons là une quantité analogue à celle (7) qui a fait l'objet du lemme. Prenons seulement les termes du plus haut degré en A" et concluons ainsi : dans les divers termes du plus haut degré en [i, composant F,
distingués les uns des autres par les multiplicateurs dilférents [J., jj.,, U.J, . . ., a]>partenant aux coefficients y, y,, fj, ... et relatifs à la période 20^, les résidus sont nuls.
Dans ces termes, faisant maintenant abstraction du facteur commun ^"^, considérons le pôle t' + a/iio'; c'est alors a qui se change en a -f- 2/r, et le même raisonnement conduit à la conclusion suivante : parmi les termes précédents, prenons ceux dans lesquels a est affecté du plus grand exposant; ces termes ne se distinguent plus que par les multiplicateurs des coefficients /; pour chacun de ces coefficients, le résidu est nul.
D'après les formules de décomposition en éléments simples pour les fonctions doublement périodiques de première espèce (t. I, p. 205-207) ou de deuxième espèce (t. 1, p. 299 et 233),
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celle seule circonslauee que les rrsidus soieul nuls pcnnel de mettre inimédiatement/(M) sous la forme d'une drrlvée 'f'{ii)-
Pour la seconde espèce, ç(w) est aussi une fonction de seconde espèce; mais, si/(«) est de première espèce, 'f{u) peut contenir dans sa décomposition un terme en u et des termes en Ç(w — v) dont la somme des résidus peut n'être pas nulle. Pour embrasser à la fois les deux cas, disons que 'j'{n) est, de la manière la plus i;énérale, un polynôme du premier degré en a et (B, avec des coeflicienls doublement périodiques.
Ceci entendu, nous avons
F(k) = %"^"'o'^ Fi(w) = (x"^"'cp)'-+-Fi(«) — ('''"?'")'?, i7:(a"3"')'= nx"-^^^'"[r, -4- i» p( u — a)] — ma" Ji'«-' [r/-f- oi' p( n — a)].
Celte dernière dérivée est, elle aussi, un polynôme en a el ^, à coefficients doublement périodiques; mais les degrés maxima y sont moindres que dans F(w). En posant donc
F(fO = (^"hl"'?)'+*("))
on aura, pour 4>, une fonction de même nature que F, avec abaissement des degrés maxima. Raisonnant de même sur $ et ainsi de suite, on voit que F se compose d'une somme de termes analogues au premier (a"j2"''j)'. Mais, à cause de la nature de 9, on peut aussi considérer ce premier terme comme étant formé par la somme de trois analogues oiî les fonctions analogues à '^ sont doublement périodiques. Donc, en conclusion, quand un polynôme entier en H el "Çii, à coefficients doublement périodiques, est la déri- \:ée d'une fonction uniforme, cette dernière est un polynôme de même nature, mais dont le degré peut surpasser d'une unité celui du polynôme primitif .
Dans l'analyse précédente, en passant de o'(«) à 'f{u)^ on n'a |)oint mentionné la constante arbitraire d'intégration. Il est clair (pi'en ajoutant ensuite cette constante on n'a point à modifier l'énoncé final.
Forme générale des intégrales.
Supposons d'abord une ('(pialion du premier ordre, (jui nous donne le rapport y' '.y exprimé par une fonction doublement p('-
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riodlqiic do première espèce. En raisonnant comme on l'a déjà lait au lome I (p. 21 1), on trouve Immédiatement quejK, supposée Ibnclion uniforme, est iine fonction doublement périodique (de première ou de deuxième espèce). C'est aussi, d'ailleurs, ce que l'analyse générale de notre premier paragraphe nous apprend , puisqu'il existe une seule intégrale. Pour une équation d'ordre quelconque, complétons l'énoncé déjà donné en disant que V intégrale complète se compose d'uti polynôme entier en u et îi^w, à coefficients doublement périodiques, et d'un degré inférieur, d'une unité au moins, à l'ordre de V équation.
Soit, en efTet , f{u) l'intégrale doublement périodique qui existe certainement pour une équation d'ordre quelconque m. Changeons d'inconnue et prenons, au lieu de^)', celle-ci
La transformée en :;, comme on sait, est d'ordre [m — i). Admettons l'exactitude du théorème pour cet ordre {m — 1). En ce cas, z est un polynôme entier en u et s'^ de degré au plus égal à (^,)i — 2). Mais, suivant les hypothèses, z est la dérivée d'une fonction uniforme, j' :/. Cette dernière, suivant la proposition du dernier paragraphe, est donc aussi un tel polynôme, dont le degré est, au plus, {m — i). Il en est autant pourj'. La proposition est ainsi prouvée.
On peut préciser davantage en distinguant les intégrales particulières, comme il suit :
Les intégrales se répartissent en groupes : dans un même groupe, contenant n intégrales distinctes, V une d'elles est doublement périodique, une autre est du premier degré en u et X^u, une autre du second degré, etc., une seule est du degré [n — i). Tous les coefficients ont les mêmes multiplicateurs que la première intégrale.
Supposons, en effet, que ce groupement ait lieu pour les intégrales z^ définies par l'égalité (8) et appartenant à une équation d'ordre {m — i). L'intégration, telle qu'on l'a expliquée dans le paragraphe précédent, laisse subsister ce groupement. Envisageons d'abord un groupe {z) où les coefficients soient de seconde espèce.
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Dans l'intégralion, le de<;ié en a el ^u ne s'élcvc pas; la multiplication pary(«) fournit ensuite un groupe {y), àonifiii) ne fait pas partie, et qui est composé, relativement à u et ^w, comme le groupe (:?) lui-même. Prenons maintenant un groupe (v), où les coefficients soient de première espèce. L'intégration de ces fonctions peut fournir un groujie dans lequel il ne se trouve pas de fonction doublement périodique; mais on doit rattacher à ce groupe la constante arbitraire d'intégration. En multipliant ensuite pary"(w), on obtient un groupe {y) qui satisfait aux conditions de l'énoncé el contient une intégrale de plus que le groupe (z) dont il provient. On voit notamment que, s'il n'existe aucun groupe (:;) où les fonctions soient de première espèce, l'intégrale y=f{u)coïnpose, à elle seule, nu groupe.
Dans le cas le plus simple, où l'équation d'ordre m possède m intégrales doublement périodiques, chacune d'elles constitue, à elle seule, un groupe.
Équations pour lesquelles les rapports des intégrales sont uniformes.
Nous arrivons maintenant à la seconde classe d'équations signalées (p. 536) comme intégrables : ce sont les équations pour lesquelles les rapports des intégrales sont des fonctions uniformes. Cette circonstance a lieu, quand, pour chaque point singulier, les exposants s, auxquels appartiennent les intégrales, diffèrent par des nombres entiers.
Pour le point singulier u = a, soient 5, s -{- p, s +/■>', • • • ces exposants, racines de l'équation déterminante (2). Leur somme, d'après cette équation, s'exprime au moven de ^,, qui est le résidu du premier coefficient a^, pour le pôle ^^ ^ a, de cette manière :
ms -(- /? -T- // — . . . = l-m(7}i — I ) — 6 1 .
Soient maintenant a', a". ... les autres points singuliers; on aura, pour chacun d'eux, une relation analogue. La somme des résidus ^(, pour tous les pôles de la fonction «(, est nulle. En conséquence, 5, 5', s'', . . . désignant un des exposants pour chaque point singulier, on a, comme on voit,
([)) >n(s -i- s' ~ s" -r . . . }— un noml)rc entier.
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Ceci reconnu, cherchons J'aljord s'il est possible de trouverune fonction y(/^) telle, que la transformée de l'équation proposée, avec l'inconnue z=^yf{u), appartienne à la classe dont nous venons de nous occuper.
En premier lieu, cette transformée doit avoir des coefficients elliptiques. Los formules du changement de l'inconnue montrent
immédiatement la condition nécessaire et suffisante : y doit être
doublement périodique (de première espèce). Prenant la formule de décomjiosilion en éléments simples, l'intégrant et passant de log/ à/, comme on la fait déjà (t. J, p. :>. i i), on trouve
'■^(u) étant une fonction fractionnaire et uniforme.
En second lieu, le produit i'/(a) doit être fractionnaire et uniforme. De là résulte que '^(u) doit être nul; quant aux exposants c, c', . • . , ils doivent être entiers, sauf pour les fonctions a'(?/ — a) : pour ces dernières, les exposants doivent reproduire s, s', ... changés de signes, sauf des nombres entiers. La forme définitive de f{u) doit être ainsi
F(m) étant le produit d'une exponentielle et de fonctions c" à exposants entiers, positifs ou négatifs,
Y { u)= e^" :f{if — Ut))" j(u — iii)n' . ...
Mais ces exposants /?, /?', ... —s, — s', ... sont les résidus de -y; leur somme est donc nulle. En conséquence, on a
(lo) S = A" -;- 5'-i- /'-T-. . . = un nombre entier.
Le problème n'est donc susceptible de solution que si cette dernière condition est remplie. Si elle Test elTectivement, on pourra construire y"(w) et le problème sera résolu. Voici donc un premier résultat : les équations de la seconde classe sont transformables en équations de M. Picard par un simple changement de l'inconnue, quand la somme des exposants, afférents aux divers points singuliers, est un nombre entier.
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Ce u est vraiineiit jjas, en ce cas, une classe nouvelle. Supposons inaintenanl (|ue la condition (lo) ne soit pas remplie. La somme S n'est pas entière, mais elle est commensurable; son produit par l'ordre ni est un nombre entier (9). C'est de là que découlent les propriétés principales de l'ciquation.
Prenons un cnlier /?, Ici (pic lo produit n-S soit lui-même un nombre entier; tians la suite, nous le choisirons le plus petit possible; pour le moment, il est quelconque, égal à /;?, si Ton veut. Changeons la variable indépendante {^) en prenant, au lieu
de u. la variable r = -• Avec cette nouvelle variable i, TcHiuation Il 1
conserve ses caractères distinctifs : ses coefficients sont des fonctions ellipti(pies de v, les rapports des intégrales sont des fonctions uniformes. Mais maintenant les points singuliers, pris toujours aux périodes près, ou, pour mieux dire, dans nn parallélogramme des périodes (t. I, p. 45t)), sont en nombre plus grand que précédemment. Chaque point singulier u -- a donne, en effet, lieu à n- points singuliers
Il est, d'ailleurs, évident que les intégrales r appartiennent, en chacun de ces n- points singuliers, aux mêmes exposants que, dans l'équation primitive, en le seul point u = a. Pour la nouvelle équation différentielle, la somme, analogue à S, est donc maintenant /i-S, nombre entier. Cette équation est donc dans le cas dont on a parlé en dernier lieu. Ainsi les équations de la seeonde classe, quand la condition (10) n'est pas remplie, sont transformables en celles de la première classe, par un changement de la variable indépendante et de l'inconnue.
Changement de l'inconnue.
S'il n'y a qu'un point singulier à considérer, c'est-à-dire un seul où les exposants ne soient pas entiers, la formule la plus
(') Dans le Uoisicinc Vuluiiie de cet Ouvrage, quand on connaîtra la ihcorie de la transjorinaiion , on verra comment le même but peut cire atteint par un changement des périodes.
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>iinplc pour le chanycmoiil de l'inconnue est ly suivante
ilans laquelle 6„ est la fonction (jui joue un rôle prépondérant
dans la théorie de la multiplication.
Quand il se trouve plusieurs points singuliers, on obtient une
l'orniulc conven;)ble en mettant, au second membre, le produit
des laclcurs analogues, chacun d'eux relalii à un point singulier.
Mais il sera mieux, pour notre analvse, de multij)licr encore par
les divers facteurs
ri
où a sera arbitraii'e. Ce produit a bien, comme il convient, une l'onction doublement périodique de première espèce pour dérivée logarithmique. De cette manière, la fonction
revêt la forme suivante
a'i II — 'xY a'(u — a' )■''
71HS
Dans cette fonction o, il ne faut pas l'oublier, les exposants 5, 5', . . . sont de nature quelconque, en sorte que o n'est point une fonction uniforme, en général. Mais nous allons en déduire une fonction uniforme, qui va être fort utile à considérer, à savoir
„4) >,(.)= '^''T?''*=c^"TV''~-'" -T"-
Cette fonction aefTectivement la forme simple qui figure au second membre, puisque le changement de v en ^' H — '— correspond au changement de u en w~^w; il a pour effet de multiplie)*
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simplement par une cxponcnliclle du premier degré chaque foncliou j (lu iiuiiH'raleur ( 1 3) de 'j.
Comme A est un nombre entier, la fonction 0 est doublement périodique, de deuxième espèce; mais il y a plus, c'est une de ces fonctions particulières (t. I, p. 234) dont les multiplicateurs sont des racines de ruiillé. On a, en ellet,
A = li] n(s -T- s' -+-...) = ^7] nS ;
pour la période ato, le multiplicateur de O(t') est l'exponentielle ayant pour exposant
2 A o) — 2 X r, — = A nS(r,i)i — r. w) ; ' n
la quantité 4 (y; ^L) — riw)est un multiple entier de 2t7:, nS est commensurable ; le multiplicateur est donc bien une racine de rtiiiité; c'est une racine rj^'"'", si rj est le dénominateur de nS. Le même raisonnement s'applique à la seconde période 20/. En outre, si l'on envisage les diverses fonctions 0('r), obtenues en prenant
successivement, pour-^-j toutes les 7^"-"""=^ parties de périodes, on
a, de la sorte, pour l'ensemble des deux multiplicateurs, toutes les combinaisons, deux à deux, en nombre ^-, des racines q'^^"^"^ de l'unité. Chacune de ces combinaisons est répétée plusieurs fois : le nombre de ces répétitions est égal au quotient 71- '. q-^ nombre entier, puisque /iS a pour dénominateur q^ et que /i-S est un nombre entier.
En résumé, les fonctions ')(<'), dont le nombre est n-, sont des fonctions doublement périodiques de deuxième espèce; elles se répartissent en q- groupes, comprenant chacun pareil nombre de fonctions, qui, dans un même groupe, ont mêmes multiplicateurs. Ces multiplicateurs , essentiellement différents d'un groupe à l'autre, sont les racines g''^""^* de l'unité.
Théorèmes sur les équations de la seconde classe.
Nous venons de ramener les équations de la seconde classe à celles de la j)remièrc ; mais, dans le cas où cette transformation exige le changement de la variable, on doit la considérer comme
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purement tliéorique. La transforma lion donnerait lieu à des calculs non sculcmcnl impraticables, mais encore inutiles. On le pressent d'avance et Ton s'en convaincra en étudiant les propriétés, très spéciales, de l'équation transformée. C'est pour faciliter celte étude que nous venons d'approfondir la nature des fonctions 6((').
Jusqu'à présent, nous avons laissé indéterminé l'entier /i, assujetti seulement à rendre entier le produit n'-S. Nous allons maintenant le prendre le plus petit possible. A cet eilet, nous supposerons que S, réduit à sa plus simple expression, ait la forme
où N,/>, q sont des entiers, mais où p n'est divisible par aucun carré. La plus petite valeur de n est alors />^; nS a pour dénominateur q, conformément à la notation dont on vient de l'aire usage en parlant des fonctions 0.
La transformée en r, suivant le théorème de M. Picard, admet au moins une intégrale doublement périodique (de première ou de deuxième espèce); soit _/(t') cette intégrale, Il v cori'espond, pour l'équation proposée, l'intégrale
^-^(jÙ^iJ)
Mais , la proposée ayant des coefficients doublement périodiques, nous avons, en même temps, les n- intégrales, comprises dans la formule
11 en résulte, pour la même ti'ansformée en z, les n- intégrales qui s'en déduisent et qui, selon l'égalité (i4)> ont cette expression
générale :
JKi
Toutes les fonctions fiv^ — - 1 ont mêmes multiplicateurs,
ceux de/(i^), qui est l'une d'elles. Les quotients ^, : z (et l'unité est l'un d'entre eux) se répartissent donc comme les fonctions 0
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cllcs-nirnirs, dont ils ont los iniilliplicaUMirs. l'In conséquence, chaque inh'^rdlc donhlemcul pcriodù/ue (de première ou de deuxième espèce) de l'équation transformée fait partie d'un groupe comprenant n'-=/y-q- intégrales doublement périodiques. Dans ce gmujie, il y a (f- sous-groupes , comprenant chacun p- intégrales. Dans un même sous-groupe, les multiplicateurs sont les mêmes. D'un sous-gioupe à l'autre, les multiplicateurs sont différents; ce sont, tous, des racines ^"■"'<'^' de l'unité.
La question importante qui se pose maintenant est de savoir si toutes ces intégrales sont distinctes. Elles le sont assurément d'un sous-groupe à l'autre, à cause de la différence des multiplicateurs. Si, dans un sous-groupe, il existe des relations linéaires entre les p- intégrales, pareilles relations, en même nombre, existeront évidemment dans chaque sous-groupe.
Pour résoudre cette question, imaginons que l'on construise l'équation différentielle linéaire qui admet les seules intégrales j'( , au nombre de n'- = p''q'-. Cette équation, avec la variable t^, aura des fonctions elliptiques pour coefficients 5 mais elle ne doit pas
changer si l'on change v en c -f- ; c'est ce qui résulte de la
composition des intégrales y,. Or la formule qui exprime 3'(/ir) en produit (t. I, p. 198) fait voir que les cocflicients sont alors des fonctions elliptiques de nv, c'est-à-dire de u. L'équation différentielle que nous considérons maintenant est donc, comme l'équation proposée elle-même, à coefficients elliptiques avec la variable u. De plus, les exposants s, 5', . . . auxquels appartiennent les intégrales (à des nombres entiers près) y sont encore les mêmes pour les mêmes points singuliers. En effet, y* est une fonction uniforme et ces exposants 5, 5',. . . sont tous amenés, dans j'i, par le facteur cp.
Soit maintenant /i, le nombre des fonctions :■^ (|ui, dans un même sous-groupe, sont linéairement distinctes : alors q'-nt est le nombre total des fonctions^)',, linéairement distinctes; c'est l'ordre de l'équation qui admet ces seules intégrales. En conséquence, y-/<,S est un nombre entier; /?, est alors un multiple de p. Voici donc la conclusion :
Dans un même sous-groupe, le no/uh/e des intégrales lincai-
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rcmcnt dist inclus est nu moins ci^dl à p et toujours multiple de p .
Enfin, pour ne négliger aucun cas, imaginons que la transformée en z ait aussi des intégrales non périodiques, dont nous avons précédemment (p. 54'>-) étudié la foruie. Les mômes considérations s'y appli(]ucnt encore et, d'une manière générale, on peut dire que chaque intégrale z fait partie d'un groupe eomprenant des intégrales linéidrement distinctes, en nombre égala un multiple de pq-. Ce groupe est partagé, comme précédemment, en cj- sous-groupes, dont chacun comprend pareil nombre d'intégrales.
Ces théorèmes facilitent singulièrement l'intégration des équations différentielles appartenant à cette seconde classe, que nous venons d'étudier, pour les exemples, du moins, qui s'offrent dès l'abord, et surtout par comparaison avec les équations de la première classe ('). C'est pourquoi nous donnerons d'abord des exemples pour cette seconde classe. Les exemples que nous choisissons se rapportent à des équations ayant un seul point singulier où les exposants s ne soient pas entiers. Ce sont les exemples les plus simples, mais ils sont aussi instructifs que si le nombre de ces points singuliers était quelconque. En ce dernier cas, si l'on pose effectivement
et qu'on prenne Y pour nouvelle inconnue, on obtient une transformée dans laquelle la singularité est, si l'on peut dire, trans-
(') Il y a un autre moyen de ramener à la première classe les équations de la seconde. Soit, en cfTet, /• = pq'' le dénominateur de S. Toute fonction homogène, et de degré r, formée avec les intégrales y, par exemple j"", y^''}\^ ■ ■ -, est uniforme. Ces diverses fonctions sont les intégrales d'une équation différcnliclie linéaire, qui appartient ainsi à la première classe. Cette dernière étant intégrée, on en déduira les intégrales y de 1 "équation proposée. .Mais celte transformée est d'un ordre
. , . (/• -4-l)(''-^ 2). ..(/•-)- «l —l) „ 1 • rr .f . • .■ 11 /-> .
égal a ■ — ■• Son emploi ellcctif est impraticable. C est
donc là un procédé d'intégration purement tiiéoriquc. Il a été indiqué par M. Ap-
pell {Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCII, p. 1007)
à un moment où ce savant géomètre ne pouvait connaître la théorie qu'on vient
de lire, communiquée antérieurement à l'Académie, mais non publiée.
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portOe au seul j)oiul ail)ilrairo // ::= <7, avec Icxposant
\ oici encore utie autre tjb.servalion. Au Heu de // =/>/y, on aurait pu prendre n z^pq-, Le.s raisonnement.s subsistent et ion trouve ainsi, comme précédemment, (pie cliaque inti-grale .:; appartient à un i^roupe comprenant des iiité!:;rales en nombre égal à un multiple de /?, ayant, de plus, 1rs mêmes mulliplieatears.
La variable ind«-|)cndante est alors e, = - := - • C'est en em-
plovant, comme nous avons fait, la variable r, qu'on obtient la connaissance plus approfondie de la répartition en sous-groupes. En outre, l'emploi de t^est plus simple; mais il est bon de pouvoir aussi considérer la variable t'|.
Quelle que soit la variable, v ou r,, dont on se serve, voici comment on obtient les exposants auxquels appartiennent les intégrales c, pour le cas, que nous supposerons, où il se trouve un seul point singidier à considérer dans l'équation en j', par exemple le point u = o. D'après l'égalité (i i), nous posons alors
(i6; jK = -(•i'«^'>■•
Il V a lieu de considérer, pour :, les divers points r =
Pour le premier, t^::^ o, la fonction •l>,i est infinie, d'ordre /i- — i. en sorte que, les exposants desj^ étant s, s -[- p, s -h />' . • • . , ceux des z sont n-s, n-s-r-p^ n'-s-hp'. •■■■ Mais, pour les autres points, '1,1 est infiniment petit, du premier ordre, et les exposants des .:; sont o, p, p', .... Si l'on a pris, pour s, le plus petit des exposants, en sorte que p, p', ... soient positifs, on voit que le premier point singulier, v = o, peut, seul, être un pôle de ;;. Si, en outre, les y ne deviennent infinis pour aucune autre valeur de u, et ceci a lieu notamment quand Técpiation proposée n'a aucun autre point singidier (où les exposants soient entiers); en ce cas, les fonctions :; ont les seuls pôles c := o.
Cas particuliers.
Voici un cas très remarquable des équations de la seconde classe : c'est celui où le dénominateur de S, qui est toujours
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tin diviseur de l'ordre /??, esl précisément égal à cet ordre. Puisque chaque groupe comprend toujours des intégrales distinctes en nombre au moins égal à ce dénominateur et que ce dénominateur est justement l'ordre de l'équation difTérentielle , il y a un seul groupe. Le rapport de deux intégrales queleonques est alors une Jonction doublement périodique de pretnière espèce, relativement à la va/-ialde r,. Avec la variable r, on peut distinguer les intégrales de manière que le rapport de deux quelconques ait pour multiplicateurs des racines q^'^'^^'^ de l'unité. Mais on peut aller plus loin encore et déterminer, par avance, les multiplicateurs des intégrales z.
Pour ce but, considérons le déterminant
r dz^_ d-^ z-, d"'-^z,„'\
dont chaque ligne contient les dérivées, d'un même ordre, des m intégrales distinctes, ayant, toutes, les mêmes multiplicateurs si la variable est r,, ou des multiplicateurs qui diffèrent seulement par des racines ^"^"""^ de l'unité, si la racine est c. Dans un tel déterminant, on peut mettre en facteur une des quantités :; et écrire
'1/ di' dv^ dv'"-^ J V -1 /
Que la variable soit v ou t^,, le nouveau déterminant est doublement périodique de première espèce; si, en eiïét, la variable est <',, chaque élément t est une fonction de cette nature. Si la variable est V, ces éléments t ont pour multiplicateurs des racines ^•'"^''^ de l'unité; mais toutes les racines s'y trouvent pareil nombre de fois et leur produit fait l'unité. Si donc [jl est un multiplicateur de z-^ tjL"' est un multiplicateur de D.
Le même déterminant, formé avec les i', ne diffère de D que par le facteur ('1/,^^)"", suivant l'égalité (lO), si nous supposons le seul |)oint singulier u := o, cas auquel on peut réduire tous les autres, comme on l'a précédemment observé, et pour lequel, S étant égal à 5, ms est un nombre entier. Le déterminant D', formé avec les^, a donc aussi le multiplicateur ;j/". Si l'on revient à la variable //, le déterminant analogue diffère de D' par un simple
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laclcur niimériqiio. Mais D', d'après les j)r()[)ri('lcs élémentaires (les équations (lillV'renliclIes, s'exprime ainsi
(ix étant le premier coefficient de l'équation. Les résidus de <?,, comme on l'a vu (p. 543), dillèrent des nombres m5, pour chaque point singulier, par des nombres entiers seulement. Dans le cas j)résent, ils sont tous entiers et D' est bien effectivement une l'onction doulilement périodique de seconde espèce, dont on peut trouver les nuilliplicaleurs v, v'. De cette analvse résulte que les multiplicateurs de z^ sont les racines m''""*'^ de v et de v'.
En particulier, si C équation proposi'e manque du second terme (rt, = o). D'est une constante elles multiplicateurs des intégrales z sont des racines m'*^""*^* de l'unité.
Si, en outre, les coefficients de l'équation ne contiennent aucune irrationnelle, les intégrales z sont des fonctions doublement périodiques de première espèce, la variable étant r. En effet, elles ont mêmes multiplicateurs; le caractère rationnel de l'équation s'oppose alors à ce que ces multiplicateurs soient autres que l'unité.
Ce sont des équations présentant tous ces caractères que nous allons prendre pour exemples.
Équations différentielles linéaires, attachées à la division de l'argument par '.\.
Prenons d'abord Téquation, du troisième ordre, suivante
" 7 ) y" — I ji " -y' — h v « -7=0,
dont le seul point singulier est u =^ o. Les racines de l'équation déterminante (a) sont — j, — | +i ^ — i + 3. A cause des lacunes qu'offrent les développements de pu et de J)'w, on est assuré que les intégrales appartiennent effectivement à ces nombres, pris pour exposants (p. 535, note). C'est donc bien une équation de la seconde classe; elle présente toutes les particularités signalées dans le dernier paragraphe. En posant
^=yvh%
on obtient, pour;, une fonction doublement périodique ordinaire de v = ^u, appartenant à Vun des exposants — 3, — 2 ou zéro, pour r = o. De plus, :; a le seul pôle c = o. C'en est assez pour conclure les trois intégrales
^ = 1, pi-, pV,
et, par conséquent, riuLét;rale complète
Par le changement de u en 11 -\ — > on obtient, pour j-, de nouvelles formes, qui rentrent bien dans la précédente. Prenant, en
effet, le rapport d'une de ces nouvelles intégrales à la première
(63 r) ^, on obtient, pour ce rapport, l'expression
On retrouve, dans le dernier facteur, le cube de la fonction générale, dont les multiplicateurs sont racines cubiques de l'unité (t. 1, p. 234), et il est visible que le produit est linéairement exprimable par pv et p' v.
L'équation (17) est un cas particulier (a = — i) de la suivante, où a désignera un entier, positif ou négatif,
, ON ■" 4«- , 2a(a — 3)(4a -h 3) ,
(18) y j-pu.y-i — pu.y = o,
et à propos de laquelle on remarquera, en passant, qu'on obtient son adjointe par le simple chaugement de a en — a. Si doncj>^i etj'o sont deux intégrales de cette C'qualion, yty.^ — y-^yt est une intégrale de l'équation obtenue par ce changement de a. Il suffirait donc d'envisager, pour a, des valeurs d'un même signe. L'équation déterminante (2), pour le seul point singulier « = o,
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a pour racines
donl les difTcrenees sont enlii-res. L'une de ces dlfTérences est impaire ; la nature des coefficients de réqualion (i8) assure que, à l'égard de cette difiercnce, la condition subsidiaire est remplie (p. 535, en note); l'autre est paire, mais égale à 2; la lacune que possèdent, au début, les développements de pu et de p'u, assure également que la condition subsidiaire est remplie pour cette différence. Les nombres (19) sont donc effectivement les exposants auxrpiels appartiennent les intégrales.
Si a est un multiple de 3, ces exposants sont entiers; l'intégrale est uniforme. L'équation est alors de la première classe. Nous la laissons de côté.
C'est lorsque a est premier (nec 3 que nous avons une équation de la seconde classe. Elle présente toutes les particularités signalées dans le dernier paragraphe.
Nous supposerons a positif. En posant
on obtient, pour;:;, une fonction doublement péi'iodique de v=t^u, avec le seul pôle ^- = 0, multiple de l'ordc 6a, {Ga — a) ou (4rt — i), suivant l'intégrale qu'on aura choisie. C'est ce qui résulte des exposants (18), suivant la règle établie (p. 55 1) pour déduire, des ex])Osants auxquels appartiennent les ^", ceux auxquels appartiennent les z. Déterminons la dernière de ces intégrales, qui est la plus simple.
A cet effet, on développera, au moyen de l'équation différentielle (18), l'intégrale correspondante, sous la forme suivante, où
1 on suppose 5 = —H- 2« -+-i ,
Soit, d'autre part.
on on conclut
z= ('i-4«[i-4-(^AH-a)t^^-h(B+ p)fG-H(G-t- Y-4- Aa)<>8 4-...], et enfin
Soit, par exemple, a= i. Cette formule ('-io) se borne au premier terme. On a donc l'intégrale
L'équation proposée est l'adjointe de la précédente (17) ety a bien effectivement la forme j'ijKo — y-^J^i^ composée avec
cjui sont deux intégrales de l'équation (17)-
A titre d'exemple, nous allons faire le calcul du premier coefficient A dans le développement de y, en supposant, pour s, un quelconque des trois nombres (19). Ayant
pu — h — ffo ?<2 _!_... .
'h^ = P*i' — :^ff^_p-'l'~ff3Pi'
on obtient
a = — ta,
I . „, ,, 4«- I 2a(a — 3)(4« -^3) i - AF(5--4)— —. ^2* H — — —^2= o,
3 [(a — 3)(4a-i- 3) — gasl
c'est-à-dire, pour 5 = — fa,
.jo 40
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pour s = — f <^* + 2,
I r/((7 — 3)(iort -<- 3) . I aiioa- - 'l'ia — 3i)
4o 2 a — 5 4" îi<ï — 5
pour 5 = — I rt -;- 2 « -t- 1 ,
3 a(4«-^3) . I a(4'35 — ii) A = .~ g2, A -^ a = p- g..
Eu prenant a^i, on obtient pour l'intégrale ^, qui répond au second exposant,
""^ iÂ ~ 6Ô * - ~ ■ ■ ■ '
d'où résulte, sauf un facteur numérique, z = J3"r, intégrale qui correspond aux valeurs i et p' v de z dans l'équation (17). L'intégrale qui répond au premier exposant exigerait, pour être formée complètement par ce calcul direct, le calcul de B -r |j. Les deux premiers termes de son développement sont
d'où résulte
jiP"^-— |é'2pi'-T-const. = -(pt'pV — p'2f),
la constante étant prise égale à| "-j. Cette dernière correspond aux valeurs pv et p'v de z pour l'équation (17).
Les calculs précédents suffisent à fournir une intégrale pour l'équation (18) dans le cas « = 2. La formule ( 20) nous donne (')
La même méthode s'applique à l'intégration directe de l'équation (18) quand on y suppose a négatif; mais, sauf le cas a =. — i .
(') Dans le Mémoire sur la réduction des équations linéaires, déjà cité, cet exemple se trouve à la fin, p. 296; mais il s'y rencontre une faute de calcul : on avait mis — (4a -n) au lieu de f\a—n dans l'expression de A-i-a; de là ua
coefficient numérique erroné pour le terme en g^p -•
j58 deuxièmc l'AiniK. — ArPLic.viioxs.
le nombre îles termes qu'il faut prendre dans le développement dey est, de suite, très grand et le caleul devient fort long (').
Équation du quatrième ordre.
Dans Téqualion du qualriènie ordre
(21) y"— \pu.y"— Bp'ii.y--{Gp"u — Dffi)y = o,
on peut déterminer les coefficients de manière que l'équation déterminante (21, pour le point singulier u = o, ait les racines 5, .V -r 2, 5-7-4? — 35. A l'égard des différences égales à 2, la condition subsidiaire est satisfaite grâce aux lacunes des développements des coeffieienls; mais la différence égale à 4 exige une con- <lition, qui est la suivante :
-hXsis — l) -:- B5 -i- G — loD = o.
Par là, les coefficients sont tous déterminés et l'on trouve
B ={(8i-3-i-24s2_- io3-+- 3), C — \s^-(S-r-'2){S -r- ^),
Supposons donc les coefficients ainsi choisis et prenons 5 = — {(2« -r 1)5 '^^ étant un nombre entier positif. La différence des deux racines 5 et — 35 est alors entière; mais c'est un nombre impair, et il n'y a pas de condition subsidiaire à faire intervenir.
Le dénominateur de 5 est ici un carré. En posant, suivant la théorie (la fonction 'l-y se confondant avec — p'),
on a, pour ^, une fonction uniforme; de plus, nous savons d'avance que, pour la variable t» = ^«, les intégrales z sont des fonctions doublement périodiques de deuxième espèce, dont les mul-
(') Dans le Mémoire qu'on vient de ciler, l'intcgralion a été faite pai' une autre métliodc pour le cas a — — ?. (p. 292 ).
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liplicaleurs reproduisent les ([iialre combinaisons des racines carrées de ruiiilé. Va\ oiilie, les exposants auxrjuels ap[)artiennent les :, pour le pùlc v n= o, sont les suivants :
— ('irt-i-i), — (2a — i). — \2a — 3), o.
Les éléments simples sont les trois fonctions ( ^^ ) et jîc. Seul,
ce dernier élément simple peut donner une fonction qui ait une valeur finie, différente de zéro, pour (^=0. Les trois autres donnent toujours des fonctions impaires. 11 résulte de là qu'une intégrale z se réduit à une constante. On a donc, pour l'équation proposée, l'intégrale
qui manifestement subsistera quand s sera quelconque, bien qu'on l'ait trouvée en supposant s = — 7(2 a -j- 1).
Rien, maintenant, n'est plus aisé que de trouver d'autres intégrales-, il suffit de prendre
(23) j- l^p'^l^ûj ',
M étant une demi-période quelconque. Si l'on veut mettre une telle intégrale sous la forme (22), on se servira de la formule d'addition des demi-périodes
(^a— eg)(ea— '?v)
d'où l'on conclut
p'(v~io^) (ea— ^3)(ea— ey) ./C('\*
Une intégrale (23) peut donc s'écrire sous la forme en sorte que les intégrales z sont, outre l'unité, les trois fonctions
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L'emploi de la variable r, = {w mène à des opérations différentes. En posant
on obtient, pour z-i, une fonction doublement périodique ordinaire de r,; ses exposants, pourc, = o, sont 165, i6A-f-2, 165 -1-4-, 12 5. On voit que l'emploi de la variable Vt ne conduit pas à trouver immédiatement l'intégrale. Dans le seul cas 5= — {, cependanl, ces exposants sont — 4} — 2, o, — 3, et l'on a, de suite,
Pour comparer cette forme à la précédente, on devra se souvenir de la formule (t. I, p. io5)
Équations différentielles linéaires attachées à la division de l'argument par un entier quelconque.
Considérons, en premier lieu, la fonction
ni
où les coefficients c, c', ... sont arbitraires; cherchons l'équation différentielle linéaire, à variable u, dont y est l'intégrale complète.
En observant l'expression du premier facteur
'l -1 in I
Il \ >"■
on voit d'abord que, pour w = 2oj, les diverses fonctions y appartiennent aux exposants , —
quelle que soit la période aàj.
ri I I
tiennent aux exposants , h i , •••, r wî — 2, — — \-ni
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En second lieu, l'expression de la fonction '|/^ en déLerminant (t. I, p. 222) montre que le déterminant, composé avec les m intégrales et leurs dérivées successives, est constant. Il n'y a donc pas d'autres points singuliers que ceux du premier facteur, c'està-dire a = 2 0).
Si, enfin, on change u en u -\~ 20), le calcul qu'on a fait plus haut, pour le cas m = 3, élant répété ici, on trouve que la nouvelle fonction rentre dans la forme générale dey. L'équation ne chani;e donc pas par ce changement. Par ces diverses raisons, on conclut, |)0ur l'équation cherchée, la forme générale
( '-4 ) 7''"' -<- A p wj''«-2) -+■ B p' uji'"-^^ -4- (C p" u-{-Dff.2 )yi'"-'*i -1- . . . = o,
où les coefficients A, B, ... sont purement numériques. Telle nous avons vu l'équation (17), l'équation (21) avec s = — \, et, dans le Chapitre précédent, ce cas de l'équation de Lamé
Dans chacun des coefficients de l'équation (24), le premier terme intervient seul pour la formation de l'équation déterminante; il est parla connu. II reste des coefficients non encore connus, en nombre i, 2, 3, ... pour jk''"~'') y^"*"*", JK^'"~^\ • • •et aussi en pareil nombre pour y^"^~'\ y^"^~^^, yim-a)^
D autre part, en ne tenant compte que des difi'érences paires et supérieures à 2, entre les exposants, différences qui, seules, donnent lieu à des conditions subsidiaires, on a des conditions en
nombre i, 2, 3, ... pour les exposants h 4, h t>,
h S, ..., et aussi, en pareil nombre, pour les exposants
ho, r 7i hQ> •••• v^omme il se trouve une la-
cune d'une unité entre les deux derniers exposants, le nombre des coefficients non connus est précisément égal au nombre des conditions. On le vérifiera aisément et l'on trouvera que ce nombre
/m — 3\2 fm — ZY 3 . , . , , ^ , ,
est ( — ^ — j ^^"^ l / "^ ~ ' suivant la parité de m. louant a la
manière de déterminer les coefficients par les conditions, c'est ce (|ue la méthode générale, rappelée précédemment (p. 535), nous apprend : si, par exemple, il s'agit de former les conditions rela-
II. m
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tives à rcxposaiit s, en tenanl compte de l'existence des racines 5 + 4, 5 -H G, 5 + 8, on écrira le développement de y sous la forme
puis, m étant Tordre de l'équation, on égalera à zéro, dans le développement de son premier membre, les termes de degré 5 — ni -\- 4-) ^ — m + G, s — m -{- 8. Quant aux deux premiers, dont les degrés sont 5 — mets — m +2, ils manquent, l'un parce que s est racine de l'équation déterminante, l'autre à cause des lacunes que présentent les coefficients de l'équation différentielle.
On voit, par cet exemple, que les conditions subsidiaires donnent lieu, en ce cas, à des équations du premier degré entre les coefficients inconnus. On peut donc conclure que l'équation différentielle (24) est déterminée par ce moyen, sans ambiguïté.
Déjà, dans le cas du troisième et du quatrième degré, nous avons généralisé cette équation (24). Une telle extension s'offre d'ellemême, comme il suit : prenons les nombres 1,2, . . . , (m — 2), m, qui étaient, tout à l'heure, les différences entre les divers exposants et le premier d'entre eux : sans altérer ceux qui, parmi eux, sont pairs, augmentons tous les autres d'un même nombre pair 2«; choisissons ensuite le premier exposant de manière à obtenir encore une somme égale à \m[ni — ^ 1). Par ce moyen, nous avons, au cas où m est pair, les exposants
(s-i-aa-T-i, s-v-2« -H3,...,.v-^2a-t-2v — 3,) 2v
et, pour le cas où m est impair,
Toutes les différences paires sont ici les mêmes que dans l'équation (24)- Où est donc assuré qu'en conservant la forme de cette équation on pourra calculer ses coefficients de telle sorte que les intégrales appartiennent effectivement à ces exposants (aS, 20a). Mais nous ne voulons pas nous y arrêter plus longtemps et nous allons considérer une forme moins particulière.
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Autres équations d'ordre quelconque.
Prenons toujours, pour coefficients, des (onctions entières de pu et jî'w, alternativement paires et impaires, mais sans lacunes :
Les coefficients A, B, C, . . ., cpii interviennent dans l'c(jiialion déterminante, étant laissés de côté, il reste autant de coefficients arbitraires (juil v en avait, dans léquation (24), pour l'ordre
[ni -+- 2), c est-a-dire ( — — I ou t- 1 -j- -• iNous choisissons
les racines de Téquation déterminante sous la forme 5, 5-f-/>, s -r- p' . . . . , en prenant des nombres entiers p, p' . . . . positifs, à volonté, et s étant déterminée par la condition que la somme fasse ^ni(m — i). En posant donc s = — a '. m, on aura
Soit /i le nombre des termes impairs, parmi y?, p', p", ...; m — n — I est celui des termes pairs. Le nombre des conditions subsidiaires provenant uniquement des différences paires est
^n( n — i) -r- |(m — n){m — n — i) = lni( m — i; — n( m — n ).
Le minimum, si m est impair, est (^ — j ■> qui est le nombre
des coefficients arbitraires, et on l'obtient en prenant n^^,(ni zn i).
Si m est pair, le minimum est ^ni(m — 2), inférieur d'une unité à celui des coefficients, et on l'obtient en prenant n = ^m. Mais il faut observer qu'en ce cas, dans l'égalité (2-), le premier membre est de même parité que ^,m', a est donc pair, et le dénominateur de s, réduit à sa plus simple expression, ne peut être m. Si l'on prend n = ^ni — i, a sera impair et s pourra avoir effectivement m pour dénominateur. En ce cas, tous les coefficients de l'équation (26)50 trouvent entièrement détermines.
On a donc, de cette manière, un type général d'équation (26) dont les coefficients sont entièrement déterminés au moyen de (m — i) nombres entiers p, p', . . . arbitraires, quoique soumis à
des restrictions, comme celle de parité ou d'imparité. Mais la détermination de ces coefficients n'a plus lieu par des équations du premier degré, comme dans le cas de l'équation (24)- H s'y trouve un seul point singulier; les rapports des intégrales sont uniformes et le dénominateur de s est égal à l'ordre. C'est à cette classe qu'appartient l'équation de Lamé
(ï8) y"=[\a.{la-\-i)pii-^:c]y,
dont nous avons parlé au Chapitre précédent et pour laquelle, a étant impair, on a vu directement la forme de l'intégrale. Une certaine équation, du degré |(rt + '), déterminait a : elle exprime la condition subsidiaire, relative à la dififérence des exposants, différence qui est paire, a -h i .
A cette classe aussi appartient l'équation
y"-)-(Ap«+ a)y+Bp'ajK = o,
OÙ l'on prend
B =—-fi{l -i- [J. — 3)(-2X— [JL-f- ■))(2[JL — X + 3),
). et a étant des nombres entiers, dont l'un, au moins, est impair, et dont la somme n'est pas divisible par 3. Cette dernière a, pour
intégrale complète, f'j's-] multiplié par un polynôme
entier en p- et .p'-? pourvu que a satisfasse à la condition subsidiaire.
De même, l'équation (26), dans le cas général que nous venons
•l,„ — j multiplié par
un polynôme entier en p — et p — ; mais il est nécessaire cl ajouter ici quelques mots pour le démontrer. Ces équations, en effet, ont toutes les pro|>riétés signalées à la page 553, sauf la dernière : leurs coefficients contiennent des irrationnelles provenant des conditions subsidiaires. On est donc assuré, quant à présent, que l'équation admet m intégrales distinctes, ayant pour multiplicateurs des racines m^"''" de l'unité, les mêmes pour toutes les inté-
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grales. 11 laul prouver que ces inulliplicaleuis sont éf^aux à l'unité.
Quand m est impair, celle propriété résulte de ce que, en vertu de la forme de l'équation, à l'inléj^rale /(«) correspond aussi l'intégrale y( — II). Les multiplicateurs ne peuvent être donc que ± 1 ; ils sont donc ici égaux à + i .
Quand m est pair, il reste à savoir si les intégrales ont la forme
annoncée ou si, au contraire, le produit :• = y i'im — ) -, ayant les multiplicateurs ~r i pour la variable r = — > est décomposable
en éléments simples, avec 1 élément ^e'»', ou lo est une
des trois demi-périodes.
Admettons cette dernière hypothèse. Le quotient de z par l'élément simple est alors une fonction doublement périodique, qui, outre le pôle r = o, a aussi le pôle i' = co, ce dernier simple, puisque l'on sait (p, 55i)que:; n'a pas ce pôle. Ce quotient a donc la forme
(29) F(pO + jDVFi(pc')^ R[^(r - co)- ^> + rj,
R étant une constante, F et F, des polynômes entiers. Mais on a
I pV o'ot'S'si^
"i pv — CO i^V^iiV
Multipliant par l'élément simple^;?- 5 on voit que l'on trans forme le dernier terme (29) en
L'avant-dernier terme devient aussi, par la multiplication,
(B) -■>.~^{p^--p^)'eAp^),
tandis que le premier donne
Or ces trois formes se distinguent par la nature de la racine i" = tu, qui n'existe pas dans la première, est multiple d'ordre pair dans la seconde, d'ordre impair dans la troisième : en effet, j)'w étant nul, un polvnome entier en jdt, comme F ou F, , ne peut avoir la racine co qu'avec un ordre pair de multiplicité. On pourra donc partaijer les quantités c en trois groupes, dont deux de la forme (B) ou de la forme (C ), le troisième de la forme (A) où R sera remplacé par un polynôme entier en pr, ne contenant pas le facteur pc — pio.
On a vu (p. 55 1) que, pour v = ■ — , les intégrales z- appartiennent aux exposants o, p, p', p', • • • • Comme m est pair, w est une de ces /«'^™«* parties de période et l'on peut appliquer ce résultat à f = (0. L intégrale c qui appartient à l'exposant zéro a donc la forme (A). La forme (B) convient aux intégrales cpii appartiennent à des exposants pairs ; leur nombre est m — n — i ; enfin la jbrme (C) convient aux autres intégrales dont le nombre est n.
Mais ce qu'on vient de dire pour le point r = w s'applique aussi au point f = w'. Les intégrales qui appartiennent, pour ce point, à des exposants pairs sont nécessairement comprises dans la forme (C). Les n polvnômes divers, dont la somme compose F, ne peuvent, d'ailleurs, être tous divisibles par (pv — pw'), sans quoi aucune intégrale :; n'appartiendrait à l'exposant zéro pour r = co'. Les z appartenant à des exposants pairs sont donc en nombre (,n — i). Mais ce nombre doit être, d'autre part, m — n- — i ; donc n = ^m. Or nous avons précisément, pour une autre raison, exclu cette valeur de n. La supposition est donc impossible.
En conclusion, toute équation du tvpe (26). quel que soit son
ordre, a, pour intégrale complète, le produit de {•i„i — 1 par un
polvnome entier en i) — et p —
Si Ion supprime la condition que a soit premier avec /;?, l'équation reste inlégrable par les fonctions elliptiques, mais on ne peut plus assigner avec autant de précision la forme de la solution. Il convient alors d'admettre, m étant un nombre pair, la valeur ^ m pour le nombre n des différences impaires. De cette manière, l'équation contient, outre les entiers p, //, . . . ,
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un paraniùlre LoiiL à fail aihilrairc. A celte classe spéciale appartient Téqualion de Lamé, telle que l'a envisagée M. Hermite; c'est léqiiation (28) où l'on suppose, pour r/, un nonihic pair : y. est alors cnlit-rement arbitraire. .
Comme on Ta (ail, dans le Cliapilic piécédciil, pour rc'cpialion de Lamé, on peut prendre, dans l'équalion (a6'), pu:^^t pour nouvelle variable indépendante. La transformée a, pour coefficients, des polynômes entiers en /. Toutes ces équations, à ce j)oinl de vue, sont iiit(''<^ râbles algébrujuemcnl quand a est premier avec /«, puisque cfTeclivement n — est une fonction algé- '11 ■' /« ^
brique de t. Cette considération est de nature à faire comprendre quel progrès on a ainsi réalisé dans le Calcul intégral.
Troisième groupe d'équations d'ordre quelconque.
Nous pouvons encore étendre la définition des équations auxquelles s'appliquent les considérations précédentes. Il nous suffira de prendre la forme suivante
(3o) j("')--(Ap?<-f- a)7('«-2'-f■(Bp'K-^ [3p«-f- y)7''«-3)_|-. . . = 0,
où les coefficients sont des fonctions entières de -pu et jj'«, ayant successivement le pôle u = o double, triple, etc.
Ici l'on pourra choisir, pour les dilTérences des racines de l'équation déterminante, des entiers quelconques; outre A, B, . . ., il y a ^m(m — i) coefficients et l'on devra satisfaire à des conditions subsidiaires en pareil nombre. L'équation sera donc généralement déterminée. Mais nous savons, ])ar des exemples antérieurs, qu'il se trouve des cas nombreux où il reste cependant des arbitraires.
Pour en donner un exemple bien frappant, revenons aux équations de la première classe et montrons, d'après M. Hermite ('), qu'il existe des t^pes généraux d'équations d'ordre m, ayant la forme (3o), dont les intégrales complètes sont uniformes, et qui renferment chacune m paramètres.
Considérons, à cet elTet, m éléments simples de deuxième espèce, à multqtlicaleurs ([uelconques pour chacun d'eux. Ils rcn-
(' ) Sur fjuelques applications des fondions elliptiques, p. f)9.
ferment, chacun, deux arbitraires; donc, en tout, im arbitraires. Soient )',, y^, • . • , y m ces fonctions. Tous les déterminants, composés avec ces fonctions et leurs dérivées, ont les mêmes multiplicateurs et le seul pôle a = o. L'équation différentielle linéaire, dont ces fonctions fournissent l'intégrale complète, a donc, pour coefficients, dés fonctions de première espèce; mais il se trouvera d'autres points singuliers que u = o. Pour parvenir à la forme (3o), il faut que le premier déterminant soit une constante, ce qui, en d'autres termes, peut s'exprimer simplement par cette condition : Les divers exposants auxquels les combinaisons linéaires des y appartiennent , au point ;/ = o, doivent avoir pour somme ^m(m — i). Cette condition est nécessaire dans la forme (3o). Elle est suffisante aussi; car le déterminant, dont il s'agit, a le pôle i< = 0 multiple d'un ordre égal à l'excès der,m(m — i) sur la somme des exposants en question. Si cet excès est nul, la fonction est constante.
D'après les suppositions, le moindre exposant est — i. Si les fonctions sont quelconques, les autres exposants seront o, i, 2 ,. . . ,{m — a). Pour remplir la condition, il faut que ces exposants soient modifiés, que leur somme soit augmentée de m unités, ce qui exige m conditions et laisse subsister seulement m arbitraires dans l'équation dont il s'agit.
On pourra, par exemple, supposer les exposants — i, o, i, 2, ... m — 3, 2 m — 2, ce qui est le cas pour l'équation de Lamé (a\ec ^az=i^ où les exposants sont — i et 2.
Si maintenant, dans l'équation ainsi construite, on suppose que quelques-unes des fonctions j-,, y^, ... coïncident, on aura, comme cas particulier, une équation où le pôle u = o sera d'ordre supérieur au premier dans l'intégrale.
Sans nous arrêter davantage à ces types généraux, nous allons, par des exemples simples, montrer les procédés d'intégration qu'on peut employer pour les équations de la première classe (').
( ' ) On pourra trouver d'autres exemples dans le Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes intégrables, déjà cité, et dans un autre Mémoire intitulé Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième ordre {Acta mathematica, t. III, p. 325).
CHAPITRE XIII. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES
Exemple d'équation de la première classe.
Voici un exemple où le premier coefficient n'est pas constant :
(3i) (p u — po)/' — p' u .y — [n(n -^ i)(p u — pay- — p" a]y = o.
En l'un quelconque des deux points singuliers u:=±a., les racines de l'équation déterminante sont zéro et 2, et il est facile de voir, par un calcul direct, que la condition subsidiaire, relative à leur différence entière, est satisfaite. Mais on le reconnaîtra tout à l'heure par un autre moyen. Quant au point singulier u = o, les racines sont n et — (n +1), entières et à différence impaire, si n est entier, comme nous le supposons. L'équation a donc, pour intégrale complète, une fonction uniforme. Exactement comme pour l'équation de Lamé, où n serait changé en n -l-i, une intégrale particulière aura la forme
f désignant l'élément simple. On pourra, pour déterminer cet élément, employer toutes les méthodes données à l'occasion de l'équation de Lamé. Toutefois, la dernière méthode, celle qui est fondée uniquement sur les lacunes du développement de j^, ne suffirait pas; car ici c'est seulement jusqu'au terme du degré (/? — -i) en u que les lacunes existent.
En faisant intervenir les points singuliers // = zh a, on obtient les deux équations de condition qui manqueraient dans cette dernière méthode. Soit F(w) une intégrale, on a, par l'équation différentielle, F( — u) étant aussi une intégrale,
F' (a) p' a — F (a) p" (a) = 0, F'(— a)p'a-4-F(— a)p"(aj = 0.
Prenons, par exemple, le cas n = o, où F se réduit à l'élément simple. On a
F(«) y(«> .V . ^ . .^ pa — pv
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on en (Icdull
1 pa — pi' p a
2 pa — p f p a
pu -p.' ^'' ^^"-
L'équation esl ainsi intégrée immédiatement. Voici maintenant une curieuse observation. De Téquation (3i), on peut, par simple dérivation, en déduire une autre où les points ii = ± a ne soient plus singuliers. Ce n'est pas là une circonstance fortuite : toutes les fois qu'il y a des points à apparence singulière, on peut les faire disparaître de cette manière 5 le nombre des dérivations nécessaires dépend des lacunes que présente la suite des racines des équations déterminantes pour ces points. Dans le cas actuel, où il y a une seule lacune, d'une unité seulement, une dérivation suffît. Effectivement, en mettant 6p- — ^g-if ^iU. lieu de jd", on voit disparaître le facteur pu — pa, et il reste
(33) y"— [(n--i- n-i-6)pu — {/f^-^ n — 6)pa]y— min -^ i)p'uy = o. Au cas n = o, cette équation devient
y"=6{pu-hpa)y.
C'est l'équation de Lamé, où l'on ferait n ^ 2 et où l'on mettrait y au lieu de j^.
Cette équation de Lamé
z" = C)(pu -{- pa)z
a donc pour solution
- — i Mx-Lvlu
du ^ a
V ^l X étant donnés par les équations (Sa). Ici pa est précisément la constante h, employée dans le Chapitre précédent, et ces formules (32) coïncident effectivement avec les formules du Chapitre XII (p. 02-).
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Le cas n ^ i de l'i-qualion (3i) inonlrc un autre lien avec l'équation de Lamé. La Iransfonnée (33) devient
elle coïncide avec l'équalion au\ carrés des intégrales (p. 499), relative à l'équation de Lamé,
dont les solutions sont
Zi = — ■' c-»-.", ^2 = — ^^ ■ e«^«,
:f a :ïu
en sorte que l'équation (3i), en ce cas n = i, a pour intégrales z\ et z'\. La troisième solution de l'équation (33) est alors ri z^-
Autre exemple.
Dans l'équation suivante, on supposera les Jonctions elliptiques particulières, j)Our lesquelles on a i?o=o :
(34) y"^{\ — n'^)pu.y'-^[\(i — n'-)p'u — m'\y = o.
La lettre m désigne une constante cjuelconquc et n un nombre entier.
Pour ces fonctions elliptiques particulières, on a, en désignant par a une racine cubique de l'unité (t. T, p. 82), p(a«) = ajjM, en sorte que le développement (\c pu contient seulement les termes de degré — 2, 4, 10, 16, ... ; celui de p' u contient seulement les termes de degré — 3, 3, 9, i5, . . . . En un mot, u-pu et u^ p' u se développent suivant les puissances de w", à exposants entiers et positifs. A cause de la constante /;?, les développements des coefficients de l'équation ont lieu suivant les puissances de u^. Il s'ensuit que des différences entières, entre les racines de 1 équation déterminante, n'entraînent aucune condition subsidiaire quand ces différences ne sont pas divisibles par 3. Pour l'équation (34), ces racines sont i et (i ± n).
L'intégrale complète est donc uniforme quand n est premier avec 3.
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La relation _p(a//') = a p« a pour conséquence p' Çy.i/) = p' u, d'où l'on voit que l'cqualion (34) est inaltérée par le changement de u en aw. Ayant donc une intégrale F{u), on en conclura les intégrales F(a«) et F(a2f/).
Soit /(;/) l'élément simple; F(«) a la forme {n étant supposé positif)
Pour obtenir une intégrale appartenant à un exposant plus grand que (i — n), il faut faire la combinaison F{it) — a''~' F(oi.u). Tous les termes du développement qui ont des exposants négatifs disparaissent. En même temps, disparaissent aussi tous les termes dont les exposants sont congrus à (i — n) (mod 3). Si n — I est divisible par 3, la combinaison dont il s'agit appartient donc effectivement à l'exposant i ; mais, dans le cas opposé, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire que F(;/) manque du terme constant.
Prenant ensuite, pour composer l'intégrale qui doit appartenir à l'exposant (i -h /?), l'une ou l'autre des deux combinaisons
F(a)-i-aF(aM)-ha2F(a2M), si n — i == o (mod 3), F(m)-h F{oLu)-h F(a2a), si « 4- i = o (mod 3),
on voit que, dans le premier cas, F(w) doit manquer des termes à exposants 2, 5,8, . . . , (n — 2) et, dans le second, des termes à exposants o, 3, 6, . . . , (n — 2).
Il résulte de là un procédé d'intégration tout pareil à celui qui, au Chapitre XII, a été exposé, en dernier lieu, pour l'équation de Lamé. Nous allons nous borner au cas le plus simple, n = 2. En ce cas, F se réduit à l'élément simple /et, comme le terme constant doit manquer dans le développement, on a
il reste seulement à déterminer v en fonction de la quantité /;?, ce qui se fera en égalant à zéro le coefficient du terme en - dans
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le développement du premier membre (34). Nous avons (l. I,
d'après quoi, dans le ]>remier membre, le coefficient de - est
en sorte que, dans cette hypothèse gy^ o, l'équation
y"—3pu.y—j(3p'u^p'v)y = o
a l'intégrale complète
:r( H -- «') y , :f(ii -^ OU') ^3 .,, „ :f(u -f- u.-'i>) y
•^ -i a j IL -iu
où a est une racine cubique de l'unité.
C'est principalement le cas d'exception que nous voulons signaler, celui où, pv étant nul, les trois intégrales viennent à se confondre en une seule.
En prenant, pour fixer les idées, ^3<Co, nous avons (t. 1, p. 83)
, /- ifi!) — to', W">-;-aj.>
CDi = i'oJo V 3 , Wi = — } lOj = — = = >
d'où résulte
1(7. — i)o>, if a- — i)to.,
L'argument ç étant égal à fwo» on a donc
(XV ^ V — •'- W 1 , 7.2 t) = p — 2 0)3 ,
oi-Zv = tJoLV) — rt' — ir^i. -ûiy = X.X'^''-^) — "iv — 'r.a,
et l'on voit qu'efTeclivement les trois intégrales se confondent. D'après les principes du Calcul différentiel, on aura, en ce cas, deux nouvelles intégrales en prenant les deux premières dérivées,
par rapport à v, dans la première intégrale, par conséquent
•^ ' cru '
n = ri[^{u -^ v) -^ iip^'l
^3=^1 I— p(^<-^^^)-^^<pV-^[!;(«^-^')-t-^<p^']M• Il faut maintenant supposer r -~ |(0j, c'est-à-dire (p. 276 de ce Volume) jD (' = o, p' (' = — 1 .
Si l'on veut ne laisser subsister que les fonctions de 11 luimême, on emploiera les formules d'addition et l'on exprimera l'élément simple comme il a été fait déjà (p. 277); on obtiendra ainsi
intégrale complète de l'équation
y"-3pu.y—^{3p'[i- i)y = o
dans le cas particulier «o ^ o, i?"3= — i . 1
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Préambule.
Nous li'aiterons, dans ce Chapitre, du développemenl de y/X en fraction continue, X étant un polynôme du quatrième degré. « En voulant eflcctucr, dit Jacobi (-), les calculs algébriques qu'exige la recherche des quotients complets et, par suite, celle des dénominateurs de la fraction continue cherchée, on se trouve
0 cix (') A consulter : .Vcel, Sur l'inte^ralion de la formule différentielle ■ — ^>
R e< p étant des fonctions entières {Journal de C relie, t. I, et Œuvres complètes, t. I, p. lO'l ).
(') Note sur une nouvelle application de l'analyse des fonctions elliptiques à l'Algèbre {Journal de Crelle, t. 7, p. !\i, cl Gesaninielte Werke, t. I, p. 329).
arrêté, drs les premiers pas, par la longueur rebutante du calcul. En cfl'et, les expressions algébriques que l'on rencontre en opérant sur la racine proposée deviennent tellement embrouillées qu'il paraît être impossible d'y trouver une espèce d'ordre et de régularité. Et, comme il est extrêmement difficile de passer même au second ou troisième dénominateur, l'on ne pourra espérer d'autant moins de trouver par induction une loi générale. Toutefois, en approfondissant les relations qui lient entre eux les quotients complets successifs et en examinant, en même temps, la formation des expressions algébriques qui donnent la multiplication des fonctions elliptiques, on parvient à exprimer généralement, au moyen de ces dernières, par des formules simples et élégantes, un quelconque des quotients complets. » Après celte indication bien sommaire, Jacobi a donné, sans démonstration, des formules qui font effectivement connaître, par des fonctions elliptiques, la loi des quotients.
La considération des réduites, mieux que celle des quotients, montre immédiatement le lien qui unit cette théorie avec la multiplication de l'argument. Soit ^/X développé suivant les puissances ascendantes de ^ — ç, et déterminons deux polynômes G^, H^, le premier du degré m + i, le second du degré m — i, de manière que le développement de leur quotient G,„ '. H„j coïncide, le plus loin possible, avec celui de y/X. La coïncidence pourra aller jusqu'au terme de rang 2 m + i, en sorte que l'on aura
Prenant ensuite le polynôme G^^ — H^,^X, on y devra trouver le facteur (^ — C^a^+i . niais, comme ce polynôme est du degré lin -h -ij on aura simplement
C'est la loi suivie par cette fonction de m, ç,„ que l'on doit rechercher. Or le théorème d'Abel la fait connaître immédiatement: a et cim étant les valeurs de l'intégrale de i : y/X, prise à partir d'une racine de X, avec les limites q ou ^,„, on a, d'après ce théorème,
(2/n -+- i)a ± a„i = une période.
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On le voit, a„, est une fonction linéaire de m : c'est la multiplication de l'argument qui seule est en question ici. Pour avoir maintenant des formules explicites, il n'v a qu'à composer l'expression de G„, — H„, y X en termes elliptiques et dégager ensuite les autres éléments de la fraction continue. Ces explications guideront suffisamment le lecteur dans l'étude de ce Chapitre. Nous devons avertir que nous avons élargi le problème en introduisant un élément nouveau et considérant, au lieu de \/X, la fonction
Les formules de Jacobi supposent X décomposé en ses facteurs linéaires. Cette supposition , entièrement superflue , est écartée ici. Après avoir étudié en détail les fractions continues, nous parlerons de leur convergence, question nouvelle et digne d'intérêt. Nous parlerons enfin des inlégrdiies pseudo-elliptiques, que le génie d'Abel a su rattacher, de la manière la plus remarquable, aux fractions continues.
Équation récurrente.
L'étude que nous allons faire est basée sur la considération de la quantité
- , _ _ \j(a — M )]-'"-• 3'(» -^ 2ma -T- /?«• — u-)
oîi u est envisagé comme variable, ainsi que l'indice entier m. Le coefficient Cm est supposé indépendant de u; il ne joue, pour ainsi dire, aucun rôle et pourrait être remplacé par l'unité. Les propriétés que nous avons à envisager ne reçoivent, du fait de ce coefficient, que des altérations de pure forme. Il est cependant utile de l'introduire et de le choisir comme nous allons faire, pour éviter quelques détails de discussion, vraiment étrangers au sujet. A cet efl'et, en désignant par «, un argument constant et arbitraire, nous poserons
I _l:^(n — «i )]*'«-• ^■Hu\-^inia-^mv — w) j( — «j — v-\-ima-T-mv — w)
IL Z-j
L'argumcnL 11, sera supposé Ici que C,,, ne devienne ni nul ni infini, a, v, w restant fixes et m prenant toutes les valeurs entières.
Nous devons insister sur ce fait que le choix de €,„ est simplement un moyen de faciliter l'analyse; il disparaîtra des résultats. On aperçoit immédiatement que, par ce choix, V,„ devient une fonction doublement périodique, de deuxième espèce, relativement aux arguments a, v, iv séparément, et que ses divers multiplicateurs sont indépendants de m. Comme, au surplus, les diverses fonctions V„j figureront par leurs rapports seulement, on pourra, à volonté, ajouter des périodes aux arguments sans rien chanirer aux fonctions elles-mêmes.
Par rapport à l'argument u, V„, est doublement périodique de deuxième espèce et ses multiplicateurs sont indépendants de l'entier /}i. En effet, il v a 2. m fonctions d en numérateur comme en dénominateur, et l'excès de la somme des racines sur la somme des pôles est {w — a).
Soit, comme au Cliapitre IV (p. i5i), z la fonction lype
et soit aussi z-a cette même fonction où u est remplacé par a, en sorte que z- — Za ait les racines a et — {a ■+- v). Posons
et entendons par a„j, |ji.,„, v,„ trois quantités indépendantes de «; puis envisageons la fonction a„iV,„_( + PotV„j_2î qui a les multiplicateurs de V„j, les mêmes pôles avec le même ordre de multiplicité, et la racine u = a multiple d'ordre [o.m — 3) seulement. En choisissant le rapport de A„j et de v„j, on peut augmenter d'une unité l'ordre de multiplicité de cette racine; puis, en choisissant encore le rapport de \„i à [jl^, on peut obtenir l'ordre (2/« — i) de multiplicité. Quand il en est ainsi, la fonction est proportionnelle à Ym\ car la racine u=a^ multiple d'ordre {im — i), implique l'existence d'une dernière racine, commune avec \m- En conséquence, il existe trois fonctions de /??, indépendantes de u, telles que sij les dénommant "l^, 'j-mi "^m-, on
CHAPtTRE XIV. — FRACTIONS CONTINUES. Oyg
forme cn'cc elles les quantités (2), on aura identiquement
Nous calculerons plus lard les (juanlilés ).,„, 'jl,„, v,„. Dans le cas particulier </ = o, l'analyse précédente est en défaut, z„ étant infini. On peut, en ce cas, poser
avec des coefficients encore indépendants de u. La fonction v^„V„,_2-f- a',„^^w-i ■'^ 1^ racine ?^ = o, multiple d'ordre m — 3, et l'on peut élever cet ordre à m — 2 par le choix du rapport ^/n • '■'m- Ajoutant u'„jV,„_,, qui a aussi la même racine, avec l'ordre m — a, on peut, par le choix du rapport A^^^ : jji^, porter cet ordre h. m — i , comme dans N m' H y a- dès lors, proportionnalité entre V^ et la fonction ainsi formée, puis égalité par le choix de A^. Ainsi, dans ce cas « = o, la relation (.S) a encore lieu, si l'on prend a„j et [3„j suivant les égalités (4). On prévoit ainsi, et le calcul permettra de le vérifier, que l'hypothèse « = 0 a pour conséquence de rendre infiniment petit v„,, infiniment grand A,« et de laisser fini pL,„, de telle sorte que v,„ c^, /.,„ — -jl^, Zn et ^m aient des limites finies, v^,^, u.^,^ et A^„.
Le cas particulier (^ ^ o présente cette circonstance que ^ et Za
sont infinis. Mais — a la limite finie J3rt — j)«. Pour ce cas,
on aura encore la relation (3), en supposant
61 'v«' r^L) '■'/« sont les limites de A„,, <.';^„i, (^-v„,.
On doit observer enfin que, si notre analyse suppose m positif, les conséquences subsistent quel que soit m. Multipliant, en effet, V„i, V,„_,, S m_2 par un même facteur
on ramène ces trois fonctions aux hvpothèsos de la démonstration, et ce facteur disparaît dans lécjuation récurrente.
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Cas de périodicité.
Soit /• un nombre entier et supposons ?'[ia -\- v) égal à une période. Considérons V,„ et \mjf.r '• en altérant w d'une période, on voit que, dans \ m-\-ri le second facteur d du numérateur coïncide avec son homologue, pris dans \ ^ ; il en est de même pour les facteurs semblables dans le coefficient C^-i-r- I^e quotient V„,^rl ^m apparaît donc comme indépendant de m, en sorte que les quantités a„j et ,8,„ se reproduisent périodiquement. La période est composée de /• termes.
Les quantités ¥„,, V,,,^.^» V,„^27i • • • forment une progression géométrique. Si Ton supposait /• = i , la raison serait
et l'équation récurrente ne contiendrait plus que deux termes. On écartera ce cas, dénué d'intérêt.
Cas exceptionneL
L'équation récurrente présente une circonstance exceptionnelle quand une des fonctions V admet la racine u = a avec un ordre supérieur à celui qu'indique la forme générale (i). Supposons Vw_) dans ce cas, ce qui arrive si l'on a
(6) in(yia -^ v) — a — v — w ^o.
Les coefficients v„j et ).,„ sont nuls. Ayant ^ m^ '^m^ ms-, il est clair qu'on ne peiit obtenir l'équation récurrente entre V^^^,, V„, et V,„_i. L'analyse précédente le montre; car la combinaison linéaire a;;î+, V^-h [j^4., V,„_,, qui doit avoir la racine a d'ordre supérieur à am — '>., se réduit identiquement à zéro. Si l'on regarde la relation (6) comme avant lieu par la variation d'un des arguments, on voit que a^^i et [Î^ot+i sont infinis. Entre les fonctions ultérieures, l'équation récurrente (3) a lieu, sans autre exception.
Pour éviter d'interrompre l'enchaînement des termes successifs, il convient, en ce cas, de supprimer V,„, de considérer V;,,^) et
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V,n-i comme consécutifs. A cet eftet, de l'équation (3), prise successivement pour m cl ni -\- \ , on conclut, par élimination de V,„,
On y joindra la relation
et les égalités (7), (8) remplaceront l'équation récurrente pour deux indices exceptionnels. Les deux coefficients [j' et 'y.m'^m^i sont les produits de (c — z-aY par des quantités indépendantes de z, et a' est un trinôme du second degré. Les coefficients a' et ^' peuvent être obtenus directement par le procédé indiqué pour «m et '^ni. Si on les déduit de l'élimination, comme on vient de le dire, ils se présentent sous la forme
(9) a'= lim(a,„a,„4-i-f- p,„+i), P' = lima,„+i |3,„.
Si le cas exceptionnel se présente deux fois, il y a périodicité. En eflfet, la relation (6) ayant lieu pour deux indices m et m' , on en conclut que (m — m')[ia -h v) est une période. Quand il en est ainsi, on supprime, dans la suite des V, une série de termes équidistants.
Pour une période de trois termes, les suppressions en laissent subsister deux seulement; les V sont alternativement liés parles relations (7) et (8). Mais, pour une période de deux termes, c'est-à-dire si ia-\- v est une demi-période, Ym-2 doit être supprimé et l'équation (7) se remplace par celle-ci
oij fXm est indépendant de m. La relation (8) disparaît, et les fonctions V dont les indices ont la même parité que m sont liées aussi par la même relation
En effet, dans l'un ou l'autre cas, les trois fonctions \ sont des termes consécutifs dans deux progressions géométriques, de raison commune.
11 n'existe point d'autres cas où les quantités a, [3 puissent être nulles ou infinies : d'après notre analyse, fondée sur l'ordre de multiplicité de la racine a dans les fonctions V, une telle circonstance ne peut se produire que si cet ordre devient exceptionnel, et c'est justement ce cas que nous venons d'examiner. Ces exceptions s'offrent sous la même forme et avec les mêmes conséquences quand on suppose « = o ou i- .-= o.
Fractions continues.
Au lieu de la notation habituelle
qui occupe trop de place, nous prendrons celle-ci : a '.h -\- c \ <-/ -4- e : / -7- . . . .
De l'équation récurrente (3) on conclut V / \^
^ in — 1 \ ^ ni-l
et, par conséquent,
UU — V ~ r!^- • ''^^- ~ rP-+i • ^(^•+1 ^-- ■ --^ p/«
IX
Cette fraction continue peut être prolongée indéfiniment et, à ce point de vue, sa convergence sera ultérieurement étudiée. Indépendamment de la convergence, elle a une signification algébrique bien déterminée, qui la caractérise complètement. Les quantités V sont des fonctions de la variable x; ; le quotient V,„ '. V„j_i, qui a la racine double u = a, est infiniment petit du second ordre par rapport à l'infiniment petit z — Za', enfin les dénominateurs et numérateurs successifs a, [i ont les formes (a). La fraction continue (il) est donc celle qu'on trouve en prenant successivement des dénominateurs a du premier degré, de manière à obtenir, dans
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cliaquc opéralioii, une approximation dont rordrc croisse cori-
stammciil de deux unilés rclalivenieiU à l'inliniinenl petit ; — c„.
Pour le cas où a est nul, la même conclusion doit être prise à
l'égard de riMlninnent pclil -•
De la même éc[ualion récurrente (3) ou conclut aussi
ce qui conduit encore à une fraction continue; les indices vont en diminuant. Mais cette fraction semble dépourvue de toute si-
L^nification algébrique, puisque le terme ^m'. ^r"'~' reste fini pour
11 = a. Observons cependant que le changement de u en —a — r n'altère pas z. Par ce changement, les V se changent en d'autres fonctions A ', qui ne deviennent pas nulles pour u = «, et qui satisfont aussi à l'équation récurrente (3). Il y a donc lieu de considérer, au [)oint de vue algébrique, la fraction
Comme la précédente, elle est caractérisée par les approximations successives qu'elle fournit, relativement à l'infiniment petit :: — Za, pour la fonction qui figure au premier membre (12).
La variable z acquiert une seule et même valeur pour deux valeurs différentes, u et — u — t», de l'argument. V est donc une fonction ambiguë de z-. En prenant simultanément les deux fractions continues (11, 12), on doit entendre que les premiers membres sont les deux déterminations d'une seule et même fonction.
On doit maintenant comprendre comment le coefficient C^ n'a qu'une inlluence de pure forme. Ce coefficient, étant indépendant de «, modifie les premiers membres (11, 12) par des facteurs indépendants de z. L'altération qu'il produit sur les quantités a,„, P„j est donc de telle nature qu'on puisse la faire disparaître en multi|)liant la fraction continue par un facteur indépendant de z. Ainsi le choix de C,u est sans inOuence véritable sur la fraction continue.
Addition d'une constante à l'indice.
Lindicc ;i parllr duquel on lait commencer les fractions continues (ii, 12) n'influe, en aucune façon, sur le caractère général de ces fractions. IMoyennant un changement de l'argument iv, on peut prendre l'indice à volonté; ou bien, si on laisse cet indice arbitraire, on peut limiter l'argument w.
Pour le montrer, à la place de m et w, mettons m, et (V), en posant
.(i3) mi= m — h, tv, = tv — h{ia-^ç).
On aura
y m ( iv ) _ rcf-(a — u):r(Ui-r- v)cfuil'>^
rapport indépendant de m. On obtient donc, avec «v, ou avec w, les mêmes fonctions a,„, ^,n; leurs indices seulement sont diminués de h unités.
Voici un exemple où il est commode de limiter, par cette proposition, l'argument (P. Supposons le cas exceptionnel où la relation (6) a lieu pour un indice A", c'est-à-dire
A(2a-f-p) — a — i> — w = une période. On en déduit
(A- — h){ia -^ v) — a — v — wi= une période.
Prenant /r = A et altérant <V) d'une période, nous voyons que, sans aucune restriction, on peut caractériser toujours ce cas exceptionnel par la condition
C'est ce que nous ferons désormais.
Inversion de la fraction continue.
Voici maintenant un autre changement de m et de w. Il consiste à prendre m' et w\ liés à m et «' par les relations
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Dans l'une des fonctions V, on mcllra l'argument u cl, dans l'autre, l'argument — u — t', ce que nous indiquons, comme plus haut, par les notations V et V. La somme des arguments
K -i- 2 ma — inv — iv et — u — v -r- :>. ni a -i- ni v — w'
est nulle, en sorte que les deux fonctions ont déjà un facteur commun. C'est ce qui arrive aussi dans les deux constantes C„i et C,„ pour les facteurs analogues. Ces facteurs supprimés, il reste
(i5) V,„((v) = (- i)"'c<2"'-' V'^.Ctv'),
t désignant la quantité z — z-a, à un facteur constant près indépendant de /??, comme c l'est aussi :
3'(if — a) 3'(a -f- a -4- f ) 3'Mi ^(«i -1- f ) z — Za (i6) /= 7^
ii{Ui — a)j(«i-f-a-i-t')a'w3'(M-i-p) t(^i — Za)
En mettant, dans l'équation récurrente, l'expression (i5) de \m, on a
t'*\',n>i^v') -^ a,„f2V',„,+,((i^') = 3/„V',„,+ ,(iv').
Soient maintenant a',„. et [3„j les quantités analogues à a„, et ^„j, mais relatives à <ï'; on devra avoir
V'„,,+ 2(«^') = «;„,+ , V',„,+,(w') + 'i^i-+2 V;„,(w'); de là résulte
On en conclut cette inversion de la fraction continue :
{"^m+l -+- HAn-4-2 '' "^in+i-^ pm+3 ■ ^//î+3~t"- • • )•
Ainsi les fractions descendantes (i i) ou ascendantes (i:>) ne sont pas essentiellement distinctes.
Fractions continues symétriques.
L'attenlion est ici appelée sur le cas ir'=w. Ainsi, sous la condition
(17) 2tV + C — n(2« -T- ('))
ont lieu les relations
(,8) ^ = ii..^, ni^ix = n-i-,,
Par la substitution (i3), la relation (17) devient
2U'i H- p = (« — ih){,ia -^ v) = iii{ia -\- c);
/?,' est un entier arbitraire, mais de même parité que n. Quand il est pair, on pourra le supposer égal à — 2, de manière que les relations (18) s'écrivent sous la forme
D'après l'égalité (19), on a, en ce cas, [x étant supposé positif,
(20) ) ;^=«|j-i3ix:a(,._,^-...+ p,:a,
( -t- pi: ao-l- [il : a, ^^2:^2 — ■■•+?[;. :î'!j. -+-••••
La fraction commence par une partie symétrique, dont le milieu est le terme a^.
Quand n est impair, on peut le supposer égal à — i ; les relations (18) sont alors
■'•—ni ^—m *•
et l'on a
-t- 7J . «1 — P2 . ^2 — • • ■ -+- PiJ. • ^a •
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La partie symélriquc a pour milieu le terme ^. Pour ce dernier
cas, il faut faire l'observation suivante : la relation (17), avec // = — I , devient
(22rt) 2{a -\- V -h iv)s=o,
ce qui peut avoir lieu de deux manières, (i -^ v -r- »v étant une période ou une demi-période.
Dans la première hvpotlièse, on n'aura pas la forme (22), attendu que c est alors le cas exceptionnel (i4); il s'y présente une légère modification, que nous examinerons plus loin. La forme (22) appartient donc au cas où a -h v ~ w est une demi-période.
Quand la relation de symétrie (i-) a lieu et que, en même temps, il y a périodicité, la symétrie est double; car, /•(2rtH-r) étant une période, la relation (17) a Heu avec le nombre n -+- /•. comme avec le nombre n. Réciproquement, si la svmétrie est double, il y a périodicité; car, la relation (17) ayant lieu avec n et n', on en conclut que {/i — n'){ia 4- v) est une période. Dans un tel cas, la période de la fraction continue est symétrique et les deux modes de symétrie (20) et (22) peuvent exister à la fois.
Forme des fractions continues dans le cas exceptionneL
Le cas exceptionnel (i i) nous offre la relation de symétrie (21); mais il faut observer que le terme \o doit être supprimé et qu'on doit faire intervenir les relations (7, 8) avec m = o. Dans la relation (7),
remj)laçons V,„ par ( — i)'"c/-"'~' Vl,_„j, conformément à l'égalité (i5)^ il vient
Se rappelant que l'on a V„ = c-o VI, , on conclut
Le signe de l est à volonté j car on peut, dans l'égalité (16),
mettre — i au lieu de i; Il est donc permis de prendre Nous avons alors, par la formule (12),
' iji— I puis, suivant l'égalité (19),
yT^ = x_,-4- ?_, :a_2...= -^{'^■1-+- h'-^i-^
Il en résulte
= 2pL-+- Pa:ajA-i-4-...-(- Psi^î
-1- ^ P2 1 x' -4- / P2 : 22 -+- . . . -H ^ jj. : aj;.
Il y a donc encore, en ce cas, une symétrie : le terme du milieu est a', en sorte que ce mode de symétrie se rattache à la forme (20), bien que le nombre n soit impair.
Si, en outre, il y a périodicité, la période est symétrique. En la faisant commencer au quotient incomplet a', on trouve à cette période l'une ou l'autre des formes ci-après, suivant la parité du nombre /■ :
/ a' -+- ? ^2 : «2 -T- . . . -^- pA--i : ^k-i -\- t-:n- } , , , ,
i a' H- / 3, : aj -4- . . . -(- Pa_i : ^A-i -+- P/t : «a- )
Dans les cas extrêmes, /• :^ 3 ou ;■ = 4, on a
(24«) ! r=4, Xî =a2-^f!32::i'--^!32:a2+r2:a'
-I- ^p2 : ît'-^ ^^2: «2-+- ^* : ^2-t-
Le cas /== 2, ainsi qu'on l'a déjà fait observer par l'égalité (10),
CHAPITRE XIV. — FRACTIONS CONTINUES. SSg
offre une forme différente, que l'on peut écrire ainsi
V, (246) r = i, ^ = a -I- p : a -+- jB : a -f-. . .;
'0 a est du second degré et ^, à un facteur constant près, est égal à
Développement de — — en fraction continue.
Nous avons maintenant à rechercher les fonctions algébriques qui donnent lieu aux fractions continues précédentes.
Revenons aux formules de l'inversion (t. I, p. 1 18), d'après lesquelles, pour un polynôme quelconque X, du quatrième degré,
on a simultanément
Soit c„i un argument auxiliaire, défini par l'égalité (a5) c„i= {m — i){2a-hv) — v — w.
Les deux fonctions
a'-{a — u) :j(u -t- T.ma -f- mv — w) rï{u — c,,,)
sont, toutes deux, doublement périodiques (de première espèce). Si l'on désigne par j^,„ la valeur de x qui répond à u ^ c,n, B^ n'est autre que x — j'm, à un facteur constant près. Quant à A„i, son expression algébrique a la forme y — ^y/X, y étant un polynôme
du second degré et 0 une constante.
Soit Y,„ ce que devient X, pour x =ym', comme A,„ s'évanouit pour u = Cm, on a
0 désignant un polynôme du premier degré en .r. Soit K,„ un cocfficienl indépendant de x; soit aussi p,n un polynôme du premier degré : on peut conclure à une égalité de cette forme
car A,„ : \^ni ne diffère de Y m '. ^ m-\ que par le facteur C^ : Cm-\, indépendant de x.
Soit \ la valeur de x pour u = a. Les quantités [3 sont les produits de [x — i)- par des coefficients indépendants de x; les a sont des polynômes du premier degré en x^ et la fraction continue (1 1), qui donne
(28) = Pm"T- K„; p„j+i ; 2/,,+! -i- p,„4-2 I X,„+2-T-...,
foui-nit le développement régulier du premier membre. Semblablement, la fraction continue (12) fournit le développement de la même fonction, mais prise avec sa seconde détermination, ou, si
1 on veut, le développement de ^
Ainsi, d'une manière générale, X étant un polynôme du quatrième degré et Y ce même polynôme où. y remplace x, s'il s'agit de développer
en une fraction continue dont la /i"^""^ réduite, avec un numérateur du degré n et un dénominateur du degré ii — i, reproduise, jusqu'à l'ordre an exclusivement, le développement de la fonction suivant les puissances ascendantes de :r — ç^ cette fraction continue appartient à la classe que nous avons ici considérée. Quand nous aurons, un peu plus loin, donné l'expression des quantités ^■m et ^„j, il sera établi que le calcul des quotients incomplets, pour une telle fraction continue, coïncide avec celui des formules pour la multiplication de l'argument dans les fonctions elliptiques. Voici d'ailleurs une proposition générale qui peut déjà le faire comprendre.
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l'rcnons deux indices différents m et n cl déduisons, de la formule (-^5), celle-ci
Cm— Cn — {/n — /l)(2rt -r- v).
Kappclons-nous c|uc — .• r est l'argument qui correspond à une racine Xq de X et, désignant par [j. la différence m — n, mettons y etj', au lieu de )',„et )„. La relation entre c,„ et c^ peut s'écrire ainsi
et nous voyons que l'égalité ('^9), où ^désigne un nombre enlicv quelconque et x^ une racine <ieX, exprime la condition sous laquelle les fractions continues (précédemment définies), qui servent à déi-eloppcr
(3o) î— et * TT— )
se terminent par les mêmes quotients. On ne doit pas perdre de vue, dans un tel énoncé, la théorie des intégrales définies, d'après laquelle chacune des intégrales n'est déterminée qu'à une période près. C'est pourquoi le changement de la racine.ro n'altère pas l'égalité (29). A peine est-il besoin d'ajouter que, dans les quantités (3o), y/Y et ^/Y' doivent être pris avec les signes qui sont supposés aux deux extrémités de l'intégrale (29).
Il y a diverses observations à faire à propos des valeurs particulières qu'on peut supposer pour les arguments. On a déjà vu que l'hypothèse a = o corresj>ond à ^ = 00 j les numérateurs [ii des fractions continues sont alors des constantes. On ne peut supposer que ia -\- V soit une période ; les fractions continues disparaîtraient par celte hypothèse. Cette impossibilité apparaît nettement dans le problème algébrique : on ne peut, dans les approximations, remplacer la fonction (3o) par des fonctions rationnelles quand H est une racine de X.
L'hypothèse r = o réduit X au troisième degré ; elle est incompatible avec l'hypothèse a = o, pour la môme raison. Quand X est du troisième degré, on peut supposer j"o infinie.
Le cas de périodicité peut être caractérisé par la condition
(ji) 2rl -^ = une période;
si /■ est un nombre entier, à ce clioix de ^ correspond, quel que soit r, une fraction continue périodique, où la période se compose de /• termes.
II V a maintenant à signaler d'autres cas qui offrent des particularités à l'égard de la quantité y. Nous allons les examiner.
Cas de la symétrie.
Voyons d'abord à quel choix de y correspond la symétrie paire, caractérisée par la relation (17), où n est un nombre pair, qu'on peut prendre égal à — 2. Ayant alors
(32) aW-ht^SE — 2(2rt-4-P),
on en conclut, d'après (20),
2 Co H- r = — 4 « — 2 (r — 3 1» s= o.
Cette égalité montre que j'o coïncide avec une racine Xq de X, en sorte que l'o est alors nul. Mettons le développement (28) sous la forme
po-)-Koao= Ko(3to-+- Pi : «1-^ P2 : «2 + . • •)•
X Xo
Prenons aussi le développement (12), qui nous donne, avec y- =1,
X — Xq
-4- po= Ko(au+ i3o : a_i-h p_, : a-, -h. ..)•
Les deux fractions continues coïncident ici, comme il résulte de la relation de symétrie(i9). Ainsi jTo étant une racine de 1^^ le développement (où Ko est une constante)
s'obtient en supposant w choisi conformément à V égalité (Sa).
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En second lieu, comme conséquence de la relation (lîpi, nous voyons que, si l'on choisit y jxir f" condilioii
r^ dx r '-■ cLv
en siipposiint u. entier et positif , la fraction continue (28) commence ])(ir une partie symétrique et L'ona, suivanL l'cgalilé (20),
' ' ~ - a — 3 : y-jo. -1 -1- 3(^.^1 : a^_, — . . .
La symélrie impaire, caractérisée par l'égalité (22 a), doit être considérée eoninie définie par la condition cjue « -h f — (v soit une demi-période; Tautre cas, où cette quantité est une période, devant être envisagé séparément. Ayant, suivant la relation (lo),
on en conclut, C désignant une constante,
v^\ - v/y; \ /Vx + v/y; , \ _ .., ,., ^. . . .,
Désignons pary ce trinôme du second degré,
/= V^^'o-- ?(>C-^— J'oK C'est donc en mettant X sous la forme
^^^f^-Cyx-'^fix-y.Y
qu'on trouve la quantité^ o- D'autre part, d'après (25 ), c^y- a. + v est une demi-période; on en conclut cette autre forme pour la détermination dej'o
r^" dx T' dx
Xo et x'q désignent deux racines de X, difj'èrenlcs entre elles. Ce choix de j',, n'apporte d'ailleurs aucun caractère qu'il faille II. 38
Sp^ DEUXIÈME PARTIE. — APPLICATIONS.
iiolor dans la iVaclion conlimic. Mais, en prcnani j' avec un indice négatif, nous trouverons une fraction commençant par une partie symcMriquc, comme rindi(]ue cet énoncé : si /'on choisit y par la condition
r-'' tir r^ da;
où <j. est entier et positif, on a cette forme de fraction conti- /ii/e (22)
Dans cet énoncé, le signe de y Y est fixé par le dernier élément de l'intégrale prise au premier membre; de même, y/X, envisagé ici ])Our X infiniment voisin de ^, a un signe déterminé, celui du dernier élément de l'intégrale qui figure au second membre.
A peine est-il besoin d'ajouter que la symétrie n'exclut pas la périodicité; ces deux caractères peuvent se rencontrer à la fois dans les fractions que nous venons d'envisager.
Développement de v/-^ — ^/a^x^.
Supposons que l'argument c,„ soit égal à zéro ou à — c, ce qui rend j/H infini. Au lieu de l'égalité (26), on a celle-ci :
ï — ^ \/aox^ = 0 ;
il en résulte, à la place de l'égalité ('^7), cette autre
Ainsi ^ X — y/rt,,^" est la forme analytique qui remplace la forme générale (3o) quand on suppose j^ infini. Dès lors, nous savons interpréter les résultats précédents avec l'hypothèse j' = 00 et nous avons seulement à signaler le choix que l'on peut faire de
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rari;iiincnl «v jiour oblciur la fraction continue correspondantp. 11 sulliru de prendre (v = o ; on a, de la sorte, c, = — i'. Mais ce développement ollcc un intérêt spécial quand X est du troisième degré. Le coefficient «„ est alors nul; il s'agit donc d'un développement régulier de y X en une fraction continue, conforme à la définition générale qu'on a vue précédemment. Nous allons nous y arrêter.
Premier développement de /X , X étant du troisième degré.
Au lieu de prendre a> = o, il sera mieux de choisir (v = — 2«, ce qui revient au même, comme on le sait par la règle (i3^ d'addition d'une constante à l'indice. C'est alors Cq qui est nul, v étant nul lui-même.
On trouve ici la symétrie paire (3^). En appliquant donc la formule (33), nous avons
Ce développement est périodique quand 2ra est égal à une période. Mais il faut ici faire une distinction : si le produit de a par un nombre impair est égal à une période, l'f-galité (G) a lieu; on se trouve dans le cas exceptionnel qui comporte un changement de forme j)0ur la fraction continue, et que nous examinerons page 099. Nous devons, pour le moment, exclure cette hypothèse etsu[)poser ra égal à une demi-période effective. Quand il en est ainsi, la période delà fraction continue est svmétrique. Suivant la parité de /•, on trouve l'une ou l'autre de ces deux formes, à symétrie double :
— px-i : 2A-I — <- : 2/, \
V ao -r-
Pl . 3:0 -r- _J1 . Z] ...
Développement de \ X, X étant du quatrième degré.
Supposons maintenant a + ^'-i-<v = o, ce qui caractérise le cas exceptionnel. L'égalité (a5) donne c, = « ; donc _;'( = ^ et, suivant (28),
y/X = A -T- B : a. — 3, : Gt3 -+- . . . .
A = /Y-^P,(:r — î), B = Ki(:/- — OP2.
A est un polynôme du second degré; mais il est composé précisément de l'ensemble des trois premiers termes du développement de \X suivant les puissances ascendantes de x — ^, comme son origine le prouve et comme le montre aussi la composition du numérateur suivant, B, qui contient le facteur (x — ç)^. Nous avons donc ici un développement régulier de ^ X, où chaque réduite doit avoir un numérateur de degré supérieur, de deux unités, au degré du dénominateur et fournir la plus grande approximation possible. Dans les développements précédents, la différence des deirrés était seulement à'' une unité.
Pour connaître la liaison entre A et les quantités a, considérons l'égalité
et, nous souvenant que l'on a, dans ce cas exceptionnel, concluons d'abord
i-io »-l
Prenant maintenant la fraction continue (aS), en la faisant commencer au terme a', nous en déduisons
Par comparaison avec le développement précédent, mettant C,
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au lieu do -^j nous conclurons Kl
(37) C i'\ = U' -^ i^,: <Xi-^ %: X3-^ . . . .
Quand r{^2a-h r) est une périodo, la fraction continue est périodique; sa forme nous est déjà connue par les développements (24V dans lesquels il faut mettre, au premier terme seulement, ^ y.' au lieu de y.' .
Le cas /• = 2 offre une exception, mais le développement (24^) donne immédiatement, pour ce cas,
et l'on voit qu'on ro])tient en mettant X sous la forme
(38) 4X = a-^ + 4c(:p-?)S ^=c(x-iy*,
où y. désigne un polynôme du second degré.
Pour le cas r= 3, nous avons, d'après (24 «) et (Sj),
Cv/X = ja'+ri,: cL.2-^('i,:{\u'-^C\Js.), ce qui donne cette expression de y/X,
aC/X =1/ a'2-T-4«p, ^',
montrant que a' est divisible par a^. Désignons par />, q deux binômes du premier degré, dont l'un sera ao et dont le produit sera pq. On voit que l'on résout l'équation (3i), avec t= 3, par rapport à l'inconnue ;, en mettant X sous la forme
Semblablement, c'est en mettant X sous la forme fSS) qu'on trouve l'inconnue ^ de la même équation (3i) pour /• = 2.
Celte théorie des fractions continues fournit ainsi un moyen de trouver les formules de la multiplication de l'argument. Mais il n'y a pas lieu de s'y arrêter.
Pour le cas /■ = 3, à la forme (39) de X répond la fraction suivante :
< \o) v^X ~ pq - ( j: — ^f:2q~.-ix — ^)3 ; 2pq -^( x — ^)^: iq -r-
La supposition 1 = ce donne
\^X = pq -1-1:27-^-1: 2pg -H I : 2q -+- . . ..
Elle répond à la supposition que 3 c soit une période. On peut vérifier la forme de X comme il suit. On a [t. I, p. i 18, éq. (49)]
— X =(;:'-- 3pr)2^2(2i;pV-p'V).
Dans le second membre, les deux termes ont une racine commune, d'après la condition
en sorte que X a elTectivement la forme P'C/'-^ P-
Revenons au développement (Sy) pour le cas où r[2a -h i-) est une période, ;■ étant impair. D'après la supposition a-h^-hw^o, l'égalité (aa) donne
ce qui sera une période si Ton prend /?i ^ i(/- -f- 1). La quantité j'm correspondante est donc une racine de X. Ainsi, dans le cas de périodicité avec un nombre pair (r — i) de termes à la période, la fraction (3^), commencée différemment, fournit l'un des développements (33).
Second développement de \^S., X étant du troisième degré.
Les résultats du paragraphe précédent s'appliquent au cas où X est du troisième degré. C'est donc un second mode de développement pour la racine carrée d'un tel polynôme.
Dans le cas de périodicité, avec /• impair, la remarque faite en dernier lieu s'applique ici. Mais l'une des racines de X étant infinie, il convient de distinguer le cas où yfn est cette racine même. Il se présente effectivement si ra est une période. Soit k = ^{r -h i). La fraction (3^) a la forme périodique (24)
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L'égalité (ail, où r est nul cL w =^ — a, (Jijiiiic c/,= ra ^ o-^
don
'U_,'Xl=jL=_,.VV-A-. = _„XV
^A- Va-1 \r-i; V>i._,
De là, suivant le développement (i:>\ on conclut
( 43 "i v/-^ ^ p/, - K/, r- : a/,_, • - ^/,_i : ay;-, ^ . . . -h ^ jB, : a' — ^ p, : a. -- —
Aux deux premiers termes près, c'est la fraction continue précédente, commencée au milieu de la période; c'est, en même temps, comme l'indique sa forme, la fraction que fournirait le premier mode de développement.
Dans le cas /• = 3 , les deux l'ractions continues coïncident complètement. Cette singularité n'est pas en désaccord avec les deux formules (4i, 43), que l'hypothèse A = 2 met en défaut, comme on le savait déjà pour la première.
D'après les égalités (36, 4"^), nous avons ici
Pi'
ce qu'on peut écrire sous la forme
pi.
pour en conclure
c étant une constante et pz wn polynôme du premier degré. Nous avons, tout à l'heure, trouvé la forme (Sp) pour l'hypothèse 6rt^:o; on voit maintenant que, pour obtenir le cas particulier 3« ^ o, il faut supposer/? réduit à une constante et prendre
On a ainsi l'unique fraction continue
Retour aux polygones de Poncelet.
Le polygone X étant supposé du troisième degré, envisageons d'abord le premier développement (35). Soient G« et H„ les deux termes de la n"'""" réduite. En développant suivant les puissances ascendantes de .r — ^, on a
d„ esl du degré n, H„ du degré n — i . Mais, si (2A' — i)a est une période, la fraction prend la forme (43); le numérateur l[i2i qui apparaît au rang A" — i, montre que la réduite de ce rang fournit une approximation exceptionnelle et que l'on doit avoir
(14) G/,_i— II/,_i/\ = [:L(ar — ^)2/'-i — .... {iA—i)a^o,
Gk-\ et H^-_, étant de degré A' — i et A' — 2.
Le second développement (3~) donne, de même,
G„ étant du degré n -{- i et H„ du degré n — ^ i. Mais, si a/'a est une période, la fraction prend la forme périodique et la réduite de rang ;* — i fournit une approximation exceptionnelle, en sorte que l'on a
(45) G,._i- H,._iv/X = [J^ra;- ^)2'---.. ., 2m=;o,
Gr-i et H,._, étant de degré /• et /■ — 2.
Ces deux conditions ( 44> 45) sont précisément celles que, au Chapitre X (p. 389), nous avons, d'après M. Cayley, données déjà pour l'existence des polygones de Poncelet ayant, soit 2r, soit 2 A — I côtés. Dans l'analyse que nous rappelons, les notations étaient s et Fi's), au lieu de .r — ç et X.
Calcul des quotients incomplets.
Nous possédons une expression analytique générale des quotients complets; c'est, pour la fraction (12), V',„: V^„_,. C'est
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donc un calcul bien facile que celui des quotients inconiplcls a,„ et des numérateurs [3„j. Pour obtenir a,„, la méthode naturelle est de développer V,„lV,„_( suivant les puissances ascendantes de u-^ a -'r V el de prendre les deux premiers termes. Pour abréger l'écriture, posons
et observons que le second facteur du numérateur (i) de V,„, quand on y suppose u = — a — v, devient
a'i mb — a — v — w) -- j\{nr — 1)6 -f- « — • (v]. \ oici les deux premiers termes du développement :
V„, _ Cm^-iia -~ v) :i\(m — ï)b -^ a — w]
V„,_i G„i_ i<ia(i{a-hv)<i\{m — 2)6-i-a — w]
R,„ = -f- ^(m — 1)6 -^ rt - - tv]
— 11,\( m — 2)b -^ a — iv] — 7.11( 2a-^ v) -+- t{a -\- v)-^X^a.
En réunissant un terme — !^(2« -)-(>) = — ^6 avec les deux premiers et un autre avec les deux derniers, on peut écrire R sous l'une ou l'autre forme
■i. pb — p[{fn — 2)b-\-a — w) ^ pa — p(a-\-v)
_ I p'b ~ p'[(m — i)b -h a — iv] i p'a — p'(a-^v)
2 pb — p[{>n — i)b-ha — w] 2 pa — p{a-\-v)
Soit posé
lJ„t = C,n^\(m — i)b -^ a — iv]\ ^ ;
en se souvenant de la relation
a'v (^i^a ~r- v) pa — p ( a -f- 1^) = — -7 >
on peut écrire l'expression de V,„:V„i_, sous la forme suivante :
T^ = ^[pa-p{a + v)][i+ \\,n{u + a -I- iO +. • •]•
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Les deux premiers termes de ce développement doivent coïncicider avec les analogues dans a,„, savoir (2) :
«/;,= >^//)-^- lJ-m(^ — -a~t = '>^m^ \>-m[p{a -r- v) — pa]{u 4- a -h- r)
De là se conclut
(46) «/« = fr-^^[p«—p(« -+-»•) — R/»(^ — -a)]-
Pour obtenir |j„,, considérons l'égalité (3) et rappelons-nous qu'elle a été établie par cette condition que o(.,nYm-i+ i^otV„,_2 doit avoir la racine u = a, multiple d'ordre supérieur à "2. m — 3. Nous en concluons donc
^m[pa — p{a^v)y- = — k,
puis, en y remplaçant )>,« par l'expression qu'on vient de trouver, introduisant D,„_i et D/„_2, au lieu de C,„_, et C,„_2,
— v„,[pa — p(a — t^)] _ D„i(^v(fb Clim — 1)6-1- a — iv](ï[(m — 3)6 -J- a — iv]
Les deux facteurs du second membre sont transformables en différences de fonctions p. Cette transformation faite, il reste
(47) -^"1= 7—^ l p[{m — 2)b -^ a — w] — pb > .
lJ/H-2
Nous avons mis en évidence des facteurs D,„, D,„ , , D,„_2 • ces facteurs doivent finalement disparaître. Posons, en effet,
l'équation récurrente (3) devient
Um = 'î/« U/,, — 1 -i- 11,,, U/« — 2-
On voit donc qu'en mettant, dans les fractions continues, rt,„ et bm, au lieu de a,„ et jii„j, on multipliera ainsi ces fractions par des facteurs indépendants de la variable x. Ce sont donc ces quantités
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qu'il convient d'envisager cl, d'après le calcul précédent, voici leurs expressions :
//ON i a//i^p« —r''« -+-»•)— R/«(^ — 0.
' ^m ^ ! pI' '" — 2)6 -t- « — «l'J — pb \{a: — i)-. On remarquera que, ayant posé
si Ton désigne par H la valeur de X où Ion fait x = ç, on peut écrire i\„i sous la forme
D'une manière générale, la fraction continue (28) devient, avec ces notations.
Considérons la fraction (33). On y détermine immédiatement le coefficient constant qui reste au premier membre; il suffit, à cet effet, de considérer l'expression (49) tle ft,). D'autre part, la valeur particulière de (p, qui convient à ce cas, est donnée par l'égalité (Sa); il en résulte que, dans les expressions de R/» et b,„, on a
Avec les coefficients n„j et b,„ ainsi particularisés, on a
En outre, d'après l'expression de b,„ et par la double forme de R/«, on a
il en résulte que la symétrie du développement (33 a) n'est nullement altérée :
— — = a -i- b:au.-i-+- l'ix-i-i- au.-0-i-. . .-t- b, : Ho-h l'i : I1 —
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Dans le cas où y est défini par la condition (34), on a, pour a-^ V -\- (v, une demi-période û et, par conséquent,
La symétrie impaire du développement (34«) apparaît sous la forme
— — = in- b : tt„ -f- bn : hm-i -f- . . . — b2 : «1 -+- bi : ui + ba : 02 -t- —
Si l'on veut supposer ^ infini, on posera
rt,„= (^ — a;)a;„, b;„ = (^ — xy-b',,,. Les valeurs limites, pour q=z zc, sont les suivantes :
I p' v — p'[( fn — 2)t> — (v] a, a,„ = — -3 p p -: — ' f- j j z = X -\ ,
Ces coefficients remplacent tt,„ et b,„ dans le développement général (5o). La formule (5i) se change ainsi en la suivante :
i/ — = i iio — bi : tt, -T-
>Ax — x^))\ ao -
Si le polvnùme X doit se réduire au troisième degré, il faut prendre v infiniment petit; on posera, pour ce cas,
a,n^—va",n, b,n= t'^Kii, avec ces valeurs limites
R/« = - Sr TT > ^- ' 57 — ^ = pa — p «.
Si, dans le polynôme X, on a réduit le coefficient de x^ à l'unité négative, la fraction (5i) acquiert cette forme
X Xq
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Il faut ici prendre, conformément à l'égalité (Sa), 2^v :_ — 4«i mais en observant qu'on en doit conclure tv = — 2rt-i-â), non pas w = — 2a, sans quoi l'argument Cq ne serait pas égal à une demi-période. En le rendant égal ù une période, on obtient le développement (35), qui prend ainsi la forme
( 53 ) V^^^ = 2 " u -^- b'i : a'J -I- . . . ( II' — -- 2 a I.
Nous avons enfin à envisager le cas « -f- c 4- (p = o, qui donne lieu au développement (^y). Soit ô un infiniment petit, que nous mettrons d'abord à la place de « -t- t» ~ w, en sorte qu'on ait
{m — 1)1) -h a — »• = mb — t,
ce qui rend Dq infiniment petit, Rq et R, infiniment grands. Soit posé
p'a — p'i'a — p) _ pa — pia-^i>) ~ ^•^'
en employant successivement les deux formes de R„,, on obtient
2 pb — pz -^ 2 pb — pz
et Ton en conclut
lim(Ro— Ri — 2 / )= lim — -,^^ = o,
pb — pt
4 (pb — pt)- pz- pb
D'autre part, l'égalité (47) donne
et de ces deux dernières résulte
Ui pz — pb
lim^RoR,+ ^Vi^=-3p6^/2.
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L\'galité (46) conduil à ao2,= ,-r^[,P« - p{a -^ v) - B^oix — ^)][pa — p(a -^ v)— Ri( X — ^ç)].
Ayant d'ailleurs
nous obtenons a', suivant la relation (y), de celte manière
oc'= Iim(aoai-^ pi)= ~\ [pa — p{a-r'V)Y-^2f[pa — pia^v)]{x — i)
On a aussi
En posant
a--.\pa — p(a-^i')]-^
on obtient le développement (3^) sous la forme explicite
{'j'j) — /zx = |tt-H b : iio-T- bs: 113-1-. . .,
2rto
où l'on devra se souvenir de remplacer, dans les expressions des coefficients, (m — i jb-r- a — iv par nib.
Un calcul facile, et que l'on pourra faire, à titre de vérification, donnerait directement les premiers termes du développement du premier membre (55) suivant les puissances ascendantes àe x — ^. Ces premiers termes doivent fournir ^ rt. Pour effectuer ce développement, on mettra le premier membre sous la forme
et l'on développera suivant les puissances ascendantes de u — a.
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Formules explicites pour le développement de y^X-
Nous avons trouvé, sous une forme remarquablement simple, les expressions elliptiques des quotients incomplets. Pour revenir, de là, à des expressions algébriques, il faut employer la théorie de la multiplication de l'argument, qui exige, jusqu'à présent, le calcul de proclie en proche. Mais, pour que le problème algébrique soit entièrement résolu, il faut que les éléments de ce calcul soient df'gagés de toute formule elliptique, comme nous l'avons lait, par exemple, à propos des polygones de Poneelet. C'est ce que nous allons encore faire ici, nous bornant toutefois au développement de y X.
En posant
,^— ; = 5, pa — p(a — (^j^ P,
nous mettons la fraction continue i 55 ^ sous la forme
Demandons les six premiers coefficients au calcul direct :
(58) cp,= ^, 0
^ ^ q',q-.— q^q(, _ q_^^ qz ' q-z '* ql — q^q-o qz
Quant aux coefficients </, on les trouve par l'extraction d'une racine carrée :
Iq^ — ipu qo^'ipî—ipi,
^3== '^pz—GpiPi-^ 4pî, q;^- \p* — qiqz— \ qh qô = -qi q.— qi q^, q^^ — i ql — q iq-.— q-.q-.-
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Revenons mainlcnaul aux expressions elliptiques des coefficienls. Suivant la valeur actuelle de «t', on a
R ^ /• * p'b — p'{m — i)b •^ 2 pb-p{m-i)b
ce qui peut s'écrire aussi [t. I, p. 1 18, éq. (47)] sous la forme (60) R„,-r-/- -^^,^^ = - ^^[pim—i)b-pb]{pmb-pb).
En introduisant la fonction y,„ (t. I, p. 102), on conclut
p r_ P"b I_ ^,n^ni-i '^w-4-i't^/»-1 _ '{m-l'(m+\ _ ,,5
"'"^•^ -^pb- pb 6)=,_, ^j„ - ^i„,-r(.n' ^ '■
Les expressions (54, 56) de b donnent
par quoi l'égalité précédente devient
En y prenant m = 2 et retranchant membre à membre, on obtient
^m — 'fa = — I —
Y"ï— iT'M \ '^
ou, suivant la première égalité (58),
Les expressions (48, 56) de b„i donnent aussi
Ayant introduit ainsi les seules fonctions y, on n'a plus à connaître que les deux premières, ^3 et y-,, pour obtenir toutes les autres et, par suite, les coefficients o„j, 0/,j. Posons, comme au tome I (p. io3),
^ = yL y = Y4;
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en faisant m = 3 dans les équations (6i, Ga) cl recourant ;ui\ expressions (58) de O3 et de O;,, nous trouvons (')
En résumé, pour obtenir le développement
1 =(i-i- qiS~ q-lS-)— (/3S^:{l — OoS)-^ (isS^:^ 1—^3$) -^-...,
on calcule les (j nantîtes y,,, par les formules récurrentes (t. J, p. io3\ qui donnent successivement
Y3 = V — X, Yc = Y — \ — Y-',
Ces quantités servent à composer les coefficients o,„ et 0,„; les coeflicients ^ sont d'ailleurs donnés par les égalités ( 39 ).
Si l'on veut supposer ç infini, il suffira de changer 5 en - • On a
donc le développement
= ( x^ — qix -^ q.2)-i- (/3''{^ — 'i2}-^%:(3^ — 03)-^-. . .,
avec les mêmes coefficients que dans le développement précédent.
(') De même qu'au Chapitre I\, désignons par M* et II le polynôme X et son hessien, en y mettant la variable Ç, On a ainsi (p. 3Go) pO ~ — H : M". La lettre T représentant le même rovariant qu'à la page 36r, on trouve alors
_ ( 3 II ' - I C, H^ W -^ 3 C, H W —^.C\ ^F^ )' ""^ (2T
Celte forme de x, comparée à celle du texte, fournit, pour les covariants, des cxprc>»i(jns simples par les coefficients r/. On trouvera de semblaltics expressions dans un Mémoire intitulé : Formules d'Algèbre, resolution des équations du troisième et du quatrième degré, par M. G. -II. Ilaiplien {.Xou^'cllcs Annales de Math., 3» série, t. IV'; janvier i88j).
Cas où X est du troisième degré.
Les formules qu'on vient de trouver s'appliquent, sans aucune modification, au cas oîi X est du troisième degré. Mais on peut, en ce cas, présenter ce même calcul autrement.
L'argument b est égal à 2 a, puisque v est nul. Considérons alors les fonctions y,,, pour l'argument a, au lieu de l'argument 2«, et, afin de les distinguer, mettons y^^, au lieu de y,„; x' et y', au lieu de x et y. Nous avons déjà calculé x' et y' au Chapitre X (p. 387) pour le polynôme mis sous la forme
et nous avons trouvé
, _ (^kyk-,- klf , _ ikykik^—k\-ikl
En posant
4/»i = — 7-) bp2=-rr'> 4/'3 = — 7:'
nous ramenons le polynôme à la forme (64) employée ici. Ces changements faits, on obtient
(65) '^'=ft' y' = --^.
On peut, par cette voie, retrouver les expressions (63) de x et de y avec la simplification qu'y amène l'hypothèse pi, = o. Suivant un théorème de la page 106 (t. 1), on a
x'Ct'— x'— v'2)3 X = —
_ (y'— x')('2x'— y') — x'v'2 _ fax' — y'-^ y'2j( y'— x' — y'^)
Le lecteur pourra faire cette vérification , en vue de laquelle la dernière formule est spécialement préparée.
Suivant le théorème de la page 106 (t. I), on a généralement
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les égaillés ((ii, (r^) se transforment donc en cclIcs-ci :
Telles sont les formules que l'on peut adopter pour le développement de la racine carrée d'un polynôme du troisième degré, sui- \anl l'égalité if>'\)- H conviendrait assurément de leur préférer les précédentes, qui font intervenir x et y, au lieu de x' et y'. Mais ces derniers éléments sont nécessaires pour l'autre mode (53) de développement.
Les fonctions de multiplication 'h„i vont maintenant s'appliquer à l'argument a. Voici d'abord une formule qui va servir. On a
pi a — p ( '2 /H — I j a = j) a — p( itii — i)a — 1 p a — J) 2 a ) d'après l'égalité (i5) delà page 102 (t. I), on en conclut
ji 2 a — jiiim — I ) a
?2y2/«-i Pour le cas du développement (53), nous avons ainsi (5?-)
et, par une transformation analogue à celle qui a déjà été faite (60), p"a p"9.« _ '!/,„,_.•, «^2/"-4-3
ap'a ip'ia p' 'îaYi'h-'n-\'\!im+i
Les égalités (29) et (47) du tome I, Chapitre IV (p. 107 et I 18) donnent
\^" a p'a-hW-ia jV'xit 9. , ,, p"9.a -xiir.
pa pa — pia pi et p 2a "' P i» P '^«yî
De ces deux dernières résulte
p a p 2a(j;î \ • ■* 4'2/«-iy2'«+i /
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OU bien, suivant la même formule (i5) de la page 102 (t. 1),
'" p'a p'ia<}^i <\ii,n-l'^2m+l '\>-2m-l'T'2m-\-l
Il ne reste plus à faire que des transformations très simples, toutes semblables à celles qu'on a vues prccédemmenl, pour obtenir les formules suivantes :
^"i — / Pi} Y'» ' -/l — .,' .,'
Expression générale des réduites.
Dans la fraction continue
(66) jjjj. : au.-î- ppi+i : ajj.+-i-î-. . .-\-'^,n : «/«-f-. . .,
la réduite G„, : H,„, que l'on obtient en s'arrêtant au quotient incomplet 0L„,, se calcule, comme on sait, au moyen de l'équation récurrente (3), appliquée séparément à G„i et à H„i. De plus, cette loi de formation commence dès le début, si l'on suppose deux premières réduites fictives ^ et ". Si donc on détermine quatre quantités a, b, a', h' par les équations
« V5j._2 — a' VJj.-2 = I , h Vjj._2 -- b' Vjji,- 2=0, a Vjj._i -~ a A'jjL- 1 = 0, h V(j,-i -h U V[a-i — i ,
les deux réduites fictives seront
a ^'|J^-2 -^ «' Vfi^2 « V(j,_ , -^ a' V(j_i
et, par conséquent, la réduite générale S,« s'exprimera ainsi : Les équations ci-dessus donnent
, Ci^\ ^^ ^ U.-1 ^'^ Vu— 1 (>- * Ul_2 ->
Va-,
Va_2
I -t- X -^''" (GS) S„, = P 4- Q /X î}^ = P -1- Q v/X
' /Il
La quantité P -h Q y/^ est précisément celle qui est développée par la fraction continue (66) considérée, comme il résulte de l'éj^alité (il). De cette quantité elle-même, on déduit ainsi la /m"""" réduite en multipliant le radical par la quantité /",„,
m — yT" '
où X est une constante. C'est donc en faisant cette même opération qu'on aura l'expression générale de la réduite pour les diverses fractions continues qui ont été considérées ici. Celles notamment qui servent à développer y/X ont pour réduite /,„y/X.
La formule (68) est encore valable pour les fractions du cas exceptionnel. On doit seulement supprimer la réduite S,«, en même temps que le terme V,m est supprimé.
Cette formule (68) est en défaut pour certaines valeurs de jc, notamment quand x devient égal à une racine de X. Elle se présente alors sous une forme indéterminée, duc à la coïncidence de V- avec V. Nous ne nous arrêterons pas à lever cette indéterminalion, ce qu'on pourrait faire en calculant la partie principale de V — V. Un autre cas plus intéressant est celui où l'une des deux quantités V,j,_o ou VJ;^_2 est nulle, où, par conséquent, l'une des deux quantités P ± Q\/X est infinie. Comme on a
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on voil qu'il s'agil ici de riiypotlièse x^=y. Pour ce cas, on trouve
l si ^'[x-2 = o, c'csl-à-dire x — y cX. \/X = y/Y , S„, ~ — /^~^ ( i — tt^-— - r^ ) J
' V|j,_2 \ Vjj,- 1 > ,„
f si V,x_2 = o, c'csl-à-dire x ^ y ç.\. s/"^ = — sj\ , S,„ = — :^^ ( i — -7—^ ^ ) •
\ ♦ Ul-2 \ V jx_l V „, /
Notions générales sur la convergence.
L'expression (08) de la réduite attire immédiatemcnl l'attention sur le cas où la quantité /i„i peut devenir nulle. Quand il en est ainsi, la réduite est égale à la fonction qu'on développe, P-h Qy/X. Si, au contraire, /i,„ devient infini, la réduite est égale à la fonction conjuguée, P — Qy/X. Ces deux circonstances sont caractérisées par les conditions suivantes :
h,„ = o, pour u -T- m ( 2a -r- v t — w ^^ o,
h,i = :c, pour u — n {ia -r- v ) -r- v -^ w ^ o.
Elles peuvent se rencontrer en même temps, si Ton a
* 2 w -i- f ES (m -t- /i)( 2a -f- f'),
ce qui est justement la condition de symétrie [\'j)^ donnant lieu aux fractions continues (33a) et (34<7). Les deux réduites en question sont alors de part et d'autre par rapport au centre de symétrie; cette circonstance ne peut donc se présenter dans les fractions (35) et (3-) qui servent à développer y'^X, et qui commencent au centre de symétrie. IMais, dans ces dernières fractions, la même circonstance vient s'olTrir, s'il y a périodicité. En ce cas, on le voit, il y a des valeurs de u, de x, par conséquent, pour chacune desquelles les réduites sont périodiquement égales à y/X, tandis que d'autres réduites, périodiquement aussi, sont égales à — y X. Ainsi, dans les fractions (35«), si l'on prend u = 2 «a, les réduites de rang n, n -+- /•, /i H- 2/-, ... sont égales à — y/X , tandis que les réduites de rang /■ — n, ir — /? , ... sont égales à -h y/X (dans l'évaluation dui'angde ces réduites, on a tenu compte de ce que la première est |ao). Dans la fraction (87), si
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r^-xa 4- r) est une période et que Ton pi-enne u de telle sorte que h,i soit infini, les réduites de rang /?, /• — i -\- n, i{f — i) j- «. ••• sont égaies à — \^-, et celles de rang /■ — i — «, i{r — i ) — n, ... égales à 4-y/X. Il faut observer que Ton doit écarter ici les cas où les rangs des deux classes de réduites coïncideraient entre eux; on aurait alors, suivant (70), 2«+ v^^o\ y/X serait nul; mais, on Ta dit précédemment, la formule (68) ne donne pas immédiatement Srà. Ainsi, la fraction (4o)> où l'on a r = 3, ne présente, en aucun cas, cette oscillation des réduites.
Nous avons donc un cas, nettement défini, celui de l'oscillation, où l'absence de convergence est bien claire. Il se présente dans les fractions à période symétrique et pour des valeurs particulières de X. Ces valeurs de x étant réservées, les fractions continues périodiques convergent, en général. On a, en effet,
Si rb est une période, //,„, A,„+r, A/«+2r, • • • forment une progression géométrique. Les quantités /i,„ se répartissent donc entre ({uelques progressions géométriques (en nombre /■ ou /• — -i), de môme raison, dont les termes, sauf pour des valeurs particulières de u., deviennent ou infiniment petits ou infiniment grands. Ainsi, en général, dans les cas de périodicité, les fractions continues convergent vers la fonction ou sa conjuguée, sauf pour des valeurs particulières de x.
Au contraire, lorsque b^= ia-\- v esl quelconque, les fractions continues ne convergent point, et cela quel que soit x. On peut, en effet, trouver m de telle sorte que mb — ^v -a- u ou nib — iv — u — V soit aussi voisin d'une période 2 n to -{- 2. n' o)' que l'on voudra, n et n' n'étant point donnés. Il y a donc indéfiment, pour h,n, des valeurs aussi petites et aussi grandes que l'on voudra, et S„j ne tend vers aucune limite.
Mais, si b, sans être commcnsurable avec une période, est, avec une période, dans un rapport réel, la convergence apparaît. C'est ce qu'on va faire voir en se bornant, pour être plus précis, au cas où le discriminant est réel et positif et b réel.
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Étude de la convergence dans un cas particulier.
Si, dans l'expression (-i) de li,„^ on considrrc la somme des can'cs des arguments des fonctions g" du numérateur et qu'on en retranche la somme des carrés analogues du dénominateur, on obtient une quanlilé indépendante de m :
(2m — Oi a — u)--^{ mb — w -h «)2
— {Ltu — I ^\a -4- u -r- v)- — \mb — w — u — v)- = ■i{a — iv){iu -f- v).
Si donc on met 3,, au lieu de cj, il y a simplement à diviser chaque argument (t. 1, p. 25 1) par 2w et à multiplier li„i par un l'acteur exponentiel, indépendant de m. 11 s'agit de reconnaître comment varie //,„ avec m] on peut donc faire abstraction de ce facteur.
La substitution de .'B?, à c> a pour effet d'introduire des fonctions ayant la période 2to. A l'égard du second des deux facteurs qui composent h„i, si l'on met, à la place de mb^ une variable f, il suffira donc d'envisager, pour ^, les valeurs comprises entre zéro et 2(0. 11 est, dès lors, évident que, si la parLie imaginaire de w -\- u -\- V 11 est pas nulle, le second fadeur de hm (après substitution de .3r, à d) conserve toujours une valeur finie, au module de lacjuelle on peut assigner une limite supérieure et une limite inférieure. Le cas particulier, où iv -\- u -r- v est réel, est plus difficile. Nous savons déjà ce qui se produit quand b est commensurable avec la période 2w; la difficulté disparaît alors : il faut donc supposer b et (o incommensurables entre eux. La théorie arithmétique des fractions continues nous apprend (t. I, p. 4^^) ci^e l'on peut trouver les entiers m et /?, de telle sorte que mb -— in(ji — w — u — v approche de zéro autant que l'on voudra. On peut donc, dans tout intervalle réel, si petit qu'il soit, trouver une valeur de (v ->!- u -{- v telle que, dans un rang supérieur à un nombre M donné, si grand soit-il, on rencontre une réduite rigoureusement égale à P — Qy/X. C'est, en effet, la valeur de la réduite quand h„i est infiniment grand. Au delà de ce rang, il y a ensuite des quantités /i,„, en nombre indéfini, où le second facteur est supérieur à toute quantité donnée; mais il est comparable à m-.
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Examinons niaintcnanl le premier fadeur de //,„; c'est la [)uissance (fim — 0 de la cjuanlilé A,
&,^P — u) aa-i-p h iu- V
Par li\pollièse, [3 est réel; 'J doit être siipj)Osé imaginaire quelconque :
U - - U,-:- t'y,, « -" 2 ^ ~- "l "•" ^"2- "l " 2 tOJi, lli ■ - XOJo.
Nous supposerons d'abord [i et u,, compris tous deux entre zéro et ^, e/i excluant ces deux limites; dans ces conditions, nous allons prouver que la valeur absolue (module) de Ii est inférieure à runilé. Pour ce but, nous emploierons l'expression de la fonction d, où sont mis en évidence l'argument et la valeur absolue de la quantité complexe d{a -j- t'a).
Dans cette expression [t. ï, p. ijS; éq. (i\)\\
(j{a -- i'x ) = 7~ :fa.iji'x\/pa — pta W(a, a ),
tous les facteurs sont réels, sauf le dernier ^F, qui est égal à e" , $ étant un angle réel (t. I, p. iG3 ). Ce Aicteur, par conséquent, ne jouera aucun rôle dans la reclierclie de la valeur absolue. Pour employer cette formule, faisons des transformations successives, en ne prenant que la valeur absolue \h\ de A, laissant donc de côté les facteurs ^1' :
S?i< ^ — ui ) /p{\b — ui) —piih
^l(P-t-'Jl) V Piib-r-Ui) —piUn
Nous allons avoir à considérer la valeur de A] en supposant, soit //2=o, soit ia.2=^(ji'- Pour le premier cas, on a immédiatement, pitio élanl infini,
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Pour le second cas, piit-2 étant égal à 63, on a
(fsUbzhUi)
\p(^b± Ui)—e3
et, en employant les formules (09 A) de la page 266 du tome I,
Dans la lormule (ji), le signe doit être pris de manière que I /«o ! soit une quantité positive. Ce sera donc le signe de ^ — tJ) .
Le discriminant étant positif, les fonctions .0 sont construites avec une quantité q réelle. Les deux fonctions B, et ETo, d'argument /, réel et variant de zéro à |, sont alors constamment positives et croissantes (t. I, p. 286). Chacune d'elles prend une seule et même valeur pour les deux arguments ^-\- t el ^ — t.
Deux arguments, compris entre zéro et l'unité, étant mis dans une même fonction, .3', ou !^o, c'est donc l'argument le plus voisin de ^ qui donne à la fonction la valeur la plus grande. Or des deux arguments ± (|3 — Uj) et [3 + u,, compris, d'après les hypothèses, entre zéro et l'unité, c'est le second qui est le plus voisin de 5. Donc I /iq 1 et | /i, | sont tous deux inférieurs à l'unité.
Si maintenant, dans la quantité | h |-, on considère piu2 comme une variable réelle, il existe une valeur unique, z-, de cette variable, qui donne \ h\-= i . Mais les valeurs extrêmes de piu2 sont — co et 63. Comme on vient de le voir, elles donnent, toutes deux, I A 1" << I . La quantité jz n'est donc point entre — ce et 63 , et Ton a constamment | /i [^ -< i .
La quantité h ayant une valeur absolue inférieure à l'unité, le premier facteur de hm est le terme général d'une progression géométrique convergente. Le second facteur, quand w -\- u -i- v n'est pas réel, est compris entre deux limites fixes; hm est alors le terme général d'une série uniformément convergente. Nous reviendrons tout à l'heure sur le cas oiî w -{- u ^ v est réel, et l'on verra que h„i est encore le terme général d'une série convergente. Ceci admis, dans les hypothèses faites, hm converge vers zéro et la fraction continue converge vers P -{- Q y X. Nous allons examiner la signification algébrique de nos hypothèses.
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Le (liscriiniiianl clanl rccl et positif, X, à coefficicnls réels, a ses racines, ou toules réelles, ou toutes imaginaires (t. 1, |k 122). Supposons-les réelles et, de même qu'à la page 12- du loine I, rangeons-les par ordre de grandeur :
Distinguons quatre intervalles limités par ces racines, savoir :
; A(, s'clcndant de Xq à -^- yz el de — --^ à .Tj,
1 Ao » Xv à Xti,
J A] ■) Xi a X2,
\ A3 » X3 à Xo-
A l'endroit cité (t. I, p. 128), on a vu que, l'argumcnL d'une quantité réelle jc étant désigné par — |^p' -h t, t est réel quand a; est dans l'intervalle Ao, / — w' est réel pour l'intervalle Ao, t est purement imaginaire pour l'intervalle A3; enfin, t — to est purement imaginaire pour l'intervalle A,. En passant à l'argument double et négligeant les périodes, 2co ou 2Cl>', on peut dire que 2/ est réel pour les intervalles Aq et Ao, purement imaginaire pour A, et A3.
On a supposé b ^ 2a -h v réel; a est l'argument de ^. L'hypothèse est donc que Ç se trouve dans l'un des intervalles pairs, Ao ou Ao. On a supposé ^ compris entre zéi'O et ^, restreint, par conséquent, a -i- Iv dans l'étendue d'une demi-période. Mais ceci n'apporte aucune restriction; car le changement de a + ^f en 2w — («-4-7'') n'altère pas i : il change seulement le signe de ^S. En laissant ^ constant, on peut admettre, sans restriction, que la valeur initiale de y/X, pour x voisin de H, correspond à un choix de l'argument «, tel que ,3 soit, en efTet, compris entre zéro et ^. Enfin, on a trouvé que la convergence disparait pour |j = o ou pour jj == ^, ce qui a lieu quand ^ est une racine de X. Ainsi, i ne doit pas être placé à \ extrémité d'un intervalle, Ao ou Ao.
La convergence disparaît aussi quand u, est zéro ou ^, c'està-dire quand la partie réelle de u-{~ ^v est zéro ou to. Ceci a lieu quand x est réel et compris dans l'un des intervalles A, ou A3. Si l'on représente la variable complexe x par un point du plan, ces deux intervalles, A, et A3, sont figurés par deux segments ou cou-
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parcs, siliiés sur l'axe des quantités réelles. Ces coupures sont interdites à .r, si Ton veut que la fraction continue converge.
En supposant u, compris entre zéro et ^, on n'a point limité x. Comme on vient de l'expliquer pour Ç, on a seulement précisé le signe de ^ X : de quelle manière? Et d'abord, pour x voisin de i, ce signe est celui que nous venons 'de nommer initial et qui a servi à calculer la fraction continue. Interdisant à Uj de sortir des limites zéro et 4, on interdit à u, de passer par ces valeurs zéro et rr', ou interdit donc au point x de franchir les coupures. Ainsi, la fraction continue converge et représente la fonction P-hQy/X quand x varie d'une manière arbitraire, sans franchir les coupures. Ce fait est d'accord avec ce que nous apprend la théorie élémentaire des quantités complexes : y/X, en effet, devient une fonction uniforme moyennant ces coupures, c'est-à-dire qu'elle a, en chaque point x, une seule valeur, quand on a choisi, une première fois, en un point arbitraire, Tune de ses deux valeurs. Toutefois, pour rendre ^/X uniforme, on peut prendre, en guise de coupures, deux lignes arbitraires, dont les extrémités coïncident avec les quatre points racines. Ici les coupures sont déterminées.
Au lieu de supposer b réel, si on l'eût supposé purement imaginaire, on eût pu faire tous les mêmes raisonnements en échangeant les périodes. Les conclusions subsistent donc, sauf échange des intervalles pairs avec les intervalles impairs, c'est-à-dire que les coupures sont composées des deux intervalles de parité opposée à celle de l'intervalle ovi ^ se trouve. Voici donc nos conclusions :
X étant un polynôme du quatrième degré à racines t^éelles, X la variable, y et q deux constantes, dont la seconde est réelle, on considère, pour la fonction
le développement régulier en fraction continue (à quotients incomplets du premier degré), qui se déduit du développement en série, suivant les puissances ascendantes de x — ^. Si ^ est réel, la fraction continue converge et représente, dans tout le
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plan [où esL rejndsculée la variable coinj)le.ve Xj^ la foiiciion /(x), rendue uni/urnie au moyen de deux coupures reclilignes. Ces coupures sont formées par les deux segments, non contigus, qui, limités aux points-racines r/e X, ne contiennent pas le point représentatif de ç. Sur les coupures , la fraction est divergente.
Ces couclusions, bien enLeiidu, s'appliquent au cas où X esl du troisième degré; une des racines {xq) doit être alors supposée à l'infini. Elles s'.ippliquent aussi aux divers cas particuliers qu'on a distingués relativement ^y. Le rôle véritable de cette dernière quantité va maintenant apparaître par l'étude des circonstances qui se rapportent au cas où u -{- v -\- iv est réel.
Ligne de convergence non uniforme.
Il faut d'abord se rendre compte de la condition imposée à x par cette supposition que u-^w-^v soit réel, ou mieux, pour embrasser à la fois les deux cas, b réel ou purement imaginaire, que le rapport de u -{- w -i- v et de b soit réel. La formule (aS) donne Targument c de la quantité j^; elle montre que « -f- tv -j- v, sauf un multiple de 6, coïncide avec u — c, différence des arguments de X et de y. L'hypothèse consiste donc en ce que cette différence soit dans un rapport réel avec b. D'après la supposition faite sur b. p(u — c) sera réel.
Soit \=^F(x) et, comme au Chapitre IX, soit F^ la seconde polaire. La formule de la page Sjq fournit, pour exprimer cette condition, l'égalité
partie imaginaire de
{cc—y}-
où l'on suppose réels les coefficients de F, hypothèse permise puisque les racines sont réelles.
Si l'on met, pour x et j', des quantités complexes, représentées par deux points, l'un fixe, l'autre mobile, celte équation définit une courbe algébrique, lieu du point x, pour lequel J}(/^ — c) est réel. Mais cette courbe ne convient j)as, dans son entier, à la question jiroposéc. Elle se partage en quatre branches, savoir
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Bo, lieu du point x, pour lequel u — c est réel; B3, lieu du points:', pour lequel 11 — c est purement imaginaire; Bo et B,, lieu du point j-, pour lequel u — c — to' est réel ou a — c — w purement imaginaire. Les deux premières seules passent au point y. C'est une dos deux premières branches qui convient à la question, celle dont l'indice est de même parité que l'intervalle A où se trouve ^.
Cette branche de courbe, Bq ou B3, nous l'appellerons la ligne de cojn-ergence non uniforme ; on va en voir la raison. Mais il convient, avant tout, de noter un cas où celle ligne est immédiatement connue : si y est réel et situé sur le segment A qui contient i, ou bien encore sur le segment non contigu, la ligne de convergence non uniforme est le segment A qui contient y. Cela est évident. En particulier, si^ coïncide avec une des racines de X, on se trouve dans ce cas; on s'y trouve aussi quand on prendy = ^, ce qui est le cas du développement (S^) de y/X. On ne s'y trouve point toujours quand y est infini ; mais, si X est du troisième degré, l'infini est une racine : pour les deux développements de y/X, quand X est du troisième degré, la ligne de convergence non uniforme est donc toujours un segment A.
Le calcul direct de la fraction continue, si on l'efî'ectuait, donnerait la ligne de convergence non uniforme. En eff'et, les différences Cm+\ — Ci = ryib (20) montrent qu'en prenant x ^ym+t, quel que soit m, on obtient une valeur de x qui appartient à cette ligne. Il en est de même, si l'on admet pour m des valeurs négatives. D'après l'égalité (27), en considérant les deux fractions continues (i i) et (12), on est conduit à cette conclusion :
Si, dans le calcul des fractions continues, servant à développer les deux fonctions
on s^ arrête à un quotient incomplet quelconque , le reste est de forme
Toutes les quantités ym-, prises pour valeurs de x, appartiennent à la ligne de convergence non uniforme.
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Dans le calcul de la fraction conllmic, celle ligne se Irouve ainsi tracre par points cX, circonslance Yciw\iV(\uàh\c, par j>oinls indé/ininiciil ni pj) roc lu'' s. En efTel, m h -h 'ihm, où m el n sont des entiers quelconques, ap[)roche, autant qu'on veut, de toute quantité donnée, de même espèce (réelle ou purement imaginaire) que b et w. Sauf donc le cas où b est commensurable avec to, la suite indéfinie des quantités y ,„ fait entièrement connaître la ligne de convergence non uniforme.
Sur toute cette ligne, la convergence est non uniforme : la fraction converge vers P + Qy/X, puisque h'-"'^~* est le terme général d'une progression géométrique convergente et que le second facteur de h„i^ en dépassant toute limite, reste comparable à m-. Mais, dans un intervalle donné, si petit soit-il, pris sur la ligne considérée, on peut trouver une position de x telle que, dans un rang supérieur à M, donné, si grand qu'il soit, on rencontre une réduite rigoureusement égale à P — Qy X. Il n'y a donc aucune limite assignable au rang de la réduite capable de représenter P -h Q V X avec une approximation donnée à volonté. C'est la définition même de la convergence non uniforme.
Cas de la périodicité.
La convergence non uniforme disparaît dans le cas où la fraction continue est périodique. Le second facteur de hm a, en ce cas, un nombre limité de valeurs. Si aucune d'elles n'est infinie, la convergence reste donc uniforme. Si une ou plusieurs valeurs de hm sont infinies, la convergence disparaît. C'est ce qui a lieu pour des valeurs particulières de u, entièrement déterminées. Ainsi, dans le cas de périodicité, la convergence reste uniforme sur la ligne de convergence non uniforme (qui n'est pas modifiée, ne dépendant que de x et de y, non de H), à l'exception de certains points, oii la convergence disparait. Ces points, comme le raisonnement du paragraphe précédent le met en évidence, répondent précisément aux valeurs de y,n, qui, vu la périodicité, sont en nombre limité.
Remarques sur un autre cas particulier.
Nous avons, pour préciser, supposé le cas où le discriminant est positif cl où les racines de X sont réelles. L'hypoLlicse relative au discriminant élait essentielle ; elle entraîne pour les fonctions 2>i et 2îo des propriétés sans lesquelles la démonstration ne pouvait se faire ; nous restons, pour les autres cas, dans une complète incertitude sur les moyens de vaincre les grandes difficultés du problème. Mais la supposition de réalité des racines peut être écartée. Les coefficients de X étant supposés réels, ces racines peuvent aussi être imaginaires toutes les quatre.
Notre analyse a porté sur les arguments w + ^c, a~\-\v. C'est Targument ii-\- ^ç = t qui figure seul, comme variable, dans les formules de la page i3i (t. I), et l'on aurait, par ces formules, un moyen de raisonner directement sur ce cas , absolument comme sur le cas précédent. Il faut seulement observer que p^i> n'est plus une quantité réelle. Le lieu des points x correspondant à des valeurs réelles de pt, d'après la formule
(76) x-Xo= ^ "-
pi — PJ^
n'est donc plus une ligne droite, l'axe des quantités réelles; c'est un cercle.
Allons plus loin et donnons, dans cette formule (76), à x,y et r des valeurs imaginaires quelconques. Alors la quantité
p't : (pt -Pii')-,
suivant la formule (68) de la page iSa (t. I), représentera la racine carrée d'un polynôme du quatrième degré X, à coefficients imaginaires, transformé d'un polynôme à racines réelles par une substitution linéaire et fractionnaire. Le caractère de ce polynôme, cest que ses racines sont représentées par des points situés sur un cercle. A un tel polynôme, les résultats précédents s'appliquent, si la quantité \ est représentée par un point de ce cercle.
La circonférence du cercle est partagée par les quatre racines
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en quatre arcs conséculifs. Les ileu\ arcs, contiens à celui sur lequel se trouve le point ç, constituent les coiipiiros.
Pour (-KTiiiir U( /i^/ir de ron\er<j;cnce niui iinij'oriiie, prenons alors une variable z, représentée par un point (juelconque de la circonférence et posons
En supposant, pour )■, une quantité complexe fixe et, pour jc, une quantité complexe variable, cette équation définit le point x au moyen du paramètre z. Par la variation de ce paramètre, le point X décrit un lieu : c'est la courbe dont il s'agit. En outre, sur deux arcs non contigus, le rapport H(;): F(:;) a les mêmes valeurs, de sorte que la courbe se partage en deux branches, dont l'une correspond aux coupures, l'autre à l'arc oii se trouve ^. Cette dernière branche, seule, constitue la ligne de convergence non uniforme. C'est ce que l'on démontrera très aisément au moyen de la forniulc de duplication de M. Hermite (p. 36o).
Les fractions continues, considérées comme des covariants. Considérons la fraction continue
où a est du premier degré en x et ^S^ de la forme v„(j: — ç i-, v,, étant indépendant de x.
Envisageons maintenant une substitution linéaire et fractionnaire, appliquée à j", à y et à ç :
ax' — b ay'-^b ^_ a^' -t- b
~ cx'-^d^ ^ ~ cy'-~-d' '' ~~ c^'-hd^
cx'-T-d = p, cy'—d—q, Cç'-^d^r, ad — 6c = o;
PI
Soit X' le transformé du polynôme X; 1' ce polynôme X' où x'esl II. . 4o
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remplacé par v'; on a
y/X-y/Y _ q_ y/ V - y/r _ c( p -^- q) ,~, ^ x—y Ûp x'—f Ipq
D'autre part, soient a^ et Ji„ les transformés de a„ et |j„ par la substitution, opérée sur x et \ seulement, on aura
(77) pnn^^n. /^^P/.== "''"^•y'r— =P:,-v;,(:r'-r)^-
Si Ton met a', ,3j, a'^, .... au lieu de a, ^,, a,, . . . , la fraction se reproduit, divisée seulement par/;. On a donc
Si l'on pose
ci p -^ q) /^, 0 , 0 „,
A est un polvnôme du premier degré en x\ B est le produit d'une constante par {x' — ç')*, et l'on retrouve le développement
analogue au développement précédent. Ainsi, à l'exception du premier terme, la fraction qui développe la fonction transformée s'obtient par la substitution linéaire exécutée sur la fraction ellemême, conformément aux égalités (77)- Pour avoir un résultat précis, il convient d'envisager le quotient a| : '^j,i qui, seul, est bien déterminé, puisque l'on peut multiplier a„ et [3,^ par p et p^, 0 étant une arbitraire, sans altérer la fraction autrement qu'en la multipliant par p.
Soient «„, a,, ... les coefficients de X et a],, a'j, ... ceux de X'. On a
TT = ?(-^' 7' ;. «0, «1, ...) = -wr-
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Mais, d'après le dcveloppciiicnl (yS),
Va
on conchil donc
c'csl-à-dire que o est un covariant du polynôme X, avec trois variables x^y^ \. La fraction continue elle-même, sauf son premier terme, jM'ut ainsi èlrc envisagée comme un covariant. C'est la raison pour laquelle, dans le paragraphe précédent, les résultats, démontrés jiour un cas particulier, se sont étendus à un cas plus général, mais qui se ramène au premier par une substitution linéaire.
A ce point de vue, les développements où \ est infini peuvent être considérés comme les types les plus généraux. Si, au con- Iraue, on laisse ; indéterminé, on peut fixer jk ii volonté, le supposer infini, par exemple, et prendre alors pour tviie le développement de y'X — \' a^x-.
Exemples.
Nous donnerons des exemples de fractions périodiques ; on peut prendre les autres au hasard.
' - = (^ — 3j — 24 : [ix — in- 9 : \ix — m- 24 :(./■ — 3 -f- ^
— -^— =(jr -^2)4-18 .-(.r — 8;— 18 1(07 — 8) -18 : ( r-i- V.4- ^-^
Ces fractions continues convergent toujours, sauf si x est léel et compris entre o et i, ou bien entre \ et 9; sauf aussi aux |K)ints
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croscillallon, qui existent seulement pour les trois dernières; ce sont .r = > pour la troisième, .r :=: pour la quatrième, x = — i pour la cinquième, comme on le pourra vérifier. Pour la dernière,
par exemple, les réduites, avec x = — i, sont i, — i, — ']■■, i,
., ^ > I, — 1, .... Les réduites de rau"' 3, 6, ... conver- 3280 ' ' o '
:,ie. reuuue., avec a: = - 1 , .ont x , - . , - '''
gent rapidement vers — 1.
II. r = 4, X ={T--T- ax ^ b)- — ^abx—ix- — a.T -^ by--\- ^ax^. C'est un exemple de transformation par substitution linéaire :
V^X ={x--^ ax -^ b )— i-ab :(x -^ a)
-^ b : (x -^ a) — 2ab :{x--^ ax -\- b -{- /x),
y/X =(6 — ax -h x- )^ a.ax^ :(b — ax)
-^ bx^ :( b — ax i-T- lax^ :{b — ax -+- x--h- yX ) .
La première oscille pour ^ = o; elle donne périodiquement les réduites b, — ^, suivies d'une fraction qui converge vers dz Z^, selon que, en valeur absolue, on a b^a- ou b<ia'-. Pour la seconde, le point d'oscillation est à l'infini.
III. r = 5, X—i\ — X — 8:r2)(i — ^x
y/X =(i — 5x — 11 X-) — lix^ 1(1 — Sx)
-T-i2a72:(i — ^x j-^i-ix^ :(i — 8x ) — i^x^ :\i — 5x — \ix- -^ v^^)i/x =(i — 'jx \ — i2 3'2:(i — -ix) — iix- : (^i — ^x)
— 4^^-(i — 4^) — I2ar2(i — "xx) — iix^'.ii — Sx -^ y/X ) .
Ce sont les deux développements de la racine carrée du polynôme du troisième degré suivant les puissances ascendantes de x. Le second développement difTère entièrement du premier; l'argugument «, qui correspond à .r = o, est donc un dixième de période.
Les coupures sont, l'une comprise entre ( ^^33 -+-1 ) et —ce,
l'autre entre - et -r (v/33 — i ). Pour la première fraction, il v a un g ,6 V . 1 ' .
[toinl d'oscillation, x z^ — ^;les réduites de rang ^n-t-i con-
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vergcnt vers 4- y X et celles de rani; ^n -■- 3, vers — y/X. Pour la seconde fraction, il v a deux points d'oscillation, a' = - el x = i.
Intégrales pseudo-elliptiques, en général (' )•
Soit U une fonction rationnelle de x. Après Viiu-ersion, elle devient une fonction doublement périodique de m, qui reste, comme x, inaltérée par le changement de a en — a — v. Voici donc sous quelle forme elle se décompose en éléments simples :
' R = c -H 2i /i f ^ (u — Uy) — Ç iu -\- u^-^ v)]
j -^Z nii \p (« — ^^l)-^JJ (k — Ui-h v)]
<7\)^ '. ^I.m\[p'(.a—Ui)—p'(u-:-Ui-hi>)]
j -i- ^ /n'[ [p"i II — «1 ) -^ ,p"( ic -+- U\ ■+- V )]
Les signes de sommation s'appliquent à divers termes correspondant aux divers pôles ?/(, u-2i • • . •
Dans chaque crochet de la seconde ligne, ajoutons
— pu — p(u -7- «').
et, pour compenser, adjoignons le terme
( 8o) inpu -i- mpi u -^ V ), /n~^mi.
Ce terme réservé, la seconde ligne ne contient plus que des différences de fonctions p. L'intégrale se compose de différences de fonctions t/, elle est donc doublement périodique, fonction rationnelle de oC et de y X, par conséquent. Elle se reproduit, changée de signe, par le changement de u en — u — ç; elle est donc de la forme Py X, où P est rationnelle. Les termes des lignes suivantes sont aussi les dérivées de fonctions ayant cette même forme. Il existe donc une fonction rationnelle P, telle que la différence
U — ;7~ ' '^ V-^ ' ^^ r('duise aux termes de la première ligne et aux
termes (8o). En mettant dx : y X, au lieu de r///. on peut énoncer ainsi ce résultat :
('; yoir l. I, p. 20(j.
Il étant une fonction rationnelle de x et\. un polynôme du quatrième degré, on peut trouver une autre fonction rationnelle P, telle que la différence
également rationnelle, ail uniquement, en dénominateur, des racines simples, que ces racines dijfèrent, toutes, de celles de X, et que le degré du numérateur surpasse de deux unités, au plus, le degré du dénominatet/r. Tels sont, en effet, les caractères d'une fonction rationnelle dont la décomposition fournit seulement les termes delà première ligne (79) avec les termes (80). Ces derniers, dans l'intégration, fournissent la somme de deux fonctions ^, réductible à une seule fonction ^, mais qui ne peut disparaître. Pour que l'intégrale de R : ^/X soit pseudo-elliptique, il faut d'abord que ce terme manque. De là, cette conséquence :pour que l'intégrale de R : \]y>^ soit pseudo-elliptique,il faut, en premier lieu, que le degré du numérateur de la fonction réduite surpasse dhine unité, au plus, le degré du dénominateur.
Supposons remplie cette dernière condition et raisonnons sur la fonction réduite S. L'intégrale se borne maintenant à celle des termes de la première ligne :
-idi — ui )
ci[ u -t- ui — v )
(81) fidii = loge"' I I
Prenons quelques-uns des facteurs soumis au signe logarithmique et mettons l'ensemble des termes correspondants sons
la forme — log/, en posant
Pour que y soit doublement périodique, rationnelle, par conséquent, en X et y X, il faut que les exposants /, u. soient entiers et que la somme des racines égale la somme des pôles, sauf une période. On doit donc avoir, en tenant compte d'un terme où //, serait nul,
(82) nv -r niiïui-^vj-h 112(2 U2-r V )->-...= 2G),
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/?, //,, /?,. • . (5tanL (les nombres cnlicrs; en otilre, (83, i='i = -'==...= 4-
Pour que l'iulcgrale [S\) soit pscudo-clllplique. il faut et il sulfit qu'elle se compose de la somme de plusieurs pareils termes
- log./". La fonction S est alors la somme de plusieurs autres, L,
satisfaisant séparément aux conditions (82, 83V Soit .ri la valeur de J' cpii répond à l'argument ?/, ; on a
formule de décomposition en éléments simples, qui s'établit par les procédés habituels. Rappelons-nous maintenant les formules d'inversion (t. I, p. 120)
pour conclure
,— cl r -iiu — u^^ "l«i ni \/\i , / V «0 -7- 'o^ — -, — ; = i- '^'1
^ du " L O-f K i- ll-X-r- V)\ X — X-i '
A", désigne une constante, donl l'expression est la suivante :
Al = — «1 V «0 [C«i -+- ^1 ui -T- V )\.
Les divers facteurs de/ fournissent à L des termes analogues, dont il faut excepter celui qui correspond à u^ = o :
v/ao -r 'og ^7 , =— n v/ao-^' -♦- Z^"-
au L tf ( a r- r ) J
Le type général de la fonction est donc ( ' )
L — — n v^ao a? -h • — - — -! —
X — Xi X — X-î
( ' ) A propos de cette forme ( 84 ), voir dans les Œuvres de Jacobi, t. II, p. 49^- Le facteur de V intégrale de troisième espèce, suivant la dcsignalion adoptée par Jacobi, est, pour cluiquc partie de L, le nombre n, ou /?, ou /!,, etc.
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La constante K pourrait olrc exprimée explicitement par des rendions elliptiques ; mais son expression ne serait pas utile.
Avec une fonction L, de cette forme (84), où les arguments //,, f/o. . . . satisfont à la condition (82), et la constante K étant convenablement choisie, le quotient L : yX est la dérivée logarithmique d'une fonction rationnelle en x et y X.
La somme de diverses fonctions analogues L, multipliées par des constantes, constitue, de la manière la plus générale, la fonction réduite S.
Intégrales pseudo-elliptiques tirées des fractions continues. Considérons la fraction continue générale (28 )
ri
et sa m''""' réduite 8^= Gm'. H//o o«btenue en s'arrêtant au quotient y.,„. Suivant l'égalité (68 >, on a
(85) XA„,= G,,(^-yO-HjWY^-H,„/X^
D'ailleurs, )./«,«, par les égalités (67, -i), est exprimé sous forme elliptique. En y introduisant les arguments C) elc,n^\ dej^i et àeym+i^ d'après la relation (20), nous avons
<^{U — C„i+i ) crC M -H Cl -i- C)
Nos fractions continues fournissent ainsi, par leurs réduites, des intégrales pseudo-elliptiques à volonté. La fonction logX/i„^ est, par rapport à x, l'intégrale de L : ^ X > et L a l'expression suivante, conforme à l'égalité (84) :
Il nous faut déterminer la constante C, ce qui se fait immédiatement, si l'on observe que L se réduit à C pour ^ = x. Soit
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donc, suivant les puissances desccndanlcs de x,
il en résulte
,.> 4Aa, — aBrto
Il n'est pas besoin d'insister sur ce fait (jue \ Z, y Y , ont, dans ces formules, mêmes signes que dans le calcul de la fraction continue. Quant à \ '^ m+\ ) son signe est fixé aussi par le calcul de la fraction. Nous avons déjà vu que le quotient incomplet a,„ est complété par un reste, dont l'expression, sauf un facteur constant, est
Ce reste, suivant régalité(i i), demeure Uni quand on prend, pour \ Y,„^, , la valeur de y/X qui correspond h u = c,/,_^_i . C'est justement celle qui figure dans la formule (87). Ainsi, y„,^, est donné par le numérateur du /;?''""' reste et \/Y,„^, par son dénominateur.
Il convient d'observer particulièrement le cas )',= ç, qui est celui du développement de y X. Pour ce cas, les formules (88) et (89^ sont valables, à la condition qu'on y remplace
'' ^ — 71 ) G,« — H ,„ v^Y, par G„, .
Plusieurs cas particuliers exigeraient quelques modifications à ces formules; ce sont les cas où quelques-unes des quantités ç,y, J'/«+i sont infinies. La fraction correspondante, dans L, se change alors en un binôme du premier degré. Pour éviler d'augmenter le nombre des formules, voici un moven général tic déterminer la partie entière. En posant
G = G,„ -- II/„ , H = II/H
x—yi x—yi
(ou simplement G = G^, H = II,„ au cas j-, = x), envisageons la
([uanlité
dont les deux fadeurs G ± H^X coraposcnl les deux termes de "k/hn- Cette fraction N a simplement pour dénominateur x—J■^, car G — Il y/X ne devient pas infini pour :r=:j',. Son numérateur est du degré am + i et Ton voit immédiatement sa forme, savoir (90) ^^_A(a;-h^-"'-L^=^.
Par le moyen de A, il est aisé de trouver l'expression de L, que définit la relation
On en déduit cfTectivement
II L
Mais on a aussi
De là, par conséquent,
/N' 2 G' vN G
On pourrait retrouver par là les numérateurs des fractions, tels qu'ils sont déjà connus. Pour avoir la partie entière, il suffira d'envisager les deux premiers termes de G et de H.
Il convient enfin d'observer que, dans l'expression (90) de N, les facteurs qui répondent à une racine infinie pour iin des binômes doivent être supprimés.
Intégrales pseudo-elliptiques d'Abel.
Supposons la fraction continue périodique et prenons m égal au nombre des termes de la période. On a, en ce cas.
et L, suivant (87 ), se réduit à deux termes. N devient (x — i)
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et se réduit à une conslanlc si Ton a pris ^ = oc. Dans celle livpothèse (qui ne reslreint pas la généralité à cause des propriétés d'invariancc\ L devient un binôme du j)reinicr degré, dont l'expression (91) est simplement
En outre, puisque N est une constante, on a
\o" — ^-— =—2 loK^G -H H v'X / — const.,
ce qui permet de simplifier l'expression de l'intégrale.
Le choix deyt est indiiïérent; la formule (Sy) le montre : quel que soit K), on obtient une seule et même intégrale. On pourra donc prendre jv", = x, ce qui répond au développement régulier de y/X, où la période, on ne doit pas l'oublier, comprend un terme de moins. G et H sont les deux termes de la dernière réduite de la première période.
Dans l'exemple I (p. 627 1, on a
X = x(x — i)(x — ^){x — 9), G = a;^— i4^--^ 49-^ — ^^> H = x — 7, G'— ('3.r — 7)H. dx
'3^-7)^=Iog(G4-Hv/X).
Dans l'exemple II,
X = {X-— ax -^ b)- — Jîabx,
G =z x^^- "iax^-i-i 3a^-h ib)x'^-T- a^a^-i- b)x -^ b{b —a-),
H = x--r- lax -:- a-— b, G' = (4^-^«)H,
{/ix-ha)~ =log(G--Hv/x).
L'exemple IIÏ, si l'on y change x en son inverse, donne
G = x'^— lyx''-^ y-ix^-r- 6^x- — 5iix — 288,
Il = 373 — i2a72-r-24a;-+-G4, G' = (5^ — 8;H,
(537 — 8)—- =log(G + Hv/X),
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Dans les intégrales d'Abel, on peut se borner au calcul de réduites moins éloignées. Quand la période est impaire (/■ impair), on a déjà observé que, pour l'indice n ^ r,(f -h i), y,i est racine de X. En s'arrêtant donc à la réduite de rang v(''* — i), on borne encore L à deux termes. C'est ainsi que, dans le dernier exemple, on a aussi
X = .r(.r2 — .r — 8){cr — g), Gç,= x^ — i3a72-i- 28r -f- 72, Ho =37 — 8,
yX
G,- Hov/X
Quand la période est paire (/'pair), les r d'indices ^r~\-i et -/■ -h 2. sont égaux, à cause de la symétrie; mais les deux quantités \^Y correspondantes sont égales et de signes opposés. En prenant ilonc deux intégrales, relatives aux réduites de rang ^/- et ^/- -4- i , et les ajoutant entre elles, on retrouve l'intégrale d'Abel.
Pour ces fractions périodiques, l'expression (86) de \hr a un grand intérêt au point de vue des fonctions elliptiques. Soit /b = 2(0. On a Cr^i =: c, H- 2(7); par conséquent,
(j( u — a) ^{1 y^u — a-hb)
Nous retrouvons ici ces fonctions doublement périodiques, de seconde espèce, dont il a été déjà parlé (t. I, p. 224) et dont les multiplicateurs sont des racines de l'unité :
iri
Nous avons donc (en changeant la constante C)
Ainsi les fractions périodiques fournissent les expressions algébriques de ces fonctions spéciales, dont on verra, dans le tome III, le rôle important. L'expression, qu'on vient de trouver, contient
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y, en a|)j);ircnce ; mais la ionclion ne dOpcnd point de celle variable; on peut la calculer par une fraction particulière. C'est, au surplus, ce qu'on vient de voir déjà pour les Intégrales correspondantes. Si Ton prend le développement de \ X, on doit s'arrêter à la réduite de rang r — i, puisque c'est au rang /■ qu il se trouve une fonction ^ supprimée. On a, en ce cas,
'.\o(u--aY= ;— ( Gr-i — Hr-
C'est ainsi que les deux fractions de l'exemple III (p. 628; donnent, toutes deux, parla dernière réduite de la première période,
C[o(m — a )]* = —, Il — i- X — J1X- — 6^ x^ — 5i2J-'
— iS8x'-!-{i — iix — 2^x--r- 6.\x^ ) v'X].
Eu appliquant la formule (8- 1 successivement aux diverses réduites d'une fraction continue, on trouve autant d'intégrales pseudo-elliptiques. Mais, quand la fraction est périodique, le nombre des intégrales distinctes est limité. C'est ainsi que la première fraction de l'exemple III donne seulement deux intégrales :
Gj = I — 5x — nx-, G2 = I — iZx -T- 2Sx-— ~7.X^,
J \^ 1 v/X ^ Gî^HîA
Semblablement, la seconde fraction de l'exemple III donne
\~- Sx — y/X 5x4- v'x' /*/4 8 \ dx , I — ~x — ix'- — \ — 'ix){/S.
Les fractions non périodiques donnent une infinité d'intégrales;
aussi deux intégrales
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c'est de cette source que nous allons tirer la solullon complète (lu problème général qu'offre cette théorie.
Recherche générale des intégrales pseudo-elliptiques.
Le pro])lème général consisterait en ceci : la fonction L (Hant définie par l'égalité (84), traduire en termes algébriques l'expression elliptique de la constante K et la relation (82) entre
Xi^Xi, . . ., mo^'ennant quoi L ; ^X est la dérivée logarithmique d'une fonction rationnelle en ce et y,''X. Résolvons d'abord le problème suivant :
EtanL donnée une fonction rationnelle \^^ de la forme (S^)-, on peut en trouver une autre T, ne comprenant cjue deux fractions, avec des numérateurs é^aux à l'unité,
de telle sorte que (2L H- T) : y/X soit la dérivée logarithmique d'une fonction rationnelle en x et y X. On demande de trouver T.
Il doit être entendu que z ou z' peuvent être infinis; la fraction correspondante se change alors en yja^x. On va voir que g est ad libitum.
Ayant pris z à volonté, considérons la fraction continue qui sert à développer
suivant les puissances ascendantes àc x — x \ et prenons la réduite de rang «,. Elle fournit l'expression explicite de l'intégrale pseudo-elliptique formée avec la quantité (87), que nous appellerons L,, de même que nous mettrons z^ au lieu dej',„^, :
X — Xy X — Z X — Zi
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Considérons ensuite la fraction continue qui développe
suivant les puissances ascendantes de x — X2 et prenons la réduite de rang z/^; elle fournit l'expression de rinlégralc pseudo- <Hipti(juc, formée avec Lo,
j 9./i, \'\.. \/Z, \/Zi , _
J^2 -1 ~- [- lj2>
vl ainsi de suite. Si L contient le premier terme — ii\JaQX^ on considérera, de même, à tel rang qu'on voudra, le développement d'une quantité analogue aux précédentes suivant les puissances descendantes de x. Ajoutant ensemble les fonctions L,, L^, . . . , on obtient 2 L -t- T ; car il ne reste, des fractions \JL l x — z, que la première et la dernière. L'existence de T est prouvée et son mode de formation nous est maintenant connu.
Le problème de compléter L par une fonction simple, comme T, se trouve, au moyen du théorème précédent, résolu sans l'introduction d'aucune irrationnelle. EUcctivcment, )Jao,\/'^t , y/Xo,.-* sont des données, et l'on pourra toujours choisir z de manière que y/Z soit rationnelle; par exemple, on pourra prendre z = x^.
On peut choisir, pour z^ une racine de X; en co cas, Tne comprend qu'une seule fraction; mais cette opération exige la résolution de l'équation X = o. C'est cependant, pour le cas où une racine de X est rationnelle, le meilleur procédé à suivre ; au point de vue théorique, d'ailleurs, il importe de mentionner cette conséquence :
Moyennant la connaissance cl' une racine de X, on peut réduire T à la forme
C'est, en particulier, ce qui peut se faire, en prenant z' infini, quand X est du troisième degré. La première fraction continue que l'on doit alors employer est celle du développement de y/X sous la première forme (35).
Pour revenir maintenant au premier problème, il suffit d'ob-
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servei" que, si L '. yX es/ lu dériKcc logarilkmiqae cV une fonction rationnelle en x et y/X, T est nul identiquement.
En efTel, les intégrales partielles sont les logarithmes de diverses fonctions À/i,„, dans lesquelles, suivant l'égalité (86), la somme des racines est égale à la somme des pôles. On a donc, par leur ensemble, au lieu de la relation (82), celle-ci
nnv -h 2«i(2?/i -T- v)-i- ^n^iiUi^ V )-h. . .-i-(2.c -+- V ) — {2c' -r- v) — o.
De là, daprès la relation 1^82 1, qui doit avoir lieu suivant les hypothèses et c, c' étant les arguments de ^ et de z',
Les arguments c et c' diffèrent donc d'une période ; donc z := z , y/'Z = \/7j' . Mais l'intégrale de T : y X devant être pseudo-elliptique, T ne peut être une constante; donc T est nul identiquement.
Exemples.
En appliquant la proposition précédente, on peut parfois apporter quelques simplifications au calcul, comme on va voir dans l'exemple suivant. Ayant
on demande de trouver T.
Prenons le développement de y/X suivant les puissances descendantes de jp, en nous arrêtant à la deuxième réduite et calculant le reste :
2 v/X -t- "ix- — I
dx ix^ — x'^-^1 — {•i.x — i)y/%.
Ai-°
y/X IX^ — X'^-r- "i. -^{"iX — \) y X
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Prenons le développement de
suivant les puissances ascendantes de x, en nous arrêtant à la première réduite :
Ici :-2 est infini, et Ton a
- 2 7 I r. dx , i -^ X -~ T- — i/X L.> = — h - — — ^ — X , / Lo — rr = los ■ î^ •
- X 7.{ix^6) 1 J ^/x ^ I _^ a; -I- a;2 ^ ^/X
En retranchant L, de Lo, on obtient
L = L2 — Lj -T- a: — 9., A T — 2 — a:, ce qui fournit lintégralc pseudo-elliptique
Cette dernière résulte plus facilement du développement (suivant les puissances descendantes de x)
^/X + ar2_l
Ce développement, que nous bornons ici à la première réduite, donne jv'2= — i, ce qui est une racine de X, en sorte que la fonction L a deux termes, au lieu de trois :
I \ dx , a?2 — I -I- i/X
~ IX -y-i -—- = lofir 5-=.
Autres exemples.
Prenons, sous le radical, le polynôme
et supposons connue une intégrale pseudo-elliptique
Soit h une racine cubique imaginaire de l'unité. On aura deux nouvelles intégrales par le changement de ;r en 0.r; puis, par addition, en posant
o,a:)=/(a7)^/(0ar) -4- /(ôîa-», on aura les intégrales
Nous omettons la combinaison
F(a7)-^F(9ar) + F(92^),
pour laquelle la différentielle aurait la forme
...T^dx
et ne présenterait aucun intérêt, tandis que, parleur définition, o et y ont la propriété
o(Qx) = ff{x), y^Cix) = 6y^(x),
en sorte que Ton a
o(x) = rsi(x^), yjx) = xyi(x^),
Of et y, désignant des fonctions rationnelles. Nous allons former des exemples. Soient
On en conclut (t. I, p. 96)
'l^iu) — "ixix^-^- 4).
.Soit Xi^ — \4? répondant ainsi à un tiers de période. Pre-
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nous linU-grale j)S(nKlo-clli|»li(|iic corrcsjioiulaiile. iV cel cflel, écrivons X sous la forme (43rt)
X - ~ ili — ^ix\{x — Xi)]-^-^(x — Xi)\ qui donne
G ^ /■v'3[i-|j-H'^ — -^i)]. II =1, ^ = {x — x^y, et, suivant la formule (89 i,
De là se concluent les deux intégrales
-Si^îV'i f'^^f^ 4^ = F(:r)-i-02F(0x)--0F(0'-^),
On a déjà vu ( p. 279) qu'avec les invariants g.^ =0 et ^3 ^ — i on a
En vertu de rhomogénéilé, on conclut, pour le cas actuel, que X est égal à 2 pour un argument égal à un sixième de période. Effectivement, X s'écrit aussi sous la forme (Sg),
9X = (x~ i)'* — {x — if{x-{-i); d'où résulte l'intégrale
ri I \\ dx . (1-+- 3?)2 — 3 v/x ,. ,
On en conclut
(•) CeL exemple remonte à Eulcr. ( Voir, dans le Bulletin de la Société mathématique de France, un article de M. Gunlher, t. X, p. 88; 1882.)
Rien ne serait plus aisé que de former, avec ce même polynôme X, d'aulres exemples analogues, au moyen des racines de ^i{u), ^ô{ii)^ .... Ne nous y arrêtons pas.
Le dernier exemple a exercé souvent la sagacité des géomètres. Parmi les artifices employés pour calculer cette intégrale, le plus simple est fondé sur une remarque intéressante, faite par M. Coursât (*). Soit/ une fonction rationnelle; l'intégrale
est pseudo-elliptique, comme il est évident si l'on prend x^ pour variable. Elle rentre, d'ailleurs, dans noti-e théorie; car, l'inversion (92) étant faite, la fonction R de l'égalité (79 ), où ç est nul, a la propriété exprimée par les relations
où B est encore une racine cubique imaginaire de l'unité. En se souvenant que, pour le cas actuel, on a
on en conclut que, dans la seconde ligne (79), la somme des coefficients est nulle; que la première ligne se compose de termes
— Ç(m -4- ui ) — ^(u -h Oui) — C(« — 0^i<i)],
où la somme des pôles ?<, -h 0 W) H- 0- Wi est nulle; enfin, que la constante c est nulle aussi. Ces conditions sont suffisantes pour que R donne lieu à une intégrale pseudo-elliptique. Il est donc vérifié que la fonction R(«), provenant dey(^^) : x, satisfait aux conditions requises. Il en est donc autant de R(if -h to), to étant une demi-période. Soit j^ la variable dont l'argument est u -\- (X)', soit aussi — a la racine de X qui répond à w, c'est-à-dire que a est une racine cubique de l'unité. La formule d'addition des demipériodes donne la relation
{x -h a.)(y -^ a) = 3x-, (') Bulletin de la Société mathématique de France, t. XV, p, ii5; 1887.
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c'csl-ù-dirc
En conséquence, l'intégrale
est pseudo-elliptique. On voit, de plus, qu'on rend le fait évident
en prenant pour variable j'^ ; en cfTct, on est assuré par avance
de l'égalilé
dx dy
Par ee moyen, l'intégrale (94) est immédiatement connue. On verra aisément que ce même moyen réussirait pour les intégrales analogues, relatives aux quarts, aux sixièmes, aux huitièmes de période, etc.; mais il échoue pour les intégrales relatives aux tiers, aux cinquièmes de période, etc., comme il apparaît déjà par l'intégrale (yS).
Une autre remarque de la même nature a été faite encore par M. Goursat et par M. Raffy ('), relativement à des intégrales où X est un polynôme quelconque du i|uatrième degré. Par les mêmes raisons que tout à l'heure, on voit que R('') donne lieu à une intégrale pseudo-elliptique, si l'on a
R(aj-^ u) = — \\{u).
Les variables x et y, qui répondent aux arguments u et m -f- //, sont liées par une relation doublement linéaire ou, en d'autres termes, se déduisent l'une de l'autre par une substitution linéaire (fractionnaire). C'est une quelconque des trois substitutions qui échangent les racines de X par couples et dont nous avons donné la forme (p. 362). En conséquence, si une fonction rationnelle /a, pour deux variables x etjK, bées par une de ces trois substitutions, la propriété
(') Bullclin de la Société malhcmaluiue de France. I. XH, p. h.
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rinlrgralc de fy.r)'.\\ est pseudo-clliplique. Supposons, par
exemple,
et soll 'i une fonction rationnelle; on pourra choisir
., . , . \{a — b){a-c)'\ f{x) = o{x - a) — o I yZT^^ J •
En prenant alors pour variable
on mettra en évidence la possibilité d'effectuer lintégration. Il n'y a pas lieu d'insister plus longuement sur ces cas particuliers.
Conclusion .
Par l'analyse qui précède, nous avons donné, de la manière la plus générale, le moyen de construire dirpctcmcnt\cs intégrales pseudo-elliptiques. A ce sujet, on peut proposer, sous des formes diverses, des problèmes précis. Abel avait ainsi posé et résolu le problème de trouver toutes les différentielles de la forme V\.dx '. v^X, oii R e^ X sont des fonctions entières de x, dont les intégrales puissent s^ exprimer par une fonction de la forme
(95) log- — 7^ = log/.
En nous restreignant au cas où X est du quatrième degré, nous avons résoki le même problème, R étant une fonction rationnelle. La solution consiste à prendre arbitrairement une fonction L, de la forme (84), et à calculer la fonction simple T; on a alors R = 2L-f-T.
Voici maintenant un autre problème : R étant donné [ainsi que X), reconnaître si Vintégrale de R : y X est pseudo-elliptique. Nous avons d'abord montré que, dans le cas de l'affirmative, R se décompose ainsi :
R = v^X ^ (P y/X) ^ vL -^ vi Li + . . . ,
cnAriTRi: xiv. — intégralks pseudo-elliptiques. tMj
(Je telle sorte f[iie, j)Our eliaque partie L, rintégralc de L : y X ail la forme (gS). Si cette décomposition était faite, le problème serait entièrement rt'solu : j)our chafjnc jiarlie L, on calculerait la fonction T que l'on devrait trouver idenliquemenl nulle. Mais il n'en est point ainsi. La séparation de la première partie de R est assurée et l'on obtient la fonction réduite
(96) S = vL — V, L,-i-
11 faudrait y trouver les fonctions partielles L, L,,. ... Eu égard aux conditions que doivent remplir les numérateurs des fractions simples dans une même fonction L, de la forme (84), la répartition des diverses fractions de S entre diverses fonctions L ne peut, 11 est vrai, être faite que d'un nombre limité de manières; mais chacune de ces fonctions L n'est ensuite déterminée, elle-même, qu'à un facteur entier près. Si Ton écrit, en effet,
m nix
et que ///, m^, . . . soient des entiers, les fonctions niLi, m, L, , . . . ont, comme L, L,. .... la forme exigée (84)-
Le problème n'est donc pas actuellement résolu; il faut s'y arrêter.
Supposons, dans le second membre (96), le nombre des parties L réduit au minimum, ce qui a lieu lorsqu'il ne se trouve point deux coefficients v, v,, dont le rapport soit commensurable. Par l'analyse employée (p. 63o), on voit que, pour chaque parlie L, le quotient L : y/X, multiplié par un entier inconnu m. doit être la dérivée de log/. Il doit donc en être autant pour le quotient T : ^ X, où T est la fonction complémentaire de L, et cette condition est suffisante aussi.
On est donc ramené au problème proposé, mais pour de nouvelles intégrales qui, séparément, doivent être pseudo-elliptiques : dans chacune de ces dernières, la fonction rationnelle a la forme simple T, qu'on peut réduire à une fraction dont les deux termes soient du premier degré, ou encore (par une substitution linéaire) à un binôme du premier degré.
Ici s'arrête la solution. Pour chaque nombre entier /?«, à vo-
lontc, on pourra bien, par des opérations limitées, reconnaître si. oui ou non, niT '. \/X. est la dérivée de lo^y. Mais, tant que ces opérations auront fourni des réponses négatives, la solution ne sera point acquise.
N'est-il donc point possible de résoudre ce problème par des opérations dont la fin soit assurée? C'est, en effet, la conclusion qui semble devoir être admise. La condition que doit remplir la racine du dénominateur de T, c'est que l'argument correspondant soit commensurable avec une période. En général, deux nombres étant donnés, que l'on peut calculer avec une approximation indéfinie, le problème de reconnaître si leur rapport est commensurable présente ces mêmes circonstances : on ne peut assigner aucune limite au nombre des opérations nécessaires pour qu'il soit permis de conclure négativement.
Tome I
Page. Ligne. Au lieu de : Lisez :
38, 2, en descendant, e,, e^, e,, e,, e^, e^.
43, 5, en descendant, en dénominateur, e.^, e,.
70, 5, en remontant, te, et.
101, 33, en descendant, corrigez le texte qui est inexact depuis « (]>« =^ 'T>m " jusqu'à la ligne 26 inclusivement et substituez le texte suivant : « pnu = pmu; le second polynôme se réduit donc à zéro, d'après » l'égalité (i4)' Ce second polynôme a donc toutes les racines du » premier. »
129, 2, en descendant,
171, I, en remontant, au premier membre,
2o5, 4) ^"^ descendant,
225, 5, en descendant,
263, 7, en descendant, au dernier membre,
269, 10, en remontant (S^éq.ôgD),
3i2, 1 1, en descendant, e^f"i+"'i'"\ g-("ir,+n'r.')u
4ii 4) ^^ remontant,
427, i3, en descendant, au dénominateur,
45i, 4) en remontant, à la fin, <J-"', g
ru.
-r-2pv,
— 2pv.
donc,
dont.
Sr„.
-k >in
Tome II
128, 8, en descendant, (6coa;% 6{tiix-.
i32, 7, en descendant. a, ce.
i32, 9, en descendant, en numérateur, p'a — p'«,, 2(''^'^ — P'^i)
3o2, 8, en descendant, s' — s", yis' — s").
386, 16, en descendant, après discriminant, ajoutez de.
387, 6, en remontant, rectifiez ainsi les deux équations :
(4Ar.A:,-A:gV 8 A-| -f- Â:| - 4 A-, k, k,
4o3, 4) en remontant,
432, 6, en remontant,
558, i5, en descendant,
2«rf'
multipliées,
multipliée.
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