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TRAITÉ
CONSTRDCTION DES TABLES.
rïous avons exposé dans le volume précédent la théorie des Fonctions elliptiques et nous en avons fait l'application à plusieurs problèmes importans de Géométrie et de Mécanique; maintenant nous allons nous occuper des tables qu'il est nécessaire de construire pour que l'usage des Fonctions elliptiques puisse être introdmt dans l'analyse, à l'instar des Fonctions circulaires et logarithmiques.
Il ne peut être question de réduire en tables les fonctions de la troisième espèce, puisqu'elles contiennent deux constantes arbitraires outre la variable principale, et qu'ainsi il faudrait que ces tables fussent à triple entrée^ chose tout-à-fait inexécutable. ]Nous rappellerons seulement, relativement à ces fonctions, i"". que le cas des paramètres imaginaires se réduit toujours à celui des paramètres réels , a®, que les fonctions complètes de ce genre s'expriment toujours par des fonctions de la première et de la seconde espèce; 3^. qu'il y a une infinité de cas particuliers, déterminables algébriquement, où une semblable réduction peut avoir lieu; 4** qu'on peut pareillement trouver une infinité de cas où une fonction donnée de troisième espèce, est réductible indéfiniment à la première espèce ; 5*". enfin, que dans tous les cas la valeur aussi approchée qu'on voudra de toute fonction de troisième espèce^ peut être trouvée par des séries régulières et très convergentes.
Toute la difficulté se réduit donc à construire des tables qui représentent les fonctions de première et de seconde espèce, calculées pour un nombre déterminé de valeurs, tant du module c que de l'amplitude ^, afin d'en pouvoir déduire par interpolation , les valeurs des mêmes fonctions correspondantes à toutes valeurs données des quantités c et (p.
Nous allons &ire voir quels sont les moyens qu'on peut employer pour T. II. 1
parvenir à Texécution de la table générale que nous venons d'indiquer ; mais d'abord nous nous occuperons de la table des fondions complètes qui est d'un usage plus fréquent et dont la construction ne présente pas de si grandes difficultés.
tiVVi;V»tlV^tVtVtl%VtatVliVVVt^lV>VMlV>¥>>V^^ »^**.««<»*<»«>.>%/»^/%<fci^<>*^^»/»«»ifc'»<%><%M»^>%%%%»W»»»^V\<^»*%»
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CHAPITRE PREMIER
Du calcul des fonctions complètes.
643. jM ous supposerons en général qu'on veut calculer les logarithmes des fonctions dont il s'agit jusqu'à i4 décimales, parce que ce nombre est celui que comportent les tables les plus étendues qui aient été publiées jusqu'à présent, savoir : VArUhmetica logarithmica de Briggs et la Trigonometria Britannica du même auteur. Les exemples que nous apporterons dans cette hypothèse feront juger aisément des simplifications dont les calculs sont susceptibles, lorsqu'on ne voudra obtenir que dix ou un moindre nombre de décimales exactes.
On verra bientôt que les mêmes données qui servent à calculer les fonctions F'c,E'c, servent aussi à calculer les fonctions complémentaires F '6, E'&; c'est pourquoi nous ne considérerons que les valeurs de c moindres que sin 45^- Lorsque le module proposé sera plus grand que sin 4^^, on échangera entre elles les lettres c et i, afin que c désigne toujours la plus petite des deux.
Il faut d'abord former l'échelle des modules Cj c^j (f, etc. et celle de leurs complémens b , i^, b'^y etc. ; mais le nombre de termes à calculer varie suivant la grandeur du module primitif, et il importe d'établir des divisions générales qui fixent d'une manière précise le nombre de ces termes.
644- I^ ^^^ qu'on se propose étant d'obtenir autant qu'il est possible i4 décimales exactes, si on est parvenu à un terme i^ tel que -— log b^ soit moindre qu'une demi- unité décimale du i4'' ordre, alors on pourra
regarder log bf* comme nul , et à plus forte raison les termes suivons 1(^ bf^ ' ,
logi^*+^, etc.; ainsi i^""' sera le dernier des termes b^ b^jb^^ dont il faut tenir compte.
CHAPITRE I
La série des modules c, c% c*% etc. comprend toujours un terme de plus; elle devra par conséquent être terminée au module c^. La raison en est
qu'on a alors €/*=(xC^*^*)*.7jriirî> et qu'ainsi le logarithme de i**^' est
nécessaire pour composer la valeur de log c^.
Passé le terme c/*, il n'y a pas lieu de considérer le suivant c^+' , parce qu'on aura sans erreur sensible c^'=s(ic^)*, et qu'ainsi la quantité
— log — ne change pas en mettant ft «(- i à la place de f».
Cela posé , il est facile de voir qu'on connaîtra les limites des différens cas , en commençant par déterminer la valeur du module c qui donne pour son complément log is= — j- ( lo)^**.
Le module supposé c étant extrêmement petit, on a d'une manière suffisamment exacte & s=: i— ^ c* et log&=: — t'wc*(*); donc c* = M(io)""** et c = ( lo)"' v^M, ou
loge = 3. 1811078.
Si on assimile c au sinus d'un arc, on trouvera que cet arc n'est qu'une fraction de seconde et qu'on a c = sino'^o3i3.
Il faut maintenant partir de ce module très petit pour former la suite des modules croissans c, c'^ d\ c"\ etc.; c'est un calcul qu'on pourra faire d'une manière suffisanunent exacte pour notre objet, par une table à sept décimales seulement.
On aura d'abord c' ^ ^/^ , ou simplement c/ssay/c, ce qui donne
log c' = 6 • 891 5839 et ^ = sîn o®a'4o''7o.
Pouravoiri/'jcfai»€K==tang*ifl,j'ai/tangifl=8.44579i9,ifls=i*35'55"78, 8=3* ii'5i''56; donc </^ = sin 3^ii'5i"56et log c'' = 8 . 7464836.
Si on &it de nouveau c'' = tang* ; 6% on aura / tang 7 d' := 9.373^41^^ \^= i3^i7'i8''84, fl' = a6*34'37"68 ; donc c'" = sin 36*34'37''68 et loge/'' = 9.6506981.
Soit enfin c/"=tang*ifl'', on aura /tangiô''=9.8a5349o, i 8''=33*46'4o''i 5, ft"=s67*33'ac/'3o; donc c';3=:sin67*33'2o"3o et log r'^ss 9. 9657898.
C) Dans tons les calcnls logarithmiques qui suivent, nous désignerons constamment par la lettre m, le nombre connu o . 43429 > etc. don t le logarithme est 9 . 687^8 43 1 1 3 00537 et pÊT la lettre M son inverse a . 3oa58, etc. , dont le logarithme est o . 3622 1 56886 99463 •
645. Il résulte des calculs précédeus, 1*. que depuis c^ sin 67^33' jusqu'à c = sin 26*34^ on devra se borner à calculer les quatre termes b^b^^ *•% *••% et les cinq c, c^, c«^, c*-, c'***;
2^. Que depuis €; = sin 26*34' jusqu'à c = sin 3*11', on n'aura à calculer que les trois termes A, J% J"*, et les quatre c, c**, c*", d^^\
3**. Que depuis c = sin 3*i l' jusqu'à c = sin o**2'4o", il suffira de calculer les deux termes J, J**, et les trois c, c% c*";
4". Que depuis c = sin o*2'4o" jusqu'à c = sino''o3i3, il suffira de calculer le terme i, et les deux c, c*;
5"*. Enfin qu'au-dessous de c=sino''o3i3, on n'a besoin que du seul terme c.
Tel est le nombre des termes de la série des modules et de celle de leurs complémens, qu'il sera nécessaire de calculer dans les diflférens cas, pour obtenir 14 décimales exactes dans les logarithmes des fonctions F'^, £*€?, F'Â, E^&. Nous allons faire voir maintenant comment les calculs de ces modules peuvent être effectués de la manière la plus facile.
Formation de V échelle des modules,
646. Connaissant les logarithmes de c et i, il s'agit de trouver ceux des termes suivans c* et 6**. Pour cela, soit c*=ar, l'équation b'*cz^:i^{bc^)
donnera x = , ' (i — ^) > et en faisant p = ^-^r^ , la valeur de x développée en série régulière sera
Mais il importe de calculer directement logo:; or la valeur xz=z -Kii — ^^^' donne
d'où l'on tire en intégrant,
losa: = log;;-;^ + -.p*-j-3.îÇ. + ~3.-^.-^ — etc.
Ces logarithmes sont hyperboliques; pour les changer en l(^arithmes vul* gaires, il faut multiplier les parties algébriques par ?n; c'est pourquoi faisant
IPzszmp* — in^ + ^mp^ — etc.^
CHAPITRE I
OD aura log x ou
log c® = log ;> — P et log i' = — î Pj
ainsi on connaîtra à la fois log <f et log b^.
La même formule servira à calculer les termes (f"^ et b^^ au moyen des deux précédens c^, 6^, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait formé l'échelle entière des modules dans les limites déterminées par l'art. 645.
Nous remarquerons qu'en supposant toujours qu'on veuille obtenir i4 décimales exactes, la valeur de P ne comprendra jamais plus de trois termes; on trouvera même que le troisième ne devient nécessaire que lorsque c est peu éloigné de la limite sin 4^^; dans les autres cas, il suffira des deux pre* miers termes mp^ — | mp^^ et souvent du seul premier terme m/?*.
647. Si la première valeur du module c est donnée sous la forme ^s=sin6, et qu'en même temps l'angle 6, ainsi que sa moitié, se trouve directement et sans interpolation dans les tables, alors on aura inunédiatement les quatre modules c, &, c% &^, par les formules
^=:sin6, A = cosfl, c^ = tang*5fl, A* = — ^-,-5.
On calculera ensuite les termes c'*, b^ en les déduisant des termes précédens c^, b^y par les formules de l'article précédent. C'est ainsi qu'on a procédé dans les calculs qui ont servi à former la Table générale des fonctions E'^;, FV dont nous parlerons bientôt.
648. Si la valeur de c est donnée en nombres rationnels assez simples, il pourra être facile de trouver les valeurs logarithmiques de &, c*, &^ au moyen des formules
et pour cet effet on emploiera la Table connue qui donne jusqu'à i5 ou 20 décimales, les logarithmes des nombres de i à 116 1, ou même de i à 1200. Les calculs seront encore plus faciles si la valeur de b est donnée immédiatement en nombres simples.
Si on ne connaît que log c ^ dont le double sera log c*, on cherchera dans une Table ordinaire à sept décimales, un nombre qui approche de <^ jusqu'à la sixième ou la septième décimale ; on transformera ensuite cette valeur en fraction continue , afin d'obtenir une fraction ordinaire exprimée en nombres assez simples qui approche beaucoup de la valeur de o*. Cela posé , on appliquera la formule suivante qui sert à trouver facilement log (i-f-A), lorsqu'on connaît log A :
l(^Asloga-fT, log(id=A)=log(i=fc«)d=^(,H-^);
et pour fiiciliter le calcul de cette formule , on fera
»' = 7~^, logR=/a4-^+ir',
et on aura
log (i d= A) s=s 1(^ (i dbn) =t R.
Par le moyen de log c% on connaîtra donc log (i — ^*)9 ou ^ log &; ensuite il faudra trouver log ( i H* ^)9 ce qui se fera par Papplicatiou de la même méthode. Enfin connaissant log(i «|*&), on aura immédiatement les logarithmes de (f et h^y par les formules
649* Sî on ne veut pas pousser Tapproximation au-delà de dix décimales, le calcul des premiers modules se fera sans difficulté par les Tables de Ylacq ou de y^9 en fîiisant les interpolations nécessaires, et ayant égard aux secondes différences. On peut à cet efiet suivre deux méthodes différentes.
1^. Étant donné log c ou log sin 0| on cherchera l'angle d avec tout le d^é d'exactitude que la Table comporte, c'est-à-dire en calculant les fractions de seconde jusqu'à la cinquième décimale au moins ; d étant connu , on aura par les interpolations ordinaires, les logarithmes des quantités ^,
if, h\ savoir : ftssacosfl, c'sstang^^fl, i^sB^Î^.
Ces calculs pourraient être faits dé la même manière , lorsqu'il s'agira de trouver c^ et 6^; mais ils deviaidraient plus compliqués, et les interpolations moins exactes à raison de la petitesse du nouvel angle d. Il sera donc préférable alors de se servir de la méthode de l'art. 646.
3^. Pour éviter les interpolations assez pénibles qu'exige la méthode précédente, on peut opérer comme il suit.
L'angle d auquel répond / sin 0 , tombe toujours entre deux angles de ]a Table, qui ne difiërent entre eux que de 10". Soit le celui des deux qui est multiple de ao'', et soit
/ sin 0 =s Z sin a -^ r; on déduira de là ,
/ cos 0 := / cos « — r tang* a r I -f"^^} ) / lang i fl s= Z tang i * + ^^ ( I -f JMr fang» «).
CHAPITRE I
Ainsi on connaîtra les logarithmes de b et de c^ ; ensuite on aura celui de A* par la formule i* = -^ — ^.
Si l'on fait / cos 6 = / cos a— R, / tang*? â c= i tang? a 4* S, le calcul des corrections R et S deviendra fort simple par le moyen suivant. Soit / :=: r tang* a , on aura
log R = log r' 4- r' + r,
cosce
Au reste il n'est point à craindre que les erreurs se multiplient dans ces calculs , puisqu'on suppose toujours â ou a ^ Z^"".
Formules pour le calcul des quatre Jonctions F'c, E'c, F'b, E'6.
65o. Nous partons toujours de l'hypothèse que l'on veut avoir les logarithmes de ces quatre fonctions , approchés jusqu'à la quatorzième décimale ; d'ailleurs on peut toujours supposer c ^ sin 45*. Cela posé, nous commencerons par le cas qui exige les plus longs calculs, celui où le module c est compris «ntrc sin 4^^ et sin a6* 34' > alors l'échelle des modules doit être proloDgée jusqu'aux termes b^^j c**"^, inclusivement. Les autres cas seront susceptibles de diverses simplifications à mesure que le module c deviendra plus petit.
Les valeurs de F'^, E'c se trouvent d'abord immédiatement par les formules
E'c = LF'c , L = ^ ( 1 — i c»V°« — i c**c*V^).
Pour simpUûer le calcul du coefficient L, j'observe que les deux termes 1 c**c^ ( 1 -(- î ^**) peuvent se réduire à un seul ; car on a d'une manière
suffisamment exacte, i + î à^ = \/(i + c^^) ssi/f ■ J^Tj 5 d'un autre cote , -^ = pgs;. Donc
'Am8i faisant r= i c^^d^.^ — , on aura
E'c=^Fo(i-r).
Lorsque e est donne sous la fonne sin 6 , et que l'angle 0 ainsi que t 6 , se trouve immëdiatement dans les Tables , on a plus simplement
A-cos^ifl.
Tout se réduit donc à trouver log ( i — r) , ce que l'on fera par la for* mule log ( I — r) = — • /nr — 5 mi^ -^ \ mr^^ dont il suffira de calculer trois termes au plus.
Le premier terme mr de cette valeur peut être calculé avec une précision suffisante par des Tables à dix décimales ; car il ne peut avoir au plus que dix cbiffires significatifs : et quand même il y aurait une erreur d'une ou de deux unités sur le dixième chiffre signiBcatif, qui sera au rang de la quatorzième décimale , cette erreur sera confondue avec celles dont les autres logarithmes sont susceptibles ; car en poussant l'approximation jusqu'à la quatorzième dédmale, on ne peut prétendre que la quatorzième décimale sera toujours exacte.
65 1. Tenons maintenant au calcul des fonctions complémentaires F*b ^ E'Â. Les formules des art. 72 et 9a donnent , après avoir échangé entre elles les lettres i et c , et en supposant )U =ss 4^
E'ftsaLT'iH-^.
On voit d'abord qu'on a exactement K^ = R, et qu'ainsi K! est déjà connu; ensuite pour changer les logarithmes compris dans ces formules en logarithmes vulgaires , soit A e= ^ log -~ ; ce logarithme tiré immédiatement de la série des modules, sera un logarithme vulgaire, et on en conclura
F'A = EMh.
Pour calculer E'3 , il faut connaître le coefficient U ; or les fol*mules des art. cités, donnent, après les permutations convenables j
V = ci/c» - cv/CAc*^) — c y/(*f!Ç£!r) - etc.
Cette suite est fort convergente , mais on peut lui donner une forme plus commode ; en effet, on a les équations
CHAPITRE î
y(b(f) =s i *•« , d'où résultent {/{bà'if) = i ¥cy/(f ,
etc. etc.
donc
L' = c^<f — \ c»i* v/c*» — \ c*c^Jo«|/c^* — 1 c»cV»i»*^/c**" — etc.
Pour rendre cette expression tout k fait rationnelle , on substituera les valeurs y/<^ s= - (i 4- c*) , v^c** = - (i-f-c**), etc. ; et en observant qu'on a
*' = T+^>*'^ = 7qr?î^> -«^^-j il viendra enfin
L' = Ç( I -(- <?•) — ^c*c* (i — €?••) — ^ cV^c- (i — c'**) — etc. ,
ou
L' = f o* + J oV + \ c^d'if'' 4- ^ c^c'c**^*** + etc.
G)mparant cette expression avec celle du coefficient L (art. 90) qui sert à déterminer £'c, on trouve exactement L' = 1 — L.
Ce résultat aurait pu se déduire directement de notre théorème sur les fonctions complémentaires , savoir ,
car en substituant dans cette équation les valeurs F'c = - R, E'^ = LF'c?,
E'i = LTF'i -(- rr , on trouve immédiatement
ainsi on a une nouveUe vérification du théorème dont il s'agit, 65a. n suffit, pour l'approximation que nous voulons obtenir, de prendre
mais ces quatre termes seraient peu commodes pour le calcul l<^arithmique , et on va voir qu'ils peuvent être réduits à deux.
En eflFet soit j^ = i H- ^ c* + J cV* + ^ c"c^c*^, j'observe d'abord qu'on a I 4- c^ = ^^ j donc I + i c* ( I H- c*») s= I + v^c^, et
lo CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
La seconde partie de cette valeur sa réduit h un seul terme , parce qu'on a avec une exactitude suffisantes
I — i c»** = /(i — c^) = Y^(b''^\/b^) j il en résulte
Mais on a
et cette valeur se réduit ultérieurement à -^ • tth? donc si on fiiit. . . .
I 4- v/c*' = Ç, onauraÇ*=5-^.** = K.'.j^, etC=sK'(^j^^. Cela posé, la valeur dej^ devient
et le second terme se réduit à ^ . -^ (&•••)* ; donc enfin on aura
L'=i«-KÎ(^)*(.-i£^(*~)î).
Par ces trausformatifms non-seulement la valeur de U est réduite à deux termes ; mais le second de ces termes reste toujours très petit par rapport
au premier ; j'observe d'ailleurs que le &cteur (^^*)^9 très peu dilfêrent de l'unité y peut être omi3 9aas qu'il ep résulte ume erreur d'une unité décimaie du quatorzième ordre sur le log. de L', et encore moins sur celui deE»A.
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sont ce que l'analyse paraît offrir de plus simple pour calculer jusqu'à la quatorzième décimale, les Ic^ritbmes des quatre fcfnciions F'o, E'^?, F'&, E'&, dans le premier cas de l'art. 645 , c'est-^à-dire lorsque le module c est compris entre sin 45'' et sin 26* 34'- *
654* Ces formules se -simplifieront encore lorsqu'on voudra obtenir une moins graode approximation , ou lorsque c sera plus petit que sin 26* 54% parce qu'alors il y aurait moins de termes à calculer dans la série des modules.
Ainsi depuis c = sin 26* 34' jusqu'à c = sin S"" 1 1', ou depuis c = 0.44? jusqu'à €J = o . o558 , on pourra faire b^^ =z= i , et prendre (f^^ pour le dernier terme de la suite des modules, ce qui donnera
A = iCR-PH6-')'(i-^.
Ces formules conviennent au second cas de l'art. 645.
655. Le troisième cas à considérer est celui où c est compris entre sin 3^ II' et sin 2' 40", c'est-à-dire entre o.o558 et 0.000776. Alors on pourra fiiire 6*** == I , et prendre c®** pour le dernier terme de la série des modules j on aura donc pour déterminer F'c et E'c, les formules
V/(Ç), P-=i^R, E«c = |iO-ic-c-o).
Dans la dernière, le facteur i — \ c^^c^ qu'on peut représenter par (i**)*, ne peut produire au plus que deux imités dans le quatorzième ordre de décimales , car la limite supérieure de c est déterminée par la condition que log b^ n'est que d'une demi-unité de cet ordre. Ainsi , peu après cette
limite, on pourra négliger tout-à*fait ce facteur, et faire E'c = ^=.
Dans le même cas, les fonctions F'&, E'£ se calculent par les formules
et on remarquera que le facteur i -— \y^ ne peut donner au plus qu'une imité décimale du onzième ordre : ainsi il devra être négligé si on se borne à dix décimales; alors on aurait simplement E' A 5= = (i -f-T^K.'F'i).
la CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
656. Ces formules sont déjà réduites à un tel degré de simplicité ^ qu'il serait presque inutile de fiûre mention des deux derniers cas de l'article 645 ; Fun où Ton peut faire ô^sssi, K = -iT,A = x^4 = '
+ 7 / 4 ; l'autre où l'on peut faire ^ :s i , K = i , hss log-.
Il ne reste plus qu'à faire voir dans quelques exemples, l'application des formules précédentes; nous commencerons par le cas où il faut ap-* porter le plus de précision dans les calculs, mais qui offre plusieurs moyens de vérification ; et pour mieux juger de l'exactitude des formules , nous ne négligerons les décimales qu'au-delà du quinzième ordre.
EXEMPLE I. <? = sin45*.
557. On aura c° =: tang* aa* î = ( V^a — i )', i* = 2 i/~ , ce qui donne d'abord les logarithmes suivans y
Cjh... 9.84948 5oo2i 68010 tangas*"!... 9.6172a /^'ii/Sfi Q2\Z']...b^.. . 9.99351 18092 4^113 C* 9.23444 86293 24^74.
Pour trouver les termes suivans c*^ et ^, on calculera par la méthode de l'art. 646 , d'abord p , ensuite les différens termes qui composent P , et que nous désignerons ici par i), 2), 3).
(yc®)*... 7.86683 72673 2o586 m.... 9.63778 43ii3 00
D'après les logarithmes trouvés des trois parties de la valeur de P, le premier terme i ) se trouve par des Tables à dix décimales, 0.00002 4^345 649^5; mais comme on pourrait craindre, dans ce cas, que la quatorzième décimale ne fût pas exacte, et encore moins la quinzième, voici le moyen d'obtenir une plus grande précision .
Il s'agit de trouver le nombre A d'après son logarithme
5.38443 522174 57; je trouve dans les Tables qu'en faisant a = 0.0000 ^423, on a
log «= 5-38435 341 4i 37,
logAs 5.38443 52374 57, r= 8 i8i3'3 20,
ce qui donne log A = ]oga*(-r; donc Assoe*^'*, A— fl=fl(e^'*— • 1)
log(A-«) = /(aMr)+ir + ^(i-^).
Voici le calcul de cette formule :
^ Mr». . . 6
A— a... 1.63943 40369 A-^<ii= 0.00000 00045 64939
On voit que la formule pourra , dans des cas semblables, être réduite aux deux premiers termes, de sorte qu'on aura log (A — à)sss IÇaMr) + -^r, et l'usage en sera extrêmement facile; d'ailleurs il suffit de calculer log (A -—a) avec sept décimales , pour en tirer la valeur de A exacte jusqu'à la quinzième décimale.
659. Nous venons de trouver la valeur du premier terme i ) de P; les termes a) et 3) s'obtiennent sans difficulté par leurs logarithmes : ainsi on en conclura
P = 0.00002 4^325 36670 JP.... o.ooooi 21162 68335
p 7.87332 54580 78473 *•• 9-99998 78837 3te65
i4 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
Connaissant (f* et &% on se servira de la- même méthode pour en déduite <P^ et &^**; mais la quantité P se réduisant à son premier terme mp^^ le calcul se simplifie beaucoup.
■jc**'..., 7.57227 12298 77822 /?•.... 0.28910 g\5
P 84507 ^P.... o.ooooo 00000 43354
Il ne reste plus qu'à calculer le terme c****** , ce qui se fera simplement par la formule c*>^^^ = (i (f'^y ^.
660. Ayant formé ainsi l'échelle entière des modules ^ nous calculerons d'abord K et F'c, comme il suit :
b"" 9«9935i 18092 ^!àii3
^TT.,.. 0.19611 98770 3oi53
Pour calculer ensuite E*Cy on commencera par former le logarithme de r qu'il suffit ordinairement d'exprimer avec dix décimales , mais que pour plus de sûreté on peut porter jusqu'à douze; ensuite on en déduira les différens termes de log(i — r) que nous désignerons à l'ordinaire par i), 3), 3),
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tc«» 7.57327 12298 778 m 9.63778 43ii3 00
l/i«»*~ -- 211 ir. . . . . 5.74014 i5
La valeur du premier terme i) se trouve par les Tables à dix décimales y 0.00004 77480 7077; pour la déterminer avec plus de certitude, et jusqu'à la quinzième décimale, on fera usage du moyen indiqué art. 658.
Soit a ss 0.00004 775, on aura
log â = 5 . 67897 33759 ao log A = 5.67895 58a88 72
r == I 75470 48 log A = log a — - r.
r 5.a44^^ 40641 I(^(fl -^ A) c=:log(tfMr)-— ^r.
M o.36a2i 56887 a — A= o.ooooo 00019 29232
ir. — 87735 A= o.oooo4 774^70768
On voit combien la première détermination de A, par les Tables à dix décimales, était approchée, et on en conclura que l'usage de ces Tables sera toujours suffisant dans les cas ordinaires, lorsqu'on ne veut pas obtenir plus de quatorze décimales.
Les deux autres termes 2) et 3) de la valeur de log (1— r), se trouvent sans difficulté parleurs logarithmes, et on en déduit le résultat suivant pour log E'c.
661. On peut vérifier la valeur trouvée pour E'c par l'équation des
i6 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
/onctions complémentaires qui devient dans ce cas j^ssaFE — F*, et d'où ré8ulteE=:^^^=^(i -(- A), en faisant A= KF :
K.... 0.07200 73453 81757 F.... 0.2681s 73224 iiQ'o
A.... o.34oi3 45677 93667.
D'après cette valeur de log A , on trouve aisément une fraction exprimée en nombres peu considérables qui approche beaucoup de A , cette fraction est
^ = a. Prenant son logarithme avec quinze décimales, ainsi que celui de
I + ^ = ^^9 6^ appliquant la formule de l'art. 648, on trouve ce qui suit :
a o.34oi3 50829 33975 i-|-fl... o.5o357 855oo 21017
rss... 5i5i ^6^0^ i-f-A*. o.5o357 81964 4^^^ logAsssloga — r 2K o.373o3 73410 45738
i*(-a.t«. o.5o357 855oo
On voit que la valeur trouvée pour log E'c s'accorde jusqu'à la quinzième décimale avec celle que nous avions déjà trouvée , ce qui confirme pleinement tous ces calculs.
Il n'y a pas lieu de calculer dans cet exemple les valeurs des fonctions F*& , E'&y puisqu'elles sont les mêmes que celles de F'c et E'c ; mais si on exécute ces calculs par les méthodes indiquées, on obtiendra deux nouvelles vérifications de nos formules.
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Exemple 11. c s=s ^2 •— i = tang ^ tt.
662. Cet exemple est compris dans le second cas de l'art. 645; ainsi il ne £iut prolonger l'échelle des modules que jusques aux termes If"^ et
c^; et d'abord nous supposerons qu'on connaît seulement log c
= 9.61733 43i46 63149 ?ui donne
log c^ = 9.33444 86393 3438.
De cette valeur il faut déduire log h-^ pour cela on trouve d'abord la valeur approchée c^ = o. 171573, laquelle, par les fractions continues, se
transforme en -^ ; soit donc c* = A et ^ = a , on aura i — ai = -gg. Or
par la Table à vingt décimales , on trouve les Ic^arithmes de a et de i — a comme il suit :
Ensuite il faut appliquer les formules de l'article 648, savoir :
logA = loga — r, r^cs—L., •
log(i— A) = log(i— a)4-R, logR = log(ar') — Ir'; en voici le calcul :
r' 4*347^ 34366 I — A... 9.91835 43io3 3613
— \r\ ... -— iii34
R 3.58ai4 37873
n est aisé de vérifier cette valeur de log h j car puisque c sa j/a — i > U en résulte i* = 3 1/3 — 3 =s 3c ^
T. II. 3
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c... 9.61722 43143 6ai4 2 o.3oio3 99956 6898
^..•. 9.91825 43io3 2612 b 9*95912 7i55i 63o6
ce qui s'accorde parfidtemeiit avec le résultat précédent.
Maintenant il faut avoir le log. de i + 6 , pour eu déduire ceux de à^
et &^ ; or en prenant pour b une valeur approchée telle que -g- , on trouvera
les logarithmes suivans qui répondent à la valeur exacte de b.
Maintenant le calcul de ^ et b*^ ^ et ensuite celui de c*~ , se feront par la méthode ordinaire comme il suit :
mp*.».. 3.12882 63i83
ittif^.. — 1995
îC**.... 8.37127 01782 7927 (Je*)*... 6.74254 o3465 5854
v^A~. . '166 log mr = 8.42437 554o
r. 3.7865912293 |/nr= .1829
m 9.6877848113 logR = 3.42487 56735
mr 3.43437 55406 R = 0.00000 02656 90284
gsî 9.96008 84690 53o7
E'c o. 17640 4i4io 9086
664- Maintenant le calcul de F'& doit être fait par la formule F'&=!KM A, où l'on a A = I log -^ ; voici ce calcul :
On peut vérifier cette valeur de log F'â, par la propriété des fonctions F' A, F'c, démontrée art. 85, laquelle donne F'i = 4/2. F'c. En effet, si on prend la différence des logarithmes des deux fonctions, on trouve que cette différence répond à -^ log 2.
o.i5o5i 49978 31995= iloga.
Le résultat est donc exact jusque dans la dernière décimale.
665, Il reste à trouver log E'&, et pour cela il &ut calculer log A par
la formule A == i c*K^'*(4<^o)î(i ~ i^Q; mais d'abord faisant
r = ^Tyg- , nous chercherons log(i— r)= — R, ce qui se fera par 1 equation log R = log (mr) + 7 mr.
ic* 8.93341 86336 6o3o
ïcr
m 9*63778 43ii3
mr..... 4« 44^^94 73291 j/wr.... i38oi
logR =
De cette valeur de log A , il faut déduire log ( i + A) ; c'est ce qu'on obtiendra aisément au moyen de la valeur approchée a = gr^ , qui donne
^^ . Voici le calcul d'où Ton tire ensuite log E" A.
r = 2902 i885 log A ss log a + r
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'jT]**** 89042 10188 00914 640. ... 80617 99789 88887
On s'assurera aisément que cette valeur est ]a même qu'on déduirait soit de la formule E'i = v/a (E'c — cF'c) , soit de la formule E'6 ss^p"
Exemple III. c=sin9, siii2â=:tang* i5^
666. Dans cet exemple qui se rapporte au troisième cas de l'art. 645 ^ on ne donne directement ni la valeur de c , ni celle de b ; il faut les déduire de l'équation sin aO = tang* i5* ou 2bc = tang* i5*. Voici le procédé que nous emploierons pour cet objet.
De l'équation sin a9 = tang* A , on tire cos 28 = ^ ,^ . Soit doue A = ' ^^ 50 ? on aura cos' 9 = 7 ( i + A ) : connaissant par cette équation cos 9 ou * , on aura ensuite c par l'équation c = — SL — . Voici le détail des calculs.
sin i5'... 9.41299 623o5 6984 v/(cos3o*). 9.96876 53i58 479^^ cos i5'... 9.98494 37781 0270 cos* i5*. ... 9.96988 75562 o54o
tong i5'. . . 9.42805 a45a4 6664 A ! 9-99887 77596 4a5a5
tang*i5*. .. 8.85610 49049 33a8
Une valeur approchée de A est a = ^gi ; elle servira à calculer log. (i-j-A), comme il soit :
o63io
a 9-99^37 9^^4 24704 i + a*. o.3oo46 99769 i2io3
r = 1 4797 82 1 79 I -+■ A . o . 3oo46 92379 76342
log A = log a — ^ r. 2 o«3oi02 99956 63981
r ^•^10lg 77928 *' 9-99943 9^423 i236
a 9*99887 9^394 tang*i5'. 8»856io 49^49 3328
Coanaissant les logarithmes de c et b^ on trouvera par la méthode ordinaire , ceux de ^f^, b^^ puis celui de c^^ , ce qui suffit dans ie cas [trésent pour compléter la série des modules. Voici le calcul.
jC... 8.25432 52924 49^4
iioy.. 6.5o865 o5848 9828 p* 3.01786 193
p 6.50893 09637 4^10 mp^ 2.65564 624
P =5 452 52874 7 nip^. . . • — 7
c9 6.50893 09184 89226 log P = 2.65564 617
o.3oio2 99956 63981 i P = 0.00000 00226 26437
ic^.... 6.20790 09228 25245 b- 9-99999 99773 73563
667. L'échelle des modules étant terminée, on calculera comme il suit les quantités F'^? , E^c.
K.... o.oooi4 01781 08691 p 226 26437
ï'Tr... o. 19611 98770 3oi53 log E'c = 0.19597 97215 479^ log F'c = 0.19626 oo55i 38844
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Venons maintenant au calcul de F'i, il se fera par réquatîon F'i = KMA,
où Ton a A=s^log— .
log-4 = 8.i86a5 8ia3o 5io35 h o.Siioa 5443o 5o353
A = a.o4656 45307 6276 M.... o.36»ai 56886 99465
log F'b = 0.67338 13098 585o9 I<^F'c=i 0.19626 oo55i 38844
log 3 3s 0.47712 Ï2547 ^9665
On voit qu'entre les logarithmes calculés de F'& et F'c, la différence répond exactement au logarithme de 3 , ce qui s'accorde avec la propriété de ces fonctions.
On peut encore faire voir que la valeur trouvée pour F'o satisfait exac-
tement à l'équation F'c = — -j F* (sin45®), donnée art. i55.
F' (sin45'*). . •• 0.26S12 72224 11910
a o.3oi02 99956 63981
cos i5' ...... . 9*98494 37781 0270
iii .'Il
log F'c = 0.19626 oo55i 38844
valeur qui s'accorde parfaitement avec le résultat du calcul précédent.
11 ne reste plus qu'à calculer le log. de E^b ; pour cela nous suivrons la formule de Tart. 655.
F"i 0.67338 13098 585i / (i— r) = — mr.
ic" 6,80968 o58o5 6226
K 14 01781 0869 xc'.,;.. 6.20790 09
mr — 913 m 9*63778 43
mr 7.96038 70
Une valeur approchée de A est gg^ = a , i + a s= ggg- .
i-f-âi.. o.ooiSi 94552 5357 R 57 8670
i + A.. o«ooi3i 94610 4027 K 14 01781 0869
log E'i = o. 001 17 92829 3i58
a 7.48327 025oo 1810
a 7.48327 025oo
R 1.76243 io43i
Les valeurs que nous venons de trouver pour E'c, E'd, peuvent être vérifiées par les formules de Part. i58j ou tout à la fois par la formule E'6= 3E'c— . 2F* ( sin 45* ). Voici le calcul de celle-ci :
valeur conforme au résultat déjà trouvé.
F*sin45**.. 0.26812 72224 1191 2 o.3oi02 99956 6398
LAsLâ — r. ... r=: 48^4 524i, r 3.68345 44801
a/.... 4*35i43 4^19 i/'... — ii333
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Exemple IV. Soit csssm 0, et siû 2^ = ^(n — i)*, n c= j/a.
668. Les fonctions calculées sur ce module jouissent de propriétés fort remarquables, ainsi qu'on l'a fait voir art. 163. Four déduire c de la valeur connue de sinaS, soit sin aOssj^, on aura
Jogsin8 = logi7-|-^(ir + ^.^4-^.^ + etc.).
Soit encore ^^=^Y\J^'^~â"j^ on aura IogR = log (^-^-f--^-» Voici d'après cette formule le calcul du module c et celui de son complet ment b = ^:
n — 1.... 9.41434 14^25 791 Ti {n—iY.. 7.65936 58io3 16444
sinaS.... ^.35833 58 146 5a463
G>nnaissant le module très petit c, et termes suivans de l'échelle , comme il
ic 6.75627 61060 51187
son complément 6, on en déduira les suit :
ilb. • . .
if 3.5i255 24948 29014
(ic*)*. . 6.42304 49983 3oo66
•• 9-99999 99999 99977 . . 0.19611 98770 3oi52 6
xf T* • 0.00000 oi4i3 6333i 5
2i F'c... 0.19612 ooi83 93484.
D'après l'article i63, cette valeur de F'c doit satisfaire à Tëquation... F'c = -^To F' sin i5% c'est ce qu'on vérifiera ainsi:
n + i.... 0.35409 33673 8oi83 (n+iy... 0.70818 65347 6o366 v/27 0.71568 i88ao 79494
diff. 9.99250 46^26 80872
F'sini5^. o.2o36i 53657 1262
F'c 0.19612 ooi83 93492.
Cette valeur s'accorderait avec la précédente jusque dans la i5* décimale, si on eût pris /F* sin 1 5^ = 0. 2o36i 53657 12612.
669. Pour trouver la fonction E"c, on a la formule réduite E'c = •rj, F'c ( I — r) , ou simplement E"c = 75-» F'c,
F'c. • • • o«i96i2 ooi83 93492
La fonction F*& se calculera par les formules A =s ^ log -^, F' A = . •
^ty yn ^y^ F'4. .. 0.91180 19004 72978
F'c. .. 0.19612 ooi83 9349a
Diff. .. 0.71568 18820 79486.
La différence de ces deux l<^arithmes répond à très peu près à V^27, et en effet on doit avoir exactement F'i= 3v/3.F'c.
11 reste à calculer E*i parles formules Ë'is=|^ (i+A), A = 7 c» K' F'6.
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{<*... 3.813582207766355 R=L(i4-A) = in(A— iA*), R i4i3 6333a logR = L(mA) — -i/nA.
K». .. yo6 81666 i+A... 0.00000 23076 36915 F'A... .0.91180 19004 73978 R i4i3 6333a
A. ... 4-7^538 4^202 84331 E'b o.ooooo 21662 75583
m. . . . 9.63778 43ii3
mA. .. 4*363i6 863i6 7/11A.. ii538
Les valeurs de £*c, E'& pourront élre vérifiées par les formules de l'art. 169:
E'<' = (^ + T7r)F''^ + 4fe'
et les résultats s'accorderont aussi eiactement qu'on peut le désirer.
CHAPITRE II
Construction et usage de la table des fonctions complètes.
670. Au moyen des méthodes précédentes on a calculé, pour toutes lès valeurs de 6, de dùiième en dixième de degré, les logarithmes des quatre fonctions F'c, F"i, E'c, E"i, approchés jusqu'à la quatorzième décimale. On a continué ainsi jusqu'à i5®; depuis i5® jusqu'à la limite 45^, on s'est borné à calculer ces logarithmes de demi-degré en demi-degré ; on a ensuite interpolé les termes trouvés, en insérant quatre moyens entre deux termes consécutifs, de sorte que la table s'est trouvée construite dans son entier pour tous les dixièmes de degré de l'angle du module.
Quoique les logarithmes calculés directement doivent être en général exacts , au moins jusqu'à la treizième décimale inclusivement , on s'est con tenté de marquer les différences comme si les fonctions F et E n'étaient
calculées qu'avec 1 2 dëcimales. L'interpolation de 1 5^ à 4^° a été faite dans le même principe.
Les formules dont on s'est servi pour cette interpolation , sont assez counues; cependant nous les rapporterons ici, afin qu'on puisse plus facilement vérifier nos calculs.
671. La Table ayant été calculée pour chaque demi-degré, de i5 à 45 degrés, supposons que pour une valeur déterminée 0 = a, le terme A représente log F* ou 1(^ E' , avec ses différences successives, comme il suit :
cTA I cT-A I cT^A I cT^A
Pour insérer quatre moyens entre deu& termes consécutifs A , A-f-cTA , qui répondent aux variables ot, a-|-i , en prenant pour unité des variables un demi-degré, je forme d'abord les différences moyennes successives, savoir :
10 ' 100 ' 1000 ' lOOOO ^
désignant ensuite par ^A, d^Aj ^A, if^A, les nouvelles différences de A qui auront lieu lorsqu'il y aura quatre moyens insérés entre A et A + ^A , on aura les valeurs suivantes de ces différences :
rf^A = a'%
^A = {J" — 4fl'^) — 2a'\
dA = a' — fl'^ — a (rf^A 4. rf^A).
Connaissant les différences JA, d^Aj iPA, d^A, on formera sans difficulté les quatre termes qui suivent A, et le cinquième qui devra être le même que le terme connu A + cTA , et qui servira ainsi à vérifier les calculs. Ces termes étant trouvés^ on les terminera à la douzième décimale, en rejetant les deux autres, et on les insérera dans la Table formée de dixième en dixième de degré; on y joindra en même temps les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes (s'il y a lieu ) de ces nouveaux termes, lesquelles doivent s'accorder suivant une loi convenable, avec les différences précédentes; et si quelqu'anomalie s'y faisait remarquer, on en conclurait que dans le calcul d'interpolation il s'est glissé une erreur qu'il faut rectifier.
672. Je remarquerai que lorsque les différences quatrièmes cT^A sont assez grandes pour que les différences suivantes J^^A aient quelqu'influence
dans les interpolations , il conviendra de prendre cT^A — - — J^^A au lieu
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de J^*A. En effet , les termes A et A + J^ A étant censés répondre aux indicés ^ == o , x = i , si on calcule le terme intermédiaire qui répond à l'indice Xj la partie de ce terme due aux différences cT^A, ^^A, sera
3C m OC ^"^ X • X ^"^ 2 • OC ■■" O
(J^A + ^7-5cr»A);
d'où l'on voit qu'on peut tenir compte des cinquièmes différences, en prenant J^^A + ^^~ J^*A au lieu de «T^A. Mais comme cT^A est censé très petit par rapport à S'^A, , si l'on donne à x une valeur moyenne ^ , le terme — ^- cT^A se réduira à 2_ J^A j ainsi au lieu de cT^A^ on pourra
prendre cT^A — — J^A , ce qui sera suflisamment exact pour les valeurs
dex qui répondent aux quatre moyens, savoir, î» f 9 f 9 f*
Ce moyen a été employé surtout; pour les valeurs deF'c, depuis 4^* jusqu'à 65^; passé 65^ il a fallu tenir compte plus exactement des cinquièmes différences, ce qui a été pratiqué de la manière suivante.
673. On a fait d'abord le calcul entier de l'interpolation , en ayant égard seulement aux quatrièmes différences. Ensuite pour tenir compte des cinquièmes différences , et jusqu'à un certain point des sixièmes , on a ajouté des corrections aux différens moyens insérés , savoir ,
Au 1" moyen... + a' (cT^A — | cT^A), log a' =: 8.4071539
Au a* + a'' (J^A — :| S'A), log a" = 8.4764258
Au 3* H- a'" (cT^A — I cT^A), log a'" = 8.3584482
Au 4* H- a'' (J^A — |cf«A), log a*^ = 8.0516926
Dans ces expressions , la quantité '— | /*A est la valeur moyenne de
--g— S^A, laquelle s'obtient en faisant x z=i \. Quant aux coefficiens a,',
, af.x— i.af— 2. a; — 3.* — 4
a^, a"\ €t*% ce sont les valeurs de la quantité
lorsqu'on y fait successivement a:= |, f, |
674- Pour donner un exemple de ces interpolations, supposons qu'il s'agit d'insérer quatre moyens entre les deux valeurs de log F' qui répondent aux angles 9 = 57^5 et fl = 58°o.
La Table des valeurs de log F', calculées de demi-degré en demi-degré, donne les résultats suivans pour le cas de 8 = 57^5 :
Log F'.
Diff.1.
o.3ao 64<> 29^ ^
5o CONSTRUCTIOy DES TABLES EULIPTIQLES,
D'après ces données , les dîQcrences moyennes jusqu'au quatrième ordre, seront
fl'=5o8 233 o63.oo, a"=i59i oi3.4o, fl'"=683i-48, a'^=:6i .S656i
on en tire par les formules précédentes,
rfA=5o5 090 720.90, ^/•A=i564 677.33, iPAz=z64Go.2Qy d^A=6j .8'j .
Au moyen de ces différences, on calculera les termes intermédiaires comme il suit :
505 ogo '725.90
506 6îi5 4o3.23
509 804 200.63 5ii 388 444.44
rf'A.
ID
d>ÉL.
Pour calculer ensuite la confection due aux cinquièmes et sixièmes diffé* rences , on aura cT^A — | cT^A = 2246 3 , ce qui donnera les corrections à appliquer aux dernières ligures des moyens insérés comme il suit :
i^\.. 420.90 2*... 824.13 3*... 364.98 4**' 565. 61 Cor. + 57.37 + 67.29 + 5i.33 H- 25. 3o
Les moyens ainsi corrigés sont, en supprimant les deux décimales, tels qu'on les voit dans la Table générale construite pour chaque dixième de
degré.
675. Si on voulait aller plus loin et étendre la Table à tous les centièmes degré, ce qui en rendrait les diflerenôès plus petites et l'usage beaucoup
de
plus facile, il faudrait commencer par insérer un moyen entre deux termes consécutifs de la Table actuelle. On aurait ainsi une nouvelle Table calculée pour tous les demi-dixièmes de degré; il faudrait ensuite diviser chaque intervalle en cinq parties égales par quatre moyens , ce qui se ferait par les formules que nous avons rapportées. Ces interpolations cependant ne pourraient être pratiquées avec succès que jusqu'à 80 ou 85 degrés au plus; elles pourraient être prolongées plus loin pour logE' que pour logF* qui augmente rapidement vers la fin de la Table. Mais comme la Table sera toujours de peu d'usage dans cette extrémité, et qu'il est fiicile d'y £iuppléer par le calcul direct, on pourra laisser subsister la Table actuelle ,
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calculée pour chaque diiième de degré, dans la petite partie qui ne se prête pas facilement aux interpolations. L'inconvénient que nous remarquons ici dans la Table des log. des fonctions F'£, E'&, a lieu également, ou même à un pluB haut degré, dans la simple Table des logarithmes des nombres, vers le commencement de cette Table, et jusqu'à une assez grande distance* Il a lieu également , et par la même raison , dans la Table des logarithmes-sinus, pour les petits arcs; et dans celle des logarithmestangentes, il se fait sentir tant pour les petits arcs que pour ceux qui différent peu de 90^. Dans tous ces cas, les interpolations ne peuvent être faites avec sûreté^ et il faut recourir à des moyens particuliers pour y suppléer.
676. Pour avoir le milieu entre deux termes consécutifs A, Ai d'une suite dont les différences deviennent progressivement plus petites qu'une quantité donnée, il est bon d'avoir recours aux termes qui précèdent et qui suivent les deux termes proposés. Supposons donc que la suite dont il s'agit soit représentée comme on voit ici :
...A(— 3), A( — 2), A(— -i), A, Ai, Aa, A3, etc.;
et soit A^ le moyen cherché entre A et Ai, on aura
...v A+Ai I ^A(— i)+ir*A , 1.3 J^A( — 2)+y4A(— i)
Cette formule suit une loi très simple dont voici la démonstration*
Un terme quelconque A {x) peut en général être représenté par .... A (i + J^)', pourvu qu'après le développement de cette puissance, chaque terme A J^" soit remplacé par tT'A. Cela posé , on aura , suivant cette notation ,
A+Ai=AH-A(i + cr) = A(i+«r)-'[(i-|-J^)^ + (i + /)-«],
«r*A(— a)+<r*A(--i)=Aj^(i+J')"*C(i+J>)'+(i+«r)"'],
elc.
Si donc l'équation- supposée a lieu, c'est-à-dire, si en général A (7) est de la forme
A (1) ^A» (AH-Ai) +;>' [J^'A (— 1 ) H- <f'A]
?•) p'i P" i ^'^^■) étant des coeffidens constans; il faudra, en sabslituant les valeurs précédentes, qu'on ait l'équadon identique '
3_î —-^ z=p-^p'. —rj -^-p" . j—-^+p'" . — j— + etc.
Soit — -p-^sz; si on élève au quarré le premier membre de cette équation , il deviendra , . JT . u = 7— i — j donc on doit avoir
t/(4'+»)=°^ +;>'a + A»V +p'"z> + etc. ;
or cette équation est satis&ite généralement au moyen des valeurs suivantes ,
Ces coefficiens donneront donc aussi la loi générale de l'expression de
Au reste, cette expression sera toujours si convei^ente, qu'il suffira de prendre les deux premiers termes, ou tout au plus les trois premiers.
677. Veut-on, par exemple, calculer la valeur de log F' qui répond à l'angle du module 0 = 6i^ o5 ? On prendra dans la Table les valeurs suivantes :
A = 0.339 ^5 o3o 747 Ai = 0.339 ^^9 ^^^ 4^^
s = 0.679 154 177 209 is z= 0.339 577 088 604.5
cr*A( — 1) = I 8ai o3o
if «A = I 829 864
if*A(— a)= 86
Milieu cherché A (i) = 0.339 576 860 425,6
678. Soit encore proposé pour exemple de trouver log F* pour l'angle
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6 =: 77^ 25 ; on fera le calcul d'après les élémens pris dans la Table ; comme il suit :
Ai 0.466 078 604 9^1 «93
s ssz 0.981
Milieu cherché. .. A (j) = 0.465 525 073 too.32
679. Ayant expliqué la construction de la Table des fonctions complètes, et les moyens de l'étendre jusqu'aux centièmes de degré, ce qui serait un travail fort utile sans être bien considérable , il nous reste a montrer les usages de cette Table, c'est-à-dire à faire voir comment, pour une valeur donnée de l'angle 9 , non comprise dans la Table , on trouvera les logaritlunes des fonctions F* et E' , approchés jusqu'à la douzième décimale ; et réciproquement , comment du logarithme donné d'une de ces fonctions , on déduirait l'angle du module 9 , et le module lui-même c.
Et d'abord , si au lieu de donner l'angle 9 , on donne le module c ou son complément &, il faudra en déduire l'angle correspondant 6 avec toute la précision nécessaire, pour que les quantités négligées n'influent pas sur la douzième décimale de logF ou log E. Cet objet mérite un examen particulier.
Conmae nous supposons toujours c ^ b y i\ sera plus exact de déterminer l'angle 9 par le moyen de son sinus c que par le moyen de son cosinus b ; cela est vrai surtout si l'angle 0 est d'un petit nombre de degrés, parce qu'alors une petite erreur sur cos 9 en produit une assez grande sur 9. Ainsi en général si on donne à la fois log c et log b , il faudra déterminer l'angle 9 par le moyen de log c.
Si l'on veut déterminer à dix décimales seulement, les fonctions F% £', en négligeant les deux de plus que donne la Table , il suffira de chercher l'angle 6 par les Tables de Ylacq ou de Yega, et en ayant égard aux secondes différences. Ce calcul n'a pas besoin d'autre explication; seulement
après avoir trouvé l'angle 0 eu degrés, minutes et secondes, il faudra tout réduire en dixièmes de degré, et parties décimales du dixième de degré , puisque le dixième de degré doit servir d'unité dans les calculs d'interpolation.
680. Mais si on veut exprimer les logarithmes avec douze décimales, comme sont ceux de notre Table, alors l'angle 6 ne peut plus ^ trouver avec une précision suffisante par des Tables à dix décimales, telles que celles de Vlacq ou de Vega.
Dans ce cas, il faudra employer les Tables de la Trigonometria Bri^ tannicay qui sont calculées pour chaque centième de degré avec quatorze décimales. Soit a l'angle de cette Table le plus approché de l'angle cherché 0, et soit
/ sin G es / sin â -f~ ^• De là il faut tirer la valeur de 0 — - â. Or en regardant 9 et r comme
1 .,1 ^ ' ii.it . ù àd^ M dd M*sinô seules variables, on a t- = M tansU, -î-r = — ra • -y = tt
' dr ^ ^ dr* cos*ô dr cos^ô
cP9 M»(cos"9 + 3sîn"6) di M^fi +a sin^ô) , #1 r • .. -.^ j
T3 = — ^^ rr ^ . zr = — 4. ■ tang 9; faisant ensuite dans
ces coefficiens G s= a, on aura par la formule de Taylor,
et nir M. f I ' Mr , 1 + 2 gin* a M V , . \ = ^ + Mr tang a[\ + - . — - — V- — ï- — = . -—7— + etc. ).
® \ ' 2 cos*a * 2.3 cos^a ' /
Et pour évaluer 6 en degrés, soit G = ^ -(- a: , et R* le nombre de degrés compris dans le rayon, on aura
H-. = R» u„6 . (. + 1 . J^„ + L+î^ . ^ + etc.).
Cette formule se réduira le plus souvent à ses deux premiers termes , et alors le calcul en sera très facile. Quelquefois la différence r sera assez grande pour qu'il faille tenir compte du troisième terme ; mais pour avoir besoin du quatrième, il faudrait que a fût très petit, et alors il y a uu autre moyen de déduire l'arc de son sinus.
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et pour que 6 soit exprimé en degrés , il faudra ajouter à ce logarithme
i8o la constante 1.7581a ^63^4 9 ^^^ ^^t le logarithme de R^ ou de — •
11 faut maintenant montrer par quelques exemples , l'usage de ces formules.
68a. Exemple I, Étant donné le module c; == sin â = ^2 -— i , dont le logarithme = 9.61722 43x46 6214 9 on demande l'angle coiTCspondant 6 exprimé en degrés et parties décimales de degré.
Par la Trigon. Britan.y on trouve l'angle approché az=z 24*47^ 4"^ donne
/ sin a = 9.61922 76371 2662
Il faudra ensuite calculer les différens termes de la valeur de x^ d'après la formule de l'art. 680. Voici ce calcul :
Mr. . . 4.88367 60354 4.88367 60
R""... t. 75812 26324 cos*a 9.9182529
tanga... 9.65810 11701 4*96542 3i
i)... 6.29989 98379 2... o.3oio3 00
On voit par la petitesse du second terme 2) de la valeur de œ^ qu'il est inutile d'avoir égard au troisième ; ainsi des deux premiers on conclura la valeur de G comme U suit :
Cette valeur de 0 est plus exacte qu'il ne &ut pour que l'interpolation de la Table donne douze décimales exactes.
On aurait trouvé la même valeur de 0 par la simple interpolation de la Trigon. Britan.j en ayant égard aui secondes différences.
683. Connaissant la valeur de G, si l'on veut avoir la valeur correspondante de log F' , on prendra dans notre Table les données suivantes qui répondent à l'angle ii= a4* 4*
o.ai6 198 56i 343
et on aura à calculer la formule suivante dans laquelle ,
A (x) = A + a: ( J^A — î-=^ (<r»A — ^ ( cT'A — ^^ S^A . Pour calculer cette formule fe &is successivement
l'Ax = J^'A — ^^ J^Ay
«T'Ax = <r*A
J^Ax,
«TAx = «TA — i^=^ «T'A* ,
A{x) =: A + xS'Axy d'où résulte
J^^Ax = 765 . 1
cTAx = 168 iSg 756.1
A = o«2i6 198 56i 348 xJ'Ax..» 117 376 385.4
A (x) =3 0.216 3i5 937 728.4 = logE%
valeur qui s'accorde parfaitement avec celle que nous avons trouvée cidessus, n* 663.
La notation dont nous nous sommes servi dans cet exemple , exprime en général les différences corrigées successives ^AXy J^'Ax, J^Ax, etc.^ qui, dans chaque ordre, permettent de négliger les difiërences des ordres ultérieurs. On a donc exactement d'après cette notation
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A(x) s= A -f- xS'Axy
A{x) = A 4- arcTA + "^'^J"' «T'Ax,
A(x) = A + orM + ^^^=^ «r*A H- '--'-^jf JN3AX.
etc.
684* Ex. II. Étant donné log c ou log sin d = 8.55535 5a88i i3i2y on demande l'angle 0 exprimé en degrés et parties décimales de degré.
On peut encore trouver cet angle d'une manière suffisamment approchée par la Table de la Trig. Brit. ; on a d'abord a = a*o6,
log sin a = 8.55565 10170 2887 log sin 9 = 8.55535 52881 i3i2
On fera ensuite le calcul de la formule de l'art. 680 y comme il suit :
Mr... 6.833io 94797 6.833io 948
tang a 8.55593 17782 cos*^.. 9*99943 848
(i)... 7.14716 38903 o.3oio3 000 ç 9.53400 6
(3).. 0.03748 2 fl + (2)... 2**o6ooo 04784 i5o
D'après cette valeur de fl , nous chercherons par interpolation la valeur de log F'; pour cela nous prendrons dans la Table les nombres suivans correspondans à 2''o.
A = 0.196 252 187 490.54, «TA = i3 563 720, /•A = 662 025, J^A = 54,
Cela posé il faut faire j: = o. 58597 i35ia, et on aura
S'kx= 52.8 ^IfcT^A
cT'A^r = 662 000. 1 4
J^hx = i3 426 676.5 irif /sAo: 24.9
xJ'Ax = 7 867 647.8 I— X
A =0.196 252 187 490.5 — ^cT^Ax = 187 043.5
logF'c = 0.196 260 o55 iJ8.3.
Cette valeur s'accorde dans les douze premières décimales avec celle que nous avons trouvée directement, n* 667. De là on voit que l'interpolation , même pour des angles assez petits , donne des résidtats suffisamment exacts.
En général^ dès qu*on aura déterminé l'angle 6 avec une précision suffisante, soit par la formule de l'art. 680, soit par celle de Fart. 681 , l'interpolation de la Table des fonctions complètes ne souffrira de difficulté que vers la fin de la Table, lorsque l'angle du module est très près de l'angle droit. On peut y suppléer alors par les formules directes dont le calcul est d'autant plus facile que l'angle du module est moins différent de l'angle droit. Mais si on veut résoudre le cas dont il s'agit par des interpolations qui ne soient sujettes à aucune difficulté, ou y parviendra par le moyen que nous allons exposer.
685. Il s'agit en général de trouver les logarithmes des fonctions ¥^b , E'd, lorsque* & diffère peu de l'unité ou lorsque son complément c est le sinus d'un angle dfun petit nombre de degrés. Dans ce cas on trouvera aisément, par les interpolations, les fonctions cpmplémentaires F'c, E'c, et c'est par le moyen de F'c qu'il faut déterminer F'i et E'i.
Pour cela j'observe d'abord que dans le cas dont nous nous occupons, on pourrait supposer. &*^ = i ; mais nous nous contenterons de supposer b*^ = I, afin que la solution s'applique à un plus grand nombre de cas; alors les formules générales donnent (art. 654)*
U faut donc chercher si l'on peut exprimer F*t par les seules données b ^ c, F'c, sans avoir recours aux auxiliaires ô*, A**, à^^.
D^ibord R est connu par la valeur K = i — . Soit ensuite c9 = x y ...
^•* = jr j des équations iK' = &•*•% cA® = 2\/{b<fi)y crb^^=s2\/(fi''ç'^),
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c" = 2 ^(i'^c»") , on déduira
Cette dernière étant quarrée donne K*c*bx=s iSby-; quarraut de nouveau
et substituant la valeur de i**, on aura K'c*5*jc* ^/^ . ^ ; donc j^ = -7^ bx.
Cette équation ne suffit pas pour déterminer xetj", mais on a d'aiJleurs b^ = (i — ^)* = -^ t/- ; de là on tire
Soit K.*b ^ a< , cette dernière équation donnera - =s (-^ J b*' ; mais X=(X)V = (é)V = (Xy (*").; donc'
Soit € = (-r^j j et on aura enfin
F'* = MK log C-^-ji) { ^ , / ,v
HcKctC; [logg = |logji, = iM(logi).
Ainsi on voit que dans le calcul de log F'-^ , il n'entre que les quantités bj c^ Ky dont on a les logarithmes^ de sorte qu'on évite ainsi l'interpolation directe pour F*b^ Iaquelle*est ramenée à l'interpolation de F'c qui n'a point de difficulté.
686. Pour juger de l'exaclilude de cette formule, nous prendrons . • . . c = sin iS"*, et nous donnerons à log K la valeur exacte jusqu'à quatorze décimales , qu'on trouve par le calcul direct , et que d'ailleurs la Table donne immédiatement. On aura donc les données
Au moyen de ces données , le calcul de A = g log -^ se fera comme
4o CONSTRUCTION DES TABLES ELUPTIQLES,
il soit :
4... o.6oao5 99913 3796 /*... 9.9934? 18890 6i35 c... 9.51299 6j3o5 6934 K... 749 54886 8347
CL
log-=: o.ooooi 63iii 33o9
^. . . I . î8i56 82730 7615 log Cas I M^»
a... 9.99998 36888 6691 p.., 5.aia4o 4*3
clt" '-'^'^^ 4^^=* °9^4 |M... o . 23727 695
^' • • 4 ^946 le. . . "0.66224 62"
Cette valeur de k s'accorde exactement avec celle que donnerait . . . 5 log "^ ) calculée par la méthode directe , jusqu'à la quatorzième déci-
maie. Ainsi en la substituant dans la formule F'6 = KMh , on aura de même une valeur de log ¥*b exacte, jusqu'à la quatorzième décimale, et qui satisfera à l'équation F'ô == t/3.F'c, exprimant une propriété particulière de ces fonctions.
687. Si notre formule donne des résultats aussi exacts que la méthode directe lorsque l'angle du module est de i5^, à plus forte raison aurat-elle cet avantage lorsque l'angle du module sera moindre ; en général le degré d'approximation avec lequel Y*b sera déterminé, dépendra de celui avec lequel on connaît la quantité K 3 et comme K peut toujours , par l'interpolation des fonctions F'c , être déterminé jusqu'à la douzième décimale , il s'ensuit que h et par conséquent tF*b sera déterminé avec la même exactitude.
Connaissant F'c, E'c par l'interpolation directe, F'& par le calcul précédent, il restera à déterminer E'A, ce qu'on pourra toujours faire par l'équation des complémens - = F'cE'i+^'^E'c— F'AF'c. Ainsi on a les moyens
de suppléer à l'interpolation qui ne peut se pratiquer que difficilement dans les dernières colonnes de la Table.
11 est remarquable que la valeur A = log-~-^ office successivement les dlfiérentes opérations à faire suivant les dilFéreus cas indiqués dans l'art. 645.
CHAPITRE m
Ainsi dans le cinquième cas , si c est tellement petit qu'on puisse négliger I — 6 ou log 6, on aura simplement Asslog -; dans le quatrième
cas, où I — - £^ seulement est négligeable, on aura A =5 Ic^ -^; dans le troisième cas, où l'on ne peut négliger que i — A^, il faut un facteur de plus dans la valeur de A, et on a A=Iog ~i enfin si on tombe dans le second cas, où i —^b^^ seulement peut être n^ligé, il faudra encore ajouter le facteur €, et on aura A = log -^.
*^'^*^*^*^^*^*'*^^'*^^^^^^^'*<^^^l^^^^WM>V»»W%VWW»MM^W»W^¥W^W»^<»W»»^^
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Méthodes générales pour former une Table des valeurs de
l'intégrale U c= /udf .
688. J^ous supposerons que u est une fonction donnée de la variable ^, et que cette fonction est telle qu'en faisant varier (f d'une quantité constante a , les différences successives de la fonction u diminuent continuellement et finissent par être entièrement négligeables. On peut toujours prendre a assez petit pour que cette supposition soit admissible, quelle que soit la fonction Uy pourvu qu'elle reste toujours finie dans toute l'étendue des valeurs de (f que l'on considère; et la difierence a pourra être fixée dans chaque cas particulier, suivanjt le degré d'approximation avec lequel on veut exprimer les fonctions U.
Nous désignerons par U, U', 13'', etc., les fonctions qui répondent aux variables croissantes ^, ^-{~^9 Ç + aa, etc.; et semblablement nous désignerons par U , U°, U°**, etc. , les fonctions qui répondent aux variables décroissantes ^, ^ — a, (p — aa, etc. Cela posé, la Table qu'il s'agit de construire pour la fonction U et ses différences successives, pourra être représentée, dans l'une quelconque de ses parties, comme il suit :
CONSTRUCrnON DES TABLES ELLIPTIQUES,
VariaUq.
Fonction*
Diff.I.
ni—
/3ÙO0O
Uoo
iV»
tiV-
iV'
fV
/•nj'
JU
/nj'"
La première colonne contient les valeurs de ^^ formant une progression arithmétique dont la diflfërence est €»; la seconde colonne est celle des valeurs correspondantes des fonctions U. On a placé sur la même ligne que ^ et U, les diflférences successives J^U, J^*U, J^^J] y etc.; et par cette dbposition , chaque ligne sert à former la ligne inférieure , au moyen de la loi connue U' = U + cTU, cTU' = if U + cT'U, cT'U' = cT^U + cPU , etc.
Il s'agit maintenant de faire voir comment, étant donnée la fonction u, on peut calculer les différences successives qui servent à former la Table des valeurs de U. Pour cela nous ferons usage d'un algorithme qui a l'avantage de conduire rapidement aux résultats que nous voulons exposer, et qui a surtout celui d'en &ire connaître la loi de la manière la plus nmple et la plus générale. Cette notation , au reste , qui ne s'applique qu'aux sommes et aux différences, considérées dans leurs combinaisons linéaires seulement, est fondée sur les mêmes principes que celle qui a été indiquée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin , ann. 177a , et qui a été depuis reproduite sous beaucoup d'autres formes par différens auteurs.
On a immédiatement, par la formule de Taylor
U + ..^ + ^^ + ^-L.S + etc.;
dp ' a ' ûdp» ' a. 3 ' dip^
et puisque les coefficiens de cette formule sont les mêmes que ceux de l'exponentielle
e*s=: I +j: + -^ + -^^ + etc. ,
il s'ensuit qu'on peut mettre U' sous la forme
U' = Ue-^, pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les puissances
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de fitrf, on convienne que chaque terme Ua"d" sera remplacé par «•. '^^' Dans cette hypothèse , on aura successivement
U'=Ue-^, V'=V'e^, W'zsVe^, etc.j de là résultent les différences premières ,
cTU =U(e«^-.i),
etc.; celles-ci donnent les différences secondes,
etc. ; et en général on aura
Au moyen de cette formule, la différence finie d'un ordre quelconque de la fonction U peut s'eiprimer par les coefBoiens difi^rentiels de cette même fonction. En effet si on suppose
(e» — . I )» = ar» ( I + A*x+ A"«» H- A""ar« + etc. ), on aura en même temps
690. Réciproquement on peut exprimer les coeffidens différentiels ^r »
•^ , -^ y etc. , d'une fonction U , par le moyen des différences finies de
cette fonction , prises en donnant à la variable (f l'accroissement constant a.
Pour cela je réduis l'équation symbolique /U ss V (e^ — i)àla
forme
cTssc^— i; j'en tire
et aUd ou
«.^ = Ulog(i + J^).
Cette noavelle équation suppose qu'après svcnx développe le seoedd iiieni^
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bre suivant les puissances de J^/ chaque terme UJ^ sera remplacé par la différence J^U; on obtiendra ainsi
a^ŒcTU — icT-U + IcT^U — i J^U + etc.
C'est la formule connue qui sert à exprimer le coefficient différentiel d^une fonction par les diffisrences successives de cette fonction. Ainsi a étant assez petit pour que la suite des différences JVy «T'U, J^'U, etc., soit très
iitJ
convergente , on déterminera le coefficient ^z- avec toute l'exactitude qu'on peut désirer.
6gi. Si dans l'équation symbolique a ^ = U log (i -f* ^) 9 on met
j- à la place de U, on aura d'où résulte
On aurait de même «• ^ = U P (i 4- «T), et en gënëral ,
de sorte qu'un coefficient différentiel quelconque -^ peut s'exprimer &-
cilement par les diffîrences finies de la fonction U , en supposant connu le développement de /" (l -|-«) , qui désigne la puissance » de /(i -f-^)- En effet si l'on a /" (i +x) ou
«■(i— î«+i«*— ^a:»+etc.)-5=x-(i— N'ar+N"a:*— N"«jc»-f-etc.), on pourra en conclure
«• -^ =3 «r-U — W«f"+»U H- W/'+'U — etc.
09a. Supposons maintenant qu'on ait li=s/ud(p ou 5j-=ii, la valeur de au exprimée par les di£fêrences successives cTU, cT^U, «T'U, etc., sera
«i = cfU— icT'U + i cf*U — etc.
Dans le cas où l'on veut construire une Table des valeurs de U , la quantité u est connue pour chaque valeur de *, et en faisant varier « de
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a y on connattra les diiTërences successives de u. D'après ces différences , il sera possible de déterminer en général la valeur de cTU.
En effet • soît on = p et 77 — ; — r ou
; , '. ^ r = I + *'^ + A'V + k'^x^ + etc. ,
1— 4* + |*^"" etc. I • I 17
l'équation précédente donnera
^V^p + k^Sp^ k'^^p + k!"i^p + etc.
Ainsi i'u se déduit des quantités données p, S'p ^ S'^p y etc. , par une suite dont la loi est connue.
Cette même suite donnerait les différences ultérieures cT'U , J^'U , etc. y par les formules
cT'U = ciy -f. ki^^p ^ k'^^p + etc. , cT'U = S'y + A^cT'^E? + etc.
Mais ces suites^ pour déterminer J^U, J^'U, J^'U, etc., peuvent être rendues plus convergentes par un moyen très simple.
693. Soit (^ ce que devient la fonction Uy lorsque au lieu de 9 on met 9 + i ^ 9 on aura suivant la notation précédente ,
^ = u{i+Syy pourvu qu'après avoir fait le développement du second membre suivant
les puissances de eT, on remplace chaque terme li/" par -j^ .
De là résulte av ^ ottt (1 + J^)*> et parce que on = U/ ( i + J^) ,
on aura
ai; = U(i+cr)^ /(i+cT).
IVlais en effectuant le développement jusqu'aux x^ y on a
(i+x)-/(i+x) =x-^ X» 4-^x4 -j2ija:»+^x«-. etc.;
donc
«„ = JVU — J!, «T'U + -V <r<U — -21. jv»u + 4^ <r»U— etc.
a4 '24 1990 ' goo
Conservons le premier terme iTU de ce développement, mais substituons dans les termes suivans la valeur U= U^ + J^U'', nous aurons
Dans cette suite , conservons les deux premiers termes cTU — -7 cT^U® , et"
substituons dans les suivans U** + J^U** à la place de U* , nous aurons de nouveau
Cette suite prend ainsi une forme très convergente, mais il reste à s'assurer de la loi que paraissent indiquer les premiers termes, et à déterminer d'une manière générale celle de leurs cocfliciens. Il faut donc faire voir qu'au moyen des coefliciens /i% ri' ^ n!"y etc., dont la loi sera déterminée, on aura généralement
ap = cTU — Ti'cf ^U^ + n'^cT^U*- — w'V'U^^- + etc.
694. Reprenons pour cet effet l'équation symbolique a -^=U/(i4- J^) ouaM = U/(i+J^), on en tire
Mab d'un autre côté on a
donc
TTo ^ TToo -« ^ TJ^><><* ^ etC •
nui"
De là on voit que la suite «TU — «'«T'U» + «"«T'U"" — etc. , est représeutée par
Si donc on veut que cette suite soit équivalente à etv qui est représenté par au(i +o)*> il &udra qu on ait l'équation identique
/ (i + «r) = — i-r— »'. — ^+»".— ^-,- «"'. — ^H- etc.
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Soit "x"! ^™ *** '^ second membre devient z — »'j3* + n'V — etc. , et le premier se réduit à a/ [^ z + \/{i + i 2*)]. Or on sait que
et qu'ainsi la quantité a log [7 s + |/(i + ;ç a*)] se développe en cette suite ,
^ 2 •372~"*"r4*5.2*""a.4.6-^a"^ -f-etc;
donc l'équation supposée a cfTectivement lieu en donnant aux coeffîciens »' , n" , n'" , etc. , les valeurs
donc on a en général,
r,j. I l^3U« , 1.3 i^su^o 1.3.5 Z'U»'»*» , , «. = crU--.3-^.+^.^;^-^-^.-^-^ + etc.,
série qui procède suivant une loi évidente, et dans laquelle chaque coefficient est moindre que le quart du précédent.
695, Si on fait ap=:P, et qu'on désigne par P*, P**, etc., ce que devient la fonction P lorsqu'au lieu de ^ on met cp — a, ^— aa, etc., on déduira de l'équation précédente une valeur de cTU de la forme
cTU = P + m' J^-P*» + m"J^P^ + m'^'J^T^*»*» + etc. ,
et les coefficieus mf, /»", m'", etc., se déduiront des coefliclens »', n", /z'", etc., au moyen du développement de la fraction
7 — ; — îA m^ 1 > = 1 + '»'^ + 'w"x' + m'"x^ + etc. ,
I — n X + /i X» — »*x3 •+■ etc. * '
de sorte qu'on aura
etc.
Ainsi la valeur de cTU s'exprime par la fonction P, au moyen de l'équation générale
J^U=:P + ^ cT'P - gl.J^«f*po.. + ^ <r'P-- etc.,
laquelle pourrait être continuée , suivant la même loi , aussi loin qu'on voudra.
6g6. L'ëquation par laquelle la fonction av se déduit de U, peut être représentée ainsi ,
«t.' = 2U /[icr+v/(i+i<r»)],
pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les puissances de J\ on change UJ^, UJ^', UJ*, etc., resi>cctivement, en cTU , J^U*, «T^U*»^, etc.
Au moyen de cette équation , on en peut former d'autres non moins remarquables.
Désignons par V (p^jct) ce que devient la fonction U ou U (9), lorsqu'au lieu de ^ on met ^ + î « ; alors on aura p = — ^ > ®^ ^'^ quation précédente donne
>'^(y^*) = 3u/[ij-n/(,4-icr-)].
Dans celle-ci mettons encore ^ + t ^ &u lieu de ç , nous aurons
diSérentiant de part et d'autre par rapporta 9, et observant que 17(^4* a) n'est autre chose que Li', on aura
ou en substituant dans le second membre la valeur de — , s Mettant dans celle-ci ^ — ot au lieu de ^ , on a enfin
Supposons donc qu'on ait 4^* [ » J^ + V^(i +i J^')] > °"
rJ^-i _£L4.i:i ^_i:ii« -^^etcY = J\. _ N'J^« + NV« — N'V» H- etc. j et la vraie valeur de ** ^j déduite de notre équation symbolique, sera
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«• J= cT^U» — NV^D*'* + N^cT^U^*^ — N'^'J^'C**^ + etc.
697. Rédproqoement on tirera de cette équation la valeur de ^'V* exprimée au moyen de la fonction donnée et^ ^ que nous désignerons par Q; cette valeur sera de la forme
cT^U* = Q -I- M'cNj^ + M"c^Q-« + WJ^C^^^ + etc. ,
dans laquelle les coefficiens M', I^^', M''', etc. , se déduisent des coefficiens K', W, W', etc., au moyen de l'équation
,-H^x+]SV-WV+ete:= ' +M'^+MV + M"'x' + etc.
On voit aussi que ces mêmes coefficiens pourraient se former par le quarré de la suite déjà connue , au moyen de l'équation
(i -hm'a: + ?rf'^» + m*"x^ +elc. )•= i +M'ar + M''ar* + M'''a:*+etc.
. On aura de cette manière ,
M' = -, M'' = — -4-, M"'=x:^, etc.; 12' 240' 60480' '
ce qui donne enfin
698. L'analyse précédente nous a conduits à deux formules très remarquables; l'une pour calculer la valeur de cTU par le moyen de la quantité connue P = ai^, où 1^ est ce que devient u , en mettant ^ + 7 ^ au lieu de ç ; l'autre pour calculer la valeur de J^*U' par le moyen de la quantité
Q. du ^^ S*
La première formule est
<rD = P + ^ J^-P- -gi^ J^^P.. + ^. J^'P-. - etc. , 1 et la loi générale de ses coefficiens est la même que celle de la suite
qui vient du développement de la fonction
T. II
la seconde formule est
la
JHQ..
J\«Q<>^__elc.,
a4o " *' "^ 60480 et la loi générale de ses coeffiàens est la même que celle de la suite
qui est le quarrc de la suite précédente i + -rJC — ggr ^ + etc. , ou
qui vient du développement de la fonction T*.
699. Les deux formules dont nous venons de parler fournissent deux méthodes différentes pour construire une Table des valeurs de l'intégrale V ssz fudp, correspondantes aux valeurs de 9, formant la progression o^ «, 2a, 3«, etc.
Suivant la première formule , il faut calculer les valeurs successives de la fonction donnée P = a(^, (^ étant ce que devient u lorsqu'au lieu de p on met ^ + î a. Par cette substitution , P est toujours regardé comme unefonction donnée de ^, qu'il faudra calcider pour chaque valeur de Ç comprise dans la Table. Ainsi pour les valeurs successives ^9 9 -|- a, ^-|~3^9 etc., on aura les valeurs correspondantes P^ P^? P'S etc., et ces valeurs étant portées dans la Table , chacune sur la même ligne horizontale que la valeur de ^ à laquelle elle correspond y on en déduira leurs différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes^ dont on fera autant de colonnes séparées , comme on le voit dans le tableau suivant :
J\4poo JN4po
poo
J^poo
J\.poo
J^jpoo
Ç — et
po
cTP»
J\.po
jvspo
«TP
cT'P
cT^P
cT'P'
«TP
jv.p»/
(p H- 3ei
pm
«TP'
Chaque colonne se forme de la précédente par soustraction , et renferme un terme de moins, de sorte qu'il faut que la colonne des P ait été prolongée jusqu'aux P*', pour que la différence J^^P puisse être connue et placée sur la ligne des ^ et P.
Lorsqu'on aura formé pour chaque valeur de la variable ^ , les quantités P, J^P, cT'P, cT'P , /*P, on en conclura pour la même variable ^, la
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valeur de la différence cTU, laquelle sera
J'U = P + -^ cT'P* — ^ cT^P- + etc.
700. 11 faudra faire altention aux indices qui affectent les différens termes de cetle formule , et en vertu desquels le J^'F^ doit être pris dans la ligne immédiatement au-dessus de celle où est F y le cT^P^^ une ligne encore au-dessus , et ainsi de suite.
En généra], l'intervalle « doit être pris assez petit pour que la suite précédente soit très convergente et qu'on n'ait besoin que de ses deux
premiers termes P + "T J^*P° J ^^ troisième — g-Z- cT^P" servira seulement
à diriger l'approximation pour savoir précisément sur combien de décimales on doit compter, et il faudra par conséquent que ce terme soit moindre qu'une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on veut s'arrêter dans la valeur de cTU.
Il pourra arriver cependant que dans quelques parties de la Table qu'on veut construire , le terme dont il s'agit soit d'une ou de plusieurs unités décimales du dernier ordre ^ alors il faudra en tenir compte, et juger de ce
qu'on néglige par le terme suivant de la série qui est -{- "TFTV"!; cT'P*****, ce
qui obligerait de prolonger la colonne des différences jusqu'au sixième rang.
701. Ayant fixé d'avance le nombre des décimales avec lequel on veut
exprimer les différences SV , on calculera -7 J^*P® en se bornant au nombre de décimales fixé « et négligeant le reste de la division par a4 i ™^^' pour plus d'exactitude, il sera bon de prendre toujours l'entier le plus approché du quotient, et de tenir compte du reste dans Topération suivante. Supposons, par exemple, que ^*P* divisé par :i49 donne le quotient (f et le reste r; alors dans l'opération suivante, pour former /U', on divisera J^*P + r par a4, ce qui donnera le quotient ç' et le reste r', et ainsi de suite. Cette manière d'opérer, dont nous avons fait l'épreuve, donne des résultats plus exacts et empêche les erreurs de se multiplier.
Nous distinguerons cette première méthode par le nom de Méthode des ordonnées moyennes j parce que l'ordonnée v qui sert à former l'auxiliaire P = av , répond à la variable ^ + t «, moyenne entre les deux valeurs consécutives (p et ^ + ^ ? elle suppose que la quantité P est calculée pour chaque valeur de ^ , avec une grande précision , et même avec une ou
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deux décimales de plus qu'on n'en veut avoir dans la valeur de U ; or la quantité P , peu différente de la différence première cTU, est souvent d'une grandeur telle qu'il faudrait la calculer par des Tables de l(^rithmes à dix décimales , ce qui rendrait les opérations fort longues. Si l'on se propose , par exemple , de calculer les fonctions elliptiques E et F avec dix décimales , et pour des amplitudes croissantes de demi-degré en demi-degré, les différences cTF, cTE devront être calculées avec douze décimales, et elles contiendront le plus souvent dix chiffres significatî&, ce qui exigera l'emploi de Ic^arithmes qui aient au moins dix décimales.
702. On pourra ordinairement obtenir des résultats aussi exacts et avec moins de peine , par le moyen de la fonction Q = a* ^i m^^ ^^^ ^ déterminer les différences secondes ^U. C'est l'objet de la seconde méthode que nous avons à exposer.
U &udra alors faire usage de la formule
et on prendra et assez petit pour que la suite se réduise sensiblement aux deux premiers termes , ce qui aura lieu si le troisième -j- J^^Q^ est partout moindre qu'une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on s'arrête dans le calcul des quantités J^*U.
On voit qu'en attribuant une valeur déterminée à ^, et prenant la quantité Q sur la même ligne, il faudra prendre S'^Q' sur la ligne supérieure
pour former la somme Q -j cT^Q*^; cette somme représentant J^*U^, devra être portée également sur la ligne supérieure qui répond à la variable Ç — et.
La colonne des cT'U étant ainsi formée , il restera à avoir la valeur de ^U correspondante à ^ = o, et c'est ce qu'on obtiendra immédiatement par la première formule. Au moyen de cette valeur et de la colonne des différences secondes , on formera la colonne des différences premières J^U , et de celle-ci on conclura de même par addition, les valeurs successives de U.
703. Cette seconde méthode sera en général d'une pratique plus facile que la première, parce que la fonction Q est beaucoup plus petite que P et n'a pas besoin d'être déterminée avec un aussi grand nombre de chif-
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fires 8ÎgDificati& , ce qui permettra d'employer pour ces calculs des Tables de Ic^arithmes moins étendues.
Cependant comme les erreurs des différences secondes s'accumulent suivant la pr(^ession des nombres triangulaires , dans les résultats qu'on en déduit pour les fonctions principales , il faudra en général exprimer les quantités Q avec une décimale de plus que les quantités P; il Êiudra aussi, dans le cours de l'opération , calculer directement à des intervalles déterminés, la différence première J^U, afin de vérifier et de pouvoir corriger les résultats produits par les différences secondes.
Nous donnerons ci -après quelques autres préceptes pour tirer de ces méthodes le plus grand degré d'approximation qu'elles peuvent offrir. Nous n'ajouterons ici que le tableau de l'opération qu'il faut exécuter pour ajouter un terme à la colonne des U.
704* Yoici , dans la première méthode , le tableau figuré de l'état où le calcul est resté, après avoir trouyé la valeur de la fonction U qui répond à la variable 9.
Variable.
Fonction.
Diff. I.
Auxiliaire.
Diff. I.
^ — • aa
IjOOO XJOO
J\U.oo
«TU
pooo
poo
po
JVpoee JVpoo
«TP
l\,pOOO
J\.poo
«TU
«TP
Dans ce dernier état, les colonnes sont terminées, comme les barres l'indiquent, par les termes ^, U, S{i% P, <rP, «T'P^*. Pour aller plus loin, il faut calculer l'auxiliaire P' ou ai/ qui répond à la variable ^-f* a; connaissant P', on formera dans les colonnes suivantes les termes J^P, J^P^;
d'où l'on tirera «TU = P + ^ cf»P% et ensuite U' = U + eTU, ce qui
ajoutera un terme à toutes les colonnes.
705. Nous avons supposé que le troisième terme — g-g- ^V^ est négli*
geable dans la valeur de cTU; s'il fallait en tenir compte, la colonne des P et les colonnes suivantes devraient être avancées d'un terme de plus , pour qu'on pût connaitre la différence S"^^^ qui entre dans la valeur de J'Xy'. Yoici donc quel serait alors le dernier état du calcul , après av(nr déterminé cTU* et U.
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Variable.
Fonction.
Diff. I.
Auxiliaire.
DifiP. I.
jvpooo J\poo
«TP
TJooo XJoo
JV^JOGO
«TU
«TU
pooo
poo
po
JVaDooo J«.poo
JVSpooo JVSpoo
JUpeo*
J^po.
cT't»
cTU
«TF
Pour ajouter un terme au-dessous des barres qui marquent le dernier éts des choses , il faut commencer par calculer l'auxiliaire V" = aep'' qui ri pond à la variable 9+201; connaissant V" ^ on formera les différence cTP' , /'P, cT'P* , «r*P**, au moyen desquelles on connaîtra
cTU = P + ^ cT^P — 5^ cT^P-, et ensuite U' =:U + cTU.
706. La marche de l'opération est à peu près semblable dans la second méthode. Supposons d'abord qu'on s'est assuré que les cT^Q sont négligea
blés et qu'ainsi on a , avec une exactitude suffisante , J^*U* ss Q + — ef HJ
on pourra représenter comme il suit l'état des choses , lorsque le calcul été conduit jusqu'au terme cT'U** qui fait connaître cTU^ et ensuite U.
Variable.
Fonction.
Diff. I.
Auxiliaire.
DiC I.
Uooo Uoo
JVUooo
«ru»»
«ru»
JN.IJOOO
QOOO
Qoo QO
JVQooo
JV.QOOO
TH
«ru
Pour aller plus loin , il faut calculer l'auxiliaire Q' égale à ce que de
vient la fonction a* ^ en y substituant (p -{- cl an lieu de 9; connaissai
(y, on connaîtra cTQ, J'H^ et J^'U«; enfin au moyen de «T'U**, on cor naîtra J^U etU^ ce qui ajoutera un nouveau terme à toutes les colonne
707. S'il fallait avoir égard aux quatrièmes différences, on ajouterait u terme de plus à la colonne des quantités Q et aux colonnes suivante Voici alors quel serait le dernier état des choses, lorsqu'on est parvenu à di
terminer U au moyen de la valeur cT'U- = Q* + ^ eT'Q^ — i*'^*^***-
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Variable.
• Fonction. DifF. I.
Auxiliaire.
Diff. I.
JNtQOOO
JVÏQOO.
TJoo»
JVUOOO
Qooo
JNQOOO
J'iQooo
f — aa
XJoo
«ru~
<r»ij~
QOO
JVïQOO
f — et
<ru«
Qo
«TQ»
«TQ
Pour aller plus loin , on calculera l'auxiliaire Q'' qui répond à la variable Ç + aa; on en déduira les diflërences successives J^'^ J^*Q, cT^Q®, J^*Q***,
J^AQpo
en-
au moyen desquelles on connaîtra S^V = QH J^*Q° -
suite cTU et Ij% ce qui ajoutera un terme à toutes les colonnes.
Dans cette méthode , on ne néglige que les différences o^Q , lesquelles sont de Tordre atVp puisque Q est de l'ordre a* ; on pourra donc fixer- a priori le nombre de décimales qu^on devra admettre dans l'expression des fonctions U; mais nous avons déjà fait observer que les erreurs sur les différences secondes se multiplient comme les nombres triangulaires ; ainsi il Ëiudra se procurer, à des intervalles déterminés, des valeurs exactes de la fonction principale U ou de sa différence première cTU, afin de connaître et de corriger les petites erreurs qui auraient pu s'accumuler par le progrès des opérations.
708. Les deux méthodes que nous venons d'exposer sont en général très propres à remplir l'objet qui était proposé de construire une Table des valeurs de l'intégrale U=yWip; elles ont l'une et l'autre des avantages et des inconvéniens qu'il faudra balancer lorsqu'il s'agira de les appliquer à un objet déterminé. Nous remarquerons ici que la seconde de ces méthodes peut avoir une application particulière et fort utile, s'il s'agit en effet de construire une Table des valeurs de la fonction U » d'après la seule connaissance du coeflicient différentiel du second ordre ^-7 = u, en sorte qu'on ait U = JJud^^ ; le problème se résoudra immédiatement par la
formule cT^U^ =. Q +^ cT'Q* — ^cTHÎ^^ +6^ ^'^''* "" ^*^' ^^ ''^" ^ Q = a*«.
L'usage de cette formule suppose que l'on connaît à l'origine de l'intégrale les valeurs de U et de /U; ces deux données suffiront pour calculer la série entière des valeurs de U ; et si l'on a besoin dans cet intervalle ,
de l'on des cœfliciens différentiels ^, on le calculera par la formule ordinaire
a^ercTU— ier-U + icT'U — ij^U+etc.
709. Si l'on proposait ultérieurement de former une Table des valeurs de la fonction U, en connaissant seulement le coefficient différentiel du
3* ordre 3-3- s=: u, en sorte qu'on eût U = f^ud^^j u étant une simple
fonction de ^, la solution se déduirait aisément de la même analyse que nous avons suivie dans Fart. 696. Soit pour cet effet 1^ ce que devient la fonction donnée u , lorsqu'on y met ^ + i ^ 9 au lieu de ^, on trouvera
a^ç t= eT'U* — A'cT^U^ -f- A^'cT'U^ — A^'cT'U^ + etc. ,
les coefficiens A/, V, k'^y etc. , étant les mêmes qu'on déduirait de l'équation identique ^
Soit donc a'f^ = R ; et de l'équation précédente on déduira
J^'U- = R + i /-R- - ^ c^R- + ^. «T'Ro- - etc. ,
la loi des coefficiens étant la même que donnerait le développement de
Au moyen de la formule précédente, il suffit de connaître à l'origine de l'intégrale les valeurs de U, J^U, J^'U, ou ce qui revient au même , les trois premiers termes de la série U, U\ U'', et on formera la série entière des valeurs de l'intégrale U=y^iidip*.
710. U résulte encore de la même analyse qu'étant donné le coefficient
différentiel du quatrième ordre ^ = u, si l'on fait a^u ss S , on aura la formule
J^4U- = S + 1 cf*S« î- cl^- + T^To J^'S*^ — etc.,
au moyen de laquelle on pourra calculer la série entière des valeurs de l'intégrale U = /''^tte^^ , pourvu qu'on connaisse les quatre premiers termes de cette série U, U', U'', U^, ou ce qui revient au même, les quatre quantités U, J'U, cT-U, cT'U.
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On a vu dans les art. 704 et suivans comment les calculs doivent être disposés pour former graduellement la série des auxiliaires et celle des fonctions. Pour éviter à cet égard tout embarras, voici comment on mettra en usage la dernière formule
cT^U** = S + ^ J^*S» — etc.
La valeur de S étant donnée en fonction de ^ , on pourra calculer préalablement , avec telle étendue qu'on voudra , la suite des quantités S y tant dans le sens des variables croissantes ^, ^-|-a, ^ -|- ac^, etc., à partir de la première valeur de ^^ que dans le sens contraire ^ •— a, ^ — 2«, etc. , s'il est nécessaire. Avec ces valeurs et leurs différences successives, prolongées jusqu'à ce qu'elles puissent être négligées, on formera autant de lignes qu'on voudra , telles que les suivantes :
S» , «TS* , «T'S» , cT'S» , «f «S» , etc.
S , «TS , «T'S , J"S , J^S , etc.
S' , /S' , «T'S' , J^'S' , cT+S' , etc.
S", «TS", cT'S", «r»S", «T^S", etc.
Cela posé, puisqu'on a en général
J^U = S" + g «T'S' -,^S + 7-^. «T'S» — etc.
( valeur qui se réduira le plus souvent aux trois premiers termes ) ; on voit que pour chaque valeur de ^ , la Table des quantités S donnera immédiatement la valeur de cT^U, laquelle jointe aux valeurs connues de U, cTU, J^U , J^U , servira à former dans la ligne inférieure les termes U' , cTU' ,
Calculant de même la valeur suivante de /^U , qui est cT^U'f, on formera une nouvelle ligne U', cTU'', J^U*, J^'U', et ainsi jusqu'à la limite de la Table qu'on veut construire.
On voit que pour êiv& en état de calculer le terme J^^U qui sert à trouver U'^, il suffira d'avoir avancé la série des S jusqu'au terme S*^ qui sert à trouver el^S, en supposant du moins que la. valeur de J^^JJ soit exprimée d'une manière suffisamment exacte par les trois premiers termes de la formule. Ainsi , dans les cas les plus ordinaires , la série des S ne devra pas être prolongée au-delà de la valeur de ^, où doit se terminer la Table; dans ces mêmes cas où l'on n'a point égard au quatrième terme de la formule contenant J^'S^, le calcul des quantités S ne devra être fidt qu'à
compter de la pramière valeur de Çj puisque les quantités précédentes S^^ S^ j etc. y ne seraient d'aucun usage.
711. Il ne sera pas inutile de réunir ici , sous un même point de vue, les difierentes formules que nous ayons trouvées , pour former une Table des valeurs de l'intégrale U, lorsqu'on suppose connu y en fonction de la
seule variable ^ , l'un des coefiiciens différentiels ^ , -^ y -^ , ^ ;
voici ces formules où nous avons constamment désigné par P l'auxiliaire qui doit être employée dans chaque cas.
Soit i\ l'int^rale U s/W^; on fera P = ai^, v étant ce que devient la fonction donnée u , en mettant ^ -{- ^ a à la place de ç y et on aura la formule
-^U = p + ^ J^-P<^ - g^ cM- + -|i, cT'P- - etc.
Soit a^. l'intégrale U =±//^udç* ; on fera P := a^u , et l'on aura la for^ mule
eT'U* = P H- i- J^P — 4- J^^P** + c^ cf«P>oo— etc;
Soit 3*. l'intégrale U = J^ud^^y on fera F = m^i^ , f^ étant ce que de-^ vient u , en mettant ^ + 7 ^ au lieu de ^ , et on aura
tr»U*= P + i cf*P* L cT^P-o + -^^ J^«pooo _ etc.
Soit 4** l'intégrale U s f^ud^ , on fera P = a^u , et l'on aura
cmjoo = P^.^cr*F> Lcr4poo^^iL.JN6p-_etc.
U serait Ëicile de prolonger à volonté la suite de ces formules, en observant la loi qu'-elles suivent et qu'on démontre généralement par l'analyse ^ n^ 6g6. Ainsi pour Fintégrale U = f^ud^^y on ferait l'auxiliaire P = A^^ y et on aurait la formule
J>5uoo = P + J- JN*po _ ^ J^^po. + etc. ; pour l'intégrale U ss/W^^, on ferait P = afuy et l'on aurait la formule
cTnj*^ = p + ^ cT^P* — T^ cT^P" + etc. ,
ainsi des autres.
Quant à la Idi des coeffîciens, elle est la même que celle qui résukerût du développement de la puîssaace
CHAPITRE m. 5g
A désignant l'ordre de l'intégrale proposée U = f^ud^^.
71a. U serait à désirer qu'on pût calculer par des procédés semblables €t avec des suites aussi convergentes, les valeurs successives d'une fonction
U donnée par une équation différentielle du premier ordre -tt =
fonct. (Uy ^), ou même par une équation différentielle d'un ordre plus âevé. Ce problème est de la même nature que ceux qjiii concernent les intégrales simples ou multiples ; mais sa résolution offre beaucoup plus de difficultés, et jusqu'à présent nous ne voyons d'autre moyen d'y parvenir que la formule de Taylor
qui sert li calculer la différence finie d'une fonction par le moyen des coefficiens différentiels successifs de cette fonction.
Si l'équation est du premier ordre , le premier coefficient -nr* sera donné
en fonction de U et de 9, et les suivans -^) ^9 etc., s'en déduiront par
la différentiation. On pourra donc, d'une valeur donnée de U correspondante à 9 = e , déduire la valeur suivante U' =: U -f~ ^U , correspondante à ^ = e *)- A, et ainsi successivement. 71 3. Si l'équation est différentielle du second ordre , alors faisant. ...
^ s= li, le coefficient ^-j^ sera une fonction donnée de i^ et de ^ ; on en dé-
diura par la différentiation les valeurs des coefficiens suivans nn^, ^j> , etc. ,
exprimées semblablement en fonctions de u et de 9.
Connaissant donc les premières valeurs de U et de u qui répondent par exemple à 9 = e , on trouvera les valeurs suivantes de 13 et de 11 qui répondent à ^ = e -f~ ^ 9 siu moyen des formules
dM . «5 <PV
J^U = «« + -. -cr + -5 . :32r + etc. ,
du __*.-j^v-r- • -^ ■»■ î3 • ^ "*■ "*^* '
d'où Ton déduira U' = U + ^U , u' = u -f" <^u- Par ces nouvdles valeurs de U et de u qui répondent à ^ = e + '; on trouvera semblablement les valeurs suivantes (jui répondent à^ =b e -f^ 3« , et ainai snccessivemenfr
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jusqu'à la fin de la Table. Mais ces calculs qu'on doit faire ainsi pas à pas pour que le résultat en soit plus exact , sont très longs et très difficultueux.
Il serait d'autant plus utile de perfectionner ces méthodes en rendant les suites plus convei^ntes, que la réduction en Tables est la seule ressource qui reste pour évaluer les fonctions déterminées par des équations diSerentielles qu'on ne peut int^er exactement; et peut-être n^ a-t-U pas d'autre moyen de résoudre les grandes difficultés que présente la théorie des perturbations. des planètes , lorsque le développement en série ne peut pas avoir lieu , ou lorsqu'il offrirait un trop grand nombre de termes qui ne pourraient être négligés.
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CHAPITRE IV
Application des méthodes précédentes à la construction de
la Table II.
71 4- J: ouR expliquer plus clairement l'usage de nos formules, nous les appliquerons au calcul de la Table des fonctions E pour le module c = sin 4^'', qui se présente le plus fréquemment dans les applications. Nous
supposerons en même temps qu'on fait a = à un demi -degré = ^- ,
c'est-à-dire que la Table des fonctions E ou des intégrales fLd^ doit être construite pour toutes les valeurs de ^ , de demi-degré en demi-d^ré , depuis 0** jusqu'à 90*.
Des deux méthodes que nous avons données pour construire une semblable Table , nous choisirons celle qui sert à calculer les différences secondes de la fonction E par le moyen d'une auxiliaire
Q=a>^ = — i ^«V*-^, d'où l'on déduit
er-E* = Q+-sVcr*Q^
Cette valeur suppose que le terme suivant de la série , contenant cT^^ ^
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est négligeable; or, c'est ce qui a lieu dans le cas présent^ et ce qui aura toujours lieu à Fégard de la fonction E , à moins que les quantités c et sin ^ ne soient toutes deux très rapprochées de l'unité.
71 5. Pour calculer les valeurs successives de Q, soit £ = ^ c'a*, et soit A un angle déterminé par la valeur sin A = £; sin ^ , on aura A = cos A , et en omettant le signe de Q,
• ^ C sin a^
dans l'exemple proposé , on aura ff = ;J a' = (—) , et
logff = 5.27963 474^'
Nous nous proposons de calculer jusqu'à douze décimales les valeurs de E; alors les quantités Q auront huit chiffres significatifs au plus, de sorte qu'elles pourront être calculées par les Tables de logarithmes à dix décimales, qu'on réduira à huit, et même quelquefois par les Tables à sept décimales seulement. L'opération principale, pour avoir logQ, est de déduire log cos A de la valeur connue de log sin A ; il suflira le plus souvent , pour cet objet , de tenir compte des premières différences données par les Tables, dans l'hypothèse de huit décimales seulement. Soit A la différence qui répond à /sin a, et B la différence qui répond à /cos a, a étant l'angle de la Table , immédiatement plus petit que A ; si l'on fait
/sin A =1 /sin a + r , on aura /cos A = /cos a — ■^.
Cette formule sera suffisante presque dans tous les cas, et le calcul n'en sera pas bien compliqué , parce que les différences B et A , ainsi que r , peuvent être prises en bornant les logarithmes à huit décimales.
Cependant si on voulait calculer / cos A de manière que le résultat fût exact jusqu'à la dixième ou la douzième décimale , voici le moyen qu'on pourrait employer.
Soit a l'angle de la Table qui approche le plus de l'angle A, et supposons qu'on ait à la fois
/ sin A = / sin a db r, / cos A =s / cos a =p Rj
il s'agit de trouver la différence R par le moyen de la différence donnée r-y. pour cela on aura la formule
ou
logRslog (r tang* a) db (r + r tang* a).
716. Les règles précédentes pour calcufer log Q, a'appliquent à toutes
les valeurs de 9 dans l'exemple proposé, parce qu'on aura toujours
tang a < I ; mais si c et sin p étaient tous deux très procbes de Fnnité, tangn pourrait devenir très grand, et il fiiudrait employer un autre moyen pour calculer la valeur de A qui fiiit connaître celle de l'auxiliaire Q.
Alors A devra être mis sous la forme A = t/(i' + ^' cos' ^) , et si on prend /jl tel qu'on ait
m tang^ss ^^^:= tang0 cos 9, il en résultera A s= , et de la Q :is > sin a^ cosm, en faisant
y = ^r~9 ^^^^ l'exemple proposé, on aura
log> = 5.43oi4 97464.
Il s'agit donc , pour avoir Q, de déduire Jog cos /x de la valeur connue de log tang /ea; c'est ce qu'on peut (aire, comme ci-dessus^ avec une exactitude presque toujours suffisante, par le moyen des différences premières qm répondent à log cos fc et log tang fi. Si on veut obtenir une plus grande précision, soit a l'angle de la Table le plus approché de f^j si l'on &it à la fois
l tang /Ei = / tang ndbr, /cos/Ei = Zco8a=f=R, on déduira la différence R de la différence connue r, par la formule
R ^ r sin'a ( i =b Mr cos* a),
ou
logR =1(^ (rsin*a)d=r=f=rsin* a.
Cette manière de calculer / cos fi qui fait connaître A et Q , n'est sujette à aucune exception ; elle peut être employée dans toute l'étendue des Ta^- Mes qu'on veut construire , quels que soient les angles 0 et ^ ; en efièt, on voit que l'angle /ti qui est 6 lorsque 9 =: o , diminue continuellement à mesure que (p augmente, et finit par être nul lorsque Ç =3 go"".
717. Par la formule Q = > sin 29 cos /t, on voit que l'auxiliaire Q est nulle aux deux limites de la Table , savoir , lorsque 9 = o et lorsque 9 ss 90* ; il y a donc entre oes deux points une valeur de Q qui est un maxi-
mum ; ce nuucimum se détermine par l'équation tang 9 =s i/— 7 = \/\
( c'est le point remarquable où l'on a F^ s= ^ F* ) ; alors Q = ^—ttî • Dan* le cas de 0 = 4^"* que nous avons pris pour exemple , on trouve le maxi-
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nuun Q = o. 00003 a3o5o 94 9 il répond à l'amplitude (p = 49"* S6' à peu près.
Pour la fonction F on a l'auxiliaire Q p= >' sin 2(p cos' /jl y en faisant pour
abr^er y = ^; elle s'évanouit encore aux limites f = o, Ç = qo"", et
son maximum a lieu lorsque tang* ^ = tang*6 H- l^( ^ H~ tang*0»f-tang^6). Dans le cas de 6 = 45*, on a tang*^=: 1 + v^3, ou à peu près ^ = 58* 5o' , ce qui donne le maximum Q = o.oooo3 34o8a 54-
718. Ycnci deux exemples du calcul de l'auxiliaire Q relative à la fonction E 9 que nous résoudrons chacun par les deux méthodes que nous avons exposées.
Soit I*. (p = 33^ 3o' 3 suivant la première méthode , on fera le calcul comme il suit , en supposant toujours c = sin 45"*.
Z sin A = Z sin a — r c... 9*84948 5oo3!i cos a... 9.9641 1 53965
sin 9... 9.74188 9497' ^ + 12845
sin A. • • 9*59137 4499^ ^^^ A • . • 9.9641 1 66810
sinn... 9.59138 16478 €... 5. 37963 47486
r. • . 4*85421 49 sina^... 9.96403 60827
tang^fl... 9,25453 25 logQ= 5.27954 4i5o3
Z(r tangua) = 4*10874 74 Q= o.ooooi 90346 18
r... — 71,5 ;• tang' a. . . — 12.8
logR = 4*10873 90 Far les formules de la seconde méthode, on procédera ainsi : tang/EA... 9.92II0 65899 cos a... 9.88536 35668
tanga... 9.92111 8i8i3 R -f- 47^44
r s= — • I 15914 cos)t4... 9.88536 832i2
y... 5.43014 97464 r. . . 5»o64i3 6 sin2^... 9.96402 60827
sin-fl. . . g.Gif^g^ 4 log Q = 5.27954 4i5o3
/(rsin*fl) = 4»677io o Q = o.ooooi 90346 18
r — rsin*ii.,. 7
logR = 4*67709 3
/ sin A = / sin a
cosa, .
cos X. .
Supposons 2^ , ^ = 70'' ; le calcul fait par la première métliode donnera les résultats suivans :
c. .. g. 84948 5ooa3 sin ^. . . 9^97398 58164
sinA..* 9.821247 08186 sina... 9.82247 52805
r... ^•649520 tangua... 9*897943
Z(r tang-^ï) = 4-547463
rtang*a... — 3.5
log R = 4.547455
Far la seconde méthode on trouvera ce qui siut :
l tang /x = / tang n + /• tang /Et. . . 9.53405 16846 tang a . .. 9 . 534o2 2828 1
sin 2^.
logQ
Q = o.ooooi 63755 i5
cos a. . . 9.97598 07553 R... 30219
r. . • 5.46024 36 sin^a. .. 9.02000 72
Z(rsin^a) = 4*48o25 08 r "^ r sin^ a. . . 2 59
logR =
cosA*--. 9»97597 77^34 ^.•. 5.43014 97464
sin 2^. . . 9.80806 ^4967
logQ = 5.21419 49765 Q = o.ooooi 63755 i5
On voit que ces deux méthodes s'accordent parfaitement. Les calculs ont été feats avec la même précision que si on volilait avoir la valeur de Q exacte jusqu'à la quatorzième décimale; on pourra donc les faire avec deux décimales de moins, lorsqu'on ne voudra avoir que douze décimales exactes.
719. Il est facile, par les moyens indiqués, de former la colonne des auxiliaires Q et celles de leurs différences premières et secondes , lesquelles serviront à former la colonne des différences secondes ^^E, d'après la formule
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cT^E* = Q + ^ cTKÎ^.
Mais pour avoir les difl^ences premières ^E y et ensuite les fondions E dles-mâmes , il &ut connaître le premier terme J^Eo qui répond i f es o ; et œ premier terme est la même chose que Ect , puisqu'on a Eo ss o.
Or la quantité A = |/(i — c* sin* 9) étant développée en série, on ai tire f/id^ ou
E (?) = ? — î c* /d(p sin* (p — ^4 ^/^ sin^ ^ — etc. Soit sin ^ = X, on aura
Ces suites sont très convergentes lorsque x est très petit ; si on &it donc
^ = A = ^, on aura les valeurs suivantes, exactes jusqu'à la quinzième, décimale :
E(a) = A — ic*(3.3454i 42464) — 4 c*(9.oo5a5 11), F(a) = «tH-^c*(3. 34541 42464) + ! c* (9.00535 II).
Les nombres en parenthèses désignent les logarithmes des coeffidens, et la
caractéristique g , qu'on voit dans le troisième terme , indique une firaction décimale dont le premier chifiBre significatif est au onzième rang. On a d'ailleurs
720. G)nnaissant ainsi Ëa qui est la même chose que J^Eo, on pourra , comme nous l'avons dit , construire la Table dans son entier au moyen de la formule J^^E^ == Q + ^^ J^H2^. Mais pour empêcher, autant qu'il est possible , les erreurs dues au terme — J^*Q° de s'accumuler , nous avons tenu compte des restes que donne la division de /*Q^ par 12.
Pour cela nous avons joint à la colonne des secondes différences J^ , une autre colonne contenant deux nombres que nous désignons par q et r, et dont voici l'usage. Soit r^ le terme qui précède r, et supposons qu'en divisant J^K2 -f- r^ par 12, le quotient soit q et le reste r, on fisra constamment J'^E = Q' -(- ^ , ou dans la ligne précédente , J^^E* = Q 4- ^*
72 1 . Nous joignons ici la série entière des calculs fidts d'après ces principes , pour obtenir , dans le cas de c s= sin 45* , les valeurs de la E^ correspondantes à tous les degrés et demi-degrés de l'amplitude ^.
On peut observer que pour les mêmes valeurs de c et de (p^ l'auxiliaire
qui est Q pour la fonction E, devient^ pour la fonction F; d'ailleurs A
est toujours donne par l'opëration même qui sert à trouver .Q, puisqWon
a dans la première méthode A ^ cos A y et dans la seconde A = .
Ainsi, en construisant la Table des fonctions E pour un module donné ^ on peut construire simultanément la Table des fonctions F qui se rapporte au même module.
Comme le mode de procéder est le même dans l'une et l'autre Table , nous n'avons pas cru devoir joindre ici la Table particulière qai oonœme la fonction F, d'autant que cette Table et celle des fonctions E , ont besoin d'une dernière rectification qui leur donne toute l'exactitude dont elles sont susceptibles.
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* 733. Noos avons déjà dit que, pour remédier à raccumulatlon des erreurs qui' peut résulter de la méthode précédente, il était nécessaire de calccder par les formules rigoureuses , les valeurs de la fonction qui corres-. pondent à quelques-unes des valeurs de la variable ^. On aurait pâ , pour œt objet, ,se. bwner aux quatre valeurs qui terminent les quatre parties de laT9J>le, savoir, ^sssa*-^, 9 = 45'', .^ = 67^7, ^ = 90^, mais nous y en avons joint trois autres , et voici les erreurs en plus qui se $ont tnmvées dans les résultats de notre Table. •
y«riable.(p....... a?*i, a6, 45y 4gi, 67I, 70^, 90.
Erreur surE(9)... +62, H-gS, + 173, -f- i85, + 222, + 227, + 220.
n s'agit maintenant de corriger les erreurs de tous les termes de la Table, d'après les erreurs connues de ces sept termes; et le principe auquel il fiiut s'attacher dans cette opération délicate , est d'altérer le moins qu'il est possible les difiPérences premières de la fonction, parce que ces différences, fèDe^ qu'elles sont portées dans la Table , sont nécessairement très approchées des différences exactes.
On pourrait aisément construire des formules algébriques qui embrasseraient une certaine étendue de termes , dans l'interpolation des erreurs ; nuds l'usage de ces formules serait pénible et souvent peu exact.' Il nous a pimi plus .simple • de fiiire l'interpolation à vue , en s'écartant le moins qa'il est possible de l'ordre linéaire indiqué successivement par les côtés da polygone dont les angles sont les extrémités des ordonnées qui représentent les erreurs connues. L'in^alité dans la distribution de9 erreurs sur un même côté, n'aura pour objet que de rendre moins inégales les diffîrences en passant d'un côté à l'autre ; et les anomalies à cet ^ard ne pourront jamab être bien considérables, parce que la méthode suivie pour la construction de la Table, est de nature à ne permettre aux erreurs de se multiplier que par des degrés presqu'insensibles.
7^3. C'est par ces procédés qu'on a rectifié la Table des fonctions E , et en y joignant celle des fonctions F , composée et rectifiée semblablement^.on a formé la Table II ci-après, qui servira à trouver jusqu'à douze décimales, les valeurs des fonctions F et E pour toute valeur de l'ami^itude ^ , lorsque l'angle du module est de 45^* Elle servirait aussi à fidre l'opération inverse , c'est-à-dire à trouver l'amplitude , lorsque l'une
des fcmctions est donnée.
- Qn voit Qssex.par jle^ opérations dont noi^s avons donné le détail, qu'on ne jpeat répondre de l'exactitude de la douzième décimale , et que même
la (Minème pourrait y dans quelques cas y être en erreur d'une ou de deux unitës ; mais au mcmis on pourra toujours compter sur Pexactitude de la dixième décimale, et l'emploi des deux autres dans les calculs d'interpolation /garantira les résultats de toute erreur sur la dixième décinuda. Si on n'a besoin que de sept décimales exactes dans le résultat j il suffirad'en admettre huit dans les calculs d'interpolation , ce qui les simplifier» beaucoup.
CHAPITRE V
Examen de quelques questions sur les meilleurs moyens ée former un sysùme complet de Tables elliptiques.
7a4* AlAiifTEirANT, pour avoir un système complet de Tables elliptiques , Û ne s'agit que de construire par les mêmes méthodes, des Tables parti* culières analogues à la Table II , qui répondront k tous les angles du module de demi^egré en demi-degré. On aurait ainsi une suite de TaUes^ OHi tenant les valeurs des fonctions F et E pour chaque demi- degré de l'amplitude et de l'angle du module, calculées jusqu'à douze décimales.
Dans le recuôl dont nous parlons, la première Table particulière, celle qui répond à l'angle du module 0 =s o, n'exige aucun calcul, puisqu'ayant alors F =s E = 9 , il ne s'agira que de mettre à côté de chaque amplitude 9, la longueur absolue de l'arc; il ne sera pas même nécessaire d'y joindre les différences premières , puisqu'elles sont, constantes.
La dernière des Tables partictdières est celle qui répond an modnle c = I ou â Fangle du module égal à 90''; elle se construira d'une manière très facile au moyen des Tables connues , puisqu'alors cm a E (^) s= rin ^ et F (<p) = log tang ( 45* + 7 f )• Les Tables III et lY ci-après sont destinées à représenter ces fonctions.
7a5. La Table m offre les nnus naturels et leurs logarithmes pour chaque quart de degré du quadrant, savoir, les sinus naturels exprimés avec quinze décimales , et leurs logarithmes avec quatorse seulement. Us sont
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tires les ons et les autres de la Trigon. Britan. de Briggs, publiée après la mort de cet auteur, par Gellibaànd, seul ouvrage où l'on trouve un aussi grand nombre de décimales ; car le Thésaurus Mathematicus de Pi- Tiscus , ne donne les sinus naturels qu'avec quatorze décimales. Nous avons cru que cette Table serait utile, ne fût-ce que pour mettre le lecteur à portée de vérifier par lui-même , et sans le secours d'un livre qui devient chaque jour plus rare , les calculs que nous avons développés dans différens endroits de cet ouvrage , et surtout ceux qui se rapportent à la Table des fonctions complètes.
La Table lY donne les logarithmes hyperboliques de taug ( 4^^+? ^)9 pour toutes les valeurs de ^ , de demi-d^;ré en demi-degré ; ces logarith* mes sont en même temps les valeurs de la fonction F^ , lorsque le module est égal à l'unité, ou lorsque l'angle du module est de gol^.
Connaissant , par la Table III , les logarithmes vulgaires de tang . • (45* *h 7 9) 9 îl ^ ^^ ^^ lÉultiplier ceux-ci par le module M = a . 3o35 , etc., pour avoir les Ic^rithmes contenus dans la Table IV.
Enfin nous avons cru faire plaisir aux calculateurs en ajoutant k ce petit recueil, la Table Y extraite des grandes Tables du cadastre , où Ton trouvera les logarithmes à dix-neuf décimales pour tous les nombres impairs de II 63 à i5oi , et pour tous les nombres premiers de i5oo à loooo.
736. La Table lY , dans laquelle nous avons inséré les dlfi^érences sucoesùves de la fonction , autant que le format a pu le permettre, fisiit voir que ces différences décroissent d'une manière très lente , lorsque l'amplitude ^ approche de 90^. Alors l'interpolation de la Table devient très difficile, ou ne donne qu'une approximation insuffisante; mais il e^t inutile de s'occuper de cette interpolation dans le cas de la Table lY, parce qu'on a d'ailleurs assez de moyens de déterminer avec toute la. précision nécessaire le \og. hyperbolique de tang (45* + 7^) > quelque soit Ç.
L'interpolation présentera de semblables difficultés, mais à un moindre degré , dans les Tables particulières dressées pour des modules dont les angles différent peu de l'angle droit J il y aura alors une partie plus ou moins étendue de chaque Table , celle qui répond aux plus grandes valeurs de ^, dans laquelle les interpolations exigeront un calcul plus long; nais cet inconvénient ne se fera guère sentir qu'à compter de l'angle du module 0 = 70'', et seulement pour des valeurs de ç non moindres que 70 ou 75^. On remarquera au reste que les simples Tables de logarithmes des nombres et des sinus , sont sujettes à un pareil inconvénient , vers leur T. II. • 10
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eonunencenient 9 et que celles des logaidtbmes des iaugéntes le soot an eommeBoemfiDt et à U fin , lorsque Tangk .approche - de 90^.
Il serait superflu de padev ici de la double înterpolatioii que I'od aurait à &ire selon les diverses .valeurs des angles 0 et f , lorsque le système de Tables dont nous avons parlé sera exéoulé, ou, ee qui revient au même ^ loffs^'on aura une TaUe â double entrée contenant les valeurs des Ibnctaons £ et F, pour toutes les valeurs des angles 9 et ^, de denii -degré en demi-degré. Mais il y a d'autres questions qui oonoernent la oonstructioD de la Table elle-même , et qui méritent d'être discutées.
737. On peut d'abord observer que l'interpolation est en général plus facile & l'égard des fonctions E qu'à l'yard des fonctions F ; et si on se rappelle que toute foni^tion F peut s'exprimer exactement par la fonction £ et une autre fonction de même nature, on en conclura qu'à la rigueur QU* pourrait se contenter de construire If Table, des fonctions £ ^ laquelle présentera toujours plus de facilités et moins dcfecas d'exception , dans lesi calculs d'interpolatioq. Cette observation réduirait presqu'à moitié le calcgl des Tables elliptiques, et ce calcul deviendrait surtout d'une exécution assez &cile , si on ne voulait avoir les fonctions E qu'avec sept décimales exactes.
Mais, d'un autre côté^ les fonctions F étant plus simples analytiquement que les fonctions E, il y a quelque inconvénient à déduire la fi[)nction la plus simple F ou F (c, ^) de deux fonctions plus composées ^(^f ^) 1 ^(^^9 ^^)* ^^ inconvénient n'est pas simplement idéal, il se fait sentir encore par la complication qu'il entraîne dans les calculs, puisque la détermination de la fonction E (c% (p^) suppose qu'on a calculé de nouveaux élémens c^, ^^, qu'on peut bien déduire trigonométriquement des élémens donnés c , 9 , mais qui rendent le calcul plus long et plus difficultueux.
728. Il faut observer de plus que quand on détermine la fonction F, soit au moyen des deux fonctions E (c, ^) , E (c*, Ç'), soit au moyen des deux fonctions E(c, ^), E (c', ^'), ce qui se fait par l'une ou l'autre des formules
iF(c, (p) = i(i+*)E(c%^*)— E(c,(p) + i(i— i)sin(po, iAT(c,(p)=E(c, (p) — (i + c)E(c',(p') + ^sinÇj
les erreurs sur les fonctions E se trouvent notablement augmentées dans l!expression de F, à cause de la petitesse du diviseur b dans une formule , ou î ^ dans l'autre; de sorte qu'on ne pourra se flatter d'obtenir la fonction F avec la même précision que les Tables donnent les fonctions E.
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Enfin , dès ^'und fois on aura dédâit des données c , f , les noaveaux éUmens c^^ f* ou </, 9% il n'en coùterfi guère davantiig^ pour oonliniMr les suites Cy <f ^ d' ^ etc., et .f ^ ^% ^'^ été., }UB({u'au troistètne ferme en«viron , comme cela est nëcessaire pour obtenir directement une valeur awd «I^rochée. qu'on voudra de la fonction F {o^ ^), en la dëduiMint desi^rmules,
F(c,(p)=:Klogtang (45-4-1*'), ^=^\/(~)*
oà ^ daigne la limite des angles (p , ^\ ^^^ etc. ; ^t dans ce cas, on n'aura aucun besoin de la Table des fonctions £.
799. II résulte de cette discussion que , quoique la fonction F puisse s'exprimer rigoureusement par deux des fonctions E; cependant cette pro^ priélé ne fournit pas des moyens de calcul assez simples pour être employée utilement dans les approximations. 11 en est de même de IHisage
qu'on voudrait &ire de la formulé F sae E — ^'jZy ^^ ^ ^= E — tangO^^ en fiôsant c == sîn 6.
Car, pour fiiire l'application de cette formule, il faudrait d'abord ôde en possesnon d'une Table complète des fonctions E , calculée |mhiv touiM ks valeurs de 6 et de 9 , de demi-degré en demi'^^ré ; de plus «n appt»
lant a la longueur d'un demi-degré , ou faisant a = ^ , le coefiicnent diflSSren^ -^ devrait être tiré de la formule
« ^ =r cTE — icT-EH- i€r»E^ i<r4E + etc.,
oii les différences successives J^É, /*E, J^, etc., sont relatives à la variable 0 seule. Mais on voit quà cause de la petitesse de a , la valeur a0
^ ne serait déterminée en général qu'av«c deu% 4écimaies de moins Âga» h
fonction E, et la précision diminuerait encore à mesure que tsng % aug^ menterait ; ainsi ce moyen d'approximation que nous avions proposé autrefois , ne saurait être adopté.
780. Ayant écarté plusieurs des moyens qui se présentent natureUement pour construire des Tables propres à faire trouver aisément , dans tous les cas , les valeurs des fonctions elliptiques E et F , l'idée peut venir encore de remplacer une de ces fonctions par une autre qui serait plus fiidle à
dont la valeur complète , lorsque f = -| ^nr , sera 7 tt ou i , selon qn*on fiut c = o ou c =s 1 ; de sorte que dans les cas intermédiaires eette fonction éprouvera peu de variations , et sera très propre à être réduite en Tables.
Et puisque la fonction F peut être déduite des fonctions E et G^ an moyen
de l'équation
il semble au premier coup d'oeil que la fonction 6 pourrait être aubstitaée avec avantage à la fonction F, au moins dans la partie des Tables de celle-ci qui se prête difficilement aux interpolations , c'esL-à-diiG kmque les angles 0 et 9 sont tous deux plus grands que 70 on 75*.
Mais j en examinant la diose avec plus d'attention y on reconnaît que la difficulté n'est qu'éludée ^ et qu'on n'obtiendra pas une plus grande approximation par ce moyen, parce que si on a, par exemple, ^ss — t
l'erreur de E — 6 se trouvera centuplée dans la valeur de F. H vaudrait dkmc tout autant , à mesure que 0 et f augmentent au- delè d'une certaine limite, diminuer le nombre des décimales qui entroat dant l'expression de F , afin que l'interpolation fût toujours Clément praticable, mais donnât pour résultat un moindre nombre de chiffires décimaux.
73 1. Pour donner im exemple de l'usage de nos méthodes, lorsque l'angle du module est peu éloigné de go^, nous joignons ici uneTsUe des fimctions E et F, construite d'après ces méthodes pour le module c ai sin Sg"". Cette Table, calculée par la même méthode que la Table H, n'est pas pourvue d'un aussi grand degré de précision, et on ne peut gn^ compter sur l'exactitude de la dixième décimale ^ mais eUo pourra être utile , surtout en fournissant des exemples qui serviront à apprécier (fiverses formules que nous donnerons ci-après pour les oas où le module est très peu différent de l'unité»
ML_
94376 6ia88 94564 68o4a 94845 558qo 95 119 337^4 q5385 66614
oi856 69855 00183 63648
0001 5 00040 ooo5o 00075
344 o335o 337 33888 33o 00718 3aa 66908
io3 671 aoi 73i 81 3785; 73 84167
61453 37639 63756 03810 66108 91393 685iî 363o8
aio3i 43889 5o4o5
29396 338ï;3 385ia 43395
OlDl3
3oa3 3ii3 33ii
IUL
33371 q635o 03830 II 735 89670
ao3oD
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Méthode trigonométrique pour construire ^ d après un module
déterminé j la Table des fonctions F ^f E.
783. On peut construire cette Table par une métliode qui n'exige que
des calculs trigonométriques très simples ; voici en quoi consiste cette
méthode :
Supposons qu'après avoir pris un module c à volonté , on veuille trou^
Ter l'amplitude (p qui réponde à une fonction F ^ale à -~ de la fonctioii complète F' ; cette amplitude se déterminera par la méthode de l'art. 71, ai l'on a c* < 7 , ou si c* étant > \ , n'est pas trop rapproché de l'unité ; et par la méthode de l'art. 76, si i — c* est très petit.
Soit dans l'un et l'autre cas, a ou «e, la valeur de l'amplitude qui donne F(a)= j^F', nous appellerons successivement a. , Oj^ a^, les amplitu* des qui donnent F («.) = aFa, F («,) = 3Fa, F {a^ = 4Fa, etc., jusqu'à F(a^) = aooF(a) = F'.
Cela posé , la Table que nous voulons construire contiendra , dans la première colonne, les nombres i , 2,3... .200, qui représentent les fonctions F croissant par intervalles égaux , depuis la fonction F (a) s= -^ F' jusqu'à la fonction complète F' ; dans la seconde colonne seront les valeurs correspondantes de l'amphtude, savoir, a,, a^, a^ jusqu'à a^* ou ~nc. Cette Table sera en quelque sorte l'inverse de celle que nous avons construite par la première méthode , et dans laquelle les amplitudes croissent par intervalles égaux ; mais la théorie des fonctions F fournit des formules très élégantes pour construire la Table dans ce nouveau système.
733. Désignons par (p un terme quelconque a. de la suites,, a^, «9, etc., en sorte qu'on ait F^ = /^Fa ; nous ferons par analogie F(^Q = (/i-f-i) Fa,
Fç* = (#i + 2)Fa, et dans le sens inverse, F (^**)==(/i— i )Fa,
F^** = (/i — 3) Fût, etc. Cela posé, soit A (a) ou |/(i — c* sin' a) = a, l'équation générale de l'art. 22 , deviendra
T. n. II
tang ( i (p' + i (p«) = a taDg(p.
Mais on a 9' — 3^ + ^" = ^^" i cette équation peut donc se mettre
sous la forme
tang ((p + i «T'r) = a tang ^:
(m déduit de là,
tangK'<p-=^^^H^.
Soit a s=s — ri ou it = — ; — , cette ëquation deviendra
et on en déduit ultérieurement ,
sin 1 cTV = — A: sin (atp + i <f*(p^).
Cette équation fait voir que 7 cT*^** est toujours négatif; faisant donc •5 J^Ç^ 5= — û», on aura
sin â» = ^ sin ( 2^ — a>).
Or ^ est une quantité très petite du second ordre par rapport à « y puisqu'on a
c sina =s— ^-T , et qu'ainsi A: se déduit de csina, suivant la même loi
que le module (f se déduit du module c. On voit donc que (» restera toujours une quantité très petite du second ordre ; son maximum aura Heu à peu près lorsqu'on a ^ = 4^*, et ce maximum sera à peu près =zk.m. =: (^ ^ sin a)* = ^ c^cL sin a; dans les points extrêmes, lorsque ^^ o ou ^ z^jTFy la quantité e» sera nulle.
L'équation sin c» =: A: sin (2^ — cù) est Ëicile à résoudre dans les différeus cas , avec toute l'approximation nécessaire ; on peut d'abord négliger €ê dans le second membre, ce qui donnera sin âi = & sin 2^, ou simplement. O) = A: sin a^ ; ensuite pour avoir une plus grande approximation , on substituera cette valeur dans le second membre. Soit alors A: sin (2^-— â»)=/7, on aura sin 6^ = /?; donc si on appelle R'' le nombre de secondes contenues dans le rayon , afin que R'^û) exprime le nombre de secondes de l'arc oà j on aura
R"«=R"p(,+^^+i:|.|* + elc.)
On déduit aussi immédiatement de la formule tang {tp -f-î cT*^) s=â tang^, une autre valeur de 7 ^*^ ou o», savoir :
» = — 7 J^^* = Ar sin 3^ — ^ A:* sin 4^ + î ** ^^^ ^^ ~ etc.
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Mais cette expression est en général moins convergente que la précédente , et elle parait moins facile à calculer , parce qu'elle exige de plus qu'on cherche dans les Tables les logarithmes de sin 4^9 sin6^, etc.
Les valeurs qu'on devra donner à <p seront successivement a., «t^, «s, etc. On calculera les valeurs correspondantes de 20ù , qui seront en même temps celle de cT*^ ; et comme la première valeur de Sç , celle qui répond à ^ = o, est égale à a , on pourra former en entier la colonne des valeurs de ^.
Mais pour vérifier les calculs et empêcher les erreurs de s'accumuler, il sera bon d'avoir une formule qui fasse connaître directement une différence première quelconque cT^.
Or on a vu (art. i8) que si l'on fait tang *>!, = A (a) tang ^ et tang /£= A (^) tang a, on aura ^' = 4 +ft, mais d'un autre côté, 4 = ^+1 J^*^* et ^' = ^ + cT^ ; donc ju = <f ^ — ^ J^*^* = cT^ -+- « ; donc on a pour déterminer directement J"^, l'équation
tang ( cT^ + â>) s= A {(p) tang a.
On voit en même temps, par cette équation, que comme œ est toujours positif, et A((p) toujours moindre que l'unité , on aura par ces deux raisons, J\p <^oi. Ainsi toutes les quantités qui entrent, tant dans la colonne des différences secondes J^*^, que dans celle des différences premières J'^j seront plus petites que des limites données, et ne peuvent par conséquent éprouver que de petites anomalies.
On obtiendra enfin une vérification complète de tous les calculs, lorsque le dernier terme de la colonne des ^, savoir a^oo? se trouvera égal à go*. On peut se procurer d'autres vérifications dans cet intervalle, en calculant la valeur de (p qui donne F^ égale à la moitié ou à une autre partie exprimée exactement en 200**°^ de la fonction complète F- .
734* Une fois qu'on a déterminé la constante et par les méthodes directes, on voit que la Table entière relative à la fonction F, peut être calculée par une seule formule trigonométrique simple et rigoureuse, sa* voir, sin û> = A: sin ( 2^ — a). Eu effet, cette formule seule servira à former la colonne entière des différences secondes 3 et comme on connaît d'avance le premier terme des différences premières J'Çy lequel est égal à a, on fonnera de suite la colonne entière des difiSérences premières cT^, et de li celle des amplitudes ^, puisque le premier terme =0.
Le problème est donc résolu complètement par la seule équation mentionnée; mais pour se procurer de loin à loin des vérifications, on a une
seconde formule trigonométrique , savoir,
tang (cT^ + a) = A(^) tang a ,
laquelle servira à calculer directement la diflférence première J^^. Elle montre immédiatement qu'une valeur approchée de J^p est cHp = aA (^) -— ai.
Il Ëiut maintenant examiner, i^. comment on interpolera la Table des fonctions F, calculée pour une valeur déterminée du module; 2^. comment on interpolera le système des Tables particulières, calculées pour les difFérens angles du module, de demi«-degré en demi-degré.
735. Dans le premier cas, si l'on cherche une valeur de (p qui réponde à une valeur donnée de F, il faudra d'abord exprimer F en parties 200
de Fî. Soit donc F = --ï— F", n étant un entier et a: une fraction.
ièmri
Soit A la valeur de ^ qui répond au nombre n de la première colonne , et soient JA, cT^A, J^'A les différences successives placées sur la même ligne que A, la valeur de l'amplitude f sera^ suivant les formules ordinaires,
(p = A+a:crA+^^^^^^^^^cr'A + '^''^~';'^^^cr>A + etc,
Si au contraire on demande la valeur de F qui réponde à une valeur donnée de f , on verra d'abord au premier coup d'œil quel est le nombre de la Table qui doit être pris pour A ; le nçmbre correspondant n se trouvera dans la première colonne, vis-à-vis de A; ainsi, pour avoir la valeur de
F = ^ F\ il ne s'agira que de déduire x de l'équation précédente où
l'on connaît ^, A, cTA, J^*A, J^'A : or cette résolution n'offre aucune dif* ficulté} car on a
la première valeur approchée de x est donc TT ; on s'en servira pour
substituer dans le dénominateur et obtenir une seconde valeur plus approchée de X'y cette seconde en donnera semblablement une troisième, et ainsi de suite.
786. Venons maintenant à la seconde question. Nous supposons qu'il existe une suite de Tables construites pour tous les langles 8 du module, de demi-degré en demi-degré , dans chacune desquelles on ti*ouve l'angle 9
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qni répond à toute fonction F (8, (p)^ exprimée par —F* (8), /tétant un
nombre entier.
Cela posé, soient donnés la fonction F et l'angle /jl du module auquel elle appartient; il faudra préalablement, d'après cet angle, calculer la fonction complète F' (fi); alors connaissant F, on connaîtra le nombre n+ar (com-
posé de l'entier i» et de la fraction x ) , tel qu'on ait F =; F>.
Soit maintenant f6 = 6 -4-^, € étant un nombre entier de demi-degrés, et^ étant <^ i. Dans la Table où 8 = €, on prendra par interpolation l'amplitude f qui répond à /i-f-or; on prendra de même, par interpolation, les amplitudes ^', ^", <p'"y etc., qui répondent à n-f-ar,dans les Tables qui ontpour angle du module f -f-i , €+2^ f+3, etc.; cela posé, l'amplitude qui répond à la fonction donnée F dont l'angle du module est fi, sera exprimée par la valeur
L'opération inverse se ferait d'une manière semblable, mais il est superflu de s'en occuper ici.
787. Il faut faire voir maintenant comment on pourra former une Table analogue pour les fonctions E : cette Table est d'une exécution moins facile; cependant il se présente «icore, pour la construire, des formules assez élégantes et qui méritent d'être remarquées.
Soient, comme ci*dessus, ^**, Çy <(>' trois amplitudes successives telles qu'on ait F((p*^) + F(a)=F((p), F ((p) + F(a) = F ((?'), on aura, suivant l'art. 34 9 les deux équations
E (^•) 4- E (<t) — E ((p ) = c*sin a sin ^* sin ^, £ (^ ) + E (a) — E ((p') = c^sin a .sin f sin ç';
d'où l'on tire
E (ç') — 2E (^) + E ((p*) = — c* sin « sin (p ( sin (p' —sin (p*), ou, ce qui revient au même,
<r*E (^•) = — c* sin a sin ^ ( sin f ' — sin ç*).
Mais on a sm (ù' — sin ^®= asin ^ — ^ cos ^ ^^ ; d'ailleurs ■ ^ ^ = - ^ sscTip — icTT, et 2-±^ = ^ + i «T^r; donc .
J^'E C^*) = — ac* sin « co8(^ H- i <rT) »in ( «T^ — t «^T) »«» *>
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ou en faisant comme ci-dessus ^ J^*^* = — «,
J^'E (^•) = — 2C* sin ùL CCS (^ — ») sin (J"^ + û)) sin ^.
J'observe maintenant qu^on a asin^cos(^ — û))=sin (2^ — ») + sin »; mais sin« = A:sln(2^ — ûï)j donc 2siu^cos(^ — û))=(i+A)5in(2Ç — «);
donc
cT^E ((p*) = — c* (i + Ar) sin a sin (2^ — «) sin (cTç +«),
ou enfin
cT^E (^®) = — 2c v/A:.sin (2^ — ») sin (cT^ + «).
Cette formule est rigoureuse, et elle est réduite à un état de simplicité qui la rend très propre au calcul logarithmique.
738. Ainsi en même tems qu'on calculera pour la Table des fonctions F^ la quantité û) qui donne cT*^*, et ensuite J^^, par la valeur J^ip=J)p®-|- J"*^*» on aura tous les élémens nécessaires pour calculer J^*Ef ** : on formera donc par cette seule formule, la colonne entière des différences secondes de la fonction E.
On voit que la différence seconde «T'E^* s'évanouit aux deux limites de la Table, lorsque 9 = 0, et lorsque 9=90*; son maximum répond à une amplitude toujours plus petite que 45®.
D'un autre côté, la fonction Eci est facile à déduire des mêmes élémens qui servent à déterminer et de manière qu'on ait Fa = ~ F* , et cette fonction Ea est eu même temps la valeur de «TEo , puisque Eo = o , et qu'ainsi la différence Ea — Eo ou cTEo = Ect. Puis donc qu'on connaît le premier terme de la colonne des différences premières, et tous les termes de la colonne des différences secondes, on pourra immédiatement former la colonne entière des différences premières, et ensuite celle des foiictions E^, dont le dernier terme devra être égal à la fonction complète E'.
739. La méthode que nous venons d'expliquer pour former la Table des fonctions E est d'une simplicité qui ne laisse rien à désirer. Et quand on considère aussi combien est facile la construction de la Table des fonctions F, puisqu'elle ne dépend que d'une seule formule trigonométriquc rigoureusement exacte, on serait tenté de croire que cette manière de former des Tables des fonctions F et E, doit être adoptée de préférence à celle que nous avons exposée dans les chapitres précédens. Peut-être que l'exécution dévoilerait encore de nouveaux motifs de préférence; c'est ce que nous laissons à décider à ceux qui voudront entreprendre le long et utile travail de la construction de ces Tables.
Nous devons encore observer qu'il sera facile de vépifier aussi souvent
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qu'on voudra le calcul des fonctions E; car ayant E^ — E^* = J^E^* , on tire des équations précédentes,
cTE^ = Em — c* sin a sin ^* sin ^.
C'est l'espression d*un terme quelconque de la colonne des différences premières; el on voit que ces différences diminuent continuellement depuis la première égale à Ea^ jusqu'à la dernière qui est a peu près Ea^^c^sina ou 4*û^.
740. Pour donner un exemple des Tables construites suivant la méthode précédente, soit le module ^ = sin 45*, on trouvera par les formules de l'art. 71 9 la valeur de a qui satisfait à l'équation F (a) ss j^ Fi , et les quantités qui en dépendent, comme il suit :
/sin a = 7.96708 78960 70,
Ik = 5.o3io9 5i356 95,
EcL =: 0.00927 oa4o6 00.
D'après ces données, on a calculé le commencement de la Table particulière pour le module sin 45"*, comme on le voit ci-joint. La première colonne
TlF*
inUtulée /i, représente une valeur donnée de F = — , et les colonnes suivantes donnent les valeurs correspondantes de l'amplitude (p et de la fonction E. 11 est clair que pour toute valeur de F, comprise dans les limite» de cette portion de Table , c'est-à-dire moindre que -^ F*, on trouvera par interpolation les valeurs correspondantes de ^ et de E, et les résultats devront s'accorder avec ceux que donne la Table II.
74 1* U est bon d'observer que par la dernière méthode que nous venons d'exposer,- on n'évite pas entièrement les difficultés que présente l'interpolation dans certains cas où c est très près de l'unité. On divise seulement la Table en un certain nombre de parties inégales, où l'interpolation peut se pratiquer avec à peu près le même degré de justesse; mais dans ce cas,^ les premières divisions comprennent un plus grand nombre de degrés de l'amplitude, ce qui exige qu'on ait recours, pour l'interpolation, à un plu^ grand nombre de différences; si on a, par exemple^ le module c=sin 89*^ la valeur de a qui donne F<t=r^F* sera a= i* 33' 24" 03669 384^ cette valeur serait encore plus grande pour le module c = sin 89® j. Ainsi l'interpolation présenterait encore plus de difficultés dès le commencement
de la Table; ÎDConvéDÎeat auquel ne sont pas sujettes les Tables construites d*après les méthodes du chap. 111.
If.
5o.2ni.g3i, 39-39849931 27^4997031.
5o.4iSooo 49.841677 ' 87083 51471
,4ioi5o .49i83j
.573333 ■6S4394 .j35Gn .816347; .896768
8ioi(
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Formules pour trouver les valeurs très approchées des FonctionsK^j F^j lorsque Vamplitude ç n'excédepas une certaine limite.
743. LiORSQUE l'angle ç est peu copsidérable, on a à très peu près, ^(1 — c'8in*^)^cosef j faisant donc A^coscf), on aura Ef :^....
/d0cosc^=^8inc^, et F?'=/~J=4»ogJ-t^=MogUng(i<ff+:-<î?>). Ces valeurs sont exactes dans les cas extrêmes, lorsque c=o et c= i ; elles seront d'autant plus approchées dans les autres cas, que l'angle f sera plus petit.
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Pour savoir quel est le degré d'approximation de ces valeurs, on développera en série la quantité A , ce qui donne
Asss I — - c^sin*® '-1 c* sin^ ^ — -^-7^ c* sin* O — etc. ,
et en y substituant la valeur
on aura l'expression suivante , exacte aux quantités près de l'ordre c*^, de la résulte f^d(p\ ou
^ — ^~7V3~T5~3l5y~8^5""ïr/""ïB-7'
Désignons cette valeur par E = - sin c^+Q^ nous aurons par le développement du premier terme,
et par conséquent,
Q = -3^^ -r^^'C4-ii^);
on a donc la valeur très approchée,
On trouverait par un calcul semblable.
Ajoutant ces deux formules, on en tire une troisième non moins remarquable, savoir,
E(p + Fç = isinc^ + ^logtang(|9r4-^c<p)— ^(p\
743. La formule (a), réduite à son premier terme - sin c^, donnera sept dédmales exactes si l'on a ^ << 6* j elle en donnerait dix ou plus si on avait
En prepant les deux premiers termes , la formule Ef s== - sin c^ -|- ^g— ^
donnera sept décimales exactes, si on a ^ <C i6'*4> ^ dix décimales ou plus, siFon a ^<6*ia.
T. n. la
L'approximation sera à^ peu près semblable sur la valeur de F^, selon qu'on la borne au premier ou aux deux premiers termes.
Si on tient compte de tous les termes de la formule (a), il n'y aura de négligée dans la valeur de £^, qu'une partie dont le terme le plus grand
est de l'ordre -^— 0^ , et ne pourra iamais excéder ^ — ©*. L'erreur due à
i5oo ^ ' ^ ' oooo ^
ce terme ne sera pas d'une unité décimale du dixième ordre , si on a ^ <C iS"*, et elle ne sera pas d'une imité décimale du septième ordre, si on a f 4^ 3a*4^* ^ même degré d'exactitude n'aura pas lieu dans la formule (Jb) ; et pour avoir sept décimales exactes, il ne faudra guère passer la limite ^ = ao®.
744- Exemple I. Soit c=sin 45* et ^ = io% la Table II donne les valeurs suivantes :
F^ =5 0.17497 63oi9j
il Ëiut les comparer à celles que donnent nos formules; et d'abord pour avoir la valeur de E , on calculera les deux premiers termes de la formule (a) comme il suit :
ctp = 7*4' i5"844i3 ^ == ïg 9-24187 73 6
sinc^ 9.09025 936i5 (p^ 6.20938 68
-sinc^.... 9-24077 43593 (i) 4*'3o20 56
- sin c^ = 0.17409 02140
On voit que les deux premiers termes donnent la valeur de E^ avec huit décimales exactes, l'erreur n'étant que de dix-neuf unités décimales du dixième ordre. Il en sera de même pour la valeur de F^ dont voici le calcul :
45* 4- ^ c(p = 48^32'7" 92206, / tang (45* + ï c^) = 0.05373 434^3-
Ce log-tang. étant un logarithme vulgaire, il faudra le multiplier par M pour le changer en logarithme hyperbolique , comme la formule le suppose. Ainsi en appelant h le nombre précédent, on aura les logarithmes suivans.
CHAPITRE VII
pour déterminer le premier terme B de la formule {b)y
-.... o.i5o5i 4997S 5-iV^'. .. 13496
On voit que les sept premières décimales de la valeur de F^ sont exactes, et que Terreur ne commence qu'à la huitième, où elle n'est pas de deux unités.
745. Pour obtenir une plus grande approximation, il faut tenir compte du troisième terme contenant ^^. Or, puisqu'on a c* = |, la correction qu'il £iut appliquer à £^, est égale à la correction précédente (i) multipliée
par -^y de sorte qu'en appelant (3) cette seconde correction qui est additive, on aura (3)=:(i).^; de même la seconde correction de F^ sera
—as ^
(2).... 3.30819 5o Fç = 0.17497 63oi8 5.
La correction (3) pour E^ sera onze fois moindre que celle de F^; elle est donc de quinze unités décimales du dixième ordre, ce qui donne la valeur corrigée de E^, comme il suit :
Eç = 0.17409 i565i .
On voit par conséquent que la valeur de F^ s'accorde exactement avec celle de la Table II, et que la valeur de E^ ne diffère de celle de la Table que de quatre unités décimales du dixième ordre ; mais l'amplitude n'est que de 10**.
746. Exemple II. Soit c=:sin45* et ^=:30% on trouve dans la Table H,
il &ut comparer ces valeurs à celles que donneront nos formules. En voici
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le calcul :
ap = i4*8'3i"68824 sin c^, . • 9*38797 35865 f 9.54290 73632
Ainsi Perreur de la formule^ en prenant les deux premiers termes seulement, n'est que de deux unités décimales du septième ordre. Voyons à quoi elle se réduira en ajoutant le troisième terme , ou la correction
On voit que la valeur de E^ n'est en erreur que de huit unités décimales du dixième ordre.
En calculant de même la valeur de F^, on trouvera,
par les deux premiers termes. ... F^ = 0.35262 20054, et par les trois termes. . • F^ = o.3526i 99381 ;
l'erreur du dernier résultat est de cinq unités décimales du huitième ordre. 747. Exemple III. Soit c =s sin 45* et ^ = 3o*, on trouvera
^ kToiSr ^""l ^^ = 0.51204 6i5o9, F(p = 0.53566 01252 par la Table II ••.... .. o.5 1204 93225, 0.5356227328
Différence — - 31716, + 3 73924
^ tlJ^ ^}^ = °-^"°4 93619, F<p = 0.53563 48o33
par la Table II o.5i2o4 93225, 0.53562 27328
Différence • • . . • + 394 , -|- 20705.
Par ces derniers résultats , on voit que l'erreur de la formule n'est que de
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quatre unités décimales da huitième ordre sur E^ ; mais elle est de deui unités du sixième sur F^.
Ainsi, i mesure que ^ augmente, l'erreur crott dans une plus grande proportion sur la fonction F que sur la fonction E j on ne peut guère aller que jusqu'à ao® pour obtenir F avec sept décimales exactes , tandis qu'on peut aller jusqu'à 3o^ au moins, pour avoir E avec un pareil degré d'exactitude.
Au reste le cas de c'sj, tenant presque le milieu entre les cas extrêmes c s= o ^ c ^ I , où les deux formules sont rigoureusement exactes , i] y a lieu de croire que les erreurs de ces formules sont alors assez voisines de leur maximum^ et que dans d'autres cas, les erreurs pourront être moindres \ c'est ce que les exemples suivans vont faire voir pour une valeur de c très peu différente de l'unité.
748. Exemple IV. Soit c = sin 89*; voici le résultat de nos formules, comparé à ceux de la Table de l'article 731 , dans les trois hypothèses
^ = lo^l c^ = 9* 59' 54" 5 1 7026
1*' terme. . .
Par la Table.
Diff . . . • •
Dans ce premier cas , l'erreur n'est que de une ou de deux unités sur la dixième décimale, ce qui laisse incertaip si l'erreur est du côté de la formule ou du côté de la Table. 11 n'y a pas lieu , comme on voit , d'appliquer le troisième terme de la formule.
^ = ao**
^c(p = 54»59'54"5i7oa5
1*' terme.. .
o.34aoa aa76a + 5a6
a 233oo
DifiF. . . . .
On voit que la diflfërence est insensible sur Ef , et qu'elle est à peine de quatre unités décimales du neuvième ordre sur F^.
ap i
= 39*59' 43" 55io8
. ic^=? 59*59' 5i" 77554
1*^ terme...
o.5oooo 70891 6
o.5oooo 74886 H- 182
ParlaTable.
= o.5oooo 75068 o.5oooo 75089
Diff. ....
— ai
On voit que dans ce troisième cas, Terreur de la formule n'est que de deux unités décimales du neuvième ordre sur E , et de deux du huitième sur F, ce qui est une approximation très satisfaisante.
749. Exemple V. Soit encore c = sin 6o* et ^ = 3o*, et supposons qu'on demande la valeur approchée de F^ ; la formule est alors
F,p = i/tang(45- + ic^)-^(.+îg<p-).
En 'voici le calcul :
c^ = 25» 58' 5o" 7436, 45» + î «P = 57» 59' 25"37i8 , / tang (45" H- î «'^ ) = o.ao4o4 85486.
Soit ce logarithme ss A , le premier terme P de la formule sera —
A..... 9.30973 35ioi
I*' terme.... o.54a52 35i53
II" — a4 59649
Donc valeur app. Ff =s o.543a3 4602a Valeur exacte... o.543aa 91 100
Erreur de la formule. • + 549*
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On voit que, dans ce cas, l'erreur est de cinq unités décimales du sixième ordre.
'jSo. Il résulte de tous ces exemples, que la formule (a) peut être employée avec sûreté pour donner la valeur E^, tant que ^ n'excédera pas 3o* ; car, à cette limite , elle donnera encore sept décimales exactes. Il n'en est pas toul-a-&it de même de la formule (&), où il convient de ne pas prendre ^ plus grand que 20*, si on veut avoir au moins sept décimales exactes dans la valeur de F^. La Surmule devient cependant plus exacte et permet de porter ^ jusqu'à 3o* , lorsqu'on a c < sin 35* , ou c > sin 75*.
Avec ces restrictions, lés formules (à) et (b) sont d'un usage extrêmement commode, et peuvent remplacer avec avantage les Tables elliptiques même les plus étendues, dans une partie considérable de ces Tables. En effet les calculs qu'exigent ces formules, sont en général plus simples que les interpolations d'une Table à double entrée, dans les cas où l'on voudrait avoir égard à toutes les différences influentes ; mais il faut avouer que la Table à double entrée méritera à son tour la préférence, si l'on n'a pas besoin d'une si grande exactitude dans les résultats , et qu'on se contente de ceux qui peuvent être obtenus par les premières diflférences seulement, ou tout au plus par le concours des premières et des secondes différences.
»<^^WWW^W<^WMM^MMW^MM^%<MWWMl»^»>M>WWI%^W^%WMW»%f^»WW»M»IM<»»<»»WW<»W»»<»»»»VW»»»W»WW»%\^^
CHAPITRE VIII
Méthodes dwerses pour calculer les valeurs approchées des fonctions Fcp, E^^ lorsque t amplitude <p excède la limite supposée dans le Chap. précédent.
75 1. Li ORSQTJE l'angle ^ est trop grand pour qu'on puisse déterminer les fonctions E et F avec une exactitude suflisanle par la méthode du chapitre précédent, on polirra dimmuer progressivement l'angle (p par la bissection des fonctions F, selon les formules données, art. ai.
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Pour cet effets soient f', 9'', ^"'y etc., les amplitudes qui résultent des bissections continuelles de la fonction F^ , en sorte qu'on ait
F<p' = iF<p, F^'' = iF^', F(p'*=iF^", etc., on aura en même temps ,
^E^' — E^ = o* sin* ^' sin f , aE^"— E^'= o* sin' ^" sin ^' , !iE^'"— E^"= o-sin»^'''8in<p",
et l'amplitude ^' se déduira de ^ par les formules
csm^ssmci, smf= — r^;
on déduira semblablement ^'' de 9', ^'^ de^'', etc.
En formant ainsi la suite décroissante ^\ ^"^ ^'"^ etc., on parviendra bientôt à un terme ^*^ i5*, et alors on déterminera aisément , par les formules du chapitre précédent, les valeurs des fonctions E^', F^', approchées jusqu'à huit décimales on plus, desquelles pu déduira les valeurs de E^ et F^ , exprimées arec un degré peu différent d'approximation. Ces calculs ont l'avantage de ne point supposer connues les fonctions complètes j ils peuvent même servir à déterminer ces fonctions , puisque si on
part de l'amplitude ^ donnée par l'équation tang ^ =: --;?, on aura
F^ = i F», E^ = ^ E» +i ( I — *); d'où il suit qu'ayant déterminé F^ et E^, on connaîtra les fonctions complètes F', E\
752. Une seconde méthode qui pourra dans certains cas être préférable à la méthode de bissection , consiste k calculer les ampUtudes 9^, f 3 , ^4, etc., qui répondent aux fonctions multiples F^» == 2F9 , F^3 = 3F^, F^4 == 4F^ , etc. On les détermine par les formules
tang i ^, = A tang ^ , tang (^ (Pj + ï ^) = A tang^,, tang(i^4+i(p,) = A tangos, etc.,
dans lesquelles A est une quantité constante, telle qu'en faisant c sin f sssinâ», on a A c= cos o^.
Au moyen de ces formules, on prolongera la suite ^, 9^, ^39 etc., jusqu'à un terme 9, =s aA:.-^^d: •s|/, qui approche d'un multiple pair de ^ ^,
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de manière que la diffërence %|/ , positive ou négative , soit assez petite pour qu'on puisse calculer facilement , par les formules du chapitre précédent, les valeurs approchées des fonctions E%[/, F-vj/. De là il faudra déduire les valeurs des fonctions proposées E^ , F^ , au moyen des équations
F^. = aAF" =fc F4 E(p. = sAE» =b E4 ,
F^g = aF^, 2E<p — E^. = c'sin*^ sin^,,
F^s = 3F^ , E^ + E^, — E^s = c* sin ^ sin ^, sin ^3 ,
F^^ = 41^^ , E^. + E^s — E^4 = c* sin ^, sin ^3 sin ^^ , etc. etc.
753. Cette méthode , ainsi que celle de bissection ^ est fondée sur des formules trigonométriques très simples ; cependant elles peuvent devenir d'un usage difficile dans certains cas , surtout dans ceux où c et sin ^ sont à la fois peu différens de Funité. En effet , les opérations nécessaires pour changer l'angle proposé ^ en un plus petite auquel la nléthode du chapitre précédent soit applicable , peuvent , dans les cas dont il s'agit , être plus longues que celles qui servent à former la série des modules et celle des amplitudes , suivant la méthode générale des approximations , et alors celle-ci deviendrait préférable , tant par sa brièveté que par un degré d'exactitude indéfini.
C'est dans les difiërens cas particuliers qu'on pourra se décider sur le choix à faire entre ces méthodes , suivant le degré d'approximation qu'on veut obtenir; nous observerons seulement que l'on peut toujours supposer
l'angle proposé ^ plus petit que l'angle qui a pour tangente -rr* Car soient ^ et 4 deux angles tels qu'on ait tang ^ tang 4 = 79 l'un de ces angles aura sa tangente < \/r» D'ailleurs comme on a
F^ H- F4 = FS
E^ + E4 = E* + c* sin (p sin 4 9
il est visible qu'au moyen des deux fonctions qui se rapportent au plus petit des deux angles (p et 4 9 ^^ déterminera sans difficulté les fonctions qui se rapportent au plus grand.
754. Exemple I. Soit c = sin 45* > ? == 6o* , le calcul par la méthode de bissection se fera comme il suit :
sin 6) = csin ^= v^(o.375).
T. IL i3
sino).... 9.78701 5633g « = 37* 45' 4^* 47^7
COS-O
an 7 ^' •
sin^
.. 9.73198 94aia
.. 9.73398 94a I a . . 9.84948 5ooaa
et' E=r
ai» 56'
L'angle (fl' étant suffisamment petit , il est inutile de pousser plus loin les calculs de la bissection, et en appliquant à l'angle ^' la méthode du chapitre précédent , on trouvera les résultats suivans :
c(p" = 1 1^ 2Q'Z9r ia43a , 45* + i cql' = 5o<>44' 49"o6ai6.
Par la valeur de F^'\ on a immédiatement celle de F^ = 4F9'S savoir,
F^ Suivant la Table .... Fç>
DijBT. ... + 326.
Ainsi l'erreur est d'environ trois unités décimales du huitième ordre.
Quant à la valeur de E^ , on la calculera comme il suit par les formules du n** 75i,
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àn^(p"... 8.89403 83408 c^sin*^'... 9.14494 88468
sin^^... 9.72:198 94^12 sin^... 9*93753 06317
c^... 9.69897 00043 et... 9.08247 94785
fit = 0.12091 4^046
et' = 0.02070 i3o70 2E^' = i.o8586 62620
aE^" = o. 56363 4438d g^ _ "^96495 14574
E^' = 0.54393 3i3io ParlaTab.,E^ = 0.96495 i456o
DiflF. + 14.
Ainsi l'erreur sur E^ n'est que de quatorze unités décimales du dixième ordre.
On aurait pu se borner à huit décimales dans tous ces calculs , et les résultats n'en auraient pas été moins exacts.
755. Exemple II. Soit encore c* := 7 , et l'angle ^ tel qu'on ait. . . tang 9 = \/6y cet angle pourrait être remplacé par celui de 5&*j parce qu'on a F^ + F (3o*) = F* j mais nous n'aurons point égard à cette propriété des fonctions complémentaires, laquelle ne nous servira que pour vérifier les résultats , et nous appliquerons directement au cas proposé la méthode qui précède , par la multiplication des fonctions.
On aura d'abord à = \/(i — c* sin' (p) = |/f , ce qui donnera les résultats suivans :
A.... 9.87848 09756 57 tang^..,. 0.38907 5625 1 92 9 = 67*47^32" 44438
tangj^..... 0.26755 66008 49 7?» = 61.37.41.57628
(Pt == I23.i5.23.i5a56.
Déterminant ensuite ^9 par l'équation tang (|^3*f-^^) = A tang ^. , on
trouvera
Les calculs préliminaires se terminent ici à ^j, parce que ^3 excède 180^ d'un angle plus petit que 1 5*. Soit cet angle = «^ , on aura ^s = < ^0^ + ^P 7
et
On calculera donc les fonctions En}/, F^/, par la méthode du chapitre précédent , ce qui donnera
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ensuite E^ et F^ se déduiront des équations
F(p = ^(aP + F4),
E^ = y (aE' + E4) + j c* sin ^ sin ^4 (sin ^ -f- sin ^^) ,
dans lesquelles on mettra les valeurs de F' et E' tirées de la Table I ; on aura ainsi pour résultat
E^ = 1.07004 95813, F(p ;= 1 .31845 19453- Ces valeurs se vériûent au moyen des équations F^ + F(3o*) = F«, E^ + E (3o*) = E« + c» sin ^ sin 3o« = E» + ^ i/f ,
dans lesquelles substituan t . les valeurs données par la Table, on trouve
Ainsi l'erreur des résultats précédens n'est que de onze unités décimales du dixième ordre sur la fonction F, et de quatorze .des mêmes unités sur la fonction E.
Ou peut remarquer que la méthode par bissection doit donner en général des résultats moins exacts que la méthode par multiplication. La raison en est que les fonctions E^, F^ se déduisent des fonctions auxiliaires par multiplication dans le premier cas, et par division dans le second. 11 semble d'ailleurs que les calculs sont plus simples par la méthode de multiplication , parce que la quantité A est constante dans toutes les formules qui servent à déterminer ^«, ^3, etc.
756. Exemple III. Soit c = sin 60® et tang ^ = ^/a ; cette valeur de ^ est telle qu'on a F^ = ^ F' : ainsi on pourra vérifier immédiatement par la Table I, les résultats suivans que donne la méthode de bissection.
sin^... 9.91 195 43705 ^ == 54** 44' 8" 197 146
sinû» • . • 9 • 84948 50022 cù s= 45*, sin 7 ^ = |/(sin i5* . ^j) sin î ^. • . 9.66247 53oo5 C0S7Û»... 9.96561 53459
sin<p'... 9.69685 99546 <p' = 29* 5o' 23" 27549
sin af ... 9.63439 o5863 a' = 25«3i' 32" 0798»-.
^cù' = 12 .45.4^ «03994 sini<p'... 9.41072 39499
COS7 a' . . . 9.98913 51266
sin f.. . 9.42158 88273 ^" = i5» i8' 25'' i85i3.
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D'après cette valeur de ^'', on calculera les fonctions E^", F^" parla méthode du chapitre précédent, et on aura les résultats suivaus :
c^" = i3*i5'M"49oao, 45* + i^c^" = 5i*^ 37' 4i'' 24510.
E^" = 0.26478 89322 2 Fç>" = 0.26956 44683 7
Par la Table. . i .07825 78287
Diff . . + 498.
Calculant ensuite £^ par les formules du n^ 751, on trouvera
ce résultat se vérifie par l'équation E^= 7E* + ^(i— A) = 7E'4-^; et comme on a E' = i • 2 1 1 o5 60275 6845 y il en résulte
d'où l'on voit que l'erreur sur F est de cinq unités décimales du huitième ordre , mais que l'erreur sur E n'est que de trois unités décimales du neuvième ordre.
Ces erreurs paraissent plus grandes pour ]e module sin 60^ que pour le module sin 45^; mais il y a à cet égard un maximum^ passé lequel les erreurs diminuent à mesure que le module augmente. C'est ce qu'on verra par l'exemple suivant.
757. Exemple IV. Soit c=sin 89°,^ = 75* 5 on trouve par les méthodes directes,
En appliquant au même cas la méthode de hisection, on aura les résultats suivaus :
sin (p' . . . 9.88488 58911 (p" = 27*5i' 43^67900
sin^"... 9.6696381849 c^" = 27.51.28.40226
E^" = 0.46735 16166 5 F^"= o.5o666 18602 5 E^' = 0.76719 78904 3 F^' = i.oi332 87205
Val. eiiacte.. • . 5io 8982
Erreur .... — 82 •+- 4^8*
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L'erreur est donc de quatre unités décimales du huitième ordre sur F , et de trois unités du neuvième ordre sur E.
758. Nous joindit)ns ici le calcul du même exemple par les formules générales données art. 89.
D'après le module donné c=sin 89^, on formera d'abord l'échelle des modules, et on en déduira la valeur de K, comme il suit:
^**** 9*9999^ 38498 og22 b.... 8.a4i85 53i84 228g
— .... 0.00006 61489 3i5i b^' . . . !• 16137 35963 io83
R. • • . 0 . oooo3 30744 6565.
Il faudra ensuite calculer ^' par l'équation sin (a^-^^') = c sin 9, ce qui
donnera
Enfin on calculera ç" par l'équation sin (a^' ^— ^')z= c' sin 9', ou plus simplement par l'équation tang (^' — ^") = b" tang ^", qui se réduit à 9' '^qf'zszV tang ^^' ; on en déduira
9' — ^"= o"ooiii 49
Cela posé, la valeur de F^ se calculera par les formules A=
log tang (45^+7 ^'); F :=KMA, et on trouvera par les Tables à dix décimales seulement ,
759. Quant à la valeur de E^, elle doit être déduite de la formule générale de l'art. 89, qu'on peut mettre sous cette forme :
Eç =5 L'F(p -H o* sin 9 -H 2C sin <p' (b' 4- 2 sin* iIIi.^
+ 4c^sin f(V'+ 2 sin* ^^')
+ iV^ sin (p'" (*'"+ 2 sin* ?^)
+ etc.
Dans l'exemple dont il s'agit , on pourra faire L c= ^ 6* (/K , et on trou* yera les valeurs suivantes des cinq premiers termes auxquels se réduit cette lormule.
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i\ c^àn^ •• 0.96563 i6i83 3
fà\ VFp o.oooSo 86564 6
3®. 2cb' sia ^' 14 70927 8
4^ 4c sin ^' sin* tll£^ , . .7178 4
5^ 4c: b'^ un <p" 56 o
Somme E^:= 0.96608 745io i.
On voit que, pour avoir la valeur de E(p exacte jusqu'à la diiième décimale, il a fallu calculer cinq termes de la foriAule générale ; mais ces calculs peuvent être considérablement simplifiés par l'emploi d'une autre formule, ainsi qu'on le verra dans le chapitre suivant.
CHAPITRE IX
Réduction de la formule gui exprime la fonction Ë^ y dans la
méthode des modules croissans.
760. L4 A valeur de E^ que nous avons donnée dans l'exemple précédent , d'après les formules de l'article 89 , n'étant pas assez simple pour être employée dans les calculs courans de la seconde des fonctions elliptiques, nous avons cherché une autre formule par laquelle ces calculs fussent réduits au plus grand degré de simplicité dont ils sont susceptibles , et Dous y sommes parvenus de la manière suivante :
Après avoir formé la série des modules croissans c, c\ c". . • et celle de leurs complémens B , &', y. . . il faut calculer la suite des amplitudes décroissantes (p , ^', ^"•. • jusqu'à une limite qui est déterminée, ainsi que celle des modules, par le degré d'exactitude qu'on veut obtenir. Ces amplitudes se calculent directement par les formules sin (2^' — ^) = c sin ^ , sin(2^''— -^^)=:c'sin^^, etc.; mais, quand on est parvenu à celle où le module correspondant c est trop peu différent de l'unité, il convient de remplacer cette formule par l'équation correspondante de la suite tang(f— ^^)=:^' tang ^',
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tang (^' — ç") = V lang ^", etc. , d*où Ton tirera un résultat beaucoup plus exact.
Connaissant ainsi la limite 4> de la suite ^, ^\ ^'', etc. , que nous supposerons, par exemple, se confondre sensiblement avec le quatrième terme ^'^, on aura la valeur de F^ par l'équation F^= Klogtang (45**+î *), dans laquelle le Ic^arithme est hyperbolique ; prenant donc dans les tables le logarithme vulgaire l tang (45° + 7 4>) = H, on aura F^=KMH ; quant à
la valeur de K, elle est, comme on sait, R= v/ f- • cW"\
761. Cela posé, la valeur de E^ pourra être ainsi représentée
E^=L'Fç -+• Pc sin <p ,
et il s'agit de calculer les deux termes dont elle est composée.
Le premier se trouve facilement par la valeur déjà connue de la fonction F^ et par le coefficient Lf que nous avons déjà réduit à la forme la plus simple dans le calcul des fonctions complètes (art. 6^2)'^ tout se réduit donc à chercher la valeur du second terme Pc sin ç. C'est ce que nous obtiendrons par la première forme de la valeur de 4/ (ft) donnée dans l'art. 89; ainsi nous aurons à réduire la formule
Pour cet effiît , soit ^ — ^'= o)', ^' — ^"=â>", ^" — ^"'^a'", etc., on aura les équations tang û)'=A' tang ^', tang «"= A" tang^'', etc. ; la première donne
c' sin ^ = sin (^'+ o)') =; (i + V) sin <p' cos a' = -j- sin ^' cos cù\ et on en
déduit successivement
sin^'''=^ . i^ , i^ , r-^^5 «9 etc.
c c c cos • cos •> cos « '
Substituant ces valeurs dans celle de Psin 9, et faisant, pour abréger, c' cos cù'zzz /, c" cos û>" = t'', etc. , on aura
Cette formule peut donner tel degré d'approximation qu'on voudra , mais il convient d'examiner successivement les différens cas qui peuvent se rencontrer dans les applications.
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76a. Supposons qu'à cause de la diminution très rapide des angles m\ et'y «'", etc., la différence i — cos »'" soit n^ligeable, on aiua en même temps avec une exactitude suffisante c'^'= i, cos id'"z=z i , ce qui donnera
Dans la même hypothèse, on doit regarder comme négligeable la quantité
(i -^ /')% de sorte qu'on pourra faire î -^ 2/'+ /'• = o , ou 4 — i = -^ i la valeur de P à deui termes seulement , savoir :
Supposons log r'/^'* = — ty t sera presque toujours une quantité fort petite; cette quantité étant donnée, on en tirera //'se"" , ensuite
p _ a^Mr— . l ss: e^M« [j _(i — •e-»*')'] ; donc
et en développant jusqu'aux t^ seulement,
log P = ai — Mt^+ W(?.
Cette formule sera très conmiode pour calculer le second terme Pc sin f de la valeur de E^ , si toutefois les quantités de l'ordre ^ peuvent être néfigées.
«jôS. Si l'on veut pousser l'approximation plus loin, et qu'on r^rde seulement comme négligeable la quantité i— -cos â^*% ainsi que i-^c'% la valeur de P deviendra
et parce que dans le même cas on peut r^arder comme nulle la quantité ( 1 — /■"')•, ce qui donne pi — i = -35; , on aura plus simplement
Pour faciliter le calcul de celte formule , on pourra profiter de la ré« duclion indiquée dans l'article précédent , en l'appliquant à la quantité
F = -Âgg — 1 ; on aura ainsi
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alors le terme Pc sin ^ se réduit ^ ^^^^ — csin Ç; et parce que /s= cfcMCâ^ss^^^^^y on aura simplement Pcrin^ssav/cFain^'— csin^,
ce qui dispensera de calculer cos â^'. De plus, comme c sin^sssinflsin^ s=:|co8(9— i^) — icos(Q+^)j on voit que dans beaucoup de cas, cette quantité pourra se trouver immédiatement par la Table des sinus
naturels*
Nous observerons, enfin, que la valeur de P peut aussi s'exprimer par
cette série convergente :
P= , +î<lr:i3+4i>^+S!^ + eic.,
au moyen de laquelle l'approximation peut être poussée aussi loin qu'on
voudra. Les deux premiers termes se réduisent à -j?- — i ; quant aux: sui-
vans qui décroissent rapidement , ils sont faciles & calculer par les formules logr = — ^ log Ci — r) =log (MO — î^ + îtM^^
Pour l'usage de ces nouvelles formules, il faut pouvoir calculer avec un degré suffisant de précision les log-cosinus des angles cù y eo' ^ ùJ'y etc«, qui décroissent très rapidement. Or on a pour cet objet les formules
logcos Ci s=s — N.a>' — N,«* — N|«* — ^^(»^ — etc. ,
logsinâ»= log^ — lN.^'— ^N.a»^ — ^Njû»* — ^N4âi» — etc.,
où les diviseurs 3, i5, 63, a55, etc., représentent 2' — i , 2^ — i , a* — ^ i, a* — I , etc.
Lorsque l'arc oà ne surpasse pas 5* , si on n'a pas besoin de plus de quatorze décimales, on aura avec une exactitude suffisante les valeurs logarithmiques des coefficiens , comme il suit :
764. Exemple I. Supposons qu'on veuille calculer avec toute l'exactitude que comportent des Tables à quatorze décimales , les fonctions F^ , £^, pour le module c =s sin 81^ et l'amplitude ^ = 75^.
11 faut d'abord tirer de la Table VI l'échelle des modules et log K , comme il suit :
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«^•••-9'99999 16689 5933 V.... 7.79196 83oM 3974
<•'•. 9-99999 99^ Sapa V... 4.98188 4944i 6219
,K.. •• o«ooa63 58709 3716 £'••• 9.3617a 98969 9640.
Qd procédera ensuite au calcul de 9' par Péqt^ition sin (2^' — ^) =s c sin4^ , et pw: les formules ordinaires pour IHisage des Tables. ,
c« •«..,••. . 9,99461 99270 65o8 angle chercbé. . 2^' — ^ = A ,
rin^ 9,98494 37781 0267 angle approché. «==. 7^*56^
an (2^: — ip ) 9,97956 3705 1 6775 . 2a= 145.12,
sin a • • 9,97956 26352 3206
r = 10699 35Q9 Zsin A == Zsina-|-*^,
A =a+;?sm»fl(^iH-;^ + p'. ^ ^J|,
iM 0,06118 56930 4 (2) 61 6186
séc*a 1,04660 65o3o 3 (3) 16
sin 2a 9J75728 93793 8 9 = 75.
f — f cos %a 0,2742 1 200 (3) 7,20107 36.
La valeur de ^' réduite pour les Tables à dix décimales , savoir :
ç' = 73® 46' 48'', 8088, servira i calculer par l'équation sin (2^" — ^) ss </ sin ^% une première valeur approchée de 9^^ j cette valeur. ••*... ^'^ = 73^ 46^ 4^^ 00876, étant substituée dans le second membre de l'éqoation tang (9'— * ^'0 =^ ^'^ ^°g ^'S ^^ ^° déduira &cilement une valeur beaucoup plus approchée de ^' -— ^" ; faisant pour cet effet V tang çf'sspj
on aura ç' — ^" = R7? (i — ^ j en voici le calcul :
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V 4,98188 49441 5 (i) = o*,ooi88 88989 5538
tang(p".. o,536ao 11498 3 (2) — 68
la différence 9" — • 9'" a ëtë calculée aernblablement par Téquation 9" — ^"' = R" V" taiig 9'". Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin , et on peut prendre ^"' pour la limite O, ce qui donnera
Soit a = 81**, 89, or =s o*,ooo83 21 186 i535, on calculera la valeur de H SB / tang (d — 3c) par les formules
P'^tàhi' /taiig(fl — a:) = /langfl — r,
/ , , ^ a + a oos*aa\
r = :imp [i^p coa aa-f.^,— 1_ y^
on aura ensuite F^ = RMH; voici ce calcul :
R'ar 6,92018 5a377
R® i,758iA a63!24 a=: 8i%89 (i). o>oooo4 5i6ii 6o334
X 5,i6ao6 a6o53 3^=163,78 (a). — aa 54633
slnaa 9,44^^1 i82o5 (3). + i56
2m 9,93881 43070 tang a 0,84618 773i4 7040
co£faâ 9,98a36 00014
5,65476 5i M. . . o,36aai 56886 9946
^+fco>'aa 0,10765 70 Iog<{> ='o,2923( S1061 9945.
IF
Pour avoir la valeur de P, il faut reprendre les valeurs trouvées de »% oi'j »"'j savoir :
et calculer les logarithmes de cos â»', cosûi", cos eù"'^ par la formule du n®. 763 ; voici le calcul du premier :
(0 5,99306 87444 65 m'^ 9>9^4 ilcos» 0,00009 84241 2278
7,98457 lie.,. 0,00000 833 10 4062
Le calcul de cos af' se fera par un seul terme , comme il suit :
m" 5,5 1808 609 I : cos cJ' .... 0,00000 00002 36o2
«"• 1,03617218 ild' 1998
A l'égard de cà"' ^ la pedtesse de cet angle permet de négliger entièrement I — cosoif" j ainsi que i — c"', ce qui donne /'' = !. Ainsi la valeur, de
Pc sin ^ se réduit, dans ce cas, aux deux seuls termes j\J — c sin ^« Voici le calcul du premier :
2 o,3oio2 99956 6398
^ain^.... 9797966 37o5i 6775 . -
Ce second terme c sin 9, ou sin 81* sln 75^, est la même chose que ^ sin 84* + 78^1 66* , dont la valeur se trouve îmmÀlialement par la Table III , = 0,95403 36765 o544 ;
de cet deux termes résulte Pc sin ^ ss 0,95450 37638 7640
d'ailleurs on a déjà trouvé LT^ ces 0,0^406 i5ia4 ^^97
donc la fonction cherchée E^ = 0,97856 4^763 0937
d'ailleurs le log connu de F^ donne F^ = 1,96040 1861 3 8371.
Dans cet exemple où le nombre ^ c= -— log f^r^'* est assez petit, on aurait pu abr^er le calcul de la partie Pc sin 9 par la formule de l'art. 762 , comme il suit :
t\...\. 2,05678 19448 M =: o,ooo3i 35i i3 5076 M 0,36231 56887
Sf. T '^'^'J'À M£-.... 2,4.899 76335
MV + 645 M
csin^ 9j97956 37o5i 6775
Pc8in<p 9>97977 "^^ ^^9^
On tire de là Pc sin ^ =s 0,95450 27638 7645, résultat qui ne diffère du précédent que dans le quatorzième chiffre dont l'exactitude est toujours incertaine , tant par l'erreur des Tables que par celle des parties proportionnelles.
765. Nous remarquerons que, lorsque le logarithme t est*aussi petit que dans l'exemple précédent , on peut calculer la partie Pc sin f de la valeur de E^, d'une manière encore plus simple que par la formule de l'article 762.
Car faisant toujours * = — log (r'X'*) , ce qui donne r'X'* s= €? ,on aura -j^ — I = 2e ^ — I ; soit cette quantité = t -^ ii , afin qu'on ait. • •
Pc sin ^ssc sin ^ H* C3 sin 9 ; de la valeur 2^2 {e — i )
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= ae*^' (e^^' — c~i^') = 2M« -^^^ C « + rçMV + etc. ) , on déduira
log z == log ( 2MO + 7 * H- rjM^' j
et par cette formule, on calculera facilement le petit terme cz sin ^ qui doit élre ajouté à c sin ^ ; en voici l'application
log^... = 6,oa839 09724 (i). ... = 0,00046 90878 7106 faM . . . = 0,66324 56843 6 c sin <p. . 0,95408 36765 o544
î' 5 33778 4 Pc sin (p. = 0,95450 27636 7650.
yçMiV. 10 9
logz... = 6,69169 oo356 9 l{cûn(p) 9,97956 8705 1 7 (1).... 6,67125 37408 6
Ce résultat s'accorde encore avec les précédens , aussi bien que cela peut être, en n'employant, pour le calcul des parties accessoires, que des logarithmes à dix décimales.
766. Exemple II, Soit proposé de trouvcir les fonctions F^ , E^ , pour l'amplitude ^ = 45*, et le module sin 43*, dont les élémens sont, d'après la Table VI ,
Voici d'abord le calcul de ^' et sin ^'.
c 9)87107 34581 4351 a=3i**70 jr. 4»66i3o 52942
sin^ 9,84948 5oo2i 6801 2fl=63.4o M. 0,36221 56887
sin (2^'—^).. 9,72055 84603 ii52 séc^^i. o,i4o33 36959 i
sina 9,72054 92910 3o36 ;;.... 5,i6385 46788 i
r= 91692 81 16 sin 2a.., 9,95141 24387 4
Zsin A = / sina 4- ^ I^" 5,3144^ 5i33i 8
aç' — (p = 31.42.2, 68966 743i (2) 5,59354 693
J — jC0S2a. 0,01486 78 (3).... 0,77226 94.
Pour avoir l sin (?', on fera a = 38*35 = 38*a i% a? = i "34483 SyiSS, p'ussa'^Xy et on appliquera la formule / sin (a4-JP)=/sin a'^mx cot a
(I — — ^ + . * . -r X cot fl ) : en voici le calcul : sinaa sin 2a ' /'
R"a:... 0,12866 85884 8 sina... 9>7927i 633794647
m 9^65778 451 13 sin^'... 9,79271 99168 9009
cota.. 0,10175 ooo65 9 c' 9,99525 52556 941 4
I :sin2ii
iy après cette valeur de l sin (2^''—^'), on trouve, en suivant toujours les mêmes procédés,
On a ensuite pour déterminer ^'" l'équation sin (2^'" — 9")=^" sin ^"; mais, à cause de la petitesse de l'angle ^" — ç'"=ea'"^ il est préférable de déterminer ^'" par l'équation tang (ip" — ^"'j=i''' tang^'", ou simplement ^" — ç'"—R!'b'" tang ^"'. Pour cela, on substituera d'abord dans le second membre la valeur approchée ^'"= 58^6' 10", ce qui donnera û)'''=i",2I78, et ^'"= 58*6' 1 2'',4466- -A.U moyen de cette seconde valeur, qui a toute l'exactitude nécessaire pour les tables à dix décimales, on trouvera plus exactement (p"— (p'^s^R"*'" tang <p'" = i",2 1787 8424. Enfin la différence (p'"— ^«'-=r«*' se déduira de Féquation a"=R"A'^ tang ^»% ou simplement û)*^=«^ i i'"; caron peutsupposer dans le second membre tang ^*^= tang ^'^, et i'^=^ (b"y. Voici ces derniers calculs d'où l'on déduit la valeur de ^'^:
tang (p"'. 9,89442 55ii2 5 û>'"= i ,21787 8424
Ly\... 4,27469 33 (?''= 38.6.12,44658 27586.
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On peut considérer ^'^ comme étant la limite des angles décroissans Vf 9^ 9^^ 6^c.; ainsi on aura
H = log tang (45*» + i (p'^) = / tang (64^3'6'',223!i9 1 379).
Pour calculer ce log - tangente , on fera a = 64®o5 = 64®3', K'xss 6'',aa339 1379; et appliquant les formules
/> = -: , /tang (a+*)= /tanga + 2m/7[i — />co8 2a+^/)'(i+coé'aa)],
on trouvera H= o^Siadi 4^84^ 60706. Enfin la formule F9=RMH donnera les résultats suivans :
IF^= 9,91957 86i52 1370 F^= 0,85095 71234 6716.
767. Tenons maintenant au calcul de la formule E^=L'F^H* Pc sin ^ ; la première partie se trouvera au moyen des formules qui déterminent L', comme il suit ;
^3oo52 53393 63io LT^s 0.19976 77321 6029,
La seconde partie Pc sin ^ = 2 ^c sin ^'.P' — c sin ^ , et pour avoir P', il faut connaître r^' = c^' cosû»' et r^" ^^c"' cos a'''; or, d'après les valeurs déjà connues
cJ' = (p' — (p" = 887^68037 024
on trouve les résultats suivans :
iTcosûi'''. . . 0.00000 40217 70478 cos»'"... — 7570 i:c'' 65398 47146 </" — laSio
ilt^' o.ooooi o56i6 17624 f^" — 19880
t =s o.ooooi o56i6 57384- Par le moyen de cette valeur de < = — log {t^r"'^) , on trouve aisément le terme Z = 2 v/c sin ^' • P', ensuite on aura c sin ^ ss ^ cos 3® + x sin 3*, d'où Ton conclura la valeur de E^, comme il suit :
T. II. i5
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2^c..é. o.a3656 67^4? 35736 Z ^ i.oGgSx 27381 36a5
sin^'.... 9*79971 99^68 90090 csin^ = o. 52348 27454 9876
M/' — 2 5685o Pc?sîn^= o .54432 99926 3729
Les calculs de ces deux exemples ont été fort longs, malgré la simplicité des formules, parce qu'on a voulu obtenir des résultats exacts jusqu'à la quatorzième décimale ; mais ils s'abrégeraient beaucoup si l'on se bornait, comme il convient presque toujours, a dix ou à un moindre nombre de décimales.
768. L'addition que nous venons de faire au chap. XXI du traité pré* cèdent, nous donne l'occasion de placer ici une conséquence assez remarquable qu'on peut tirer de la formule (i'), chap. XXIII.
Si l'on fait dans cette formule 9 = fi, on aura n' z=zn\ ainsi les deux fonctions n(/ï, c, fi) , n(ii, 3, fi) , dont les modules sont complémens l'un de l'autre et qui ont d'ailleurs le même paramètre et la même amplitude, pourront s'exprimer l'une par l'autre au moyen de l'équation
sin
__fl* + tangG[A(i,fl)F(c,fl) + A(c,6;F(*,fl) B >
- i+F(c, fl)F(A, 6)— F(c, fl) E(A,G) — F(i, ô) E(c, 0) ]'
Cette équation fait partie de la propriété mentionnée dans l'art, iio. Mais si on a c = i , c'est-à-dire si le module c =: sin 45'', alors en omettant la désignation du module c et de l'amplitude 6 , commune à tous les termes n(/i, c^ 6), a(c, fi), F(c, 6), £(c, 6), on aura la formule
slïT^ n(»)=f*+(aAtangflH-F-aE)F,
d'où l'on voit que dans ce cas particulier la fonction de troisième espèce n(/i) ou n(7i, c, 6), où l'ona ii=:cot*0, s'exprime par les fonctions de première et de seconde espèce F et E. .
Ce résultat est d'autant plus remarquable que l'amplitude 6, qui détermine le paramètre cot'fi, peut être prise à volonté et ne suppose point que F(c, 6) soit commensurable avecF'c. Si cette commensurabilité avait lieu, on sait par les propriétés connues que la fonction de troisième espèce
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n (a y c , fi) , pourrait se déterminer par le moyen de FI* (n, c)y quel que fût le paramètre a , et ne dépendrait ainsi que des fonctions de la première et de la seconde espèce ; de plus, comme dans le cas dont il s'agit, la fonction F(&, 0) qui est la même que F(c, fi)^ serait commensurable avec F^b qui est la même que F'c, la fonction de troisième espèce n(/i, c, ^) serait en général réductible à la première espèce F(c, ^) par la formule de l'art, i lo, de sorte que la valeur particulière de II (/i, Cy 6) ne dépendrait que de la seule fonction F (^, fi), ou même de la fonction complète F'c, puisqu'il y a un rapport donné entre ces deux dernières fonctions.
On voit donc que l'équation précédente contient un théorème entièrement nouveau sur la fonction de troisième espèce n(cot* fi, c, fi), puisqu'elle ne suppose pas F (c, fi) commensurable avec la fonction complète V*c; mais ce théorème est restreint au seul cas du module c=sin 45^.
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CHAPITRE X
Modification de la méthode trigonométrique du Chapitre VI
769. JL A méthode que nous allons exposer n'est autre chose que celle du Chapitre VI, modifiée de manière qu'elle n'exige pas un travail préliminaire trop considérable , au moins lorsqu'on ne veut pas pousser l'approximation au delà d'un certain degré.
Supposons d'abord que l'on calcule par la méthode générale l'amplitude a ou et, , qui satisfait à l'équation Fâ(= 7^ F'c (nous prenons pour exemple la fraction -p^, mais une autre fraction telle que ^ ou f^, pourrait être plus convenable dans certains cas , comme nous le verrons ci-après); au moyen de cette amplitude on déterminera successivement ceUes qui satisfont aux fonctions multiples Fâ(«=2Fâ(, Fa3=3Fa, etc. On calculera en même temps les valeurs correspondantes de E , et du tout on formera un petit tableau de dix lignes seulement, contenant les valeurs de ^ et de £9, auquel on pourra joindre , pour la facilité des applications , les valeurs logarithmiques correspondantes de sin ^, tang (p, A^. Voyez un tableau de cette sorte, art. 777.
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Cela posé, ^ ayant une valeur donnée quelconque, il s'agira de trouver, par le moyen de cette table , les valeurs des fonctions F^ , E^.
770. Supposons que la valeur de ^ soit plus grande que ai , elle sera comprise entre deux termes consécutifs de la première colonne ; soit a le terme le plus proche ou au moins celui pour lequel la différence F^— Fa, positive ou négative, est la plus petite^ et soit p=:a^Xya: ayant le même signe que F^ — Fa; si l'on fait en même tempsF (a+x)=Fa+Fy, Tamplitude^ se déterminera trigonométriquement par les équations suivantes:
csin asssin ff , tang 4'= cos € tang (a + x),7'=4''— 4^c sin (et +x)=sin f ', tang %[/ = cos S' tang a.
On voit qu'il faudra d'abord calculer les angles auxiliaires ff, ^, ensuite les angles %[/' et 4» ^onl la différence est l'angle cherché 7*.
Connaissant^ qui sera en général du même ordre que ^, et peu supérieur kx{ excepté dans le seul cas où c et sin ^ seront tous les deux peu différens de l'unité), on pourra déterminer Fjr etEjr par les formules qui conviennent aux petites amplitudes, et on en déduira les fonctions cherchées
F(p = Fa 4- F^,
E^ = Ea + E;^ — c* sin a sin ^ sin^.
Cette sorte d'interpolation n'exigera en général qu'un calcul assez facile et fondé, comme on voit, sur des formules trigonométriques très simples.
Si X est négatif, j* le sera aussi; mais d'ailleurs le calcul sera toujours le même. Au reste la faculté qu'on a, suivant les différens cas, de prendre x positif ou négatif, permettra toujours de supposer ¥jr<CiTAi c'est ce qui aura lieu encore, lorsque ^ sera moindre que tf , mais tel cependant qu'où ait
tement sin r= 1 1 > » ^* Par les auxiliaires C et €\ on a Aa=cosC, A(a-f*x)=cosf% ainsi l'angle û», troisième auxiliaire, se ti'ouverait par l'é-
. • • Sin X • •! • * 1
quation sm â)=: — /i/y . .gx TTp — tf\ ; mais il sera presque toujours plus
simple de se servir des formules précédentes, quoiqu'elles déterminent l'angle^ par la différence de deux angles beaucoup plus grands '^^ et >(/.
771 . rtous avons donné dans le Chapitre YII des formules pour calculer les fonctions F^ , E^ , lorsque l'amplitude ^ ne passe pas une certaine limite;
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mftû ûj était très petit, le calcul de ces formules pourrait être sujet à quelques difl^ultës , surtout si le module c était en même temps très petit. 11 sera plus simple alors de se servir des formules telles que les donne immédiatement l'intégration par séries; ces formules sont, en supposant que les termes de l'ordre^' peuvent être négligés,
772. Connaissant ^i , tf«, «3» ^4, ^5, par la multiplication de la fonction Fa, il faudra que a^ s'accorde avec la valeur tirée de l'équation cot «5= ^b. Cette vérification étant faite, on calculera les termes suivans ^69 ^7 > etc., par les équations complémentaires, savoir: cot a6=^tanga4, cotfle, = & tang «3 , cot Ot =^ tang a^y cot ^9 = ^ tang (t. Il faudra ensuite calculer les fonctions £a,, Ea., etc., ce qu'on fera par les formules
aEa — Eflt, = p^
Ea -J- Etfj^ — Efit3 = ;?,.' Ea 4- Eûtj — Efit4 ^ ;?3 Ea + Eflt^ — Eas = p^.
p^ = £?*sm «1 • smatsma.
p^ =: c'sin a. • sina^sinas p^ = c^sin tfi • siaa3sina4 /?4 = c*sin fit, . sina^sintfs
De ces formules résulte
Ea= i ( Eas + )[?,+;;. + ;;3 -I- pjf)\
ei comme on connaît Eaj =^E' +!:(' •~^)j ^^ ^"^^ P^^ l'équation précédente la valeur de Ect'y ensuite Ea», E:ts, £a4, seront données par les
équations
Ea. = 2Ea — p^ ,
Eas = Ea 4" Ea^ — /?« , Ea^ = Ea + Eaj — p^ .
Ce calcul se continuera pour les autres amplitudes oL^^ctjj etc. , au moyen des
formules
Eae + Ea4 = E' + c* sin a^ sîn a^ ,
Ea, 4- Ea3 = E* + c* sin ctj sin a, ,
Eag 4- Ea, = E* 4- ^* sin a, sîn ag,
Ea, 4- Ea = E* 4^ c' sin et sin a^.
Cette méthode va recevoir les développemens nécessaires dans l'exemple suivant, où les calculs sont faits de manière à obtenir au moins dix dédmales exactes dans les résultats.
ii8 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
i^y 3. Afin de mieax' juger de l'exactitade de la nouvelle méthode , nous prendrons pour exemple le module sin 45^, d'après lequel la Table II a été construite. Voici, dans ce cas, l'échelle des modules réduite à douze décimales.
c... 998494^ 5oo2i 68 b 9>84948 5oo!ii 68
il feut d'abord déterminer tt par l'équation Fa s=-;V F* ; et comme on a en
général F^= ^. F'c, * étant la limite de la suite ^, T^^ i?**> etc.,
il faudra faire ^=59*; or, pour le degré d'exactitude que nous avons en vue, on peut supposer * =1 -5^ ^***'; ainsi on aura ^•••• = i44*«"De cette valeur on déduira successivement celles de ^°*>oo, ^*>o, <p°, ^y «a moyen des équations sin (a^*~ — ^~") = (f* sin (?•••% sin (a^*>"» — ^1^) = t^ sin ^•*", etc. , dont voici le calcul :
€^ 9>687o4 92 2^' — ^ = o* o' o",ooooo 5898
sin^*^. ... 9,76921 87 ^"** = 144
a^os — ^04, 4j^^o69 3o
sin ?•»... . 9,97820 63a55 5 <p.. ^ 36. o.i, 3682a 1804
c"» 7,87330 laaSS 4a (i) 9o5",62626 4a53
sin <?»*. . . 9,76933 a65o3 7a (2) H- 390 968a
P 7,6425a 38759 14 2(p«— ^"ss i5' 5",639i7 SgSS
ip* 4,50689 65
I : sin 2a 0,97219 75 a = ^ = 10.55.54 ,52558 5o
774* Ayant ainsi déterminé la valeur de et ou a, , il faut calculer les termes a^, et^y «4, etc., par les formules connues pour la multiplication des fonctions; savoir: tang 7 ct«,=: A tang £&, tang(~as+7tf,)=A tanga«, etc.; voici d'abord le calcul de A a ou A :
c... 9984948 Sooai 68 a=7®,47
sin«. 9,26441 40026 72 ^ 5,83i97 06609 cosa 9,99629 84428 77
sin A. 9,11389 90048 40 tang*a. . 8,23533 69554 R. . 11674 £07
sina. 9,1139669206 i5 ^^ang'a 4,06730 ^63 A. . 9,99629 96103 28.
/sinA =/sinéi — r, r tang* a — 11676
/cosA = /cosa+R, r 4,0672385329
/R= /(rtang* a) — rtang* « — r.
Calcul de ct^.
tangtf*. 9,27187 89548 79 a=io'5o r..... 6,52556 58917
A 9^99629 96105 28 2a=2i.oo 5M... 0,06118 56950
tang^tf, 9,26817 85452 07 p 6,58675 i5847
tang a.. 9,26796 69207 55 sin2^i« 9,55452 91618
r.... 2? 16244 74 R^... 5,5i44a Si552
ftang A = Ztanga + r, p 6,58675 ï5847
p=^i Mr, cos2a. 9)97Q^5 174
A— a z=zp sin 2fl( i +;? cos 2a +1 p^ cos /\a) . (2) . . . 7,6 1 240 920
lao CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
a4-(i)s io^5o' i8",oo967 Siy (i)...... i,a555o 69
(1). ; . 4^9 646 Z'* 3,77350 Sa
|a^....= io«3o. 18 ,01377 216 cos4^««* 987107 35
Og = ai. 0.36,02754 43 (3) 3>73399 >^*
Calcul de a^.
tang a. 9,5844^ 4'i^^ ^^ ^ = ao®85 r 5,8i548 ^3192
^< ••• 99996^9 96105 28 2a =5 41*70 îM... 0,06118 56930
tang A 9,58070 37225 56 J^a = 83.4o P 5,87666 80122
tang^i. 9,58076 91081 87 un 2a. 9,82297 2o58o
/tangA=/taDga— r,;?=|Mr, (0 • • • i,oi4o6 52o34
A=a— ^sin^â(i -— j9C08 2aH-f /'*cos4^) cos2ii. 9,87311 02
(0 = io",329i6 4724
(2) — 580557 (O---- i,oi4o6 5
a— A • . . = 10,32858 417 j cos /^a 8,88436 9
Oa+ou.. = 4<*4i «39 9^4^83 17
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Calcul de aj^.
'«nga, g,78o5i 29931 86 r 5,84856 5o655
^•••- 9^996^9 96103 28 a = 50*^89 tM... 0,06118 56950
tangA 9,77687 26055 i4 ^''^^'•jS p 5,90975 07585
tangfl. 9,77688 31645 69 4« =125.56 ^^^^^ y,945o4 4i5i4
/•= 7 o56io 55 I^"- • • • 5,33442 5i552
fl— (1)... = 3o®55" 9",a5545 584© cos2a. 9,67473 108
a^ zsz 40.45.42,4445^ i3 /?*••.. 1,81950 ]5
|cps4^ 9,56648 46
Calcul de ùl^.
tang ^4. 9,95551 41911 ^2 a =40® 52 r 4)90^^2 10848
A 9,99629 96105 28 2ai=8i.o4 iM... 0,06118 56950
tangA.* 9,95181 5801490 p 4^96*2067778
tangâ.. 9,95180 58578 22 sin 2a. 9,99466 78599
ilangA_rtang^i + r. ^ 4,96120 678
a = 40^ 5i' 12^,00000 0000 cos 2a. 9,19241 58i
î«5+îas = 40. 3i . i5 ,86557 545
et, 5i
ParFéquation cotet5=ï/*,on trouve directement a^=4tf5&2!)!'j07So 5i6; la différence n'est que d'une unité décimale du sixième ordre ; or, le sixième ordre de décimales dans les Secondes, est le douzième chiffire significatif T. II. »6
du nombre entier, puisqu'en réduisant tout en secondes, ou aet5 = ..« i7978a",7075oi6. On ne peut donc pas répondre d^un plus grand degré de précision, en ne donnant que douze décimales aux logarithmes, surtout si l'on considère combien il a fallu d'opérations pour obtenir ce résultat.
775. Pour calculer maintenant les quantités /?, , /?. , ^3 , /^^ , il faut connaître les log-sinus des angles et y a., «j, «4, ^5; le premier est déjà connu,
le dernier se trouve par la formule sin ot» = -77 — r-r\ = r-r ; voici ces
V^( 1 + A ) cos 22® i '
logarithmes, d'où l'on déduit ceux des quantités p^ et ensuite ces quantités
elles-mêmes :
sin «ft 9,55452 672S6 63 sin «5 9,88386 96562 4?
pi = o,oo6o5 79367 32 /?, = 0,01702 26276 o4 p^ = o,o3o99 96605 69 />4 = 0,04593 i5io4 20
G)nnaissant la fonction complète E' = i,35o64 388io 4^ , et In quantité I — A = 0,29289 32188 24, on trouvera par les formules de l'article 77a ,
Eflt, = 0,36365 4*773 704
Eae, = 0,52998 76068 176
776. Il faut maintenait prolonger le calcul de toutes ces quantités pour toutes les amplitudes au-delà de a^, savoir : â&e, a,, 6tg, a^. Or, si les amplitudes 9 et •>!/ sont complémens l'une de l'autre , c'est-à-dire , si l'on a F^ + F-nJ/ = F'c, non-seulement l'amplitude «4/ se déduit de ^, par la formule cot %[/ = & tang ^, comme on l'a vu dans l'art. 772 ; mais on a en
même temps A%[/ = -^ , et sin %[/ = ^^^^ ■ ; de sorte que connaissant
les logarithmes des quantités sin ^, tang ^, A^, pour les amplitudes qui précédentes, on aura immédiatement les logarithmes de ces quantités pour les amplitudes qui suivent a^.
D'ailleurs de la valeur connue de cot 4 > on déduit celle de l'angle 4 , ce qui s'applique successivement aux amplitudes a^y a^, «g, et, ; on aura donc de cette manière les résultats suivans :
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lain 9,
/tangç.
«c = 58» 38' io",3i4o2 70 a, = 66.53.52,77456 17 «1 = 74.48-32 ,93725 47 «, = 82.28. 0,82488 73
o,2i5oo 08066 70 0,37000 20046 46 0,566 II o8856 04 0,87863 60629 53
Au moyen des valeurs de sîn ^ , on déterminera les fondions Ea^^ E^,i etc., par les formules de l'art. 772, comme il suit :
^siaUj^ sin a^ = 0,27875 57297 82 c* sin ctj sinct^ = 0,28756 5263o 146 E' = i,35o64 388io 48 E' = i,35o64 388io 48
Ea^ = 0,68334 4o^33 00 Eaj. . #
Eets =o,946o5 56075 3o EoLj = i,o5822 15372 45
^sina.sinctg = 0,17299 93944 9^ c* sin ot sin ^(3= 0,09112 12071 38 E* 1,350643881048 E' i,35o64 38810 48
1,52364 32755 43 £a. =0,36265 4^773 70 Eec
Eof = 1,1609890981 73 Ea, =1,2574090311 35.
777* Mous avons maintenant tous les élémens qui doivent composer la Table auxiliaire que nous voulions construire; mais, pour en rendre l'usage plus commode , il sera bon d'y joindre les valeurs correspondantes de log A^.
On connaît déjà A(âe) et ^{ct^) = y/b-, on calculera les autres termes par
le» formules A«. = î^'^ , Act, = ^i^, Aet, = îî?«if! , et les
taDgtffl ' tangtfs ' ♦ tang^^ '
termes complémentaires par la formule générale A-sp = -r—.
Voici donc la Table complète qui résulte dé tous les élémens ainsi calr culés.
k=io» 35' a4'' 32358
Ua=2I. 0.36,02754
Us=:3i. 6. 5,01924
«5 sa 49 .56 .22, 7 0/50
Us ==58 . 38. 1 o y 3 1402 iMf =66. 53 .52 , 77456
60570 41773 76068 85499 56075 15372 90981 903 II 388io
lainf.
9,26441 9,55452 9,7i3ii 9,8i485 9,88386 9,93139
/langf.
lAf.
o,2i5oo 08066 0,37000 20046 o,566ii o8856 0,87863 60629 Infini.
91936 23 02458 16 53918 40 5oo2i 68
778. Pour faire voir l'usage de cette table ^ cherchons la valeur des fonctions F et E, lorsque ^ = 70**.
L'amplitude qui dans la table approche le plus de 70^ , est
a =s 66^ 53' 62'', 77456 17 ; elle répond à la fonction Fn = -^ F"c; il faut donc résoudre l'équation F^ == Fa -f- f/, ce qui se fera par les formules
tang 4/' = Aa tang ç^ tang 4 = A^ tang a , ^ = 4^^ = 4 9
soit c ànÇz=zsm6j on aura / sin ^ = 9,82247 08186 1 1 , d'où l'on tire /cos^ ou /A^= 9^87350 72687 63. Par la table, on a immédiatement tang a et A a, ainsi / tang 4' et / tang \[/ seront donnés comme il suit :
Aa 9,88057 91936 23
tang^.... 0,43893 4^3^] 97
tangâ.
tang4'«** 0,3 195 1 33254 20 tang4«*** 0,24350 92734 09,
il en résulte
jr — 4. 6.57,50188 52.
U s'agit maintenant de trouver avec le même degré d'approximation la valeur des fonctions E;^, F/j c'est ce qu'on obtiendrait par l'interpolation de la Table II; mais, pour ne rien emprunter de cette Table, nous calculerons directement les valeurs de Ey , F/ , par les formules que donne immédiatement l'intégration , lesquelles en négligeant les termes de l'ordre ^ seulement , sont :
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Si l'on y substitue la valeur de c* dans notre exemple , savoir c* = ^, cdies deviennent
faisant donc ^ == 4* 6' Sy'^ 5oi88 32, ce qui donne ^ après avoir rëduit cet arc en parties du rayon
log/* = 8,85634 5995g 78, ^=0,07183 63067 020,
on trouvera Ej = 0,07180 5434^ 97,
Blain tenant les valeurs cherchées de F^ et E^ se tireront des équations Fç s= Fa + ry , E^ = Ea + ly^ — c* sin a sin ^ sin^ , comme il suit :
c*8inf gfijig^ 58207 79 En = i,o5822 15372 45
gin a 9,96369 70659 98 E;^ = 0,07180 54342 97
"»/•••• 8,85597 o4o55 19 i,i3oo2 69715 42
Z 8,49162 32922 96 Z = o,o5ioi 86785 59
Fa = ^F'c = 1,29785 22741 II Fj' = 0,07186 72o3o 06
Fç = 1,36971 94771 17
Par la Table II, on a F^ = 1,3697 1 94771 22 , et E^ = 1,09900 82929 85 , ainsi l'accord est parfait sur la valeur de E, et il n'y a de difierence sur celle de F que cinq unités décimales du douzième ordre; erreur facile à expliquer tant par la longueur et la multiplicité des calculs de là dernière méthode, que par Tinexactitude qui peut rester dans le dernier chiffre des nombres de la Table II , malgré tout le soin, qu'on a pu mettre à la con-stmction de cette Table.
779. Dans le calcul du tableau de l'art. 777 , nous avons poussé le nombre des décimales jusqu'à douze , afin de mieux établir la comparaison des
résultats avec ceux de la Table II qui comprend un pareil nombre de décimales : mais le calcul s'abrégerait beaucoup, si l'on voulait se borner à dix ou à un moindre nombre de décimales.
En général , quel que soit le degré d'exactitude qu'on veut oblenir , il faut mettre un soin parliculier à l'exacte détermination de l'amplitude et d'après laquelle la Table est formée. En supposant, comme nous l'avons fait, Fa = Y5 Fc, il est nécessaire, pour connaître a, d'avoir l'écbelle des modules qui résulte du module donne c. La Table Yl ci-après donne cette échelle pour tous les angles du module, de dixième en dixième de degré, depuis o** jusqu'à i5*, et ensuite de demi-degré en demi-degré, depuis i5** jusqu'à 45®. Mais cette Table n'est pas de nature à être interpolée, et ne serait d'aucun usage pour les angles du module qui n'y sont pas expressément contenus.
780. Pour obvier à cet inconvénient , nous avons pensé qu'il serait utile de construire une Table où l'on trouverait, pour tout angle donné du module , au moins de o* à 45" , la valeur de a qui donne Fa = 7^ F*c. Dans cette vue, nous avons calculé directement la valeur de a pour tout angle du module de demi-degré en demi-degré , depuis o® jusqu'à 45* } nous avons ensuite interpolé les résultats en insérant quatre moyens entre deux termes consécutifs. C'est ainsi qu'a été formée la Table Vil où l'on trouve la valeur de a pour tout angle du module de dixième en dixième de degré, depuis o^ jusqu'à 45®. Cette Table, dans laquelle les quantités a sont accompagnées de trois ordres de différences , le quatrième étant omis comme inutile ou pouvant être pris à vue, servira à déterminer par interpolation la valeur de a qui satisfait à l'cquation Fa = ^ F'c, pour tout angle donné du module de o® à 45"*, sans qu'il soit besoin de connaître l'échelle des modules correspondante.
Ou n'a pas prolongé la Table VII au-delà de 45", parce que l'interpolation deviendrait de plus en plus pénible, à mesure que l'angle du module s'éloignerait de ce terme, et aussi parce que passé 45', il convient de prendre Fa plus petit que ys F'^, et de plus en plus petit, à mesure que l'angle du module devient plus grand. En effet, pour que, suivant l'esprit de la méthode, le calcul des fonctions E^, F^, soit ramené à celui de deux autres fonctions E;^, F;^, dans lesquelles l'amplitude j^ n'excède pas 5 à 6 degrés, il faut que a n'excède pa& 12*. D'après cette base, on peut faire Fçt =J iÇ F'c, depuis fl = 45® , jusqu'à fl ï= 70*, et Fa = -^ V*c, depuis 6 = 70* , jusqu'à 6 =: 82*. Cest ce qu'on trouve aisément par l'équation
Nous remarquerons que lorsqu'il y aura lieu de supposer
Fa = -pj F'c , celte équation peut être résolue par de simples opérations trigonométriques, sans être obligé de former l'cchelle des modules. En effet, l'angle ot^ qui satisfait à l'équation Fa^ = j F'c , pourra se déterminer par l«i formule du n**. 24; connaissant 014, il faudra employer les formules de la Inssection , pour trouver successivement a, et ce, ou a. Ensuite on trouvera les autres termes par les formules de la multiplication qui ne supposent pas connue l'échelle des modules. On pourrait même déterminer ces termes par la simple bissection , savoir : as par la formule ordinaire» • .
tang tfe = --;T, et a, par la bissection de Fctg. Il resterait à trouver par ces
mêmes formules la valeur de et^ , ce qui peut se faire au moyen de l'équation des complémens qui donne d'abord cot et^^ = b tang a., et ensuite «5 par la bissection de Fûf,o»
Il sera encore plus facile de résoudre l'équation Fa = -7^ F'c^ puisqu'elle n'exigera que les formules ordinaires de la bissection. Nous en donnerons bientôt un exemple pour le module sin 8i\
782. Pour montrer l'usage de la Table VII, supposons qu'on demande la valeur de oc pour le module sin 8=|. De cette valeur du sinus on déduira d'abord l'angle correspondant
on voit ensuite par la Table , qu'à l'angle du module i9**j4 répond la valeur ^ = 9®i5'37',8366o 10, et les différences toutes positives
cr(p=9,956i4 40, cf^ = 5677 85, J''(p=Qii, cr^(p=8;
faisant donc :r=o,7i220 6545, et appliquant la formule ordinaire des interpolations, savoir:
et=<p-+-x (/<P-^ (J^'-P-^ (r<f>-^-^^*<Py
on aura
a=:cfi5'^/\'^ç)2i6i 5o.
783. Non-seulement la Table VII fait connaître pour chaque module moindre que sin 45% l'anglcct qui donne Fa=-^ F'c; maison peut facilement tirer de cette même Table, la valeur correspondante de la fonction Eet. Voici comment on parvient à la formule nécessaire pour cette détermination.
«8 CONSTRUCTION DES TABLES ELLll^lQUES,
Si on suppose que pour l'angle d du module, l'amplitude ç satisfait à 1'^quatlon F^=»F*£?, n étant un nombre fractionnaire constant, ^ sera en général une fonction de 0; et comme F^ ou F est fonction de 0 et ^, on devra
^^' '^ =(f -+-f • §) d^H§+ï . ^) ^ , ce qui donnera l'équaUon
dB'^A * dB ~^' dô »
mais en faisant c=sin fl^ les formules de l'art. 45 donnent
dF E — Fcofl»9 sinS sin^cos^ rfP' E'— F'cos»8 ad sîndcosd oosâ * A ' d8 sinScosS '
donc on a
E_Fcos*fl— n(E'— Pcos"fl) = siu"ô. !i5.if2L* _ î!l«£2L? . $ , ou simplement
* ù A dd
Or, pour chaque valeur de 9 comprise dans la Table Yll, on trouvera immé- <liatemeat le coefficient différentiel ^, par la formule
où 36o est mis pour la différence o'^i des valeurs de 8, parce que les différences cT^, cT^^, etc., sont exprimées en secondes; quant aus valeurs de 8 qui ne sont pas comprises dans la Table, on trouvera également par interpolation les valeurs correspondantes de ^^ , ^*^ , etc. ; donc dans tous les cas , on connaîtra la valeur de Eaqui répond à l'équation Fa= -ô F'c.
Dans l'exemple précédent, l'angle du module 4^^ est compris dans la Table; mais les différences qui répondent à 45^9 dans le sens de faccroissement de la variable 0 , n'existant pas , faute de termes ultérieurs , on y suppléera par les différences dans l'ordre inverse, comme on l'expliquera ci*aprèt
art. 797.
On aura alors
cr^=a9,8o5i6 98, cT'^ss— iiaSS 5i , cr'^=44 10, /^^=— 5o,
ce qui donnera ^==^22^— =0,08294 92892.
Substituant ces valeurs, ainsi que celles de sin ^, tang 9, à , dans la forjnule E=^E'+i. ïï^^— ^. ^, on «ura E=o,i8455 60577, ce qui «'accorde suffisamment avec la valeur de E^, dans le tableau de l'art 777.
CHAPITRE XI
Application de la méthode précédente au calcul de la Table
particulière pour le module c = sîn Si"*.
784- JNous supposerons Fa=-^F'c, et nous ferons les calculs avec toute Texactitude que comportent les Tables à quatorze dëcimales, par la seule méthode de bissectiun , sans faire usage de Téchelle des modules , quoique cette échelle se trouve dans la Table VI.
La première bissection de la fonction F'c se fait par les formules connues,
et on a immédiatement les logarithmes de ces quantités, savoir:
Itaoga, = 0,40283 37795 ai5o, Zsina, = 9,96845 94867 9809, lAot . . . =s 9,59716 62206 7850, /cosAfl = 9,5656o 57074 7659,
let quantités semblables pour 01^, se déduiront de la formule sinet4=...
-^y^f* — r; et d'abord pour avoir sin-2<3Cg^ je cherche /(i + coseti) par la
formule qui sert à déduire log ( 1 + A) de log A
logA = 9,5656o 67074 7669 i85 i -f-a.. o,i36oi o453i 7968
kga... 9,5656o 37433 47^9 5o3 R. 5281 4816
r= 19641 2950 688 i-4-coMi o,i36oa 09813 2674
r 4929317 01x85 oos'^tfi. 9,83499 09856 6176
I «f* a». o,i36oa o453a 00s ^«t* 9)91749 54928 3o88
/ 4,15714 06653 liin^. 9>6674o949" 34ii
41 9,5656o 37433 iin^«t* 977499X 39983 o3ii3.
De la valeur Aotss: ^b^ on déduira par on calcul semblable
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o,3oi03 99956 6398
/Vi^d + iA^i). = 9.92»85 27188 7814 liin iett 9,74991 3g983 o323
Isinctj^ = 9,82806 12794 aSog,
on trouvera ces a^ d'une manière abrégée par la formule
qo« + ô Qo* — B cos'^i — _: — cos ~
côsTô *
cil l'on a fl = 8i*; on aura ensuite tang et^, et A(g^)= ^"6«*«^
cos^(90«+fl) 9,86588 68409 8715
cosi 9 0,1 1895 44846 3oo
cos* flt^, 9,75796 7 1 540 9756
cos a^ 9,86898 55770 4878
sin 0(4 9,82806 1 2794 25o9
tanga4 9^9^9^1 11^^^ 76''
tang ^ «g 9)8524 1 85o54 7255
Aa^ 9,87334 o8o3o 9604}
on connaît ainsi toutes les quantités sin A^y cos a^y tang a^^ àa^^ relatives au terme cn^.
785. Une troisième bissection donnera les quantités relatives à et», par le
calcul des formules successives : sin a,= 'V!**^' >% tang€g,=- "° » *4 v^^
AOft =3 -^/^'-^î et pour cela , on fera toujours usage des formules qui donnent l<>g (v *H A) par le moyen de log A j en voici les résultats :
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sîn«4.|/î 9,67754628159310 sinct^ 9,82806 127942509
4/(i+cos«4). 0,12022 186683187 i+cos«4 0,24044373366874
5Îxiî«4 9,55732 44^4? 6i23 tang^«4 9,58761 75457 6i35
V/(i +AJI4)... o,i2ii5 07714 8332 \/{à»^+ C03 A^), 0,08609 8825o 7813
sin^t 9,5866886411 0990 tang «a 9,6217405875 i5o9
cos«a 9*96494 8o535 9481 tang i «e^. 9,58761 75457 6i35
A Ma 9,96587 69582 4626.
On procédera de même au calcul des quantités relatives à a,, par les
formules sm ict.= —7 — r-^^^ — : , tan^ ^a. = —r , sin a, = ./ , / .,
V/(l +COS4».)' » » • I+COS«a ^/(l+A«,y
tang a, = , //!v" '^—^ ' ^, Aa, = ,°"^ "^ ^* : voici les résultats de ce calcul :
o ■ V^(û«a-i-cos«a)' tang a, '
sîn«a-V^i 9543617 36432 7791 sin «a 9,58668 86411 0990
|/(i+cos«a)- • 0y\^iQ2 87786 1774 i+cos«a o, 28385 75572 3548
«iaî«a 9>29424 48646 6017 tang^«a 9.80283 10888 744»
Va. o,i5o5i 49978 3199
•înjtf. . Va... 9,4447^ 98624 9216 9î44475 98624 9216
^(i+Atfft)... o,i42i5 17628 4500 l/{Aflea+cos*a) o,i3322 187496833
linai 9,8026081001 4716 tang«, 9,3i i53 84875 2888
tang^«a 9,30283 io838 744^
Josqu'ici nous n'avons point cherché les valeurs en degrés des angles a^ , m^yCL^j fit,, et nous avons déterminé toutes les quantités qui en dépendent, par la seule tahle des logarithmes des nomhres, et par l'application de la fidrmule qui sert à trouver log (i +A) par le moyen de log A ; nous continaerons de suivre cette marche , qui semhle la meilleure pour obtenir les résultats les plus exacts^ en n'employant non plus que les formules de la bissection , et celles qui sont relatives aux fonctions complémentaires.
786. Les quantités déterminées pour «^ feront connaître immédiatement les quantités analogues pour sou complément a^^ , au moyen des formules
générales col 4 == ^ tang ^, A^ = ^[r) sin 4 =5 "ji^) dans lesquelles on
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fera ^=04, «s^ =a a,, ; ou aura aîusi pour a^^ les Ic^arilhmes suivans :
tang eCis 0,84658 g856!2 6669
âna., 9^99564 ^7759 ^274
D'après ces clémens, on calculera ceux qui conviennent à a«,cequi donnera les résultats suivans :
•in«iAl/î» . . 9^34512 77761 3075 8ia«i. . . . . . . 9,99564 27789 6274
|/(i -f-cos'iO- 0,02863 2555o 9193 I +co»tti%. . . . 0,06726 5iioi 8386
cinî«iA. - . • 9,81649 522IO 2882 taDgi«ift. .... 9,93857 76637 6888
iin^«».|/2. . 9996701 02188 6081 ......... 9,96701 02188 6081
|/(i -f" ^^it)- • 0,0412862773 4783 i/(A«,ft + co8«iA). . 9,77225 3o854 3341
sm«s 9,9267239415 1298 taDg«6 0,19475 71334 2740
ooi«c 9*73096 68080 8558 taDg^«<» 9>93837 76637 6888
AflCe 9,74362 o53o3 41 48*
De ces ëlémens, on déduira encore par une nouvelle bissection, ceux de «9 , comme il suit :
sin«c<V^î- • • • 9*77520 89436 8099 8m«6 9*92572 394t5 1298
iîn;«8 9968169 84963 1373 taiig^«6 9i 73870 30467 7846
nn5«8«v^2 . • 9^83221 3494i 4^7^ 9,88221 3494^ 4^72
y^(i -t- Aete). . . 0,09674 62627 8769 v^(^«6 + co8«6) • 0,01918 48742 6726
ni«es 9,73646 82413 58i3 tangos 9,81802 86198 7846
•1 9>9*343 96214 7967 Ung 4 «e 9,73870 80467 7846.
ans 9,92667 44^69 0000.
787. Des âémens de a^y on déduit ceux de a,» par les formules des complémenSy savoir:
tang «KO •• 0,61091 04252 i56o
sin «19 » 9,98734 62777 44^^
COSC61» 9,37643 58525 285o
et de ces demierS| on déduit par bissection les élémens de a§ comme il suit:
CHAPITRE XL r
sîn «lo'l/f • • • 9)83683 12799 121 1 sin«i« ..... . 99987I4 62777 44^^
|/(i +co8<e,e). 0,04634 67607 6243 i+cos«i«* • • O909269 35ai5 i4^
•ini«, 9'79^48 45191 4968 tangi*,. • • • • 9>89465 2756a 1926
o,iSo5i 49978 3199
»îiiï<f».l/2. . . 9)94o99 95*69 8167 . ....;... 9^94099 95169 8167 V/( I + A«,o) . . 0,05399 49348 2754 V^(^io+oo8«io)9,858o9 49234 3725
•hi 45 . . ^ . . . 9,88700 45821 54i3 taDg «5 0,08290 45935 5444
008 «5 9>8o4o9 99885 9969 Ungî«,o- . . . 9,89465 27562 igjiS
ùm$ 9,81174 81626 6481.
788. EnBn , pour trouver les élémens de ci,, il faudra d'abord prendre U complément des élémens de a^ , pour avoir ceux de ec,^ , savoir :
tanga,^.. ....... 1,1859269711 2791
sin «u 9>99907 ^09^5 4855
cos â(,4 Q^8i5i4 4^242 2064
Aa^ 9,22845 5483i 1074;
on déduira ensuite de la bissection les résultats suivans :
mn^t^i/i • ' • 9i 84855 60975 i656 sintf,^ 9 •999^^7 i0953 4855
|/(i-)-oo8«i4). 0,01374 30433 6552 I -|-Gos«i4. . . • 0,02748 60867 3i 5
«n4^i4 9,83481 3o54i 5io4 taiig i «14 • • • • 9997i58 5oo86 1750
hbJ«^.|/2 . . 9,98532 8o5i9 83o3 9>98532 80519 83o3
y(% +^14) . . 0,03394 83922 o52i l/(A«,4-f co8«i4) 9,685i2 34689 4358
iiiitf,'. • . • • . 9»95r37 96597 7782 tangtc, o,3oo20 4583o 3945
taDgî<ei4 9}97i58 5oo86 1760
Ai$j 9,67138 04255 78o5i
nSg. Si l'on foint à ces résultats ceux que donnent les formules des complémens appliquées aux. amplitudes a„ ce», «$, et,, on aura les logarithmes des quantités sin a j tang a, Aa , pour tous les termes delà suite a„ 0e,, a^. . .«,§«
n fiint maintenant chercher les valeurs correspondantes de la fonction Ea, ce qui se fera aisément par les l(^-sinus déjà trouvés. Yoici le calcul de ces fonctions, où l'on trouvera de nombreuses vérifications qui prouvent l'exactitude de nos résultats.
Parla Table I, on a Ic^ E' = o,oi44^ 21010 0944» ce qui donne £*==& 1,03378 94623 9087 ; substituant cette valeur ainsi que celle de i — &s=s 0^84356555495977, dans l'équation E«tt = iE'H-^ (1 — i), on aum
E«f = 0,958^7 749^6 753a. Ce terme va servir à calculer tous les
autres.
Calcul de Ea^ par la formule 2Ea^ — Ea, =c*sin* ce^sin flt|.
à^ 9,98925 98541 5oi6 Ea, = 0,93867 74986 7532
8in*a4. 9,656i2 a5588 5oi8 p 0,41096 22209 ^^^
an a,.. 996843 94867 9809 1,34963 97196 36^
p 9,6i38o 18997 7843 Ect^ = 0,67481 98598 i835.
Calcul de Ea. par la formule aEa. — Ea^ = c* sin* a, sin «4.
c* 9,98923 98541 5oi6 Etf^..... = 0,67481 98598 i835
sin'a.. 9,17337 72822 1980 p 0,09787 64965 9827
fàna^.. 9,82806 12794 25o9 0,77269 63564 1662
Calcul de Ett par l'équation JEa — Ect^ = c^ sîn* a sin «^.
c* 9,98923 98541 5oi6 Ea^, = o,38634 81782 o83i
nn^A.. 8.6o52i 62002 9432 p •. o,oi5i7 55589 '^74 6
sin a.. . 9,58668 8641 1 0990 0,401 52 37371 3905T
p.... 8,ï8ii4 46955 3438 E<t = 0,20076 i8685 6952 8.
Calcul de Ea,^, i*. par l'équation Ea4+E«„= E' + c* sin «4 sin a,..
«• 9,98923 98541 3oi6 E'c = 1,05378 94623 9087
sin «4.. 9,82806 12794 25o9 £«4...- 0,67481 98598 i835 •in*!.. 9^99564 ^77^9 ^274 '0^5896 96025 7252
p..... 9,81294 39075 0799 p o,65oo4 57264 8663
2*. Par réquation Ea4+Efle,= Ea,. + c^ sin a^ sin 0e, sin a,,.
^fdif^t^ 9)8i294 39075 0799 E^+E«4= i,6i349 73584 9567 sin^s... 996843 94867 9809 p = 0,60448 20294 5456
p..«.«. 9,78158 53943 0608 Ect,.....=: 1,00901 53290 5911
Bfilieu entre les deux résultats : E€t^^....=: 1,00901 532905915. Calcul de Etfe par l'équation 2E«« — Ea,. = c* sin* a^ sin «„.
^•.•. 9:98925 98541 3oi6 E«ti«.... = 1,00901 55290 5915
«in^ct^. 9,85i44 78830 2596 p 0,68601 01020 8i3i
éxia^. 9,99^64 27759 5274 1,69562 543 II 4044
p.^p.. 9,83655 oSiii 088^ Eoe =5 0,84751 27155 7033.
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Calcul de Ectf par l'cquation 2ECI3 — Eo(( = c* sin* «3 sin ««.
c* 9,98923 98541 5oi6 £«fi....=: 0,84751 27155 7oaa
sin^ât,. 9,47293 64827 1626 /!•.•••. 0,24438 69562 5541 ï
sinflte.. 9,92572 59415 1298 7^179 96718 ^365 t
p 9338790 02783 5940 Eflts. . . . = 0,54589 98559 1 181 6.
Calcul de Eet^^^ i^ par l'équation Eats + Ea,o =z= E' -+• c* sinati sin^io.
^*-**« 9>98925 98541 5oi6 E' — Ecte. = 0,18627 67468 2o65
sinae. 9,92572 394i5 1298 p^ 0,79856 46552 6o25 4
sin*,.. 9,98754 62777 4410 Ea^ ^ _ 0,93484 i5820 8088 4.
2*. Par l'équation Ea,+ Eag= Etf ,0+ ^ sin a^ sin «g sin a,o.
c^sina.. 9,57592 84952 4006 E«^+Ea, = i,525o2 56768 8563 sin ctf 9,96845 94867 9809 ;!...•,.. 0,54018 42948 0271 2
an et,.. 9,98754 62777 4410 Ea. = 0,98484 i5820 8091 8.
MiUeu entre les deux résultats : Ea,o«... = 0,98484 i5820 8090*
Calcul de Etfs , i*. par l'équation 2Ea5-— Ea,o = ^* sin* et^ sin a,o,
c. 9^98925 98541 5oi6 Ea,».... = 0,98484 i5820 8090
sin* «s. 9,77400 91645 0826 p o,565ii 26662 8256 5
•in».- 9,98734 62777 4410 1,54795 40485 65^5
/'••••• 9ï75o59 52961 8252 Eoi5.... = 0,77597 70241 8i65 5*
2*. Par Téquation Eota + Eflt5= Eag+ c* sin et^ sin «5 sin ctg.
c^siniXs 9,72570 80954 8829 Eag — £«3= 0,59277 76627 655o 4
sin «5*. 9,88700 4^821 54i5 p o,5Sii9 95614 181 1 7
sina,.. 9,96845 94867 9809 Eflts.. .. = 0,77597 70241 8i62"T.
p 9,58ii5 21644 4o5i
BlUlieu entre les deux résultats : Ects = 0,77597 70241 8162 7 Calcul de £«,4, i^ par l'équation É«^+Eflt,4=E" + c*sina,sîn«,4.
c*8in«. 9,57592 84952 4006 E* — Ea. = o,64744 12841 8256 «in «,4. 9>999Q7 ^0955 4855 p. o,57585 70499 8497 5
p 9)^7499 959^5 8861 Eflt,4-... = 1,02327 85541 6753 5.
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a**. Par l'équation EcB,-f-E<(t=E«,4-f-c*sin »t sïd «g sin «,4.
c^êinm^ 9)9149^ SygSG 4^14 ËAg-f-E^e = 197861g 0214^ 4^^4 nnOf 9^96843 94867 9809 p = 0,76291 18800 7799 I
•in «.4. 9>999Q7 '0955 4855 Ea,^.... = 1,02327 8534i 6754 9.
Milieu entre les deox résultats : EiX,^ = 1,02327 8334i 6754 2
Calcul de £«,, I^ par Féquation 2Eet,— Eeti^s.c* sin^a, sin «,4.
^ 9998923 98541 3oi6 E»,4.... = 1,02327 83341 6754 2
p. ••*. 9)89107 02690 3435 Eetf. ••• = 0,90072 03910 2072 o.
2^. Par réquatk>nEA-|-EoeyC=sEa| + ^sin a sin a, sin a^.
c*suia. 9,29184 79543 77^2 Eoit— Ea =s 0,73791 563ei-o579 2
Ân^f • • 9)95i37 96597 7782 p 0,16280 47^09 1482 4
sin «... 9,96843 94867 9809 Ect,. . . . = 0,90072 03910 2071 6.
Milieu : E«, tss 0,90072 03910 2071 8.
Calcul de Ea„ i^ par Féquation Ees,«-f*^9=£*+^* sinet^sinOg.
^ 9^98923 98541 3oi6 E* s= 1,03378 94625 9087
^^v 9)9^137 96597 7782 Ect, 0,90072 03910 2071 8
«a «9- 9)97979 465ii 6o32 o,i33o6 90715 7015 2
Eût. . , . =5: 0,96562 64325 9648 9.1
2*. Par l'équation £a 4* S^a = E«,+c* sin « sin «t sin a^.
r sin a. 9,29184 7954^ 7752 £tt«+Ea =: i,i3943 93672 4485 sin ceg. 9,96845 94867 9809 p •• 0,17381 29346 4857 S
sin A,. 9,97979 4^5 II 6o32 Etfg as 0,96562 645^5 9647 7-
MiUeu : Ea, s 0,96662 64325 9648 S.
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Calcul de EûL,,, i*». par Téquat. Eflts+Ea„=E"4-^*sintf5 8ina„.
c* 9.98925 98541 3oi6 E* = 1,05578 94625 9087
sin «5. 9,88700 45821 54i5 Etfs 0,77597 70241 8162 7
Eâf,,.... = 0,99875 o4656 7517.
2®. Par réquatlon Eâe3+Eûtg=Ec&g|-f-c*siDoi3sinâr|sinâ(||. c^sinets 9,72570 80954 8829 Ea8+Ea,= 1,48457 75545 8715 6
sin «g.. 9,96843 94867 9809 p 0^8584 68689 1 194 '
sin a,, . 9.99255 18259 5488 Ea.. . . . . = 0,99875 04656 7519?.
Milieu : Ea„ = 0,99875 o4656 7518 2.
Calcul de Ea.j, i®. par Féquat. £tfH*E«,3=E'+c*tfiD «ssina,). c'sioâCs 9,72570 80954 8829 E' — Efltj sr= 0,48788 96264 79o5 4
âna,3. 9199776 51945 7967 p 0,52902 14605 8867 2
p 9,72547 32900 6796 Eais*... = I901691 10868 6772 6
2^ Par l'équa lion EAs+E^=Ea,|+^*sinasnDâigsiDa,,.
c*sina5 9,87624 44^62 8429 Eatg-f-Eaj = 1,71265 45228 5694 7 sin^tg.» 9,96843 94867 9809 p 0,69574 54559 8921 7
âp^.3> 9^99776 51945 7967 Ect,,.... = 1,01691 10868 6775.
Milieu: Ea,3 = 1,01691 10868 67728.
Calcul de Ea.s, i^ par l'équat. EA+Eflt,5=E'+c»5ina5in a,». €^àDâL. 9,29184 79542 7752 E'c— Eflt = o,855o2 75958 21 54 sina,s> 9ï99977 70162 7274 p 0,19571 55868 5621 8
p 9,29162 497^5 5oo6 Ea,5.... = 1,02874 29806 5775 8.
2^. Par l'ëquation Etf,-f" EAt=sEa,5-f- c*sin eij sin fltg sin «,5.
c* 9,98925 98541 5oi6 Ejag+Ea,= 1,85959 78896 9605 8
maj.. 9,95157 96597 7782 p o,8io65 49090 5848 4
sino, . 9^96845 94867 9809 £^^^. . . . = 1,02874 29806 5755 4.
Milieu : £«,$ =: 1.02874 2980& 5755 6.
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790. Il ne reste plus, poar compléter notre Tableau, qu'à calculer les valeurs de ^y qui répondent aux logarithmes connus de leurs sinus ou de leurs tangentes. U est préférable pour cet objet, d'employer les log-tangentes, principalement depuis 4^® jusqu'à go^\ on se servira donc des formules suivantes, qui paraissent les plus commodes dans la pratique :
log tang^=logtanga-f"r^ ^=^Mr, ^ — n :=zp sin 2a (i +p cos 2a + jp^cos^^)-
Pour cet eSki, on prendra dans la Trig. BriL, l'angle a, tel que / tang a approche le plus qu'il est possible, en plus ou en moins ^ de / tang ^; on calculera avec les Tables à dix décimales, le premier terme (i) =/! sin 2â, qu'on aura soin de multiplier par R^, pour exprimer la correction (i) en parties décimales de d^ré, jusqu'au douzième ordre au moins ; de là on déduira les deux autres corrections (2) ss (i) ./? cos 2a, (5) = (i) . |;?*cos4^, et du tout on formera la valeur de ^ — -a^ en observant les signes que doivent avoir les termes, suivant ceux des facteurs ;? , cos ^ii, cos ^a.
C'est ainsi qu^ont été calculées les valeurs de (p qu'on voit dans la Table ; elles sont bornées à la douzième décimale de degré , ce qui est un degré de précision correspondant aux quatorze décimales des log-tangenles.
Voici un des calculs de ce genre que nous donnons pour exemple :
angle approché, a = 42%3o.. /tang a = 9,95900 79781 aSyS
/tang A = /tangfl+r,.,. r = 6 97242 5o58
sin 2a 9^99806 82960. 5 ^ = 4^>5^457 89273 764
cos 2a. 8,97362 799 jcos4û 9,81614 7
791. La formule dont nous venons de donner une application suppose qu'on peut négliger les termes de l'ordre p^y ce qui aura toujours lieu lorsque l'angle ^ sera . au-dessus de 5®. Dans tout autre cas , la quantité tango étant très petite, on fera tang ^=; <, et on calculera ^ par la suite or-
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diDaire^=:/ — 5^ + 5^* — ^i^ + elc, dont tous les termes devront être multipliés par R°, et qui sera alors fort convergente. Ou ferait la même chose pour tang(90'' — ^), si ^ ëtait très près de 90*.
Par exemple, pour calculer l'angle a,5 par le moyen de son log-tang. , soit A le complémeut de ct,5 et tang A=/; on aura
log t = 8,5o587 09288 8o83,
et A = R''/(i _ii«+2^_i^«-f-i^«). Voici les logaritlmes de ces cinq termes, et les nombres correspondans exprimés en degrës et décimales de degré.
(i),.. 0,26599 556i2 9000 (i) = i*8565i iii56 2465 (3)... 6,79861 41645 5 (2)... ~ 62 89471 6567
A= 1,83588 a5558 8495 donc «a = 88'i64ii 7444' i5o7.
792. Au moyen du tableau que nous venons de construire , la détermination des fonctions E et F pour toute amplitude proposée ç , peut être ramenée immédiatement aux cas où l'amplitude proposée est moindre que 6* j car en choisissant pour a le terme de la table qui approche le plus de ^ ( celui au moins pour lequel la différence F^^F/i, est la plus petite), on aura toujours F^ — Ffl ou F;^ < 3^ F'c, et par conséquente^ <iGf*.
Nous avons donné dans Tart. 778 les formules nécessaires pour calculer les valeurs des fonctions £7* et F/, lorsque l'angle/ est d'un petit nombre de degrés. Mais , lorsque j^ approchera de la limite 6*, ces formules , dans lesquelles on a négligé les termes de l'ordre ^^, ne pourront guère donner que dix décimales exactes, et il faudrait les prolonger jusqu'aux termes^' ou méme^", pour avoir un degré d'exactitude égal à celui de notre tableau. Pour éviter cet inconvénient, et réduire tous les calculs aux formules ordi^naires d'interpolation , il faudra construire une seconde Table qui contienne les valeurs des fonctions £ et F pour des amplitudes croissant par de petits intervalles depuis o* jusqu'à 6*.
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Celte table, que nous appelleroiis la table n^ 2 , pour la distinguer de Lr table n* i , que nous avons déjà construite, peut se calculer de demi-degré en demi-degré, par les formules de ^article cité , sauf à leur donner plus d'éten due, lorsque Tanglej^ devient plus grand; mais nous préférons de la calculer ici par la méthode du chapitre YI , qui peut également servir à calculer la table principale n* i .
Il suffira pour notre objet de calculer les valeurs de ç et de E^ qui répondent aux difi^ntes valeurs n=7i, 2, 5,.... 12^ dans l'équation
F^= — • T' } ^^ ^^ cette manière les valeurs de ^ croîtront par des intervalles moindres qu'un demi-degré, et l'interpolation pourra être faite avec toute l'exactitude qu'on peut désirer, pour toute valeur de n moindre que 12.
795. Cherchons d'abord l'amplitude 6 qui satisfait à l'équation F^=:
■j^ . y- =:/, où l'on a log /:=7,g2826 oi865 49^^- ^ moyen le plus
simple est de résoudre Féquation suivante dans laquelle on a néghgé les quantités de l'ordre €^ qui n'entrent pas dans les quatorze premières décimales.
on en tire
ensuite on aura E6 par l'équation
E^+Fe=2^4- -^*;
substituant la valeur connue de f , il en résulte
€ = 0,00847 7^523 60^54 F^ = 0,00847 75514 II 852 E€ = 0,00847 7^555 10760, on aura en même temps la formule
d'où l'on déduit la valeur de Cen parties décimales de d^ré , comme il suit :
€ 7,928^5 5i I ig 09746
R** . . . . i,758iâ 265^ 0917:1
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Maintenant, pour construire la table dont il s^agit, il faut reprendre les fbrmales de l'art. 73 1 ci-dessus.
794. Soient ^% ^, ^\ trois ternies consécuti& de la suite C, , €,, fs^etc.,* qui répond aux \aleurs successives /i =: i , a, 5, etc. ; on déterminera k
par l'équation ^^-j =z= ^ c sin ^ = ^/i , qui donne
si ensuite on fiiit £r*^® = — 2«, on aura pour déterminer cù l'équation
sin û> =: X: sin {2^ + Cà) y
ou la série
tf = A: sin 2^ — -^ A-* sin 4^ -f~ s A:' sût ^ — c^c.
Enfin, pour déterminer E^', on observera qu'à l'équation F9-f'F^=F?^ correspond l'équation EÇ + E^ssE^' + c* sin ^ sin ^ sin (p\ d'où résulte
Eç' =E ^ + E^ — c* sin Q sin ^ sin ^';
quant aux cofficiens qui entrent dans ces équations, voici leurs logarithmes :.
iA:-R'.. 394448 24496 jA:»a%. 7,01208 6 sin^... 7,92824 99102 2144 c^sm&. 7,9174897645^5160.
795 . D'après ces formules , nous allons procéder aux calculs nécessaires pour former la table n° 2;
Calcul de €^ et £^^.
U faut, dans les formules, fiiire ^*=o, ^=: £, et on aura ^'= C^- On observera d'aiUeurs que les tables à dix décimales suflisent pour calculer le premier terme de la valeur de ù^ ; mais à cause de la petitesse de l'angle 2^, il conviendra de calculer sou log- sinus par la formule du n* 765, et on aura la valeur 6^ par le calcul suivant :
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sin a^. . 8,29gi6 4^006 7 ( i). • • . ==: o^ooooi 70247 9^974 ArR* 7,ooi8i 75588 5 (a) — 2 98542
(i) 5,a5io8 18595 (5).... _+ 5
ÛÊ = 0,00001 70244 946^7
sin 4^.. 8,55o25 19 cT*^*... = — o,oooo5 4^4^ *^^74 îA:*R^, 1,9444824 J^^'.... = 0,48571 07821 oç)863
sin 6^.. 8,70622 ê^ = ^' = o,97i58 75i52 50462.
jA:*R'*., 7,01209
Pour avoir £f», il faut calculer le terme c^ sin C sin ^ sin ç', ou c* sin* € sin ç' y mais, dans la vue de faciliter le calcul de Cj, on cherchera à la fois les logarithmes de sin ^' et cos ^', par les formules de l'art. 765, ce qui donnera les résultats suivans :
Ry..... 9,98739 a5i74 o <p'* 6,45855 97700 R' 1,75812 a6324 I 9,5567543156
cos^'. — 0,00006 24187 246
1(1) = 0,0000a o8o52 448 c*sm*5 5,84575 96746
-ki^)'- » 99^ "««P' 8,22924 90795
sin^'... 8,22924 90795 46 2Eé^ = 0,01695 45066 21 52
cos^'... — 6 24187 25 Z 11884 7145
"* ♦ o,3oio2 99956 64 eC.==£^' = 0,01695 5ii8i 5007.
sm2(p'.. 8,55o2i 66564 85
Calcul de Cg et £^3.
11 faut , dans les formules , faire <p» ^ 5 , ^ = 5, , et on aura ^' == €3. Dans ce cas , sin 2<p devient ce qu'était sia 2^' dans le cas précédent.
CHAPITRE
sîn2(p... 8,55oai 66564 85 *R» 7,ooi8i 75588 55
4^... = 5^55' 7" 98 sin 4?« • • 8,85oc)9 70 1,94448 a 4
sin 6^ . . . 9,00667 7,01208
c*sin €. . sin (p
= o*oooo5
o^ooooS OjOOpoG 0,48567
sin ^ ... .
5ii8i 71555 55647
sin^'.... 8,40628 89681 5i E^... == CCS ç' . .. — i4^ 04541 06 E€. • . 2 o,5oi02 99956 64 z . . • •
siD2^^.. 8,70617 85297 09 ECi=E^'=: 0^02542 67067 2122.
Calcul de 6^ et EC^.
Il faudra faire ^o = ^» > <P = ^s > et on aura ^' = ^4. Voici le calcul d'après ces données, en suivant la même marche que dans le cas prércèdent :
sin 2^... 8,70617 86297 09 *R' 7,00181 75588 55
sin 4^ • • • 9,00664 65
sin 6^,. . 9^18180 7,01208
CÛm • • •
o,oooo5 io5oo 57866 o — 8 95570 7
o,oooo5 10491 4451 '
^4.= vp'= 1,94260 271 16 70788.-
c^sinC 7>9i748 97^45 52 sin 9. .
jr.....
sin ^\,. 8,55oi5 58oo4 64 cos^... -— 24 974^7 81
8,52990 61596 83 o 3oio2 99956 64
8^5oi5 58oo4 64
sin 2(p'-. 8,85095 6i555 47
E^.... = 0,02542 67067 2122 Eê.... 847 71555 1076
0,05590 586oo 5198 jr 71274 558o5
Calcul de Cs et EC5.
Il &ut faire -dans les formules ^* = Ç3 , ^ = ^^ , ^' =s €i, ce qui donnera les résultats suivans :
sin 3<p. .
sin 4^. . .
SjSSogS 61 553 47 7,00181 75588 55
9,5o559 7,oiao8
sin (p' ... 8,63697 55896 5o cos ^' . . . — 59 00257 56
8,62658 55658 74 o,3oio2 99956 64
8in2(p'.. 8,92761 556i5 58
cAp»..
sin 6^ .
o*oooo6 8o585
c* sin^ sin^ sin ^
7,91748 97645 52 8,55oi5 58oo4 64 8,62697 55896 5o
JLo • • •
CHAPITRE XI
Calcul de €e et ES s, 11 faut faire ^"^ =s f ^ , ^ = C5 , ^' = €s.
sin^i^.,. 8,92761 336i5 38 (i)-- AR* 7,00181 75388 35 (2)..
sin49... 9,22708 19 /•ç<». = —
(2) 1,1715643 cf ^. .
sin 6^ • • . 9,4oo56 5 ^ ^^
(5) 6,41265 I c*sinS
sÎD <p .
sin ^'. . . . 8,70604 1 7 1 02 24 sin (p' .
cos^'.... — 56 i5638 07 ^
o,3oi02 99956 64 E^...=
sîn^^"... 9,oo65i 014 19 91 ^*> • •
Ee, = E(p'=
Calcul de €j et E^^.
Il faut faire (p* = ^5, ^ = ^g ? ?' = ^7sin2^..« 9,oo65i 01419 91 (O-** kR? 7,00181 75388 35 (a)--.
(i) 6,oo832 76808 26 (')•••
4(p... == ii*39'8''26 a> =
sin 4^- • • 9>5o529 09 cT^^p**.. = —
1,94448 24 J^(po . .
(2) ï>24977 33 cAp . . .
sin6^ • . . 9,47763 6 ffy = ^' = 7,01208 6
T. II
o**oooo8
5oo23 45709
5ooo8 00017
o,o5o82 i36ii 20i49-
o"oooio 19360 21849
-0,00020 38684 89058 o,48520 04730 II 398 0,48499 66045 22340 2,91307 36593 12 162 3,39807 02638 34502
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sin9^• 8^772185 Sog5g 69 c* sinC. 7,9 174® 97^45 Sa
eos^'. • — 76 43^8 la sin^ 8,70604 17102 a4
8,77209 o858i 57 sin *'• • • . 9,77^85 50959 69
o,5oi02 99956 64 jr 5,39658 65705 4s
sinaf^'. 9,07312 o8538 21
£^. ...... = o,o5o82 i36iT 2ot49
EQ 847 71533 10760
Calcul de 6^ et E^g.
11 faut faire ^«=^g, ^ = ^7» *'=^8
ain 2^- 9,07312 o8538 21 (i) = o^'oooii 88333 643o4
sin 4^. 9,57108 85 J""^^ sz=— 0,00025 76625 92486
(2).... i,5i557 09 J^ip 0,48475 89419 29854
ainôp. 9>542o5 6 ^z _ 5,88282 92067 643^
(5). . . . 6,55414 3 c*sin€. . . 7,91748 97643 52
sin ^ . . • . 8,77285 50959 69
sin 9'.. 8,85069 5i864 4i sin^'.... 8,85069 5i864 41
cosç)^, — 99 80178 85 ^ 5,52 io5 80467 62
o,5oi02 99956 64 E<p. = 0,05927 56o56 94^57
sina^'. 9,i5o72 5i642 20 ^^ 847 71 555 10760
0,06775 07570 o5oi7 j\ 5 51925 53474
EffgsrE^' = 0,06771 7664651545.
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Calcul de €^ et E6^.
On fera dans les formules ^®=: f, , ^=z€%j ^';=s€g.
sîna^.. 9,i5o72 5i642 20 (i),.....= o^oooiS 56885 94^635 A:R'... 7,00181 75588 55 (2) — 25 5653io
sin4^. 9,42775 59 <r*Ç** .... =—0,00027 15720 75946
1,94448 24 cTr 8,48475 89419 29854
siD6^. . 9,59714 5 ç'.. • . . . . = 4^5675 1 67756 18264
(5). ... 6360922 9 c^sinC... 7>9i748 97645 52
sincp 8,85069 5i864 41
sàDÇ'.. 8,88167 14504 00 sin^'.... 8,881^7 14504 00
cos(p'.. — 136 28722 98 ^ 5,62985 458i I 95
o,5oio2 99956 ^4 E(p = 0,06771 75646 5 1545
àn:^. 9,18145 85557 66 ^^ 847 7i555 10760
0,07619 47^79 625o5 j 4 26456 5io8o
Calcul de C^o et £^,o.
n&udra faire ^®=^g, ^:=:^9, ^'=f,o.
ànTip.. 9,18145 85557 66 (i) =: o*oooi5 24951 71465
*R%... 7,ooi8i 75588 55 (2) — 26 41707
i7^28'9''562 éê :b o,oooi
«149» • 9,47740 25 S*V =>— o,ooo3o 49^^ 59602
nnâf .. 9,64499 6 ^ = 4j85i49 98604 12570
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sin^'.. 8,92735 4^549 55 c*sin^... 7,91748 97645 Sa
cos^'.. — i55 87600 45 sin ^, ... 8,88167 i45o4 00
8,92567 54899 10 sin(p'.... 8,92725 42549 55
o,5oi02 99956 64 y 5,72659 54497 07
sin !i(p\ 9,22670 54855 74
E€,o=E(p'= 0,08457 59685 22554' Calcul de C^ ^t E^i,.
sin 2^.. 9,22670 54855 74 (1) *.•..= o*oooi6 92477 96990
sin 4^ • 9,52 147 79 J^*^* • • . .=— o,ooo55 84897 465 ro
siû6(p. . 9,68705 8 ^/ _ 5,55554 54554 6o566
(5). . . • 6,69914 4 o^ sin C. . 7)9*748 97^4^ ^^
sin ^. • • • 8,92725 4^^49 ^5
sin 9'.. 8,96841 1925a 40 sin^'. .. 8,96841 19250 4^
cos^'.. - 188 56559 ^6 y 5,8iSi5 59443 4?
o,5oio2 99956 64 E^.». ...= 0,08457 59685 22554
sin 2^'. 9,26755 62647 48 ^^ 847 7'^33 '0760
CHAPITRE XL ï
Calcul de €^^ "et E^.».
sîii n^. 9,26755 62647 48 (*)•-• ••== o*oooi8 59404 18279 XR*. .. 7,00181 75588 35 (2) — 32 02629
4^..= 2i*2o' 28^^946 û> == a,oooi8 59572 i58o4
sin49.« 9,56 1 01 06 cT»^* = — 0,00057 18744 5 1608
1,94448 n/j cTr 0,48584 40950 47996
(2). . . . i,5o549 5o cP(p = 0,48547 22206 i6388
sin 6<p. . 9,72455 9 ^_ ^1^^^ 5,81881 56760 76954 7, ai 208 6
(5). . . . 6,75644 5 t?* siu C. 7)9174® 97645 52
sin ^•.. 8,96841 19260 4û
£9..= 0,09298 8o885 1049:2^ sin^'... 9,00696 5 164^ 04
E<p'.... o,ioi58 72826 i4658 = EC,..
796. Pour vérifier tous ces calculs, nous allons chercher directement la valeur de ^ qui satisfait à l'équation F^ = ^F'c, ce qui se fera en déduisant ^ par hîsection de la valeur de « qui satisfait à Péquation
F«e=2-^.F'tf. D faut donc déterminer ^ d'après l'équation sin ^= t/FîXiSô» où L'on connaît les logarithmes suivans :
sin « 9,50260 81001 4716
eo» a 9,99106 96126 2535
Aa. • • ^ • • • 9,99129 26963 5o59.
pn en déduira la valeur de 2 sin 9 et ensuite celle de ^ , par les calculsrjniivana :
iîfo CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
sinet. v/?** 9jï5209 3ioa5 iSiy i-f-^* 0,29669 SiiSg 0114 |/(iH-cosot) 0^14829 58779 9493 2 o,5oi02 99956 6598
sin^de 9>oo379 9224? 2024 9»99566 81202 5716
9,99785 40601 i858 v^(|+iA). 9,99785 40601 i858
sin^ 9,00596 51643 0166 a=: 5''82 isin As=s/smâ — r
un a 9,oo6o5 32445 4882 2^1=11.64 _, iT^
(p=: a — /? sin 2tl ( I — /? +p . r^ ).
ilcos^â.... 0,00448 885i2 9 (5) — 846
p 6,oio55 55420 o ^ = 5,81881 56760 7678
sin 2a 9,5o483 88245 7
ft* 1,75812 06524 I On voit que cette valeur de ^
(1).. 7,07551 49989 8 8'accorde très bien avec la valeur
p 6,oio55 55420 trouvée poure,.,pui8queladifférence
• — — — est à peine de deux unités décima-
' ^-' ^'^ r^ ^^^ ^" treizième ordre , ou du qua-
p 0 6,oio55 554 torzième chiffre significatif.
^(2+48in*fl) 9,85274 96 ^
La valeur de E^ se dédoini en même tems de celle de E« , par l'équation sE^ -— Ect=: c^ sin* ^ sin « , dont voici le calcul :
o^sina. • . 9,29184 79642 7755 Ect = 0,20076 i8685 figSS
sin*^.«.. 8,01195 05284 o552 jr 201 26964 6971
E^ ^ o,ioi38 72825 146a,
valeur qui s'accorde encore anssi bien avec cdle que nous avons trouvée pour E^ui*
Suivent les deux tableaux qui résultent des calculs préoédens •
CHAPITRE XI
log. tangç.
Ic^. if.
3ii53 84875 23839.
62174 058^5 tSoqg, 8i3oa 86198 78469 95907 77023 76319,
3oo2o 4583o 39^5 40283 37793 2ir 29756 o3i
j65o 8856 é46âe 08562 6660 99263 89387 6454 49412 90711 1917 Inlin
42786 c 16382 t ^ 80144 570s 5483. .0,4 go^lSo 0641 • 3 5;oo|
TABLE »• H
taJâSo 27115 707Q . 41287 3 1863 0076 .91307 36593
4f"7 o47i7 »997 48520 04730 1140 48499 6éo45 2234
Î.e5i4g 93604 1257 ':3iS3i 34554 6057 ;.8i88i 56760 7695
48475 8q4iq 2986 48448 7^696 53qo 48418 258 J7 o4^
27 13720 7596 3o 49850 5qî>9
00847 7'533 1076 016Ô5 3ii8i 5007 03543 67067 2122 o338q 6^a5 7618
.o5o82 i36ii 2oi5
846 527'87 1171 845 934QÔ 3226 845 22425 741
.05927 36o36 94^8 " ;i 75646 Si54 :5 20743 1122 08457 59683 2253 09398 80883 1049 ioi38 72825 1464
1 1643 5o7' ii583 7498 ii5i7 6046
li^
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La table u^ a, construite au moyen des résultats précédens, contient les valeurs des quantités (p et Eç , avec leurs différences successives jusqu'à la sixième, correspondantes aux diverses valeurs /is=o, i)^,*... la, pour
lesquelles on a F(p= — . -^. C'est par Finterpolation de cette table qu'on
pourra trouver la valeur de ^ et celle de E^, correspondantes à toute valeur de n moindre que i3, c'est-à-dire à toute valeur de F^ moindre que
Il semble d'abord que la série des quantités ^ et E^ devrait être continuée pour les valeurs /2=i3, i^. .. 17, afin qu'on pût eu déduire la suite complète des différences , jusqu'à n =: 1 1 , et qu'ainsi l'interpolation entre deux termes consécutifs quelconques de la table, ne dépendit que de la formule
ordinaire j^=: A +x(J^A H — ^^^(cT'A-f-etc. Mais en y réfléchissant un
peu, on voit que ce nouveau travail est inutile, et qu'on peut y suppléer aisément par une considération générale qui s'applique à tous les cas semblables.
797. L'usage que nous avons constamment suivi dans la table n*" 2, ainsi que dans toutes les autres que cet ouvrage contient, est de placer sur une même ligne horizontale la fonction A et ses différences successives cTa, J^A, J^^A, etc., qui naissent de l'accroissement constant de la variable n, contenue dans la première colonne (ici la variable a devient n et sa différence constante est i). Dans cette hypothèse, la fonction qui répond à la variable â-(- or, comprise entre a et ^+1, est donnée par la formule ordinaire ^= A+o: (cTA + etc.
Mais si, au lieu de considérer les variables dans l'ordre croissant a, a-f- 1, a*f-^9 etc., on les considère dans l'ordre décroissant a+i» ^9 ^ — i, a — 2, etc. , et qu'on désigne toujours par A', A, A*, A***, etc., les fonctions correspondantes, l'expression de la fonction j^ correspondante à la variable â-f-^9 sera donnée semblablement par la formule
qui se réduit à
jr=:A^+(x— i)€rA+'^"''''cr'A^+ ''"'''' '/'*"cr^A
op
+ ""'"::t4^— j^*A-+ etc. ,
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nouvelle formule dans laquelle les différences cTA, cT'A^, J^^A^y etc., sonl les mêmes et de même signe que celles qui sont ainsi désignées dans la table; maïs on voit qu'elles ne sont plus disposées sur la même ligne horizontale, et qu'il faut monter d'une ligne pour passer d'une différence a la différence suivante.
C'est donc avec le secours de cette nouvelle formule qu'on suppléera très aisément aux différences qui manquent dans les lignes horizontales de la Table n* 2 y passé 72 = 6. Depuis /i = o jusqu'à /i^6, on se ser\'ira pour l'interpolation de la formule ordinaire ^=: A + or J^ A + — — ^ J^A+ etc.; mais depuis n = 6 jusqu'à /i = i3, il faudra se servir de la formule j^= A' -|- (x— i) J^A+'-^— er*A<'+ fl=-î-LÎJ.î±i /s^oo+eto. , où toutes les
différences sont données par la table , en montant graduellement d'une ligne pour passer d'une différence à lasaivante.
Dans les tables où toutes les lignes horizontales des différences sont complètes, il sera indifférent de se servir de l'une ou de l'autre formule pour chaque isterpolat ion. La première cependant semble devoir être préférée, lorsque Jtr sera <Ctî et la seconde lorsque or sera >i.
Il reste à faire voir par quelques exemples l'usage des Tables que nous venons de construire.
798. Cherchons d'abord l'amplitude (p et la fonction E^ qui répondent à l'équation F^=5 F'c. Puisqu'on a -5 . i6=5j, on voit qu'en faisant ¥X=^¥*c, F;a=^F*c, on aura F^=FA-f-F/tt.
Les valeurs de X et £A sont données immédiatement par la Table n"" 1 ; et comme on a Fyxsjf^F'c, les valeurs de /jl et de Eyx seront aussi données par la Table n* 2 ; ces valeurs sont
A = 5o^45582 07019 71 Ac = S^'SSaSa 92067 6456
EA = 0,77397 70241 8i63 E/JL = 0,06771 75646 5i54.
11 ne s'agit plus que de calculer (p par les équations algébriques qui représentent l'équation transcendante F^ = FX+F/t; pour cela , ayant pris les auxiliaires X', ^', telles que
tang A' = tang X.A/t, tang a' = tang f^. AA,
on aura ^= X'-f-yx'. Ensuite l'équation EA+Eft — E^ = c^sin A sinfisinf donnera la valeur de E^.
Les quantités tang A et AA sont données par la Table n* i ; il ne reste donc à calculer que tang /a et Afc, ce que nous allons Caire avec T. U. 20
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toate l'exactitade que les Table» comportent. Voici d^abord le calcul de l ma fi. et l coB/A, d'après les formules du n" 763.
R> 0,58914 82876 29S79 (0"= 0*00099 72556 3o6oo6
f*.. 8,85 1 02 5655a 20207 f)-'" ^ ^^Vîl
/u». 7,66205 i5io4 4o (4)---- '^^^^
9,55675 45i56 57 cosft. — 0,00099 80178 860598
../ kXZTZ ««««« ttW-- 5o8 878881
(2). 5,88270 56862 *"'^' 77—7^7 rT7
itc» . 0^48^0 5 •^°^/*- • - 9980.7885040
7,46685 5 tang f«. 8,85169 i3o45 2565. '•
(4). 8,ii5o5 8 CoDuaissant l sin fi, on calculera /Afi comme il suit :
c»sin> 7,65o62 62270 ii58 a=^, lAz=la-hr, r'=-î-
r= ^iT7545 ^ — « = 11^1' '(i— A)=/(i-^)— R,
m=:/(a/)H-ir'.
a 7,65o62 55258 A/it 9,99902 64601 8260 .
R. ... 1,60740 14708 D'après ces valeurs, voici le calcul des angles A^ et yu' :
UngA. ajOSago 46955 5444 tang/w.. 8,83169 12045 3565 Ajbt.... 9,99902 64601 8250 AA 9,81174 8i6a6 6481
UngX'. 0,08195 10557 5694 tang /m'.. 8,64545 95669 9046
CHAPITRE XL i
Au moyen de l'angle approche a = 5o**57 , on trouvera par les formules ordinaires X'=r5o*,37274 1 2266 485i ; quant k Tangle ft', comme il n'est que d'un petit nombre de d^rés, on pourra, en faisant tang fi'sst, calculer cet angle par la formule ;t'=:f(i — ir+ j/* — ^1* + |0> «t on trouvera par les cinq premiers termes de la série /ii'=2*,5 1 98 1 21 820 4356. De là résulte
Puisque (p satisfait à l'équation F^ = yF'^?, la valeur de ^ peut être vérifiée par la formule du n* 24 , qui donne Zsin (p = 9,90175 o855i 6245 , et de li
la (lifFérence n'est que de trois unités du quatorzième chiffre, et aa ne peut guère décider de quel côté est l'erreur. Enfin la valeur de £^ se trouvera par le calcul suivant :
c». .. 9,98923 98541 3oi6 EA... =0,77597 J0241 8i63
sinA. 9,88700 45821 541 3 E^t.. = 0,06771 75646 5i54 sin^. 8,83o69 5 1864 4061 0,84169 45888 33i7
sin y. 9,9017308331 6245 ^ 0,04061 33i65 a66i *
799* Pour donner une seconde application des mêmes Tables , cher* citons les valeurs des fonctions £ et F qui répondent à l'amplitude (P = 75*.
La plus proche valeur de ^ contenue dans la Table n* i , est A = 76*,236o5 20752 60; elle répond à la fonction FAssy^ F'c; il faut donc déterminer l'amplitude jul par l'équation Fjia = FA — F^, ou par les formules.
tang A'=tangA.A^, tang ^'= tang^.AA, fJLzizX' — ç'.
G)nnaissant ^t, il sera facile d'avoir, par l'interpolation de la Table n* 2^ la valeur correspondante de n qui donnera celle de Ffe et ensuite celle de £f^. Voici le détail de tous ces calculs.
On a y par la Table n"" i , les logarithmes de tang A et AA; on a immédiatement / tang ^ , ainsi il ne reste à trouver que /A^, ce qui se fera par la formule A = cos ^v^(i -f*A), dans laquelle A = &* tang*^, et d'où résulte /a^ = 9,47668 59066 875 1 • D'après ces valeurs , on formera celles de / tang A' et / tang ^'^ savoir :
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tangX.. o,6iogi o4a52 i56o tang^.. 0^57194 7^475 333o ù^ 9,47668 59066 8751 AA 9,45071 19110 i552
tangA\. 0,08759 655i9 o5ii tangç'.. o,oa265 9^575 4882 d'où l'on déduit
800. Il feut maintenant chercher dans la Table 11^ 2, la valeur de n qui répond k cette valeur de 9; on voit que cette valeur est comprise entre 8 et 9 , et qu'en faisant /» = 8 + x , on aura à déterminer x par la seconde formule générale d'interpolation , savoir :
A'— /4=(i— x) (cTA + l (J^-A- + î±i (J^^A«o+ '^ (cT^A^+ctc,
dans laquelle les nombres donnés par la table sont :
A'—fjL = 0,12191 44559 85o5 cT^A*** = + 846 1994
ifA = 0,48448 75698 5390 cT^A*^ = + 119 5287
if'A*» = — 27 13720 7596 «T^A** = — 6200
cT'A-- = — 3 37094 8348 cT'A-* = — 923.
Après quelques essais dans lesquels on peut négliger les décimales qui passent le dixième rang, on trouve x = o^7483o 756x25. Pour plus d'exactitude, il conviendra de substituer cette valeur dans le second membre de l'équation k résoudre, afin d'avoir la diflerence entre le résultat delà substitution et la valeur donnée de A' — fA.
Résultat de la substitution... 0,12191 44^^ 7^4^
A' — fi 0,12191 44^^9 85o5
Différence ... r = 962 .
De là on voit que i — x doit être augmenté de jr = 1988 , ce qui donnera pour la vraie valeur de x
x = o,7483o 75613 3oi2.
Connaissant x, on aura F/x= JT, F'c , et par conséquent
f^ss 3èA • f^^ = — ' — 3§x — -'-^— . F'c, ce qui donne le logarithme de cette fonction :
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F'c... a,5ia59 14107 lôSg coefiP. • . 9,77975 56954 83o2
F^.... 0,39334 5io6i 9961.
801. Pour calculer E^, il Faut d'abord chercher E/i par rinterpolation de la Table n"* 3 ; en appelant de nouveau A le ternie E^ qui répond à n = 8, la valeur cherchée sera donnée par la formule
E|t^=A'— (i— x) (cTAH- î (J^-A-+^ (cf ^A-+ î^
où Ton a
A' = 0,07615 30743 II23 cT^A^^ = + 46 7791
cTA = 843 45096 5968 cT^A'* = + 6 5789
cT'A» = — 94513 9760 cr«A-« = — 463
cT^A** = — II 696 8077 e^'A** =— 5i.
Substituant ces valeurs et celle de x^ on trouvera
Eft = 0,07403 01360 4751 ,
enfin on aura à calculer E^ par la form. £^+E^t=EA-|-c'sin^sinftsin A
^'•••- 9598935 98541 5oi6 EA = 0,98484 i583o 8090 sin^. . 9,98494 57781 0267 Eji* == 0,07405 01360 4751
sinA.. 9,98754 63777 4410 0,91081 i356o 5559
sin^.. 8,86959 87498 65 10 z 0,06775 5o303 7585
z 8,35093 86598 4oo5 E(p ;= 0,97856 43765 0943.
Cette valeur et celle de lF(p s'accordent suffisamment avec celles qu'on a trouvées par la méthode directe , n** 764 et 765.
8o3. Nous avons cru devoir exposer avec beaucoup de détail tout ce qui concerne la construction et l'usage des Tables n* i et n® 3 , relatives au module c=r9În 81°; les calculs ont été faits avec une exactitude scrupuleuse, et soumis à un grand nombre de vérifications, de manière qu'on peut être assuré que les résultats consignés dans ces tables, sont exacts autant qu'ils* peuvent l'être, d'après les Tables trigonométriques à quatorze décimales, dont nous avons fait usage, lesquelles sont quelquefois en erreur de^ne, deux et même trois unités dans le dernier chiffre. On en voit un exemple dans le logarithme de b ou cos 8i'',qui, dans la Trigonom. Brit. , est 9, 19455 3441 3 5701 , et dont les derniers chiffres doivent être 5699. En suivant les mêmes procédés qui ont été indiqués dans la construction de ces Tables, et
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dans les deux applications que nous en avons données, on parviendra donc dans tous les cas à la détermination des fonctions E et F et a la solution des questions qui en dépendent, avec un degré de précision supérieur, non-seulement aux besoins de la pratique, mais à ceux des recherches théoriques les plus déUcates.
Je né dissimulerai pas combien est pénible le calcul d^une table telle que la Table n"" i qui n'a que seize lignes, ou que la Table n* 2 qui n'en a que douze j mais, si on aspire à un aussi grand degré d'exactitude, il semble qu'on n'y peut parvenir que par le secours de ces labiés , ou par la méthode générale fondée sur la formation préliminaire de l'échelle des modules. C'est au calculateur à choisir entre ces deux méthodes, celle qui lui paraîtra la moins pénible.
Comme la formation de l'échelle des modules se réduit, d'après nos formules, à un travail assez court, il est vraisemblable qu'on jugera que la méthode générale mérite la préférence, si l'on n'a à calculer qu'un petit nombre de fonctions E et F; mais s'il y avait lieu de calculer un grand nombre de ces fonctions, l'autre procédé paraît être le plus avantageux.
Au reste, nous avons déjà dit que si on se borne à dix décimales dans' la formation de la Table auxiliaire n"* i , auquel cas on peut se passer de la Table n^ 2 , le calcul de cette table et son usage dans les cas particuliers , deviendront très faciles, et rentreront dans la classe des calculs trigonométriques ordinaires, surtout si le module est plus petit que siu 4^^> ce qui permettra de prendre la valeur de a dans la Table YII; et puisqu'alors les résultats sont exacts jusqu'à la dixième décimale, ou au moins jusqu'à la neuvième, il ne parait pas qu'on puisse proposer rien de plus simple pour le calcul des fonctions E et F, au moins tant qu'il n'existera pas des Tables suffisamment étendues, au moyen desquelles la détermination de ces fonctions serait réduite aux règles ordinaires de l'interpolation.
8o5. Remarquons en finissant que le Tableau n"" i pourrait être réduit aux cinq termes ât,, a«, cl^j âtg, a,s, et que dans cet état, il suffirait encore pour ramener les fonctions proposées E^, F^, au cas où l'amplitude est moindre que 6°. Pareille observation s'applique à plus forte raison aux Tables auxiliaires construites pour des modules moindres que sin 81^.
En effet, i*. si l'amplitude donnée ç est comprise entre otg et 0t,6 , ou 90^, l'une des deux différences F^— Ffltg, F'c-— F^, sera moindre que ^F'cj ainsi , en fiiisant la plus petite des deux différences = F^', on aura (p'<^ ^4- )1 faudra donc d'abord déterminer ç' , soit par l'équation algébrique qui cor-
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respond à Téquation F^ *- Fotg = F^' , soit par Péqualioa col ^'z^b tang (p , si ronaF'c— F^=F(p'.
Puisque ^' ainsi déterminé est plus petit que a^, le cas le moins favorable pour la réduction est celui ou ^' sera compris entre tf. et et^\ soit alors F^'' égal à la plus pelile des deux différences Fa^— F^', F^'— Fa,, la fonction Fç* sera plus petite que j ( Fa^ — Fa.) , et par conséquent <-jFa» < Fa,. Si en même tems F^" est < j Fa, , (p" sera plus petit que 5^,8 1 88, et Tobjet de la réduction sera rempli par deux transformations seulement. Si au contraire F^'' est ^-Fa, , il faudra une troisième transformation pour réduire les fonctions Eç, F^, au cas où Fampiitude est moindre que 5°,8i88.
2^. Si l'amplitude donnée (p est moindre que ag, le nombre des transformations qui ne pouvait être plus grand que trois dans le premier cas, ne pourra surpasser deux dans celui-ci, et se réduira le plus souvent à un.
De-là on voit que la Table auxiliaire, réduite à cinq termes, conduira aux mêmes réductions que la Table entière, calculée laborieusement avec onze termes de plus. Mais, tandis qu'une seule transformation, faite à l'aide du tableau entier , suffit pour réduire les fonctions F^ et E^ au cas oii l'amplitude est moindre que 5°,8i88, il faudra quelquefois deux et même trois transformations semblables pour parvenir à la même réduction par le tableau partiel. Ces transformations, il est vrai, se font par de simples formules trigonométriques ; mais c'est au calculateur à balancer les avantages et les inconvéniens des deux procédés.
J'observerai au reste qu'il faudrait ajouter un sixième terme à la Table auxiliaire, si l'angle du module était plus grand que 8i°; cette addition suiHra jusqu'à 89^ , et il est inutile d'aller plus loin. Alors le nombre des transformations pourrait aller jusqu'à cinq , pour obtenir la réduction cherchée.
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CHAPITRE XII
Sur la construction des Tables VIII et IX.
8o4- JLa méthode du chapitre VI présente beaucoup d'avantages par la simplicité et Télégance des formules qui servent à construire chaque table particulière pour un module déterminé -; on a vu que les calculs s^exécutent dans toute l'étendue de la table , en n'empruntant de la théorie des fonctions elliptiques qu'un seul élément qui se multiplie ensuite par des formules purement trigonométriques et rigoureusement exactes; cependant l'usage de ces tables serait peu commode dans l'interpolation , lorsqu'il s'agirait de trouver les fonctions E et F qui répondent à des valeurs données de l'amplitude et du module.
11 parait beaucoup plus convenable , pour cet objet , de construire des Tables dans lesquelles l'amplitude et l'angle du module croisseùt par des intervalles égaux et suffisamment petits, de o^ à 90^. C'est donc entre les deux méthodes proposées dans le chap. III , qu'il faut choisir celle qu'on regardera comme la plus facile, pour parvenir à un degré d'exactitude déterminé.
8o5. La seconde de ces deux méthodes fait trouver directement la différence seconde de la fonction E , ainsi que celle de la fonction F ; et par ces différences , vériâées à de certains intervalles , on parvient à former la série entière des valeurs de E et de F, comme nous l'avons fait voir avec beaucoup de détail , en calculant la Table II qui convient au module c = sin 45**.
L'avantage principal de cette seconde méthode consiste en ce que les auxiliaires qui servent à déterminer les différences secondes des fonctions, sont beaucoup plus petites que celles qui, dans la première méthode, seraient nécessaires pour donner immédiatement les différences premières de ces mêmes fonctions. Mais, d'un autre côté, les erreurs sur les différences secondes se multiplient suivant la progi*ession des nombres triangulaires, dans la détermination des fonctions principales ; il devient donc nécessaire
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de calculer ces différences avec deux décimales de plus , ce qui fait perdre tout l'avantage qu'on pouvait en attendre; et si on n'augmente pas le nombre des décimales, il faut vérifier les résultats de distance en distance, puis corriger les nombres intermédiaires, suivant un mode de répartition qui est plus ou moins arbitraire.
Cet inconvénient qu'on a pu remarquer dans l'art. 722, n'a pas lieu dans la première mélliode , ainsi que nous nous en sommes assuré par un grand nombre d'essais, et cette raison suffit pour lui donner la préférence. Mais, comme on n'a pas de tables usuelles qui passent dix décimales, ii serait trop difficile de calculer les fonctions avec douze décimales, comme nous l'avons fait dans la Table II , et il faut se borner à les calculer avec neuf ou dix décimales, ce qui au reste est plus que suffisant pour Fusage ordinaire.
806. Notre cboix étant ainsi fixé sur la première méthode que nous avons nommée Méthode des ordonnées moyennes , nous aurions désiré pouvoir construire , pour tous les angles du module, de .demi-degré en demi-degré, des Tables particulières semblables à la Table II, mais calculées à dix décimales seulement; la réunion de toutes ces tables, sans y comprendre les différences qui n'y pourraient entrer qu'au premier ordre et en amenant beaucoup de confusion , aurait formé, sous un assez petit volume, une table à double entrée d'une étendue suffisante pour satisfaire à toutes les applications où il s'agit de calculer les fonctions E et F pour des valeurs données de l'amplitude et de l'angle du module. Mais l'extrême longueur d'un pareil travail ne nous a pas permis de l'entreprendre, et nous nous sommes proposé seulement de calculer une Table semblable pour tous les degrés de l'amplitude et de l'angle du module. Cette tâche encore bien pénible a été heureusement conduite à son terme, et la Table IX qui en est résultée pourra satisfaire encore long-temps aux besoins des Géomètres ; d'ailleurs elle fournira des bases certaines et bien vérifiées à ceux qui enti^prendraient de calculer une Table semblable d'une plus grande étendue et procédant par de plus petits intervalles.
807. Pour faciliter la construction des Tables particulières qui composent la Table IX, il était nécessaire de calculer d'avance et avec beaucoup de précision , les fonctions F et E pour l'amplitude de 4^* ^^ pour celle de off. C'est pour ce double objet que la Table YIII a été construite : nous aurions pu n'y pas comprendre les fonctions ayant 90^ d'amplitude, puisque leurs logarithmes sont donnés avec douze décimales dans la Table I;
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mais la réunion des deux séries a procuré une facilité de plus pour la construction de la Table générale et ne peut manquer d'avoir son utilité dans d'autres occasions.
Nous remarquerons ici que les formules générales pour le calcul des fonctions E et F , se simplifient assez notablement dans le cas d'une amplitude de 4^^, ce qui a facilité beaucoup la construction de la Table YIII. Rappelons d'abord que les formules pour calculer les fonctions F et E^ sont en général F^ = K9 , E^ =3 LF^ -f- Pc sin (p. D'ailleurs la valeur de P se forme au moyen des équations û> = ç" — ^, e»^ ss ^^ — ^®, etc. ,
tang cû s=z b tang Çy tang o)^ = b^ lang (p^, etc. ^ r=ic cos o$y /^ =
<f cos e»^y etc. , d'où l'on déduit
P = ir+ir/^+| rr^r^ + etc.
808. Voyons maintenant ce qui résulte de la supposition ^ =r 45^. Alors les équations sin ( 2^ — ^®) = c° sin ^° , tang »** = b^ tang ^® , donnent
tang <p^ = -^9 tang â>^ = -^, et de celle-ci on déduit encore sin £»^ = ^,
cos û>^ = c^ ; ainsi on aura à la fois cot ^® = c^ et cos al^ ssz c^^ la première donne la valeur de (p^ et la seconde celle de e»^ j on connaîtra ainsi ^00 s= ^o ^ ^o^ Dans le cas où c^ est suffisamment petit , il conviendra de calculer ç^ par la suite
iTT — (p^=o°— .^c^ + |c**5 — ic"'+ etc. ,
ou pour abréger
iTT — <p° = (i)-(a) + (5)-(4) + elc.,
et on aura en même temps
>- «o = (1) + t (2) + i^ (3) H- I^ (4)+ etc.
Soit z la somme des seconds membres de ces deux équations, on aura ^ — (p^=zz on (p^ =:^ — z.
Connaissant ainsi Ç^ et ^^ , il sera fiicile d'avoir ^^^^ par l'équation tang «^ = b^ tang Ç®*, ou par la série
^000 _ 3^00 _ ^000 jjn 3^oo ^ ^ (c9^y sin 4(p« — etc. ,
dont il suffit de calculer les trois premiers termes ; on aura de même . , ^0000 ... ^^000 — ^•••o g^ 2^^^. Il résulte de ces deux équations , où Ton
peut supposer c*^* = (7 c**^ )' :
^ç***^ = 5r— « + «5 c'^sin m(i — |c*^ cos m) j
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et comme <t désigne la limite des quantités ^, ~, ^, etc. /laquelle peut
are censée égale au cinquième terme, on aura
0= J [tt — js + ic^^sinaz (i — |c*''*cosa2)]j
ainsi z étant déjà connu , il suffira d'ajouter à "tc — z la petite correction j cf** an :az ( I — J €?••• cos az) et de diviser le tout par 4, pour avoir la
valeur de 9, au moyen de laquelle ou trouve F^ = K9 = ;— .F'c.
Connaissant F^ , on connaîtra la partie LF^ qui entre dans la valeur de £9 9 quant à la seconde partie Pc sin (p, elle se trouvera d'une manière très simple par la formule
OÙ il fout observer que le premier terme î cx/c*" = 1(1— 4)^ se trouvera inunédiatement par la Table des sinus naturels à i5 décimales, comprise dans la Trig, Brit,j si toutefois l'angle du module 6 s'ezprime exactement en degrés et centièmes de degré.
80g. Pour vérifier cette valeur de Vc sin <p , il faut, dans )a formule générale Pcsin^ = ïCV^c^sin^* (ï + ï c'cos^'-|-4cV*cos^®cos^*^ + etc.),
substituer les valeurs cos «• = £?**, sin ^* = 777737^ > ^^ V^ donne d'abord
Pcgin»= y/^!/\»N(' +ïC«* + ic**c«°cos#^ + Jc<»»c«*> c»*» cos-»'»» co8#«*»» +etc);
ensuite pour avoir l'expression des quantités cos â>'*, cos û>»**, je reprends
les équations tang «• = 4* tang ^** , ^•^ = ^* + û>» , tangû)* = -,
tang »•• = A** tang ^•^ , j'en déduis successivement
""er 1 — teng ^o tang •" c»» — A" '
tang «- = -j^sT^^j^ = ^^rziF' en continuant cette analyse, on trouvera
f x^ b^ — tang* m^
tang i ••- = lang «~ Y ï^ ' *=°* '^ = Â^M^^^ ' tang i «•- = tang ««^y ^, cos «-- = ^.0.^^^,... 5
ai..
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ainsi à Finfini. On voit donc que dans le cas dont il s'agît , les quantités ^, û)*, cù^^f 0)*^, etc., se calculent facilement; savoir, la première an moyen de l'ëquation tang o» = 6, la seconde au moyen de l'une des équa-
tions Ung û)* = - , sin «•ssi^, cos »• = c* , lang^ û>*»= tang œ . t/ j = /i , les suivantes au moyen des équations tang ^ ai** = tang «® • t/p = -î^ ,
tang i «•- = tang «••. y/^^^ , tang ± ûi<>^ = tang m^^ . y/^ , etc. , ce
qui offre des formules assez remarquables pour le cas oh l'on a ^ = 45"*.
Maintenant qu'on connaît les valeurs de cos «•• et cos »•**• , si on les substitue dans l'expression de Pc sin ^, et qu'on y substitue également les expressions connues de c** en c** , et de c*'* en c^ , on aura , en développant ces quantités jusqu'à la dixième puissance de c* inclusivement, l'expression que nous avons rapportée du terme Pc sin ^, laquelle est très facile à calculer, et donne au moins 12 décimales exactes, tant que l'angle du module ne surpasse pas sin ^5^.
C'est par ces formules qu'on a calculé les fonctions F (4^"*) y E (4^*) de la Table YIII, pour toutes les valeurs de l'angle du module de o"" à 4^*9 audelà de cette limite , on a fait usage de la méthode des modules croissans , art. 762, laquelle ne présente, pour le cas de 9 = 4^*, aucune formule remarquable , si ce n'est pour déterminer ^' , l'équation sin 4^' = ^-
810. Nous allons maintenant expliquer avec détail les différens procédés que nous avons suivis dans la construction de la Table IX , et nous pren^ drons d'abord pour exemple le calcul d'une Table particulière des fonctions E.
Soit a l'arc d'un degré , ou a = -g- ; soit â> = Ç+-ïtf, et
V^( I — c* sin* ») =s A (ai) ; si on prend l'auxiliaire p = aAoi, on aura en général pour construire la Table des fonctions E , la formule
cTE = p + ^ cry> - gi^ cT*;," -f. etc.
On calculera donc pour les valeurs successives ^=:o®, 1^, a®, 3®, etc., les valeurs correspondantes de l'auxiliaire p; on observera de plus que la valeur p pour ^ = — i^ serait la même que pour ^ = o^; on placera donc deux fois cette première valeur de p^ l'une sur la ligne de ^ = o , l'autre sur la ligne supérieure , ce qui sera nécessaire pour fermer cette ligne où l'on doit trouver la différence seconde J^^p^ qui entre dans la première valeur de J^E, celle qui répond à ^ = o.
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A mesure qu'on aura calculé une valeur de p , cette valeur servira à ajouter un ternie de ))lus aux colonnes des différences dans les lignes supérieures. Au commencement de la Table et même jusqu'à des termes assez éloignés tels que (p = 4^"* ou Se"*, il suilira de prendre les deux premiers termes de la valeur de J^E , savoir : cTE = ^ + ^ J^^« j car nous supposons constamment que les valeurs de p sont calculées avec dix décimales , et qu'on en conserve neuf seulement dans les valeurs de «TE.
Lorsque par le progrcs de l'opération , on reconnaîtra que le troisième terme — j^s J^/^*'* peut influer sur la dernière décimale de J^E, il faudra tenir compte de ce terme. Mais alors on devra ajouter un terme de plus à la colonne des p ^ ce terme qui répond à ^ -|- 0t étant nécessaire pour avoir la différence J^/?'*'' qui entre dans la valeur de /£. Jamais on n'aura besoin de calculer un terme de pTus de la formule.
Les mêmes procédés s'appliquent au calcul des fonctions F, avec cette
seule différence, que l'auxiliaire P a pour valeur— ; ainsi le logarithme connu de Aâ> servira à calculer à la fois les deux auxiliaires p = àÊ^cù , P = ^. Il faut observer seulement que les différences croissant plus rapidement dans la Table des fonctions F, il faudra beaucoup plus tôt faire entrer le troisième terme de la formule dans la valeur de cTF.
En formant la colonne des différences cTE et J^F, réduite à neuf décimales, il sera bon de Ëiire une marque particulière aux termes dont la dernière décimale n'est exacte qu'à ; ou au moins ^ d'unité prés. Cette Biarque sera utile pour faire sur la table les légères corrections qui seraient indiquées par la différence qu'on pourra trouver entre les fonctions données par la Table pour les amplitudes de ^5^ et 90^, et celles qui auront été calculées d'avance par la méthode directe.
81 1. 11 ne reste plus qu'à faire voir comment on doit calculer le loga* rithme de Ao). Au commencement de la Table et jusqu'à une limite assez éloignée, faites sin A = ^ sino); appelez a l'angle qui, dans la Table à dix dédmales, approche le plus de A, et soit la différence / sin A — / sin a=/*j vous aurez avec une exactitude suffisante l cos A , ou
log A = log cos a — r tang* a ,
et l'on voit que la correction r tang* a n'a pas besoin d'être calculée avec beaucoup de précision , tant que l'angle a sera d'un petit nombre de degrés.
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LorM{ue ]'angle a approchera de 4^'' , on pourra faire plus exactement 1(^ A = / cos a -— R; log R = log (r tang' a)-}' r + r tang* a.
Si l'on avait /ùnAss/sinâ— -r, il faudrait faire log A =/cosii + R, log R = log (r tang' a) — r^^ r tang* a.
Lorsque l'angle a sera plus grand que 4^'' j la correction R devenant plus grande que r, les erreurs se multiplieraient par la formule précédente, et il faut lui en substituer une autre. On mettra alors la valeur de A sous
/ C^ COs' tf \ M • C CAS M
cette forme, A = it/f i + — -n — ) , et faisant tang A s= — ^ on aura . .
A = — T . Soit a l'angle de la Table qui approche le plus de l'angle A dont on connaît la tangente , et soit / tang A = / tang ^ -f« r ; on aura
l cos A = / cos a — r sin* a ( i + Mr cos* a), ou si l'on £Bdt / cos A = / cos a — R , on aura
/R = / (r sin* a)'\'r'^r sin* a , ensuite 1(^ A = log -f" R.
Cette formule , dont le calcul est aussi facile qu'il est possible , ne laisse rien à désirer , et pourrait même servir dans toute l'étendue de la Table sans exception ; mais le calcul de la première est plus simple , tant que c sin âp est ^ sin /^S"".
Si l'on avait / tang A = / tang a — r, la formule deviendrait
logR = log (rsin'a) — r+r sin'a, log A = log ^ — -^ — R.
Connaissant A pour une valeur déterminée de a», on connaîtra à la fois
^_ ëÊ. —
les deux auxiliaires p = 0tA , P = — , Tune pour la Table des fonctions E,
Tautre pour celle des fonctions F. Ces auxiliaires devront être placées chacune sur la même ligne que la valeur de 9, d'où elles sont déduites, en faisant û) = ^ + 7Ct; on y joindra leurs dififérences successives continuées jusqu'à l'ordre où les différences de l'ordre suivant seraient négligeables ou fort inégales. On en déduira ensuite les valeurs de J^E et de J^F, suivant les formules que nous avons rapportées.
CHAPITRE XIII
Calcul détaillé de la Table particulière pour le module
c = sin 63\
81 a. J^ous prenons pour exemple un module un peu grand, parce que les calculs deviennent plus difficiles vers la fin de la Table , à raison de la grande in^alité des différences ; on verra cependant que les résultats n'en sont pas moins sûrs, en prenant les précautions convenables. Du reste, nous entrons dans tous les détails nécessaires pour qu'on puisse facilement saisir la méthode, et l'appliquer à tout autre module.
c 9>94988 08840 7 cosa 9*99998 69338
%mm 7,g4o84 i85g6 8 R — 623
«na 7*88969 ©4944 m 8,24187 73676
r = io3 22493 5 p 8,24186 42391
taDg»a 5,77940 71 p = 0,01745 27649
r + io3 22
Dans ce cas et dans le cas suivant, on aurait pu faire plus simplement le calcul de A par la Formule log A = ^ log (i — c'sin*û>) =s— \ mc^ sin^o»; ensuite oà devenant un peu plus grand , on aurait les formules plus approchées r = c' sin' û>, log A = — R, log R = log {{mr) -f- -j /wrj mais nous avons préféré de suivre toujours la même marche.
fl>= i
c . . . 9,94988 08840 7 sin«. 8,4>79> 90153 9
8,36779 98994 6 sina. 8,36768 o58ii •
sin êf , sina .
r. . . . 6,07670 73 taog*a. 6,73559 73
r. . . . 5,89956 33 tang»a. 7,17993 63
cosa. .
tf . « .
Dm • A
cosa R. .
Cette valeur de P, auxiliaire de la fonction F, jointe à la valeur correspondante cT^P* = 42538, donne pour ç = a* , la différence cTF = P + j!^ cT'P* = 1746 66655 , où il &ut remarquer que le retranchement du dernier chifire laisse une incertitude d'une demi -unité sur la neuvième décimale de J^F. C'est ce qu'on a exprimé dans la Table par le signe + mis à la suite de la valeur choisie SV s=z 1746 6665 *f- On aurait pu également prendre J^F = 1746 6666 — • Nous verrons ci-après l'usage de cette notation, pour corriger les^peliles erreurs qui peuvent résulter du progrès de l'opération.
cosa. . 9,99935 601 13
c. . . 9,94988 08840 7 sin« . 8,78567 52787 7
gin « . 8,73574 oo45i ; =: —. 18 38823
SÏVf .
sina .
cosa. . 9^99893 63682
Il é I
tangua. . 7,47276 807 r 6,26453 993
tang*a. . 7,69110 io3 r 5,57167 390
CHAPITRE XlII
c -. 9*94988 08840 7 cosa 9>9984o 98748
sinif... 8,98167 28715 4 R + 6627
sîng... 8, 98154 39232 M 8,24187 73676
P 8,24346 683oi
c 9*94988 08840 7 cosa 9>99777 9^564
sia «. . 9,o5385 87563 7 R — 647
fin a... 9,00873 344M '^ 8,24187 78676
(P = 7% ûi = 7- 1
c 9*94988 08840 7 casa 9»997o4 ^^09
sÎD #... 9,11569 76687 8 R — 7250
sina... 9,o6552 56622 « 8,24187 78676
c 9^94988 08840 7 cosa 9,99620 17898
sin «... 9,16970 20867 8 R — 11818
sina... 9,11951 88852 a 8,24187 78676
(P = 9% a> = çf f
c 9*94988 08840 7 cosa 9,99525 34714
sin «... 9,21760 92289 4 ^ '-' 10645
9,16749 oii3o A 9*995^5 24069
sin a... 9,16744 19484 *> 8,24187 78676
T. II
tangua 7,86626810
R 3,82181 MT
tangua 8,01190 777
R 2,8ni5 934
tangua 8,18696 4o6
tangua 8,24662 4^9
rtang'a... 4,05872 385
rtang'a;..» ii3
tangua 8,84487 695
rtaDg*a... 106
œNSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES ,
9 = io%
= lO* i.
sîn «... 9,26063 30434 5
g,aio5i 39275 sin a... 9,aio5o 386oo
cosa 9'994i9 836o2
tangua 8,48261 100
rtang*a.. 3,43558 264
rtang'a.. 27
II", m
sin #...
8in a...
sîn «... 9,38588 67506 i
9^28521 76847 sin a... 9,28528 08498
cosa 9999808 58856
fit 8,24187 78676
cosa 9>99'76 96100
R + 5io5
P 8,25oio 72471
tang*a 8,51809 481
rtang'a...
tang'a 8,58692 248
rtang'a... — 5i R 3,70797 920
sin «... 9,86818 52534 1
9,81806 61875 sin a... 9,81807 69767
cosa.
jD.... 8,28227 82988
tangua 8,65586 807
r tangua... — 49
CHAPITRE XlII
^- 9»94988 08840 7 cosa 9,9889» 75119
sÎD m, . 9,39859 96421 3 R — 29706
sîn a... 9,34842 38o20 «. 8,24187 73676
c 9,94988 08840 7 cosa 9,98732 57854
sin «... 9,42689 88240 2 R — 1578
sîn a... 9,37677 70834 <• 8,24187 73676
P = 1797 oi5i6.
c 9,94988 08840 7 cosa 9,98562 944^5
sin «... 9,45334 18046 3 R — ^4?
sin a... 9,4o32i 39970 m 8,24187 73676
c 9,94988 08840 7 cosa 9,98382 28o58
sin «... 9,47814 18041 2 R -f- 10340
sin a.,.. 9,42803 60572 a 8,24187 73676
tang'a 8,71901 a58
rtang*a... 297
tang*a 8,77890 260
rtang'a... 16
tangua 8,835i6 911
rtang^a.... 59
UDg'a 8,88842 65o
rtaog*a... — io3
lya œNSTRUCnON DES TABLES ELLIPTIQUES ,
c 9,949^ 08840 7 006a 9998191 ii6o3 tang*a 8,98887 079
sin •... 9950147 64453 6 R — 9358 r. 5,o323o 087
sin a... 9,4513465573 m 8,24187 78676 r 1 077
r = 1 07721"" p 8,22878 75921 '•tang'a.... gS
c 99949^ 08840 7 oosa 9997988 80210 taDg*a 8,98696 769
sin «.... 9,52349 52365 4 R 4^49 '' 4>63o93 612
sin a... 9947^87 l8656 m 8,24187 78676 r. 4^7
r = 4l^&" p 8,22176 49787 '•tang'a.... 4i
ç 5= ao*, cù ^ 2o' 7.
c 9»94988 08840 7 oosa 999777^ 92688 tangua 9,08282 549
sin «... 9,54482 52953 9 R — 86860 r. 5,53369 ^77
sin a... 9i494'7 20067 m 8,24187 78676 r. 3 4in
r = 8 41787 6 p 8,21968 29404 rUu^a.... 368
^ = ai®, eo = 21* 7.
c 9*94988 08840 7 cosa... 9,97551 75659 tangua... 9,07681 271
lin 4»... 9,56407 54826 2 R — 38666 r 5,5io48 455
sina... 9,51892 89212 ce 8,24187 78676 r. 3 3X0
r= 3 28954 9 p 8,21789 10669 '•tangua.. 386
pz= 1649 ^47*7 P= 1846 56104.
CHAPITRE XIII
r. .... 9>949^ 08840 7 cosa..< 9,97816 17704 tangua... 9,11911 416
sni« . . 9,58283 96605 8 R — 2226 r. . .. 4,22843 886
sin a. . 9,53271 88525 m 8,24187 73676 169
i^2i 5 />...... 8,2i5o3 89154 '•^ng*«- ;^
c. . . . . 9r949^ 08840 7 cosa. . . 9,97069 863o6 tang^A . . ^ 9. 15976 44^
sîn«<. 9,60069968199 R + 389 r. 3,43013958
sin a. . 9,55o58 08353 « 8,24187 78676 r —269
r = II ^T p 8,21257 6o37"7 rtang'g-' — 4
9 = 2\% Al = 24* l
c 9,94988 08840 7 cosa... 9,96812 79369 tangua... 9,19891 769
sin #. . 9,61772695868 R —33296 r 5,32344909
siaa.. 9,5675867882 « 8,24187 78676 r 2 106
r= 77^5^ p 8,21000 ^49 '•t^ng*^- 333
(p = 25**, ûr = 25' î-
c 9,94988 08840 7 cosa... 9^96544 ^799 tangua... 9,28682 845
nnm.. 9,68898 435o2 6 R — 17828 r. 5,oi4i4 7^2
slna. . 9,58885 49082 m 8,24187 78676 r i o33
r= i 08811 8 p 8,2078r6l65l rUm^a., 178
pz=z 1611 81898 P = 1869 89846.
r 9,94988 08840 7 cosa... 9,96264 4^^®4 tangua... 9,27849 074
sin •. . 9,64952 74374 o R — 34582 r. 5,26533 843
sina.. 9,5993898994 « 8,24187 73676 r. i 842
r= I 84220 7 p 8, 20451 843^ rtang-a.. ^4<>
P 8,27923 62954 R 4,53885 io5
c 9,94988 08840 7 cosa... 9,95972 95967 tangua... 9,80912 4^4
sin*.. 9,66440 55998 o R + 10663 r. ^y'ji8']6 i52
sîna.. 9,61429 17170 « 8,24187 73676 r — 523
r = — 5233 i"l p 8,20160 803"^ rlangV. . — 'Q7
p = i5go 77234
<P = 28% Cù = 28** f
c 9>949^ 08840 7 cosa. . . 9,95670 4^639 tang'a. . . 9,34870 679
sin «.. 9,67866 29015 4 R +80890 r. 5,18908769
sin a. . 9,62855 75589 « 8,24187 78676 r. — 1 37»-
r = — r3^32 9 p 8,19858 45705 rian^'a,, ^_^
c 9,94988 08840 7 cos a. . . 9,95856 77120
sin «. . 9,69288 88286 6 R -f. 25i88
sin a.. 9,64228 02728 M 8,24187 78676
tang*a. .
rtang'a.
. 2Î,ioi 10 00!2
CHAPITRE Xlll
c 9f949^ 08840 7 cosa... 9,95o3i g6585 tang*a... g,4ioo5 787
sio •. . 9*70546 88745 5 R — 3640 r 4> 1^1 10 oo5
9,65534 97586 2 A 9,95o3i 92945 3,56ii5 742
sin a. . 9,65534 83425 a 8,24187 73676 r 142
r= 14161 2 p 8,19219 666^ rUnji^û.. 36
P 8,29155 80731 R 3,56ii5 920
c 9,94988 08840 7 cosa... 9^94695 93567 tangua... 9)44^97 4^^
sin « . . 9,71808 51017 9 -^ — 54006 r 5,29044 B55
9,66796 59858 6 ùi 9^94695 39561 4>7324i 977
sin a. . 9966794 64674 « 8,24187 73676 r i 952
c 9,94988 08840 7 cosa... 9,94347 4614^ tangua... 9,47324 008
ftîn«.. 9,73021 65240 o R — 8182 r 494^962 791
ftîn a. . 9,68009 46562 ûL 8,24187 73676 r 275
c 9>949^ 08840 7 cosa... 9,93987 53iii tangua... 9,5o38o 963
sin m. . 9,74188 94971 3 R + 3io86 r 4*98876 402
sin a.. 9,6917801258 « 8,2418773676 r — 974
c 9*949^ 08840 7 oosa... 9,93617 28891 tang*o... 9,53364 027
sin «. . 9,753ia 80269 o R. — 54280 r 5,20097 546
9,7o3oo 89109 7 A 9,93616 7461 1 49?^^' ^7^
sin a.. 9,70299 30264 « 8,24187 73676 r i 588
r= I 58845 7 ;, 8,i78o4'48^ rUDg-o.. 543
c 9,94988 08840 7 cosa... 9,93234 22i52 tangua... 9,56297 653
sin -r. . 9,76395 4o365 5 R — 16227 r 4*64724 796
sin a. . 9,7i383 04820 m 8,24187 73676 r 444
cp = 36% û) = 56«i.
c 9,94988 08840 7 cosa... 9,92839 41671 tang*a... 9,59176 585
sin «. . 9,77438 75973 3 R + 33632 r. 499^499 ^^6
sina. . 9,72427 70912 « 8,24187 73676 r — 861
r = — 86098'^ p 8,17027 48979 '•taûg^a.. — 336
c 9>949^ 08840 7 cosa... 9,92434 12467 tang*a... 9,61995 816
sin #.. 9,78444 71278 3 R — 32o33 r 4,88562692
sina.. 9,73432 03272 «1 8,24187 73676 r 768
r = 76847 p 8,16621 541 io~ '•^<«- • 320
CHAPITRE XIU
C' - ' • 9*949^ 08840 7 cosa.. . 9,92016 55343 sm«. . 9^794^95670 7 R + 64290
9*744^^ o45ii 4 û.. . . . 9,92016 19633 sloo. . 9,74404 4918^ «> 8,24187 73676
Cm ■ « •
8in#.. .
coso* .
sioa. .
: 21 18 4oiOO«
Cm m m m
9,76242 53ooi 9,76241 49832
flt . . .
sin a. m
. 8,1 5333 7ogo5 . 8,33o4i 76447
Ct • ■ a
sîn «. .
cosa..
lin a. .
et . . .
. 8,14881 ioo3o . 8,33494 37322
tangua.. . 9,64777 877 r. 5,i6o38 328
r tang* a. . — 643
R 4,80814 ii5
tang*ci . . 9,67608 040 r 5,08664 523
r tang* a. . — 678
Ung'a. . . 9,70191 oi3 r. 5,01354 922
r tang* a. . 619
tangua . . 9172844 goS
rtang^a. . — 44^
fin #. .
sin a. .
oosa. . . 9 90228 5i388 tang* a.. . 9175457 926
rtang*a. .
c. . . . 9,94988 08840 7 <in#. . 9,83781 22o36 4
9,78769 30877 * •in a. . 9^78769 3o4ii
tf . . . . 9,94988 08840 7 8in«. . 9,84566 i8oo3 3
oosa.
9,89753 25476 tangua.. . 9,78032 099 — 281 r 2,66847 910
cosa. . . 9,89265 4^791
lang*a. . . 9,80578 881
tf. . . . . 8,24187 73676
c> . ' • 9»949^ 08840 7 cosa . . 9,88766 62110
rtang'a. . — 390
lini». . 9,85324 2o538 2 R«
9,8o3i2 29378 9 fioa. . 9,8o3i2 711 15
81 3. Arrivé aux valeurs de F^ et £9 pour l'amplitude ^
tangua . . 9,83092 180 r 4»62o5i 186
r tang* a .
= 45* j on
voit qu'en comparant ces valeurs avec celles que donne la Table VU! , l'accord est parfait sur la fonction F, et la différence est seulement d'une
CHAPITRE XIII
UDÎlé décimale du dernier ordre sur la fonction E. Cette différence peut fiicilement être coriîgée , en diminuant d'une unité du dernier chifiî*e , l'une des différences premières, peu éloignée de 4^*9 marquée du signe — -. Nous choisirions de préférence la différence qui répond à 3o*, et pour laquelle nous prendrions 1 556 6570. On pourrait aussi , pour faire remonter moins liant la correction, l'appliquer à la différence qui répond à 4^*9 où se trouve un semblable signe — , et réduire ainsi la différence i4o8 6665 à 1408 6664) ^^ 9^^ diminuera les nombres E d'une unité dans le dernier chiffre, depuis ^ = 42** jusqu'à ç = 45°. Mais avant d'effectuer cetle correction, on peut continuer le calcul de la Table jusqu'à la fin, pour faire toutes les rectifications à la fois.
Nous remarquerons 9 au reste, que c'est par une sorte de hasard que le calcul de la ^Table s'est rencontré aussi exactement avec le résultat tiré des formules générales. Cela prouve seulement que les légères erreurs, qui, à chaque opération, affectent ou peuvent affecter le dernier chiffre, se sont compensées : dans d'autres cas, la compensation n'aura pas lieu aussi exactement; mais en opérant avec l'attention nécessaire, il y aura rarement des erreurs de plus de deux ou trois unités sur le dernier chiffre, et dans tous les cas, cette erreur sera facile à corriger par les moyens que nous avons déjà indiqués.
c* - . . 9,949^ 08840 7 cosa . . 9,88256 76934 tangua. • 9)85574 49^ sin#. • 9,86o56 22069 9 H- • • • — 20842 r 4f463i8 5oo
sina. . 9,81044 oi858 « . . . • 8,24187 73676 r 291
r= r9"^"6 p. . . . 8,12444"^^ rlang-a. ao8
^* • • • 9«949^ 08840 7 cosa . . 9>87735 84196 tang*a. . 9,88028 192 m& . . 9,86763 08843 2 R. . . . — 94o55 r. . • . 6,09307 797
9,81751 17683 9 A. . . . 9,87734 90141 4»97^35 989 lîna. . 9981749 93782 «t . . . . 8,24187 73676 r. . • . • i 289
r= r239oi 9 />.... 8,11922 6387^ rtang^a. g4o
(p = 48*, of = 48* î.
sin#
sina
cosa .
8,ii389 78766 8,36985 68586
taDg'a. .
r tang* a .
4yi6iio 833
sina
= 55ii8 4
oosa R.
tangua. . 9,92866 919 r. . . . . 4,74129 660
4,66996 579 r. . . . . 55r rtang*a. 4^8
tp = So», a =s 50° 3.
SÎD«.
fin a.
oosa R. .
9,86104 ii838
9,86io3 4'4oi 8,24187 73676
tang*a.
tangua
c. . . . 9194988 08840 7 sin#. . 9189354 43700 9
9,84342 52541 6 sina.. 9,84342 22293
p = ii5i 00082 P = 2434 98977.
9,85538 30894 tang»a. , 9,97607 828
. . . . 8,24187 73676 r 3oa
. . . . 8~Ô9725 75942 '•tangua. a86
cosa R. .
CHAPITRE Xlll
c. . . . 9,^988 08840 7 cosa
Mum. . 9,89946 66546 I R. .
fin a. • 9,84933 75656 « .
p = ia34 ^2459
9,84963 23386 taug* a. . 9,99941 o45
8,0914^746^ »• tang» « . 996
8i4* P^ssé ce terme, l'angle auxiliaire a deviendrait plus grand que45% et alors la correction R serait plus grande que r; c'est pourqtioi il convient de calculer A par la seconde formule. On observera en même temps que les différences quatrièmes cT^P commencent à devenir assez grandes pour qu'il soit convenaI)le d'y avoir égard dans le calcul de SE , et surtout dans celui de cTF. Mais pour cela , il faut que ta série des auxiliaires P soit avancée d'un terme de plus que la quantité E ou F qu'on veut déterminer par la différence eTE ou cTF.
Au reste , pour rendre aussi simple qu'il est possible le calcul de la différence cTF, on voit par la formule cTF z= P + ^ J^'P^ — -^ J^F>o, qu'il faut prendre, au lieu de cT^P® , la différence seconde corrigée.... J^'P'' — r^ J^P*^; et alors en appelant cette différence cT^P^c, on aura (TF = P + i!^ J'*F''c; il en est de même de SE. On fera d'ailleurs attention au signe que cT^P^® doit prendre par rapport à eT'P^. Les différences qui vont eu augmentant , sont toujours supposées positives , les autres sont négatives. Ainsi, dans la Table construite pour la fonction F, les cT'P allant en augmentant, les cT^P sont positifs par rapport aux cT'P; mais les J^'P allant en diminuant (au moins jusqu'à un certain terme), les J^P sont négatives, ce qui rendra /'P^ — ^ cT^P^ plus grand que cT'P*'.
tangO. . 0,29283 41^9^ ^ & . . . . 9,65704 67648 5 Bin^a. . 9,76101 047 coêm . . 9»774^8 75973 2 cosa.. . 9,81328 29020 r. . . . 3,79081 978"
tanga. . 0,06722 23333 R . . . . — 3563 r. . . . — 62
p = 1217 98201 p. . • • 8,o8564 08741 P = 25or 00098 P. • . • 8,39811 386ii^
iSi
œNSïRLCTlON DES TABLES
IQUES,
tangd.
taDg^z.
0,29283 ^ng^ 2 b . , 9,76395 4o365 5 C08 a
9,65704 67648 5 sin*a 9,81923 32689 '' * *
et.
La série des auxiliaires étant ainsi avancée d'un terme de plus , on peut maintenant calculer la diSereuce cTB" ou J^E qui sert à ajouter un nouveau terme à la colonne des fonctions.
Ainsi, 1*. pour avoir le J^F qui répond à ^ = 53®, j'observe que relativemeut à la différence «T'P^ss ioi543, on a cT^P^ = — 244 j ^ qui
donne la différence corrigée cT'P^c == 10 1 543
• ^44 = ioi56o, et
ensuite J^F =: P + ^ cT^P^css 3467 63998 , valeur qui, en supprimant la dernière décimale , se réduit à 3467 53oo , ce qui donne pour 53® , F=: 1,04896 1980.
a®. Dans la Table des fonctions E, on a pour ^=53®, J^p^= — 6655 et cTV'^^ss +73, ce qui donne cT'/^^c = — 6640 , cTE = ;? +^ J'^p'^c s= ia34 59183, qui se réduit à 1334 53i8.
(p = 55% oê = 55* f
séca . . . 0,1 7469 96547 R. -f" 1 02166
tangO. 0,29283 41192 2 CM».. 9>753i2 80269
sin' a. . . . 9,74248 8or r 5,26680 818
0,04596 21461 2 tanga. 0,04594 366i6
P = 2571 iio44'
(p = 56% Al = 56«f
tangd. 0,29283 4ï>9^ 2 * 9^65704 67648 5
coe#.. 9j74>88 94971 3 séca... 0,16857 67900
0,03472 36i63 4 tfl^a. 0,03473 59307
$ÎQ* a. . .
CHAPITRE Xin
taogt. 0,29283 4i<9^ 2 oof«.. 9,73021 66240
Oy023o5 06432 2 tanga. o,o23o4 5i858
p = ii5i 5i65i P = 2645 35869.
fléca... 0,16234 31620 R +28734
tangS... 0,29283 41193 2 GOt#. . 9,71808 51017 9
tango». 0,01090 77351
p = II 34 92554 P = 2684 o3oo I .
séc a R. .
pp.
tangS.. 0,29283 4''93 2 oot«. • 9,70546 88745 5
9,99830 29937 7 ting«- 9>99^^' ^58oi r = ^^I 1 25863 3
p= II 18 38745 P = 2723 71994.
tangS . 0,29283 4'>93 3 ooê«. • 9,69233 88236
9»985>7 ^9428 8 tanga. 9,98617 42672
/) s iioi 92623 P = 2764 4i<>9^*
séc a . .
Ri • • .
séoa R
sm*a 9,72140 4o5
sin*a. . . 9,70974 077 r 5,06016 541
sîa*a. • . 9,69728 232 r 5,09989 911
R 4,797»7 5ii
sin*a. . . 9,68389 126 r . . . . . 4,12199 294
r — iSs
r ^ jf 64
i84 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
tangO.. 0,29283 4^19^ ^ b. . . , 9,65704 67648 5 sîa'a. . . 9,66950 44^
cos #. . 9,.67866 29015 4 séca.. • 0,13671 85770 r 5,4iao5 585
t*ttg«.. 9»97ï47 07752 A. . . . 9,79377 76042 r + 2 625
p = io85 56285 P. . . . 8,44809 97634 P = 2806 07816.
taugfi.. 0,29283 4>i92 2 h 9,65704 67648 5 sin'a. . . 9,65409 859
co8#. . 9,66440 55998 2 sec.a . • o,i3oi8 i8i52 r 4)9^490 83i
tanga. 9,95723 11109 à 9,78723 24616 6 r. -(- 861
<p = 63% ùà = 65' :.
tang 0.. 0,29283 4i'9^ ^ ^ 99^704 67648 5 sin'a. . . 9,63750 571
co8«. . 9,64952 74374 o séca.. . 0,12359 79'^' ^' 5,03287 732
tangcf.. 9,94235 07702 à 9*78064 93595 r -f- 1 079
,• = TT^l * 8,^4.87 73676 r - 468
p = io53 2385o P 8,46122 80081
(p = ^4% eo = 64* i.
tangO.. 0,29283 4<>92 ^' b 9,65704 67648 5 sîn* a. . . 9,61963 588
co8#. . 9,63398 43502 6 séca . . 0,11698 70215 r 5,i3o52 610
tanga. 9,92680 49^35 à, , , , 9,77403 941 19 6 r -f- i 35i
/>.... 8,01591 67795 6 R. . . . . 4 9 75016 986 p = io37 32962 P. . . . 8,46783 79556 4 P = 2936 55376.
CHAPITRE XUL i
tang 9. 0,29283 4i 192^ ^ 9985704 67648 5 sin* a 9,60088 902
oat«.. 9,61772695868 séca... 0,1103691646 r 4'4>4^^ ^4^
9^9io56 10779 ^ — '^ ^ '^ 4»oi47i 044
tanga. 9,9105636740 à 997674^ 4^9^^ '*- — ^^
tang 9. 0,29283 4^ '9^ ^ ^ 9*65704 67648 5 sIq' a. . . . 9»57954 565
cos«.. 9960069968199 séca... 0,10873 12683 r 5,47287502
9,89353 38oi2 i ^ '^^^^ ^ / 5,05242 067
Unga. 9,8935040981 A 9,76078981653 r +2971
r= Tl^^T • 8.24187 73676 / - ■ "8
|) ■== iof)6 i5<)i6 P 8,48108 8o5io 7
taogS. 0,29288 4"92 ^' '' 9^65704 67648 5 siii'a.... 9,55707 886
oo5«.. 9,58288 96605 8 séca... 0,09712 86688 r 4)7^4^^ *23
Ih^l^î^r^ ^ 2o492_ ^/ 4,3ii58 009
tanga. 9,8756680978 A 9,754«7 748^8 5 r +568
r = 56820 " " 8,24187 78676 / — ao5
taDg6. 0,29288 4"'92 2 ^ 9^65704 67648 5 siii*a.... 9,53272 879
COS.*.. 9,56407 54826 1 séca... 0,09055 06784 r... 4'74'8i 082
tanga. 9,85691 50702 A 9,7475955566 r —552
P 8,49428 181IO
T. II. 24
tangS. 0,19283 4i'9^ ^ cot#.. 9,54433 62953 9
9,83715 94146 I Unga. 9,83713 43116
r = 2 5io3o I
séc a. . . 0,08400 62848 R + 80537 6
ain'a. . . . 9,5o625 6o5 r 5,3997a 58o
r +2 5lO
p 8,5oo8i 62642
UngS.. 0,^29283 4^19^ ^ ^ • • co8#. . 9,52349 52565 4 9ica
9,8i632 94757 6 Unga.. 9,81633 64960
9,66704 67648 5 sin' a .
4,33oo6 565
ea
tangO.. 0,29283 ^iiyi 26..
008 #. . 9,5oi47 64453 6 aéc a
9,79431 06645 8 **ng«- 9*79428 88193
9,66704 67648 6 sîn'a
9,44626 918 6,33736 5oo
tangO. 0,29283 4i>92 2 00s #. . 9,47814 i8o4i I
9» 77097 59233 3 tanga . 9977096 66i3o
r = 93io3 3
p = 920 06220 P = 33io 835o6.
séc a R. .
sin'a. . . 9,41216 19a r 4,96896 607
R 4,38ii2 389
CHAPITRE XIIL
tangl..
CMC. •
tanga.
0,29283 ^11^1 2 & . . • • 9,65704 67648 5 sîn'a. • . 9,37485 455 9,45334 18046 2 séca . . 0,05875 42277 r 4»74^^ 9^
tangfi.
oot#. .
Ung a.
0,29283 41 192 2 ^ • • 9,42689 88240 2 séca
9,65704 67648 5 ÛDl'a. . . 9,33388 855
tangfi. 0,29283 41^92 ^ G08#. • 9*39859 96421 3
9,69143 37613 5 tanga . 9,69143 4^542
séca
8in' a r, .
tangO • 0,29283 41192 2 b .
C08#. • 9,36818 52534 ' séca
9,66101 93726 3 tanga. 9,66098 77812
9,65704 67648 5 sin'a. . • 9,23923 248
7,94o3o ii528 5 R 4*73882 787
Ungl. 0,29183 4i'9^ ^ 009 #• . 9,33533 67606 I
9,611817 08698 3 tanga. 9,62814 4^^^
b , , • aéca .
. 9,65704 67648 5 . o,o36oi 86194
sîa* a
UngS.. 0,29283 4119^ 2 008# . . 9,29965 53093 I
9,59248 94285 3 Unga. 9,59248 83639
séca R .
9,66704 67648 5 sin'a .
tangO.. 0,29283 4>i92 2 009 •• . 9,26063 30434 4
9,55346 71626 6 tanga. 9,66348 i3o85
séca R.
9,66704 67648 5 sin*a 0,02614 06192 — 16043 6
tangS.. 0^29283 ^ïigi 2 cos#.. 9,21760 92289 4
9,5io44 33481 6 ^^A • 9>5io4i 3i022
séca
sia' a
CHAPITRE XIII
<p = 8i°, cù = 8i*f
tangS . 0,29283 4" 9^ ^ 00s «.. 9916970 20867 7
9,46253 62069 9 tanga. 9,46255 71844
sec a R. .
8În*a.. . 8^89002 o32 r 5,32177 267
'-' 4>2ii79 289
tangO.. 0,29283 4'^9^ ^ b, , cos«.. 9,11669 76687 2 séc a
9,4o853 17879 4 tanga. 9,40866 87698
9,66704 67648 5 o,oi38o 36847 — ' 16611
8,78951 oi5 5,43091 090
f' 4'^^o4^ io5
tangl.. 0,29283 4^19^ ^ QMm. . 9,o5385 87663 7
9,34669 28766 9 tanga. 9,34666 1174^
p = 8ii 68334 P z= 3762 90968.
séc a R.
8in* a.
tangS.. 0,29283 4 119^ ^ b . .
ces «. . 8,98167 28716 4 séc a
tanga. 9,27438 62984 ^
9,66704 67648 5 sîn* a .
tangA.. 0,39283 4119^ ^ ^ CM #• . 8,89464 32984 o fée a
9,18747 74176 2 tança. 9,18742 01764
9,65704 67648 5 o,oo5o8 74168
Bin'a . . 8,36466 552 r 5,75770 888
9,o>785o 98979 9 tuiga. 9,07867 69617
p = 798 o3oo2 p= 3817 II729.
9,66704 67^148 5 fin' a
o,oo3o9 60397 r. •
?= 8;% ûi = 870 f
tangS'.. 0,29283 4119^ 2 #• • 8,63967 96616 1
8,93261 36808 3 tanga. 8,98239 12129
séca R. .
sin*a. . . 7,86161 800 r 6,08802 288
^ =zs 88-, a = 88«i.
tmgS.. 0,29288 41192 2 ^ ooi#«* 8,41791 90168 9 séca .
tanga. 8,71085 26686
8in' a r. . .
CHAPITRE XIU
tangl.. 0,29283 4^ ^9^ 2. b . .
oos #. . 7i94o84 18596 8 séc a
8,23367 59789 Unga. 8,23339 19746
sin* a
8i5. Ici se termine le calcul des auxiliaires^ et P; car pour ^ =go^, on aurait eo = 90'' ^ , et les auxiliaires seraient les mêmes que pour • . • (é = 89*^ , ou |)our ^ = 89*. De même pour ^ s=s 91"*. les auxiliaires seront les mêmes que pour ^ s= 88* 3 de sorte qu'à 90*, la diOerence J^p ou ^P est la même au signe près que pour 88® ; on a donc toutes les données nécessaires pour terminer les deux séries des fonctions E et F , et compléter le tableau ci-joint, qui contient le résultat de tous les calculs précédens.
iga
Deg.
ta i3
CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPllQUES,
o . 00000 0.01745 o . o34qo o . o52oi 0.06970
o. I2ig3 o. i3q26 o.i5o56
o. igio5 o . 20822 o. 22535 o
o.ip55i
o.Mi^^ o . 45564
o . 5o5o3 o . 52059 o . 536ol o.55i3o o. 56656
3oq5 73^0
22 i5o6 + 17 5543 la 5498 07 i3a6 01 3200 —
5o36 681 5oo5 6ni 1078 600 3293
611 8oi3 601 454^ 590 7582 579 7223 568 353o
556 6571 544 6414 532 3i33 5iQ 6804 5o6 7500
4q3 5321 4oo o336 466 2640 452 2326
iU 8544
714 oioSg 7^2 74532 741 05926
5iq 5o6
ioo 04492
ZJ08 67564 393 69741
5 oo4( 5 4io32
8 9io38
tel 83
"9748 iB5i8
Ih
an a3i
48a 5ii
o5lI
240 7 25oi
■5362 o3i6 53oo
33io
on qoô'j
qq52
2IQ2
3br
25oi
11044 71702 35869 o3ooi
2*^64 2éo6
6o658 (IÎ167 67132
Soq-y 35S85 i36i3
cT'P.
oo3i4 01543 02528 03226 03572
78028 roi 16
— 125ll 33091
4 !9îî9
i883 ij586
iio4
o9^b" 3oq3^
io3q4
cT^p.
ii35
816. On voit par le dernier résultat que la fonction complète F' n'est en erreur que d'une unité du dernier chiffre , et cette erreur se corrigera immédiatement en prenant 5845 6667 pour le J^F qui répond à 89*, correction indiquée par la valeur 5845 6666 +.
A l'égard de la fonction complète E' , (^ voit cpie le dernier chiffre est trop petit de deux unités ; on a déjà vu qu'à 4^^ 1^ dernier chifire de la fonction est trop grand d'une unité. Ces deux légères erreurs se corrigeront fort simplement en retranchant du dernier chifire des fonctions E une unité de 5i'' à 5i^, les laissant comme elles sont de 52* à 58*, ajoutant une unité de 59* à 62* et deux de 65* à go*.
Les fonctions E et F étant ainsi corrigées, la Table particulière pour le module sin 65* se trouvera construite telle qu'elle est insérée dans la Table IX.
817. Il est bon de prévenir ceux qui voudraient exécuter de semblables calculs , que lorsque quelqu'erreur se glisse dans le calcul des auxiliaires P, on la reconnaît facilement par les irrégularités que présente alors la colonne des différences quatrièmes J^P, ou même l'une des colonnes précédentes, si l'erreur est considérable.
En effet si , au lieu de la véritable valeur P = m , on a trouvé • . • . P = /7t -|- e, l'erreur + e affecte la différence cT^P et les différences précédentes du même ordre ou de la même colonne , de manière qu'en remontant de cl^P à J^^P****, les nombres de la colonne qui devraient être J^m, J^/?i% «r^m**, «T^/n***, ^T^/ti****, seront respectivement «T^/u + e, S^mP — 4e , eT^/Ti»* + 6e , J^m*** — 4e , cT^/n**** + e. Dans la colonne des différences cinquièmes , les erreurs dues à la même cause seraient en remontant — e, +5e, — loe, + 10 e, — 5e, + ej et ainsi dans les autres colonnes , antérieures ou postérieures , suivant les coefiiciens des puissances du binôme. Lorsqu'on rencontrera donc des inégalités semblables qui supposeront e d'une ou de plusieurs unités , il faudra rechercher quelle doit être la valeur de e pour rétablir la marche ordinaire des différences, et à compter de quel terme il faut appliquer , en remontant dans la colonne , les corrections — - e, + 4^> •"" 6^ > + 4^ > — ^• Ce terme sera celui où la valeur de P est fautive et auquel il faut appliquer la correction — e. Cette pratique , avec laquelle on se familiarisera aisément , est utile ou même indispensable pour construire avec succes une Table quelconque de quantités dont les différences successives sont décroissantes et finissent par être négligeables.
CHAPITRE XIV
Des précautions prises pour assurer t exactitude des résultats
dans le calcul de la Table IX.
81 8. XL faut maintenant faire voir quelles précautions ont été prises pour assurer, autant qu'il est possible, l'exactitude des résultats à mesure que l'angle du module devient plus grand et se rapproche de 90*.
Tant que cet angle 0 ne surpasse pas 80® , le calcul des fonctions F peut se faire par la formule
mais les derniers termes de chaque table particulière , ceux qui répondent à des amplitudes voisines de 90^ , ont besoin d'une correction très petite et &âle à déterminer. Cette correction est due au terme suivant de la
série, lequel est + -ri (-} cT^P***, et la somme de tous les termes semblables est •+• -Tg \j-\ ( J^^P^ — const. ) , où la constante est une des valeurs précédentes de cT'P** assez petite pour être négligée.
Il suit de là qu'après avoir formé la série des valeurs de la fonction F, par exemple , depuis ^ =: 70® jusqu'à (p = 90^ ^ il faut ajouter pour dernière correction, à chaque valeur de F, la quantité correspondante
367 /iV«> nBo„ . cT^poo
iP W ^^ ^^ '""^''^^ 563^- La différence J^'P^ est sur la même ligne que J^^P* qui est entrée dans le calcul de J^F , d'où l'on déduit F' = F + <^F; &ÎDsi cette correction se trouve très simplement en ajoutant une colonne des différences cinquièmes de l'auxiliaire , vers les derniers termes de la Table et seulement à compter du point où la différence cinquième commence à approcher de 2637 unités décimales du dixième ordre.
igS CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
Il est remarquable que pour le dernier terme de la Table F (90*) ou F*, la quantité J^^P**, et par conséquent la correction qui en dépend, est nulle. Car en faisant <p = 89® ,
les valeurs successives 87% 88% 89% 90% 91% 92%
répondent terme a ternie aux auxiliaires.... P*% P' , P , P', P", P"'; or, onacn général . • cT^P- = P"' — 5P" + loF— loP + 5P« — P>% et en particulier , lorsque ?) = 89^ , on a F = P, P"= P , P'" = P^^ ; donc cT^P** = o.
819- Ce que nous venons de dire du calcul des fonctions F s'applique au calcul des fonctions E , d'autant mieux que la correction due aux cinquièmes différences de l'auxiliaire , n'est ])as sensible pour les fonctions £, tant que 8 ne surpasse pas 80®. En eifet, les différences de l'auxiliaire sont beaucoup plus petites^ vers la fm de la table (la seule sujette a difficulté), pour les fonctions E que pour les fonctions F ; et tandis que la métliode générale ne peut guère s'appliquer saus modification , autre que la correction dont nous avons parlé , que jusqu'à 0 = 80* , pour le calcul des fonctions F ; cette même métbode pourrait s'ap[>liquer , avec une semblable correction, jusqu'à 87^ ou 88* pour le calcul des fonctions E.
Passé le terme 0 = 80'' , nous avons fait le calcul des derniers termes de cbaque table particulière^ en faisant varier l'amplitude d'un demidegré seulement, et le nombre de ces termes a été augmenté progressivement , à mesure que 8 est devenu plus grand ; de sorte que pour 6 =s 88^, on a commencé depuis ^ = 60". Cet expédient réussit complètement et dans toute l'étendue de la Table , pour le calcul des fonctions E ; mais il devient encore insuffisant pour le calcul des dernières valeurs de la fonction F ; savoir , de celles dont l'amplitude approche beaucoup de 90*". 11 ne reste pour celles-ci d'autre ressource que de les calculer directement par les formules générales d'approximation ; c'est ce qu'on a fait pour fl = 86*, 87^ et 88% depuis (p = 85% jusqu'à ^ = 8q\ Il n'y a eu aucun nouveau calcul à faire pour les angles du module 89* et 90*, puisque les résultats sont déjà connus par la Table du n^ 7^1 9 pour le premier de ces angles, et par les Tables 111 et IV pour le dernier. Ainsi, à Fezception du petit nombre de termes qu'il a fallu calculer directement pour la fonction F seulement, tous les résultats contenus dans la Table IX ont été déduits de la méthode des ordonnées moyennes, dont l'usage ne saurait être trop recommandé dans les calculs de quadrature qui exigent un grand degré de précision.
CHAPITRE XIV. ig
8ao. Ayant expliqué comment les difliciiltés de calcul ont été vaincues dans la construction de la seconde partie de la Table, pour les angles du module plus grands que 4^^ 9 ^^ surtout pour ceux qui approchent de 90^, il ne nous reste que peu de choses à dire sur le calcul de la première partie de la Table , depuis fl := o* , jusqu'à ô = 45°. Dans celle-ci, lapplication de la méthode générale s'est faite sans aucune modification , dans toute l'étendue de chaque table particulière, même pour les valeurs de l'amplitude ^, très rapprochées de 90*". On est d'ailleurs parvenu à abréger notablement les calculs pour les petites valeurs de ô, en déter* minant l'auxiliaire de chaque fonction par une série très convergente. Pour cet eflet, soit sin* 9 sin* â> = r, l'auxiliaire pour la fonction F sera
P = ct(i--r)-^=«H-l«r + i^«;- + i^ar3 + etc.
Le premier terme de cette suite et = -g- = 0,01745 SagaSa ; si l'on désigne les termes suivans par (i), (2), (3), etc., en sorte qu'on ait
ces termes se déduiront facilement les uns des autres, et on aura en même temps l'auxiliaire pour la fonction E, savoir :
or^ sans passer le terme (4)9 on obtiendra, par ces suites, dix décimales exactes, pour toutes les valeurs de ^, si fl n'est que de quelques degrés, et pour un nombre plus ou moins grand de valeurs de ^ , lorsque fi sera plus grand.
8a I. Ces calculs étant faits constamment avec dix décimales, le résultat des 45 premières opérations , qui donne les fonctions E et F pour l'am* plilude ^== 45°, s'est toujours trouvé d'accord avec la Table VIII, soit exactement, soit à la différence d'un très petit nombre d'unités décimales du lo* ordre, nombre qui est allé rarement jusqu'à 4 et qui n'a pas le plus souvent passé 2. ( On ne parle pas ici des 'grandes erreurs qui sont presque inévitables dans de si longs calculs , et que l'on découvre immédiatement par la comparaison avec la Table VIII). Pour faire disparattre cette diflférence, voici le moyen qu'on a employé : supposons qu'il y ait trois unités décimales du 10* ordre à ajouter à la fonction trouvée parle calcul, pour la faire coïncider avec le résultat de la Table VIII j il faudra examiner la dernière série des différences (c'est ordinairement la qua-
trième ) , et noter les endroits où elles sont le plus irrëgulières. On choisira trois de ces endroits , et on verra quelles sont les différences correspondantes du I*' ordre qui , ëtant augmentées chacune d'une unité, rendraient plus uniforme la dernière série des différences. Un peu d'exercice suffit pour apercevoir d'un coup-d'œil celles des différences premières qui satisfont le mieux a cette condition. Corrigeant donc la série des (onctions, d'après celle des différences premières , on aura une nouvelle série de 4^ nombres dont les différences marcheront d'une manière plus régulière , et dont le dernier terme s'accordera entièrement avec le résultat exact contenu dans la Table YIII. La même marche et le même mode de coiTCCtion ont été également employés dans le calcul de la seconde partie de la Table, depuis (p = 45* jusqu'à (p = 90°.
822. L'expérience nous ayant ainsi dirigé dans le calcul des différentes Tables particulières qui ont servi à composer la Table IX , nous avons pensé que tous les résultats devaient être exacts, à une ou deux unités près du dernier chiffre décimal. C'est pourquoi nous avons conservé dix décimales dans toute l'étendue de la première partie de la Table IX, depuis 0 =s 0, jusqu'à 8= 4^^* ^^ aurait pu conserver la dixième décimale bien loin encore au-delà de cette limite ; mais les calculs de la seconde partie étaient déjà faits , dans le dessein d'obtenir neuf décimales exactes seulement , et d'ailleurs les grandes variations qu'éprouvent les fonctions E et Fj lorsque l'amplitude et l'angle du module s'approchent tous les deux de go°, ne permettent pas de prétendre à l'exactitude de la dixième décimale dans leur détermination , à moins de calculer les auxiliaires avec une ou deux décimales de plus, ce qui aurait augmente considérablement la longueur et la difficulté du travail.
CHAPITRE XV
Interpolation de la Table IX.
Il ne nous reste plus qu'à faire voir, par quelques exemples, comment doit être faite l'interpolation de la Table IX.
825. Exemple I. Soit proposé de trouver la fonction F(^, 0) dont Famplitude ^=54*45' et l'angle du module fl = 6o*i5'.
Nous regarderons, en général, F comme une fonction de deux quantités désignée par '^(^9 0)- Cette fonction est censée connue pour des valeurs particulières des variables , telles que ^ = a , 9 s: f , et il s'agit de trouver la valeur de la fonction pour des variables peu difiTérentes^s^^-fiap, 0 = ^ + j*. On a pour cet effet la formule suivante où A désigne
Dans cette formule les différences successives relatives à l'amplitude ç , sont daignées par -j- , -j-^ , -j^ , etc., en prenant pour unité la différence
constante J'ç qui , dans le cas de la Table IX, est égale à 1* ou -g-. De même les différences relatives à l'angle du module 0 , sont désignées par j^ , 7F ' 7F ' ^^^' ^ ^^ ^^^^ ^^ même temps ce que doivent signifier les no-
^A i^lL i^^k
^*'^°^ Tif^y TFff^ TÛT y ^^'''
aoa
824* Dans Texemple propose, nous aurons et = 54% ^ = |) €=60", r=:^; il faut donc prendre dans la Table IX la fonclion F dont l'amplitude est 54* et Fangle du module 60° , et les autres termes nécessaires pour former les différences qui entrent dans la formule. Voici ces termes :
H = 5^® °'^9' TP
I 53o5 , -jp s= — 586o.
Par les différences prises dans la seconde ligne verticale, on a ^+^ = =*485 7725, î^+ /^, = 52 2436,
donc
JJ^= a4 6290 , j^ = 1 5843
Enfin, par les différences prises dans la seconde ligne horizontale, on trouve
Cela posé , si l'on se borne aux différences du premier ordre , on aura
F=sA+7*^ + 7*7r^' •07946 i5635. Ajoutant les termes du
second ordre , savoir : -
/•A 3 /'A Qjy;
— 5^ «1^=» 88617, on
32 • ^» ^ 16 * ^tftp ~~ 32 ' 1-i aura F = i . 07948 o452a ; enfin , ajoutant encore les termes du troi-
, . 5 J-'A 3 «NA 9 (^'A , 7 /^'A p.
sieme ordre, savou-: ng- 7^— 7^-,j^,-ît8 'T^^-^T^'Tfi^-^^''*
on aura plus exactement F= i «07947 98841*
Pour calculer semblablement la fonction £ , on prendra dans la Table IX les résultats suivans: •
a 55 jj
d'où l'on tire les différeDces successives :
J^ = ia37 72a5,
^ = — ai3 7616,
/^.- = - 10 aao7 , ^-^
^ = 3 5ioo, j^ = îogi
»2 a6ai, j^=— 463o, j^-
Sobstitnant ces valeurs dans la formule générale, on aura
par les termes du premier ordre E =: o.855i5 6f;o38f
par les termes du premier et du second ordre ) E = o.855i4 48086, enfin par les termes des trois premiers ordres. E = o.855i4 5o8oi.
8a5. Pour vériâer ces résullats par la mélhode des modules croissans, on commencera par former l'échelle des modules qui convient a l'angle 6 = 60*10': elle est la même, aux notations près, que celle qui convient au complément 39*45'? ^t on la trouvera comme il suit:
K... o.o3oi4 84858 3 *'"... 3.58997 09154 6.
Faisant ensuite ^ =:: 54* 1 3% on trouvera par les formules connues
Le dernier terme t'^ pouvant être pris pour b limite 4, on aora |^* | ^f 69*56' i".i5o6oS; H = lo^Un^^^"' 4- î*y= 0.43737 i4o3i,etcal' calant Fç d'après l'équation Fs=ïK31H| on aura
\o^Yt =^ o.o333i 45573 3, F« = 1.07947 989^9.
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Enfin j pour calculer E^ on a l'ëquation E^ = L'F^ •j-Vennfj dans laqueUeL'=ii*(i+i4'+4i'*"),P=P'.2c»sin(p'— csmç,F=p — I, log F = — :i log /^' = — 2 log. {</' cos €ê") = o • ooooo i6a665. Il en résulte
les valeurs suivantes:
F . 2C* sin ^' csin^
X .42656 07198 4 0.70900 yaSoo
L'F(p = 0.15759 iSgSa 6 Pcsin^ 0.71755 54897 9
P^sin^ = 0.71755 54897 9 E^ = o.855i4 5o85o 5.
On voit donc que la valeur de F^ trouvée par l'interpolation de la Table IX, n'est en erreur que d'environ une unité décimale du huitième ordre, et que celle de E^ n'est en erreur que de trois unités décimales du neuvième ordre. Le résultat de l'interpolation' serait un peu plus exact encore^ si on avait égard aux termes du quatrième ordre ; mais un si petit avantage ne vaut guère la peine qu'on prendrait pour l'obtenir , et il parait convenable de s'en tenir , comme nous l'avons fait , aux termes du troisième ordre, ou même à ceux du second, si on se contente de six ou sept décimales exactes; et alors le calcul de l'interpolation pourra s'abréger beaucoup ^ puisqu'il ne faudra que six données de la Table pour faire connaître les différences jusqu'au second ordre inclusivement.
Exemple II.
826. Supposons qu'on a 9 = 54^4' ^ 2", et tang^ = -^=— ^-— , ou
9^52^53' ^&'g5'j'j6y il s'agit de trouver la valeur correspondante de la fonction F.
Il faudra prendre dans la Table la fonction F dont l'amplitude est 5a® , et l'angle du module 54* ; cette fonction que nous appelons A doit être jointe aux autres termes de la Table qui servent à trouver les différences successives de A, comme on le voit ici :
i.oao54 94^^ 1.04574 0540
CHAPITRE XV. ao
Par le moyeo de ces termes on trouvera comme ci-dessus les différences succesnves de la fonction A, savoir:
^ = 32760157, ^ = ai55o8, ^= 585i, ^ = a84 3863, ^ = 8348 , ^ = - 388o.
jj^=: 305719, f^= I i56i, j^.= 2895.
On a d'ailleurs dans cet exemple a: = 0.54693271 1 , ^ = 0.07; substituant toutes ces valeurs dans la formule générale , on aura
Par les seules différences du premier ordre, F = 1.00738 90298 Correction due aux diflferences du deuxième ordre, — i 91734
Correction due aux différences du troisième ordre, — 19
Donc par les trois ordres de différences, F = i .00736 98545.
827. Comme la valeur de ^ a été prise de manière que F^ = jF', ce résultat peut être vériâé par la Table des fonctions complètes d'où l'on déduit F' = 3.01473 97308, et par conséquent F^= 1.00736 98654; ainsi on voit que la valeur trouvée pour F par l'interpolation, est en erreur d'une unité décimale du huitième ordre, erreur assez légère sans doute; mais ce qui est remarquable , c'est que la correction due aux troisièmes différences n'a fait que rendre un peu plus défectueux le résultat des secondes différences. Pour expliquer cette espèce de paradoxe , on a eu recours aux différences quatrièmes qu'on a obtenues en ajoutant un terme de plus aux lignes des donniées tirées delà table; on a trouvé ainsi :
^A Q iNA ._ J4A ,/ J^A ^ ^A
j^=— 183, j^j=499» Jip7î:=44o, 7^=— 226, jj5- = — mo,
œ qui donne -f-i65 pour la correction due aux quatrièmes différences, et pour la valeur corrigée F =s i • 00736 987 1 o. De cette manière l'erreur n'est plus que de 5 ou 6 unités décimales du neuvième rang; c'est tout le degré d'exactitude qu'on peut obtenir d'une Table dans laquelle les nombres ne peuvent être tout-à-fait exempts d'erreur dans le dernier chiffre décimal.
Au reste, si la correction -f- i65 qu'on a tirée dans cet exemple des quatrièmes différences , est plus grande que la correction — - 19 due aux troisièmes différences , contre la loi générale , celte anomalie est due à
ce que la difierence première -jr parvient presque à son maximum^ dans
une des données tirées de la Table; cette circonstance rend les différences secondes irrégulières et plus petites dans un certain intervalle que les différences troisièmes. Mais il demeure toujours constant que jamais on n'aura besoin des différences quatrièmes y qui compliqueraient beaucoup les calculs d'interpolation , et que même il est assez inutile dans la plupart des cas de tenir compte des différences troisièmes, ainsi que nous l'avons déjà dit.
828. Soit proposé maintenant de trouver dans le même exemple la valeur de la fonction E(p : on prendra dans la Table IX les données nécessaires pour former les différences jusqu'au troisième ordre comme il suit :
Jl en résulte les valeurs suivantes des différences
-Jg:= I 5896, -JjjJ
Substituant ces valeurs dans la formule générale ^ on a par les premières
différences E = o.84o33 3731 1
Correction des secondes différences -f- i 0491a
La vraie valeur se déduira de l'équation nE^. — E*= i — i=
o.4i3ao 358685 3 or par la Table II on a logE* = 0.10294 284108a, E» 5=3 1.26748 5o57o5, donc E^ =5 o.84o34 45 119; ainsi Terreur n'est
Correction des troisièmes différences.
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que de sept unités décimales du liuilîème ordre. Si on s'en était tenu aux diflërences secondes , l'erreur n'eût pas été de neuf unités décimales du même ordre.
829. TSous ne dissimulerons pas qu'il y a des cas où l'interpolation de la Table IX ne donnerait pas des résultats aussi exacts que dans les exemples précédens; ce sont ceux où l'amplitude et l'angle du module seraient tous deux plus près de 90° que de 45"* , car alors les différences des fonctions , surtout celles de la fonction F décroissent si lentement , qu'il faudrait dans la formule, tenir compte des termes du 4'*"' ordre et même de ceux du 5^*, pour que l'erreur ne se fit sentir que vers la 7'*"' ou la giime j^cimale. Mais cet inconvénient est inhérent à la nature des choses, et on pourra toujours l'éviter , soit par les formules de bissection , soit par les formules des fondions complémentaires , en ramenant la détermination des fonctions E et F à celle de deux autres fonctions dont l'amplitude sera beaucoup plus petite.
En général l'usage le plus ordinaire de la Table IX sera de faire trouver la valeur des fonctions avec quatre ou cinq décimales seulement, et pour cela on n'aura besoin que des différences premières que l'on pourra toujours prendre à vue. C'est ce qui suffira dans beaucoup de questions particulières. Supposons, par exemple, que pour le module c = sin 75*, on veuille connaître la fonction F^, dont l'amplitude est donnée par l'équa-
lion tang i ^ = V^i; on trouvera d'après celte équation ^ = 74° 27' ^7"^ = 74* '4^777 5 c'ïsuite comme l'angle du module se trouve exactement dans la Table , il n'y aura d'interpolation à faire qu'à l'égard de l'amplitude; on trouve donc par la seule première différence F^ = 1.84556, et en tenant compte de la seconde différence F^ = t. 845574. Je suppose maintenant qu'on a voulu calculei* F^ , pour savoir si F^ n'est pas commensurable avec la fonction complète F' = 2.768063; il faudra chercher par les fractions continues le rapport de F^ à F'. Ce rapport se trouve y presqu'exactement ; car les f de F* sont i . 845575 , ainsi il est extrêmement probable que la valeur de ^ qui satisfait à l'équation tang j ^
= Yjy satisfait aussi exactement à l'équation F^ = f F' ^ et c'est ce que les formules connues pour la trisection de la fonction F', confirment pleinement. Ce résultat aurait été également rais en évidence par la première valeur moins approchée 1.84556, qui résulte des seules premières différences.
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Des cas oh ton - voudrait pousser t approximation aur^là de quatorze décimales , dans le calcul des fonctions E et F.
83o. Le Dombre de quatorze dëcimales dans les Ic^iithmes, ou celui de quatorze chiffres significatifs, dans les nombres, est la limite que nous n'avons pu passer jusqu'à présent dans le calcul des fonctions E et F , parce que les Tables trigonométriques les plus étendues ne comportent pas un plus grand degré de précision. S'il devenait donc nécessaire dans quelques cas de pousser plus loin l'approximation , on pourrait toujours feire usage des formules générales qui sont susceptibles d'un degré d'exactitude indéfini ; mais il faudrait recourir à des moyens particuliers pour déterminer avec la précision nécessaire les élémens qui entrent dans ces formules.
Soit proposé , par exemple , de calculer avec vingt décimales les logarithmes des fonctions complètes F*^, E'c, qui répondent au module c = sin 4^*- Il faudra pour cet effet évaluer jusqu'à vingt décimales , les logarithmes des modules c , (f ^ c** , c***** , ^•••^ , c*^** , et ceux de leurs complémens A, A*, A®**, A*"**, *••••; ce nombre de termes suffit, quand même on voudrait pousser la précision jusqu'à vingt-huit décimales.
83 1 . D'abord puisque c = & = v^~ , on a immédiatement
/£?=2i = g.84948 5oo2i 68009 4o33g 3i3;
en second lieu on a c" = — r-r = r-T — - — — ; ainsi il faut calculer le lo-
garithme de v/a -^ i avec vingt décimales au moins* Pour cela j'observe qu'en faisant ( i + i/a)' =^ -|- q^2 , on a ;k?' — ay* = (— 1 )■, et P + 91^^ = /^ + \/{p^ T * ) î ^'^"^ autre côté
logl>-f/(;''=Fi)]=log2p=F5.~^.^=F^.^— etc.;
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or en faisant n = i5, on a ;; = 275807 = 7.31». 41 , q = igSoaS , ;,'-ay» = ~i;donc ,5 1og(i + i/2) = loga;7 4-i.^-i^. J.
Par la table connue qui donne jusqu'à a5 décimales ou plus les logarith* mes des nombres de i à iioo, on trouve log :2;7, auquel il suffit d'ajou-
ler la correction 7-; facile à calculer, ce qui donnera les résultats suivans : log 3;? = 5.74163 52800 665i8 87976 87
i51og(i + v/2). = 5.74163 52800 67946 17479 07 'og(i + V/3). 0.58277 56853 37863 07831 938 2log(i + /3). 0.76555 13706 75726 i5635 876 logc^ . = 9.23444 86293 24273 84366 124.
Ensuite par la valeur b^ = -^^t = — , . , on trouvera
log 4° = 9.99351 18092 4^1 15 4*569 78. 832. Il faut maintenant calculer c^^ et b"**^ ce qui se fera par les for-
mules A** = — 7-Ts ) ^** == 7— TT^Tïj ainsi tout se réduit à trouver
log (i + b^). Or une valeur approchée de If étant a = , on connaît
par les Tables le logarithme de a et celui de i + a = — — , ce qui permettra de calculer log ( i + ^"^ ) comme il suit :
b^ 9.gg35i 18092 4^11 3 4i569 78 i+a 0.29779 80218 12926 i56oo 789
r. io5 98272 66822 60 80165 53372 53969 695
Ak-5 r_ /=-£- h=a/(i—'MA •^(^+^'*)= ^-29779 8oi65 53372 67192 4o3
2V/i®... 0.29778 69002 86037 9o3o6 264 iC*. 7.S7227 12298 77821 34766 068
£b-o = 9.99998 78837 3i666 33ii3 861 ^"^ ' 9-99998 78837 3i666 33ii3 861
T. II. 27
833. Ces premiers termes étant connus , on pourra calculer les modules
suivans c*^®, 4°*^°, par les formules ordinaires ;? = (■; 0"*")*.^;;,
?=:mp^ — imp*y £&^=:^—V^ /ô^ = — ^P; voici ce calcul:
mp^.. 84507 i5i54 866 p 5.i4455 46760 33977 364i8 376
impi^. 2 466 P — 84507 i5i5j 400
On obtient ensuite très facilement les modules c®^^, ô*****, comme il suit :
ic^ 4.84353 458o3 75489 01744 5ii
sonquarré. 9.68704 9i6o5 60978 03489 033 I : 4*^. . . . 4^^53 57676 300
. . 9.68704 91606 93331 61066 333 p*. . . 9.57409 833 . . — io3 /w. . . 9,65778 45i
834* On voit qu'en s'en tenant à vingt décimales , il n'est pas nécessaire de prolonger la série des modules au-delà de c**** et 4*** j car log A®®** n'est que d'une demi -unité décimale du vingt-unième ordre. Cependant le calcul étant amené à ce point, on peut sans peine avoir deux décimales de plus, en prenant la valeur suivante de log c^*^^:
(*) Nous rappellerons ici un usage qui est commode à suivre dans le calcul des fractions très petites. La caractéristique 9 place le premier chiffre d'un nombre au premier
rang des décimales^ la caractéristique 9 le place au onzième rang, la caractéristique 9 au vingt-uniëme rang , et ainsi de suite.
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D'après ces élémens^ le calcul de K= i/ (^ b*b*^b^°^b**^j et celui de. . F'c s= - R . donnent les résultats suivans :
logK = 0.07200 73453 81757 88434 o38
jTT. . . . 0.19611 98770 3oi52 65913 753
jCF^c = 0.26812 72224 11910 54347 791-
835. Maintenant pour avoir la valeur de E"c = LF'c, il faut calculer le coefficient L par la formule
Pour cela soit r =: ^ c^V** [ i + i ^'•^ (1+7 c*^**)] , on aura d'abord. . . L = A ( I _r) ; soit ensuite r' = ^ c~>« ( i + 1 c'^**) = ^ c^^VC^ 4-c~**)
= î«~''(i^y, on aurar=:ic"(c')*(i+/), d'où log r
= log (ï «••) + 2 log c* + nir'— ï 10/* +^ m/* ; voici le calcul de cette formule :
ic^. . . 7.57337 12298 77821 54766 {C-. .. 4.84552 45802 75489 (c»)*. . . 8.46889 7^586 48547 68672 j./3..,)i ,^565
(i)..4- 50290670855444 , -/ ft/^A;, /Kf^. f^n
(5)_ ^ 491 "* 9.65778 45ii3 0054
Jogr = 6.04117 i5i75 82889 2540 (i)..-. 4.48130 88915 8659 ^ t / / ^ H ^^ 4.5424945846
D'après cette valeur de log r, il faut calculer log ( i — r) par la suite — mr (i -f-^r+etc.) dont cinq termes suffisent; on obtiendra ainsi
log(i— r) =i — 0.00004 77506 95768 98769 63
logL = 9.86241 56529 880 ï 5 5833o i5 T'c o.a68ia 72224 11910 54347 79
logE'c... = o.i3o54 o8553 99934 12677 9a.
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836. Cette valeur de E'c peut être vérifiée comme ci-dessus par l'ëquation E' ^ tF' (i -4- A) dans laquelle A = =^, , en voici le calcul :
KP. .. o.34oi5 43677 93668 42781 829 '»=:^, i +«= f|p
a 9.65986 54935 01017 46903 485 SA^Sa—r, h'ss—^
r = 613 94685 89685 5il ^i + A)= /^(i+fl)— R
R = £zr' — JflMr'V
Le terme a/ se calculera plus facilement sans le secours des logarithmes par
la valeur— 3—= -;^^> €t on aura ar^ = 192 24040 3556i 20a
l'autre partie 7 aMr^* calculée par logarithmes = gSi 12 83i
^(, +^) = 0.16344 36286 51994 77850 2o3 ïF'^ 9^96709 72267 47929 34826 417
logC'c. = o.i3o54 o8553 99924 1267JS 62.
Ces deux résultats ne dîfierent entre eux que d'une unité décimale du 20* ordre : le dernier semble devoir être le plus exact. 837. Quant à la valeur de F^Cy on peut la vérifier aussi par les formules F'c^=
KMH, H=^ log^„=o.682i8 81769 209206737$ 6. Or, en faisant «=
'a^',. — =0.68218 81762 5,H=— ff I x^jr^o. 00000 00006 70920 673736,
et appliquant les formules X(a + a?) = Sa-^-K , jCK = ^'— • — -j . — , on aura les résultats suivans :
«... 9.85390 41879 o5568 08145 556 x... 0.82667 11744 23391 R... +4 37121 3668o o55 m... 9.68778 43ii3 oo537 H... 9.83390 4i883 30689 44835 611 ^'^- 0-16609 58120 9645»
mx a
mx
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On voit que cette valeur ne diffère de celle qu'on a déjà trouvée que de quatre unités décimales du vingt-unième ordre , ce qui confirme pleinement tous ces calculs.
858. Connaissant ainsi les fonctions complètes, si on se propose de déterminer avec un pareil degré d'exactitude les fonctions E^, F^, pour une amplitude donnée ^, le calcul présentera de plus grandes difficultés, parce que les Tables connues de log. sinus ne passent pas quatorze décimales, au lieu que les logarithmes des nombres jusqu'à i loo, sont donnés avec un beaucoup plus grand nombre de décimales par la Table de Sharp ^ et se trouvent dans plusieurs autres recueils, ce qui permet de suppléer aux limites des Tables, en employant des réductions et des artifices de calcul tels que ceux dont nous avons donné des exemples. Voici, au reste, quelle serait la marche qu'on pourrait suivre, si on entreprenait de sem* blables calculs.
Supposons qu'étant donnée la valeur de ^, on veuille déterminer, avec vingt décimales exactes, la fonction F^ ou son logarithme, il faudra commencer par chercher, avec une semblable précision, la valeur de tang ^ ou celle de son logarithme, c'est ce qu'on trouvera par les formules connues dans la théorie des fonctions angulaires. Ensuite il faudra procéder au calcul des angles croissans ^°, ^°*', ^•°^, etc., où à celui des angles décroissans ^', ^\ ^"\ etc. , selon que le module sera plus petit ou plus grand que sin 45^.
Dans le premier cas, pour déterminer ^* par le moyen de ^, on ne doit plus employer l'équation succincte tang (^^— - ^) = & tang ^ qui suppose l'usage des tables de sinus, mais il faudra déterminer simplement la valeur numérique de tang ^^ par la formule
On aura soin cependant de noter la valeur approchée de ^°, en degrés et minutes seulement, afin de ne pas confondre le véritable arc ^'^ dont on a besoin, avec les autres arcs qui peuvent avoir la même tangente; on se rappellera pour cet effet , qu'en vertu de l'équation sin (a^ — ^•) = c* sin ^'j la valeur de 2^ — ^** doit toujours être contenue entre les limites fi* et — fr', 6* étant le plus petit arc qui a pour sinus c*.
On connaît déjà / tang(p, on connaît ^i+ô)= -^^l^- , ainsi pour
avoir / tang ^°, il faut faire b lang*^ =A, et du logarithme connu de A déduire celui de i — A , ce qui se fait par les formules dont nous avons donné beaucoup d'exemples.
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Il est visible maintenant qu'un semblable calcul servira à déduire ^^"^ de Ç*, et ainsi de suite. On continuera donc le calcul des amplitudes croissantes 9*9 9^% 9*^% ^^^' 9 jusqu'à la limite où un terme ne diffère plus sensiblement du double du précédent j cette limite aura lieu lorsque le b correspondant au dernier (p pourra être pris pour l'unité; dans l'exemple précédent, c'était &°**. Ainsi, lorsqu'on voudra avoir vingt décimales exactes et que c ne surpassera pas sin 4^^? il ^^ faudra pas prolonger la suite ^*, 9**, etc., audelà du quatrième terme çl^'^j et pour des modules au<-dessous de sin aô'y il suffirait d'aller jusqu'à ^*^.
Connaissant tang ^''^^^ et sacliant toujours d'avance, à très peu près, combien l'arc ^^ contient de degrés et de minutes, il restera à trouver l'arc lui-même qui répond à cette tangente, c'est ce qu'on trouvera par les formules qui ont servi à trouver tang ^ par le moyen de <p.
L'angle ^"^^^ étant connu et réduit en parties du rayon, on fera 0=r-J^'*°"'*, et on aura la fonction cherchée F^ = K^. L'application de la même formule, répétée quatre fois consécutives , suffira donc pour obtenir vingl décimales exactes; on en obtiendrait le double avec un terme de plus, mais alors il faur* drait calculer aussi, avec quarante décimales, les logarithmes des modules et ceux des différentes tangentes, ce qui serait un travail presque insurmontable.
659. La même méthode peut être suivie, quand même l'angle du module s'élèverait jusqu'à 70 ou 75 degrés; mais, passé cette limite, il est préférable de suivre la méthode des modules croissans.
Ayant donc calculé les termes de l'échelle des modules d'où se déduisent les fonctions complètes E'c, F*c, on procédera au calcul des amplitudes décroissantes ç\ ^'', etc. , de la manière suivante :
Il faudra d'abord tirer la valeur de tang ^' de l'équation • . • . •
tang <P = ^ , ly \lll-Y > ^aq"e"e donne
cot (p'= i±^' cot (p + ^[(i±^Jcof(p + aQ;
et comme on a 1 + A' = -~ = -j-, la valeur de tang ^' pourra être mise
sous cette forme
tanfi(D'=î^ ^^°g^
«mg«p j- . ,^ ^(, +^«tang-«)'
Mais , lorsque b sera très petit , on pourra substituer à cette formule la suite fort convergente.
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On déduira semblablemeDt tang q>" de tang (p'j tang ^''' de tang (p"j etc.; d'ailleurs on voit que la suite ^', q/\ ^'"^ etc., va toujours en diminuant jusqu'à une limite qu'elle ne tarde pas à atteindre sensiblement.
Appelant donc <b le dernier terme de la suite ^, ^', ^", etc., on aura en logarithmes hyperboliques F^= K log tang (45''+ î^) > ou en logarithmes vulgaires
F<p = RM log tang(45°+ i<t)= RM log [(tang * + v/(i +tang*<t)]
84o. Pour avoir dans le même cas la valeur de la fonction £^, il faut recourir aux formules de l'art. 763 qui peuvent donner tel degré d'approximation qu'on voudra. Si on se borne à 20 décimales, le quarré de V'^' sera toujours négligeable, même en supposant l'angle du module peu au-dessus de 4^°; on
pourra donc supposer c""= i , et faisant Pssb-^-?-;^ , — i , on aura E^=:
L'F^ +Pc sin (p. Dans beaucoup de cas, on pourra faire c"'=: i , alors on
aurait simplement P = -rv. — i • Quant aux valeurs de cos «', cos û>*, cos^'",
par lesquelles on a r' = c' cos &>', /^'=c*cosû)", r'"=^c"' cos où'" ^ elles se calculeront sans connaître la valeur en degrés des angles <», par les formule» tang «' = b' tang ^', tang û>''=ô"tang ^", tang a>"' = i'"tang^'" ; ainsi on aura directement
841. Si on renonce au calcul par logarithmes qui devient très pénible ^ lorsqu'on leur donne plus de quatorze décimales, on pourra néanmoins, par le calcul ordinaire , parvenir à tel degré d'exactitude qu'on voudra dans la détermination des fonctions F et E. Mais il y a un choix de formules à faire, pour parvenir, avec le moins de travail possible, à un degré d'approximation déterminé.
S'il est question d'abord de calculer les fonctions complètes F'c, E*c, on pourra recourir aux séries de l'art. 48, lesquelles peuvent donner un degré d'exactitude indéfini. Mais ces séries ne sont bonnes à employer que lorsque le module ne surpasse pas sin i5*, ou lorsqu'il est plus grand que sin 75**; dans tous les autres cas, ces séries sont trop peu convei|;enteSy et on parviendra plus facilement aux résultats cherchés par le calcul des
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difiërens termes de l'échelle des modules. Ce calcul pourra toujours se faire par les opérations ordinaires de P Arithmétique.
84 '• En eBet étant donnée la valeur numérique du module c, on en déduira d'abord son complément £ = v^(i -^c*) ; on aura ensuite les deux
termes c*, &•, par les formules c° = ' 'T, , b^ = ^^ , les deux termes
c^, i**% par les formules c^= 'Ty«< &°^ = ^ . , ^ , et ainsi de suite.
Lorsqu'on sera parvenu à un c très petit, le suivant désigné par c9y et son complément b*, se calculeront plus facilement par les suites convergentes
" — ^ 64 V ^ i6 *^ ^^ W:^ ^ ^ ié.ao.a4 " ^^ ®^*^7 '
^^ 64 V ^ i6 '^ + i6.2o *^ ^ i6.ao.a4 '^ + «V» la dernière résulte du développement de la formule
11 faudra prolonger le calcul des modules c®, c*% c*^, etc. , jusqu'à un terme dont le quarré soit négligeable; soit ce terme c^"\ la série des complémens sera de même terminée k ^'^ ou plutôt k i^""*^, car dans ce cas, on pourrait supposer i^"^= i.
Cela posé, la fonction complète F^c se calculera assez facilement par la formule
quant à la fonction complète E'^, elle ne parait pas pouvoir être calcu* lëe plus simplement que par la formule
E'c = P^i----^ g jg etc.);
on obtiendra de cette manière tel degré d'exactitude qu'on voudra, par le calcul de deux séries composées du moindre nombre de termes possible,
84^. Supposons maintenant qu'on veuille déterminer les fonctions F^, Eç qui répondent à une amplitude donnée; il faudra d'abord déduire (p^ de ^ au moyen de la formule
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cot ^° = -j ( cot ^ — tang ^)H- j £?• (cot ^ +taug ^),
dont le calcul est assez facile, pourvu qu'on connaisse à la fois cot ^ et taDg ^; il faudra par la même raison déduire tang (p^ de cot ^% et on calculera semblablement l'angle ^°° par la formule
cot (p**» = i (cot (p* — tang (p*) +| c^*' (cot ^^ + tang ^0-
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on parvienne au terme ^^"^ de même rang que c^'^, et dans chacun de ces calculs, on aura soin de noter, comme il a été dit art. 838, la valeur approchée de l'arc dont on a calculé la cotangente. Connaissant donc le nombre total de degrés contenus dans le dernier terme ^^"^^ la valeur exacte de cet arc pourra être déduite de sa tangente connue avec toute la précision nécessaire. Réduisant ensuite cet
arc en parties du rayon, et faisant <t = ^, on aura F^=sKO.
Il reste à calculer E^, ce qu'on fera par l'équation E^ = LF^ +Pc sin ^ , dans laquelle on a
T ^^^ ^^ u ce c ce
Pm m ^m — m ^m ^ m^ = - cos o) + -7- cos Où cosa>*^ H g- cos où cos û)* cos û)®^ ^- etc. ;
d'ailleurs les angles ûd, û)*, û)**®, etc., se déduisent des angles ^, ^%^**% etc., par les formules tang û> = & tang ^ , tang û)** = iP tang ^°, tang «•• = i'^tang ^*'% etc. 5 et comme on connaît tang ^, tang ^% etc., on aura immédiatement
c cos û) =: 7-77 r-r— r— r , C** COS O)' = —r. . , ^ ^ T-tt , CtC.
Cette méthode, que nous employons ordinairement depuis o =:o jusqu'à sin 45*", peut être étendue beaucoup plus loin, jusqu'à c s= sinSi", parce que dans cette dernière limite les séries n'ont qu'un terme de plus que pour la limite c = sin 45*. Mais depuis c = sin 81°, jusqu'à c &== i , la seconde méthode mérite la préférence , à raison du moindre nombre de termes dont les séries sont composées, et le calcul devra être fait comme il suit.
845* On formera d'abord la série des modules croissans c, c^, c^', ... et celle de leurs complémens & , V ^ V'.... par les mêmes formules que dans l'art. 841 9 ayant soin seulement d'échanger entr'elles les lettres b et c , T. n. a8
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ainsi que les signes ^ et '. La suite h^V^ V... étant donc prolongée jusqu'à un terme ^^ dont le quarré soit négligeable, relativement au degré d'approximation qu'on a en vue, on aura en logarithmes hyperboliques
"R* / ITIVf K
F'tf = — log T55, ou en logarithmes vulgaires , F'c = — log -g^j, d'ailleurs le coefficient K a pour valeur
on calculera en même temps la fonction E'c par les formules
E'c = LT'c 4- ^ ,
Dans cette méthode, il reste à calculer le logarithme de 7^, avec le
degré de précision requis.
Si ensuite il s'agit de calculer les fonctions F^, E^, qui répondent à une amplitude donnée , on suivra les formules ordinaires ^ lesquelles ne sont guère susceptibles d'être simplifiées , si ce n'est la formule principale qu'il convient de mettre sous la forme
cot (p' = i-±i^ cot (p + y/[(L±i^)W ? + JQ î
elle servira à déduire cot ^' de cot ^j on déduira de même cot ^^' de cot 9', et ainsi de suite.
844- ^^ terminant ces recherches , nous croyons devoir faire observer que par la simple méthode de bissection qui n'exige que des extractions de racine quarrée , on peut calculer jusqu'à tel nombre de décimales qu'on voudra , les fonctions F et E correspondantes à des valeurs données du module et de l'amplitude.
Remarquons d'abord que pour la bissection des simples arcs de cercle ^ on a les formules
sin-iÇ) = i ^/(i4.8in^) — iv^(i — sin^), cosi^ = i ^/(i + sin(p) + iï/(i — sin^);
ainsi le sinus et le cosinus de l'arc i ^ se déduisent à la fois de la valeur donnée de sin 9. Partant donc d'un sinus connu tel que sin 45* , sin 3o^| ou en général sin a , on peut y par des bissections continuelles , parvenir
CHAPITRE XVI
au sinas d'un arc très petit arc » ^ qui sera sensiblement égal à Parc ; et de cet arc ou de ce sinus , on déduira la valeur de l'arc proposé a =5 â*û> , n étant le nombre des bisseclions.
On procédera d'une manière semblable pour déterminer par des bisseclions continuelles , la fonction Fa dont l'amplitude est donnée. Soit en général F^ un terme quelconque de la bissection et F^' le terme suivant , en sorte qu'on ait F^' = 7 Ff, on déduira ^' de (p par la formule
^ sin î^
or on peut mettre y^{\ + ^ A^) sous la forme y v^( i + c sin ^). . . . + 7 |/( I — c sin ^); ainsi on aura en général, pour déduire ^' de ^ , la formule très simple
. , _ V/(i+8in(p)— |/(i— siiKp)
Sm Œ? =: — — ; ; r— r — ; .. T •
Cette formule servira à continuer aussi loin qu'on voudra la suite des bissections -, lorsqu'on sera parvenu à une valeur très petite de sin (p , celle du terme suivant sin ^' se trouvera plus facilement par la formule
sinç» =siii^^[ I 4. --^ c?» sin» ^ + 7-^-77— ^ c* sm* ^ + 7-> ^(f me ^+etc. );
on aurait en même temps
enfin si l'on fait les calculs par logarithmes , on préférera les formules suivantes dont la loi n'est pas moins simple,
, . , , , , . mc*sin"®/ . 3 c' sin* <f , 3,5 c^sin*© , 3.5.7 c^sin^^ , ^ \ /8.n^'=^smi^+ — 8-2(«+^ . -^— + p— 3--+ÎXB— r+***^-)'
,. I ,/, . X . w»sin'^/ , 3 sin*^ , 3.5 sin^^ , 3.5.7 sin^^ , . \ /s.ni^=/{ismO+ — g- (' + ^ • -^- + 4:6 • -r +4X8 • -J-+etc.^.
Supposons qu'après un nombre n de bissections , on parvienne à un arc très petit tù qui sera la dernière des valeurs de ^ ; alors en supposant seulement cù^ négligeable, on aura avec une exactitude suffisante
Fûtf = û> + ^ û)^ — — ( 4 — gc- ) û)%
Eu) = û) — ^ û)' + -^ (4 — 3c^) û)5 j connaissant Fo), on en déduira immédiatement Fa = ri'Fo), n élsuit le
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nombre des bissections. Quant à la valeur de Ëa, elle se déduira de toutes les équations de la forme E^ = 2E9' — c* sin* ^ sin 9% et on aura en général Ett = a"Eû) — c*Z , Z étant la somme des n termes sin^ (fi sin 9' -f- a sin* (p' sin ^" -f* 4 ^i*^* ^" sin^'" + etc., formés avec toutes les valeurs de ^ , en partant de la première a jusqu'à la dernière ap.
Nous n'insisterons pas davantage sur cette méthode, parce que malgré sa simplicité apparente et l'élégance des formules, la longueur des calculs qu'elle exige , la rendrait presqu'impraticable , dans les cas où Ton voudrait obtenir une très grande approximation.
TABLE I
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LES LOGARITHMES DES FONCTIONS COMPLÈTES F'c, E'c,
Calculés pour tous les angles du module de dixième eo dixième de degré^ depuis o^ jusqu'à 90*, avec i4 décimales pour les x5 premiers et les i5 derniers d^résduquadranty et i!i décimales pour tous les autres angles de i5 k ^5 degrés.
Ou y a joint les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes de ces Loga^ rithmes, terminés uniformément à la décimales.
L'angle du module qui sert d'argument est désigné par 6.
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Valeurs des Fondions E, calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes ^ , demi-degré en demi-degré , depuis o" jusqu'à go° , l'angle du module étant de 45".
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tan des fonctions F , calculées à douze décimales , pour toutes les amplitudes f de lemi-degré en demi-degré , depuis o» jusqu'à go*, l'angle du module étant de 45«».
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Contenant les Sinus naturels à quinze décimales, et leurs Ix)garithnies à quatorze d maies 9 pour tous les arcs de quinze en quinze minutes, depuis o^ jusqu'à 90®.
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Valeurs de Jog-tang (45° + î <P) pour tous les angles (p de 3o en 3o minules, depuis jusqu'à 90°, calculées à douze décimales, avec leurs difTércuces premières, second troisièmes, quatrièmes et cinquièmes.
l,.„sU5-+if).
Diff. I.
Coo' o.3o
00872 67570 M 0,345 4,,é6 8Î 02618 292C)8 67 o34qi 38,69 69 04384 7°83' 46
tîG'fû 36 13295 ,3
'Wiî» '9 2(i6,o ,5 33282 44 39966 85
8,4 oj32, .6
23 07 25 ,0 28 âg
096,4 o8,36 36 1049, ,6,82 y, ■ ,369 o53,4 io ,224, 8,, ,6 99 ,3,2, 512L 63
; mk u 1 4355, 20
il?
ta
SI
14008 22451 ,8 ,5,,2 96,0, 9, ,6éé, r259i ,3 1,542 58296 L
ij!3o
,8429 4o35, 9, ,93,; Ii59,; 62
889 ,64,8 35 Hq", 34535 55 893 00028 45 8;,i ,2963 52
,825 34 78'2 ,3 8oo3 90
fc(,^(i 534,0 48 Bi,s 4-44= 4ii
900 3,, 35 90 |02 4o5,, iq
80 ,2 83 6, 8,39 9, ,, 95 oi
,06 ,,„o5 00 [)o8 98,82 17 ,,, 33^58 29 1,3 ,lK|32 Sa j,6 28,0, ë,
819, 99 83of 10 8408 42 8520 09
S 3I9S4 èo
TABLE IV
>.oo
/Uing(45« + i^).
85o47 25 01057 4^ 2io5o 77 54108 72 09765 16 97 '9' 61
22864 39 "no 01 21x396 93 465^9 42 61443 34
o.6o5oQ
Diir. I.
933 20001 32 936 33 139 q5 939 55666 M 9^2 874^6 46 946 28071 II
990 66666 62 996 371^6 92 000 19842 49 006 i4qo3 92 010 22622 17
043 60618 45" 040 55ii2 68 o5S 74738 07 062 09069 74 068 60866 60
076 28122 47 082 12066 64 o8q i3ii4 69 096 31700 80 io3 68009 4^
III 233<)5 23 I 18 974Ë4 48 126 91035 04 i36 04649 4^ 143 3886'7 73
i6q 7ii38 69 I7Ô o38q2 64 188 40443 68
3 6ioqo 24 3 ^11103 og 3 oiiio 90
6ii56
9904 ïo
iioM 88 11224 ^3 11443 20 11667 7^ 11901 07
17103 78 in646 26 18006 41 18486 19
22439 o5 23ioà (k)
5io 09 562 67
T. II
TABLE IV
TABUE IV.
OgUnB(45'+i»).
Dif. I.
3426 "44' il 84173 00347 01
3583 61966 58 3647 .6lrf ,0 3715 03375 33
11^ mil' 2943 01007 44
71 pé2S 98 ,5 8,641 70 éo 35461 43
33084 97 35807 «1 4oo85 0, 4502, 25 5o,4, 66
3ii8 8o6é5 77 33i5 2063S 48 3427 88934 9.
126 33638 70 ■ 359,423 il
I58 fcjsi 95 1,3 4,5,0 ,3
3 iSA 52
4385 93563 19 4473 86317 83 4679 40275 90 feoS 13335 98 5i54 16353 16
349 o3oi7 18 27811,17 .3
27 offi»9 95 3, 72783 18
48778 76890 32 54309 04560 61 59947 .573. 21 6Bo3o 61375 59 725o4 18019 65
307 B3900 3, 345 34,73 78 3qo ,1199 68 444 i58,5 5i 810 334,7 35
i5 SSSs 49 31 43983 5£
3 75396 08 3 85852 48 5 54,4* 07 8 ,9oS 5,
94870 «J390 74 03585 7j5o5 qi i3i3o i33i5 61
8715 75ii5 17 9544 35809 T> 10548 11303 20
592 19857 68 «15 59380 5, 858 60694 5S ioo3 76093 5o 1240 98002 06
29 6,99, 0, 42 13983 01 95 365ÏÏS 1Ï4 5092e 71
15423 3211S il
i5,3 56428 5o 3060 65,8i 65 3815 81,33 33 408093936 11 6453 58233 ,5 117,7 o34oi 63 a87éé 93,86 49
487 09353 i5 ,55 iSiii 68 1365 11312 ,8 237, 65296 64 5324 45,68 87
04813 54186 83 33585 19194 43 74134 856o3 25 4345. 49793 36 if. log«>llimiq«o.
28773 65oo, 60
TABLE V
Logarithmes à ig décimales pour tous les nombres impairs de i iG3 à i5oi , et pt Ions les nombres premiers de j5oi à loooo.
Nota. Cette Table fait suite aui locaritlimes à 20 ilécimaJei «Ica TaLIca de Garilincr, cdit. il'Avi| Elle est extraite des grandes Tables Jii Cadastre, dépoiécs au Bureau des Longitudes, et dont la n se trouve dans le tome V des Mémoires de l'inatitut.
Nomb.
Logarithmes.
Honib.
Logarithmes.
Komb.
Logarithmes.
,i63 ii65
06557 <)7.47 284,8 4ii4 o6632 59253 62037 7;Gq 06707 08560 45370 .73S 0678. 45,1. 6.840 1.0, o6855 118950 72363 .199
.2.55 9844. 8,5oo 1222. â8,82 72826 12287 09228 64435 .2352 49809 42731 .24,7 8o55| 74é,5
06929 80121 i5529 2447 07003 78666 07755 0740 07077 64628 43434 6S16 oj.« 33o5o 95089 .354 07224 >,(Î9,6 .35,1 799.
1280, 60.26 (i8,i5 .2872 22843 38426 .2936 ,5057 22985 .3oo. .9496 ,.904 i3o66 53490 22o3o i
07664 04436 7034. 8728 07736 79052 84156 4op8
07809 4,5o4 06Î.0 tes
.0482 84o36 53655 3957 io55. 0.84, 699,3 9754
.06.9 08972 63.5.5 itoS
.3.29 7,965 97622 1 13193 92962 io4a4 i 132.5, 984,6 59,3, .332. 945é7 32491 .3385 8.262 03334 '
.ao7
08028 5(12,3 3q844 7438 08098 70469 .0887 .889 o8.,o -2700 9,349 ,.,.Si 08242 G3oo8 8077. 8862 083.4 4.43. 43052 2453
..09a 62412 66420 3oS8
iai3 .a.5 12.7 .1.9
08386 081,08 665,2 ,742 08457 627,9 34330 iM,3 o852o 05,82 30064 9888 08600 3,056 .838. 9245 0867. 5(5639 44882 4749
..22IÎ 9,684 .7270 6323 1.293 99760 84080 08.4 ..36o 9.610 73027 8800 1.427 72965 6.58(5 2.544
08742 64570 36285 4633 088.3 60887 oo55i 2,10
i4ot4 2180, 09310 1
i|«i?j^l;3^^ji
09166 605,5 95684 5355 09236 ,fiçifi 29.20 6536 0^3,7 .78,4 98,29 S296
1 .82.15 47260 894,9 3435 11892 2,628 2SÎ,8 6,38 119S8 5„49 61,83 80,9 .20,4 4j^§ 46365 29éS
14519 64obi 1^(181 ( i458i 77144 91827 (
.4643 éiasa 6577^ 1
TABLE V
!fomk.
T^gnritlimcs.
Somb,
Logarillimes.
Nomli,
4940? 5iÎ4° I'I?3
433,2 95,55 8o485 553, , 3344 97937 6,596 io53 ,34|;92»75 875;!o 1205 ,3éoo 35356 69896 53.0 43632 17001 39733 3.69
49429 37686 65332 4535. 45.86 97,45 50009 oiqiQ 1572»
5oo6| 6063^ 7,5,, 50092 22391 qo3oo
36903 02218 .Hi[53 0463
lli]
36940 .4.36 ,|6lii4 34,0
"3sr
50256 366,1 i,3«3 5o338 2o6i4 ,3,32 5o392 68041 isSio 50555 69386 638ai
37493 .5539 78.88 i529 37602 91817 28.80 26LXJ
37712 40423 4iSî& 1122
. 4200 91591 4095. c)8oo , 4357 68797 50257 6886
37821 6,497 49877 886, 37894 269S6 13(37 35.3 38oo3 02479 <'783o 625.
pS?3U;^!2
sTîoi 69&4 aéii6 5.228 4o632 8i853
îj;;
38219 72,0a 77453 6681 38327 MJS"! -îSSo 3677
45009 50758 71602 3280 |5a85 qSâSg 95852 aSSi
i3,oa 52022 ;435g 81959 52.00 ,2524 o8ëoS
39302 (!oo65 85836 9841 39846 o8i.i6 08223 2^03
46493 64^9' 2173a 677a Ma 27224 33791 oâo3 46819 958(io 7261a 565a 47026 3.f46<) 65078 4423 47085 13245 26117 <^77
41, 5 1342. 3-937 4Ç.KÎ 4i3 6 74.29 85824 8,3o
/7173 i65i4 8oo5i oqoi 47261 01975 06044 658o 47290 26518 o3664 0482
53007 i568« 3,378 53o32 7789, ,àoé6 53237 2.335 6,87,
4,780 3,226 39880 9743 4.846 70209 4(i6oo 4622 42045 o85.), 0606.S .57.
476c)7 64657 5^527 1346 4772(j SoqS', 2^85a 6237 47871 07555 12759 3i5ti
3ÔÔI
3oii
3oif)
4798*) 3ii3o 23oq7 7336
aSaâ 470.9 18365 2082 /83o. ëiao, 44.32 .6.0 484i5 74243 6538o G&o-i 48586 33295 97334 6406 4867, 377^9 M^l 4944
o83f)4 6535 1 nio3 236b3 iGq'ii 58o3 545q6 G-i\>kf G33i i65to Srfpn 1987 36374 34^45 4tii>4
54888 o56a6 37514 8845 54912 5^267 58111 067.5 54086 11884 7")4'- -fs»
56074 ■ssr45
a85oi 92781 9423
|3210 1 1902 Q3li
é5o87 Clfuç) ;7K3
63489 isSqa 3iy2
SëgzB 3704:
91712 4'9'^ gnna a4of)4 Wj*'07 40^ Î 438;î5 o3t)8<> 7''j:jG oc)383 4531)3 71107
36398 6886a asai
40451 <)5C5t i7?3 g45o5 73iol> 7()5f) qo85o <)5iii ^Boi'i (58333 âfiGio i4sS 61783 5897?. 5899
58579 ijomjo i3ooo 9^.19 .S8692 ;i7o8i 448ao 3325 58849 58010 5889Î 364a; 58983 79431
iooi4 91.3 47459 74:5
59.84 34.. 3 59228 78159 SyagS 3571 S 59317 52()34 59361 83o8i 594Ï8~^88'' 59450 3o438 59582 67770 59626 71263 59846 22004
60086 40 3 63 602 iG 855i3 6o238 55901 60281 93^7.4 60346 g 1597
24784 4534 52i3o GqnS 4:865 8683 76.02 5917 29535 gio3
"i^8i;6~iTïïr 20089 184.
HÔ
09839 5628 78097 1702 32699 'S^Q 3383fi 7345
60820 50077 6oc)c|i 44'"" 6iô55 37053 61182 94794 61204 >744'3
OPOlî io42
04326 ]85o 85997 6990 17094 58oo 98373 7604
6168*1 54264 61836 11)311 61S78 ora45 618118 89203 62086 44,52
i65oi 7500 80349 7610 7,4,5 9649 74702 1328 81708 1904
Logaritlimes.
64434 64552 05.49 64571 69393 64748 077S' 'î48ob_2i294_
65i5ti 87388
654î:ffi oogoS
668ti6 54 66g5g 578 lô 67015 3o45i I 67126 54329 ,
i 33731 SiqS
lie (2 180 2386 l7i
40079 AS7t 67994 ""
Somb.
Loearilhmcj.
Nomb.
Logarithmes.
Nonib.
LogariUimcs.
67970 o38oS 71, «4 i48i 68006 34274 8igi8 5629 68014 48370 42G07 7033
,1825 35ooo 9„6o 5634
Zsi"' ïiV ^^ '£ Î52iÎ898Î4Sii8 696<
4,93 .et3
68060 742S9 9.787 8750 68ii5 074.M 32(2. 3927 68133 17059 6ûi65 7458 682I1 586ifi 7^358 4900 68277 66463 .4434 0372
,.858 47200 2,.i36 oo5o ,.8,5 0,347 39665 2449 71908 28739 0.485 8954 72106 830.7 97'5q o(i5o 72205 777.3 3.46'4 .S89
75258 6178, 40409 aiSJ 75,,3 g6,;39 353a8 osT; 75457 ;È56o |473o 3S« 75503 S9337 S7„i 53je
68403 703-4 865.9 7603 68672 56210 74542 i6o3 G876. 81295 71760 925o 68ài5 27555 9i566 3287 •68922 00372 63835 5893
iifsi ?gs? 'âk l'i]
725oi 27253 4"2ti 973.1 ,26.5 6.i66, -,2,54-8590 ,2697 .5836 82.8715 6362 728,. 01841 oo34o 6no 728(3 49509 ,4254 ,8,8
,5534 11838 1154, sS ,5595 1.4.0 o4i3. ^j« 75O7I 21601 04771 03iM 76716 81932 1427a 556, 75868 48498 8244. oo3q
'9'9 ig33
69046 18932 46.78 2536 69099 3o32o 90869 4272 ëp; 6S225 £63? 32a.
69293 5oo25 3. .37 732t 653m 11.54 62i4i 2286
'St -585f 586, 586,; 58,9 588i
75913 88,62 81166 4535 75959 23oS6 45974 8SU 76.85 36944 66i83 oSJg 762.5 3.923 03594 6ai1
te
73375 88355 87202 7034 ,339. 9.5.0 .2390 8985 ,348, 9802, 9262, 5336 353^ |333„ 0.7.0 7,4, 73567 8,259 05904 Usg ,3583 83343 .70,3 ,65o 7363. 68079 04.08 8249 ,38o6 67,47 7,.16o 2694 ,3854 22409 i8,85 2045 73870 .3oo4 3i,09 ,%.
,62,5 35640 333,3 961I 763io 38653 6,547 i36!
76544 5oi8o 9oi5o oSaS 76633 847.i2 5.287 3o4t 76663 58863 10267 Saaî 76708 162.3 63333 2621 76,23 00981 .0,18 3831
5o33 -5.-35- SoS?
6^923 o5o2S 83409 .5.4 69^75 .o3i6 895.4 3236 69992 44„27 42476 6996 70079 022.3 24346 9.11 joo^ 3i,8i 4,549 S-96 70234 43583 557'68 7083 70337 .3685 ,23j9 54,2 70406 46794 08567 36^" 70660 7.634 o46o5 o364 70694 9.949 10295 67.5
,6767 5aa4o 3,900 a4oi 76797 .,2i3 81B18 sla ,6841 60883 .6331 ^ ,6856 41095 .35,3 4sii ,6930 3460. 8çi^, ,33(
55oi 55o3
70945 11794 0203, 6igi 77063 ..277 778065»
77.07 27833 2. .94 73w 77254 17336 40943 itn 77283 492,1 39018 ijj!
70646 17376 31354 7002 707^8 50..9 67473 5829 ,ojë5 5323g 3;7ài 9.20 7oé.6 585;8 55540 b645 7086, 5792, 2.6336 9761
7420. 774,1 4oi38 2,00 7-42.Ï8 9.fë45 8i,,5 ,Ui ,42-80 36584 69.65 5,62 ,4484 03967 863,9 1774 74530 9059., 40827 97*4
boo7
SII9
709.8 5i2g5 50245 4248 71155 41682 50169 5456 71206 oi4a4 61074 7488 71323 846;5 4566i 7155 71357 45377 72069-7653
-4577 7=178 89759 0674 74608 90430 56200 2049 ;46,i jo325 16660 44.8 74748 9492a 586,2 86,3 74996 80835 09402 8802
78024 52838 65353 6 01 78083 11768 53472 at&
tSÎ
L(^rH)uncs-
81 MO 56070 81164 20^14 8i23i 16091 8.43. 4^002 81484 6GG8C
,-930 3959 53i5i 009a 3ii23 77^0 07459 5G8o
21996 6i83 319^9 8noo 56i38 6Go3 56923 1482 67768 274:
Logarillimes.
82079 238io 82197 '8i:G 82301 75234 82340 901 ii8 82353 94336
qo5i5 3560 ^9256 21 3 I
9ÎH)95 9 '43 62122 5991 o83 1 7 9009 882Ô37T52" 42042 81 39 46049 aSgë 92544 83i7 56858 9914
84751 OQ652 8i775 7&883 84862 01174 8^935 7981S 84997 '9'33
82432 11248 8247. 14434 82536 11959 82549 loagS 82613 9617g
85436 67780 85485 23624 85594 29462 S5654 76448 56747 8569. ooio3 00786
elKijS 9877 90066 II 14
7994» 94796 i5i26 8i3o 60009 O'Ooi 74775 6352 8oo5i 08768 94367 9732 80092 3i8t8 i32i8 2711 8oi33 50956 74546 5674
9746^ nié^ 35261 6202 76532 3907
i3 93874 t(3ii6 5633q 83 129 3744a 83193 3730/
80760 26699 80800 82091 80949 2376 80062 70jii 8^3 7,5i
T. II
nnooq 594' 1745 4*33
iki 75^9 ,53,
là?
Logarlllin
GG766 57.(6 I '794 4326 oay4n 4 104 97b85 538 > 9n65i 586^
5i()ni) 65.^(i 4tih7f) 5095 43353 14S8 58o38 q58o 865oi fj5q6
88201 iq6i6 88326 38695 88473 §73-7 88496 SioSa
7 '789 "Mo 882 K, 7457 91398 0814 7ii83 9()o6 41468 QJHJl
55oi<
88575 68810 88598 28113 886^3 43196 88665 98978 88744 feSbo?.
26658 en.
lifill
88<,4li
SSgi, 3,oi4
BqJo4
28j)38 2.'i78 61202 82 19 J9953 6908 38371 Mi5 45n28 73a5 5(i68o 7607 6<)5n7 4191 4î^5_3i48 '68085 4232 571 17 9^36 4603,4 9201
89370 62930 S;).137 14S38 89503 55974 8^58o 91 Soi 6;i6i4 025 14
91481 89804 91492 4ti482 t 91545 26016 i 91555 81154 ' 91576 90659 f
[Ht
43702 7256 56^^4 2692 29ëS3 487.
r5oo 82
ob2b() âgfa
833où 2173
56573 471, 62962 031' 21782 igi6 2673i 3779 71704 66;
93565 tim
93596 04689 q3656 4oo5l 03686 54589 93766 83 143 93796 90029
89i66""|^ 3S265 oSaS 75622 5638
51452 83éc 578^6 3.57 2 1 "6 I 1 -oq
32e<jo 2873
2.5.77 43é6 43530 [333 SgSoû 717S 34074 9293 635a8 g433 19902 otCe 11761 1270
TABLE V
TABLES YI, VII et YIII.
La Table YI contient l'échelle logarithmique des modules, calculée à 14 décimales, pour tous les angles du module, de dixième eu dixième de degré, depuis o^ jusqu'à ^ i5® , et de demi-degré en demi-degré , depuis z5* jusqu'à 4S'* On y a joint en même temps le 1(^. du coefficient K qui sert à trouver la fonction complète F'c s= ^ sr.K.
Cette même Table donne les modules çroissans c^ d ^ é\ etc., et leurs complémens 6, V ^ V'y etc., de 4^' à 90^; il suffit pour cela de prendre, au lieu de l'angle du mo* dule, son complément à go', et d'échanger entr'elles les lettres c et b ainsi que les signes ° et '.
La Table YII contient, pour tous les angles du module de dixième en dixième de d^ré, depuis 6 = o"* jusqu'à 6 =; 45^, la vdeur de l'amplitude 9 qui satis&it à l'équation Fç = ^ F'c.
La Table YIII contient : i"* les valeurs des Fonctions F et E dont l'amplitude est de 45"* ; t!" celles des Fonctions complètes F* et E' , calculées avec douze décimales , pour tous les angles du module de degré eu degré, depuis o* jusqu'à go*.
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TABLE IX
OU
Table généaalk des Fonctions F et £, calculées pour chaque d^ré de l'amplitude f et de l'angle du module 6, avec dix décimales depuis 0s=o jusqu'à 0=s4S'', et avec neuf seulement depuis 0=45* jusqu'à Ossqo''.
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TRAITÉ
DES INTÉGRALES EULÉRIENNES
^^uoiQUE le Dom d'Euler soit attaché à presque toutes les théories importantes du Calcul intégral, cependant j'ai cru qu'il me serait permis de donner plus spécialement le nom d^ Intégrales Eulériennes ^ à deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet de plusieurs beaux Mémoires d'Euler , et forment la théorie la plus complète que l'on connaisse jusqu'à présent sur les intégrales définies.
La première est l'intégrale / -^ ^ — qu'on suppose prise entre les
limites ^ = 0, ^=i. Nous la représenterons, comme Euler, par le ca* ractère abrégé T-J.
La seconde est l'intégrale y2£r \\o^ -J , prise de même entre les limites
j? = o, xz=ii y que nous représenterons par Ta^ et dans laquelle Euler
suppose que a est égal à une fraction rationnelle quelconque ^.
Nous considérerons ces deux sortes d'intégrales, d'abord sous le même point de vue qu'Euler; ensuite sous un point de yue plus étendu, afin d'en perfectionner la théorie.
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CHAPITRE PREMIER
Propriétés générales des Intégrales Eulériennes de la première
espèce.
I . JLi'BZPRBssiOR i -J par laquelle nous dédgnons l'intëgrale / -;;; 1
prise depuis â?^0| jusqu'à âf= i, est en général une fonction des deux exposans p et ^; et de l'exposant n, qu'on regarde comme des nombres entiers. Bbis nous supposons n constant | et notre but est de comparer entre
éUes les diverses valeurs <le f* J qui répondent à une même valeur de /i,
afin de réduire au moindre nombre possible les transcendantes que cette expression renferme.
. Nous observerons d'abord que les deux exposans p et q peuvent être échangés entre eux. En efiet, si on Ëiit ^zszi — jr*, on aura
et la transformée eajr devra être intégrée depuis^ = i jusqu'à /= o. En ohtDgeant son signe, elle devra être intégrée depuis jr^iO jusqu'à^s:i ; et comme alors on peut mettre jp à la place de ^ , on aura
ou suivant notre notation ,
ce qui est la propriété énoncée.
a. Il&ut &ire voir maintenant que si dans la formule f-V l'un des deux
nombres p et ^ est plus grand que n , la formule se ramène aisément au cas où /? et ^ sont compris l'un et l'autre dans les limites i et n. Pour
CHAPITRE I
cela soit Z sa a;* ( i -— ^)% on aura la diffërentielle
d'où l'on tire en intégrant,
Z= Ifa^-'dx (i —0-)'—— (*+ m) fa^^^^'dx (i — o:")'^».
Donc si on prend les intégrales entre les limites or = o , â? es i , et qu'en même temps on suppose A^o, et r^ o, a6n que Z s'évanouisse dans les deux limites, on aura
d'où il suit qu'en disant A-f-i»:s/? et rss^, il viendra
Au moyen de cette formule , toute fonction f^ \ dans laquelle on ap^ny
se réduira successivement aux fonctions \j—^j 7 v~~) > ^*^' ' î'^^*!^*
un terme r^"" j ou T^Jy dans lequel f?' sera le reste de la division dep par 71.
Arrivé à ce terme, si de son côté ç est plus grand que Fiy la fonction
C } qui est la même que f^J, se réduira successivement aux fonctions
v'Zjy \j~^\ etc., jusqu'à un terme (p) ou (hjj dans lequel ^
sera le reste de la division de ^ par n.
De là on voit qu'on peut toujours supposer la fonction T - j réduite à une
forme oh p etq soient compris tous deux dans la suite i , a , S. • • . n. 3. Gela posé, il y a deux cas principaux où ob peut brauTer imaé*
diatement la valeur de (-y, c'est lorsque n est ^1 à l'un des deux nombres
;? et 9 , ou lorsqu'il est ^1 à leur sommes.
Soit, I*. 7=/!, on aura îasmédiatement (^\;ssfaf^*dxvM — *HG, in*
t^rale qui, étant prise depuis ^sso jusqu'à «ss: i, se réduit à -^; «l'où résulte
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Soit , 2*., p^ssrty ou pssa , çssn — a , on aura ^^j=/a:*--"dr(i •—«■)" " ; faisant i— -x"=a:"z% on aura la transformée rationnelle
(f)°"(;:=:ïï)=/T+T?'
t^rale qui doit être prise depuis 2=0 jusqu'à jb = oo; or, par les formules »nnues {EuL, Cale. irUig.^ 1. 1, p. a5a), cette intégrales — ^ — . Donc si
on fait - = 0» , on aura
V»— a/ waam ^ ^
Excepté ces deux cas généraux, toutes les quantités désignées par T-J
sont des transcendantes plus ou moins composées , selon la valeur de n , et ne sont point susceptibles d'une évaluation exacte. Mais, pour chaque valeur de /i , on peut exprimer toutes ces transcendantes au moyen d'un petit nombre d'entre elles , et c'est l'objet des recherches suivantes.
4* Observons d'abord qu'en mettant ;9-f* /i à la place de /?, l'équation (b) donne
On aurait semblablement
(/>+a/>\ ^_ jp-f-g + 2y» /p + 3/>\ q ) /> + a» \ S^ /
etc.
Dcmc, en général, i étant un nombre entier positif à volonté, on aura /P\_./> + y />+g + w/> +17+271 jp+g+ty> /p + r+i,n\
mettant /? -+ r au lieu de /? , on aura semblablement
IKvisons ces deux formules l'une par l'autre, et faisons, pour abréger,
CHAPITRE I
M* = iE±SlSE±j}
{p + M) ip + q + r+ anj •
etc. ,
nous aurons
Supposons r positif et <n; alors il est dair que la quantité f^iHtitil^j
sera plus petite que f^ J et plus grande que r^ '^> Car si
on considère diverses formules (-j qui ne diffèrent que par l'exposant ;?;
comme ces formules désignent chacune l'intégrale , prise depuis x = o
jusqu'à xz=i I j d'une différentielle ^ ■ dont le dénominateur est le
même pour toutes , il est évident que l'intégrale sera d'autant plus petite que p sera plus grand.
Mais la formule (b) donne
Donc ou a d'une part le rapport
fp + i HF^TtiN
et de l'autre, ce même rapport < ^^ . Si l'on veut donc que ce
rapport soit compris entre les limites i et 1 *f" ? > il &udra prendre. • • iH- 1 > y ~^ et alors on aura
-ffçx = M-M' M" . . . .M« (1 + p), A/ ëtant plus grand que k.
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On sait par cette équation combien on approche du rapport de Ç^jk (j^^—jy CD prolongeant le produit M^M^M". • • • jusqu'à un terme
M^; et il est clair qu'en continuant ce produit à l'infini, on aura la vraie ▼aleur de ce rapport ^ laquelle sera
M*M'M"M^ etc.
Maintenant si dans cette équation on échange entre elles les lettres q et r, les quantités M% M', M", etc., resteront les mêmes, de sorte qu'on aura encore
-^^=M*M'M"M'», etc.
Donc par la comparaison de ces équations , on obtient la formule générale
Cette formule dont la découverte appartient à Euler, est une sorte d'équation aux différences finies, qui renferme presque toute la théorie
des transcendantes (^\ Et d'abord, nous allons en déduire l'expresnoo
générale des quantités ^\
5. Les formules (c) et (d) doiment les valeurs exactes de la fonction
r£V toutes les fois que l'un des deux nombres p et ^ ou leur somme est
égale à n. Supposons maintenant qu'on connaisse de plus toutes les valeurs
de ^Y lorsque p -|- ^=n— i , et déngnons eu général par A« la fonction
A/» — a— i\ ^^ ^^^ qu'on ait
(»_Z£=li)=A, (0.
On aura donc successivement Ç^^^^\=sAty\^^^—\ssA^{^^
et parce que (2)= (£), on aura aussi ^j^= A, , (^)= A., etc. j donc en général
CHAPITRE I
*A(*-i-«) ;çs A^ (g).
D'où l'on Toit que le nombre des auxiliaires A. , Ag, A| , etc., se réduit toujours & ^~ ou 2ZI.- ^ selon que n est pair ou impair.
Paresemple^sinsry, ily aura trob auxiliaires A 1 = f- J» '^'^^Ct} '
A| = r ^Vpuisqu'onaurait A4=r7js:A|t, et A5=^4j=:A|.
Si i»s=8, il n'y aura encore que trois auxiliaires Ai, A», A9; car on auroit, en vertu de l'équation (g), A^ss A|, As^ssA^, A|S A|.
Gela posé , au moyen des équations (c) , (d) , (e) et des auxiliaires données par l'équation (f), nous pourrons trouver l'expression générale de
dans deux cas généraux : i^« lorsque/? -f* ^ est<< /i; 2?. lorsque pH*^
est > n. Yoioi comment on y parvient.
6. L'équation (e) donne immédiatement a^~^"" a ^ ^— ^-js=s....
( ~."" ) • v"~ y î substituant dans celle-ci les valeurs connues par les équations (d) et (g) , on aura
ClUÎZLiW iîJÏÏLfî (h).
Ainsi on connaît toute fonction (^j dans laquelle l'un des deux nom»
bres p etq est ^al à l'unité; si, pour plus de simplicité, on met a à la place de ;i— a — 1 , on aura pour le même objet la formule
La même équation (e) donne r^'^^~ j/S^-j=r2Zlf — j . f "j^
et substituant les valeurs connues, il en résulte
//»— g — aN^^AgAg^,!
"/»— g — a^ kjLg^t tin(g+i)#
Ainsi on a la valeur de tonte fonction y^j dans laquelle ;? + ^ ss n — a. De l'équation (e) on déduit encore immédiatement
ce qui donne
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(y* — g — 3\ À^k^^t A<4,a sin (g + i) • tin Ça+o)^^
Ainsi on connaît la valeur de toute fonction (jj\ dans laqnelle;?-|-i^=si»^3 En général , Téquation (e) donne
et en mettant les valeurs tirées de l'équation (h) , il en résulte
(y»— * g— i&\ A<4a^i sîn (a4- 1 — i)êÊ /y> — g — i&+ i\ a J ■"" A»«, tin (ir — i )• * \ fl J *
Donc on aura , en général ,
(» — a — ^\ AtfA<4.i,..A4.^>,i sîn (a+ i)<iiin(g+ft)4i». . .gin (g+i&— i)jp -, . a /""" AiAa...AL.i * tin«tia2«. . . sin(it— 1)« •••V/*
C'est la valeur de tonte fonction T-Y dans laquelle /i-f-^ ^t moindre que n.
7. Pour avoir l'expression générale de f^Horsque p + ^ est plus grand que fij observons que l'équation (e) donne aussi
Or par l'équation (b) on a
par l'équation (i) on a et par l'équation (h) on a
substituant toutes ces valeurs , il viendra
V a J~k+i • Aa^^,sm(a — i—i)m * \ Z J ' * "^
Tout se réduit donc à trouver la valeur de f^""^ \ Or l'équation (e) donne
8in« '
'n — g + i&\ Aa»jt_i sin (g — i& — 1) <» ^
sin «» '
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subslituaDt les valeurs connues, il viendra
(n — ^4" i\ I êi sin & . V
a ) Aa_i * sin a* sin (a — 1) •" * ' * >^ /'
De là et de l'équation (1) on déduit successivement
« / "" 2 ' Aa— |Aa_a ' sil
« sin m sin 2«
sin «• sin (a — i) • sin (a — 2) • *
(71 ^ a + 3\ I Ai A» • sin m sin 2« sin 3*
a / 3 * Atf_iA«_aAtf_3 * sin au sin (a — 1) • sin (a — a) « sin (a — 3) •'
et en général,
(»— a + ^\ I AiAa.v'-^A— I • sin • sin 2i» . . . sin it« ^ %
a / it * Aa_iAfl^a. . .Atf_jk * sino^sin (a— i)i». . . sin(a— it)i»** * *^ ^'
Cette formule donne la valeur de la fonction T- j lorsque p^q surpasse /ï j ainsi en la réunissant à la formule (k), on a généralement l'expression de toute fonction T-Y en supposant seulement connues les fonctions semblables pour lesquelles ^-4"7 = ^"^ï> et on a déjà remarqué que le nombre de ces auxiliaires est ^ ou ^ , selon que n est pair ou impair.
8. La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de la formule (k); et on n'aurait ainsi qu'une seule et même formule pour toutes les valeurs de/7 et ^; mais alors on aurait besoin de nouvelles auxiliaires A«, A_i, A^^^etc.,
et il faudrait en fixer les valeurs ainsi Ao= -: , ou plutôt i étant infini-
sin o« ' ^
tf I
ment petit, Ai=-: — :-=-ï A_i= — A,,A_,=: — A., etc. C'est pour
éviter l'embarras de ces substitutions, surtout dans le cas de A«, que nous avons donné les deux formules séparément.
11 est assez étonnant que l'expression générale des fonctions f-j ait écbappé
à Euler; on voit cependant qu'il s'était occupé spécialement de cette recherche , par le passage du tome V des Nova Acta Petropol. , pag. 1 25 , où il dit : Neque tamen hinc adhuc elucet quânam lege omnes determinationes progre^ diantur, quandoquidem valores certarum formularum continua magis evaduni complicati.
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CHAPITRE II
Formule pour la comparaison et la réduction des Transcendantes r^V gui répondent à une même valeur de n.
9. ri ous allons maintenant démontrer diverses formules , qui serviront à comparer entre elles et à réduire à la forme la plus simple les transcendantes
r^\ qui répondent à une même valeur de n. Ces formules devront être considérées comme autant de théorèmes fort remarquables sur les intégrales définies dont nous nous occupons.
De réquation (e) on déduit les deux suivantes :
Vj'/ V» — p — qJ'^yjh — p — q/\ q /'
V» — p — q/ \n — p/ \n — pj \n — p — qj^
multipliant ces deux équations entre elles, et mettant dans le produit les valeurs connues par les formules (c) et (d), on aura
d'où il suit que la valeur de \'^) se déduit immédiatement de celle de ^\ qiù est en quelque sorte son complément. On a en particulier,
Ainsi connaissant les valeurs de T-Y lorsque a est plus petit que ^ n^ on eu
déduit les valeurs de (-\ lorsque a est plus grand que \ n.
10. Pour examiner plus particulièrement les fonctions de la forme (-J)^^ prenons la valeur primitive de ces fonctions , laquelle est
CHAPITRE II
si l'on fail
la Iransformée sera
Quant aux limites de cette nouvelle intégrale , il faut observer que les valeurs a:"=o, jc':=ii, ar"=i donnent respectivement 2=0,2= i,2:=:o. D'où l'on voitqu'il fout prendre deux fois l'intégrale en z, depuis z=o jusqu'à z = I . Et comme alors rien n'empêche de mettre a: à la place de z, on aura
cette intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont elle soit susceptible, puisque le radical n'est plus que du second degré. X I . Si dans cette formule on met /i — • a à la place de a ^ on aura
fn — a\ — I -I- ^ /"x"--^~'f/jf
de là et de l'équation (q) résulte cette formule remarquable qui donne le produit de deux intégrales :
V7(i— X") V V^(i — *") ~ /» — aa ^*^'
12. Puisque les fonctions f-) sont les plus simples entre les fonctions f-j
non comprises dans les formules (c) et (1), il semblerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par A«, pour exprimer par leur moyen
toutes les fonctions T-J.
Dans cette vue, désignons en général la fonction T- j par M«; comme on peut supposer a <^ 7 /z, on aura par la formule (k),
jut ^__ AflAa4.i. • 'A,.a_i sin (a+ 1) 0 sin (a + 2} • . . . . sîn (y>— a— i) et *""" A,Ag. . .A«„atf_, ' sin « sîn 2«. . . sin (7» — 2a ^ 1) « '
valeur qui , au moyen des équations A,.,.» = A^, sin (/z — • Ar) ai s= sin Aroi, se réduit à cette forme
MAaAtf^i.c.Aatf., sin(a«f- i)«8in(a-4"2)0..«riii 2a« .v
AiAA...Aa.i sin^smaif. ..Bma« ^ ^'
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d*où l'on tire Buccessl veinent
' * lin* *
M A«Ai lin 3» aia 4*
' ^ A, " »in * sin a« ' M ^— ^S'^t^s 'i'' 4* ''" ^* ''" ^ ' *"" AiA. ' lin • sin a« lin 3* etc.
Ces équations, qu'on peut mettre aussi sous la forme
A.As
A|A, H| * lin 3m sin 4*
A4AS M3 Mn'3« '
AtAt Ma * sin 5m tin 6* '
etc.
serviront à déterminer les auxiliaires A,, A., Aj, etc., au moyen d'un ^ nombre de quantités M,, M., M,, etc., prises dans l'ordre convenable. C pourra donc exprimer par ces dernières quantités toutes les fontions Q-
qui répondent à une même valeur de n.
Mais il &ut observer que ces substitutions ne peuvent s'efièctuer que poi des valeurs particulières de n, et qu'ainsi par l'emploi des auxiliaires H on ne peut parvenir à des formules aussi générales que le sont les formul (k) et (n).
i5. Considérons maintenant la formule
/»— aa\ r x''-*'^'cix
si(Hiftdt*~*^^H- i v/ (i +z')» 0" aura la transformée
dans laquelle il faudra prendre l'int^[rale depuis 2=0 jusqu'à 2 = oo , qui d'ailleurs suppose a <C ; n. Mais en vertu des équations (e) et (p) , on i
(» — 2a\ f ia \ m a J ' \n^a/ '~~ a sin aam '
VA/ ' \ft^a/ ^ \n — 0/ ' \fl/ ""' a mai*
CHAPITRE U
doue T- j = 2 cos acù. \j——\ ou , en substituant la valeur donnée par l'équation (v),
y=2 -cos^y^^^^^^ (x).
Cette formule n'a lieu que lorsque a est ^ î n; si a est ^ î n, on commencera par prendre la valeur de (— i^T") » laquelle sera
j;— ^)=2» cos(/i-a)«^— -:j:^,
et on en dédtdra celle de f^ati moyen de l'équation (q). On aura ainsi, a étant ^ i n j
2a — 7» 8111 am
i4* Si l'on compare maintenant les équations (r), (1) et (y), on en tirera les formules
1/(1—*") yl/(ï+«*) f /v
\/(i — X") "^ (20 — 7>)8ina4v V l/(i +«') J
la première ayant lieu lorsque a est <C î /^^ et la seconde lorsque a est >in.
Lorsque n est impair, si on &it dans la première équation ^ j? s= i --7/* et zzsy^ — I, les formules intégrales comprises dans les deux membres se réduiront l'une et l'autre à la forme
ii-yy'dy .
on voit donc que la partie de cette dernière intégrale, prise depuis j^sso jusqu'à j^ =: I , et la partie prise depuis j'rs i jusqu'à^ s 00 , sont entre
elles :: cos— : !•
i5. Considérons de nouveau la formule
si Ton fidt
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on obtient d'abord
Soit p^ 3a et y ^ n — a, ou aura
et en achevant les substitutions, il viendra
cela posé, il &ut dbtinguer deux cas, selon que a est < ï» ou > i». Soit, i*.a-<^n,on aura parles formules du n** i3,
/ M \ > . /« — atf\ ^ « , /* «*~'dk
\n — 1/ aiiD2(M * V 0 / ^' * oeinaaâi V yCi+a")'
donc
Soit, 3*. a^;n, on aura par l'ëquation (b),
(aa \ __ aa ^ n /aa ^ »\ F» — aj a ' \n — aj'
mais en ftîsant a=:n^c, on a
et par l'équation (v) , on a
Donc au lieu de Téquation (a') , on aura
/■/■-^■j «"■•■•""'An aa— » rtr-'-'dt ,,,.
Au reste, cette dernière équation se vériGe immédiatement au moyen de la fonction P^sa*^-" \/(i +s') — z', qui s'évanouit dans les deux limites, lorsque z^o et lorsque z^oo ; car si on prend la difTérentielIe de cette fonction , et qu'ensuite on l'intègre , on trouvera
Jy" "^ 1/(1 +.-)^— -u, J 1/(1
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formule qui ne diffère pas de la précédente, parce qu'en mettant - au lieu
dé z, l'intégrale f ^ ' , — se change en j .. ^g»^> ^®* limites étant
toujours 2 = 09 z:= od.
16. Considérons enfin, dans la supposition de n pair, la formule
V/(i— Jc»)»-»
si on fait xr^ = i + z*, on aura par la substitution ,
et l'intégrale du second membre devra être prise entre les limites z = o, z= 00.
Maintenant, par la combinaison des équations (x) et (0^)^ ou obtient
a • C08 aùù
et par conséquent aussi ,
De ces deux-ci on conclura
©= a'"^cotanga«.(|^) (d'),
d'où l'on voit que n étant pair, il su£Eit d'avoir les valeurs ^^\^ pour tous les cas où a ne surpasse pas \n^ et qu'ainsi le nombre des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions \p\ qui répondent à une même
valeur de n^ se réduit à 7 ou —r—'i selon que n est de la forme 4^ou4^ -h s*
17. A l'aide de l'équation (d^), on trouvera des relations entre les auxiliaires A, , Ag, k^y etc., qui réduiront leur nombre comme il vient d'être dit. Pour cela reprenons la formule (t) ,
(a\ ^_^ AgAtf^,!... .Aaa_i 8in(g"t- i)#8in (g'f'^)^»» ■ ■ mp ^<^ .
elle donne , en faisant n = am ,
(yy*— g\ Am.^ . Aw_a4.i . . • Aam— afl-i sin(yy>— a+i)#8m(i»— a+a)#> . .iin(airo— aa)i>^ n^'-^a) AiAA*..Aau-a»i * sin« sîn 24i. . .»in (ii*—a)# '
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substituant œs Taleors dans l'équation (d'), et fiôsant les rëductiona dans l'hypothèse a^^m^ on aura généralement
AaA»4,|. *.A>^_| ^^ — - iîn(iii— I V sin(m— a)#. , .§in(m— a+i)^ ^ ,.
▲ a * ^S 2 ■ • • • ^ ■ % * #^ I 1 If ■ I C e i •
1 |A, ,- . . Am^ •inatfSinCa+i}'. • .smQaa^i)!» ^ ^
De là résultent, en faisant successivement a =: i , 2, 3, etc. , des équations particulières qui peuvent être mises sous cette forme
Ai«a» sinû»
— T--.2 ^-sin3»
Al
AeA, 14.1 .
etc
en-
Elles devront être continuées jusqu'à ce que le nombre en soit ^-^ ^" n — a
iS.Par exemple, lorsque n=^ i2j il y a cinq auxiliaires A=:(-^), A^s:(f), As=(f), A4=:(^) , A5 = (f), entre lesquelles on a ces deux équations
As = A| • 2^ sin cû,
A.Aj
\ = ^^^ . 2^ sin 3a>.
De sorte que le nombre d'auxiliaires nécessaires se réduit à trois, pour lesquelles on peut prendre A,, A., A3.
Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quantités M« , il faudrait avoir recours aux équations (u) , lesquelles donnent
sin«
sin 2« ' siii*.a«
8iii3# sin^ ' sin* 3m
sin5« 8in6«r*
Au moyen de ces équations et des précédentes , observant d'ailleurs qu'on a » = — , on trouve
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A, ^ a sin fl» . M, ,
A. = ,J ri„ « . «../(jji^),
A, = ai rin » . M, y/(^U^) ,
A^ = 2^ sin û» • M. • ,
As = 2^ sin'â» . M..
Ainsi, par les trois seules données M, , M. , Ms^ on peut déterminer exactement toutes les transcendantes Ç-j qui répondent à la valeur /»= 12 ;
mais nous ferons voir ci-a prés que ces trois données peuvent se réduire à deux , ce qui rend encore plus simple la solution de ce problème.
»%W»%»M^(V»\)V»<^%»W<^^iW»»M<<^»WWMWM><MMMW^W<W^^<WWWM<WWM>»MW<¥^^
La seule transcendante à déterminer est
Or en faisant j:= i — r^cot*^^, r= |/3, c*= /^ , ou £:=sin75*,
**" "/tÔ^ = ^/îTô^ri??) = ;^(^' "P)-*- ~"''- Cette intégrale doit être prise depuis tang^^s=r, jusqu'à ^=^; mais par les formules
connues (fonct. ell. art. 24) on trouve que la valeur tang79=:;rs=3)/5, T. IL 67
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répond à la fonction F^ = î F'; de là résulte j .. ^ .^ = ^.fF'c; donc l'intégrale cherchée
0=3^ . 5"^F'(sin 75^)= a^ . 5"* F«(sin i5^)j car on sait que F*(sin 75*) =: |/5 F'(sin i5*).
Second cas n^4ao. 11 suffît encore dans ce cas de déterminer la transcendante
Soit 2=tang|^, et c*=ï ou ^ = sin45*, on aura T . ^ = . . . .
I _^ f . , ="F(g, ^); cette intégrale doit être prise depuis ^^o
jusqu'à ^ = ?r j donc on aura
(i)=F'^ = P(sin45*).
Troisième cas ;i=6.
ai. On sait d'après le n* 16 que toutes les intégrales représentées par r^j seront déterminées au moyen de la seule transcendante
or par la substitution ~= i *{«i5*, la première forme conduit au résultat
ssa^ . 3 *F'(sin i5**), et par la substitution — ^^^ — i,la seconde .
forme conduirait au résultat C-j = a^ • 5" * F* (sin 75°) , qui s'accorde avec le précédent, puisqu'on a F' (sinyS") = v/5.F'(sin i5®).
Quatrième cas n=8.
aa. La détermination de toutes les intégrales Cjj exige dans ce cas qu'on connaisse les deux transcendantes
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Mettant dans la seconde x* à la place de x, ce qui ne change pas les limi-
tes, on aura g) = =^"'/t/(. -.>) = ' ^' ^*^" 45°). Ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale f-j, ce qui se fera au moyen de
/dz . ,
x/r 4-^8l> P^'^^® depuis 3=0 jusqu'à z = 00 .
On peut supposer d'abord qu'elle soit prise depuis zz=zo jusqu'à z = 1 ; ensuite pour la trouver depuis z = i jusqu'à a = 00 , il faudra mettre - à la
place de c, ce qui donnera l'intégrale / _f g-r à prendre encore depuis z = o jusqu'à 2=1. Donc l'intégrale dont il s'agit est la même que l'intégrale / /} \ ^ prise depuis 2 = 0 jusqu a z = i.
Soit I — z*=çzj on aura ^ = 7? -^+^^ = '— ^7> l^(i+2*) =
S» v/[(9*4-2)» — 2]; donc
Cette intégrale devant être prise depuis y = o jusqu'à y = 00 , nous ferons m*=2 4"V^2> 9^=/7itangÇ, i^sa^/a — 2, ce qui donnera l'intë-
rale indéfinie T^^fyj^j—^r^^ = ^^C*j <P) , et l'intégrale complète T* = — F*i: donc enfin la valeur de la transcendante cherchée sera f -) =
2 " "^ F'i, parce que d'ailleurs /7i = â cos -g-.
Nous remarquerons que le module i= v/(2v/2 — 2) est le complément du module c = v/2 — i j or par la propriété de ces modules démontrée art. 85 des fonct. elL, on a F'î = v/^F'c, donc on aura plus simplement
Q = 2^ F'c = a^ F'(tang g).
Cinquième cas /ïs= 12.
25. Il suffit dans ce cas de connaître les trois transcendantes
d<£ I V r dz
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La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux fi>rmules déjà intégrées. En effet, si dans la seconde on met x* à la place de x, on aura
et si dans la troisième on met x^ au lieu de x, on aura
il ne* reste donc plus qu'à trouver la première f- Y Considérons, pour cet effet, Fintégrale Z=s yT-rr-TT-rn P™® depuis z=o jusqu'à z=90 , on
trouve, comme ci-dessus, qu'elle est égale à l'intégrale JTTr'^AÀ prise depuis s^o jusqu'à z= i.
Soit i4-z*=M% on aura la transformée Z=s T .i ] ^ *v ■ — t Qu'il
fieiut prendre depuis p^=i2 jusqu'à p^sco . Soit encore /i^ss 12, et p^^^n^ ^sspu^ on aura
P^'^'JP^'h i3=/7'(u* — a/i'-l- 7)
V 4P = 777:Tr^ +
V/(» + a/») ' V/(»— an)'
et enfin ,
7_I r 2^: . jL r J^ï
Nouvelle formule dont les deux parties doivent être intégrées depuis us=|/(2n^-f-7)=2+ï/3, jusqu'au = 00. Soit 2+v/5=X et u+a/i — x\ la première partie deviendra
r idx
Soit encore 0:^ = ^^ et c* = ^î2, ou ^ = î^^^li^, la transformée ^^"^ ^UÇ^J î/(i— c'sîn*^)^ ®* ^*^ valeur dans les limites requises sera
Si l'on fait semblablement bz=z 1 ,yV > valeur qui sera le complément du module c, l'autre int^rale sera ' .« F'i.
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Donc l'intégrale cherchée Z* =: .'. . (F'c + F' J). Mais on a trouvé (Fonct.ell.,n« i56), que F'&=3F'c=^'^'^° F' (sin 45»); d'aUleurs
V/(aA) = / (4 + 3 v/5) = a' C08 i5% donc Z' = -jî^ F'Csin 45*). Donc,
enfin, la transcendante cherchée
!i« 3"4 cos i5^.F'(sin 45*^).
34. Maintenant, si on fait F*(sin 45«) =B, F'(sin i5*):=C, on pourra exprimer les trois auxiliaires M|, M^, Mj, de l'art. i8, comme il suit :
M, = 2^ 3""* cos cû . B,
M,= 3"^ 3"^C, M,= iB,
ce qui fait voir que les trois auxiliaires se réduisent à deux, puisque le rapport de Ms à M I est connu. Au moyen de ces valeurs et des formules de l'art. 18, on trouvera
A. = (5"Uin«)»C,
As = (2.3"^sin<»)» . i B,
A4 = 2^ 3"* sin cû.Cj Aj = 2* 3"* sin «.B.
Ainsi, par les deux seules données B et G, on pourra déterminer toutes les transcendantes désignées par ('\ dans le cas de /»cs 12. Ces transcendantes, en excluant ceUes qui sont déterminables par arcs de cercle , sont au nombre de 60, toutes différentes les unes des autres ; car on compte pour
une seule les deux (-j et f - J, et on suppose les deux nombres p et q
moindres que i a. On voit de plus qu'elles se détermineront rationnellement en fonctions des trois quantités B, C, tf ^ puisqu'elles s'expriment rationnellement par les auxiliaires A, , A«, etc.
Si on veut, par exemple, avoir la valeur de la transcendante (|), on cherchera d'abord par l'équation {n) sa valeur en fonction de A , laqudtle est
^^^ ^* • • AjA^ * •in3«8in4«sin5«*
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Faisant ensuite les substitutions et les réductions, il viendra
^>WWWWM<^»<<Wt<%>»W>W»»»%\<M>W»<W»»^»%»WW¥»»^>W»<W<IWW^»V»W%^<»W^<»WWW^^
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Formules pour és^aluer par approximation les Intégrales (^\
a5. ^TANT réduit au moindre nombre possible les transcendantes (^V il
ne reste plus qu'à faire voir comment on peut trouver par approximation , et d'une manière facile , la valeur de chacune de ces quantités. Pour cet effet, considérons d'abord la formule
et soit |/(i — as") = 1 — J", ou a:"s=s a/" — y*, on aura pour transformée ,
cette différentielle étant développée et intégrée depuis j^ = o jusqu'à^ = i ^ on obtient
\ + etc. , )
formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent.
^6. En général, si on veut avoir la valeur approchée de la quantité f^J =
Ç —jfZ.SL — , il faut partager cette intégrale en deux parties, l'une depuis
jc* = o jusqu'à 0:"= ï, l'autre depuis jc"= 7 jusqu'à a:" = i. La première partie étant nommée P , on trouve par les développemens
CHAPITRE IV
ordinaires,
Pour avoir la seconde partie que nous nommerons Q, il faut faire x*=
I — -^"j alors on aura
et la transformée enj^ devra être intëgrëe depuis ^"=-j jusqu'à ^=o. Si on change son signe, elle devra êlre intégrée depuis j^"= o jusqu'à j*=^j on aura donc
Q=a-^Ci+^=^ . ' +l=l£i^=f . _^ + etc.
II ne s'agit plus que de réunir ces deux parties, et on obtient
(( ^g./i I yt— y I n— y.27^— y i , y»— y. 2/1»— g «3y^—^ i , i,\J *\P ^'^ ' '»+i' 2/1.4/» '2'»+P 2/».4/».6/i * B/t+p I
Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours convei^entes, puisque chaque terme est moindre que la moitié du précédent: on obvie ainsi à l'inconvénient que présenterait la méthode ordinaire, si on voulait
intégrer tout d'un coup la valeur de T-j depuis a; = o jusqu'à x= i, ce
qui donnerait la suite très peu convergente
Au reste, lorsqu'on suppose ;?= 9 = a, la formule (h') se réduit précisément à la formule (g') trouvée par une autre voie.
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W<MW»W»WWW^»i<WH»»WWMWMWWWWWW» >^WW»^MMWW)W»WW^WWM<»MWMfVWM<W(»IMM<»»W»»W<WW»W%WW»M»^^
CHAPITRE V
De t Intégrale faf^'dx\o^^{i — j:-)^— et autres semblables y
prises depuis a: = o jusquà x=i.
^7. On pourrait;^ sans rien diminuer de la généralité de la formule, faire 7»= 1 ; mais pour l'application que nous voulons en &ire, nous désignerons par n^ un entier quelconque, ce qui n'empêchera pas que p ne soit un nombre à volonté entier ou fractionnaire , et que l'intégrale ne soit une fonction continue de p: Soit donc l'intégrale connue fx^^dx{i — x")*~^=bZ,
si on la différentie par rapport a p^ on aura — ^ ou Z'=yjc^""'filr^-(i — *x")*— "j celle-ci donnera de même par la différentiation ^-^ ou
Z'' ^^faf^'^dx (jC^ (i — a:")^""j ainsi de suite, ces nouvelles intégrales
étant prises comme l'intégrale Z, entre les limites xso, x= i. Comme on a généralement par la formule (/')
on trouvera , par des différentiations successives ,
ii^ P^ n 'ÔH^^ wa»» * (a» +/>)» ^ ®^*'*'
-L Z'"= 1+2=2 . y-±-+»-g-^»--y . ,— i— + etc.
Mais ces suites ont l'inconvénient de n'être pas suffisamment convergentes.
a8. Pour avoir ces mêmes valeurs exprimées en suites plus conver-
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gentes, il faudrait partir de la formule {h!)j et la difierencier par rapport à py autant de fois qu'il est nécessaire* En la différenciant une fois, on aura
lJ ï 1^ 71— <7 1 ^^ 71— ^r
(JL ^ , 7» p«27» — •/) / I
— LJ27» * 7»+y 27».47».(27»+5r) \7l — ^
[ , 7» — p.7.Tv^p,on^^p / I ,
Ces suites sont convergentes, puisque chaque terme est moindre que la moitié du précédent; mais leur forme est compliquée, et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second ordre ou d'un ordre plus élevé , c'est pourquoi il convient de recourir à d'autres moyens, si on veut évaluer facilement les intégrales dont il s'agit.
2Q. Par la formule de l'art. 4 9 on a cette expression de Z,
011 les facteurs successifs dont le nombre est infini, s'approchent conti* nuellement de l'unité qui est leur limite. Si on différencie, par rapport k Pj les logarithmes des deux membres , il viendra
^ ^ (^ L\^(^-J i-\+( i î^Wetc
Zdp \p+q p/ \p+q+n /) + 72/ "^ \/)+ gr + 271 p+2n/^^
Soit * ou *(u) une fonction de u, telle qu'on ait
yP yP4-9 yP+B uP+f+I» UH^* t,/^^**"'"
* = T- H — -r -T—T" + -^jrz , . — + etc.
La fonction <b (u) devenant * (i), lorsque u= 1, on aura — j-r- ou g-=0(i). Or, en différenciant par rapport à u la valeur de O, on a
,. , f uP-» + uP+»-* 4- »p+»»-» + etc. 1
ou en sommant ces suites d^'s^dAjy^ — THv^ — p àouz
590 BNTÉGRALES EULÉRIENNES,
Cette int^^rale doit être prÎBe de manière qa'elle s'ëvaaouisae lorsqui u sso; on fera ensuite ussi , el on aura .la valeur cherchée de ^(i). Mettant x à la place de v et faisant
on aara Z' = ZT ; donc si on prend , depuis x = o jusqu'à x :^ i , les troi intégrales
la première sera égale au produit de deux autres , ce qui est un théorème fort remarquable.
3o» Pour étendre encore davantage cette théorie , oonsîdérona ces deus suites d'intégrales en Z et T , prises depuis x = o jusqu'à xsss i.
Il résulte d'abord du théorème précédent qu'on a
Z'=ZT.
Différenciant cette équation par rapport à ^, et observant qu'on a -j~
dp
„Z',Ç1 = — Z", ^ =— T, on aura Z"=Z'T+ZT', ou
Celle-ci étant difierenciée de nouveau par rapport à p y donne
et ainsi de suite , la loi de ces expressions étant analogue à celle des di rentielles successives de la ^rmule uef^ . Si l'on veut donc avoir les valeurs des quantités Z% 21'^ Z'"^ etc.^ ou sim-
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plement leur rapport à la fonctioa primitive Z, il £Eiudra oonnaitre les quantités T, T^, Vy etc., en pareil nombre. Mais, comme celles-ci sont rationnelles, et contiennent des puissances moins élevées de log-, on voit qu'au
moins la difficulté est diminuée.
3 1 . Si l'on intègre la diflfërentielle x^H-*— i^^ depuis jpsso jusqu'à x= i, on aura
A:^+*-'d[r =S3— î— = i- ^ -1- iî! — i- -1- etc.
-' m+* w» m^ mr m*
Si on met la même difiOérentielle sous la forme a^^'djc^x*^ ou
ce- 1 . et?
ûc^^^dx ( I + a log a: + — log* x H x log'x + etc.) ,
son intégrale prise entre les mêmes limites , sera
fxf^^dx + afxT^^dx log x -^ fae^^dx log' x -1- etc.
L'identité de ces deux formules exige donc qu'on ait
/a--'^log(i)=jl.
et en général
A-'diclog»(i)
mi
/x— Ar Iog-(i) = i:^.^. (kO
32. A l'aide de cette formule on peut exprimer les quantités T, T", etc., par des séries régulières, composées des puissances réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la siûte des nombres naturels.
Ainsi en développant d'abord la diffîrentielle qu'il &ut int^er pour avoir T', on a
•' ^ « l — «TH-»— «r+rM-i„ j^+t+M— — etc. / ' et 'effectuant l'intégration entre les limites x ss o , «c = i , il vient
T'=— -I ï I ' I ctc
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Désignons en général par (a, /i)* , la somme de la suite
laquelle deviendra (i , /»)", (a, /»)■, (5, /»)", etc., selon qu'on fera a=iy a , 3, etc., n étant constant : on aura suivant cette notation ,
T'= (;»,»)'-(;' H- 9, »)• ji5T«'= (;», /»)♦- (;; H- 9, ii)f
etc.
33. Il faut observer que n et m restant les mêmes, ou n'aura besoin de considérer les valeurs de (a y n)*, que depuis a:= i jusqu'à a^sn^ car il est visible, par exemple, que (/» + i , n)* se réduit à (i , !»)■— i , et qu'en général on a
(a + /i,/i)-=(a,/i)--^. (nO
Par suite de cette formule, on aurait de même
et en général on réduira toute quantité (a, /i)", où a est plus grand que n, à une quantité semblable où a n'excédera pas /i. On voit encore que (/i , /i)" Représentant la suite
cette quantité est la même chose que
Si donc on désigne par S. la somme des puissances de degré — m, des nombres naturels, en sorte qu'on ait
S«= 1+^+^+^ + 5;: + etc., (p')
on aura (/i, n)* s= -^j^ S.. Enfin il est visible qu'on aura aussi l'équatiou
laquelle, en substituant la valeur de (/», /»)*, devient
CHAPITRE V
34- Considérons particulièrement le cas de n = 3,^^ i, ^=:i, alors on aura
etc.
On sait que les quantités S^^ S4, S^^ etc., sont connues en fonctions de tt^ et qu'on a S.= |^, 8^=^^, S«= 9^^*, etc. A l'égard des quantités S39 Ssy etc., ce sont des transcendantes particulières qui ne se rattachent point aux autres transcendantes connues ; il est fiicile néanmoins d'en trouver les valeurs avec une grande approximation , par les belles méthodes qu'Euler a données pour cet objet (Cale, diff.^ pag. 4^i et suiv.).
Au moyen de ces diverses quantités, on connaîtra donc les intégrales suivantes, déduites des équations de Fart. 5o.
dx sr
rfrlogi
XX
ûJrlog»-
= -(^V3 + 51og2.-+-S,^,
et on pourra prolonger indéfiniment cette suite où tout est connu , excepté S3, S5, etc., dont on connaît au moins les valeurs très approchées, jusqu'à S,5 {Cale, diffl y pag. 4^6.)
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_,j,j,j|;,_j|;K;|j,;i)tJVtJV^IXft(),Jl^^ .^^^^,^.^,.»^^.^^>,>,^.^a<l^««^^,^,^ ■■■^i— —^a^« f ■■■■■■■■■ ■■■
CHAPITRE VI
De la réduction des Transcendantes désignées par (a , n)" €lans
le chapitre précédent.
55. OccuPONS*Nons maintenant de réduire au plus petit nombre possible les quantités (i , »»)", (a, rifj (5, »)", etc., qui répondent à une même valeur de n. Pour cet effet , nous supposerons connue la formule suivante dans
laquelle «= - (*),
f^T^) rfr = « cot OUI. (r^)
Cette formule étant différenciée successivement par rapport à a y donne les résultats suivans :
J 1—^ y sin* a#
i / ■/ '^wT ■ ■ dy los* - :^ . 1 ■ cos aeù
aj I— j'" -^ ^^ y svû?am V. (^'^
etc.
*^ ^ ^ dyj on aura en réduisant en série et intégrant les diffé-
rens termes de jf=o àj^si,
ou
V — ' 2a aa aa
or par une formale qui se trouve page i43 de fintrod. in An. y le second membre se ré-
W Que
duità-cot — -, donc V = «ootair.
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Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils obtiennent par le développement en série et l'application de la formule (k% on aura
etc.
Ces formules serviront à établir entre les diverses quantités (a^ rCf , qui répondent à une même valeur de /i^ toutes les relations qu'on peut obtenir par d'autres voies , et qui sont donnë^ sous diverses formes dans les ouvrages d'Euler. C'est ce que nous allons développer dans deux exemples.
Soit /i s= 6 et m = 22 , on aura l'équation générale
(a,n)'+(6-a,6)'=^-5^, d'où l'on déduit successivement
(a,6)-+(4,6)-=jj^:lj}, („')
(3,6)- + (3,6)-;=^^ ou en substituant la valeur a» = -g ,
La somme de ces équations est
d'où l'on déduit S« ss ^ ^*, ce qui est un résultat connu; mab la démonstration qu'on en donne ici n'en est pas moins remarquable.
Outre cette valeur de S, , on connaît (3^6)*:=^ ^, (6,6)'= ^ Sssyfg ir^x mais les quatre autres quantités (1,6)*, (:2)6)% (4)6)'} (^96)* ^^ peuvent être déterminées par les équations précédentes.
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Observons cependant que puisqu'on a
(a,6)-=i;+J-. + 4r + ^H-etc.,
il en résulte
(2,6)*= i(. + J; + i, + ^ H- etc.)=i(,,6)- + i(4,6)';
donc les quatre quantités dont il s'agit peuvent être déterminées au moyen de l'une d'entre elles, par exemple, au moyen de (i,6)% de la manière suivante :
37. Quant à la valeur absolue de Ç, elle n'est déterminable exactement par aucune formule connue ; mais on peut en trouver une valeur aussi approchée qu'on voudra par la méthode qu'Euler a donnée {Cale. diff. , pag. 45 1.)
Pour cela ayant fait
on trouve en général
^ = vj — — • — , -f- - •
A', B^, C, D', etc. étant la suite des nombres BemouUiens.
Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée à l'infini étant désignée par (a, 7ï)% on a (a, /i)*=:Cj donc réciproquement on a
ya,n) — ^ -t- ^-^^^ — â-^a + 7i*)* ^TôT't^^
— ; — ; n5 + 7 — \ — N? — etc. ipcr)
On sait que la suite A', B', C, IX est divergente à compter du troisième terme , et le devient plus que toute progression géométrique donnée ; d'où
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il suit que la suite contenue dans la formule (a/) deviendra nécessairement divergente après un certain nombre de termes. Mais ce qui est finrt remarquable, c'est que cette formule n'en est pas moins propre à donner la valeur de (a^ ny avec tout le degrc d'approximation qu'on peut désirer. Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d'autant plus grande qu'on voudra obtenir ime plus grande approximation (la valeur a?= 10 suffit pour donner 18 ou ao décimales exactes). Au moyen de cette valeur j on commencera par prendre la somme effective de la suite
!-; H- ,-^:iT^ï +
substituant cette valeur de s ainsi que celle de oc dans Téquation (oc')j on aura pour la valeur de (a, ti)* une suite d'abord très convergente , mais dont la convergence diminuera de plus en plus, jusqu'à un certain terme où elle deviendra divergente, et cette divergence augmenterait de plus en plus à l'infini.
Par le calcul des termes successif , on obtiendra des résultats alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, et on devra s'arrêter aux termes où cesse la convergence.
Ces termes indiqueront deux limites fort rapprochées, entre lesquelles se trouve nécessairement la valeur de (fl, /i)*.
Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation suffisante , il ne resterait d'autre parti à prendre que de recommencer un nouveau calcul en donnant à x une valeur plus grande. Mais , pour l'ordinaire, une valeur médiocrement grande de x donnera une très grande approximation.
Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ces sortes de suites qu'on peut appeler suites demi^convergenies.
38. Soit maintenant 7it = 3 et /i==:6, nous aurons l'équation générale
d'où l'on déduit les deux suivan tes :
sia^ eut '
«'co8«
D'ailleurs on a (6,6)' = rfg Ss , et
(.,6)» -H (2,6)» -H (5,6)»+(4,6)» + (5,6)» =2|g S*. T. II. 69
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Ces ëquatkms sont insuffisantes pour déterminer toutes les inconnues ; mais les diviseurs de 6 qui sont a et 3, en fournissent de nouvelles. On a en effet ,
(a,6)»= J (i+^+i5+î^+etc.)=J [(i,6)»-f-(4,6)»],
(3,6)' = ^(i+i-,+p+ii -Htc.) = i^[(.,6)» + (3,6)»+(5,6)»] ;
de là on voit que les cinq quantités (i,6)», (sfiYi (5,6)», (4,6)', (5,6)' se détermineront en supposant connue l'une d'entre elles. Ainsi en faisant
(i,63»^Ç, on aura
La somme de ces quantités doit être égale à Ij^ Ss , ainsi on aura
ou
Réciproquement on peut eiprimer toutes les quantités (f^ô)^^ (^y^)', etc.,
au moyen de S9 et de a» = g, et on trouve
(1,6)' = ^ s, + aa»' v^5 (a,6)' = îâ S, + V t/5 (3,6). = Jg S.
(W = ^ S, - V 1/3 (^'^)' = ^ S, - a«' ï/5 (6,6)» =: jig S, 39. On déduirait aisément des équations (q'^) les autres propriétés
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connues des quantités (a, /i)"*, c'est-à-dire des suites qui résultent de la décomposition de la suite générale
S«= i+^ + 3i;; + 7;;ï + 5;ïï + ^^c. ,
en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en général <]e n en n. On trouverait 9 par exemple, que la suite
I — 3ÏS + 5= — ^ + etc.
est sommable lorsque m est impair, et qu'elle ne l'est pas lorsque m est pair.
On trouverait au contraire que la suite
^ + ^H-^ +elc.
est sommable lorsque m est pair, et qu'elle ne l'est pas lorsque m est impair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens absolu, mais relativement aux méthodes connues jusqu'à présent.
Ces choses n'ayant point de difficulté , et ayant d'ailleurs été démontrées par d'autres voies, nous ne nous y arrêterons pas davantage. Nous ferons voir seulement comment on peut trouver , par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue, les valeurs des quantités Ç et Ss qui sont restées inconnues dans les art. 36 et 38; recherche plus difficile qu'elle ne paraît au premier coup d'œil, parce qu'en suivant les méthodes qui se présentent naturellement, on retombe sur la même difficulté qu'on voulait résoudre.
40. Pour obtenir d'abord la valeur de Sj, j'observe qu'on peut supposer
(.,6)» = iJJ^^log^jr (4,6)« = i/^log-j.''
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car les seconds membres étant int^és depuis ^ ^ o jusqu'à jr ^ ë y au moyen de la formule (A/) , ces équations deviennent identiques.
Or y d'après les équations (j^), on a
(1,6)» - (5,6)»= ifrE$ df logV = 4«'V^5 ,
(.,6)» - (46)»=i/fE-^4rlogV = ^3.
CSes deux équations ajoutées ensemble, puis soustraites l'une de l'aulre, dcmnent les deux suivantes :
^J i+y-hy ^ ^ 3i/3 9 '
de scNrte qu'on a entre ces intégrales le rapport très simple
mais cette finmole est susceptible d'être généralisée ainsi :
/4y^^y _a''+i r dyiog^y ., „
Ed erot} soit
on aura
mettant dans cette dernière ^^ au lieu de jTj il viendra
et par conséquent P = ^ ^' Q.
Par la combinaison des équations (a'') , et la substitution des valeurs don nées par les équations (z'), on obtient
(5,6)» + (6,6)»==i/!:^=JgS,.
Soustrayant la seconde de la première ^ on aura'
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aJ i+^+J^ 9 9 *^ '
d'ailleurs oo a déjà trouvé
ay i+j' + j^ 9 "^ ' donc en éliminant ai* , on aura
Cest de cette formule que nous allons tirer la valeur de S3. 4i- Je remarque d'abord qu'on peut faire
La première partie
/rf^lo8V=<i"i+è-^-i-etc.) = .S,(,-|) = |s., donc on aura
ils — r >C^~^)4yio8!y .
iS^'—J (1+^)0 +j^+:n' soit r = — ; — , et la transformée sera
formule qui doit toujours être intégrée depuis z = o jusqu'à s =3 i.
On voit maintenant que comme z^ est toujours plus petit que i y on
pourra réduire 737-; en une série convergente, de sorte que l'intégrale ne
dépendra plus que de termes de la forme fz^^^dz \o^jr* Mais^ pour rendre la série encore plus convergente, je &is z* = i -^ u*, et j'ai
intégrale qui doit être encore prise depuis tt = o jusqu'à uss i. Cette intégrale étant prise par parties, devient
— Mog(i - ^.log-j+y^logj . log(i - j) î
la première partie s'évanouit aux deux limites de l'intégrale; ainsi on a sîmr plement
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I — -j)» ®* substituant la valeur -^i. = — —, on aura
iJS3=^dslogi . (i -f-i . ^ + 5 . ^+î . l + etc).
Soit donc
i/ & Jogi = P,
i/«-i8 logi = P',
'-frdz log i = F', etc. , ces intégrales étant prises depuis 2=0 jusqu'à z = i , et on aura
11^ Po_l_' ^_l_^ ^*_l_* ^_l_ t
42. Pour avoir maintenant les quantités P% P', P", etc., j'observe qu'on a en général
/u*^dz log - = log "fvf^dz -f-/ — . Ju^dz. y y j y j
Dans cette formule, nous supposerons que l'intégrale fvf^dz est prise de manière qu'elle s'évanouisse lorsque z = i ou 11=0, alors la partie
log - fuf^dz s'évanouit aux deux limites de l'intégrale, et on a simple-
ment
où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu , et qu'on ne doit plus tenir compte que de la relation u* = i — z*. On a d'ailleurs
J am + ij ^^^a/Fi+i'
multipliant de part et d'autre par — et intégrant, on aura
2171 4-1 J am + I
Or, zdzzss -— uduy et par conséquent
2I71-I-I "^J 2W*-f. X -^ (ai»+l)2ll» "■ '
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cette intégrale devant être prise depuis z = o jusqu'à z = i , elle se réduit
p^j_. ^nv ^ pC.-,)
La première valeur
donc on aura successivement
P» = log a, P* — ? P» — . '
5 '^ ÎTS»
P'-ssÊp"— '
Au moyen de cette loi très simple, ou calculera aisément les différens termes de la suite décroissante P", P', P", P'", etc. Ensuite on aura Si par la formule
ce qui donne une approximation très rapide, puisque chaque terme est moindre que le quart du précédent.
En calculant cette suite jusqu'au terme P^* inclusivement , on trouve S)= 1.3030567. Euler a trouvé par la méthode dont nous ayons parlé, et en poussant l'approximation beaucoup plus loin,
Sj = I • 202056903 1 5959428 1 •
(Voyez Cale, diff.^ page 453.)
43. Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la transcendante ^, demeurée inconnue dans les équations (v'), j'observe qu'on a
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de là je tire
donc
^ "~ T5 ^ "*" laj r_y + y» »
tout se réduit doue .à trouver la valeur de cette inl^irale.
Si on £eiit successivement /= î (i — u),^;^ ^ (i -f~ u), et qu'on ajoute les deux transformées prises positivement, on aura
-■"•'-yî^HCîéi.).
noufelle intégrale qui doit encore être prise depub ii=o jusqu'à k = i • La première partie de cette int^ale
Pyr^— _a_ j^g ^ arc tang ^, et en fisôsant u s=s i ^ elle se réduit à
alog 4 Z nii i5J?8^ 1/3 • 6 " 3v/3 •
L'autre partie
étant appelée T, on aura par le développement de la fraction,
or, en intégrant par parties, on a
— a*" rfa log (i — tt') = t: — 1(^ (i — «') + / r — . îî- ,
et puisque la quantité (i — tt'""*"') log ( i — a') s'évanouit aux deux limites de l'intégrale , on a simplement
Développant la quantité sous le signe et int^rant depuis ii=o jusqu'à ii:=: i,
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Des Intégrales Eulériennes de la seconde espèce.
44« i^oNSiDÉKONs maintenant Fintégrale/jc*"*cte Oog-^ , que nous supposerons toujours prise entre les limites j: = o, x = i. On a d'abord, en intégrant par parties,
et comme la partie hors du signe s'évanouit aux deux Hmites, pourvu qu'on suppose /i^ G, on aura alors
/O-T' dx (logi)' = ^fafr:^ dx (logi)""' J («)
et en général, si n est un nombre entier positif,
4o6 INTÉGRALES EULÉRIENNES,
Lorsque n ne sera pas un nombre entier, Finlégrale fx'^^^dx ^log - ^
sera en général une transcendante dont il convient d'examiner les propriétés.
Et d'abord, au moyen de la formule (a), on pourra toujours ramener cette transcendante au cas où l'exposant n est com[)ris entre o et
Déplus, j'observe que sans rien diminuer de la généralité du calcul,
on peut faire m=i ; car la formule /af^^dx Çlo^^ -j étant proposée, si l'on fait x"=z, cette formule deviendra -T^ifdz Nog -j .
45. Cela posé , il suffira de considérer l'intégrale /dx Oog- j , dans
laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit que l'unité. Cette quantité étant simplement fonction de a, nous la désignerons par F (a) et nous ferons
r(fl)=/iir(logiy"\ (»
L'objet des recherches suivantes est d'évaluer la fonction F (a), lorsque a est une fraction rationnelle donnée, telle que t, 5> l? ^^^'j ®^ "^^"* "^"* proposons particulièrement de comparer entre elles les fonctions qui
répondent k des valeurs de a de même dénomination , telles que F T-J,
F r- J , etc. Enfin nous chercherons aussi à déterminer par approximation
la transcendante T(a) pour toute valeur de a rationnelle ou irrationnelle.
46. En prenant les intégrales depuis x = o jusqu'à xcsi, et supposant /» > I , on a cette formule de réduction ,
d'où il suit que si m est un entier , on aura exactement
J ^ J et.A'^Ç.OL -f- 2o. . . . ce -f. (l7t — l)o'
Désignons par ^ (a, m) l'intégrale /x*'^^dx(i^^x^y''\ prise depuis iT = 0 jusqu'à a: = I ^ et dans l'hypothèse que m est un entier positif, on aura donc
Am + ?7l— 1 ^ «t ^^ 3k»._l_
— i— 3 : — :i r-; 1 r:^ ï= /. — ; •'*'(*» Am-f-wj.
fle+C.«t+2ff. ..«t+(^'^ + '^ — 0^ Cxm+m— I ^ ' ' ^
Divisant la seconde par la première, et faisant pour abréger, flt-j-A/?i^=a', il vient
fit'. et' +^.«e'-|-2ff. ...*'+''*-" I -^..^ /f» ^(a, xm)
A/71 . Atw + 1 . A/» -f- 2 . . .A/»+J»— I "" '^(*> A77l-f-m)'
mais en mettant a' à la place de a dans l'équation primitive , on a
I et
_ ==— = S-— Q (a+Amb , /w) ,
et multipliant ces deux équations entre elles, on a pour produit
A/71. A/Il + I. ., .A77»+ 771— I 0 (eft ^ AlTl -f> T^^)
Le premier membre, en vertu de Féquation primitive, peut être représenté par fx^^^^dx{i — x)"""'^ et parce qu'on peut mettre af à la place de X ^ sans changer les limites de l'intégrale, il peut être aussi représenté par nfx^^'^^dx^i —a:")"*""; donc on a
£ette équation ainsi exprimée par un nombre fini de termes, acquiert une plus grande généralité , et ne suppose pTus que m est un nombre entier. «
En effet, les deux membres devant se réduire à une même fonction de m et de A/w, laquelle est
A/Tl I A771+1 1.2 A77J+2 ^
on est maître de donner à m et A des valeurs positives quelconques, et à plus forte raison aux quantités a, f , n, qui disparaissent dans les deux membres. 47. Soit donc a= I et f = à un infiniment petit, on aura
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de sorte qu'on aura en général
Au moyen de cette formule y l'équation ( J^) devient Soit maintenant m = 2, Xniss^. on aura donc
Le premier membre n'est autre chose que la transcendante désignée ci-dessns parf- jj ainû on aura cette équation remarquable
D'où l'on voit que la transcendante f-J serait connue , si on connaissait,
pour la même valeur den^ les fonctions de la former T-Y a étant entier.
48. Il résulte d'abord de cette valeur de T-Y qu'on peut échanger entre
eux les nombres ;? et ^ , et qu'ainsi on a T-J = f^\ ce qui est une des principales propriétés de ces fonctions.
De plus y on tire de cette formule
/p\ /p±ji\ Vn/ w w
Dans le second membre, il est visible que deux des nombres Py (ff r^ peuvent être échangés à volonté y ce qui donne le théorème fondamental contenu
dans l'équation (e) ,
dont on a ainsi une nouvelle démonstration très simple. 49* Faisons voir maintenant comment les fonctions F se déterminent au
moyen des fonctions T^ j supposées connues pour une même valeur de n.
Observons d'abord qu'au moyen de l'équation {(t)y on a en général
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r(«4-0=«r(ii), (0
ce qui permettra de réduire les cas où a est plus grand que l'unité à ceux où il est plus petit.
Si l'on a a ss I , alors F (a) se réduit k/dxsssxsz i ; ainsi on a
Cela posé, &isdns qs=in^^p dans l'équation (c), alors la valeur du premier membre est connue, et on a
sin pm n^ {^) '
OU en d'autres termes ,
Via) T(i-a)=..A^. (fl)
Lorsque a = j, on a (r£i)*s=s'7r; donc
L'équation (0), très remarquable dans cette théorie, fait voir qu'il suffit de connaître la valeur de F (x) depuis a: = ; jusqu'à a: = i , et on en déduira les autres valeurs de cette fonction depuis â: c= ^ jusqu'à xz=zo. Au reste, la valeur de F Çx) depuis ^=1 jusqu'à a:s= i , ne varie qu'entre les limites f/^ et i, ou 1,77214^ et i, tandis que depuis »bs; jusqu'à x = o, elle varie depuis 1,77214^ jusqu'à l'infini; et en particulier lorsque
a est infiniment petit , la formule (0) donne F (a) = -.
5o. Si dans l'équation (c) on fait ^ =: i , et qu'on prenne successivement 9^= 1 , 2, 3« • . « jusqu'à /i— I, on aura cette suite d'équations:
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Maltiplîant les a — - 1 premières équations entre elles , on aura le produit
si on les multiplie toutes, ou qu'on fasse az=zn^ le produit donnera
-(0=»(/GG)-G)-G) (^dl-
Soit donc pour abréger
T = \/G • (0 ■ G) G) (~ij] .
et on aura
Connaissant rT-J, on en déduira Tf-\ par l'cquation déjà trouvée qui donne
Et comme les quantités ("j^Ç-j^ Qj) etc. sont censées connues pour chaque valeur de n^ il ne reste plus rien à désirer pour la détermination des fonctions F ^-\
Ces formules foht voir que toute fonction T Ç-j où - est rationnel , peut
se déternûner en général par la quadrature des courbes algébriques ; mais ce moyen de solution ne s'applique avec succès que dans le petit nombre de
cas où nous avons fait voir que les intégrales (- j relatives à un même nombre n, peuvent s'exprimer par les fonctions elliptiques.
5i. Réciproquement, si on connaissait la valeur de F (x) pour toute valeur rationnelle de Xy moindre que l'unité, il serait facile de déterminer
l'intégrale f-Jj car on a en général
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et s'il arrive que P'^ç soit > is , on changera , d'après l'équation (Ç) , cette formule en celle-ci
Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner l'expression générale de (-^au moyen des quantités de la même espèce (-\ (-\ Q\ etc.
En eflFet, les valeurs de T (m, T^-J, Tr^-^^j étant tirées de la formule (x), on en déduira
formule qui servira tant que;? -H q sera plus petit que n.
Si on ap^ q'^ riy il faudra faire usage de la seconde formule, qui donnera par de semblables substitutions,
(P\ _. ' ^ W \p+lJ\p + ^/ Vl— 1/ r ,v
Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus^ et on les ferait coïncider 'entièrement en substituant, au lieu de chaque quantité
f- J , sa valeur
/i\ __ Ag sin(a4- 0 ^.
\a/ "** sin • '
ainsi les fonctions F oiTrent un nouveau moyen direct et très simple de déterminer l'expression générale des quantités T-j.
5a. Pour revenir aux quantités F (a) , nous avons déjà trouvé l'équation
sm ONT
au moyen de laquelle les valeurs de la fonction , depuis <i == o jusqu'à ^ = ^, se déduisent des valeurs supposées connues, depuis a = j jusqu'à a = i .
Nous allons prouver ultérieurement qu'il suffit de connaître les valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle, c'est-à-dire seulement depuis a =1 1 jusqu'à a = i ^ et on en déduira toutes les autres valeurs.
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Ed eflfet, si on suppose a^^h, l'équation (<) donne tout à la fois
\jn — a/ p //> — aa\
Substituant ces valeurs dans Téquation (d') , puis mettant simplement a au lieu de -, et réduisant les fonctions d'après la formule (8), on aura
r (fl) = -j^ cosuTT.r {2a).T a — û),
équation qui suppose a <Ch Cette équation combinée avec l'équation (0) , donnera
r(i— a) = -^cosa^r(i — rïfl)ra+fl); enfin de celle-ci on déduit , en mettant a -— ^ au lieu de a ,
53. Nous supposerons connues les valeurs de F {a) depuis ^ =: 7 jusqu'à a= I.
Cela posé, i^. Le second membre de l'équation (y) sera connu pour toute valeur de a^ depuis a z=2 \ jusqu'à ^ = | ; donc on connaîtra T (a) dans ce même intervalle depuis a = ^ jusqu'à a = f .
!2*. Au moyen de ce premier cas , le second membre sera connu si a — 21a est compris entre 7 6t f ; on connaîtra donc F (à) toutes les fois que a est compris entre {^ ^^ ïf-
3"*. Au moyen des deux premiers cas, le second membre de l'équation (v) sera connu si 2 — 2a est compris entre tj et ff ; donc on connaîtra F (a) pour toutes les valeurs de a comprises depuis a =: f = f^ jusqu'à
4**. Le second membre sera encore connu si a — 2a est compris entre fx et H; donc F (a) sera connu depuis a = fj = -J^ jusqu'à ^i = fî, et ainsi de suite.
Par ces diverses opérations les valeurs de a pour lesquelles F (a) devient
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connu, se rapprochent alternativement de la limite |, qu'elles n'atteignent cependant qu'à l'infini, puisque | ne peut pas s'exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit une puissance de 2. Mais on voit que par quatre opérations seulement, l'intervalle où T(à) reste à déterminer, ne s'étend plus que depuis ^i = |^ jusqu'à ^i = ||. Une cinquième opération resserrerait cet intervalle de ^ ou -^ à -^^ et ainsi de suite.
La limite commune de ces suites est f ; et F f se détermine directement en faisant a = f dans la formule (v) , ce qui donne
54. Dans les cas particuliers ou l'on chercherait à déterminer une valeur de F (a) , on ne doit s'embarrasser aucunement de la distinction des cas pr^ cédens , et l'application immédiate de la formule (v) , répétée autant de fois qu'il est nécessaire , ou jusqu'à ce qu'il n'y ait plus d'inconnue à déterminer , conduira toujours au résultat qu'on cherche.
Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de F (0.675), on aura
directement
Dans le second membre F (o. 65) est inconnue; pour la trouver, il faudra faire une seconde application de la formule, et on aura
une troisième application donnera
enfin une quatiième
1 ^o.Oo; — ^^^^ . j, ^^ gj ,
d'où en remontant on conclura la valeur de F (0.675) exprimée en quantités connues. Cette détermination est un peu longue dans ce cas, parce que 0 .675 approche beaucoup de la limite |.
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CHAPITRE VIII
Considérations générales sur les Intégrales Eulériennes de la
première et de la seconde espèce.
55. JliN désignant par T-j l'intégrale f --^ — , prise depuis x=zo
jusqu'à a? = I , Euler avait pour but de comparer entre elles les diverses int^rales de cette forme qui répondent à une même valeur de n^ et il supposait d'ailleurs les nombres^, q^ n entiers; mais on peut considérer les choses d'une manière plus générale.
Soit jc's^jr^ on aura la transformée - Ij^ ' ^{^ ""7)" * 5 mfetlant dans celle-ci petqkh place de ^ et - , elle deviendra - jjf^'^^dj ( i — J^)*""' , nouvelle intégrale qui devra toujours être prise entre les limites ^ = o,
De là on voit que l'intégrale yif"*rfx(i —a:)*""', prise entre les limites x=o, ar=: I ; comprend l'intégrale d'Euler, lorsque^ et q sont supposés rationnels; mais elle pourra en représenter.uue infinité d'autres.
Nous désignerons cette nouvelle intégrale par le symbole [p, (f\y qui ne laisse rien de sous-entendu; les nombres/? et q seront à volonté rationnels ou irrationnels ; mais ils devront être positifs l'un et l'autre, parce que sans cette condition, l'intégrale aurait une valeur infinie. Au moyen de ce nouveau symbole, l'intégrale Eulérienne s'exprime ainsi,
56. 11 est essentiel d'observer que l'intégrale désignée par \^p , y] peut être regardée comme une fonction continue de /? et ^, ou comme la troisième coordonnée d'une surface courbe dont p et q seraient les deux autres coordonnées. En effet, si l'on fait crottre par degrés insensibles l'une ou l'autre
CHAPITRE VIII. 4i
des variables p etç, la fonction [p , y] diminuera de même progressivement. Si, par exemple, on augmente p de la quantité infmiment petite a, la puissance a:''"" deviendra x^~'fi — «log-Y et l'intégrale dont il s'agit diminuera de la quantité infiniment petite afx^^^djcloi^ - (i — .ry""'.
07. Pour découvrir plus facilement les propriétés de la fonction [;?, q\y il est utile de considérer en même temps les intégrales Eulériennes de la seconde
espèce. En donnant à ces intégrales] la forme fdx \}-y 3 Euler supposait
(jue les nombres /? et q sont entiers, et son objet était de comparer entrelles les diverses valeurs de l'intégrale qui répondent à une même valeur de q\ mais nous avons déjà observé qu'on peut considérer l'intégrale dont il s'agit,
comme une fonction continue de la variable -, qu'on supposera positive,
mais qui peut être un nombre quelconque rationnel ou irrationnel. Ainsi
nous regarderons l'intégrale fdx \l - j , prise depuis ^=0 jusqu'à X'=z i,
comme une fonction continue de a, que nous désignerons par Fa, et dans laquelle a pourra avoir toutes les valeurs, depuis a = 0 jusqu'à a = 00.
Si l'on fait V=a: {}-) , on aura d^zzzdx U-} ^^adxyl-j
Intégrant de part et d'autre depuis ^=0 jusqu^à JC= i , et observant que V s'évanouit dans ces deux limites, on aura
r(a+i) = /irfl; (i)
c'est la première et la principale propriété des fonctions F. La démonstration que nous venons d'en donner suppose a positif, sans quoi V ne s'évanouirait pas lorsque j: = i .
On peut distinguer dans les valeurs successives de Fui, plusieurs périodes; la première comprise depuis ^2 = 0 jusqu'à û;= i, la seconde depuis <i=i jusqu'à ^=2, et ainsi de suite à l'infini. Cela posé, il résulte de l'équation précédente que si l'on connaît la fonction F dans toute l'étendue d'une de ces périodes , on pourra déterminer cette fonction dans toute autre période.
Par exemple, si la seconde période est donnée, on trouvera F^ qui appar* tient à la première période, et F(|) qui appartient à la quatrième, par les valeurs suivantes, déduites de l'équation (1),
ri = 3r($), r(5)=Mr(|).
59. La fonction F^ est la plus simple lorsque a= i ; alors on a F(fl) =
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y3a?=x= 1. Donc, lorsque a est un nombre entier , on a gcnéralcment
ra=i.3.3.4 (^""Oî (^)
c'est-à-dire que la fonction Ta est ^ale au produit de tous les nombres entiers moindres que a.
Cette notion, fort claire lorsque a est un entier, ne présente plus aucun sens lorsque a est fractionnaire; mais Fanalyse y supplée en donnant pour
valeur de la fonction, l'intégrale /îix TZ -j , prise depuis a:=o jusqu'à
â:s=i; intégrale qu'il sera toujours possible d'évaluer avec tel degré d'approximation qu'on voudra.
60. La fonction Ta est très remarquable par l'utilité dont elle est dans la théorie des intégrales définies. Nous pensons qu'il est nécessaire de lui imposer un nom particulier , et nous proposons de prendre pour ce nom celui de la lettre grecque F. Nous appellerons donc en général gamma du nombre a^ le produit de tous les nombres inférieurs à a , savoir , 1 • 2 • 5 • . • • (a — i ).
Lorsque a ne sera pas un nombre entier , le gamma du nombre a sera en général une transcendante. Mais nous verrons que ces transcendantes ont beaucoup de propriétés, et qu'elles peuvent être évaluées dans tous les cas avec presqu'autant de facilité que les arcs de cercle et les logarithmes. Réciproquement le nombre a pourra être r^ardé comme la racine de la fonction Ta^ et nous la désignerons de cette manière.
61. Revenons maintenant à l'intégrale Héïime Jaf^^dx (i — «a:)^""', que nous avons représentée par [p^ q]- Cette intégrale est facile à déterminer lorsque l'un des deux nombres p et q est entier. Supposons que ce soit q , et faisons U=: j:''(i — j:)^""% nous aurons par la difFérentiation ,
rfU= (p4-7 — i) x^-'dx (i — x)*-' — (^ — 1) xf'-'da: (i — ar)^—.
Intégrant de part et d'autre depuis a:=o jusqu'à ar=: i, et observant que dans ces deux Hmites U est nul, puisqu'on suppose à la fois;?>o et ^ ^ 1 , on aura
fx^-'dx (i— a:)*-> = ■ ^~^/xP-'dx (i — o:)^— ; on aurait de la même manière
fjcP-^dx {i^xy-^ = l""l-/g^'gfa^ (i — a;>-^
et ainsi successivement, jusqu'à ce qu'on parvienne à l'intégrale /i^""*£ir
qui, dans les limites données, se réduit à -. Donc g étant un nombre en-
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lier, on a généralement
faf-^dx{i — xy-'
/? + y— i./^ + g' — 2... /)+ I p Mais dans la même hypothèse on a, par l'équation (i),
Fç' = 1.2,5 9^ — 1,
donc la valeur de l'intégrale trouvée peut se mettre sous cette forme
On aurait trouvé le même résultat en supposant p entier et ^ un nombre quelconque, ce qui d'ailleurs se voit immédiatement en mettant i — x à la place de x.
62. L'équation précédente ne contenant plus de facteurs en nombre indéfini , acquiert une plus grande généralité , et ne suppose plus que l'un des deux nombres p et q est entier ; car d'ailleurs chaque membre doit se réduire à une même foiictioji de ;? et 9^, laquelle est
Nous aurons donc, quels que soient ;? et y, l'équation
rprq
qui sert à exprimer généralement la fonction [py q] au moyen des fonctions F.
65. L'équation (5) simplifie considérablement la théorie des fonctions [Pi 9] puisqu'elle fait voir que ces fonctions, qui dépendent en général de deux variables, peuvent se déterminer par la fonction F qui n'en contient qu'une. Cette même équation, en établissant une relation entre les fonctions [/?, y] et les fonctions F, va donner les moyens de découvrir les propriétés des unes et des autres. Et d'abord on voit que dans la fonction [.Pj 7] y 'es quantités p et q peuvent être échangées entre elles , puisqu'il en résulte toujours la même valeur de [;?, ^]. On a donc la formule
[Py 9] = [.9yPl (4)
On a ensuite, d'après l'équation (5),
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et celles-ci étant multipHées entre elles donnent
Si l'on observe maintenant ([lie dans le second membre de celte équation deux des lettres ;?, ^ , r, peuvent être échangées entre elles à volonté, on en conclura celte nouvelle formule :
[Py 9I [P + 9y '•] = [Py ^1 [P+^y 71 = [7> ^1 If + ^y Pl y (5)
laquelle contient une propriété fondamentale des fonctions [/?, 7].
Ces propriétés, au reste, s'accordent avec celles que nous avons démontrées dans les Chapitres I et II, relativement à la fonction désignée par
^jl mais elles ont dans notre nouvelle notation une plus grande généralité, puisqu'elles ne sont pas restreintes à la supposition que p et q soient des nombres entiers ou seulement rationnels.
64. L'intégrale [p, q"] peut être déterminée exactement lorsque p'i^qzzz: i j en effet, considérons la formule
[a, I — ^i] = faf^dx (i — • x)"* ; si. l'on faiti— x = -, ou a:== , l'intégrale aura pour transformée
, , laquelle devra être prise entre les limites 5=0, z = qo. Or, Euler a prouvé que cette dernière intégrale = . ^ ■■ ; ainsi on aura généralement
*• ' J cil
SIQ a^
Mais par l'équation (3) on a aussi
[a, I — a] = )^^ i-^TaT (i — a).
Donc entre les fonctions Ta, r(i — ^i), on a cette équation très remarquable
r<0-«) = iST,= (6)
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c'est la seconde propriété générale des fonctions F. Si on &it a = ^, il en résulte Tj= ^tt,
Q^. On voit par cette équation que les fonctions Fa, F (1 — «), placées symétriquement dans la première période, peuvent se déduire l'une de l'autre^ puisque leur produit est toujours une quantité connue. Et parce que les racines fl, 1 — a sont coniplémens l'une de l'autre, nous r^arderons la fonction F(i — ci) comme étant le complément de Fa, et réciproquement.
On a déjà remarqué que pour déterminer la fonction Ya dans toute sou étendue, il suflit de connaître cette fonction dans la première période, depuis â = o jusqu'à a = 1 , ou dans une autre période quelconque , comprise entre deux entiers consécutifs m, m + i. En vertu de l'équation (6), il suffira de connaître la fonction Ta dans la moitié d'une période, par exemple depuis a = o jusqu'à a = ^, ou depuis a = j jusqu'à a c= i.
Dans la seconde période, les fonctions F(i -|~a), F(2 -—a), également éloignées des extrémités de la période, seront pareillement regardées comme complémens l'une de l'autre; et puisque d'après l'équation (i) on a F (1 + fl) = ûFa et F(2 — a) = (i — û) F(i — a), il s'ensuit que les deux fonctions F(i + û), F(3 — a) poun'ont se déduire l'une de l'autre par l'équation
8in aie
On trouverait de même, dans la troisième période , que les fonctions F(2H-a) et F (3 —-a) se servent mutuellement de complément, et se déterminent l'une par l'autre.
G&. Ces formules entre les fonctions complémentaires prendront une forme plus élégante en les comptant du milieu de chaque période \ alors oa aura pour les périodes successives les équations
ra-.)ra + a)=^, ra-«)r(f+«)=a-^)^,
r (i-«)ra+a)=a-a»)a-fl*)^,
etc.
Si l'on fait a = 0 dans ces diverses équations, on aura les valeurs des fonc» tiens qui se rapportent au milieu des périodes , savoir :
Ces fonctions , et celles où a est un entier , sont les seules qu'on puisse dé-
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terminer exactement, sans employer de transcendantes plus composées que les arcs de cercle et les logarithmes.
67. Si l'on considère les fonctions successives T -,r-,r-... .r'* ' dans lesquelles n est un nombre entier , il suffira de connaître les
premiers termes de cette suite , si n est impair , et les i premiers seulement si n est pair. Les autres se détermineront par l'équation (6) , à laquelle on joindra, dans le second cas , l'équation F-; = |/^.
A l'égard des intégrales T-Jqui, dans la notation d'Euler, répondent à une
même valeur de n , elles s'expriment par les fonctions F , de la manière suivante :
W-/.U' J- nT^±Â'
la première devant être employée si l'on a ;? -j- 9 <C n , et la seconde si l'on
Au moyen de ces deux formules et de l'équation (6) , toutes les intégrales r^J dans lesquelles les nombres p et ^ sont pris à volonté dans la série 1,2,
5. . ./i, pourront s'exprimer par les premiers termes de la suite tÇ-\ fT-j,
F T-Y etc., savoir, par ^^^ termes si /i est impair^ et par-— i si /i est pair.
68. Gomme on a T-j c= Ç^j , on pourra toujours supposer que p n'est
pas ^ q; alors les int^rales f-j qui répondent à une même valeur den, pourront être disposées dans un ordre triangulaire , comme il suit c
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Le nombre de toutes ces fonctions est donc - (1 -f- ^)' H faut déduire de ce nombre, i*. les n fonctions de la forme f^j , dont la valeur exacte est - j 3®. les fonctions de la forme ^ , dont la valeur est — - — ; le nombre de
celles-ci est ou , selon que n est impair ou pair. Il restera donc ,
dans la série des intégrales ^\ un nombre de transcendantes égal à j (n — i)*, si n est impair, et à - (/» — a) si /i est pair. Dans le premier cas , un nombre 7 (/i — i)* de transcendantes r^j peuvent
s'exprimer par les "" premiers termes de la suite F -, T -, T -, etc.; dans
le second , un nombre - (/i — 2) de transcendantes \j-\ peuvent s'exprimer par les - — I premiers termes de la même suite.
De là on voit qu'il peut être établi un grand nombre de comparaisons entre
les transcendantes T-J qui répondent à une même valeur de /s, et qu'elles
peuvent toutes être exprimées par un petit nombre d'entre elles ; nombre
qui sera ou - — i , selon que n est impair ou pair. Mais ce nombre ,
dans le cas où n n'est pas preimer, pourra être réduit ultérieurement par les autres propriétés de la fonction F , que nous démontrerons ci-après.
69. Considérons maintenant le cas où les deux nombres ffelq sont ^aux dans la fonction [j? , 7] ; alors on aura
[a , d\ =zfx^-'dx (i — xY-\
Soit ^ =s x (f -f- 7"), la transformée sera o^'^^fdj (i — Z*)^* ; et comme T. U. 72
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cette nouvelle intégrale doit être prise depuis j^ c= — i jusqu'à /• = + i , il revient au même de la prendre depuis^ = o jusqu'à j^ = i , et de doubler le résultat. On aura ainsi
Mettant a; à la place de j^*, ce qui ne change pas les limites , il viendra
[a , «] s= a'~"/à:~* dx(i — a:)*-", ou
formule qui s'accorde avec l'équation (r) du diap. II. Mais y d'après l'équation (3) ci-dessus^ on a
r T Fa Ta ri n ^ i ^^
donc en substituant ces valeurs^ l'équation précédente donne
c'est la troisième propriété générale des fonctions T.
fjo. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir à ce résultat par une autre voie.
G)nsidérons pour cet effet la fonction '^^{n), dont la valeur est
si l'on met n+ i à la place de ti , on aura
de là résulte
^Ky*+0 __ 4^ + 2.4/^+4 _^ ^ (/») 2/» + 2 . 21» + 1 ^'
Donc en général 4/(/ï) = A.4"> A étant une constante qu'il faut déterminer dans un cas particulier. Or en faisant ti = i , on a «>}. (/i) = 4 ; donc A = i ; donc n étant un nombre entier quelconque , on aura
2/t + 2.2l» + 4«2/» +6. . .4/* __^ yp
Mais en vertu de^Féquation (i), on a
Faisant successivement mzssnetmsa — i.. cette formule donne
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I 3 5 an— i r(^ + J)
Divisant la première équalion par la seconde, il vient
2i>+ 2.2/> + 4» ■ .4^i rir(27i + i)
Lorsque /* est un nombre entier, le premier membre se rëduit à a*" ; ainsi dans ce même cas on aura
rir(2n+i) _ .
Cette équation ayant lieu lorsque n est un nombre entier à volonté, elle aura également lieu pour toute valeur de n^ puisque Fa est une fonction continue de n. Si Ton fait ensuite /2=:a— — ^, on retombera exactement sur l'équation (g).
71. Si Ton combine l'équation (9) avec la première des équations de l'art 52, on aura l'équation {v) de l'art 66, dont nous avons montré l'usage pour déterminer la fonction Va dans toute l'étendue de la racine a^ pourvu qu'on connaisse la valeur de cette fonction depuis a = ^ jusqu'à 11= i. On pourrait prendre également pour intervalle connu celui de â=:o à 0=^, ou celui dea = i àâ:^|, comme on le verra ci-après.
72. Pour revenir maintenant aux réductions dont nous avons parlé dans l'article 68, îl faut voir quel usage nous pourrons faire de l'équation (9).
Si n est impair, il n'y a pas lieu d'appliquer cette équation, parce qu'il en naîtrait de nouvelles transcendantes dans lesquelles les quantités a auraient des valeurs fractionnaires dont le dénominateur serait 2/1, et qui ne seraient
plus comprises dans la suite des trancendantes T -, T-, T-, etc.
Mais si n est pair, l'application de l'équation (9) aux valeurs successives
a = -, fl = - , etc. , permettra de réduire le nombre^des transcendantes
r -, r - , etc. , à — T— ou 7 , selon que n sera de la forme 4*+ ^ ou 4«.
73. Toute la théorie des intégrales Eulériennes, tant de l'espèce T-) que
de l'espèce Fa, est comprise dans le petit nombre de formules que nous venons d'exposer. On en peut déduire, sans exception, toutes les formules qu'Euler a données dans ses différens Mémoires sur ces int^rales, et toutes
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celles que nous leur ayons ajoutées^ d'après l'ëqnation {d ) qui n'était pas connue de cet illustre auteur.
L'application de ces formules au cas de /i:^ 121 a été donnée avec détail dans l'art. 18. On y a&it voir que, dans la méthode d'Euler, cinq transcendantes A , A|^, A3, A4, Ag, sont nécessaires pour déterminer toutes les inté*
4|rales T- j ; elles suffisent aussi pour déterminer toutes les fonctions F -^s y
r 7^ • • Srjy ainsi qu'il résulte des formules des art. 5o et 5i .
Au moyen de l'équation Çd') , ces cinq transcendantes ont été réduites à trois seulement , savoir, A. , A^^, As, ce qui s'accorde avec le résultat général
de l'art, précédent^ qui donne ^ pour le nombre de transcendantes nécessaire lorsque n est un multiple de 4-
Enfin, au moyen de diverses intégrations dont le résultat a été donné, art. 24) ^^ ^^^ parvenu à déterminer exactement le rapport de A. à^Aj, ce qui réduit les trois transcendantes aux deux seules A, , A,. On peut donc réduire k deux seulement les fonctions F-;^, F^^,... FT7,de manière que ces deux fonctions étant connues , toutes les autres peuvent en être déduites.
Cette dernière réduction, qu'on n'avait obtenue que par désintégrations très compliquées, méritait une attention particulière; elle donnait lieu de croire que la théorie des fonctions V devait contenir d'autres formules propres à opérer leur réduction. Ces formules ont en effet été découvertes par des recherches ultérieures, dont nous donnerons le résultat après nous être occupés des développemens en série qui servent à calculer les valeurs appra>o chées des fonctions Fa.
^*^'^^<*^w***^*****^^*^^***«*****^******^^**^*^»*»«*".«».*"**.** '*****.**■ ^^**^'^^^*^^'|.|^*^^v^^vvv».|^uv^*M>.>^^VlVl■v\^^^vvvvvvy^^^v>■%vw\»%»
x=z[^ (2^ar)* R. (lo
Le premier membre est la valeur de r(i -j-jc) lorsque x est un nombre entier ; mais comme le second membre est une fonction continue de x^ on aura en général quelque soit a:, |
r(i+x) = Çy (a-Tfor)"' R , („)
telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déterminer la
valeur approchée de r(i H-x), et par conséquent , celle de rar= -r(i+a:), pourvu que x soit > i.
76. La quantité R peut se développer suivant les puissances de - ; car on a
R = I + log R H- 7 log* R H 5 log* R + etc. ; substituant donc la valeur
de log R , ainsi que celles des coefficiens A', B', G^ etc. , qui sont A = ^ , B' = y^, C=:fr, iy = jô^ etc., on aura
Dans cette suite, si on appelle M la partie qui contient les puissances paires de ;r , et N celle qui contient les puissances impaires, on aura M* — N*=ai,
de sorte qu'on pourra prendre indifféremment R = M H- N , ou R = ^ J_ .
En effet, comme toutes les puissances de x sont impaires dans log R, le changement du signe de x donnera log(M+N) = — log (M — N), ou Iog(M* — N*)=o; doncM^— W=i.
76. Il est à remarquer que la suite — ô-r-g + gnS? """ ®*^' > ™é™®
en supposant x assez grand , n'est convergente que dans un certain nombre des prwiiers termes; car on sait que les nombres Bernoulliens dont les expressions sont fort irrégulières , croissent continuellement passé le troi-
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sième terme, de manière que si T^'^ et T^"^«^ sont deux termes consécutifs
des rangs /i et /i H- 1 , le rapport -^çy- a pour limite — . La suite qui ex-
prime log R sera donc convergente pendant un assez grand nombre des premiers termes, si x est de plusieurs unités; mais elle finira par être divergente ^ et donnerait une valeur de log R d'autant plus fautive qu'on la continuerait plus loin au-delà dn terme où elle cesse d'être convergente.
De là on voit que pour une valeur donnée de a:, il y a un terme qu'on
ne doit pas passer dans le calcul de la suite "" wZ3 "J" ^^^"i ^® terme
auquel il faudra s'arrêter est celui qui serait suivi d'un terme plus grand ; alors l'approximation ne peut aller plus loin , mais elle sera tout aussi étendue qu'on voudra, en prenant x suffisamment grand.
Il en serait de même de la série R = i H [- -î — * etc. ; mais
celle-ci n'est pas d'un usage aussi facile que la série -j- . , -j- etc.,
TC«) TC
et les supposant égaux , on aura
mais plus n est grand, plus le premier membre approche de la limite ^^ Ar*^ ' (^^/. Cale, diff.^ pag. 4^9) 5 donc on aura, à très peu près,
nss'TCx» Ainsi, en faisant :ir = 5 , on a /z = i5 ou 16, c'est-à-dire que la série cesse d'être convergente vers le i5'*"* terme; si on faisait x = 10 , la série cesserait d'être convergente vers le 3i**^ terme, et ainsi de suite.
78. On peut en même temps avoir la mesure du degré d'approximation que l'on peut obtenir avec une valeur donnée de x. En effet, si on appelle Â le Ti'^"^ terme de la suite égale à log R , on aura
et comme on a, à très peu près,
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on pourra faire
îr la «)"=« •
Celte valeur, au moyen de la formule (10) y devient
et en mettant n au lieu de 9r;r, on en déduit aisément
log n := — an r— ^ Ipg (îr/i).
Soit, par exemple, ars:5 et ju=i6y ou aura log A =— 53.96. A ce logarithme hyperbolique répond le logarithme .vulgaire r-- 14.75, de sorte qu'on a n^ io""'**'*j c'est-à-dire, qu'au moyen des 16 premiers termes
de la suite — tTj ■+" ®*^* > ^° ^^^^ ^* valeur de log R approchée jusqu'à i5 décimales environ. Si on faisait J?= 10, on pourrait avoir 29 ou 5o décimales exactes et ainsi de suite
79. Cette théorie est facile à vérifier , puisque , toutes les fois que x est un entier, la valeur de r(i+â:) est exactement j.2.5....;r. Soit par exemple a: = S , il résulte des formules précédentes que la série ^ale à log R cessera d'être convergente après un nombre de term^ ''= 9 ou 10, et que le nombre de décimales exact , obtenues par ces neuf ou dix termes , sera de 8 ou 9.
En effet, la vraie valeur de log R se déduit de l'équation 6^/-J (6^)^R,
laquelle donne
log R = 0.02767 79256 86.
Cette même valeur déduite de la suite log R = -r — — r-T-js H*^"^'" ^^^-j
se trouve en calculant successivement les difi^^caoB termes, comme il suit :
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i" terme •• + 0.02777 77777 78
a' — o.oooio 28806 58
Oa voit que, conformémeat à la formule, la série cesse d'être convergente
passé le to* terme, et que la valeur de log R qui en est déduite, doit être
comprise entre 0.02767 7926296 et 0.02767 79200 98; ce qui donne
par un milieu
log R= 0.02767 79256 97,
valeur exacte, presque jusqu'à la onzième décimale. Mais , en continuant la suite plus loin , on s'éloignerait de plus eu plus du vrai résultat.
Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le parti possible, pour les approximations^ des suites demir^onî^ergentes ^ c'est-àdire des suites qui sont convergentes dans les premiers termes, et qui deviennent ensuite divergentes .
80. Cherchons maintenant une formule qui donne le développement de
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1<^ Tx y lorsqu'on suppose x plus petit que Uanité. Soit pour cet effet
cette dernière suite étant prolongée à l'infini.
Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue de Xy puisque sa valeur peut se développer ainsi (Cale, diff.^ page 44^) :
M = log^H-CH-^— A. + ^^_^ + etc.; (12)
cette formule donnera immédiatement la valeur approchée de M lorsque X sera plus grand que l'unité , mais on en peut déduire aussi cette valeur lorsque x sera plus petit que l'unité. Car M(j:) et M(a:-{- i) désignant des fonctions semblables de a: et de ^ + 1 9 on a évidemment
et l'application répétée de cette formule fera dépendre M (or), succesdvement de M(j?-|-i), de M (a: +2), etc., c'est-à-dire en général d'une formule M (a/), oii la variable sd surpassera x de plusieurs unités, ce qui permettra de déterminer facilement M (a/) par la série précédente.
81. Cela posé, si x devient x^cù^eo étant plus petit que l'unité, les fonctions M (a:) et N(ir), deviendront M (a: -j-«) et N(j: + «); or, je dis que la somme M (x) -j-N (a:) c= M (a? + <») +N (x + a), et que les deux sommes sont égales à une même constante C.
En effet, si la suite qui a pour somme N(x), au lieu d'être prolongée à
l'infini, éuit continuée seulement jusqu'au terme ^^-7^ , m étant un nombre entier très grand , la somme M (a:) + N(j:) et la somme M (^+«) + '^{^X'\-(iù) ne pourraient différer entre elles que d'une quantité moindre
que \ ^ puisque cette différence est celle qui a lieu lorsque û) = i.
Or, m étant très grand, la différence , ^ , ^ est censée nulle; à plus
forte raison le sera-t-elle, lorsque la suite N(^) sera prolongée à l'infini.
On aura donc
mais puisque la valeur de N est
T. II. 73
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+ 5-T — h etc-
Si on développe chacune de ces fonctions dans l'hypothèse que x est plus petit que l'unité, on aura
H- ;r* (i + l+l+ij + etc. ) — etc.
La première partie i +7+7 + ^+ etc. , n'est autre ohose que la oonstante C.; car la fonction M(^) est zéro lorsque ^s=0; donc cm aura
M = S.ar — SjX'H-S^a:' — Sbo:* + etc., (i5)
Sb représentant en général la somme des puissances réciproques, de degré n, des nombres naturels.
82. Mais, d'après l'équation (i) dont le premier membre = xTXj on a, en supposant x^i y
.-^ = loga:--- — + ^,-gjP + etc., (i4)
et dans la même hypothèse ou a, siûvant l'équation (la) ,
donc
équation qui doit avoir lieu quel que soit â?, puisque M peut être regardée comme une fonction continue de x.
Substituant donc au lieu de M le développement de cette fonction donnée par l'équation (5) dans l'hypothèse de a: < i , on aura
^^^^=— i-C+S^ — S,a:*+S,x» — etc., (16)
ce qui donne en in tarant
logr^ = — logj: — CxH-iS.aî*— ISaJc'H-^S^x* — etc. (17)
On n'ajoute pas de constante, parce que xTx our(i + a:) se réduit à l'unité, lorsque x=so.
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Puisque r(i+a:) =:xTXy on déduira de la formule (17)
logr(i + a:) = — Ca:+iS.^* — |S5a:» -1-^840:*— etc., (18) et en changeant dans celle-ci le signe de jc, on aura
logr(i— a')=C^ + iS.a:«+jS,a:» + :iS4a:* + etc. (19)
83. Observons maintenant qu'en vertu des deux équations r(i+ar)=j:ra:,
ar
TûC T(i — ;r) = -T , on a
sin 9X
Prenant les logarithmes des deux membres et substituant les valeurs données par les équations (18) et (19)9 on aura
^°8 Cl^) = S.^ + î ^4^ + T Sea:' 4- etc. C'est la formule connue qui, par sa différentielle, sert à déterminer les valeurs
S.=^:t% 84=5^9^*, S« = 5^^Setc.
On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus convergentes les suites contenues dans les équations (i8) et (19) 9 en les mettant
sous cette forme :
\ogT{i+x)=z^\os£L.-.Cx^^S^^iS^'-
Iogr(i-x) = ilog ^^H-0-f-iS,a:^ + iS,aH»
Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour calculer la valeur d'une fonction quelconque Ta; elles supposent seulement qu'on connaît les valeurs des transcendantes S«, Sj, S4, etc., qui représentent les sommes des puissances réciproques, de même degré, des nombres naturels. Ces valeurs sont données jusqu'à la seizième puissance et avec seize décimales, dans le Calcul différentiel d'Euler, page 4^6 ; mais l'examen que nous avons fait de cette Table , nous y a fait découvrir quelques erreurs assez graves, et nous avons été obligé de la calculer de nouveau ; nous avons cru devoir en même temps la prolonger jusqu'à la 55* puissance , terme passé lequel chaque fraction qui suit l'unité devient la moitié de la précédente. Ycnci cette nouvelle table corrigée.
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84. Au moyen de cette table on aura, pour calculer log T (i ou l'autre des formules :
/r(i+a:)=— Car + ^S.a:* — ^S3x3 + 1840:* — etc.,
lT(i+a:) = i l(^y-Cx^i S^ - j S5.r* - etc.
a:)y Tune
Lorsqu'il s'agit de calculer log Ta pour une valeur donnée de 11 , on peut toujours réduire la question au cas où l'on a a = i -j- or, or étant < f , ou même < j. Les suites précédentes seront donc convergentes, et auront l'avaatagc de Têtre dans toute leur étendue; de sorte que le degré d'approximation auquel on peut parvenir par ces suites, n'est limité que par celui qui a lieu dans les valeurs des transcendantes S^, S3, S4, etc.
La seconde formule est préférable à la première , comme contenant une suite plus convei^ente. Cependant lorsque a: sera très petit, il vaudra mieux feire usage de la première , parce que la valeur de log sin ttx , donnée par les tables, pourrait n'être pas suffîsaimiient exacte. Or le moyen de suppléer
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aux tables serait de calculer log sin 'jrx par la formule
/sin ^a:= /(^a:)*-S.x' — jS^x* — iSeO:® — etc.,
ce qui revient à faire usage de la première des formules ci-dessus ; mais lorsque X est assez grand pour que les tables donnent sans difficulté la valeur de log sin TTX y il y aura un avantage marqué à se servir de la seconde formule.
85. On pourra simplifier encore assez notablement cette formule, en lui donnant la forme suivante :
iogrc.+^)= :-iog^-Mog}±|
+ (i— C)x~(S3-i)f-(S8-.i)f— elc.
Enfin, pour convertir ces logarithmes en logarithmes vulgaires, il faudra multiplier les termes algébriques par le module m; soit donc
m(i-C) = B, fCS,-i)=B„ J(S5-,) = B„etc., et la formule adaptée aux logarithmes vulgaires deviendra
+ Bar — Bjx^ — 'Rt.a^ — BjX^ — etc.
Cette formule pourra servir à calculer log Ta jusqu'à 14 décimales, si l'on a des tables telles que la Trigonometria Britannica^ qui donnent ce nombre
de décimales pour / sin wx; quant aux logarithmes de x et de , il sera
toujours facile de les avoir avec ce degré d'exactitude , ou un plus grand encore, par la table connue qui donne les logarithmes des 11 ou 1200 premiers nombres avec ao décimales, et le supplément que nous y avons ajouté. Table V ci-dessus.
Pour obtenir le nombre de décimales dont il s'agit, il sera bon de calculer le terme Bo: par la simple multiplication , afin d'éviter l'emploi des logarithmes à 14 décimales, pour lesquelles on n'a point de tables complètes, ou auxquelles on ne supplée que par des calculs plus longs que la multiplication. D'ailleurs, si l'on applique la formule à la construction d'une table, la multiplication dont il s'agit peut être entièrement évitée , puisque chaque produit B (x 4~ ^) ^ forme du produit précédent Bo:, auquel on ajoute la constante B«.
Quant aux autres termes Bsx', ^^^ etc«, ils se calculeront par les tables
454 INTÉGRALES EULÉRIENNES,
ordinaires à lo décimales, au moyen des logarithmes des coefficiens qu'on trouvera ci-après , art. 89.
11 ne faut pas pei-dre de vue qu'on peut toujours supposer x ^-^ ou même or < ^. Dans le cas de a: = ^9 le terme B,sa?'' ne vaut pas trois unités décimales du onzième ordre ; dans le cas de O! = ^ , il n'en vaut pas une du quinzième. Au surplus , quand on est parvenu aux derniers termes de la formule, ces termes forment avec les suivans une progression à très peu prés géométrique; de sorte qu'il est facile de tenir compte des termes qui restent k calculer.
86. La valeur de la constante C a été calculée par Eiiler ( Calcul différentiel , page 1 44) j ^u moyen de la suite harmonique i + ' + 0 • • • + -j dont la somme M (;r) est donnée par la formule
M(*)=C + £x-f-^-^ + ^,-^-Hetc., (25)
A', B', C, etc. , étant la suite des nombres Bernoulliens. Appliquant cette formule au cas de or = 10, on a, par la sommation effective^
M = 2.92896 82539 68255 96825, etc., et par la sommation approchée,
M = C -|- 2.55175 «5890 66721 1076; de la on tire
C = 0.57721 56649 oï532 8606,
valeur qui s'accorde, dans les i5 premières décimales, avec le résultat donné par Euler.
La valeur de C peut se calculer aussi par l'équation (23) , en faisant soit X = I , soit a: = î^ il en résulte ces deux expressions :
I— C = ;/2H-i(S,— i) +i(S5— 1) +^(S,— 0 +etc., i_C=: Il H-;(S3-i)i+i(S5-i)T^+KS,-i)gî,+etc.;
substituant les valeurs des quantités S3, S5, S,, etc., données par la table du n**. 83 , on trouve
par la première expression C = 0.57721 56649 01 532 85, et par la deuxième C = 0.57721 56649 oi552 861,
ce qui s'accorde aussi bien qu'il est possible avec 'la valeur déjà trouvée ^ et on voit que celle-ci est exacte jusque dans la dix-huitième décimale. Il suit de là que les valeurs des transcendantes Sj , S5, S, , etc. , contenues dans la table
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citée, sont exç^ctes, et qu'on poiut les employer avec confiance dans le calcul des quantités F.
87. Pour faire voir , par un exemple , l'usage de la formule (24) > f^ropqsonsnous de déterminer le minimum de la fonction Fa. IXous savons qqç ce minimum di lieu à peu près lorsque /2 = i .4616; nous filions donc chercher ]a valeur de log F (i -|-a:), en faisant a: ?= 0.4616. Ce cas est l'un deis moins favorables pour la convergence des suites; mais il pourra servir de type pour les calculs semblables 911 l'approximation s'ohitiç;ndra avecj>lvis de facilité.
sin'Tfar.
DiS*. • • a. •
Diff...
o*497i4 98726 94i3 9.66426 58ooi 4768
Pour les termes suivans 89
Somme... 0.00294^65912 6265 A... 9.95018 57658 7518
/F(i-l-a')=9.94723 91746 ïo55
Diff. • .
t8 8-99^79 74qo
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▼aleor
née «ss 0.4616, calculer les ooeffiTciens différentiels ^ , -1^ f-^fylâébuA
mis pour /r(i -f- x).
n conviendra, poor cet objet, de revenir à la première des équations (aa). Cette ëqoation , légèrement modifiée et adaptée aux logarithmes ynlgaires ,
donnera, en &isant toujours B. =: — (Sb — <)} les formules suivantes :
Z = — / (i -f- *) + Ba: + B.a- — Bja:» + B^ar» — BiX» 4- etc. , ^=3— p^+B-f-aB,x — 3B,«'H-4B<«» — 5B,a:« + etc. ,
^= ^_^.+aB.-6B,«H- laB^a- -aoB^'-hetc. ,
ô-^= ^-^+4B4-aoB.x + etc.,
etc.
Au moyeu de ces formules , ou trouve , pour le cas dont il s'agit ,
gn = — O.OOOOI SSoqS 33 ,
Désiguant ces trois coe(Eciens différentieb par — /*, g^ — h, respectivement, on aura
Au point du minimum , la dlfTérentielle de cette quantité prise par rapport à (» doit être nulle , ce qui donne pour déterminer où l'équation y*^ gcù -|- 1 hoà^ ^ o. Et comme y*est très petit par rappdtt à ^ et A , on en tire
m = - (\ -\- ^\ et le minimum cherché = Z — ^ gt»^ -4- j hm^.
Substitu^n t les valeurs trouvées de^^ g^ h^ on aura o» = o • ooooS 2 1 45 1 i o5 , et la correction qu'il faut appliquer à Z = — * o b 00000 00002 1713. On peut donc fixer comme il suit le minimum de la fonction Fa ,
a = I. 46165 2i45i io5 log Ta = 9.94723 9*743 9340.
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89. Pour faciliter l'usage des formules précédentes , on joint ici une table des valeurs des coefficiens B» et de leurs logarithmes , calculés jusqu'au quin-« ziéme terme , ce qui est plus que suffisant pour les applications où l'on n'a pas besoin de plus de 1 2 décimales exactes dans la valeur de Ic^ T (i +a:).
logB..
o.oo32o 75040 58
o.ooo5i 80064 4^
o.ooooi 951 12 17
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CHAPITRE X
Recherches ultérieures sur les propriétés des Fonctions r.
90. L4ONSIDÉHONS la fonction (p(pe) exprimée par la suite infinie T. U. , 74
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dans laquelle bous supposoas j:< i ; ai on développe celte quantité soir les puisunces de 07, et qu'on désigne, comme ci-deasos, par S, la wm des puissances réciproques du degré n, des nombres oatarels, oa aura
^jc) = S,^ — Sp:" -+- S^x* — S»x* H- etc. Mab par l'équation (i8), on a
iogr(i4.x) = — Cx+jS.a:' — iSj^r'-t-jS^ar* — etc.; diSërenciant celle^ et comparant-le résultat à la valeur de f (x), on en I
d*où Ton voit que la suite désignée par <p(a:) peut être sommée îmmédiai ment, au moyen du coenficient dilFéreotiel de la fonction log r(i-^J puisque d'ailleurs G est une constante connue (art. 86).
Observons que la fonction ^x) peut être mise sous la fijrme
■ alors on voit qu'elle est la diflerence de deux suites qui ont l'une et l'aul une somme infinie, mais qui étant ainsi retranchées terme à terme , l'une Tautre, laissent pour reste une quantité finie. Gette quantité est d'ailleurs même qui a été désignée par C* — N, (art. 8i}, et elle représente par co séquent aussi la somme de la suite harmonique
gi. Puisqu'on a généralement
(- ii.)+e-,-i->a-sT-.) +-• = c + '-^^^ï^ .
on trouvera, par des difierentiations successives , les sommes de différeni séries, savoir :
(TP^-r (> + .)' "'"(T+ï)'-'- (4+,)" ■•■ ""^- — ; 3?—
etc.
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Et en général, si l'on désigne par 4a(i ~f~^) 1^ somme delà suite infinie
on aura
de sorte que les sommes de toutes ces suites se déterminent par les coeffi* ciens différentiels successifs de la fonction /r(i 4* ^)} îl &ut seulement excepter le premier terme '4/|(i -f-^)) d'où l'on a déduit tous les autres, et qui
ne se détermine par ^^T - , qu'en ajoutant la constante infinie. ••
iH-7 + î+i + etc.
Représentons par (a, /i)"* la somme de la suite infinie
si l'on fait a^nXy cette suite devient
Ainsi en faisant a:= -, l'expression générale de ]a transcendante (a y /»)" sera
(«, ») = ;iS.4-(^) — ,.a.3...m-r • ïï= • ^P^- On peut encore remarquer qu'en faisant
on aura en général Ç,(a:) + %}/.(i + j:) = const. = S.; donc
C'est simplifier la théorie de ces diverses transcendantes, cpie de faire voir qu'elles dépendent d'une même fonction rr(i +ar) et de sescoefficiens différentiels successifs.
93. Considérons maintenant d'une manière particulière l'équation
que nous mettrons sous la forme
La •
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àdlrx_ i 1 , I , L-.J-etr f^i-)
Cette formule est le principe d'où nous allons déduire de nouveaux théorèmes, qui serviront à perfectionner et même à compléter entièrement la théorie des fonctions F.
Soit pour abréger, f{x) la fonction qui forme le second membre de l'équation (27); si l'on met ao? à la place de or, on aura
dans la suite renfermée en parenthèses, les termes de rang impair ont pour somme fÇx), et les termes de rang pair ont pour somme f{^ -f- or). Ainsi on a
or l'équation (la) donne f{x) = ^î, /(i+ x) = ^£.'*"\/(3a:)=
— 7Xr"^> substituant ces valeurs, il vient
ddlr (aur) ddlrx cM/rQ-t-j)^
multipliant par dx et int^rant, on a
flttr(2j) _ d/rx , cf/r(| + x) ~û5 "^ d[r **" dx ■*"*•
Multipliant encore par dx et intégrant , il vient
logT(2x) = log Tjc 4- log r(i + o:) + «or + ^,
ou, en passant des logarithmes aux nombres ,
TxT (^ + a:) = A^** F (2^^-).
H reste à déterminer les deux constantes A, 01, introduites par l'intégration. Pour cela, soit x infiniment petit, on aura rx:=:-et T(2x)=: — ;doDc
A = 2rî. Soit ensuite a? = 7, on aura Ae""**=r7, donc a» *= 2; donc l'équation générale est
TocT (1 + x) = r (20:) . 2' -^' r^. (28)
Nous retombons ainsi sur l'équation (9) déjà démontrée de deux autres manières; mais la même méthode va nous faire découvrir de nouvelles propriétés.
g4. En appelant toujours f{x) le second membre de l'équation (27) , si
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l'on met 5x à la place de x, on aura
La suite contenue dans le second membre se décompose en trois autres ,
savoir j
donc on a
Remettant au lieu de f{x) sa valeur , , , et semblablement pour les autres termes, il vient
Intégrant cette équation deux fois consécutives, on obtient pour résultat
TxT (i +ar) r(f +x) = T{5x).Ae-^.
Pour déterminer les deux constantes A et et y soit, i^. x infiniment petit ,
3ir
on aura A = 3r jFf = -r — p- = asr v/3; soit, 3*. xsj, on aura..v Ae"3* =rjr| = 3 A, et par conséquent e*= 5^. Donc on a l'équation
r^r a + a:) r(H- x) = iiTT . 5'-^* r(3:r) : (39)
c'est la quatrième propriété générale des fonctions F.
95. Si l'on considère semblablement la fonction y*(5ar) , et qu'on décompose la suite qu'elle représente en cinq autres, provenant des termes comptés de cinq en cinq, à commencer par le i^% le 2^, le 3% le 4^ et le 5% on obtiendra l'équation
/(5a:)=-^[/x+/(i+a:)H-/(|+*)+/(H-x)+yrf+*)], ce qui donne l'équation différentielle
. ddtrQ+x)_, ddlrd+x-)
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dont l'intégrale est
rxr(i+a:)r(f+x)r(|+«)r(H-x)=r(5*).
Pour déterminer les constantes A et «e, on fera successivement x infiniment petit et or = y, ce qui donnera
A = 5rf rf r|r|, Ar^=rir| r I rf = i A}
donc e* = 5* : ensuite on a par l'équation (3) ,
ce qui donne A = = l^^^. Donc enfin la fonction F satisfait
sm^sm-T-
encore à l'équation.
rxr(f+a:) r(* +x)r(H-x)r(f4-jc)=r(5a:).(27r)*.5*"^': (5o)
c'est la cinquième propriété générale des fonctions F.
g6. Il est facile de voir qu'on peut généraliser ces résultats et les com * prendre dans une même formule. En elFet , n étant un entier quelconque , la valeur âiêf{nx) pourra se décomposer ainsi ,
il en résulte l'équation dilTérentielle
ddlT (jix) ddJTx \n^ J \ n J
dx dx^ ^ dx^ ** 3j? '
dont Tintégralc iinie est
XxY (f^+^)r (^+^). • . • r(2^~ 4-»)=r(/u:) . Ke-^.
Pour déterminer les deux constantes A et a , faisons successivement x infiniment petit et x = - , nous aurons ces deux équations
A = »rir-r-.., » » »
Ae~» = ri-r-r-....
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]a dernière donne immédiatement e^ s= n". Pour avoir la valeur de A , il faut distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair.
Soit, I^ 72=2771, les fonctions T-, T- r ~ , r ^"" ' auront
un terme moyen F î = ^^ic , et les termes également éloignés des extrêmes étant complémens l'un de l'autre , leur produit sera donné par l'équation (5); et on aura pour le produit total de ces fonctions ,
. w 2flr » Sx , m— 1 . «• . 2W Ar m-^i
sm - sin — 8in — . siq — x sm - sin — sm *— . . . .sm • »
Mais en faisant z infiniment petit dans la formule qui termine l'art, vl^o y Introd. in An. inf. , on trouve
sm- sm — sm — sin ^= a ^ 1/7»;
ce qui donne, dans le premier cas,
ri rî r- r^^^^ = (a:T)^«"',
et par conséquent
A = (a-TT) » 71».
Soit, 2''. 7i = a'7iH* I9 il i^'y d^^u^ point de terme moyen dans la suite r -, r -, r - r ^— -^; mais les termes Clément éloignés desextrémes
étant toujours complémens l'un de Pautre , le produit de toutes ces fonctions sera
«r * . 2«" . miF . ir . a» , nur* "*
sin — sm — sm — sin - sm — sm —
D'une autre part , la formule citée d'Euler donne , lorsque n est impair^
sm - sm — sm — • • . • . sm — = 2 * 7»* ;
donc on a encore dans ce cas ,
rirîr? r ii^ = (a^r)^ »-%
et par conséquent,
A = (air) » »'.
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Donc , quel que soit le nombre eutier n , on aura g^éralement la formuli
rxr(;;+:c)r(î+«)... r(i^+x)=rtnx).(OT)'^ »«-~...
97. Cette formule très remarquable comprend comme cas particuliers formules (28) > (39) et (5o); elle eu donnera tant d'autres qu'on voudra prenant pour n des valeurs en nombres entiers au-dessus de 5.
Il est bon néanmoins d'observer que les fonnules qui résultait de Vét tion (3i), en prenant pour n un nombre composé, ne sont que des cm queuces de celles qui ont lieu en ne prenant pour n que des nombres 1 mîers, et qu'ainsi il suffit de considérer ces dernières , en donnant à n les leurs successives 2, 3,5, 7 , 11, etc. On obtiendra encore de cette man: une iufioité d'équations auxquelles les fonctions V doivent sati^fâii^ , et donnent les moyens de multipliera l'infini les comparaisons et les réductî dont ce genre de transcendantes est susceptible.
98. Nous observerons encore que dans les usages de la formule (3 1) el
toutes celles qui en dérivent, on peut se borner à faire x ^-jcar &il*on 1 — h ^ Â la place de x, la formule qui naît de ceHe subsUtutïon ne difi
pas de la formule (3i); de sorte qu'on n'obtiendra entre les fonctii r que les mêmes relations qui peuvent être obtenues en supposi
99. Nous pouvons même aller plus loin , et démontrer qu'il suffira faire x < — , parce que l'équation qui viendrait en supposant a:= — -4. ne diOërera pas esseutiellement de celle que donne la snppositi
En effet, si l'on {ait successiremeut ces deux substitutions dans l'équ tion (3 1 ) , on aura
r (à+'Hl+^X^)- ■ ■rC-=^+«)=r(}+'.»)(»*)'^ »" r a:-)<è-»)r(r-»)- • .T(^'-^yra-n.)i..y? „-
multipliant ces deux équatioas entre elles , et observant que chaque fon tion r dans une équation, trouve son complément dans l'autre, on au pour le produit total cette équatiou ,
CHAPITRE X
laquelle en faisant -^ + «9r= z , peut être mise sous cette forme ,
sin «2=2— sin z sin (^ + 2) sin (21 4.2^. . . .^^QlZl nc+z):
c'est Fëquation déjà citée de Part. 340, Introd. in An. inf.
De là on voit que les deux équations obtenues en faisant a: = — 4- « ,
•a: es — — « , ne donnent qu'un seul et même résultat , et qu'ainsi dans l'application de l'équation (3 1) , il suffira de faire x<—. On peut remarquer encore qu'en faisant c» = o, on a la formule
r— 1— r — r zszi^nc) « ri,
laquelle se déduirait aisément de la formule générale
100. 11 ne sera pas inutile de rassembler ici sous un même point de vue^ toutes les équations qui contiennent les propriétés générales des fonctions F. Yoici ces formules , accompagnées des lettres qui serviront dans la ^uite à les désigner.
(A) ra:= 1.3.5. . ..(a:—- 1)^
(B) r(i+x)=arra:,
(C) ra:r(i— ar) = -:-2:-.
A A'!kx
(D) YxT G + Jc) = r (aar) . (ott)» 2 •
(E) ^a:^(i+x)^^H-ar) = ^(5a:).(2STV3^-^^
(F) ra:r(i+^)r(|+ar)r(f + x)r(| + a:)=r(5a:).(2^)*5^-y
(N) ra:r(i+a:)rQ+*)...r(îi:=iiH-x)==rM^
Ces équations offrent une infinité de manières de comparer entre elles les fonctions Ty et d'opérer toutes les rédactions que leur nature comporte. Ou
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peut démoDlrer, par exemple, qu'il suflil de connaître la fonction F dans une petite partie de la première période, pour i)ouvoir déterminer cette fonction dans tout le reste de la période. On peut aussi considérer parmi les fonctions TXy celles qui se rapportent aux diverses valeurs rationnelles de x qui ont un même dénominateur, et se proposer de réduire toutes ces transcendantes au moindre nombre possible. De là naissent diflférens problèmes curieux qui jetteront un nouveau jour sur la nature des fonctions F , et sur lesquels nous allons donner quelques reclicrches.
<WI(l>l>WWM^»W»»»<W^^^<W»»<^>»%^<»»»^(W»WM<WMW<»¥»»<%»W<IM^»<»»»^»»>%lM<»^^ <^^^fc% n/t^mtMtttMMki
CHAPITRE XI
Oh Von proiwe que les fonctions F peus^ent être détenninées rlans toute l'étendue d'une période ^ pourvu quelles soient connues dans une petite partie de cette période.
l'Oi. J^ ous nous proposerons d'abord de faire voir qu'au moyeu de l'équation (D), il suflit de connaître la fonction \x depuis x = o jusqu'à a: = ^ ; pour pouvoir déterminer cette fonction dans tout le reste de la première période , depuis x = :^ j usq u'à :r = i .
Comme il s'agit ici non d'eflectuer la solution, mais d'eu démontrer la possibilité , nous ferons usage de quelques signes propres à abréger les calculs. Pour cet effet , désignons log Tx par (x) , les équations (C) et (D) pourront
s'écrire ainsi,
Les seconds membres de ces équations étant des quantités connues lorsque x est donné 9 nous les représenterons par la lettre d^ initiale du mot donnée , qui désignera également toute quantité composée de termes connus. Nos deux équations peuvent donc se représenter par la notation suivante,
(C) (a:)+(i— ar)=J,
CHAPITRE XL
Cela posé, si dans l'équation (D) on fait xs=j-{- et, on aura
Mais par l'équalion (C) on a (| + «) = — (^ — *) + <i, et par l'équation (D), (î •+■ 2a) = (4») — (aa) + d; donc
Tant qu'on aura et < -j^, cette équation déterminera la fonction (x) ou (4+*) par d'autres fonctions où x est moindre. Ainsi en donnant à (t toutes les valeurs depuis A=zo jusqu'à a = -^, on connaîtra la fonction (x) depuis or = ^ jusqu'à x=z^.
I02. Par exemple, soit j:=s^, ou *== ^, on aura
(fj = Cf.) + G) - (i^) H- '^z
ainsi la valeur de (^) est composée de quantités connues. Soit encore a: = ^ ou a = -^j on aura
Dans le second membre, la fonction (^) n'est pas donnée immédiatement, puisque (i^) est >> ^ ; mais on aura sa valeur par la même formule , en faisant a = ^— 4 = ^jce qui donne
d'où l'on voit que (^) deviendra entièrement connu.
I o3. Lorsqu'on fait ^ = j ou oi = 7^ , la formule précédente ne détermine pas la fonction (j) j mais alors les équations (C) et (D) donnent immédiatement
a)H-(f)=rf, (è)+a)-(i)=^;
d'où l'on tire la valeur cherchée
Connaissant la fonction (x) depuis a? = o jusqu'à xss ^ , il reste à la déterminer depuis x=il jusqu'à a: = |. Or, par la combinaison des équations (C) et (D) , on a la formule
Si l'on donne à * toutes les valeurs depuis a= o jusqu'à « = |, le second membre sera connu ; ainsi on aura la valeur de la fonction (x) ou (î — *)i
depuis xz=l jusqu'à wC ss ~.
448 mrÉGRALES EULÉRIEINNES,
On peut donc déterminer la fonction Fr pour toute valeur de la racine x, pourvu qu'on connaisse cette fonction depuis x = o jusqu'à a:=s ^.
Ce problème revient à celui que nous avons résolu dans l'art. 53 ; mais la méthode précédente fait voir plus clairement la posnbilité de la solution.
io4« Il ne serait pas difficile d'ailleurs d'obtenir les solutions effectives, en réalisant les quantités désignées par d; on trouverait alors les trois équations
(4 + a)=(i-a)-(2*) + (4«) + a + aa)/3 + /sina — «)^,
La première servira à déterminer la fonction (x) depuis x = ^ jusqu'à jr ^ j ; la seconde déterminera la fonction ^ ; et la troisième servira à déterminer la fonction (x) , depuis x = j j usqu'à x = î . Enfin , d'après ces données y l'équation (C) servira à déterminer la fonction (x) , depuis x =: { jusqu'à x= i.
io5. Puisque l'emploi des équations (C) et (D) donne les moyens de réduire à ^ la partie de la première période où la fonction Tx doit être connue, afin de déterminer cette fonction dans la période entière, on peut conjecturer de là que si à ces équations on joint l'équation (E) , il sera possible de rér duire ultérieurement à ^ (i — ^) ou | , la partie de la période qui sert à dé^ terminer tout le reste. C'est ce que nous allons yéri6er par une analyse semblable à la précédente.
Supposons que la fonction (x) est connue depuis xso jusqu'à xss^; d'après l'équation (E) on aura
(!+«)+ a+«)-i-M+«)--a+5«)=rf.
Mais l'équation (D) donne (i -|- «) = (2«b) — (ot) + rf, (i-f-3«) = (6«) -- (3a) + dy et l'équalion (C) donne (1 + a) = — (i — *) -f. </j on a donc la formule
G+-*) = (è — «) + (*) — (2a) — (5a) + (6a) + rf:
Tant que 6* sera plus petit que g^ + a, ou tant qu'on prendra a < ^^ cette équation donnera la valeur de (x) ou fj-t-a) par des fonctions dont la racine est moindre. Ainsi on connaîtra la valeur de la fonction (x) depuis X = ^ jusqu'à X = |.
La formule précédente ne détermine pas la valeur de la fonction (j) j mws par une autre formule que nous donnerons ci-après (art. 1 16), on a
106. Il reste à déterminer la fonction (x) depuis x= j jusqu'à x=i.
CHAPITRE XI
Pour cela, soit d^^-f-z, l'ëquation précédente deviendra
Pour faire usage de cette formule, U faut supposer connue la fonction (?+is} depuis 2=5 0 jusqu'à z=z(ià, e^ étant une quantité aussi petite qu'on voudrai. Alors donnant à z toutes les valeurs depuis z s: o jusqu'à z = ^^ on connaîtra la fonction (x) ou (y ^ôz)^ depuis xz=j jusqu'à j: = j.
On peut aussi ne faire usage de la formule précédente que depuis zc=o jusqu'à z=^, ce qui fera connaître la fonction (x) depuis ^t=| jusqu'à ^r=|. On déterminera ensuite cette fonction depuis J?= j jusqu'à ^=7, par la formule
Cette solution est fort simple, puisqu'elle est fondée sur une seule formule mise sous deux formes différentes ; mais elle suppose qu'outre la partie de la période connue depuis ^=0 jusqu'à ^=f, on connaît encore la partie comprise depuis xs= j jusqu'à x=:^^€^, (ù étant une quantité qui, à la vérité, peut être aussi petite qu'on voudra, mais qui ne peut être tout-à-&it anéantie. Yoici un autre moyen de résoudre le même problème, en supposant connues deux parties de la période non contiguës, mais telles que leur somme se réduit précisément à |.
107. Supposons la fonction (x) connue dans deux parties de la première période, savoir, depuis ^rso jusqu'à x^=^y^^ et depuis xzsz-^ jusqu'à x=-^: ces deux parties réunies font une somme égale à ^; et pour déterminer la fonction (or) dans tout te reste de la période, il faudra exécuter les opérations suivantes:
I •. Par les formules (E) et (C) , on a
le second membre est connu depuis et = o jusqu'à «= ^, ainsi on connai* trala fonction (x) depuis x=q jusqu'à x^=^\. 2^. D'après les équations (C) et (D), on a
C4-0=C-5->C-1ïO+*
le second membre est connu depuis a = o jusqu'à «:= ^; donc on connaîtra la fonction {x) depuis xs= o jusqu'à j? = ^.
3"*. Mettante — i à la place de a, dans l'équation précédente ^ on en tire
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le second membre de celle-ci est connu depuis a = o jusqu'à a =s ^ ; donc on connaîtra la fonction (x) depuis a: =-^ jusqu'à a: = ^.
Par ces trois premières opérations, la fonction (x) devient connue depuis xsszo jusqu'à x=j^y et depuis JC = ^ jusqu'à ar=="^. Il faut maintenant remplir la lacune que laissent ces deux espaces, depuis x^ ^s V^' qu'à X = ^ , ou depuis x = j — 7^ jusfju'à or = f-f- 7^0-
4*. D'après l'équation (D) , on a
les termes (1^ + «) > (j + 22) peuvent être remplacés par leurs complémens — (7%— 2)* — ff^^^z); ensuite par l'équation (D), le terme (| — az) peut être remplacé par (5 — ^z) — {j^ — 22). On aura donc
Dans cette équation , le second membre sera toujours connu , pourvu que :: positif ou négatif ne surpasse pas xô*
Cela posé, donnons à z toutes les valeurs depuis z =5 ^^ jusquà .2 = 7!^; la fonction (^-^4^) ^^t connue dans cet intervalle; ainsi on connaîtra la fonction {x) représentée par (j+2), depuis « = j-f-^Yô jusqu'à X = j-f-7fô» Donc l'intervalle où la fonction (je) reste inconnue ne s'étend plus que depuis J: = j — 7^ jusqu'à a: = j-f- 77^.
Donnons maintenant à 2 des valeurs négatives, depuis 2 =*— ^ .7^ jusqu'à 2 = — 7^; la fonction (I — 4^) ^^^^ connue dans cet intervalle, ainsi on connaîtra la fonction (j+ 2) depuis z ==— ^^ jusqu'à s = — 7^ ; de sorte que l'intervalle où la fonction (x) reste inconnue se trouve de nouveau resserré entre ^= j — ^^ et a: = j + 7^.
On continuera de procéder de la même manière, en attribuant à z des valeurs alternativement positives et négatives. Si l'intervalle inconnu s'étend d'abord depuis ^=^ — « jusqu'à a;=3 j+ 4û>, une première opération resserrera cet intervalle entre les limites x=z\ — û), a:=j-+.-û>; une seconde opération le resserrera encore entre les limites x = j — — cà et a:=5 j -j-^«, et ainside suite. D'où l'on voit que l'intervalle inconnu finira par s'anéantir dans la limite a: =3 j ; et en ce point on aura , toujours d'après la même formule ,
5*. La valeur de la fonction {x) étant connue depuis or = o jusqu'à ^== "^ > po**r la trouver depuis a: =a ^ jusqu'à a: :s ^, on fera usage de la
CHAPITRE Xll
formule
1 08. On voit donc qu'il est possible de déterminer la valeur de la fonction TXj dans toute l'étendue de la première période, et de là pour toute valeur de x, pourvu qu'on connaisse cette fonction dans une partie assez petite de celte période.
La partie qu'il faut connaître est ^ , quand on ne fait usage que de l'équation (C) ; elle se réduit à ^ , lorsqu'on fait usage des deux équations (C) et (D), et elle se réduit de nouveau à ^, lorsqu'on fait usage des trois équations (C), (D), (£). Elle se réduirait ultérieurement en faisant usage de l'équation^ (F) et des suivantes ; mais la proportion de cette réduction et la distribution des parties qui conduisent à la plus grande réduction, pouri*aient faire l'objet d'un geiu*e de recherches analytiques qu'il ne nous paraît pas nécessaire de continuer plus loin. Pious nous contenterons de remarquer que les fonctions F se rapprochent, ])ar ces propriétés, des fonctions circulaires, logarithmiques et même elliptiques, qu'il sufiit de connaître dans un intervalle aussi petit qu'on voudra, pour pouvoir les déterminer dans toute leur étendue.
»>%»»M»v»fc%v»»v»vvw^wv»»w^%i%%^(V»%%»»w»\^vv»^wvv^v^^%^rv^»»\»»\»^»^w%i»^v»vt^^v»»»^w»v^
CHAPITRE XII
Formules pour réduire au moindre nombre possible les trans-
étant un nombre entier donné.
cendantes contenues dans la suiteY - ^ F -^ F - F ^ ^
109. Oi n est un nombre premier^ on ne pourra faire usage que de l'équa* tion des complémens (C) , et les transcendantes dont il s'agit ne pourront être réduites à un nombre moindre que | ( /i— - 1)« Mais si n est un nombre composé, chaque facteur premier de/» donnera lieu à l'application deceUe des équations (D), (Ë), CE), etc., qm est relative à ce facteur^ et il en
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résultera des réductions d'autant plus multipliées, que n aura plus de fac-* teurs simples.
Si n est divbible par a | on pourra appliquer l'équation (D) , dans laquelle
on fera successivement x=s-, x=-, ^=-, etc., jusqu'à x = j ce qm donnera autant d'équations de condition entre les fonctions F - , F - , F- F "^ . On se borne à chercher des relations entre ces fbnc-
lions ^ parce que les suivantes, jusqu'à F , se déduisent de
par l'équation (C), excepté F j, dont la valeur est connue.
Si n est invisible par 5 , on fera l'application de l'équation (E) , en don-
nant à x les valeurs successives -, -, - . • • • jusqu'à g exclusivement , ce
qui donnera de nouvelles équations de condition.
On fera un semblable usage de l'équation (E) , si n est divisible par 5 ; de réquation (F), si n est divisible par 7, et ainsi de suite.
On aura de cette manière toutes les équations de condition qui serviront à rédmre au moindre nombre possible les transcendantes F - ,
F - F — — , et qui feront connaître en même temps celles de ces
fonctions qui sont nécessaires pour exprimer toutes les autres.
iio. Considérons pour premier exemple le cas de /i=i2j et désignons,
pour abréger, log F ( — j par ZA:; la question est de réduire au moindre
nombre possible les transcendantes Zi , Za , Z3, Z4> Z5; et pour cela nous aurons à faire l'application des équations (D) et (E) , puisque n a pour facteurs premiers 2 et 3.
Les valeurs à substituer dans l'équation (D) se réduisent à deux seulement, x=^j x=fy , parce qu'on doit supposer a: < ^; il en résulte les deux équations de condition
Zi 4- Z7 — Za = ^/tt + |/a, Za + Z8 — Z4 = i ftr + ± I2.
Au lieu de Z7 et Z8, il faut introduire les complémens Z5 et Z4, ce qui se fera par l'équation (C) , qui donne , en &isant y^tt^zcù j
Z5 + Z7 = l-r^ = l'7C + a/a + / sin t», Z4 + Z8 = /5^ = /^H- /a -.1/5.
CHAPITRE XII
Cette substitution donnera
Z5 = Zi — Za+i/^ + f/a + /sinû>,
L'équation (D) ayant fourni deux équations de condition, on voit que les cinq transcendantes dont il s'agît se réduisent à trois, qui sont Zi , Zs , Z3 j et cette solution est dans le fond la même que celle de Part. 1 8 , où
l'on n'a fait usage que des équations qui , pour les fonctions 0--J , répondent aux deux équations (C) et (D) relatives aux fonctions F. Mais l'application de l'équation (E) , due au facteur premier 3 , fournira encore une nouvelle réduction.
Puisqu'on doit prendre x < | , on n'aura à substituer dans l'équation (E) que la seule valeur x =2-^^ ce qui donnera l'équation de condition
Zi + Z5 + Z9 — Z3 = /(a^) + ^/3;
mais par l'équation (C) on a Z3 -f- Z9 =s / . ^ ^ et + ^ /a ; donc
Zi + Z5 — 2Z3 = ^/a+^Z3.
Substituant dans celle-ci la valeur de Z5 exprimée par Zi et Za, il viendra
Z3 = Zi — JZa + ihr + |/a — i/S + ^/sine»;
d'où l'on voit que les deux transcendantes Zi , Za suffisent pour déterminer toutes les autres : c'est le dernier terme des réductions qui peuvent avoir
lieu entre les diverses transcendantes désignées par T — •
m. Nous avions déjà atteint ce terme dans l'art. a4; mais nous n'y étions parvenu qu'à l'aide de diverses intégrations fort compliquées. En vertu de ces intégrations , on a déterminé le rapport des deux quantités M, , Ms , comme il suit :
rji = a3 O-* COS €0 = — : .
Or, par la formule du n** 4'j,on sl
M. = œ = ^it^,
donc
M« = (I) = iîri M. __ /rjVN £i T. IL 76
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égalant les deux valeurs de^, on pourra dëterminer T-^ par le moyen des
deux transcendantes Tir, T-^^ et on obtiendra ainsi, dans la notation précédente,
Z5 = Zi — IZa + ifcr + J/a — |/5 + i/sin«,
valeur qui s'accorde entièrement avee celle qu'on a déduite de l'équation (E).
Ainsi le résultat qui avait été trouvé presque fortuitement par des intégrations très difficiles, est donné immédiatement par l'équation (E). En général, il paraît que les seules réductions qui peuvent avoir lien entre les fonctions F, sont celles que donnent les équations (G), (D), (E) et les suivantes, lorsque l'application peut en être fiiite, à raison des nombres premiers qui sont diviseurs de n. Ges équations ont d'ailleurs l'avantage de conduire aux réductions par la voie la plus simple et la plus courte, comme on vient d'en voir un exemple ; elles paraissent donc ne rien laisser à désirer sur la théorie des fonctions F.
lia. Dans l'exemple dont nous venons de développer la solution, le calcul nous a conduits à prendre Zi et Za pour les termes avec lesquels, on devait exprimer tous les autres. Mais Z i et Za étant relatifs aux fonctions F-V y Tr^y il peut paraître plus simple de prendre pour termes de comparaison les fonctions F| et F^. Dans cette hypothèse, il faudra exprimer Zi , Za et Z5 par le moyen de Z3 et Z4« G'est ce qu'on peut faire facilement , au moyen des formules précédentes, et voici le résultat du calcul dans lequel nous
comprenons toutes les valeurs de log F — , excepté log Fj.
/Fi- = fl'i-t-/Fi-.-/^ — I/a +1/5 — i/sin^,
la 3 4 a ' '8'a la*
/r- = — /ri H- /,T + /a — -15,
la o * 2 '
n'^ = -/riH./,rH.i/.,
la
— /r4 — a'çH--l!r-t-ifa — |/5r- i/sin-.
CHAPITRE XIL
1 1 5. On a trouvé dans l'art, ao , Q-j := F* (sin 45*) = B ; or par la formule
-) qui suppose 7z=49 ^^^ équivalente à 7-^. Donc r*^ = 4Bv/7r.
De même , au moyen de la transcendante Ç-j dont la valeur est donnée
dans Part. 19 pour le cas de n= 3, on trouvera r'^= 2^ S^^C'^jCdesiijDant comme dans Part. 24 la fonction F' (sin i5^).
Mais par la théorie des fonctions elliptiques , on trouve les logarithmes vulgaires de fi et C , comme il suit :
log B = 0.2681a 72224 1^9^ 9 log C =s o .20361 53657 1262.
De là résultent les valeurs des transcendantes log F — et log F fi ^"7^)>
comme on les voit dans le tableau suivant, qui pourra être fort utile dans diverses recherches d'analyse.
log Fa.
1 1 logr(i+a).
1 ft
1 ft
1 14« On a trouvé encore (n* 22) pour le cas de /i = 8 , la fonction (-j ss 2*F'rtang gj=2*D, en faisant FYtang |^=sD,• mais la fouctionf Y)=gjJ;
donc {TjY se 8 . 2^DF^. Nous connaissons déjà F;^ , et nous avon? trouvé (06/^)
de là résulte
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log D = o.2i65i 59577 28079
logTi = 0.87702 22495 5974.
Cette valeur fait coonattre celle de r| par l'équation Ff
celles des complémens Ff et r|, par les ëquadons r| r| :
ri.
sîn^
-r-V^. Enfin Tapplication de la formule T(i+a)s=zaTa^ fera connaître les
valeur» de r(i+|), r( i + 1), r(i + 1) , r(i + 1), et du tout on formera le tableau additionnel qui suit :
log Ta.
Iogr(i+a).
II 5. Après avoir développé fort au long le cas de 11=12, et celui de 71=8, nous prendrons encore pour exemple quelques autres valeurs de n; mais ne voulant point entrer dans le détait des solutions effectives ^ nous nous contenterons d'en démontrer la possibilité, et à cet effet nous ferons usage des mêmes signes d'abréviation que ci-dessus.
Soit d'abord n = 24 » et soit désignée par (x) la quantité log T (-^ : on
connaît déjà, par le cas de n=i2, les réductions qui ont lieu entre les termes de rang pair (2), (4), (6), (8), (10), puisqu'en général l'expression
(2A) désigne IT (-7), qui est la même chose que IT (—\ Ainsi en appliquant les résultats trouvés dans le cas de ;z= 12^ on aura entre les cinq transcendantes dont il s'agit, ces trois équations :
(8) =1(4) + '?, (io)= (a)-(4) + J.
Pour obtenir d'autres réductions^ on fera d'abord dans l'équation (D) les substitutions ^ = i^ , jcsss^, x=:^, ce qui donnera
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(i) + (i5)-(a) =rf, (5) + (i5)-(6) «rf, (5) + (17) - (,o) = d.
Mettant dans ces équations, au lieu des termes (i5)^ (1^)9 ('?)> l^^^^ eoxùr plémens —(11), —(9), —(7), on en tirera
(II) = (i) - (2) +rf,
(9) =(5) -(6) +d, (7) =(5)-(io) + rf.
Ces équations font voir que sur les six transcendantes (x), (3), (5), (7), (9), (i 1), il suffit d'en connaître trois.
• Mais de plus, l'équation (E) fournira de nouvelles réductions, en y substituant les valeurs xzsz^j j? = ^ , toutes deux plus petites que |; cette substitution donne deux équations qui, au moyen des termes complémentaires, deviennent
Ci) + (9) ~(7)~(5) = rf,
(5) + Cii) - (5) - (9) = d.
Gelles-d , en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à une seule, qui
donne •
Cela posé, on voit que les deux transcendantes (i) et (3) de numéro impair , et les deux (2), (4) de numéro pair, suffisent pour déterminer toutes les autres , puisqu'on a les valeurs suivantes :
(5) =(i)~i(4) + rf,
(g) =(3)- (a)+i(4) + rf,
f,l)=(l)-. (2) + rf.
Ainsi, dans le cas de n = 2^j les quatre transcendantes T^y T^j F^ , r ^ sufiisent pour déterminer toutes celles qui sont comprises dans la même sene, jusqua r s^.
II 6. Considérons enfin le cas de a=s6o, et proposons-nous de trouver combien il fiiut de termes de la suite F^ , F^. • • • F||, pour déterminer tous les autres , et quels sont ces termes.
Désignant toujouiv ^% ^ g^ P^ C^)' ^^ pourra d'abord considérer les termes où A est un multiple de 5 , et appliquer à ces termes les formules trouvées pour le cas de i:» s=s u, ce qui donnera
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(■5)= (5)-iCio) + <i, (ao) = i(ioH-<i, (a6)= p) — (io) + <*.
Ainsi les deux termes (5) et ( lo) snfiisent poar détemiiner toutes les txBoso dantes (A) , daos lesquelles k est un multiple de 5.
Si l'on considère séparément les termes oà k est pair , on aura , par Vt ptication des équations (D) et (C) , les relations suivantes :
(ï8) = ( = ) -(4) + d, M = (6)-(.=) + rf, M= (8)-(i6) + <i, (.8) = (il) - (a4) + d, (i6) = (i4) - (38) + d.
On trouvera ensuite , au moyen des équations (E) et (C) , W + (M)-(.8)-(6) = <i, (4) + ("4) - ("6) - (.») = d, (6) + (»6) - (i4) - (,8) = d, • (8) + Ca8) — (la) — (a4) = d.
Ces quatre équations, combinées avec les six qui précèdent, offrent dei coïnàdences , et ne déterminent que huit quantités , savoir : (a8) = (a) - (4) + d, (a6) = (a) - (6) + rf, W) = (6) - (■»)+ d, (aa) =a(ia)— (a) + d, (■8) =aC.a)- (6) + i, (.6) =(4) +(6) -a (.a) H- (.4) = (a) + (6)-a(,a) + /,- (8) = (6) + (4)-Ca)+</i d'où l'on voit que les quatre quantités (2), (4), (6), (12) suffisent pour d» terminer tous les termes (k) , dans lesquels k est pair et non divisi bfe par 5. Enfin l'application des équations (P) et (C) donne
(a) + (14) H- (26) - (22) - (10) - (lo) = d, (4) + (16) + (28) - (ao) - (8) - (20) = d, et oes deox-si se réduisent à une seule, savoir :
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d'oii il suit que tous les termes (A) où k est pair, pourront s'exprimer au moyen des quantités (3), (4)> (6), (10).
1 17. Venons maintenant aux quantités où k est impur. On aura, par Vap« plication des équations (D) et (C), ces six conditions :
(29) = (l)~(2) + rf,
(25) = (7>-(i4) + ^, (2i) = (9)-(i8) + rf,
(19) = (11) - (aa) + d,
(17) = (i5) - (a6) + rf.
Ensuite les équations (E) et (C) en fourniront quatre j savoir :
(0 + (ai) -(19) -(5) = ^, (5) + (a3)-(i7)-(9)=:rf, (7) + (37) -. (i5) - (ar) = 4,
(9) H- (29) - (") - (»7) = '^^ Mais ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes:
(,3) = (3) + (7) - (9) + a(a) - a(6) - (lo) + d.
Enfin l'équation (F) donnera deux conditions qui , en vertu des relations
déjà trouvées, se réduisent à une seule, savoir :
(9) = (3) + (3) - (6) - i (10) + d. De là on voit qu^avec les quatre données impaires (1), (3), (5) , (7), jolhtes aux quatre données paires (2), (4)> (6), (10) , on pourra achever de détermijner toutes les transcendantes désignées par (k). On aura en efièt, pour les termes impairs , ces expressions :
(M) = (1) - i (loj + d,
(,5) = (5) - i (lo) H- d,
(i9) = (,)-(a) + nio)H-rf,
(ai) = (3)-(a)4-iOo) + '', {a3) = (7) + (a)-.(6)-(io) + rf,
(27)=:(5)-(6)+rf,
(a9) = (i)-.(a) + rf.
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Quant aux termes où k est piir , n<m8 avons donnj d-^essns lenr exprcM où il ne reste plus à sabsdtaer que la valeor (13) = (a) — j^to)-^d. I tft. Remarquons que le nombre des transcendaDtes nécessaires pour terminer toutes les autres, étant aommtf N, on aura
pour n = la, M =5 2 = V C* — •) (' — î)» pour B Œ 34, H = 4 =^ (i— ï) (ï— î)> pour n = 60, W = 8 e=^ (»— ï) ('— t) (»—?)•
Dans cette formation du nombre N, le &cteur r est dû à Téquation (C)
&cteur(i — {)à Fëqualion (D), le bcteur (i -~})i l'équation (£), et le fi
teur (i -^ j) à l'équation (F).
En gméral, à »,€,y, etc., sont les nombres premiers in^ux qui di
sent N, on aura
«rî(— 00- J) (■-;)'-•■
nombre qui exprime comlnen il y a de nombres premiers à n et numidi que|n.
Cette loi a été vérifiée dans plusieurs autres exemples, et il y a lii de croire qu'elle est vraie en général; d'où il suit qu'étant donné 1 nombre quelconque n , on peut trouver immédiatement combien il fa
de termes delà suite T -, T -, T-.... r "-~ - . pour détermina- tous I autre».
Ainsi si l'on rdulaît consbniire avec le moins de données possible , ui table des fonctions Ta pour toutes les valeurs de a, de millième en mîllièm depuis a =0.001 jusqu'à a^i .000, on pourrait le faire en supposai connu un nombre de termes de cette suite=ï 5oo.^.*= aoo. Si au lit de donner aux valeurs successives de n, le dénominateur commun iOo< on leur donnait le dénominateur io5o, qui a pour fitcteurs premiers : 3,5, 7 , le nombre des termes nécessaires serait ^^^ . ^ , -J . ♦ . | ^ la^ Ainsi il ne faudrait que 1 20 termes pour en déterminer algébriquemei io5o, et la Table ne serait guère moins 6idle à interpoler que dans l'aut cas.
iig. On sait de cette manière combien il Êiut de transcendantes po)
déterminer toutes les autres; mais il n'est pas aussi &cile de prévrâr quelli
sont, pour chaque valeur de n, ces transcendantes. Dans le cas de r^6<
on aurait pu penser que ces quantités, dont le nombre est fixé à huit, poi
■ vaient être les huit premiers termes de la suite T ^, F ^, T^, etc
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mais le calcul a &it voir que la fonction F ^ d(nt être exclue comme étant déterminée parles précédentes, au moyen de l'équation (8)=:(6)»f-(4VK^M*^* Cette circonstance a forcé de prendre pour huitième terme la fonction T ^. Au reste , le problème qu'on a résolu par les huit fonctions mentionnées, pourrait l'être de beaucoup d'autres manières, c'est-i-dire qu'ime ou plur sieurs de ces fonctions pourraient être remplacées par d'autres en nombre égal; ce qui ferait toujours huit transcendantes par lesqueUes on déterminerait toutes les autres.
lao. Nous remarquerons encore que les équations que nous avons trouvées pour les cas den = i2, nzsza^y /is=6o, et toutes celles qu'on trouverait de même pour d'autres valeurs de n , sont autant de théorèmes qui établissent des réductions plus ou moins remarquables entre les fonctions F.
Par exemple, l'équation (la) = (a) -— | (10) + ^9 obtenue dans le cas de n = 60 , est l'expression abrégée de ce théorème
F étant une fonction donnée de tt et de quantités algébriques. U est même facile de voir^ à priori , de quelle manière "K doit entrer dans cette fonction.
En eflfet, si dans les équations (C) , (D), (E) , etc. , on &it F^ss-^r*"* *(«), O étant une nouvelle fonction, on trouvera que ^ disparait entièrement de ces équations , de sorte que la quantité ^r*^' Tx devra être indépendante de TT dans tous les résultats qu'on tirera de ces équations.
Dans l'exemple précédent onaf — |H-J.| = ^; donc
Fi = F^(F^r-9riQ,
Q étant une fonction purement algébrique qui ne doit plus contenir w. Pour trouver cette fonction algébrique, il fendrait développer tout au long les équations qui ont conduit à l'expression abrégée (12) es (a)— î(io)*H^9 comme nous l'avons &it dans le cas de /i = xa.
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CHAPITRE XIII
Propriétés générales des Coefficiens différentiels de la fonc log Fx.
lai. jJ^Apais le théorème de TurL 39, si Ton &it
on aura
5 = _VT, o„ ^-^ = -T.
Mais par TéquatioD (5) on a T = j.,^_J-it ou logy^slrp-^tr^~~lr(p-\
donc
dirjp + g) dlrp _ -p __ r>f-'dxii—^)
*'Cp+î) 'k» J i—x'
Mettant r«a lieu dep +? , on aura l'ëquation
rflog rr diogrp rdx j^ — x'
~~s dp ■ —J T ' ~r^x ' c
à laquelle on peut donner aussi la forme
Jlogr(i + r) rflogr(i+;>)_ rjxf — xQdx . dr dp J 1—*
l*intégrale du second membre est piîse àFardiDaire entre les limites a; s=
Isa. Soit D=so et rvs^a, le coefficient différentiel — iiX£^ ;^ , . "^
duira — C d'après la formule (lÔ); ainsi ou aura
c'est rexpressiou du premier coefficient différentiel de la fonction lc^r(i-^i Ce coefficient pourra se déterminer exactement lorsque a sera un noml: rationnel, puisque sa râleur est composée de la constante connue— G
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d'une intégrale définie qui ne dépend que «des arcs de cercle et des 1(^rithmes.
Soit alors a = —, et soit a:=^", on aura
Cette dernière intégrale étant désignée par B., on aura
par conséquent pour toute valeur rationnelle a= —, le coefficient diffé-* tiel \ ' aura pour expression
da » a ■'
ce qui donne aussi
Quant à la valeur de B», on trouve par les formules connues que son expression générale est, en faisant a» =: - :
h^zzz- cûcot mcû^ — log /}---- cos277iailog(2smû))-----cos4'7}û^log(2sin:aû))----e^^^ le dernier terme devant être — - cos (/i — i)mœ log fa sin ■ "^ eoj , si n est
impair, et cos m^ log 2 , si /i est pair ; mais il faut observer que cette
valeur suppose m ^n. Dans le cas contraire, il faudrait séparer de la différentielle — •^— -v> ^^ partie entière qu'elle contient, et l'intégrer dans les limites ^ = o , ^ =s i . Le reste de cette différentielle représenté par
— • * 3"^» ? *^"rai* P^wr intégrale la quantité B^.
La même opération peut être faite d'une autre manière, en diminuait successivement la valeur de a jusqu'à ce qu'elle devienne plus petitiC x^e l'unité. On a pour cet effet les formules T(i^d)^ssaTay T(a^a)zs (i +a) aVa^ etc. , d'où l'on tire
dir{i + a) _ I dlTa .
da *"~ a da '
d^ — i+a"'"^"'" da ' etc.
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laS. Si on dMgne par ^(«)la Mouiie de la suite harmonique.....
I «f- - + I+7* •••*!"*> OD aura par Part. 8a y
La fonction ^ (a) sera donc aussi exprimée par l'intégrale définie
Cette expression se vérifie immédiatement lorsque a est un nombre entier. En efiet, dans ce cas <m anra •
et l'intégrale de ce polynôme^ prise depuis x = o jusqu'à xssz i, donne la
suite 1+^ + 5 + ^ défflgnée par p(d).
Ce résultat étendu & toutes les valeurs de a , en vertu de la ocMitinaité delà fonction 9 (à), aurait suffi pour donner l'expression de ^(a) en intégrale définie , et de là celle du coefficient diflfêrentiel 17* > qu'on aurait trouvée ainsi sans le secours du théorème de l'art. 39.
ia4- Il résulte de la formule précédente que^ toutes les fi>Is que le nombre a sera rationnel , la somme p (a) de la série harmonique pourra être exprimée par le moyen des arcs de cercle et des logarithmes , ce qui est un théorème assez remarquable.
Pour avoir la valeur effective de (p (a) dans le cas dont il s'agit^ on observera d'abord que par la natupe de cette fonction, on a
d'où il suit que la détermination de la fonction ç(a) se réduira toujours à celle d'une pareille fonction dans laquelle a sera plus petit que l'unité.
Soit alors, as— , /ti étant ^ /i, et on aura^ comme ci-dessus ».
Les cas les plus simples peuvent être calculés directement par le moyen de l'intégrale définie» Ainsi on trouve
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Lorsque a est inâtiiment petit y ou aura Cette valeur se déduirait aussi de la formule
dp ddlof^rÇ^i+a)
dont le second membre se réduit à S« ou -g- lorsque a =: o (art. 18).
La fonction ^(à) dégroit donc continuellement depuis a= i jusqu'à azsiOy elle est ^le à i dans la première limite ^ et à zéro dans la se-* conde.
Nous remarquerons qu'Euler a donné la valeur de ^(7) dans*lBon Gilcul différentiel, page 81 4» mais d'après une suite infinie qu'il ne dbmme que dans ce cas particulier.
I a5. Si l'on différencie logarithmiquement les équations (G), (D), (£), etc., on aura diverses relations entre les coefficiens différentiels de même ordre de la fonction TÇx). Et d'abord l'équation (C) donne
dira dlT(i—d) ^ ,„.
Ainsi le coefficient différentiel , . J^^ peut se déduire du coefficient
différentiel -^9 que nous regardons comme son complément.
Cette équation fidt connaître la différence de deux coefficiens qui sont complémens l'un de l'autre , et elle a l'avantage de donner cette diffiirenoe pour toute valeur de a rationneUe ou irrationnelle.
L'équation (Ss) donnerait pour la même différence, cette valeur
dira dlr(i—a) rdx «»-«—«•
da d{i —a) J s * i — * ^
donc on a
•& *^JZ^—S^ coi OTTy (56)
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fionnale qui a lieu pour toute valeur de a, et qu'il est aisé de vérifier lorsque a est rationnel. Cette formule s'accorde entièrement avec celle du n^ 35. ia6. Diflerenciant de même l'équation (D)^ et diangeant x en a, on
aura
dira , fl«r(i+a) arf/r(2a)_ ^y^
Le premier membre se compose de deux diSerences qui se déterminent par l'équation (3a) , et dont les valeurs sont
dlVa dl V (aa) Pdx x^ — x*
da d (aa) "j * * i — x ^
dlr{ï + a) dl r (aa) rdx x** — yî -^^
d{ï + a) d(aa) '~J x " i — *
Donc en faisant les substitutions, on aura la formule
'dx «- + *^"''*— 2*»* , ^ — =:a/x
De l'équation (B) on déduirait semblablement la formule
et ainsi des autres.
Ces formules peuvent aussi se mettre sous la forme suivante :
et Von peut remarquer qu'elles sont toutes contenues dans la formule générale
fysf^dx nx*^'Jx\ j , ,
1 27. Ce résultat est facile à vérifier lorsque a est un nombre entier. En eflFet, appelons F(a) le premier membre de l'équation précédente; si à la place de a on met a -|- 1 9 on aura
Itfais
/x^dx X* , rx^'-^dx ^ rru^^-^^^dx x"* , r/Jx"*"* = *— I ■ / -: et 1 -r— es— • — -I- /
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Faisant x= i dans les parties hors du signe , et retranchant une intégrale de l'autre, on aura F(a+ i)s=:F(^), et par ccmséquent F(a)=F(i). Mais lorsque a = i ^ on a
faisant ensuite x= i , on aura F(i) = /ii- donc F(a) = In. La formule générale est donc démontrée lorsque a est un nombre entier.
128. Supposons maintenant azsz^ ^p et q étant des nombres entiers, si Ton fait x =/^, on aura
FW=/(^-'^). •
intégrale qui devra toujours être prise depuisj'so jusqu'à jrszi.
Si l'on faisait^' = z, la valeur de F(a) pourrait se mettre sous la forme
c'est*à-dire que F serait la différence de deux intégrales de même forme et prises entre les mêmes limites ; d'où il semble qu'on devrait conclure que F est nulle. Mais il faut observer que les intégrales dont il s'agit sont toutes deux infinies, et que leur différence, qui peut être finie, dépend de la relation qui existe entre z et^, et ne peut être trouvée que lorsqu'on aura écarté les infinis de part et d'autre.
Pour cela , je remarque que p et ç étant toujours supposés des nombres entiers, on a, par les règles de la décomposition des fractions rationnelles,
IN étant un dénominateur qui ne s'évanouit pas lorsque ^ =: i • On aura donc l'intégrale indéfinie
/{jr) étant une fonction àejr exprimée en arcs de cercle et logarithmes, laquelle est nulle lorsque j^=so, et ne devient pas infinie lorsque j^= i. On aura semblablement
f{z) étant la même fonction de z op^efljr) est de^. De là résulte l'intégrale
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indéfinie
F=/(i^+yCr)-/(»)j
OU, en mettant/? à la place de s,
Maintenant si l'on fait / s= i , comme on peat préalablement mettre — -^^
sous la forme x +J^ "f^/** • «"f^T*"*» <^^ ^^^^^ 1& valeur cherchée
F(a) = fo,
de sorte que la fôrmule générale est démontrée a priori pour toute valeur rationnelle de a.
I ag. O>nsidéron8 encore l'intégrale prise depuis x s o jusqu'à x^ i^
si on la met sous cette forme composée de trois parties
la première partie en vertu de l'équation (55)« . .ss — G — - Z'a^ la seconde s= log #71 ; il reste donc à trouver la troisième partie
et on aura T= — G — Z'a + log iw + V.
Lorsque n est très grand, on a Z' (i + '^) = log n y et par conséquent
■ <£r = G -f- log /». Mais la formule (Sy) donne en général
donc
Mettant x^ au lieu de Xj les limites de l'intégrale seront les mémes^ et on aura
Adx I «î ds\ V
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Mais n «tant infiniment grand , on a j:" ^ i — - log - , donc
c'est la valeur de l'intëgrale V , telle qu'elle a été donnée par Euler {Nova Acta Petrop. , tome IV).
Si on la substitue dans la valeur de T , ou aura
— \ := log m *— Z a.
i5o. Pour revenir à la fonction— j—, que nous pouvons représenter par
Z\a) , on voit que les équations (C) , (D) , (E) ,' etc. , ne font connaître aucune propriété particulière de cette fonction , et qu'elles conduisent seulement à des formules relatives aux intégrales définies. Il ne reste par conséquent à considérer d'autre propriété de cette fonction, que celle qui est contenue dans l'équation (Ss), et qui consiste en ce que, toutes les fois que a sera rationnel , la fonction 2!{a) pourra toujours s'exprimer par la constante *— C jointe à une quantité qu'on peut toujours évaluer par arcs de cercle et par logarithmes.
Nous avons traité fort au long des réductions qui peuvent avoir lieu entre les fonctions log Ta ou Z(a), lorsqu'on donne à la racine a les valeurs succès-
sives -, - • - . • . — ^-. Un semblable problème n'a point lieu relativement
auiL fonctions Z'(â), puisqu'elles sont toutes déterminables, ainsi qu'on vient
de le dire. Passons donc aux coefficiens difierentiels du second ordre —rr- 1
que nous désignerons semblablement par Z''(^).
i5i. L'équation (Ss) étant différenciée par rapport k p, donne, en mettant a au lieu àep^
ddtra
^7n C'^-'dxl^
aCTa ^^^ i X
Développant la différentielle du second membre en série, et intégrant les diffArens termes d'après la formule de l'art. 3i , on aura
ddlra ' I
«•"^fa-f-iV"**
etc.
da* (^ ^ {a+iy ' (a + a)*
T. II. 78
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Cette formule et celle qu'on pourrait en déduire par la difiërentiation , sont les mêmes qui ont été données dans l'art. 1 5 ; et comme on ne con-
naît aucun autre moyen d'obtenir Finlégrale / — ^I — > ^^ "® résultera
de l'équation (3a) aucune propriété des fonctions 71' (a). i3a. L'équation (55) étant (UfiPérenciée , donne
d'où Ton voit que la fonction Z''(i —a) se détermine par la fonction Z*'(a)y qui en est le complément.
Lorsque a^s\ ^ la formule précédente donne Z"( î ) = | 7r*. Lorsque a=s i, on a Z\i) = ^ ^; en effet, la valeur générale de Z"(a) étant
Z» =» A 4- f—r—xi + f 1 X» + etc.,
cette quantité, dans le cas dont il s'agit, se réduit k S. ou -g. C'est ausâ
ce qu'on déduirait des formules
Z'(i -f-tf) = — C + S.a — Sjo» + 840» — etc. , Z"(i-hii) = S.— aSja 4. SS^a* — etc., '
en fisnsant a = o.
Pour avoir d'autres propriétés de la fonction Z''(ii), on prendra la différentielle seconde logarithmique de l'équation (D), ce qui donnera
Z"(a) + Z"(l + a) - 4Z"(a«) == o ; (Sg)
de même la différentielle seconde des équations (E) et (F) donnerait
ôe sont les mêmes équations qui ont servi à démontrer les équations (D)^ (E), (E^, etc.
Il résulte de ces équations , qu'on peut faire sur les fonctions Z'^ les mêmes réductions qui ont lieu pour les fonctions F, c'est-à-dire que si l'on
considère les fonctions successives Z" C-j , Z'Y- J. • . . Z^T^^^-J, ces fonctions se détermineront par le moyen d'un certain nombre d'entre eltes , et ce nombre sera en général le même que celui des nombres premiers à n et plus petits que jin. Ainsi^ dans le casde ns= i3; deux des transcendantes
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Z"(it)> Z"(^). . . .Z"(|i), suffiront pour déterminer toutes les autres: ces deux transcendantes se trouveront d'ailleurs par la même méthode qui a été employée à l'égard des fonctions Fa
i55. En efiTet, si l'on désigne , pour abréger, la fonction V T— J par (A-) , l'équation (38) donnera , en faisant — = âi ,
(i) + (il) =-sb = 4'»-(a+ 1/5),
on aura ensuite^ par l'équation (Sg), les deux conditions
et par l'équation (4o), cette autre condition,
Ces neuf équations permettront de déterminer toutes les transcendantes dont il s'agit, par le moyen de deux d'entre elles. Par exemple, si l'on prend pour données Z"(-^) et Z''(^), que nous désignons par (i) et (2), les autres transcendantes se détermineront ainsi :
(4) = i(a) H- il**,
(7) = 4(2) -Ci),
(8) •(2)+ij^^,
(9) = f(a)-i(0-l-'^(i-t-f 1/5), (io) = — (a)-H4^, (ii) = — (i)-|-4w*(a+/5).
Il ne reste, pour la détermination absolue de ces quantités, qu'à connaître Z"(t;) et Z"(yî). Pour cela, il faudrait pouvoir sommer les suites que ces quantités représentent, savoir :
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^"(tÙ = '44 (i + tJt + 5k + 4^ +«**^>» Z"(^) = 56(. H-L +^+^ +etc.).
On pourrait aussi déterminer ces quantités par les intégrales définies
fdxl-
Mais la difficulté d'exprimer ces intégrales autrement que par les séries précédentes, rend ces expressions peu utiles.
Lorsqu'on voudra obtenir ces valeurs par approximation, on y parviendra aisément par la formule de Part. S'j.
f34. Considérans maintenant le troisième coefficient ^'^ {^) ^^ ^'^j^ i ^^ aura d'abord , par l'équation (C),
r'^çd) — z"^(i — a) = - ^!t^-^, (40
ce qui détermine la fonction Z^(i — n) par son complément 2J"(a). On a ensuite , par les équations (D) , (E) , etc. y
et ainsi de suite-, ce qui établit les mêmes réductions entre les fonctions Z/"(a) qu'on a obtenues entre les fonctions Z"(d).
Le cas de a= i donne, par les formules de l'art. iS^, Z'"(i) = — -383; si dans la première des deux équations précédentes on fait assi^yon aura Z'"(-j) = 7Z'"(i) =— 1483; enfin, dans le cas de a = 3 , on aura les deux équations
ce qui détermine les deux transcendantes Z'"(g) et Z"'(|), par le moyen de Z,"'(i) ou de S,.
Toutes ces solutions reviennent à celles qoe &ous ayons d^à données
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ou indiquées dans les art. 36 à 40 } mais on voit plus clairement dans cette nouvelle méthode la série des opérations, et on connaît le nombre de transcendantes nécessaires à chaque solution, nombre qui a été fixé par la règle de l'art. 118.
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CHAPITRE XIV
Divers exemples d'interpolation.
i55. JtiULEK, dans le chapitre XVll de son Calcul différentiel, a résolu divers problèmes d'interpolation par des suites infinies dont il ne donne la somme que pour le cas de t» = 7. Nous allons faire voir que ces interpolations peuvent être effectuées d'une manière plus simple et plus générale au moyen des fonctions F.
Exemple I. Supposons qu'il s'agisse d'interpoler la suite dont le /i^"** terme
est N = I + 7 + î •••• + - ; la question est de savoir ce que deviendra N ,
lorsqu'on donnera à n une valeur fractionnaire quelconque.
Nous avons désigné (art. laS) ce terme général par ^ (/ï), et nous avon& fait voir que ^ {n) est donné par la formule
cette intégrale étant prise depuis ^ = o jusqu'à ^ = 1 . On pourra donc dé* terminer ^ {n) par les arcs de cercle et les logarithmes, toutes les fois que n sera un nombre rationnel. Dans les autres cas ^ on déterminera ^ (/i) par la suite
OÙ A', B', C, etc., désignent les nombres Bernoulliens. On pourra toujours faire en sorte que cette suite convei^e rapidement dans les premiers termes^
car on a ^ (/i) = ^ (n 4- i) x"* -Ainsi (p {n) peut être déterminé par
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f(fim{^k)jk étant on eiftier qui pourra Atre pris astti grand pour que la aërie qui dëtemime 9 {n*{^k) ait les conditions requises.
iS6. Exemple IL Soit proposé d'interpoler k suite dontle terme général ou le iif^^ terme est
a + b a+a6''"a + 3î ^^ a+nb
Puisqu on a "-x"jt= r H 7 r > o** voit que ce cas 8e ramené au pre-
cèdent , et que l'expression de N pour toute valeur de n y sera
Ainsi on pourra déterminer N par les arcs de cercle et les logarithmes y toutes les fins que r + n aura une valeur rationnelle.
157. Exemple III. Pour interpoler la suite dont le terme général N=i-|--74-r; + 7;..* . -f- —, on pourra se servir de la formule
' ' i.a.3....r— I daf
etappliquer les réductions propres à la fonction ^' , dans laquelle on
£Braxss/i.
Dans les cas où cette fonction ne pourrait s'exprimer exactement en vertu de ces propriétés, il fiiudra, pour trouver la valeur de N , avoir recours à la série qui vient des différentîatious répétées de la formule
i^Si^ — c+s.x-.s.x-4-s^-
etc.
Bfais comme cette formule suppose x < i , il faudra préalablement ramener le cas proposé à celui où n est < i ; ce qui n'a aucune difficulté, puisque Pf étant une fonction de n qu'on peut désigner pary*(n} , on aura
i58. Exemple IV. Soit proposé d'interpoler la suite dontle terme général N—i±i «-»-»^ * + 3C — t-»g «^"* " — ST+Î • a -f. a* • i-F3Î J+n* '
L 2 • CL
néral sera
'^ — rir(»+.)- Ainsi pour l'indice n= 7 , on aura N = -rfi = - j pour l'indice /i =: j , on
aura N = pr^i = -rp- • jr? , valeur qui pourra se réduire ultérieurement par la relation connue entre F j et F |.
Soit encore la suite j 1 j-g > 3^- 9 ®tc. , l'expression de son terme général sera
N — -£iiL±iL
^^ — rir(^+iy
Ainsi pour l'indice nzis-^ on aura N=i=--rvi=="7"*jrr>P<*"'' l'indice nsssf, 1^ ri 1 3 8în|)r 3i/3
I Sg. Il est bon d'observer que la question d'interpoler une suite donnée est susceptible d'une infinité de solutions, quand on l'envisage analytiquement et sans application à un objet déterminé. En effet, soit IN le terme gé^ néral de la suite donnée , terme dont la valeur est connue lorsque n est un entier, et soit O (n) la fonction continue ^ale à P) , dans laquelle on peut mettre pour n un nombre quelconque entier ou fractionnaire ; si au lieu de N
\ ^-^, et étant un angle quelconque , pourvu qu il ne «oit
pas zéro , il est visible que la suite résultant de ce terme général ne différera pas de la suite donnée. On pourrait donc, au lieu de ^ (n)j prendre
^ (n) . "° . "^"^^ , valeur qui différerait de * (n) lorsque n n'est pas entier.
On pourrait même prendre plus généralement, au lieu de <t (nj, l'ex-
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presnon ^ «
jm.^ \ A + B gin (aw + #) ^- C gin (awr + Q + ^tc» *W- A + Bnn« + CsinC+etc. •
et une infinité d'autres qui se n^uisent à A (n) lorsque /i est entier ; ce qui donnerait une infinité de solutions différentes de celle qui est donnée par la fonction continue A (/i).
On pourrait appeler^bncf lo/i^ ondulées , les fonctions ainsi afièctées d'un fisicteur qui se réduit à l'unité pour toute valeur entière de n. Ces fonctions serviraient à expliquer quelques paradoxes qui peuvent se rencontrer dans les applications de l'analyse.
»^^¥W<IW%»<»WW»^WMW»M^MM<WWIMWMM^»WWMWW<IM<WWI^^
CHAPITRE XV
Des valeurs que prend la fonction Ta , lorsque la racine a est
négatii^e.
i4o. 1 ANT que a est positif, on peut regarder la fonction Ta comme représentant l'aire, prise depuis j: = o jusqu'à x = i , de la courbe dont l'ordon-
(I V tf— 1 l-\ . Mais cette construction , en quelque sorte géométrique , ne
peut donner aucune idée de ce que devient la fonction Ta, lorsqu'on suppose a n^atif. Il faut suppléer à cette construction par les formules mêmes qui contiennent les propriétés générales de la fonction V , et auxquelles on donnera l'extension nécessaire. On liera ainsi , suivant une même loi , les fonctions r (x), considérées conune les ordonnées d'une même courbe qui répondent à des abscisses quelconques x positives ou négatives.
Si l'on prend d'abord l'équation (B) et qu'on y change le signe de JC , on
aura
r(-*)=:-ir(.-x). (42)
Pour voir plus clairement l'usage de cette équation , nous distinguerons différentes périodes dans le sens négatif, comme nous les avons distinguées dans
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le sens positif. La première sera comprise depuis ^ = o jusqu'à âf =s «— i , la seconde depuis or = — i jusqu'à a: =■ — - a , ainsi de suite.
D'après l'équation précédente , on voit que la fonction T (*— ^) est négative dans toute l'étendue de la première période, et qu'elle est infinie aux extrémités de cette période.
Si dans la même équation l'on met i +^ à la place de ^, on aura r(— I— 3:)g=— 7-^r(— jr)=: , ' r(i~j?);
d'où il suit que la fonction r(*— a) est positive dans la seconde période, depuis a ^ I jusqu'à a=2 , et que dans ces deux limites, elle est infinie.
Mettant dans cette dernière éqqation t -f-*^ au lieu de x^ on aura encore
^^~^""^^==r»+*Ka+*)^^~'^^==~*ci+*)(aV*)'
d'où il suit que la fonction r( — d) est négative dans la troisième période, depuis a =3 jusqu'à a=3y et qu'elle est infinie dans ces deux limites.
En continuant ainsi, on voit que la fonction r(— a) sera infinie pour toutes les valeurs entières de â , et qu'elle sera alternativement positive et négative dans les périodes successives.
i4i* La courbe dont les ordonnées représentent r(,r), est donc composée, dans le sens négatif, d'une infinité de branches séparées par des asymptotes perpendiculaires à l'axe des x, et menées successivement aux distances x = o, — I, —3, —5, etc. Oîs branches qui touchent chacune des asymptotes, sont situées alternativement d'un côté et de l'autre de l'axe, de sorte qu'il y a dans chacune un point où la fonction F est un minimum,
La fonction Ta étant supposée connue pour tonte valeur positive de a, on en déduit aisément par les formules précédentes, l'expression de toute fonction de cette sorte où a est négatif; soit en efiet i un entier quelconque, et xun nombre moindre que l'unité, on aura en général
OU encore
r/' i -çN — (-')"- r*r(i— 4P) IQ_AC— «j— r(/t4-i+*) •
Cette dernière formule se déduirait directement de l'ëquation (C) T. IL 79
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dam laquelle mettant Ar -|- i + x au lieu de â9, on trouve
Ces formules s'accordent parfiaiitement avec les résultats que donneraient les autres équations (D), (E), (F), etc., en y changeant le signe de x. Elles offrent conséquemment la théorie complète des fonctions Fa pour toute valeur négative de a.
1421. Pour confirmer cette théorie, nous allons démontrer, d'après la va-
leur générale du coefficient — ^h- , que la fonction T n'est susceptible que
d'un minimum dans le sens positif, mais qu'elle en admet une infinité dans
le sens négatif.
En effet, si l'on &it log r^= Z, on aura (art. 91)
Jra
Lorsqu'on &it ofss i ou x < i , la valeur de ^ est négative; lorsqu'on £Eiit Jtasa, on a
F + etc-'— C= I — C
dx 1.2 a. 3 3.4 4-^
vakur positive. Donc entre âr=:i etar=sa,il y a une valeur de x qui rend nulle ^, et alors Z est un minimum.
Si l'on fiiit X >» a , la valeur de ^ sera positive et augmentera jusqu'à
Finfini. Ainsi il n'y a aucun autre minimum dans le sens positif.
Dans k sens négatif, au contraire, il y a un minimum dans chaque période, ou en général entre j?=— • A et x= — Ar — i , k étant un entier quelconque. Prouvons, par exemple, qu'il existe un minimum entre a?= — 2 et ar=— 5.
Lorsqu'on fait jp=:— a— û>, cù étant infiniment petit, la valeur de 2* contient différens termes dont la somme est finie, et un terme - qui est tin in-* fini positif. Lorsqu'ensuite l'on fait x = — 3 + û>, la valeur de ^ contiendra de même des termes dont la somme est finie , et un terme
qui est un infini négatif. Donc entre ces deux extrêmes , il y a une valeur de ^ nulle, donc il y a un minimum entre x= — 2 etjc = — 3, conformément à la théorie précédente.
CHAPITRE XVI
Construction et usage de la Table des logarithmes des fonctions T.
i45« J^ous nous sommes proposé de calculer jusqu'à la décimales, une Table des Logarithmes de la fonction r(i -4*^)9 ^^ donnant à x toutes les valeurs de millième en millième, depuis a=o jusqu'à ^=1. Yoiâ comment ces calculs ont été iàits.
Comme les séries qui servent à calculer les différences successives de la fonction log Tx, sont moins simples et moins convergentes que celle qui donne immédiatement la valeur de cette fonction, nous n'avons point fait usage des différences , et nous avons calculé directement chaque terme par la formule (24) , 6t pour les cas où x est très petit ^ par la formule
logr(i+j:) = — /(i +Jc) + Ba:+B.j:*— Bjar^+B^x*— etc.
On a calculé ainsi les valeurs de log r(i H*^)? depuis xsso.ooi jusqu'à j:=o.a5o; ces valeurs ont servi dans chaque cas à déterminer leurs complémens au moyen de la formule
On a donc obtenu à la fois les valeurs de log Ta^ depuis a= i «oco jusqu'à a = I .aSo , et depuis a = i .760 jusqu'à a = a*ooo.
Au moyen de ces valeurs qui composent déjà la moitié de la période, on a trouvé les valeurs de log Fa depuis a= i «SyS jusqu'à â= i .6:25 ce qui forme un troisième quart de la période , par les formules
m — ^^ — 4'r(i+4r) •MîzifL) ^ ^ » "^^ •" r(i +a*)" • oosM '
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dans lesquelles on a donné à a? les valeurs successives depuis jr=so.ooi jusqu'à JC = o«ia5.
La seconde des équations (45) jointe à l'équation (44) > donne les formules
r(i-|- J?) = \ji\ V . p — ,
au moyen desquelles on a déterminé log Ta depmsAs: i.aSo jusqu'à a=z 1 .3i3, et depuis us i,688 jusqu'à ii= 1.750.
Pour achever de calculer le reste de la période, on a passé des formules (46) aux formules (45), et ainsi alternativement, jusqu'à ce qu'on eût les valeurs de 1<^ Taj qui s'approchent le plus des limites des deux suites qui sont i ^ d'un côté , et i j de l'autre.
i44* A chaque l(^rifhme de la Table, on a joint ses difierences pre-* mière, seconde et troisième. Ces différences marchent avec la régularité nécessaire pour garantir l'exactitude des calculs ; elles serviront à foire reccmnaître et à corriger les foutes , s'il s'en était glissé dans l'impression ; de sorte qu'avec tous ces secours, on peut regarder les transcendantes F oonune étant connues avec un degré de précision plus que suffisant pour toutes les applications qu'elles peuvent recevoir. Il fout maintenant entrer dans quelques détails sur les interpolations auxquelles donnera lieu l'usage de cette table.
Soit, pour abréger, A = log Tu, et soient cTA, J^*A, J^'A les différences successives de A , telles que la Table les donne , en supposant que les valeurs de a croissent continuellement d'une quantité tf=o.oof. Pour avoir le terme X qui représente log r(ii-f-cpj:), on aura la formule
X = A + ^(/A + ^ (cT-A 4- ^ (cT'A, (47)
dont le calcul se fera de la manière suivante :
Étant donnée la valeur de x qui sera toujours plus petite que l'unité ,
on calculera le terme — ^ — J^'A jusqu'à la douzième décimale seulement,
et on formera , en observant les signes, la quantité /'A — (~r^ ) J^*-Al ,
qu'on pourra appeler, comme ci-dessus (page 36), /a différence seconde corrigée, et qu'on désignera par J'^Ax. On calculera de même jusqu'à la
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douzième décimale seulement , le terme J'^AXy et on formera la quantité
JA— ^r j J'^AûCy qu'on appellera la différence première corrigée^ et
qu'on désignera par J^Ax. Cela posé, il ne restera plus qu'à former la quantité A + xS'Ax qui sera le logarithme cherché X.
145. Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de log F (i 7^); on fera â = i . o85 , x = | , et on prendra dans la Table les nombres qui répondent à la racine i.o83. Ces nombres sont, en donnant aux différences les signes convenables,
cT-A
cPA
On tire de là successivc||nent ,
S'^Ax = /«A — I J^*A = 636 i5o,
i'Ax = cTA — J ^^Ax^ — 194 6a8 865,
X = A + ^ cTA-r = g. 981 494 999 567,
valeur qui s'accorde avec celle que l'on trouve dans le Tableau de l'article 43 •
146. Réciproquement, s'il s'agit de trouver la racine qui répond à un logarithme donné X , on prendra dans la Table le Ic^arithme prochainement moindre A, el la racine correspondante étant a, la différence o.ooi =£ tf, on supposera que a -f- mx soit la racine qui répond au Ic^arithme donné X = A-f-^; et pour déterminer x, il &udra résoudre l'équation
ce que Ton fera aisément par les deux opérations suivantes :
I*. On négEgera dansj*, J^A, J^*A| les quatre derniers chiffires, comme si la table n'était calculée qu'à huit décimales, l'équation à résoudre deviendra/ sso/cT A + *~' J^'AJ, et on en tire
IÈL+* — i/-A
On pourra négliger d'abord le terme J^*A , ce qui donnera une première valeur approchée de op; tenant compte ensuite de ce terme, on aura une seconde valeur de x , calculée jusqu'à la septième décimale.
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a*. Soit a/ cette valeur, et a la correctioD qu'il faut lui appliquer, en sorte qu'on ait â?= .r'-f- A , on calculera j^ par la valeur
y = ar' («TA 4^ (J^'A + î^ «r» A , et il restera à déterminer a d'après l'équation
valeur dans laquelle on devra ne pas conserver plus de chiffres significatifis qu'il n'y en a au numérateur.
Gqnnaissant «, on aura la racine cherchée = a -f- o) (x' -f- ol).
i47- Soit, par exemple, le logarithme proposé Xssg.gSo 241 67a 375; le logarithme prochainement moindre, pris dans la table, a pour racine a s== I • 583 , et les nombres correspondans sont
cTA
cT-A
cT'A
delà on tire^=X — A= 16 i4o 787, et la première valeur de a:, designée par x' , sera donnée par l'équation
d'où l'on tire ar' = o.553. Au moyen de cette valeur, on aura successivement
«TA + (x' — i) <r*A = 48 485 264 ,
La racine cherchée est donc i .583 333 333 34, ce qui s'accorde avec la valeur de log r(i -tz) portée dans le tableau de l'article 1 13.
. i48. Puisque la fonction Ta augmente à l'infini de part et d'autre du point où elle est un minimum^ il s'ensuit que pour toute valeur donnée de Ta, plus grande que le minimum y il y aura toujours deux valeurs réelles de la racine a. Dans l'exemple précédent, on voit par la table que la seconde valeur est comprise entre i • 344 et i . 345. Les nombres qui correspondent à la racine a = i • 344f ^i^t
TA
if*A
D'après ces données, on aura/'srsX— A = — i5 149 44^^?
Au moyen de cette valeur de :r', le calcul s'achève ainsi :
* = Sa .57 235 = °-*^<* °77 6» :
donc la racine cherchée a -^«(jZ-f- a) =s i ,344 ^9^ ^11 ^''
i49* Etant donnée une valeur de a non comprise entre i et 2, il n'y a aur cuue difliculté à trouver log Fa; il faut pour cela réduire la valeur donnée à celles qui sont comprises dans la table, ce qui se fera au moyen de l'équation T{\ ^ x)z=zxVx. Ainsi si l'on demande la valeur de log r(3.5i8), on la déterminera par l'équation logr(5.5i48)=log (^•3i48)+flr(3.5i48) = i(2.5i48) + /(i.5i48) + /r(i.5i48). De même on aurait flr(o.3i48) = fl'(i.3i48) — /(o.3i48)} ainsi tout se réduit à trouver Zr(i.5i48), ce qui se fera aisément par la formule de l'art. i44-
i5o. Mais il s'agit de trouver la racine a qui con^espond à une valeur de log Ta non comprise dans les limites de la table, voici la méthode qu'il iku* dra suivre.
Soit proposé, par exemple , de trouver la valeur de c qui donne Fc s=: sor, ou log Fc = 0.497 *49 872 694. Il y a deux de ces valeurs, l'une qui eft comprise dans la première période, l'autre qui appartient à la troisième. Bornons-nous à déterminer cette dernière.
On trouve d'abord^ par quelques essais^ que la valeur cherchée est comprise entre 5.443 et 3 .449* Pour trouver la valeur exacte, il est nécessaire d'avoir les valeurs de log F qui répondent aux racines successives 3 •448? 3 . 449 î ^ • 4^0 , 3 • 45 1 . Voici le calcul de ces valeurs :
I.443-* «ciôo 768 56i 861 i3 1 .449* • «o-tiôi q68 585 47' '7
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a.45o...o.589 i66 084 564 ^' a.45i...o.S89 545 Sit a5a 08 i.45o*.*o.i6i 568 00a a54 97 i. 4^1... o. 161 667 4'^ 4^7 74 r(i .450) . .9.947 a67 707 45a r(i.45i).. 9.947 a65 oo5 114
r(5.45o) . .0.497 801 794 <»5i r(5.45i) ..0.498 ayS 7*8 804.
Désignant comme ci-dessus 5.44^ V^ ^t ®t l°g ^*^ P**^ '^t ^^ aura la yaleor de A et de ses différences successives comme il suit :
TA
Soit. encore cssa-f>(M?, logFcsX, j^=:X — A, on aura j^s=39i 5io 5i6, et la première valeur approchée de x sera donnée par réquation
it enfin x =3 â/ -f- a, on aura
y s=s agi 5o5 3«6,
jr —y = 5 aïo,
47»foJ'7So = 0-000011 047.
Doncla racine cherchée tf = a -f-û»(x^-f*^) = 3 «44^ 6^3 m 047. La seconde racine de Tëquation Tc^=^ serait c = o • 286 364 1 9 et il
serait &cile de la trouver avec un plus grand nombre de décimales.
i5i. On peut encore, par notre Table, trouver les valeurs approchées
des coefficiens différentiels ^ , — ^ , — 3^^" > 4"^ sont des transcendantes particulières dont nous avons fait voir différens usages. Ces coeflliciens se calculeront par les formules suivantes, où l'on a fait log Tas A :
da ddk
« ^ =crA — -i<r'A + -;«r»A - \^a + i«r»A — etc.,
^ = JV.A — J^»A H-HJ'^A — |d^»A + etc., »»^ = J^'A— fJ^A + $Jv»A — etc.,
3«r*A + etcj
ùà est la différence par laquelle on fait croître la racine a pour former les
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di£féreDces successives cTA^ J^*A, ^'A, etc. On a â) = o.ooi quand on prend dans la Table les termes qui se suivent immédiatement; mais on poun*ait également faire âi=o.oo2 , o«oo5, ou plus, afin de rendre sensible la différence quatrième cT^A qui est presque toujours au-dessous d'une unité décimale du douzième ordre, lorsqu'on prend o) =30.001.
En se bornant à l'hypothèse û) = o.ooi qui est la plus simple, puisque la Table donne, sur une même ligne, les nombres A , cTA, ^*A, cT'A , on
voit que la valeur qui en résultera pour le cofficient ^ , ne sera approchée que jusqu'à la neuvième décimale à peu près; celle de -^ ne le sera
que jusqu'à la sixième, et celle de -r^ jusqu'à la troisième. Mais c'est déjà
un grand avantage d'avoir les deux premières transcendantes d'une manière si facile et avec un pareil degré d'approximation.
i52. Soît, par exemple, a-^x «Soo; les différences données immédiatement dans la table pour cette valeur de a, sont
«rA= 16 o5o 3^4, cT^A = 4o5 620, «T'A = — 559;
on en tire les coefficiens différentiels
^ =o.oi5 847 594, -^r = o.4o5 979, j^=— 0.359.
Si, au lieu de faire û) = o.ooi , on fait a)=o.ooa; c'est-à-dire, si on prend dans la Table les fonctions A qui répondent aux racines successives i .Soc,) 1 . 5o2 , 1 . 5o4 , i • 5o6 , 1 . 5o8, on aura les valeurs de cT A , «T^A , J^'A , «T^A, comme il suit ,
cTA = 33 5o6 268, cT^A = i 621 044, cr»A = — 2865, cr^A=io. De là résultent les coefficiens différentiels,
^ = o.oi5 847 394 25o, -^ = 2.405 9795, ^ = — 0.5600.
Ces valeurs diffèrent très peu de celles qu'on a obtenues immédiatement par les différences des termes consécutifs.
Soit encore ^ = o.oo5, on aura à considérer les différences successives des termes de la Table qui répondent aux racines i.5oo, i.5o5, i.5io , 1 .515 , 1 .520 ; ces différences sont
crA=84 3o4 252, cT^Arsio 104 716, cf»A=— 44 425, J^A = 574, et on en déduit les coefficiens différentiels
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Ces valeum diffèrent peu des précédentes et •equbrenl deveir 4tre pli» approchées de la vérité, parce qu'on a. tenu oompie des diflG§renoe& qualnèoM devenues sensibles par une plus grande valeur de a»; cependant fai valeur dt ùà ne doit pas passer une certaine liante , et. cetle liiaile qu'il aenût ififlkik de déterminer a^'ec précision^ dé^nd de la 1(h que suivent le&cbffikeM» successives de la fonction A.
i53. Dans If exemple pcécédent^ il est f^KÔJe de vérifier la valevr obte^
nue pour ^ ;. car en faisant n :;;= s* dans la formule (35), art. 1 2:1 , et observant que les logarithmes de la formule doivent être multipliés par le «o^ dule m =s rj pour les changer en logaaithmes vulgaires , on aura
L'intégrale du second membre, prise depuis jr=;=o jusqu'à ^== i , est égale à 2 — -2M l^\ donc
Mais on a fiiit ci-dessus B=/7i(i— C) ; ainsi on aura ^ = /w + B •— a /2 ; ce qui donne, en substituant les valeurs cfmnues ^
^ =o.oi5 847 394 345 69,
valeur qui dcât être exacte jusqu'à la quatorzième décimale : elle prouve que les résultats obtenus par hi méthode précédente , sont moins exacts dans l'hypothèse â»=o.oo5 que dans l'hypothèse â;r= 0.002.
154. Les formules précédentes donnent les coeUîciens diiférentiels de la fonction A = logra, en supposant que a se trouve iniinédiatemeut dans la table; mais s'il faut trouver les coelBciens différentiels de la fonction X s: tog r(«+ (ax)^ qui est intermédiaire entre les deux fonctions consécutives données par la table A = log Ta , A + cT A = log T{a -|- ») , voici comment on résoudra ce problème d'interpolation :
On a généralement
X = A + xJ^A + i^-i cT'A -f. i:^-:ii^^ J^'A H- etc. , el 81 l'on fait a-f-«wj=sa, oii aura , en supposant que x seul varie , ^a = tw^/x, d'où «-^ = — . Différenciant donc la valeur de X par rapport à j:, et réitérant les differentiations , on aura
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« f = «TA + ^^^- /*A + ^!l~^-^ J^A
2,3,4 «. ^ = JN-A + (X - i) e^3A + ^'■^3^^^^+ii /4A + etc.,
^^ g =cf3A + (a: ^ I) /^A + etc.,
On connaîtra donc les coefficiens différentiels dont il s'agit , par les différences cTA, cT'A, J^'A que la table donne immédiatement.
i55. Dans le cas de rsz t , on a a=:^i-f-*^, et. ies formules deviennent
« ^ = J'A + I cT-A - ^ J^»A + iVcT^A + etc., «'^ = J^^A-iVcT^A + etc.,
û>«'^ = J^'A — 1 J^^A + etc.
Celles-ci offrent des formules un peu plus convergentes que celles de l'article 691 , de sorte qu'il y a quelqu'avantage à déterminer les coefficiens différentiels de la fonction l(^r(a-f-A>) p^r le moyen desL différences qui répondent à la fonction précédante Logra.
i56. Appliquons les formules précédentes à la fonction X£=logr(i+5)j alors on fera a= 1.355, j:=j, et les différences données immédiatement dans la tahle seront
/A = — 57 263 2&J, cT-A = 475 486, iT'A = — 483, d^où résultent les valeurs suivantes des coefficiens différentiels,
•^jr = — 0.403.
Pour vérifier te premier d(? ces résultats, on peut avoir recours à la formule (33) qui donne
£ mC + mJ -j-^^.
EHectuant l'intégration indiquée entre les limites a: = o, ar=i, il vient
^ =s B + a« — Vioga? — 77»
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et en snbstitoant les valeurs numériques,
^ a= — o.oSj 541 54a 008 65, d'où l'on voit que nos déterminations sont aussi exactes qu'an peut le désirer. iSy. Lorsque a est un nombre rationnel —, on a vn dans l'art. laa que
l'intégrale Z= r^'""[^ — , prise depuié x=so jusqu'à âr= i , est exprimée par - *-- nB», B. étant une quantité dont la valeur est donnée par arcf de cercle et par logarithmes (ibid.). Mais û l'on suppose, par exenq>]e,
a = , la valeur de B. dont il s'agit sera tellement compliquée, qp^ deviendra k peu près impossible d'en tirer la valeur numérique de l'int^rak Z, et la difficulté serait encore plus grande si a était une fraction plus composée.
Dans ce cas, l'intégrale dont il s'agit pourra se trouver d'une manière beaucoup plusfadle par la formule de l'article laa, qui donne
or pour la valeur a= i • 565 , on trouve le coefficient diflfêrentiel
Ainsi on aura l'intégrale cherchée 7 = 0.671 009 968, laquelle doit être exacte au moins jusqu'à la huitième décimale.
Nous sommes entrés dans d'assez grands détails sur ces diverses méthodes d'interpolation, parce qu'elles sont peu connues, et qu'elles peuvent s'appliquer à toutes les tables dans lesquelles il est nécessaire d'avoir égard aux différences du troisième ordre.
En terminant ici le Traité relatif aux deux sortes d'Intégrales définies que nous avons désignées sous le nom d^ Intégrales Eulériennes ^ nous croyons devoir faire observer que les divers perfectionnemens qu'a reçus la théorie de ces intégrales, depuis qu'elle est sortie des mains de son illustre auteur, sont le firuit des recherches que nous avons publiées successivement dans plusieurs écrits, savoir : i"*. dans le Mémoire sur les Transcendantes elliptiques (Paris 1 795) ; a*, dans les Mémoires de la classe des Sciences Physique^ et Mathématiques de l'Institut pour l'année 1809; 5*. enfin, dans les parties II et ly des Exercices de GJculint^ral. D'autres géomètres ont publié le résultat de quelques travaux particuliers sur la même matière ; mais ils n'ont &it . que reproduire sous une autre forme les résultats trouvés long-temps auparavant par Euler.
TABLE
DES LOGÂBITHMES DE LA FONCTION Fa,
Calculés à douze décimales, pour toutes les valeurs de la radue a y de millième en millième, depuis I .ooo jusqu'à 2.000.
On y a joint leurs différences première, seconde et troisième.
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CHAPITRE XVIL
Sur les Intégrales Eulériennes indéfinies de la seconde espèce.
i58. J^ ous n*avons considéré jusqu'ici que Fintégrale définie y2/ar(^/ -Y*" * ,
terminée à la valeur x= i , et nous l'avons désignée par Va) nous allons maintenant nous occuper de l'int^rale indéfinie qui se présente dans un assez grand nombre de recherches, et qui ofBre des difficultés particulières lorsqu'on veut la déterminer avec un certain degré de précision pour de très petites valeurs de x. Nous prendront de là occasion de résoudre , tant par des formules que par des Tables suffisamment étendues, le cas deasso et
— j / 7 — TT , sur lesquelles plusieurs géomètres se sont exercés. $ I. Formules diverses pour évaluer par approximation V Intégrale indéfinie
ï 59. Nous représenterons par T(a,x) l'intégrale indéûnie fdz Hog -) ,
prise depuis x=o jusqu'à une valeur quelconque de x; et dans cette dénomination F (a, i) sera la même chose que l'intégrale définie déjà désignée par Fa.
Cela posé^ l'intégration par parties donnera la formule
TÇa, x) = «(logi)'~"+(a— i)rCa-i, x), (48)
d'o& il suit que l'intégrale F (n, x) peut toujours se ramener à une intégrale semblable dans laquelle a est compris entre i et 3, ainsi que nous l'avons fait pour l'int^rale définie Ta.
• • Ccftte même formule donnerait la valeur exacte de T[ay x)y A a était un T. II. 8a
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nombre entier; ainsi on aurait successivement
r(i, «)■■«, r(2, jc) = X log ^ 4- «,
r(5, jf) = a?(log iy4- ajclog j + ar,
r(4, X) = ar(log j)'-f- 5rC5, x), etc.
Nous n'avons donc à noos ocoaper qae des seuls cas où a est an nombre fractionnaire ou irrationnel.
160. Soit log -==a, on aura la transformée r(a, x)^=^f — ^•"•^"■dSB,
d'où résulte en développant l'exponentielle et intégrant,
r(fl, jp) = Ffl — — H r— — - • ^ \r—^ • — r-5 — etc. : Tiq)
cette formule donne la valeur de X{a^ x) par une suite qui peut être divergente dans les premiers termes, et d'autant plus divergente que x est plus petit, mais qui finit toujours par être convergente.
Cette suite est convei^ente dès les premiers ternies , si x n'est pas plus
petit que - ; elle peut néanmoins être employée avec succès pour des valeurs beaucoup plus petites de x^ telles que 0^ = 7%, ou même âr=B^; mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de termes de la série. Par exemple, si ^:=:o.i, il faudra calculer douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de l'intégrale approchée jusqu'à la cinquième ou la sixième décimale. On trouve de cette manière r(;5, o. i) = o.o56497- A mesure que x devient plus petit, il faudra prolonger plus loin la suite pour obtenir un égal degré d'approximation , de sorte qu'il convient de recourir à un autre moyen pour évaluer l'intégrale avec précision , loi^que X est très petit, tel que 7-^, t^ôj ®tc.
161. Il semble qu'on pourrait calculer l'intégrale F (a, ac), lorsque a: est très petit , au moyen de la formule (48) qui donne par des transformations successives
r(a, a:) = a:[a— ' +(a — i)z— + (a— i) (^i— 2)2— '+etc-] (5o)
Cette série étant continuée suffisamment , ses termes deviendront alternativement positifs et négatifs , de sorte qu'on aura des valeurs alternative* ment plus grandes et plus petites que l'int^rale cherchée. Mais y comme la
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suite, qui est d'abord couvei^ente , devient nécessairement divei^ente après un certain nombre de termes, il &udra s'arrêter au point où la divergence commence, et on n'aura ainsi qu'une approximation bomëe qui pourrait être insuffisante.
Si on appelle P* le terme de rang n dans la formule (5o) et P"-*" le
terme suivant, on aura P""*"* = P»; ainsi la divergence commence
lorsqu'on aura n=s ou > a -j- ^^ ^t alors la suite ne devra pas être prolongée plus loin.
16:2. Soit, par exemple, ass-,x= — , on aura zc=log ioos:4 .60517,
et a -{- z =: 5 • I . Ainsi la suite ne devra pas être prolongée au-delà des 5 ou 6 premiers termes. En effet, on a en fiiisant zs? log 100,
rf-, — ) = — (z • z 'H z • — z • + etc.),
et par le calcul de termes successifs, on trouve
I 3 5 -I * z • = — • o.oo8q46
+ 7TTi''^ = + 0.006799
On voit qu'il est inutile d'aller plus loin que le sixième terme ^ puisque la suite devient divergente à compter de ce terme.
Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que o i 4a3o85 , et plus petite que o . 4397a9* Rr un mHieu , dtrtrdiiTe h somme
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de la sotteaB0.43^<>79 ^^ ^" ^^^ <]a'oD ne peut, compter sur plus :. de quatre décimales exactes dans cette évaluatiou ; il en résulte pour la Taleor de l'intégrale cherchée , T(a^ oc) es o • 004364*
i63. Si en prenant toujours a = -, on eût frit x=: ^ on aurait vu
d'abord que la suite ne doit être prolongée que. jusqu'au neuvième terme, et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé que l'intégrale cherdiée
est comprise entre âPXo .557708 et JcXo .557 175. Le milieue8tâPXo.S5744f d'où résulte l'intégrale T(a , x) = o • oooS5744-
Eh général la formule (3) donnera d'autant plus de préciM>n ^ que je sera plus petit; mais cette précision ne s'obtiendra que par le oalcol d'un^ plus grand nombre de termes, puisque pour tirer de la suite toute l'approximation qu'elle peut offrir, il faut la prolonger jusqu'à ce que le nombre de ses
termes soittf + a ou a + log-.
Si on appliquait la formule (5) au cas de « = -* déjà résolu par la formule (3) , on trouverait que la suite cesse d'être convergente au quatrième terme. Les deux premiers termes donnent F^ x X o «SiSg, et les trois premiers donnent F^xxo.ôogi; il en résulte par un milieu, r= XX O.56a5 = o.o56a5, tandis que la vraie valeur est 0.056497. ^^ ^^^^ vient donc de préférer la formule (a) lorsqu'on voudra avoir au moins quatre chi£B:es ngnificatifr exacts , et que la valeur de x ne sera pas plus petite que o.oi. Nous verrons ci-après quels sont les moyens d'obtenir une approxi* mation plus grande ou même indéfinie.
164* Jusqu'ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse pas l'unité; mais on peut aussi demander l'intégrale y2irr/-j pour une valeur
de X plus grande que l'unité. La partie comprise depuis x=o jusqu'à xs i, est connue et représentée par T{a); ainsi tout se réduit à trouver l'int^rale depuis x= I jusqu'à Une valeur quelconque de ar>» i.
Remarquons d'abord que dans tout cet intervalle , l Q-j étant négatif, il
faudra mettre l'intégrale sous la ferme ( — i)^yZir(ir)*""'. Je fais abstraction du facteur (— - lY^^ qui peut être réel ou imaginaire, suivant les diverses valeurs de a , et je considère simplement Tintégrale/Zir Çlxy^^ quç je désigne par '4^(A) x), et qui est supposée nulle lorsque x = i •
Si on Gût tesstt, on aura xsse",^ et l'intégrale dont il s'agit deviendn^
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fW'^du.e^ ^=ifu*^^du{i +ttH-~ii'4-etc.);d'où Ton tire
T\ > / a ■ fl + i 2 a+2 2.3 a + 3 ' \ /
formule ^ù il n'y a pas de constante à ajouter, parce qu'elle s'évanouit lorsque x=i.
La suite comprise dans cette intégrale pourra être divergente dans ' les premiers termes; mais elle finira toujours par être convergente. Ainsi on en tirera dans tous les cas une valeur aussi approchée qu'on voudra de la vraie intégrale, et il est visible que cette valeur deviendra infinie si on fait j: = 00.
i65.' On peut encore mettre 4(^9 ^) ^^^ ^^^ forme plus commode. SoU
-r ; soit ensuite P = —
+ Bii*"*"' + etc., on trouvera A = — . . ., B= , .\, . x, etc. ; donc
série qui aura, comme la précédente, la pi*opriété de devenir toujours convergente, mais qui aura de plus l'avantage de donner des valeurs alternativement plus grandes et plus petites que Fintégrale cherchée; de sorte que le degré d'approiimation sera connu dans chaque cas par la différence de deux termes consécutifs.
$ IL De P Intégrale Z = f — ■ , prise d compter denzszo.
fuT'^du . e" =: Pe", on aura u*^' = P 4- ^r- ; soit ensuite P = — -|- Aii*^l
i66« Cette formule résulte de la formule générale en faisant a = o 5 soit alors /i = » ou X'c:^^^^ on aura la transformée Z=sy—^-^, —, qu'il
faudra prendre depuis 2 = Qo jusqu'à z^^l-y substituant au lieu de e^ sa valeur développée et intégrant , on aura
Z=-C-&H-»-i.|î + i|3.^— etc. (55)
La condition^ pour déterminer la constante G, est que Z s'évanouisse lorsque s =: 00 ; mais les quantités infinies que cette supposition introduit ne permettent d'en tirer aucmi résultat et il faut recourir à d'autres moyens.
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GmsidéroDS pour cet effet l'intégrale
prise de même à compter de x = o, nous am*ons V = — log (i -*— jr^— Z^ et par conséquent
V = C'4-lag(7é:j)-« + i.?-^.jH-etc. (54)
Il suffît de connaître la valeur de Y dans un cas particulier pour déterminer la constante G\ or, si on &it jc= i — m^ ùê étant infiniment petit ,
où aura — — = — ^ = i , de sorte qu'on aura dans ce cas V ^C
Mais par la formule de l'art, i^, on a dans le même cas Y =: C ; donc C = C , C étant le nombre connu dans la théorie des fonctions T y dont la valeur calculée avec quelques décimales de plus que dans l'article 86 , est
0 = 0.57721 56649 <^^Si2 86061 811309.
Cela posé , la formule (53) fei*a connaître l'intégrale Z par une suite d'autant plus conveigente que x sera plus près de l'unité ; lorsqu'on fiiit ^ = 1 , on a z =s o , et par conséquent Z devient infini ; mais cet infini n'est que logarithmique; car en faisant â?= 1 -^û», cè étant infiniment petit, on a
Z = logi-.CH-i».
168. A mesure que x diminue, z ou log - augmente de plus eu plus,
et la suite contenue dans la formule (55j devient de moins en moins convergente ; elle peut même devenir divergente dans les premiers termes , lorsqu'on veut déterminer l'intégrale Z pour une très petite valeur de x, mais elle finit toujours par être convergente après un certain nombre de
termes. Soit P le n'^^ terme de la suite z . 1 5.^ — etc. , et P'
le terme suivant , on aura, en général, y=j . ^^P; ainsi la convei^ence
dé la suite aura lieu au plus tard dès qu'on aura n = ou >• z. Par exemple , si l'on a a: = e"'''' = o.oooo454> ce qui donne z = 10, la série sera convergente au dixième terme , ou même dès le neuvième , puisqu'en faisan t
» = 8^ on a 7ZTr\^ ^^^ W Msàs on voit en même temps que la grandeur des termes qui précèdent le point de convergence, et celle d'un assez grand
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nombre de termes suivans, rendent très difficile le calcul par la formule (53) de la fonction Z , pour une valeur de x aussi petite qu'on Ta supposée , et la difficulté augmenterait toujours à mesure que œ serait suppose plus petit.
169. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait faire usage de la méthode des quadratures; mais on peut aussi, par d'autres formules, éviter ces calculs de quadrature, qui sont toujours très longs, surtout dans le cas dont il s'agit , si l'on voulait obtenir un certain degré d'approximation. Et d'abord la formule (5o) donne, pour le cas de â = o,
ZX *,2* 2.3x , 7i.3.ix ^ '•i^y^x
= --.-.4--^--^ + -^-elc., (55)
formule qui sera d'autant plus convergente dans lej premiers termes, que z sera plus grand. Mais comme le n'^"^ terme de cette série est égal au précé-
dent multiplié par , on voit que la suite deviendra divergente dès
qu'on aura n — i >> z. Ainsi, dans le cas de 2=10, dont nous avons déjà parlé, la suite sera divergente dès le douzième terme.
Pour apprécier le degré d'exactitude que donnerait la formule, dans le cas dont.il s'agit, il faut obsei;ver.que dans une suite telle que la précédente, qui doit s'arrêter aux termes à peu près égaux T — T', la somme totale est connue, à une différence près de 7 T environ. En général, soit a: = e""" ou z=:n, l'erreur sur la valeur de Z aura pour limite. .. .
-x = J. — . e^\ ce qui donne en logarithmes
vulgaires log 6 = — a/w/i— ^ /» + î ^t^> ^ étant le module 0.434^9 , etc. Il s'ensuit que la valeur de Z déduite delà formule (55) sera exacte jusqu'à la décimale de l'ordre A:, si l'on a A: = 2mn + j In — t't^> et par conséquent si — mn ou log a: = — J A: + J / — .
L'approximation obtenue par la formule {55) est donc de plus eu plus grande, à mesure que z est plus grand ou x plus petit; elle donne neuf décimales exactes pour la valeur zc= 10 ou x = o.oooo454y mais à me* sure que x augmente , l'approximation diminue et devient bientôt insuffi* santé, comme on l'a vu dans le cas de x = 0.0 1 ( art. i6a).
n nous reste à démontrer une troi^ème formule dont l'application s'étend depuis les plus petites valeurs de x jusqu'à celles qui permettent d'employer avec avantage la formule (53). Cette troisième formide, qui s'exprinie en fraction continae^ est commue depuis loBg-tempt des Analystes; mais
I 2.3.4 i»-^i 1 rit
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ils ne se sont point occupés d'en rendre le calcul fiMale^ m de fixer le degié de précLûon dont elle est susceptible , suivant le nombre de temaes auquel on veut s'arrêter.
§ m. Expression de VIrUégnUe T{a^x) en fraction coniimm.
170. G>nsidérons en général la fonction ZssT (a ^ x)=yV^'«£r, dans laquelle nous supposerons a positif et plus petit que l'uiûté^ <x qœ l'on peut toujours obtenir par l'application de la formule (48) ; Fint^iralç Z étant prise à compter de ar=o, la quantité s'^*, où a— - 1 est négatif, sera plus grande pour la dernière valeur de x que pour les valeurs précédentes, de sorte qu'on aura toujours Z=z'*'"*xTy T étant en géoéral une quantité plus petite que l'unité, mais qui se réduit i l'unité lorsqu'on suppose X infiniment petit. Si l'on di£Pérencie cette équation et qu'on substitue les valeurs dl^s^t^rr^dx ^ dxss^^xdz^ on aura , pour déterminer T, l'équation difierentieile
qu'il conviendra de mettre sous la forme suivante, en fiûsant s i^ I,
171. G)nsidérons plus généralement l'équation diflSk*entielIe
5^ + — x-4-CC — xî = o, (57)
dans laquelle a et C sont des coefficiens constans; si l'on fait ^= i -f-A-^', on aura la transformée
ç»(at' + *ç . ^) - (« -I- ^x + (i - <)*Cr' - A-C'T"
Le coefficient k étant arbitraire , on peut faire A:= ot 4- C ; alors divisant tout par AÇT'* , on aura
Cette transformée est entièrement semblable à la proposée, puisqu'on Élisant flt':= 1 — et, . C'zisa'-jr Cy on peut la mettre sous la Ibnoe
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Ç'rfT' «'Ç+l . if,;. L — o
et on aura en même temps k = €',
172. 11 suit de là que, par des substitutions répétées , on obtiendra des transformées successives en T', T' , T'", etc., qui seront liées entre elles et dont les coefficiens seront déterminés par les équations suivantes:
ir = I 4- ^CT', a' = 1 — «, €' = <t + €,
iy = 1 + €"XT", a"'= 1 — a, €"'=z , 4. « + C, ~» = I + e^ÇT", a"= a, e"= a 4- €, etc.
On pourra donc exprimer la fonction T par cette fraction continue
T=i:(i+(«+0:ÇO+0+OÇ:(i+(i+*+C)Ç:(i+(a+C)Ç:(i+etc., (58)
où il &ut remarquer que les dénominateurs des fractions composantes sont tous égaux à l'unité, et que les numérateurs forment la suite
(«+0C, (i-l-OC, (»+* + eX, (3 H- ex, (a + «+eX, etc.,
dont la loi est telle, que les termes croissent alternativement de (i — ct)^ et de aÇ".
Celte expression sera l'intégrale de l'équation difierentielle (^7), si toutefois la fonction cherchée T doit se réduire à l'unité lorsque ^ = o.
175. Cette condition étant remplie dans l'équation proposée (56), il y aura lieu de lui appliquer la formule (58); c'est pourquoi faisant as i -— a^ ^=0, on aura, pour Pintégrale générale Z = /z*""'d[r, cette expression en fraction continue :
Z=a:a-':(i+(i-a)C:(i-K:(i-K2-aX:(i+aÇ:(i-K5-«X4-etc.,(59)
où l'on voit que les numérateurs des fractions composantes forment la suite (i — o)Ç, Ç, (2 — «)Ç, aÇ", (5 — fl)Ç, 5Ç, (4 — «)Ç, etc., dont les termes croissent alternativement de^Ç et de (i— fl)C.
$ IV. Application à P Intégrale r(o, x).
174* Maintenant si l'on fait âs=o, on aura, pour le cas particulier de l'intégrale Z= / — , cette troisième formule
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Z=xÇ:(i4-Ç:(i+f:(i+2Ç:(i+aC:(i-4-5Ç:(i-f-etc. (60),
où Ton voit que les numërateurs Ç, Ç, af , aÇ, 5Ç, 5Ç, 4Ç* ^*c., croufieol alternativement de o et de Ç.
Il n'y aura lieu d'employer cette formule que pour de très petites valeurs de x, qui laissent encore Ç assex petit ; car , par exemple^ pour la
valeur or =s -^sso.oiSS, qui donne 8 = 4^^C=49 ^^ pourra employer
indifféremment la formule (53) , qui ne cesse pas d'être convergente , ou la formule (60) ; le choix de l'une ou de l'autre dépend encore du d^rë d'ap* proiimation qu'on veut atteindre, et qui s'obtiendra plus&cilementy tantôt par une formule, tantôt par l'autre. Pour mieux en juger, il faut foire voir quelle est la meilleure manière de calculer des fractions continues telles que la formule (60), dans laquelle les numérateurs augmentent à l'infiDÎ, tandis que les dénominateurs restent égaux à l'unité. ^
po p p'
175. Soient ^, ^j 9 ^^ ^^^ fractions consécutives qui réaultent du calcul de la Graction continue, exécuté suivant les règles ordinaires en s'ai^ rétant à la fraction composante -; on aura, d'après Ja loi connue,
P'=P+^po, Q'=Q+;tQ-; delàFQ— PQ'=KPQ-.PQ>), ou
Supposons la différence ^ — ^ positive =R<*; on voit que la différence
suivante 5^—7. sera négative ; en l'appelant — R , on aura
F' On parviendra donc à la valeur ^ , en calculant par cette formule une
suite de différences /•, r', r^' R*, R, qui, à partir du premier terme A
de la série , s'appliqueront alternativement en plus et en moins au résultat de tous les termes précédens ; d'où l'on conclura
Les signes des différences seront toujours alternatifs , tant que les indices /A seront positi&, comme dans le cas proposé. On obtiendra donc ainsi des
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résultats alternativement plus grands et plus petits que la valeur totale que l'on cherche , ce qui donnera à chaque instant une mesure du degré d'approximation auquel on est parvenu. Lorsqu'il ne manquera plus qu'une ou deux décimales pour obtenir le degré désiré , on pourra s'arrêter k la dernière différence calculée R , et suppléer aux différences suivantes R', R'^, etc., en considérant la suite R^, R, R', R' comme une progression géométrique; dans cette hypothèse, faisant R = aR% on aura
R— R'4- R"— etc.= R(i — flt + a* — etc.)= -3— ; ainsi, au lieu de la
différence R , on prendra , . Pour plus d'exactitude, on pourrait avoir re-
cours aux trois derniers termes R**, R', R, et faisant R*=ot*R**, Rs=:aR% on supposerait par analogie R' = a'R, et l'on déduirait le rapport af des
deux rapports connus a*, a , par l'équation log cf - := 2 log et — log et^ ; en*
R suite, au lieu de R, on prendrait , ,.
1 76. Pour calculer facilement les différences R et éviter en même temps l'embarras des grands nombres auxquels conduirait nécessairement, dans ces opérations, l'accroissement rapide des indices fc, voici conunent il faudra procéder.
Soit la fraction proposée Zs=X:(i+ft:(i4-(^i»(i-f-l^t-(i+A*»*(^"He^^'î les premiers termes, calculés à la manière ordinaire, sont :
et la série formée par la différence des termes consécutif commence ainsi :
Pour la continuer indéfiniment, on prendra des auxiliaires fl. A, d,, A,, 0., A., etc., d'après la loi suivante, qui comprend celle des différences R,R., R., etc.,
e = A<, A = ^^, R = XGa,
6, = ^,A, A, = ^ , R, =: R6|A,., 84 = ^4A,, A4 = jqi;^, R4 = RA^J
etc. etc. etc.
5i2 IlNTÉCaiALES EUUÊRIËNJHES ,
Cela pose, la valeur de Z se calcnlera par la suite
Z = X — R +- R, — R. +- R, — • R4 4- etc., qu'on prolongera jusqu'à ce qu'on ait obtenu le degré d'exactitude désire.
177. Ces calculs, comme on voit, sont très faciles à faire par logarithmes; toute prolixité et toutes opérations inutiles en sont écartées; il suffira de calculer les termes X, R, R|, R», etc., avec une décimale de plus qu'oD n'en veut avoir dans le résultat, et l'on prolongera la suite des différences jusqu'à ce qu'elles appartiennent à l'ordre de décimales qu'on peut obliger, ou seulement iusqu'à ce qu'elles approchent de cet ordre, puisqu'on peut tenir compte des termes suivans par le moyen que nous avons indiijué.
U est bon d'observer, au sujet de ces calculs logarithmiques, que pour
déduire chaque A du G correspondant, par l'équation -- ss i -4- 0, on pourra
£atire usage des formules souvent mentionnées log 9=logfldbrf, cf ;— ,
logl>=log(aûP)±i^£f , d'où résulte log(i+9), ou — logA=log(x-|-a)=fcD. On prend pour a le nombre de la table doçt le logarithme approche le plus de \og 8 jil suffit que a ait au moins le tiers du nombre de chiffres significatif avec lesqueb R doit être déterminé; mais il faut que l(^(i +^) soit aussi donné dans la table immédiatement et sans interpolation.
178. Conmie on a en général R« = R,«.,« *, , il est évident que les
différences R, Ri, R*, etc., vont continuellement en diminuant, dès le commencement de la série, ce qui est une suite de ce que les indices (jl sont supposés tous .positifs; ainsi à mesure que la suite des différences est prolongée, l'approximation augmente de plus en plus, pourvu que les diflerens termes, à compter du premier X, soient calculés jusqu'au nombre de décimales qu'on veut obtenir dans le résultat, ou même au-delà, pour obvier à l'accumulation des erreurs.
La formule (60) est donc propre à déterminer l'intégrale Z pour de très petites valeurs de or, sans être sujette aux inconvéniens que présentent les formules (53) et {55)^ la première en offrant des termes divergens dès le commencement de la série, et fort grands par rapport au résultat cherché; la seconde, en amenant assez promptement une divergence qui limite beaucoup l'approximation et la rend souvent insuffisante. Cette formule, cependant, est loin de conserver son av|ntage, lorsqu'on l'applique à des valeurs de X qui passent une certaine limite; car sa marche se ralentit de plus en
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plus, à mesure que x augmeute, et la formule (55) devient fort préférable, surtout si l'on a besoin d'une grande approximation.
179. Pour mieux apprécier la formule (60), essayons de déterminer combien U faudra calculer de termes de cette formule, afin d'obtenir la valeur de
^ avec un nombre i de décimales, ou de manière que l'erreur soit moindre
que lo""*.
On remarquera d'abord que le /i**"' des numérateurs Ç? Ç, 2Ç, aÇ, 3Ç, 3Ç, etc., peut être représenté par ^ (n -|- siu' ^ wr) ; or on a fl, = jU,A|^,, ou fl,(i +fl,.,)=/x.; donc ô.(i+fl^,)=TÇ(»-|-sin*^n7r). De là on voit
que 0. a pour limite (IÇ'i)^) et qu'ainsi lorsque n devieift nn peu grand, on peut supposer 9, = ^(j^n).
Soit log R. = U „ , réquation R. = R.-,fl«X. donnera U. = U.«. + / ^j-^ = U._, — r-^U,_, — \/C»T"y' ^'^" ^^^ déduit la valeur approchée
U. = const. — 2 \/\T-^ •
Ainsi, à mesure que n augmente, le logarithme hyp. de R» approche de plus en plus de la limite: const. — ^l/Cr?)' ^^ ^^ l(^arithme vulgaire, de la limite : const. — 2m l/f]^)- Si l'on veut donc que cette limite soit
— 1\, on aura a/w 1/(1?^ = const. + *, ou à peu près /i =^M*Çi*, M étant
le nombre 2 . SoaS , etc. Oi^ voit par conséquent que le nombre n augmenté en raison du nombre Ç, et aussi en raison du carré du nombre de décimales qu'on veut obtenir.
Soit, par exemple, or^o.oi , ce qui donne z=/ 100= 2M, 2^ =--m7; on
aura à peu prèsn = 7^Mt*; dans ce même cas, xl^z=i — =0.00217; donc
si l'on veut que Z soit déterminé avec dix décimales exactes , il feudra &ire i=8, ce qui donnera n:=4Ms9.2; donc il suffira de 9 à 10 termes de la série des R, pour obtenir ce degré d'exactitude. Si l'on veut vingt décimales exactes, il faudra faire 1 = 18, ce qui donnera n=46.5; ainsi la série des R devrait être prolongée jusqu'à 46 ou 47 termes.
Si l'on fait x=:o. i , Ç sera égal à m et l'on aura n =s ^Mi*; dans ce même cas, xÇ =0.0434; donc, si l'on veut déterminer Z avec dix décimales exactes, il fendra faire 1=9, et l'on aura /i=22, c'est-à-dire qu'il fendra
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calculer 22 ou a5 termes de la série, et pour l'avoir avec vingt il en faudrait calculer plus de 100. La formule (53) exigerait aussi environ 22 termes dans le premier cas, et seulement 5a dans le second. Nouf ajouterons qu'à égal nombre de termes, l'usage de la fi>rmule (55) est préférable, parce que chaque terme se déduit très simplement du précédent.
180. Pour faciliter le calcul des fonctions Z, dans tous les cas où jc n'est pas très petit, nous joignons ici une table des valeurs de la fonction Y, cal* culée pour toutes les valeurs de JC, de centième en centième ^ depuis j:sss 1 .00 jusqu'à a:=:o. Il nous aurait été également facile de donner la table des fonctions Z, puisque la somme de ces deux fonctions est égale à la quantité— -/(i — ttr^, donnée immédiatement dans la table des logarithmes hyperboliques/ Mais l'interpolation pour les valeurs de x peu différentes de l'unité serait d'un calcul difficile et peu exact dans la table des fonctions Z, tandis qu'elle est très facile dans la table des fonctions Y. D'ailleurs, connaissant Y, on a immédiatement'Zs=Zr— — J— • Y.
Le calcul de la table des fonctions Y a été fait par la formule (54) ou par une formule équivalente, depuis x= i.oo jusqu'à x = o.8o. Pour les valeurs suivantes, depuis a: = o.8o jusqu'à jr = o«o6, nous avons préféré d'employer la méthode des ordonnées moyennes, corrigée pour les dernières valeurs de a:, comme on l'a expUqué (art. 8i8). Enfin les cinq derniers termes, à compter de x=o.o5, ont été calculés par la formule (60), qui donne la valeur de Z , d'où l'on tire celle de Y.
181. L'interpolation de la table des fonctions Y se fei^ à l'ordinaire, par la série des différences , tant que x ne sera pas plus petit que o . 10 ; il deviendra seulement nécessaire d'avoir égard aux différences du cinquième, ou même du sixième ordre, lorsque x approchera de cette limite, et dans ce cas, il conviendrait d'employer la série des différences dans l'ordre de x croissant.
L'interpolation peut aussi se faire en générai, par une formule dont l'application s'étend jusqu'à des valeurs assez petites de x.
Soit a le nombre de la table qui approche le plus de la valeur d(mnée x=a — a; on connaît la valeur correspondante de Y(a), et par conséquent celle de Z(â); il ne s'agit donc que d'avoir la différence^=:Z(a)— Z(a— a).
Pour cela soit a?s=«-^, ce qui donne Z =7"— — - ; soit ensuite a = er^^ a — a=:e— *— ^, ou bzszl- Czzzi ; soit enfm z=s£-|*â»9 on aura
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intégrale qbi devra être prise depuis et^o jusqu'à az^C Le premier terme ^fer-*doi donne t (ï — *~9> **" ~ î ^®' autres étant intégrés successivement par le développement de e~* , on en tire
-^ — 5~'FV2~"3"*"i' 4"~2.3' 5"*" 2.3.4 * 6 ~ "*^7
+ ï^k3 — 4 + 5-T-"r3-ïï + «**^-; (6.)
Cette formule pourra s'appliquer depuis xs=s i jusqu'à a: = o.o5 ; mais audessous de cette limite, il sera plus simple de calculer directement la fonction Z par la formule (60).
182. L'usage de la Table est borné à la valeur â? = i , qui rend la fonction Z infinie; passé jc = 1 , la fonction Z redevient finie ; elle diminue progressivement jusqu'à la valeur x=ii .^SiZj , où elle est nulle ; ensuite x continuant à augmenter, la valeur de Z devient négative et augmente jusqu'à l'infini. D'ailleurs depuis x = i jusqu'à a: = 00 , cette fonction se déterminera avec tel degré d'exactitude qu'on voudra , par la formule (53) , où il faudra changer le signe de z (excepté'dans le terme lz)y et (aire z=loga:, ce qui donnera
Imaginons une courbe dont l'ordonnée pour chaque abscisse x soit égale à la fonction Z; Faire de cette courbe sera
/ldx= xZ — C— = a:Z — Z(a:*),
en désignant par Z(x^) ce que devient la fonction Z ou Z(x) , lorsqu'au lieu de X on met x*. Si dans cette équation on fait jc= i— -«, a» étant infiniment petit, on aura a:*= i — 200 j Z(x)5= — C— /a, Z(a:')=s— C — /(a»). Donc , J'Zdx=i h ; ainsi quoique l'ordonnée Z soit infinie lorsque x = 1 , l'aire de la courbe pour cette même abscisse, n'en est pas moins égale à la quantité finie /a.
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TABLE des -valeurs de r/alégrate V= ff~, — ^\
. lui. V.
Diir. I.
in.
rao
]nt. V.
Diff. 1.
o.56ii5 37845
o.ao522 7,078 o
o-, 7023 49395 o.ffiSoS 34o|5
IJl2
i^So
o:,;5„48é,4 0.16902 ooibo
6°, ïsola
Fa
52, <jo44i
o.,6a88 4,992 0.156,, 8ii26 o.,5oSi 880,3 o.,4428 558,o o.,38oi ,0645 0.13,7, ,7580 0., 2.536 8o23b o.,,8()8 40648 0 . , , 2Î)5 ,9009 o.,o6o8 ,i36î
0,41772 33838 0.41240 8845n 0.40708 21433 o.îoi,4 31016 0.39639 i54i5
535 i56oi
. 25iB:
O.til
0.09956 992,7 o.oo3oo 29060 o.otaS 3,690 0,07970 7,495 0.07,97 07=60 0.066,6 90,22
48263 57J,- 6qS4-
■i fi
CHAPITRE XVli. 5i
§ V. Application à V Intégrale T{\^ x).
i83. Nous avons traité fort au long des différeus moyens d'évaluer la fonction r(a, x) dans le cas de a=o. Occupons-nous maintenant du cas 0=7,
qui est celui de l'intégrale Z zzsfdxÇl-j »".
Faisant a l'ordinaire Z-=z. ou x^ser*. on aura sous une autre forme Z :=sf — z »rfae~*, d'où l'on tire, en développant e""* et intégrant,
Z=ri-a.i(i-|+l. 5-^13. f+^.f-etc.) (6.)
On sait d'ailleurs que F^ = ^vr, ainsi étant donné x et en même temps
z = / - , on connaîtra l'intégrale Z par une série d'autant plus convergente,
que z sera plus petit, c'est-à-dire que x approchera plus de l'unité.
A mesare que x deviendra plus petit, la série sera de moins en moins convergente; elle deviendra même divei^ente dans les premiers termes, dès qu'on aura 2^ 3, ou x^ c^ < o.o5. Dans ce cas et dans ceux où x est encore beaucoup plus petit, la série, qui est divergente dans les premiers termes^ finit toujours par être convei^ente, et même plus que toute progression géométrique décroissante. Mais, comme il faudrait calculer un nombre de termes assez grand pour arriver au point de convergence (qu'on peut toup jours déterminer à priori) , et que ces termes ayant une valeur absolue beaucoup plus grande que le résultat qui doit provenir de la série totale, il deviendrait nécessaire de calculer chacun d'eux avec beaucoup de précision , puisque la plus grande partie de leur valeur doit être détruite; on voit par toutes ces raisons qu'il vaudra presque toujours mieux, dans le cas de x tvès petit, appliquer la formule générale (58).
i84- Faisant donc 0 = 7, et Ç = — , on aura la formule
Z = xz— ^•(I^-Ç:(I+aÇ:(I + 3^:(I+4Ç:(I+etc., (65)
où l'on doit remarquer que les numérateurs croissent continuellement de Çp tandis que les dénominateurs sont tous ^aux à l'unité.
Le cfilcul de cette formul^evra se fiiire comme nous l'avons expliqué cidessus art. 176. Pour en donner un exemple, soit arso.oi, on aura zs
log 100= 2M, ^5= — =:ç/?i = 0.10857 563 etc.; d'après ces valeurs, il
faut calculer successivement les quantités X, R, R|, R(,etc.,parle8foT|pules T. II, 84
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de l'article cité, savoir ^
X... 7.66837 71678 a êk
ft,A,... 9.21430 22252 2
R4. . . 4*0^^887521 6 SiJks... 9.50081 73435 3
Rs. . . 3.5^020 60956 9 66^6 • . . 9.533^3 33020 I
Rg. . . 3. 10393 93977 ôyAy... 9.56081 38838
Rg. . . 2.24836 837
^sH* * ' 9'6o3i6 45
Rf.» . i.85i53 28
Aft. . . . 9.89538 68449 ^
dg 9.79358 840
Af..... 9.79002659 69..... 9.82575 09
■ etc. -
Hft.f . .
Rs*.. .
Rg*. • •
Z = d.oo4a6 54447
i85. Pour faciliter le calcul des fonctions Z, nous avons construit la table a-jomte, gù 1 on remarque deux parties distinctes.
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Dans la première, la fonction Z est calculée avec ses diffërences successives,
pour toutes les valeurs de <= M-/ ^ de centième en centième, depuia <=o
jusqu'à ^=o.5o. Ces limites répondent aux valeurs ar= i , a:=o.7788etc.î ainsi la première partie de la table servira à calculer la fonction Z pour toutes les valeurs de x comprises entre ces limites; car d'ailleurs x étant
donné on connaît t = M-y • Cette première partie a été calculée par la fiar-
mule (6a).
Dans la seconde partie on trouve la fonction Z calculée pour toutes les valeui^ de x, de centième en centième, depuis œ^sio.^o jusqu'à x = o.oo; cette partie a été construite par la méthode des ordonnées moyennes, excepté les cinq ou six derniers termes, qui ont été calculés directement par la formule (63), dont nous avons donné un exemple.
i86. Si l'on compare les derniers nombres de la première partie de la table , avec les premiers de la seconde partie , lesquels répondent à peu près aux mêmes valeurs de a?, on verra qu'en supposant même égaux les intervalles , qui sont moindres dans la première partie que dans la seconde , il y aurait un avantage marqué à se servir, pour l'interpolation, des nombres de la première partie , attendu que les différences successives diminuent bîea plus rapidement dans ces nombres que dans ceux de la seconde partie.
En général , quand on veut construire la table des valeurs d'une fimction , il importe de choisir convenablement Yargument de cette table, c'e8t-à<*dir» la variable par laquelle la fonction doit être déterminée , pour que les différences décroissent de la manière la plus prompte , et qu'elles raident ami l'interpolation plus fieicile. Car, en substituant une variable à une autre, la marche des différences n'étant plus la même^ on doit préférer celle qui sera la plus favorable aux interpolations.
Sao
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TABLE des valeurs de l'Intégrale Z =fdx(l^^ '; la première partie depuis
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t^{l-^ ^o.QQ jusqu'à t = o.5o, la seconde depuis a:=:io. So j'asqu^ à jj^o.oo.
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1 87. Ainsi étant proposée la fonction Z z=zfdx f'-j"" * > si l'on fait ......
r/iy=«, ou arsse""^", cette fonction sera aussi exprimée par la formule
Z s=s i/'tt — afe^^*dt^ où l'intégrale doit être prise à compter de < = o; on a donc le choix entre les deux expressions, l'une par la variable Xy l'autre par la variable t .
La première partie de notre table a été calculée, selon la seconde expression, pour toutes les valeurs de <, de centième en centième, depuis tzszo jusqu'à lsso.5o. On l'aurait pu continuer jusqu'à une valeur plus grande de <,par exemple, jusqu'à f=s5, comme l'a fiiit M. Kramp, dans une table de l'intégrale /e'''*^^, placée à la fin de son Analyse des réfractions» Quant à l'intervalle depuis f=s3 jusqu'à <sqo , il parait immense, cependant il n'embrasse, par rapport à la variable x^ que le petit espace depuis x^= o jusqu'à a:= 6—9 =0.000 1:2 Si a etc.; on y suppléera aisément en calculant directement, dans chaque cas particulier, la fonction Z par la formule (65).
i88. Étant connue parla table la fonction ZssA, qui répond à la variable jps=â, si l'on veut avoir la valeur de la fonction pour une variable peu diflërente x=â-— ot, il faudra d'abord, pour la Ssicilité du calcul, exprimer les
fixictions par la variable t. Ainsi fiiisant ^s e^<% ou < = M^V , puis déterminant b el € par les équations 4=:f /-V, b + C=:ff ^ V, la question
«èta de déterminer la différence J^Z d'après l'équation Z=:^7r — ^fe^^^dt^ en supposant que t prenne successivement les deux valeurs £, &-|~^- Soit donc i ss: £ -|~ ^ ; on aura , en observant que a s= e — ^' ,
cette intégrale doit être prise depuis « = o jusqu'à o) = C , et comme la quantité f est supposée très petite, on pourra développer d'abord le facteur «-"•', ce qui donnera
yê- ^— 'rf» ^fe-'^^^dt» —fe-^^a^dm + ^fe^-^^^cù^dt» — etc. ;
ensuite développant e^^^ dans les différens termes, excepté dans le premier, et &isant, pour abréger, 2£^= A, on aura la différence cherchée
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+ a«6» Ç- — ctc.^ — etc.
Chaque ligne de cette formule forme une suite fort couvei^ente, et les différentes lignes décroissent à peu près comme la progression €^y f ', €', etc. ; il suffira donc presque toujours de calculer un petit nombre de termes de cette formule , pour avoir une valeur très approchée de la différence J'Z y d'où Ton déduira Z = A — cTZ.
Cette formule servira à interpoler la seconde partie de notre table , dans les cas où la série des différences ne décroîtrait pas assez Ta{Hdement pour donner un résultat exact jusque dans les dernières décimales. Cependant si;t n'était pas plus grand que o «o^ , il aérait encore plus simple de calculer directement la fonction Z par la formule (63).
189. Au reste, pour donner un exemple du cajcul de la formule (64)9 nous allons déterminer la fonction Z(o,o2) oix xzszo.o^j par le moyen de la fonction Z(o,o3) supposée connue , ce qui est un des cas les plus difficiles que puisse présenter l'application de notre formule.
Dans le cas dont il s'agit, on aura a=o .05, a— -asso.02, ^=£^, {b+ €y= l5o. D'après ces données, on calculera le premier terme (i) de la formule, comme il suit :
A -J- 6 = 1.97788 346609 ai 0.57347 o5o266
^ta
6= o.io53o 292114 A 9.59591 092149
m 9-65778 45ii3o
Am 9.23569 523279
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e— ^ = 0.67410 017536* ^ 1^-0.17127 549555 I — e~^ = o.SaSSg 97^474 **' 9.83872 4^o444 sonlog.. .g.SiSoS 599i4'
(i). ..7.71776 47^<5 (i)=o.oo5aa iiSaSo
En second lieu viennent les termes de. • • . • • (2,1) -— a 535346
. 5ao 468688
enous désignerons successivement par (2,1}» (2,5) — 108967
2,2), (a,5), etc., et qui se déduisent aisément ^ 7 rr~ —
chacun de celui qui le précède. ^ .. *^'
Les termes de la seconde ligne, savoir, ^ . ^.,
-|-2aff*rg— gH — • etc.J, étant désignés (2,5) — 1009
de même par (3,i), (5,a), etc., et semblable- t w *♦" ^
ment ceux des lignes suivantes, qu'on calculera 5 20 570718
jusqu'à ce qu'ils ne donnent plus rien dans le (^^O + 7769
dixième ordre de décimales, on aura les résul- (^9^) "~" • 2553
tats ci- joints. (5,3) + 431
La valeur de J^Z, qui est le résultat total de \^>^J T" 5o
la formule , étant retranchée de la valeur connue 520 5765 15
de Z(o,o3) , on trouve celle de Z(o,02) , la même (4> i ) — 21
qui est inscrite dans la table, et qui a été cal- (4y^) + 7
culée directement par la formule (16). J^Z=o.oo52o 37630
Z(o,o3)=o. 01454 17645 st)=^o.oogi5 8001 3.
§ VI. Intégrale complète de F équation (5j).
190. Les recherches précédentes nous conduisent à déterminer les cas d'intégrabilité de l'équation différentielle de l'art. 171.
Si l'on suppose qu'on ait en même temps T=: i et Ç=o, la formule (58), exprimée eu fraction continue, sera, comme nous l'avons déjà dit, l'intégrale de l'équation (57). Si l'on suppose, déplus, que l'un des deux nombres a, a + 6j est un entier négatif, il est visible que la fraction continue se
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terminera d'elle-même, et qu'on aura ainsi la valeur de T exprimée exactement par une fonction rationnelle de ^. L'intégrale étant connue pour chacun de ces deux cas généraux, il sera facile d'avoir, dans la même supposition, l'intégrale complète de l'équation (57), laquelle ne supposera plus qu'on ait en même temps T= i et Ç =0.
En effet, par le tableau analytique de l'art. 172, on voit que l'équation différentielle proposée en T, est liée avec les transformées successives en T', T", T^', etc., de manière qu'il suffit de résoudre complètement une de ces équations, pour résoudre toutes les autres, et particulièrement l'équation en T. Or, par la loi des transformées successives, il est évident que les coefficiens qui étaient a et S dans l'équation en T , deviennent et et 7z+€ dans la transformée paire en T", et qu'ils deviennent i— aet /î + a+^ dans la transformée impaire en T""*"*.
191. Soit donc i"". f = — /i; pour avoir les transformées successives on prolongera la suite des équations,
ij = 1 + (i + « + €)CI"',
etc., jusqu'à celle qui donne la transformée en T'""", savoir:
cette transformée sera
jsgp^ (,-,); .f^ î— =0.
Enfin si l'on lait =;j^^=: i +ÇY, on aura pour dernière transformée,
Celle-ci étant linéaire par rapport à y, on en tire
A étant la constante arbitraire.
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Elîoûwuitdooc successivement T'yV...^T^'^^,YyWak laoycn dcséq»iîoi» prëcédentes, on «nra l'inUgrale de rëqusiiodi proposée ea T, hqueUe contiendra la constante arbitraire A, et sera par conséquent c<iai|dète.
193. Dans cette int^ale, outre le terme A^*tf ^, qui appartient aui
exponentielles ordinaires, se troure comprise la transcendante JX^^"^^^^
qui, pour les valeurs positives de ^, semble diflférente des transcettdantei
r(a, x)\ mais pour les valeurs négatives de Ç, ces deux transcendantes sont
de même nature.
EneCfet, soit^= — o", on aura/Ç— " — *e^{i?^=(— i)*yflr— »— «e 'A-;
soit encore e '=z a?: ou - = / - . on aura
dans ce même cas on aurait
Ainsi le simple changement de Ç en — o", suffit pour que l'intégrale complète
de réquation proposée en T, puisse être exprimée par la fonction r(«, x),
en faisant a: = e ^; elle satisfera à toutes les valeurs positives de o*, ou i toutes les valeurs négatives de Ç. Ensuite si Toa cliange le signe de 0*, ce qui
rend Ç positif, la fonction T{a, x) supposera a: = e^ , c'est-À-diffe ^ ^ 1 , et elle se déterminera alors comme on l'a fait voir dans l'art 164. Donc dans tous les cas, l'int^ale complète de l'équation proposée s'eiprnnera par li transcendante connue r(a, or), en donnant à cette transcendante toute l'extension dont elle est susceptible.
193, Soit 3®. a-{-^=— «o, les transCbrmées successives devront être prolongées, suivant la loi de l'art. 172, jusqu'à la transformée en T" qui sera
(T*")*£iÇ "* T**" "i" v^ "t* ^;Ç — (T^ ■"" ^*
Dans ceUe-ci, faisant de nouveau 7^ = 1 + f Y , on aura la dernière transformée
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dont rint^ale est
0)DDaissant Y, on obtiendra successivement les valeurs de T", T**"', et enfin T ^ de rarte qu'on aura l'int^ale complète de l'équation différentielle
proposée.
194. Dans cette intégrale se trouve la transcendante /^«""'e^dÇ qui, pour
toutes les valeurs négatives de ^, se ramène immédiatement aux fonctions
T{ay je). Car faisant^ =—'9' et ensuite e ^==^9 ou -=/i, ou a
cty2r«— «tf 'ifc=/<tirf i-V"* = r(i — «, ^). Ainsi dans le oasde Ç négatif, l'intégrale de l'équation différentielle proposée dépendra simplement de la fonction r(i — «, J?).
Dans le cas de Ç positif, on substitueca à la fonction r(i — «, â?), ce que
devient cette fonction lorsque J?c=s^, c'est-à-dire lorsque x est^i ; ou
bien, pour éviter des transformations qui quelquefois sont embarrassées d'ima-
^naires, on conservera dans l'expresskm de T la transcendante /X^"^^ qui s'évaluera convenablement suivant les différens cas. Si a est un nombre entier positif ou négatif^ l'int^rale dont il s'agit s'ex-
Si A n'est pas un entier, soit? ssu, on aura /{•—^tf^df s=— ^/îi-*«"^, ce qui donne par le développement de e^^^ la valeur approchée
/t*-*eW=con8t— îî — îî I-T— I — «^•
On paît aiDsn mettre cette intégrale sous la foime
^é^ritH ::^=^-H ^^^ -etc.),
^o& résulte
OOBSt.
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1 = A^"i«*-' 1 ^ iî- — = f- etc. -
Y I— et " I — £t.a — m 1 — «.2 — «.3— « • '
scrie qui pourra être divergente dans les premiers termes , mais qui deviendra toujours convergente après un certain nombre de termes.
195. Si, au lieu de (aire les substitutions dans l'ordre indiqué art. 172, on les fait dans Tordre inverse, on aura les équations suivantes qui serviront à déterminer les transformées successives en T", T**, T**^'*"'^, X*^*"^,
± =ï+^rr, «• =!—«,€• =« + g
^=14- go*»^*»» , aoo" = a , C**** = C — 2
etc., etc., etc.
De là on voit que la transformée paire en T'^*"'=s: Y , sera
y;^+— Y — r(fe— «;;— y-. =0,
et que la transformée impaire en Ï»C»»— 0 5= y ^ géra
Donc, i"*. si € est égal à un nombre entier positif n, la transformée de Tordre 2/i se réduira à l'équation linéaire
^•f + «+OY-i = o,
dont rintégrale est Y = Ç— *e ^ (A — /^*— »e ^^(^). Si dans cette expression
on fait e ^ = or, ou p = / -, on aura
ainsi l'intégrale de l'équation proposée en T s'exprimera généralement au moyen de la fonction r(i — a, x).
2*. Si a+ ^ est égal à un nombre entier positif n, la transformée de l'ordre 2n—- f , se réduira à une équation linéaire,
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^+[(i-«)Ç+OY--i=o,
dont l'inlëgrale est
et en faisant toujours la substitution e ^ = ,r, on aura
Donc alors l'intégrale complète de l'équation proposée s'exprimera au moyen de la fonction r(a, x).
196. Il reste donc démontré qu'étant proposée l'équation différentielle,
T^di ""IT ■«" **^ *" T* "^ '
on en pourra toujours trouver l'intégrale complète au moyen des fonctions r(a, x)f considérées dans toute l'étendue dont elles sont susceptibles^ si l'un des nombres f , a+f , est un entier positif ou négatif.
Nous remarquerons que si l'on proposait l'équation différentielle
(rf4-(AÇ + i)Z+BCZ«+CC--D=o,
OÙ il y a quatre coefficiens constans A ^ B, C^ D, cette équation pourrait être ramenée à la même forme que l'équation précédente qui ne contient que deux coefficiens constans. En effet , soit Z = rdï ^n^m ein étant deux constantes indéterminées, l'équalion transformée en T sera
^'W + BwTT* + (AÇ + i>T + B/i*f H- 71 = G
+ 2Bm<T + A< — D
H- Cf.
Déterminant n d'après l'équation Bn'-j'An-f^Csso, faisant ensuite... m=iD — n, f:=Bm, a = AH-3Bn, on aura
Tdi:
équation entièrement semblable à l'équation (57). Donc l'équation proposée en Z sera intégrable si l'un des nombres
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BD + i A + i |/(A« - 4IC), BD H- i A - i i/CA» - 4BC),
est un entier positif ou négatif.
197. Nous remarquerons enfin quV>n peut donner à l'équaticm ($7) une forme analogue à œlle de l'équation de Riccati. Pour cela, soit d'abord
ÇssAo:^, Tsshxjr; soit ensuite m = -—-, Bsa— -|, Ass^^latraiis*
formée en jr 8era^+j^ — iMur^ jr— TiCa:^ =ioj enfin faisant....
/— i«iMP* =3s, onaura •
Cette équation , qui est iplus générale xpie i'éqaatian de Riccati , sera donc intégrable si l'un des nombres £ , «-(- f , est un entier positif ou négatif.
f)ffns le cas oh ^rmi a^=|— |<i, ccttte équation devient.
^ -(-^ — ^a^n^x* a96e; aUeserBiKtégraUesiiiTantlafthéQiae --- "■
si l'un des deux nombres ^ — 1«9 7 -^ ?«, est on entier pMbif oa nëfitif;
alors l'exposant dfi jel, Avoir , - «-^ x^^ae réduit i la forme-— ^^j^ 9 ^ ^^^
un entier positif ou négatif; on obtient ainsi les mêmes résultats que présente la résdution connue ide Tëquation de Riccati.
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SECTION PREMIÈRE
Sur le Déi^eloppement de la puissance ( H- a' — aa cos ^)-».
I. On peut toujours supposer a^ i ; car si on avait a<^ i , on mettrait
- à la place de a, et la puissance à dëTelopper serait a** (i-f-^'^—aA €0»^)^%
tétant < !• Cela posé^ si Pon fidt D ='i + a*— 2diCQS ^^ et qu'on suppose
D-" = P, + aP, cos (p + 2P» cos 2^ + aP, cos 5^ 4- etc. ,
l'expression générale du coefficient F(A) sera donnée par la formule suivante où l'intégrale doit être prise depuis ^ s= o jusqu'à ^ == tT :
En effet, on sait que l'intégrale fd^ cos X(p cos /i(p prise entre ces limites^ se réduit à zéro, pour toutes valeurs des entiers A etft, pourvu qu'ils soient différens l'un de l'autre 3 ainsi en substituant pour D""" la valeur développée P.+ aP, cos ^+ 2P. cos 2^ + etc. , l'intégrale flir*d^ cos A^ se réduira au seul terme 2P(\) fd^ cos* A^ , dont la valeur est ^P(A) , ce qui donne kl formule ( i )•
Cette formule réduit aux quadratures la détermination générale du coefficient P(A); mais il importe de chercher une autre expression de ce coefficient propre à en faciliter le calcul numérique pour toutes valeurs données de n et de A.
It est nécessaire, pour cet effet , de traiter séparément le cas où Pexposant n est un nombre entier, positif ou négatif, et cehii où n est un nombre fractionnaire. Dans le premier cas , la valeur du cofBcient général P(A) peut être déterminée exactement par une fonction rationnelle de net de A3 dans le second cas, lc& coefficiens P (A ) sont en général des lTaD8fieBdanle& qui ont
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beaucoup de rapport avec les fonctions elliptiques et qui coïncident arec elles lorsque 2n est un nombre impair.
§ I. Solution du cas où F exposant n est un nombre entier^ positif ou négatif.
Nous ferons toujours a^i, D=i*f-"A*r~^^ <^ûs ^ et
D"^ = P. -f- 2P, cos ^ + 2P4 cos a ^ + aPj cos 3 ^ 4-elc.
Dans cette série, le coefficient P(A) qui accompagne cos A^, suppose n constant; mais si on a égard à la variabilité de n, ce coefficient , fonction de deux variables, devra être désigné par P(A, ;^); on pourra en outre considérer P(A, n) comme étant fonction de a ^ et diflférencicr , s'il y a lieu, ce cofficient par rapport à a.
Gela p0sé, on sait par la théorie des suites récurrentes, que la suite infinie I +a cos ^ + a* cos 2^ + a' cos 5^ + etc. , n'est autre chose que le développement de la fraction ^ _^^ , ^^, suivantles puissances ascendantes de a; De là on déduit l'équation
i-^i^l + a- = I + 2fl cos ^ + aa*cosa^+ ao» cos 3(£4- etc..
ou
D-* = Yli-^(i+^^cos^ + aa»cosa^ + aa*cos3^4-etc.V ce qui fait voir que dans le cas de n= i , on a en général
Au moyen de cette valeur, nous allons déterminer successivement P(A 2) P( A, 3), et en général P(A, n), n étant un nombre entier positif quelconque.
3. Pour cela diflerencions par rapport à a l'équation P (A, /z)= i- CËÎ^^JÎ^ nous aurons
dP (A, n) 1 Pnd^ cos xç . .
~d^ — ~;y D-^' (acos^ — aa)j
multipliant de part et d'autre par a et mettant au lieu de aacos^— a^ sa valeur i — a* — D , on aura
adP (a , n) __^ n di "
Le second membre de cette équation se réduit à /ï(i — a*)P(x /»+i)
— bPT(A , n) , donc on a
Ainsi le coefficient P(A, /i+ i) se déduira en général du coefficient P(A, n), au moyen d'une simple diffiêrentiation faite en regardant a comme seule variable; et puisque nous connaissons la valeur de iP(A, i) par la formule (2), nous en déduirons successivement les valeurs de V(?iy 2) y P(A, 3), etc., savoir:
^^^'^î= Ô • (TT^^K^+O (A+2) (A+3)-3a>(A+a) (a+3) (a-3)
+6a4(A+3)(A+4)(A-4)(A-3)-4a«(A4-4)(A-4)(^3)(^-2) +a«CA-4) (A-3) (A-2) (A-l)], etc.,
La loi de ces expressions est Ëicile à saisir, et en général la valeur de P(/i, A) sera donnée par la formule suivante :
ï^C^' »)= (,-aT-' 1.2.3 ... »-. ^'
Pour s'assurer de l'exactitude de cette formule , il suffit de substituer la valeur générale de P (A , n) dans le second membre de l'équation (3) ; on trouvera, après les réductions, une valeur de P(A, ^+1) ^ ^^ ^i^ autre chose que ce que devient la fonction P (A , h) en mettant /» -f- ^ ^ 1^ place de n. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui que nous indiquons.
4* Le cas le plus simple est celui de 72 = A -f~ > 9 ^ors B ou B(A, n) se réduit à son premier terme i , et on a
^^^ ^ I V 1 rd^ COSXÇ (^ A + 1 . A + 2...2A
Un aatre cas qui mérite d'être remarqué est celui de X = o ; alors ùù t
(5) P(»,»)=ç=;^>+(=?)'+(=rF)"-+(=^^r^''^
formule dont les cœfficiens sont les quarrés des coe(ficiena du bioome âevé à la* puissance ii-« i ; elle donne en même temps la valeur de l'intégiak
- 1^ , prise depuis ^ = o jusqu'à ^=s7r. On aurait par exemple ,
5. La formule (4) ne laisse rien à désirer lorsque n est un entier positif, mais elle ne peut s'appliquer au cas oh n est un entier négatif; c'est pourquoi il est nécessaire de chercher directement la solution de ce cas, c'eitâ-dire la valeur générale du coefficient P(A,— 'h) donné par l'int^rale
définie - fjyd^ cos X^. Or, sans passer par les cas particuliers , on peut dé«
terminer tout d'un coup la valeur de cette intégrale.
En effet, le polynôme i— -aacos ^ + a^ étant décomposé en sesdem facteurs imaginaires, on aura
Ds= (i — aet%^-») (i — fle-^— 0; si ensuite on suppose •
(i — -a ct^-i)»s3: X 4-K, e^y/-' + K^é^^-\ . . . + Kj, 6^/— > «f-etc, on aura semblablement (i — ac^v^-' )■ = I +- K,e-f^-^ + K.c^>v^-' . . .+ Kx c-^v^— »4- etc.
Multipliant ces deux équations l'une par l'autre afin d'avoir la valeur de D'y et observant qu'il suffit de conserver dans le second membre les termes af* fectés dee^^v^— " et e— ^%^— % puisque ce sont les seuls qui ne disparaissent pas dans l'intégrale cherchée, on aura pour cette partie de D* la valeor
(Kx + K. Kx+, +K.Kx+a+K,K^4^ +etc.) (e^v^-« +e-^^-«) j
mais le facteur e^v^— » -f-e^^#v'— « se réduit à a cos A^, et on a entre les limites données fd^ . 2 cos* X^ = ^ ; donc la valeur générale du coefficient P(A, — 7i) est
P(A, — /ï)=KxH- K,Kx+, +K.Kx^ + K,Rx+3 + etc. j or , on a par la formule du binôme
K»+, = Kx . jq- (— «), R. = 7 (—a) ,
etc. etc.
Donc enfin la valeur de P( X, — n) sera donnée par la formule suivante:
C= 1 +ga>, ^^±ILlil gi, ^-A./^-A-J^ y ^gj
6. Remarquons que dans l'application de cette formule il &ut supposer /i=;=ou >\ j en eflfet, si n était <A, le développement de D" ne pourrait donner aucun terme semblable à cos A^; ainsi l!intégrale f^d(p cos A^, prise entre les limites données, serait nulle. La plus petite valeur qu'on
puisse donner à n est donc n = A, alors on a yi^rf^ cos A^=^( — df^^ ce qui se vérifie immédiatement.
Le cas de A = o mérite encore d'être remarqué ; alors on a /D-^=*[H-»V+(^^)V + (^L^=i^7«'+etc.) (7) Comparant cette formule â la formule (5) , on en tire
/D-rf^=(,-«-)«--'/^, (8)
ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales définies , rapport qui aurait lieu quand même n ne serait pas un nombre entier et ' d'où l'on déduirait aisément la formule de l'art. i48, tome L
En général, si l'on observe que la valeur du coificient C n'est autre cbose que celle du coefiicient B dans laquelle on aurait mis tx + i au lieu de /i, on en déduira un rapport remarquable entre les intégrales /D*^ cos A^ et
r — ^~. Ce rappwt €st donné par l'équation suivante, dont l'équation (8)
n'est qu'un cas particulier.
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/D-rf(pcosX.p= „^.,.,^.,.^...J, (-i)(»-«-)"-^'y^%=:;:F»»>C9)
7. Les formules précédentes résolvent complètement le problème du développement de la puissance D~% lorsque l'exposant n est un entier poâtif ou négatif; elles peuvent même s'appliquer au cas où l'exposant n ne serait pas un nombre entier ; mais alors la suite qui exprime la valeur du coefKcient P(A, /i) s'étend à l'infini, et on ne peut plro déterminer que par approximation les coefliciens successifs Po, Pt, F», etc., qui deviennent dans ce cas des transcendantes d'une nature particulière; d'où naît cette sorte de paradoxe que le développement d'une quantité algébrique telle que D" ne peut s'exécuter qu'avec des coefliciens de nature transcendante. Nous examinerons ci-après les propriétés de ces coefliciens, afin de &aliter autant qu'il est possible le^ calculs nécessaires pour leur détermination; mais nous saisirons cette occasion de démontrer ici une formule assez remarquable qui a lieu dans le cas de /i = 7 , et qui parait ne se rattacher à aucune autre formule du même genre.
8. Si on fait n=7 dans la formule (4) et que préalablement on mette au
heu de • , la fraction équivalente ^ -i- >
on aura ^P(X, {) ou
/ÛÎPCOSA^ X 1.3.5. ..2A—1/ , , ^ 2A+I , 1.3 , 2A+I.2A-f-3 . \ ; — =«•« • — r"s r-( i+î« • — r— H ?«*• — r r-? + etc. 1 J)i 2.4.6. ..2A \ '• 2A4-2^2.4 2A4-2.2A+4 /
Mais si l'on considère l'intégrale Z = / .. ^T • t \ > ^^ qu'on développe la quantité sous le signe, on aura
Z =fd<f> (sin^^ ^ + T «* • sin^+2 (p + lii a* . sin^^+4 (p -{- etc.)
ËSectuant l'intégration de chaque terme entre les limites ^ = 0, ^ = ^, • d'après la formule connue Cd^ sln*"^ = ' V' — — - tt. on aura
„ I.3.5...2A— I / I t • aA-l-I , 1.3 , 2A-I-I.2A+3 , , \
et puisque cette valeur est la même, au facteur a^ près, que celle de
; — , on aura en général la formule
/d4> cos xp ^ /^ d^ sin^^ . .
\/{i +a^'^ia cos (p) ^ ' J ^(j^a^ sîn« ^) ' \^^)
OÙ les deux intégrales sont prises depuis ^=0 jusqu'à '^ =^.
La valeur du coefficient P(A, ;) que donne cette formule, peut se tirer directement d'une intégrale comprise dans l'art. i23, tome 1. Cette intégrale est en général
1— g'sm^a dû p.-i D«tang9
I— aa8in*acos^+a«8in4a • \/(ï — a«sin*fl) ~ ^ ^^^ ^°8« v/(,— a*sin«ô) ^
et si on la prend depuis â = o jusqu'à Osstt, on aura
jy-i __ i r 1— g'sin^e dé
Développant la quantité sous le signe par la formule qui sert à exprimer D"*", dans Fart. 2, on aura
D * = - / —77 , . ,.. r I + 2fl sin*9 cos 0 + 2a* sin^fl cos 2^ + etc.^
Ainsi on voit que dans le développement de D" ' , le coefficient P(A , y) sera
en général — /• ^^ • «fl-^> celte intégrale étant prise depuis fl = o jusqu'à fl = 9r.
On pourra toujours déterminer la valeur exacte de ce coefficient par les fonctions complètes F'a, E'a; mais si on voulait la déterminer par les quadratures, la forme — / — ^7 ^ . ^.. serait beaucoup plus facile à calculer
que la forme - / 777 — ; — ^ rr, où l'ordonnée ne suit pas une marche
aussi régulière.
II résulte aussi de l'expression P(A, j) = — / ^ . ^. , que le coefficient F diminue continuellement à mesure que le nombre des termes X augmente, tant à raison du facteur constant a^^ qu'à raison du facteur variable sin^'^ 9. Cette expression fait d'ailleurs connaître deux limites entre lesquelles le coefficient P(A , j) sera toujours contenu; on aura en effet
SA — I
P(A, i) > - /rffl sin^xfl > a^
et
flr "^ 2.4*6. ,2A '
■'^ '^c/âsin^fl ^ a I.3.5..2A— i
p/. , X ^ a /* a9 sin 9 a ï.3.5. . 2A
n^> •) < -J ^/(,_a«) <• ï/(i— fl») • 2.4.6 "
Nous remarquerons enfin qu'en différenciant par rapport à a, le coefficient P(^j t)> o'ï en tirerait la valeur générale du coefficient P(A, n) pour le cas de /} = !•, mais cette valeur serait moins simple qftue pour le cas de 71= |.
§ IL Solution du cas où Fexposani n n^esi pas un nombre entier.
g. Supposant toujours que le développement de I>^ est représenté par la suite
P. + aP. cos^+ 2P. cos 2^+2 P9 CCS Sf.. .+!iPx cos A^-)-etc.,
l'expression générale du coefficient Px ou P(X), sera donnée par la formule (4X en y faisant le changement indiqué dans l'art. 8, on aura ainsi
A+i— n.A+a— /» ^ j^ 1 — ^».a— fi.3— n a4"'""'*"^"I"2""'*-^"T"*'""^ g , ^
Une autre expression de ce même cofficient peut se tirer de la formule (6), en y changeant le signe de n : cette expression est
Ti/^\ n.n+i-n+a. ..n+A— I ./ , /» fi+A ^ , n,n^\ it-f-A . A-f'W''
■+"îl TTl • A+1.A+2.A+3 ^ -r-etc.^
Cette formule renferme une suite moins convergente que celle de la for^ mule (11)} mais elle jouit de quelques avantages iparticuliersj eUe fait voir , par exemple, que n étant positif, les coefficiens diflfêrentiels successif
-^^, jl ^ , tj ^ , etc. seront tous positifs.
Soit V= ^^5 on aura en difierenciant cette équation
-,7. Auto cos A© 2a (» •— i) sin ^ y
et eu réduisant au même dénominateur ,
r%r / 1 aX % û^ COS Af , , v <tocOS(A— i)A
d^ cos (a + i)^
intégrant de part et d'autre depuis ^ = o jusqu'à ^ s= ^ , et observant que dans ces deux limites Y s'évanouit, on aura d'après l'équation (i),
(i5) (A+i— n) P(A4.i)— (i±^ AP(A)+(A— iH-/i) P(A— i) = o.
Cette équation donne la loi générale qui lie entre eux trois termes consécu-
tifs quelconques de la suite P» , P, ^ P. , etc. ; elle fait voir qu'il suffit de connaitre deux termes de cette suite pour déterminer tous les autres ; mais il y a des précautions à prendre ^ suivant les différens cas, ppnr que Terreur qui peut exister sur les deux termes connus ne se multiplie pas dans le calcul des autres termes , de manière à rendre bientôt les résultats entièrement défectueux.
1 1. Si on fait P (X) = n.n+i...n+)i^i ^^ ^ ^^^^^ ^ ^^,^^ substitue
cette valeur dans l'équation (4)> on aura
(i4) (i -f-3;2^^)a'A(^+i>-(i4-fl*)A(X)+A(X-i)=o.
Cette équation exprime pareillement la loi qui r^ne entre trois termes consécutifs de la suite A,, A,, Ai^, A3, etc. En supposant cette suite connue, le développement de D""* serait donné par la formule
D~" = A,H- 2a .- A, cos ^ + 2fl*. ^'^ A, cos 2^
1 • 2 • o Lorsque A est très grand, l'équation (i4) donne à très peu près
d'où l'on peut conclure que la série A«, A», A», etc. doit se confondre dans les termes éloignés avec une série récurrente dont l'écheUe de relation est
^ , — i ; celle-ci aurait pour terme général a + S C^ , «t et € étant
des coefiiciens constans. Ainsi lorsque A est très grand , on doit avoir aussi
A(A) = a + ^r-ij . Mais comme, d'après l'équation (11), la valeur de
A (A) ne doit contenir aucune puissance négative de a, il s'ensuit qu'on a Ç = o ; et qu'ainsi A étant très grand, on aura A (A)=a, ou A (A) égal à une constante. Cette constante se détermine en faisant A infini dans la valeur générale de A (A) donnée par l'équation (12), laquelle est
(i5) A(A)==i+5.^t.*a.4.2:i±i.2±^Ji±i±ia«+etc.,
et on a par cette supposition A (A)= (i — a*)""". Mais ce résultat n'est que le premier terme d'une série propre à exprimer la valeur générale de A (A) , lorsque A est très grand. Voici comment on parvient à cette série.
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13. Faisons, pour abr^er, A+i:=A', X + a^ A", etc., et sup posons
A.(A) = «(, + J + ij. H- 3^^, + etc.),
d^ (P^ c"\ etc. étant des coefliciens indépendans de A ; cette valeur donne A(A) - A(A + i) = «(^ + ^'^4,3;,^, H- etc.),
A(A+,) - A(A + a) = «(j^. + i;TOî+3OT^:î + «»*^*)'
multipliant le second membre de la dernière équation par A^, et observant que A'= A'" — a = A*^ — 3 = A^ — 4) ®tc., on aura, après avoir divisé par A',
A(A+0-A(A +2)=a (pp+ -W3?"+ -75?^A-+feW + etc.) Maintenant si on met l'équation (14) sous cette forme :
o=:A(A)— A(A+i)— ««[ACA+O— A(A+2)]H-Î^VA(A4-a),
et qu'on substitue les valeurs précédentes , on aura une équation qui devant être identique, donnera les équations de condition
5 (i — «•) c'" = (»• — » — 2.3)aV',
4 (i _ a*) c*^= (/i» — /i _ 5.4)aV", • etc. j
d'où l'on déduit les valeurs des coefficiens
donc on a la formule générale
AW=(.-.-)-[. +2:^^ • JTT • r^^L
"* TXT • A+i,A+2.A+3 ' \i— «•>/ -f-etc. J*
Cette suite a l'avantage de se terminer d'elle-même, toutes les fois que n €st un entier positif ou négatif 3 mais si n est fractionnaire, comme nous Je supposons, elle s'étendra à l'infini et ne sera convergente dans toute son étendue et pour toute valeur de A, que lorsqu'on aura a*<<i—- a* ou a\<l
i3. Dans tous les cas, si A est fort grand, on aura une valeur très ap-^ prochée de A (A) par les premiers termes de la série, qui décroîtront alors d'une manière rapide. Dans cette hypothèse, si on prend le logarithme de A (A), et qu'en négligeant les termes qui ont pour diviseurs A', A^, etc. , on
réunisse deux termes tels que^ -{- ^ en un seul— ^ — , on aura
log A(A) = - » log (, - «•) +(^^^1^.
D'un autre côté la valeur de F (A) peut en général se mettre sous la forme
et puisque A est supposé très grand, on a par la formule de l'art. 74 9
I r(A4-/î) , x| ^ , 'i* — n , (n* — n)(i — 2Fi)
log ^; T N = (/» — 0 log A H h ^ ^-^ ^ ;
°r(A+i) ^ ^ ^ '.aA * I2A* '
donc on aura
Alog a +(/! — i) log A — n log (i — fl')— log Tn (17) logP(A)=^ + ^'-^—,1, (/>>-n)a>
valeur qui doit être exacte aux quantités près de l'ordre -3, et dans laquelle
il faudra multiplier les deux termes algébriques par le module i7is=s 0.434, si on veut que les logarithmes de cette équation soient changés en logarithmes vulgaires.
Nous devons observer, i*. que si a était négatif ^ le terme A logâ sera toujours le même que si a était positif, mais alors F(A) sera affecté du facteur , T. IL 87
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(— i)^ , ce qui rendra P(A) nëgatifs! X est impair; a*, que si l'exposant n était n^atif, c'est-à-dire si on avait à développer une puissance positive du polynôme D, alors il fendrait dans le terme-— logF/i, mettre la valeur qne prend la fonction Tn lorsque sa racine n est négative , valeur donnée par la formule (43) du chap. XY ; et dans le cas où cette valeur serait négative, on devra la considérer comme positive dans le terme — - log Fti , et changer sinh plement le signe de P(A).
Il suit de ces deux observations, que le coefficient P(A) ne deviendra uéga* tif que dans le cas où la quantité a^ Tn serait négative.
On peut donc à l'aide de la formule (17) connaître d'une manière aussi prompte que facile , la valeur et le si{;ne d'un terme éloigné quelconque dans la suite Po, P, , P., etc. Si par exemple on (ait a =-1^, »=tj ^ == 'oo, on trouvera log Ptoo = 8 .6430984 , et P,oo = 0.0439641a; c'est la valeur très approchée du 10 1* terme de la suite dont il s'agit.
i4« Revenons au calcul effectif des coefficiens Po, P|, P«, etc. Liorsque a sera assez petit, on pourra se servir des formules fii) ou (1:1) indifféremment, pour calculer les coefficiens successifs qui seront donnés alors par des séries convergentes^ mais il suffira de calculer directement par ces séries les termes alternatifs P», P^, P^, Pg, etc., et on en déduira les intermédiaires Pi, Pf, P5, etc., au moyen de l'équation (i3) qui donne en général
' W =. ¥ï- [('+ ^) PC^ + ') + (■ + -T-) P (^ -■)] ■■
cette équation est d'un usage également sûr, soit que a soit très petit, soit qu'il difïere très peu de l'unité.
Si on se bornait à calculer les deux premiers termes Pq, Pi par les séries qui les représentent, et qu'ensuite 'on se servît de ces deux premiers termes pour calculer les suivans par l'équation (i3), les erreurs se multiplieraient dans ces diverses opérations, avec d'autant plus de rapidité, que a serait plus petit. En effet, les erreurs absolues sur P., Ps, P^, etc. pourraient croître
suivant la progression -, -;, — 3, etc.; et comme ces termes eux-mêmes décroissent à peu près suivant la progression a, a", a', etc., l'erreur relative pourrait augmenter d'un t^rme au suivant, à peu près dans le rapport de i à
^, erreur qui ne tarderait pas à produire des résultats entièrement défectueux.
Lorsque a sera très près de l'unité , les séries comprises dans les formules (11) et (12) seront très peu convergentes, et il faudra en calculer un grand nombre de termes pour avoir, avec un degré d'approximation suffisant, les
deux premiers coefiiciens Po, Pi; mais dans ce cas, on pourra se servir de PéquatioD (i3) pour calculer les coefiiciens snivans P^, P3, P^, etc. , et il ne sera pas à craindre que l'erreur augmente notablement d'un terme au suivant.
i5. Au reste, on peut éviter les longueurs du calcul par séries, en déterminant les deux coefiiciens Po, P| par les quadratures qui représentent les
intégrales "" / 5? > " / — n» ' prises depuis ^ = 0 jusqu'à ^ cstt. Mais dans
le cas où a est peu différent de l'unité, la quantité D devient très petite lorsque (p est très petit; ainsi l'ordonnée de la courbe qu'il &ut quarrer, serait très grande vers l'origine des abscisses. Pour obvier à cet inconvénient, nous
observerons que l'intégrale / v^^ i^tnl en général être déterminée par
l'intégrale fD'^^dp cos A^, puisqu'on a par la formule (9)
Soit donc yT)"'"*rfip cos Xç = ?rM(A) , et on aura
Ainsi tout se réduit à trouver la quantité M(A) pour les deux valeurs A = o , A = I , et on aura les deux coefEciens cherchés
p ,__ Mq p ___^ n M|
Or quelque petit que soit i — fl, on pourra toujours trouver par les quadratures, des valeurs aussi approchées qu'on voudra de Mo et Mi; mais pour faciliter les calculs, il sera bon de supposer n> 1 , afin que l'ordonnée D""* cos A^ de la courbe à quarrer , reste très petite lorsque ^ = o , ce qui n'arriverait pas si n était <^ i . Cette condition au reste est &cile à remplir dans tous les cas ; car on verra bientôt que le développement de I>^ peut toujours se déduire, par un calcul très simple, du développement de D""^*"".
16. Il y a encore une autre^nanière de calculer les coefliiciens P(A), laquelle a l'avantage de réussir (paiement lorsque a est très petit et lorsqu'il est très près de l'unité. Supposons qu'on veuille prolonger la suite P,, P,, P., etc. jusqu'au terme P^a^^; on calculera directement les valeurs de A(/7i*— i) et A (m) , par l'une ou l'autre des formules
Ces deux termes ëtant conaus, oa en déduira tous les prëcédens, depuis
A(/7i— 3) , A(/ii— S) jusqu'à A,^ au moyen de la formule (i4) <pii
donne
A(A- 1)= A(A)+a'[A(A) - A(X4- 0] + ^^^a-A(X -f- 1). Il ne restera plus qu'à substituer ces valeurs dans la formule
D~* =:A, + 2a. -A»cos^ + 3«*- ^''^ ' A, cos a^
+ 20*. ^ ^ ^^ As cos 5ç H- etc. ,
et on aura le développement cherché de D~^.
Dans cette méthode, les quantités Ao, A,^ A», etc. sont évaluées avec un degré presqu'égal d'exactitude, parce que la formule dont on fiût usage ne permet pas que Terreur augmente beaucoup en calculant les premiers termes par les deux derniers. Il arrivera donc que les coefficiens successif P«, Po P«, etc. seront déterminés de plus en plus exactement à mesure que la série se prolonge plus loin ; car les erreurs absolues étant les mêmes à peu prés sur les coefficiens A(A) , elles seront atténuées pn^essivement dans le rapport de I a a^ sur les coefficiens P(A).
Ayant représenté le développement de D~* par la formule
D"*= P, + 2?» cos^ H- aP. cos 2^ + aPj cos 3^ + etc. ,
supposons qu'on ait semblablement
D^""' = Q, + 3Q1 cos ç + ^Q^ cos 2^ -f- aQs cos 3^ + etc. ,
Q(A) étant la même fonction de n-j^i que P(A) est de n. Nous allons faire voir que ces deux suites se déduisent aisément l'une de l'autre*.
En efièt , si on différencie la quantité Y = -^r 9 ^^ ^^^"^
«V = A.— ^ï: r^" DM-» '^^ ÊH^+i J
intégrant de part et d'autre depuis ^ = o jusqu'à <p s= ^ , et observant que dans ces limites Y s'évanouit , il viendra, d'après l'équation (i),
o = AP(A) + /ia[Q(x+i) — Q(x— i)],
ce qui donne
(19) P(x = ^[Q(x-i)-Q(xH--,)]:
ainsi on a successivement
P. = lia (Q, — Q.) ,
na
etc.
A l'yard du premier terme Po, il n'est point déterminé par cette formule; mais comme on a D"^ s= ( i + ^* — a^ cos ^) D-"*"* ^ si on multiplie la suite Qo + ^Qi cos ç + etc. par i + û* — a^ cos ^ , et qu'on réduise les produits de cosinus en cosinus linéaires, on trouvera que le terme indépendant de fi est (i 4* ^0 Q« ""* ^^1 j ^^ qu'ainsi on a
Ces jR)rmules offrent, comme on voit, un moyen très facile de déduire les coefficiens Po , P| , P», etc. qui répondent à l'exposant h, des coefficiens^ supposés connus Q^j Q. , Q», etc. qui répondent k l'exposant /i -f« i .
18. Réciproquement si on veut déduire les coefficiens Q(X) qui répondent à l'exposant 71 H- 1 9 des coefficiens P(X) qui répondent à l'exposant /i, il faudra d'abord déterminer Q» et Q, au moyen de trois équations
P, = (i + a-)Q. — aoQ,, V, = na (Qo - QO,
(i_n)Q. = i±^Q,-(i+ii)Qo.
Ces équations donnent
(, _ a')'Q, = (i + «•)?„ + ^.aaP.,
(i - «')*Q» = aoPo H- ^ (i H- a»)P„
ou plus simplement encore
(ai) Qo 4- Q, = (I -«)• »
Connaissant Q, et Q,, on calculera les termes suivans Q«, Qs, etc., au moyen de Féquation (i3), dans laquelle ibfaudra changer n en n^i et
P(X) en Q(A), ce qui donnera
(22) (A — /i) Q (A+ i) == i±f!AQ(X)— (A + ») Q(A — i).
19. Mais on peut pour le même objet construire des formules plus commodes et qui serviront à 'îalculer immédiatement les coefficient Q (A) , Q(X-f- i), par le moyen des coefficiens correspondans P(A), P(A-f-i),
Pour cela je tire de l'équation (19),
^ AP(A)=iia[Q(A-i)-.<}(x+i)], (A+ i) P(A+ i) = iw [Q(A)— Q(^ + a)].
D'ailleurs Téquation (2a) donne
(A - n) Q(A+i) = i±^AQ(A)— (A+/i)QCA-.i),
De la résultent deux valeurs de Q(A) exprimées, Tune par les deux termes P (A) , P (A -f- 1) > l'autre par les deux termes P(A— i) , P(A) ; ces valeurs sont
IV>\ — (A+n) (1 +0^) P(A)— (A+ I — />) 2aP(A+ I) (25) n{^i—a)
La combinaison de ces deux formules en donne une troisième plus commode dans la pratique, savoir :
Dans le cas de n=:-^^ cette formule se simplifie et donne ce résultat remarquable ,
(a5) Q(x) = ^_(ax- £) [P(x - ,) _P(x+ i)].
30. Nous observerons que les équations (14) peuvent se mettre sous la forme suivante, plus commode pour le calcul numérique ,
Dans le cas de nz=^ , ces formule» se simplifient encore et deviennent
Q(^) + QC^ + .) = ?i±i [P(x) -P(^+,)], Q(x) _ Qx + i) = 2id^[P(x)+P(xH.,)].
Le cas de /i= ^qui donne lieu a diverses simplifications, est celui qui s'applique spécialement au calcul des perturbations des planètes; il est susceptible d'être résolu complètement par les fonctions elliptiques.
21. En effet, si l'on suppose ^ = ^ — a\|/ et c* := r 1^ \^ ^^ aura. . . .
D = (i-|-fl)»(i — c*sin*4)> ®' ^^ valeurs de P, et P, , données par la formule (i), seront
p ^^^ £ r a(iv{.cos24^ ^ l«4/=:^9r
or, par l'art. 307, tom. I, on trouve
Les fonctions complètes F*c, E'c sont rapportées au module cj mais il conviendra de les exprimer pgr des fonctions semblables rapportées au module c® = a , puisqu'on a c = -y-. Or par les formules de l'article déjà
cité, on a
E'c= (i+i)E'c* — bF'c =--L_E'a — (i — a)F'fl,
valeurs qui, étant substituées dans les formules (38), donnent plus simplement
32» Nous rappellerons ici que pour calculer les quantités F'^j E'â,. il faut d'abord former la suite décroissante a, a*, a*"*", a**'^ etc., par la même loi que la suite des modules c^(f^ c**, etc. Faisant ensuite
H =:K. (1 + ^ + ^:2^ H- etc.), on aura, suivant les formules démontrées dans le tome I^
E'a = fK(i-i^)-:H.ia-.
De là résultent ces valeurs très simples des deux premiers coefficieDS.
ensuite par l'équation ( 1 5) on trouve le troisième coefficient
P. = |aP. 4-iH.
Substituant ces valeurs ^ns les équations (a i) et (aa) , on en dédain ks valeurs suivantes des trois premiers coefficiens Q,, Q, , Q. , nécessaires an
développement de D"*,
Ces formules sont disposées de manière à rendre le calcul numérique des premiers coeOiciens aussi facile qu'il est possible. Nous en donnerons bien* tôt des exemples."
Les valeurs précédentes supposent que la différence i — a nVst pas très petite, et dans cette hypothèse on n'aura jamais k calculer qu'un petit nombre de termes de la suite a , a?y af^y etc. , pour parvenir à des résultats aussi approchés qu'on voudra. S'il arrivait que i— -^fôttrès petit, on ferait usage des formules (28) , où i — - c est encore beaucoup plus petit que I —a, et on substituerait dans ces formules les valeurs de ¥*c et E'^, calculées suivant les méthodes que prescrit pour ce cas la théorie des fonc^ tiens elliptiques.
25. Nous avons fait voir quels sont les procédés les plus amples pour cal-
culer les divers coefficiens P(X), Q(A), qui servent à développer les deux puissances consécutives D"", D*"""*. Si on avait à développer un plus grand nombre de puissances successives, telles que D"^, D"^"', D""*""*, D"^"', on commencerait par la puissance la plus élevée, et faisant /z=: m -f- 3, on calculerait les coefficiens successif P,, P|, ?«, etc., qui répondent h cette valeur de n.
Connaissant le développement de D~~", il faudra en déduire successivement celui des puissances précédentes D"'"*'', D""'"***, etc. Pour cela il faut observer que si on a égard à la variabilité de /i , la fonction 1?(X) devient une fonction de deux variables et devra être désignée par P(A, n). Or les coefficiens P(A, n — 1 ) se déduisent des coefficiens P(X , n) au moyen de la formule (19), qui peut être exprimée ainsi :
(3o) P(A, n- ,) = ËZlOf [P(A- I, «)_P(^+ ,, »)].
Celte formule ne ferait pas connaître la valeur de P(o, n — i)j on y supplée par l'équation (11), qui donne
Au moyen de ces deux formules on déterminera les coefficiens P(X, n* — i), en supposant connus les coefficiens P(A, n); on calculera de même les coefficiens PCA, /î— 2), par le moyen dès coefficiens P(A, » — i), et ainsi en rétrogradant, jusqu'à ce qu'on ait les coefficiens de toutes les puissances de D dont on demande le développement.
Nous proposons de commencer par la puissance la plus haute, parce que les puissances inférieures m déduisent avec facilité des supérieures, au moyen des formules (5o) et (5 1 ).
2^. On pourra aussi, si on le juge à propos, suivre une marche inverse , c'est-à-dire calculer les coefficiens P(A, ;i-(- i) par le moyen des coefficiens P(A , ri) supposés connus. C'est ce qu'on exécutera par les formules (26) , qui peuvent être mises sous cette forme :
P(X, ;H-,)+P(A-hl, K+l)= (A+»)P(A,»)-(A+.-»)P(A+.. n) ^ ^ 7i(l— a)* '
Il est visible que les mêmes formules serviront à déduire les coefficiens P(A, /! + 2) des coefficiens P(X , /i-f- i); ainsi le développement connu de D""* fera connaître le développement des puissances successives D"", D"*"*, D— -% etc.
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25. On a va que deux transcendantes connues dans la suite Po| F,, P., etc., suffisent pour déterminer toutes les autres représentées par F(A} ou P(X, n), et par conséquent pour avoir le développement complet de D^. Ces deux mêmes transcendantes suffiront donc aussi pour déienniner tous les coefficiens représentés par P(A, nzhk), et par conséquent pour avoir le développement de la puissance D~"^*, k étant un entier quelconque.
De plus, si l'on compare entr'elles les deux valeurs de A(A) ou A(A, «), données par les formules (i8), on trouvera immédiatement
A(A, ») = (i — û»)*— A(A, I — ;i) j d'où résulte la formule
^ ^ P(A,1— Uj I— /*.2 /».3— 7». .. .A— 7» ^ -' '
laquelle revient à l'équation (9). En vertu de ce théorème, on connaîtra toujours exactement le rapport des deux fonctions P(A, n)^ P(A, i ^^n); de sorte que l'une peut être déterminée par l'autre. Ainsi le développement de D""*"*"* peut être déduit immédiatement du développement de D""", et réciproquement
Donc les deux transcendantes qui suffisent pour déterminer en général les diverses valeurs du coefficient PCA, /*), suffiront aussi pour déterminer toutes les valeurs du coefficient P(A, i — »), et par conséquent encore toutes celles du coefficient P(A,d=A:— /i), k étant un nombre entier quelconque.
Combinant ce résultat avec celui qu'on a déjà trouvé, on voit que les deux transcendantes qui servent à former le développement complet de D"^, suffisent en mcme temps à former le développement tant de la puissance D"'**^* que de la puissance D" — *, k étant un entier quelconque.
§ m. Application de la théorie précédente aux cas de n= ~ e/ n = |-, oii Ton montre V usage des fonctions elliptiques pour faciliter le calcul numérique des coefficiens,
36. Exemple I. Soit a^^sy et soit proposé de développer les deux
puissances D *, D~*; le tableau suivant donne les valeurs des coefficiens successifs, jusqu'à ce qu'ils deviennent trop petits pour entrer dans le lo"* ordre de décimales.
PKî)-
I .oaa
o.o5oi8 86804 878
aaa 49^^* ^4^
Les termes de la secoij^de colonne ont étë calculés par la formule (ii), eu faisant nz=z^j et donnant à X les valeurs paires o, 2, 4? 69 ^j ^^i ^^ en a déduit les termes intermédiaires par la formule de l'art. 14* La seconde colonne étant ainsi formée, on s'en est servi pour calculer la première au moyen des formules (5o) et (3i). .On connaît donc par ce petit tableau,
le développement des deux puissances consécutives D"*, D"*, pour le cas dea^Yô; de manière que l'erreur de la série ne pourra jamais s'élever à une unité décimale du dixième ordre.
27. Exemple II. Soita = j, et soit proposé de développer les deux
puissances D"', D"*.
On pourrait exécuter les calculs comme dans l'exemple précédent, parce que les suites tirées de la formule (11) seraient encore suffisamment convergentes; mais si on veut obtenir des résultats exacts jusqu'à la douzième décimale environ , on y parviendra plus promptement par les formules de l'art. 22.
En prenant pour module a = 7 = sin ^ , la théorie des fonctions elliptiques donne les valeurs suivantes :
de là on déduit, par les formules de l'article cité,
P(o, i) = 1.89074 56177 5o5 P(i, I) = 1.29025 ooi5o i37 P(2, I) = 0.77901 3a2t8 770
On continuera le calcul des quantités P(x, |) par la formule
(2X - 1) P(X+ I, i) = 5XP(X, 1) - (2X + l) P(X _ I, I),
et on en déduira les valeurs de P(X, ^) par la formule (So), ce qui donnera les séries de ces coefliciens, comme on les voit dans Le tableau suivant :
ooi5o i
o.i555i 80529 ii5
o.oio85 67515 47a
o.oo568 75521 5o5
28. On peut vérifier ces résultats en calculant les derniers termes P(ii, 1), P(i2, 1) par la formule (11), ou encore mieux par la valeur de P(^) que fournit l'équation (16), savoir :
etcY
On trouvera de cette manière , en poussant l'approximation jusqu'à la treizième décimale,
P(ii, ï) = 0.00009 4*871 680, P(i3, I) = o.ooi54 33167 4^7-
L'erreur des résultats précédens ne se fait donc remarquer que dans le I !"• ordre de décimales sur P(ia, |), et dans le i5"' seulement sur P(i i , -j). Elle pourrait être plus considérable^ sans qu'il y eût une erreur d'une unité sur la dernière décimale des valeurs de Po, P| 9 P»» d'où l'on a déduit toutes les suivantes P3 , P49 etc., parce que la formule (i5) qui sert à faire ces calculs, à l'inconvénient, comme nous l'avons déjà remarqué, de faire croître les erreurs absolues suivant une progression à peu près géométrique
dont la raison est au moins - ; d'où il suit qu'après un nombre de termes
peu considérable, les résultats deviendraient entièrement défectueux. C'est au reste ce qu'on éviterait en suivant la route indiquée art. 16, mais les calculs seraient plus longs.
En jetant un coup d'œil sur le tableau précédent, on voit que les deux séries tendent de plus en plus^à se confondre avec une progression géométiique dont la raison est -^ ou a. On prévoit dès lors de quelle grandeur à peu près seraient des termes beaucoup plus éloignés, tels que P (ai, j)^ P(aa, I) ; ces termes se trouveront directement, et avec une approxima-* tion assez grande, par la formule (17) qui donne
P(2i, i) = o.ooooo 00671 55, P(a2, I) = 0.00000 i4iao3.
On voit de cette manière jusqu'où il faut prolonger les deux suites, pour que les termes deviennent plus petits qu'une limite donnée.
39. Exemple III. Soit <!i = o.73333a5, et soit proposé de développer
jusqu'à neuf ou dix termes les puissances D •, D ».
On calculera d'abord, par la théorie des fonctions elliptiques, les modules décroissans a^ a"*, a^°^ etc., et leurs complémens ô, i% i*% etc. j ce qui donnera les logarithmes suivans :
On voit que, quoique a soit assez près de l'unité , il ne faut cependant prolonger la suite des modules que jusqu'au quatrième terme, pour avoir
ar^\.
les quantités cherchées R et H approchées jusqu'à la quatorzième décimale.
Calculant eu effet ces quantités par les formules K = \/(\ • h^h^^hr^
on aura
log K = 0.07670 85737 4070, K = 1.19518 71668 9482, H == 0.10969 09424 8484.
En partant de ces valeurs, et suivant la même marche que dans l'exemple précédent y nous avons formé le tableau suivant qui contient les valeurs des coefllciens calculés avec dix décimales, jusqu'au neuvième ou dixième terme.
oo
Le peu de convergence de ces séries exigerait qu'elles lusseut poussées très loin , pour que les coefliciens devinssent néghgeables. On en jugera par la formule (17) qui, étant appliquée au cas de A = 5o, donne
ï^(5o, ^ = 0.00000 ooio5 755, P(5o, I) = 0.00000 11659 ^5^-
5o. Puisque la théorie des fonctions elliptiques peut faciliter beaucoup la détermination des coeflficiens P(A, 7) et P(A, |), dans le cas où a est très peu différent de l'unité, il importe d'examiner avec soin les conséquences ultérieures qu'on pourrait déduire de cette théorie.
Soit donc proposée la quantité D'=(i-f-o' -—^^cos^)» ; je fais ^=24 _^^ cz^^, et faiD*=(i + «)Cï— ^ sin*4)^ ouD* = (i+a)A,
en faisant a = v/(ï — c* sîn* 4).
Du module c qui a pour complément i =3^/(1 — c*), on déduit le
module suivant c° par la formule c'^^—r-ry laquelle donne dans ce cas
<?• = tf , et son complément i* = ^ {i — «*). Si ensuite on prend une nouvelle amplitude 4*<1^ satisfasse à l'équation trigonométrique tang (>|/*— -%[/)= b tang \j ou qui soit donnée par la suite
4* = 24-"^ sin 3>j/4"â ^* sin 44— ja* sin 64 + etc., on aura la transformée suivante, oii A** représente ^(i— c** sin* 4**)>
c" cos 4^*» + A«
de là on tire, en observant que c* = fl,
D» = A» + a cos 4%
(55) D"*= ^lufLSeîi!.
Mais si on fait a^ = I . |^(\_^> D*=i+a°*-.2a* cos(p%(p<>=a4' on aura semblablement (D*)» = (i +a*)A*», ou A°= -——7; donc D"*
OU
(56) (i+a--:2acos(p) *= i o,^a>)(i+^) ^-
3i. La relation directe entre ^^ et ^, par laquelle on obtient cette transformation, est contenue dans l'équation
tang (^ ç — ^(p°) = * cot i <p.
Mais pour qu'il n'y ait pas lieu à ambiguité, quand on veut déterminer ^"^ par le moyen de (p , il faut imaginer que Parc <p augmente indéfiniment de- ])uis la valeur zéro jusqu'à tant de circonférences qu'on voudra. Cela posé, l'arc (p"" devra satisfaire à l'équation sin (^ + 7^ — \(p^) ^ asin (î^ + î^*); d'où l'on voit qu'en désignant par 6 le plus petit des arcs qui ont a pour sinus, la quantité ^-f-î^ — î^* sera toujours renfermée entre les limites + G et — G , de sorte qu'on pourra supposer ^* = 2^ + ^ + G sin A , A étant un angle qui varie avec ^; c'est aussi ce qui résulte de la série •
•^^* s=:^-|- ^ + asin ^ -f- î^* Un a^ + ^ un 5^ -f* etc. Maintenant comme a** sera toujours plus petit que a y puisqu'on a
g^s=B .\y) _^N> ^ fonction (D*)* se développera en une suite
m- aL| cos ^•-f- 3L^ ces 2^°+ aLs cos 3^ ■+- etc. ,
dans laquelle le coefficient l(k) est en général la valeur de la fonction P{ty n)j lorsqu'on fait /i = — • 7 et qu'on met a^ au lieu de a.
Dans le cas de l'exemple III, on a a^s=o.i85o8; ainsi la suite Lw> L|,
L., etc., doit être fort convergente; on trouve en effet le terme
L,« ss o • 00000 00007 735.
Cette suite étant trouvée, le développement de D**, ordonné suivant les cosinus des multiples de p^ , sera
\^1)^ ~(i_a*)(i+a«) • i +av/a».8mi^*> • j
On pourrait, pour plus de symétrie, mettre au lieu du terme :2|/a*.sin|f*,
sa valeur
Wj£ ( acos^* acosa^ a cos 3^** \
V"" 1.3 "T:5 J7^ ®^^VÎ
mais cette suite n'étant pas suffisamment convergente , il vaut mieux ne rien changer à la formule.
Sa. Si on voulait avoir le développement de D"^, on le déduirait aisément
de l'équation (i — fl*)D"'* = A' — /icos4**> qui, étant élevée au cube, donne
(i — ^•)»D"» = A*(A**+ 5a» cos» 4*) — a cos 4^(3A«»+ ^•cos*4*). Mais on a A'»= i — a*+a»cos»4*> d'où
A^(A"+ 5fl»cos»4*») = 5A°'— 3 (i — a*) A%
a cos 4**(5A»*+ a» ces» 4*) = ^ cos 34* + 3a cos 4* ; donc
(i _fl*)3D"ï = 4A«»— 3(i — fl*)A*4-3flcos4*-|-a«cos54^ Substituant les valeurs A° = -^^, 4°=- +t ^°> il y\eti\. enfin ,
Or on a déjà fait (D^)* = U-f- aL, cos ^* + aU cosa^^+ aL, cos 3^°4- etc. ;
supposons qu'on ait semblablement
(D°)» = M, 4- aM, cos ^° H- aM, cos 2^" + aMj cos 3^° + etc. ,
on pourra déterminer les coefficiens M,, M,, M., etc. d'après les formules (17) qui donnent :
M. = (i + a»*) L, — aa°L,.,
M. = --|a»(L. — L.), M. = — |a»(L. — L,), M, = -fa»(L. -L^, etc.
On connaîtra donc le développement de D""*par l'équation
(, — .fl«)5D '=pjj-7r3(M. + 2M,€0S(p*-f-2M,C0S3^^+3MsC0s5^*-f-etC.)
(38) . ^^'jr^-(L> 4- ^Li cos (p° H-aL, cos 2(p'»4- aL, cos5^*+ etc.)
— 5asin7^* + û'sinx^*,
et ces séries exprimées par l'angle (p^, seront en général beaucoup plus con* vergentes que celles qui sont exprimées immédiatement par l'angle ^.
35. On pourrait ultérieurement réduire le développement de D*"* à celui
de (D°*)', dans lequel les coefficiens décroîtraient encore plus rapidement, puisque a*^ est beaucoup plus petit que a®, et il serait facile de continuer à volonté ces réductions. On a en effet les équations successives:
ri-a«)D-^ = asini<p«'+ ^(D»)',
(D»)' = - rf> sin i ^-o + ^-^ (D'of ,
(D-)- = - fl-osin i ^«o-H- ^^ (D«~)- , etc.
d'où résultent ces valeurs de (i — a*) D"*,
( I — a«)D" * = asin l<p* — ^^ sin i(p«»— ''^f'^ sin i ^«^
etc.
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Mais à cause du décroissement très rapide de la suite a^tJt^ o^* ^ a*** , etc. , les quantités I>, D**, !>••, etc. tendront non moins rapidement vers leur
limite qui est l'unité; et à ce terme, le produit —r^ . iT/^ • Ji/S^' ^^'
sera ce que nous avons désigné par ^r, donc on aura généralement ,
flOa*»**
(Sg) (i— a*)D •s^asinir— ^^sin^^»*— ^lïl^j sini<p»^— etc.
Cette formule a beaucoup d'fmalogie avec celle qui donne la valeur d^un arc d'ellipse; elle forme une suite très convergente dont il suffira toujours de prendre un petit nombre de termes, et au moyen de laquelle on exprimera en
quelque sorte rationnellement, la quantité irrationnelle (i-f-^^^a^scos^)"'. Mais ce développement a l'inconvénient d'être formé avec des variables ^*, ^^, etc., toutes différentes les unes des autres, et par cette raison, la formule est plus curieuse qu'utile. Il n'en est pas de même lorsqu'on s'en tient à la première transformation , et il est permis de croire que l'expression que
nous avons donnée de D*^ en fonction de l'amplitude ^'', pourrait s'appliquer utilement dans quelques cas difficiles de la théorie des perturbations des planètes.
54. Si l'on Élit ^ = 0, il en résulte ^•ss^, ^<>*=:37r, ^^•zz^jw, etc., et l'équation (Sg) donne
Ainsi on a en général cette valeur de rr :
Cette formule qui résulterait également de la supposition ç = ^, peut se déduire facilement des formules déjà connues: en effet on a a=-^J- — .
^ = ^ ^qooi etc.; ainsi les différens termes de la suite précédente peuvent s'exprimer comme il suit :
On aura donc
Cette série, selon qu'on rarrête au a"* terme, au 5**% au 4"% etc., donne successivement les résultats :
, etc.
Ainsi on aura en général K=(i + a**) (i + û'*) (1 +«**••), etc., ce qui est la valeur connue de cette quantité.
$ IV. Calcul des coefficiens différentiels de la fonction P(x, n) en faisant
varier a.
55. Proposons-nous maintenant de trouver les coefEciens différentiels de la fonction P(A), pris par rapport à a.
Puisqu'on a en général P(x) = - | ^— , si on différencie cette équation par rapport à a, on aura
d? (x) an rd^ 00» A^ , ^v
da OU
Appelons comme ci-dessus Q (x) ce que devient la fonction P(x) lorsque n se change en /i -f- 1 9 nous aurons
Ainsi en supposant connus les coefficiens Q09 Qo Qâ» etc. qui appartiennait au développement de D'"^* , on connaîtra les valeurs successives du coefficient différentiel , ■ ; il n'y a pas même lieu à excepter le cas de x = o, parce qu'alors on a Q(— i)=Qi, et qu'ainsi la formule (4o) donne
36. Si l'on veut déterminer les coefficiens différentiels -7-^, sans supposer la connaissance des coefficiens P(x, n^ i) qui répondent à l'exposant /i-|- I , et que nous avons désignés par Q(x)9 v6ici comment on pourra y parvenir-
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L'équation (19) étant mise sous cette forme
^P(x) = «[Q(x-i)-Q(x4-i)], si on la différencie par rapport à a, on aura
substituant au lieu de ^ ^ , sa valeur donnée par l'ëquation (4o) , on trouve
Puisque n n'entre pas dans cette équation, on peut mettre P (x) au lieu deQ(x), et on aura Clément cette formule générale :
(Al) ^(A-O rfP(A+l)_(A-OP(A-l) + (A + l)P(A+|) ^^p/j^x
Elle donne successivement
d'où l'on voit que , pour calculer les coefficiens différentiels successifs ■gr-, -^, -^, -^, etc., il suint de connaître les deux premiers -^ , -r^.
On a pour cet effet les deux équations
^=»(2Q.-aaQ.),
^ = »(Q.H-Q.-aiiQ.),
dans lesquelles il faut substituer les valeurs de Q,, Q, , Q., exprimées en P, et P, , d'après les équations du n* 18; cette substitution donne
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Mais on peut mettre ces équations sous la fonne suivante y plus commode pour le calcul numérique^,
Ces formules se simplifient encore dans le cas de /i = ^ , et donnent //jx dPa oPo— P. c?P, __ I û?Po
d!a i— a*' cfat a * da ^
c'est aussi ce qu'on trouverait i(pmédiatement par la di£férentiation des équations (29) , en observant qu on a ^ = ^f^J ' ? "5^ =— ^(F — £')•
38. Si ou veut avoir la valeur générale du coefficient différentiel ~r-^ 9
exprimée par les fonctions P seulement, on la déduira aisément des équations (4o) et (^3); mais voici un moyen d'y parvenir qui nous fournira en même temps de nouvelles formules.
TVT T-1 * ' ^W r(« COS^)d(^COSA^
INous avons déjà trouve ^-^^^ = —-2/1/ -^ gj;:; ^ j on a sem-
blablement tt ^^il =:-a»/^"-«"i^^,r^^+ilg ■ de là résulte
— ^^tlîi— -û ^^^ = — I ^^,[(a— cos^)*cosx^+(fl— cos^)8in^sinA^]* Le second membre se réduit à
-y ^.— +vy ^rrr [^smxcp— sm(^^.IJ(p], et au moyon de l'intégration par parties, il se réduit ultérieurement à
sin (a + i)^ — asin A^ . 2/>+A fdpcosxp /A + i\ /^dipcog(A + i)f iD^ ^ ^ J D» V air /y B? •
La partie hors du signe est nulle dans les deux limites de l'intégrale, et
l'autre partie = (a/i+x) P (a) —r )P(^+ï)} donc on aura la formule
(44) ^^ - "■ T?* = (=»+-) PW- (^) P{^+ .)•
Si on change le signe de x et qu'on observe que la formule. . . . P(x) = If^ï^iS. donne P(—x) = P(x), on aura semblablement
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(45) ^?^-a^> = (a«-x)P(x)4--i:=LiP(x-0.
Ces deux équations donnent par leur différence la formule (41)9 nuds, pour en déduire la valeur du coefficient cherché -^> il fi»«t encore recoilrir à l'équation (i3)^ dont la différentielle est
et par la combinaison de ces trois équations, on aura
(46) (i_^*)e[^ — (x_,+;ï)P(x_,)— (x+i_n) P(^^-,)^-a/IaP(4
D'où Ton voit ^ue le coefficient différentiel — ^- se détermine assez sim-
plement par les trois termes consécutifs P(x — i), P(x), P(^ -+■'); il pourrait se déterminer par deux seulement de ces termes, en éliminant le troisième à l'aide de l'équation (i5) ; mais la formule qui en résulterait serait moins simple que la précédente.
59. Au moyen de l'équation (46) on pourrait trouver la valeur du coeificient différentiel "j^j exprimée par las fonctions P(^); mais cette expression serait fort compliquée, et la complication augmenterait encore dans la valeur des cœfficiens différentiels des ordres supérieurs. Pour éviter cet inconvénient, on pourra former successivement les cœfficiens différentiels de chaque ordre, à compter des deux premiers termes où l'on a x^o et Xs= I , par la méthode suivante, analogue à celle que nous avons suivie pour les coefficiens différentiels du premier ordre, dans les art. 36 et 5j.
De l'équation (40 ^^ ^î^> P^^ 1^ différentiation ,
ainsi, on connaîtra 1^ valeurs successives de , , , si on connaît les deux premiers termes -^p, -j^.
Or, par la différentiation des équations (42)» on a ces deux» formules :
,,Q\ • ' \ aa- aar / \aa ' aa a/ a* '
^"^"^Vd^ --s?-;™ Hd5-""'aï + T;^-^'
ainsi ou voit que Iqs termes -j^y -^r ^ déterminent par des qua,ntités
connues, puisqu'on est censé avoir formé la suite des coefficiens différentiels du premier ordre, avant de passer à ceux de second ordre.
4o. On peut encore simplifier cette détermination et celle des coefficiens différentiels des ordres supérieurs, par les considérations suivantes. On tire d'abord des équations (48)*
ddPo ddP, dP,
d^un autre côté , les équations (4^) donnent
combinant entre elles ces équations, on en déduira les deux équations différentielles suivantes, pour déterminer séparément les fonctions Po et P.
{a-c?) ^•+[,-(4„4.,>,.]^- - 4„.flPo = o
(«'-''♦) ^+[«-(4»4-iy]^ - [1 + (4»-- iK3P.= o.
De là on voit que le coefficient du second ordre ^^~ se déterminera directement par le moyen des deux quantités -^ et Po, et que le coefficient --—
. se déterminera de même par le moyen de -^ et P,.
4i. Les mêmes équations feront connaître, par des différentiations répétées, les coefficiens différentiels des ordres ultérieurs. Ainsi l'équation relative à la fonction P, donne successivement :
(«-^■^+£4— (4H-8K] -2if--(4»»+ao»+ia)a-g^— (ifl«»+i2i.)^i=o, (5o)
//5p jk\i J3p jyp
Ces équations dont il serait facile de trouver l'expreasion générale, font
voir que la série des coefficiens différentiels -r-i, "S^* "ST* ^^' peut être
prolongée aussi loin qu'on voudra, et que chacun d'eux se déterminent toujours par les trois précédens.
4a. G>nnaissant les coefficiens différentiels de la fonction P^ , on pounra en déduire ceux de Pq par les équations successives
da
rfP,
da
ddPo da*
ddP, dà"
dp,
da *
ûPP, da^
ûPP, da^
etc.,
équations dont la loi est manifeste.
On peut aussi déterminer directement ces coefficiens, à compter du second ordre , par les équations successives
' ^J dSV d?P #/»P //P
(a-o»)^ +C3-(4« +7)a«]^-K4««+i6/.+io)a^-(8««+8» +a)^ = o ,
/^P /^4P //'P tt^
etc.
45. Connaissant les deux premiers termes du second ordre —j-^ , -^r> ^^ calculera les suivans par l'équation déjà trouvée
Cette équation étant différenciée successivement , donnera les formules suivantes :
etc«
Par les équations (5o), (5i), (Sa), on connaît pour un ordre quelconque A:,
les deux premiers coefficlens différentiels -t-tj T/Tî ^^ pourra donc, parles
équations précédentes, continuer indéfiniment le calcul des autres coefliciens différentiels du même ordre k.
Toutes ces formules sont disposées de manière que les quantités a et i— a* entrent conmie diviseurs au moindre degré possible; elles seront sujettes a quelques inconvéniens, lorsque a sera très petit et lorsqu'il sera très près de
l'unité; dans le dernier cas, les valeurs du coefficient "jk deviennent de
plus en plus grandes à mesure que k augmente; mais les formules précédentes donneront toujours à -peu près le même degré d'exactitude relative sur la valeur des quantités qu'on cherche; c'est-à-dire que le nombre de figures exactes par lesquelles elles sont exprimées, sera toujours à peu près le même.
44* Lorsque a est très petit, on peut éviter tout-à-fâit l'emploi des équations précédentes, et déterminer directement les valeurs des quantités P(A) et de leurs coeffîciens différentiels de divers ordres, par le moyen de la formule
En efiet, si pour une valeur donnée de A, on calcule les différens termes de cette suite, que nous désignerons par Gï^, C'a'^+^, etc. , en sorte qu'on ait
P(X) = Ca»^ 4- Ca^-^ » 4- C V+ 4 + C V+6 etc. ;
les coeffîciens différentiels successifs de P(^) se détermineront immédiatement par les formules
f??_W_.r ^- 1 -^(A+a)(ra^ "♦• «+(a+4)C V+ ^+(A+6)(ra^+ ^^^c. ,
da ddPM
-~-^=A.A— I.Cû^-^+A+2.A+I .(r«^+A+4.A+3.CV^*+Cttî. , (54)
— rW ===A.A— I .A— 2.Ca^--^+A+^
etCa ,
et on voit que les calculs seront faciles à cause de la convergence des séries, et de l'emploi répété des mêmes coefficiensC, G', C, etc.
45. Nous remarquerons que les calcub sont susceptibles de quelque simplification, si, ayant à calculer les coeffîciens différentieb de la fonction P(x)
T. n. go
qui répond à Texposant n , on connaît déjà les valeurs de la (bnctioD Q(x) qui répond k l'exposant /i-|- i. En effet, d'après la formule (4o), on aura successivement
^ = «(aQ. -a^iQ.),
^ = n(Q. + Q, -aaQ.),
^ = «(Q. + Q, - oiiQ.), etc.
Pour avoir une expression semblable des coefficiens différentiels du second ordre, je différencie l'équation (4o), et j'en tire'
J'observe ensuite que si on met /»+ i à la place de /i, et Q à la place de F 4ans les équations (44) et (4^), on aura, en ajoutant ces équations ,
substitusuQt cette valeur dans l'équation précédente , on aura la formule
{55) ^^=a»(a»:-f OQW+^K^- i)Q(x- 1)-(^4- i)Q(xH- .)].
Ainsi on voit qu'au moyen des fonctions Q(x) ou P(x, /*+ i), on pourra déterminer les coefficiens différentiels du premier ordre -^— par la formule
(4o), et les coefficiens différentiels du second ordre ,\ par la formule (55). 46. Dans le cas de /i=s 3 , les deux fcHinules (4o) et (55) donnent
^^} d^X) __ . (A- OQ(A - 1) - (A + OQ(A + O
Voici l'application de ces formule^ au cas de l'exemple III, dans lequel on a déjà calculé ks prenûères valeurs de Q(^) > désignées par P(x, f).
da
ddf{K\)
aiii i
La troisième colonne a été calculée par les formules des art. 4^ 9 4^ ^^ 4^* 47. On voit par le tableau précédent, que a étant peu différent de l'unité,
les coefEciens différentiels successifs -~-^ , "T» > -^—, etc., augmentent, d'une manière fort rapide, d'un terme au suivant. Cependant dans le même ordre A:, les divers coefficiens — ^^— ne peuvent passer un maximum après lequel ils décroissent continuellement, et finissent par être aussi petits qu'on voudra.
Ou pourrait trouver une valeur assez approchée de — jV^, lorsque x est très grand. Pour cela il faudrait faire usage de la formule (16) qui domie
ctc
^ ïTâ •a+i.a+2*(i— a*)"-^*
Soit donc ^^y-jj — ^— = F (ft, ir), F(^, f) désignant une fonction connue
de a et des exposans ft et y ; on aura en général :
Lorsque x est très grand , comme nous le supposons , cette suite est assez cou-
vergente dans ses premiers termes, pour qu'on puisse n^Iîger les ternoes suivans; la question est donc réduite à trouver la fonction F pour un ordre donné kj ce qui n'aura aucune difficulté tant que k sera d'un petit nombre d'unités.
§ V. Résumé général de la Théorie pi*écédente.
48. Il ne sera pas inutile de présenter, sous im même point de vue, les principales propriétés de la fonction P(x,/i), que nous avons démontrées dans cette section,
I. Cette fonction est purement algébrique lorsque n est un nombre entier positif ou négatif. Dans tout autre cas, les fonctions P(x, n) forment un genre particulier de transcendantes, qui a de l'analogie avec les fonctions elliptiques complètes de la première et de la seconde espèce, et qui se réduit à ces fonctions lorsque 2/1 est un nombre impair.
II. Si on considère les valeurs de P(x, /i), qui répondent tant aux différentes valeurs du nombre entier x, qu'à toutes les valeurs de n qui ne diffèrent entr'elles que d'un nombre entier, toutes ces valeurs peuvent se déterminer par le moyen de deux transcendantes seulement, pour lesquelles on peut choisir deux termes consécutifs, tels que F(k, n), F{k -{- i , /») ou P(A:,/i),P(A,/i+i).
III. 11 en est de même des coefficiens différentiels — ^~ , — 5-;— >
— -^ — , etc. à l'infini, lesquels peuvent, dans les mêmes cas, être déterminés entièrement par les deux mêmes transcendantes. Cette propriété que les fonctions P(a, n) partagent avec les fonctions elliptiques complètes F'c, E*^^ n'a pas lieu dans un grand nombre de transcendantes, et notamment dans les fonctions log Ta , dont les coefficiens difl'éreutiels successifs offrent des transcendantes différentes de la fonction principale.
IV. Les deux mcmcs transcendantes qui déterminent les diverses valeurs de la fonction P(x, /izbA:), x et A: étant des entiers quelconques, peuvent aussi servir à déterminer la fonction P(x, i — /izfcA), ou simplement P(x, db A: — n).
Ainsi en général, les deux transcendantes par lesquelles on peut effectuer le développement de D""", serviront aussi à effectuer le développement d'un terme quelconque des deux suites
y. Quel que soit l'exposant n^ pourvu qu'il soit positif, la valeur du coefficient différentiel d'un ordre quelconque — -j-l — sera toujours positive.
yi. La plus simple des transcendantes désignées par P(x, n)y est P(o, /i); si on la désigne par 4(^) ou 4? ^^ valeur sera donnée par l'une ou l'autre des deux formules suivantes :
yil. 11 résulte de la deuxième propriété qu'au moyen des deux fonctions consécutives '^{n)^ ^C^"!" 0' ^'^ pourra en général exprimer exactement la transcendante P(x,/ï), et plus généralement la transcendante P(x,dbi}-)-A); k étant un entier quelconque. 11 en sera de même des coediciens différentiels de cette transcendante.
49. Puisque la fonction P(o, h) ou '^(n) est la plus simple des transcendantes désignées en général par P(x , /i), et qu'elle sert à exprimer ces transcendantes, nous examinerons succinctement les propriétés qui lui sont particulières.
Ou déduit immédiatement des équations (5g) j
d'où il suit que les fonctions 4('') > 4(^ '^^)f qui se servent en quelque sorte de complément, peuvent être déterminées l'une par l'autre.
En faisant n négatif dans celte équation , ou en mettant*— /i à la place de n^ on a l'équation
d'où il suit que toute fonction 4( — ^) dont la variable est négative, peut se changer immédiatement en une autre dont la variable est positive.
On peut réciproquement changer toute fonction 4('') dont la variable est positive, en une autre dont la variable soit négative, pourvu qu'on ait /i>>i ; cela résulte immédiatement de l'équation (60).
Lorsque nest<C i , la réduction ne peut plus avoir lieu, parce qu'alors n et I — /i sont tous deux positifs. Ainsi la formule (60) donnerait, par exemple, 4G)=(ï —^0''4^(î) >+(?)=(»— ^')'4(l)? ce qui ne se rapporte qu'aux fonctions complémentaires.
50. Lorsque a sera très prè| de l'unité, on ne pourra que très difficilement
déterminer, avec un certain degré d'approximation, la fonction '^ par les suites (59) ; dans ce cas, on ne peut mieux faire que de cherciier la valeur de
%|/(/i) par les quadratures. On a d'abord '^(n) = ' / ^i mais cette valeur
n'est bonne à employer que lorsque n est négatif, parce que D étant très petit
pour les premières valeurs de 9, l'ordonnée jr^ de la courbe à quarrer serait
très grande , si n était positif.
Au moyen des quadratures, on trouvera donc très aisément la valeur de
^( — m)f en employant la fornmie 4( — *») =- fï)^d(Py et cherchant la valeur de l'aire pour les limites ^ = o , ^ = ^.
Et puisqu'on a 4(''»H- 0 = (i — ^*)~""'"'4'(*^''*)> il s'ensuit qu'on aura, par le même moyen, la valeur delà fonction ^{n) pour toute valeur positive de n, pourvu qu'on ait /i ^ i.
Il reste donc à voir ce que l'on doit faire lorsque n est positif et ^ i .
5 1. Si on faity = |r~, et qu'on différencie chaque membre par rapport à 9, on aui%, après quelques réductions,
WV = (i+«)(i-a»)-j^.-(i+a«)(.+«-)^-:+»g;
intégrant de part et d'autre dans les limites fixées, et observant que dans ces limites y s'évanouit, on aura la formule
(62) o=/i4</i)— (i+2/i)Ci4-«*)+(/»+i)+Ci +'»)(i— tf')*4(«H-2).
Cette formule, au reste, serait facile à déduire de celles qui ont été trouvées ci-dessus pour les fonctions P(x , n)-^ mais nous avons préféré de la démontrer directement.
5^. Au moyen de la formule précédente, toute fonction '^(n)^ dans laquelle n est plus petit que l'unité, pourra s^exprimer par les deux fonctions ^(n -}- i) , '^{n -)- 2), dans lesquelles la variable est plus grande que Tunité ; celles-ci se déterminent facilement par les quadratures, ainsi qu'on l'a Eût voir dans l'article précédent : le cas de n positif et ^ i se résoudra donc de même parles quadratures.
On aura, par exemple , d'après la formule (62) ,
d'un autre côté par la formule (60) , on a
donc
et par conséquent •>|/(^) se détermine ^u moyen de la formule
53. Connaissant les fonctions '^{n) , 4(/ï + i ) , •>!/(» + 2) , etc. , au moyen de deux d'entr'elles, on pourra de même déterminer les valeurs de leurs coefficiens différentiels successif , pris par rapport à a.
En effet, de l'équation 4(«) = - / ^> on déduit }i — — ^/(^— -cos^)
s^. Substituant la valeur a — cos 0 = •^^— ; il viendra , - =
D«+» ^ 2a ' ■ fia
— f ^— ' ^ / ^t:xï* ce qui donne la formule
11 est visible que par cette formule on pourrait obtenir? la valeur du coefiicient
différentiel A , exprimée par les fonctions 4('*)> •4'('*+')> ^('^H*^)»
ou seulement par les fonctions %|/(/i) , •>(/(/} + 1) 9 puisque 4('^ + ^) P^ut être éliminé au moyen de l'équation (62) : on aurait de même l'expression des coefficiens différentiels des ordres plus élevés. Mais on peut plus directement parvenir au même but par le moyen des équations (5^) , où la fonction désignée par Po n'est autre chose que ^(/ï) ou 4* ^"^ vertu de ces équations on a d'abord
d^où il suit que le coefficient différentiel du second ordre <^^, se détermine
directement pair le moyen de 4 et de-?-, et qu'ainsi il peut être exprimé par les deux fonctioi^s ^('^ ^^ 4(^ H~ < )• On voit ensuite par les m&oa^^ éqMations, qu'à compter de -^^ un terme quelconque de la &ai|t^ '^^ ~dà'*
d^ j -y^ f -^9 etc. , se déduira des trois précédens, suivant une loi dont il
serait facile de donner l'expression générale.
«W»MWWWWMW<MW<»^»M<W»l<IWWWM<W»<»W»l<»WWIM»IMM»W»»»»»l%»»»W^^
Des Quadratures.
Alvkïs avoir traité d'un grand nombre de transcendantes que l'on peut évaluer avec plus ou moins de facilité par les méthodes qui leur sont propres, nous allons donner les moyens de trouver la valeur aussi approchée qu'on voudra d'une intégrale quelconque Jjrdx prise entre deux limites données, ce qui est l'objet du problème général des quadratures.
$ I. Formules générales pour les Quadratures.
54- La question étant de trouver la valeur de l'intégrale Z=z/ydx entre deux limites données, nous prendrons pour ces limites xsso et x:=:«; parce qu'on peut toujours fixer l'origine des abscisses au point où commence l'aire cherchée, de manière que Z et x s'évanouissent en même temps.
Pour obtenir plus facilement le degré d'approximation qu'on peut désirer, nous supposerons :
x^. Que dans l'intervalle donné depuis x=o jusqu'à jf=â, la fonction j" reste constamment de même signe, et nous regarderons ce signe comme positif; s'il en était autrement, on chercherait successivement les différentes parties de l'aire sitttées de difierens côtés de ]a ligne des abscisses , et on retrancherait la somme des aires négatives de la somme des aires positives;
:i®. Que la courbure de la courbe, depuis â?=o jusqu'à jr=a^ n'éprouve
aucune variation assez brusque pour que l'un des coefficiens ^, ^, ^, etc.,
devienne infini. Ainsi dans toute l'étendue de la courbe que nous voulons quarrer, l'ordonnée qui répond à une abscisse x-j-a très peu difiërente de x, pourra s'exprimer avec une exactitude suflisante par la suite
j^H- et ^ + -- • ^ "^" "^ • ^+etc., sans qu'ily ait lieu à exception pour aucun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de l'in»'
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tégrale (*); elle est moins importante dans les pofnts intermédiaires parce que , si elle n'avait pas lieu , on trouverait assez facilement dans chaque cas particulier la correction que cette cause d'anomalie exigerait. ( Exerc. de Cale, iniégr.j tom. I, pag. 3 14)
55. Cela posé, divisons en n parties égales la£ase a de l'aire qaenous voulons évaluer, et soit a:=:nâi; on pourra imaginer que l'aire cherchée Z est composée d'un nombre n de trapèzes curvilignes sur un côté, dont la base commune sera <» , et qui auront pour côtés parallèles deux termes con* sécutiÊ de la suite Fo , Fâ» , P(^^)> F(3â»). . •F(/iû»), formée en supposant J^ = F(x).
Le prebaier trapèze est mesuré approximativement par i<»(Fo +¥<»), le second par ^ ai (Ftv -f- 1^^^) > ^^^ ^^ suite; donc la somme de tous le sera par la suite
û,[iFo + F« + Fa«- . • +F(x — û>) + ^Fx],
où il faudra faire ar = a = nâi. Cette suite ét^nt représentée par ncûM ou nM, M sera la moyenne des n ordonnées 7 (Fo 4* Fx), Foi, F(aâ)).«. • F(x— «#), la première ^(Fo + Far) étant elle-même une moyenne entre les deux extrêmes Fo , Fx.
On peut encore évaluer , d'une manière approchée, le premier trapèze par €JP(-ieû), le second par c»F(4â»), etc., et la somme de tous par la suite
»[Fi« + F|«H-F|.«.., -|-F(a: — !«)].
Cette suite étant représentée par nco^ ou â?f , N sera la moyenne des n OV" données Fi«,F|a, F |«... F(x— iû>).
Ainsi ^ nous avons deux valeurs approchées de l'aire Z, savoir Z=aM et Z s= aN. Mais il reste à trouver la correction qu'il faut appliquer à ces valeurs approchées pour en avoir de plus exactes et pour connaître en même temps le degré d'approximation qui correspond à la valeur prise pour n et qui doit augmenter à mesure que n est plus grand ou ù» plus petit.
Pour cet effet , soit Y ou \{x) la somme de la suite
F» + F2« + F5»,-o. +F(x — «)-f.F(ar);
(^) La simple substitation x = <", on « — « = <", suffira, ea déterminant oonfenaUe* ment Fexposant m, pour faire remplir cette condition dans Fune des doux limites , an moins pour quelques-uns des premiers ooeiBciens différentiels.
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si on met x — « à la place de x et qu'on prenne la difiTérence des deux suites, on aura F(x) = V(j:) — .V(« — «#) , ou
F*=«. ^- - . ^ + ^ . gy-etc.
De là on peut tirer une valeur de têS qui sera de la. forme
«V =/Fdlr +i«F H-AV^H-BV g + CW gp^-elc. ;
et comme cette équatiou est linéaire par rapport au^ fonctioDa F et Y, les coeflliciens A', B', C\ etc. seroqt les mêmes pour toute valeur de Y. Soit donc Y ou Y(x) = e*, on aura
F = «--e— =:«-(i-<,-), /F<ir = F,f = F,g = F,etc.
Donc
û> = (i — e— ) (ï + i« H- A'«* + BV + CV + etc.), ou
>• ^1 '^^ \ =: I 4- AV + BV + CV + D'»*-HetG.
Le premier membre est une fonction paire de a» , le second laenJbre ne doit donc contenir non plus que des pnissancea paires de «#• Pipll^Yoir èffxà a cette propriété, nous prendrons de nouveaux coefficiens i^"^ A., As, etc., tels qu'on ait
«V = /FiitH->F4-A.û»-^-A.«*^-t-A,»«g— etc.,
et ces coefficiens seront déterminés par l'équation
Yû) . ^ — 7- = I + A,a* — A.û)* + As»* — etc. ,
ou , en mettant z v^— i à la place de ^û»,
I — z cot z = 2*A, z* 4- 2*A, z* + 2*As z* + etc.
Or , on sait qu'en &isant H» = —^ . $«. > S^» étant la somme de la suite ï + ^« + 3!;;: H- ^-h etc., on a la formule
I — z cotz = aHjZ* + aH.z* + ^HsZ^ +etc.
Ainsi les valeurs de A,, A^, As, etc., se déduisent très simplenq^nt de celles des coefficiens H,, H^, Hs, etc., et il en résulte la formule générale
(0 «V=/F^ + >F + ^-H.f-î;H.g4-^H,g-eic.
Cette formule coïncide avec celle qu'a donnée Euler pour le cas de £0=1 , dans son Cale. diff. art. 1 1 5 ; maià la forme précédente parait préférable en ce que
m^ •* êfi
les coefficiens — H,, -jH^y ns^^s» eic.^ offrent une suite très convergente,
jt jk jk
dans laquelle le rapport de chaque terme au précédent tend de plus en plus
vers la limite 73 ^^ 7" ^ P®° P"^**
57. Si on suppose maintenant comme ci-dessus, que l'intégrale z ^/Fdx est prise à compter de x= o^ on aura en même temps la somme àV = 0;
et SI on désigne par ¥0, -^r» "3i3"> ^^'^ ^^ valeurs de F»-^, -j^j etc.,
lorsque a: = o, il &udra ajouter à l'équation (1) une constante qui réduise les deux membres à zéro lorsque j:s=<k On aura-de cette manière la formule
•+ i5H5(^^--2;^; — etc.
Or la suite désignée pai^ aiY est telle <|ii'enlui4iîotttant le^terme €ê(x¥o^^iFx)j la somme est la^ valeur de aM; on aura donc
etc.
Pour avoir semblablement la valeur de ad y il faut d'abord mettre 7 ai au lieu de cû dans la valeur de ûbIV , ce qui donnera l'équation
i«[Fl« + Fâ> + F|«....-f-F(a: — ia))+Fa:] = /Tir + ia,(Fx-Fo) + î; H. (§-^)
premier mendyre â= ; ^V +? ^9 tiûiû ^^ multipliant les deux membres
par a et retranchant de part et d'autre la valeur de « Y, on aura
^=/F*-?H.(.-0(^_^) P) +pH.(.-|)Ç-J)
- S H, (i - j) ^-^) + etc.
58. U ne reste plus qu'à substituer les valeurs numériques des coeffici H,, H«, Hj, etc., lesquelles sont
H.=g, H.=ij, 1?»=:^, H^=:^, H5=p§^,ctc.,
et on aura pour Fintégrale çbercbée Jl?dXy ces deux expressions
fa Ui .
j^ 3ii^ /cf F flPFo\
etc.
TStÇSq
On voit par ces formules- quels sont les* tênpes qu^- fiiut ajoater aux quantités nM et nN pour avoir la vraie râleur de Tint^rale ffdx. Ces tennes forment en général une suite infinie q\d ne peut se terminer d'elle-même que dans quelques cas particuliers , par exemple , lorsque F sera une fonction entière de x. Mais dans tous les cas on obtiendra tel degré d'approxi* mation qu'on voudra, en prenant m suffisamment petit, ce qui permettra de réduire à un ou deux termes au plus, la correction qui doit être ajoutée à la valeur calculée de 4M ou de aN. Au reste, pour diriger convenablement le calcul, il y a différens cas à examiner.
5g. I*. Si la quantité -^ — ^r ^"^ dépend des deux limites de l'intégrale, n'est pas nulle, ce qui est le cas le moins favorable , on pourra,
d'après la valeur de ^ -73- déterminée dans ces mêmes limites ,
voir quelle doit être à peu près la valeur de û» pour que le terme — r^j — -jt) appartienne à l'ordre de décimales qu'on veut négliger.
Cette valeur de ûà fera connaître celle du nombre enlieri» = - qui règle Is
nombre des termes à calculer des suites représentées par nM ou par oN. Ensuite on aura avec le nombre de décimales désiré la valeur defFdXy soit
par l'expression /Tdx = «M — — f^ — -j-j , soit par l'expression . . .
2* Si dans l'hypothèse du cas précédent ^ on veut admettre les deux premiers tei*mes de la correction , il faudra prendre où et par suite l'entier I» = -, de telle sorte que le troisième terme 3—7- Cjrr '~'^js) appartienne à l'ordre de décimales qu'on veut n^Iiger. Alors on déterminera yTiir avec ce d^é d'approximation par l'une ou l'autre des formules
On peut ausâ de ces deux formules en déduire une troisième, savoir :
/T^= I ÇaR+M) - ^ @ _^), (6)
dans laquelle la correction n'est que d'un seul terme j cette formule s'obtiendrait directement en considérant les n trapèzes dont Taire fYdx est composée^ comme étant terminés chacun par im arc de parabole; mais le calcul de cette formule serait plus long que celui de l'une des formules (5).
5*. Si les deux limites de l'intégrale sont telles qu'on ait ^ d^ ^^ ^7
alors les formules se simplifient, puisque la partie principale de la correction disparaît^ et il devient d'autant plus facile de calculer avec un degré d'approximation déterminé l'intégrale /Edx^ au moyen de l'une ou l'autre des formules
4*. U y a enfin un cas qui est susceptible de la solution la plus simple et la plus exacte , mais qui ofire une sorte de paradoxe analytique assez diffidle à expliquer : nous allons l'examiner avec tout le soin qu'il mérite dans le paragraphe suivant.
§ II. Examen iun cas particulier fort remarquable.
60. Ce cas est celui où les coefficiéns^ diffibentiels de degré impair S' S^> grr > etc-, s'anéantiraient tous daiis leadeux Kmkes arso,x=a.
Par exemple, si on avait F(aî) = (i — c* sin'jc)* , k étaiit un exposant <pielconque entier ou fractionnaire, positif ou négatif, et c étant «^ i ^ il est visible que les coefficiens dont il s'agit seraient tous nuls pour les limites ;r=s30, 07= \iC) parce quHIs sdnt tous affectés dû fticteu^ sin a: cos x et qu'aucun d'eux ne peut deveair infini. Dans ce cas particulier les formules (4) donnent /Fdx=sa^ et fFdxsszdHy d'où l'on devrait conclure que non-seulement les quantités ail et oN sont ^ales entre elles, mais qu'elles sont l'une et l'autre indépendantes -du nombre entier n qui désigne le nombre de. termes des séries dont aM et àti représentent les sommes.
Cette conclusion est tout-à-fâit inadmissible; car indépendamment des considérations générales qui doivent la faire rejeter , l'applioaUou de l'exemple précédent' aux deux valeurs particulières.A:s=s^, A: = — ^, donnerait pour les fonctions complètes E'c, F'c, des valeurs de la forme
- A, -B, où A et B seraient déterminables algébriquement; résultat entièrement contraire a la nature connue de ces transcendantes.
-^U faut donc avouer que le calcul nous induit ici en jerreur, et qu'on ne voit guère par quels moyens il pourrait être redressé. Voici cependant une manière d'expliquer cette espèce de paradoxe.
61. Supposons qu'au lieu de cherclier l'intégrale fFdx depuis ar=o jusqu'à a:=a,on veuille seulement la déterminer depuis xszo jusqu'à a: = a <-— ot, « étant une quantité asea petite pour que aFa puisse être négligé par rapport à l'intégrale /Fdx. Alors on pourra regarder l'intégrale dont là limité est ^8= a«— a, comnke sensiblement égale à l'intégrale dont la limite est X'=z a.
Mais» lorsque la limite est a -— ce au lieu de a fies coefficiens différentiels
^j "^T' XS" y ^^^'9 ^^ s'anéantissent plus pour cette limite; ils sont.
d'abord très petits et presque nuls, lorsque la différence est d'un degré peu élevé ; ils augmentent ensuite très rapidement selon la nature de la fonction F; car, par exemple, si on excepte le seul cas où l'exposant m est un entier positif, les coefficiens différentiels de la simple puissance x" forment
la suite
mar^\ m(m — i) ar*^', m{m — i) (m — 2) af^^, etc.,
où Ton voit qu'à compter du terme où l'exposant de x devient négatif, les coefficiens suivans augmentent dans un rapport qui surpasse bientôt tout nombre donnëi
Gela posé, la valeur de /Fdx étant représentée par la formule
•• ,, dF . ê^ ,, ûPF
/Fdxz^(a^a)M-r 7 H. ^+ ^3 H. 3^ - etc.,
on voit que la série qui sert de correction à liai première, valeur (a-— >ee)M, sera convergente dans ses premiers termes qui seront d'abord très petits , mais qu'ensuite l'augmentation^ progressive, des coefficiens différentiels agira en sens contraire de la diminution opérée par les facteurs décroissans
— H,, iH.', etc., et qu'en 6n il y aura un terme où la série deviendrait
divergente.
Avant d'atteindre ce terme, la partie de la série
— r-"* rfï + ? *ï* S? — ? ^» 5? + ^^^-^
qui est convergente, servira à corriger la quantité (a — «) M, et la correction sera de plus en plus petite , à mesure que ûù sera plus petit ou n plus grand. On rentre ainsi dans l'effet ordinaire de la formule générale d'approximaticm, qui est de donner un résultat d'autant plus exact qu'on aura divisé la base a en un plus grand nombre de parties.
62. Le calcul que nous venons d'indiquer dans l'hypothèse que l'on prenne a— -«à la place de a, n'est utile que pour l'explication que nous voulions en tirer , et il n'y aura jamais lieu à l'exécuter. Mous en conclurons seulement qu'ayant choisi une valeur de n k volonté, d'après laquelle on calculera les quantités nM et à!S, l'intégrale /T^x prise entre les limites a:c=so,x = a, sera donnée avec à peu près le même degré d'approximation par l'xine ou par l'autre de ces deux quantités. On ne peut fixer a priori ce degré d'approximation, mais on peut assurer qu'il augmentera de plus en plus , à mesure que n sera plus grand. Nous donnerons bientôt un exemple dans lequel on verra qu'en doublant la valeur de js, on double le nombre des décimales ou plutôt le nombre des chiffres, «ignificatift exacts du résultât. C'est ce qu'on peut démontrer en général pour l'intégrale fdx{\ — c* sin* a:)*, prise depuis a:=so jusqu'à x=: ^tt, dans la supposition que c est ^ X.
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En eflfet, on peut supposer
(i — c* 8in*x)*=sA,-t-aA| cos ax + aA, co6 4^+a Aj co6 6 ^ + etc^
les coeffiicîens A,, A,, A«, etc. étant des fonctions de c et de k qu'il est fiidle d'exprimer en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de c*. D'après ce développement, l'intégrale fdx{\ — c* sin^â?)*, prise depuis jc = o jusqu'à jc =: 7 ?r, a pour valeur exacte A«.^ ^. Yoyona jusqu'à qud point on. approche de cette valeur par la formule suivante où l'on doit
faire « =:^etF(«)=(i -^c* sin^x)*;
D'après la formule précédente ^ on a
F^û> = A, + aA, cos a» + ^A» cos a6# + aAs cos 5û»-f-etc., F|û» = Ao+âA|Cos56# 4- sA» cos 6û^ -f- 2A5 cos ga^ + etc, F|û» = Ao+2A| cos5a» -f- aA^cos lo^i -|-aAsOos i5a»-f- etc., etc.
Ck>ntmaant ces séries jusqu'à la ri*^ qui repré«»itè ^(^^ •), et fiôant la somme de toutes, on aura
- N = âi [ Ao» 4- aA,/cos m + ^A./cos ae^ 4- 2A^f 00& 5â»-f-etc.] ,
expression dans laquelle /^cos 6# représente la somme cos a -f- cos 5ûê -fcos5û» jusqu'au n'^' terme inclusivement -f- cos (2i2«— 1)6#^ de même /cos ao» représente une somme semblable dans laquelle on met a» à la place de a», et ainsi à l'infini. Maintenant il résulte des formules connues pour la somme des Cosinus d'arcs en progression arithmétique (Introd. injÉiud.^
art. a6o), qu'on a en généraiycos 1»» ="". /^'^ , Donc tant- que m
n'est pas égal à an ou à un multiple de a/i , on a /cos m€ê =s o ; mais si
on a ms:s2in. tétant un entier, la fraction *'" v '^Hl ^qq^ \ç numéra-
' ^ a sm {mm ) '
teur et le dénominateur s'évanouissent dans ce cas, aura pour valeur
^nm coè (2nmm) ncosmir •^ ry ' • i
7 — ~ OU =5 n cos l'fC. Donc , on aura en gênerai
(8) ÎN= :[Ao — aA„+2A4.-aA^ + etc.],
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on trouverait, par la même méthode,
I M = ^ [A, -f- 2 A„ + a A4, + 2 A«. + etc.]. (9)
64* Ces formules font voir que la correction qu'il faut ajouter à l'intégrale approchée - M pour avoir l'intégrale exacte - A», est
— '?5r(A., + A4, + Ag, + etc.) ;
et parce que le coefficient A, 'comparé aux puissances décroissantes c^^ c^j c^y etc., est en général de l'ordre c*", la correction précédente sera censée de l'ordre c^'.
De même la correction quHl faut appliquer à l'intégrale approchée - N pour avoir l'intégrale exacte - A©, est
A,. — A4. + A6,— etc
elle est donc aussi de l'ordre c^* ; et on peut considérer ces deux corrections comme sensiblement égales et de signes contraires.
65. Lorsqu'après avoir calculé les quantités M et N pour un nombre de termes n, on les calcule de nouveau pour un nombre de termes 2/2, si on désigne ces dernières valeurs par M' et N' , il est aisé de voir qu'on aura M' = î(M+]S). D'ailleurs il suffit de mettre a/» à. la place de /», dans l'expression des corrections précédentes pour avoir celles qui doivent être appliquées aux intégrales approchées - M' , - N^ Ainsi la correction qui est de
l'ordre c** pour les résultats - M, | N, sera de l'ordre c*" pour les résultats
- M' , - N' i c'est-à-dire que le nombre de chiffres significatifs que les valeurs
approchées ont 4e communs avec la valeur exacte - A,, devient à peu prés
double, quand on double le nombre des termes compris dans les séries
MetN.
66. Pour donner un exemple de ces formules, nous les appliquerons au calcul des fonctions complètes E'c, F'c, en supposant le module c=o, 6, ce qui donne & = o • 8.
Il faudra d'abord chercher par les méthodes propres aux fonctions elliptiques, les valeurs de ces fonctions, afin de les comparer à celles que donnera le calcul des quantités M et N pour diverses valeqrs du nombre des termes
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n. Or le module ëfant c = o, 6, on trouvera d'abord Fëchelle des module» et le coefficient K exprimés logarithmiquement comme il suit :
c«... 9.77815 i25o3 836o4 ' *•... g.goSoS 99869 9^944
cT^ . 8.16241 74827 58i88 R.... 0.04710 5aoi5 47598.
\a valeur de K donne F*c =: - K ; ainsi la fonction F'c est égale au quart de
la circonférence dont le rayon K.=s i • 1 1456 44^74 839014. On déduira de ces mêmes élémens et des formules connues
Ic^E'csso. 15170 17715 26836;
ainsi faisant E'css ~ I, c'est-à-dire supposant que la circonférence de l'ellipse est égale à celle du cercle dont le rayon est 1, on aura
logl = 9.95558 18944 96683, I = 0.90277 99277 72195.
Ces calculs ont été &its avec les précautions nécessaires pour que les valeurs de I et de K. fussent exactes jusqu'à la quatorsième décimale au moins. Voyons maintenant ce qui résultera du calcul des séries M et N, lorsqu'on suppose kas^\y pour avoir la valeur de E*c, et A: =a— • 7 pour avcnr la valeur de F'c.
67. L'ordonnée appelée précédemment F ou F(x) est v/(i — c^sîn'jc) ou
A(x) dans le premier cas et ^t-t dans le second \ ainsi nous avons d'abord
à calculer les valeurs de Ax qui répondent aux valeurs successives x:^^y
— , — ... . Ces ordonnées et la demi -somm^ des extrêmes
^(Ao4- A^) ou ^(i -f-i), sont les n termes dont la somme divisée par/» sera la valeur de M pour l'intégrale fàdx == E'c ; leurs inverses r- et la
demi-somme des extrêmes ifi "h t) ^^^^ pareillement les n termes dont la somme divisée par n sera la valeur de M pour l'intégrale 1 — zss F'c.
Enfin les valeursxs^, 21 > 7^* •• ^xl serviront à former les va-
leurs de Ax et —, dont la somme divisée par n sera la valeur de N pour les
inlégrales/Afitr et y-—.
Voici un tableau qui contient les valeurs de ces quantités pour le cas de
Log Ajir.
Ax.
55287 59279 oo538 82027
On peut remarquer que les valeurs logarithmiques de A contenues dans ce tableau peuvent se vérifier assez facilement par le théorème de Cotes. En effet,
puisqu'on a A=\/(i — c*sin* jc) = \/\^ — -" + — cos nxj , cette quan»
titc peut se mettre sous la forme B\/(â*-f-2acos2X-(~ 1)9 ^^ faisant B=s
5^(1 +i) et a — , I. Si ensuite on donne à ^x les valeurs successives g, -tt ,
-g- , ^ f le produit des quatre valeurs de A sera B^ v^(i +^^)9 1& somme de leurs logarithmes sera donc 4 ^^g ^ 4~ ^og (i 4- ^')> ou 4 log B •>{- — û*(i — îû*+ja**— etc.). Dans le cas de notre tableau où Ton a b^szo.h,
mm
Bso.g; la quantité précédente se réduit a 9*81697 004^8 0175439 ce qui est en effet la somme des quatre Ic^arithmes qui répondent aux valeurs supposées de a:. , .
68. Avant de faire n = 49 valeur pour laquelle le tableau est calculé, faisons 11=2, valeur trop petite pour donner un résultat suffisamment appro* ché, mais qui fera v6ir le progrès de Fapproximetion en passant de cette première valeur aune valeur double. Alors les <}uantités M et N nécessaires pour calculer les valeurs /A^s=^7rM, /Adip=ï'7rN, seront composées
de deux termes seulement, savoir :
Substituant les valeurs numériques données dans le tableau, et la valeur i(i^£)=so.9, on aura
Ces valeurs ne différent que de 2 unités décimales du 5°^ ordre , et le milieu entr'elles donne pour i la Taleur approchée
laquelle n'est en erreur que de 5 unités décimales du itf^ ordre. On a peine à concevoir comment le calcul de deux seuls trapèzes, Fait de deux manières différentes , peut donner un résultat si exact.
Faisons maintenant n=sj^^ et appelons M et N' les nouvelles valeurs de M et JSj nous aurons
La première quantité est la même chose que la moyenne ^(M + N^, dont nous venons de donner la valeur, la seconde se trouvera par les quatre der^ nières lignes du tableau , de sorte- qu'on aura
Ces deux valeurs ne diffèrent que d'une unilé décimale du 9"^ ordre . et le milieu entr'elles donne pour I la valeur plus approchée
laquelle s'accorde parfaitement avec celle qu'on a déduite de la théorie des fonctions elliptiques ; car la différence de ces valeurs n'étant que d'une unité décimale du 15°^ ordre , on ne peut prononcer de quel côté est l'erreur.
69. Par des calculs semblables, appliqués à la fonction complète. •••,.. — , on trouvera d'abord pour le cas de n =s 2, les formules
d'où résulte
îtf = i.ii465 yôSoS 7423375, N == 1.Ï1447 i3649 8855855}
ensuite pour le cas de /t = 4» on aura
M' = 1.11456*44976 8i38565, N' = I . I 1456 4477a 864aa3a5.
Par un milieu pris entre ces deux derniers résultats, on aura la valear approchée
laquelle s'accorde suffisamment avec celle que donne la théorie des fonctions elliptiques, puisque la différence est a peine de 3 unités décimales du iS"** ordre.
Si quelque chose peut étonner dans le résultat de ces calculs, c'est qu'on puisse obtenir une si grande approximation avec «ne valeur de n aussi petite que a= 4> c'est-^-dire en divisant l'espace qu'il faut quarrer en quatre trapèzes seulement , et évaluant ces trapèzes de deux manières différentes.
En calculant , comme nous l'avons fait , les valeurs de M et N pour le cas de /t=:4> o^ trouve que pour l'intégrale yA^^r ces deux valeurs ne diffèrent que d'une unité dans leQ*"* ordre de décimales, ce qui doit faire présumer que la moyenne eutr'elles sera exacte jusqu'à la 17™* décimale, chose que nous n'avons pu véri6er, parce que les calculs du tableau ne sont exacts que jusqu'à la iS"** décimale au plus. L'approximation est un peu moindre pour
l'intégrale /V; car les valeurs de M et N calculées en supposant /»= 4> ^^*"
fièrent entr'elles de deux unités décimales du 8""* ordre, d'où l'on doit conclure que la moyenne ne sera exacte que jusqu'au iS*"* ordre.
70. Au reste, on peut s'en tenir à ne calculer qu'une seule des quantités M et N, sauf à lui appliquer la correction dont nous avons donné la formule art. 64, en la réduisant à son premier terme. Or, ce premier terme rbaA^ se trouvera toujours avec une exactitude suffisante par la formule de l'art. 17.
Pour cela il faut réduire le binôme i — o*sin*a? à la forme
B*(i + «*— aa cos aor), ce qui se fera en prenant B = ^(i + i) , et. . .
•« = — r'~ ij ; on auf^ donc ( i — c*sin*jt)* = f-^-J ( i +«* — aacosa j:)*.
Développant ensuite les deux membres par les formules des art. 1 et 63 , on aura entre les coefficiens d'un même cosinus l'équation générale A,^ =:
r J P(A, — - k). Prenant les logarithmes de chaque membre et mettant
au lieu de log P(X, — A) sa Taleur donnée .par la formule (17), on aura log Ax = Xloga — (*+ i)log X-|-*log A — 1<^ r( — k)
(10) it' + t)m (k^ + t)ma^
Quant au signe du coefficient Ax, il sera le même que celui de la quantité fl^r(— A).
7 1 . Appliquons cette formule à la détermination de la fonction complète E*cz=:fdx^( I — c* sin* x) ; cette quantité étant représentée par - A. , nous avons déjà trouvé pour Ao la valeur approchée.
laquelle résulte de la supposition /isa, et nous avons fieiit voir (art. 64) quie la correction à appliquai* à cette valeur est— - aA» ou — ^ A^* Faisant doncA=:4, i=o,8^ ^=— i, *=r, r(— Ar)=r(— i)=— a|/îr, on trouvera par la formule précédente log A4=4«7^7<o88; et parce que a^T{—i) est négatif, il faudra que A4 soit négatif; on aura donc A^ =s — o • 00000 53347 9 ce qui donne la valeur corrigée
M— aA4=o.9oa77 99263,
valeur qui n'est en erreur que d'une unité décimale du 9* ordre. Cest déjà un assez grand degré d'approximation obtenu en divisant en deux parties égales seulement la base ^ ^de l'espace qu'il &ut quarrer^ et mesurant les deux trapèzes curvilignes cpii en résultent comme s'ils étaient reotilignes. On conçoit dés lors qu'une approximation beaucoup plus grande résultera de la supposition /i = 4 9 laquelle donne
La correction qu'il faut appliquer à cette valeur étant toujours représentée par— 2 A„, on- la calculera par la formule précédente, en faisant A = 8 , et conservant les autres valeurs de i , a , k et T ("-«A:). Il en résultera log As =0.4305944 > d'où A|= — 0.00000 00002 723074, et la valeur corrigée
M — 2Ag=o.90277 99277 721881;
valeur qui ne diffère de la véritable que d'une demi-unité décimale du qna* torzième rang,
72. Si on veut appliquer de semblables corrections aux valeurs de M déji
trouvées pour la fonction complète T*ct=:fdx v^(i— c^sin'or)"'*,!! faudra faire*=o.8, « = — ^, *=— i,r(— A:)=t/9r.
La première valeur de M calculée pour le cas de /t = 2 , est M=i «11465 76504 ; faisant donc A =1312=49 on aura par la formule précédente log A4=5.668o38i ; et puisque a^T['^k) est positif, A4 le sera aussi, et on aura A4 = 0.00004 65627 y ce qui donne la valeur corrigée
laquelle n'est en erreur que de a unités décimales du 8* ordre. La seconde valeur trouvée pour M, savoir :
M = i.ii456 44976 8i38565,
suppose /t=49 ^^^^ ^ ^h ^^ correction ^A^s 0*00000 ooioi 97579, et la valeur corrigée
M — aAl.-=i.ii456 44874 84006,
laquelle n'est en erreur que d'une unité décimale du 1 3* ordre.
73. On voit, par ces exemples, que l'effet de la correction est non-seulement de déterminer le nombre de décimales exactes qui se trouvent dans la valeur de M ou dans celle de N , mais encore d'en ajouter cinq otr six de plus, ce qui donnera un résultat aussi exact qu'on voudra , en prenant une valeur convenable de n. Quand on calcule à la fois les deux quantités M! et N, le milieu pris entre elles approche plus du vrai résultat que l'une des deux augmentée ou diminuée de la correction, mais cet avantage ne s'obtient que par un calcul plus long.
74* On trouve dans les (Buvres de Jean Bemoulli (*) un théorème pour calculer par approximation le rayon du cercle égal en circonférence à une ellipse donnée. Ce théorème fort remarquable conduit aux mêmes valeurs de M et N que donnent les précédentes formules, en prenant pour nun terme de la progression 2, 4)8, 16, etc., ce qui permet de déterminer géométriquement toutes les quantités v^(i •— c* sin^o:) dont se composent les valeurs de M et N.
Jean Bemoulli n'a point donné la démonstration de son théorème ; il a indiqué seulement la construction géométrique qui en est la base et par laquelle on peut obtenir la valeur très approchée de la circonférence de
(^) Joh. Bemoulli Opéra. Tom. i, pag. 447*
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toute courbe ovale, partagée comme Tellipse, en quatre parties ^aleset semblables par deux axes rectangulaires. Cette construction s'exécute aa moyen d'un mouvement continu que l'auteur appeUe motus reptorius , et dont il détaille les propriétés.
Nous avions pensé d'abord à donner ici l'analyse du théorème de Jeaa Bemoulli, considéré dans sa plus grande généralité 3 mais nous avons bientôt reconnu que cette analyse deviendrait inutile , parce que le résultat aaquel elle conduit n'est qu'un cas particulier d'une proposition générale qui sera démontrée ci-après d'une manière beaucoup plus simple.
$ III. Moyen ^exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe,
fi^%' 75. Soit s la longueur de l'arc de courbe AM dont l'origine est fixée au point A et dont l'extrémité M est déterminée par les coordonnées CP=x,
PM=j^. Cet arc, dont l'expression ordinaire*est fdx^( i + ^ j, peut
être exprimé par une autre formule qui jouit de quelques avantages particuliers et que nous allons fisiire connaître.
Si du point C, centre des coordonnées, on mène CZ perpendiculaire sur la tangente au point M, et qu'on prenne pour nouvelles variables GZ =/? et l'angle TMP=:fi, on aura l'angle PCZ=/i et CZ=;?=CM cos (^&— «MCP}; développant le second membre et mettant au lieu de CM cos MCP et CM sin MCP leurs valeurs j? et^, on aura
;? = X cos /t ^j sin fu
Diflférenciant cette équation et observant qu'on a d!r=— dl; sin ft et dy^^ds cos /t, il viendra
^ =^ cos ffc — or sin /te.
Au moyen de ces équations^ on obtient les valeurs de a: et ^ exprimées en fonctions de /? et de fe, savoir :
a: =;? cos fA — ^ sin /A, jr = ^ sin fi 4- ^ cos ju.
(il)
Enfin, de ce]Jes-ci on tire^ir = — dykhva m(p+^\ 4X^=^1^ ^^^A^/'+^) î donc dsssdfj^fp^^j, et en intégrant.
s = fpdp. 4- ^ + const. (i 3)
SECTION n. 589
C'est l'txpression de l'arc s dans laquellef il £Eiudra substitaer la valear de p en fonction de /i.
76. Cette valeur peut se déduire de l'équation donnée entre les coordon-»
nées X et ^, combinée avec Féquation différentielle ^=3'— cot/t, dont le
premier membre est une fonction connue de x et j^. En effet, on peut supposer que ces équations donnent les valeurs de x eljr exprimées en fonction de tang/t ; ensuite l'équation p^=^x cos fA^jrmi fA fera connaître la valeur de p en fonction de sin u et cos tu
On peut remarquer que si l'équation entre x etjr est algébrique, l'équation «ntre p^sin /i et cos /Aj sera pareillement algébrique ; mais en général , quelle que soit cette équation , si on prend l'int^ale Jpd/t de manière
qu'elle s'évanouisse ad point A, et que -— soit la valear de^exïce même point, on aura l'arc AM ou s ;ssfpdfi + ^ — ^^*
'j'j. Cette même formule servira À exprimer toute int^rale proposée par un arc de courbe.
Eu effet , on peut supposer que cette intégrale est mise sous la forme Jpd/A y dans laquelle ft représente un arc de cercle indéfini dont le rayon =zi j et p une fonction de l'arc /a, ou seulement des lignes trigonomé* triques sin /a et cos ft. On aura* donc l'int%rale cherchée
/pdt^^s-^%+'^. (.3)
Quant à la courbe AMB qui correspond à cette équation , elle est focile à décrire au moyen des équations (i 1) dont les seconds membres sont des fonctions connues de l'angle fi on des lignes trigonométriques qui dépendent de cet angle; et si on élimine /a de ces deux équations, on aura, sous la forme ordinaire, l'équation entre les coordonnées a: et j^ de la courbe dont un arc compiis entre des limites données servita à exprimer l'intégrale T^^/t. Il faut maintenant montrer dans quelques exemples l'usage de cette théorie.
78. Exemple I. Soit proposée ^intégrale Z =i/d/A y^(i—^c^ sia^ /a), que nous avons coutume d'exprimer par l'arc d'ellipse E(cj/a) compté de l'extrémité du petit axe«
Nous aurons dans ce casjpss y^(i— ^ sin*/i), valeur qui étant sttl>stituée dans, les équations (11)9 donne en faisant 6:=t/(f — e*)> T. U. 93
déduin jr^ = b^ (i — x*), c'est l'équation de l'ellipse rapportée à son grand
fi- 1> iÊMfi. 4Unf|i,ea fiôsaût CAsv: k j C!Bs6,jetdé€»rivai||tiiW ces deux demi-axes .l'ellipse A^MBy si on désigne par s l'arc AM compté de l'extrémité du grand axe où /b6 = G jusqi:^au point M dont les coordonnées sont x et/*, cet arc servira à exprimer Tintégrale Z , de sorte qu'on aura Z ou
Cette .éqoatioa n'ept auti;e c^ose que :1e théort^ine 4e f^ivuû que odous .avoosjiQnné.tQm.I, art 36. En effet, fi on détermine l'arc BU complé de Ij0xtr6imté Au ^tàt axe, par les coordoonées CQ s^ sinf», IHQ ss^cos^t, en
ffiéipe tem{is que l'arc AW l'iest par les ^OQçdonnée^ CP == -pT^j-^^^^ , PM = -77 — "°^i , \, on aura, ep vei*u de ce théoirème,
4inâ Fapplicatioa de notre fonpule conduis da^9 ce cas à un théprème
79. Exemple IL iCherckons maintenant la iiourbe qui par ses arc^ peut servir k exprimer l'intégrale Zssj ^^J\ > v ^^^^^S^^l^fiue °ows avons coutume de représenter par F(c , ft)/
U &nt faite dans ce cas;? 5= (i — cVsin*^)"», ^!i^ donnera, les valeurs suivantes des coordonnées a: et r :
• cos^
— sin^
Cette courbe qui appartient au sixième degré et dont la forme se rapproche de celle de l'ellipse^ tant qu'on a ^•<^, est la même que nçns avons déterminée d'une autre manière dans la théorie des fonctions ellipliques, chap. y II; elle donne Z ou
etkfimction c?oiiiplièteF*6câs;f', i«^ét^ cpiartdë la courbe oompro depuis ^ s= o jusqu'à yu =z= ^tt.
Le cas de c*=^ ^ géuëralemeut rendu ^ eoèime on sèît, pur la lemuiscate qui n'est que du quatrième degré, et dont leJ^ arcs' expriment directement la &ocUon F sans addition d'aucune quantité algébrique^ Ltf s61iidoa du même cas déduite de la formule précédente donne une courbe du sixième
degré dont l'équation est^-ïss c(2+x^) y^(i — x^ ), o\ijr^=z2 — pT* — 5* • Cette courbe est moins simple que la lemniscate , mais elle a l'avantage .d'a<^ voir une figure peu différente de celle de l'ellipse.
80. II est très remarquable que notre nouvelle rormulè conduise si facilement à la solution d'un problème que nous avons regardé' coAitne fort difficile, et qui parait n'admettre "aucune autre solution; celui de trouver une courbe algébrique dont les aivs TOpréseMent généralement la fonction elliptique de première espèce F(c , fi}.'
£n général on voit que toutesles fois que /i sera une fonction algébrique de sin ^i et cosfc, la coui^ dont les aires servent à exprimer l'intégrale fpd/Aj sera-aussi une courbe algébrique. Ainsi la qixadratûre d'une courbe algébrique peut toujours se réduire à la rectification d'une autre courbe algébrique y proposition dont l'inverse seulement était connue.
8 1 . Exemple III, Soit proposé tie trouver la courbe algébrique dont lès arcs représentent la fonction elliptique de troisième espèce n{it) c^ /i) sfi>
dfê (i + nsin» l/(i — c*8in»*
Il suffira de faire ;i = (i -|ri»«n*/»)^'(i — 'C'sin*fi)"*, et la substitution de cette valeur dans les équations (ii) donnera les valeurs swvanlet -des coordonnées de cette courbe, où l'on a fait v^(i — c*5in*/Dt) = A.
y = ix+nZ^yA' H-c* — 2l»+(S»»-- i)(l+g')"n'u^4<^'il8iDV]- On aura ensuite pour la fonction FI cette expression
et si s* représente le quart de la courbe compris depuis ;t = o jusqu'à a = ^ ^, on aura la fonction complète n'(/i, c)^s s\
On trouverait de la même manière, la courbe algébrique dont les ârès «er-
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viraient k exprimer, daas le cas des paramètres imaginaires, UudooUe toike^ tion de troisième espèce.
. 6a. jRxeivy^ /^. Soit /? sss a sin ft tang^ fc , on aura â^ss^iatang* pt'^
j^ss3atang*/ic et iss --3— — 2a.
On déduit de ces valeurs l'équation ax^ss-^jr^* ainsi la courbe dont il s'agit est la seconde parabole cubique.
85. Exemple V. Soit jpssacos;t*t*&8in^ ""i/t i*!l^^^ \^ on aura ,^ en supposant a^s^ ^*+^9
(t^—à^ÙM^fijlV
D'après les valeurs de a: et de j^, on trouve que l'équation de la courbe
peut être mise sous la forme r^'^-J^+Ti'^Ty == I9 ^^ ^l^i^ ^^'i v<>î^
que cette coiûrbe est la développée de l'ellipse.
84* En général, si on prend la valeur de p telle qu'on puisse obtenir algébriquement l'intégrale 7^^/ti, l'arc 5 dont cette intégrale dépend, s'exprimera aussi algébriquement. On produira ainsi une classe infinie de courbes rectifiables, comme sont toutes les développées des courbes algébriques.
Soit alors fpd/i = 7, ou pz= ^, on aura pour décrire l'une quelconque de ces courbes, les équations
do dda
X =s^ C08 ;* — ^ 8in /4 ,
da ddiQ
et la longueur d'un de ses arcs sera donnée par la {ormule
* = 7 -+• ^ + con'bt 85. On voit , par ce qui précède , mie toute quadrature proposée se
doit à la rectification d'un arc de courbe compris entre deux points donnés, ce qui peut contribuer à simplifier la construction ' géométrique d'un grand nombre de problèmes; car en général on peut obtenir plus facilement une première valeur approchée d'un arc de courbe dont on a l'équation que celle d'une quadrature. Mais s'il s'agit de calculer avec beaucoup de précision la longueur d'un arc de courbe proposé, il conviendra de revenir aux formules du $ I , pour déterminer l'arc s par le moyen de l'intégra le y^^ft. C'est ce que nous allons développer dans le § suivant.
§ XV. Formules pour calculer avec précision la longueur de tout arc de
courbe proposé.
86. Soit comme ci-dessus, l'arc AMsss^^ la perpendiculaire CZ abais- Fig. a. sée du point fixe C sur la tangente en M ^^p^ l'angle TMP que fait la tan*^ gente avec l'ordonnée MP, =/it; on pourra regarder p comme une fonction connue de l'angle /t ou des lignes trigoncMnétriques qui déterminent l'angle lA et £ûre en conséquence p ss F(ft). Cek posé , on aura là longueur cherchée
l'intégrale fpd/t étant prise de manière qu'elle s'évanouisse au point A»
Cette formule se simplifie en supposant que l'axe des abscisses CP, qu'on Fi«> B. peut prendre arbitrairement , se confond avec la perpendiculaire à la courbe menée par le point A , car alors on aura dans ce point ft s=: o , et
-£^5=0, ce qui donnera y=/)7df/Dt+^*
Maintenant, pour avoir la longueur totale AMB=^% il &ut prendre l'intégrale fpdfA depuis le point A où nous supposons ft = o jusqu'au point B où nous supposerons /t =: 0. C'est ce qu'on peut faire au moyen des formules du $ l ; elles donnent d'abord , en prenant le nombre entier n à volonté,, les valeur» approchées y)cy£f;i=0M,y]^d^=:8fî, dans lesquelles M est la moyenne entre les n quantités suivantes :
KFo + Ffl), FÎ. F^J Fîl=i«>
et M est la moyenne entre les n quantités
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On aura entuile ém yakars plot exactes de l'intégrale fpdfé en ap^sla* quant lea oocrtctioM toéoenaîies aux quantitét SUft et ON.
87. Bfais il &ttt avant tout examiner le cas particulier où nous avons déjà fidt observer que le calcul n'indique aucune correction , ce qui ne vent pas dire que la correction est nulle , mais que les quantités Oiffet 0N approchent beaucoup de la vraie valeur de l'intégrale Jpdfi'y qu'elles en approchent â peu près également l'une en plus , l'autre en moins ; que lé milieu pris entre ces deux quantités donnera environ deux fois pltis dé chiffres significatif exacts que l'une des deux séparément; qja'enfiay ajires l^Msai fidt sur des valeurs assez petites 4'e n , qui feront voir combien de décimales exactes on tire , soit des valeurs OM et 0N prises séparément , soit de leur moyenne iCOM+dl^)» on ser^ à portée de juger quelle est définitivement la valeur qn!on dbit dbnner à n pour obtenir tel d^ré d^p* proximation qu'on voudra.
Pansy ce mê^iecas,, les qiiamités^ et. ^^ s^on t. nulles,, de sorte, qpa
Fare entier s^ s^exprimera par l'une^ dm deux valeurs 0M' et ffill , on plus exactement par le milieu pris entre elles.
88. Ces résultats s'appliquent immédiatement k toutes les courbes ovales qui comme l'ellipse ont la propriété d'être paitagées en quatre parties ^les et semblables par deux axes rectaogubites, qui sont en même temps^ per-^ pendiculaires k la courbe.
Alors 9 en fidsant 6 = j^^, le quart d'une telle courbe sera exprimé par
* M ou ^ N, en calculant M ou N d'af^rèii une valeur de n qui répoMla
au deçré d'approximatipu, qu'on veut obtenir. Ainsi le calcul donne immédiatement par les quantités M ou N, le rayon du cercle égal en cif conférence k la courbe proposée.
11 ne s'agit dans chaque cas quedecbercherla fouction/^ou F/t^qui représente Ia.perpendic^]airQ mcnéfi4u centre sur la tangente au point où l'iiogle que fait cette tangente avec l'axe des. ordonnées est /i. Avec cette fonctioD F/A on formera les n quantités dont la moyenne désignée par M ou par N sera la valeur du rayon cherché.
Telle est la proposition générale dont nous avons parlé dans l'art. 74; elle comprend comme cas particuliers, non seulement Ip théorème de Jean BernoulU sur la circonférence de l'ellipse, mais encore tous les théorèmes semblables qu'on pourrait déduire de la considération d^ moius repiorius de
secmoNii. 595
MIL nuUiir, appl^uM nux courbe» qompotées d? quatre pariîes ég^ ël CQmqie r^ellîpse; theoFenes qui sont lîmilés par ce genre de conslrucdcm au cas où I» est une puissance de a , mais qui , suivant notre proposition , auraient lieu également pour toute valeur du nombre entier n.
89. Nous observerons encore que la fonction P(Ay A), considérée dans la section I, sous le nom de. P(A, n)y a pour expression générale
ifïT+^S^rè^^' ^"® int^ràle étant pris^ depuis aas=o jusqu'à
u:=zl7r. Or, si d'après la valeur p ss F (a) = t — i — f^^^ ■ — rr, on conr- • j X. r \i-y (i + a*— a«co8 2^)*'
struit une courbe qui par ses arcs serve à exprimer l'intégrale fpdftj cette
^courbe sera composée , comme l'ellipse, de quatre pi^rties égal^ et semblables ;
lie^rte qu'on aura entre les limites assignées jjvd^ss - M on Jpdii^ ^=^'JS(j
et par 8aiteP(A, h) — ^M^ ou P(A, A)=JC, ou plus exactement P(X, A)^»;^-!^- Ainsi, la fonction P(X, A:) dont nous avons développé les propriétés, se rapporte au cas le plus ample des quadratures , et sa détermination ne dépend que des quantités M et N, qu'on peut former immédiatement au moyen de la fonction ^=3 F(fi) et du nombre enU^ ^ pris arbitrairement.
U en serait de même des çoeffici^ms diffîrentiels ^ , ^ , etc. , qu'on déter*
minera semblablement après avoir mis chacun d'eux sous la forme - fpdf/L.
go. On peut remarquer enfin que le résultat trouvé pour les courbes ovales composées de quatre secteurs à angle droit , égaux entre eux et placés symétriquement autour des axes communs, s'étend à une infinité d'autres courbes composées d'un même secteur qui se répète un certain nombre de fois dans des positions alternatives. Soit S l'angle de ce secteur ; si 9 est commensurable avec l'angle droit, la courbe rentrera sur elle-même après une ou plusieurs révolutions autour du centre commun de tousJles sec* teurs; mais si 6 n'est pas commensurable avec l'angle droit, la courbe fera une infinité de révolutions autour de son centre. Dans tous les cas, l'arc de courbe qui termine le secteur dont l'angle est 0, a pour valeur la quantité OM ou 0M, c'est-à-dire, qu'il est égal en longueur à l'arc du secteur circulaire dont l'angle est 0 et qui a pour rayon la valeur de M ou de N donnée dans l'art 85. En vertu de cette observation, notre théorème se trouve appliqué à un système infini de courbes, dont les ovales,' à quatre parties égales , ne sont qu'un cas particulier.
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Qi« Si nous revenons uainten^Qt à la détermination générale de l'arc s^ > dont les timites s'étendent depuis /b&x= o jusqu'à ft=9, nous verrons qu'il ,
suffit d'ajouter le terme ^ à la valeur de /pd/t ou fPdfA , donnée dans
Part. Sg. On aura donc pour cet objet les deux formules çuivan^es ^ans <.
F%. B. Ces formules se simplifient beaucoup, si l'on a ^ =0 , c'est-à-dire, si le ^
rayon vecteur CB est perpendiculaire sur la courbé, au point B, comme le rayon vecteur CA l'est au point A. Or^ cette condition est toujours facile T k remplir, parce qu'on peut prendre pour centre des coordonnées, Tin- >^ tersection des deux perpendiculaires à l'arc AMB, menées par ses deux ^extrémités A et B. Alors on aura les valeurs corrigées
1 aivr ?•* f^ (fFo\
lesquelles pourront être portées à tel degré d'exactitude qu'on voudra , eu prenant cê assez petit ou n assez grand pour que le t^erme suivant de la eorrection soit négligeable.
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