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AVERTISSEMENT
Dans le Discours placé en tête du premier vohime de ce Traité, on a Ëiit contiaitre les principales améliorations que l'auteur avait appor* téed à la théorie des fonctions elliptiques , publiée précédemment dans ses Exercices de Calcul intégral. L^une des plus considérables est la découverte d'une seconde échelle de modules , différente de celle qui était seule connue à cette époque; l'auteur Ta développée dans le chap. XXXI du tome I, el Ton doit observer que cette découverte date du commencement de 1896^ puisque le tome I, qui la contient, a été présenté à TAcadémie des Sciences dans sa séatice du la septembre de la même année. La seconde échelle dont il s'agit complétait, à beaucoup d'égards, les travaux de l'auteur dans cette théorie; elle ofiirait une route &cile pour parvenir à plusieurs beaux résultats d^Analyse, qu^il n'avait pu démontrer jusque là que par des intégrations très laborieuses; la nouvelle échelle des modules pouvait se déduire d'un module donné, par de simples extractions de racines quarrées et cubiques , ce qui fournissait des approximations beaucoup plus rapides que ceUes qu'on obtient pat l'ancienne échelle; enfin, par la combinaison des deux échelles , ou pouvait multiplier d'une manière prodigieuse les transformations des fonctions de la première espèce, ce que l'auteur avait rendu sensible en construisant une sorte de damier, infini dans ses deux dimensions , dont toutes les cases pouvaient être remplies par les diverses transformations dont est susceptible une seule et même fonction. Il n'était donc guère probable qu'on pût aller plus loin dans cette partie de la théorie [des fonctions elliptiques.
Cependant un jeune géomètre, M. Jacohi de Kœnigsberg, qui n'avait pu avoir connaissance du Traité des Fonctions elliptiques , dont la publication ne date que de janvier 1827, était parvenu^ par ses propres recherches , à découvrir Aon - Seulement la seconde échelle dont nous tenons de parler, qui se rapporte au nombre 3, mais une troisième qui se rapporte au nombre 5, et il avait acquis déjà la certitude quHl doit en exister une semblable pour tout nombre impair proposé.
vj AVERTISSEMENT.
L'annonce de cette belle découverte analytique parut dans le n^ laS du Journal astronomique de M. Schumacher, où Ton trouve deux théorèmes particuliers concernant la formation des échelles affectées aux nombres 3 et '5, et de plus, un théorème général pour former Féchelle applicable à un nombre impair quelconque.
La démonstration de ce théorème général parut peu de temps après, dans le n"" 127 du même Journal; elle mit dans tout son jour la grande sagacité de Fauteur et la fécondité des méthodes par lesquelles il avait su vaincre les diiRcultés de son sujet. Ce théorème étant établi pour tout nombre impair , il fut aisé d'en conclure que , pour chaque nombre entier ou sçulement rationnel, on peut former une échelle particulière de modules qui donnera lieu à une infinité de transformations d'une même fonction de première espèce, lesquelles seront toutes déterminâmes algébriquement.
On ne mentionne ici ^ue les premiers pas faits par M. Jacobi dans la carrière qu'il s'est ouverte ; les espérances que ses premiers succès avaient fait concevoir ont été justifiées depuis, par les nouvelles publications qu'il a insérées dans le Journal de M. Schumacher, et dans celui de M. Crelle de Berlin; elles le seront encore plus complètement par l'ouvrage qu'il se propose de publier bientôt, sous le titre de Fundamenta novœ iheoriœ functionum ellipticarum.
Il nous reste à parler des belles recherches sur la même matière , que M. Ahel de Christiania^ digne émule de M. Jacobi, a fait paraître presque en même temps, dans le Journal de M. Crelle et dans celui de M. Schumacher. Le premier Mémoire de M. Abel, imprimé sous le n"* 13, dans le tome II du Journal de M. Crelle, forme déjà une théorie presque complète des fonctions elliptiques , considérées sous le point de vue le plus général. On y trouve , i •. les propriétés fondamentales de ces fonctions et de leurs inverses , établies sur l'idée heureuse et entièrement neuve de l'introduction des imaginaires dans ces fonctions ; a"", des méthodes pour construire , de la manière la plus simple , les formules qui servent à Ja multiplication et à la division des fonctions ; S"", des développemens très étendus sur la réduction au moindre degré possible , et la résolution des équa^ons algébriques qui servent à diviser toute fonction proposée, ou seulement la fonction, complète ; 4"*. des formules nombreuses pour développer les fonctions en séries et produits infinis.
Un secon^ Mémoire de M. Abel, imprimé sous le n"" 11, dans le
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tome III du Journal de M. Crelle, oflre des résultats très remarquables , i"". sur la division de la fonction particulière dont le module est sin45% laquelle représente des arcs de lemniscate; a^. sur la transformation générale des fonctions de la première espèce, ce qui donne lieu à Fauteur de démontrer, d'une manière très simple et très directe, les deux théorèmes généraux précédemment publiés ou annoncés par M. Jacobi.
Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur les travaux de ces deux jeunes géomètres, dont les talèns se sont* annoncés avec tant d'éclat dans le monde savant ; on conçoit maintenant que l'auteur de ce Traité a dû applaudir vivement à des découvertes qui perfectionnaient beaucoup la branche d'Analyse dont il est en quelque sorte le créateur. Il a formé dès lors le projet d'enrichir son ouvrage d'une partie de ces nouvelles découvertes , en les présentant sous le point de vue le plus simple et le mieux coordonné à ses propres idées. Tel est l'objet des deux Supplémens qui suivent, et de ceux que l'auteur pourra peut-être y joindre, par la suite, pour en former le tome III de son Traité.
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Après m'étre occupé pendant un grand nombre d'années de la théorie des fonctions elliptiques , dont l'immortel Euler avait posé les fondemens , j'ai cru devoir rassembler les résultats de ce long travail dans un Traité qui a été rendu public au mois de janvier 18^7. Jusque là les géomètre» n'avaient pris presque aucune part à ce genre de recherches; mais à peine mon ouvrage avait-il vu le jour, à peine son titre pouvait-il être connu des savans étrangers, que j'appris, avec autant d'étonnement que de satisfaction, que deux jeunes géomètres, MM. Jacobi (C.-G.-J.) de Kœnigsberg et jibel de Christiania, avaient réussi , par leurs travaux particuliers , à perfectionner considérablement la théorie des fonctions elliptiques dans ses points les plus élevés.
Bientôt les n^ i ^3 et i n^ du Journal astronomique de M. le professeur Schumacher, et une lettre particulière de l'auteur, me firent connaître d'une manière positive en quoi consistaient les découvertes de M. Jacobi. Je reçus presque en même temps un cahier du Journal de M. Crelle de Berlin , où se trouve un Mémoire de M. Abel, contenant des découvertes très remarquables dans une autre partie de la théorie, qui a cependant beaucoiip d'analogie avec celle dont s'est occupé M. Jacobi, puisque, par un second Mémoire imprimé dans le même Journal , on voit que M. Abel a pu déduire de ses formules l'un des deux théorèmes généraux de M. Jacobi.
Une connaissance approfondie des plus belles méthodes de l'analyse et l'heureux emploi de plusieurs idées fort ingénieuses se font remarquer dans les productions de ces deux jeunes géomètres. La science a pris dans leurs mains un tel essor, qu'il est à croire que les résultats qu'ils ont déjà obtenus seront suivis d'un grand nombre d'autres non moins intéressans.
Dans cet état de choses , j'ai pensé que mon ouvrage deviendrait bientôt incomplet , si je ne me hâtais d'y ajouter de nouveaux supplémens, dans lesquels j'exposerais les découvertes récentes avec tous les développement dont elles sont susceptibles.
Le premier supplément, que je publie aujourd'hui dans cette vue, a pour objet principal les deux théorèmes généraux découverts par M. Jacobi. Le premier sera démontré par la méthode même de l'auteur , publiée dans le n® 1^7 du Journal de M. Schumacher; le second sera d'abord déduit du théorème T', et ensuite démontré d'une manière particulière et directe.
Au moyen de ces deux théorèmes, j'ai pu traiter d'une manière complète tout ce qui concerne l'existence des différentes échelles de modules , exprimées en quantités réelles (*) , et par suite tout ce qui concerne les transformations réelles, infiniment multipliées, dont est susceptible toute fonction elliptique donnée de première espèce.
Lorsque deux fonctions de cette nature peuvent être exprimées l'une par l'autre , on peut supposer qu'elles appartiennent à la même échelle , et alors il existe entre leurs modules une équation très simple, quoique sous forme transcendante , laquelle tient lieu d'une équation algébrique , qui est en général d'une recherche très difficile. Cette équation transcendante peut être regardée comme l'un des théorèmes les plus beaux et les plus féconds de cette branche d'analyse. J'en ai fait voir l'usage pour trouver avec beaucoup de facilité les différens termes, même les plus éloignés, d'une échelle de modules correspondante à un nombre donné.
Après avoir épubé tout ce qui a rapport à la transformation des fonction» elliptiques de la prenûère espèce , il était naturel de s'occuper des fonctions de la seconde espèce. Je démontrerai que ces fonctions sont susceptibles de transformations analogues à ceUes de la première espèce , et en même nombre. Les formules sont plus compliquées, k raison de la quantité algébrique qu'elle3 contiennent ; mais elles se simplifient beaucoup dans le cas des fonctions complètes , où la quantité algébrique disparaît.
Je n'entrerai point dans d'autres détails sur les recherches assez nombreuses qui composent ce premier supplément ; il sera terminé par Papplication des deux théorèmes de ML Jacobi aux cas de /? = 3 et;7 = 5, qui donnent naissance à la première et à la seconde des nouvelles échelles.
Dans le second supplément et les suivans, s'il y a lieu, je continuerai d'exposer ce que les découvertes nouvelles offrent de plus remarquable , en y joignant mes propres observations et les développemens convenables.
Paris, le la août 1828.
(^) Le mot riellea est placé ici parce qu'il exista «aalytiquemeiit des transibrmatîoD» imaginaires dont nous n'arons pas fait mention , et qui sont en bjen plus grand nombre que les transformations réelles.
§ I*'. Démonstration du théorème 1" de M. Jacohi.
I . Soit p un nombre impair pris à volonté , F (A: , ^) une fonction elliptique de première espèce, dont le module donné est k^ et dont l'amplitude (p peut avoir une valeur quelconque depuis zéro jusqu'à l'infini. Appelons a. la valeur particulière de (p qui , pour un nombre entier quelconque th.,
donne F (A , et.) =5 — F'Ar. Au moyen de l'amplitude variable (p et des
angles constans a^j 0^3 , ^5 v • ^-t ? déterminons une seconde amplitude 4 par la formule trigonométrique
(i) tang(45--i4) — iang^40'q=,(p;. . . . . , r^— «rtaM ir^^-t a^ tams-îr^. .-r-^^
tang i (rt,+f ) • tang i («j— (p)' tai^ ^ («5+ ^) taogi (<p-.HhÇ>) '
où l'on prendra le signe supérieur si /i == 4* + i > et l'inférieur si
La loi d'accroissement des variables ^ et «4/ sera développée ci- après ; ^ suffit , pour le présent , de remarquer que la valeur de (p étant comprise , comme on peut toujours le supposer, entre €t^^^ et ^vt-^iy celle de 4 sera
comprise entre {^n— i) - et (2?» 4~ i) ~* Cela posé, voici en quoi ccmsiste
le théorème général que nous voulons démontrer :
c( D'après la relation entre les amplitudes ^ et 4 donnée par l'équa- » tion (i), toute fonction donnée F (A:, (p) peut être transformée en une » autre F (A , 4) 9 ^e sorte qu'on aura
» le module h et le régulateur fju étant des constantes qu'on pourra D toujours déterminer et^ fonctions da module donné k et du nombre D donné p. »
On aura , par exemple, pour cette détermination, les formules
A =5 akfJi (sln a» — sin Aj -f- sin «(5, . . . =p: sin a^_. rfc 7).
Et, parce qu'on a. en même temps ç = ï'7ret4=/^-ï''^) l'équation (2) donnera dans ce cas F' A: = puP^hy ou K s= pfiSi^ en désignant , comme nous le ferons ci-après, par K et H les fonctions complètes* ¥*k et F'à»
dx
1/(1 -*^)-n' -*■**)' [>lei- dcx^o. Et parce que ;r est le sinus de l'amie désignerons ainsi: x = sin. nmp. ^, ou AÇ. Si l'on a une seconde Ibnction F^'ou §' qui ou Ç, en sorte qu'on ait Fip + Fç'=F'A=K, la i est le sinus de l'amplitude de la fonction ^, et que iexpression x = sinAÇ, sera en même temps le siu<> Tamplitude de la fonction 0^ ce que nous désigne- -iimpl, Ç', ou plus simplement, x = sin CA.^. ^=jK, on aura à la fois x=siuA.|K=:sinCA.jKj 1. , on aura à la fois
1 A (= k) = sin CA («^^k)
US abrégées, qui servent à exprimer les sinus des ampliiictious, sont utiles pour donner une nouvelle extension à ;iire qui exprime les fonctions par les amplitudes. i'.iit sin ^ = X , si l'on fait de même sin ^ = ^ , l'équation - f^F {h, 4) ^'^'''^ "•^^^ exprimée
r '^ ^=:ll r '^-y
J ^/c, _:.'). v/ci-Z'V) f^J 1/(1-^3. 1/(1- AV')'
aurons occasion de remarquer qu'il y a des avantages particuliers -i à cette forme.
ntenant, il s'agit de démontrer que l'équation (3) est généralement
■ ile par l'cqualion (1) , en déterminant convenablement les constantes
/i, au moyen du module donné k et du nombre impair donné />. Pour
.., nous ferons un lé^er changement à la question, en supposant qu'il
^il de démontrer l'équalion suivante, où les signes ambigus se dé-
-rmineut en prenant le signe supérieur lorsque ^=s4'+it ^t l'inférieur
jrsque p = 4* — ' '■
Ij) (-^J-f)' (-.J.f )'
-ftVam'CA.— i— AVsin'CA.-
ce produit devant avoir pour dernier facteur
2. Pour parvenir à la démonstralion de cette formule générale de transformation qui s'applique à tout nombre impair donné p^ il est nécessaire d'établir quelques dénominations nouvelles et quelques lemmes employés par M. Jacobi dans le nouveau genre d'analyse que nous avons à exposer.
Soient en général F^ et F^ deux fonctions dont le module commun est k^ et telles qu'on ait
F(p4-F4=F(r et F(p — 'V^ = F9 ,
on aura par les formules connues (n"" i8 et 19, tome I)
^^^^ sin ^ cos 'J' V/(i — k* sin* 4) + «în ^l' cos f l/(i— it* sîn' ^) SUi V sss 1 , . * • • f 9
I — k' sm" f svar v^
A _^ sin y cos-j^ t/(i — k* 8În*'j/) — sin^^ co8^t/(i— fe* sin* f) ^ *"" I — ft' sin' ç sin' 4^ '
d'où résulte
I • A 2 sîn ^ cos ^1/(1 —^* sin' 4.) ' I — it' 8in' ^ sin' 4 '
. A sîn* ^ — sîn* 4
I — it* sin*9sm* 4 donc
/ • \/ • A\ I— ifr*sin*^8În*4+«în*f — sin*4''"-3SÎn^cos4t/(i — fe*sîn*4) \ J\ y I — i* sm* p sm* 4
Désignons par F4 et F^^ deux fonctions dont la somme soit ^le à la fonction complète F'it, et soit kf le complément du module kj en sorte qu'on ait k^ + kf*s=:jy on aura (n» 18; tome I) les équations
I cos4' f A' sîn 4'
** tang 4 tang 4' = » > *'•=(! — Af sm»4) (i— Ar^àn* 40- Au moyen de ces formules, la valeur du produit précédent devient
(i-8m<r)(x-8mfl)=i _2i_^___w j
et il en résulte l'équation suivante
A sin y Y
^^^ \ sîn 4 / «^ (i — sîn y) (i — sîn é)
W I— it*sin*fsin*4"" cos* 4
3. Appelons la fonction F (A , ^) ou l'intégrale JT/TZ^^^T^ P"^
à compter de ^ = o. Si l'on fait sin ^ = jc , il sera utile de considérer la fonction ^ sous cette forme
où l'intégrale est prise à compter de j:=o. Et parce que a: est le sinus de l'amplitude de la fonction ^, nous le désignerons ainsi: a: = sin. amp. ^, ou plus simplement, x = sin A^. Si Ton a une seconde fonction Fç' ou 0' qui soit le complément de Fç ou 0, en sorte qu'on ait Fç + F^'=F'A:=R, la même variable x^ qui est le sinus de l'amplitude de la fonction ^ , et que nous désignerons par l'expression a:=^sin A^, sera en même temps le sinus du complément de l'amplitude de la fonction ^ ^ ce que nous désignerons ainsi : a:=:sin co-ampl. 0', ou plus simplement, x = sin CA . ^.
Par exemple, soit 0=fK, on aura à la fois j:=sinA.fK=sinCA.|Kj
de même, si ^ = — R, on aura à la fois
or = sin A (^ K) = sin CA (^=^ k)
Ces dénominations abrégées, qui servent à exprimer les sinus des ampli-^ tudes par les fonctions, sont utiles pour donner une nouvelle extension à l'analyse ordinaire qui exprime les fonctions par les amplitudes.
4- Ayant fait sin ^ = or ^ si l'on fait de même sin 4 = J^ > l'équation F (A , ^) = ftF (A , «4/) sera ainsi exprimée
/' dx ^ p dy
et nous aurons occasion de remarquer qu'il y a des avantages particuliers attachés à cette forme.
Maintenant, il s'agit de démontrer que l'équation (s) est généralement satisfaite par l'équation (i), en déterminant convenablement les constantes fjuethy au moyen du module donné A: et du nombre impair donné p. Pour cela, nous ferons un léger changement à la question, en supposant qu'il s'agit de démontrer l'équation suivante, où les signes ambigus se déterminent en prenant le signe supérieur lorsque p^sz^i'^i^ et l'inférieur lorsque ^ = 4^—1 :
V sin A,— / \ sînA. — ) V siuA. — /
(4) ,-^(.=px).-\ ^.> ^-Lr^ ^
,— ftVsin'CA.- I— AVsin'CA.— i— i^•«»8inCA.— P P P
ce produit devant avoir pour dernier &cteur
FONCTIONS ELLIPnQDES,
•ta^
P En effet , si dans cette équation on change à la fois le signe de a: et celui de y , on aura une seconde équation , et la division de l'une par l'autre donnera
p if p
Or, on a
^^^_::tang»(45o-H), r^ = tang- (45« =fc i ^).
Cette dernière équation revient donc à Péquation (i) , qui sera ainsi démontrée si l'on démontre l'équation (4).
5. Dans cette vue, faisons l'application du lemme contenu dans l'ëquation (3), où nous supposerons 8in^=:x, 4>'=A. — , -«l/siCA.r— )
_. ^ r g . "* K) j ce qui donne
F<r = Fç + F4 = ?+«=i?K, Ffl=F^-F4 = ?-£=2ÎK, sino-sssinA.r^-h'^ZZ^K.X 8in0=: sin A.^f — ^ "^ RV
On aura donc , en vertu de ce lemme , la formule suivante , qui s'ap* plique à toute valeur du nombre entier m :
i-if*»8in«CA.— co.»CA.Î^
Au moyen de cette formule, dans laquelle on fera successivement m=:i, 3^ 5. .••/? — 2 , l'équation (4) se réduira à la forme
I— 7 = (i=f:siQA^).Q, où P désignera le produit des p— i facteurs suivans :
sin A(?+|k), I rfcsin a(?-^K),
sin A(Ç-|-|k), 1 zpsin A(e-|R),
ain A(0 + |r), I dbsin a(^ -|^)'
;-8in A(e+^-=iK), i - sin A (? - -^=1 r) , et où Q aura la valeur
= co5*CA.— .co8*CA. — .co8*CA. — .. . cos'CA.^^^ R , ^ P P P P
qu'on peut écrire ainsi ^ d'après la valeui' générale de a^ ^
Q ES cos* tf . cos* «4 Cos* «a . . . . cos* a^— j.
Si l'on examine ultétieuretnent les p^^i factettfs qui composent la valeur de P) on trouvera qu'en leur appliquant les formules
sinA.Ç = — sinA(f — aR) = — sinA(Ç + 3K)=sinA(f + 4R),
qui ont le même fondement que les simples formules trigonométriques ,
sinfŒ— sin(Ç — a.0i= — sin(c + 3-i) = 8iû(fH-4.^),
ces ^ — I fecteurs , joints au fiicteur isolé i qp sin A^ y forment la suite continue
iqpsinA.f, izpsin A ^f 4-^) , i =psin A^Ç-f-— ),
sinA(f+'^),...i=FsmA(e+<^K).
Et leur produit sera le numérateur de la valeur de i -— "T" ? de sorte qu'on aura
(iq:8inAa[^iq:sinA({+^)]Q2F«inA({+?^^ Q:psiiiÀ(|+^£=^)]
"^ 008*«flCOS*«4COS*«6**-*COS*«p^
6. Il faut maintenant remarquer que cette formulé reste la même lôYsque
^ augmente de — ; car alors chaque facteur prend la place du facteur sui-
vant , et le dernier, qui devient i q= sin A (^ +4^^) ; se réduit au premier
/ "ir
sin A . ^, On peut donc mettre , en général , ^ + ^ à la pL
I £f;= siu .^.ç. yjw peui uonu meii^re, eu geuerai, ç -f- -= a la place
de ^ , m étant un entier quelconque , sans rien changer à la valeur de
IXous remarquerons encore qu'en faisant ^ = o , le second membre de l'équation (6) se réduit à i ; de sorte qu'on a en même temps ^ = o> C'est ce qu^on verra aisément en faisant ^ = o dans le développement (n'^ 5) des facteurs de P; car, dans ce cas, le produit de tous ces facteurs donne
P = cos*A.-K.cos'A.^K.cos'A.-R cos*A.f^^^K:
ce qui est la valeur de Q.
U résulte donc aussi de l'équation (6), qu'en faisant ^ = — R, m étant
un entier pris dans la suite i,:i,3...^— -i,le second membre se réduit encore à l'unité. En effet , puisque, sans changer le numérateur de cette formule, on peut mettre ^ +« ^ — à la place de Ç , il s'ensuit que la supposi-
tion ^ s= -^— - donnera le même résultat que la supposition ^ =â o , et
qu'ainsi on aura J^ = o.
On voit donc que j^ doit s'évanouir pour les p valeurs
j:=o, smA.-ï— , sinA. — , smA. — •••• smA.-^^- — ^Iv, ' P^ P ^ P P
ou , ce qui revient au même , pour les p valeurs
;r = o. smA. — , sinA.-^, smA. — .... sinA.^- R,
A aK A oR A oK « p "* I TT -^smA. — , — sm A.-^— , — sm A.-^. .. . — -smA.^^ R;
ce qui se déduit immédiatement des fiicteurs de P donnés n^ 5.
Maintenant, si nous mettons l'équation (4) sous la forme
I — y = V' ^^^ résulte y s= — y— , la fonction V — Z, qui est une
fonction de x , rationnelle , entière et du degré p , devra s'évanouir , ainsi que jr , pour toutes les valeurs or = qp sin A ^ , ou or = =p sin a^^ ,
am ayant successivement toutes les valeurs o, a^ 4 9 6.*.. p *^\ ; donc cette fonction V-— Z aura pour facteurs
Xn I
' sm'tfft ^ sm"«C4^ sin^tf^ sm*«p^i
Mais puisque ces facteurs forment par leur produit un polynôme du de^ gré;?, le même que celui de la fonction V-— Z, il suffira, pour reproduire la fonction Y — -Z, de joindre à ces facteurs variables un facteur constant ;
ce facteur constant ne peut être que - , puisqu'en supposant (p infiniment petit dans Féquation F (A, (p) = f*F(Aj >P)> on en lire ^}/ = -^, ou
yz=z "X. Donc si Ton prend les fonctions U et V d'après les valeurs
(i7) J \ sm*«a/\ sin*ii4/\ sin'^e/ \ sin*iip_i/
lV=(i — A'a:'sin*aJ(i — k^x^sm^cL^{i — A:»x»sin*fli5)...(i-A:'x'sin'«^_,),
on aura
Pour déterminer la valeur de ^&, il faut observer, d'après Péquation (4) , que I —y a pour facteur i — *x lorsque /? = 4*'4" ^> ^t i + or lorsque ^=s 4^*— • I. Ainsi la valeur^ = i a lieu dans le premier cas lorsque a:=i, et dans le second lorsque a: = — • i .
D'ailleurs, suivant les formules des fonctions complémentaires (art. 2),
on a
1 — ifsiii*A{ sin^At'
Donc on aura dans les deux cas
^jvv ^^^ sîn* #1 sin* #3 sin* ms . -sm* «p_
^ ^ ^ """ sin* «p«i sin* «^«3 sin* «^«5 . . . sin* «ig
8. Ayant trouvé la valeur de^ en fonction de ^, il resterait à substituer cette valeur dans l'équation différentielle
dv dy
1/(1— *»).v/(i— ifrv) "~ '^VC»— j'O-i/o— ^y)'
et à prouver que les deux membres deviennent identiques, en déterminant convenablement le module A, qui reste encore inconnu. Mais le calcul qu'exige cette substitution ne sçrait praticable que pour des valeurs assez
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petites du nombre p^ telles que pz=s:S^ S , 7 ,'et il cesserait absolument de l'être en laissant la formule dans l'état de généralité qui s'applique à toute valeur du nombre impair p.
La difficulté qui se présente ici est d'une telle nature , qu'il ne resterait guère d'espoir de parvenir à la démonstrati(fti générale , si M. Jacobi n'eût trouvé un moyen aussi simple qu'ingénieux d'éviter la substitution à faàre dans l'équation différentielle, et d'y suppléer pjar une propriété particulière de cette équation , qui doit être commune aux int^rales qui la représentent.
9. Cette propriété consiste dans la remarque faite par l'auteur y que si l'on
substitue à la fois r- à la place de x , et r- à la place de jr y l'équation
dififérentielle , quoique affectée dans chaque membre du facteur |/^^ i y
n'en sera pas moins satisfaite par la suppression de ce facteur. Tout
se réduit donc à faire cette double substitution dans l'intégrale*. •• • . .
Or, en substituant 7- à la place de x dans le facteur général,
^ = - • s? , et à examiner si elle est satisfaite.
uni zsz ,^ ., ■ « ■ '
qui sert à composer la valeur de y , ce facteur devient
Donc la double substitution dont il s'agit donnera pour résultat
On voit maintenant que pour que cetteéquation s'accorde avec l'équation proposée j^ == - • =t , il suffit de déternùner le module h par la formule
h = f«t'Af sin* a^ sin* a^ àin* it^.... sin* tf^_, , ou , en substituant la valeur de ^ tirée de l'équation (8) , fp) A = A' sin* a, sin* «3 sin^ a^ sin* a,
Par ce procédé très simple, il est constaté que l'équation ^=- • *? satisfait, pour toute valeur du nombre impair py à l'équation difFérentielle dont
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l'intégrale est F(A:, ^)=sjb6F(A, 4)^ ^^ donnant aux constantes /t et h les valeurs que nous avons déterminées, et qu'ainsi le théorème de M. Jacobi est démontré dans toute sa généralité.
10. La valeur de i— / a éjé mise ci-dessus (p? 6) sous une foriiie dobt le dénominateur est constant : on peut mettre sous une semblable forme la valeur dej^; car, en vertu de l'équation donnée art. a, savoir
la quantité que nous avons nommée Tlm (art. 9) peut se mettre sous la forme
Tlm
sin' A
Donnant à 171 toutes les' valeurs Si, ^j 6. ••. p'-^ i , ei faisant le produit de tous les facteurs, on aui^a
sm
i„AÇ -nJ.(i+^fynA(l + ^^) inA(g4-^'K)
sin* A. — sin'A. -— . . . • sin" A. K
ou, en substituant la valeur de fc donnée par l'équation (8) ,
nnA?sinA({ + — )sinA('ç4-^Y...sinA(| + ?2JIliK)
^ sin* «1 sin* «3 sin^ «5 . • . . sin^ «p.»
II. Telle est en substance la démonstration donnée par M. Jacobi, dans le n^ 127 du Journal de. M. Schumacher, de la formule générale au moyen de laquelle on peut transformer toute fonction eUiptique donnée de première espèce F(A:, ^), d'abord en une autre F(Â , «^z) , dont le module est moindre que k, puis celle-ci en une troisième, et ainsi à l'infini, suivant une échelle de modules correspondante au nombre impair donné p.
Ce théorème, réuni à un autre dont nous avons déjà parlé, ajoute un grand degré de perfection à la nouvelle branche d'analyse connue maintenant sous le nom de théorie des fonctions elliptiques; mais son impertance même semble faire désirer que la démonstration, quoique établie sur un principe incontestable et très ingénieux , soit soumise à un autre genre de vérification qui la mette , s'il est possible , dans un plus grand
lOUr» * * ••": ■fHiii
Toici , pour cet objet, un moyen fondé sur la substitution immédiate de
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la valeur j^ = - . ^ dans l'ëqualion difierentielle , mais dont le succès tient
encore au principe de la double substitution , principe sans lequel on ne pourrait avoir la valeur de i — - A/, exprimée par le produit de plusieurs Ëicteurs, en la déduisant des valeurs semblablement exprimées de i — j^ et de j.
13. Nous mettrons d'abord l'éqaation différentielle sous la forme
ensuite faisant
V^(i — ^) (i — hy*) = (i — jf) (i ^Â:*x*)TS
et déterminant T par cette équation, il restera à satisfaire à l'équation
Les polynômes U et Y étant, ainsi que T, des fonctions paires de x, il conviendra de faire o:^ = ^ , et l'on aura Féquation
/ T \ 2_ dU^ rfV
où il faudra démontrer que les deux membres peuvent être rendus identiques.
i3. On a d'abord, par les équations (4) et (5),
(,o) v-(i-r)=(i-^)0-iiÏ7j('-nl:;;y---0-n?t.y'
ensuite, si dans l'équation (4), qu'on peut écrire ainsi
on substitue à la fois r- à la place de ^, et r- à la place de ^ , on aura
un résultat qui, étant combiné avec la valeur jrszL- .^, s'exprime comme
il suit :
(il) (i^^hf)y:=={izpkx)(i-^kxsina^y{i+fcxsina^y...{idckxsina^^^^
Changeant à la fois le signe de^ et celui de a:, puis multipliant ensemble les deux formules , on aura
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De cette équation et de l'équation (lo) on déduit la valeur de T*, et de là celle de T exprimée par une double suite de facteurs, savoir
( (l — A:*a:*sin*rt,)(i — A'x^sin'aj) (i — A* j:r* sin* «p., )
l \ """ sin* «1/ \ sin* «3/ \ sin' «p_» /
14. Maintenant il faut développer les deux membres de 1 équation
r ^\ T— UV _ rfU dV
^^ ^ 2 CUV ^VdZ~ \d^'
en fractions partielles qui aient pour dénominateurs les différens facteurs des polynômes U et V. Dans ce développement , il n'y a pas lieu de tenir compte du facteur Ç, parce que T— x étant divisible par a:* ou Ç, ainsi que Uy — I , leur diflférence T— UV sera également divisible par Ç.
Considérons un facteur quelconque de U, désigné par 1 — -— — ,
m étant l'un des nombres 2.4)6.... r>— 'i.et soit U = f i — -—- — "^ U';
le second membre de notre équation contiendra dans son développement le terme général
sin» •» — Ç'
Le terme semblable contenu dans le premier membre se trouvera en Élisant
(T — UV) sin*«ni T
i^=i sin^a. dans la fonction ^ «-rj/y , ou simplement dans -TjTy-
T Soit H ce que devient par cette substitution -rpv' ^^Icp^'^'ûîcr membre con-
tiendra le terme -r-j ZT?* L'identité des deux membres exigera donc
que pour toute valeur deiTi, on ait Hsi=-— i. Soit pour abréger
Q \3in*tf| y \.8in*<t3 / ysm'iip^» /
^ "^ (1 — ^* sin* «h» sin» «p^,) (i — k"" sin* «« sin*«p_3) • . . (i — /t* sin*«« sin» «») '
/ sin» dm \ / s in» u^ \ / sin»#n, ^
Qf ^^ \ sin» u^ )\ sin» «4 / V sin» #m-.» /
^ (i-i-ir»8in» «msin» «p_.) (i — it»8in» «m sin» tfp_4) . . . (i — *» sin» «m sin» «tj,^m^i) '
Qf \ Sm» #m4-a/ \ Sin» iJHHV > ^"^ ^p-i/
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et l'équation H = •— i qu'il faut vérifier sera
Q ( I — A* sin* a« siii* a^^.) = 2 Q'Q';
i5. Pour réduire celte équation, il faut d'abord poser le lemme suivant , qu'il est facile de déduire de l'équation (3),
sin* ««
(14) ^ . ^ — ^W-pr— s=zfc T — j : .
le signe ambigu du second membre ne sert qu'à rendre les deux membres de même signe.
Au moyen de ce lemme, la quantité désignée par Q s'exprimera par des produits de cosinus dont on pourra négliger les signes , sachant que le résultat doit être positif; ce produit est
COS mm^p^i COS «94.^.^ COS ctai^^.^. ..•••- COS
C05<Cm-y-hl <^Q^ *m^p^ C0« <bt~M^ COS
COS* itp.| COS^tfp.^ COS* ctp.5 COS*«a
Si, pour plus de simplicité, on écrit seulement les indices de a , on aura k considérer l'expression symbolique
iî» + /) — I, /»-{*/'~3> m+/i — 5 77» -{- 2
lî»— p-^ I, m — /> + 3, 7?i— /) + 5 wi — 2
Dans ces expressions où l'indice n^ est mis & la place de cos o^, les termes représentant des facteurs qui doivent être multipliés entre eux, tant au numérateur qu'au dénominateur, il faut observer que -^ n peut être remplacé par •^fiy et que p^n peut l'être par /? — n, par la raison que. . • cos («^ = cos (— €t») = cosa^, et que les amplitudes «t^.^, a,^^ étant
telles qu'on a F («p..)+F (fiW«>=0>-/ï) - +(/?+» )-= aK, il en ré-
suite a^»-|-ûî^4.»= x8o* = 'TT, et par conséquent cos Op^^ss —cos ot^J..; or, on est convenu de n'avoir pas égard aux signes des cosinus, puisqu'on sait que le résultat total doit être positif. Ainsi, l'indice p^^n désignera le même facteur que p^^^n. Cela posé , l'expression précédente peut être écrite ainsi : '
II»— -2, m— 4> • • • • O, "~"3> ""* 4* • • • w»— jd ^» I
Le terme o dans le numérateur peut être omis, parce qu'il indique le facteur cos Oo ou cos o ou I ; les facteurs négatifs peuvent être diangés de
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signe; alors l'expression devient, en ajoutant m de part et d'autre,
Par la suppression des facteurs communs aux deux termes, la fraction devient
et comme, suivant la remarque que nous avons faite, /^-^n équivaut à ;? — il, l'expression entière se réduit à — . Donc en général Q =s ^^ ^ . On aura semblablement, en vertu du lemme (14)9 l'expression
îii-f-p— 2, m+p— 4«*»* P"l"^ ^/ TJi— pHhi^? jyi— p* |"4* « • * 2771— p— 2^
et parce que la ligne supérieure ;9+2,;9+4- • •• /'+''*'^2, équivaut à l'inférieure /?— 2, /?— 4* • • Z'— ^^-2 , on aura simplement
Le nombre des termes est dans chaque ligne ^m-— i; mais l'expression ne se réduit pas; on peut seulement, en changeant les signes des termes du numérateur, la mettre sous cette forme,
On aura enfin par les mêmes opérations
pk» p— 771. p— 77l-f-2.,..p — 2
de là Q' Q" = •^=^ sa ^^ , ou plutôt, parce que Q'Q'' doit être positif, Q'Q'5=:f2i5î=«. ^ .
16. Au moyen de toutes ces réductions l'équation à vérifier devient a cos a» cos «p^» = ( i ~ A:* sin* a« sin' «p-») cos a^.„.
Mais suivant les formules de l'art. 19, tom. P*", si l'on fait ^ = ap_„, 4=s*«, F(p — F4c=:F;*, ce qui donne F(p =3 ^Hlï K, F^ss - K,
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TfJL=S' 1^9l^=^V— MB) on aura cosft ou
d'ailleurs y Ta^ et Tct^^^ étant deux fonctions complémentaires , on a Aa^ A tfyw«i = ï/(i — A:*) s= A:', et A' tang «^ tang aj_ = i ; donc enfin
2 COS fiCm COS «p.m
COS a. — ^^^ —
I — ib* sin* «m sin* «p. m'
Ainsi l'équation que nous voulions vérifier a lieu pour toute valeur de m prise dans la suite :î,4>^***/'"^ïî c'est-à-dire pour tous les facteurs de U,
17. U ne reste plus qu'à vérifier l'équation par rapport à tout facteur du polynôme V.
Cefsicteurpeut être représenté par i — Ar'Ç' sin' a., quêtant encore un terme quelconque de la suite 3 , 4 > 6. ...;?— i. Soit V = (i — AfÇ sin* am)V',
le second membre de l'équation (i3) contiendra, dans sa partie — .^^^ le
terme ,,» .*^ — • Pour avoir le terme semblable dans le premier membre ,
I , X uv
il faudra substituer la valeur t = ,^ . , dans la fonction — ôFFîrT- , ou seu-
^ it*8in*«m . 2<UV '
T . * . T • lement dans sa partie -TO^,, Soit H' ce que devient -rj^ par cette substitution , et ^ o . f " sera le terme qui résulte du premier membre ; donc ,
pour qu'il y ait identité avec le second membre, il faudra qu'on ait H'=i pour toute valeur de m prise dans la suite 3,49 6..../7-^i.
Or, en calculant là valeur de H' comme il vient d'être dit, l'équation H' s= I conduit encore à l'équation que nous avons vérifiée sous la forme
Q ( I _ if sin* tf „ sin* tf^^) = sQ'Q'.
Il est donc constaté, d'une manière générale, que l'équation (i3) de-r vient identique, en substituant dans les deux membres les valeurs trouvées pour les fonctions T , U , Y , et qu'ainsi il ne reste rien à désirer pour la confirmation pleine et entière du beau théorème de M. Jacobi.
18. L'usage de ce théorème suppose la détermination préalable des quantités ft^^ qui satisfont à l'équation F (A, ««) = — F'A:= — .
Ces auxiliaires étant connues, on connaîtra les constantes ^ et fi qui entrent dans, la formule de transformation F (A:, ^)s=:ftF(A, %[/), et l'ampli-*
tude ^[r pourra être calculée par la formule trigonométrique (i) ou par des formules équivalentes. ,
Ayant passé ainsi du module donné k au module plus petit h^ ou passera , par des formules semblables, du module A à un module plus petit h^^ et ainsi à l'infini ; ce qui formera l'échelle des modules dans l'ordre décrois» sant ky hy hij h^y.. jusqu'à la limite zéro. Cette suite peut être continuée à l'infini dans l'ordre inverse, au moyen de l'équation algébrique qui existe entre les deux modules A et /(, et qui permet de déterminer le module k par le moyen du module plus petit h y on déterminera donc semblablement le module h^ par le module plus petit A:, de même, k^ par A:,, et ainsi de suite ) ce qui produira pour tout nombre impair donné p , une échelle de modules infinie dans les deux sens, ainsi représentée
lim. i)«* . . ^3, kt,y kgy kj h y ht y h^y h^'y . . (Lim. o
et la fonction donnée F (A:, (p) pourra, en vertu du théorème général, être transformée en une infinité d'autres qui auront pour modules les difierens termes de cette échelle. Tout se réduit à la résolution d'un certain nombre d'équations algébriques f mais nous reviendrons sur cet objet après avoir démontré le second théorème général de M. Jacobi , qui sert de complément au premier, et qui offre un second moyen de transformation, appliqué k la même échelle pour le nombre p.
§ n. Démonstration du théorème II de M. Jacobi.
19. D'après la démonstration que nous avons donnée du théorème I*', il est constant qu'on satisfait à l'équation F (A:, ^) = ftF(A, 4)> ^u^i l>ien qu'à sa différentielle
dx dy^
qui suppose sin ^ = ^ et sin «vf. =^, au moyen des formules qui donnent l'expression de^ en fonction de a:, et qui déterminent les constantes heX, p» en fonctions du module donné A: et du nombre impair donné p.
Et puisque, par la substitution de j^ en fonction de oc y les deux membres de l'équation différentielle deviennent identiques , ce résultat , considéré analytiquement, doit avoir Heu pour toutes valeurs de x et de^, pluS''pe* tites ou plus grandes que l'unité, réelles ou imaginaires, pourvu qu'elles satisfassent à l'équation de l'art. 7 , et que les constantes kyhyp, restent les mêmes*
Cela posé, soit or = / tango* et^ssf'tangr, i désignant pour abréger t/— I , l'équation diflerentieile deviendra
dr ^___ dr
et son intégrale sera (.5) F (A:', (7) = ^F (ii', T).
On obtient ainsi une nouvelle formule de transformation qui s'applique aux modules k! et h'j complémens des modules k et h de la première formule ; mais il faut voir comment les nouvelles amplitudes 0* et r se déduiront l'une de l'autre.
Pour cela , nous reprendrons les formules du théorème I*' , qui servent à exprimer sin «v)/ et cos «^ en fonctions de sin <p et cos <p. Ces formules sont
sin* sin* A sin*
cosr
Binr
! — . ^*°^ sin'ita sin* #4 si n* ity^i
* fi I— ifr*sin"^8m*«t I — iP^ sm*^ sm* «4 i — ifr* sin* f sin*«p^i '
sin* ^ sin* ^ sin* ^
4 8in*«i sin* «s sin'itp^»
!= COSy> ' i« » > . ^ • 1. « . — T-r— . . • • • . , . - — S-T — .
^ X— it*8m*f8in*«p_i I — A:*sin*9sin*«p_5 i — ir sin* ^ sm* m»
11 faut y substituer les valeurs sin ^=si tango*, cos^= — , sin *>{. ^i tang r , COS 'nL = , et l'on en déduira
T ATM •• '
^^ sin r i-f"00t*4»a sin* a- I + oot* ^4 sin* y i-Hx>t*iip_isinV "" ^ ' i-f-cot*«pu_ft8inV'i+cot'V;,_4sin*a-*'*i+oot'«i8in*r'
co8*«» . , cos* «4 . , cos*««_, . ^ .
I— -r-T Sin*r I r-; — ^smV 1— — r- / 8m*r
V ^/ ^ I -|- col*<ip_, sinV I +cot*«ip_4 8in*a- i -f- cot* «1 sm* r '
cos* «Il sin* «• cos* «3 . . cos***^» . .
1 r-T I :-; smV I r-T^=-SinV
1/(1— A •sin*r)=l/(l — it ■sin*a-) . ; ^r-^ • \ ^ • • • — ï 1 : •
^^ /— Kv j , ^ cot* «i sin* 0- 1 4- cot' «3 sin* <r i-hcot*iip^sm*r*
Ces équations contiennent la loi suivant laquelle l'amplitude r se déduira de l'amplitude donnée c pour satisfaire à l'équation (i5) ; il en résulte que r et 0* croissent simultanément, quoique d'une manière inégale, et parviennent toutes deux de zéro à 90^. En général, ces amplitudes sont égales toutes les fois que l'une d'elles est mi multiple de go*.
20. Les formules (i5) et (16), qui se déduisent, comme on voit, très simplement des formules du théorème I*% établissent une analogie très remarquable entre les deux échelles construites, pour le même nombre impair p^
l'une d'après le module A:, l'autre d'après son complément k. La première étant formée , il suffit de prendre les complémens des différens termes pour former une seconde échelle qui marche en sens contraire de la première , comme on le Toit ici :
i^ • • • • A j j A j^ j A| j A j tt ^ hi ^ h^ ^ h^» 9 • • (0
Oj • • • • A 3 y iCf^ y K ly K y fi y il ^y il ^y il $, • • m ^ï
Dans l'ordre naturel de la première échelle, on passe du module k au module plus petit h y au moyen de l'équation F (A:, ç) =iuF (^, 4)> ^^ ^° ®°^" ployant la formule qui exprime sin >[/ en fonction de sin ^.
Une opération semblahle se fait dans la seconde échelle , pour passer du module A/ au module plus grand A', au moyen de l'équation. •••• •••
F (A:', or) =s)ttF(A', t) et de la formule qui détermine sin r par sin a. Dans les deux cas , le régulateur /jl est le même , et les mêmes auxiliaires a^ servent à former les équations des amplitudes.
La première échelle sert aussi à passer du module A: au module plus grand k^ , de celui-ci au module plus grand k^ , ainsi de suite ; mais alors l'opération est plus compliquée, parce que chaque amplitude ne peut se déduire de la précédente que par la résolution d'une équation du degré p. Une pareille difficulté se rencontre dans l'échelle des complémens, quand il s'agît de passer du module kf au module plus petit A^,, de celuici au module plus petit k^^y etc.
2 1 . Puisqu'on a en même temps c ssz \^ et r z=s ^'TTy la formule
F (A/, ^) = ftF(A', t) donne, dans ce cas, F*A:'= fîE'h'y ou u= E,
en désignant par K' et H' les fonctions complètes F*A' et F* A'. Mais, par la formule du théorème r% nous avons déjà trouvé 'K.zzspfjiH'y donc on a, en général,
Cette équation entre deux modules consécutif A: et A, qui appartiennent à l'échelle construite pour le nombre impair /? , est un théorème fort remarquable, dont nous ferons connaître ci -après les nombreux usages. Nous observerons seulement ici que ce théorème s'accorde avec les propriétés déjà démontrées dans les n*' 76 et 190 du tome 1*', relativement à l'échelle ancienne des modules et à celle qui répond au nombre 3.
22. Le théorème II de M. Jacobi, auquel nous voulons parvenir, est déjà écrit dans les équations (i5) et (16); il ne s'agit plus que d'y changer quel-
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ques dénominations , aGu de coordonner ce théorème avec le théorème I^, dont il est le complément.
Dans l'équation (i5) on peut changer k! en h-, alors h' deviendra ky etk se changera en h* -y et puisque cr est une amplitude à volonté, on peut faire 0' = '4/ et l'amplitude correspondante rs=ico. Par tous ces changemens, le coeflicient ft deviendra f/f, et l'équalion des fonctions sera
U faudra ensuite, dans les équations (16), remplacer les quantités e^ par des quantités analogues €^ qui satisfont à l'équation F {h\ ^„) = — H'. Faisant alors sin >[/ =zjr et sin cûz=zz, les équations des amplitudes se déduiront des équations (16) comme il suit :
j^ i + j^'cofC ^ i+^oot'C4 1 + J^ cQt' Cy,, /'i + j'^cot^Cp^/i + j'*cofCp_4 •••• i+y^cot^, > y* cos°g> j ^cos^g^ ^*co8*Cp,,
j^*cos^ Cl y'cos* C3 J^*COS*gp_^
Telles sont les formules principales dans lesquelles consiste le théorème II de M. Jacohi, que nous nous proposions de démontrer; il ne nous reste plus qu'à y joindre les formules qui serviraient à déterminer les constantes k! et fi' par le moyen du module donné h; ces formules, qui se déduisent aisément des formules analogues pour le théorème I*', seront développées dans le paragraphe suivant.
23. On a déjà remarqué, dans les équations (16), que les deux amplitudes parviennent en même temps de zéro à go°; il en est de même desdeux amplitudes >[/ et cù. Faisant donc à la fois ^ s=z ^tt et cù =2 ^^, on aura F'A = )t/F'A:, ou H = ft'K. Mais on a déjà trouvé, par les formules du théorème I*', K=/'uH; donc on a, entre les régulateurs fjc etfJt/p l'équation générale
(20) pi^fi' = I :
Maintenant, si l'on combine ensemble les deux formules. . • •
F{ky(p) = fjîP{hy 4)> F(*j 4) = A^'''^(*> ^)y fournies par les deux théorèmes, on aura F (A, ^) = /ifJt/ F (A:, a>), ou
(ai) F(k,^)=p¥{k,<p).
PREMIER SUPPLÉMENT. ai
C'est la formule qui contient la loi de la multiplication des fonctions, et par conséquent celle de leur division par un nombre impair p\ et c'est parce que les deux théorèmes concourent également à produire ce résultat que nous les regardons comme étant complémens l'un de l'autre. INous donnerons bientôt le développement des nombreuses propriétés qui résultent de ces deux théorèmes; mais avant tout, il ne sera pas inutile de faire connaître une autre manière de parvenir directement à la démonstration du théorème II.
ni^. Soit, comme ci-dessus, ^g, l'amplitude qui, pour le module h!j satis-
fait à l'équation F {h!^ 6^) = — H'; soient 4i> 4i> 45* •• 4?— •> ^^* ^^^ gles qui se déduisent de l'amplitude ^[/ , au moyen des formules
tan64.= ^^tang4, tang4,=^-çj tang4... tang4p_.= ^— tang4.
Si l'on fait
le signe supérieur ayant lieu si ^ = 4*+ i > et l'inférieur si ^ = 4*"" i j je dis qu'on aura la formule de transformation
pourvu qu'on détermine convenablement les constantes k et fi' en fonctions de h ou de son complément h'. f
a5. Pour procéder à la démonstration de cette proposition, nous chercherons d'abord la valeur de sin û>, exprimée en fonction de sin 4- Or, on sait en général que, si a, i, c, dj etc. , sont les tangentes de plusieurs arcs,
la tangente de la somme de ces arcs sera exprimée par ' '^I^^T^^ ^ -^^
s^ jetant la somme des tangentes a^b^c^d^ etc., s^ la somme de leurs pro*duits deux à deux , s^ celle de leurs produits trois à trois , etc. Soit donc tang 4 = ^ 9 si l'on fait
\ sin C,/ \ ^^ sin C3/ \ sin C5/ • • • • • ^ gj^ ^^«*/
= 1— A,« + A.«*~A,«» + etc zfcA^ J^^'^
on aura en général tang (^ a qp ^ 4) = êT ' ^^ faisant pour abréger
N = A, — A,f + A^t^ — etc. , Ds=i — A,<* + A4£* — etc.
De la on tire tang ^ a = p.— #^ta *nL ^ ^^^ ^
2tangi# . , aND ±: (D* — ^N*)
I + tang* i » ^ D* + ^N* '
I— tang*i# D» — /*N* qp 2^ND
1 + tang* {êê ^ D* + ^JN*
26. Dans ces deux dernières formules , on peut mettre le dénominateur D* + it'N* sous la forme d'un produit de plusieurs facteurs connus. Pour cela, soit en général ^(t) la fonction de t égale au produit
\ sin C|/ \ ^^sin C3/ \ sîn C5/ \ sin €p^^ '
on aura aussi
*(0=i— A,£ + A,f — A,«» dbA., ,r^""'\
De là résulte
Substituant dans le second membre de cette dernière formule les valeurs de * (t j/— i) et 4 (— ■ t \/— i) exprimées en facteurs, on aura
»•+'•»•=(■ +d^) O+s^rJO+s^r^ {'+s^y,
ensuite si Ton fait sin •vfrssj^, ou ^ = "^"3> chaque facteur i -|- -7-7%
deviendra ^"3 — > ^® sorte qu'en faisant encore sinûi = z et z^=sy»ç.y
on aura
Q = (i H-j^ cof ^0 (i +j^ cof ^,) • . • . (1 +jr^ cof e^..)-
Quant au numérateur P , il résulte de la quantité aND zfc (D* — /•N') ,
ou db[(D =bN)' — (i +/')N*], en y substituant la valeur ^= 7:^^,
puis négligeant le dénominateur commun (i — J'')''""*, comme on l'a négligé dans l'expression de D* 4" ^*N'.
P . . , Maintenant, s'il est vrai que l'expression z^sjr.^ satisfait à l'équation
F(A, «4/) =ft'F(A;, a>), ou, ce qui revient au même, à l'équation difierentielle
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on pourra dans cette expression substituer à la fois t- à la place à&y^ et
r- à la place de z, ce qui fera connaître a priori la valeur de P déduite de la valeur connue de Q : on trouvera ainsi
P = c (i H- hy^^ tang» ^0 (ï + ^!r' tang* ^3) • • • ( i + A*/* lang* ff,^.)» c étant une constante dont la valeur = -;•
La supposition que nous ferions en ce cas sera changée en certitude si nous faisons voir qu'un facteur quelconque de la quantité précédente, savoir i + Ay*tang*ff^«Mi, ou simplement i+/*cot*fft»> est en même temps facteur de fD =fc «)• — (i + V) N\
37. Soit donc ^* =r — tang* ff,„, ou simplement j* = — tang* 6, ce
qui donne ^ - ou <• = — sin*6, si l'on substitue cette valeur dans les
formules de l'art. 25, on aura
N = A, + Aj sin*ff + As sin^S •+• etc., D = I + A, sin* ff + A4 sin* & + etc. ,
ou en exprimant ces quantités au moyen de la fonction ^,
N = -4-;; *( — sinff) ^5 *(sinff),
D= a*(_sinff) + \ *(sin^).
Cela posé, l'équation (DdbN)' — (i +i*)N* = o, qu'il s'agit de vérifier, deviendra
elle se réduit à
et l'on en tire (*)
(^) Dans la formule suivante, i désigne le facteur db 1 introduit par l'extraction de la racine carrée ; cette sorte d'ambiguité ne devant pas être confondue arec celle qui dépend de la forme du nombre impair p.
a4 FONCTIOHS ELUPTIQUES ,
'-8(45-±SQ=.-^tS™0..
Substituant les valeurs développées en facteurs , de * (sinf) et *(— sinff), et remettant €^ k la place de 6 y on aura enfin cette équation de condition qui devra être vérifiée par toutes les valeurs de 2m :
tang(4^®ZEi6t»)=*«-r— TîT-: — . a • . ^à ' . ^ • . ■ /> , ■ . m »- -r-Ts — ,. _ . i* '
i ^^^ ' 8inb,-(-SinbMi SlDb3 SlIlbMi 8mb5-f-SlIl0Mi Sin b^.^ qi 8111 bj^i
tanffri5o-*-it V-» taiigKg.-g»m) tangK^»!») tangKCp.»±g^)
Mais si dans l'équation (i), nous faisons ^ = a^, il résulte de la valeur de U donnée dans les équations (7) et de la loi suivant laquelle croissent simultanément les amplitudes '^et <p relatives au théorème P', qu'on aura en
général 4 ^^nm^ et par conséquent tang (45>**— ï4)^==(""0""î ^^^^ ^^ ^^^^ change aeaQ^ce qui revient à substituer le module h! au module A:, l'équa* tion (i) sera identiquement la même que la précédente en prenant
à8. U est démontré maintenant que de l'équation (aa) on déduit un résultat tout-à-fait semblable à l'équation (19), savoir :
/_/rx __p„ (I +^ cot' g.) (1 +y cot' C<) (I +J^ cot'C,^.)
^ ' ^^'•(i+y'oofC^) (i+y«cot»ff,^ (i+^oot'ff,)'
Quant au coefficient C, il doit être égal à ->, comme on le trouve, en fai-
sant 4 infiniment petit dans l'équation (19) , et la même supposition faite dans l'équation (aâ) donnera
/« SlQb, smbji smb5 ^^sinbp.^
Maintenant il reste à prouver que la valeur précédente de z satisfait à l'équation F(A,4) = ^' F(*,û>) ou à sa différentielle ^/(i-y)!^^(i-Aaj^) = ix'.--7 TT-rr? 7r-n«Mais au lieu de substituer réellement dans le
second membre la valeur de z en fonction de^, on peut faire usage du principe de la double substitution, et l'on trouvera que l'équation dont il s'agit est satisfaite au moyen d'une condition qui servira a déterminer le module k en fonction de h : cette condition est
^ ^ ^ taDg* Cp., * tang* ffp^ tang'ff» '
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On a ainsi une seconde démonstration du théorème 11, plus directe que la première, mais qui dépend encore en partie de la démonstration du théorème I*', puisque l'équation (24) a été déduite de Féquation (i) du théorème P', en supposant , d'après une autre formule du même théorème, qu'on peut faire à la fois ç = a^ et -sp = ni'pr.
Cependant si l'on réfléchit que l'équation dont il s'agit exprime une propriété des amplitudes u qui servent à diviser la fonction complète F'A en p parties ^ales, propriété que les formules du théorème P' aident à démontrer, mais qui doit être tout-à-fait indépendante de ces formules, on se convaincra aisément que l'équation (24) doit pouvoir se démontrer par les seuls principes de la division des fonctions. C'est aussi ce que nous avons mis hors de doute, dans la démonstration directe que nous donnerons ciaprès , et par ce moyen , la seconde (démonstration du théorème II devient tout-à-fait indépendante de celle du théorème P'.
29. Si nous avions voulu simplement démontrer l'équation (as) , comme présentant un moyen facile de calculer l'amplitude co au moyen de l'amplitude donnée >[/, nous y serions parvenu facilement en intégrant la va-
I 1 ? • » 1 !>/ .• j û?>L 1/(1 — /?• sin* ^)
leur de acù tirée de l équation dcû :=: —r - rr? ,,.>,( , savoir :
sin* «A cos'ff, sin* 4^ cos* ff» siu* ^ cos* ffp«»
, ^4 . sin^p-i sin''ff^_3 sin*Ca
(A 1+ sin* 4 cot* ff, * I + sin* 4 oot' i% i + sin' 4 cot* Cp_,'
En effet, cette différentielle, traitée par les métliodes connues, conduit à la formule
où les angles 4n 4^' etc,^ sont déterminés par les mêmes formules que dans l'art. ^4*
30. Pour donner vm exemple de ces calculs qui nous conduira à une for^ mule nouvelle, nous nous proposerons de déterminer l'amplitude >[/ en fonction de ^ par les formules du théorème P'; il faudra pour cet effet inté^ grer la formule .
,. d^ 1 — ft*sin*ysin*» i 1 r— /t*sin*^sin'tf3 1 — /t*sin*ç> sin^^p,,
^Y= — • i-it*8in*^8in*«p~ • I — it*8in^(psin*iip_s i — ifsin*(psîn*#a "
Par le développement du second membre, on aura d'abord le terme ûf^ sin* (t. sin* #3 8in*^p^ ^^ simplement d<pi ensuite les autres termes au-
/• sin*«»sin*«4 . , . . • sm**p^i ^ *
rontpour expression générale ' — ir^sin'asin'n ' ^ ayant successivement
toutes lefe valeurs 2, ^^6. ..p — i. Ol*, on trouve par lé* méthodes connues
( sm'gCj N / 8În*flC3 \ / sin* «sN / sin* gp-«\
"^/ sin'tf A / sin*tfA / sin*tfnt-A / siri*tfw4-» \ / sin>pZA *
V' sin»a J V sin-^m/ V sîtt*«m y V 8iii»-„ y/ V siti«^«« /
Cette quantité est composée de facteurs qui se trouvent dans les valeurs de
O 2 Of 0\ O" (art. i4)î et comme on a r^^ = ir'-r-z r-z , on tirera
aisément de là comparaison de ces quantités
• *" I — ir*8m*cfc„8În*fltj ' I — Psin^flCmsin^fies ' ' * ' * i — it*8in*cfc„8iii*ctp_»'
Cette valeur est celle de Y/t ~t^^^^^V\ développée en facteurs , lorsqu'on
suppose ^ =2 a„; mais alors 4 = 7?i . - ; donc, puisque m est toujours pair , on aura M = a \/(i — A:*sin*flt«).
Cela posé «la fraction ; , . T^ — r-r- peut être mise sous la forme
2V/(i — ir' sin'tf,n) . d^ C08*^ + (i — ir'8in* *„) sin' ^'
et son intégrale est 2^„ en disant tang(p,,= (i — A*sin*ûe„)»tang^
C08Ct„
tang (p. Donc on aura en général ,
sm etp_„
(27) 4 =z= (p + 2(p.+ 2(p4 + 2(P6 + 2(Pp«,.
Cette nouvelle équation entre les amplitudes 4 et ^ pourra tenir lieu de
la formule algébrique sin 4 = sin ^ • ^ dans les applications du théorème l""'.
3i. Nous remarquerons encore que la formule (27) peut servir à en trouver une semblable qui s'appliquera au théorème IL En effet, soit, comme à Part. 19, sin ^ = / tang tr et sin 4 = / tang t ; on aura tang 4 = * sin r ,
COSae,n
tang^sf'sina*, tang^„= /y^^sinr, en faisant pour abréger 7/»=-: = V/(i — A:*sin*a„). De là résulte
'^ 2 V/ — I ^^ \i — V -— ï tangrj// ai ^8 V^, + sinr/^ • 2t ^V^, ^sintr/'
^" 21 ° \i +yaSin«-/ '
• etc.
Donc l'équation (27) deviendra
• /i — sînrV /i-^sino-N* i — Vasîn»- 1 — y^sîno-
\i +sinT/ "^\i + sînr/ * 1 rf-yasin»' * i + y^sinr
1 — yp^iim o-
Faisons maintenant dans cette équation le^ mêmes cjiangemens quie d^P^ Fart. 22 y afin d'adapter cette équation aux dénominations du théorème II j alors il faudra mettre >[/ à la place de (7, a> à la place de r , et remplacer a
par 6 y c'est-à-dire faire 7,,= - g "* ? ^^ l'on aura la formule suivante qui
devra être ajoutée aux formules du théorème II, et qui pourra tenir lieu de l'équation des amplitp4es ,
(.8) Ung(45-»=t„g(46W4), 1^ . ^^. . . i=^..
Enfin, si l'on détermine les angl^ 4^, ^4 '^p-riy ^^ manière qu'on ait
en général sin>[/g|= ^„sin4 ==? . ^ "r siijfJ^, 1^ £b|rm^le précédente pourra être mise sous cette forme très ample :
(29) tang(45<»-i.,)=tang(45«-i4)tang-(45<»-i^OtaDg«(45<»-i^4). . . .tang^/iS^—^^,).
32. Nous terminerons ce paragraphe en donnant la démonstration de la formule dont nous avons fait ci-dessus une application importante. Les quantités «« étant des amplitudes qui, pour toutes lies valeurs de n, satisfont à l'équation F (A, «,) = - F'A: , il s's^ de prouver qu'on a
l'équation
( ... t«ng(^5'±i«^)
\^^) S /• \„, sJD»! — sinoam sin ^3.+ sin 1»,^ sin^s — sin^sm ain ^^^^ j^î" ^>i»
f ^ -^ sin «,+ sin «»„' sin «3 — sin «»«' sin «5+ sin ««„ * ' * * sin «p—aqr sin m^m '
où les signes amhigus se déterminent en prenant le signe supérieur si ^ =: 4^ *+ I ? et l'inférieur si pz=i ^i — i .
Pour démontrer cette propriété générale des quantités a nées de la division de la fonction complète F'A: 09 p partiea égales, nous avons besoin du lemme contenu dans cette formule :
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^ ^^ sia«^^,— sin«^_, tang«,A(-p'
OÙ A(aJ et A(a^) représentent {/{i — k'sia'a) et \/(i — A'sin**^).
Cette formule est une conséquence très simple de celles des art. i8 et 19, tome !"■, en observant qu'on a
F(a .) = Fa+Fa et F(a ) = Fa— F*.
Faisant l'application de ce leoime à la formule que nous voulons démon-
trer, et désignant, pour abréger, chaque facteur -^ — y- par le symbole
abrégé (/i), observant de plus qu'on peut n'avoir aucun égard aux signes des différens facteurs du second membre, parce que le produit de tous doit être positif, l'équation à démontrer deviendra
g V4 * •»/ (i-f-2m)(3 — 2/7i) (5 + 2/n) (7 — 2/1»). . . .(/> — 2rp2/7j)'
et il faudra combiner les deux cas ;7 = 4* + i , ;^ = 4* — " ' > ^vec les deux 771 =s 2/^ , 771 = 2/* + I j ce qui fera quatre cas à considérer.
33. Soit d'abord /? = 4* + ^ ^^ 771 = a/r; la formule sera, dans ce cas,
f^na^/^o . «^ x_ (i-4^) (3+4/0 (g-W (7+4/0-»>(4^3^4/0(4/-i+ 4A)
cang^43 -i-ï»-; — (,^^,j^3_^/,j C5+4A)(7—4A). ...(4*— 3+4/0 (4^—1— 4^)"
Les nombres qu'on voit dans le numérateur se divisent en deux séries distinctes, savoir :
La série A se divise ultérieurement en deux autres, l'une des nombres négatifs I — 4^j 5 -— 4^' • • • — 3, l'autre des nombres positifs i , 5, 9..., 4*—* 3—- 4^* ^^ première, en changeant tous les signes, devient 3,7, II,... 4^—1, et elle se lie avec la série B, de manière a îie former qu'une seule série 3, 7, 11 . . • . 4^ + 4* — ^' Ainsi les séries A et B peuvent être remplacées par les deux suivantes :
3, 7, II, i5...- 4^ + 4^ — '•
Le dénominateur de notre formule se divise aussi en deux séries , savoir :
La première C se sous-divise en deux autres, Tune comprenant les termes négatifs 3 — 4^> 7 — 4^- • • • "^ ^ j l'autre comprenant les termes positifs 3 , 7, II... 4* — éji^^i. Changeant les signes des termes négatifs , on a la suite 1,5,9... 4^ — 3, qui s'ajuste avec la série D, de manière à ne composer qu'une seule suite i, 5, 9... 4* + 4^*^35 de là on voit que les suites C et D peuvent être remplacées par ces deux autres :
II.... 4* "^ 4^ — ^ > 1,5, 9» • • • 4* H
On aura donc, par cette nouvelle distribution des Facteurs ,
langue "*^*''*«^ — {i)C5)(9)... (4^+4A-3).(3) (7) (11). . . {/^i^^h-iV ou, en supprimant les facteurs communs aux deux termes,
et en remettant les valeurs 4*= ^ — i > 2^ = /w,
ïang^4a -t--a.,;_ (^_2;„) (p + 4_2ii.)(p4- 8 — 2/n)... {p^/^^J^:^y
34* Telle est la formule qui nous reste à démontrer pour le cas supposé de ;? = 4*+ I et tti = 2^; les trois autres cas conduiraient au même résultat, comme on peut s'en assurer; ainsi toute la difficulté se réduit à prouver que cette dernière équation a lieu pour toutes valeurs des nombres 2/71 et p y l'un pair , l'autre impair.
Pour cet effet, nous observerons, 1°. que, dans l'expression précédente, le nombre des facteurs est m, tant au numérateur qu'au dénominateur; 2*. que, dans le numérateur, les nombres affectés aux facteurs extrêmes (p + 2 — 2m), (p — 2 + 2/?i), font une somme égale a 2;?, et qu'il en est de même de deux facteurs quelconques également éloignés des extrêmes; 3'. que le dénominateur est composé du facteur (p — 2/w) et de tti — i autres facteurs, tels que les nombres attachés aux facteurs extrêmes ou à deux Ëicteurs également éloignés des extrêmes , font encore la somme 2p.
Supposons, ce qui va être démontré, que le produit de deux facteurs (;? — »), (;> + /*), dont les nombres font une somme op , soit égal à la
quantité constante M = p;.
Les signes ambigus qu'où voit daus la seconde équation se déterminent en prenant le signe supérieur si /? = 4' + i > et l'inférieur si ;? = 4' — ^ •
On aura de plus, pour le même objet, les deux formules trigonomé* triques
Î tang i (#, — ^) tang \ {mz + q>) Ung ; (#5 — ç) 4 = <P + 2(P, + 3^4 +2(p,_,,
C08 «ft OOS «1
(37)^ tang ^. = jj^_- tang ^, tang (p, = jj^-1- tang ^
COS «p__i . ^
tang ^,_, = -^'— tang (p.
37. Venons maintenant aux formules qui servent à déterminer fielh par le moyen du module donné k^ et qui serviraient semblablement a déterminer fjL et h par le moyen du module h. Les plus simples et les plus fa^ciles à calculer par approximation , quoique sous forme transcendante , sont
(d») YJ — PW' f^ — pË — W
Les formules algébriques qu'on peut employer pour le même objet sont assez nombreuses, parce qu'il existe beaucoup de relations entre les quanti-^ tés ^1, a^j ^3» ••• a^y qui ne dépendent que des deux données k et p^ Voici les principales , au nombre de neuf,
(39Ô) h-=- I& sin* a. sin* a, sin* «5 sin* a^., ,
(3qc) - = -. : h -: =C -: st I ,
^ ^ ' /!* sm «ti sm «£3 8in «5 ^^ sm «p«, '
(39^) TT "^ ^ ^^" ^» — 2 sin fltj + 2 sin «5 sp a sin a^_^ de i ,
je) jr-; ^ a sîn' *, — 2 sid' et, + 3 an» a, — a sin» «^ . . . -l- a sin* a^_, — a sïn' «t,_
COS* *S
— 3k* sin" flt, — ai' sin* «t^ — 2A' sin* «^
t formules (3ga) et (Sgd) sont celles qu'on a données ci-dessus sous les • 8 et 9 ; les formules (3gc) , (Sgrf) , 0Qe) , (Sg^) , se tirent des équations 3), (11), (35), (34), en faisant ar et ^ iufiniment petits, ce qui donne Issju^j la formule (39/) se déduit de l'équation (35), en y substituant B valeurs 4 = 7 '''i P = P'i"^} enfin , les formules (igh) , (Sgt) , se déient de l'équation (3^), en faisant successivement ^ et | 7 — ^ infiniment petits.
38. Kous remarquerons que les formules de ce premier théorème peuvent s'appliquer k un module k de plus en plus petit , et finalement au module jt ^ o ; alors on aura aussi h = o, et même r "> Â^~' ^ o. L'équation des fonctions complètes K =:p/iH devant avoir lieu, quelque petits que soient les modules jt et A ^ on en tire fc =:= - , parce que dans la limite K=H^:^. Ainsi, l'équation F(ft, ç) = jwF(A,-4') deviendra •>J.=p(p, et l'on aura en même temps «. = — .'. Dans ce cas , l'équation (3a) devient
,, . . • ^ / 8În'e\ / 8in»^\ / «n'e \
c'est eu eOèt sous cette forme qu'on peut mettre le sinus d'un multiple impair de l'arc Ç. On déduit semblablement des équations (33) et (34) les deux formules trigonométriques
/ 8În'*\/ «in'aX / ■in*d \
covï=co*,(.-S^)(.-S^.... (— SHr.fJ.
3o FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Alors, i^. 51 m^=:2hy la formula à démontrer sera
rang ^40 ^- . a^; _ ^ _ ^^^ ^^^ ^,^^ _ ^^ _ ^^^ ^^^ _ ^^^ ,
parce qu'on peut supposer M = (/? — 3/n) {p + jm).
:2^. Si /7t s=: 2A 4* ^ > ^^ facteur moyen (/?), qui était dans le cas précédent au dénominateur, se trouvera dans le numérateur, let Ton aura
Ung (45^ + i a^) = ■ ^^ ■ jf;^yj^, = j~^ , valeur qui est ]a même que
^£-i~^ , car on a M =: (p ^ 2m) (p -^ 2m) = {p) {p).
Ainsi, lorsque nous aurons prouvé que le produit (p — n) (/? + /») est une quantité constante^ il ne restera plus à démontrer que la seule formule
tang (45^ + î ««; = — ïp)~'
' 35. Or, i^. en rétablissant les valeurs des symboles, on a
Mais on voit que les amplitudes et ^ > ^. / x 9 appartiennent à des fonctions complémentaires, puisqu'on a Fa^,^j=^^F* A , F*i(^„)=^F'*,
et que la somme de ces deux fonctions = F' A: ; on a donc, par la propriété des fonctions comptémentaires ,
tang «j^j tang «. (^j = ;J; , et A*.^^, A«.^,= A',
ce qui donne (j> — n) (^ + ») = p; et {p) = r?.
n®. En restituant de même la valeur des symboles, la formule qui neste à démontrer est tang (45** + j a^ = — - — ' ; mettant au lieu de hf
^;(H-am)
sa valeur Aa, , . , Aa . , on aura
tang (45« + i *„) = tang «.(,+^). A*.(^,„)- Pour vérifier cette équation , élevons chaque membre au carré , nous
aurons
Smtftm
« 1 • i. lin ce- + sin «t,„ ,, ^ ,
et parce que a^z=zj7r, le premier membre = 1 — ^__ . , et d après le
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lemme. sa valeur c=s lip-h^m) rip-^'^^) m^^itipiianj; les deux termes de
cette fraction par son numérateur, et observant que dans le nouveau dénominateur le produit des deux taugenteB est t?» et le produit des deux A est
k'y le dénominateur se réduira à Funité , et l'on aura ainsi
I -f- sin «ftm
I — sm Mttn ^ î (H-aw) î f^—' am) '
de sorte que la formule proposée est vérifiée dans toute sa généralité.
§ ni. Récapitulation des diverses formules qui se rapportent
aux deux théorèmes de J\d. Jacobi.
Avant d'aller \ào% loifi, i! iie sera pas inutile de rassembler ici sous un même point de vue toutes le» formules qui se rapportent au théorème P', et de les mettre en parallèle avec les formules analogues du théorème II.
Formules du théorème /'^
La formule de réduction est en général
F(A;,(p) = |uF(A,4).
Nolis supposerons , pour filer le* idées , que !a fonction V{k , ^) est donnée , c'est-à-dire qu'on connaît son module k et son amplitude ^ , prise à vo** lonté; on veut de plus que les modules h et h appartiennent à une même échelle qui aura pour indice le nombre impair p. D'après ces données, il faut déterminer les constantes A et f& et l'amplitude 4.
Soit pour cet effet sîn ^ = je , sin 4 ==^> et soit tt^ ube amplitude qui, pour chaque nombre donné m, moindre que p^ satisfasse à l'équation.. . .
TU 'r-«. -i ffl
F (^> *») = — F'^ = — K. On doit regarder les quantités et» comme des fonctions de k qui peuvent toujours être déterminées , soit par approximation , soit par la résolution des équations algébriques qui ont lieu dans la divi* sion de la fonction complète ILen p parties égales. Cela posé, l'équation entre les amplitudes cp et %}/ pourra être présentée sous ces quatre formes :
JP» *» *• AT*
^o \ * sin"#a sm* «4 sm- «g su r g^_ ,
(49^) 1'=»+^;?— +c-îrr^ -^-^d-^
sin
(490 v'='+^^+-^cr-----^^^^.-
4i. Il est à remarquer que les équations des amplitudes qui donnent la valeur de sin '^ en fonction rationnelle de sin ^y et celle de sin cù en fonction rationnelle de sin «sj/ , donneraient également les valeurs de tang ^^ et tang <», l'une exprimée en fonction rationnelle de tang^, l'autre exprimée en fonction rationnelle de tang<N[.. Voici ces nouvelles formules
/g \. i__. taDg^ 1— tang'^cot'#P _, i — tang<^cot*tf p^ i— tang'^cot'g»
V J ë T ^ • i_tang*^cotV * i — tang''fcot''a3 * ' * i^tang*^cot*«p_a '
/f^ \. taDy 4^ sjii'Cb sin* C4 "^ sin* Cp_i
(Di;tang«_ ^, 'T+Â^-UngHsin^C/ i-f A'-taiig*48in»C^ • • • i+A"tangH»în>Cp«, '
§ IV. Remarques sur l'ancienne échelle de modules.
4a. L'ancienne échelle de modules, qui est censée répondre au nombre premier a y est liée par des propriétés communes avec les échelles nouvelles construites pour tous les nombres impairs*
Et d'abord on peut poser , pour l'ancienne échelle , la formule
F(A:, ^)=:,uF(A, 4),
semblable à celle que donne le théorème l**" de M. Jacobi; car, puisque dans celle-ci le module h est toujours plus petit que A: , la formule précédente peut s'assimiler à celle que , dans la notation usitée pour la première échelle, nous représentons ainsi :
Il suffit pour cela de faire A = A*, Atr = ^(i+A*) et 4 = <P°- Ainsi la formule générale s'adaptera au cas de pz=z2y qui est celui de l'ancienne échelle, en supposant, i"*. que l'équation entre les modules A: et A est
*=7:+t'^^(r~^/z) = T~ifcî ^"- ^"® ^^ régulateur ;t =z= ^ ( i H- À) j 3^. que l'équation entre les amplitudes ^ et «4/ est sin (2^ — •4/)=:Asin<4/ , ou tang (4 — (p) = J-=-^ tang (? = A' tang <p , ou t«%' 4^ = yîq:~^ , ou
ennn sin •>(. := V,. ^, .^, . . Dette équation , présentée sous quatre
formes, donne la loi suivant laquelle les amplitudes ^ et 4 croissent si-* multanément; il en résulte que, si a est l'amplitude pour laquelle
F (A: , et) =: ^ F' A: , c'est-à-dire si l'on a sin* et = ' ^ s= , la corres-
pondance entre les valeurs de ^ et 4 ^^^^ ^î^u ^^^^ ^^^ points principaux , comme il suit :
^ = o , et , jT j ne — et , tt , ^ + et , etc. , 4=0, ivr y 'TT, f^r, 29r, ^tt, etc.
Cette correspondance pQur l'indice /? = 2 est entièrement semblable à celle qu'oflFre le théorème V^ pour un nombre impair quelconque p. On peut donc, dans l'équation F (A:, ^) = iubF{hy 4) y ^^^^^ ^ ^^ ^^^^ ^ = -^ et 4 = ^ ; ce qui donnera
F'A:=2/uF'A, ou i +A=^=:5.
43. Mais si l'on substitue À' à A:, et conséquemment k k h^ l'équation entre A: et A, qui devient h!z=> Yy y ^^^ également satisfaite , parce
qu'on a A:^ 5= ~ ^ ' Donc les modules h! et k! peuvent être substitués
aux modules A: et A dans la formule générale , et alors l'équation
I -|-^= g deviendra i + ^ = ^- Ces deux équations ont donc lieu simultanément; et puisiqu'on a (i -f- A) (i + A:') = 2 , il en résulte
Cette équation entre deux modules consécutifs k^ et h est la même que nous avons donnée n** 85, tome I*'; elle s'accorde, pour la valeur ;7 = 2 , avec
l'équation générale —,z=p=n^ qui a lieu , dans le théorème P' , pour un
nombre impair quelconque p.
Il reste à voir si le théorème II de M. Jacobi a son analogue dans l'ancienne échelle , qu'on peut maintenant appeler l'échelle n* 2 ou l'échelle dont l'indice est 2.
44* Pour parvenir au moins indirectement à notre but, nous remarquerons que , dans les deux théorèmes généraux , les deux équations
F(A:, (p) = ;tF(A, 4)> F(^j 4)=A*'^(*> ^)> conduisent à la formule de multiplication F (A:, cù)=:pY{k^ (p). Ainsi, on peut regarder l'équation du
F»:»?<cnons eluphoces.
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PREMIER SUPPLÉMENT. 3g
§ V. Usage des deux théorèmes pour les transformations d^ime
même fonction.
46. 11 s'agit d'abord de construire, d'après le module donné ky une échelle qui réponde au nombre impair donné p , et qne nous représentons ainsi :
Pour former celte échelle , qui est commune aux deux théorèmes , nous suivrons les formules du théorème I*'; elles supposent qu'on a calculé d'avance, d'après le module k , les amplitudes «t, , lot^,. . • • er^, , qui sa-
tisfont à l'équation F(A , a») = — F'A:. Ces amplitudes peuvent se trouver,
soit par les formules données dans le chap. YI, tome P' de notre Traité, soit par les méthodes d'approximation données dans le tome II. Dans tous les cas, il suffira de connaître le premier terme «t, , duquel tons les autres peuvent être déduits par de amples formules trigonométriques.
Connaissant les amplitudes a, on pourra calculer le module h et le régulateur fA par les formules (3gâ) et (Sgd) , ou par celles des antres formules de cette sorte qu'on voudra choisir; on aura ainsi l'équation F (A:, ?)=AiF(A, %[/), qui sert à transformer la fonction donnée F (X: , ^) en une autre semblable , dont le module h sera toujours plus petit que k , comme le fait voir l'équation (396). Quant à l'amplitude 4 9 ^^^^ ^ déduit de l'amplitude donnée ^ par la formule (3^), ou, â l'on aime mieux, par l'une des formules (36) et (37); mais, pour qu'il n'y ait pas d'ambiguité dans cette détermination , il faut se rappeler que les amplitudes ^ et ^ croissent inégalement, à compter de zéro, suivant une loi manifestée par les équations (32) et (33). En vertu de cette loi ,
les valeurs c... ^ = 0, a^y a^, ât,,«.. «^=z=j^,
correspondent aux valeurs. • \[/ = o, ^'tt, tt, l^r,... p^^T.
Ainsi, lorsque ^ tombe entre a^ et «t.^, , la valeur de %p doit tomber entre 171.- et (iTi+i)-} ce qui ne laisse aucune ambiguité dans la détermination de l'angle 4/ par son sinus. Il en est de même pour des amplitudes plus grandes; car si une ampUtude 9 *< i^ correspond à l'amplitude 4 <C^«ï^, il est visible que les amplitudes 2i.^*7CdsÇ et 2i)^.ï^±>P se correspondent également, i étant un nombre entier quelconque.
4o FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Maintenant que la fonction F (A;, ç) est transformée en une autre fonction F (A, 4)) ^o°^ '^ module est plus petit que kj on pourra £iire une suite de semblables transformations, dans lesquelles le module h sera remplacé par un module plus petit h^ , celui-ci par un module plus petit h^y et ainsi à l'infini ; ce qui formera la partie décroissante de Féobelle fc^ hy hiy k^y etc. : et les transformées correspondantes de la fonction F (A;, (f) seront données par les formules
F(A,(p)=ittF(A,4), F(A,4)=itt.F(A.,4.), F(^.,40=)^.TF(^o +0. etc.
Il est inutile d'ajouter que l'amplitude 4i ^ déduira de l'amplitude ^ , suivant la même loi que 4 ^^ déduit de ^ ; qu'il en sera de même de 4a 9 par rapport à 4i> ^^ ^^^^^ ^ l'infini.
En considéi*ant donc la partie de l'échelle dans laquelle les modules forment une suite décroissante , le calcul des amplitudes qui accompagnent ces modules n'est sujet à aucune difiiculté , et s'exécute par des formules rationnelles de même forme ; mais le passage d'un module à l'autre , par exemple , du module h au module kg , exige qu'on calcule , pour le module h y des auxiliaires analogues aux quantités et,, ct^, «tj, etc. , calcuf lées pour le module k.
47. Voyons maintenant quels sont les moyens d'effectuer de semblables transformations dans l'ordre inverse , c'est-à-dire dans l'autre partie de l'échelle. Si l'on regarde F (À, 4) ^^^Q^^^ 1^ fonction donnée, il faudra d'abord déduire le module k du module plus petit h. Pour cela , le meil-* leur moyen serait de recourir à l'équation algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutif k et hy car cette équation, qui servira à déduire le module k du module plus petit A, servirait semblablement à déduire le module kt du module plus petit k, puis k^ de k^^ et ainsi de suite. Mais l'équation dont nous parlons^ qui est déjà assez compliquée pour le cas de ^ = 5, le serait bien davantage pour de plus grandes valeurs de p. En attendant que la théorie fournisse les moyens de parvenir plus aisément à cette équation, on pourrait y suppléer par les formules (49^) et (49*) du théorème II, qui servent à calculer k' et f/f par le moyen des quantités ff., qui, elles-mêmes, sont calculées d'après la valeur connue de h'. Or, connaissant kf et fji'y on connaît k complément de hf el fjLz=z —„ Ainsi les formules citées serviront à déterminer k et fA par le moyeu de A , et à former l'équation F (A, 4) =-F(^> (p) = v¥(ky (p) ; elles peuvent, par conséquent, aussi servir à déterminer k^ par le moyen de A: : en sorte
qu'on ait l'équation F (A, ^) = FjF(A;, , 9,); et l'on continuera cette suite à volonté. Au reste , le problème de déterminer k par le moyeu de h ou k^ par le moyen de A: peut se résoudre beaucoup plus simplement , si l'on ne veut que des approximations , par le secours de l'équation transcendante x'^^^^tF> comme nous le ferons voir ci-après.
Il restera ensuite à déterminer l'amplitude ^, par le moyen de l'amplitude donnée Ç. Ce problème se révSoudra comme celui où l'on voudrait déterminer sin ^ par sin -]/ , ce qui peut se faire par la résolution de l'équation (32), qui est du degré p. On obtiendra donc de cette manière les formules successives de transformation dans' l'ordre des modules croissans , comme il suit :
F(A, ^^) = rF(A:,(p), F(A,(p)=^r.FCA;.,?)0, F(^i, ?i) = ^F(A;., (p.), etc.
Et parce que, dans l'équation F(A, 4) = ^^(^1 9)9 ^^ P^^^ ^^^^^ ^ ^^ ^^^^ ^ = ïTT et %[/ =^.-j^, on aura v:=^; on aurait semblablement
yj=^ , p^z=z^-^f etc. Ces équations peuvent servir à déterminer ana-
lytiquement le rapport entre deux termes quelconques de la suite H, K, K-i > K. , etc. j car les régulateurs v, y,, v., etc., se déduisent analytiquement des modules correspondans hy k^ A;, , etc.
On voit, par ces détails, que le théorème 1" suffit seul pour transformer la fonction donnée F(A;, (p) en une inGnité d'autres, qui auront pour modules les diiferens termes d'une même échelle , calculée pour le nombre impair p^ d'après le module donné k. Les échelles sont différentes, et les calculs pour obtenir les formules de transformation deviennent de plus en plus compliqués , à mesure que le nombre p devient plus grand ; mais toutes les déterminations peuvent se faire algébriquement. 11 y a donc, d'après le théorème P', une infmité d'échelles de modules dans chacune desquelles la fonction proposée F (A, ^) prendra une infinité de formes, sans cesser d'être semblable à elle-mêpie.
48. Venons maintenant aux usages du théorème il. La première formule de transformation F(A, 4) = A*'F(^> o)), et celle qui détermine sin €à par une fonction rationnelle de sin 4 , nous montrent que l'application la plus immédiate du théorème 11 est de transformer la fonction donnée F(/i, 4)> ^e manière que le module h soit remplacé successivement par les modules croissans ky A;., k^y etc. , dont la limite est i. L'échelle des modules est la même que celle du théorème P' ; mais la
détermination des termes de cette échelle, et celle des régulateurs fJL\ s'établit sur des données différentes.
Nous avons vu que c'est d'après le module h\ complément du module donné A, que l'on doit calculer les quantités f,; ^«9 ^s> etc., qui satisfont.
eu général, à Téqualion F (A', Q^ = — F*A'=:— H'. Au moyen de ces
quantités et du nombre donné /?, les formules du théorème II offrent différens moyens de calculer le module k et le régulateur [â! \ alors tout devient connu dans la formule qui détermine siu co par le moyen de sin '^ : on voit d'ailleurs que les variables ai et ^|/ croissent dans une proportion assez rapprochée de l'^alité , puisqu'elles parviennent simultanément de la valeur o à la valeur i 'tT , et à toute valeur multiple de ^ ^ ; de sorte qu'elles appartiennent toujours au même quadrant , et que leurs sinus sont toujours de même signe. On obtient donc ainsi la transformation F (A, 4) = i^'P(^9 ^)'i ^^^^ laquelle le module donné h est remplacé par un module plus grand k. On répétera les mêmes opérations pour remplacer le module k par le module plus grand k^^ celui-ci par un module encore plus grand k^y et ainsi à l'infini. Ces modules occupent dans l'échelle correspondante au nombre p , la partie croissante h^k^k^y Ar^, etc., dont la limite est l'unité, et les transformées successives de la fonction F (A, 4)9 seront données par les formules
F(A, 4) = ft'F(A;, 0,), F(A:, «) = /u'.F(A:., a,.), F(A;,, œ,):= i^'^{k^, »•) , etc.
49* Supposons ensuite qu'on veuille faire , dans un ordre inverse , les transformations de la fonction F(A, 4) 9 ^^ manière que son module h soit remplacé successivement par les différens termes de la série décroissante h, hiy h^y etc. , on rencontrera la même difficulté que le change'ment de direction a fait naître dans l'usage du théorème 1*'. Les formules directes qui s'appliquent à l'ordre des modules croissans donnent k et fjtf en fonctions de h! complément de h^ elles donnent en même temps sin a exprimé par une fonction rationnelle de sin 4- Dans la marche inverse, il faut déduire h et fi' de kj ce qui ne peut se faire que par des procédés semblables ^ ceux que nous avons indiqués : et, d'un autre côté, on ne peut déduire sin 4 de sin cû que par la résolution d'une équation du degré p. C'est aitjsi qu'on aura la première formule de transformation
F (A;, «)=-,F(A, 4), ou F (A;, a>) = /F (A , 4). Par de semblables
opérations , on trouve
F (A, 4) = /.F(A., 4.), F (A., 4.) = r'.F(A., 40, etc.,
de sorte que le module donné h sera successivement i*einplacé par les différens termes de la série décroissante hyh^j\^ etc.
On voit par là que le théorème II fournit une seconde solutioa du problème dans lequel il s'agit de transformer une fonction donnée F (A , 'vf.) en une infinité d'autres qui aient pour modules les différens termes de la même échelle déjà construite pour le module k^ et correspondante au nombre impair donné p. La transformation se &it immédiatement par les formules du théorème II, pour passer du module h aux modules croissans k^ k^y k^, etc.; elle se fait avec moins de facilité, et en exigeant pour chaque amplitude la résolution d'une équation du degré p^ lorsqu'il s'agit de passer du module h aux modales décroissans- A| , h^^ etc. Mais, dans tous les cas, la solution peut toujours se faire algébriquement, c'est-à-dire par la résolution d'un certain nombre d'équations algébriques d'un degré déterminé.
5o. Indépendamment de ces deux grands moyens de transformation qui s'appliquent à tout nombre impair donné p ,. il en est un troisième qui participe des deux , et qui n'emprunte de chaque théorème que la partie la plus facile, où il n'y a pas d'équation à résoudre pour passer de l'amplitude de la fonction donnée à l'amplitude de la fonction transfisrmée.
En effet ^ supposons que, par un< procédé dont nous donnerons bientôt les détails, on ait formé, d'après le module donné k, et dans telle étendue qu'on voudra , l'échelle des modules
qui répond au nombre impair donné p. On pourra , par les formules du théorème l*', transformer la fonction, ea la faisant passer du module k aux modules décroissans A , ^, , h^, etc. ; et , par les formules du théorème II, les transformations pourront être dirigées pour passer, avec la même facilité, du module k aux modules croissans k^j k^j k$y etc..
Dans ces deux séries de transformations, l'amplitude de chaque fonction se déduira de l'amplitude de la fonction précédente , au moyen d'une formule (32) ou (44), dans laquelle le sinus inconnu s'exprime rationnellement par le sinus connu. A l'égard des régulateurs qui servent à former les équations ¥{k, (p) — fiY(h, 4), F(«, 4) = ;t,F(^,, 40> f^c. , ils se déterminent, soit par les formules propres au théorème I*»", soit par les formules
plus simples f* = -g, '^^='l\^ '^•=^•^1' ®^^- ^^ a^^a de même,
pour les équations F(A;, <p) = fi\Y{k, , <p,) , F(A:, , (p.) = /^\F(k^ , ^,) ,
relatives à la partie croissante de l'échelle , les formules /t^', = =- ,
f^'a = g^ , etc.
5i. II ne sera pas inutile de joindre ici un petit tableau où l'on verra d'un coup d'œil la liaison des formules que chacun des théorèmes fournit pour la transformation de la fonction proposée, tant dans l'ordre croissant que dans l'ordre décroissant.
Échelle générale des modules pour le nombre impair p ,
I ) . . • . A j , k^^ A, , kj A , A, , n^ y ^3 , . . . • (o Formules du théorème /".
Ordre d*=r«i».nt, f ^J*' ♦) =''n*.4). F(A,4) = ^,F(A.,4,) ,
Ord« croupi, { ^<*' t\='^P«*'»7't' *'='•"*' *'^'
l F(A;, , <p,) = v^F(k^, (pj, etc.
f*—pâ' f*''—pâ.' '*'~jsr.' ^'^•' 1-=^ 1-=^ 1»=^ etc
Formules du théorème II.
Ordre cr««,n, , { F(A, 4) =/F(*, »). F(*,») = K,F(*. . -,),
l F(k, , «,)= f* ,F(*., «,) , etc.
Ordre décroissant ( ^(*' «) = ^'^X^^ , 4) , FC^^, 4) = /.F(A. , 4.), Ordre décroissant , | F(^,^^^)^,,^p(;i^^ ^j^ ,t^.
in K K
/ K , H / Hj
Rapports entre les régulateurs des deux théorèmes ,
V = pfA/, V, = pfA\ , y. = ;7u'^ , etc. , v' =: p/Ay v\ = ;?itt, , /. = pu^ , etc.
5 VI. Usage des mêmes théorèmes dans la multiplication et la
division des fonctions de première espèce.
52. Nous avons déjà remarqué que les formules données par les deux théorèmes, savoir, F(A, ^) = f6F(A, 4)> ^(J^y 4) = /^^^{^^ ^)> ^^^'' duisent immédiatement à l'équation
qui servira également à la multiplication des fonctions et à leur division par
le nombre impair p.
On voit d'abord qu'étant donnée l'amplitude ^ de la fonction simple F (A;, ^), il faudra chercher l'amplitude 4 de la fonction auxiliaire F(A, 4)? au moyen de la formule (Sa) du théorème T", laquelle donne la valeur de sin 4 9 exprimée par une fonction rationnelle de sin ^ ; ensuite , on fera usage de la formule (44) du théorème II, qui donne semblablement l'expression de sin ûi en fonction de sin 4- D'ailleurs, on connaît la loi que suivent , dans leurs accroiissemens ^ les amplitudes ^ et 4 9 ^^^^î q^c celle qui a lieu dans les accroissemens des amplitudes 4 ^^ cû. Ainsi Ija détermination de sin a> par sin ^ fera connaître , sans ambiguité , la valeur de a> déduite de celle de ^.
On peut supposer que la valeur de sin '^ en sintp^ donnée par le théorème I*^, est substituée dans la formule (44) du théorème II, et alors on aura immédiatement l'expression de sin co , laquelle sera donnée par une fonction rationnelle de sin ^^ dont le numérateur est un polynôme du degré p*f avec tous les exposans impairs, et le dénominateur un polynôme du degré )?— - i, avec tous les exposans pairs. Cette substitution peut être censée satisfaire au problème que nous nous étions proposé n^ 22, tome I**", et qui consiste à trouver l'expression générale de sin (p» et cos ^^ en fonction de sin^ et cos^.
INous remarquerons cependant que la solution qui vient d'être indiquée suppose connues les quantités et» et €m pour toute valeur de m. Ces quantités peuvent se déterminer par les équations algébriques dont elles dépendent , ou par les méthodes d'approximation ; mais elles sont en quelque sorte étrangères au problème dont il s'agit , et elles doivent disparaître dans le résultat final, qui ne peut contenir, tant au numérateur qu'au dénominateur , que des coefiiciens exprimés en fonctions rationnelles du module k. Ainsi, le problème de la multiplication des fonctions n'est en-
core résolu que d'une manière incomplète , et qui laisse beaucoup a désirer.
Il en est de même, à plus forte raison , du problème de la division des fonctions; cependant, comme ce problème présente, en général, une équation à résoudre du degré p^ , il faut avouer que l'application de nos deux théorèmes sert à diminuer beaucoup la difiiculté. Il &ut, pour l'usage de ces formules, calculer préalablement les quantités ^et f», qui servent à diviser les fonctions complètes F'A; et F*A' en p parties égales. Ces quantités étant connues , la division de la fonction F (A; , o)) en ^ parties égales , c'est-à-dire la détermination de l'amplitude ^ qui satisfait à l'équation
F(A;, ^)=s-F(A:, ûi), se réduira à résoudre deux équations du degré p ,
savoir , l'équation (44) j pour déterminer sin '^ par le moyen de sin a> , et l'équation (3^), pour déterminer sinf par le moyen de sin ^|/. On voit, par conséquent , que sin '^ sert d'auxiliaire pour décomposer l'équation du degré p^ en deux équations du degré p.
Les choses se simpliGent ultérieurement dans les cas particuliers , ainsi qu'on le verra ci-après dans le développement des cas de ^ = 3 et ^ = 5.
Vsagei
53. Nous remarquerons d'abord que le théorème contenu dans cette équation s'accorde avec ceux que nous avons trouvés sous une autre foime n° 85 et n® 190 du tome I*' ; le premier, pour le cas de ^^ = a , qui est celui de l'échelle ancienne , et le second , pour le cas de p=s3 , qui est celui de la seconde échelle dont nous avons traité dans le chapitre XXXI. C'est donc un résultat général qui s'applique non-seulement à tous les nombres impairs sans exception, mais même au cas de /'ss, qui se rapporte à l'ancienne échelle.
La formule v^^^/^g? représente, sous la fqrme transcendante, l'équation
algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutifs k et h, pris dans l'échelle dont l'indice est .p, k étant le plus grand des deux. On aura
semblablement , entre les modules ^ et ^i , l'équation Tj/Ss/J'fp-, entre A| et
h^, l'équation gr =^g? > etc. j donc
K ___^ H ^_ ^ Hi ^^__ 3 Hft
K'^^iT""^ W\~P ÉPI' ®^^>
et , en général , ^^7 = /?■'■*'* „?■ . Cest la relation qui existe entre le module k et le module h^^ qui occupe le rang /ti-I- i 9 après k , dans la suite décroissante k^h^h^yh^^ etc. On aura donc semblablement, entre les mo-
dules k^ei k, l'équation ^^Z'" x^> ^^ ^^ module k est placé au rang
171, après k^y dans la série décroissante k„j A:^., , k^^^. . . • A:», k^^ k. Cette même équation , sous la forme
L — i. 5!ÏL
contient une relation directe entre le module k et le module k^^ qui occupe le rang m y après ky dans la série croissante k y k^ y k^. . . . k^.
Les transformées successives de la fonction F (A, ^), suivant les formules du théorème P', et dans Tordre des modules décroissans, sont données par les formules
F(A;,^)=A*F(A,^f), F(A,4)=A«.F(A.,4.), F(^.,40=/«.F(Â.,4.),etc.,
où Ion a /*=-.g,f*,=:-.g-, /*. = -.g-,etc.
II en résulte les valeurs successives
¥(jc,<p)= . /*F(;i, 4)==i.|f(a, 4),
F(A,<p) = A*A*.iU.F(^.,4.) = jJ-|:F(;i.,4.), etc.
Donc on peut passer immédiatement du module k au module h^ , pris dans la série décroissante , par la formule
F(>fc/^)=]^.-r-F(*», 4-)-
On passera de même du module k au module k^^ pris dans la série croissante, par la formule
54. Dans le premier cas, l'amplitude 4» se déduit de l'amplitude précédente 4ii-i 9 suivant la même loi que «4/ se déduit de ^, c'est-à-dire par une équation qui exprime rationnellement sin 4 en fonction de sin <p , et sembla* blement sin 4» en fonction de sin 4»-i-
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Dans le second cas , qui s'applique aux modules croissans y Pamplitude f^ se déduira de la précédente (pm.19 en résolvant une équation du degré p. 11 y aurait donc autant d'équations de cette sorte à résoudre que d'unités dans m'y et , en outre , il faudrait à chaque opération calculer la série entière des quantités analogues à a,. Mais il s'agit ici de simples possibilités , et non de l'exécution effective de tant de calculs qui deviendraient bientôt impraticables, même pour d'assez petites valeurs de ;? et de m ; on a au moins l'avantage de pouvoir former a priori ^ et par des calculs rendus faciles par des transcendantes bien connues, l'équation qui fait passer directement du module k au module plus petit h^ , ou au module plus grand k^^ Quant aux amplitudes 4m ou (p., il sera toujours possible de les trouver par approximation, en supposant F (A;, (p) connu, puisque h^ devenant bientôt très petite ou même négligeable, F(As, 4^ se réduit à 4b i et que , d'autre part , k^ pouvant bientôt être confondu avec l'unité , F (A», <Pm) se réduira à log-tang (45* + -î ^„).
Les mêmes calculs que nous venons d'indiquer s'appliquent aux formules du théorème II, ainsi qu'on peut le voir par le tableau de l'art. 5i.
55. Revenons maintenant à l'équation j^ = /^ g^ j ou , plus généralement , aux équations
^ ,m-hi ^"» ^ «_ ' ^»
qui servent à passer, l'une du module k au module h^^ dans l'ordre décroissant, l'autre du module k au module k^^ dans l'ordre croissant. Supposons qu'étant donné k, on veuille calculer par ces formules les diflferens termes de l'échelle qui répond au nombre impair donné p.
Par la table des fonctions complètes (table i", tome 11), on connaîtra à la fois les logarithmes de K et de K' calculés avec douze décimales 3 ou
connaîtra donc le logarithme de |^, , et par suite celui de ^ . Lorsque h^ ne sera pas trop petit , on pourra trouver dans la table une valeur de h„ , qui corresponde à peu près au logarithme de ^ ; alors on trouvera aisément , par interpolation , une valeur fort approchée du module demandé h^. Il en sera de même des cas où l'on pourrait trouver dans la table un loga-
rithme peu différent de celui de ^ ; mais le plus souvent les limites de la table ne permettront pas de faire ces interpolations, et le calcul pour déter-
miner h^ ou k^ n'en deviendra que plus facile. En effet , la série h y ht, h^ , etc., décroissant d'une manière très rapide, on pourra bientôt supposer
H. = 7 TT et H'« = log -r- ; de sorte qu'on déterminera immédiatement le
module h^ par l'équation
log. £ = tW/?-^'.|- (0.43429...)?
dont le premier membre représente un logarithme vulgaire.
De même, à cause de la convergence très rapide de la suite ky k^^ k^j. • • vers la limite i, on aura bientôt, avec une exactitude suffisante,
K'. = i TT et K„ = log. hyp. f- -, ce qui donnera
log ;^ = ïTT/?- . g7 (0.43439. • .) ,
équation qui détermine le module k^y très peu différent de l'unité, par son complément k'^.
C'est ainsi qu'on pourra calculer, dans toute l'étendue qu'on voudra, l'échelle des modules qui résulte du module donné k et du nombre impair donné p y et il ne sera pas plus difficile de calculer le dixième ou le centième terme y avant ou après le module donné k , que tout autre terme voisin de k.
56. Si , après avoir formé l'échelle qui convient au module donné k et au nombre impair p , on forme une seconde échelle avec les complémens des termes de la première , placés au même rang , comme on le voit ici :
!).••• IC^ y tCf^ y fCi y fC y il y /<| , fl^ y fl^ .... ^O O ) •••• ^Sy^By'^l}"^^ '*9 /{|,/{g, /{j. ••• ^I
cette seconde suite sera l'échelle des modules qui, pour le même indice p, répondra au module k'j complément de k; elle sera seulement disposée dans un, ordre inverse, c'est-à-dire qu'elle sera croissante dans le sens où la première est décroissante, et réciproquement. Ainsi, l'échelle construite pour le module k &it connaître immédiatement Téchelle qui répond à son complément k'y l'indice p étant le même dans les deux cas. Nous avions déjà &it mention de cette propriété au n^ 76, tome P', pour l'ancienne échelle qui répond à je; = 2, et au n^ 189, ibid.y pour l'échelle qui répond à p ^ 3 -y mais on voit que cette propriété est générale pour toutes les échelles qui répondent à un nombre impair quelconque. En effet , de l'é-^
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qualion ^=/?||7 , qui a lieu pour le module k^ on déduit immédiatemeDt
K' I H' l'équation |^ = -.=j-, qui se rapporte au module Ky en renversant l'ordre
des termes, ce qu'exprime le changement de p en -. Examinons mainte—
nant deux cas particuliers très remarquables.
57. Supposons premièrement A:=sin45®, on aura k^^k\ et par coa-
H' séquent p=^ ^.Or^p étant donné, il existe toujours une équation algébrique entre les deux termes consécutifs A; et ^ ; et si l'on met dans cette
équation la valeur k=^^j, on en tirera la valeur de h, qui satisfait à Té-
H' quation transcendante ^ = ==- , et qui peut être considérée comme une fonction de p^ algébriquement déterminable. Dans la même hypothèse, puisque k'=iky l'échelle des complëmens sera la même que celle des modules, mais dans un ordre inverse; d'où il suit que l'échelle, pour le nombre p , sera alors de la forme
i), . . . A'3, h\j À',, h\ sin 45% À, A| ^ h^y A3,.... (o
c'est-à-dire que les termes également éloignés du terme moyen sin 45* seront complémens l'un de l'autre ; tels sont h et h\ A, et h\ , etc.
58. Supposons, en second lieu , que dans la même équation algébrique dont on vient de parler on fasse A = A' = j/(i — A*); on en déduira une valeur de Ak, laquelle ne dépendra que du nombre p, qui est l'indice de l'échelle. Mais puisqu'on a, dans cette hypothèse, h:=:k'j on aura aussi h'z=sk; et par conséquent il y aura entre les fonctions complètes de semblables égalités ^ c'est-à-dire qu'on aura H = K' et H' = K j donc l'équation.. . •
K H , /KV K .
-,=;?-, donnera ^^,j =/;, ou ^,=^p.
Dans le premier cas , l'équation des modules nous a fourni la valeur
XJ
du module h, qui satisfait à l'équation transcendante |w=/;, en faisant
Dans le second cas, la même équation, dans laquelle on fait
h = |/(i — A:*), donnera la valeur du module A, qui satisfait à l'équa-
tion transcendante ^,=ï//?.
Mais si dans les deux échelles complémentaires du n" 56 ou fait h'z=zk ,
la partie croissante de l'échelle inférieure, savoir, A:, A',, A'., ^'3,
coïncidera avec la partie croissante de l'échelle supérieure , savoir ^ k ,
k^^ k^^ kf* . . ; et pareillement la partie décroissante de Tune coïncidera avec la partie décroissante de l'autre. Ces deux conditions, qui sont une conséquence l'une de l'autre, donnent k^z=zh\f k^=zh\j k^zz^h'^^ etc., et en même temps A', ^ A, , k! ^'='\^ k'^ = h^ , etc.
Il s'ensuit, par conséquent, que l'échelle des modules, dans le second cas^ est toujours de la forme
\ j • • m • IC^ , A/ji , •■'19 1^ ^ f^ ^ '^ X j "^ % y fC ^ ^ • • • • ( O
où l'on voit que les deux termes moyens k , k' sont complémens l'un de l'autre , et qu'il en est de même de deux autres termes également éloignés des termes moyens.
Cette échelle , qui a pour indice le nombre p , est telle , que deux termes consécutifs m et n satisfont toujours à l'équation transcendante
—7 = ;?—,. On a, en particulier, pour k et k' l'équation —^ = ;;=-, ou :g,=:^p ; pour kf et A',, l'équation jr^p-^' j ou gr= pv^pî pour k'i
et k\y l'équation "k^^^^P^ j ou =r-=:p*{/p,; et ainsi de suite.
59. Remarquons maintenapt que les deux échelles que nous venons de construire peuvent être réupies en une seule et même échelle, qui aura pour indice {/p i cette échelle unique sera composée des termes entrelacés des deux autres , comme il suit :
i).... A'., k^y A',, A,, h\ A:, sin 45% k\ h , k\ ^ h^, k\, h^ . ^. . {o
En effet, il est aisé de voir que, si m et n sont dieux termes consécutif de cette échelle, n étant K^nij on aura, entre les fonctions complètes corres*
pondantes, l'équation ^ =z^p.^,.
Car^ si m appartient à la série dont sin 4^^ est le terme moyeu , on
aura — , =^^, i étant positif ou négatif, selon que m est plus grand ou
plus petit que sin 45^; alors n appartiendra à l'autre série, dont k et k^ sont les termes moyens, et l'on aura
Le même résultat aura lieu si m appartient à la série dont ^ et kf sont les termes moyens, et n k l'autre série.
L'échelle unique que nous venons de former avec l'indice ^p jouit de la propriété que deux termes pris à ^ale distance du terme moyen sin 45""
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sont toujours complémens l'un de l'autre ; elle jouit même de cette propriété d'mie manière exclusive : car on peut démontrer que ^ dans toute autre échelle , on ne trouvera jamais deux termes qui soient complémens Fuil de Pautre.
Une autre particularité attachée à cette échelle, est que l'équation trans-
cendante €i7= Vp f?' ' S"^ ^^ caractérise, ne parait pas susceptible d'être
représentée par une équation algébrique entre les deux termes consécutifs m et /z, quoique les deux échelles dont elle est composée^ l'une construite d'après le module sin 4 5*, l'autre d après le module ky déterminé en fonction de p^ appartiennent toutes deux à l'indice p^ et soient soumises, par conséquent, a la loi algébrique qui lie entre eux deux termes consécutifs.
6o. On a un exemple de l'échelle unique dont l'indice est ^p , pour le cas de ^ == 2 , qui est celui de l'ancienne échelle , dans la réunion des deux échelles formées n^ 77, tome I*', lesquelles donneraient, suivant les dénominations précédentes,
A/=v/a — I, A:=|/(2V^2 — 2), A=3 — 2|/2, A'=2(v/a — Ov/a.
Cette échelle satisfait à l'équation ^p =t/^*fj> \ ™^^s ^^ns ce cas , le plus
simple de tous, on ne voit pas quelle serait l'équation algébrique qui pourrait avoir lieu entre deux termes consécutif de l'échelle : on sait seulement que, pour les termes alternatifs tels que n et /i», /i, et /is^ on a
n = J^"* et /î, = -jx^' '^* ^'^'^ ^^^ ^^°^ /i = 4 (''O > 4 désignant une
fonction inconnue , il faudrait déterminer cette fonction de manière qu'elle satisfit à l'équation
-^{^Xf . / 2X^\
Un second exemple de l'échelle unique se trouve, pour le cas de ;?^3, dans la réunion des deux échelles données n**" 192 et 193 du tome 1" ; elles s'accordent avec la forme générale du n* 69, en faisant k = sinyS®,
A/ = sini5% y= , , ^3 ? ^= I 4. 1/3 ? ®t l'oii a généralement pour
deux termes consécutifs meX.n l'équation j^, = v/3. ^,. Cette échelle est
remarquable par ses trois termes moyens , qui sont sin 76** ; sin 45* , sin iS**.
Enfin , on peut donner un troisième exemple de Féchelle unique , pour le C9S de /? = 5 , en faisant A; = sin / et sin a^T = (3 sin i8^)^=|/5 — 2 ; d'où résultent les valeurs logaritluniques
k.... g.gpôgo 94449 6^ K,,.. 0.54714 87821 45 A'.... 9.07509 76386 26 R'. ... 0.19766 37799 76
Diff. . . 0.34948 5oo2i 69 = î log 5.
On a donc, en effet, ^/=v/5. Dans ce même cas, si l'on fait h=zsiny
et sin 25^ = (2 sin i8*)", on aura les valeurs logarithmiques
h..,. 7. 191 II 88449 17 H.... 0.19612 oi388 25 h'.... 9«99999 947^4 '^ H'.... 0.89509 oi43i 60
Diff... 9 .30 102 99956 65=log(o.2).
Donc =, = g; ce qui convient, en effet, soit à l'échelle dont l'indice est 5,
pour deux termes consécutifs sin 4^^ 6t A, soit pour les mêmes termes, à deux places de distance, dans l'échelle dont l'indice est t/5.
61 • Si l'on propose de trouver un module m tel, que la fonction complète M , qui lui correspond , soit à son complément M' dans le rapport de p k ij ou dans celui de \/p à i , de sorte qu'on ait
-p = ^ ou ^, = ^p , p étant un nombre quelconque entier ou rationnel y ce double problème se résoudra par les termes moyens de l'échelle construite pour l'indice ^p.
En effet, cette échelle étant ainsi désignée
l J • . • . A/^ , Kg , fCy Sin £^0 , AT , K i y A ^ , • • • • ^o
on aura -:=, = y^p et =f =s/^ : donc, dan&le premier cas, on aura mz^zk^^ et dans le second , mz=zk.
5 VIII. On prouve que le nombre des échelles et celui des transformations qui résultent des propositions précédentes , peuvent encore être augmentés à Vinfini.
62. On a vu que l'échelle ordinaire , ou ce que nous appelons Vaurcienne échelle des modules, correspond au nombre ^ = 2. Les échelles nouvelles peuvent être construites, à l'aide des deux théorèmes de M. Jacobi , pour tout nombre impair donné p \ mais nous considérerons seule-
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ment les échelles qui se rapportent aax nombres premiers 3, 5, 7, etc. : et la combinaison de ces échelles avec Féchelle ancienne, dont l'indice est !2 , va nous fournir des résultats infiniment plus nombreux que tous ceux qde nous avons déjà obtenus. Nous allons prouver ^ en effet, qu'on peut construire une échelle particulière de modules , non - seulement pour tout nombre entier, mais même pour tout nombre rationnel proposé.
63. Supposons , par exemple , qu'on veuille former une échelle pour le nombre 3o = a . 3 • 5. Prenant toujours k pour le module donné , appelons h le module qui suit k dans l'échelle ancienne ou dans l'échelle n^ n ; prenons de même, dans l'échelle n* 3, les deux termes consécutifs h et y, et dans l'échelle n* 5 les deux f et g. Ces trois échelles seront indiquées partiellement, pour faire connaître l'ordre des termes, comme il suit :
Échelle n* :a , termes consécutif A , h. . .. (o
«•fi' /, g (o
D'après les propriétés des fonctions complètes correspondantes, on aura
Hl h h ^^_^ Q F F f^Qf
il en résulte =v = 3oTr/« Ainsi, g sera le module qui doit suivre k dans l'échelle n** 3o , en cette sorte
Échelle n^ 3o ^ termes consécutifs k^ g. ... (o
Dans l'échelle n^ 2 , on connaît l'équation entre les modules k et h-^ cette équation est k = -"XI* ^^^ l'échelle n° 3 , l'équation entre les modules
A , / et leurs complémens k\ f est i/(A/) + VQ^f) = ^ 5 ^^ns l'échelle n* 5, on connaît l'équation entremet g", que nous donnerons ci-après. Au moyen de ces trois équations , on pourra former l'équation entre h et g\ ce sera l'équation des modules qui répond à l'équation transcendante ^/ = 3o^^ , et qui servira à calculer algébriquement tous les termes
de l'échelle dont l'indice est 3o.
On formera semblablement l'équation entre les sinus des amplitudes par la combinaison des trois équations analogues qui ont lieu dans chacune des échelles 2,3,5: c'est ce qu'il serait inutile d'expliquer ici ayee détail; car on voit bien qu'il s'agit de possibilités^ et non de calculs effectife.
64* Lorsque le nombre donné pour indice de l'échelle aura des fac* leurs égaux , on prendra , dans les échelles correspondantes , des termes non contigus, mais qui se suivent à la distance convenable. Soit proposé , par exemple , le nombre p = 36o = 2' • 3^ . 5 , on prendra , dans les échelles n^' a, 3 et 5, les termes K^ fi^ gj conmie il est ici indiqué :
Échelle n* 3, termes successifs A:, A, Zr, , A.. . . . (o
n* 3 K,J\fi (o
D'après la disposition de ces termes dans leurs échelles respectives^ on aura
ce qui donne =7 = 2^.3*.5 ^. Donc A: et g' sont deux termes consécutifs
dans l'échelle n° 36o.
Quant à l'équation entre les modules k et g^ qui permettra de calculer tous les termes de cette échelle, on la déduira des équations connues dans les échelles particulières entre A: et A., «ntre A^ eif^ , enfin , entre yj et g' j et l'on observera que l'équation entre k et A. doit être formée par la combinai* son des trois équations qui ont lieu entre A: et Â, entre Â et A^ , enfin , entre A, et A»; que, de même, l'équation entre h^ qIJ\ résulte des équations entre /i. et^, puis entre / et f t. On formera semblablement les équations des amplitudes. Toutes ces opérations deviennent très compliquées, à mesure que les nombres augmentent 3 mais elles peuvent s'exécuter algébriquement dans tous les cas. D'ailleurs , si l'on ne veut que des approximations, les modules sont toujours toiles à calculer par l'équation trans-
cendante ^, ^ /? ^ , quelque grand que soit le nombre p.
65. On doit voir maintenant qu'il est facile de former une échelle qui réponde à tout nombre rationnel proposé.
Soit , par exemple , /? = | ; on considérera , dans l'échelle n^ 3 , les deux termes consécutifs A: et A, et dans l'échelle n^ 2, les deux y et hy comme il suit :
Echelle n** 3 , termes consécutifs A: , A. . . . (o '
n* 2 fyh..,.(o
il en résulte les équations ^ = 3g7, 'P^^^W ^^°^ k' ^^^ ■ *F ^ ^^^^
k et / sont deux termes consécutif dans l'échelle dont l'indice est -f , en cette sorte
Échelle | , termes consécutifs A: ,/.... (o
Quant à l'équation entre k et /y elle se formera de l'équation entre k et h , laquelle est y^{kh) + ^{kfh') = i , et de l'équation entre / et h ,
savoir, /=:^, ou/'=^,^; d'où A=J-^ et h'=^^. On aura
donc pour l'équation cherchée
66. Soit k = A/=t/7 ; si l'on fait A = sin € , l'équation \/sin € -f- Vcosfi
=t/2 donnera sin :2€=:(2 — |/3)* s= (asin i5*)*, 26 = 4* ?' ''V^çgSS ,
€ = 2* 3' 3o",94969 , /= rïl = tang* (45^ - i €) = sin 68%536o67a9,
/* = sin 21^,4^393271. D'après ces valeurs de y et àe f , on trouve pour les fonctions complètes F et F les valeurs logarithmiques
Diff. • • • o. 17609 12600 = log |.
Donc on a ^/^ i«p« La valeur de/* appartient à l'une des deux échelles
I qui composent l'échelle unique y^f.
67. Pour avoir l'autre échelle, soit As=:/', et, par conséquent, V z=zf'^
l'équation à résoudre sera \/\ i-îTib J "'" v L iTT^J ^^ ^' ^** — ^-7=jc*, on aura a:+ V'2ar=i; d'où ^x = ^ ~ ' , jï:=2— -j/S et A = T'/'j^ ' c'est le module qui satisfait à l'équation transcendante
^ = v/|. On trouve log A = 9.92584 76645; ce qui s'accorde avec la
solution que nous avons donnée du même cas (n* 197, tome I"). D'après ces deux déterminations, les cinq termes moyens de l'échelle j/| seront/*', A:, sin 45*, A:', /.
68. Soit proposé de former l'échelle qui a pour indice -^ = -4-. On prendra dans l'échelle n^ 2 , les trois termes consécutifs A , A , A. ; dans
Féchelle n^ 3 , les deux A, , f^ et dans l'échelle n** 5 , les deux g , f^ comme on le voit ici :
Echelle n* 2, termes consécutif.. . , k ^ h^ h^. . . . (o
et , par la propriété de ces échelles, on aura
Ainsi , A: et g" seront les deux modules consécutifs dans l'échelle ^. L'équation entre A: et g" se trouvera par la combinaison de l'équation entre A: et A, , dans l'échelle n* a , de l'équation entre A, et f, dans l'échelle n* 3 , et de l'équation entre g et f^ dans l'échelle n* 5. Si , en même temps, on détermine k de manière qu'on ait A = g^, k! i=i g ^ on aura
^ = l/-^, et l'échelle qui en résultera sera l'une des deux qui composent l'échelle unique pour le cas de /? = -^ , c'est-à-dire l'échelle dont deux termes consécutifs m, n satisfont à l'équation ^, z=z^p,=^,.
69. En général , quel que soit le nombre p , entier ou fractionnaire , on pourra toujours construire, d'après le module donné A:, une échelle qui réponde au nombre p , et obtenir une équation algébrique entre deux termes consécutifs A: et A de cette échelle.
De cette équation on pourra toujours déduire deux échelles [particulières, l'une pour le module A: = sin45*», l'autre, en déterminant A: et h d'après la condition kz=zh' ou k':=:h. Ces deux échelles, réunies par une sorte d'intercalation , formeront une échelle unique qui aura pour indice ^p , et qui , pour deux termes consécutifs m et /z , satisfera , en général , à
l'équation =^,z=:y^p.=^,. Cette échelle aura la propriété que deux termes
quelconques également éloignés du terme moyen sin 4^'' seront complémens Fun de l'autre 3 de sorte que toute fonction dont le module m sera compris dans l'échelle imique, pourra être transformée en une autre dont le module sera iti', complément de m.
Nous avons, dans un autre temps, avancé que les exemples d'une fonction dont le module peut être changé en module complémentaire , étaient très rares ; maintenant que la théorie des fonctions elliptiques a reçu de grands accroissemens, on voit que cette propriété a lieu pour tous les modules compris dans l'échelle qui a pour indice V/? , p étant un nombre
quelcoDque , entier ou fractioDnaire ; et les exemples connus viennent se ranger, comme cas particuliers, dans cette classification infiniment étendue.
70. Si l'on considère enfin que, pour former l'équation entre les sinus des amplitudes ou entre leurs tangentes , on a la &culté , pour chaque facteur premier dont le nombre p est composé , soit multiplicateur , soit diviseur , de choisir entre les deux équations des amplitudes fournies par les deux théorèmes, et qu'ainsi le nombre des combinaisons qui produisent le résultat 'final est en général a*, m étant le nombre des fiicteurs premiers inégaux qui sont multiplicateurs ou diviseurs du nombre Py oa devra en conclure que le nombre des transformations dont une même fonction de première espèce est susceptible, s'agrandit sous tant de rap<* ports, qu'il surpasse tout ce qu'on peut imaginer, et se place dans les infinis de l'ordi^ le plus élevé. C'est donc à juste titre que cette fonction a été qualifiée de protée analytique; l'analyse n'a jamais montré autant de fécondité que dans l'objet particulier qui concerne la multiplicité de toutes ces formes.
Au reste , parmi les 2"* combinaisons dont nous avons dit qu'est susceptible l'équation des amplitudes , il n'y en a qu'une seule dans laquelle la formule finale de réduction F (A: , ^)=:AF(c , 0-) soit telle, qu'on puisse exprimer rationnellement sin cr par sin 9, ou tang cr par tang ^.
On peut ton jours supposer ^ > I , car l'écheUe - revient à l'échelle p prise dans un ordre inverse.
Cda posé, I*. si ;i est de la forme Hr, f?' et ;?' étant impairs, on pourra exprimer rationnellement tang cr par tang (p.
a*. Si /? est de la forme ^^ , on pourra exprimer rationnellement sin 7-
par sin (p.
3*. Enfin, si 2 n'entre ni comme multiplicateur ni comme diviseur dans le nombre p entier ou fractionnaire, on pourra exprimer tout-à-lafois sin cr par sin ^ , et tang cr par tang (p ; c'est ce qui résulte immédiatement des n^ 4' ^ 4^*
^i. Nous remarquerons encore que, quoique chaque échelle de modules soit composée d'une infinité de termes , algébriquement déterminables entre les limites zéro et i , cependant , si l'indice p , entier ou fractionnaire, surpasse le nombre 3, il n'y aura jamais à considérer qu'un très petit nombre de termes de l'échelle, quatre ou cinq au plus, qui peuvent donner lieu aux transformations de la fonction donnée, les autres termes
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échappant en quelque sorte au domaine des calculs usuels par leur extrême petitesse ou leur extrême proximité de la limite i. En effet, il résulte de la
formule g, =:p g; , que lorsque le terme k peut déjà être considéré commie
très petit, auquel cas le terme suivant h est beaucoup plus petit, celui-ci se détermine par l'équation
—^ =p.^ /" (no 48, tome I-) ;
d'où Ton Ère 7 = (7 Y ('+7**)' ^^^^^ formule fait voir que, lorsque p
surpasse 3 , la décroissement des termes de Péchelle sera extrêmement rapide, puisqu'on a, par exemple, pour le cas de ^ = 5 ,
hd)'(-+i**>
Dans le sens contraire, les termes ne s'approchent pas moins rapidement de la limite i ; car si k est un terme déjà très peu différent de i , en sorte que son complément h' soit ti;iès petit, le terme suivant A, dans l'ordre croissant , aura un complément beaucoup plus petit k!y qu^on déterminera semblablement par la formule
Les mêmes formules font voir qu'il n'en serait pas de même si l'indice p était peu différent de l'unité, si Ton avait, par exemple, ^=| ou ^sjf; alors l'échelle des modules aurait une marche beaucoup plus lente, et l'on pourrait obtenir un grand nombre de transformatioDs , sans trop s'approcher des limites de l'échelle.
§ IX. JDe la transformation des fonctions elliptiques de la
seconde espèce.
72. Toute fonction donnée de seconde espèce £(A:, ç) peut être transformée dans les mêmes cas, et d'une manière aussi génémle, que la fonction de première espèce F (A: , f ) , et la formule de transformation pour passer du module k au module plus petit h sera , en général , comme dans les deux premières échelles, de la forme
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ûL et € étant des coefliciens constans, et Y une quantité purement algébrique. On doit prévoir que le calcul de la quantité Y deviendra de plus en plus compliqué 9 à mesure que le nombre p sera plus grand; mais cette quantité disparait lorsqu'il s'agit de la fonction complète, et alors la transformation de la fonction E^k peut être faite généralement par une formule très simple.
Pour parvenir à ce résultat , il serait naturel de cliercher directement la valeur de l'intégrale /Vf4k^(i — A*sin*\|/), en y substituant la valeur de sin *>)., en fonction de sin ^, donnée par la formule du théorème V' ; alors on aurait à intégrer la différentielle
d^ . ^ J / i — k* ain^ç sin* <t, y / 1 — ib* sin* ^ siii*<t3 \ * /i — it"sin"^sin»«^_^\*
Mais cette intégration peut présenter des difficultés, au moins par la prolixité des calculs , et il y a un moyen beaucoup plus simple de
parvenir au résultat ; ce moyen consiste à différencier l'équation
F (A, (p) = /i¥{hy 4)> P®^ rapport à A:, en regardant (p comme constante.
73. U Êiut d'abord , pour cet objet , trouver le rapport jj , en différen-
ciant l'équation des modules g> ^/^ g>-
Parla formule du n** 4^? ^^"^^ ^^'9 appliquée aux quantités K = F"A et K' = F"Â/, on a , en observant que dk'=z p- ,
dK = ^. (E>A - /^^F^k) ,
kk'
donc
K'dfL — KdK'= ^.{E'AF'/f + E'^F'* — F'A:F'A') = î^.
Par la même raison ,
U'dn — UdH' = ?^ ;
donc l'équation k'^^/^îT > ^^^^^ différenciée, donnera
AlÉL— >^^
et par conséquent ,
dh_i hh^_ hh'^W _ i hhf^ dk~' p' kk'^K'^ '^P' kk'^K^ ~' Pf'"' ^*'*'
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74. Maintenant, il faut différencier l'équation F(A:, ^)=/tF(A, «4/), en faisant varier A: et A, et regardant ^ comme constante , mais non pas %{/, parce que l'expression de sin 4» par sin ^ contient les quantités et qui dépendent de A: , en vertu de l'équation F (k , a„) = — K. Quant au coeffi-
cient /J, y on peut le mettre sous la forme -^ ; mais nous le laisserons tel
qu'il est , parce que y dans les applications , il est lié aux modules k et
h par des équations algébriques qui donnent aisément la valeur de ^.
On appliquera d'ailleurs aux fonctions F (A:, <p)j F(Â, %[/) la formule générale de l'article cité , où l'on fait varier seulement le module
dF{c, ç) _ J. /p Â.i7\ f. sJP^cos^
on aura ainsi l'équation différentielle
dhr' \ p ,, I V 1-17/1 I \ h sin >|/ CCS 4 H
+ 5ftF(*' 4)+ |/(, _ A» «n« 4') ' rf5i'
Substituant la valeur de jt , et tirant de cette équation la valeur de E(A;, ^), exprimée par le moyen de £(A, 4) ^^ F(^) 4)» ^'^ ^^'^
(54) E(A,<p)=^E(A,>I,)+(^A:'*-^;i"+AA"|)F(A, 4H-V,
y étant une quantité algébrique ainsi composée
TT h^ sin y cos ^ i A*sin4co84^ ^^ fikh!^ d\f
~ V/(i— it«8in^ "" j^ ' ^7(r=rÀ^i^) "*" v/(i — A*sin*rl.) * ^*
75. Si l'on eût soumis à de semblables opérations la formule du théorème II, F (A, ->(,)=: jLt'F (Â: , cù)y on en aurait tiré le résultat
|e(a, «)=iE(A,4)+(Ç-^*-*^;^,) F(;i, 4)+ v,
^ ^1 ^, &*sin«»cos«» • A* sin 4 co» 4^ ^^'* ^
Il suit de ces deux formules, que p^{k, ^) — E(A, (ù) est égale à la quantité algébrique p\ — V; ce qui est conforme à la nature des fonctions Ë (n* 35, tome 1*'), puisqu'on a, dans le cas présent,
On obtient ainsi une nouvelle vénfication assez remarquable des formules de nos deux théorèmes , et Ton voit eu uiâme temps que ces deux théorèmes conduisent au même résultat dans le problème de la transformation des fonctions de seconde espèce.
76. Si Ton fait dans la première formule ^ = j9r et •>J/=/7.J-^, ou dans la seconde , » = 1 9r et Ap = ~ ^ , les quantités algébriques disparaissant y on aura la valeur de la fonction complète , comme il suit :
(56) E'(A:)=iE'AH-(p|uA'--^*H-MA'-S)F'A-
Dans cette formule, la fonction E^k est transformée en une autre E'A d'un module plus petit. On peut tirer de la même formule la valeur de E'A, exprimée par E'A: et F'A; mais cet objet sera mieux rempli par l'autre formule, où les quantités jj/, k se déterminent directement en fonctions de h' ou de A, au moyen des auxiliaires S. On aura donc, pour passer du module h au module plus grand k pris dans l'écheUe construite pour l'indice p , cette formule
(57) E' A = ;^E** -h (f^'A'* — ii^* + AA'» ^) F' A.
77. Il résulte de ces formules que les fonctions elliptiques de seconde es* pèce sont susceptibles d^être transformées d'autant de manières et dans les mêmes cas que les fonctions de première espèce ; mais les formules de tiuiaformation sont compliquées d'une quantité algébrique, qui est en général difficile à déterminer : cette quantité disparaît lorsqu'il s'agit des fonctions complètes , et alors les résultats sont exprimés , comme on l'a vu , par des formules très simples.
Toute échelle de modules dont l'indice p est entier ou fractionnaire ofiTre le moyen de transformer la fonction donnée £(A:, ^) , de manière que son module k soit remplacé successivement par tous les termes de l'échelle qui s'étend à l'infini , tant pour parvenir à la limite zéro que pour parvenir à la limite i ; mais on doit distinguer particulièrement Téchelle unique ^p , formée de la réunion de deux échelles qui ont pour indice /?, et dont nous avons donné la construction. La propriété principale de cette échelle étant que les termes également éloignés du terme moyen sin 4^*' sont complé* mens l'un de l'autre^ si deux termes de cette sorte sont désignés par m et m'y on pourra transformer tout-à-la-fois la fonction F(/7i, p) eu F(ot', %P) , et la fonction E(m, ç) en E(m', 4) et F(i»', 4), par des équations de
la forme
F(m, (p) = aF(iii', 4.),
E(/ii, p) = ÔE« 4) + cF(m', 4.) + V,
où a, i, c sont des constantes, et Y une quantité algébrique qui dépend des amplitudes ^ et 4-
Dans le cas des fonctions complètes , on aura simplement F'/ti = eF'm' et E'm=yE'/?i'+g^F*m', ^yf^g étant des constantes multiples ou sousmultiples àe ay b^ C'y d'un autre côté, on a l'équation des fonctions complémentaires E^mY^m' + E*n/F*m — F*/aF*i»' zs j^tc. On pourra donc exprimer les fonctions complètes de seconde espèce Ë'/n , £'/ii% par les fonctions complètes de première espèce F'/a, F'/»', ou seulement par l'une d'elles.
Mous avons donné plusieurs exemples de ces réductions dans notre Traité des Fonctions elliptiques ; mais ce n'est qu'après avoir découvert l'échelle unique \/py où p désigne un nombre quelconque entier ou seulement rationnel, que la proposition générale qui renferme tous les cas partîcuU#r^ pouvait être établie, comme nous venons de le Ëdre.
78. Les transformations dont les fonctions de preaûère et de seconde espèce sont susceptibles ne s'étendent point aux fonctions de troisième espèce; car on a déjà VU| dans le chap* XXXI, tome P', que pour l'échelle n® 3 , qui est la plus simple après l'ancienne échdle , l'application des formules de transformation à une fonction de troisième espèce, donnerait des résultats successifs, dont la complication augmenterait continuellement , et qui ne pourraient être d'aucune utilité. Il n'y a donc que les formules de l'ancienne échelle qui s'iqppliquent avec succès aux fonctions de troisième espèce, et qui peuvent produire des résultats utiles , surtout pour obtenir des valeurs approdiées de ces fonctions.
§ X. X)6 P équation d^ërentielle gui a lieu entre deux termes
consécutifs dune même échelle de modules.
79. Mous avons vu que l'équation transcendante ff^=^Pjp supplée , dans
beaucoup de eas, à l'équation algébrique qui existe toujours entre deux termes consécutifs A: et A d'une même échelle dont l'indice est py équation dont la recherche est difficile, même pour d'assez petites valeurs du nombre p entier ou fractionnaire. Nous allons voir qu'en disant disparaître les transcendantes de cette équelion , on parvient à une équation
v>cn.\\i iu.jTuiczs-
-i:ît:?'rffJ.":«i.c> ..^ -«t-ju** r-iT?
•Ui
'sr^sj^z. 'z
-Tr*
TT
V U**^ '-IT^ U * r V a^Ai.'ï t
■ti* u -ati'^cii
ninnr iux. ii-n
JK.
.^ -.Uia- X ^k-vrâiicr ■.ua.r:--^.
Aâx^ r* -T * 1^..-..-::. iv;.. I: iit^j^-. .- — -■' ^
.■ili«*. :-- "r"
-lî.. _:*î-. — â*^.
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Substituant enfin les valeurs de ^ et -^ dans le coeflScient de K , qui doit se réduire à zéro, on aura
2qddq Zdq- (» + ^')- . (' +^)% >
ou , en remettant la valeur y =: ^ (*) ,
(58) 0= 4*.g_3(^:)+(i±|)- Q'_(i±jy(S)-.
8o. Cette équation différentielle du 3" ordre^ entre les deux modules A: et A, a lieu pour toute valeur de ^, non-seulement entière ou rationnelle , comme l'exigent les échelles qu'on peut construire algébriquement, mais même irrationnelle \ elle doit donc être satisfaite par toutes les équations algébriques qui ont lieu pour une valeur déterminée de p^ entière ou rationnelle, entre deux modules consécutîË, qui se substituent l'un à l'autre dans la transformation de toute fonction elliptique de première espèce.
Ainsi, elle sera satisfaite, dans le cas de ^=::i, par l'équation A:s=-^t; dans le cas de /?=3, par l'équation {Jâif + (A:'A')*=i j dans le cas de /?=5, par 1 équation ( -7 r 1 = TZTî • r+Â ' ^^^'
Et, parce que ces équations deviennent de plus en plus compliquées , à mesure que p augmente, et qu'il parait comme impossible d'en trouver l'expression générale pour toute valeur de^, on conçoit qu'il n'est guère probable qu'on puisse intégrer complètement l'équation différentielle à laquelle nous sommes parvenus. Dès lors, on doit regarder comme un résultat digne de remarque que nous connaissioDs au moins une intégrale
particulière de cette équation sous la forme transcendante ^ := ^ =r7 ;
(*) Cette équation différentielle et son intégrale complète, qu'on Tcrra ci-* après, ont été données sans démonstration 'par M. Jacobi, daBS le tome Ht du Journal de M. Crelle^ page 194*
mais on peut parvenir à un résultat beaucoup plus général en observant, que le calcul qui a été fait pour éliminer K et H de l'équation
H* kk'^ dh
;? ^ = ^T = -rpi . ji , suppose R et H déterminés chacun par l'équation
différentielle qui lui est propre. Or, d'après ce que nous avons démontré ( n° 4? > ^ome I*' ) , on peut mettre «K + «'R' à la place de K , et ÇBl -{- ^'H' à la place de H , sans que les équations différentielles dont il s'agit cessent d'avoir lieu ; donc notre équation différentielle du troisième ordre est satisfaite par l'équation transcendante beaucoup plus générale
V^9> F ■" nH + /l'H'*
En effet y par cette équation , on aurait d'abord
ff (ffl — HdW _^dh ke^ _ (mH + iw^HQ*
et en comparant ce résultat à celui que nous avons trouvé par la simple sup-
position K' ^^ ^ ÏF > savoir ,
dh kk* _ H' dk • hh'^^PÉ^^
nous voyons que, comme on peut faire abstraction des facteurs constans qui disparaissent dans le résultat, la seule différence que peut présenter l'élimination de H, K, H', K', dans les deux hypothèses, consiste à substituer dans le calcul que nous avons fait mH -f- ^'ti! à H. Or, l'équation différentielle du second ordre qui détermine H étant telle qu'elle reste la même en substituant /tiH -{~ '^'H' à H, il est évident qu'on aura pour résultat la même équation différentielle du troisième ordre que nous avons trouvée entre k et h'y donc cette équation a généralement pour intégrale l'équation transcendante
K'~" /iH + »'H' »
où il y a trois constantes arbitraires — , — ^ — > et qui en est par consé-
quent l'intégrale complète.
En cela nous trouvons un nouvel exemple de l'utilité des fonctions elliptiques pour faire découvrir, en certains cas, des intégrales cjui seraient tout-à-fait inaccessibles aux méthodes vulgaires.
8i. Nous remarquerons, en finissant, que les termes A: et A, que nous
avons supposés se suivre immédiatement dans l'échelle dont l'indice est p ^ pourraient représenter deux termes quelconques de cette éclielle , pourvu que p fut remplacé par fT^ m positif exprimant le rang de h^ après k^ dans l'échelle;?) suivant l'ordre décroissant , et m négatif désignant de même le rang de h y avant k^ dans l'ordre croissant; car, dans le premier cas , on a
=7 = p^Wf y ^^ dans le second , => = p^^ 57 : et si l'on considère les choses
d'une autre manière, le terme h^ qui est placé à m termes de distance du terme k dans l'échelle p , suivrait immédiatement k dans l'échelle dont l'indice est p^. C'est ainsi que l'échelle dont l'indice est p peut être censée composée de deux échelles dont l'indice est ;?*, de trois dont l'indice est p^y etc. j et c'est aussi par cette raison qu'on a vu que l'échelle unique,
dont l'indice est s/p^ se compose de deux échelles dont l'indice est p.
§ XL Application des deux théorèmes généraux au cas
de p = 3.
82. Soient et, et ct^ les amplitudes qui^ pour le module donné k^ satisfont aux équations F(A:, a,) = ^F'A:, F (A: , a^z=s^ F'A:, amplitudes qui se trouvent assez facilement par les formules du n^ 2^^ tome V*. Soient sin ^=zx et sin «4/=^, les formules du théorème 1*', pour le cas de ps=:3, seront
F(A:,ip) = A*F(A, 4),
X sin' «a
^__^ X sin- «a
•^ ^ • I— *V sin* «, '
.1 -.VV f
On aura ensuite, entre les constantes k ^ h^ {jl ^ tt^^ a^y diverses équations, dont les principales sont :
i sin* il, 1 2 i. 1^ ' £
^ sm' il. ' A» sin il, '
h . h' C08*il„
•r- = 2 8ma,— I, 17- = p-#
kf€ * ^A« ces* il*
Celles-ci suffisent pour faire connaître les valeurs de A', h'% f^, A/% etc. , ex<primées en fonctions de ft, comme il suit :
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De ces équations on déduit encore 3/t ^ i «f- 3 i /j- et - = 3 »/ -r — * ?
d'où il suit que l'équation entre les modules h ci h peut se mettre sous la forme
et ^ l'ou &it A: = 11^, A = i^ , elle deviendra (63) 2iip(i — tt*i^') = tt^ — i^^.
83. Au moyen des valeurs précédentes de Ar, sin <e, et cos a^j les équations des amplitudes pourront être exprimées par la seule donnée fx , comme il suit :
^ _ ^ 4a> — (i + ^yx-
(64) ^ (.-r)'= (. - '^)--4,-rr,.^;;-^^ig:^,p.
11 faut se rappeler d'ailleurs que le coefficient ft est toujours compris entre I et j, comme on le voit par les équations (62).
84- Par la 3* des équations (64) , on peut mettre l'équation difTérentielle ^^ . — T- = -77 ^ . , T sous cette forme
(i+^)(3^ — i) . , I — i — *^^-^ ^ sm*^
ou
d^'-^dip 2^
COS
et l'on aura , par l'intégration , la formule trigonométrique {65) tang i (4 — (f) = i=^ tang (p ,
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qui s'accorde avec l'équation (87) ; elle servira à déterminer facilement l'amplitude 4 P^^ ^^ moyen de l'amplitude donnée cp , et n'exigera que quelques essais pour faire l'opération inverse.
Il résulte, au reste, de celte équation que la loi d'accroissement des variables ^ et «4/ est telle qu'on a les valeurs correspondantes
^ = 0, a,, a,, -J-Tr, tt — a,, ^ — a, , ^,
4 = O, •JST, TT, \7F, VLir, J- ST , 3sT.
Et si, dans l'équation F(^, (p)s= |ttE(A, 4)? ^^ ^^^t à la fois = jtt et
4 = T'7J', on aura f^=^.
85. Si l'on veut maintenant appliquer les formules du théorème II au même cas de /? = 3, il faudra supposer que les quantités S., S, sont déterminées de manière qu'on ait
F(A', e.) = iF'A' = iH' et F(A', €,) « fH'j alors, en faisant sin 4 =7* ^^ sin a» = z , on aura les équations
F(A, 4)=/*'FCA:, «),
— y 1 + j^* cot* g>
(66) { / «Ni / ^\ï sin' Cl»
Ces équations font voir que les amplitudes 4 ^^ ^ croissent inégalement y mais de manière qu'elles parviennent simultanément à une même valeur égale à \7r ou multiple de \ ^. Donc , si l'on fait à la fois 4^=?^ et
a) = 77r, on aura /t'=^j d'ailleurs on a trouvé, par le théorème I",
3^1 = g : donc on a, entre les régulateurs fJi» et ii\ l'équation 3/Af*'= i ,
conformément à la loi générale.
On aura de plus, entre les modules A: et ^ et le régulateur /t', les équations
S= a Sin b, -* I , 777 = — TF
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d'où l'on déduit les valeurs suivantes , exprimées en fonctions de f(' ,
(68){ ^. = <J±IÙ0^, H"^il±éy^\^e,= L=J^,
cot.e.=<.i=^t*û,c„..e.=<;^.
De ces équations^ comme des équatious (62), on déduit, entre les modules le et h y l'équation
C'est celle que nous avons donnée dans le n^ i85, tome T'; elle s'accorde avec la formule (63), et l'on pourrait aussi lui donner les deux formes
où l'on peut remarquer que la seconde se déduit plus immédiatement de la formule (63).
86. Si dans les valeurs précédentes de A:*, A:'*, //■, A'* on substitue, au
lieu de /i', sa valeur ^ , on retrouvera l'expression de ces mêmes quantités,
déduites du théorème I^, comme cela doit être, puisque la même échelle de modules s'applique aux deux théorèmes.
Au moyen de l'équation 3f6ft'= i', entre les deux régulateurs /x et fif, il est facile de comparer les quantités S^ et f«, données par les équations
sinf, = / , cosS»=--T— >, avec les quantités analogues a,, a,, don<
nées par les équations sin a, = — £- , cos a, i= '~^ . On voit que celles-ci sont exprimées en /i, comme les autres en f^' ; d'un côté, on a fi = ^^"['p^^ , de l'autre , /t'= ~^^ : donc , puisque 3jWjw'= 1 , on a
(i+sinot0(ï+sin^,)=:3, ou cos(45''— ia,)cos(45*— ■^g,) = cos 3o*. On a pareillement f6 = tang4flt., A^'=tang*^Ç.j donc tang | a. tang j. Ç^ =V/i = tang 3o**. De là, on voit que la trisection de la fonction complète F'A: est liée avec celle de la fonction complète ¥'k% de manière que l'une se déduit immédiatement de l'autre.
87. Si l'on substitue les valeurs de sin 5, et sin 5„ en fonctions de ft', dana les équations entre zetjr^ ces équations deviendront
Elles ont, comme on voit, une telle analogie avec les équations entre j^ et X données par le théorème P' , qu'elles se déduisent de celles-ci par le simple changement des quantités^, j:,ft,A:,A,en — a,j^, ^^l^'f ^> ^? respectivement. En même temps, l'équation trigonométrique (65) devient, pour le théorème II,
(7O tangi(û>4-4)= i±^tang4;
ce qu'il est facile de vérifier par l'équation (22).
88. Si l'on rapproche maintenant les résultats des deux théorèmes , on aura les formules suivantes :
par le théorème T',
F(*, <p) = A*F(A, •4'), taiigi(4 -<p)= L=^tang^5 par le théorème II ,
F(;i, 4) = /*'F(A, 0,), tang 2 (a. + 4) = i±?^ tang 4 :
on en déduit FC*, <p) — fJi^f^'F {k , a), ou F(A:, a>) = 3F (A, <p).
C'est l'équation qui sert à la triplication des fonctions , ou à leur division par 3.
On voit que l'amplitude cù de la fonction triple se déduit de l'amplitude (p de la fonction simple par deux opérations, qui consistent à calculer
l'auxiliaire 4 P^r Féquation tang |(4 ■"" ?) = ^ tang (p ; ensuite a>
par l'équation tang i (û> + -^z) == ^ tang 4. Pour réduire le calcul aux
termes les plus simples, soit tang ^^=ix, tang 7 4 ^^J' ^^ tang 7 /«i = z ; on aura les deux équations
d'où résulte , pour la triplication , cette formule
72 FONCTICMSS ELLIPTIQUES,
89. L'opération inverse, qui consiste à trouver <p par le moyen de a>, ou X par le moyen de z, s'exécutera , soit par la résolution des deux équations trigonométriques
tangi(«H-4)=-^taDg4, taug ^ (^ — (p) s= i^tang<p,
soit par la résolution des deux équations du 3"" degré ,
f/y — zr* 4- j^ — /^'z = o ,
Ainsi l'équation (72), qui est du 9* degré lorsqu'il s'agit de déterminer JC par a, peut se résoudre par le moyen de deux équations du 3*.
90. Occupons-nous maintenant de la formule qui sert à la tranforaïation de la fonction de seconde espèce E(ky (p)y il suffira d'appliquer la formule générale du n» 74^ dans laquelle nous substituerons les valeurs de ky h et ordonnées en fonctions de ;t, n^ 82 : et d'abord , comme on a
^ ~ i6^3 "»*• Te;? '
on en tire -^ =-^r- ^ ^ W^3^{Zi;?y i ^onc —£=3—-^. k^k'^ 5-5 ^' ^ \^y ii. De là résulte la formule
Pour avoir la quantité algébrique V, il faut commencer par calculer ~
au moyen de l'équation tang7(4 — ?)= — - tang ^ , qui donne imméclîa*temeni
û^ 1 ta pg^ 4 sî» ^ cos ^
"^ "■ "* i^.* , + (iZIi'Y ta«g» f ~ 4y-(» + ^)(^-0«n^-
On trouvera ensuite, après quelques ïédnctions,
Si l'on fait ^ = ^Tf , ce qui donne •4/ = |7r ^ on aura la fonction complète
91. En opérant par les formules du second tbéocème, on trouverait
semblablement *
E(*, a>) = 3u'E{h, 4)~ ii±^l^!Î=DF(h, 4) + T,
et dans le cas des fonctions complètes , ' (76) m = 3)t*'E' A - (' + ^W-0 F-A ;
ce qui s'accorde avec les formules du n° 180, tome 1". Dans le dernier cas, on aurait pour la transformation inverse,
(77) ^'h=± m + (i±Vm.JzO T'k.
Les résultats généraux que nous venons de trouver s'accordent avec ceux que nous avons donnés dans le chap. XXXI de notre Traité y d'après une formule générale qui est la même que celle du théorème II. ]Xous y sommes parvenu plus facilement par la nouvelle méthode, parce qu'elle est l'appUcation d'une théorie plus générale. Au' reste , nous renvoyons à ce chapitre pour les autres développemens relatifs au calcul des différens termes de l'échelle et des régulateurs correspondans.
§ XII. ^application des mêmes théorèmes au cas de p ~ 5.
92. Soit a. l'amplitude qui satis&it à l'équation V(ky aj) ^=:-gVk y
pour toutes les valeurs m = i ^ 2 , 3 , 4 9 soient sin ^ s^ ^ et sin '^ z=zjr : les formules du théorème V^ seront, pour le cas de /? =s 5 ,
•^ fc * I — itVsin*iia * 1 — itV sin* «4 '
(, -r)-=(' - ^)-.— ï^'-- — zé^-'
^ ^ ^ ^ / i — !?•*• sin*«4 1 — irV sin* «a
ri_/,*r*^*— ^_**^^^ I— ^Vsin;;-. I— ^^sinUa
On a de plus, entre les constantes du problème, diverses équations , dont il suffira de rapporter les six qui suivent :
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i a 2 I sin*«i 8in*«i3
ft sin «I 8in«3 ' sin*«4. sin* «« '
j^ z= 2sin a,— 2 sinaj+i, A= A* sin* a, siîi* «3 ,
tj-; =14-3 sin' a, + 2 sin* «3—3 sin*a»^ 2sin* a^ , fdT sin*iii ' «m* «3 \ » I 4/
Voici l'analyse par laquelle toutes les quantités nécessaires pour la solution du problème peuvent être déterminées en fonctions de Tune d'entre elles.
Soit -T : =5 a et -: : — = b; on aura d'abord les Crois
^ sm «1 fin «3 6inii|8m«3 '
équations
-=1 4-2fl, ou /JL=: — ; ,
j (I -f- 2flj s= 1 — -T-, ou sass . L T j en faisant 7 = iw*, jsssw^sstj, ou mb*:=:k^.
Ces trois équations entre les cinq quantités k^ h^ fi^ a^ b^ dont une seule A: est connue^ ne suffisent pas, mais on en aura une quatrième en éliminant sin^a. et sin'a^ de deux des équations (79). Cette quatrième équation est
I — A* y^ , 2sin*ii, +2sin*flC3 !•/ • • • • »^\
Substituant les valeurs •^==(i+2fl)%--;==A:*( i---^),^î^T^^ — f^T^=«'+aô,
on aura -n = , aA_ "« ^^^^ ^^ P^^ conséquent,
(afr — 2a — ^*\*,^, « ^ — ^^
Cette dernière équation entre a et £ se réduit finalement à la forme
(80) a^ = 2* (A — I — a) ; d'où résulte
(81) 26=i+a + A, A=v/[(i+2fl)(i+fl»)].
Ainsi l'on voit que dans la quiwtisection de la fonction complète F'A: il y a une équation entre sin a^ et sinc^^ qui est indépendante du module k.
comme dans la trisection il y en a une entte sin a, et sin a. , savoir^ Téqu»lion cos a^ = i -—sin et^y qui est également indépendante de k.
En effet y parmi les formules de la qointisection (art. 23, tomel*'), on trouve les deux suivantes :
tang(45<> + ict,) = S^A(«.),
^n&(î«.+ î«3) = tang «.A(a,) = ^p£k{m^i
d'où résulte , entre ctg et a^ , Téquation
tanga,tang(45* + iaO = ^ang«s*^*ûg(T*t + î*s), ou
2sin a, sin ct»(i — sin et, sin ct^) = (sin ât^ — * sin et J (sin* a^ 4" ^^' ^1) i ce qui s'accorde a?ec l'équation (80).
94. Maintenant I il est fiftcile de voir qu'on aura Tëquation entre les modules £ et A si l'on en trouve une entre les quantités b et m. Pour cela y il suffit d^éliminer a des deux équations déjà trouvées , r . • . .
m = , ^^ —-- y 2a= \i^hn^ * et 1 on obtient léquation
11 restera à substituer, dans cette dernière, les valeurs /7i= i/ x> ^^l/""- Mais, pour que le résultat prenne une forme rationneUe, nou» ferons
A:=M* et ^ = (^j ce qui donnera nisss— et J = — : nous aurons ainsi l'équation cherchée
(tt«_. t;*) (M* + 6aV + f^) = 4iip(i — lài^) , ou
(82) tt« _ (;« + 5ii V (a* — i;*j = 4 w (i — »*P*).
C'est sous cette forme que M* Jacobi a donné l'équation des modules dans le Journal de Grelle , tome III, page 192.
On peut lui donner une autre forme, qui semble plus commode, en l'écrivant ainsi :
puis, déduisant de cette dernière,
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ou, en remettant les valeurs de m et de u,
ra \ A^+/*^V i + it i—h
Cette formule, pour le cas de ^ = 5, a une analogie assez remarquable avec celles qui ont été trouvées n° 85, pour le cas de /? = 3.
95. L'équation (82) étant du sixième degré, par rapport aux deux quantités m et p , on voit qu'il faudra résoudre une équation de ce pour déduire immédiatement le module h du module donné A: , ou , ciproquement , A: de A j mais j'observe qu'en continuant le calcul pour avoir les autres termes de l'échelle, soit dans l'ordre croissant, soit dans l'ordre décroissant, on n'aura jamais qu'une équation du cinquième degré à résoudre pour passer d'un terme au terme suivant. En effet , si de la va<-
leur ii= yk =y on a déduit la valeur ps=y/A = g', et qu'ensuite ,
de la valeur u =s y h = g" on veuille déduire la valeur suivante • • • •
ifz=zyh^ s=: g, , l'équation en i^ sera satisfaite en posant p= ^^/i de sorte qu'en la divisant par (^ +/? ^U^ ^^^ réduite au cinquième degré. Cette propriété résulte de ce que , dans l'équation générale
li* — • f • + Sw*^'* (u* — ff^) — 4"^ (ï "^ ^^) = ^ ? on peut changer à la fois uen i^ et i^ en '^u.
La même réduction aura lieu lorsqu'on voudra prolonger l'échelle dans le sens des modules croissans A:, Ati, A'^, etc.
96. Les formules précédentes donnent le moyen d'exprimer en fonctions de a toutes les quantités constantes qui entrent dans les équations (78).
Nous avons déjà trouvé u= — ; — : la valeur de h se déduira de Pé-
quation A:* = mb^ , qui donne
de sorte que si l'on fait A: = sin 7^ , on aura
cos ay = (a* - « - I ) y/(^^) , ou plus simplement encore
(84) sin* 27 = y:^ Soit a' une seconde auxiliaire tellement liée avec a , qu'on ait
(i -f- 20) (i -f- 2fl^) = 5 , ou a' = — j- — , on aura sin' Ty = a^a'.
Supposant k connu par le moyen de a , on aurait le module suivant h par la formule As=A:)Dt(i— r-)j et parce que |=: ——~j on aura
^ = ? ( — T+Ta — ; = ? L^" V vr+^)J •
De là résulte
(85) *_,=i^iii;^Y(T^>
de sorte que si Ton fidt AscoscT, on aura cosacTs-r- 3;; — V\/\ 4» ^ y> et enfin
(86) sm-2cr=a(î^^y=a«'».
Telles sont les formules très simples par lesquelles les deux modules k et h peuvent se déduire de la seule donnée a.
97. Pour former semblablement l'équation des amplitudes , il faudra déduire des formules précédentes les valeurs des coefficiens, exprimées en fonctions de a et de 6 ; ces valeurs sont :
sm^ilft • sid'«4 r \ * /7
sin* «A sin* «4
A:* (sin* a, + sin' a^ = 20 — ^a-^a^ ^ h^ sin' a, sin' flt^ = i (i — • ia).
Ainsi l'équation des amplitudes sera
k^v; J "^ • T-f. (a«+ aa — 26) jc» + (6*— 2aA) jt^'
C'est sous cette forme que M. Jacobi a présenté l'équation des amplitudes dans le n^ 128 du Journal de M. Schumacher, d' Alloua; sur quoi il faut observer que les lettres a et f de M. Jacobi désignent la même chose que les lettres a et — 6 de la formule précédente. Il est probable que M. Jacobi , dans le commencement de ses recherches , était parvenu à cette formule par la méthode des coefliciens indéterminés , en faisant. • .
jr = "^ ^ — j-^ , et déterminant les coefficieus de manière que cette
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valeur satisfît à Féquation difiërentielle -77 — ,, ., — rr:Tr=^I^T7} — stttt — fiTTZ*
Mais l'expression que donne la formule générale du même auteur, où il n'entre que les données A: et o^, est beaucoup plus élégante, et nous n'avons cité l'équation (87) que parce qu'elle a une analogie très remarquable avec celle que nous déduirons ci-après du théorème II.
98. Revenons aux équations sin*27=aV, sin*2^=^^, qui supposent A: = sin y , A = sin cT et (1 -f- 20) (i + ao') = 5 ; elles offrent un moyen très simple de suppléer a l'équation des modules, ou même de la reproduire sous une autre ferme : car, d Ton fait siu^y = 2kk :ssi jCy sin acT ^ 2hh! =^, les équations x* = a*a', jr* = aa'^ donneront
S —, a'" =3 —, et Péquation des modules sera
(««) L'+<yfX'+<^">''
équation d'une forme très différente de celles que nous avons trouvées n*" 95 , et dont la solution ne devient plus facile qu'au moyen de l'auxiliaire a.
Il est essentiel de remarquer qu'aussitôt que a est déterminé par la résolution de l'équation du sixième degré, que nous avons rapportée, toutes les quantités /i^ A, sin £t, , sin a., etc., deviennent connues, de sorte qu'il . ne reste rien à désirer pour l'application des formules du théorème I*' , par lesquelles la fonction donnée F (A: , Çl) est transformée en une autre d'un module plus petit h.
La méthode générale conduit aux mêmes résultats par le calcul préalable des quantités ce. , ce» , «tj , £t^ , qui servent à déterminer tous les coeflSlciens ; mais le degré de l'équation à résoudre pour déterminer £t, , qui est
fixé à ou 1 2 dans le cas de ;? = 5 , paraît susceptible de réduction : il faut , en eflS?t , qu'on puisse éviter la résolution de cette équation du douzième degré, puisque toute la difficulté est réduite à l'équation en a, qui n'est que du sixième degré.
99. Il reste maintenant à fistire voir comment l'opération doit être continuée, par ces nouvelles formules, pour prolonger à volonté l'échelle décroissante kyh^h^yh^y etc. 9 et obtenir les transformations correspondantes de la fonction F (A, ^).
Pour cela , appelons x et x' les quantités qui , pour le module h , sont analogues aux quantités a et a' pour le module k , puisque
A =: sin cT , fii nous faisons sin* 2^" = {ihhiy = C , nous aurons à résoudre Téquation
Q — tSiUJÙ,
Or , si l'on obeerve que dans la solution précédente on avait G = ad^'ss.
a!^ T— - — ; j , on en conclura que cette équation serait satisfaite en faisant
x^=zd'^ de sorte qu'en la dégageant du facteur x^^a'y elle se réduira à l'équation du cinquième degré
(89) ^* = (2 — ci) (x^ + a!x^+ a'^af^^ a'^x + ;^p^)-
Cette équation n'a qu'une racine positive entre 2 et 2 —a'; ainsi, il ne faudra que quelques essais pour trouver la valeur dts x^ au moyen de laquelle on aura sin' 2<r, = oro?'^ et A| = sin<r.. Les mêmes opérations devront être répétées pour trouver les autres termes de l'échelle, et chacune d'elles n'exigera que la résolution d'une équation du cinquième degré , semblable à l'équation (89). On est ainsi dispensé de calculer, pour les modules successifs h^h^^h^j etc., les quantités analogues à a,, «t., etc., lesquelles semblent dépendre d'équations d'un degré au-desstis du cinquième.
Par de semblables procédés^ on pourra prolonger à T^nté l'échelle des modules dans l'ordre croissant , et il n'y aura jamais qu'une équation du cinquième degré à résoudre pour passer d'un terme au terme suivant.
Too. Soit, par exemple, a^ss^^ et par suite ^^=1, on aura
sin*2> = — Q et sin*2cr= — ,0;
d'où l'on tire les valeurs numériques
2> = 171^11^ 37",6o967 aj^ = 20^ 8' 55",69742
Arssinj^... 9*99871 63223 AssincT. ...9.24285 6525o.
Pour trouver le module A:., il faut résoudre l'équation 'xx'^ = —g , qui
peut être abaissée au dnquième degré en la divisant par V — -; mais comme cette équation est d'une forme très simple^ il n'y a guère d'avantage à Ëiire cette réduction, et si l'on Ëiit immédiatement afs:=> 2(1 — où) ^ cù étant un nombre très petit, on aura à résoudre l'équation. . «
g^ , (i — »)* = -^. Voici le résultat du calcul :
et
m, sin* fl^, = pg-^-7x
sin 2yi sin 2yi
L'angle y^ , déduit de sin 2^^ , a deux valeurs , dont l'une est complément de l'autre j et comme on sait que y^ doit être très près de 90*, on aura
de là les logarithmes de A: et A:'. , comme il suit :
kl o. 00000 00000
loi. Pour donner encore un exemple de nos formules, soit A: = siQ 45% on aura sin 27 = i , et l'équation à résoudre pour trouver a sera • • •
••-— 20* -f- 2a -f- 1 ^ o. Divisant cette équation
par a* + i, on aura 0^-^20^ — a'+2a-|- i =0, ou (a*-— a— i)*:^o j on a donc a*— a— -iso, résultat qu'on trouverait immédiatement par la valeur de 2/:*— i, donnée n® 96. On a donc a=^+j^/5= 2 sin 54%
,cra^=i'—t , ou ar
ensuite, a on trouve
-5 , sin* 2 J^ = aaf^ = ^ et sin 2<r = — . Par cette valeur ,
logsincT;
logcosj^:
cT = o°5'2o'',29o5702 : log A = 7 . 191 1 1 88449 27 :logA'= 9*99999 947^4 10.
L'échelle dont nous venons de nous occuper est l'une des deux qui composent l'échelle unique dont l'indice est \/5. Pour former l'autre échelle, soient k et /^ les deux termes, moyens qui doivent être complémens l'un de l'autre; et puisque nous avons fait A:=sin ^ et As sin J^, il faudra qu'on ait 7 + cT = 90* et sin 2y = sin 2^". Ainsi , on devra avoir pour ce cas particulier a*a'= aa'^ ou a=iafy et l'équation. .».•.. (i +2a)(iH-2a')=:5 donnera a = fl^=i(v/5 — i)==2sini8*. Il en résulte
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sin*27/:=a*, sina7:=a'=(2sin i8*')*=v/5— 2, cos 2y=zdb 2 {/{{/ 5 — 2), sm> =i+/(v/5 — 2), sin*cr = i — v/(v/5— 2).
Telles sont les valeurs de /^ et A*, ou , si Ton veut exprimer les modules par les angles dont ils sont les sinus , on aura
k = sm83**io'2i'',747455, A:^=: sin 6 .49 -38, 262545.
Nous connaissons ainsi les cinq termes moyens de l'échelle dont l'indice est V/5 ; ces cinq termes sont A', A:, sin 45°, A/, h,
102. Appliquons maintenant au cas de pz=z5 les formules du théorème II. Si l'on détermine l'amplitude €^ de manière qu'elle satisfasse k
l'équation F (A', ^.) =~ F*A' = ? H', on aura , en disant sin %[/ = j^ et
sin û» = 2 , les équations
y I +y cot * g^ I + j^* cot' g>
^ ï7'i + yco?^*i+yoot»ffj'
(90) ( /, _ -.Ni_/, _ ^Ni ' "^i^. ' ii^"^
,y*cos*C| ^*co$*ffs
(,-/fzf=(,-;ir)* .^^4^ . ^^-^.
^ / \ ^ y I -^. j,a cet* ff, i+y*cot*^3
Ensuite , on aura les quatre équations suivantes, extraites des équations (49) entre les constantes du problème,
I 2 2 , I «in* g, sin* C3
fê "" sinC, "^ sin ^3 "• > ^ "^ sin* C^ sin* C. '
feO \ 17-7= i + 2sine, — asin^a,
(j7-->) =1 + 2 sin'ff, + 2 sin* Ç^ '^ ^ sin* ^. — a sin* ff^. De plus, nous savons qu'on a S/if/fz^ i et jx's= g.
io3. Soit -r^- ^3-= a' et T- ^ ' . ^ = *' 5 on aura , entre a'
sinb^ 8inW3 sin Ci sm C3 ^
et i', la même équation que nous avons trouvée ci-dessus entre a et b, savoir ,
(92) tf" ss 2^(4' — I — <ï') ;
d'où résulte
Il serait inutile d'employer les auxiliaires à la recherche de l'équation entre les modules k et h, parce qu'on trouverait le même résultat qu'ont fourni les formules du théorème I*'; mais il est nécessaire de calculer en fonctions deafelV les coefficiens de l'équation des amplitudes.
On a d'abord -7=i+^^?<l'un autre côté, on a - = i»|-aa et SiAfâfzsi i •
donc (1*1*2^) (i 4*^^')=^^* Ainsi l'auxiliaire ^ est la même que nous avons employée dans l'art. 96.
Au moyen des valeurs de a' et b\ on trouve immédiatement
cof S, + cof Qz = «'• 4- ai' — 2 ,
cof g. cof e, = 1 — 2*'+i'* — a^
Il faut ensuite avoir les valeurs semblablement exprimées de cot* C^^ col* C. et de cof C. cot* ^4.
Et d'abord l'équation ft' = , À . , ^ donnera . ,^ . ,^ = /a'*'» ; ensuite, 1 équation ^ = i •+■ 2 sin b, — a sin bs = i — -jr étant combinée avec l'équation \j^ =i+3sin*ff,+ 2sin'ff3 — 2siii*ff. — asin*^^, on en tire successivement
sm' b, + sin* 64= gT; ,
-4r + -4t = A^'(2*'+aa'4' — ^•),
sm' b» ■ sin* b4 '^ ^ ■ ^ ^
cof C.H- cof ^4= At'(2i'+ aa'i' _ ^* — 2 — 4^') , cof ff, cof ^4= )M,'(i — 2^ + *'•+ a'^^- la'—ia'Vy
io4« Au moyen de ces valeurs, l'équation entre z et ^ sera ainsi exprimée :
On voit qu'elle n'est pas de la même forme que l'équation (87) donnée par le théorème P'; mais il suflit d'un léger changement pour rendre ces équations entièrement semblables. Appelons y la seconde racine de
l'équation a'^ sas ai' (i' — i — a!) y en regardant V comme l'inconnue.
Cette seconde racine V'^ qui est toujours négative, sera donnée par la
formule
ai" = I H- a' — A' ;
de sorte qu'on aura ô'+i"=i + a'. H ne s'agit plus que de substituer dans l'équation précédente la valeur i' = i + a' — i", et l'on aura
équation entièrement semblable à l'équation (87). On voit, en effet, que les coefficiens de la nouvelle équation sont exprimés en a' et V\ comme ceux de l'équation (87) le sont en a et 6; et si l'on voulait exprimer ces coefficiens par la seule donnée a pour le théorème 1% ou par la seule donnée >/ pour le théorème II , il faudrait, dans le premier cas , &ire
*=ri(i+«)H-iV/[(i + 2«)(iH-a»)], et dans le second,
d'où l'on voit que les deux expressions sont des fonctions semblables de a et de a\ avec la seule différeiice que le radical change de signe d'une expression à l'autre.
io5. Yoici, au reste, comment on peut expliquer ce singulier résultat. Quand on passe de l'équation F (A:, ç) = fcF(A, •4/)^à l'équation
F(^> 4) = A*'F(^j ^)> ^^ 4^i s® ^^^^ ^" substituant aux quantités or, jy a les quantités j^, 2, a', respectivement, il faut que les valeurs de A:' et A*, dans la première équation, soient remplacées par les valeurs de A* et ^*, respectivement, dans la seconde. Or, dans la première, on a
M étant mis pour \/\~r — )• Substituant dans celles-ci a! à la place
T ■ i a' I "T" CL *
de a , et observant que M reste le même , parce que , ^ =7V — ' > ^* *^^~ vient - — -. '7'."^"^? - M, et A« devient i — ^ (i +a'— d'«)M. Donc ,
2 2 (l + 2aj* ' 2 2^ -^ ^
en effet, 1^ se changera en A' et A' en A:*, pourvu que M, qui est la même
chose que — r- — se change en —M', qui £st la même chose que — -^ — > ;
donc, avec la condition que A se change en —A', la substitution qui rend
II.O
identique l'équation -^—^^L-—-.- ^. ^^^_^,^^l,^^_^,^^ , rendra identique aussi l'équation ^^(,_y)^^(._>iy) =/*^ vC-^'^Vc-^O ' par le clian^^ement de x,^, a cnjr, 2, a', respectivement.
Cette propriété est particulière au nombre 5 pris pour p^ comme une propriété analogue (n* 87) est particulière au nombre 3. D'autres nombres premiers pourront présenter des propriétés semblables ou modiGées, selon le nombre des lettres nécessaires pour exprimer rationnellement tous les coefliciens de l'équation des amplitudes.
106. Une autre propriété non moins remarquable pour le cas de p ^=z 5 est celle qui permet de déduire aisément les auxiliaires Ç^ des auxiliaires «i^, et réciproquement 3 c'est-à-dire que si A: et A sont deux termes consécutif dans l'échelle dont l'indice est 5, la division de la fonction complète F"A: en cinq parties égales étant connue par les quantités «,, ««, etc., on connaîtra immédiatement les quantités 6^,6^, etc. , provenant d'une division semblable de la fonction complète F* A', et réciproquement.
En effet^ nous avons vu, dans le cas de p = 5j que a étant connu, on a immédiatement les valeurs de sin et^ , sin a^ , sin (t^ et sin cù^ ; si l'on donnait ces dernières quantités, ou seulement sin a^ et sin ctj, on en déduirait la valeur de a, savoir, a = -^ : , ensuite celle de a' = ~ ^ . Or, a'
' siD cti • sin ces ' I + 2a >
étant connu, on en tire aussitôt les valeurs de sin S, , sin Sj, sin ^., sin €^^ Ainsi, il y a une liJison intime entre la quintisection de la fonction complète F"A: et celle de la fonction complète F'A'; une semblable liaison n'existe pas entre les divisions relatives aux modules k et h.
107. Pour diviser généralement toute fonction donnée F (A, a>) en cinq parties ^ales, c'est-à-dire pour déterminer (p d'après l'équation F Çk ^ e^J ^ 5F(A:, (p), il faudra faire usage des formules suivantes, données par nos deux théorèmes,
sin* ^ sin' ^
\ 7 T/ r- \ y T/y T ^ , P Sin' ^ SID ■«. I it* Siu' ^ Sin* «^ >
•n/L I \ /r«/i \ • sin%J' I + sin' -^ cot' Ct i + sin'-vl/ cot'C-
\ 7 T/ /" \ 7 /7 ^ 1 4- Sin' 4 col'' C, I + sm' 4 cot' b3
Au moyen du module donné A:, on déterminera a par la résolution de l'é-
qualion du 6* degré, 4**(^ — A*) = a^. — - — ; a étant connu , on
connmtra a', b\ V'^ fjL, /jl' et toutes les quantités exprimées en cl et € dans
les deux équations des amplitudes : on pourra aussi ^ au lieu de ces équations, prendre celles qui sont exprimées, l'une par les données a et b , l'autre par les données a' et b'\ On aura ensuite à résoudre une équation du 5"^ degré pour déduire sin*4/ de sin co, puis une du même degré pour déduire sin^ de «in >[/. D'ailleurs, connaissant la loi d'accroissement des variables ^jr et ^ , ainsi que celles des variables ^ et '>[/ , il n'y aura jamais d'ambiguité dans la détermination de l'angle Ç par son sinus, puisqu'on sait d'avance dans quel quadrant doit se trouver l'angle (p. Ainsi le problème de la quintisection , qui dépend en général d'une équation du 25^ degré , se réduira toujours à la résolution d'une équation du 6"^ degré et de deux du 5*.
io8. Tenons enfin k la transformation de la fonction de seconde espèce E (k , (p). Si l'on veut appliquer la formule générale du u? j5j qui
se rapporte au théorème II, il faudra avoir la valeur de ^ j or, l'équation
, A , donne, par sa différentielle logarithmique ,
kk^^da' a' n—a! T+â? </ (2 — a')(i 4-aa') '
on a d'ailleurs i — :ik^ = — j-j- — tt^— M , en &isant , pour abréger , . . . M=\/^-^r^o <ionc
V i + aa V
kk^ • da' ~ a'ipi—a!) "" aa*'
On trouverait semblablement
AÀ'»'dd'""aa'(i + 2a')*'
de là résulte
hh'^' dk~ {1+ M'y^^f^ '
ce qui s'accorde avec l'équation générale ^flr*=:yr, trouvée n° 73. Maintenant 9 si dans la formule générale
E(A:,«)=;>At'E(A,4)+(^*-;,^'A'._^\|')FfA,4) + V', on fait les substitutions p^=5y -^=si+aa', -7r-dr== — 2A:A:''-^=s— -aoa'M •
^ ^ ft * ^ ft^ dk dk *
d'où résulte
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on aura enfin la formule cherchée
^n» laquelle il ne reste plus qu'à déterminer la quantité algébrique V. loc^. Pour cela, nous avons la formule
y/ ir*8În(»co8 4i A' sin 4 cos «4. bV* dm
~ V/(i-.if sin'*) 7^ * v/(»— ^■«in*^) 1/(1 — if sin* •) ' 35 *
dans laquelle il faut substituer la valeur de ^. Cette valeur se calculera facilement au moyen de la formule
où l'on suppose tang 4, == jr^j tang 4 , tang 4, = -^^ tang 4. Soit, pour un moment, fi=>-r-r et g^ss -r- g- , on aura
f^g^^ et /g = *'=i(i+^ + AO} d'où résulte
^ L. j fL u -
da' av/(i+â?) **" 2V/(i+a'») *** a '
^ ^ L I îL *
da' 2V/(i + 2a') ^^ 2|/(i+0 2'
Différenciant la valeur de cù par rapport à a' ^ et faisant, pour abréger
Au ' I ^
— , // , — n *r "77 — ; — 7^ j on aura
V/(i+aa) '^ 1/(1+ a'*)>
^ sm4co»4^ /At j ,\ sin4c08%l/ . .^ .
et parce que tt = -TT77 j on aura
^'^ d# gfl'Msm^^C03 4 / ^^J^' I I— A'' \
ce qui donne, en termes purement algébriques,
•Yfi ^^ ^ •>ï^ ^ oofliT A* sin ^ CO8 1}/
^^ flfl'M sÎQ %}/ C08 4 / i+A^ . 1— A'' \
(/(i_ib»flin»*») \i + cot»C,8m*4'"** iH-col»C38m»4/'
quantité qui se réduirait sans doute à une forme plus simple si l'on y substituait les valeurs de sincp cosû) et v^(i — Ar'sin*»), exprimées en fonctions de sin 4-
1 10. Si Ton fait à la fois ^^ ss ^^sr et û» sa ^^^ la quantité Y^ disparaîtra, et l'on aura pour la transformation de la fonction complète cette formule
E*k=5/JL%'h +(p — T ~ 2M)FA, où l'on observera que la valeur de M peut se mettre sous cette forme
Si l'on prend pour /i' une valeur quelconque comprise entre i et ^ , on en déduira fjt^ssz e-,^ dz=i ^^ , a = ^ , puis on déterminera A* et &•
par les formules #*(i — ^■) = a*a', 4*'(i— •A*)=ii^^*, et l'on aura tant d'exemples qu'on voudra de la réduction dei$ fonctions E'A, E'A, comprise dans l'équation précédente, à laquelle il faut joindre Péqiration F'A:==fjtt'F*A. Cette formule étant appliquée aux deux échelles qui , par leur réunion , forment l'échelle v^^j dont nous avons fait connaître les termes principaux, on pourra, par la seule transcendante F'ib, où A:;=sin45*, déterminer toutes les fonctions complètes £* et F' qui se rapportent aux difl^iieDS termes de l'é« chelle dont l'indice est 5, et qui a sin 4^^ pour terme moyen ; et dans l'autre échelle, dont les deux termes moyens k^iV sont complémens l'un de l'autre, et se déterminent par les équations A: es sin ^ et sin ny = (a sin 1 8*)', on pourra semblablement déterminer les fonctions complètes Ë' et F' qui se rapportent à un terme quelconque par la seule fonction de première espèce F'A: , qui se rapporte à l'un des deux termes moyens.
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sin^C, Au' —
I — tang^çoot* s^établissent
Addition à VarU 94* L'équation des modales peut encore être mise sous la forme
= (, _ mf _ i6m(i^) (I - ifr-mO ,
oiiFon a m*=p Cette équation a toujours deux racines réelles et positives; la première , plus petite que l'unité , donne le module h, qui suit le module donné k , par la formule h^=^km^\ la seconde, plus grande que l'unité, donne le module k^ qui précède &, par la formule k^ = km*.
En effet, on peut, dans l'équation précédente, mettre à la fois A à la place de il,
et ^ à la place de m; ce qui prouye que la même équation qui, par le modale m
donné h , fait connaître le module suiyant A, , donnerait en même temps le modale
précédent k. Cette équation, appliquée au module donné A, fera donc connaître à la
fois le module suivant A et le précédent k^.
IMPRIMERIE DE HUZARD-GOURCIER , rue du Jardinet, n* 12.
§ ^^ Usage des ùnaginaires dans la théorie des fonctions
elliptiques.
III. Appelons Ç la fonction F (A:, ^) dont le module est k et Tamplir tude ^; nous aurons réciproquement Çzs: j^mp.^j ou^ pour abr^ei*, (p=sj4(j^ et sin^ =sin^(^). Soit, comme dans Fart. 19, I^'SuppL,
sin^ = I tang'd) * étant mis pour 1/-— i,la différentielle -77 — ^^. — deviendra ^ _ w, . ^ ,^ , A;' désignant le complément du module k; donc,
si Ton fcit £»=y^pj^-— j7r;5^ = F(A:', 4), on aura Ç=i»; car nous supposons que les intégrales ^ et co sont prises k compter de ^=0 et de %|/s=o. Ainsi la fonction H ^ fy^rJu-sin^ç) ^' ** fonction a>=y j^^^J^,^.^^^ ,
relative au module complémentaire hf, se déduiront l'une de l'autre , au moyen de l'équation très simple ^ ^ tw, pourvu qu'entre leurs amplitudes
^ et ^^ on ait l'équation sin ^ ^ i tang^f. , d'où résulte cosf =s — -,, |/(i— *'8in'(p) = v^(i-î-A'tang-4) = ~-^/(i — *"8in*4), ou...
Et parce qu'on a ÇjssjiÇky ^), n^ss ^(A/, û»), ces équations peuvent encore s'esprimer ainsi :
sin A(k^ ici) = itang^(i^, û>), cos^(A:,i«) = ^^^3^j,
a \Ky u») — ^^^A'^ ,) — ,in^(i', K'^.)- Tome III. la
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Si Fon fait '^^j'^y on aura »=:F*A;' = K', et ^ = iR'j donc
tia. Ce résultat 9 dû à l'amplitude imaginaire iK.', paraît fort quftble, mais il n'est qu'un cas particulier de la formule générale
que nous allons démontrer.
Si Fon a lea deux fonctions ^=:¥{k, ç) y 0=aF(A:, «), il résulte des &rmulea connues (art.. i8^ tom. 1*^) que la sîbiis de l'ampUtode dPuôe fonction égale à ^ -f- ^ ^ ^ détermine ainsi
8m-rf(e + 8) = — ^ rr-T-ï — . >^ ■
Faisant dans celte formule :=: Xfy ce qui donne # • • sinot s= i.
cofa=:t/(i— -sin*flt)=sin«. |/— i, Afli=:v^(i — A:*sin*cc)=:A:sina« |/— i^ cos«(Aa=— A:sin^fli, on aura
> />» I ir/\ -— ftsinf 8in*«4- sîn«cof fA^ i
ou «i«^(?+«:') = j^j^.
Cette formule est l'expression dW théorème fondamental d'où se dér^ duisent un grand nombre de propriétés des fonctions elliptiques.
On en tire d'abord cos -i^(Ç+ iK!) = ,^i% r , ^-^(0) étant mi» pour |/[i— A*sin*-^(Ç)]; on a ensuite
A^(Ç + iRO = *cot.^(^), cot^(0+iKO=iA^(0).
ii3. Si, dans l'équation (i), l'on met ^ + ifL' à la place de ^| od «Qm
sin^(g + :>^K0 = fc3l^(^+a^^) = «iP^(g>
Mettant dans celle-ci ^ -f- aiIL' à la place de ^y on aura de noofeau
sin^(Ç + 4iR0 = sin ^ (Ç + aiR') = smJ(^ j
donc, en général, mt étant un nombre entier quelconque, positif ou ne» gatif, (Hi aura
(a) sin ^( ? H- a/n'îKO = sin ^(Ç).
On ne change donc point le [^sinus de l'amplitude d'une fonction ou
F (A:, ç)y quand on ajoute à cette fonction, ou quand on en retranche la quantité imaginaire 2m'XJy qui est le produit de i ou )/ — 1 par un multiple pair quelconque de la fonction complète K^ ou F' (A:').
114. D'un autre côté, quelle que soit l'amplitude ^ de la fonction Ç = F(A:, (p)f la fonction + aK ou F(A:, ^)-J-F(A:, ^) pourra être représentée par la fonction F(A:, ^-f-''')) ^^^^ l'amplitude est ç+'Tt, et pubque sin(^ + '7r) = — sin^, il s'ensuit qu'on a en général
sin^(Ç + 2R) = — sin^(0) ;
donc, en mettant ^•^jK à la place de ^ , on aura aussi
sin^(^+4R) = sin.^(^),
De là résultent évidemment les deux formules générales
fsin^[? + (4m + 2)K]=-sin^(Ç), ^""^ lsin^(0 + 4mK) = sin^(^), m étant un nombre entier quelconque , positif bu négatif.
Mettons maintenant dans ces deux formules ^ -f- 2m! îK! à la place de f , et nous aurons, en vertti de l'équation {2)^ ces deux noorelles formules .
f.. f8in^[Ç + (4ii» + 2)K4-2wi'tK'] = — 8in-^(^), ^^^ (8in^(ÇH-4mK + 3m'iR') = 8in^(^),
qui ont lien quels que «oient les nombres entiers m et m', positiÊ ou négatifs , et qui contiennent ainsi une propriété très générale des fonctions elliptiques de la première espèce.
11 5. Il est facile de voir quel sera l'usage de ces formules, pour diviser une fonction donnée ^ ou F(A:, ^) en a parties égales. Soit, pour cet
effet , a: = sin -^ r ~ j ; puisqu'au lieu de Ç on peu t mettre ^+4i»KH-2/»'iK',
sans que la quantité donnée sin^(^) éprouve aucun changement, il s'ensuit que l'équation qui détermine la racine x déterminera également toutes les racines comprises dans l'expression générale
«t quoiqu'on puisse donner à m et à m' telles valeurs qu'on voudra , en nombres entiers positi& ou négatif, il n'en résultera cependant qu'un nombre déterminé de racines différentes entre elles* En effet, quels que soient m et m', on peut toujours supposer m sscpt -|- /i4^ m! sssa'n ^fify « et a' étant des entiers pris de manière que fi etft' adieot mmndrea qae j»,
ce qui donnera k valeur
laquelle y en vertu des équations (4) y se réduit à
(5) a: = sm^(f+^*±^').
De là on voit qu'il suffit de donner à m y ainsi qu'à m% les valeurs Oy ly 2^ 3. ••/»-— I , et la combinaison des n valeurs de l'une avec lesn valeurs de l'autre donnera n* valeurs différentes comprises dans l'ex— pression (5).
Donc, si l'on a F(A:, Ç) =:-F(A:, ç)y l'équation qiû a pour racine àn^
sera du degré n% ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus ^ pour le cas où n est un nombre impair. On voit, de plus, que l'équation dont il s'agit aura toujours n racines réelles , et n^^^n imaginaires. ii6. Si n est un nombre impair, la valeur de sin^ s'exprimera ration-
nellement par sinÇ ou or, de manière qu'on aura sinf =?a:.^, P et Q
étant des fonctions paires de x du d^ré n* — i .
Si n est pair, on pourra supposer nz=z2^py p étant un nombre impair ou l'unité. Alors la division delà fonction F(A:^ ^) en n parties égales exigera deux
opérations: l'une pour trouver l'amplitude telle que ¥{k, d) = -^F(A;, ^),
ce qui se fera par les formules de la bissection, répétées autant de fois
que a contient d'unités j l'autre pour satisfaire à l'équation F(A;, Ç) ^^ " ^(^9 ^)>
c'est-à-dire pour diviser la fonction F(A:, 6) en un nombre impair p de parties égales , ce qui se fera par la résolution d'une équation algébrique du degré p% ou plutôt par l'application des théorèmes I et II du premier Supplément^ qui réduit la résolution de cette équation à celle de deux équations du degré p.
Et lorsque p sera un nombre composé , la résolution algébrique dont nous parlons se simplifiera encore en l'appliquant successivement aux différens &cteurs du nombre p. Mais, dans tous les cas, il £iut, de plus, supposer connues les fonctions trigonométriques qui se rapportent à la division des fonctions complètes K et K' en un nombre impair de parties ^les. BeiiU<» coup de recherches ont été faites sur ce point très difficile de la théorie ; nous en donnerons le résultat avec tous les développemens nécessaires, dans une autre occasion.
§ n. Développement des fonctions trigonométriquea de Vamr plitude en séries composées (F une infinité de facteurs.
117. Dans le Traité précédent , et surtout dans la partie qui concerne les approximations, nous nous sommes attaché à déterminer les fonctions par leurs amplitudes ; nous allons maintenant nous occuper du problème inverse , qui consiste à déterminer les amplitudes par les fonctions.
D'après les formules générales du théorème II (art. 39, P' SuppL), l'équation des fonctions Y{h , 4) = i^^{k , ^) est satisfidte par l'équation des amplitudes
où Ton suppose 7" = sin 4 > 2 = sinÇ, et F(Â', f J = — F'A'=— H'.
Cette valeur de z, qui se rapporte à un nombre impair donné p et k un module donné ky ne contient en général qu'un nombre déterminé de facteurs; mais lorsque p est infini, ce qui est le cas que nous voulons examiner, la série de ces facteurs s'étend à l'infini, tant dans le numérateur que dans le dénominateur. Alors, quelle que soit la valeur du module donné A, le module transformé h sera infiniment petit, comme le fait
voir l'équation
hz=s kf sin^ et^ sin^ 0^ sin^ «5 etc.
On pourra donc supposer la fonction complète H = ^^, et son complément H', exprimé par logT, deviendra infini. Mais, par les formules de
article ate, on a ^' = j^ =^ et ^ =;? g;j donc, y = -g- = ^,
I -^ay* cos 2>|,+î
1 + ^* col' Cm / i~y" ^'\ I— ay*
I + y* cot' C»«i "" \ 1 — f "* / * 1 — ay*^*
cosa4 + ?
ftn— &*
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Au moyen de cette dernière formule, la valeur de z ou sinf pourra s'exprimer ainn :
^ X ^ ■ I — 2<7 cos a^Jz + y** 1 —2^ 00$ 24-+^** I— a5'*ooi24+5f*** '*
A — * - • j • • • « • etc*
Et puisque la supposition p=zco ^ qui rend le module h i tit, donne F(Â, >|/) = >|/ =/u'F(A:, ^)=i-^f{ky ^), on voit que la formule précédente détermine Vamplitude ^ par la fonction F(ifc| f); car
ir F(A 0)
connaissant F(A:, ^), on connaît l'angle 4 = " * k
Si ^ est infiniment petit, on aura ^s^b-^^? ^^ ^ 9^=7^9 OQ aura
aussi 4 ^^ î^- Dans le premier cas , on trouve par la formule la même valeur de A en fonction de Çy que nous avons rapportée; dans le second cas , on aura cette seconde valeur
118. Appliquons maintenant de semblables réductions aux deux fermulea (45) et (46) de l'article cité.
La supposition de /? = 00 ^ qui rend égales à l'unité toutes les qaantités
(i — A*/*)*, sin6^, , sin6'^«,, etc., permet d'écrire ces deux formules de la manière suivante :
^ I 1 — v*cos*C» I — y* 008* Cl I— y*cos*Cg
co£ ^ =5 cos4 • . , » — rr?" • , ^> — rrtr • — rh — r;-?^ • etc. ,
^fL ^\ 1 —y C08 » g, 1 —y COi* €3 I —y C08* C s
^^^' <p; ~ , +y cot' c, • i+ycovcs • I +3^* cof e's • ®^^-
Mettant sin*'4/ ou ^(i — cos24) à la place de j^, et substituant les valeurs connues de cos*^» et cot*^», on aura
cos<p = B'cos>p. '+^«0»'» J+?; . '-f Vco»a^-f y» ^ ,^.Vco.»4>+ gl'
^ I— 2<7 00824'4'S' I— 25r'c0824'+<7' 1— 2jrC0S24'+^
A/L ^\ n* '+ayoo824 + y* i+2^co824, + y<^ i+2ySco8 24+y'^
Ai,/t»^;— '^ • i—aqcOSH^ + q^' l—2<7^C0824.4y- 1 — 2^5 co824 + î»**®^^->
= , , • rr 3 • 1 la • etc.
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. gS
Oatre ces deux valeurs de B et de D , que donne la supposition de ^=o et «nI/ssO) on en trouve deux autres par la supposition de ^s=:^^ et
4 =i7r, qui donne ^= ^^j^ = 5;j; =- t/(i — A'sin\4>) = -;p. Ces va leurs sont : 1
G)mparant les deux valeurs de D, on en déduit D s= ^h^y et par conséquent ,
(6) i^*' = ril • i^ • î^ -te-
119. On voit que ces formules contiennent diverses fonctions de q^ exprimées par une infinité de facteurs binômes, dont il importe de déterminer les valeurs-; ces fonctions, au nombre de quatre, sont
«= I— y .1 — 7*. I— y*. etc., 6= i+y • 1+9*. 1+9*. etc. , a'= I — 9'.i — ^.i — 7*.etc., Q'zs=L i+^'.i+^.iH-^'.etc.
On trouve d^abord qu'elles satisfont à l'équation a^=: eutfCC', ou i = aÇÇ^
car on a immédiatement
aa' =3 I — y . I — . ^«^ I —.^3^ , _ ^♦etc. , €€'s=: I -f-y .i-f-y*. I +^'.1 +^.etc.;
donc^ etafSS' = i — 7' • i — g*, i — 7*. i — ^'.etc. = a',
ou I == clSC De cette équation on déduirait - = €€'y ou
(,-,)(,.,^(.-^)ete. '=('+yX'+y)(''+y')0+y^) etc.,
ce qui est conforme au théorème connu dans la parti ti(m des nombres. ( y oyez Introd. in Anal., page ^7^.)
Maintenant, les équations que nous avons trouvées pour déterminer les ooeffîdiens A, B , D , peuvent s'écrire ainsi :
Les deux premières donnant le même résultat que la troisième 9 savoir ^
2- =s yliy nous n'avons réellement, pour déterminer nos quatre quantités, que les trois équations
et il reste à trouver une quatrième équation.
120. Pour cela, soit c'*'^""' ou e^z=iS^ on aura sin^ =3 r— — ,
cos a4 =^ — * ^tte dernière valeur permettra de partager chaque
facteur trinôme de l'expression desin^, en deux facteurs binômes; on
obtiendra ainsi :
ix—q^^ .i^q^Y^ .1— i7»V ... etc.
. 2K.^ V— V-' ti— <7*V—.i— ^V.i— <7^"*.,. etc.
anç — — A • ai -fi— oV* .1— W* .i-c*V* ...
(i—qy^ .i—q^y^ .1— ^V ... eta
sin
ir ai i'""
9V-*.i— fl»V-*.i— ^V-'... etc.
Mais on a '^zzz^TÇk, ^), ou î— ^ = F(A:, ç); donc cp est l'amplitude
de la fonction -^ , ce que nous exprimons ainsi : ^ s^^A ( ^— ^ j et
sin^ =8in.i^r^— ^\
Mettons — ^'-{-Xf à la place de — >(/j alors sin ^ se changera en
— i -|-iKM ou , . . En même temps >|/ devient 4"l""^'>ct
e^ ou V devient e ^^ ou Vy* ; d'où l'on voit qu'on peut mettre dans la formule précédente , . au lieu de sin^, pourvu qu'on mette en
même temps Y^* à la place de Y. Par cette double substitution , la fiw-
mule devient
1 1 fi— 9^* .i~9*V» .1— fl'V* ... etc.
I _aK ., Viy*— y-'? "* ti— <yV-*.i— y^"*.i— ^V-^... etc
irsin^ ir * ai •ri_ç*v» .1— ç^V .1— ç^V ... etc.
ti— V— .1— (/•V-».i— <74V-*... etc.
Multipliant ces deux formules membre à membre, et réduisant ^ on trouvera
i=(^yA^.-ÎT, d'où résulte A=(^V*'*-
lai. G>Qnaissant ^, on aara d'abord les quatre quantités «, et', C, €', au moyen des formules
itV
Ensuite on aura B = g>= ^V'Cr) et D = (hff'. Ainsi tous nos coefE-
ciens sont déterminés, et de plus, la valeur des produits ^^ (f!^ € y C, est connue en fonctions des quantités A:, k', Ky qui peuvent être déduites
de la quantité donnée ^ = e
1:1a. Cela posé, les fonctions trigonométriques de l'amplitude ^=^ ^=2l.\ seront ainsi exprimées :
. yaK4^\ _a<7^ . . i — 27*co8a4 + ^ i — 2<y^co824^+ç* i — aiy^cosa^ ^-fç»»
'" \ ir / ^i * I -T-29 ces 24^ +9* * I— 29^0082 4+9«' I —29*00824^+9 10 ' ®^C. 9
/qnJ V /^^'Î'V. « J/'^'N*-^ I i+a9'co824+(;^ i+29^co8 2%H-9* i+2<;«cos24/+o'*
W \cos >1 1 J= 29*1 -t- ) CO84. 2 j ^ . i^ î-.-^- ■ \ T-^— .etc..
j \ «r / \«/ I 29 C0824'+9* I — 29^00824^+9® I 29*COS24/+9»« »
Ajj{^È\s:(k^Y ' + ^?^^^'^ + ?* I + 293 C08 24/ + 9» i+29^oo8a4.+9**
La quantité Çy qui entre dans ces formules, est exprimée par l'expo-
nentielle e ^ , de sorte que son logarithme hyperbolique est — — , et
qu'il se détermine ainsi par le rapport des deux fonctions complètes K et R', qui répondent aux modules k et k'. Pour rendre plus facile le calcul des formules très nombreuses dans lesquelles entre la quantité^, il serait bon de dresser une table des valeurs de cette fonction ou de son logarithme, pour tous les dixièmes de degré de l'angle du module, ou seule-
(•) On sait qoe le produit (i — S')(i — 9*) (i—y'Xi — 5^)elc., continaé k Tînfini, donne > par son développement» la 8aite i — <7 — ^*+9'+9' — ^"•— y**+etc.
dans laquelle les exposans de q sont de la forme . Cette suite , qui est ex-
— J (2Ait')^it ^q •', quantité qu'on. peut calculer d'une manière fort approchée par les tables elliptiques, mais qui n'en est pas moins une transcendante fort composée*
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moDt de degré eu degré, ce qui se ferait très fiicilement , au moyeu de la table des fonctions complètes , que nous avons donnée sous le n* I , dans le tome II.
La fonction q se rapportant au module k^ m Ton appelle r la fonclioa semblable qui se rapporte au module complémentaire V^ on aura
logy^i *L et logr = — =7, par conséquent
(9) logy xlogr:^^'.
Ce produit serait m^% m étant pris pour 0,434^9 • • • , si les deu]c kh* garithmes devenaient des logarithmes vulgaires.
Ainsi, l'on voit que log^ et log r se déduisent facilement l'un de l'autre ^ et puisque tt est le logarithme hyperbolique de â3,i4 è peu près, il y aura toujours im des deux nombres ^ et r qui sera plus petit que x%.
133. Si Ton considère deux termes consécutifs A: et A de l'échelle des modules dont l'indice est n, la quantité q qui se rapporte au module k deviendra ^* pour le module suivant A; et, par la même raison, elle serait
^ pour le module k^ qui précède k.
En effet, puisqu'on a, par la propriété générale de l'échelle des mo-
dules, ^^'^u?) là quantité q.^ qui se rapporte au module A, aura
pour valeur e "^; on a donc ^«=:^; par la même raison, la quantité ^1, qui se rapporte au module A;., ayant pour valeur e ^* , on aura
G)nnâissant donc, en fonction du module A: et des quantités dépen-* dantes de X:, telles que k^ K, K', la somme d'une série quelconque, dont les termes procèdent suivant les puissances de q , comme sont les produits d'une infinité de facteurs, désignés ci-dessus par a, a', ^, ^', ou connaîtra, par une fonction semblable du module A, la somme de la même série, dans laquelle on mettrait 9" au lieu de ^; et par une fonctîou semblable du module A:,, la sonune de la même série, dans laquelle ou
mettrait qf^ au lieu de q.
On peut multiplier ainsi, d'une manière indéfinie, les formules telles que celles qui expriment les sommes des suites tf, a^, ^, Ç,\ et une infinité d'autres.
Lorsqu'on fait l'application de l'ancienne échelle, dont Hadice est :i.
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îl £ftut, en mettant q^ au lieu deq, remplacer en m^e temps A, A^, K^ K', par A, k'^ H, H'; ensuite on pourra mettre pour ces dernières
quantités leur valeur en fonctions des premières, savoir, hss 'T»/ ,
A'b=yxt^> H=a~— K, H' = (i-f-A/)R'. Par ce moyen, la seconde
formule sera exprimée en fonction de A; , et l'on pourra de nouveau substituer q^ au lieu de g y ce qui donnera une troisième formule relative au module h^y qui suit h. On verra ci-après des exemples de ces opérations, qui peuvent être faites, soit dans le sens des modules décroissans, comme on vient de l'indiquer , soit dans le sens inverse. 134* Nous avons trouvé ci-dessus la formule
laquelle s'applique au module donné k; si on l'applique au module suivant A, dans l'échelle dont l'indice est a, on aura
(,o) i/^'=-^..-_^.^.etc.
Cette formule peut servir à calculer, par approximation, le module A, au moyen du module donné A;, dans l'échelle dont l'indice est /», ce qui dispenserait d'avoir recours à l'équation des modules. On aura semblable'^, ment la £3rmule
(„) C^k'.=lzzl.L:l4''-=4'^-->
i + fl» I +9» 1 + 9"
qui servira à calculer le terme k^ de la même échelle, qui précède le module donné k. Ainsi, par ces deux formules, on peut connaître successivement tous les termes d'une même échelle dont l'indice est n, tant dans l'ordre croissant que dans l'ordre décroissant, et l'on peut même supposer que n est un nombre rationnel quelconque.
De plus, conmie l'on peut, au lieu de 9% mettre c^*, é étant une racine imaginaire de l'équation <" = 1 9 on voit que n étant un nombre impair
quelconque, la seconde formule donnera n valeurs différentes de (/A^o ^^ par conséquent n valeurs du module A,, qui précède k» Donc, on aura de cette manière n^i transformations du module A, et par conséquent n4-i transformations de la fonction donnée F(A:, ^), ce qui s'accorde, tant avec les deux exemples connus pout les cas de nss3 et ns=5,
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qu'avec une règle générale annoncée par MM. Abel et Jacobi. Au reste y de ces n-f-i transformations, il n'y en a, comme on voit, que deux de réelles, les n — i autres étant imaginaires; et puisque le nombre qui est n en passant du module k au module k^ , devient n*, n', n^, etc. , en passant du module k aux modules suivans k^y k^j k^^eiCy on voit que le nombre des transformations imaginaires augmente d'une manière prodigieuse , a mesure qu'on passe du module donné à un module de plus en plus éloigué dans l'ordre croissant.
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§ UI. Autre sorte de développement des mêmes foructioiis
trigonpmétriques de F amplitude.
125. Revenons à l'expression de sin ^ de l'art. i:ao, et appelant Aie produit des facteurs binômes,
nr_v->^ l^— v'V- .1— ^v .1— 7«v .etc.,
V^ ^ J li—î'V— .1— ^V.i— v«V-.etc., supposons que ce produit, continué à l'infini, soit ëgal à la suite A.(V-.V-0 + A.(V»— V-^) + AsCV*— V-*) H- etc. ,
A,, Aft, Aj, etc., étant des coefficiens indépendans de Y. Si, dans les deux expressions de fl, on met qW à la place de V, on devra avoir l'équation
r.V_^-V-^p-^'-^-9'V- .i-7«V .etc., W^ 7 > ^|,_v-.i— y-V-.i— 7*V-.etc.
= A.C^V— 7-"V-0+A.(7»V»— f-*V-') + As(7*V»— 7-»V-*)+etc.
Or, en retranchant les facteurs égaux dans les premiers membres de ces deux équations , ils se réduisent, le premier, à (V — ^V^'Xi — y*V*); le second à (^V— •^*V""*)C^ "^^"*)- Celui-ci est égal au précédent, multiplié par
— -=r;j donc, si l'on multiplie le second membre delà première équation par ^V% et qu'à ce produit on ajoute le second membre de la seconde , la somme devra être zéro; on aura donc, l'équation identique
G = A,V+ A.V'H- AsV* + A4V' + etc.
_ A.V + A,7*V» + A.^V* + Aa^'V +etc.
— A.V- — A.V-^ — AaV-^ — A4V-' — etc.
— A.y— V-'— A,9-*V-^— A4^« V-^—Asy-'V-'— etc.
Par le3 puissances positive» de Y, on obtiendra les équation» de condition
A^+A,9* = o, A|-|-A^9*s=o, A4 + As9's=o, etc.;
et comme les puissances natives donnent les mêmes équations , on en àéduira les déterminations suivantes :
A.=:— A,7% A,=:— A.y* = A,7*, A^s: — A,7*=A,^'% As s=s — A^^' = — Ai7'% etcv ;
donc enfin on a A ou
/T-V-^/'~y'^* .i~^V ,i-7*V -etc.
formule dans laquelle les exposans de q résultent de l'addition des termes de la progression s, 4? 6> 89 ^t^*? ^^ sont par conséquent les nombres triangulaires multipliés par 2.
Dans cette formule, le coefficient A| étant indépendant de Y, peut être déterminé en donnant à V telle valeur qu'on voudra. Soit V=^— i, ou V*=— ij on aura
* I 4.ç*+<y« + 9»* +9** + etc.'
Le numérateur de cette fraction est égal à ^^ \ quant au dénonHoataur, sa valeur sera donnée ci-après , et il en résulte
ia6. La formule que nous venons de trouver , pour l'expression du produit A, va nous en fournir une seconde, non moins utile; il suffit, pour cela, de
mettre ^^Y k la place de Y, et de multiplier ensuite les deux membres
par — -7*Y} on obtiendra ainsi la formule
I— ^Y* .1— /Y* .1— y»Y» .etc.
I — ^Y-S I — y«Y-'. I— y*Y— .etc.
= A, [1 — y(YH-V-0+^(V*+Y-0— y'CV'+Y-*)-!- etc. ,
où l'on voit que les exposans de 9, dans le second membre, sont les quarres des nombres naturels.
127. Si l'on restitue , au Keu de V, sa valeur ^ ou cos^ + ^— i sia^^^ les deux formules que nous venons de trouver s'écriront ainsi :
sin4(i — a7Vx>s24 + 7*X* —2^00824 + y')(i — ay*cosj4 + y") etc. =A,(»in4 — ?*swi34+7*sin54 — y"sin74+€4c.),
(1 — 29cosa4 + Ç'Xi— 2Ç^cosa4 + 9'^(i — a7*cosj4+7**)etc. 2= A,(i — 27 cos 24 "f* ^^ cos44 "" iîy'cos64 + etc.).
On pourra donc donner aux trois formules de l'art. laa la forme suivante .
OÙ nous mettons J? à la place de 4 9 en supposant < — s: F(A ^ 9) » ou
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^ /^^\ — (}^ V ^?*»'P^ — 2^4sin3jp^- aç'T'ginSg — gy 4 5in7« + etc. \ «■ / \k ) * I — 2900s 2AP+ 2(/^co8 4» — 29»cos6* + cta *
( * 3) < V / ^K-A .^ / ^Y g^^cQgy+^Ç^oosSjf+a^ ^ cosSjf +219 ♦ cos7 4p+etc.
I \ X /""\fe/ ' X — 29 00S2JP+ 29^ 008 4jf— 299coS&r + Ctc. "'
\ ir /"""^ ^ • i-*29oos2AP-f-^^co«4'''*-2(79oo6&r-f- etc.*
Ainsi nos trois fonctions trigonométriques de l'amplitude sont exprimées par des suites régulières, dans lesquelles les exposans de q sont, d'une part 9 les quarrés des nombres naturels ; d'autre part, les quarrës des nombres impairs divisés par 2.
128. La forme de ces expressions très remarquables nous conduit k considérer deux nouvelles transcendantes 0(79 x)^ A(7> ^)> ^^ simplement Q>x, Âà?|dont les valeurs développées en séries sont :
(©a: = I — < 2^cos2^-f"A^<^s4^'~^7'^s^*f"^7'*<^os8a:— -etc. , \Kx s= aç^sm jp— ly^sm ox^nq ♦ sm5a? — a^^ * sm7X + etc. j
et comme, en mettant x^^^^ir^ au lieu de or, on obtient
!0(a:+i9r) = 1 '4-a9cos2j:+2y*cos4r+2ç9cos&r4-etc., A(x -f- i tt) = a^^cos or-f- 2y *cos 3a:H- 29^ ♦ cosSj^f*^^ * C0S7 ar+etc,
il s'ensuit que les trois formules précédentes pourront être présentées sous cette forme très simple :
(.6) ^v.^(Sî)=^yf!î±h).
129. Outre les formules des deux articles préoédens, on doit encore i M. Jacobi la formule suivante :
sin -4"^wn — — a'sîn — — o® sîn ^ 4-cf**sin 5C -f-etc. 2*^ 2 ^ 2 ^ 2^ 2
(17) / cos— — 9CO8 9^00$ f-9*cos-^ — |-9'**ooi2_ — etc.
<in ^x(i + 29 oosjg+ 9*)(i — 29*CD8jg+<y^)(> + 29^cosjf + 9*) etc.
C08i«(l— -29OOS4P + 9*}(l + ^'OO8S+90(l ~*^4^0<M' + 9*) «^^'^
que nous allons démontrer.
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Supposons — = ^F(^, (p):=iF(kj er), nous aurons, par les formules
de la duplication des fonctions, tang7^ = Â0'tang(r; en même temps, si l'on met j or à la place de x, dans les formules de l'art. 127, on aura
^J.^* sin î g? — g* sîn j x + q^ sin^x — y'* sin ~ a: + etc.
^ \ky * co8|^ X 4- 9» cos I a: + 9* 008 J a: + <7'» sîn | x+ etc. '
. /l-'N» I + ^<? ce» ^ 4* a<y^ C08 ^ J-* + ay9 cos 3x ■!■ etc.
"^ ^ ^ 'i — 2<7 cos a; 4- 2^ C08 207 — 29» 00s Sx + etc.*
Multipliant ces deux équations, on aura la valeur de tango'Ao', ou celle
de tangx-^ ( j ; mais le produit ainsi trouvé n'est pas réduit à la forme
la plus simple dont il est susceptible.
Par les formules de l'art. 128^ on' a
Mettant ^x à la place de Xy le premier membre deviendra Âortanger ou tang 7 ^ ; on aura donc
i3o. Maintenant, il faut faire voir qu'on peut mettre sous une forme plus simple le pi'oduit désigné par Ax&(x+^7r). Or, en combinant les formules de l'art. 128 avec celles de l'art. 127, et faisant
on a ces quatre nouvelles expressions :
6» =C(i — 2(7C082*+9*)(i— 29'cos2*+4/')(i— 27*cos2jr-}"9*")etc. , Ax:=s 2(;4C8ipx(i — 29*oo82*+9*)(i — 2q^ooKue+q^){ i — 2ç^co82af+9")elc ,
î'9) ]e(X+ ïir) = C (l+2flC082*+7*)(ï+2y'c0824H-9«Xï+29*C0S2*+ 9'«)etC. ,
A(X+ g v) = 27* G!08«(l + 2fl*C08a*+7<)(l + 2^C08a*+q*)(l+27*C082«-t-9'*)etC.
Faisant donc de nouveau e^ = y, pour décomposer les facteurs trinômes, chacun en deux facteurs binômes, on aura
TTV-WV V-'^^'-<-^^' ''-'^^' •'+^'^' '"^*^' •'■*'^*^" •'''"•' ^v;— (,v— V ;^,_|,^Y-..i_y.v-.. i-^»v— . I— 9*V— . i-4yV— .etc.
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Mettons , dans cette dernière équation , V |/( — q) k k place de V, nous aurons
7rv^/—n\ ri±S!I^h— 9'V' .i+y'V' .i-7«V .i-fyV .etc.
^( V V— 7;^ ^v v^C-çV 1 1 — V- . i-H V- . I— 7*y— . I +7»V- . etc.
Donc, Z(V)[=— V*V^( — 9').Z(Vv/ — y). Supposons que la valeur développée de Z(y) soit
Z(V) = «(V— V-) + C(V»— Vr») + >(V»— V-*) + etc. , on aura
Multipliant de part et d'autre par — Vv/(— ^), on aura celte seconde expression de Z(V)
( aV H- «yV« — gy'V* + >9^V' — etc.
Z(V) = j _ Cv^.+2lv-3 - J^V-* + 4V- - etc.
Comparant les deux valeurs de Zr(y), on aura, par les puissances positives de y, comme par les puissances négatives, les mêmes équations de condition, savoir,
ff — ^, y^ — Aq\ cr = — A^*, € = rty*% ^ = «9*», etc., et par conséquent
3(V)s==-IT»— V-*+9(V5— V-V^(V'— V-*)— 9«(V7-^V-')+9'*(V9— V-9^^^
Dans cette expression, les puissances de q ont pour exposans la suite des nombres triangulaires, et ces puissances offrent alternativement deux termes positifs et deux négatifs.
i3i. D'après ce résultat, on a la formule générale
(ao) Axe(x 4- Jw) = '^{ûnx^qAn. 3x — fl'sinS»— 9* sin 7* + 9"® sin 9» +etc.) ,
dans laquelle mettant â?-f~¥^ ^ '& place de x, et observant que ©(jp+ ^) = QXy on trouve cette autre formule
A(4f + J^)ejF=M(co8* — flcosS* — 9*co«5«4-9^coç73r4-fl"*cos9» — etc.).
Si Fou met 7 a? au lieu de JC, dans ces deux formules, et qu'on divise
l'une par l'autre, on aurfi la première expression de tang j;j4 f^ — \
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donoëc dans l'artt 1)9. Quant à la seconde expression, elle résulte i
médiatement des valeurs de A 5- a: T* + - j et A T- -f- - j ^ Jc , développées en fàcteufs trinômes, d'après les équations (ig)* Noua ftroos voir ci -après comment on détermine le coefficient M qui entre dans oés formules.
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§ lY. De quelques séries dont les sommes peuvent étrt déterminées par les fonctions elliptiques.
1^2. AvaDt d'aller plus loin, nou» allons sommer différentes suites ordonnées suivant les puissances de 7; elles offrent des résultats très remarquables y qui se réuniront k ^\i\ que iious avons dfjà obtenus (art. i a i et 1^4)9 ^^ ^ ^^^^ 4^^ Tïo\i& donnerons ci-après, dans le $ YIL
Si l'on fait xtsslo^ oa seulement x infiniment petit, dans les équationt (i3) et (17)9 on aura les quatre formules suivantes:
Kir* q^i— 3(y4 «f. 5^ — 77" + etc.
w I — 27 -f- 2ç* — 299 -f- 29»^ — etc.
I . /^Yj_ <y*+<y*+<y^ +<?^ 4- etc
(21) /*N*v I— 29 + 2<;» — 2^+>g»^— etp.
I + 2<y + ^7^+21;» + 2(y'^ + etc.
2K 14-3(7 — S<y3 — 7<y«+9<7'^ 4- ii<;'*—i3^" — et c.
où l'on voit six séries différentes dont il faut trouver les sommes sépa^ rément.
i33. Soit II (A;) la fonction inconnue de A;, par laquelle doit être ex* primée la suite i + 27 4- ^9^* •+• 29* '^atj/^ + etc. j la troisième des équations (21^ donnera 1 — 29 -f-ay* — 29* + etc. :?5: (A')*n(A) , et par ço»* séquenc
i + ^9* + 27'* + 39»« + etc. = i±l^n(A);
or, en inettant 9^ au lieu de ^, ou h^ au lieu de A:, dans l'équation supposée < H-'^^Ç + ^r^^^ Hh e|c.c=sîI(Jt)^ on a
i + a/ + a9»« + 9** + etc. =? n(A,).
I^im anttt eâté , puisqu'on .suppose que Jk , A, A. , sont trois termes eon« sécutiÊ dans l'échelle dont l'indice est 2 , on a , par la propriété de cette
écheUe, K=(i+A)H»<i +*)J[I+^)^. = r^jf • npErH.
= ch4^ "'^ '^''''''^ */Hi^^r^ V^Ki de U ^ de ItévwOipu n(A,) = i±i^' n(;t) , on tire
n(fcO_P(^)
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Le premier membre est la même fonction de q^ que le second de q ; done,.
-^ est une quantité constante. Or, lorsque A:=so, on a 9=0, Ksss^^r^
et n(A)= I ; donc la constante = tttt^i et par conséquent n(A:)=: %/( — \ Donc on a la formule
1 + 39 + a^+ 27*+ ay'* + etc. =s i/(— ^ ,
au moyen de laquelle on en trouve plusieurs autres, telles que les suivantes :
I — 29 + 29* — nq^ + 39'* — 2q^ + etc. = yQ- — ) , I + 2^ + 29'« + 29»^ + nq^ + etc.= i^^' \/(t)' ^.+ ^9 + ç^ 4. ç4s + etc.==:irVi' y/(^),
9'+ y* H- 9* +9* +etc.= y/(^).
^ï— 37* H- 5^^ — 7^^ H- elc. = ^|y (2**')* ,
, — 33» 4- 5/ — 77" 4- etc. = q' * C^y (aAif )', I + 7' H- ?• + ^" + etc. = y-ï ^(^).
De ces deux dernières on déduira , en mettant q^ à la place de ^r , ou A:, à la place de A: , et réduisant , les deux suivantes :
iH- 7-f- ^+ /+ y'°H- y"H-etc=9''v/(v-*)' 1 — 3^+59* — 79* +9^'*"' iiy'* + etc.s=:y •!-)'. aAr'A:*.
On voit maintenant, par la valeur, de la suite i H~ ^^^^^'^ etc., comment a été trouvé ci-dessus le coefficient At, d'où Ton déduit le coeiX ficient
le même qui entre dans les valeurs des fonctions 0jr et Aor développées en Êicteurs trinômes (Éq. 19).
134. Pour déterminer le coefficient M dans la valeur de Koc&{x + ï'^^y art. i3i , soit â:= ^ tt, on aura
Or on a
(»+y + ^ + /4-9'° + etc.).
donc
A| =aVC(i+74)(i-hy«)(i4-9")»etc., ©^= C (i + y*) (i + q*) (i + y"), etc. ,
i35. Pour trouver d'autres formules, nous réunirons d'abord ici quelques-unes des principales valeurs des fonctions &x et hx :
Aossso,
(aa) ( '
à quoi il &ut ajouter qu'en supposant x infiniment petit, on a
Ksi
ces valeurs se déduisent facilement des formules déjà démontrées.
Gela posé, si l'on fait xz=zo dans les équations (19) et (20), on en
déduira
,4.3^ — 5^ — 7^« + 9^"+iiy'» — etc. =27"»(|)' (A:*')',
Si dans ces deux dernières formules on met q^ au lieu de 9 ^ et A au lieu de ky on en déduira
,+3^'-57«~79"+9r+"/--etc.=/-i(i+Â')(5yy(irlV*'),
,_ ^•— ^t^. y«+ y-o^. y-^etc.ss^'^dy (i=^ v/jfc'y.
i36. Nous joignons ici le tableau des diverses formules que nous. venons de trouver, et de quelques autres qu'on peut aisément en déduire par le procédé indiqué art. 12Z.
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I — ay +39* — a^»4-2y'* — elc. = %/( J,
, 4. 2^ + 39.» + 37« +etc. = ii^Y(f)' 9' + 7' + y*» + ^» + etc. = ^^=^' y/(^) , , 4. a^« 4. a^» + ay" + 29»* + etc. = i/f^ (i 4-AO] > I — a^' 4" a^* — ay" «f* a^ — etc. ^ \/\~~ V^j >
9* + 9* +9' + 9* 4-etc.= y/(^),
I + 9' + 9* -^ 9" +etc.=y"i^(|;),
9~' -h 9' -h 9' +7* + etc. = i y/[_- (i — *') J ,
I + 9' + 9' + 9* + 9" +etc. = 9~*^(^l/*)»
I — 9* — 9» 4- 9» 4- 7" — ctc. = 9"'t/(^V/ÂÂ'),
, — y. -. ^« 4- y.. 4. y.. -.etc.=:9"^y/(5). y/(^ V/*') ,
j 1 — % 4- 67* — 7/ 4- 9y'* — etc. = 29"^ (vT^V^»
I — 3y*-h 5/— 19" 4- 9^— eic- = y"'(7)'0»**')*'
I — 3y« 4- 59" — 7f^ 4- 9^' — etc « r •(!) V(îA V A') >
ç' _ 3^» 4- 5^ — 7/» 4- etc. =?i=i(^y[(i4-*0a /*']*'
etc. = ay"»/-)'(Aafc
1+3/— 59«-79'«4-99-4. 1 1^»*- etc.«= y'^^'+^X^) v(^*^*')»
etc. , etc.
iVofti. L& différentiatioa de ces formules en produirait une infinité
d'autres, par la substitution ^ 5= — -^iy
§ V. Usage de ces formules pour diverses sortes
d'approximutions.
187. Si Ton conDaît le rapport des deux fonctions complètes K' et K, et qu'on appelle ot ce rapport =s — 1 on connaîtra immédiatement la constante ^=e""**, dont le log. hyp. = — avr. Cela pose, il sera facile de calculer ^ avec tel degré d'approximation qu'on voudra y la fonction K au moyen de la formule
K=^(i4.2yH-a9* + a9» + a9*«+etc.)';
elle sera toujours très convergente si l'on désigne par A; le plus petit des deux modules complémentaires A: et kj ou par K la plus petite des deux fonctions complète3 K, R', qui répondent à ces deux modules. Par ce moyen , la quantité q sera plus petite que -^^ et la série précédente^ bornée
à ses quatre premiers termes, savoir K = - (i -f- ^7 + 3^* + 29*)' , suffira
pour donner la valeur de K, exacte jusqu'à 20 décimales au moins. Connaissant K , on connaîtra en même temps Ik! = aK.
i38. Dans le même cas où q est donné immédiatement , on trouvera les modules ketJd par les formules suivantes, qu'on choisira à volonté,
/jj .«, 1 — ay 4- 2y^— 2yg + ay'^— etc.
y "^^ I -f- 2^ -f. 25^* + 2g9 4-2^**+ etc. '
*^ m ï + »? -^ ^^'\'^q^ + ^'^ + etc. '
UA\ I ^/^f _ I — 2y' + %q^ — 2g'« + 2y3> _ etc.
^ ^^ ^ ^ 1 4- 2? + 2^ + 2y9 4- 27*« + etc. '
A _ i-^-y^4-^^ + g"-^'^-g"4- etc.
^ '^ l+q + q' + q' + 7^^+q^+q'' + eic.'
La comparaison des valeurs de ^ ^k et \/^^k donne cette pr<^riété générale , qui mérite d'être remarquée :
(i+î+^-H*+?'* + etc. )* = (i+y-+y«+j"+^»'+etc.) (1+2^+2^44-2^94. etc.). On trouvera de mêiûé, par la comparaison des valeurs de ^V et |/A;', cette
équation ,
(i_a^»4.a^— ii^>s4.etcO'=(i --2^+^--a9^ + etc.) (i +3;+sj44.2^4..elc.).
iSg. Supposons maintenant qu'on veuille calculer les valeurs de ç par le moyen du module donné A; et de son complément Jf'y nous prendrons pour cet effet, dans le tableau général, l'équation
I + 2^ + 2g»^ + 2^'* + etc. I + ^
Adoptant pour un moment la natation usitée dans la première échelle, nous' substituerons c h k et b k k^. ce qui donnera "7^i^/ == ' T" *\ ^ - ;
Donc
^(i + g' + g^-j^eic), _^y(i-b-\_.
1 + a^ + 2^»« + a^'« + etc. *^ \i+W *^ '
Mettant y* à la place de ^, il faudra mettre ^^"^ à la place de €^ , parce qu'on avance ainsi d'un rang dans l'échelle c, c^, c^, etc. ; on aura donc
2g'(i+g'\+g^«r4-etc .) ^w^^ I + 2y* + 2y^* + 2^" + etc. •^
Avan^nt encore d'un rang^ on aura
I rf a^'« + fiq^ + eta — ^
ooo
Cela posé, on aura, aux quantités près de l'ordre ^^,
7 = 7 |/c^; et plus exactement, y = (i^2^) ^ ^/c?***.
On aura de même, aux quantités près de l'ordre ^*,
y'=T t/c"** j et plus exactement, y=:(i +^«) \/i|/c*^.
On aura encore, aux quantités près de l'ordre ^'*,
7* = ît/^**% et plus exactement, 7 =(i4-iy'*) V/îl/^'% ainsi de suite. Donc enfin, q est égal au dernier terme de la suite
ï t/c«^ V^t/^*'% vTi7^% \/i|/^*,etc.
Et parce que la suite r?««, c-% c*— , etc., est telle,, qu'au bout d'un très petit
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nombre de termes , on aura (5 c^)'= cf*+ % on voit que Vîl/c^ sera égal
à \/iy/c^+». On voit aussi que la valeur désignée par y s= v'j ^/o^, avant que a^ ait atteint la limite , sera eu erreur d'une quantité que l'on corrigera par la formule
m étant ^ ^•
La formule rigoureuse est
^^^^ I 4. 2^<- + 2p« + 2|7 6"» + elc. « »^ ^ '
<tf««
^ désignant le /t terme de la suite £?•, c*®, c*^, etc.
J^ous supposons toujours , pour la facilité des calculs d'approximation , que le module k o\xc est plus petit que son complément A*' ou h^ c'est-àdire qu'il est plus petit que sin 4^*- Alors la suite des modules c""^ (f*y (f'^y etc., calculée d'après les préceptes donnés dans le tome II, conduira
promptement au terme c'* qu'il est inutile de dépasser. On obtiendra donc ainsi la valeur de g avec tel degré d'approximation qu'on voudra.
i4o. La quantité q est exprimée, suivant les dénominations de l'ancienne
échelle, par e ^'^ ; changeant à la fois c en & et b en c^ et appelant r la
_ irF'c
nouvelle valeur de 7, savoir r=e *"**, ce qui donne log- log- sir'^r*, on aura semblablement
I + ar^» + ar*«^» + zr»^» -+- etc. • r >
en désignant par V le ¥ "' terme de la suite décroissante b\ b'^ 6'*, etc., et
supposant /issa'"^.
Et puisque dans la limite fixée , on peut supposer
^ = V.(îV/e^) etr=v'(f|/*'), ou «^=49- et*' = 4/-,
on aura
ce qui s'accorde avec l'équation de l'art. 80, tome I.
i4i- Si l'on désigne de nouveau par A*, A:*% A:*"^, etc., la suite des mo» TOM£ lil. i5
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dules décrcôssans qui se déduisent du module donné ky suivant la loi propre à la première échelle, nous supposerons, pour fixer les idées, que A:**** tient lieu de la limite , en sorte qu'on ait, d'une manière suffisammiftit
approchée , 7= i/ (^ i/*^-)= V/(^-
Cela posé, si A et A sont deux termes consécutifs d'une échelle doDt l'indice est rij on aura semblablement, ou même à plus forte raison,. • • •
9? = 1/ {-j) ; donc
(^^) T = Ct) •
Telle est l'équation algébrique très simple qui suppléera , au moins approximativement, à l'équation des modules pour l'indice n» En effet, si, du module donné A;, on veut déduire le module suivant A, on calculera d'abord k^^y ce qui se fera par de simples extractions de racines quarrées. k9^ étant
-j-J . Ensuite on trouvera le
module cherché h par les équations successives
on connaît d'ailleurs les moyens les plus simples d'appliquer à ces formule» le calcul logarithmique, pour obtenir plus promptement les résultats.
Il en serait de même si l'on voulait calculer le module kt qui précède A:, ce qui se ferait comme si l'on voulait déterminer k par h; et le degré d'exactitude de ces solutions pourra toujours être fixé à volonté , puisque
si la formule ^ = |/ -j- n'avait pas la précision suffisante , on pourrait
prendre l'une des suivantes, 9^= v/f-T—J, ^=y/f -7— J, etc., par lesquelles l'erreur est bientôt réduite au-dessous de toute limite donnée.
i42' On pourrait faire usage des formules (a3) pour déduire du module donné A;, ou de son complément k% la valeur de la fonction complète K, jusqu'à un degré de précision déterminé , sans connaître préalablement la valeur de ç. On trouverait, par exemple, en négligeant les quantités de l'ordre y',
et en négligeant seulement les quantités de l'ordre 7'*,
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K ssz -, ;
Mais plus ces formules acquièrent de précision, plus elles se rapprochent de la formule la plus simple de toutes , qui j dans les termes de l'ancienne échelle, est
de sorte qu'il devient inutile de pousser plus loin la recherche des formules d'approxiination. Nous saisirons seulement cette occasion de faire voir que la valeur de la foncti(m complète E'c, telle que nous l'avons donnée page i f 4 du tome I, est facile à déduire de celle de F'c.
£n eflfet, si l'on prend la différentielle logarithmique de la formule précédente, on aura
21/Ô 1 dy^ . c'^db
mais l'équation b^ = -^ donne t^x = % • IX"; ^® même on a. . . . .'
j^oo c^db^ db
^^=: j . ^p^ =s i {fic""^ . g^, etc. Le second membre de notre équation devient donc
db
et parce que — tt- = j; > on en déduit
^=si*H-c«(i — i c"— ic»c<^— etc.)=si — \<fc'{i + —+ -4 — h etc.). Cette quantité est ce que nous avons nommé L j ainsi l'on aura E'c=LF'c.
ii6
§ VI. Diverses propriétés des fonctions Q{q, x) et A{q, x)^
143. Ces fonctions^ qu'on peut considërer en elles-mêmes et sans aucim rapport aux fonctions elliptiques, ont été considérées jusqu'ici comme se rattachant, par leurs deux élémens ^ et or, à la fonction de première espèce F (A;, ^). La constante ç est une fonction du module k^ déterminée
5rr
par la formule q'=:e ^, ou Iog7 = — ^, K et K' étant les fonctions
complètes relatives aux modules complémentaires k el k' '^ la variable x est la même chose que l'arc circulaire désigné par O dans l'art. 69, tom. T; car, suivant cet article, la fonction F (A;, ç) est exprimée par la formule
F(A;, ^) = T7»*= — *} et d'autre part, nous avons supposé, dans les
tKx
TF
calculs précédens, F(A:, ^) =
Pour développer les propriétés principales de ces deux fonctions, nous allons d'abord les considérer comme représentant les deux séries suivantes :
©x=: I — 2^cos2j: + 2^cos4^— 29'cos&r+2^'^cos8j:— etc., Ax =5 39" sin JC — aq^ sîn Sx + ^7 * si" 5x •— etc. ,
où l'on voit que les exposans de (jf sont, d'une part, les ^narrés des nombres naturels, et d'autre part, les quarrés des nombres impairs divisés par a* L'inspection de ces suites suffit pour établir les propriétés suivantes :
0x = 0(— ar),
©(tt — a:) = 0x, ©(7r + ar) = ©jr,
Ax = — A( — x) , A (^ -f- x) = — Ax ,
et nous rappellerons ici les valeurs que prennent ces fonctions , dans les
trois cas x
j^TTj XSSZ^TT :
Ces expressions se rapportent à la quantité ç ou au module k-^ pour avoir
Aosso ,
les expressions analogues qui se rapportent à la quantité r ou au module l^y il suffirait de mettre A/ et R' à la. place de A; et R, et réciproquement.
i44* Si l'on met x^{ir au lieu de x^ ou aura, comme ci-dessus, les deux nouvelles formules :
©(^TT+jc) = i + 29cos2a: + 3y*cos4^ + 2y^ cos&r + etc. ,
A(î^+Jc) = 3y*cosar + 2q*^ cosox + 3çr * cos Sx -f- etc.
Maintenant, de ces quatre formules on en peut déduire plusieurs autres, où il conviendra de rétablir la désignation ©(çr, x) à la place de ©x, lorsque q ne sera pas la même constante, dans les diverses fonctions que Ton compare.
On aura d'abord l'équation
i©(y, x) +1® (7> ^4-ï^) = ï H-27^cos4a? 4- 37>«cos8a: + etc. ,
dans laquelle le second membre peut être représenté par ®[q^^ aar + ^-Tr), ce qui donne la formule
où l'on peut observer que le passage de la constante q sl q^ répond à celui du modulé k au niodule A., placé deux rangs après k dans l'échelle ky hy Â, • • • 9 dont l'indice est 2. Cette formule peut être misq sous ces deux autres formes
^^ 1 ©(y^fx— i7r) + 0(îSiji:+;7r)=::i©:9, x). Ainsi , on peut exprimer toute fonction ©{q , x) par deux autres fonctions semblables , où ^ est remplacé par q^ , et qui se rapportent par conséquent i un module A», supérieur de deax rangs au module A, dans l'échelle dont l'indice est a.
Les mêmes équations donnent
i©(7, ar+'ï'T) — J©(y, ^) = 37 cos 3X + 379 cos 60: + 27**cos 100:+ etc. Mais on a
A(y, x+79r)=5 2y^co8a: + 3y*cos3x + 27* cosSo: 4-elc.;
donc^
0(7^ ^+T^) — 0(7> ^) = 3A(9^, ax+i-îT),
équation qui peut être mise sous ces deux au(res formes :
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Ainsi la fonction A(^, x)^ rapportée au module k^ s^exprimera d'i manière linéaire, par deux fonctions rapportées au module k^. Une blable réduction peut être faite en sens inverse, pour les fonctions @^ au moyen de la formule
(3i) ©(y, ce) = ©(/, ^-ax)- A (^, î-acc)
146. U y a d'autres formules par lesquelles on peut déduire la foQCtioii A de k fonction © , et réciproquement, sans changer de module oa, eu conservant la même constante q.
En effet, on a les équations
t/(i -A- sin- (p) = (AO^ ^^^ ; d'où l'on lire
A'JC -I- A'A» (x + i W") = A©»JC ,
&x — kK*x = k!& (x + i *).
Ainsi la fonction © peut se déduire de A par la formule
(32) ©j: = / n A'j: + j A-Cx +iw)l; et réciproquement, A peut se déduire de G par la formule
(33) Ax = »/Q©»x-^©»(x4.i^)].
Une table calculée pour les^fonctions Q (^, at), selon les diverses ralaiin de 7 et de X, servirait donc à en former une semblable pour Jes fanctioiis A f 9, a:), et réciproquement.
Venons maintenant aux propriétés des mêmes fonctions , qui résultait de leur développement en une infinité de facteurs trinômes.
i47- Nous avons trouvé ci-dessus les formules
(9, x) = C(i— 2^cos2a:+9*) ( i— 29'cosm:+9*) ( i— 3y*co63Jt+y«*) etc. ,
A (9, x) = a9*C5inx(i — ay •cos2x-f^)(i— a/cosax-l-^^X' — a^'ccsaoc-f-^»») etc.;
où
* l'ona
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Chaque facteur de A (çr , x) , désigné par i — 2^'" cos 2X -f- 7^" , se décompose en deux autres 1 — 29" cos x + 7*", i + 2^ cos a: + T'"? de sorte qu'on aura
^' '^ lcOSï*(l+2jrC08JP + S'*)(ï+^3'*COS* + y^)(l+2jr'cOS«+^^)etC.;
mais en mettant ^* à la place de 9^^ et ^ x à la place de a; , on a
A^q^iiX)^=^C.^q*S^nix(^l'^2qco$x+q*)(l — !iq*oosx+q^)(^i — 2q^cosx+q^)etc.y
^(SfSÎ** — îX)=sC.2q^COSiX{l+2qOQSX'{^q*){l+2q^COSX + q^){l+7^q^COSX'{'q^)etC^
Donc
A (y, x) = ^. A (7^ ;|^x) A (7% isT — ^ j:).
La constante C est ce que devient G lorsque ç se change en ç^y ce qui change en même temps ky A/, K en A;,, k\y K, , A;, étant le module qui
précède k dans Téchelle dont Tindice est 2. On aura donc
C = q' *♦ r -i j ( :tkji! )% ou en substituant les valeurs K, = (i -f- A:) K ;
^ = T"^;^) = ^7 î = D. D'après cette valeur de D , on aura la
formule
(34) A(7,x) = DAC9^ix)A(7^i9r-ix)J on trouverait de la même manière
Les fonctions et A, qui se rapportent à la quantité q ou au module k^ peuvent donc être exprimées chacune par des fonctions semblables qui se
rapportent à la quantité r/*, ou au module k^ qui précède k dans l'échelle dont l'indice est 2,
i48. Pour parvenir à d'autres formules, prenons à volonté les fonctions F (A:, ^), F (A, 4) ®^ ï^ variables correspondantes a: et^, telles qu'on ait
^-5î = F(*,<p}, Î?I=FCA,4).
Désignons de plus par /4 et f les amplitudes qui satisfont aux équations
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Au reste, on peut démontrer cette formule d'une manière directe, qui servira de vërification aux calculs précédens.
En effet, on a
A{q , x)=C.2^'^8iDx(i — a^*co8ax+^)(i — a^*cos2x+^')(i — a^^cosax+f'*) etc. , My^f x) = C2jrÏ8iiix(i — 2^coi2j>|-5r')(i— 2yHx)S2X+jr^)(i— a^'oosax+j* ) ete»
Et puisque tous les facteurs trinômes de A(ç , x) sont compris parmi les fiicteurs trinômes de A(^^, x), il s'ensuit qu'on aura
j^-^=g- g* • (i — ajcûsax + y»)(i — 2y3ço3ax+^«)(i — 2^ 008 ar +
Ainsi, pour que l'équation (38) ait lieu, il reste seulement à démontrer
qu'on a C = j, 7 ^ V » y ^ ^^^ ^'^^^ ^ ^"^ résulte des valeurs connues de C et C
i5i. D'autres combinaisons des formules déjà démontrées conduiraient à de nouvelles formules, dont Tapplication peut être utile. Prenons, par exemple, dans les art. 128 et 129, les deux formules
puisqu'on a sin^ = ,^^f^»i^ ? la substitution des valeurs précedentea donnera la nouvelle équation
Ac _ 2kiAlxeixA{{w + ix)e({w+ix) t>x A*ix ©•(->+ îr) + 0*lxA»O+ix)'
dans laquelle toutes les fonctions et A se rapportent à une même valeur de 7. Maintenant, pour réduire le numérateur du second membre mettons 7* à la place de 7, dans les équations (34) et (35); ces équations deviendront
A (^•,x) = D'A (q,{a:) A (7,i*-Jx) (7*,*) = D'0(7,ix)0(7,i,r_^r),
(é\ m£ Mm S. ^^ f J en mettant A à la
place de A, ce qui donnera D'=5 f ? — ) *=/— ^/i' ^ *.
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Multipliant ces deux équations, et observant qu'on a ©(J^ — t»^) = 0(i,x + ix) et A(^7r — ^a!:) = A(i9r+Jar), le produit sera
Mab par Téquatjbn (38) on a , en mettant q* à la place de ^ et A au lieu de ky
A {q*,x) (y-,a:) = (^i)' A (^,x) = (^^ A (y,^:); donc le second membre de Tëquation précédente se réduit à
Cela posé y Féquation que nous voulons réduire deviendra
mab par les équations (33) et (33), on a
A*ix0«(i9rj.ia:)+©«ia:A*(i9r+T^)==|^l0n^--A4a:).
Donc enfin si Ton fait C"= 0'o= [^ — j y on aura
(Sg) C"0a:s=©^ix — A^x,
équation dans laquelle les fonctions sont rapportées au même module ky ou à une même valeur de q. Cette équation serait utile dans la construction d'une table des fonctions Qx et hx y puisqu'elle servirait à déterminer la fonction ®x par deux autres fonctions rapportées à une variable plus petite \x.ll est possible aussi d'obtenir un semblable résultat pour les fonctions Kx.
\52. En efiet, si dans l'équation
COS (b:=:.(^\ Aa>+.r) _ i-taiig'i^ COS V^\j) —^ i + tang*i^ '
on substitue la valeur de tang g ^^ et qu'on ait égard au résultat précédent, on aura cette nouvelle formule,
combinant cette équation avec l'équation (3q) et avec l'équation (3a} mise
sous la forme
on voit la possibilité de calculer les fonctions 0a: et Ax par le moyen des fonctions 0^0: eï A^x. Ces formules résolvent donc assez simplement le problème de la duplication de la variable dans les fonctions &x et Ajt. Réciproquement, on pourra résoudre algébriquement le problème inverse^ qui consiste à déterminer 0^a:et A^o:, par le moyen des fonctions &a: et Ax: En effet , soit 0a: :=: a^ Ax^ b y A{j tt -^x) ^zCyOa déterminera c, au moyen de a et b, par l'équation (3a) , qui donne
Soit ensuite 0- =OetA- ^A^on aura les deux équations à résoudre
C'a = fl« — X*,
Ce (^y=fl.-^fl.A« + AS
ou en £iisaiit 6* = A*Z,
De là résulte
Z:=J!l±l^^'i^ etA^ =
Ca
a — v/ (a» — ir6*) Z-— i'
ainsi l'on connaît Z et X, et par conséquent aussi 6 = A^/Z.
]53. Il nous reste à déterminer les fonctions ®x et Ax pour de très petites valeurs de x.
Pour cela nous développerons les valeurs de 0x et de (j t -f- a:), en négligeant les quantités de l'ordre x^^ ce qui donnera
0a: = 00 + 4 «^^ (7 — 4^ + 97' — iG^'' + etc.) , ®{x + l7r)=: 0i9r — 4x* {q + 47^ + 979 4- iGç'^ + etc.)
Les suites qui multiplient ^x^ ne sont point comprises parmi celles qui ont été déjà sommées ; elles pourraient cependant se déduire des deux pre*mières formules du tableau (23), en les différentiant par rapport à q ; mais ou trouvera ci-après, § YII, les valeurs cherchées
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Donc, si jrest assez petit pour qu^on puisse uégliger les quantités de l'ordre x^y on aura
Pour avoir une semblable expression de Ax^ sans être obligé de sommer une suite que nous n'avons pas encore considérée , je reprends Féquation
— , d'od résulte Ax = k* 0x sin f. Mais on a Téquation •^-^ z=sT (kj <p)y dans laquelle la supposition d'une amplitude <p très petite donne — =<P (i + |A;»(p»)j de là résulte (p== ~ ( i — ^ k^r) — "ÏV 3?"^;' etsin(p = (p(i — ^(p*)=^-L.i — 5^ (i + k^) x*J.
Substituant cette valeur et celle de Qx dans l'équation Ax = A:* 0x sin ^, on aura
Ces formules supposent qu'on peut négliger les quantités de Tordre K^«r^, ou celles de l'ordre ^^ par rapport à l'unité. Ainsi, si l'on veut qu'elles donnent dans les valeurs numériques dix figures exactes, il Ëiudra que ^ n'excède pas lo' 53", ou que la fonction F(A;, ^) n'excède pas yf^ de la fonction complète K.
1 54* Considérons encore la formule
©x = C(i — 27cos2JC-f-y*)(i — 2q^cQ^2x+q^[\ — 29*cosaar-|-y'*)etc,,
dans laquelle le second membre est composé d'une infinité de facteurs de la forme i — 29^" cos 2X + ^•", m étant un terme quelconque de la suite 1,5,5, 7, etc.
On sait que la quantité 1 -— aa cos 2X -f- a' peut être regardée comme l'un des n facteurs qui divisent la quantité i — - :ki' cos aux ^ a^"« Ces n facteurs sont
I — aa cos 2X + a%
1 — 2a cos (2X + — j + a\
> I — 2û cos r^or-f- — j + û',
I — 2^2 cos Tajr + ?^ — ^ ^J+ a'.
Si donc on fait le produit des /} fonctions
ce produit sera égal à
C*(l — 39'C0S2/ïa>-|-9*") ( ^ — 2Ç^*COS2nX+q^') (l— 29*'C0SaiM>4-y*^) etC.
Or, /i étant un nombre impair à volonté, si Ton suppose que h est- le mo* dule qui suit k dans l'échelle dont l'indice est 72, la quantité qui est ç pour le module ky sera 9" pour le module h y et la fonction (q% nx) sera ainsi exprimée
C étant ce que devient C lorsque k se change en A et ^ en q*. On aura donc la formule générale
on aurait de même
car la démonstration relative à cette seconde formule ne difiere de la pré* cédente qu'à raison du facteur 2 sin x qui se trouve dans A (7, x). Or, en vertu de la formule connue
:2"sinxsin fx'^-JsmCx'^—j. .. sm(x + ^^^ ?rjz=z2b\n¥Uic ^
la loi du produit général sera toujours la même.
i55. Maintenant nous avons la formule A'^sin ^^— *J = ^.^* *| , dont l'applicatiou répétée n fois donnera
Or, il résulte des formules précédentes que le second membre se réduit à A(»^ y ^ ^' ^* même chose que A* sin -<df \J~'\ Donc, on aura enfin
(43) ,i„^(îfi:îHT)-'^(^"»^(^+v) •-<*+— *>
formule qui s^accorde avec celle du n"" lo du l" Supplément, et d'où Pou déduirait aisément l'équation des amplitudes marquée (Sa) dans ce même
Supplément. Une semblable analyse , appliquée à la valeur de cos ^ ( — ^ j
^=(jr) r^** ", conduirait à l'équation des amplitudes marquée (34).
Nous remarquerons ici que c'est par l'application des -formules du théorème II que nous sommes parvenus à exprimer les fonctions trigonométriques de l'amplitude par le moyen des deux fonctions @(q^x)y A (^,a:), et que réciproquement les propriétés de ces fonctions nous conduisent aux formules principales du théorème I. Nous obtenons' ainsi une confirmation très satisfaisante des deux théorèmes généraux qui renferment toute la théorie de la transformation des fonctions elliptiques de la première espèce.
§ Vil. Noxwelle formule reîatipe aux fonctions elltpiiçues
de la seconde espèce.
1 56. Nous avons fait voir que les fonctions Qx et hx donnent les moyens d'eiprimer les fondions trigonomélriques de l'amplitude qui répondent à
une fonction donnée F^ ^ — ; ces mêmes fonctions vont nous fimmir des
formules nouvelles pour eiprimer les fonctions de la seconde espèce , et même celles de la troisième.
Reprenons pour cet eflTet l'équation A^ = {ky ^ f ^ dont la diffî^
rentielle logarithmique est
I — A* sin» çT 5» © (« + î ») ©* ^
si l'on y substitue la valeur ^ = — ^^9 qui résulte de l'équadon F^ =s
on aura
2K t* sin^ co s^ de (jp + î^) fltex
Soit TÇ une seconde fonction telle, qu'on ait
on aura, par les propriétés connues j
E«A; + E(p - EC = *• "D ? «n Ç = ^liiî^^;
et si Ton fait £ = ^ , E' désignant la fonction complète E'A: , on déduira de ces deux équations ,
Combinant ensuite ce résultat avec celui qu'a donné la diflërentiation, oa trouve l'équation
dans laquelle il importe de remarquer que les deux membres sont des fonctions semblables, l'une de x, l'autre dear + j'^r.
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Nous conclurons de là c|ue chaque membre est une quantité constante (*); 'et comme le premier membre s'évanouit en faisant x=o, et parsuite^ ^=o> nous aurons généralement
(AA^ — fE(P rFm^ — ^^^ — 4y »'" ^^ — 87^ sin 4r + ' ay^ sîn 6x — etc. ^^^-^ sr ^ '^ ^' exc/x I— 3jroo8ar-f-2^^co84i^— a^9o(is6x-4<etc. '
formule qui servira a déterminer la fonction de seconde espèce Ef^ nu
moyen de la fonction de première espèce Ff c=
ÎT »
de sorte qu'on aura cette expression de Ë<p en fonction de Xj
^/^^ F>f»— F» ^«L-^*' ^ rin air — ay^ sîn 4jg + 3y9 sin 6jp — etc.
\H ) 1^— "î*- •"!. * i — agrcosax-f-a^^cos^x — ag^cosGx -f- etc.*
On peut aussi remarquer que , dans cette formule^ Parc x est la même clioi^e que la limite désignée par ^ (n* 69, tome 1) des arcs —, ^, ^-y etc.
i57« Si l'on suppose âr infiniment petit, ce qui donne Ef s= ^ = ^ — , on aura
K * I -. 2^ -f. a^ — agr» + etc. '
et en substituant la valeur connue du dénominateur du second membre, on obtient la somme d'une nouvelle suite fort remarquable, savoir,
(46) ^-494+9^_,69.»+a5^*»-elc. = 5i^=l512^(îH);
c'est ce qu'on trouverait également en différentiant par rapport à ^ la seconde des formules du tableau donné ci-dessus, n* aS.
La même formule peut encore se vérifier en substituant dans le second membre les valeurs des fonctions complètes E* et K , développées suivant les puissances de l? dans les formules de l'art. 48, tome I. On trouverait ^ ainsi , en négligeant seulement les quantités de l'ordre ^,
ce qui est la vraie valeur de ^.
Enfin, la même équation peut être vérifiée jusqu'à la douzième déci* maie, pour le cas ^module AL=sin I^S^^^m moyen des valeurs connues
O Voj** le $ XI, «& celle conclusion est rigoareaiement démontrée. Tome 111. >7
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(fzsze ylogKss 0.2681:1 72324 1^9 ^t ^ — E' =o.5o343o7^a 53. i58. Soit Fo* la fonction qui sert de complément à F^, en sorte qu'on
ait F^ -f-Fo" = F'^, ou , qu'en faisant Fo" = ?-^, on ait x -(-y = s ^- E» verta de cette supposition , ou aura
E(p H- Etr ==== E« + *• sin? sina === E» + *.lî^^
mais, d'après la valeur^ = ^ ^ — x , on aura
p, ^^^p,, \w — X , 2îr y sîn 24P + 2^ sin 4^^ + 3y» rin 6g 4" ^tc.
donc , en ajoutant t^es deux équations , et réduisant , on aura la formule sui vante, qui coïncide avec celle que donne immédiatement la diffSrentiatiou (art. i56):
2ir g sin 2X — 2<y< sin /^x + iq9 sîn 6g — etc.
Soit X infiniment petit , le premier membre se réduira a h^ ou Af • et en divisant de part et d'autre par jr.nx^ on aura
a»*" 1 —29 + 29^ — 299 -f-«lc. "*" t+29 + 2fH--^^+etG. '
La première partie du second membre =s-3(K.—£');donc^.on a la nouvelle formule
? + 4</^-f9<y^+'6^" + etc. ^ K_ .p, -^^-ç.
1+217 + 2^* + 217» + etc. — 2ir»^ '^^J^
ou eu substituant , au lieu du dénominateur , sa valeur t / — 1
(48) 7+4y*+97*+»^^"+elc. = ^(E'-A"K) y/'î^.
On obtiendrait ce même résultat, en diflSsrentiant, par rapport à A:, la première formule du tableau (23).
lâg. Soit ^ une amplitude qui satisfasse à l'équatîou F%|/ = sF^, on aura
atç — li+ = Ar sin'f sin >L =5 r > - ' 7 ' ■
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Quaot à la valeur de E4 y clk se déduit de celle de E^ de Péquatiou (45), en mettanl dans le second membre. 20: à la plaiPe.de xy on aura dpnc
K' I— a^co82X-f-a^*cos4x— a3r9cos6r+.*Qbp..
air <78in4jp-*2<7*8in8rr{-3(7>iiniar— etc.
S.' I -^ ai{<aot4sH^2if^Qa88r*-<^a^8cof'i4:ix*-{»^t€« *
Multipliant d'un côté par ^, de l'autre côté pac H^rf, ^ et intégrant ,
on aura
log A' — Ic^ (i — A^sia.*^) = 4log €te — log 02X , ou
QixÇl — jt» sim^ ^^ — A'02x,
On détermineca la constante A' en faisant ^=0 et orsso, ce qui donne
Cette formule apprend déjà tpm si l'o» peut négliger sin^^ par rapport a l'unité, on aura d\ine vanière très approchée Q^x=:A^&2Xy ce qui donne ua moyen tr^ simpld de déduise Qx de Oax , eu Qor de Qx , lûcsqjoa x est très petiL
Si ensuite on substitue, au lieu desin^, sav^léurrrj' —, on aura l'é--
quation A'Qaxss€Kx — ASx^ q/jx s'accorde avec bt focnu^s (Sg) d^à trouvée.
i6o. La fimclion Qx étant dé^cloi^pée en factewa trûiQiB}e&^ comme il suit ,
©X == C( I -— 2f cos ax 4-^^} ( * ^ ^f ' ^^* ^^H* 9^X* ""^^ ^^ ^^ + 7**) ®^^- > on en tire, par la différentiation ,
(Jejc) ^^^ /jq rip ax , 4?^8inaj . 4 ^8inaj ,
exdx ""^ 1*— a9oo8ax4*9^ *^ t-^a^cw û -J-^ "^ t^a^ça«ajr-f-<y'*"T^ ' ^
mais par une formule connue j on a
donc, le second membre de l'équation précédente peut se développer ainsi :
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fyl 8În 2X + 47* sîn ^x + 4^* sin &r + 4^ sin 8« -f- etc. + 4^'^^'^^^ + 47**^^4^ + 47*sin&r + 47**"°8jc -4- etc.
«f- 4?**^^ ^^ H" 49**^4^ + 4?**^^ "H 47^^^^ H~ etc.
etc.,
et si l'on &it une somme de phacjue Tigne verticale, cette ({oantitë de* viendra
-^2« sin ax 4^ -3^ sln 4^ + ^^^ j^^sin&c+elc, j
donc enfin , réquation (45) pourra s'écrire ainsi :
(49) E4>=î51x+^(^.8mM:+^8m4«+i^«in6«-|-cte.),
Si l'on faitx infiniment petit, ce qui donne £^ = ^=:-— , on aar» la formule
qui servira à calculer la fonction complète £% par le moyen des fonctions de première espèce K et K', avec lesquelles on peut déterminer 4f. On déduit de là la somme de la suite
Dans le cas de xsj? ^ donne Ff s-K, on a, par deux expreasions différentes,
=»=iE-+K;^-;^+4-„-..c.),
Mais alors on sait que E^ = JE' +-7 (1 — A^); donc
L'égalité des deux suites contenues dans cette double équation se démontre en développant chaque terme du premier membre en une série horizontale, puis sommant les lignes verticales d'où résulteront les termes successif du second membre.
i l'on diffërentie la formule (49) > on en déduira
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(5.) x_A.sin-^=|+^(i^ + î2;^^4-^?^+etc.)
Le cas de ^ = o a déjà donné un résultat au moyen duquel cette cqua* lion peut se réduire à la forme
(53) sin'ç:=^,(^,^y^+'^^ + eic),
nouvelle expression assez élégante /qui peut servir k déterminer Pamplitude par la fonction.
En supposant ^ infiniment petit , on tire de cette formule la somme d'une nouvelle série, savoir,
(54) ,-éï.+^+^ + .-^ + «o.=^,
la même somme a lieu,, d'après le tableau .(!i3), pour la série qui résulte du développement de
^i -f- y' + y* + y* H- 7'* + elc,)*.
Ainsi ces deux fonctions de ^doivent être identiques, et l'on peut dire de combien de manières un nombre donné N sera la somme de 8 nombres triangulaires. Si le nombre N -f* i <-'St premier , le nombre de combinaisons dont il s'agit sera (N-f* i)' -f- !•
163. Si dans la même équation on fait tp^s^TTy et par suite a:=;^9r, on aura la formule remarquable
^^^J i — q^ ^ , —^ "T , _^.o ^- , _ç,4 -t- etc. _ ^.
Et comme le second membre est aussi l'expression 4^ la puissance. # • . • .
(y*-f- y* -f- y'T -j- ^ 4 -|- etc.y, suivant 1 une des équations (aS), il s'ensuit qu'on a l'équation identique
ri^+rï^ +T^«+7^4 + «t«- == (9* + 9*+r +r + etc./ ; OU , en mettant ^ à la place de 7 (*), •
(56) ïè + 7?S+ S-- + ï^ +«»*'•=' (^'^ 9'+ y-+ ^'H- etc.^
(*) Il snît immédiatement de cette formule ^qae tout nombre 8/» -f* 4 est la somme de quatre carrés impairs , et de plus, qu'il est autant de fois de cette forme qu'il j a d'unités dans la somme des diviseurs de a» + 1. De U on conclut aisément que tput
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iLiiliii , !ii (]jn> rê<|twtii>n (5a) OD suppeie ■X^îir , on aura les n^sultats soiraDs :
Iji l>remi<riv de o» Àiiutîous étant soustraite de rêi|uatîoo (55) , doiuwra ent-ore ce résultat
l.'<\(ujitk>n ^55} trans{vrtee au moduW h cyû suit A, et pour lequel ^ de- 1 K-ut <)>' Jjiu$ rôrbetle dMtt fiwfice eit a , éoamrt»
et M l'ou svM»trait de celle^-i U sevocde de» êvitutioia (57}t «b nna
YmU de iMuv«<Kti eiemples «joutes à hniuAMip d''aaircs, qâ fD m e u t t^'on peut AMiater, * {"jiHt des ïocctioos <Ilipl«)nef, ua gnad aavke de suite» xfui ïvrkieut t:«s dill:cil«f À jccuner p^r d'autres moxta^ On ■■'r«tt e«KVCY l'Or U .Sdëreututioa de i —i^su^'t. «(te fiicaak
,s.' _L._ii,_^_«,.=ïjj.._r.
■bM^H^MV^Mk «^ Mn^t «wK. fi^cin *a miins jjnrjiv. WiiifTli
<#■■ • ^» t* «Ml ii i wt n X 4M k «ma» «V |«u^v
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assez oompliquëes , surtoat si le modale est très peu diffërem de rimité. Celles que nous a^ons données ci-dessus., »spus les n"" 4^ et 49 » seront préférables dans beaucoup de cas, à cause de la loi très simple qui règne dans les diiSerens termes de ces formules.
EUes supposent quV>n connaît les fonctions complètes K et E^-ouF^Jk et E'ft, et de plus la quantité tq, pour laquelle il faudrait dresser ime table partiouli^e, comme on en a une des fonctions complètes, afin qu'étant donné le module ou seulement l'angle du module y on puisse trouver dans cette table la valeur correspondante de q^ ou seulement son logarithme.
Avec ces préliminaires^ si l'on prend pour a: la valeur ar = -. ■ J y
déduite de la fonction donnée F (A, ^)^, ou, ce qui revient au même, si l'on
&it X égal à la limite de la auite ^, ïj-, V-., etc. , -oalcul^e «selo» la raé-
thfide ordinnre d!ap|>roximalion iippliquéeji. la fonction F (A;, 9); la valeur de E<p pourra se calculer , avec tel degré d'approximation qu'on voudra , par l'une ou l'autre des formules citées, savoir :
Îp, X 1711.^*" Ç *'P ^^ —touf^ sin é^x + 3y> ain Sx —etc. ^
^ J-ir "'^ K ' I «- 2^ 008 2« + ^^ C08 4* •— ajrs CO8 6x -f- etc. * Eç) = ^ E« 4- Ç (jép ^ ^^ + ré^i *^ 4^ +• ^^^sin&c+elc).
Lorsque k = sin 45% on a y < ^; lorsque A: = sin 8o*, on a ^ < :^'^. Ainsi, dans ce dernier cas, la pctxnière formule peut encore donner dix décimales exactes , sans aller au-delà des termes affectés de ^', ce qui suppose qu'on rejette seulement les termes affectés de q*^.
164* Nous reàiarquerons ici que si l'on a une équation quelconque entre les élémens^et^., qui servait à composer 'les fonctions F.(A;,.^), et les élémens q et â:*qùi servent a composer le»tbnetions ^@ (^, or), A (^, x) , on peut,. dans cette «équation, 'changer .A; et .9 en k? et f% pourvu qu'on change en même temps q en q^ et x en 2X. On obtiendra ainsi d'une manière très simple jane transformée qui se, rapporte aux élémens k^ et ^* de la fonction F (%*, ^®), comme l'équation donnée 9e rapporte aux élémens A: et ^ de la fonction F(A:,.^). On obtiendrait ^e même une seconde transformée si l'on changeait k9 et,^* en à^ et ^^, ^t si en même temps on mettait q* à la place de 9 , et :ix à la place de x. Cette troisième équa^ tion pourrait aussi se déduire immédiatement tie la -première «en -mettant tout d'un coup kf^j (ff^y ^, 4^, à la place de ^, f , ^, â>, respectivement.
Et l'on voit que la série de ces équations peut être prolongée à l'infini , sans qu'il y ait aucun calcul* & faire pour leur formation successive.
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Comme le but de ces transformations est de déterminer la valeur uppn* chëe de la fonction £(^, ç)y ou de toute autre fonction contenue' dabs ' l'équation primitive , il faut supposer que la nature de la question fournira dans chaque cas les relations nécessaires pour que la fonction propoéëe puisse se déduire facilement de l'une quelconque de ses transformées successives ; c'est ce que nous allons faire voir dans le cas de la fonction E^.
i65. Appelons G (A, ^) la fonction complexe E (A, ci) — fF (ifc, ^) , où
l'on a € = ^; lorsque k ei ^ se changeront en A^ et ^% cette fonction deviendra G{ffy r) = E (A:*, ri— ^ F {ffy r) , €• étant mis pour £^.
Nous suivons ici les dénominations usitées dans l'ancienne échelle pour designer les modules décroissans ky IC^ k^y If'^y etc., et les amplitudes croissantes 9, 9*9 r^y r^^'y etc. On a vu que x est égal à la limite de la suite
— , Vt ^* etc.; de même ^ serait la limite de la suite —, ^7-« etc..
ce qui prouve qu'on a a:* = ax.
Soit maintenant ©'(y, x)z=z ^^'\ ou
& {qyX)s=i^q%\xï 20: — 8^sin 4^-(- i a^* sin 6x — etc. y l'équation (44) «^ra ainsi représentée
et d'après l'observation contenue dans l'article précédent , on en déduira cette série de transformées
i66. Pour avoir la relation entre G(A;, ç) et G (A:®, ^), il faut recourir nn:i formules connues
(i4.A«)E(A:,(p)=E(A«,(p-)-i(i-A-0F(A-,(pO + A:-sinÇ% (i + *•) E'A: = aE'A* — (i — A:*') F'A:% F(A,^) = Ki+A«)F(*^,r),
d'où l'on tire ces deux équations
(i + A») G (A, ?) = G {h, p') + A* Mil r-
Pour simplifier la première , soit 4^= i '^^k^p^ et par coDsëquent r>= i — h^ff^ on aura
d'où résulte
et par conséquent
« = ,_*. (1+^ + !!*!: 4- *!*!p H- etc.).
Cette valeur de € s'accorde avec celle qu'on a trouvée pour la quantité L , art. 90, tome I; et en effet, ces deux quantités représentent également le
«•apport plj.
167. Maintenant y comme on a R^(i-f-^*)^% l'équation entre G(kyP) et G (A:% ^) pourra être écrite ainsi :
KG(A,ç)s=5K*G(A:,^*)H-K**-8inÇ%
et il en résulte immédiatement
KG (A; , (p) = K***^ sin (?• H- K**A** sin (?•• H- K*«*A^ sin ^••^ -f etc.
De sorte que la fonction G {k^ ^) est exprimée par une suite infinie très convergente, et qui se réduira toujours à un très petit nombre de termes, à moins que le module k ne soit extrêmement peu différent de l'unité. Il est facile au reste de s'assurer que cette formule pour déterminer la fonction E (A: , ç)y ne diffère pas de celle que nous avons donnée art. go, tome I.
Ce n'est que dans les cas particuliers qu'on pourra décider laquelle des deux valeurs de G(A, ^), données par l'équation (44) et par l'équation précédente, mérite la préférence pour en tirer plus facilement un certain degré d'approximation. L'usage de l'une et de l'autre deviendra de moins en moins avantageux , à mesure que le module k se rapprochera davantage de l'unité; alors on pourra recourir aux formules que nous avons données dans le chapitre IX, tome II.
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C YIII. Nouvelle expression de la fonction de troisième
à paramètre logarithmique (*).
i68. Soit maintenant 2Îi==Ff et —^ =s Fa ; soit , de plus,
^ (x — «) = Fç— F« = F(p', ^(x + a)=zT^ + Fa = Vfi
on aura d'abord ^ en considérant a comme constant.
2Kdx dp dp^ ^^ ^P' .
dBx ikKdx
ensuite, l'application de la formule -—^^si (Ef—cF^), où ccs^ t
donnera les deux équations
e(x — a) <{6(x + a) nKdx
d'où l'on tire
e(x — a) e(x4-a) a^^^ ^ -rrr/
is 1«8 propriétés des fimctions donnent les équations
F^'H-F*— Fç = o, Efi'-I-E* — E^ = k' sin a sin ^ sin ^ % F^ H-Fa— .F(p'=o, Eç-f-E« — E^"= Afsinasin^sin^",
d'oii résaltenk les difiTërences F^"— F^ = aFa, E^"— E(p' = 2E« — *«sinflt sin ^) (sin ^' + sin ^") ;
d'ailleurs on a, entre les amplitudes, ces équations :
(*) Noos appeloDS, pour abréger, fonction à paramètre logarithmique la fonciioQ de troisième espèce dont le paramètre est — k*ain*m, k étant le module. On sait que ces fonctions diffèrent essentiellement de celles de la même espèce dont le paramitrv est ou peut être ramené a la forme — i -f-^'*sin*«, k' étant le complément d« k. Ces dernières defront être appelées fonclionê^à paramètre circulaire.
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sin ^' s= — ^ nr-^-ï — î-i — ^-^>
./ sîn 9 cos «A« + sin m c(M^/k# sin ^ ' = T.— ^^ — r- , ,
sin ç + sin ® ' s= . , . , - . ,^ ;
donc, en faisant les substitutions, on aura Péquation diiTérentielle
£fe(x — a) JB(x-(-a) d^ /2A*Bin*^sÎD«cos«A« 17 i 1? \
e(x — a) e(x + a) ûp \ I — «•8in*«5in*^ ' / '
dont l'intégrale est (64) cot*A«[n(*, ^)-F^] + (<F«— E«)F(p=ilog l^^y
en désignant par n(a, çl) la fonction de troisième ^P^^/TTZIiSiJîSîTîlSi'
dont le paramètre est —k* sin* et. On n'a point ajouté de constante, parce que les deux membres s'évanouissent lorsque ^=50. Us s'évanouissent aussi lorsque «ssso; car en supposant a infiniment petit, la quantité
n(a,^)— -F^ se réduit à A:*sin*a / - ^ ^ i «on produit, par cotaAtf,
ou simplement par cot cl , est donc A:* sin cl cos et f -^— , quantité qui
s'évanouit lorsque asao*
169. Nous obtenons ainsi un résultat très remarquable, qui nous permet de déterminer la fonction de troisième espèce n(eL , (ft) , dans le cas du paramètre logarithmique, par la fonction de première espèce F^ , et par la fonction 0(7, ^), qui ne dépend que de deux quantités q et x. ^Comme la fonction &x est une fonction paire de a:, on a Oâ;s=0( — x^j et par conséquent 0(a — or) ss G^x^^a). On peut donc cbanger a en x et x en a dans notre équaticMi générale , et le second membre restera le même. De là résulte l'équatidn
[P^) \ ::= cot^A(p[n(<p, et) — F«] — E^F«,
qui s'accorde avec celle du n* ii5, tom. V% et au moyen de laquelle on peut réduire l'une à l'autre les deux fonctions n(a, 9), n(9, a). ' Cette équation I appliquée au cas de f =s(S, ne détermine pas la fonction n(«, a); mais en feisant 9 = a dans Téquatiep (64)9 on trouve, pour ce cas particulier, la formule
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icot eiAa[n(a, a) — Fa] -f- F<t C<Pa— Es)
Si, dans l'équation (64) > on &it f =j7r et xs^^r, afin de détemaiiar k fonction complète ri'a, ou TI*(ky a), on aura
cot «A«(n'« — F') 4- E'F« — F'Ea = 1 log •— (.
Mais on a en général T- — a j = ^- -f* ^}> donc^ le second memlNne de cette équation se réduit à zéro, et l'on a simplement
(67) n'a = P4-^(F'Ea — E'F«),
ce qui est la formule du n* 116, tom. I*'.
170. Supposons en général F^ =1 — K , ou x = — . -, — étant vum bmc^
tion rationnelle à volonté; on aura II (a, f ) = ^ IT'a-f'WyW étant une
fonction qui doit pouvoir s'exprimer en logarithmes. Substituant cet iFaleura dans l'équation (64) > on aura
oot aà» (^ n'a+ W^ + ((Fa — Ea ~ cot aàet) ^ K
= -:iog-
mais on a n' « = F* 4- ^^^ (F'E« — E'F«); donc
formule qui pourra servir dans beaucoup de cas à déterminer la fonction Soit), par exemple, — = ^; dans ce cas, on a
^^"^ ^ = 7JT+P)' ^^^ ^ ~ ^^' ^* = *^*''
et la formule de l'arL 117, tome I, donne
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%Ki ttcùg» , ù» —{t—h')nn<tcoa» .
""~lSr °8 ùm +(t— A')8in«coi«'
donc on a généralement
ff^y. \.4 / / Ao — (i — h') »în« co8«Y
^ ' ^/» . \ ~" \ A- + (!—*') lin» co»-/*
Cette formule fera connaître la fonction ® Q + a} par le moyen de la fonction r~ — a\ Si Ton veut donc construire une table des fonctions &x pour
une valeur donnée de ^ ou de ^ , il sufl^ de calculer cette table depuis x:=o jusqu'à x=4^®, et on la continuera facilement depuis ^= 45* jusqu'à X = 90®, qui est la limite de la table; car, au-delà de ce terme, on a
On pourrait trouver semblablement une expression de qui
permettrait de calculer © (g + ^J P^^** ï® moyen de ©Tg — a\ de sorte que
la table de cette fonction étant formée jusqu'à x = ^^^iy on pourrait la continuer jusqu'à Xz=z 45*, et ensuite, par la première formule, jusqu'à X = 90*.
171. Cette table serait très utile dans la théorie des fonctions elliptiques^ puisque, avec son secours, on pourrait calculer la valeur de toute fonction, de troisième espèce n(/», A:,^), dont le paramètre /»= — A:* sin* ee. En effet, connaissant les trois élémens k^ «, f , on pourra d'abord chercher,
par la table des fonctions F, les valeurs a =3 — F(A:, «), a: s= -= F (A:, f ) ;
on cherchera ensuite, d'après le module ky la valeur de la quantité y, ce qui se fera par une table particulière dressée pour cet objet. Enfin , la table des fonctions @(çy x) fera connaître les fonctions ©(x — a) et ®(x^a) qui répondeiil à la valeur de ç. Ainsi , en ajoutant seulement aux tables qu'on possède, la table des fonctions© et une table auxiliaire pour calculer ' q au moyen du module , on sera en état d'évaluer toute fpnction donnée de troisième espèce, à paramètre logarithmique; de sorte que cette fonction, qui dépend en général de trob quantités , pourra être calculée par des tables qui n'en contiennent que deux. M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette
belle propriélë que Fusage des fonctions 0^ dont il est Tinventeur, lui a ikit découvrir dans jes fonctions elliptiques de troisième espèce k paramétre logarithmique. Il a annoncé en même temps que la même propriété pourrait anaaî s'appliquer aux fonctions à paramètre circulaire^ ce qui serait un trâs grand perfectionnement de la théorie des fonctions elliptiques ^ puisque la détermination numérique de ces fonctions ne dépendrait, dans tous les cas, que d'un petit nombre de tables & double entrée , dont les principales sont dlëjà calculées. Mais, jusqu'à présent, les tentatives que j'ai faites pour étendre aux fonctions à paramètre circulaire, la propriété qui est démontrée pour les fonctions à paramètre logarithmique , sont restées sans succéa. Ainsi nous devons suspendre notre jugement sur ce point, jusqu'à ce que M. Jaoobi fiisse connaître les formules par lesquelles il pourrait justifier son aaserlion.
Dans le cas où il serait bien constaté que les fonctions à paramètre âr^ culaire ne sont pas susceptibles de la réduction qui a lieu pour les fonction» à paramètre logarithmique, il faudrait admettre que- les fonctions à para* mètre circulaire constituent une quatrième espèce de fonctions elliptiques plus composée que les trois autres , et qui ne peut se simplifier que pour des valeurs du paramètre , caractérisée par un symptôme général ; mais alors elles se réduisent toujours à la première espèce, et ne peuvent plus être rangée» dans la quatrième.
$ IX^ application de la même formule aux Jonctions
à paramètre circulaire.
173. Reprenons Péquation (65) en joignant aux fonctioni l'indication du paramètre, du module et de l'amplitude, nous aurons la formule
cotaA(*,a)[n(— A*sin*a,A:,^) — F(A:,(p)]— E(A,a)F(A,(p) == cot (pA (A, (p)[n(— A;'sin*(p, A, ce) — F (*, flt)] — E(A, (p) F(A:, a).
Sapposons ensuite siaetssi tang C, i désignant V^— i ; on aura successivement co8« = ^, A {i, tt) = |/(i + k* tang' €) = ^^^,
'=^t* = rib' r^ = r^» F (i, «) = îf (*', ^) , £(*,«)
4- tang CA (A*, €)], n (— *• sin* «, A, (p) =* n (/f tang' g, A;, (p), et enfin
k* «in* 9 sin* md*
n (— *• sin» ^, A, «) — F (*, «) =/(7z:
•■/cr
[+lr»8m*^ tang-C) û (ifr', C)
Substituant ces valeurs dans Féqualion que nous voulions transformer, nous aurons le résultat suivant :
j^^ [n (*• tang- 5, *. f») - «>•• CF (A, ♦)]
(69) j_*l«nf^[n(-i4-*-8in'<p,A',f)-F(A',C)]
= E (A, '<p) F (A', €) H- E C*', C) F (A, <p) - FCA:, ç) F (Â^, tf).
Cette formule permet de réduire la fonction dont le paramétre est h tang* € , le module k et Fampli tilde ^, f( une autre fonction de même espèce, dont les élémens semblables sont — i -{- A;* sin* (p , A;', C ; et quoique les paramètres soient différemment exprimés, ils appartiennent néanmoins à la même forme dite circulaire.
Uéquation i l|K]uelle nous venons de parvenir par une analyse assez dé- Jicate, fondée sur des substitutioiis imaginaires, s'accorde entièrement avec
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duire Pune à l'autre les deux fonctions n(— i +A'*8in*«, ky ç) ^ n( — i-f-A*sîi^*9) ^9 a); de sorte qu'on peut échanger entre eux les angles a et ^, pourvu que les modules complémentaires k et h! soient aussi échangés entre eux. C'est la même propriété qu'oGPre l'équatîon {!) du chap. XXIII, tom. I*'; car la fonction n( — i +/r'sin'^, h\ ai) pourrait être exprimée par n(col*^, k^ a) y en même temp^ que^ la fonction n( — i-f-^'sin^a, ky ^) le serait par n(cot'a, A;, ^), et alors l'équation (73) coïnciderait avec l'équation (i').
175. Introduisons maintenant dans les deux membres de l'équation (64) la même substitution imaginaire que nous avons appliquée à Téquation (65). Par les résultats déjà trouvés, le premier membre, multiplié par i^ deviendra
^^çtnC*- tang- €, k, <p) - cos- €Fik, <?)]
-|.[F(A', 0- IfFC*', Cj-EC**, C)]F(A, f).
Quant au second membre, qu'il faut aussi multiplier par 1, il aura pour développement
£ I 1 1— 2^ cos lur cos 2a -f- 2^ cos 4« cos 4^' — etc. ) a ^ \ -^ a^ sin a« sia 2a -f- 2q^ sin 4'>sin 4a ■— etc. / £ « r I— 2^ cos 2« cos aa + a^^ cos 4* cos /^a -» etc. ) a ^l -f" ^S^ sin ax sia aa — 2^^ sin 4^ sin 4a + etc. /*
Mais en faisant 5= F(Aï', tf), l'équation F(A, a) = tF(A', 6) donne.
a= '^6i par oonséquent, acosaa = e 1^ 4-e^ =^ *^gw ^ asinaa
^ *"-— 9*" /. On aura des valeurs semblables pour 2COs4â, asin 4a, etc. ; ensuite , faisant
y ••-fyV-ty*oos4«\y *+yV— f*cos6flf\jr •'+y»/+etc.,
(—2* aAV /«é* <*\ /— £* ^\
g •"— jrV— ^•în44p\jr •"— ^*/+y«8in6af\y •^_ ^r*/— etc.,
on aura
ilog0(x-a)=Mog(P-»Q),
iloge(x+a) = i|og(P + «î);
donc
Tome III
l/^6 FONCTIONS ELI.1PTIQUES,
», e(« — a) », P— jQ
Soit enfin A un arc de cercle tel qu'on ait
rx Q wnaA7 '—q'^J^nn^xXq '—g *" J+^nSÀ^ *'— y^^— etc.
la ngn= p=— JE — y ^^^ f^it*A (^*^ ah
l'-^cos^Kq *-HV+y<ocw4*\y '-H^'/— f«coi6»\j^ •+f*/-^etci
I^ quantité logarithmique qui précède se réduira i l'arc Q ; ainsi du cette nouvelle formule
^^ [n(A' tang'C, A, ^)- C08- CF(A, f)]]
176. On voit maintenant qu'au moyen de la substitution ima^naire sin CL = I tang ^, la fonction à paramètre logarithmique n(— Afsin^tf, A, 9) s'est changée en une fonction & paramétre circulaire II (A:* tang* ^^ k^ ^)-, mais cette transformation ne nous procure pas l'avantage d'eiprimer la fonction à paramétre circulaire par une nouvelle fonction qui ne dépende que de deux quantités. En effet, la fonction Q, qui est devenue notre nouvelle auxiliaire, dépend essentiellement de trois quantités Çf x^ b ^ et l'on ne voit aucun moyen de la décomposer en deux parties qui pourraienl s'exprimer chacune par deux quantités seulement. Ainsi la propriété remarquée dans les fonctions à paramètre logarithmique ne parait pas s'étendre aux fonctions à paramètre circulaire.
177. Dans la formule (73), nous avons adopté pour type des paramètres circulaires la forme — i + ^'* sin' a , relative au module k. Pour noua oon* former à la même supposition, nous combinerons l'équation (72) avec l'équation (74) 9 après avoir mis dans celle-ci a & la place de 6. Noua ob • tiendrons ainsi , pour .les fonctions à paramètre circulaire, la formule type:
SUPPLÉMENT
Changeons dans cette formule les trois quantités a^ k, ^y en trois au 1res Py kfj a, respectivement, ce qui changera en même temps ^ et a en r et X ; nous aurons la formule semblable
(76)^ [-a'4-arcUng(Ç^.-^)),
I— rnDaA/* •'+r'/+r*ooi4Ar *— r'/— r9cos6a\r *^ -f r''/ +clc.
178. Maintenant, si l'on combine ces deux équations avec l'équation (73)^ et qu'on applique l'équalion des fonctions complémentaires 7- + -?^ — t
= -^^ j on aura la formule suivante, qui contient une propriété fort remarquable des fonctions Ci et d'y
(77) n + n=arctang(^.^^jj^,-^^j^J-ï7r. :^ .
On verra ci-après que le cas de ^^-^tC^^x donne Q=o et A'==|7r — a, de même que le cas de As=-^^s=a donne Q's=o et 11=5^^—* a:.
Moyennant cette formule, on peut rendre plus simples les équations (75) et (76), en les écrivant de la manière suiv2r>te :
(78) \ ^ rW T
1= a + [|;jF(A,^)-E(*,<p)]F(A/,«).
179. Pour avoir la fonction complète, soit f ssî^i et par suite «s-^tt^ il faut Sabord trouver la valeur de Ci'\ or, dans ce cas, la fraction égale à tang A', a pour numérateur
rsin 2a{r^^ — r«) — r*sin 4«('^* — '*) + ^ »n6a (r^* — r*) — etc. , quantité qui se réduit à
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sin aa — r*(ân2fl + sin4û) + t\s\n^a + sia6a) — r^\s\n 6a4-ûn8a) 4- elc. s= 2cosii(sina— r*sîn3û+r*sin5û — r'*8in7a -f" ctc-) î
le dénominateur de la même fonction se réduit de même k
asîn a(sma — r^sin 3a + r^sinSa — r'^sin ja -|- etc.).
cosa
Donc, on a tangfl'ss-: — , fl'ssj'Tf — a, et Féquation C78) donne
= i* - « H- [II- F(^, «) - ECA', «)] F'A ;
mettant au lieu de a sa valeur ^ F(A', a) s= ^^^^(K'E'iM-KE'JK— KIL'), on aura la formule
[= i TT — F';tE(A', «) 4- E'A:F(if , *) + F'AF(ifc' , «) ,
qui s'accorde avec la formule (/»') du chap. XXIII, tom. I*. £11 second lieu, si l'on fait ^ et x inGuiment petits, on aura
tangû=-;logr.5g^.
Mais logr=-f et:r=^F(*, (p)=f^ ?j donc, fl'=^^.^^. et de l'équation (78) on déduira
équation qui n'est autre que l'équalion (44) > dans laquelle on changerait les quatre quantités k, Çy Çy Xy en quatre autres A/, «t, r, a, respecti* vement.
180. Soit maintenant a infiniment petit, ainsi que et =5 9 on aura
T.nox.— rx_o '^ '-rV — aAr '— r»/+3Ar '_r»/ — etc.
Soit T ou ï(r, a*) une fonction de r et a: , ainsi exprimée :
r * + r'y+rV ' + »•'/ — Ar '+r'/ + ctC-,
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et le second membre de Téquation (78) deviendra
Quant au premier membre y il se réduit d'abord à
et ultérieurement à
donc , la supposition de a inGniment petit donne l'équation
Multipliant tous les termes par ^ ou son égale ^^^ . , on aura Vé-
quation différentielle
dont l'inl^rale est
log T - logco. =/g E4> - (. - II) ?^ + const.
Si l'on suppose Finl^rale f-A^Pj prise à compter de ^=0, on trou-
vera la constante =log(i — ar+a/'*— ar^+elc.) =s ^log — r. On a donc généralement , entre la fonction T et la nouvelle transcendante j ... l ùlk 0) ^^^^ ^)* ^"^ ^^^^ représenterons par T(A, ^), cette équation
(8,)l<«T-log«»,=T(i,,)-(.-^)î:âvt)+ji<^î£».
181. Une équation de même nature va nous être donnée par la formule (77) > dans laquelle nous supposerons a et a infiniment petits. Nous
avons déjà trouvé que cette suppontion donne ^' ^== "^ ^ * fjz i ^^'^ donne en même temps
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_ ^a, ysina-T— ay^sin4x+3y9sin6j— etc. __*■*• JSfa, a^
*~" ^ "*6y* i«_jiyootax+a£<co«4x-— âj'côsBx+etei~~"aK * 9(gf x)JJc
Eufin , on a dans le même cas
on. »o„„ / ^(^.») 1(*2-A f » F(*. ») F(*% *)
• =*V15tf — î''--Ki^>
D'après ces valeurs , l'ëquation (77) donnera on nouveau résultat) savoir,
w_ de(q, x) r «^ j.:^ F(fc,») _ A(i6,f)
iKBÎ^yclx aKT2i"'"aK* K' — ootf *
Multipliant tous les termes par ^ €£r, ou par ^^ J. j on aura l'ëquation différentielle
dont l'intëgrale est
(82) logT(r, J?)— Iogcos^=loge(7, jc)4.^P(*, f) +C'.
Si Ton fait 9 = oeta: = o^on aura la constante
^ ~*^i— ay+ay*— 2^9+etc. ~^*^W
]8a. Si dans l'ëquation (8a) on change les quantités A et ^enA^eta^et par suite les quantités q^ r, x en r^ q^ a^ respectirement | la fonction T(r, x) deviendra T(^, a)î de sorte qu'on aura
et cette nouvelle fonction sera déterminée par l'équation
(83) logT(y,c)-logcos-i = loge(r,a) + .^P(A', -i) + ilog^. Si l'on substitue dans ces deux nouvelles formules les valeurs
]ogT(r,ar)-logA(^,x+i9r) = ^F-(A,^)+ilogJÎ, logT(7,«)-IogA(r, a + i^)=^F-(A/,«)+ilog^î
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et en substituant encore les valeurs F (A, ^) = , F (A/, «) s=s , on
pourra donner a ces équations la forme suivante :
(85) T(7, «) = (J)V^A(r,fl + i^).
D'où Ton voit que les fonctions T(r, x)fT{qj a) s'expriment assez simplement parles fonctions AÇq, ^-f-^Tr)^ A(r, a + î*^); ^^ comme l'une des quantités ^ et r est plus petite que rff l'autre étant plus grande, et pouvant même être aussi peu différente de l'unité qu'on voudra, l'une des deux suites désignées par T(r, J?) et T(Çf à) sera toujours beaucoup moins convergente que l'autre. Or, la suite la moins convergente s'exprimera^ dans ce cas , par celle des deux fonctions A , qui désigne une suite fort convergente } de sorte que les formules précédentes serviront à Êiciliter beaucoup le calcul numérique des fonctions T, comme elles serviraient à faciliter celui des fonctions A. Tout se réduit à substituer , dans le cas de non-convergence, une fonction A à une fonction T, ou, réciproquement, une fonction T à une fonction A.
i83. Revenons maintenant k l'équation (8t); en la comparant à l'équation (83) , on en tire cette nouvelle formule ,
(86) log©(7,*)=T(A,<p)-^F'(A,?)-|.ilog^,
T(A:, ^J^déagnant l'int^ale J ^u ^) E(A:, ^), prise à compter de
On peut remarquer que l'équation (44)) multipliée par dx^ et intégi*ée , aurait donné immédiatement la formule (86) ; mais il n'était pas inutile de démontrer celle-ci par yn autre procédé. Cette formule permettra de déterminer la fonction O ( f , ^ ) par l'intégrale T( A; ^ ^ ) , qui présente plus de fisKâUté pour être réduite en tables , conune nous l'expliquerons ci-après.
i84« On sait que pour toute valeur de 9 qui satis&it a l'équation F(A, ^)zssm¥^k^ m étant un nombre rationnel , on a
n(— i-f.if*sin»«,A,(P) = Jwn*(— i + ^'^sin-A, A) + W,
W étant une quantité déterminaUe par des arcs de cercle. De là il suit que dans tous ces cas la quantité ti' cessera d'être transcendante, et
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pourra se déterninier algébriquement par des arcs de cercle au movea de l'équation
On pourra donc, en donnant & m des valeurs rationnelles asses simples , trouver difierentes formules plus ou moins dignes d'attention pour exprimer les valeurs correspondantes de Ci'\ mais nous ne nous arrêterons pas à en donner des exemples.
La théorie contenue dans ce paragraphe nous a fait retrouver, par des moyens nouveaux, toutes les propriétés auxquelles nous étions parvenus dans le chap. XXIII du tome I*', pour les fonctions à paramètre ciiculaire. Ainsi, nous avons trouvé, i^. que la fonction type de cette espèce , représentée par II ( — i -f- A/* sin* a , A , ^ ) , peut être exprimée par une autre fonction semblable n( — i -f- 1^ sin* ^^ hl^ m)\ de aorte qu'on peut échanger entre eux l'angle du paramètre et et l'amplitude 9 , pourvu que le module k soit remplacé par son complément V. a^. Que la fonction complète à paramètre circulaire peut toujours ^exprimer par des fonctions de la première et de la seconde espèce , et qaHl en est de même d'une fonction non complète , mais dont l'ampUtude f satisfait à l'équation F ( Xr ^ 9 ) = mY^k , m étant un nombre rationnel quelconque.
De plus, les formules auxquelles nous sommes parvenus dans ces nouvelles recherches nous ont fait découvrir deux nouvelles transcendantes Ci , £i\ représentant des arcs de cercle , qui se déduisent aisément l'une de l'autre, et dont l'usage est de faciliter autant qu'il est possible la détermination numérique de toute fonction proposée n(— i -f- A^* sin* ^yk^^)^ jusqu'à tel degré d'approximation qu'on voudra. On choisira, pour cet eflfet, entre les deux formules (75) et (78) celle qui contient la plus convergente des deux fonctions CL et OJ.
Les formules dont nous parlons sont vraisemblablement ce que l'analyse peut offrir de plus parfait pour l'approximation dos fonctions à pa* ramètrc circulaire; elles paraissent préférables à toutes celles que noos avons données pour le même objet, et elles n'exigent de calculs préliminaires que ceux qui peuvent être faits aisément , soit par la table 1**^ soit par la table IX. y
$ X. Seconde manière (T exprimer les fonctions à paramètre
logarithmique.
i85. Puisque la fonction 0(9, x) peut être exprimée par l'intëgrale T(A;, ^) ss | \ f^ i E^ky f)y ainsi qu'on l'a vu dans Part. 176, il s'ensuit
que la fonction dont le paramètre est — A*sin*«t pourra s'exprimer par le moyen de cette même intégrale , ce qui sera un perfectionnement notable apporté à la découverte de M. Jacobi; car, d'une part, on n'aura pas besoin de la table auxiliaire, qui servirait à calculer la quantité q par le moyen du module donné k; et d'autre part, il sera plus fiicile de c(»istruire une table des valeurs de Hntégrale T(k, 9), d'après les données immédiates A et f , les mêmes qui sont employées pour trouver les fonctions F(A;, f) et £(A;, f),- qu'il ne le serait de calculer la table des fonctions &(q , x) , d'après de nouvelles données ç et x. Ajoutez k cela que la méthode des ordonnées moyennes, qui a contribué beaucoup à fiidliter le calcul de la tablé IX , s'appliquerait avec non moins de succès au calcul des intégrales J ^Jt ^\ ^{k, f), puisque Tordonnée tW-^9
qui répond à chaque degré de l'amplitude f , est déjà connue presque entièrement par la valeur de E(A:, ^) comprise dans la table. Faisons voir d'alxnrd comment on peut parvenir directement à la nouvelle formule de réduction.
186. Soient f'étf^ des amplitudes, telles qu'on ait pour le module
commun A:,
F^' = F^-— Fa,
on aura en même temps
t^f 4- Ed — E^ ss A:* sin asin 9 nn ^\ If 4-Ea— E^sAf sinasinfsinf';
d'ailleurs, les amplitudm*^ et 9' se déduisent des amplitudes f et «, par les formules connues
9111 ^ ces «A«— lin « 00s fA^
ùnçf
i«-A*sin*«sm*f '
.;« VI— sitt» eoê mù m- ^ lîn m coi f A»
sm 9 sss -. -v-T — . a^
^ i7-ip*sin*«sin*f
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Considérons maintenant la fonction Z=:T^"— T^'==|'^E^"— /"^Ef 'j
si l'on regarde a comme constant, on aura ^F^' =s dFp ^ ou ^ss^y
et semblablement ^ = ^ ; donc, Z =f^ (E?" — E*0- Maw> P" *« formules précédentes , on a
E(p''— E^' = 2Em — A'sina sin^(sin^' 4- »în^/),
SU) O' -H SmO S= 7— T-;; r-r- :
donc
Z = / ^ (oEa — a A;' sin a cos «A* . if ? f . ^ ^ ,
J àp \ I — ft' iin*« 8m*f/ '
ou en réduisant,
z = (aEa + acot«A«) F? - acotaA^ /^,^^.^^^;,;,.^)^ ; donc on a la formule
T^''_Tç's55 2EaF^ — 2CotctAa[n(— A*sin'a, A, ?)~F(*, ^)J,
à laquelle nous n'ajoutons pas de constante, parce que le second membre s'évanouit lorsque ^=o; quant au premier membre, il devient Tflt—T(— a).
Or, il est aisé de voir que Fintégrale T^ s= / ^ E^, quW suppose prise
à compter de ^ = 0, reste le même quand on change le signe de ^^ et qu'ainsi T^ est une fonction paire de (p. Donc , Ta =s T(— «) , el ainsi le premier membre se réduit encore à zéro , lorsqu'on a f s=s o. 187. Nous parvenons ainsi directement à l'équation
cotaAa[n(— A:*sin*a) A, ^)— F(A, ^)]
qu'on aurait également trouvée, à l'aide des équations déjà démontrées, cot « A« [n(— *• sin' « , A , ?) — F(A , ^)] ) e(* —«)
+(|;Jf«-e«)f(a,^) |-'*°«-ë(:?+^»
log©« = T(A:, ^)-|iF«(A,?)+ilog.2H.
En effet, puisqu'on a 2_ — : F(*, ^), — - = F(A, a), il en résulte
• îSfc^ =:F(A. <p) - f(k, a) = F(A, ^'), aK(^ ^F(A, ^) + F(A, «) = F(A, ^")j
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et en faisant les substilulions de ;r — a et x^a k la place de x dans log@x, on en déduit
ce qui donne encore la même formule
ootaAct[n(— A;'sin*a, k, ^) — F(*, ^)] = E(A, «)F(A, ^) + i r(A, (p') - ir{t, (p")i
et , parce que le modole k est commun à tous les termes , on poom écrire plus simplement
cotaAa[n(— A:»sin*flt, <p) — F<p]=EfltF(p+^T^'— iTipT'.
Si Ton change ot en ^ et ^ en a, le module A: restant le mén^e, (p' chan'* géra de signe, mais non T^'^ qui est une fonction paire de ^'^ on Aura donc
cot^A^{n(— A*8in»<p,a) — Fflt] = E(pFa + iT^'— iT^':
de là t>etie formule de transformation déjà connue ,
(88) cot (tAA£n(— *'sin'«, ^)— F<p] — €Gt^û^[n (~ /t'sin^f , et)— F*] =EaF(p — E^Fa,
dans laquelle, si l'on fait ^ss^T, on aura^ pour déterminer la fonction complète, l'équation
cot aAflt [n' (— k^ sin* a, k) — • f'k'j =: EaF'A — E'AF<e ,
qui s'accorde également a^ec Ja formule oonnue.
i88. Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les moyens de calculer l'int^ale T{ky ^)j et sur la figure de la courbe dont p serait l'abscisse et T(A;, p) l'ordcœnée ; on va Voir que «cette courbe s'approche beaucoup de la »mple pardbole dont l'équation est Ajr ss p^^ et qu'il y a entre ces deux courbes une infinité de points communs placés à distances égales dans le sens de la ligne des abscisses.
Considérons d'abord les deux ampUtuiks «^ et ^ , qui satisfont à la
formule de duplication F (A;, 4)= ^{^f 9)^ ^^^^^ annoiis «^s^ ^,
n-=f^H=^»f^H; doue aTV-iT4;«/g (,^ -. E4) =/^7~Tra^^ = - i '«g <i - *' «n* ^)- D'où l'on voit que la
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fbnclîoD T4 ^ déduit très simplement de la fonction T^, qui répond k
une fonction F^ , moitié de la fonction F4 ; on aura , en effet ,
(89) T>|/ = 4T^ + log(i— A-sin*^).
Réciproquement, la fonction T^ se déduira de la fonction T«^ par
l'équation
T<p = iT4 — :ilog(i— A'sin*^).
D'ailleurs , pour déduire ^ de ^ , on a l'équation taiig ^ 4 ^^ ^f ^<^ 9 9
d'où résulte i — A' sin^ ^ = ^^ , et ensuite sin ^ = l/f ^^i + a403 ^ ^"
sin^= ., ... ^t !"!*,// T": — r\- Telles sont les formules de rédae-
tion qui se rapportent à la duplication des fonctions de la première espèce.
1 89. En second lieu , on peut tirer des fonctions complémentaires
d'autres formules de réduction. Soit F^ -j" ^^ ^= ¥*ky on aura... • ••
g + ^ = o, E<p-|-Ea-E'*=*«8in?»intr = t±li!Af2L?, et do équations T^ ==/^ ^ > '^'^ ^fzr E<^ = — / ê E* > <>•» ti««» Tf — T»
4-const. Si l'on fait f = o, on aura cr = |-7r, et la constante sss-^T;*^' ; donc, ayant supposé F^ + F^ = F'^9 il en résulte la formule
(90) T(rs=Ti7r+T^ — E"A;F^ + logA^.
Soit 0r = o, ou ^ = -^7r, cette formule donnera
Ti7r = ^F'AE'A — ^logA'.
On trouverait le même résultat en &isant trss ^ ; car alors on a
F^ = iF'A et A^=ï/A/.
Si dans la même formule on fait à la fois ^ = ^ et 0* =: — î 9r, on aura
T(r = T|çT, F(p = 2F'A, A(p=:i; par conséquent,
(91) T7r = aF'AE'*.
Soit maintenant F^ -f- F-\> := F^ =s sF'A; , on aura E^4-E4 = 2E'A, ^4.4=B-T, £*p-f-c^ = o, AfssA^j
donc T^-T4=/(|E^-gE4)=/|(E^H-E4)
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Soit f = ^9r, on aura «^/sIt; donc C =3 — 2E'Â:F'A:, et l'on a la
formule
Celte éqnation fera connaître la fonction T^ depuis ^=î7r jusqu'à ^ss'Tr, en supposant qu'elle soit connue depuis^ = o jusqu'à ^ss-^t; or, il n'y aura jamais lieu de passer cette limite quand on appliquera la formule (87) à la détermination de la fonction n(— ^*sin*«, A» ?)• Mais examinons quelle est la loi de progression de la fonction Tp depuis ^ = 9r jusqu'à ^ = 00.
190. Si l'on change le signe de Ç dans la formule ^3), on pourra , des deux équations, en tirer une troisième , savoir :
Dans celle-ci , fiiisons successivement Çss^^r y iC ^ \7r ^ a^r, etc. , nous aurons, en ayant ^rd aux résultats déjà trouvés ,
Ti7r=iF'A:E'A:— ilogif, Tît = !iF«*E'Ar,
Tf7r = Tl7r+ aT^r, T27r= 4T7r,
Tf7r=Ti5r+ 6Tst, T3^= gTçr,
ri7F^T\7F+ laTîT, T4^=i6T7r, etc. etc.
Il s'ensuit que n étant un entier quelconque, on aura généralement
(94) T(^,r)=:(^)T^+ilogl,T(«r)=»-T*.
Si l'on imagine donc une parabole qui ait pour équation Kj = x*, le paramètre A étant — ou p,^,. , la courbe dont les abscisses sont f et les ordonnées Tf , rencontrera la parabole dans tous les points où x est un mnltiple de 7F. Dans tous les points intermédiaires , l'ordonnée de la courbe surpassera
l'ordonnée de la parabole de la quantité constante î log tt) quantité d'au*
tant plus petite , que le module k sera plus petit ; mais en même temps le point de la courbe qui a pour abscisse ('i + î}^) sera toujours situé au-dessous de la corde qui joint les deux points dont les abscisses sont mr
et (A-Hi)^,ladistance étant ^T^-r^log jp^ou^ F*A:E"A: — ^log^, quantité qui a pour limite \og a.
191. Si l'on suppose l'amplitude ^ très petite, on aura, pour déterminer T^, la formule approchée
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(95) T,=/AE,= Ç(.+J*-^-ii'-i!^^), .
dont Terreur ne se fait sentir que dans les termes de l'ordre f*. La parabole osculatrice de cette courbe aurait {H>ur écpiation/ssE^, et son paramétre serait égal à a. Dans la parabole que nous avons traoée, le parannâlie A = ,g qr; il est égal à a lorsque k est très petit, parce qu'alors on a
F'kE^k == j ; et lorsque A: = sin 45*, on a A = i «9706. AioM «a voit que
même a l'origine des abscisses, les deux courbes se touchent et sont presque confondues, à moins que k ne soit très près de l'unité.
Maintenant il eat aisé de Y<Mr comment, pour une valeur donnée de f moindre que ^tt, on calculera la valeur approchée de l'intégrale Tf . Si
Tauiplitude (p est très petite, on aura T^ = ^^^u +g *V) » rerreur n'étant que dans les quantités de Tordre ^'*
192. Pour ramener à ce cas celui où Paroplitude f a une valeur quel* conque moindre que {tt^H faudra, par les formules de la bîssecUoni cal* culer les amplitudes ^\ ^"y ^"^ qui répondent aux £)nctions ^Ff, i^ff |F(p, etc., et l'on parviendra bientôt k une amplitude f^ assez petite pour que Ton puisse négli{;er les quantités de l'ordre (^)' par rapport k (f^)*, ou les quantités (^/ par rapport à l'unité. Arrivé A ce terme, oA IVm a immédiatement la valeur de T(^), on remontera de chaque amplitude à l'amplitude supérieure, comme nous levons vu que l'on pent remonter de l'amplitude ^ k l'amplitude 4 9 ^^ V^^ ^^ ^^^it par la formule
T(4) = 4T(<p) + log(i— A-«n^^).
La multiplication par 4 appliquée à la fonction T^ pour en déduire T(4)» ^ répète autant de fois qu'il y a de termes dans la suite des amplitudes calculées ^', ^'', ç'" j etc.; mais le degré de l'approximation, rapporté à un terme fixe, est toujours mesuré par les quantités jle Pordra
193. Pour donner un exemple de ces calculs de bissection, auppoaone qa^étant donné T^^ s: lF'A:E'A;+Tlog Q.), on veuille avoir la ftnction
T^ qui répond à l'amplitude <p, telle que F^ = î F'A:; il faudra, dans les
formules de duplication , faire 4 = i''^ 9 sin*^ s=; — rp, ce qui donnai:»
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ou T^ = iF'AE'A— ilog^^;
semblablement , si Pon prend Famplitade (p' telle que F^' =s ^ F' A: , on trouvera
T?'=f. F'ArE'A- ^ log 2^ -ilog(i -A'sin*.p')i formule où il restera à substituer la valeur
194* Ces méthodes feront connattre la valeur de toute fonction proposée T{kf^) dont le module donné est ky et dont Pamplitude ^ est prise à volonté de à ^tt. Mais s'il s'agit de la construction d'une table , il serait trop long de calculer chaque terme par les procédés indiqués y et l'on ne pourra mieux &ire que d'appliquer la méthode des ordonnées moyennes à la formule intégrale f^ E^, comme on l'a &it dans la constructioa de la table IX pour les fonctions de la première et de la seconde espèce, représentées par les intégrales f—y fd^ùk^.
On se proposera donc semblablement de calculer la table des fonctions T{ky ^)y pour toutes les valeurs, de dqpré en degré, tant de l'angle du module que de l'amplitude , depuis o* jusqu'à go*. Pour cela , il faut avoir,
pour chaque demi-degré du quadrant, la valeur de ^, qui représente l'ordonnée moyenne employée dans le calcul. Et parce que la valeur de E^ n'est donnée immédiatement , dans la table IX, que pour les degrés en-^ tiers, on pourra se borner, dans une première opération, à construire la table de a en 2 degrés d'amplitude , sauf à intercaler ensuite une moyenne entre deux termes consécutifs, si l'on veut étendre la table à tous les degrés d'amplitude.
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§ XL Solution d^une difficulté reloSwe à la démonstration
de r équation (44) àe Vart. i56.
195. N0U8 sommes parvenus, dans l'artide cité, à une équation doot les deux membres étaient des fonctions semblables , Fune de x , Paatre de x^\nc\ celte équation pouvait être représentée par 9jt s= 9 (x «|- ^ir). rious en avons conclu que chaque membre est une quantité constante; et comme ^x s'évanouit , ainsi que 9(a? + |7r), lorsque Jt ^ o, nous avons cru pouvoir (aire en général ^x s= o , ce qui est l'équation (44)-
On peut opposer à cette conclusion que deux fonctions telles que #x et ^ (^ + 7^) 9 pourraient être égales pour toutes valeurs de Jt , même devenir nulles simultanément pour un certain nombre déterminé de valeurs de x^ sans cependant se réduire à zéro pour une valeur qudconqae de X. Par exemple , si la fonction ^x était composée d'un eu plûsienrs termes de la forme ^sin 4^x, m étant un nombre entier, on pourrait substituer x '\^\nc à x , sans changer la fonction ; de sorte qn'on anrait toujours 9x = 9(x + Î9r): de plus, les deux fonctions s'évanouiraient pour toute valeur de 1{X égale i un multiple de 'ar, et cependant on n'aurait point en général 9x=o.
Pour résoudre cette difficulté , nous aurons recours aux formules de duplication que nous avons rapportées dans l'art. i5g; et d'abord il finit prendre, dans Tari. i5i , la formule (Sg), où l'on mettra ax à la place de
or, ce qui donnera
C'0ax = &x — SSx.
Mous avons d'ailleurs sin ^ == CA — ; ainsi , en substituant la Taleur Ax = k^ Gjp sin 9 , nous aurons
C02X =: ©♦x ( I — *• sin^ <p).
Cette équation, étant différentiée logarithmiquement, donne
de^x ^^^ ^dex 4^8in^f co8^ ^ ta* ex I— it*tm«^ ^'
Si Ton fait ensuite F4 = :2F^, on trouvera aisément, par les formules du Tart. i58, que l'équation précédente peut être mise sous la forme
Il en résulte par conséquent 9x = ^9(3ar), seconde propriété générale des fonctions O, qui doit être combinée avec la propriété dé]k oonnue
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^x = ^ (a: -f- I ^) ; elles supposent toutes deux que le module k resle le même pendant que x varie.
Or,ona F^ = ?5f et E^=/^-^'a.^=/?^ (i-A^). Ainsi,
on voit que la quantité 9Xj qui représente le premier membre de l'équation précédente 9 peut être développée en une série procédant suivant les puissances ascendantes et impaires de x , de sorte qu'on aura
*a: = A« + Ba?» + Gr' + Dj:' + etc.,
A, B, C, D, etc., étant des coelfîciens constans : mais alors on aurait
aussi
* (2x) = 3 Ax + T^Bx^ -f. 2*Car* + a'Dar" + etc. ;
et de l'équation <l>x = \^ {2x) on conclura B = o, C=s:o,P = o, etc. 11 resterait donc simplement <bx^=Ax^ valeur qui ne s'accorde avec la seconde équation ^a: = <t(ar-|-7 7r) qu'en supposant Aâ=o; donc on a généralement l'équation <bx = 0, que nous voulions démontrer. Mais il y a encore une manière non moins satisfaisante de parvenir au même résultat.
196. Dans l'équation (35), mettons 9* à la place de ^ , et :2a: à la place At X y nous aurons
Comme on a d'ailleurs
V/(, - A-sin- (p) ==(Af)î ?%i?±i^, et par conséquent
©(y,î?r+x)==(*X'0(y,x)(t — A*Mn*(p)* = 0(y,içT — X),
l'équation précédente pourra s'écrire ainsi ,
et sa différentielle logarithmique sera, en supposant d&(çy x)sss&(çy x)dxy
& l'on substitue dans ce résultat la valeur *^ = — A (A:, f), on en déduira l'équation
©toi*) e(^, ajr)~ w ' A(^,t) •
D'un autre côté, nous avons (art 167) l'équation
ToHE III. 21
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J^GCA, (p)-^° G(A-, <p-)= î^ sin n
tt , en comparant les seconds membres de ces deux équations , on >'a&bixve aisément qu'ils sont égaux; car, suivant l'art. 63, tome I*', on a
hin O^ssi ^ . . * '"f^^\^ . Il reste donc à faire voir qu'on a
Â'KoLo
i— 75 = Kk*y c'est ce qui résulte des valeurs connues Kss(f^il^)K^, A:*= ^, . Donc on aura l'cquation
ULi l'on remarque que le second membre n'est autre cbose que le premie»-, dans lequel on mettrait A:^ et ^* à la place de A; et 9; car cette siibititution exige qu'on mette en même temps ç^ et 2X à la place de ç et JC.
Cela posé, si l'un désigne le premier membre par 0(A,'^), le second membre sera <l>(k?^ 9'') , et l'on aura <t (A:, 9) = O (A:*, ^®). Par la même rai« son , on aurait * (A;*, <p^) = * (A:*% ^•*») , * (k^^, (f"^) = *(Ar*, ^•^) , clc- ;
donc on aura en général ^ (A:, ç) = O (A^, 9^). Supposons que la suite k ,
k^^ k^y etc., soit prolongée jusqu'à un terme A^, qu'on puisse regarder comme n^ligeable, ou même infiniment petit, alors la valeur de 9, cor'>
pondante au module Jt ^ sera le terme de rang [â dans la suite ^*, ^^
q^y etc., et par conséquent sera q^) d'où l'on voit que ce terme sera en*
core beaucoup plus négligeable que AT : et puisqu'on a
on pourra , dans le second terme , faire
© (y^, nTx) = I , et 0'(î*^, 7!'x) « o ;
ce qvi rédiiit la valeur de 0(A: , f ) au premier terme G{ir, f^)
= [E(A: ,^'*)-T-^F(A: , ^'*)]. Mais dans ce c^s^^ù A;'* est censé infiniment petit , on a K^=f9r s=s E*kf*j /*= i ; on a de plus
E(Ar,f)z=zI(fr,f)=f; donc <b(jt,^) = o'.
donc on a en général ft(A:, 9) = o, ou
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§ XII. Démonstration 6^ une formule générait qui s^ applique
à un grand nombre de transcendantes.
197. Cousidérons l'intégrale 4«^= f r~Y7(~\^ ^^^^ liaquelle fx et
^.r désignent des^ fonolions entières^ de x. Celte intégrale se rapportera aux fonctions ellipliques> tant que 1» variable x ne passera pa&- le- 4* ^^* gré dans ^\ mais au-delà de ce degré* elle désignera des transcendante» d'un ordre de plus en plus élevé. Il s'agît de faire voir que toutes- oes transcendantes jouissent d'une propriété générale analogue à celle que nons avons trouvée , pour les fonctions elliptiques, diins le chap; XVI, tome !•', du Traité précédent.
Pour cela, supposons que la fonction entière (px est le produit de deux autres fonctions aussi entières, que' nous désignerons par ^,x et ^«x, de sorte qu'on ait ^xss^^^x.^^.* Soilaht et! mètn^ ttops 0^ et 0|« deu:^ autres fonctions entières de a:, ainsi exprimées,
(■> { tz
Co + C,X + C^X^ + €?^",
lesquelles satisfassent à l'équation
11 faudra donc que le premier membre, développé' suivant Tes puissances de or y donne identiquement* lé' même* pîoiyifolfyMe en^x, du degré ^c, qui résulte du développement du second membre. Quant aux coefliciens i%-, ^,.^1^., Co, c, ... Cm, qui entrent dans les fonctions 6^, 0|X, ils sont supposés fonctions d'une m^ole Variable f i\ïd^é]p'endadte de ûd , et cette variabilité n'est point partagiée plir'les coefficibhs contenus dan^ le^ fonctions ^^x et (PtpCy lesquels doivent être considérés confkm'ô'côtl^tart^, aihfei qufe la' qlldn^ tité a comprise dan^ Ib dénominateur a^ -^ ^^
Cela posé, nous notis proposons de démontrer qu'on aura généralement réquation^
C étant xme constante et rl(X)' désignant le coefficient de * dans le développement, stiiVâYirlês paisÈ&ûces dèscezldàntttridîi-jc, de la fonction
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Quaut aux coefliciens c., f%j^ • • €^9 îi» doivent êlre +1 ou — -i , selon les différens termes 4*^ai 4*^*9* * * 4^^») auxquels ils sont afièclës. Voici maintenant l'analyse qui conduit à la démonstration de ce théoràme général.
198. Appelons V{x) le polynôme en x du degré /Et, qui forme le pre*mier membre de i'ëqualion (a) , et supposons (|ue x désigne l'une quelconque des quantités ^r., x^^ x^^ • • • Xfj^\ cette supposition donnera
P(j:) = o. Soit ^==P'ar, la dîQerentielle de l'équation P(jp)==o,
prise tant par rapport à x que par rapport à la variable jr^ qui entre dans les coefliciens des fonctions 6x et ^^x^ sera
Et puisqu'on a Pa: = ^x^^x — fl*a:^.x, la différentielle de celte quantité, par rapport à jy sera
(2(p,x9x.^ — a^.^e.:r^) dj j
de soi te qu'on aura
V'xdx = ( 2^^6.0: ^ - a<f,xhx ^ dj- } mais , d'un autre côté , comme on suppose Vx ^ o , on aura
6 étant =b I , ce qui donne
ftr(p.a: = «fl.xt/((p,a:(p,j:) = tfl,a:v/(<px),
donc, on^ l'équation différentielle
ou en distinguant par «T les difierentielles des fonctions flx, 9,JC , prises par rapport à / seule,
V'xdx = 3«t/((pa:) (fla:crfl,a: — e.XcTfla:). Multipliant de part et d'autre par e.-Jf—.JL.^l^ on aura
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On a désigné par x l'une quelconque des quanlités ^i, .r., 0*3, . . • :r^ ; si donc on fait successivement la même substitution pour toutes ces quantités, et qu'on ajoute tous les résultats, leur somme pourra être ainsi eii primée :
Or, on va voir que l'opération indiquée dans le second membre fera disparaître entièrement la variable x , pour n'y laisser que la variable j ; alors, en intégrant les deux membres, on aura, d'un côté, ^m^x^ qui représente la somme des intégrales €,4^1 +^â>|/^» + ^s4'^s. . .+ €^4>, et de l'autre une fonction en y qui ne dépend que des coefiiciens compris dans les fonctions hx et ^iX.
199. Désignons par Xx la différentielle 3^(fljcJ^9i^— OtxJ'ix); Xx sera un polynôme en x^ d'un certain degré A, dont les coefficiens seront fonctions de j^; ce polynôme pourra être mis sous la forme Ax=:Aa-f-(a:— .2e)A,a:, Ajo; étant un second polynôme du degré A;— i ; nous aurons donc
Xal ; ^^r- + 2
mais on a
Pa = (a— x,) (et — a:.) (« — Xs). . . .(a — jc^) ,
et si l'on fait
les coefiiciens A|, A^... A^ étant indépendans de €t, on aura A, éeal à la valeur de ^ "^^ ' ; lorsque a=ar,, cette valeur = 5^- j donc
et réciproquement
(•— x)F«"~P«' donc
Pour avoir le second terme de cette formule, j'observe que si, dans la suite trouvée pour la valeur de p, on développe en série infinie chaque fraction , on aura
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donc, S p7- est égal au coefficient de -s:^, dans le développement aep
fait suivant les puissances de -, ou bien à celui de - dans le dëvelop-
pement de ^. De là on voit aisément que 2 ^, où A.x est une fimc-
tion entière de a:, sera égale au coefficient de - dans le diéveloppe-
ment de la fonction ~ , fait suivant les puissances ascendantes db -• Or , on a
Px (X— «) Pr (x— #)Px»
et la moindre puissance de -, comprise dans le développement du tcikine
fx— et) Px ' ^* GT '' ^ ^^^^ '* P'"^ baute puissance de x dtttts Pal ; dwAHi
ce terme ne contiendra pas la puissance inférieure - , et l'on aura simplement
en désignant par n (X) le coefficient de - dans le développemenC^a^lw feno»
tion X suivant les puissances ascendantes de -. 200. Cela posé y nous aurons l'équation
Le premier membre étant intégré par rapport à la seule variable x qu'il renferme^ donne 2 ^4^) expression qui équivaut à la suite*
Pour intégrer semblablemeut le^ second membre par rapport a la seule variable j qu'il contient (car la partie aileclée de la caractéristique FI est indépendante de x; elle serait la < même si Ton mettait toute autre lettrées
à. la place.'de jc)-,. j'ob8er^•e que la diiTérenticllo t~ — -J— a» pour int ^g r altf
_i_loo ?V^îi±lLV^.
ai/(f.*â) ^ ' ÔV/^.— 0.; ç>.'
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donc on aura enfin la formule générale
Celle formule y qui peut s'appliquer aux fonctiooâ elliptiques et à une infinité de transcendantes plus composées^ est due à M. Abel , qui Fa publiée dans le Journal de M. Cvelle, année i8a8, page 3 1 4* Nous développerons dans un autre Supplément quelques-unes des conséquences qu'on en peut déduire.
Paris, le i5 mars 1829.
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§ P'. Addition au § P' du premier supplément.
:200. Le principe de la double substitution dont nous ayons parlé dans l'art. 8 du P' supplément, nous a servi à démontrer fort simplement que
Véquation ^ = - . ^^ , dans laquelle les constantes ju et A sont déterminées
par les formules (8) et (g), satisfait généralement à l'équation différentielle
^/(.-x-)^(.-it-x') =^- i/o -^0 ^^ (--rTF) ' ^* P*' conséquent à son intégrale F(A:, ^) = juF(A, 4), ce qui est le théorème P' de M. Jacobi.
Nous nous proposons maintenant de parvenir au même résultat sans supposer le principe de la double substitution , ou plutôt , en déduisant ce principe de l'analyse du problème; ce qui rendra notre démonstration plus rigoureuse et plus conforme à celle qu'a donnée M. Jacobi dans le n"" 127 du Journal de M^ Schumacher.
30 1 . Reprenons , pour cet effet , Téquation ^ = - . — , trouvée dans
l'art. 7 ; il faut*prouver qu'en mettant t- au lieu de x, et r- au lieu de
y , cette équation pourra subsister, pourvu qu'on donne à la constante h une valeur convenable.
6in*cc
En effet, par la substitution dont il s'agit, le facteur général r
devient j^^ .^^ ^ . -p ; donc la quantité :^ , formée du produit
sin* ce
de plusieurs facteurs semblablement exprimés , deyiendira -r*^ 9 ep fai- ToMB m. 22
sant, pour abréger^
et à la place de l'équation ^ = - . — , on aura
Ot, il est visible que ces deux équations s'accorderaient entre elles si Ton avait h=zfji*k\, c'est-à-dire en substituant la valeur de /t,
h z=z k^ sin* ot, sin* «s sin* «5. .• . . sin< a^-»- U est donc démontré que la double substitution de -p à la place de a:, et
de j— à la place de j^^ qui peut se faire sans donner aucune valear à h dans l'équation différentielle
dx ^__ 4r
V/(i — a:O.V/(i — ^?^^) ~ ^' !/(*— -J-'M/Ci — Ay; '
pourra se* faire aussi dans 1 équation finie ^= -•y 9 pourvu qu'on donne kh la valeur qu'on vient de déterminer.
Il faut se rappeler maintenant que 1 équation ^= -. ^ a été déduite de l'équation (^), qu'on peut mettre sous la forme
, V \ sm fit,/ \ SI 11 g3/ \ '8\n ap_a/
^ ~^ — C' =F'^;- r="iFÏ^7h7i;r/ I — A-or* sln» «p_j i-^iex'iîn*ce/
Ainsi CCS deux équations ne sont réellement qu'une seule et même équation entre ^ et Xj mise sous deux formes différentes; et puisqu'on peut faire la double substitution dans la première équation , en donnant à h • une certaine valeur, on pourra la faire aussi dans cette dernière, avec la même condition , ce qui donnera le résultat suivant :
-iè=''O^È)-
1 "^ (1 — kx siii <y,)" (i+Aa:sin asY (i ±: kx sin tfp_*)*
sin* «p^i
siir' a
sin* «a
= = ( — i) ^ AT"' sin* a, sin* a. sin* a,. . . . sin* a^_, sin* tf^«,.
202^ Nous avons déjà remarqué qu'on pouvait changer k la fois le signe de x et celui de j; ainsi les deux équations précédentes, qui doa-
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nent les valeurs de i — ^ et de i '-~~ î~ > donneront , avec le changement
indiqué, celles de i +7" et de ' +r-- Multipliant donc entre elles ces quatre valeurs ^ on aura le produit
où l'on a fait , pour abre'ger , T=PQ,
p=fi-^Vi--^)fi-^) (i^-^fL-),
\ sm' fit,/ \ sm'aes/ \ sia* a^/ \ 8in*fltp_^/'
Qsz=(i — A:*,r*sin*a,)(i — A:'x*sin*a3)(i — k^x*sin*ai)...(i — A:*^'sin*a^_.). De cette équation on déduit
puis faisant X = -U, ouj^=^, on aura
La .Supposition* a: ttno donné Xt==0| Vs=iy Ts= i. Ailnsi , dans ce cas , rëquation précédente se réduit à B*â* == Ar'/x* ; c'est en effet ce qui résulte d(ss valeurs trouvées de B , A et fi. On a donc plus simplement
Le premier membre est le produit des quatre facteurs
V — X, V + X> V — AX, Y+hX,
qui sont des polynômes en x du degré p ; car cela résulte des valeurs
V = (i — A:*ar* sin* a.) (i — A:*a:* sin* «4).... (i — A:*.a:* sin' ct^_,),
OÙ Ton voit que V et X sont des polynômes en ,r, le premier du degré p — 1 , le second du degré p. Nous avons donc l'équation
(V— X)(V+X)(V— »X) (V-HAX)=;=(i— jc)(i+^) {i—kx) {i+kxyt-,
dans laquelle les quatre j&cteurs du premier menibre sont premiers entre eux , puisque V et X ^ d après les valeurs précédentes , ne peuvent avoir aucun commun diviseur. U est d'ailleurs facile de voir que chacun de
ces facteurs est le produit d'un facteur simple par le carré d'an polynôme du degré -^^^ ; car nulle autre supposition ne pourrait £iire que
chacune des quantités V -r- X , V + X , V — AX, V + AX , (ut un polynôme en X du même degré p^ et que le produit des quatre fit représenté par (i — iSc) ( I + a:) (i — kx) (i + kx) T*.
ao3. Il faut prouver maintenant que la valeur / =: rr* satisfait à l'équation différentielle
dx dy
En effet, on a d'abord
rx = A^
dx dx dx'
Appelons, pour abréger, Z le second membre; on aura^ en désignant par c une constante quelconque ,
z = (V - cX) ^ - x /^^-^^\
dx
dx
Par cette équation , on voit que si Y — cX a un facteur double tel que (a — ^ocYf il y aura nécessairement dans Z un facteur simple a— *£x: or, on a trouvé que tous les facteurs doubles qui entrent dans les quantités V— X, V-f-X, V — AX , V + AX , composent , par leur produit, la valeur de T*. Donc la quantité Z est divisible par tous les facteurs de T , et par conséquent esl divisible par T. Mais X étant nn polynôme en x du degré ^, et V un polynôme du degré p — i , la
quantité Z = V ^ ^^ est un polynôme du degré np — a# D'un
autre côté, on sait que T ou PQ est un polynôme du même degré a/i<— a.
Donc 7r7 est une constante qui , étant nommée A, donnera Z = AT=V'y^.
De là resuite ^^ = ^ ; mais on a trouvé T- = V*. JilI^^IlllJg. donc
V* ^{i—x).y{i — k*x*) ?,*dx'
OU
djr
>idx
De plus, en faisant x infiniment petit, et négligeant les quantités de Pordxe
X», ona X=î,V=i, T=si, Z = v9 = 'î donc A=5= -• Donc
enfin l'équation algébrique ^ = r^ satisfait généralement , pour toute valeur du nombre impair p ^ à l'équation différentielle
^c dy
1/(1 — X'). 1/(1— 1&^) ~ f^' \/(i —jn.}/[i — hy^) '
et par conséquent à son intégrale F (A:, ^) = /xF(h, 4)*
C'est en cela que consiste le principe général de transformation que nous voulions démontrer.
§ IL Construction géométrique par laquelle on peut multiplier h ifolonté la fonction de première espèce F(c, fl).
2o4« Étant donncfs le module c et lamplitude ^, on peut troQTer, par une construction géométrique assez simple^ Tamplitûde ^. qui convient à la fonction F (c, ^,) égale à wF (c, (p).
Pour cela, sur la circonférence décrite du centre C (fig* i)^ av^ec un rayon égal à Tunité, prenez lare AM. égal à 2^ ou 9^, ; prenez ens«ita| à compter de la mpme origine À et dans le même sens, Tare AM.M. ^pd à 2(p^'j tirez la corde M.Ma, et divisez en deux également l'angle AM|M« par une droite M|D, qui rencontrera en D le rayon AC prolongé. Da point D comme centre, et du rayon DO perpendiculaire à la corde AM, , décrivez une seconde circonférence qui touchera les deux cordes AM, , M.Ma. Cela posé, si du point M, on mène au petit cercle une troisième tangente M^Ms', qui rencontre la grande circonférence an point Mj, ce point Mj déterminera l'arc AM.M.Mjszz 2^3 , dont la moitié ^j servira à la triplication de la fonction' F (c, ^), de sorte qu'on aura
F(c, (Pa) = 3F (c, (p).
De inéme, si du point M3 on mène une nouvelle droite M3M4, qui soit à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on connaîtra le point M4, qui détermine l'arc AMjM^MsM^ = 2^^. Continuant ainsi indéfiniment, on formera un polygone dont chaque c6té sera tout-à-la-fois inscrit dans la grande circonférence et circonscrit a la petite. Ce polygone déterminera, par les sommets M., M^, M3, etc., de ses angles succès^ sife, tous les arcs 2^,, 2^«, 2^3, etc., dont l'origine commune est A, et qui, à compter du second, servent à multiplier la fonction F(cy f) par les nombres 2, 3, 4>'^y etc.; jusqu'à telle limite qu'on voudra; d'où il suit que, par une construction géométrique très simple qui n'exige que la règle et le compas, on peut parvenir à déterminer l'amplitude f. qui satisfait à l'équation F(c, ^.) = nF(c, ^), n étant un nombre entier quelconque. On résout ainsi géométriquement un problème d'analyse qui présente d'assez grandes difficultés (tome P% art. 22).
2o5. Les données dont nous avons fait usage dans la construction de la figure sont l'amplitude (p de la fonction donnée et l'amplitude ^^ de la fonction double F (c, (p^ ; mais on peut déterminer le centre D et le rayon DO du petit cercle par les données immédiates c ei (p.
BM^, DMj, AM«, AMs , pour former les triangles ADM^, ADB|s ,
Dans le triangle ADM. ^ on a les deux c6iés AD =s t ^ e AM, =: 2 sin (yri + Tf — (p,_, ) = 2 sin ^._, cos -Trr, et Fangle compris
DAM, = ^.«i — ^ (2/ + 1 ) ; on aura donc le troisième côté par la formale
(DM.V = (i + e)« — 4e sin* ç>.^. zsp*;
on aura semblaljlement
(DM,)- = (i + e)- — 4e sin* ^. = ^.
Avec ces deux côte's, que nous appelons p et 9^ et le troisième.... M,M3= 3sîn((p, — (p,_,) = ^, on trouvera Taire du triangle DM.Ii^ par la formule connue
Cette même aire = ^ r^ ; donc on aura
4r» = 2 (/»• 4- 9«) — _r* — ^■^-=^' Substituant les valeurs
j = 2sin((p,— (p._,), P* + î* = 2(i + e)'— 4e (sin» (f, + sin* (p,_,), p» — ç» = 4e (sin» ç>. — sin» Ç)._,) = 4e sin (^. + <p,_,) sin (^, — 9m^,),
on aura
4r* = 4 (i + c)* — 8e (sin* (p. + sin* (p...) — 4 sin* ((p. — ^^J
— 4e*sin*((p. + (p._,), ou
r*==cos*((p.— (p.-0+3^c<>s(?>«— ?>.-0c<>s(?>.+ <P«-.)+c'cos\>.4.^^^^ et en extrayant la racine carrée, on obtient ce résultat très simple
r — cos ((P. — (p.«0 + e cos ((p. ^j- ^._,) ,
ou
r = (i + e) cos (p, cos (p,_, + (i — e) sin ^, sin ^,_,g
Maintenant, si Ton se rappelle que 1 équation transcendante F/bi—FycsF^ est satisfaite par l'équalion algébrique
cos fjt. cos V + un /Â sin y A^ = cos (p ,
on verra qu'en faisant ft = ^, et y = (p,_, , ce qui donne F/x— • Fjr sssFf les deux équations précédentes s'accorderont enti^ elles si Ton a
T = A^ et — ; — = cos 0.
Or, ces deux équations sont précisément celles qui déterminent les deux quantités r et e; donc, eti vertu de la construction géométriq^ue que nous avons indiquée, deux sommels consécutif du polygone indéfini qui en résulte sont tels , que si le point M. termine l'açc 2Ça«, , le point suivant M3 terminera Tare ^t^.. Or, dans l'origine de la construction, on a désigné par M^ le point qui termine lare 2^. ; donc alors le point M3 a dû terminer l'arc 2^3 ; et ainsi , en prolongeant le polygone indéfiniment, on obtient successivement toutes les amplitudes ^, ^3, ^4, ^5, etc., qui servent a la multiplication de la fonction F(c, <p), suivant l'équation générale F(c, 0,) = riF (c , (p).
Nous remarquerons que , pour ne pas tomber dans des cas où la construction deviendrait embarrassante , on pourra toujours se borner au cas où l'amplitude donnée <p est moindre que {yr; car toute amplitude plus grande que jTT peut être représentée par r^dz^, ç étant moindre que j TT : alors la fonction correspondante = 2/F'c d=F(c, ^), et cette fonction, multipliée par n, serait 2/i/Fc dt F(c, ^,), en supposant.. • . F(c, <p.) = nF{c, <p).
Lorsqu'on suppose ^ = ^ tt , le rayon du petit cercle r devient nul , et le polygone, dont le premier côté se confond avec le diamètre ÂB, a tous ses côtés superposés sur ce même diamèlre ; alors la construction est sans objet, puisque la fonction F(c, 9) devient égale à la fonction complète F*c, et que la valeur ^ = jTT donne ^, = 7/1^.
207. Nous remarquerons encore que la construction géométrique que nous avons donnée d'après M. Jacobi, qui en est l'inventeur, pourrait servir à trouver la valeur approchée de toute fonction F(c, ^), dont Tarnplitude est donnée, en faisant connaître son rapport avec la. fonction complète F'c. En effet, si l'on continue la construction des différens côtés du polygone jusqu'à ce qu'on trouve dans la si^ite des sommets M^, M3, M4, etc., un point M, qui soit très près de l'une des extrémités du diamètre AB, il est visible qu'eu comptant les circonvolutions du polygone, on saura combien il y a de demi-circonférences dans l'arc 2^, terminé au point lVf«. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc à très peu près 2^. = /ii;r; par conséquent, F(c, ^.) ou riF (c, (p)z=imF*c
et F(c, ^) = — F'c, valeur facile à évaluer numériquement au moyen
de notre table des fonctions complètes.
Tome IIL
Dans tous les cas, il sera facile de tenir compte de la petite distance qu'il peut y avoir entre le point M, et l'un des points À et B , pour en déduire une valeur encore plus approchée de la fonction IPÇc, ^,), et par conséquent une de la fonction Y (c , ç). .
208. Remarquons enfin que le polygone dont nous avons donné la
'construction sera rentrant sur lui-même, et par conséquent n'aura qu'un
nombre de côtés déterminé, si la fonction F(c, ^) est dans un rapport
rationnel* avec la fonction complète F'c. En effet, si l'on a F(c, ^)=— F"c ,
met n étant des nombres entiers, on aura F(c, ^,) = nB(c, <p) =mF*c
= F Ce, — j , et par conséquent ^, = — , ou 2^. = /îi7r.
Si m est.un nombre pair , l'arc :2^« sera composé d'un nombre entier — de circonférences, et le point M,, extrémité de l'arc 2^«, reviendra au point Â, où le polygone sera entièrement fermé; dans ce cas, le polygone n'aura que n côtés, formant — révolutions.
Si m est un nombre impair, le point M, tombera à l'autre extrémité B du diamètre AB ; une moitié seulement du polygone sera formée , et il faudra doubler le nombre des côtés pour que le dernier , dont le rang est 272, soit terminé au point Â. Le polygone aura donc 2n côtés formant m révolutions.
Dans tout autre cas où le rapport de F(c, ^) à F'c n'est pas rationnel, le polygone aura un nombre infini de côtés, et il sera impossible que deux sommets se rencontrent en un méme^ point de la circonférence.
En général , comme les côtés du polygone sont des cordes inscrites dans le cercle dont le rayon est i , lesquelles doivent être en même temps tangentes au cercle excentrique, dont le rayon est r, il est visible que ces cordes seront toujours comprises entre la plus grande, qui passerait par le point a, et la plus petite, qui passerait par le point b , 06 étant le diamètre du petit cercle situé dans la direction du diamètre AB. Ainsi , faisant cos et = r — e et cos S = r + c, les côtés du polygone seront toujours compris entre un maximum 2sina = 2v/[i — (r — c)*] et un minimum 2 sin ^ = 2^[i — (r-f- e/] ; on aura donc toujours, quel que soit le nombre entier n,
<Pn — <P«-, < a et (p, — (p,_, > Q. 1209. Nous avons vu que m étant pair, ce qui suppose n impair = a/ -f*i
(car la fraction — est censée réduite à 8a plus simple expression) , le p(dy*
gone qui a pour sommets les extrémités des arcs 12^, , a<p^ , 2^3...; 2^« , est
formé de n côtés qui occupent un nombre — de circonférences. Dans ce
polygone 9 il y a toujours un côté moyen qui passe par Ifun des «points a et b, et qui est par conséquent un maximum ou un minimum;. ce côté moyen est celui qui joint le. point M|, extrémité de l'arc :2^i:,.aYec le point M,^i, extrémité de l'arc a^j^,.
En effet, le point M^^ situé d'un côté du diamètre Âl^, et le point M,.« situé de l'autre côté du diamètre, sont toujoui^ situés sur la même perpen-
diculaire k ce diamètre, car on a F(c, ^x)= — F'^jE(^>^ii-*)=— ^ ^F*c;
donc F Çc , (p^) + F (c, ^,-.,) = mF'a= ^^(fiyir), et par • Aonséquent
(p^ -|- (p^_^ = — ^, ou 2Ps + 2^,_, = — . 27r. Cette équation exprime que,
quel que soit or, le point M^ et le point M«.« , qui terminent les arcs 2^^ et 2(Pn~^sf seront toujours situés sur une même pei*pendrculaire au diamètre AB.'Soit ^= I, on aura n — a:= /+ 1 ; donc les deux points^M/et Mj^, sont j^acés suriun.méme côté perpendiculaire au diamètre ; et comme ce côté doit être tangent au petit cercle dont le rayon est r, il passera nécessairement par Tun des points a et 6 : ce côté sera par conséquent un maximum ou un minimum*
On voit en même temps que les arcs 2<Pi et a^<^i, qui déterminent les extrémités du côté moyen, peuvent se trouver directement par les équations
(Pi + (Pi^i = — ST,
€û étant' T'un des'^'arca-a «t^;'Oajaai*a «donc ^ toujours
2(Pi TZS^^— .».
D'ailleurs, l'ambiguité qui semble rester dans cette détermination disparaîtra bientôt, en observant que si m est pairement pair, ou de la forme
4f6, l'arc — ^, égal à 2/4^, aura son extrémité en A , et qu'ainsi, dans la valeur — Tr + o) de l'arc ^^t-hif l'indéterminée œ ne peut être que oc. Au
éÊk
contraire, si m est impairement pair, ou de la forme 4/'' + 3 , l'arc '^ir,
égal à a^uT-f-'Tr, aura son extrémité en B, de sorte que l'arc eê ne ppuira être que l'arc f , dont le double est sous- tendu par la plus petite corde. Ainsi ^ dans tous les cas^ on aura la valeur des arcs 2^1 et 2^1^. sans aucune indétermination, et Ton saura que le côté moyen 2^^^, — 2^1 est un maximum si m = ^jjl, et un minimum si m = /^fju + 2,
210. Il serait possible que la construction géométrique que nous ayons développée conduisit à quelque théorème intéressant, analogue au théorème de Côtes, par lequel on pourrait peut-être simplifier l'analyse assez épineuse qui sert à déduire ^^ de ^ , où réciproquement ^ de ^«, ce 4pii est le problème de la multiplication ou de la division des fonctions elliptiques; mais nous n'entrerons dans aucune recherche à ce sujet. Nous nous bornerons à remarquer encore qu'après avoir formé la suite des arcs 2^,, 2^«, 2^1 2^«, dont les extrémités sont les sommets du polygone
rentrant qui répond à l'équation F (c, ^) = — F'c, si l'on forme avec
les termes de rang pair la nouvelle suite 2^., 2:?^, 2^61 etc., cette suite représentera celle qui servirait à construire le polygone correspondant à
la valeur F (c , ^) = — F'c. Ce polygone ne serait plus circonscrit à la circonférence dont le rayon est r, mais, par la nature des choses, il jouît de ' la propriété d'être circonscriptible à une circonférence plus petite.
De même, si l'on prenait de trois en trois les termes de la série initiale, ce qui formerait la série 2^3, 2^6 > 2^9 > etc., celle-ci répondrait à la valeur
F(c, ç) = — F'c, et il en résulterait un nouveau polygone circonscriptible à une circonférence plus petite que les deux autres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait épuisé les n — i combinaisons possibles.
Ainsi, on voit qu'une seule construction appliquée à la valeur
F(c, ^) = - F'c, contient implicitement toutes celles qui conviennent à la
valeur F(c, ^) = — F'c, m étant un nombre entier quelconque moindre que n.
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§ m. Iliéoveme général •donné dans le § XII du deuxième supplément. Classement et propriétés générales des transcendantes comprises dans ce théorème.
211. Les nombreuses applications que nous avons à faire du théorème donné dans le § XII du deuxième supplément^ exigent que nous rappelions ici, avec quelques développemens, les formules générales par lesquelles il est exprimé.
__ — s î dans laquelle fx et ^x
sont des fonctions entières de x ^ c'est-à-dire des polynômes en x d'un degré quelconque. Cette intégrale aura une origine constante, déterminée dans chaque cas particulier, de sorte qu'elle ne. dépendra que de la variable Xf qui est sa seconde limite.
11 est inutile d'examiner ce que devient cette intégrale lorsque le polynôme (px ne passe pas le second degré; car on sait que, dans ce cas, elle peut toujours s'exprimer en partie algébriquement, en partie par arcs de cercle ou par logarithmes. Elle s'exprime par des fonctions elliptiques lorsque le polynôme ^x est du troisième ou du quatrième degré; mais, passé le quatrième degré, elle désigne des transcendantes d'un ordre de plus en plus élevé. Toutes ces transcendantes jouissent d'une propriété générale, analogue à celle que nous avons trouvée pour les fonctions elliptiques dans les chap. IX et XVI du tome I*'; et c'est dans cette propriété que consiste le théorème dont les formules suivantes sont l'expression.
212. Supposons d'abord que la fonction ^x soit décomposée en deux facteurs réels (p^x et (p^x^ en sorte qu'on ait çx = (p^x.(p^x. Désignons ensuite par Gx et âi^ deux polynômes complets en «r, ainsi exprimés •
( ftr = a -}- a^x + a^^ -f* fl^",
V ^xX ■ ■ C "T^ C ^X I C^pC • • • • • " I" CjgX ,
et supposons que ces polygones satisfassent, pour toute valeur de x^ à réquation
(2) (flxj'ç ^x — (Ô,x)*^^ = (jc — x^) {x — x^ {x — x^ :..{x — Xfi) i
il faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances de Xf donne identiquement le même polynôme en x que produit le développement du second membre.
De là résulteront des équations, au nombre de /x + 1, entre les coefficiens a, c, a^^ ,c^^ etc., et les quantité^ ^,, x^y Xs....Xfjt, considérées comme des valeurs particulières de la variable x. Ces équations seront toujours en nombre suffisant, non-seulement pour déterminer les divers coefficîens a, c, a,, c,, etc., en fonctions des quantités a?,, jr,, x^.... Xu9 mais encore pour établir, entre ces dernières seules, des équations qui permettront d'en déterminer un certain nombre par le moyen de toutes les autres, restées entièrement arbitraires.
21 3. Puisque , en vertu des équations dont nous venons de parler, les coeffîciens des fonctions &r, 0|X sont fonctions des quantités restées arbitraires dans la série a:,, x. .... o:^, on peut les faire varier, par rapport à une quantité jr liée d'une manière quelconque avec ces arbitraires. Cette variabilité, au reste, n'est pas partagée par les coefficiens contenus dans les fonctions /ôr, ^.o:, (p^x, lesquels doivent être considérés' comme constans, ainsi que la quantité a comprise dans le dénominateur x — a. C'est sur ces principes qu'on a obtenu , dans le § XII du deuxième supplément , l'équation générale
c étant=une constante, et II (X) désignant le coefficient de ~i dans le développement fait suivant les puissances descendantes de or , de la fonction
Quant aux'coeflSciens c, , ^«.••. ^^ , ils ne peuvent être que H- i ou — t, suivant les- difiërens termes 4*^iy ^x..... 4*^/^ auxquels ils sont tfffectës. Le premier membre de Féquation (3) peut être désigné par S^^» en entendant par ce. symbole la somme des fonctions 4^i « 4^«* • • * 4'^f> f prises avec les signes convenables, suivant .les cas particuliers; le second membre est composé, en général, de trois parties, dont une ou deux peuvent disparaître , suivant la nature de la fonction fx. Nous devons maintenant entrer dans quelques détails sur les diverses transcendantes contenues dans l'eirpression générale de 4*^*
m 4-' Ces transcendantes peuvent être classées convenablement, diaprés )e'-plti9 (haut exposant de x contenu dans le polynôme ^x.
On regardera comme première classe , ' ou classe n® i , celle -où OlMf.'^
posant le plus grand de x dans (^x est 3 ou 4* Cette classe comprend généralement les trois espèces de fonctions elliptiques.
La seconde classe, ou la clas^ n° 2 , sera celle où le plus haut exposant de X dans (px est 5 ou 6.
La troisième celle où cet exposant est 7 ou 8; et ainsi de suite.
D'après cette énumération, le polynôme ^x peut être indifféremment du degré pair 31 ou du degré impair inférieur 2t — i , et la fonction A^x appailiendra toujours à la même classe, dont le numéro est { — i. En effet, on peut toujours ramener le cas du degré 2/— i à celui du
degré ii\ il suffit pour cela de faire x = —^ — , y étant une constante à
volonté 9 et la transformée de fzr^fïT^ contiendra un radical ^(^j)^ dans lequel <bj' sera un polynôme du degré 2/.
21 5. La division indiquée est d'autant plus admissible, que chaque classe est distinguée de toutes les autres par une propriété particulière, qui rend impossible la réduction d'une classe quelconque à une classe in*férieure, sauf quelques cas particuliers.
Dans toutes les classes on peut, à partir d'un certain minimum^ ^ug* menter à volonté le nombre des fonctions comprises dans le premier membre de l'équation (5), c'est-à-dire que le nombre des valeurs particulières de x^ avec lesquelles on forme un pareil nombre de fonctions, peut, à partir d'un minimum déterminé, être aussi grand qu'on voudra; mais parmi toutes ces quantités, dont le nombre est désigné par ft, il n'y en a qu'un certain nombre qui puissent être prises arbitrairement, et celles-ci serviront à déterminer toutes les autres. Or, dans les différentes classes, le plus petit nombre possible des non-arbitraires est déterminé, pour chacune, comme il suit :
Dans la première classe ce nombre est i, dans la seconde il est 2, dans la troisième 3 , et ainsi à l'infini.
En effet, prenant à volonté le nombre n qui détermine le degré du polynôme ftr, que l'on suppose complet, si l'on appelle A le degré du polynôme <px, X, et \ ceux des polynômes <p^x et (p^x, on pourra toujours prendre le nombre m qui détermine le degré du second polynôme complet 6,^,. de manière que les deux nombres 2/1 + ^19 2m 4-;^., qui expriment les degrés des produits (fl^)*<p^ et {^^xy<p^ soient égaux, ou ne diffèrent au plus que d'une unité, le second étant le plus petit ,des deux. On aura donc en général /x = 2/1 -j- A^ et eu ; particulier
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yx = m + 71 4- - si A est pair, et /t = /n + n H si A est * impair*
Or, le nombre des conditions fournies par l'équation (2) est en général ffc+ I, sur quoi il faut prendre /n + n-f^a équations, pour déterminer
les différens coefficiens ^, a, c,, a. , etc. ; il restera donc i équations
si A est pair , et i si A est impair., au moyen desquelles od
pourra réduire d'autant le nombre des quantités x,, ^., x^» . •• oc^. Il y
aura donc parmi ces quantités un nombre i ou ——' — i d'auxiliaires, qui se détermineront par le moyen de toutes les autres, restées entièrement arbitraires. Ces combinaisons offrent le moindre noml>re d'auxiliaires que la nature de la question comporte, comme on peut s'en assurer en donnant à 771 des valeui^ qui rendent la différence. •• • , (37* + A,) — (afTi -4- 'h^ plus grande que l'unité.
Il suit de là qu'il n'y aura qu'une auxiliaire si Ton a A = 5 ou A = 4f ce qui est le cas des fonctions elliptiques, c'est-à-dire de la première classe de nos transcendantes; que le nombre le plus petit d'auxiliaires sera 2 si l'on aA = 5ouA = 6, qu'il sera 5 si l'on a A =;: 7 ou A = 8, t\ ainsi de suite.
Dans la première classe, qui est celle des fonctions elliptiques, la moindre valeur de fc est 3. En effet, si parmi les transcendantes dé cette
classe on considère la plus simple, \—. — r , désignée autrement par F^),
on sait qu'on peut toujours satisfaire, par une équation olgébrique, k l'équation transcendante F^j + Ffl). — F^3 = o; c'est-à-dire qu'étant données les deux amplitudes ^, et (p^y on en trouvera algébriquement une troisième 4)3, telle que Téquation Fç, + Fç, = F^3 soit satisfaite. En changeant simplement le signe de ^^ , on satisfera également à l'équation F^i — Ffl). = F^3. Dès lors, on voit qu'étant donné un nombre quelconque de fonctions elliptiques de la première espèce , on pourra trouver algébriquement une seule fonction égale à la somme des fonctions données, affectées d'ailleurs de tels signes qu'on voudra. Ainsi , dans le cas de la
— — r , OÙ le polynôme ^x est -du 5 ou du 4* degré ,
tous les termes du premier membre de l'équation (5) pourront être pris , avec des signes quelconques, hors un seul , dont l'amplitude x^, sera dé^ terminée par celles de toutes les autres, de manière que la somme de tons sera égale à zéro.
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ai G. Dans une classe quelconque dont le numéro est N, la moindre valeur de ft est N -f- 1 ; c'est-à-dire que le nombre des variables x^ , ar....a:^, comprises dans le premier membre de Téquation (3), ne peut être moindre que ]V -|. I ^ afin qu'il y en ait au moins une d'arbitraire^ les autres étant déterminées par le moyen de celle qui peut varier à volonté (*). Cette loi ne s'applique cependant pas à la première classe, puisqu'on a vu que, dans ce cas j le nombre des termes compris dans le premier membre de l'équation (3) ne peut être moindre que 3.
Il y a une infinité d'hypothèses sur les valeurs des fonctions ^x^ ^x^j qui peuvent réduire à N + i le nombre des termes du premier membre de l'équation (3); car il n'est pas nécessaire pour cela que le second membre de la même équation se réduise à la forme
ce qui supposerait jtt = N •+- i ; il suffît que ce second membre puisse se réduire à la forme
ce \pc — Xx) \X — x^ • • • • [X — X , j >
car alors /t sera d'une grandeur quelconque , et toutes les variables désignées par X > •^N4.3 •• • • "^z* ^*^"* nulles, le premier membre de l'équation (3) ne contiendra que les fonctions 4^i> 4''^« • • • • ^^^ % dont le nombre est N -|- i , et parmi les quantités a:, , x, .... a: , il
n*y en aura qu'une d'arbitraire, qui servira à déterminer les autres, dont le nombre est N.
^217. L'examen approfondi de ces sortes de transcendantes fournit encore un résultat très remarquable.
Si Ton prend pour 4o^ ^^ P^^ simple des transcendantes AfX^ c'està-dire celle dans laquelle fx -=1 x — a, et qui se réduit à l'intégrale
Ç ^ , ^x étant un polynôme en x du degré A , le premier membre
de l'équation (3), dans lequel on déterminera convenablement les signes des différens termes, se réduira toujours à une constante, quel que soit le nombre ju des termes de ce premier membre ; car on voit aisément
(^) Oq pourrait, à la rigueur^ réduire ce nombre à N, en supposant que la quantité ar* bitraîre or, est infiniment pelite^ quoique yariable; car alors 4^, disparailrait dans le premier membre de Téquation (3)^ et la comparaison ne s'établirait par celte éqoaliou qu'entre N fonctions.
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que, dans ce cas, la quantité désignée par FI (X) s'évanouit, ainsi que la quantité logarithmique que cette formule contient. Mais ce qui mérile surtout de fixer l'attention, c'est que l'équation Z4o*^ = ^ éUnï trouvée pour la fonction simple 4e^^ on pourra toujours en déduire facilement l'équatiou semblable qui a lieu pour toute autre fonction 4^ comprise ^
dans la formule J/JC = fy ^-77 — r.
Il suffira, pour cet effet, que chaque ternie -^^t de la somme S^o^» devenu 4^ dâaa la somme 24^^ conserve le même signe si le facteur
— — est positif, et change de signe si ce facteur est négatif. Avec cette
seule modification, la nouvelle somme 24^ sera, sans aucune indéter-* mination, égale au second membre de l'équation (3), lequel est composé d'une partie constante, d'une partie algébrique et d'une partie logarithmique, réunies toutes les trois ou réduites à un moindre nombre, suivant les différens cas.
218. La propriété dont on vient de parler semble établir une' différence essentielle entre les fonctions de la classe N en général et celles de la première classe, qui sont des fonctions elliptiques. Dans celles-ci, on peut former à volonté le premier membre de l'équation (5), en faî-sant varier de toutes les manières possibles les signes des différens termes^ excepté un seul, dont la variable o:^ ou sin ^^ peut être déterminée par toutes les autres, de manière que le second membre soit non-seulement * constant, mais nul.
Cette équation, une fois formée pour les fonctions F, s'appliquera, sans aucun changement de signe , aux fonctions E de la seconde espèce et aux fonctions n de la troisième.
Dans les fonctions de la classe N , en général , les variables étant prises de manière que sur le nombre total /u il y en ait fc — fi arbitraires et N non arbitraires ou auxiliaires / lorsqu'on aura une fois déterminé les signes des différens termes, pour que, dans le cas de la simple fonction
, la somme de toutes soit égale h une constante connue.
od voit que ces signes détermineront ceux des fonctions composées , dont la somme, désignée par 24^, sera égale au second membre de ^ réqualion (5).
De là il parait s'ensuivre que la somme 24^ "^ serait connue et déterminable que pour une certaine combinaison de signes, indiquée par la
somme semblable appliquée, pour les mêmes valeurs particulières de Xy à la fonction simple ^^x.
Mais il faut observer que le problrà»e qui détermioe les ooefliciens des fonctions %x et 6,^, par le moyen des fjL — N valeurs particulières de or, aura toujours, en quantités réelles, autaot de solutions qu'il est nécessaire pour que les fonctions composant la somme ^'\^ s'y trouvent dans toutes les combinaisons possibles des signes. Ainsi, la somme désignée par ^4^ s^exprimera, dans toute combinaison des signes du premier membre, par des quantités algébriques et logarithmiques. Il arrivera seulement que les auxiliaires seront différentes dans les différentes combinaisons, et que quelques-unes d'entre elles pourront être imaginaires; ce qui donnera toujours une solution analytique, mais plus diflicile à vérifier. Ces propriétés, au reste, ne peuvent être indiquées ici que très succinctement; nous leur donnerons ci-après de plus grands développemens.
219. Il nous reste enfin à faire observer que les transcendantes dont nous nous occupons jouissent, dans chaque classe, de la propriété de se diviser en trois espèces, comme les fonctions elliptiques.
Les fonctions de la première et de la seconde espèce résultent de la sup* position jx == x' (;r -*- a) ; elles sont donc comprises dans la formule générale 4'^= \~7r~\y ^* ^^ ^^^ facile de voir que cette formule est susceptible de réduction lorsque l'exposant e est égal à A — i ou plus grand que A — I .
En effet, soit Z un polynôme complet en x du degré r; soit, pour abré-
ger, Z' = ^ et (p'or = ^ , on aura
dlZs/jJpx)-] Z'çx + i Z(p'x
dx "*" Vi^^)
Les coefBciens du polynôme Z étant au nombre de r-^^ i^ on pourra £iire en sorte que la quantité Z*(px + jZ^'x se réduise aux seuls termes
X' — B x*^""*— B ^x^^ .•. .— B^x — Bo.
Pour cela, il faudra foire rsssc—X^-Tj «* 1^ ^•f" * coeflSciens du polynôme Z fourniront autant d'équations qu'il est nécessaire pour que la nsdoction dont il s'agit ait lieu; on connaîtra ainsi tant la valeur du polynôme Z que celle des nouveaux coefHciens B^ ,B^....Bo. Gela fait,
— ^— rr-, OD aura
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T, = Z v/(<px) + B.T. + B.T. + B.T. . . . . H- B^ _ T^_ ^.
— ; — r- les seuls
cas où l'exposant e ne passe pas A— 2. Ce résultat est général ^ et il s'applique aux transcendantes de loutes les classes, à compter de la seconde.
htlO. Pour distinguer maintenant les valeurs de e qui appartiennent à la première espèce et celles qui appartiennent à la seconde, il faut examiner la manière dont se forme la quantité n(X)9 d'après l'énoncé du théorème général; et si l'on se rappelle qu'entre les nombres n, m, X^ A,, A., qui désignent les degrés des polj' nomes Ô*r, 0,a:, ^x, ^^oc, ç^x, on
a trouvé ci-dessus l'équation A, + /i — m = - ou , selon que A
est pair ou impair, on parviendra aisément à la conclusion suivante :
Si l'exposant e, non plus grand que A — 2, est plus petit que 1 ou
que , l'intégrale / — — r- se rapportera aux fonctions de la première
espèce ; si cet exposant est égal à i , ou plus grand que 1, lorsque A est pair, et s il est égal à "^ , ou plus grand que ~ ' , lors-
que A est impair , Tintégrale se rapportera aux fonctions de la seconde espèce.
il est facile de voir en effet que, dans le premier cas, la quantité X, développée suivant les puissances croissantes de - = u, ne donnera aucun
terme de la forme Au, et qu'ainsi le terme désigné par n(X) = o; au contraire, dans le second cas, le terme Au fera partie de ce développement, ce qui donnera fl (X) = A.
On peut donc, au premier coup d'œil, distinguer parmi les intégrales Ax = /— 7 "Y ^®^'®s ^"^ ^ rapportent à la première espèce et celles qui
se rapportent à la seconde. Dans le premier cas, on aura Z4*^=^> ^ étant une constante qui aura un certain nombre de valeurs déterminées, suivant les diflërcntes valeurs arbitraires de ^, qui servent à composer la somme désignée par 24*^ J ^^^^ ^^ second cas, on aura 2^*^ = C + H (X) ^ n (X) étant une partie algébrique déterminée par un terme du développement de la fonction X. Dans les deux cas, la partie logarith-
niique du second membre de l'équation (5) disparaît ^ puisqu'ajant fait fx^=-x'{x — a), onayi = o.
22 !• Venons maintenant aux fonctions de la, troisième espèce. La forme la plus simple dont elles sont susceptibles résulte de la supposition^ =1, et alore on a la formule tj'pe de ces fonctions^ qui est
; r—7 ; — : f ^ étant une constante réelle ou îma£[inaire. Dans
le cas où cette constante est imaginaire, si on la représente par
ct=,r (cos € +[/ — I sin 6) , l'intégrale précédente devra être jointe à une
j———, — - — r, dans laquelle a'=r(cosÇ — y/_isin^),
et la somme des deux sera une quantité réelle.
Si l'on considère plus généralement l'intégrale '^00 = f _ ^^ — , on
devra la partager en deux parties, l'une qui se rapporte à la première et à la deuxième espèce, l'autre qui se rapporte à la troisième. En effet, quelle
que soit la fonction entière ^r, la quantité * ^ ^ sera aussi une fonction
entière de x, dont le degré sera moindre d'une unité que celui de la fonction Jhc. Soit J\a: cette fonction , et l'on aura
Ç dxf.x ç n dx
où Ton remarque les deux parties mentionnées.
222. Le théorème général dont nous nous sommes jusqu'ici occupés
(x — a)\/((tfx) * ^^^^ lesquelles fx est une fonction entière de x; mais on peut faire rentrer dans la même théorie l'intégrale beaucoup plus générale '^x = /— — r, dans laquelle
Yx désigne une fonction rationnelle quelconque de x. En effet, par les principes connus de la décomposition des fractions rationnelles, on sait que la fonction F^ peut toujours être partagée en une fonction entière fxy jointe à une suite de fractions partielles, telles que
JT — «t X — C X ^— y
etc. ;
la première ligne étant due aux facteui^ simples qui divisent le déno-
minatear de For, la seconde aux facteurs doubles, et ainsi de suite. Ainsi rintégrale désignée par 'i'a: contiendra ,
\ L'intégrale l—-^'^, qui s'exprimera par des fonctions de la première et de la seconde espèce , dans la classe déterminée par le plus hauf exposant de x dans ^x;
:2*, Une suite de fonctions de la troisième espèce, représentées par
3"*. Un ou plusieurs termes de la forme
Et ainsi des autres lignes, jusqu'à ce qu'on ait épuisé tous les facteurs multiples qui peuvent diviser le dénominateur de la fonction Fx.
Tout se réduit donc à ramener chaque intégrale de la forme
' —- — r à une intégrale semblable , dans laquelle n = i , et qui
sera ainsi une fonction de la troisième espèce. Cette réduction peut sn faire de plusieui^ manières.
On peut d'abord 9 en laissant cl indéterminé, déduire de la première în-r tégrale Z. == f.^—±^-^ h secoade 2*=^ fç^^^^^^^y «* sucoesâ-
vemcnt toutes les autres, au moyen des formules Z. = j-* , Z3 = T.-j-v^f Z4 = âf3*j-T» ^*^* ^^^ autre solution peut s'obtenir par le procède
connu, qui consiste à différentier la quantité \^^^^^^ , puis à revenir de la différentielle à son intégrale* Soit , pour abréger , - ^ ^ c= f^x et ^x — y<t _^ ^^ ^^ trouvera de cette manière la formule
(/i— 0(pûtZ._— ^^_ ^^_.+y (^ _ ,)»-. • ^7(^y
La fraction ^ .^ 7^-1 étant développée donnera , en général , une
fonction entière de a:, plus une suite de fractions qui auront pour dénominateurs les puissances successives x — et, (x — a)*.... (x — et)"""*. Donc la transcendante Z. s'exprimera par les transcendantes d'un ordre moindre
Z|, Zg. • • . Z.^i , auxquelles se joindra une partie algébrique^ et une autre partie qui ne contient que des fonctions de la première et de la seconde espèce*
Une équation semblable exprimera la transcendante Z«^, par les transcendantes d'ordres inférieurs, jointes aux mêmes parties accessoires. Ainsi Ton voit qu'en définitive la transcendante Z« et toutes les transcendantes d'un ordre moindre s'exprimeront par les mêmes fonctions auxquelles s'applique directement le théorème général. Ce théorème acquiert ainsi toute l'extension que nous voulions lui procurer.
!223. Par les principes élémentaires du calcul intégral , on sait que l'intégrale f^dx peut être déterminée en partie algébriquement , en partie par arcs de cercle et par logarithmes, toutes les fois que T est une fonction rationnelle de x. Par la théorie dont nous venons d'établir les fondemens , on pourra exprimer semblablement la somme d'un certain nombre d'intégrales particulières, représentées par jTdx, toutes les fois que le quarré de T sera une fonction rationnelle de x.
Les plus simples de ces transcendantes sont celles qui ont reçu le nom ôe Jonctions elliptiques; toutes les autres, auxquelles on pourrait donner le nom de fonctions ultra ^ elliptiques, se divisent en une infinité de classes portant les numéros successifs 2, 3, 4> ^^^' * ^^ ^^"^ chaque classe on distingue trois espèces entièrement analogues à celles que la nature des choses a introduites dans la théorie des fonctions elh'ptiques. La troisième espèce peut même être sous -divisée en deux autres, à rinstar de la sous-division qui a lieu dans les fonctions elliptiques, selon que le paramètre est circulaire ou logarithmique.
Par les travaux successifs de différens géomètres, la théorie des fonctions elliptiques est devenue une branche importante de l'analyse. Par le théorème de M. Abel, une carrière beaucoup plus vaste est ouverte aux recherches des géomètres, puisqu'elle embrasse de nouvelles classes de transcendantes en nombre infini, dont les propriétés ne sont pas moins remarquables que celles des fonctions elliptiques , avec lesquelles elles ont beaucoup d'analogie, et qui étaient restées jusqu'à présent entièrement inconnues.
Nous nous proposons de donner ici , au moins dans quelques exemples, une idée de ces propriétés nouvelles^ dont nous avions en quelque sorte provoqué l'investigation dans la première phrase de l'introduction au tome P'. Pour avancer plus sûrement dans cette nouvelle carrière , nous avons appuyé nos résultats sur des calculs numériques faits avec
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une grande précision, et nous n'avons pas craint de donner parfois beaucoup d'étendue aux détails de ces calculs fastidieux, qui n'intéresseront guère le lecteur, mais qui serviront au moins de pièces justificatives aux conséquences nombreuses que nous en avons tirées. Ces détails sont d'ailleurs justifiés par le but général de cet ouvrage, qui n'est pas simplement théorique , mais qui est destiné à offrir les moyens de faciliter le calcul numérique de toutes les transcendantes dont nous nous sommes occupés.
S IV. ^application du théorème général aux fonctions
elliptiques.
!X'iA. Au lieu de considérer ^x comme un polynôme complet du quatrième degré, nous supposerons simplement
(4) (px = (i — x") (i — k^x^) ;
car on sait que c'est à cette forme , où A; est < i , qu'on peut toujours réduire la quantité comprise sous le radical qui entre dans l'expression différentielle primitive de la fonction elliptique proposée. Le polynôme (px devant être partagé en deux facteurs (p^x et ^^x, nous supposerons
ensuite nous prendrons
(6) ftr = fl + a,Xf fl.o: = c -|- c,x,
et il faudra satisfaire à l'équation
dans laquelle les coefficiens a, c, a^, c,, qui sont indépendans de x, doivent être des fonctions de a:, , ^. , x^ et x^.
L'identité des deux polynômes compris dans les deux membres fournit cinq équations de condition, dont quatre sont nécessaires pour déterminer les quatre coefficiens a, a,, c, C|; la cinquième sera donc une équation de condition entre les quatre quantités or,, x^, X3, x^, de sorte que l'une d'elles sera une fonction déterminée des trois autres, qu'on pourra prendre à volonté
On obtient , sous une forme assez simple, quatre des cinq équations dont nous venons de parler, en faisant successivement X'.=ii, x^^^i^
xz=:j, or = — T. Voici ces équations, dans lesquelles on a mis A^* 9L^
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lieu de I — h^ :
{a + a,Yk* = (i — j:^ ) (i — x.) (i — je,) (i — x^) , (a — a.)*^* = (i + J:.) (i + Jr.) (i + j:,) (i + ^Ô > . (cA:+ c,)*A:'* = (i —kx,) (i — A:x,) (i — kxj) (i — kx^), (ck— c.yk'* = (i + W) (i H-A^r.) (i 4-Aa:3) (i +kx^).
Uoe cinquième est donnée par les coefTiciens de x^, savoir ; Enfin, on en aurait une sixième en faisant xz=o, laquelle serait
mais celle-ci est' nécessairement comprise dans les cinq antres.
225. Observons maintenant que, dans les fonctions elliptiques^ x dé**signe toujours le sinus d'un arc; et comme les quantités a:,, x^, x^, x^, sont considérées comme des valeurs particulières de ar, nous pourrons faire
x^ = sin ^, , a-, = sin ^, , x^ =i sin ^3 , Xj^ z=z sin ^^ ;
et alors il «st aisé de voir qu'on aura les quatre équations suivantes, où A^ est mis à la place de \/(i — A:* sin* ^) :
(a* — a\) k'* =f zh cos ^, cos ^^ cos ^^3 cos ^^ ,
(c\ — c*A:*) A:" = A<p *A<p. AÇ>3 A(P4 ,
a* . — c* = sin ^, sin ^^ sin ^3 sin ^^ ,
De là on tire une équation de condition entre les amplitudes ^i,^^, (p^, cp^, savoir :
A^,A^«A^3A^4 d= A:* cos 4), cos ^« cos ^3 cos ^4
I zx9,a(p.a<p3n<P4 = A- cos V, cos (p. cos
^ -^ [=/:'» + l^k'^ sin ^, sin ^, sin ^^3 sin ^4.
Remarquez qu'on a dû prendre positivement le premier terme A^iA^t^A^sà^j^f car si on lui donnait le signe — , le premier meiùbre serait toujours une quantité négative , puisqu'en général A^ ou ^/(cos* ^ + A:'* sin* ^) est > cos ^, tandis que le second membre est une quantité toujours positive.
L'équation que nous venons de trouver donne la relation qni doit exister entre les quatre amplitudes ^i,.^., ^3» ^^, pour qne l'intégrale
-vj/or s= jj^ j;^.^. . , appliquée aux valeurs particulières x = sin ^, ,
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j;: := sin ^«, 07 = sio ^3, a: = sin ^^ , jouisse de cette propriété , que 1a somme des quatre fonctions 4^1 > 4^>» 4?s> 4^4 > prises avec des signes convenables^ soit égale au second membre de l'équation (3), dans lequel se trouvent réunies ou diyisées; suivant les différens cas, une partie tonstante, une partie algébrique et une partie logarithmique. On exprime ainsi la somme de quatre transcendantes par une quantité beaucoup plus simple que chacune d'elles dans Tordre analytique ; et il est remarquable que cette conséquence a lieu pour toutes les transcendantes désignées par la caractéristique 4> quelle que soit d'ailleurs la fonction entière de jc désignée par Jx.
Supposant donc les signes du polynôme 4^t^ 4^» ^ 44^3 ^ 4^4» fixés relativement à la plus simple des fonctions 4*^ V^^ représente
* dx
—. — r , ces mêmes signes auront lieu relativement à toute autre valeur de la fonction 4^?, qui représente j _ Z*^. — c , fo^ étant une fonction
fx
entière de x autre que x — > ot. On suppose seulement que — — reste po^
sitive dans toute l'étendue de l'intégrale. ^
226. Il faut faire voir maintenant que l'équation (5) s'accorde avec les formules connues des fonctions elliptiqu€;3. Pour cela, considérons les deux équations transcendantes
F/tA = F« — Fff,
Ff* = F(p 4. F4,
A: étant le module commun de ces fonctions ; on aura les équations algébriques correspondantes
CO8 ^ cos 4 "-" »'P y gin 4 A^ A>t> C08 et cQg S --^ iin CL gin Ca * aC
^ __ a ^a4 — ** sin ^ sin 4 cos » 00s 4 ActAC + k* sin ce sin C cos g cos C
^ I — k* «in» ç sin» 4 "^ i -<- k^ sin* « sin* ( *
Par la combinaison de ces équations , on obtient les suivantes :
HetàÇ = A/t — A:* COS /t sin a sin Ç,
A^A4 = Aju 4- ^* cosr/i sin ^ sin 4>
cos et cos € = cos fji -"- A/t sin a sin €,
cos (p cos 4 == cos fc + A/x sin Ç sin 4#
. AaA^A^A4 = ^*f^ + .A:*cos/xAyet(sin^8in4 *-*- sin^sin^)
-^ k* cos* /t sin a sin f sin ^ sin 4"» '
• cos a cos C CO8 9 cos «4/ = co%*fz + cos /uA/u (sin ^ sio >[/ — sinasinC)
— ' à*fi sin Cl sin ^ sin ^ sln 4*
EnRn, de ces deux deraières, on tire une équation indépeocUote àe /a, savoir ,
AaAf A^A>[/— A^cosA cosf co§^cos4 ^^ k'^-^'k^k'^ ainci ôq^ sia^) sin 4 ; c'est l'équation algébrique qui répond à l'équation transcendante
F* — Fff = F^ H- .F4.
Appliquant ce résultat aux deux équations algébi^iques compd^s dans l'équation (8)^ on voit d'abord que l'équation
A^, A^.A^3 A^4 — A:*cos ^, cos ^«cos ^3 C06^4= A:^*+ f^k'^sin ^,sin ^. sin ^jsi n ^4,
correspondra à l'équation transcendante
et comme on peut, dans l'équation algébrique, faire une permutation quelconque entre les lettres ^, , ^. , ^3 , ^4 , cette permutation , introduite également dans l'équation transcendante , fait voir que l'équation algébrique sera satisfaite, pourvu qu'une des quatre fonctions F^,, F^.» F^3y F^4 soit égale à la somme des trois autres. D'ailleurs, comme les quantités algébriques sin p, cos^, A^, relatives à l'amplitude ^, restent les mêmes pour toute amplitude f + ^tTr, tandis que F^ devient F^ -{- ^fF'A:, il est visible qu'on peut ajouter à l'un ou l'autre membre de l'équation transcendante la quantité 4^'k, i étant un entier quelconque , sans que cette équation cesse xle correspondre à l'équation algébrique.
Substituant successivement, dans les équations précédantes, ir*«^ ^, à ^, , et TT — ^9 à ^3 , on trouvera que la seconde équation algébrique comprise dans l'équation (8) ^ savoir
A^,Af,A^3Af^4^îos^,cos^,coaÇ30oef^c=B*'«4-Ar*Ar''sin^,«in^,sin^38În^^,
correspond également aux deux équations transcendantes
F(p. + F^. + F(pj + F<p4 = aF'A.
La première en représente six par la permutation des lettres» et d'ailloura on peut ajouter à l'un des membres de ces deux équatkiDS la ^piantité 4iF'A: , / étant un entier quelconque poaitif ou négatif.
327. Au reste, il est inutile d'insister sur ces formes diverses de Féqua— tion transcendante qui satisfait à l'une des deux formes de l'ëquatioa (8) ^ et l'on peut se borner à considérer la plus simple de ces équations, celle d'où toutes les autres peuvent être déduites. Pour cela, soit ^^ = 0, on aura l'équation algébrique
(9) Aç.Aç.A^s — A:* cos (pi cos f « cos ^3 = A:'', qui correspond à l'équation transcendante
et qui correspondrait également à l'une des équations
¥9, = F(p. + F(ps, F(p. = F4>. + Fcp, ; •
en sorte qu'elle exprime , en général , que l'une des trois fonctions est égale à la somme des deux autres. Le résultat précédent se confirme immédiatement par les formules connues des fonctions elliptiques. En effet, on sait qu'à partir de l'équation transcendante
on a les deux équations algébriques (^)
A^,A^a = A^s + k^ cos ^3 sin 9, sin-^., cos ^, cos ^. = cos ^3 + A^3 sin ^. sin (p^.
Multipliant la première par A^3 , la seconde par — k* cos ^3 , et ajoutant les produits, on aura
A^,A^.A^3 — k^ cos ^, cos ^, cos ^3 = A*Ç3 — k* cos* (pf = A:'',
ce qui est l'équation à démontrer.
D'après cette équation, on pourrait chercher les valeurs de cos ^3 et A^3 exprimées en fonctions de sin^., siu ^«, cos ^^ , cos^», A^i, A^«; ce qui serait une dernière vérification d^ ngs formules. Et d'abord faisant disparaître les irrationnelles A^. , A^« , A^3 , on aura une équation entièrement rationnelle entre cos ^1 , cos ^.'^ cos ^3 , d'où Ion déduira
(^ Ces deux équations algébriques n'ea font , k projprement parler, qu'une seule , qni exprime algébriquement la relation entre les amplitudes ^, , f «, f 3 , nécessaire pour que l'équation transcendante ait lieu. C'est de la même source que se tire la yaleur de sinfst exprimée en fonction de sin f ( , sin f » y cos f^ , cos f » , Af , , Af «•
cos^i cos ^fl zh sin ^, sin ^«A^iA^a ^^ ^' = , - k^ 8in^ ^, si^î^ •
Le double signe doit son origine à ce que l'équation algébrique d où nous sommes partis satisfait également aux deux équations F^s = F^, + Fç, , FÇs=F^, — F^.; si l'on veut qu'elle s'applique à la première, il'faudra prendre le signe inférieur, parce que la supposition A: = o donnerait ^3 = ^, + ^a , et par conséquent cos jfs = cos ç, cos ^. — sin ^, sin ^.. Donc, en général, si l'équation est F^s= F^, + F^,, on aura
cos Pt cos p% — sin ^, sin p^^pJ^p^ cos ®3 = L^ * ^ — "^~7T •
Cette valeur, substituée dans l'équation AÇ»AÇaA4)3=A:'*+**cos^,cosç,cos^s, donnera
A^iA^fl — L* sin ^1 sin ^^ cos ^, cos 0^ ^* *"" I — Â' sin* ^, sîq" ^ft
Enfin , par l'une ou l'autre de ces Valeurs on trouverait
^ sin o, cos ^ftA^ft -f~ sin ^a cos ^|AA,
^ 1 «^ ^* Sin* ^, sm* f fl
Ainsi, nous avons déduit du théorème général les propriétés fondamen-. taies de la fonction de première espèce F^ , lesquelles découlent de Téquation algébrique qui correspond à l'équation transcendante F^3 = F^,-1-Fç..
Propriétés des fonctions de la seconde espèce.
228. Pour que la fonction désignée généralement par ^^ devienne E^, il faut, en supposant toujours a: = sin^, faire ya:= (or — a)(i — J^a:^); car alors on aura
La fonction de première espèce F^ étant supposée satisfaire à l'équation
nous allons rechercher quelle sera la valeur d'une quantité semblablement formée des fonctions de la seconde espèce ; cette valeur sera , conformément à la formule générale, C -4- n(X), C étant une constante et
n(X) désignant le coefficient de - dans le développement suivant les
puissances descendantes de x , de la fonction
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soi. . = i^., .= g^(t^) = |.+ £^(^^) • „ .^
X ss \/( ■ jj ' t ') 1^8 '-^<<^« Négligeant les m* dans le dévelofi
de X suivant les puissances croissantes de u, et observant que la sapposition ^4 = 0, faite ci-dessus; donne a* — c*=o, ce qui permet
de prendre a = c,. on aura z = jç^:jr^^'= jfj C ' + M«) » «»» <»»sant, pour abréger, M = — = ; donc
De là on voit que le coefficient de u appelé n(X) dans le théorème général , aura dans cet eMmple la valeur
n(X) = fc.M(jj^ + i^),
OU en réduisant
Mais dans le cas de j?^ =» o , qui est celui dont nous nous occupons , si Ton égale entre eux les coefficiens de x dans les deux membres de réquation (7) , on aura 3aa, — ncc^ =:S — x^x^^ , ou
2ç (C| 7- a,) = sinç', sio fitsiafl), ; ^uc n(Xj := it*sia ^.^fa sîa ^s»
donc oa airni pour les fonctions Eç y appliquées aux valeurs particiK» lières ^, , ^^ , ^s ^ Téquation •
E^i + E^» -^ E^3 = C -|- i* sin ^, sin ^^ sin f^:
Mais le cas de ^,=0, donne 4)3=^», d'après l'équation F^^+Fç» — F^|^=o; donc on a aussi dans le même cas £^5 = E^«, et par conséquent Cs=o; donc on a simplement
• E(^i -f- Ef, — E^3 BSE A^stn^iSm^.sîn ^3.
Ce beau résultat , connu par la théorie des fonctions elliptiques 1 se dé* duit donc des formules du théorème général.
On va voir que du même théorème peuvent être tirées ^al cwottt ' toutes les formules relatives à la comparaison di8^ Ibnctiow flUptiyw
de la troisième espèce, dans les différens cas dont elles sont stcsceptibles.
Propriétés des fonctions çUiptiques de la troisième espèce.
2129. Pour parvenir plus aisément à un résultat qui soit conforme aux formules connues, considérons la formule suivante, formée de deux fonctions qui se déduisent de la formule générale , en faisant Jx = i •
La formule générale étant appliquée aux trois valeurs particulières de x^ donnera
^ ô(-«)^/(^,*)-.ô^— «)v/(^.ct)'
formule où Ton remarquera que la partie C -^ Il (X),. qui était dans la formule primitive, a disparu dans la différence des deux équations formées en donnant à a des signes différens, ce qui ne change rien à cette partie.
Le second membre de notre équation , dans laquelle nous ferons
a' = i et N = \/( 7 ^^ ; ) , sera
_ î log (^^^+ ^')t/(^' - ^) + (^^; + ^«)i^^' - ni
^ {en- + fl.) \/{k^ — n) — (en* + c J v/(i — n)
. N j (c/i^— g,) V/(^' — n) + (c/ii— c, ) t/(i — /i) î* (en* — a,)v/(** — «)— (c/iï —c,)|/(i — n)'
Cest cette quantité qui, étant réduite convenablement, donnera la Valeur de la somme
formée avec les fonctions de troisième espèce, comme Font été les sommes formées avec les fonctions de première et de seconde espèces ,
car on voit que dans ce cas l'intégrale ^x = ^ _^^^ ■ ^ représentée par la fonction de troisième espèce •
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Soit, pour abréger,
A = (cn^ — a,)\/(k* — ») + (cJ — c. )v/(i — ») , B = (cn^ — a^\/{l^ — 7») — (en' — c.) v/(i — n), A' = {en* + /i.) /(*•— n) — (c/i' + c. ) ^/(i — n) , B' = (c«* + a.) v/(A:* — «) + W + <?.) »^(i — »)•
Le second membre de notre équation sera exprimé par ''^St>H — ^^"B»
ou par - log -g-^ , et 1 on aura
AA' = (m?*— a\) (^ — /i) + (c\— ne») (i — ti)
Substituant les valeurs *c»,=a\A:»+ i, 2c(a, — c,) = — sln^,sin ^«sin^,, (a\ — c*) A^* =^ cos^,cos^,ços^3, on aura
AA'=i — 7i+7ïCOs^,cos^.cos^3 — 71* (i — w)*(A* — 72)^sin^iSiQ^«8in^,.
On trouveriait de même
BB'=i — /i + /icos^, cos(p,cos^3-|-n*(i — n)»(A:* — 7i)*sin^,sin^,8iQ^3,
Ainsi , pour les fonctions elliptiques de la troisième espèce , on aura cette formule générale de comparaison^ qui suppose toujours que les fonctions de première espèce satisfont à l'équation F^^ -|- F^« — - ¥^s =^ o^
n» 1 1 — /i-f ncos^,co s^^c os^3 — n*(i — n )*(k^ — nJMin^iSÎn^infi
2 (i — n)*(Ar» — n)» i — n-^ncos^iCOSÇtCoa^s + n^Çi — n)*{k^ — 7i)^siDf ,stDfaiiiif9
Voici maintenant différentes applications de cette formule. 23o. Soit I*. n = A:*sin*^, le second membre se réduit à
tang C I à*C + ^* sin* C cos ^, cos ^, cos ^3 — ^* gl n C cos C A C sin^isîa^sip^
Pour comparer ce résultat avec celui qu'on trouve art. 5g , tome Ij il faudra remplacer les lettres ^ , 4 » A^ ^^ ^^^ article par ^if ^^f Pif ainsi que c et 8 par A: et ^. Aloi*s en supposant qu'on détermine Icf amplitudes // et jj!', qui satisfont aux équations
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F)x' = Fff— F<p3, • Ffc''=F€ + F?>3,
la quantité précédente s'accordera parfaitement avec celle de l'art. 59 ^ présentée sous la forme
tang 6 ^ I + c* sin d sin 1* sin ^ sin 4 2AÔ ° I + <?' sin ô sin ^" sin ^ sin 4'
Ce premier cas est celui des fonctions de troisième espèce à paramètre logarithmique; les deux autres se rapportent aux fonctions à paramètre circulaire^ pour lesquelles la quantité logarithmique se change en arc de cercle.
Soit donc^ 2®. n=: — cot* ^, le second membre de notre équation de-
viendra ^ — log (^ , ^zj^_J , en supposant
rj ^__^ cot C^Csin ^1 sin ^ft sin ^3
I COS' • COS ^, COS^ft COS ^3 '
mais on a log ( ',~z^Z! ) =/--T+^^ = — ^V/— • arc tang Z.
1^ 1 .*. / t fjx ,, sin Ccos C ^ cot CaC sin ^1 sin ^» sin ^3
Donc la quantité précédente = ^ — arc tang 71=--^-^ — ^;
* * A» ^5 1 — COS* b COS ^, COS ^a COS ^3
donc pour l'intégrale n^ = / , — ; ,^^ . , - — , on aura la formule
*^ ° y (i -f- col* b sin*^) A^ '
r-f^ • r^.^ r¥^ sin C COS C . cot CaC sin ^, sin ^a sîn ^3
n^, + n^a — n^3 = ;; — arc tang r^s — — — ^ ;
^' * ^* ^* aC ^ I — COS'CcOS^iCOS^aCOS^s'
ce qui s'accorde avec la formule (/i'), tome P% page 76.
Un résultat semblable s'obtiendrait dans le troisième cas^ où Ton a /t =z= I — A:'* sin* f , et qui appartient également aux fonctions de troisième espèce à paramètre circulaire ; mais comme ce cas se ramène facilement au cas précédent^ nous croyons inutile de nous en occuper.
Autre manière de parvenir à la propriété fondamentale des fonctions
elliptiques.
^5i • Nous avons partagé la fonction ^x en deux facteurs ^,ar=i — I^x^y ^^x= I — ^*; C6 qui nous a conduits à une équation du quatrième degré, d'où nous avons déduit les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques.
On peut parvenir plus simplement aux mêmes résultats en faisant usage d'une autre décomposition de la fonction (px.
En effet, soit ^,jc= i + x^ ^^ = (i — x) {i — hx^). Si l'on fait ToiiE IIL 26
en même temps &r = a -f- ^i^ et 8,ar z= e , il faudra satisfaire à Féquation
(a + a,xy (i + x) — c* (i — a:) (i — k*x'') = (x — sin ^0 (x — sin ^O (x — sin ^).
En y faisant successivement ar=T, i^ = — -t^ on a les deux équations de condition
(a, 4- a*)* (i + A) = (i — k sin^,) (i — k sin ç.) (i — A: sin/t)^ (a, — oÂ:)* (i — A:) = (i + A: sin^,) {i + k sin^J (i + A: sia/i);
d'où l'on déduit
Par les coefBciens de ^r' et x*, on a encore les deux équations de conditioii
a* — c* = — sin ^, sin ^. sin /i.
De ces deux dernières on tire
a*, — A:*û* =1= I -|- A:* sin ^, sin ^, sin fc. Donc on a sans anibiguité
A^,A^.A|tt = A;' + A/A:*sin ^, sin ^. sin ft Désignons par F^s le complément de Y^/jt, en sorte qu'on ait FfcH-E?9=F')t. On pourra substituer dans cette équation les valeurs connues sin /i =: ^î^^
A/A = — , ce qui donnera
A^,A^. =: A^s 4" ^ sii^ ?i sin ^^ cos ^3.
On obtient ainsi directement l'équation algébrique qui correspond à TéqnAtîon transcendante F^3 = F^, -4- F^.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. ao5
§ V. Des calculs nécessaires pour déterminer les coefficiens des polynômes ^x et -^.Xj ainsi que les N auxiliaires gui ont lieu dans la classe dont le rang est N.
2 52. Nous ayons vu qu'eu appelant A le degré du polynôme ^x , A, et A, ceux de ses deux facteurs ^,x et ^^x, si Ton prend à volonté le nombre n, qui détermine le degré du polynôme complet 6x, on peut toujours prendre le nombre m, degré du polynôme ^^x , de manièi^e que le nombre 2/12 + A, , qui exprime le degré du produit (&t.xy^^x, soit égal à 2n-f-^i> degré du produit (â^)*^i«r, ou soit seulement moindre d'une unité; le premier cas ayant lieu lorsque A est pair^ et le second lorsque A est impair. Les choses étant ainsi préparées , on aura /^ = 2» + A, , c'esl-à-dire que le nombre des facteurs du second membre de l'équation (2) sera 2/2 + ^f L'identité des' deux membres de cette équation donnera donc 2/2 -(" ^1 + ^ équations de condition ; sur ce nombre, 772-}-^ + ^ ^^^ nécessaires pour déterminer les coefficiens des fonctions Bx, Q^x, au moyen d'un pareil nombre de termes pris arbitrairement dans la suite x^ , x^.... ^^. Les N autres équations restantes serviront à déterminer les N autres termes de cette suite. Ainsi l'on voit qu'il y a dans ces calculs deux parties distinctes, l'une qui détermine les coefficiens des fonctions flo: et 9*^, l'autre qui détermine les auxiliaires, par le moyen des /jl — N termes pris arbitrairement dans la suite a:^ ,
•X/^ • • • . *^ix *
Le nombre des termes qui composent le premier membre de l'équation (5), représenté par S-nJo:, sera en général ft ou 2/2 + A,, et il pourra augmenter indéfiniment, à mesure qu'on prendra n plus grand, mais il pourra aussi être plus petit que 3/2 + A,, et même ne pas excéder N-|- i, quelque grand que soit n\ car on peut supposer nuls, ou plutôt infiniment petits, plusieurs des termes pris dans la suite or,, o*^.... o?^, et le nombre peut même en être porté jusqu'à fjL — N— - 1, de sorte que le nombre des termes du premier membre de l'équation (3) ne sera que N -f~ I • ^^ ^\xi même , à la rigueur, supposer que le seul terme laissé arbitraire dans la suite ^, , arg....^^est encore infiniment petit, et alors 1^ N auxiliaires ou non arbitraires de la même suite entreront seuls dans le premier membre de Féquation (3) , pour former une équation entre N fonctions, nombre absolument le plus petit possible; et ce qui est très
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remarquable, c'est qu'on pourra former une infinité d'équations de cette sorte, en donnant à n toutes les valeurs possibles. Voici maintenant qaelle doit être la marche de l'analyse, suivant les différens cas.
2i55. Soit t l'une quelconque des quantités a*, , ^. ....or^. Si Ton Êdt X = t dans l'équation (2), le second membre deviendra nul , et Au pre-
mier on déduira 9.^ = H J(^-^\ = ^I^^^. Soit T = 1^, et' l'on aura (10) c + c.^ + cjt^ + .... + cjr = (a + a,t + a^t^.... + o,^) T.
Cette équation se répétera autant de fois qu on aura de valeurs arbitt'aires ^if ^%f hf etc., à substituer au lieu de t^ ce qui fera connaître autant de valeurs particulières de T, désignées par T, , T., T,, etc.; et' comme on a m + ^ + ^ coefficiens à déterminer, savoir, a, a. , a^ . . . • n^^ c, c,, c» . . . . c, , il faudra prendre arbitrairement w + /i + i termes de la suite :r, , «r», ^3....^^. Ces termes ^. , t^, ^s*-**^^^^^.! ^ étant mis successivement, au lieu de^, dans l'équation (10), avec les valeurs correspondantes de T, on aura m -{■' n -^ i équations linéaires d'où Ton pourra toujours tirer les valeurs de toutes les quantités
a a, a. û„ c, c. C3 Cpj ,
lesquelles sont au nombre de m -f- 'i -f" i • H' ne restera donc à déterminer que la valeur de c; c'est ce qui se fera immédiatement en égalant à l'unité le coefficient de xf^ dans le premier membre de Téqualion (2).
Si A est impair, ce coefficient sera celui de la plus haute puissance de X contenue dans le produit {bx^^^x , savoir, {a^yb^ , en supposant que b^x^' est le terme de ^^x où l'exposant de x est le plus grand. aura donc {a^yb^ = i , d'où résulte
et comme — est connu, on aura la valeur de —, et par conséquent celle
de c. Sur quoi il faut observer que si &, était négatif, on devrait néanmoins le prendre positif, afin que c soit réel , changement qui n'aura d'autre effet que d'afïecter du signe — le second membre de l'équation (5). Si A est pair, et qu'on ait pris le degré du polynôme 9,^: comme il
a été dit (art. 21 5), le coefficient de a/* dans le produit (fl|J:)*?^ sera
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(CmYKt en supposant que b^a^* est le terme de ^.o: où l'exposant de oc est le plus grand; on aura donc^ dans ce cas^ Téquation
(a^yb, — (c^yb^ = i , d'où résulte
Le second membre étant connu,. devra être pris positivement, quand même îl serait négatif, aGn qu'on en tire une valeur réelle de c, et cette
valeur étant combinée avec celles de —, —....—, —, —....—, on con-
naîtra tous les coefBciens des fonctions Sx et Q^oc,
254. Soit maintenant af"-^"^' — A,x"-^" + A.x"'^"-' ± A„^..+, le po \y nome qui résulte du produit de tous les facteui^ connus
(jc — t,) Çx — Q [x — t^) (x — /i.^,^,),
et
T'TN P tI^ — I -1- P T»N — a _ =fc= P
le polynôme qui résulte du produit de tous les facteurs inconnus .
le produit de ces deux polynômes, affecté du signe + ou du signe — , selon qu'on aura conservé ou changé le signe de la valeur de c', devra être égal au premier membre développé de l'équation (2). De là naîtront plus d'équations qu'il ne faut pour déterminer tous les coefficiens P, , P^^.,. .Pj. ,
de l'équation algébrique du degré N, dont la résolution donnera les N termes non arbitraires de la suite J:r, , :r. , ^3 . . . . x^^.
Cette méthode est générale et ne souffre aucune exception tant que les termes pris arbitrairement dans la suite a:,, x^.. • «Xyu sont inégaux entre eux. On doit même remarquer que chaque valeur de T peut être prise indifféremment avec le signe -f- ou avec le signe — ; d'où il suit que le nombre de solutions obtenues avec une série de /» + /i -|- i termes pris arbitrairement est en général a""*"", solutions qui sont toutes admissibles analytiquement, mais parmi lesquelles il conviendra de rejeter celles qui ne donneraient pas des valeurs réelles pour chacune des auxiliaires déterminées par l'équation algébrique du degré N , dont elles sont les racines.
255. S'il y a des termes égaux parmi ceux qu'on prend arbitrairement , la méthode devra subir les modifications conformes aux règles ordinaires de l'analyse. Si, en particulier, on veut que parmi les termes pris arbitrairement dans la suite a:. , or. . . . . x^ il y en ait un certain nombre y qui
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soient nuls, ou plutôt qui soient égaux à une même quantité infiniment petite , il faudra que la suite infinie résultant du développement de
flo* ± fl.a? \/\"^) » suivant les puissances croissantes de la quantité infiniment petite ûc, prenne la forme
oc^ (Ao + A.o: + A^jc* + etc.);
c'est-4i-dire que les y premiers termes de la série disparaissent, en égalant à zéro leurs coeiliciens , ce qui fera y conditions correspondantes aux y Taleui^ égales et infiniment petites de jc.
L'expression de ces conditions ne sera sujette à aucune difficulté , si la fonction (pjc n'est pas divisible par jc, parce qu'alors la quantité
— j peut êlre développée en une suite A'-f-B'^-|-Car*+ etc., dont
les premiers ternies sont toujours faciles à déterminer, et Ton aura immédiatenicut les équations linéaires qui expriment que les y premiers termes du développement de la quantité
6x zfc e.x (A' + B'jc H- Cor* +. etc.)
se réduisent à zéro.
Mais si ^jc est divisible par JC, auquel cas Tun des facteurs ÇiJC, ^^jc est aussi divisible par x^ il n'y aura plus lieu de se servir du facteur
^xziz^yX \/\^^—)9 ^"î contiendrait dans la seconde partie des puissances fractionnaires de x. Il faudra donc développer tout au long", suivant les puissances croissantes de or, le premier membre de Téquation (a), c'est-à-dire la quantité
et Ton égalera à zéro les coeiliciens de x^, x\ a:%... jusqu'à x^ exclusivement , ce qui fera y équations de condition correspondantes aux y données égales et infiniment petites. Le reste du calcul sera le même que dans le cas des racines inégales.
Les calculs précédens sont fondés sur ce que , ayant pris à volonté le nombre n, on déterminera le nombre m de manière que la différence (an-f-A,) — (am+A.) soit zéro ou i, selon que X est pair ou impair. Dans ce système, le nombre des quantités non arbitraires de la suite X,, x^. . ..Xfj^esi toujours égal au nombre N, qui d&igne la classe des transcendantes dont on s'occupe ; et Ton tix>uvera facilement que le nombre des quantités non arbitraires deviendrait plus grand si l'on déterroincit m de toute autre manière.
§ VI. Formules pour calculer par approximation les intégrales
, r dx ' , , r dx
236. Nous nous proposons de développer avec quelque étendue les
/* dxfx . — r, en supposant.. . .
(px =? I •— x^. Ce cas, qui appartient à la seconde classe des transcendantes comprises dans le théorème général, est à peu près le plus simple de ceux que nous pouvions prendre pour exemple; mais il suffira pour donner une idée des nombreux résultats qu'on peut obtenir, dans 1 analyse de ces transcendantes^ à l'aide du beau théorème dont la découverte est due à M, Abel.
Pour cela, nous commencerons par examiner le cas le plus simple de tous ceux qui répondent à la même valeur de (px^ c'est celui de l'inté-
.. _ — jr, qu'on supposera toujours prise à compter de
Cette intégrale, dans le sens positif, ne s'étend que depuis ^ = o jus* qu'à xz=ii ^ car passé a: = i, il est clair qu'elle deviendrait imaginaire: aussi verra-t-on, dans tous nos exemples de calcul, que les valeui^s positives de X f prises parmi celles que nous avons nommées auxiliaires ou non arbitraires y n'excèdent jamais l'unité. A la limite x= i, Tintégrale est complète, et l'on peut en exprimer la valeur exacte au moyen des fonctions F, qui en donneront en même temps une valeur très ap-* prochée.
Dans le sens négatif, le signe de x change,[et l'intégrale %|/ ( — x) de-
/dx -— -7— jT. Cette nouvelle intégrale
s'étend de x^3±o à x=r^;6a valeur complète sera donc représentée par •v[/' ^, et l'on sait, d'après la théorie des intégrales Eulériennes, qu'elle peut encore être exprimée par les fonctions F. Nous allons d'abord donner les expressions de ces deux fonctions complètes, ainsi que leurs valeurs na« mériques approchées.
257. L'intégrale JtttzZI^^ devant être prise depuis a: = o jusqu'à
a: = I, si l'on met x"^ à la place de x ^ elle prendra la forme
f\x^ * rfr (1 — xy " ^ et ses limites seront toujours x = o et j? ss:i;
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mais, par les propriétés connues des fonctions T, on a (tome H, page 4'?) pom* les mêmes limites la formule
Donc l'intégrale complète
• _ . r^rj _ 7 i r(i.2o)
quantité dont le logarithme se trouvera par la table des fonctions T, comme il suit :
'rs 9.845098040014
Connaissant ^i , on aura immédiatement -^^ ^ par la formule... • ••
/v/(i - ^) ~ ^^^ s/fô^"^' *''"• "' ^^' ^^7' ^^^ ''^''^^^ '^'^~ "^^
cosg 9-9^795 1G445 86
Au moyen de ces deux valeurs logarithmiques, on aura les valeurs |ap-
prochées
On verra dans la suite que ces deux transcendantes ,. qui sont entre elles
:; cos I : I ou :: i.^5 — i, sont les deux élémens par lesqaels on
peut toujours exprimer exactement la constante qui forme le second membre de l'équation (3) , dans le cas où les fonctions 4^ et 4'^ contenues dans le premier membre sont de la pi'emière espèce , exprima
par les formules ■4^^= /^/(/l^) > '^'^—/'^(T^l^)' "^^^^^^^ ^'*«tant plus remarquable, qu'il a lieu quel que soit le nombre de termes' contenus dans ce premier Inembre. On verra que des exemples nombreHx
appuient cette assertion, que la théorie n'a pas jusqu'à présent établie d'une manière absolument certaine : aussi la vérification qui en a été faite, dans les cas particuliers, a presque toujours causé une sorte de surprise au calculateur; et cependant la confiance qu'elle a fini par lui inspirer l'a mis* à portée, nombre de fois, de reconnaître les erreurs qui s'étaient glissées dans ses calculs , toutes les fois qu'ils paraissaient ne pas satisfaire à la propriété énoncée.
238. Venons maintenant aux moyens de calculer, par approximation ,
— — -~n , pour toute valeur donnée de x. Il y a
deux cas à considérer :
I**. Si ûc^ est <i, il suffira d'employer la formule que donne l'intégration par série , savoir :
^x =zx + i . >H 7. y-^ . -^ + etc. ;
^ • • b * 2.4 II 2.4.0 16 '
mais il sera bon de lui donner la forme suivante :
/ 4a: = a: + ?x^ f8. 92081 87639 Sa) + Vx^ (9.925^0 244i5)
+ Vx^ (9.61 181 98286) 4- P-^^ (9-95291 12609)
P^ (9.75809 i4565) 4- Pa
+ Poc» (9.82390 87409) + Px5 (9.94437 47863)
(12)^ + p^ (9.86148 84562) + Vx^ (9-94875 25602)
+ Vx^ (9.88582 30932) + Yx] (y. 95249 i5i94) + P^* (9-90^87 45097) + Vx^ (9-95572 14996) + Va^ (9.9^548 99205) + P^5 (g. 95854 02889)
+ etc.
Dans chaque termç Pjc* (A) dont le rang est /i, P désigiie le terme précédent du rang n — i, dont on a calculé le logarithme. Il faut joindre à ce logarithme celui de a^y ainsi que le nombre A , qui représente le logarithme du facteur par lequel il faut multiplier le coefficient du rang n — I ^ pour avoir le coefficient du rang n qu'on calcule. De cette manière , on forme successivement les logarithmes des différeus termes de la sécîe y lesquels termes sont d^autant plus petits qu'ils sont plus éloignés du commencement de la série. Par cette raison, les logarithmes renfermés entre parenthèses pourraient être diminués d'une décimale, à des intervalles de trois et quatre termes alternativement; mais nous leur avons laissé le nombre constant de dix décimales, que chaque calculateur pourra diminuer à son gré.
TOMB
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Si a^ e8t très près de la limite \ , le résultat de la série , que nous avoQS bornée au dix^septième terme , ne pourra être en défaut que d'ane ou deux unités au plus, dans la septième décimale; mais moyennant la correction qu on pourra lui ajouter , il deviendra exact jusqu'à la neuvième décimale.
Soit A le dernier terme calculé^ B ravant-dernier, on pourra supposer
que les termes qui suivent B et A forment la progression -g-» ç > «j, etc.,
dont la somme est ^ * Cette somme, toujours facile à calculer, devra être ajoutée à la suite de A , pour tenir compte du reste de la série.
Lorsque ûc^ sera moins près de la limite j, il faudra employer moins de termes de la série pour obtenir un égal degré d'approximation , en tenant toujours compte de la correction qu'on vient d'indiquer.
2^. Si or^ est >> ^ , il faudra calculer la partie de l'intégrale comprise
depuis a:^>i jusqu'à a:=z i. Cette partie étant trouvée, on la retran* chera de l'intégrale complète représentée par 41, et le reste sera la leur de 4*^-
Pour trouver la portion d'intégrale dont il s'agit, soit i— a:*
ou x=:(i — m)^, on aura _^ z= — ^u *du(i — u) ^ Faisant
donc U=/j«*'«'w(i — ") *» cette intégrale, qui devra être prise depuis u = o jusqu'à u= i — x", sera exprimée par la série
U —jU 1^' + 5- 3-1-57^^-5 •+-5.IO.I5- 7 ^^®"^->
d'où l'on tire la formule suivante, pour faciliter le calcul numérique de U ,
4- P« (9.42596 87522 72) 4- P« (9-c>4'95 5485i) 4- P« (9.73239 37598 23) + Ptt (9 94776 o58ig) -\- Vu (9.82390 87409 4) + P« (9'95a5a aSagi)
+ Tu (9.95648 8688(5) Tu (9.95984 a86ig) Pa (9.96271 68170) Tu (9.96530 67604) etc.
Tu (9.86857 9i35H 6) + Tu (9.895 12 10573) 4- Tu (9.91272 60760) 4- Pa (9.92526 29659)
Cette valeur étant trouvée , on aura -^^x = 4 ^ — U.
^39. Proposons-nous maintenant de trouver^ par approximation, Tavtn
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— -— ^, Sî Ton a Jc* <^, la valeur de cette intégrale sera
., 1 4P« , 1.3 X" 1.3.5 ar'« , ,
^ a 6 a. 4 ii 2.4.0 16 '
Celte suite se calculera par la formule (12)^ eu ayant soin seulement de donner le signe — ^ aux termes de rang pair. La série étant calculée jusqu'au terme =bÂ^ qu'on suppose précédé du terme ifiB, le reste de la série, dont il faut tenir compte, pourra être exprimé approximativement
par qp ^ . — . On pourra ainsi trouver une valeur suffisamment approchée de '^'Xp tant que a^ n'excédera pas 7; mais pour aller jusqu'à ar=: i, il convient de suivre une autre formule.
Soit, pour cet eflfet, — j-— 5 = «, ou ûi^^ssz-^—^^ on aura
et en intégrant par série,
^ \ ' 10 6 ' 10.20 II • io.ao.3o 10 y
cç qui donne^ pour le calcul numérique^ la formule suivante :
^'x = M* + Vu (9.06694 67896 3o) + Vu (9.94195 95899)
+ Vu (9.66617 74909 4) + Vu (9.9475? 5^416)
^ Vu (9.79151 52119) •+■ I^« (9'95i86 38077)
+ Vn (9^84804 24207) 4- P« (9-95564 62682)
(i4) { 4- Pw (9.88057 58004) -f. Vu (9.95887 8ii85)
•t- Vu (9.9015B 52594) -4- Vu (9.96167 o8522)
Vu (9.92691 93822) H- etc
H- Vu (9.95550 27682)
L'usage de cette formule doit être borné à la limite x = i ; si l'on a .r >» I , il faudra faire une autre transformation. Soit alors
1^= u^ou 0:*= ?-=!?, onauraç^^.^j = — I w"-^«(i — ufK
Soit donc Xi^=^ f^if^duli — u)" «• Cette intégrale étant prise depuis M = o jusqu'à w= 7x^5 > on aura Tintégrale chercliée 4'j:=4'^— U.
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Or l'intégration par série donne
U — 2« 1,3 + 5 -,3-^5., 0*23 ^ 5.io.x5-i3^^^*^' J* ou en adaptant cette formule au calcul numérique
U = |m^ + Pa (9.26626 78894 o5) + Vu (9.94085 5So66)
+ Pu (9.70645 80257 3) + Pm (9.94687 17996)
+ fu (9.81325 06728) 4- P« (9.95178 gkSiS)
(,5) j H- P" (9.86276 90896) H- Vu (9.95587 40955)
Vu (9.89146 38190) + Pm (9.95932 00878)
Pu (9. 91 021 20()53) + P" (9 •9^216 66543)
+ P« (9.92342 85620) -f Pa (9.96481 5o63o)
Vu (9.93324 93834) + etc
240. Cette formule peut être employée depuis x^j jusqu'à xss^; mais pourvu que a^ surpasse 2, on pourra faire usage d'une formule
plus simple que donne la substitution x= -; on en tire l -^ — • ■ .
= ^/iTcTT^) ' ^^^^^^ ^^^^ ^ ~Jv(^^y ^^ ^"^^^ ^^ intégrant
par série,
ce qui donne pour le calcul numérique la formule
U = jtt' — Ptt* (9.06214 79067 49) "^ ^^ (9'9^577 i56oi)
H- Pw* (9.62727 67796 81) + Pm* (9.95535 pSagi)
— Ptt* (9.76405 265oo 9) — Pm* (9.95955 55951) . + P«* (9.82705 55573 2) + Pm* (9.94468 99265)
^^^ j — Pm* (9.86545 50954) ~ Pm* (9.9490a oiSia)
H- Pm* (9.88714 67595) H- Pm* (9.95272 i5565)
— Pm* (9-90585 5oo6o) — Pm* (9.95592 15498) + Pm* (9.91621 60443) + etc.
U étant trouvé, on aura 4'* = 4'a — U.
Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on poum le plus souvent calculer jusqu'à la dixième, et quelquefois jusqu'à la douzième décimale, ou même au-delà, la valeur de 4^ ^t celle de «^^x. Voici maintenant quelques exemples de ces calculs, qui auront leur application dans les recherches suivantes.
• Exemple /".
241* Les nombres ot et € étant déterminés d'après les formules
//5 — fn\ /3 — m^
OÙ Ton a m= v/5 = 2.256o6 79774 99788; on demande les valeurs de '^et et 'Np^^y approchées jusqu'à la dixième décimale au moins.
Pour obtenir plus facilement les valeurs numériques de a et f, j'observe qu'on a , d'après la table III , tome II ,
i(e + a) =y/^^ZlI?) = a sin 36* = i.ijBBj o5o45 84946,
{(€ — a) = —^ — =:2 — acos56*= 0.38196 60112 5oio6;
1 P f € = 1.55755 65i58 35o52, \ et z= 0.79360 44933 34840.
Pour avoir le logarithme de a, je remarque que 7936 étant le produit de 256 par 3i, on a, par la table de Gardiner,
log (0.7936) = 9.89960 16591 46i22«
Faisant donc ^=0,7936, or = 0.00000 449^^ 5484> et appliquant les formules log (a + a:) = log a + R, log Rca log(î^)~ ^.^ , où
log ce = 9.89960 4^180 9900.
Ensuite , puisqu'on a ceC = m — i = 4 sin 18% on trouve, par la table III, log ct^ = o • 09204 23554 i4o5, et par conséquent
log f = 0.19243 82373 i5o3.
Calcul de ^/a.
242. Puisque, d'après la valeur trouvée, on a a^ < |, il convient de se servir de la formule (12), dont les différens termes, désignés par i), 2), 3), etc., se déduiront de leurs valeurs logarithmiques comme il suit :
iii4
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l) ou CL..... 9.89960 41 180 99
Saâôo
t. 29785 5si5i etc.
lo 14671 o5
fl 52x85 08
§71 ao
••••>•• n ni
iH I I I
■ ira
Calcul de 4^« 245. On appliquera dans ce cas la fonuiole (i5); et d'abord connaiMUit
log € =t= 6.1924$ 8i575 i5, log €»ttsî o^963t9 ÏX865 ^5,
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il faut déduire de ce dernier le logarithme de i + ^^^ qui fera connaître
celui de z^ = - , çt, .
Pour cela, je remarque qu'une valeur approchée de f est
9.16625 5?: ^ — =: a, dont le logarithme, calculé avec 12 décimales
par la table Y, est
log a = 0.96219 16980 o4;
de sorte qu'en faisant r =0.00000 o5i i4 29, on aura log €^s=i log a^-^r. Maintenant on peut connaître, avec une semblable approximation, le lo-
8i53 garithme du nombre i + ^ = 3^ = 0.575 X ^71 1 : ce logarithme est
log (i -|- a) = 1 . 007 16 07855 082.
Il ne reste donc plus qu'à appliquer les formules connues
• log(l + ^«) = l(l + «)-R, ''='TT'a'
log R == 1 (ar') - i /,
En voici le calcul :
Au moyen de la valeur logarithmique de z^, on procédera au calcul de k formule (i5) comme il suit :
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2) j.^SodG 820(S9 08 6) 5.02616 85i9!2 9
Pour trouver avec 1 2 décimales le nombre .dont 1) désigne le logarithme, voici le procédé dont on use ordinairement, pour suppléer aux tables qui n'ont que dix décimales. Par les tables ordinaires, on trouve que o. 352476 est une valeur approchée du nombre que l'on chei*che ; pour en trouver commodément le logarithme avec 1 2 décimales ou plus, je réduis ce nombre à 552475 = 4^5 X 825. Soit donc a = 0. 552475, et l'on aura, par la table I de Gardiner,
log a = 9.52175 89946 9105.
Appelant A le nombre cherché, on aura log A = log n + r, en faisant r = 0.00000 16489 9755. On déterminera ensuite A — a par la formule très simple log (A — ^) == log (aMr) + ^r, dans laquelle M est le nombre connu 2.5o25, etc., dont le logarithme = 0.56221 56887.
r 4'2i722 ooioS 3
A — a.... 4-TÏOII9 55182 2 A — a = 0.00000 12625 9874;
donc A = 0.55247 62625 9574.
On pourra calculer d'une manière semblable le terme 2 ) ; les autres se calculent par les tables orJinaîres, et Ton a les résultats suivans :
3) 3o 2iio5 632 8) 7 006
ii54 721
Connaissant U , on aura
Exemple II.
;244 • Les nombres a et ^ étant déterminés par les formules •
. e = ^ + ^/('-±iï),
où rpn a = I + 2 cos 36° et ^\-^^—\z=:. a cos i8%
on en tire^ par la table IH^ tome II,
CL = .0.71592 09561 59586, log a = 9.85486 5075 1 0294, g = 4.52014 70213 40202, log ff = o.655i5 256o8 1099.
Il s'agit ensuite d avoir les valeurs de ^'^ et 4'^-
Calcul de 4'*-
Puisqu'on a encore «* < ¥> il conviendra de se servir de la formule (i 2), dans laquelle les termes de rang pair devront être pris s^vec le signe — . Voici ce calcul : '
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î= ii,48«52 90063 o
Exemple III.
Voici encore quelques exemples qui auront, ainsi que les prëcëdens, leur application dans les recherches suivantes :
4ï = o.5oi5i 9o556 614, 4' j = 0.49871 42706 664 9 4'i =z= 0.93885 14394 40, 4'2 == i.3i485 28467 595.
Les deux premiers ont été calculés par la formule (12), les deux autres par la formule ( 1 5 )•
§ Vn. Application du théorème général au cas de la Jonction
çx = I — x^j et en supposant /jl=z S. ,
:245. Dans cette supposition , nous bornons à cinq le nombre des transcendantes 4-^ ^^ '4^''^ formant le premier membre de l'équation (5}. Parmi ces cinq transcendantes, trois sont censées connues par autant de valeurs particulières de a: prises à volonté, et qui serviront à déterminer deux autres valeurs de a: nécessaires pour compléter le nombre de cinq transcendantes avec lesquelles se forme le premier membre de l'équation (5); et comme sur les trois valeurs arbitraires de jc une, deux et même trois peuvent être supposées nulles, les calculs que nous allons développer s'appliquent non-seulement au cas où les fonctions comprises dans le premier membre de l'équation (3) sont au nombre de cinq , mais encore à plusieurs de ceux où les fonctions sont au nombre de quatre , trois ou même deux seulement.
Cela posé, on sait qu'en faisant m = \/5, le binôme i — ^ est le produit du facteur simple i — * x par les deux facteurs doubles
i + X Ç^. ^ j + jc* et I — -^("i") + ^^> ^^ pourra donc faire
Prenant en même temps 6xs=:a + x et Ô, j: = c + c.jc, il faudra , pour la solution de notre problème, satisfaire à Téquation
(17) {c+c,xyÇi+x.'^+x^)—{a+xy(^i-œ.'^^
=:{X — X,) {X — X^) (X — . Xs) {X — Xj^) {x — JC5),
dans laquelle on remarquera que '(a + x)* est mis k la place de (a^a^xY, qu'indique la forme générale de Gx, parce que le coefficient de x^ devant être le même dans les deux membres, il aurait été nécessaire de £iire (a,y = I , ce qui permet de prendre a^ = i. Si l'on remarquait que les signes du premier membre de l'équation précédente sont contraires à ceux du premier membre de l'équation (2) , considérée comme tjrpe de toutes les autres , nous répondrons qu'on peut changer à la fois les signes
de ç^jc et ^^x, sans changer le produit ^x, et sans rien changer non plus au second membre de 1 équation (3).
Maintenant 1 équation (17) est préparée de manière à satisfaire à tous les cas particuliei^ que nous avons indiqués. Elle ofTre, en général, cinq équations de condition , dont trois sont nécessaires pour déterminer les coefficiens c, c, , a en fonctions des trois quantités prises arbitrairement dans la série x^, x^, x^t Xj^, x^; elle donnera en même temps l'équation du second degré, qui a pour racines les deux autres valeurs particulières de X, prises dans la même série. C'est avec tous ces élémens qu'on formera, pour toutes valeurs données de la fonction entière Jx et de la constante «,^ l'équation (5), qui contient une propriété générale relative à cinq des fonctions désignées par 4^ ^^ '^x.
2^6. Pour considérer d'abord le cas le plus simple, supposons que deux des valeurs arbitraires de x soient nulles; il faudra que chaque membre de l'équation (17) soit divisible par x*, c^est-à-dire que le coefficient de x^ et celui de x soient nuls dans le premier membre; ce qui donnera les deux équations de condition
o = ^ ' (c* + a*) + 2CCt — 3a.
La première permet de prendre az=:c, car le signe de c est à volonté dans le carré (c -|- c^xY, et alors la seconde donnera
Au moyen de ces valeurs, le premier membre de l'équation (17) étant divisé par x*, donnera pour quotient
Le second membre de la même équation, divisé également par x*, ne contiendra plus que trois facteurs
(x — Xt) (x — x^) (x Xs)*
Soit t la valeur prise arbitrairement de l'une des quantités Xt, x^, X3, et soit ic* — pj: + y = o l'équation du second degré, qui a pour racines les deux autres quantités; ce second membre s'exprimera encore par
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{àc — ^ Q (Ar* — px^q)f et ston développement sera
^ — (p + 0^^ + (p^ + q)^ -- qtt
tm *aiih*a 'donc les iroh ëqifeiiofSB
P + t — — (-ir~)^ + ('^ — i)^ + -15—,
/rt-Hh 9 === *^* "-^ ^'O'ï + 0*^ -f- m 4-1,
g/ i= (m + i)c* — (/n + i^- Éliminant ^ et 9 de ces équations., on aura entre c et ^ réqvatioa
— c{(ni — =• i)<* 4- 3(m + i)« — m — \}
4- t' -^ (^^)«' + ('>» + 0«- Celle-ci donnei^a 4a valeur de c en font^ion de •/, «avoir
valeur qu'on aurait trouvée plus directement par la formule du n* a55.
Connaissant le coefficient c, on aura les valeurs de /> et ]jr paf les formules
(iç)) ^ 9 = — ^p -j- 3c» — i (m + i) C + /n + I , ou y = -^ï— (c* — c) ;
et la résolutîoh de Tëquation x* — ^or -f- g = o donnera les deux autres racines x = S, a:== )^, ijui serviront à former le premier membre de lequation (5J.
On voit que par la seule donnée t^ dont la valeur positive doit être plus petite que i , et la valeur négative peut être d'une grandeur quelconque, 011 déterminera d'abord le coefficient c, puis les deux racines X == ^, .r = y, au moyen desquelles la somme des trois fonctions '^t y 4^^ 4^» prises avec des signes convenables, sera ^gale au second membre de l'équation (5), composé en général d'une partie constante, d'une partie algébrique et d'une partie logarithmique, lesqucjltes
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pourront être réduites à une ou à deux, ou prises toutes ensemble, suivant les dlfTérens cas.
247. A l'égard des signes dont ces fonctions doivent être affectées, il suffira de les déteroiiner pour le cas où Ton considère la fonction la plus
/dx — — r; car nous avons déjà dit (218)
que les signes des termes de la somme S^o*^ étant connus , on en déduit facilement ceux des termes de la somme X-^x^ qui s'applique à toute
autre fonction comprise dans la formule générale -^x = f ^^-^^ — ^^.
Nous donnerons ci-après une règle sûre et facile pour déterminer les signes de tous les termes qui composent la somme l'^^x^ quel que soit le nombre des valeurs données de jc, et dans toutes les combinaisons qui pçuvept servir à déterminer tarit les coefficiens des fonctions ^x et 9,^ que les auxiliaires qui, concurremment avec les fonctions données, forment la somme dont il s agit; mais comme nous considérons maintenant le cas de la seule donnée désignée par t^ Temploi de cette règle nest pas absolument nécessaire : d ailleure, nous y suppléerons par une construction géométrique adaptée particulièrement au oas dont nous nous occupons.
Avant de faire çles applications de la fQrniu]e (18), nous deyoqs encore remarquer que cette formule donne deux solutions, h, raison du double signe dont 4/(1 — fi) est susceptible; et, parce qu'on peut aussi changer le signe dç m, en mettant — ^/5 au lieu de -}- ^/5, il est visible que chaque valeur de t fournira quatre solutions, c'est-à-dire qu'il y aura quatre manières de faire en sorte que la fonction donnée 4^ ou -^/t , jointe à deux autres fonction^ de. la même espèce , prises avec des signes convenables, soit égale à une constante déterminée. Il pourra arriver, dans Tune de ces solutions, que les valeurs des deux auxiliaires soient imagiqaires, mais la solution n'en existera pas moins analytiquement.
Maintenant, nous allons faire voir, d^n^ pa assez grand nombre d'exemples appliqués à la simple fonction de première espèce
^x =F= f . ^. , comment on détermine la constante, qui est alors
le second membre de l'équation (5). Cette question, dont il ne parait pas qu'on puisse donner la polutiqp €^ priori et d'une manière générale, mérite de fixer l'attention des analystes, par les résultats très peu variés et très simples qu'on obtient constamment dans les cas p^rtici^içr^.
Exemple /". f = o.
248. Alors on aura les deux valeurs c = o, c = i« Soît, i*. c = o, les équations (19) donneront p = — -—9 9=m-f*i; on aura donc à résoudre l'équation
•^* ~ (^^4^)^ H- m + I = o, d'où résulte
Ces valeurs étant imaginaires, nous ne nous en occuperons pas, quant k présent ; mais en changeant le signe de m , on a une solution réelle , savoir :
Substituant la valeur connue de m , et faisant
ff = 0.56596 53599 43561, log C = 9.75278 98508 o5, y = 2.18399 93486 95455, log y = 0.55925 25045 i856.,
les racines de notre équation seront xz=.^, x=z — y, ainsi le premier membre de l'équation (3) sera ■\>'yd:z-^Q, le signe de 4^ étant encore non déterminé.
•Calcul de •\,C par la formule (12).
SopS
a) 7.43755 78593 22 4) 21645 5oi6
Reste de la série 37
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Calcul de -^'y par la formule ( 1 5 ).
y 0.5592525045 i856 a=:49.689s= 9X5. Sai,*
« 1.69626 02565 7946 i(,+j,5^_.i(,+a)+R, r'ss-I-
b^^la + r, r=2266o i554 iR^w^^ . .^ "^"^
ur 9-48853 52i65 6257 « 1 .69636 02566
u 8.2q5o8 AoSSix onq . ^.
3) 6.87378 59021 ,96 . 5) '' it:^ f^
^•^^IfA^'^l" l 4) 963 081
Q. 81 525 06728 ,, r — rrr~
4) 3.98566 27110 7 ^a 1.54660 63777 47 8.39508 4o553 1 ^ — 2fï£ — £ZZ_lZ_ 9.86376 90896 -^'y = ï -54561 95972 853
5) ..14.51 58558 8 4^ = 0-56877 '4584 io5 8.39508 4o553 i C = 0.77484 81 588 739.
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On voit qu'en faisant 4'> — 4ff = C , la constante C a une valeur qui s'accorde y aussi parfiiitement qu'il est possible, arec h valeur connue ■ ^ 4'| = o. 77484 8i588 755; ainsi on devra avoir exactement
C'est l'equatfon qui résulte de la supposition < = o, en choisissant la valeur c = o> et prenant m négatif.
349* Soit > 2^. c = I , on aura l'équation
a:" + (5 — m) a: — m + ïsso, * dodt leir ndnes sont
Ces radnés sont les mêmes qu'on a désignée^ d^-dessus (a4i) par x = a ^ iT = — ^ ff ; et le calcul qui a été fait des fonctions ^^ %|/M», a donné pour résultat
'^axsz 0^81771 95456 07.
Avec ces dràx fondions on formera l'équation
dans laquelle €' = 2.02857 87656 84. Or, par les valeurs des fonctions entières 41 ^^ 4' ^^ données art. 257, on trouve
ce qui s'accorde, aussi bien qu'il est possible^ tvec la valeur pi^oédente de Ù : donc on doit avoir exactement
a5o. 3*. Si l'on prend toujours c = i , mais qu'on change le signe de m on aura deux nouvelles valeurs de x, savoir :
Ces valeurs ont été désignées ci-dessus (244) P^r -^ a et par — €, et Ton
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a trouvé
On voit donc que la valeur de '\/C — -i/a s'accorde, aussi exactement qu'il est possible , avec la valeur connue de 7 -^^ ^ ; donc on -a exactement
C'est la même constante que nous avons trouvée pour les valeiii;^ / ss o ^ c = Oy et en prenant, comme nous vcnocc de le faire, m négatif.
Ainsi le cas de f = o , qui devait iourjoir en géuérû quatre solutions , en donne trois réelles et une imaginaire.
Dans le cas des racines réelles, la constante du second membre de l'équation (3) s'exprime exactement par les fancli.Qns coniraes '^i £l 'i^' ^ , lesquelles appartiennent à un ordre de transcendantes plus simples , puisqu'elles s'expriment par les fonctions F.
Exemple II. ^ = i .
a5 1 • Alors , de l'équation ( 1 8) ou tirera la valeur ^njque c = ^ , et l'on aura l'équatioA à résoudre
Jr* rf- (3 H- m)flç -f- I 4- W -55: oj d'où l'on tire
Ces d^ux valeurs ont déjà ^ dérignées, dans f exemple précédent, par j^ = — et, a:;:^;:-^^, jpt jqms avow txow^
Ajoutant de part et d'autre 4if <>i^ ^^^ entve les trois foiictioiis ^i^ 4 'a, '\f% l'équation
On aurait , pfiX^ les mêmes fonctions , .l!équdtiQ9a
4i ^ 4'^ + 4'a sa 4i ^ l^'\ s 0.47888 ^4^ 435; ce qui offine une nouvielle constante qui ne s'est point encore présentée.
Si l'on changeait le signe de m dans les deux valeurs de x^ on aurait encore les mêmes valeurs, désignées par a et — ff dans l'exemple I*% n* a4i, ce qui ne produirait aucun nouveau résultat.
Exemple III. < = — i .
nSa. Alors l'équation (i8) donne , en faisant |/( i — ^) = — j/a ,
m + im — i . Q..m, .
il en résulte
p ss '^ m — 5 — 2/?n/2,
y = I — 5m — 2m\/2; et en résolvant l'équation jc* — ^ix + g = o, on aura les deux racines
Voici d'abord comment on peut réduire en décimales les nombres de cette formule, au moyen de la table III du tome II :
m/a = 3 sin 45^ + 4cos 27**— 4sin 27*= 5.16627 76601 6838o
5 -78051 16489 18274 5 (m + 1) 4/2 = 20 (sin 9* + cos 9*^) = 22 . 88245 61 1 27 07580
^Lt92! _. 22.56250 58987 49046
On aura donc
X = — 5.78051 16489 18274 ± 1/(45.44476 20114 56426). Désignant ces deux valeurs par xzsiot, x=i — €, on aura
a = 0.96096 15771 10, log et = 9.98270 59528 87,
C = i2.52i58 46749 4655, lo^ € = 1.09765 92946 99.
Calcul de %(/« par la formule (1 5 ).
.J^MHh
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a) 7.91287 59101 46 8) 2.6ioa5 êsgai 5 9-25656 47910 5i 9.25656 47910 5
1 2) etc. 9 . 49005 397 .
a) 8id a5o96 369 7) a68i 814
Calcul de 4^^ pcL^ lafomuile (16).
Q X .09765 93946 93 i) = o.oi5o4 59565 99054
f 9^8^590 87409 44 o.oi5o4 59507 59164
gaa : 0.95885 i
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i) 8.17741 97989 06 o.oi5o4 59507 59164
w" 4*5ii70 35265 40
Cette constante C formée^ comme on voit , de la somne ^^'i-f-*^— "4'^» s'accorde^ aussi bien qu'il est possible^ avec la quantité oonniie 4i — 7*4^'^ = 0.47888 24859 4^5; ainsi Ton aum exactement
4'i + 4flt — 4'C = 41 — i 4'^.
lia formule d'où Ton a tiré cette première solution eo donnera successivement trois autres , par le changement de signe de l'une des quantités m et 1/2 ou de toutes les deux.
Seconde solution^ en changeant le signe de m. Alors la formule est
mais la quantité sous le radical étant négative, parce que le changement de signe a été fait de manièi*e que m désigne toujours y'S, ces racines sont imaginaires.
Troisième solution ^ en changeant le signe de l/a^
On trouve encore que les racines sont imaginaires.
Quatrième solution, en changeant le signe de m et celui de (^'2.
253. Alors la formule est jc^,,-(l=Jg).~m/2±^ Q^'^^'^ + 5(yn — 1)1/2];
et en mettant les valeurs numériques connues ^ on a
^= — 3.54424 36714 i8486=fcv/(ii.i78oi 45902 27574).
Ces deux valeurs sont toutes deux négatives; en les désignant par r — a et ar = — C, on aura
CL = 0.20088 98776 6r767, log a = 9.30295 80542 8757(8, ç 5= 6.88759 7465i 75195, log S s^ o.838p^ 77575 25197.
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Calcul de •\>'a» par la formule ( i a }.
i) «... g.SoagS 8o54a 87578 i) == o.aoo88 98776 61767
iiooS i6ao
u^ 5.80966 laïaS 74oi5 o.o5688 iioo5 33716
a> — 5.45861 6ara57 795 4'f s= i.SrsSi 51772 255.
Avec les valeurs trouvées , on essaiera les combinaisoos suivantes :
4'ff = 1.51281 51772 a55 4'«^ =1 o.aoo88 44010 866
\if'^ Bs 0.77484 8i588 755.
Ainsi , il est visible qu'on a exactement
254* Voici un petit tableau qui contient les cinq résultats troayc» dans nos trois exemples , et dont le nombre pourrait être multiplié indéfiniment^ en prenant pour t d'autres valeurs particulières à volonté.
Trois valeurs (le x, dont une donnée = f, les deux autres conclues.
Équation entre les trois foncstions correspondantes.
et
et, X = — i, 0.56596 53599 43561 , 2.18399 93486 93455.
^'^ — -^ce =
.r =: fit, X = — c,
se = 0.79360 449^^ 34840,
a. 01857 87636 goS.
et
rzT ""• et y X — — ^™" • , = 0.20088 98776 61767 ,
4''ff-4''« = i4,'i.
4'ï + 4^et
=: 1.07468 13734 gS6, = 1.53465 o326g 878,
^^'l 4'ec
o.aoo88 44010 87803, 1.51281 51772 233,
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255. On peut, par une construction géométrique, rendre compte des difTérentes valeurs que peut avoir la constante qui forme le second membre de lequation (3) , quand on ne fait entrer que trois fonctions dans le premier membre, c'est-à-dire quand on détermine, d après hes ët[uations ( 1 8) et (19), deux valeurs particulières de x correspondantes à une valeur ^donnée x z=l t. On ti^ouvera que la constante dont il s'agit ne peut avoir que trois valeurs difierentes^ tant que m est pris positivement dans les équations citées.
En effet, si Ton considère t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée , l'équation (18) deviendra celle de la courbe tracée dans la fig. 2. L'origine des abscisses étant fixée en A, les abscisses positives ne s'étendent que jus-
qu'à la limite AC = i , où Ton a l'ordonnée extrême Cç = — 31» . dans le
sens négatif AH, les abscisses s'étendent à l'infini.
La courbe dont il s'agit a deux asymptotes B£, DF perpendiculaires à la ligne des abscisses; on détermine leur- position en égalant à zéro le
dénominateur — ^t-i t^^(rn^^\)t — 2 ; il en résulte
Ainsi l'on a les valeurs déjà considérées
AB = \/ic~r^ ~" (~~r^) ~ 0-79560, etc., AD = yjÇ^) + ^^ = X. 55753, etc.
256* Trois branches principales se font remarquer dans cette courbe, qui présente un aspect fort bizarre. Une première branche aabcz est ren- 'fermée dans le biangle indéfini EDCc ; à compter du point m, où l'ordonnée est un minimum, cette branche s'élève d'un côté, pour s'approcher de l'asymptote DFj de l'autre côté elle s'élève jusqu'au point c, où elle touche l'ordonnée Ce, puis, en continuant de nîonter, elle se rapproche de plus en plus de l'asymptote BE.
Une seconde branche lAa€ a dans le sens positif une partie AI qui converge vers l'asymptote verticale BK, et dans le sens positif une autre partie, située tout entière au*<lessus de l'axe, laquelle a po^r asymptote la*
branche supérieure de la p^abole qui a pour équation ^-—7:=-^^^ — h i/a:,
X étant égal à r— t.
ToiiE iri. 5o
La troisième branche est située dans Tangle GDH , où les abscisses et les oiMlennëes sont négatives. A partir du poinfc lu!, où Tordonnée ndgative est un minimum,, la courbe converge graduellement d'un cbXé yers Tasymptole DO , de Tauti^ côté vers la branche inférieure de la parabole
dont Téquation eSt ^ ■ ' jr = -—^ — — ^x.
25j. Si Ton mçne par les points^ c> m^ m' des parallèles à 1».Q, ellœ* partageront l'espace occupé par la courbe en trois zone$ distinçte&t <iui seront afTectées chacune à une cpi^çtante particulière*.
La zone située indéfiniment au - dessus de la parallèle c^ coniprend
toi^te 1^ partiç de la courbe oi\ l'on a^ ç positif et > f'H- ; eUç jouit de
cette propriété , que si a ^ C ^ > sopt les abscî^s^es de trqîs points placé» dans cette zone sur une raçme parallèle à Taxe ^ U somn\Q des. fonctions '\cLy '^^ y '^y^ prises avec les signes convenables, et en changeant y^ en 4' si Tabscisse est négative , sera égale à la constante «s^i — «"^'i = 0.47888 34869 455.
La zone suivante, située entre lea parallèles à Taxe menées par les points c et m, comprend toute la partie de la courbe où l'ordonnée positive c est comprise entre la valeur Ce = — ^^ , et le minimum
Mm = o . 90795 y etc. ; alors la somme des trois fon<>«ions' déterminées par les trois abscisses qui répondent à une nj^me yaleur de c , est égale à la constante -vl/i +î >|/'^ = 2.02857 87636 go5.
Enfin ^ la troisièn^ê zone, placée au-dessou»de la. parallèle mfj", comprend la portion de courbe dans laquelle l'ordonnée c est négative et plufs grande que le minimum m^W'=a: i .7761.5^ etc. DofîSi.ceUe sQuerla constante. sei:% 4 V '+■•1 ^'^ • =^ • S^78ïî7 ^04 14 5^5,
Qp YQit,, d^ plus, qu'il existe un§ q^atrij^^i^: zone Gompi4s«: ent»! Im' dei^ parajjlèlfis w^.,. m'^f^^ uou^nées p^^ le^. ppiipts m. ei /^^ où IfordomuSe cet uij rnirHfnum.^ afois tOïïJp. parallèlej ^ Tajjçe, menée ^m dedans de cett«î zone, ne renconï;]çera qu,e la b.i;ajQ«he dç çow'tç. lA, c^cjui signifia qw les.dem autres intersections sont imagipaiiiQ^.
358,. ]?^s,ajp.uterQps.eûfioreîqi?e d3ft8;cbaquft zpae qq: p^ut détennuier géi)éi»Jpnïent,les ^îgne^.dfts tfoi^ fonctioiftp 4, ou, 4' ^«*» cowposea» le- ■ mier i»P.mbi;e 4fi.i;équ^tfiA (5)..
Soient cky — ff, — ^. les abscisses des points dans lesq^uels. tQUte parais lèle à l'axe, menée. dans la première zone^ rencontre la courbe, on aura fit > AB , f < AD , y > AD , et 1 équation des fonctions sera , sans au-
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cnne ambigtiité,
En effet, dans la limite supérieure , lorsque c = ^ ^ on a a = AB^ b =. AD et y = i; alors Téqualion devient 4 (AB) + 4' (Aï)) = 4 1 + f 4' f ^ cofrime on Ta déjà trouvée (:t54)'
Dans la limite inférieure, on a c:=.-^^^^ a = i ^ C sas o.'jiSga,..^
y ±-: 4-5ioi5.r.; alors Téquàtion devient
4, + 4'e _ 4/^ = 4' _ i4'i, ou 4^> - 4'^ =n= H'^i
équation comprise dans notre tableau (art. a540
. Dans la seconde zone , il y a deux cas qui donnent lieu h deux équations
de forme différente*
Premier cas. Si la parallèle est menée dans la partie supérieure de la 2KMDe I entre le« potallèles^ C'^ et ba, lés abscisséâf âé§ ftois pôititsf d'iil^ tersectîûct seront désignées^ coâime dfths la p^emiÀre 20Mf, p^r^e, -^S, — *7, avec cette scrute différence qo'on aura j6<o.^i5$!y. 4. et y <^ 4.520...; l'équation des fonctions sera , dans ce cas ,
Cette équation se vérifie immédiatement sur les parallèles ctf et ba.
Second cas. Si la parallèle est menée dans la partie inférieure de la zone, d'est-à-dire entre les parallèles ba et my j appelons a, C, — y les aî^scissës des points d'intersection^ on aura l'écpuation
Celle-ci est liée avec la précédente par la loi de continuité , car si 6 devient — €, 4^ se changera en — 4'^*
Dans la troisième sectidti , où l'ordonnée c est constamment négative et prend tout.es les valeurs, depuis le minimum MW=: i. 7761 3.... jusqu'à l'infini, soient a, — ^f v— > les abscisses des points d'intersection d'une parallèle à Paxe avec la courbe , on aura a < AB ^ C> AD , y> AM', et réqjnatîon des £Dûctions serii
Cette équation se vérifie à la première limite, où l'on sl €=±y, ainsi qn^on le montrera, en aptes j^ elfosei^érifie égaleikietft kht deVfiièi^ liittite , où c = -~7, car alors pn a A':ist^AB, € mi A3 et ^=4**^. L'équatioh dé»
fonctions devient, dans ce cas particulier, -nKAB) + %P'(AD) -f- 4,'^ = 4i + l4'i, ou >KAB) + 4'(AD)=4i+i4'^; ce qui s'accorde . avec le deuxième cas du tableau (art. 254).
25ç). Par cette énumération des différens cas, on voit qu'il importe de fixer la position des points m et m' où l'ordonnée est un minimum, puisque ces points déterminent, Tun la limite inférieure de la seconde zone, Tautre la limite supérieure de la troisième. •
Désignons toujoui^ par t Tabscisse AM du point m, et par c Tordonnée Mm; réquation ( 1 8), mise sobs la forme rationnelle, sera o=Ac*+3Bc-f-aD, en faisant, pour abréger,
Dans le cas du minimum de la quantité c, on pourra différentier, par rapport à t, réquation o = Ac* — aBc -hnD, en regardant c comme constante ; ce qui donnera une seconde équation o = A'c* — 2B'c -4- 2D',
où Ton suppose
Éliminant c de ces deux équations, on aura, pour déterminer t, 1 équation
AD' — A'D)' = 2 (AB' — A'B) (BD' — B'D
qui peut se développer ainsi : .
o = [(m + 3) £* + 81^ — ia(m + i) <^ + 8/ — 4 (m + 3)]' +8m(m4 i) ^i'—(P~^y+i^l{rn—j)t^+^{m+i)û—(^^
C'est donc par une équation du huitième degré qu'on pourra déterminer directement la valeur de t, tant pour le point m que pour le point m'; et il ne parait pas que le degré de cette équation puisse être abaissé au-des-. sous de 8; car une autre manière de traiter le problème conduit à l'équation
qui semble plus facile à résoudre par les fausses positions, mais qui, dégagée du radical, monterait au douzième degré.
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•tA.- O.4o485 00216 8 3 — m - _
T y c «o T"" 9-582oa 47195 00
3«...d^. o«477i2 ia547 ^o
i) — 0.55900 oi8()8 894 5) 9-44525 00547 ao.
second membre
M = 0.00557 5i532 968 premier membre.
Diff. '4- 245 557.
Maintenant que nous connaissons Terreur de la première hypothèse, voici un procédé par lequel on obtiendra assez facilement la correction qu^ faut appliquer à la valeur supposée pour t.
Soit- cette valeur corrigée =r < (1 + o')» ^ étant ime quantité anez pe* tite pour qu on puisse négliger son carré. Il faudra substituer^ en général, ^" (i + 1^^) AU lieu de ^, et alors le second membre dé notre équation cevr^ 1. 'incrément
— f//i _ ,)/ûi + ^^^^t^nûù — 5^.5»,
qu'on peut représenter par (é [ — (i) + ^ (2) — 3 (3i)]; or, on a trouvé
Ainsi Fincrément dont il s'agit = — âp(i.235'i9 64575); cehii du p mier membre sera un peu moins facile à cafculer. Par la substitution de ^ (i + ^) À la place de ^, ce premier membre devient
x^M a6 f /".Q.SAx
I — .^,. 9.99170 583^ 3 M s» o. 00557 5i5!iîr 966
Oii aura donc pour déterminer a Tëquation
6>(o.o45x2 262182) =s 245 557 — - 6*(i.255i9 64575); d'où résulte
« = râ^= 191.6574.
On voit d'ailleurs que les 191 unités conifirifies: dans cette valeur sont, comme celles de 245, des unités décimais» im dixième ordre. II en résulte pour lagt kt correction o) (0.4^4^9) = 85.227 ; de sorte qu'où aura la valeur corrig^ée
Icfg; t =s g.65556 96083 M7.
261. Appelons a la valeur qu'on vient de trouver de labscisse t au point du minimun^ pesîtif m; lar parallJAe k Ysxe menée par le point m rencontrera la ecntrba an; nu point y dont FahscisGC négative sers désignée par *-*4 : les trois racines désigsées pav jr,,. ^r^i^ jCf, dans l'art. 246, seront a.,, «^ — € , parce ^e le point dier contiuogenee m équivaut à deux intersections. Il faudra donc qu'on ait^ suivant ce même article ,
-f-JC[2C\ — 2/l*~2.(ilL4- l-)^ + m+'l]
— (in + i)c*-|-(w+T)r; ce qui donnera les trois équations
€ — 2a= — ^c* - (m - lie ~ (-^-j, a* — aetS =s 2C^ '^ 2 (m -^ it)r '-+- w -H t,
0L*€ = — . (/Il + ï)^* "H il^' ■+^ ^y^i
de là résulte, en éliminant c,
fii-H«»
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Substituant dans cette équation la valeur a = 0.45^24 o66ai 469 déduite du logarithme trouvé 9.65536 g6o83 :i27, on aura les résultats suivans :
-^^. .. 9.48998 a564o 86 ~^^ — = o.SSrgô 60112 5oi
(t* 9.51073 93766 45 2CL 0.90448 13242 93
i) 8.80072 i58o7 3i 1.28644 75555 4sii
Num. 1.225246680a 871 "... 9.79101 25597 ^^ I + a* = 1 .20452 16164 98
a 9-65556 96085 25 ?) 0.27950 oioo5 01
2) 9.44^^8 19680 75 Dén. 0.92502 i5i6i 97.
€ = »-»'M 66802 87 ^ ^ 5^^3^ g^g35 g 0.92002 loioi 97 ^ " '
log € = o. 121 56 221 II 852.
On trouve en même temps l'ordonnée minimum c= 0.90795 o456i 576. Il faut maintenant calculer les fonctions -^a, '^'€, afin de vérifier Féquation 24» + 4'^ = 4^ + • 4' i"
Calcul de 4^ P^' ^ /annule (12).
i) = ût.,.. 9.65556 96085 .227 1) = 0.45224 06621 4^-
6) etc. io5
Calcul de 4'^ /'<*'' ^ formule (16).
g 0.12156 aaiii 852 7) 4.-o5209 1817a
1 i 'z 00 ,y ai 9.90383 3oo6o
laa
58265 700 ^4) etcj- aS.
11) 19 235 4'ff = 1.12266 ©4586 70
On voit que la somine 34^+4'^ s'accorde, autant qu'il est possible, avec la constante connue 4ï + t 4'^ = !».oa857 87656 906; ainsi Ton a exactement l'équation
4'g + 24flt = 4i 4- 7 4'*»
. qu'il s'agissait de vérifier.
263. Nous allons déterminer semblablement l'autre minimum. Pour cela, nous mettrons l'équation à résoudre sous la forme
et comme la valeur de t est négative , nous ferons ^ = — - ee , ce qui donne l'équation
Âpres quelques essais, on trouve la valeur approchée a = 5. si 189,
que nous prendrons pour première hypothèse, en faisant *....
log CL = 0.71699 52410 97. Voici, d'après cette valeur, le calcul des diéerens termes de l'équation :
Calcul de 4'* par la formule (i6).
i 9>82590 87409 445 ^^ L2fl
Calcul de 4^ P^f* ^^ formule (f 2 ).
i)=sC... 9.76894 5oiii i5 5.26244 20i55 a
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jc{a:* — i) (^**~/'-^ + 9)) ^^ sorte qu'elle sera exprimëe, dans ce cas particulier, comme il suit :
Soit d'abord a: = o , on aura c* — a* = o ; ce qui permet de Stti>poser a ss c.
Soit ensuite x = ; ; le second membre devenant nul , on tirera du premier l'équation linéaire
c + \c, =(c + i)X, dans laquelle
- = /'Ll1\ = ^ = 0.478.. 98448 ,^.
Enfin , la supposition x = — 1 donnera semMablement
X' = i^i|^^ = a.3oa8a 07155 968.
De ces équations, on tire
log c = 0.0676a 31195 ai, c, 3= — 0.74185 ao554 75^ log (— c) = 9.87050 55957 95.
Maintenant, il résulte de l'équation (A) qu'on a pour déterminer p et 9 les diverses formules
/) = — ac — c\ 4 ^p = c\ + cc,(m + + c{m + i) — c* (^ ^ ' ) — i, 9 = i H 7^ h 2CC, H- c»,. — ^- + c» — c(m -f- i).
I = ac — «•(/»+ i) — ace,.
En voici le calcul :
c», = o.55o3i 479^5 a655 — ace, =5 1.75563 9x694 756 3C = '2.33696 98797 5438 2C = 2.35696 98797 5458
p = — 1.26935 06895 5io2 f ~ ~ ^-54777 91934 o3i2
q = — 1.391 II 67756 1248.
ï) après ces valeurs de p et q, la résolution de Téquation oo* — px + ^ = o donnera les racines xz=za, a:=s — €, savoir :
a. = 0.70472 75220 44h log a = 9.84802 12325 287,
S = 1.97397 821 i5 75i, log € = 0.29534 23546 938.
Calcul de 4* P^'^ l^ formule (12).
a^... 9.24010 61626 435 9.2401JO 61626 4
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i) = 0.7047a ySaao 44i 8) 0,00000 00196 6oa6
a) 1020 81289 8915 9) 28 i5io
4) 7 2a885 9095 II) 6i5i
6) io584 7177 »5) «59 ^) i4i4 5i82 i4) etc. a6
C= a.oa
On voit que la constante C, égale à la somme 4/'^+ 4^ +4 ^"^ 4"' «^ ^'^P" proche beaucoup de la constante connue 4 1 +1 4^o =^ a-oaSSy 87636 go5 ; donc on a exactement .
Exemple II.
265. Soient maintenant \^ i, —* a les trois valeurs données de ^; alors l'équation (18) sera, pour ce cas particulier,
Et j parce que x — - 1 divise à la fois le second membre et la seconde partie du premier, il faudra aussi que c + c^x soit divisible par x — i, c'est-àdire qu'on ait c, = — c; alors, en effectuant la division par x -*- i , on aura la nouvelle équation
.Soit X = 7, on aura
log A = g. 67944 59266 1617.
Soit ensuite x =s — a , on aura
c == (a — 2)X', A' = ^(îlilË?) = , .08556 00959 o555,
log A' = o .05565 58707 17076; de là on tire
log a = 1.51076 67186 25^4^
log c S=s 1.50175 16040 6701.
L'équation (B) donne de plus
Tome III
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a^ s 418.34389 65889 372 c* = 401. ^5o oSgôS gai
c* = 4^1*^94^0 06963 921 aa =: 40-90691 36742 8go
qr = — . 1*7. 04959 59926 45i — •443»30i4i 4^7^ 8^'
/> ss= — 44o.o8338 02819 5ia.
D'après ces valeurs de /i et 9 , l'équation or* — - px 4-9 = donnera
(t = 0.03873 78768 966, log (X = 8.588i3 58o34 849, ff = 440.12211 81678 278, log C = 2.64357 31944 057.
Calcul de ^«t /lar la formule (12).
i) et..... 8.588i3 68034 849 * = 0.03875 78768 g66 ?
et'.... 2.94067 90174 ^\S 2) 2 816
Calcul de '\'C par la formule (16).
1 9.82390 87409 4452 4'ff = 1 .54962 40767 95a8.
Nous ayons maintenant les valeurs approchées de nos cinq fonctions comme il suit :
41 = o.5oi5i 9o556 614,
4ot = 0.05875 78761 782, .
Quatre d'entre elles satisfont à l'équation
dans laquelle le second membre est la valeur connue de • • • .
î4'i == O' 77484 8i588 755. Ainsi Ton a exactement
Ajoutant de part et d'autre 4'^ ^^ ^^^^ pour les cinq fonctions dont il s'agit réquation
4x +47 — 4'a + 4<* — 4'^ = 4ï + H' if
dont le second membre est la même constante qui a lieu dans toute 1 étendue de la seconde zone, pour le cas de trois fonctions.
266. Dans cet exemple, après avoir trouve les deux racines . or =s «t , jc = — C , qui , avec les valeurs données j:=i, oc = i^ x=s — 2 , déterminent les cinq fonctions comprises dans le premier membre de réquation (3), nous avons combiné les signes de ces fonctions de manière que la somme des quatre
' 4 i — 4':j + 4* + 4'ff
se trouvé égale à la constante cpnnue 7 4' ^ ^ ^^ V^^ s'exprime autrement par l'équation
Cette combinaison , pour obtenir le résultat cherché , n'a pas exigé beaucoup de tàtonnemens dans la question actuelle, où Ton pouvait Êiire abstraction du terme 4^^ compris ordinairement dans les constantes, et qui ne laissait ainsi que quatre termes A, B, C, D, dont trois peuvent être joints au premier, considéré comme positif, de huit manières dii*férentes , comme on le voit ici :
Dans d'autres cas, le tâtonnement pourrait être beaucoup plus long et plus laborieux ; c'est pourquoi il uq sera pas inutile d'indiquer ici un procédé par lequel on pourra, dans tous les cas, parvenir d'une manière sûre au vrai résultatque l'on cherche.
Observons d'abord que le coefficient i est en général affecté a la fonction 4^^ ^^ sorte qu'il prend successivement les valeurs £|, £., €3,... etc., quand il s'applique aux fonctions particulières 4^i» 4^^/ 4^3» ^^^' i ^^ c'est ainsi que.se forme la somme €,4^1 + ^•4^«+ ^«4^3 4" etc., représentée par 2 (^4^) f pi'emier membre de l'équation (3)^^
Le coefficient €, dont les valeurs particulières ne peuvent jamais être que + i ou — i , pourra toujours se déterminer par l'équation gé*
nérale Ox{/Cç^x) ssz t^iX{/{ç^x), que Ton trouve art. ig8 du deuxième supplément.
Cette équation se simplifie en observant que \/(^iX) et V^(^tX} doivent toujours être des quantités positives ; de sorte que pour déterminer le
signe de € il suffira d'eicaminer si y est positif ou négatif pour chaque
valeur particulière de x, telle que x =: t. Si cette quantité est positive, on aura é = -f- i , et la fonction '^t entrera avec le signe -{dans la somme ^(é^ir); dans le cas contraire, on aura £ = — i, et la fonction '^t entrera avec le signe — dans la même somme.
267. Appliquons cette règle aux valeurs successives j: = ^ , '-— a , a, — ff, considérées dans l'exemple II.
La quantité r- , dont le signe détermine celui de '^x, est dans ce cas
— — , suivant l'équation (B) de lart. a65. Cette quantité est positive
pour les trois premières valeurs mentionnées, et négative pour la -valeur jr = — ff. Ainsi la fonction n[/(— ff) devra être prise négativement, et les trois autres positivement, dans la somme S-nJaT, laquelle sera par conséquent
on , suivant notre notation ordinaire ,
Cette sooune, d'après les valeurs trouvées, se réduit a ~4'7t ^'^^ le résultat qu'on obtient ainsi de la manière la plus directe et sans an** cun tâtonnement.
Si l'on change le signe de l'une des quantités X et \', on aura une seconde solution. Soit donc A 2= —.0.47801 98448 776; on aura, en conservant la même valeur de h' et ne poussant l'approximation qne jusqu'à cinq décimales ,
a = -, = o.SagSo, c = — i •27085, c' := '^ c,
de là on voit. que p* — 4? ^^ négatif, et qu'ainsi cette seconde solution est imaginaire.
On aurait deux autres solutions du même problème en changeant le
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signe de m dans les formules primitives ; mais nous allons passer à un autre exemple, qui offrira un plus grand nombre de solutions.
Exemple III.
368. Soient ^, — 1, — a les trois valeurs données de j?; l'équation (17) à laquelle il faudra satisfaire sera, dans ce cas,
i (c-t-c.a:)*(i+ar.î^+a-)---(a+a:)*(i--a:.^H-ar».2ii:i— a^j
/=(a: — iXx-f-i) (ar + a) (ce* — par+ q)
i=aH'+ x<^|— />) + j:» a — 4p + 9)H- j?*(lî — 1 — i;,)
Les suppositions x=^^, xss — a donnent, conformément aux résultats déjà trouvés, les deux équations
C 4- îrc, = (a 4. i)A, A = 0.47801 98448 776, log A = 9.6*7944 69266 162, c — 2c, = (a — 2) a', a' as 3.25668 02877 106, log a'=: 0.51277 5i254 267.
La supposition x z=z — 1 donnera une troisième équation
c — c. = (a — i)X", A'' = gi^ = 5. 70:245 91736 458,
log A" = o. 56849 ^^783 5i9î de là on tire
Sa^—Ga' + a . 0.54976 6oi3i 67 n ^ ,
log (— a) tsz 8.84885 14788 :i,
c = — 1. 18445 49^5o 5, log( — c) = 0.07351 8538i oo,
c, = a. 77943 60224 5, log c, = 0.44395 51192 89.
Pour déterminer p et q^ on a les équations
q ^s. af^ — c';
d'où résulte
/> sr — 5.46695' 98159 66, log 0.53983 55a5a 55, 9 = — 1.59794 8o555 95, log 0.14549 ioa8i 53.
Ensuite, la résolution de l'équation or* -— par 4- ? = o donnera ^ = «t , jc = — S, savoir :
a == 0.3649I 60372 60, log et s=: 9.56219 29500 747^ C s= 3 .83087 58532 26, log f = 0.58329 ^^780 774.
Calcul de 4^ par la formule (12).
2)* 6.29397 64544 002 4) 19 5ia
.5) 5.71676 io555 74 7.81096 47^05 75 9.75809 i4565
Calcul de 4'^ P^^ ^ fomude (i6).
wi . .. . 9.70855 09609 6i5 ^) — 1 a4S4a 570
5) I . 80540 55294 8 7.o855o 96096 I 9.76405 265oo 9
Nous avons maintenant cinq fonctions, dont les valeurs approchées sont
î = o.5oi5i go536 6i
4'a = i.5i485 28467 595, 4a =s o.565ii 5538o 677,
et pour former une équation avec ces cinq fonctions, il faut recourir à la règle donnée ci-dessus , n* 466.
En vertu de cette règle , la quantité g—, dont le signe détermine celui de 4^9 ^ pour expression
Appliquant cette formule aux valeurs successives a: = i , — 1 , — 2 , a, — €, on trouve que les signes des cinq résultats sont -|-, +, -f-, — , + ; donc le premier membre de l'équation (3) sera
ou , suivant la notation ordinaire ,
Changeant tous les signes pour que la somme soit positive, elle deviendra
dv, d'après les valeurs trouvées, cette somme est égale à la constante C s=3 5.57827 5o4i5 852, et comme cette constante est très peu différente de la constante connue 4^ +4 4' = 3.57827 5o4i4 565, on aura exactement
Nous avons déjà dit que les trois mêmes données 7 f — i ^ -—2 sont susceptibles de produire jusqu'à huit solutions; en effet, si l'on change successivement le signe de chacune des qtiantités X^ X\ X''^ les deux autres restant les mêmes , on obtiendra trois autres solutions.
Si ensuite on change le signe de m dans l'équation (C), on aura une nouvelle formule d'où l'on déduira semblablement quatre autres solutions. Nous allons indiquer sommairement les résultats que présente l'analyse de ces huit solutions»
Second cas j où ton change le signe de A.
369. Alors les équations déduites de la formule (C) donaeroQt, par ce changement de signe, les valeurs suivantes :
5a* — 6a' — A i.5o58o 5no:iq 2 rr /? ^ a
"- 5>'-3/ + aA =- 9.69809 4694M °~°-'^^''^^^^^ ®'
c + ic, = — 0.16479 oiyaS 6, c — aC| = — 7.01900 90525 i ,
c = — 1.53565 59445 9, p = — 5.o88a8 66o3o 8, c. = 3.74168 75440 6, 9 = — a. 55406 4^917 7f et la résolution de l'équation x* — px -f- y = o , donnera
X = a, a = 0-62805 44^67 3, logflt = 9.79799 72740 8, 00-= — ^y € = 5.71654 10198 , logC = 0.57011 55590 a. Au moyen de ces valeurs, on trouve
4'ct = o. 65558 56174 8, -i'C = 1.45665 7^586 8;
puis en combinant entre elles les cinq fonctions , suivant la règle générale , on formera la somme
4 1 + ^'1 + 4'a — ^|/a + 4'e = 5.57827 5o4io 6.
Le second membre est la valeur approchée de la constante connue
4^ + T '4 7> ^^ o^ ^ exactement
•>I^T + 4'i +'4'3 — 4^^-4'^=4»+H'5• 7Vt)lVî^me cas j où Fon change le signe de A'.
Alors les équations déduites de la formule (C) présentent les résultats suivans :
SA^-f-ÔA' + A 38. 53o3q -74393 602 , ^^ ^
^ = Sa- +3A--2A = 27.326g 7o4»5 "^ = ' '^'"^^^ *^^ ^'^^ ^ + ic, = o.9i5oa 5i486 99 , loga = 0.1492a 37058 855,
D'après ces valeurs , on aura à peu près p= 1 . i5524 et 9 = 0.74554
d'où il suit que p* — /\q sera une quantité négative , et qu'ainsi cette troisième solution est imaginaire.
Quatrième cas j A" pris négativement.
Alors on a
c 4- î^i = o.8535i. 5igo4 27, c = 0.21701 46827 12 , c — 2C. = — 2.52818 75481 5, c,= 1^.27260 ïoi54 5o8.
De là résulte encore une solution imaginaire. Ainsi la supposition de m positif donne deux solutions réelles et deux imaginaires.
Cinquième cas y m négatif..
270. Si nous changeons maintenant le signe de m dans l'équation (C), le système des valeurs de A, A', A'', sera remplacé par de nouvelles valeurs^ dont les logarithmes se déduisent aisément des premiers et donnent les résultats suivans :
^ + î^i = (« + i)^ ^ logA = 0.01952 40777 :io , c — 2C, = (a — 2)A', logA'=: 9.96454 61292*85, c — c, = (a — i)A", logA"= 9.75255 97175 52.
Sa" — 6a' ^ A
D'ailleurs on aur/t toujours a = ^^„ _ ^^, _ ; et en substituant les
valeig^
il viendra a = • tz/à — a Ai — = 0.82625 52167 4*
di5d
c — !ic^^=z -^ 1. 081 25 36986 5,
c = 0.89552 565i5 9, loge ss 9.95110 60526 6, c, = o'.98758 81750 12, logCi=: 9*9944^ 79218.
Ensuite il faudra calculer p et q par les formules
I — ;> s= c', + aa ^ — ,
q ss a* — C ce qui donnera * -
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p zsi — 0.74545 985o5 2 , y = — 0.11571 98822 1;
de là les 'denx racines jc= a, a? = — 5, savoir :
• a = o.i5i89 87699 5, loga = 9.12024 07454 9', C = 0.87755 86002 7, logC = 9.94516 73574 45;
calculant 4/« par la formule (12) et '^'€ p^r la formule (i4)> on anra
combinant ensuite ces deux fonctions avec les trois fonctions connues -^'i , 4^2 y 4^' ^^ formera l'ëquation
et paroe que le second membre approche beaucoup de là constante connue i4^o =0.77484 81 588 755, on aura exactement
. Sixième cas ^ X négatif.
Supposant toujours m négatif , si l'on change le signe de A , on aura les résultats suivans :
^ == — 1. 90811 59567 75, 1(— û) = 0.28060 45o56 o3, c = 0.45827 11259 25, c,=: 2.02918 o5ii7 256.
Nous n'allons pas plus loin , parce que ces valeurs conduisent à une solution imaginaire.
Septième cas. A' négatif.
Si , en partant toujours des formules qui supposent m négatif, on prend X' négatif, on aura les résultats suivans :
a = 2.74989 02585 8, log a = 0.45951 55625 i, c = 2.58i5o 52554 a, c.= i.656o4 48672 5.
Calculant ensuite les valeurs de /> et ^ par les formules
t — p = c». + afl H — , 7 = a» — c%
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on trouvera
/> = — 6.2q44^ ySiSo 6, q z=: 0.89877 ooSgS 2; de là les racines ar=: — cl, ars^— C,
a = 0.14618 24765 5, log (t =: 9.16489 53i46 4> e :^'6. 14827 48567 1 , log € = 0.78875 33728 4;
et le calcul des fonctions donnera
D'après ces valeurs, on trouve que la somme 4'ct+4'^+4'^"~'4^^ — 4ï se réduit à 0.77484 81592 65, quantité qui s'approche beaucoup de la constante connue ? 4''^ ; ainsi l'on aura exactement
4'ct + 4'ff + 4'i — 4^2 — 4^ = i^'i.
Hmtième cas^ A" négatif.
Alors on aura
a = 0.95045 54412 04, log a = 9*97793 08474 26, c = i.o2o35 31954 26, c, =s 0.99358 90604 88,
de là les deux racines ar = fl(, xz=s, — C^
CL = 0.12209 86742 62, log a = 9.08671 09483 9, C = 1. 12825 87166 5, log & == o.o524o 87166 66,
et les fonctions correspondantes
Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme
4 ¥ + 4'î — 4'^ + 4flt — 4'ff
se réduit à — 0.77484 81589 5, quantité très approchée de la constante ^ 4' i =5^ •77484 81 388 735; ainsi Ton a exactement
4'a — 4'i — 4i + 4'ff — 4a = i44.
271. Il résulte de tous ces calculs, que sur les huit solutions dont
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lexemple proposé est susceptible » cinq sont réelles et trois imaginaires. Voici un tableau qui comprend les cinq solutions réelles :
4,', + 4,'a _ ;i = 4,1 + 34,'i _ 4,. _ 4,'c{ i'i + 4-'» + 4J = 4'! + H'è + 4« - '^'ff {
nég.^ 4'a -. 4/1 + 4i = 4''- + 4-'^ - 14'' é. . . . { 4', _ 4'a + 41 = i4'i + 4. _ 4'ff I
Le pi*emier membre de chaque équation contient les fonctions qui répondent aux trois valeurs données de x; on a fait en sorte, dans cette disposition , qu'il n'y eût, au plus, qu'une fonction précédée du signe — -, chose toujours facile à obtenir au moyen d'un changement de signe qu'on opérerait, au besoin, dans les deux membres. Maintenant on voit que toutes les combinaisons de signe enti*e les trois fonctions données se trouvent dans ce tableau, avec la condition mentionnée qui n'admet que quatre combinaisons; aussi voit-on que la combinaison n[/'i + 4'a — 4ï ^ï trouve deux fois. Ce résultat trouvé, pour le cas de fJL=L5, dans une transcendante de la seconde classe, ne peut manquer de s'étendre à toute autre valeur de fc dans les transcendantes de la même classe; c'est-à-dire qu'étant donné un nombre quelconque fc — 2 de valeurs de x, pour déterminer un pareil nombre de transcendantes -^x ou '^'x, on pourra toujours trouver une- somme de ces transcendantes prises avec les signes qu'on voudra, de manière que cette somme soit composée d'une constante déterminée et de deux fonctions, dont les variables a ei€ sont de- • terminées algébriquement par le moyen des /j, — 2 valeurs données de jc. On peut s'assurer, en outre, que le même résultat peut être généralise pour les transcendantes de toutes les classes; c'est-à-dire qu'étant donnés les signes des différeus termes d'une somme proposée de fonctions, on pourra trouver assez facilement , a priori, les signes avec lesquels on doit prendre les quantités analogues à celles que nous avons nommées A, A% X'f etc. , pour que la somme des fonctions prises avec les signes donna; se réduise à une constante, jointe à un nombre de fonctions auxiliaires toujours égal au numéro de la classe. La règle,, pour cet objet, se dé-
duira toujours aisément de celle que nous avons donnée pour former la somme 2(pj:, qui compose le premier membre de l'équation (5).
272. Il suffit, pour s'en convaincre, de chercher comment dans le dernier exemple, où Ton a pris m négatif, on aurait pu, a priori, parvenir directement à la combinaison qui donne la valeur de
D'abord cette combinaison, exprimée par les seules fonctions 4^> est
Bx.
Dans le cas dont il s'agit, la quantité g-^, qui doit servir à déterminer les
signes des fonctions, est --7- — .
Dans le cas de a: = ï, cette quantité, qui devient ^ ^* == -^j a par conséquent le même signe que A.
Dans le cas de or = — I , cette quantité = — — -' = -;» a le même signe
que X".
Enfin, dans le cas de x = — • 2, cette quantité a le même signe que A'.
De là il suit que pour obtenir la combinaison cherchée -^^ — *>{. ( — 1) 4- 4 ( — 2) , il faudra prendre
A positif. A" négatif et A' positif.
C'est en effet la combinaison qui a produit ce résultat , et d'où l'on a déduit l'équation
dans laquelle
Cette application suffit pour faire voir que le problème dont il s'agit se résoudra toujours avec beaucoup de facilité dans les transcendantes de toutes les classes.
Ainsi , étant donné un nombre quelconque fz — N de valeurs particulières de jci on peut adopter telle combinaison de signes qu'on voudra dans la somme des fonctions 4^» où nous supposons %I/X une fonction de
7/7— r 9 et l'on pourra toujours dé-
terminer les signes des nombres X correspondans à chaque valeur X^u^ tîculière de or , de manière que la somme des fonctions prises avec les signes proposés soit égale à une constante connue > jointe à N antres fonctions dont les variables seront déterminées par le moyen des /e«— N valeurs données de x. U pourra arriver qu'une ou plusieurs paires de ces variables soient imaginaires , mais la solution n'eti existera pas moins analytiquement.
§ Vni. Suite des mêmes recherches^ appliquées successivement à une seconde fonction de la première espèce et à deux fonctions de la seconde espèce.
.. __ i. ce que nous avons dit en
TTT—^f ^^ étant un polynôme en x da
^ i. est une seconde fonction de la premiène
espèce^ et que y . _ ^. et /ttttzT^) sont deux fonctions de la se* conde espèce ; il est inutile , d'ailleurs , d'admettre dans l'intégrale ^_ \ , qui résulte de la supposition ^or = or' (a: — à), des puissances de X plus élevées que la troisième» puisqu'on a prouvé que l'intégrale f-j-i — \ 9 ^^ ?^ ^st un polynôme en x du degré A , peut toujours
se ramener à des intégrales semblables^ dans lesquelles l'exposant e est moindre que > — i .
Pour distinguer les nouvelles intégrales de celles que nous avons coqsi*
\/\l—X^) ^* j X/il+T') P^^ ^'^ ^
^\x; semblablement yi^-g-^ eïj-ç—^^ par 4.x et ^^ar.
Si nous partons d'une équation Z^*^ = C , trouvée pour la plus simple des fonctions de la première espèce, il suffira de changer les fonctions 4*^ ^^ 4>«^' ^^ ^^^ fonctions ^^'x en — 4^*^» ^^ ^*^^ ^^^^ semblablement 2,'>^,x = C^, C, étant une constante déduite de C, en mettant 4ii à la place de 4i> ^^ — '^\ia]a place de 4'^* (^ résultats, indiqués par la théorie précédente, vont être vérifiés dans différens exemples; mais
auparavant il est nécessaire de donner les formules par lesquelles on pourra calculer facilement les valeurs numérique3 des nouvelles fonctions 4i^ ^* 4'«"^*
Des intégrales 4.x ==f^-^ , 4',j. = f\^l^y
274' Q faut d'abord calculer les fonctions complètes -^ii ^t ^'li; '^ première par la formule page 408, 1» seconde par la formule (Z), page Syy, tome II ; on aura les résultats suivans :
TT^ 0.2485.7 4q565 47 At^^ = — îr- T— ^T.
r(i.4o)... 9.94805 27714 II '4'«ï 9-86677 08774 47
-, Q, r-rr cosf^. .. 9.48008 2364o 86
A l'égard de la fonction indéfinie, il fa\it distinguer deux cas : i"". Lorsqu'on a x' <^, l'intégration donnie immédiatement
^' \2 ' 2 7 ' 2.4 la 2.46 17 /
2°. Lorscpie j:* est > f, on fera i— ar*==? «, ou ar = (i — 7^)^, et alors on aura /rTTTirP) = 4i — U, U :?= ^/a" • 4^(i — m)" ^, ou
•T a i/ , 3 M , 3.8 M» , 3.8.i3 w^ , ^ \ U = 5 "%^ +5-3 + O;- 5 + 57^Ti5-7 + ^^0'
Ces mêmes formules, adaptées au ciilcul numérique, prennent la foi:me suivante :
^,x =a ^x^ + Pa:" (9.15490 19600) 4- ?a^ (9-90476 35709)
+ P;r« (9.64097 80574) + Pa^^ (9r&»692 371 01)
^^^^ ^ • + Par* (9.85005 42936) 4. Px« (9.95591 81 196)
+ Par* (9.86530 14261) + etc.
+ Pjc* (9.88842 52249)
U= |tt« H- P« (9.50102 99957) -f- P« (9.89748 61095) + Tu (9.68134 ia574) + Tu (9.91229 79888)
(21) ( -f- Pa (9.79172 40576) H- Ptt (9.92356 59450)
H- Tu (9.84509 80400) + elc.
+ Tu (9.87663 765 I 6)
-— — r—rr. Si Ton a oj* < J, cette
fonction se calculera par la formule (20) , en observant de prendre négati* yement les termes de rang pair.
Si Ton a Jc'>7 et x <^i y il faudra faire - i = « ^ ou
X = f— — j^i ^^ m^^ donnera '\f\x V= f\ u ^dii (i — w)' *• , 00 , en intégrant par série ,
^\x = Ja + -§..« H- âdS.X + 9:^9:?^ . iî! 4. etcV
U en résulte, pour le calcul numérique , la formule
^[/\ar = «'^(9-67897 00045 5602) •+• Ptt (9^93069 gSoSo) + P« (9-41017 44600 89) + Vu (9.95948 95580) + P« (9-74564 05992 6) + Pw (9.94629 89297)
(22) ^ + Pw (9.85400 90678 5) + Vu (9.95172 97089)
+ Vu (9.87705 08562) + Vu (9.95616 95007)
H- P" (9*90228 49924) + etc.
Vu (9.91891 4547O
Cette formule servira depuis jc* = J jusqu'à iT s= i ou tt = ^ ; :r = I, il faudra recourir à* une. autre formule.
soit donc U ss /j «" *° rfw (1 — • 1/)" ^^ , ou
Cette formule, adaptée au calcul numérique, prendra la forme
U =8 iur 4- Pa (8.75675 85652 26) + Vu (9.92049 69551)
+ P« (9.62226 57774 16) -j- Pk (9.92969 95684)
-f- P« (9-86900 i5o79 7) "^" ®**'* + Pa (9.89227 71 177) + P« (9.90851 75818)
et Ton aura ^\x = •>[,', ^ — U, valeur qui servira depuis x = i jusqu'à or = ^. .
Enfin , lorsque x sera > a ^ oii aura une formule plus simple en faisant
X = - ou M = T, ce qui donnera •vL',ar = 4'ii — U, Us=y« *(i+M*) '
= 2m' ( I — -. h — 7- — — ' etc. ) , ou
U = 2M* — fi^ (8.65757 7519I 78) — P«* (9.90188 68029)
+ P«' (9-594:^3 46538) + Pw'.fe. 91474 4606a)
(24) J "" ^"* (9-75167 63549) — Ptt«' (9.9^46:^ 00428)
'^ "^ + Pi^ (9.82058 58901) + Pu» (9..95'>44 56258)
— P«* (9-85945 61901) — etc.
Pm** (9.88445 17801)
Exemple /".
275. Les valeurs de a et f étant les mêmes que dans les art. aSo et 25i, on a trouvé
4, + 4'ff — 4/^ = 4i + 14'!,
ou simplement 4'^ — 4'* == 7 4'5r« Si de cette équation , pour les fonctions 4^9 ^^ ^^^^ passer à ime équation semblable pour les fonctions 4,.r, il faudra, conformément à notre théorie, changer les lignes des fonctions 4'» <^c qui ne produit, dans le fait, aucun changement; on devra donc avoir dans les nouvelles fondions
En effet, si d'après les vaJears de « et f données art. 244, savoir : a == o'.7i592 09561 59586, log a = 9.85486 50701 0294,
€ = 4*^^oi4 70213 40302, log S =5 o.655i5 i256o8 1099, Tome III. 34
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oo caJculç Içs fonctions f^\et «t 4\^ pi* 1<^ £[>nnul^ (20) et {2^) , on trouvera
4'iÇ = I 44047 67395 14
4',ot = 0.34989 69079 40
Or, on a ^ nI/'k i :;= x • 19057 98216 075 ; et puisque ces deux nombres , calculés tous deux par approximatioo , diifèrent si peu l'un de Tantre , on est en droit de conclure que Féquation
4'i^ — 4'i* = r-^'iZf
9«mblaMe « r^atiou 4'^ "^ 4'<* =^ • 4' ç ^ ^ ^^^ exactement , suivant la loi générale qui avait été annoncée.
Exemple II. ' 276. En supposant, comme à l'art. 249f
et = v/(^) - (r^) = 0.79560 44955 54840,
e =p: \/(~^) + ~^ — 1.55755 65r58 55o5a, nous avons trouvé l'équation
Ainsi l'on devra avoir pour les fonctions 4i 1 équation
en effi^tn on trouve par les formules précédentes
4\f = 0.78623 8i5o8 95 4i<* =^ o.55i47 7io5i 82
Cette constante s'accorde très bien avec la valeur de 7 4't7 "^ 4i' t comme pn le voit ici :
î4'ti = 1 . 19057 98216 ig[} 4ii = 0.73581 87960 81
Ainsi l'on aura exactement
4'i^ — 4«* = î4'»^ -^ 4ii^
conrui^ la théorie Tavait indiquiez
SUPPLÉMENT
Exemple III.
377. Nous avons trouvé ci-dessus (268) pour les fonctions %|/ar Tequation
En passant des fonctions 4 ^^^ fonctions^4i f ^^ ^^ aurSk à changer que le signe des fonctions 4'» ^^ ^'on devra avoir l'équâtion
4,a — 4^ff + 4.1 + 4^2 i=i — i4\i; .
c'est ce qu'il fiaut vérifier par le calcul de ces nouvelles fonctions.
Calcul ^ 4t i Z^^'' ^ formulé (20)^ 0969L ooi3o 08 1} si^ o.rsfSoa ôoooo 00
qoi tt '/ Z
5) 1.95598 95025 4\i -i.58ii5 96452 '59
'8.4d485 00217 II ^o - — 7 ' —
Calcul de 4-1* par la formule (ao).
« 8.588i5 58o34 849 i) = o.oooyS'oSiiS 145
i)t«*. 6.87524 i6ii5 06 a) -93
«». ... a .94067 90174 a4 ^^. _ 0.00075 o5ii5 a38.
. Calcul de 4'i^ par la formule (a4).
5 2.64357 31944 037 i) s= 0.09533 3o3o4 175 =sU
u 7.5564a 68o55 963 4'.^ = a.38ii5 9643» Sg
J 8.67831 34037981 4',^ = a. 3858a 66 ia8 217.
a'..... o.3oioa 99956 64
Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme ^i* — '4''t^ -j- %[/, ^H- 4'i^ se réduit à — i.i9or)7 98216 199, nombre qui s'ao-
corde, aussi bien qu'il est possible, avec la constante connue
i^j,', i= 1. 19057 98216 195; ainsi Ton a exactement
comme la théorie Tavait indiqué.
278. Ces Intégrales représentent la première fonction de seconde espèce sous les deux formes dont elle est susceptible , selon que x est positif ou négatif. Nous allons d'abord chercher la valeur de la première dans sa limite x = i^ et celle de 1 autre dans sa limite a: =? ^, Nous nous occuperons ensuite des moyens de calculer les deux intégrales indéfinies.
Si Ton met x^ à la place de x dans Tintégrale /x*^(i— ^r^)"*, elle
deviendra \fx''^dx{i — ^)"*J et en appliquant la formule
qui a lieu lorsque l'intégrale est prise entre les limites a: = o ^ or = i , on aura l'intégrale complète
*+•' "" 5* r(i.io) 3' r(f.io) '
ri 0.24857 49565 47
I : r(i.io
Venons maintenant à Tiautre intégrale '\f\x = / -77^ — 37 ; elle devient infinie dans la limite a: = ^; mais si on la con^pare à la simple inté-
/a^dx /^ •* - . *
-73 > OÙ J JC ^dx = 2 ^x , la différence des deux , savoir :
es{ une quantité toujours finie y et dont la valeur pour la limite jcr := ^ . se détermine exactement par la formule (a') page 578, tome II; en effet 9 faisant a = 7 > a: = 5 , cette formule donne
d'un autre côté , la formule (Z) , page 577 , donne
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A SB
■î-j /x'*^ " *rfr(f — x>" •
5ooi —
• lO
donc X devenant infini, on a
3Mn -*•
lO
lO
•v|/«i g. 744^1 5oa5i i5
sin -l^ 9-48998 a564o86
log B =s 0.25425 26610 29 B = 1.795G9 536a5 8j.
De là on voit que plus le nombre x sera grand , plus rëquatioa ^\x = 2 v^o: — B approchera d*ètre exacte.
'279. Cherchons maintenant les formules par lesquelles on calcolera
les deux mêmes intégrales pour toute valeur doonés de x.
i/f 1,^3^; » calculera par la série ordinaire
Si l'on a :r«>ï, soit i— x«=», et \i ^sl f \u} du(^\ — n;)"*, on aura A^^ = 4»^ — ^9 ^^ ^ ^ calculera par la suite
Ces deux formules, adaptées au calcul numérique,' pourronf s'écrire comme -il suit :
ST
j^ j?jr»(9;a73oo 12730 6^) H- F«» (9.9066^ 565g8 p>
+ Fjt* (9.66420. 78980 77) + Px»C9.9ï8a8 64174 4) + Par»(9.77948 9601 1 5^ + etc, + Px» (9.83555 2702.1 1) + Px»fe-8b'88i a5ï4i 2).
+ Px* ^.89085 555o5 8)
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V SB lu* -^ Vu (9.13495 87566 08) H- P« (9.89895 4027a)
-jr P« (9.62524 92904 o) + P« (9:91178 40704) (26) l H- Ptt (9.75696 i95i5) + Pi» (9.92175 20970)
Tu (9.82037 44565) 4- P
P« (9.85755 349^4) • -f- etc.
t/ri 4-^^ ' ^'^ ^ calculera par la fommle (^5) , si l'on a or^- < ^ ^ en ayant soin de prendre në^tivement tous les termes de rang pair.
Si Ton ax*>Yetar«<i,îl faudra faire ^ , ^ = «, ou z^ss^^î — ï\ *^ ce qui donnera - . ^ = j^i^ *^«(i — m) *"*, et en intégrant^
1/ ^/« • II " I 11-21 M* , II.2I.3l «^ , . \
Cette formule servira depuis or" =s ; jusqu'il xssu ou « =;: ^; elle peut
s'écrire ainsi :
4'.x = «^ (9.52287 8745a 80) 4- Vu (9.95583 26761)
Pm (9.61543 59528 8^ H- Pa (9.94489 oÔSao)
Ptt (9.81055 59557 6) 4- etc
^"'^ "^ -»- Pk (9.87291 .12865 a)
+ Pa (9.90436 85545) + Pa ^.92516 99764)
Si l'on a a:> 1, il fiiudra feire i +a'»= i, ou j^ss^i-^— Y, ce qui donnera
développant le second membre et intégrant^ on aura 4'*«a: = C 4- ^m* ^ — ^U,
¥T 4. •ïl'/i • 7 " I 7?i^ "'1 7-iî^-i7 «' I ^ \
Cette dernière formule peut a'ëorir^ afaiÂ :
U = u^ (8.94884 74775 5a6) + Pa (9.89508 48549) H- Pa (9.52058 69485 01) -h P« (9.90756 57522)
('28^ < "*■ ^" ^-71944 55900 5) -f- etc.
Pour déterminer la constante C, il faut observer qu'en fitisant xssi^t
on a u~ '° ^ x*f et U = o, ce qui donne -\>'^=^2X^i- mais nous sa-
VOUS que dans ce cas on a '\\x = so?^ — B; donc, C=— B; donc pour une valeur quelconque de x plus grande que i , on a , en fieûsant
Le cas de x=, i donnera ^/'.i = 2,2'° — B — U% U* étant la valeur de U lorsque ££ == 7. La même quantité se déduirait plus directernent de la formulé (27 ) ^ en faisant 2/ = ^ » mais la première expression qui dépend de la valeur de B, donne plus promptement le même degré d'approximation; on en tire
^281. Les formules étant ainsi préparées pour les differens cas, nous' allons étendre aux fonctions '\tpc ^ -^^^x ^ quelques-uns des exemples calculés dans le § VII^ pour les fonctions de première espèce -^x^ '\fxi mais il est nécessaire, avant tout, de chercher l'expression générale du terme nX qui entre dans le second membre de l'équation (5), lorsqu'il s'agit des fonctions de la seconde espèce. Dans le cas de la fonction
^^x = f //^_f ^x f "l^ valeur de X est en général et si l'on fait Z = ^ . ll^îfi , cette valeur deviendra ou ; en développant la quantité logarithmique ,
Le premier terme de cette série —^ — r se réduit à -g — ^— , et en substituant les valeurs Q3c=a+x, ô,:r=:^-|-^i«^> (p,^=(i — ^)ri— x.— ^^4-a?*\ il devient
Cette quantité , développée suivant les puissances de - = i^ ^ sera de la
forme ku + Bm' + Cw' •+• etc., et il est visible qu'on a A = — 2c, •
D'ailleurs , les autres termes de la série , dus aux facteurs -x- , -g- ., etc. ,
étant développés semblablement ^ on verra aisément qu'ils ne contiennent que des puissances de u de plus en plus élevées; ainsi le coefficient A égal à — 2C, est le seul qui entre dans la valeur de la quantité désignée par nX, et Ton aura par conséquent nX = — 2c,.
Cette valeur ne s'applique qu'à la première fonction de la seconde es-
pèce , désignée par '\^x = / . ^x ; on trouverait , par un calcul semblable, mais dont le résultat est moins simple, la valeur de nX, qui s'applique à la seconde fonction de seconde espèce désignée par
Exemple I".
2&2. Supposons^ comme dans l'art. 25i , ^ = i ; on a vu que les racines a: = — a, x^=: — S, qui résultent de cette supposition , satisfont à l'équation *
Si nous passons maintenant des fonctions %[/ de la première espèce aux fonctions ^/^ de la seconde , on devra avoir l'équation
^'Jô — 4'»*== const. — 2C,.
Or, dans l'exemple dont il: s'agit, on a c= — ^^ et c, = 1 — c Ç^ \
—s _ QLJLi\ j donc le second membre de l'équation précédente doit être const. + (m -f- 1) : c'est ce qa'il s'agit de vérifier.
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CaktU de ^'jt. par la formule (aS)*
«.... 9-85486 So-jSi o3 5.62714 88684 5
i) 9.08747 59705 89 5) 4.75702 69Ci6o 6
i) = o.iaaSi 558o8 41 o.ii855 76481 m
2) — 45i 33IOI 47 6) — 7588 65a
o.ti8oo 01706 94 6889a 459
3) 37 43983 ao4 7) II 10 o58
o.ii83d 76481 III ,, — — ^
Calcul de 4'.C par la formule (28).
ê o.t>55i5 256o8 11 fi®**. . . 7.0516065911 97
3 o>5oi o2 ixx)56 64 9.52068 69485 01
i) SB 4'3^^^ 37665 2a6 a.a45o4 ygvSS S
M. .... o. 00010 oiaai 479 6.73400 yfoiS 3
Diff. ... 2. 55823 03961 754 4) 49
M = o«oooio 01221 479*
Maintenant, si de la quantité 4^^ — 4'»*^= 2.558r:>a 02961 764, on retranche m'+^ i :ssz 3.:^36o6 79774 998,
on aura la valeur de la constante.. C = -^ 0. 897^4 76815 244.
Cette constante diffère très peu de J^B ssi: ù.8çfrfS4 7681 r go5. Ainsi Ton aura exactement Téquatron
Cette ëquatiou est, comme on voit, dans la forme indiquée parla théorie, et Ton remarque que le terme j 4' i , relatif aux fonctions de la première espèce, est remplacé, pour les fonctions de 1a seconde' espèce, non par le terme semblaUe ^4'» o> q^î est infini, mais par la Cdûstante — î B, comprise dans i 4'**^ lorsque oc est infini.
Exemple II.
283. On a supposé, dans Fart. 252, < = — i , et faisant ^/(i — fi) = — y/2 , on a trouvé les valeurs
et ensuite les auxiliaires a:=:a,:r = — €; d'où est résulté réquftion des fonctions
Si Ton passe maintenant dfes fonetioiifr 4*^ ^^ ^^ première espèce aux fonctions 4r^ de 1^ seconde, ^ette* équation deviendra
et ea substituant la valeur de 2C( , le second membre devient
%P.i + ^B + (m -f- i) + 2^/2. Cest ce qu'il s'agit de vérifier par le calcul des fonctions ^a^ 9 4'*^ ' d'après les valeurs de a et C données art. a52.
Calcul de 4a« P^^ ^ formule (26).
M 0.00000 lo^^Ts
4'.^ == 5.28147 6i6i5 554 Il résulte maintenant des yalears trouvées qu'on a
4'.^ — 4»* — 4'a^ = 4 '61174 70373 585; d'un autre côté ^ on a
m + 1 -f- 2y^2 = 6.06449 5i022 460 4.1 + JB = 1.45:274 80648 691
m + I H- 2\/2 — 4»! — îB = 4.61174 70373 499.
Ces deux résultats étant si peu différens l'un de l'autre ^ il s'ensuit qu'on aura exactement
4a* — 4'*^ + 4'»' = 4»! H- iB — m — 1 — 2V/2.
De là on voit que dans le résultat indiqué par la théorie il faut changer le signe de 20. , c'est-à-dire que, dans cet exemple , la quantité désignée par nX a pour valeur 2c, , et non pas •— 2c,. Dans tout autre cas il sera toujours facile de reconnaître, au premier coup d'œil, quel signe il faut donner à la valeur de la quantité désignée par nX.
Exemple fil. ^
284* On a trouvé, dans l'art. 253, qu'en changeant à la fois le signe de m et celui de |/2 , on obtient deux nouvelles valeurs de x dési-
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gnées par or = — et, a: = — C, qui satisfont k l'équation
Si donc on passe des fonctions <4/X aux fonctions 4«^ àe la seconde espèce, on aura une nouvelle équation
4'.e + 4'.« — 4^1 = — iB + nx,
dans laquelle on devra faire nX = se. ; et parce qu'on avait dans Texemple précédent se, = — m — 1—2 v^a , le changement des signes de m et de v^3 donnera , pour le cas présent, ^c. s= m*- r 4* 2^/2 , de sorte qu'on devra avoir
^'JS + 4'.* — 4.1= — iB + m— 1+ a/a.
Cest ce qu'il faut vérifier par le calcul des nouvelles fonctions ^'^% , -^'JS, qui $e fera très aisément, à cause de la petitesse de a et de la grandeur de €.
Calcul de 4'.* par la formule (aS).
Calcul de 4'.^ P^^ ^ formKêe (28).
^ o.838o6 77575 a52 Js 6..aa866 ga^S» 6a4
2 0.50102 99956 640 9*52058 69485 oi
o.ooooi
— — — Il m — 1+21/2=4.06449 5io22 460
^^',e = 5,45516 99766 212 iB..... 0-89784 76811 905
4'aï 0,28922 48101 897
Par ces valeurs , on voit que la différence entre les deux membres de l!?quation
4'a^ H- 4> + 4'.ï = — ifi + m — I + 24/2
est tout-à-fait insensible. Cette équation a donc lieu exactement , et les résultats précédens sont pleinement confirma.
Des intégrales -^^ ^f^^-^ , 4'^ ^Jl^^^,.
285. Ces intégrales représentent la seconde fonction de seconde espèce sous les deux formes dont elle est susceptible. Pour donnée quelques exemples de l'application de notre théorie à cette fonction , il faut d'abord trouver la valeur complète de la première intégrale lorsque jc == i , et Texpression de la seconde lorsque oc est infini. Or, il résulte des formules citées ci-dessus, dans, la théorie des fonctions T, qu'on a
4,1 = l^r^.J^i—, JîT' 9-64651 49450 191
r/ ' x^dx \ J2I _R' r(i.8o).... 9.96912 86662 41
43I = b. 45985 75656 895, 4si 9.66262 3"554i lo
B' = 0.56841 52086 874. sîn^ 9-90795 76445 86
286. Voici maintenant les séries par lesquelles on pourra calculer les deux intégrales pour toute valeur donnée de x :
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Soit I — x^ = u, on aura '^s^ = ^/s' — U, et U, qui représente Tintégrale i/uT *du (i — u)" s, se calculera par la formule
U2 j/ ,11/, 1.6 M* , 1.6. II m' , ^ \ = ^wMi + ^.^+ = — • ^ + X = . H etc. ).
5 \ * 5 3 5.IO 5 5.IO.I5 n * /
(III) x' <i.
La valeur de 4'»^ ^^ calculera par la série (I), eu prenant avec le signe ^- les termes de rang pair.
(IV) x^ > ± et < I.
Soit u =s — :-— 5s on aura
4, ^__ ;/i 1^ i3 « i3.a3 «• ^^ i3.a3 .33 "' _i _« \ «a: — u^^-f- — .-+ Y^;^ . ^ -h Y^-^^ - - -h etc.^
u faudra faire uss-- ^ , et Ion aura /-^ ^ ^ s= — ^/jK "'<6t(i — a)"', ensuite
U=J«--(iH--^.-îî- + ^'^.^ + -^-^.f'-hetcA
5 \7 ' lo 17 • 10.10 27 ' io.i5.2o 07 ' J
Si Ton fait a: = | , la dernière formule se réduit à '\f'^ = i jc* — B', comme l'a donnée la théorie des fonctions F.
Exemple P\.
287. On a trouvé, dans l'art. aSi, les valeurs a:=— a, jca=— Ç qui f appliquées aux fonctions de la première espèce , donnent Téquation
Si des fonctions 4-^ nous passons aux fonctions de seconde espèce -^^
TROISIÈME SUPPLÉMENT. a8i
on devra avoir Téquation
^j^'jÇ — •vj/'sflt = const.— n(X).
Pour avoir la valeur du coefficient de -, désignée par n(X), il faut ol>server qu'on a , dans ce cas ^
^ = e^0-*-T + T + «»4' Z = ^ /(îîf).
Bx y \f ,x/
Cette quantité^ dans laquelle on substitue les valeurs 6^ = c + a- , 9^x=:c 'i'CiX, étant développée suivant les puissances descendantes de X, donnera un résultat de la fidrme X = A -J- A'// + A"m* -j- etc. , dans
lequel on a 2< = - et
Ce \*
A =^ — 2C, , A' = — 2C + ace, — c, (*m 4- t) — ^ A.
On voit que A' est la quantité désignée pardi (X); ainsi Ton aura n(X) = — 2C + :icc, H- c,(m + i,) +,1 (Çt)^
Dans 'i^xemple 'propose, ■•ow ac= =— » et 'c.-ssi— c. œ:- — c;
donc n(X) = — 2C — |c^ = ■ iP - r*! . ji etilecpiatioD à .v^rifier.fiera
4'8^ -"^ '4''8* =^«on8t. + ^^^— •
Maintenant, si l'iOn faitJe calcul dç^^sO} d'après la rfi>rmii]e(Ii)i,'^en ayant smndejprflBdcef jftégatiiraDMQt.les Aefmeside xang pair, an. trouvera
A l'égard de •4/^3^ , Toici'le calcul détailté des dîfférens termes, suivant la formule ^:(^).;. on iy .«a enployémne jpartieadesrTCsidtat&fdfljàr^rouvés art. 282.
M- «•'...; ♦o.325i59ii9a898 67 .u?'\ . . 7,. 70680 ^49709 3i
YTÔ. •• 9.59280 05690 20
3) a.58o57 43936 95 ToHB m. 36
SagSS 5398 o. 28420 76045 4S
On voit maintenant que dans l'équation ,
4',C-4> = -iB'+2±^
les valeurs que nous venons de trouver des deux membres ne diffèrent entre elles que de cinq unités du onzième ordre de dëdnudes, qui est le douzième chiffre significatif. Donc l'équation dont il s'agit a lien tement , ainsi que la théorie Tavait annoncé.
Exemple II.
288«' Supposons, comme dans les art. ^52 et 285, ^ s: *- j^ ^i x = — -f, valeurs qui ont donné pour la première fonction de mière espèce l'équation
Si de ces fonctions on passe aux fonctions de seconde espèce ^^x on aura l'équation
4s« H- -V^ — 4'8i = 4si — tB' + n(X).
Dans ce même cas , la valeur des coefficiens c et c, étant
, = _ (=:ii) _^„
on en déduit
n (X) = — 2C -^ 2CC, — c,(m -i- i) + f (c,y, OU ^ en substituant les valeurs ^
Cette quantité se réduit à n(X) = — 28.87141 28688 264 ; mais on verra qu'elle doit être employée, dans notre équation avec le signe + 9 circonstance qui s'est déjà offerte^ et qui s'explique en observant que la formule qui exprime la valeur de II (X) change de signe ^ en mettant à la fois — ^,ar et — ^^x à la pdace de ^^x et ^^x , ce qui ne change rien à l'équation (2), par laquelle les coefficiens des fonctions 6a: et 6,0: ont été déterminés.
Maintenant il s'agit, pour, vérifier notre équation, de calculer les valeurs des fonctions ^s*, '^'sC, -nJ/'s!. Voici le détail du calcul des deux premières , en partant des valeurs logarithmiques trouvées art. 283 :
Calcul de ^s* par la formule (II).
g i8igi 7 g
fff- - g. 88614 67427 3
g) 0.66366 iggio 8.'
i) = 0.16995 85o32 95 5) == o.ooooo i4iaS ï54
2) ao4 55774 094 6) 1*753 569
3) i3 29484 29a 7) aSa 002
4) I 25724 927 8) S'a i5a M« . • . 16145 oSg 9) 4 6'^
4si--- 0.4598575656893 M 16145059.
•4.jce = 0.28770 65475 571
Calcul de 4 '3^ par ^ fonmde (Y).
I + ^»... 5.48829 78845 5o 1) = 39.53gi5 76227 4;igi
«-•'».... 1.6464895662-99 ^'•••.- 0-56841 5ao86 874 .
-Z- /; co /o ^ 28.97075 41887 256
a" 6.158191480969 _v ifJ J •* /
U 4*51170 aii56 70
4^our trouver, enfin, la valeur de 4'si > on se servira de la formulot^) , qui offre la série la^ plus convergente pour ce cas particulier , ou Ton a
uz=i-: cette formule est 4's^ == «* *** — B' — U,
¥T ^ ■:t/« I 6 tt , 6. II M» , 6. II. 16 II* , ^ \
U=^ M {- + —. — H- ^.— H- p — .ç- + etc.).
5 \7 ' 10 17 ' 10. i5 27 ' io.i5.2o 37 "^ /
On trouvera d'abord
ensuite, prolongeant la série U jusqu'au onzième terme ^ on «um les résultats suivans^ à compter du premier terme marqué (2):
a) = o.o55i7 55546 8) = o.ooooi 3o532
r aé24i37 79262
12) etc.
On remarquera qu'à cause du peu de convergence de la série qu'on vient de calculer y la valeur trouvée de 4^^ doit être à peine exacte jusqu'à la huitième décimale. Au reste, les deux membres de leqfiation à vérifier offrent les résultats suivans , d'après les valeurs calculées :
4'3ff= 28.97075 41887 170 nX=: 28.87141 28588 254
4'si 0.21 157 79282 7B' 0.28420 76045 457
I*' memb. =29.04706 28080 2*-memb. = 29.04706 28181 710.
La différence ne se trouve que d'une unité dans le huitième ordre de décimales, qui est le dixième chiffi*e significatif. Ainsi l'équation dont il s'agit a lieu exactement , confi>rmément à la théorie ; les deux membres d'ailleurs s'accorderaient entièpement en supposant
4'si = 0.2T157 79181 o5i,
valeur que Ton aurait sans doute obtenue en calculant la série dont elle dépend avec plus de termes et plus de décimales.
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$ IX. Examen des propriétés de la même transcendante^ en
supposant successwement yx = 4 ^ïyx = 3.*
28g. Tous les calculs précedens ont été faits dans la supposition de ;t = 5; nous allons maintenant revenir sur nos pas, en réduisant Tëquation primitive au quatrième degré ou même au troisième , c'est-àdire en supposant successivement )u = 4 et /x = 3, mais en conservant toujours la même valeur de la fonction ^o:/ savoir , ^x s=: i — jt*. Nous formerons ainsi deux nouveaux systèmes, qui auraient d& être les premiers dans Tordre de ces recherches, et qui offriront, conmie le système de ft = 5 , une infinité de manières de comparer entre elles les transcendantes 4^*
Pour établir l'équation fondamentale dans le système ;« = 4 ^ nous
prendrons Bx =i c ^ x , fljX = «, ^,ar = i -j- ^ ' jr •+- «• ^ et alors l'équation (a) deviendra
^H / m + . m+. • A ^ = (^-^.)(^-xJ(x-«^(x-x^.
On remarquera que nous avons mis c-|-x à la place de c-\*c^Xp qu'indique la formule générale; mais, dans le cas présent, le coefficient de x^ devant être le même dans les deux membres, on aurait la condition (c,)* = I , qui permet de prendre c, = i . '
U ne reste donc dans notre équation que deux coeiSciens a et c à déterminer ; pour cela , il faut supposer connues deux des valeurs particnlières de x comprises dans la suite x^ , j:. , Xi , x^. Soient ces deux valeurs j: = ^ , x=it\ on aura , comme ci-dessus , les équations
d'où Ton tirera les valeurs
a =: -> , C = ÛA — r = --7 — .
Soit ensuite j:* + /?^ + ^f = o réquatîon qui a pour racines les deux autres termes de la suite a:, , jc. , 0:3 , x^ ; et Ton aura , pour déter miner /?• et 9, l'ëquation
d'où l'on tire • /»=: — <-.<'— a« — 2C — (—7—;,
L'ëquation à résoudre pour avoir les deux auxiliaires sera, par conséquent y
et, avec les quatre racines ainsi déterminées ,. pn formera le premier membre de l'équation (5).
290. Le cas le plus simple est celui où l'on suppose nulle Fune des données ^ et ^'; supposant donc ^=0, ce qui donne ^'z=:i et a=c, on n'aura plus que la donnée or = ^, qui devra être combinée avec * les deux racines de l'équation
Il faudra d'ailleurs substituer dans cette formule la valeur c s: , qui
peut se mettre sous cette autre forme :
— i — t. — ^ <• ±: V/(i — fi)
Avant de donner des exemples de ces formules, il ne sera pas inutile d'examiner la figure de la courbe représentée par l'équation (29) , en regardant t comme l'abscisse et c comme l'ordonnée.
291. Celte courbe ,. tracée fig. 3, n'a point * d'asymptote verticale,
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comme celle de la fig. 2 ; en effet, le déDOminateur m + i — t. -f-^f
dans lequel nons supposons m positif, ne peut se réduire k séro, puisque ses £sicteurs sont imaginaires.
A partir du point A , origine 'des abscisses , Tare de courbe AC , dirige dans le sens des abscisses positives , se prolonge au^essous de I*axe AC jqsqu'au point C , dont les coordonnées sont AB =s i , BC =s i • Eu ce point l.a eourbe est tangente à l'ordonnée CB ; elle se prolonge ensuite dans l'arc indéfini CKDEFG, dirigé tout «ntier dans *de «os nies abscisses négatives. Les points les plus remarquables de ce prolongement sont le point K, où l'ordonnée négative est un maximum^ le point 'E, où l'ordonnée pareillement négative est un minimum, ei les-dem poiats D et F, situés, comme le point C, sur une parallèle à l'axe menée à la distanee CBs= i. On déterminera, ci -après la position des points K et E ; quant à celle des points D et F , elle se détermine par les yalenrs de ^ qui ont lieu lorsque c = — - 1. Or, on a en général / = c'(A — i); faisant donc c = — i , on aura ^=1— *A, ou As=:i*^-< et
(, - (i - ..îif-i +1.)
^* = m +1 ^^ ( * — ' )'• Supprimant le &cf eur
I — t relatif au point G, où ^ = i, il reste l'équation
(i— ^)(i + /.î2Jli + ^) = 1 _^ÏLi:LÎ+./.,,qui^ étant oAiwte et divisée 'par t , donne
II en résulte une racine positive t = eL et une racine n^ative < = — ^, dont les valeurs isoot
= - (^) + l ,V^(^«'^ - io)= o;565g6^55S99
on connaît donc les abscisses des points D et F , savoir : Ad ss a et A/= C.
393. PM>posonSMions maintenrat de déHérminei^ hr pcMiEtH>il>du'<pnMt 4L où l'ordonnée est un maxhnnm, et «elle' du pointE où lVn4oiukëe^é»t uniifiMfiiieim/>«es/deuiB jmnts sont en effet néeessake^k'^miéHre^^poiir
fixer la limite des deux portions de zone dans lesquelles la constante du second membre de Téquation (3), a deux valeurs déterminées. L'équation (ag) , rendue entièrement rationnelle , prend la forme
o = c*Q -+• acP -+• P^ , dans laquelle
Si on la différentie en regardant c comme constante , on aura une seconde équation qui, combinée avec la première, produit le résultat
suivant z
où l'on a supposé
C'est donc par une équation du huitième degré qu'on déterminera l'abscisse du point K, où l'ordonnée est un maximum ^ ainsi que celle du point E, où l'ordonnée est un minimum; mais comme il y a en même temps une autre inconnue à déterminer , on préférera la méthode suivante , qui parait exiger de moins longs calculs.
295. Soït A l'abscisse Ak qui répond au point K, et^ l'abscisse^ AZ du point L , où la courbe est rencontrée par la droite KL , menée parallèlement à l'axe', l'équation entre c et ^ étant mise sous la forme
+ c* (/» + i) + ac , le second membre devra être identique avec le produit *
(t—ay(t + €), ou /« 4. (^ — a*) t» + (a* — aae)< 4- a*e , ce qui donnera les trois équations
^ — 2* = c' + ac .+ — "ti
(!>') j «. -aae = - C(=i=:-1) + (m+ i)c + i
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On voit4onc qa'ên faisant une hypothèse sur la valeur de û, le& deux premières ^uàtiong donnelx>nt les valeufà de a et C ^ et ta trcdsièSM , qui derra parèiUemept être satisfaite^ fera connaître si sa talenr Bitp^sée est exacte , ou si elle jl besoin d'une correction. Tel est le moyen par lequel on peut obtenir assez facilement les valeurs des trcns qâttl»tités Cf a, 6.
294. Après quelques essais , on trouve pour Tordonnée du point K la valeur approchée c ±= — 1.12089 6; cette valeur servira de première hypothèse pour calculer par son moyen les valeurs de a et £• On trouVtf d'abord
(m^iy€ ±= — 5.6J71I9 565i7 06,
ce qui donne les deux premières équations
^ — 2<x =t 0.63264 983i5 66 = a* — 2ctC = — 3.40379 84022 99 = — Bp d'où résulte
« = -|-f-|/(|VD=* 0.87496 71859 85, € z= a» H- A =3 >- a.58a58 419^ 56«
ensuite, b troi^èfne é({tiation ^nt
(x*€ = i.8a4oa 91868 16 = C,
on en tire une seconde valeur àe 6, désignée par S", attvoir :
La différence de ces deux valeurs € — f '=0.00000 00217 5i n'est que de deux unités décimales du huitième ordre , qui est le neuvième chifire significatif, erreur très petite et qu'on pourrait négh'ger dans la détermi^nation du maximum dont il s'agit. Mais pour obtenir un résultat plus exact, mettons c(i + a>) à la place de c, qui désigne toujours — 1. 120896; cette nouvelle valeur apportera dans les quantité A B, C les incrémens suivans :
<rA = «(ac* -f- 2c) = «(0.37102 56856),
«TB = û>[c*(/» — i) — (m + i)c] = a(5.i8o3o 11529), «TC == û>[2C*(to + 1) + 2c] = «(5.88985 oSySô).
Maintenant, si Ton différentie saivaat «T la première et la seconde des équations D'^ on aura
K — 2j'ct :^ cTA , (a* — a€) J'flt — aacT^ = — cTB ;
d'où Vop tirç
J^Ç = aJ^a + cTA = û> (1.71567 555).
Si donc € cOKlmw de désigner la première valeur trouvée
3.38258 41995 56, la seconde valeur corrigée sera 5+û>(i. 71567 555). Nous avons appelé ^ la valeur de € déduite de Féquation a*6 =s G ; une seconde valeur corrigée de 6 , que nous d&ignerons par (S", se déduira de Téquation
C + J^C X,, / . *C ft*4\
quantité qm st réduit à f ' -f- û)( 3. 7^1^96 ) ; QQ 4ev|^ donc avoir l'équatioa
et, parce qu'on a trouvé 6 — f'= 0.00000 00217 Si, il en résulte
oo^in 5i ry
« = /oQ = 0.00000 0010642.
ConnaiasaDt cà, }» valeurs corrigées de c, 0, ^ aoroot, oomme il suit :
et == (0.87496 71839 85) [i + « (0.7Î252 593)] = 0.87496 71907 II,
€== (2,38258 41995 36) [1 + ft> (O71567 555)] =7 2*58258 42178 o4*
395. Maintenant, une parallèle à Tai^ tt^née par le p^t K est censée jM'odkiira dam intersections au point K , où jr = oc , et une intersection au point L , où x =s —> € ; de là résulte l'équation. .....
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a^ — -\''€ = C, qu'il s'agit de vérifier par le calcul des
4a et 4'^ .
Calcul de ^ par la Jbrmule (ti).
84384 6oao5
II) 4-73i'7 00765.
954 25oo6
12) etc. 409S0
Calcul de 4'^ par la formule ( 1 5 ).
tt* 9.81 147 58696 5i o.i8ioo 19247 557
«* 8.1 1475 86965 10 4) — ii5 780
a) — 6.455a4 apSSi 56 5) 995
U=o.i8ioo
On voit par ce résultat que la quantité 240c — %|/'^ ne diffère de la constante 41 — \ 4' ^ = ^-47888 24859 455 que d'environ trois, unit^ dans le septième ordre de décimales ; mais cette différence est visiblement due à ce que pour calculer plus exactement la valeur de 4^ il aurait fallu prolonger beaucoup au-delà du onzième terme le calcul de la formule (i5). On conclura de là qu'on doit avoir exactement
mais, de plus, il résulte des mêmes calculs qu'en supposant, comme cela est probable, la valeur de 4'^ exacte jusqu'à la douzième décimale, celle de 4^ devrait être
agô. Pour déterminer le point E où rordounëe est un minimum, appe- * Ions y l'abscisse Ac de ce point, et X Tabscisse positive du point O situé • sur la même parallèle i Taxe que le point E. L'Â{uation entre ceii étant mise sous la même forme que dans l'art* tq^, le second membre de cette équation deyra être identique avec le produit (x + >)* (jc — A) , ce qui donnera les trois équations
Après quelques essais, on trouve y = 0.77769 62 et c = — 0.54^43 o5. Prenant pour hypothèse cette dernière valeur, on aura
^•(^^) = 0.07246 98295 2494, c*(m + i) = 0.57945 69557 io58; les équations à r&oudre seront donc
Les deux premières donnent
et une seconde valeur de A, déduite de la troisième équation, sera
K' zsz o.5o495 67976 309;
de sorte qu'on aura A' — A = 0.00000 00217 042.
Pour faire disparaître cette différence, mettons c(i-|-a») à la place de Cf c'est-à-dire supposons que la valeur exacte de c est égale à la valeur provisoire "— o«3494^ ^1 multipliée par i «-f^^i nooft awoiMl .
J^B = û) (i.255o6 80546 2) = (2> — 2\X^ — aj^c^A^ '
cTC = — o) (0.07405 29074 2).
TROISIÈME SUPPLÉMENT. agS
Les deux premières équations donnent
cT^ = û) (o.2i54i 576), cTA = a (0.88117 Saa).
Ensuite , de Féquation y^X c=. C , où Ton doit mettre y + J'y à la place de y, et C + «TC à la place de C , on tire une nouvelle valeur de X, savoir^
ou
Pour que celte valeur s'accorde avec la valeur corrigée A + ^^ ou A + 0) (o . 88 1 1 7 622) , il faut qu'on ait l'équation
ûi(x. 28535 483) = X' — A = o. 00000 00317 042,
d'où résulte
ea = o.ooooo 00169 ^^^ i
donc enfin les valeurs corrigées de c , 7" ^ A sont
Suit le Calcul des fonctions «^/'y, 4^*
Calcul de '^'y par la formule (12).
5) 5.8at«3 66808 i
9) 5.ao35o II 575 7
ag6
Si 8 9) i
i4) etc.
Calcul de ^x par la formule (12).
i) = 0.50495 87908 292 >I.A = o.5o655 92154 485 2) i58 i5iio 958 2^'y = i. 52221 95502 482 5) I 85546 981 2.02857 87656 965
Par le résultat de ce calcul , on voit que la somme 2'^^y -|- ^f, A approche beaucoup de la constante connue 4 ^ + 7 4' ^ > ''a diffe'rence n'étant que de six unités dans le douzième rang de décimales, c'est-à-dire dans le treizième chiffre significatif; on a donc exactement au point E, où Tordonnée négative est un minimum,
297. Maintenant il est aisé de voir que pour qu'une parallèle à l'axe rencontre la courbe en trois points dont les abscisses seront les variables des trois fonctions dont la somme compose le premier membre de l'équation (5), il faut que cette parallèle' tombe dans la zone comprise entre les deux parallèles à Taxe menées par les points E et K. Cette zone se divise en deux parties, qu'il faut considérer séparément, savoir, i^. la partie supérieure comprise entre la parallèle £0, menée par le point du minimum, et la parallèle FC, menée à la distance CB égale a l'unité; 2''. la partie inférieure comprise entre la même parallèle FC et la parallèle LK , qui passe par le point K, où Tordonnée est un maximum.-
Dans la première partie , toute parallèle à l'axe menée entK les deux
parallèles EO, FC, rencontre la courbe en trois points, dont lis abscisses
servent à former trois fonctions dont la somme est égale Ik la constante
4^ "f"! 4' 7' ^°^^ ^^ ^'^^^ distinguer deux cas, selon que la parallèle
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passe au-dessus ou au-dessous du point I , pour Içquel on a or = o et
c = — Ç^ "" 'Y ouAI = ^-^^^. Si la parallèle est menée entre les
points E et I, on aura aux points d'intersection une abscisse positive o" = a et deux abscisses négatives a: = — f , a: = — 5^,.au moyen desquelles on formera Tëquation -^cl -+- ^'€ -f- 4'7 = 4 ' + ï 4' o • Si la parallèle est menée entre les points I et D, les intersections donneront deux abscisses positives jcz=za, a- = f et une abscissiç négative ûc = — y, d'où résultera lequation 4* — 4^ + 4V = 4^ + • 4' o > ^^ l'on peut remarquer que ces deux équations s'accordent avec la loi de continuité , car si € devient — ^, 4^ deviendra — 4'^* ^* réciproquement. Dans la seconde partie, toute parallèle à Taxe menée entre les deux parallèles FC 9 LR donnera lieu à trois intersections, dont deux auront les abscisses positives x=: a, xs=€ , et la troisième Tabscisse négative .r = ^ — y ; alors l'équation des fonctions sera
%|/a -f- '^S — -^'y = 4^ — • 4' ^* Elle se vérifie sur la ligne FC, où Ton a 4AB-f-4^^'~^4 ^==^4' — î4'5> ou 4'V""4^^=r4'^> €* sur la ligne LK, où l'on 9 a4^*'=^4'^'
298. Les exemples précédens sont relatifs à trois fonctipi^ seulenaçnty dont une prise arbitrairement , les deux autres étant déterminées fftr les abscisses des points d'intersection d'une même pai^lLèle à l'ax^ fYifC la courbe . tracée dans la fig. 5. On peut satisfaire ainsi d'une infinité de manières à l'équation (5) , dont le second membre sera toujours égal à lune des constantes 4i 4- a4'H> 4^ — •4'^- Ces solutions sont toutes fondées sur l'équation (29) , où nous avons supposé m es |/5 ; mais on peut aussi supposer m ss: — t/5, et l'on aura une serande équation représentée par une courbe différente de la fig. 5, et qui /loo.-nera pareillement naissance à une multitude infinie de nouvdle sola-r tions. Ces deux combinaisons ne donnent cependant qu'une partM infir niment petite de toutes les solutions qu'on peut obtenir dans le systèone de jx = 4^ ûù l'on peut prendre à volonté deux valeurs -de x dàùjgnées ci^dessus par x =ei t et jc s=s t'; car ces deux valeurs , jointes aux deux autres qui en sont déduites au moyen de Féquation jr*— jpjr-f-^zso» serviront à composer d'une infinité de manières quatre fonctions 4^ ou '^'x dont la somme sera égale à une constante connue. Jifoos noBS contenterons d'ajouter ici un exemple de ces solutions, dans lequel la premier membre de l'équation (5) sera composé de quatK fonctions.
TROISIÈME JfîJPPLÉMÊIHlr. 299
Revenant donc à Tarte ^6911^ et {^rOflAxt po4ir evenlple des calculs qui y sont indiques.^ les valeurs ^ = ^ , ^ «9= -«^ i , nons «urons les deux équations
log A a» 9.67944 59266 162, c — ^ 1 == a\' , X' = ^^ — = 3*70245 91756 435,
log A' *8 0.56849 0^785 519; de là résulté
• I 5 rt = — ^. J_ ^ , log (— a) 2s= 9.66765 70494 i5i
log X 9-67944 59266 162
aA= -«• 6.22257 54715 4^5, log ( — aX) t== 9.34708 39760 5i5
C=: — 0.72257 54715 42^, log(— c) ±=9.85876 17885 592.
Les fbrmùlës de l'article dté donnent
q = sa* -— 2C* ; et en substituant les valeurs.
c^ = 0.52182 54525 884 * a^issz 0.21640 859Î15 *8i8
on aura
p = o.iio5o 45619 555^ 9 = — 0.61 o85 00800 ï5d,
£. — 9 = 0.61587 i8&4t ioi5,
et la résolution de l'équation jc* — pjc + y aa= o donnera
a:= db 0.78549 9747^ 'SSoS + o.o55i5 22809 7665;
de sorte qu'on aura les deux racines a: = €, xz= — a, savoir :
€ == o.i35865 20285 547, log G a= )g^Q2568 i«ai6 846, a == ê.72854 74665 814, log a <s= Q.f»2SS «6i58 556.
Maintemnit il fiiut »ealculfer les deux foncfléris *^'k,,^€.
5oo FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
Calcul de -\>'» par la formule (13).
a) — 8.09485 04569 54 5) 104 51898 od5
SB
Maintenant nous ayons les quatre fonctions
Soi FONCtiONS ULtRA-ELLlPtïQtES ,
4'a = 0.71684 18735 &g^, 4^ = 0.87420 44824 565, 4t == o.5oi5i 9035e 614, 4'i =5 0.95885 14594 40,
au moyen desquelles on composera la somme
Le sccoacï membre est a très peu près la valeur connue de la constante 4i + î 4' i > ^*°si Ton aura exactement l'équàïîoh
2i}Q. Venons maintenant au système le plus simple de tous ^ celai de ft = 5 ; alors on devra supposer constantes les fonctions Ar et 6^x, ce qui donnera à 1 équation (2) la forme suivante ,
cil -^ 3C "4" ûC* I
où l'on voit que le terme x^ devant être le même dans lés deux membres, il faudra faire rz = 1 ; ainsi il ne restera plus a déterminer que le coefficient c. Pour cela, il f;iut Supposer qu'un terme de la Mile Ar'„ jc,, ar,, est donné et désigné par ^, et que les deux autres sont le^ racines de Téquatiori x^ — i)X + q = o. Ainsi le premier membre de l'équation (D') devra être identique avec le produit développé (x — f){x^'^px + ^), ce qui donnera les équations de condition
q+pt = -c{--^ (^->
qt î^ 1 — c\
On en déduit d'abord la valeur de c en fonction de t, savoir,
Cotte équation, où Ton considère c comme Tordonhée qui i^pond à Tabscisse t est celle de la courbe tracée dans la fig. 4^ ^ l'instar de celles qu'on a déjà construites pour les cas de fc ==5 et fc s 4*
TROISIÈME SUPPLI^MENT. 3o5
Si Ton prend dans le sen$ des abscisses positives ÂB = i et dans le sens des ordonnées positives ka = i ^ la courbe passera par les deux points B et a. Si ensuite pn prend 4B = AC=='7z -r- i, et que par l^s points C et D ainsi déjbsrmmés on tire la droite indéfini^ FDCI)^ cette droite sera une asymptote vers laquelle convergeront de chaque côte les deux branches MBG , Mm^ , dans lesquelles il Êiut remarquer particulièrement le point M où Fordonnée est un maximum ^ et le point K, où elle est un minimum^ les abscisses de ces points étant à peu près ^ = 0.29885 et t=, — 0.89647.
La courbe dont nous venons de déterminer les points principaux , et une courbe de même nature quW décrirait par l'équation* (So), en changeant le signe de m, sppt destinée^ .^ représenter tp9t.cs les sol^|JLOns réelles dont l'équation (5) est susceptible dans le système de /4;=:;;3.
En effet, si Ion prend à volonté uqe valeur de l'ordonnée c comprise entre le minimum Kk et le mcucif^um Mm, |a droite PQR parallèle à Taxe , menée à la distance c ^ rencontrera la courbe en trois points P, Qy R; si la distance c est moindre que Aa=i, les abscisses de ces trois points seront l'une positives , t = ci , les deux autres négatives , / = — € , t = — y, et l'équation des fonctions sera
^fy + 4'C — 4a == C.
Si la distance c est plus grande que An, il y aura toujours trois in-^ tersections; mais deux seront dans le sens positif t=: a, tzs^S, et une dans le sens négatif, où l'on aura ^ = — y; alors on aura l'équation
L'étendue des solutions réelles dépend , ^comme on voit» de la position des points M et K ; c'e^t pourauoi il importe de déterminer ces points avec
toute la précision qépe^^rê. E^t d'^l^^^ )d^ yert^ ^ 1^ condition j- ===0,
commune aux deux points M etK, on aura j'écpation
dont une racine positiye donnera l'abscisse du po^nt M , et une racine négative celle du point K. Mais comme on a plusieurs élémenp à déterr miner dans chaque cas^ il convient de conjjidérer ';l^s choses sous un autre point de vue.
L'équation entre t ^t c^ qui n'est autre fhose que Téquation (3o), peut se mettre sous la for^^e
5o4 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
Appelons a l'abscisse du point M, et — - (? celle du point U, situé sur la même parallèle à l'axe que le point IVI; cette équation devra être identique avec l'équation o = (^ — a)* (t + S); ainsi on aura ces trois équations pour déterminer c, a, €,
€ — 2Ct =: — ^^— + c = A,
2CLh — a* = c H zss B,
Soo. Supposons, pour première hypothèse, €=1.21910 2 y on trouvera
et comme les deux premières équations donnent
on en lire
On a ensuite la troisième équation a*€ = c — 1, qui donne une seconde valeur de € que nous désignerons par C, savoir :
Il en résulte la différence ê' — € =. 0.00000 04696 706 , quil £int faire disparaître par une nouvelle hypothèse. Mettons pour cet effet c (^i ^ co) k la place de c, nous aurons les incrémens
tPA z=z ccû := û) (1.31910 3),
cTB =^^c« = «(0.75544 64717),
/C = Cû> = û) (1.31910 3); d'où résulte
J'S — scTa = û> (1.31910 3), (3^ — 2ct)J'a+2adS = 61(0.75544 647i7)f
/a = û) (0.00408 3i5), cTÇ = û) (1.33736 4^)0
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5o5
La valeur de € est donc € ^ eù(i .22726 4^).
Mais en faisant varier a^ é^ et C dans Téquation a^C = C, on en tire une nouvelle valeur de € que nous désignerons par C, savoir :
OU
Egalant cette valeur à la valeur ff + »(i .22726 43), on aura pour déterminer ai l'équation
o ^ o.ooooo 04696 706 + û»(i2.265]8 97);
d'où résulte
ft> = — . o.ooooo oo382 93;
donc les valeurs corrigées de c, ot e1 6 , sont
tf = 0.29985 36430 323, log-a = 9.47690 93296 094,
€ = 2-43684 32281 254, logf = 0.38682 75901 818.
Il faut maintenant calculer les valeurs des fonctions 4^ ^^ '^'^*
Calcul de 4* P^f" l^ formule (12).
Calcul de '^'€ par la formule (16).
^, 2) — 23 533oo 090
TOKB III. 39
5o6 FONCTIONS ULTRA-EIXIPTIQUES ,
là. ... 8.o6586 ao490 91 3) 11609 ^7°
o658(3 20490 9 24a =0.59983 855 II 55o
On voit par ces valeurs que la constante égale à -^'Q — ^-^^et ne diffère de la constante connue \ 4^0 ^^^ cle six unités décimales du douzième ordre; on a donc exactement , comme nous l'avions annoncé , l'équation
5oi. Il faut maintenant déterminer le point K où l'ordonnée est un minimum. Supposons qu'à ce point on ait ^ = — a ^ et que I9 parallèle à l'axe menée par le poin^ K rencontre la courbe en un point L dont l'abscisse ^ = f 9 alors il suflfira de changer les signes de a et £ dans les trois équations qui déterminent le point du maximum, et l'on aura pour déterminer le point du minimum les équations
Ct£ .
CL*€ =1 C
Pour cet effet, nous allons nous servir d'une méthode de solution plus simple que celle dont nous avons fait usage pour la question du
maximum.
Et d'abord il convient d'éliminer, c de ces trois équations, ce qui donnera les deux équations à résoudre
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5o7
Supposons qu'on connaisse les deux valeurs approchées a == 0.89647 > ^ = 0.89085 y la substitution de ces valeurs donnera
^a — ^ 4. <fC = îîî^ — D, D' == o.ôbooo 48487 5,
2a€ — «• — C~~~j(^^ — €)=:m — 2 — D', D' = o,oôôoo 8i2o3 i.
Pour faire disparaître les diflerences D et D', nous mettrons a (t + or) à la place de a et ^(t+J^) à la place de 6, et il faudra satisfaire aux
équations
(2a + 2a*e) a: — (€ — ct'g)^ = D ,
qui , en substituant les valeurs numériques , dèviennebt
On eii déduit les deux suivantes ,
X — (0.05423 90)^ = o.OQOoo i5o55 7,
X — (1.92082 45) J^ == — o.ooodo 72621 3,
et enfin •
jr = 0.00000 4^61 1 ;
de là les valeurs corrigées
on aura en même temps l'ordonnée minimum m
c = 2CL — € — V~~J ^^ 0.28405 49802 10.
Voici maintenant le calcul des deux fonctions 4'^i '^^è PÙ l'on i^marquera que la précision pa. été portée que jusqu'à la huitième décimale au plus^ à cause du peu de convergence des séries employées dans ces calculs*
5o8 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
Calcul de -^'et par la formule (i4)*
« Q.pSaSS 65342 655 é^.^ix^S^ 81 190 8
i+tt».. 0.19838 36178 85 9.93530 27682
3) 7.77458 20881 4 '^) 2.94213 05291 9.5()429 90034 4 9-68892 60 9.79151 521 19 i5)etc. 1763 io5 65.
oo
*:^ JT7-1 TT 5) 595 08922 68
6) 5.98741 or)3i4 6 7) a 83821 16 9.56429 9005 I 4 8) 85778 75 9.90133 53594 9) 26582 64
7) 5.45304 4:745 o »«) 8598 46 9.56429 ç)Oo3i4 »0 ^69458
^— ^ i3) etc. 427 63
Calcul rfe 4^ p^^ la formule (i 3 ).
ff 9.94980 66258 228 5.5o383 08660
5) 7.86()35 92806 i3 12) etc. 4.06732 34.
4) 7.55264 27474 55 2) 5ioi 65582 97 9.64257 47208 76 5) 755 12177 24 9.86-57 91553 6 4) 2i5 101 i5 71
n sait de ces calculs qu'on a
4^ ^0.94715 5i852 95 a^'et = 1. 72198 53126 96
a-^'ct — 4^ =^ o« 774^4 81274 01.
3io FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
Comparant le second membre à la constante connue
j'^'^ = 0.77484 8i388 755, on voit que la différence n*estque dune unité décimale du huitième ordre, degré de précision qui n*auràit pu être passé qu'en calculant un plus grand nombre de termes des formules (i5) et (i4)* Ainsi l'on doit regarder comme suffisamment établie l'équation
2>|/'a — •vj^b = j *>[.' ^.
3o2. Si nous revenons maintenant à l'art. 299, nous Toyons que toute parallèle à l'axe 9 telle que PQR, menée à une distance c plus petite que Aaz=z I , donne lieu à trois intersections^ dont deux dans le sens négatif et une dans le âeiis positif, lesquelles satisferont en général à l'équation
En effet, cette équation , appliquée à la parallèle qui passé par le point K, se réduit à l'équation précédente 2N[/'a — 4^= l-^'i* Si la parallèle passe par le point a, on aura € = 0, et l'équation des fonctions sera simplement
En effet > dans le cas de ^ = o ou e s= i , on a ( article 298 ) p:=z — i — (^— -^) = — (^~) ' 9 = — C'" — 0* «* réquation à résoudre est x* -| x — m + i = o , d'où l'on déduit les deux va-
la
leurs a: = a> x = — >, savoir: x = qp (—4-^) + Jv^(ï8m — lo)-
Ces valeui^s sont comprises dans le tableau de l'art. 264 f où Ton trouve l'équation 4'> — 4^ = 1 4''5 conforme au insultât précédent.
Enfin , lorsque la parallèle PQR s'élève au-dessus du point A , on a deux abscisses positives a: = et , a: = ff , et une abscisse négative ar = — ^, lesquelles donnent l'équation des fonctions 4 V "^ 4^ — 4* = • 4'i 9 ®^ation qui, au point du maximum M, devient 4V — 24*=^ï4'i#<^™'ûc nous l'avons trouvée sous une autre dénomination.
Il suit de tout cela que la même constante C^ = |4'^ règne dans toute l'étendue de la zone comprise entre les deux parallèles à Taxe qui passent par les points M et K du maximum et du minimum, mais que l'équation des fonctions stibit une légère modification dans le signe d'un de ses termes quand la parallèle passe de la région supérieure de la zone à la partie inférieure.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5i i
§ X. Formules pour la comparaison des marnes transcendantes^ dans les systèmes de /^ = 6 et f^ ^= 'j. Autres formules ré-sultan t d'une seconde manière de partager (pjc en d^ujc facteurs.
3p5. Jusqu'ici nous avons développé quelques-unes des formules relatives à la comparaison des fonctions 4-^ dans les systèmes de /4 = 3, jL6 = 4 et /u = 5 ; ces recherches peuvent être continuées à l'infini , mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux systèmes de ft = 6 et ^c = 7 , et nous considérerons particulièrement , comme nous l'avons fait jusqu'ici, le cas le plus simple ^ c'est-à-dire celui où il n'y a que trois transcendantes comprises dans le premier membre de l'équation (3).
Supposons d'abord qu'on ait /t* = 6 , c'est-à-dire que chaque membre de réqùation (2) soit un polynôme en x du sixième degré; il faudra prendre
fl,x=:a + a.^r , ^,:r =(1 — x) U — x. ^ ~ ' + a^\
et l'équation (2), à laquelle il faut satisfaire, sera
— (a+a,xy{\'-x)[i—x.—^ — H^7)
Puisqu'il y a dans cette équation quatre coefficiens indéterminés a, a^ , c, c,, il faudra supposer connus quatre termes de la suite x^ , x^ , X3 .-..^e, qui seront désignés par x=it, f, if', t"', et l'on en déduira L'équation o = r' — /^«^ + 9 * V^^ contient les deux autres racines ; ces six valeurs de x seront les racines des fonctions -^x ou '^'x , qui composeront le premier membre de l'équation (3).
Soit donc x = / , et l'on aura l'équation de condition
c -}- c,t +. «• = (a 4- a,t) A , dans laquelle
5i2 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
On aura trois autres équations semblables en mettant successivement ^^ t", t'" à la place de ^, et, au moyen de ces quatre équations linéaires, on déterminera les quatre coefficiens c, c, , a, a. en fonctions des quantités connues t , t\ f, t'".
Soit ensuite fo:— 0(^—0(^—0(^—0=^— A^+l*^—^+ï>* il faudra que la quantité
(c+c.x+xr(.+x.^+x')_(a+a.x)'(,-x.îî^+x'=^-«»),
développée suivant les puissances de x , soit identique avec le produit développé
a^ — hx^ + Bo:* — Cx + D) {x^ — P^ '\' i)i ce qui donnera pour déterminer /> et g les deux équations
9^ +pA + B = I + 2C + c\ + (m + i) c, — (^^-^) «'■ + 3jaa, , Tune des deux pouvant être remplacée par l'équation
On connaîtra ainsi les deux fonctions qui doivent se joindre aux quatre fonctions données pour composer le premier membre de l'équation (3).
Ce résultat, pour un même système de quatre racines données t^ iff i\ t''\ est susceptible de 2' ou huit formes différentes; car, à Texception de la quantité A , dont le signe est indifférent^ puisqu'il est lie à ceux de a et a, , qu'on peut changer à volonté , les trois autres quantités analogues A', X", X'", qu'on peut prendre avec le signe + ou avec le signe -^^ donnent huit combinaisons: on obtiendra donc en général huit solutions, et ce nombre serait doublé si l'on donnait successivement à m les deux valeurs + v^5 et — y/S.
5o4* Telle est la solution générale du problème où Ton prend arbitrairement les quatre quantités t^ t\ t^'^ t'" ; mais nous nous bornerons à développer le cas le plus simple , celui où de ces quatre quantités trois sont égales à zéro. Alors on a l'équation
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5i5
(c + c^x + x^) fi + x.^^-^ + x"^ — (a + fl,jp)|/(i — a:*) = o,
où l'on peut négliger les x^, et par consécpient mettre i à la place de ^{i — x^); de sorte qu'en égalant à jséro les coefficîens des trois premières puissances x^, x*, x^, on aura trois équations^ d'où résulte
Ces valeurs étant substituées dans l'équation
on en tire
ou, en faisant passer l'irrationnelle au numérateur,
f ■*- (3 — m) I — (m — i) r d: t/Çi — <^)
Le dénominateur de cette formule s'évanouit pour les deux valeui^ de t déjà connues
t = — (^^) — i/(^^) = — '-55755 65i58 = - ^. Ces valeurs cependant ne rendent pas c infini , car la formule étant écnte
ainsi ,
on. voit que le numérateur m{i — <*)=fcv/(i — <*), pris avec le signe inférieur , s'évanouit lorsque t=^a, et qu'avec le signe supérieur il s'évanouit encore lorsque t=z — €, ce qui résulte de l'équation identique
On peat donc mettre c-j-i soas cette forme
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et alors pour / = a on aura la valeur
^ "*" ' ~ m(i — ùL^) + ^ii^^:^ »
et pour ^ = -— f on aura la valeur
dans lesquelles le dénominateur ne se réduit pas à zéro. Mais parce que , dans ces deux cas, on a tout-à-la-fois
m\/(i — a*) — v^(i — a*) = o et m(i — if*) + V^(i + S^) = o,
il est visible que les formules précédentes donnent
- _, , I i_ I + 3at 4- tf*
ou plus simplement
^ — "" 2 ■*" "^(i+ct) — ^'
Dans les deux cas on a donc ^ == o , résultat qui se trouve immédiatement^ en observant qu*on a
Connaissant le coefBcient c pour une valeur donnée x^st, on aura les autres coefEciens
ensuite , l'équation ûc^ — • px -|- 9 = o se formera au moyen des coeflSciens p eXq, dont les valeurs sont
p = — t — c*+ (im -^ 2)c-\-m — 5 ,
î = — pt + c^ (5 — m) + (6 — am) c — m + i ;
et l'on aura les deux racines, qui devront se joindre à la racine donnée
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 3i5
a: = /, pour former les trois fonctions dont la somme est égale au pre-' mier membre de l'équation (3).
Exemple. tz= — i .
On aura alors c = — i ± v^a , ensuite
p ^= — m — 5 d= amy/a, •
Ces valeurs de p et g sont les mêmes quç dans l'art. sSa ^ ainsi l'on parviendra aux mêmes résultats.
Les suppositions ^ = o , / = i mèneraient de même a des résultats déjà connus.
3o5. Passons maintenant aux formules qui doivent avoir lieu dans le système de ft = 7. On pourra alors prendre
ftr = cr + c,jc + c.ar% (p^oc = i + oc. — -"^^ -J- jc% et il faudra satisfaire à l'équation
Pour déterminer les cinq coeiHciens c, c^, c^, a, a^, il faudra prendre arbitrairement pour x cinq des termes de la suite x^ , x^, x^....Xj. Soit t un de ces termes, on aura l'équation
cr + c,i + cjt^ = (a + a^t + ^') A , daos laquelle
et y au moyen de cinq équations semblables, on déterminera les cinq coefficiens dont il s'agit. Supposant ensuite que les valeurs prises arbitrairement pour X soient les cinq racines de l'équation o = jc* — Ax* + Rr* — Cr*+Djc — E, et désignant, à l'ordinaire, par x*~^px^qz=:o l'équation qui contient les deux autres racines , il faudra que le premier membre de l'équation précédente soit identique au produit
(j:* — Ax* 4- Bj^ — Car* + IXr — E).{a?* ^ px ^ q).
5i6 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES,
De là on tirera les deux équations nécessaires pour déterminer p et q f et l'on connaîtra ainsi Texpression des sept fonctions qui doivent composer le premier membre de Téquation (3j.
En général, on pourra obtenir 2^ solutions par la combinaison des signes des quantités A, et ce nombre pourra même être porté à a^ ou 5a si Ton donne à m les deux valeurs +v/5 et — v^5.
3o6. Le cas le plus simple est celui où quatre des valeurs de a: prises arbitrairement seraient égales à zéit); alors le premier membre de notre équation générale devrait se réduire à 4r*(j: — t) (x^ — px + ç). Il faudra donc égaler à zéro les coefliciens des puissances de x inférieures à la quatrième , ce qui donnera les équations nécessaires pour déterminer les quatre coefliciens a, a,, c., c^ par le moyen du cinquième c.
Mais pour rendre cette détermination la plus simple possible, il fiiadrm établir l'égalité
en développant cette équation , dans la supposition que x est infiniment petit jusqu'aux x^ inclusivement ; cela équivaut à rendre identique l'équation
en négligeant seulement le terme c^x^ du premier membre. Par ce moyen 9 on obtiendra les valeurs
et il ne restera à déterminer que c. Pour cela, il suffira de sobatitaer les valeurs précédentes dans l'équation
c -f- c\t + cj^ = (a + a,t + <•) A,
et Ton aura la formule
IA(i+|) — l + ^-if-
puis, fidsant disparaître Tirrationnelle du dénominateur, on aura ]ilu8
simplement
expression dont le dénoroinatear ne se réduit à zéro pour aucune valeur
de t.
Maintenant, puisque le premier membre de l'équation générale doit se réduire à x* (jcr— i) (a:* — /^«a: + j), on en tire, pour déterminer p et q, les équations
p+ tz=i — 2a, + "^^^^ — (^.)%
dont les seconds membres peuvent être exprimés en fonctions de c seule , ce qui donnera
;i + i = — (5 — m) — 2C (m — a) — ("v^) ^* p q ^pt= — (m — i) + ac (m — i) + (a — m) c*.
Exemple /*.
SoitfA = i, on aura c = — (^^), /) = — (^^), 9 = — m + i, x = — (^^^^) ±7\/(i8/îi — 10), valeurs qui conduisent aux mêmes résultats qu'on a déjà trouvés art. ^48.
Exemple II.
m -a* •^ ^ 3 + m+ai/a * !•
Soil t= — I , on aura c = ^ — s^ , puis, en appliquant
les valeurs numériques,
c ss 1.54408 ^5170 ^lOOp
c^z=z 1 .80655 78126 i5a7, me = 5c* — I — v/a = 5.oo545 98754 737a >
mc^zsi mc^ *^ = 4*0^^ 6074a 9108 ,
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Mais on voit qu'il esl inutile d'aller plus loin ; car p* -f- 4? la solution serait imaginaire. Pour avoir un résultat réel, il le signe de 1/2, ce qui donnera les valeurs suivantes :
étant négatif, faudra changer
VA
me = 5c* — I + \/a
me
me
IO
6) 0.96709 57790 8.652XO 89506 9-88582 50932
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 3ig
i) = « == 0.53755 36190 6256 a) ' aoi 07 102 6288 3) 3 69214 0964
8) etc. n4
Calcul de 4'^ P^^f ^ Jôrmule (12).
On voit que la somme des trois fonctions ne difière que très peu de la coas-> tante connue 41 + ? 4' o = 2.02857 87656 90; ainsi l'on aura exactement
o.55oia 65i62 0648 14701 5226
o.55oi2 50946 6997 0.53960 aaagS 7127 0. 93885 14594 40
et la loi générale est confirmée dans un des cas les plus compliqués du système de )Et = 7 , comme elle l'a été -dans tous les autres exemples relatifs à de moindres valeurs de fc.
Autre série de formules pour la comparaison des mêmes transcendantes.
3o8. Jusqu'ici les formules que nous ayons développées supposent que la fonction (px = i — j[r^ est partagée en deux facteurs , l'un du second degré y lautre du troisième ; mais cette fonction peut aussi être partagée en deux facteui^, l'un du quatrième, l'autre du premier degré , savoir : ^^x =i+j: + j:* + a^ + :r^ et ^^x = 1 — x.
Dans cette nouvelle supposition, on pourra former une autre série infinie de formules correspondantes à toutes les valeurs du nombre fc , au moyen desquelles l'équation (3) offrira la comparaison des fonctions ^x dans une infinité de combinaisons nouvelles. Nous pourrions donc ici recommencer une nouvelle série de calculs qui conduiraient à des résultats analogues à ceux que nous avons déjà obtenus, et qui confirmeraient également toutes les propriétés énoncées dans notre théorie; mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux deux cas Jes plus simples, celui de )x = 4 et celui de fe = 5.
309. Dans le premier cas, si l'on prend Oj:= i et fl,x = c + c^x ^ il faudra satisfaire à l'équation
Soient données les deux valeurs j: = ^, j: = ^, avec lesquelles on forme le produit [x — /) (or — ^') = j:* — A or + B , et supposons que les deux autres termes de la série or,, j:., jc,, x^ soient les racines de l'équation o = j:' — px + q^ il faudra que le premier membre de l'équation (K) soit identique avec le produit développé (a:' — kx + B) [x^ -^ px -f- a) ce qui donnera les quatre équations de condition
p + A = — I — c*. , ç + /;A + B = I — c*. 4- 2CC, , /iB -f- ^A = — I + acc^ — c*,
çB = l — 6^
Deux de ces équations peuvent être remplacées par les deux suivantes :
c + c.< = X = ysi^z^.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5^i
qui donneront immédiatement les valeurs des deux coefBdens c et c, ; on prendra ensuite deux autres équations pour déterminer les coefficiens p et ^ , au moyen desquels on connaîtra les racines a et € , qui doivent être jointes aux racines données x=,tj x:=zt' : on connaîtra ainsi les quatre fonctions qui doivent composer le premier membre de l'équation (3).
Le cas le plus simple est celui où Tune des données t et t^ est nulle ; soit alors ^ = o , on aura c + c,^ = A et c = i , ce qui donne
c, = . Dans ce cas^ on a B == o, A z=: ^ , et les équations pour
déterminer p et q sont
q = —pt+ I + ac. — c\.
Quant à la valeur de ^ , on peut la prendre à volonté , excepté ^ = i , parce que ' le premier membre de l'équation (K) ne peut jamais être divisible par X — I .
Exemple.
5io. Supposant ^ = — i, et prenant la valeur de A négative^ savoir,
A = — W^9 ^^ ^^^^ ^1 = ^ -f-lv/^i /> = — I — i/3et9 = — v/2. L'équation à résoudre sera donc
on en tire les deux valeurs j:=a, j?==— •€, savoir : * = - I - î/^ + \/(^ + Jv^O = <^-4»^ 3959a 6907,
Calcul de ^^et par la formule (la).
1) et. ... 9.62704 aooi4 67a 2.32340 20625 3
oo 9 ^'i _
4iH-4'i= 2.8o54a 69025 64.
On voit que la somme des trois fonctions 4'H~4'^H~4'' difi^ très peu de la constante 4* H~4''S> ^^ "^ ^^^ P^ encore présentée dans les calculs précédens; ainsi l'on devra avoir exactement
5 1 1 . Telles sont les formules qui s'appliquent au cas de /« ^b 4. Voici maintenant celles qui s'appliqueraient au cas de /t = 5 :
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Soit t une valeur donnée de x prise dans la suite a:^, x^f x^, x^, x^f on aura l'équation
c + c,t ^ t^ = aX, X = ^^""^^ ;
deux autres équations semblables répondraient à deux autres valeurs j: = ^, j: = /", et, par le moyen de ces trois équations^ on déterminera les valeurs des coefBciens c ^ c^, a. Si ensuite on représente par x^ — ,ka^ + ftr — C = o Téquation qui a pour racines les trois valeurs données x z=zt^ j: = ^, j:r = ^', et par x* — px + ç = o Téquation qui a pour racines les deux autres termes de la suite x^^ x^, x^, x^, Xsj il faudra que le premier membi'e de l'équation précédente soit identique avec le produit développé
(x^ — Ax* + Rr — C) (or* — px + q).
Ainsi l'on aura pour déterminer petq les équations
/? + A = I — ac, — a% ç -f- pA 4- B = 2C + c*. — 2C, + û* ,
et Ton connaîtra les racines des cinq fonctions qui composent le premier terme de Téquation (3).
5 12. Le cas le plus simple est celui où deux des trois valeurs données de X sont nulles ; alors ces données t' et if' étant désignées par la quantité câ , supposée infiniment petite , il faudra que Téquation
C + c,« + «• = -»LL-_i,
dans laquelle on négligera les ûà*, devienne identique. Cette équation se réduit à c + ^i^ = a (i 4- co); elle donne par conséquent a= c = c. , valeurs qui , étant substituées dans Téquation c ^ c,t ^ ^ =: a?< , donnent
ensuite on aura
Exemple.
5i3. Soit t = — I , on aura c = rfc [/vt ; prenant c =s y 2 , il en résultera p = -^ ^1/2, 9 = 4 — '^\/^f ^^ l'équation à résoudre sera
on en tire les deux racines négatives j:' = — a, x = — £, dont les
valeurs sont
n £&ut maintenant calculer les deux fonctions 4'^ » 4'^ ' T** doivent être jointes à la fonction donnée -^'i pour composer le premier membre de l'équation (5).
Calcul de 4'* pdf la formule (la).
i) a. ... g.jo3^5 96963 148 i) = o.5o4o3 384i3 4^63
et*. .. 8.51339 848i5 74 a) — i36 65971 0071
5) 5.35969 53420 . 52894 8oq6
■ 52068 5io5
Calcul de -^'C par la formule (i6).
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5) 4* 50077 38911 77 * 8. 16845 17407 84 9.76405 265oo 9
Oa voit que la somme des trois fonctions •>!,''« -|- •s{/'f + 4''i est égale à une constante qui coïncide presque entièrement avec la constante connue >|/i -I- 4' i = a.8o54a 69025 64 i ainsi l'on aura exactement
5i4* Après tant d'exemples calcula avec beaucoup de précision pour différentes manières de partager la fonction ^jc =1 — ^^ en deux facteurs , et pour tout nombre de termes admis dans le premier membre de réquation (5) , depuis trois ou même deux jusqu'à /ji , jj, pouvant être aussi grand qu'on voudra , on voit que les résultats ont été constamment conformes à la théorie que nous avons développée dans plusieurs points principaux. Nous nous sommes attachés particulièrement à la plus simple
■ ■ ^ ^ et
1/(1 4- x^) ^ ^* ^^'^ avons prouvé que la somme de plusieurs
fonctions semblables, prises avec des signes que Ton peut faire varier de toutes les manières possibles, est égale à une constante qui se compose toujours exactement des fonctions complètes 4 1 ^ ^P' 7 9 <{ui sont des transcendantes d'un ordre inférieur. Nous ayons fait voir ensuite com-
ment des fonctions de la première espèce on peut passer successivement aux fonctions plus composées comprises dans la formule générale
'^x = i- — J^^ y. y/ — X f et quelles sont les propriétés nouvelles que Ton
obtient constamment dans la comparaison de ces dernières fonctions. Le sujet de ces recherches est des plus vastes, et nous n'avons pu que l'ébaucher fort imparfaitement; mais nous en avons dit assez pour que la théorie des nouvelles transcendantes que nous appelons tdtra^eUip^ tiques puisse être regardée maintenant comme établie sur les fondemens les plus solides. M. Abel , enlevé aux sciences avant l'âge de 27 ans , avait faiit preuve d'un génie extraordinaire dans les savans Mémoires où il avait perfectionné si notablement la théorie des 'fonctions elliptiques; mais la profondeur de ses conceptions nous parait encore plus fortement empreinte dans le beau théorème qui donne naissance à une théorie beaucoup plus étendue que celle des fonctions elliptiques, et dont il n'existait aucune trace avant lui.
§ XI. Exemple du calcul de deux fonctions imaginaires.
3 1 5 . On a trouvé ci-dessus (348) qu'en supposant ^ = o et c = o , les deux auxiliaires qui doivent se joindre à la valeur donnée ^ =r o, pour former le premier membre de l'équation (3), sont les racines de l'équation
Ces racines étant imaginaires, nous les représenterons à l'ordinaire par la formule
a: = r(cos fl de ^ — i sin 6),
et nous nous proposons de calculer les fonctions correspondantes , ou seulement leur somme, qui sera une quantité réelle.
Yoici d'abord les élémens du calcul :
r = y/(m + 1) = 1.7989^ 74599 47^, log r = o.255oo 88179 56965,
cos fl = 4^/7^ ,) == \/(cT^)' ï-cos 9 = 9-35497 35461 29104, e = 8o«6'3i",i4oii28.
3 16. Considérons r comme seule variable dans la valeur
arc=r(cos fl + |/ — i sin fl), nous aurons, par la substitution,
dx dr (cos fl -H y/ — 1 sin 6)
|/(i — X*) ~ |/(i — r* cos 5fl — r^ sin 56 . y/— i) '
faisons ensuite , pour simplifier cette formule ,
a = 5fl — OT = 40^ 53' 55",7ood6 4 , 1 — r» cos « = f cos a<p, ^ ^ -^' ^;" * ..
H^ sin £t == f sin 3<p , '-'■^^^
et le second membre de l'équation précédente deviendra
dr (cos ô + 1/ — I sin 6) ^z* r /A ■ ^\ ■ / • /n . ^-,
.(l^-tX-isiart = 7 ^'''^ (fl + -P) + V^- 1 S'n (fl + ^)].
Changeant le signe de v/*— i ^ et ajoutant les deux résultats , on voit que la somme des deux fonctions 4^ correspondantes aux deux valeurs imaginaires de x^ donnera Tintégrale réelle
/î^cos(e + (p),
OÙ les quantités ^ et f sont censées des fonctions de r; cette inXégczit , d'ailleurs, devra être prise depuis r= o jusqu'à r= v/(to + i).
Ainsi, tout se réduit a chercher dans les limites désignées l'intégrale fjdr, dans laquelle l'ordonnée j = i£2îi ^ ^ ^^
et préalablement Tangle ^ se déduira de r au moyen de Téquation
sm ât
tang a^ = —
-. — cos et
OÙ Ton a
log sin CL ^ 9.81393 79630,
log cos CL = 9.88076 55oi6,
cos a = 0.75991 55083.
317. Pour résoudre ce problème de quadrature^ il £aiut d'abord prendre une idée de la figure de la courbe dont r est l'abscisse et j' l'ordonnée. {F^ojrez fig. 5.)
A l'origine des abscisses , où rs=o, ona^ = o^ et l'oidonnée
/iB = "• •,, • ette ï"^ "* p.r ">°
r ^ * . née»»" ' __ t« , «* '^
»o** «Waos. . -^rues egaJ s, û quatre
Va ^^^'^ \e«T àe* ** Iw. iV s^^^
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^. _ ^ v deviendra / .. 4- a^^ » ^* ^* valeur
de celle intégrale, qui suppose x^\y se trouvera par la formule (16), où l'on devra faire
w = i = - (cos 9' + v/— I sln fl')-
La substitulion faile dans chaque terme de la valeur de — U donnera une partie réelle et une partie imaginaire, et, parce que la seconde valeur de X donnerait pour chaque terme de — U la même partie réelle et la même partie imaginaire avec un signe différent, il s'ensuit qu'en ajoutant les deux fonctio'ns correspondantes on aura une somme totale qui sera de la forme
I r" • cos - Ô' — P (A) r-5 cos - fl' + P(AO r-« cos - 6'
— P (A") r-» cos - fl' H- etc. ,
où l'on voit que les logarithmes désignés par CA), (A'), (A"), etc. , sont ceux cpi'offre là forpaule (i6) ; de sorte que cette dernière formule , adaptée à nos deux racines imaginaires, ne diffère de la formule ordinaire que par les facteurs a cos | 6', a cos -^6', a cos -^6', etc., affectés aux differens termes de la série. Voici maintenant le calcul détaillé de ces termes :
Ânglesdont lescosinus servent de facteurs aux differens termes delà formule.
fl' = 99053' a8"85988 7 a i 6' 49.56.44,43994 56
ffl' = 149.50.13,38983 08 (i) 5fl' 139. 37.34*39943 6
^fl'= 68.45. 1,8887038 (3) 139.37.34,39943 6
4^0' = ao8. 13. 36,18813 88 (4) 159.37.34,39943 6
^fl' =s 347.59.50,48757 48 (5) 159.37.34,399^5 6
On voit que la somme des deux fonctions imaginaires calculées immédiatement par la formule (i6) est — o, 47888 24859.6, résultat qui ne dififere de celui qu'on a obtenu par les quadratures que d'une unité décimale du quatrième ordre , et nous ne devions pas attendre une plus grande précision du premier calcul fait sur un assez petit nombre d'ordonnées. Ce second résultât est fort approché de la constante connue -4/1 — -j -nJ,'^ = 0.47888 24869 455 , et Ton doit même être étonné que l'approximation soit aussi grande, malgré les difficultés de ce calcul ; on aura donc exactement
^^ [r (cos fl + |/— I sin A)] ) _ t + 4[r (cos 9 — /— 1 sin fl)] i "" '^
319. Il résulte de ce seul exemple que les fonctions dont les racines sont imaginaires peuvent être calculées par les mêmes formules que les fonctions dont les racines sont réelles; il n'y a donc pas lieu d'exclure, comme nous l'avons fait dans les recherches précédentes, les solutions dans lesquelles il se- rencontre un ou plusieurs couples de racines imaginaires , et l'on trouvera dans tous les cas que la son)me des fonctions tant réelles qu'imaginaires , s'exprime toujours par une quantité véeUe dont la forme est donnée par celle du second membre de l'équation (3);. et, par cette propriété, la théorie que nous avons déve-^ loppée acquiert une beaucoup plus grande extension.
S XII. De la transcendante ^x ■== f^^^-^—^^^-—-,
520. Cette transcendante appartient à la seconde classe, puisque 5 e^ le* plus haut exposant de jc dans le polynôme compris sous le radical ,et elle fait partie de la première espèce , ou plutôt elle est la plus simple des fonctions de la première espèce dans cette classe; elle jouira donc de la propriété en vertu de laquelle étant données ft — 2 valeurs particulières de Xf on pourra par leur moyen en déterminer deux autres , de manière que les /m fonctions qui en résultent satisfassent à Téquation (3) , c'est-à-dire que la somme de ces jm fonctions, prises avec les signes convenables, sera égale à une constante déterminée.
Mais ce qui est surtout digne de remarque , c'est que la transcendante dont il s'agit, quoique appartenant à la seconde classe, est généralement réductible à la première, en supposant A: < i ; on fera voir, en effet, qu'elle peut toujours s'exprimer par deux fonctions elliptiques de la pre-* mière espèce : considérée sous ce double rapport, cette transcendante mé« rite d'être examinée avec soin , parce qu'elle peut conduire à de nouvelles propriétés des fonctions elliptiques!
Nous observerons d'abord que la transcendante 4*^ P^^^ f ^^"^ cesser d'être réelle, prendre trois formes différentes. La première, qui continuera d'être désignée par -^x, s'étend depuis a: = o jusqu'à a: = i.
La seconde, désignée par 4''^, suppose qu'on a changé x en -^x; de
qui s'étend depuis x= 1 jusqu'à jci = t-
Enfin, la troisième, désignée par -^"x, suppose que la variable x est positive, et qu'elle s'étend depuis ^=^j jusqu'à x = -; on a dans ce cas
dx
Il n'y a pas d'autre hypothèse qui rende réelle l'intégrale primitive -^x, tant qu'on suppose le module k plus petit que l'unité.
Faisons voir maintenant comment notre transcendante sous ces trois formes peut être exprimée par deux fonctions elliptiques. Le procédé que nous suivrons pour cet effet est le même dont nous avons déjà fait usage dans l'att. 149 du tome P'.
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Première forme , ^ar = /|/[(, - x'jT- *'^')] ' Limites jc = o, j: = i.
321. Le polynôme soiis le radical étant i — (i + â:*) j:'+A:'a:r*, nous supposerons i + or' = par , p étant une nouvelle variable , d'où nous déduirons successivement
I + k^x^ = (/>• — 2*) a:% (i _ ^) (i — k^x^) = j:*[je,» — (i + A:)*] ,
x'^dx x~*dx
t + k^x =s x^\/{p + aA:»), 1 — k'x == x'\/{p — aA:'),
donc
4ar = — - /^ ^-^ ^- r ^^ -— .
Les deux nouvelles intégrales qui composent la valeur de 4'^ i>e difiRîrant que par le signe de h , il suffira de considérer la première ,
Pour réduire celle-ci , soit d'abord p = z^ — aA* , on aura la transT* formée
Soit ensuite z = , on aura , en faisant c' = ^' "^ / ,
COS «r ' ' 2 + 2k ^
V/(2 + ait) V V/(i — c» sin»^/
Enfin y pour donner une forme positive à cette dernière, on sç servira de
la propriété F (c , â>) + F (c , ^) = F'c , à laquelle on satisfait eu faî-
saut cos cù = —77 r*^a-~\> et Ion aura
V/(i — c*»in'^)
Mais y pour faire usage de cette dernière formule , il importe de passer directement de la variable j: à la variable (p ; c'est ce qui se fera par les équations
= z* — 2** = — ik* +
d'où l'on déduit
On voit donc que tandis que la variable a: croit depuis j? = o jusqu'à ûc = i, l'amplitude ^ croit de même continuellement depuis ^ =: o jusqu'à (p z=z {tt.
Maintenant, si dans le résultat qu'on vient d'obtenir on change le signe
de A:* , la valeur de c* deviendra celle de 6*, et l'amplitude ^ restera tou-* jours la même ; d'où il suit qu'en réunissant les deux parties de la valeur de 4^^ on aura ce résultat très simple
Ainsi l'on voit qu'en eflet la fonction 4«^ s'exprime par deux fonctions elliptiques de preniière espèce, qui ont la même amplitude ç, et dont les modules sont complémens l'un de l'autre; de sorte qu'on a
Puisqu'en supposant ar=i on a ^ s=z j^tt, la valeur de la fonction complète 4' ^^ ^^^ exprimée
mais on peut aussi trouver la valeur de 4 < P^i* un autre procédé qui dépend des fonctions F.
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prise depaÎB x=o jiuqa'îi x= i, si l'on- appelle T' J'intégrate
/—r, r, prise entre les mêmes limîles , on aura
4i = T-H- lA-T'H-i^A^T' + etc;
■mais en mettutt x- à la ^ilace de x, Tîntégrale appelée T' devient \fx~dx{i — a:)~», el ses limites sont toujours x^ o et x^ i. (h", par les formules connues. L'intégrale T', sous celte dernière forme, a pour valeur
T' — • îlli±ii£i
— ;■ rc. + f) •
Dans le cas de i = o, on a T* ^t t. i~ ^^= Dj/a , en supposant. . . D = F' £sin 4^*^'; ensuite on aura
T'^VT-, T« = -T', T' = -âT«, etc.; ^onc la foDCtioD cherckée
et l'on a par conséquent la formule igénérale
F'c 4- F'i kr,/ ■ ,r«\f ■> 't. ' 1 ï-3u i-5t , 1.3.5,. i.5.q , \
^^iijj = =.-P(sm45-)(.+j*-.5+j||i'.^+^^'.3-^+elc.). &J'on.&it kxsi Oit -oa AC ^ b, et l'éqnatîonidBvîeDt identique.
Limites x = i^ x = t.
■Saa. Soit'cneore i +x*=px, on«nra
(x' — i) (i — Ar-x*) = x'(i + 3* 4- A' - ;)')
mars, en vertu de Tëquation supposée, on a
le signe ambiga là oa tire
étant + 10 l'on a x< ^, et — si Ton a J!> jijjde
et eofia
jir U première partie, soit d'abord /i = u" — a*'.
Ponr avoir L , — ( +*')«»*' °° '""^ *^'^ partie
on aura ambiguïté
r> __^ F(fr, a.)
de même la seconde partie F = ^,'^'^l^■, , ce qui donne sans
.nifles et »'. ils se déduiront immédiatement de x an moveo Quant aaï a^gi" j
des équations
, avons mis dans la formnle r(<:, •'), sans ambiguité de signe,
°^ o ■' — '" "' déduit de cos a', croit contiauellement deonia parce que ^jH^ *^
■^^^" =o, jusqu'à ^ = j, où l'on a ai' = T; la valeur
kJa(aigjj.V = j T. U n'eu est pas de même je
J jusqu'à .r=;. Dans crttoi .' = «; d'où il suit qn,J,.|,,,aj„
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Une autre manière de trouver la valeur de cette fonctionest de £aice la^ubs-
titution a:'=cos'G+|îSÎn»fl dans la formule 4'^ '= f^if^Zilt^— k^x^)y
a en fésultera Tintëgrale /A:^rf8(r— A^*cos*9f % où l'on a fait kf^=:i—k^. Cette formule étant réduite en série , puis intégrée depms 6 =: o jusqu'à
9 = -9r,*on aura cette seconde expression de 4' ï ^ on doit donc avoir, en général , la formule
I 11 * (» — ^O' laquelle supposa c' :» -^ . ^ ,
Troisième wiemb, ^"a: =/^^^^p-^j^-^.
Limites a: = t, x s=s -.
3dS* Bar uae analyw semUableà^ cdle des deu:s cas précëdens^ on tA>uyera qu'en supposant
cos fl = ^^-7 ' — 9 C0S 9'= ^ T f
on 9>
ut F(fr, a)^F(i?, y)
Les deux angles 9 et 9^ croissent continuellement depuis la pi^mière limite oc :=: j, où ils sont nuls, jusqu'à la dernière x=s-, où ils sont égaux à -^. Aiiosih FcxfNresmn de k fonction complète est
II y a un Mtre mtoyen de trouver la valeur de cette fonction. Soit X = 7— î — j l'intégrale primitive deviendhi
/A:^£to((BÔi i#)^(i — À* eos* û>)" S
TROISIÈME SUPPLÉBfENT* 339
ou
k" fdm (co&»)^(i + iA«co8*^ + i^**cos*« + etc. Y
Cette intégrale doit être prise depuis û> = o jusqu'à ai = -^ tt. Soit
cos 09 = z; on aura y ao» (cos û> ) • =5 — f:^dz(i — 2')" *, intégrale qui doit être prise depuis 2=1 jusqu'à 2 = 09 ou^ en chaivgeant son signe ,
depuis z = o jusqu'à z= i ; mais en mettant z^ au lieu de z, les limites seront les mêmes , et Ton aura la nouvelle intégrale
D'un autre côté, on a trouvé (tome II, page 455) ^'7 = 4'"''*^** C^în 45**) et r 7 r 7 = -^7§i ; donc llntégrale cherchée
fdcù (cos <»y = -i .
2«F'(8in45»)
Cette intégrale étant trouvée , si on l'appelle P , on aura les intégrales successives
fdm (cos â^)^ ' = g P, fdu (cos (ùy ' = 5^ P> etc. ; donc la fonction complète 4'" ^ a pour seconde expression
Ainsi l'on a la formule générale
On doit voir maintenant que si plusieurs fonctions 4^ ^^^^ réunies avec les conditions nécessaires pour former le premier membre de l'équation (3), cette somme de fonctions , multipliée par le nombre M=v^(2 •+- aA:), d^ vra être égale à une constante composée exactement des constantes F' 6 , F V. C'est ce que nous allons vérifier dans les exemples suivans, après avoir établi les formules générales qui se rapportent au cas de )U= 3 et jLe=s 4- 324. La fonction ^cc étant égale au produit jcr (1 -^ x*) (i — A'o:*) , on peut la partager en deux facteurs
<p^x =1 — A*x*, ^^x = Jtr (i — x')j
ensuite , si l'on prend 6^ = a et OiOr = i , l'équation (2) 9 réduite à la
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forme la plus simple , sera
(Af) , a'(i — A:*J?') — ar (i — x*) = (a: — a:,) (j? — x^) (jc — j:,) :
elle suppose par conséquent jjlz=z5, nombre le plus petit possible.
Soit t le terme que Ton suppose connu dans la série des valeurs particulières x^, ûc^, jc^; en faisant a: = t, le second membre de l'équation (A'j devient nul, et du premier on tire
Soit ensuite x^ — px 4- ç s= o l'équation du second degré , dont les racines sont les deux autres valeurs particulières de x; il faudra qu'on ait
a' (1 — k^x^) — x(i — x^)=i{x — t) (x^ — px + q) ,
ce qui donne trois équations de condition , d'oxi l'on tire
On connaîtra ainsi les deux racines x =: a, x= 6, qui, avec la racine donnée ors ^, serviront à composer les trois fonctions comprises dans le premier membre de l'équation (3).
3^25. Si l'on veut comparer entre elles quatre fonctions, il faudra satisfaire à l'équation suivante, qui suppose ^6 = 4»
(i — ^)Cn — ^) — (^ + c^xyx = (x — x^) {x — x^)(x — Xs) {x — x^).
Soient données les deux valeurs particulières x=it, or = <'; on aura pour déterminer c et C| les deux équations
Ensuite, faisant (x — <) (jtr — <') = ^ — Ax + B, et appelant a e%€ les deux autres valeurs particulières de x qui sont les racines de l'équation x^ — px + ^f = o , on aura pour déterminer petq les équations
B+A/l + 9=: — I— p — 2CC, ,
la seconde pouvant être remplacée par f^Bq = i . On connaîtra donc les quatre fonctions 4^^ 4^'> 4*> 4^* ^^^ doivent composer le premier membre de l'équation (3).
Exemple /".
5^6. Supposons A: = «^ , ce qui donne exactement c = sin 1 5^ et b := cos i5°; supposons de plus t=s^ et t'z=z^; les formules de Tarticle précédent donneront pour déterminer c et c, les équations
c + |c. s= iv/(3io) = 3.62284 41876, c -H 4c, = ^\/{ioS) = 5.12347 5385o;
d'où résulte , en prenant positivement les deux radicaux ,
jc= =fc 0.39665 47735 645 1 — 2.i58o8 59596 8546.
Désignant ces deux valeurs par x:= — a, ^ = — 6, on aura
a = 2.55474 07332 5o, log a = 0.40734 68325 207, e = 1.76143 ii86i 21, log ff = 0.24586 568i2 546.
Il faut maintenant calculer les valeurs des quatre fonctions 4x9 4'^4^
Calcul de '^l.
Les valeurs A: = j et or = ^ étant substituées dans la formule
on aura sin* (p = if , log. sin (p = 9-94o95 03439 61 et
D'après cette valeur de (p , l'interpolation de la table IX pour les modules c = sin i5^, 6 = sin 75^, donne les résultats suivans^ où Ton a fait M = |/(a + 2A) = »/f,
F(*, <p) = 1.50924 19440, M4i = 3.38iao 8i65i.
Qilcul de 4"4- Pour la fonction -^"x les formules générales sont
* (i — kyx* «, (i+Aï)ar«
cos 6 = ^-i — f cos 9= ^—r- — - — »
M4"x=5F(&, fl) — F(c, 8').
343 FONCTiOlfS ISmU-ELUrOIQUES,
Substituant les valeurs A; =: j , op = 4j ou aura
«>s9«^J^. CQsfl'a»^!^, co«flco.«'«^;
et comme on a j/S = 2 sin 60° bp i^, 75ao5 0807^ 68878, il en résulte
cos 9 = 0.64556 191 II 85656, logcos fl = 9.80993 78986 5o58, 6 = 49% 79a 18 128, logcos fl'=r 9.97920 87360 5475, 6'= i7%58795 3763.
Dans la colonne de la table IX qui répond au module b = sin yS*", on trouve le terme A = F (6 , 49°) ^t les suiyans , qui donnent les différenœs de A comme il suit :
«TA
ai
cT^A ;
Le terme qtd répond au degré 49 H* «^ sera exprimé , en général , par la formule
faisant donc ^x = 0.79218 128, on tro.uY^i^
On trouvera dans la même table le terme A = F (c, 1 7*") et ses différences successives comme il suit :
eTA
»av
xPA
agSg
0.29699 33476 I 175a 640^9 FaisaBt ilone dans la ^formule «fntovpoiatton ce se 0.58795 5763 , on aura
F(c, flO = 0.30738 54884 d'un autre côté , F(^» 0) = 0.99173 31298
donc
Calcul de ^^a.
Les formules sont
COSû> =
lu^à^^
COS
il faut y substituer les valeurs k = ^ , bz^sin j5*, c = sin i5* ,
x =5 a = a. 55474 cjZS^ 5a, leg <& s 0.40754 ^685^5 307,
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et l'on trouvera
log co« » = 9.99197 01771 85, » i:t= lô^ 98596 995, log(— CM {/) =: 9*84703 i5588 a5, «'st: 154,67682 891.
La taUe IX donne la fonction F (6, 10*} et ses différences successives comme il suit :
«TA
il en résulte
Pour calculer F (c, »'), j'observe qu'on, a F (e,. û>')-= aFV — - FÇ, en Baisant C = ^ — tt'=:4^%5a5i7 109. Or, la taUe IX donne F(c, 45^) et ses différences comme il suit :
«TA
cT'A
— iSa
il en r&ulte
D'un autre côté,
donc
aF'c = 5.19638 4oo4^
a. 40009 (9805* ¥(b, cû) =: 0.19381 09603
W^'cL = a.595io 39405.
Calcul de %|/'^.
Appliquant les mêmes formules que dans le calcul précédent, il faudra d'abord calculer les angles Cl et £i^ d'après les valeurs
cos ft = -i^l±i- , cosn>=/3-g
ffî (1+1/3) ^(V/i— I)
Voici ce calcul :
ff âs I. 76145 11861 ai |/5 =5 i.75ao5 oSùjS 69
= 5.4g548 19956 90, son log o.545a5 85091 5o
a.4ïaN)63r 56685 o5
^ — (/5 = 0.03958 05785 53 son log 8.46805 75873 €K.... 0.13395 38406 5 8.545ia 45465 7
cosa... 9.98535 68969 04 cos(9r— £!').• 8.48o58 55225, a=z=i5%55498 0675, 'TT — n'=88%267io 552.
La table IX donoe la fonction A:^ F (6 , 15*") et ses différences comme il suit :
JA
cf'A
cT'A*
de là résulte F(6, H) = 0.27428 71174-
Nous avons ensuite ^ .— n' = 88*926710 552 ; mais comme la table ne donne pas immédiatement les différences r(elatiyes à l'amplitude 88", on y sup{déera par celles de la fonction F (c, 85^), que la table donne comme il suit :
cTA
cT'A
cT'A
car, en faisant x= 5.26710 552, on aura la fonction cherchée par la formule
F(c,^ — Q0 = A4-x(crA4-^(cl^A4-^(cr'A+l=^^
d'où résulte
F(c, TT— n') = 1.56685 07085 On a d'ailleurs F(c, tt) = 5.19628 40042
donc F(c, n*) = 1.62945 52957
ajoutant F(6, Ci) = 0.27428 71 174
on aura M^'^ = 1.90574 o4i5i.
Maintenant, si nous ajoutons ensemble les quatre résultats trouvés
M-l'l = 0.68443 76414 FV = i.5g8i4 aoo2i i3
nous aarons la somme. ... 7. 56^48 9i58i
et l'on voit que cette somme ne diffère de la somme des constantes SF'e + F'fr que de 64 nnités décimales du dixième ordre, rapportées à un nombre total de plus de 7 unités. Cette différence sera jugée aussi
petite qu'il est possible ^ eu égard aux erreurs des interpolations d'où elle est déduite ; on doit donc en conclure qu'on aura exactement
ce qui s'accorde toujours avec la loi que nous ayons constamment observée dans la composition du second membre de Féquatitfn (3). ♦
Nous remarquerons I au reste ^ que l'équation- trouvée peut être partagée en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément. En effets les termes de notre équation étant ainsi composés
M4^ = F(c, (p) 4. F(*, <p), M^'cL = F(*, a>) + F(c, a,'},
M4''4= F(6, fl) — F(c, fl'), M^'e = F(*, n) + ¥(c,a'),
si l'on prend séparément les deux parties
F(c, (p) - FCc, fl') + F(c, co') + F(c, no = P, F(6, (p) + F(6, fl) + F(6, a>) + F(6, H) = Q,
on trouverai en substituant les valeurs trouvées pour chaque terme ,
d'où l'on voit que la di£férence entre P et 5F'c est à peine de 6 unités décimales du dixième ordre , lesquelles appartiennent au onzième chiffre significatif, et que la différence entre Q et F'6 n'est encore que de 6 unités décimales du neuvième ordre , ce qui prouve la grande exactitude de nos calculs d'interpolation, ainsi que celle des tables qui leur ont servi de base, n s'ensuit encore qu'on a exactement les deux équations
F(c, (P) — F(c, flO + F(c, o)') + F(c, no = 5F'c, F(6, (P) + F(6, fl) + F (6, a>) + F(6, n) = F'6,
équations qu'il serait d'ailleurs facile de vérifier rigoureusement par les formules des fonctions elliptiques, puisqu'on connaît les valeurs exactes des cosinus des diverses amplitudes.
Exemple II.
5^7 . Soit A: = (a — y/ 5)* = tang' 1 5% on aura c = sin 3o* et 6 s= cos 5o*. Supposons de plus ^ = ? , et en appliquant les formules de l'art. 3^4 1 nous aurons
Tome UI
346 FONCTIONS CLTRA-ELLÏPTIQDES ,
log ( — p) = 9.69728 55572 65, p s= — 0.49806 44^4? o, log ( — q) = 9.87562 13970 54, î = — 0.75096 77676 5; ensuite, la résolution de l'équation a^ — px-{-q^o donnera x^it, :«.« — e,
. «'= o.6526a 44765 5, Jog a = 9.81466 SSSjS o3, £ =s i.i5o68 89410 5r log 6 = 0.06095 79^93 3t. Il s'agit maiptenant de calculer les valeurs des trois fonctions •4'Tf 4"» 4'^- Calcul de 4 T- Substituant la valeur x^{ dans la formule cos' a = ~ , ■ 7".: . on
aura cos' ç =: 5 . ^-j^Tjj ; or, A=7 — 4v/5^o. 07179 67697 24488,
î-^-ï- := o.32i36 7ao5o 459> son log = 9,50700 iSSS? o58
i4-^A= 1.0717967697 345, son log=s o.oi53i 71559^34
? = SS" 9' 9", 2491, cos'ç.... 9.49168 45997 734,
ou 9 = 56%i5256 9194, cos ^.... 9.74584 21998 867.
Pour le module c =: ain 3o°, la table IX donne F (c, 56') et ses différences sucKSsives comme il suit :
A I «TA I «f A I /»A I <r*A
F(c, 5^') =K i.oia46 57014 I '9» '9494 I 4 64864 | —4196 I —691. Faisant donc x^ o.i5256 9194» ^ substituant cette valeur dans la formule d'interpolation F(c, ^) = A+a:(^(rAH — ^^^-(tr'A-f-etc.,onaura
F(c, ip) = 1.01539 23o6g.
On aura parmUemeat pour le module & = sin 60' les rânltats
A I (TA I J^'A l J^>A I /*A
F(A, 56')= 1.10971 2568 | 3525 ao55 | 33 i3i4 ( 7097 | — 238;
d'oii l'on déduit
Ajontant ces deux fonctions, et faisant M = t/(3 + sA] ^ ■ ^ - V , or
Calcul de ^a.
En appelant Ç Tamplitade qui conyient k la valeur orssa, on devra calculer sin Ç par la formule
Or, d'après les valcfurs as o»65n6:2 44765 5^ loga :fi:g.8i466 53578, logA: = 8.856io 49^49 55^ log(i+Â)=:o.o5oit ^4457 $5, on trouve
log.sin*{[ =: 9*90774 4^555 16^ log.sin Ç = 9*95587 23667 58, Ç = 64» 3' 26^78126 8, ou ^ =; 64%o5745 924 !•
Pour le module c es sin 5o* la taUe IX donne F (c, 64^ et ses différences successives ccmuae il suit :
M^ka^B-Mita
^MkHi^i
d'où Ton déduit
V(pf Os 1. 16847 68501.
Pour le module b = sin 60*» la même table donne F {^b, 64") et ses différences comme il suit :
lA.
F (6, 64*") ss 1. 33094 2900 I 2798 3537
il en résulte
puis faisant la somme de ces deux fonctions, od aura
M<4.ci s= 3.49101 71946.
Calctd de 4'€.
Les fonnaleB lont
— lo5;
xt (i + Aï)
COS M
il faut y substituer les valeurs xzs: €, log A: s= 8 .85610 49^49 53,
log (i + A:0 = o.io5to i85t4 aS, log (i — A:03Ctei9.86454 12240 65, et l'on trouvera
log. ces fà = Q.gSSiS 52o85 i3, log, cos où = 9.94488 11488 7,
0» = i5«5i'5i",57o3o, oJ = a8* i5' 36^13986,
ou 0» z= i5%86432 5o8, ou û>' = 28%26oo3 885.
La table IX donne pour le module h = sin 60^ la fonction Â = F (6, i5^) et ses différences comme il suit :
«TA
cT'A
Faisant donc ,r=:o. 8643a 5o8, la formule d'interpolation donnera
Pareillement ^ pour le module c = sin 3o'' la même table donnera la fonction F (c , 28^) et ses différences comme il suit :
«TA
er»A
— aa
Joignant à ces données la valeur a: = o . 26oo3 885 , on a par la formule d'interpolation
F(c, tJ) = 0.4981 1.87852 d'un autre côté , F(è, a>) = 0,27956 62404
donc M^'^ = 0.77768 5o236«
Nous ayons déjà trouvé
M'>{.a =s 2.49101 71946; de là résulte
La constante du second membre diffère très peu de la constante connue
La différence n'est en effet que de 48 unités décimales du dixième ordre, ^ce qui fait à peine 5 unités décimales du neuvième ordre. Or, l'interpolation de la table IX , pour des modules aussi grands que sin 60^, introduit nécessairement des erreurs dans la neuvième décimale, qui est le dernier chiffre de la fonction , et il n'est pas étonnant que ces erreurs montent à 5 unités sur trois interpolations; on devra donc avoir exac*'
tement
M(4f 4. 4a — 4'Ç) = Fl'c 4- F'6.
Au reste on peut, suivant la remarque déjà faite, partager cette équation
xr
en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément; on a en effet
Y(c, (p) + F(c, — F(c, cê') = 1.68575 o3538, F(4, (p) + F(6, Ç) — F(é, ûi) = a.i565i 56437.
Or, la constante de la première équation ne diffère de la constante F'c^ 1.68575 03548 que de 10 unités décimales du dixième ordre , et celle de la seconde équatic^n ne diffère de F'b = 2. i565i 56475 que de 38 unités décimales du dixième ordre , ce qui s'accorde très bien avec la nature des choses ; enfin, comme on a les valeurs exactes de cos ^^ cos ^^ cos €ù f cos ùà'f il serait facile de vérifier, par la théorie des fonctions el> liptiques, l'exactitude rigoureuse des équations
Exemple III.
328. Supposant de nouveau A:=7, ce qui donne cz=, sin i S"" et 6 = sin 75*', soit ^ = — • 3 , les formules de Part. 3^4 donneront p^=^^, q^=i^,et Ton aura l'équation à résoudre
Cette équation ayant ses racines imaginaires, nous les représenterons , à l'ordinaire, par x = r(cos 8 d= v/— i sîn 6) , ce qui donnera
Comme la valeur r= v^(5.4o) = 3.223... appartient à la seconde forme %[/'jc, dans laquelle x doit être compris entre 1 et i= 3, il faut regarder l'une de nos fonctions imaginaires comme représentée par la formule
t , _ r x"^dx
Soit alors ;r* — i = p* (cos 2 A + v^ — ^ sin 2 A) , il faudra supposer A constant et p seule variable : cette variable est censée croître depuis p = o jusqu'à p = a , limite qui devra s'accorder avec celle de x : c'est pourquoi il faudra satisfaire à l'équation
r*(cos 28 +V^— I sin 26) — i = a* (cos 2A +|/— • i sin 2A) , d'où résulte
a = 2ï/'(i.92), cos2A = — gpj, sin2A= f^.
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Mainteittiit^ pnisqu'cm a x^ =s fd|p (oos iX*f-v/~-t sin âA)^ ThMégitile '^'jc s'exprimera ainsi, en fonction de p et de X,
4'a: c=/4* (cos A +»/— I sîn A) (i 4^p» côs aA + p* sin aAv/ — i)"* ,
(*^*— *y cos iA — Af p^sîn aA i/— I )" ^ Soie
1 H- f • cos aA H- p* âin aA|/— i as: P (cos m +/— i sin 6»),
*'• — Âfp*cos aA—- it*p* sin aA^/— - ï c=s Q(co6 (p — |/— . i sin ^),
on aura
P* s=ï 1 *|- ap* cos aA + p*,
Q* s= t'* — ■ aAr'Ary cos aA + AV, tang m := — i— r ^
tA cr A *— . *V gin aA ^_ f * sîn aA ^^ ^ ^'•—^•^•«waA 8— p«oo6aA^
et enfin
4'x=/T-^Q-^€/f [cos(A — ^ai + ^^)4- /— I sîn(A — 1« + i <p)]^
Ajoutant l'intégrale semblable, qui ne diffère de cellencri qtte par ie signe de v/-— I y la somme des deux sera l'intégrale réelle
4'jr=3/aP"*Q^-4)cos(A — |«4-T*)-
Cest donc cette intégrale qui , étant prise entre les limites f = o, f^^a, représentera la somme des deux intégrales imaginaires proposées.
n reste à calculer la valeur de cette intégrale par la méthode des quadratures; mais d'abord il fiiut chercher celle de la £9tiction 4'^ V^^ ^' pcmd à la valeur supposée ^ =s •« a.
Calcul de 4^3- Sag. Les formules dans lesquelles il faut £ure x = a sont
co6€»»-r7- T\f owai'«=-r7 rr-
On aura donc immédiatement cos û) = (, +"1^^ j/ ' ^ ==^ ^^ —\/(^^) '
et — cos «' ou cos ('TT — oT) = J^ = v v^Ty ' ^^^^ ^" * exactement û> = i5® et ^ — û>' =5 75% ce qui donne
M4'a = ¥(b, i5*^) + aF'c — F(c, 75^).
Ces fanclioos sont données îmnediatement et sans interpolation par la table IX, et il en résulte
Calcul de Caire fjrdp.
53o. Nous devons observer, avant tout, que Taire que nous cherchons doit avoir huit valeurs égales deux à deux et de signes différens. En effet ,
dans Fexpresshhi de l'ordonnée jr = 2P* * Q' ^cosA, où A=x — |a) + i9f les quantités P et Q représentent des modules de quantités imaginaires , lesquels sont toujours supposa positifs et réels. Il en est de même de
leurs racines quatrièmes ou deuxièmes, telles que P^, Q*; car^ dans ce cas, la multiplicité des racines n'influe que sur le facteur angulaire, tel quecos é»+ j/— I sin^ ou cos9 — v^— -i sin 9, qui accompagne le module : ainsi
le facteur P'^Q"^ sera toujours considéré comme réel et positif. Mais il £iut examiner ce que devient l'angle A = A — i^'hiVi comme l'angle ç est déterminé par sa tangente fonction de f, lorsqu'il sera attrilmé une valeur particulière à p, la valeur de ^, ainsi que celle de â^, pomrant être augmentées on dimimiées, à volonté, de 180'', 36o% 54o% etc. , de sorte qu a raison de 7 ^ l'angle A pourra être changé en A db 90% A db 180% et qu'à raison de |â> il pourra être changé en Azb 1 35*, Adb45'', etc. : donc, au lieu de cos A, ou pourra mettre dans l'expression de l'ordonnée celle qu'on voudra des valeurs
cos (A =b 90*), cos (A ± 1 80**), cos (A =b 1 35*) , cos (A d:: 45°).
Il ne résulte de toutes ces formes, quand même on prolongerait la série encore plus loin, que les huit valeurs différentes
cos A , sin A , (cos A + sin A) sin 45**, (cos A — sin A) si n 45°, — cos A , —sin A, — (cos A + sin A) sin 45"*, —(cos 4 — sin A) sin 45*».
Il n'y aura donc que huit valeurs de l'intégrale fjdf , lesquelles seront
égales deux à deux et de signes contraires.
On voit de plus qu'il suffit de calculer deux de ces valeurs, par exemple,
celles qui répondent aux ordonnées ^= 2P""*Q"*cosA,^=2P"^Q"»sinA;
car en appelant Y et Y' ces deux intégrales, on en connaîtra immédiatement deux autres, (Y + Y') sin 45** et (Y — Y') sin 45% et ces quatre intégrales, jointes à quatre autres qui n'en diffèrent que par le signe, seront les huit intégrales cherchées.
cos 2X = — T-TT^. sîn 2\ =5 xZ-^p
53 1. Venons maintenant au calcul effectif des deux aires désignées par Y et Y\ Voici d'abord les données du problème :
r = \/(5.4o), cos fl = ^, sin 6 = ^(^), a = 2v/(i.92), log a = 0.37185 53o28 3986,
2A = io3*»2i' 8"734o5, ^
Four avoir une valeur approchée de Faire /j'dp, nous partagerons la base a en dix parties égales, et chaque partie étant appelée e, on aura
e = 0.23543 64765 i, log e = 9.37185 55028 4-
H faudra donc faire successivement p =s o, e, 2e, 5e,.. • loe, et calculer les ordonnées correspondantes par la formule
7 = 2P"^Q"^ cos A, A = X — . 1^ + ^Ç;
mais, pour plus d'exactitude, nous calculerons en même temps les ordonnées intermédiaires qui répondent aux valeurs p = 76yfe,fe, etc. Nous joignons ici, pour exemple, le calcul des trois premières ordonnées , tant de la série 7" que de la série ^.
SoUy 1^. p =s o.
Si Ton prend, dans ce cas, les valeurs les plus simples des angles 9 et ev,
on aura
a)=o, ^=0, P=:i,Q=i, A:=A, ^= (4.5)* COS A, j^s=s(4.5)»sin A.
cos A 9.79246 5o836 sin A 9.89460 34654
jr = i.5i544 090> y = 1.66421 610.
Soit, 2**. p ss ^e.
e*sin2A 8.73180 91485 4 e*cos2A s= — 0.0128
4 o.6o2o5 99915 2 fiTcos^ = — o.ooSa
fsioaA 8.1397491570 a i+p'cosaX= » 0.9968
i + p'co8aX. 9.9986080395 8-p«cosaA= S.ooîa
tangt» 8.i3ii4 11377
X = 5i''4o'54"36702 5 p^sinaA 8.12974 giSyo
i^ a. 53,73216 8 — p*cos2X... 0.9032636701
^ 51.43.28,09918 tang^ 7.2264854869
A = 5i. 8.35,90955 1+ 2p*cos 2A= 0.9936
, P*= o.oooiq 2 P'* o.ooioi 41888 ^—
rri-1 P 9-99864 77482
o590 8 cosA 9.81355 t85o
sin A 9.88120 04409 5
y 0.21 c 16 55ooo
Continuant ces cakals jusqu'à p := loe, on aura pour résultat les deux séries d'ordonnées comprises dans le tableau suivant :
P* 9«99<>io 45257 2
p-"' o.oo494 78571 4
64 — i6p*cos2A = 64*3048
p^ = o..oo5o7 2
8iQ» = 64.20787 2
se
ne
le
i.toai7 880
le
loe
Maintenant , si l'on considère l'aire à laquelle appartiennent les ordonnées ^> comme étant formée de dix trapèees paraboliques déterminés par vingt--une ordonnées équidiStantes^ la somme de tous ces trapèzes sera
exprimée approximativement par la formule g ( S +• 4S' + ^S") , dans laquelle S désigne la somme des ordonnées extrêmes , S' la somme des
ordonnées de rang pair, et S'' la somme des ordonnées de rang im-* pair, les deux extrêmes exceptées. Appliquant donc cette fiormule à la série des ordonnées^, on aura Faire cherchée ^é/p = e( 12. 47^57 i3i3); multipliant cette quantité par M, et désignant par 4'^ + '4''^ 1^ somme des deux fonctions imaginaires qu'on veut déterminer , on aum l'équation
M(4'a + 4'^) = Me(ia. 47257 i3i5) s= 4.79607 7875. Le second membre est une valeur approchée de
et Ton ne peut guère attendre une approximation plus grande de la méthode des quadratures que nous avons employée : ainsi nous regarderons comme exacte l'équation
Il s'ensuit que , dans ce cas , l'équation ( 3 ) ne pourrait être que de la forme
mais alors le second membre ne serait plus une constante indépendante du premier membre , c'est-à-dire uniquement formée des fbnctûms F'c et ¥*b, comme on l'a vu dans les exemples I et U. Ainsi nous avons trouvé la valeur exacte de la somme des fonctions imaginaires 4'flt + 4'^# ™^^ ^^^^ valeur ne satisfait pas à la loi que suit constamment l'équation (3), lorsque le premier membre n'est composé que de fonctions réelles.
Venons maintenant au résultat qu'offre la série des ordonnées y. En appliquant la même formule à cette série, on trouve pour Texpression de l'aire 0(5.80726 758), et, en multipliant par M, on aura l'équation
M(4'a + 4'C) = Me (5.80726 758) = 2.23260 3oi25. D'un autre côté, nous avons trouvé l'équation
M4'2 = 2F V — 1.06269 37405, qui, étant ajoutée avec la précédente, donne
M(4'« -♦- +'€ + 4'3) =s= aF«t? + 1. 16990 gi'jx^.
Or, je remarque que le nombre compris dans le second membre s'approche beaucoup de la constante F'6 — ¥*c, car on a
et l'on voit que la différence de ces deux nombres n'est que d'une unité décimale du cinquième rang, qui est le sixième chiffre significatif. On peut donc regarder comme rigoureusement exacte l'équation
dont le se€X)nd membre s'accorde avec la loi générale observée dans l'équation (5). Ainsi nous avons un second exemple fort remarquable du calcul ides fonctions imaginaires, où la loi de l'équation (3) est observée, comme dans le cas où le premier membre ne contient que des fonctions réelles.
Puisque nous connaissons deux valeurs de la quantité M (-^'a -|- 4^0 > savoir,
M(4'rt + 4'^) = Pi — F'c + F(c, 75^) ~ F (6, i5-),
ces deux valeurs étant nommées Z et Z', nous avons démontré ci-dessus qu'on en connaîtra deux autres, savoir :
^ (Z + Z')^^ et (Z-Z')v/^.
On pourra encore admettre pour la quantité M (4'^ + 4^0 ^^^ quatre mêmes va^mrs, précédées de signes différens ; mais de ces huit valeurs il n'y a en qutuie exprimée , comme on l'a vu, par F'c+F*6— M4'2=Z', qui satisfasâë à la loi généralement observée dans l'équation (3).
Il nous reste enfin à faire voir comment on peut vérifier, de la manière la plus satisfaisante, les résultats obtenus dans l'exemple III. Nous nous proposerods, pour cet effet, de vérifier par un calcul rigoureux l'équation
qui s'accorde avec la loi générale de l'équation (3); il faut donc faire voir que les fonctions imaginaires 4'^ "^ '^'^ sont telles qu'on a exactement
M(4'rt rf. 4'C) = F'6 — F(i, i50 — F'c + F(c, 76^).
Pour simplifier le second membre^ soit F'6 — F(ft, i5®) = F(i, X) et F'c — F (c , 75*) =: F (c , ft) ; les angles A et ft seront détermines
par les équations tang A tang 1 5* = - , tang fi tang 75* = t , d*oii
résulte
langA_3^3_^§, cos A— ^^g— , tang^_ jp^-^-g, cos ^_ — ^g—,
et, par ce moyen , le second membre se réduit à F (i , A) — F (c, /*).
J'observe maintenant que , pour calculer Faire jydp égale à la somme des deux fonctions imaginaires, nous avons cru devoir rapporter ces fonctions à la seconde forme représentée par i\^'ai et 4'^> ^^^^ d^i^s le cas des racines imaginaires, qui ont plus d'étendue que les racines réelles, la distinction des formes qui conviennent aux racines réelles devient inutile , et il est plus simple d'employer directement les deux valeurs de a:
données par l'équation x* — ^ x + y = o ; de sorte qu'ep appelant ces valeurs oc et x', on aura
Tout se réduit donc à trouver la valeur de 4^ûc + %j/x', comme si la fonction 4*^ appartenait à la première forme des fonctions %{/. Dans ce cas, on aurait pour toute valeur réelle de jc la formule'
on aura donc semblablement , pour nos deux valeurs imaginaires , l'équation
Maintenant, puisqu'il s'agit de vérifier l'équation
on doit présumer que cette équation se divisera en deux autres relatives k chacun des deux modules, c'est-à-dire qu'on devra avoir les deux équations
La difficulté étant réduite k ce point , on va voir ^'elle sera promptemeot résolue, car k vérificatioD de l'une de ces équations entraîne celle de l'autre, puisque celle-ci se déduit de la première, en changeant simplement le signe de \/S.
D'après la formule donnée tome I", page ig, on voit que l'équation transcendante F(c, ?) + F(c, ?'J=s=tF(c, ft) est représentée par l'équation algébrique
(A) sin'jK^cos'^H-cos'^'-f- c'sin"/«sia'^sin*ç' — 3cosjucos<p cosip'.
Or, on «
de là
■ Ci + X) (3 + X) sin* Ç BÏn' *' ^
Bjxjf
[1 +X + X' + XX') (q + 3x + 3f + j Substituant" les valeurs x-t-a/= -g-, xx* s^ V-, on anra
. , 3 sio» 9 sio' <p = -.
On a en même temp
. ti:
' il+x)(3+x)■
et par conséquent
cos" (p cos* (p' :
. cos* ffl == 3
(i—x — x' + xx') (g — Zx — Zx' + xx') _i
(i+x + x' + xx-) {g + ir + ax+xar-) " 75'
Substituant ces valeurs dans l'équation (A), ainsi que celles de cos ju = — — ^ et sin' /» ^ ~s » *"" trouve que cette équation est identique , en pre-
nant , comme on en est bien le maître , cos (p cos ^' = -
■PTB-
L'équation pour le module c élant ainsi vérifiée , l'équation pour le module b le sera également , puisque l'une se déduit de l'autre , en changeant simplement, dans toutes les valeurs, le signe de \/5. On doit donc regarder comme rigoureusement démontrés les résultats obtenus dans Tczemple lU.
Nous terminerons ici les additions que nous nous étions proposé de faire k notre ouvrage, ea profitant des dëcoavertes récentes de MM. Âbel et Jacobi dans la théorie des fonctions elliptiques. On remarquera que la pins importante de ces additions consiste dans la nouvelle branche d'analyse que nous avons déduite du théorème de M. Âbel , et qui était restée jusqu'ici tout-à-fait inconnue aux géomètres. Cette branche d'analyse, à laquelle nous avons donné le nom de théorie iles Jonctions tdtra^Uiptiques, est infiniment plus étendue que celle des foncti<m8 elliptiques, avec laquelle elle a des rapports très intimes; elle se compose d'un nombre indéfini de classes , qui se divisent chacune en trois espèces , comme les fonctions elliptiques, et qui ont d'ailleurs un grand nombre de propriétés. Nous n'avons pu qu'effleurer cette matière ; mais on peut croire qu'elle s'enrichira progressivement par les travaux des géomètres, et qu'elle finira par former une des plus belles parties de Tanalyse des transcendantes.
ParU, le 4 mars i83a.
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