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AVERTISSEMENT
Dans le Discours placé en tête du premier volume de ce Traité, on a fait connaître les principales améliorations que l’auteur avait apportées à la théorie des fonctions elliptiques, publiée précédemment dans ses Exercices de Calcul intégral. L’une des plus considérables est la découverte d’une seconde échelle de modules, différente de celle qui était seule connue à cette époque; l’auteur la développée dans le chap. XXXI du tome I, et l’on doit observer que cette découverte date du commencement de 1825, puisque le tome I, qui la contient, a été présenté à l'Académie des Sciences dans sa séance du 12 septembre de la même année. La seconde échelle dont il s’agit complétait, à beaucoup d’égards, les travaux de l’auteur dans cette théorie; elle offrait une route facile pour parvenir à plusieurs beaux résultats d’Analyse, qu’il n'avait pu démontrer jusque là que par des intégrations très laborieuses; la nouvelle échelle des modules pouvait se déduire d’un module donné, par de simples extractions de racines quarrées et cubiques, ce qui fournissait des approximations beaucoup plus rapides que celles qu’on obtient par l’ancienne échelle; enfin, par la combinaison des deux échelles, on pouvait multiplier d’une manière prodigieuse les transformations des fonctions de la première espèce, ce que l’auteur avait rendu sensible en construisant une sorte de damier, infini dans ses deux dimensions, dont toutes les cases pouvaient être remplies par les diverses transformations dont est susceptible une seule et même fonction. Il n’était donc guère probable qu’on püût aller plus loin dans cette partie de la théorie des fonctions elliptiques.
Cependant un jeune géomètre, M. Jacobi de Koœænigsberg, qui n’avait pu avoir connaissance du Traité des Fonctions elliptiques, dont la publication ne date que de janvier 1827, était parvenu, par ses propres recherches, à découvrir non-seulement la seconde échelle dont nous venons de parler, qui se rapporte au nombre 3, mais une troisième qui se rapporte au nombre 5, et il avait acquis déjà la certitude qu'il doit en exister une semblable pour tout nombre impair proposé.
V) AVERTISSEMENT
L'annonce de cette belle découverte analytique parut dans le n° 125 du Journal astronomique de M. Schumacher, où l’on trouve deux théorèmes particuliers concernant la formation des échelles affectées aux nombres 3 et 5, et de plus, un théorème général pour former l'échelle applicable à un nombre impair quelconque.
La démonstration de ce théorème général parut peu de temps après, dans le n° 127 du même Journal; elle mit dans tout son jour la grande sagacité de l’auteur et la fécondité des méthodes par lesquelles il avait su vaincre les difficultés de son sujet. Ce théorème étant établi pour tout nombre impair, il fut aisé d’en conclure que, pour chaque nombre entier ou seulement rationnel, on peut former une échelle particulière de modules qui donnera lieu à une infinité de transformations d’une même fonction de première espèce, lesquelles seront toutes déterminables algébriquement.
Onne mentionne ici que les premiers pas faits par M. Jacobi dans Ja carrière qu'il s’est ouverte; les espérances que ses premiers succès avaient fait concevoir ont été justifiées depuis, par les nouvelles publications qu’il a insérées dans le Journal de M. Schumacher, et dans celui de M. Crelle de Berlin; elles le seront encore plus complètement par l'ouvrage qu’il se propose de publier bientôt, sous le titre de Fundamenta novæ theoriæ functionum ellipticarum.
Il nous reste à parler des belles recherches sur la même matiére, que M. .Zbel de Christiania , digne émule de M. Jacobi, a fait paraître presque en même temps, dans le Journal de M. Crelle et dans celui de M. Schumacher. Le premier Mémoire de M. Abel, imprimé sous le n° 12, dans le tome IT du Journal de M. Crelle, forme déjà une théorie presque complète des fonctions elliptiques, considérées sous le point de vue le plus général. On y trouve, 1°. les propriétés fondamentales de ces fonctions et de leurs inverses, établies sur l’idée heureuse et entièrement neuve de l'introduction des imaginaires dans ces fonctions ; 2°. des méthodes pour construire, de la manière la plus simple, les formules qui servent à la multiplication et à la division des fonctions ; 5°. des développemens très étendus sur la réduction au moindre degré possible, et la résolution des équations algébriques qui servent à diviser toute fonction proposée, ou seulement la fonction complète; 4°. des formules nombreuses pour développer les fonctions en séries et produits infinis.
Un second Mémoire de M. Abel, imprimé sous le n° 11, dans le
AVERTISSEMENT. vi) tome III du Journal de M. Crelle, offre des résultats très remarquables, 1°. sur la division de la fonction particulière dont le module est sin 45°, laquelle représente des arcs de lemniscate; 2°. sur la transformation générale des fonctions de la première espèce, ce qui donne lieu à l'auteur de démontrer, d’une manière très simple et très directe, les deux théorèmes généraux précédemment publiés ou annoncés par M. Jacobi.
Nous n’entrerons pas dans d’autres détails sur les travaux de ces deux jeunes géomètres, dont les talens se sont annoncés avec tant d'éclat dans le monde savant; on conçoit maintenant que l’auteur de ce Traité a dû applaudir vivement à des découvertes qui perfectionnaient beaucoup la branche d'Analyse dont il est en quelque sorte le créateur. Il a formé dés lors le projet d'enrichir son ouvrage d’une partie de ces nouvelles découvertes, en les présentant sous le point de vue le plus simple et le mieux coordonné à ses propres idées. Tel est l'objet des deux Supplémens qui suivent, et de ceux que l’auteur pourra peut-être y joindre, par la suite, pour en former le tome III de son Traité. |
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Anis m'être occupé pendant un grand nombre d’années de la théorie des fonctions elliptiques, dont l’immortel Euler avait posé les fondemens, j'ai cru devoir rassembler les résultats de ce long travail dans un Traité qui a été rendu public au mois de janvier 1827. Jusque là les géomètres n'avaient pris presque aucune part à ce genre de recherches; mais à peine mon ouvrage avait-il vu le jour, à peine son titre pouvait-il être connu des savans étrangers, que j'appris, avec autant d’étonnement que de satisfaction, que deux jeunes géomètres, MM. J'acobi (C.-G.-J.) de Kæœnigsberg et Abel de Christiania, avaient réussi, par leurs travaux particuliers , à perfectionner considérablement la théorie des fonctions elliptiques dans ses _ points les plus élevés.
Bientôt les n° 123 et 127 du Journal astronomique de M. le professeur Schumacher, et une lettre particuhère de l’auteur, me firent connaître d’une manière positive en quoi consistaient les découvertes de M. Jacobi. Je recus presque en même temps un cahier du Journal de M. Crelle de Berlin, où se trouve un Mémoire de M. Abel, contenant des découvertes très remarquables dans une autre partie de la théorie, qui a cependant beaucoup d’analogie avec celle dont s’est occupé M. Jacobi, puisque, par un second Mémoire imprimé dans le même Journal, on voit que M. Abel a pu déduire de ses formules l’un des deux théorèmes généraux de M. Jacobi.
Unèé connaissance approfondie des plus belles méthodes de l’analyse et l’heureux emploi de plusieurs idées fort ingénieuses se font remarquer dans les productions de ces deux jeunes géomètres. La science a pris dans leurs mains un tel essor, qu'il est à croire que les résultats qu’ils ont déjà obtenus seront suivis d’un grand nombre d’autres non moins intéressans.
Dans cet état de choses, j’ai pensé que mon ouvrage deviendrait bientôt incomplet , si je ne me hâtais d’y ajouter de nouveaux supplémens, dans lesquels j'exposerais les découvertes récentes avec tous les développemens dont elles sont susceptibles.
Le premier supplément, que je publie aujourd’hui dans cette vue, a pour
objet principal les deux théorèmes généraux découverts par M. Jacobi. Le premier sera démontré par la méthode même de l’auteur, publiée dans le n° 127 du Journal de M. Schumacher; le second sera d’abord déduit du théorème I*, et ensuite démontré d’une manière particulière et directe.
Au moyen de ces deux théorèmes, j'ai pu traiter d’une manière complète tout ce qui concerne l’existence des différentes échelles de modules, exprimées en quantités réelles (*), et par suite tout ce qui concerne les transformations réelles, infiniment mulüipliées, dont est susceptible toute fonction elliptique dns de première espèce.
Lorsque deux fonctions de cette nature peuvent être exprimées Pune par l’autre, on peut supposer qu’elles appartiennent à la même échelle, et alors il existe entre leurs modules une équation trés simple, quoique sous forme transcendante, laquelle tient lieu d’une équation algébrique , qui est en général d’une recherche très difficile. Cette équation transcendante peut être regardée comme l’un des théorèmes les plus beaux et les plus féconds de cette branche d’analyse. J’en ai fait voir l’usage pour trouver avec beaucoup de facilité les différens termes, même les plus éloignés, d’une échelle de modules correspondante à un nombre donné.
Après avoir épuisé tout ce qui a rapport à la transformation des fonctions elliptiques de la première espèce , il était naturel de s'occuper des fonctions de la seconde espèce. Je démontrerai que ces fonctions sont susceptibles de transformations analogues à celles de la première espèce, et en même nombre. Les formules sont plus compliquées, à raison de la quantité algébrique qu’elles contiennent ; mais elles se simplifient beaucoup dans le cas des fonctions complètes, où la quantité algébrique disparaît,
Je n’entrerai point dans d’autres détails sur les recherches assez nombreuses qui composent ce premier supplément ; il sera terminé par l’apphication des deux théorèmes de M. Jacobi aux cas de p=3 et p=5, qui donnent naissance à la première et à la seconde des nouvelles échelles.
Dans le second supplément et les suivans, sil y a lieu, je continuerai d'exposer ce que les découvertes nouvelles offrent de plus remarquable, en y joignant mes propres observations et les développemens convenables.
Paris, le 12 août 1828.
(”) Le mot réelles est placé ici parce qu’il existe analytiquement des transformations imaginaires dont nous n’avons pas fait mention, et qui sont en bien plus grand nombre que les transformations réelles.
PREMIER SUPPLÉMENT. 3 $ I”. Démonstration du théorème 1° de M. Jacobr.
1. Soit p un nombre impair pris à volonté, F(Æ, @) une fonction elliptique de première espèce, dont le module donné est k, et dont l’amplitude ® peut avoir une valeur quelconque depuis zéro jusqu’à linfini. Appelons 4m la valeur particulière de @ qui, pour un nombre entier quelconque m,
donne F(X, du) = = FE. Au moyen de l’amplitude variable @ et des
angles constans &, , ds, as ,... 4,_,, déterminons une seconde amplitude 4 par la formule trigonométrique
(1) tang (45° — 54)
= tang(45°+ 19). tangà (er— 9) tangs (2540) tangs(as—®) tangi(ap te)
a — ee
tangs (4,9) tangi(as—@) tang+ (as) tang > Reco)? où l’on prendra le signe supérieur si p = 41 +1, et l’inférieur si La loi d’accroissement des variables @ et L sera développée ci-après ; il suffit, pour le présent, de remarquer que la valeur de @ étant comprise, comme on peut toujours le supposer, entre &,_, et 441, Celle de 4 sera
? F FT » le . .
comprise entre (22 — 1) = et (22 7) 2. Cela posé, voici en quoi consiste le théorème général que nous voulons démontrer :
« D’après la relation entre les amplitudes @ et À donnée par l’équa-
» tion (1), toute fonction donnée F(X, ®) peut être transformée en une » autre F(k, +); de sorte qu’on aura
(2) F(Æ, 6) =mF(k, 4),
» le module À et le régulateur y étant des constantes qu’on pourra
» toujours déterminer en fonctions du module donné Æ et du nombre » donné p. »
On aura , par exemple, pour cette détermination, les formules
—. nt —— se —
nm ; Ds T6 (SOUS . + 24 sin &; sin «3. sin «5 Sin &p_ 22
hk — 2kpu (sin a, — sin &; + sin &5.... sin æ,_, ++).
Et, parce qu’on a en même temps @—2iwet À —p.iz, l'équation (2) donnera dans ce cas F'k — puF'h, où K = pull, en désignant, comme nous le ferons ci-après, par K et H les fonctions complètes F'Æ4 et F'A.
ES
2. Pour parvenir à la démonstration de cette formule générale de transformation qui s’applique à tout nombre impair donné p, il est nécessaire d’établir quelques dénominations nouvelles et quelques lemmes employés par M. Jacobi dans le nouveau genre d’analyse que nous avons à exposer.
Soient en général Fo et FA deux fonctions dont le module commun est k, et telles qu’on ait
Fp+Fd=Fo et Fp—Fl="F8, on aura par les formules connues (n° 18 et 19, tome I)
sin @ cos Ÿ (/(1 — X? sin® {) + sin ÿ cos ç Qv/(1— &* sin° 2) 1 — sin @sin Ÿ
in 9 — MP csYvVG— sin ÿ) — A CA mt sin° 9).
sin OC —
d’où résulte sin ç = sin 0 — 2 sin @ cos 4 /(1 — k* sin? 4) 1— £* sin*@ sin“ 4 , sin? @ — sin? Ÿ
SAN CU SI Or :
1 — £* sin* @ sin° 4
. donc ay R° 2 EL. C4 EE Ds 2 | (1—sino)(1—sin 0) =! Æ&° sin°@ sin°Ÿ+sin°® — sin rs sn tas ÀV/G—k sin d) Désignons par F4 et FA’ deux fonctions dont la somme soit égale à la fonction complète F'#, et soit 4’ le complément du module #, en sorte qu’on ait HA = 1, on aura (n° 18, tome I) les équations « es cos Ÿ” k' sin nyAf0 HU sin = VG—Æ sin)? °% V= vG— sin) ?
k! tang À tang d'= 1, k=—(1— 2% sind) (1—Æ#" sin" d/). Au moyen de ces formules, la valeur du produit précédent devient
(1 into) (1 ein 0) PRICE Rens
1 — À? sin? Ÿ/ et il en résulte l’équation suivante Ge sin @ (3) sin Ÿ _(G—sino) LA P Cr — sin eo) 1— À sin° @ sin° À — cos
3. Appelons £ la fonction F (4, @) ou l'intégrale ee Te _ she) prise
à compter de ® — o. Si l’on fait sn @ = x, il sera utile de considérer la fonction £ sous cette forme
Cr
F dx = frs ve
où l'intégrale est prise à compter de x—0. Et parce que x est le sinus de l’amplitude de la fonction £ , nous le désignerons ainsi: += sin. amp. #, ou plus simplement, x = sin A£. Si l’on a une seconde fonction Fg' ou £’ qui soit le complément de Fo ou £, en sorte qu’on ait Fp+Fo9'=F'X=K, la même variable x, qui est le sinus de l'amplitude de la fonction £, et que nous désignerons par l’expression x — sin AË, sera en même temps le sinus du complément de l’amplitude de la fonction £ ; ce que nous désignerons ainsi : X=—sin co-ampl. £’, ou plus simplement, x — sin CA. £".
Par exemple, soit £—=2K., on aura à la fois x=sinA.£K=sinCA.iK ;
de même, si £ =" K, on aura à la fois 610 À Fe K) == Si CA es K)
Ces dénominations abrégées, qui servent à exprimer les sinus des amplitudes par les fonctions, sont utiles pour donner une nouvelle extension à l'analyse ordinaire qui exprime les fonctions par les amplitudes.
4. Ayant fait sin ® = x, si l’on fait de même sind = y, l'équation F(X, ®)= uF(h, d) sera ainsi exprimée
_ ay DCS A nl 2 nt ACT EN Cet E et nous aurons occasion de remarquer qu'il y a des avantages particuliers attachés à cette forme.
Maintenant, il s’agit de démontrer que l’équation (2) est généralement satisfaite par l'équation (r), en déterminant convenablement les constantes m et h, au moyen du module donné # et du nombre impair donné p. Pour cela, nous ferons un léger changement à la question , en supposant quil s’agit de démontrer l’équation suivante, où les signes ambigus se déterminent en prenant le signe supérieur lorsque p=4i+ 1, et l’inférieur
lorsque p—4i—i:
LES ba 5 ra à a ; F4 ARE 5 ( ie) ( ARS fe PE CO (ir) 2 Ne PUR,
© 1 lé sin' CA. sain CA, ni CA
ce produit devant avoir pour dernier facteur
(: D CAN ERP RNTES sm A(PÈx) 204 + NN PANNE AT
v — kôx sin CA. NS K
En eflet, si dans cette équation on change à la fois le signe de x et celui de y, on aura une seconde équation , et la division de l’une par l'autre donnera
smA. ÉERr smÂA. Sn AT + à \ M:
Pet Au CC Le a IHX e + + IH sinÀ. Re). Mr dE es sin À. NVETE Et
Or, on a K 5K me MA: cote ... Mn A. = Ke (0) 1 È a 0 1 y = tang (45°— 4), = tangt (45H 2 9).
Cette dernière équation revient donc à l’équation (1 ); qui sera ainsi démontrée si l’on démontre l’équaon (4).
5. Dans cette vue, faisons l’application du lemme contenu dans lé-
quation (3), où nous supposerons sing—x, 4/ =A.T Ne CA. (7)
+ PK); ce qui donne Fo FO HF E=Ë+ EEK, FO = Fo — F4 — Are ; sin sin A.(£+ÈTK), sin 9 — sin A. ER).
On aura donc, en vertu de ce lemme, la formule suivante, qui s’applique à toute valeur du nombre entier 72 :
(ES) peus re ea (ee)
1— tx? sin°CA. RP POTELLSET cos OA P P
Au moyen de cette formule, dans laque on fera successivement M1, 3,5....p—2, l'équation (4) se réduira à la forme
PREMIER SUPPLÉMENT. , 1 y = (1 sin AË).6 , où P désignera le produit des p — 1 facteurs suivans : 1 Æ sin A (£ +SE); 1 Æ sin A (£ ss 2K), 1 = sin A (£ + ik), 1 = sin A(E — ik), &) | 1 æ sin A(E + 2K), 1 sin A(E — 5K),
à LUI A (£ nee E): ons A (& — TK),
et où Q aura la valeur
K 3K 5K — 2 Q— cos® CA .—.cos® CA.—.cos CA... . cos" CA. ? K , P P "à P e] » . 0 e , x 4 !
qu’on peut écrire ainsi, d’après la valeur générale de &,, , Q = cos x, cos" &, COS &5.... COS" &,_
Si l’on examine ultérieurement les p — 1 facteurs qui composent la valeur de P, on trouvera qu’en leur appliquant les formules
sn À.£=— sin À (€ — 2K) — — sin A (6 + 2K) = sin À (Ç + 4K), qui ont le même fondement que les simples formules trigonométriques , sin ê —=—sin (c— 2.2) = — sin ( + 2.)= Sin (£+4.2) : ces p — 1 facteurs, joints au facteur isolé 1 = sin AË, forment la suite
continue I RSID A2. rs À (+, Lin A(E+T), 1 = sin À (E+ eee à pin À (EEK).
Et leur produit sera le numérateur de la valeur de 1 — y; de sorte qu'on aura
COS” &n COS” #4 COS” ge « « « COS Ep
6. {l faut maintenant remarquer que cette formule reste la même lorsque
£ augmente de 7 3 Car alors chaque facteur prend la place du facteur sui-
vant , et le dernier, qui devient 1 & sin À (£ + 4K), se réduit au premier
in à la place
de £, m étant un entier quelconque, sans rien changer à la valeur de I — y.
Nous remarquerons encore qu’en faisant £ — 0, le second membre de l'équation (6) se réduit à 1; de sorte qu’on a en même temps y = 0. C’est ce qu'on verra aisément en faisant £ — 0 dans le développement (n° 5) des facteurs de P; car, dans ce cas, le produit de tous ces facteurs donne
P — cos’ A.” K.cos° A HR cos AK cos" À UK ; P P P Fe
1 = sin A.£. On peut donc mettre, en général, £ +
ce qui est la valeur de Q.
Il résulte donc aussi de l'équation (6), qu’en faisant £ — E K, m étant
un entier pris dans la suite 1, 2, 3... p — 1, le second membre se réduit
encore à l’unité. En effet, puisque, sans changer le numérateur de cette for- K A! LI . .
mule, on peut mettre £ + re à la place de £ , 1l s’ensuit que la supposi-
K À ? st frk Gonnera le même résultat que la supposition £ —=0o, et
tion À — qu’ainsi on aura ÿ — 0.
On voit donc que y doit s’évanouir pour les p valeurs
; K : 8K : K ë T0, sin AMEES sin À.—, SN ASE AT on À° + P ‘
ou , ce qui revient au même, pour les p valeurs
st sin A.Z—K, À P
T—0; SA PER sin AE, sin À.
P P — sin ASE PA — sin AGE ie In A IC P À P 7
ce qui se déduit immédiatement des facteurs de P donnés n° 5.
7. Maintenant, si nous mettons l’équation (4) sous la forme...... Z TEA V—2 $ :
1 =; d'où résulte y = —;— , la fonction V — Z, qui est une
fonction de x, rationnelle, entière et du degré p, devra s’évanouir, ainsi
: 2mK ; que y, pour toutes les valeurs x == sin À OUR IN du
2m ayant successivement toutes les valeurs 0, 2, 4, 6 +... p—1; donc cette fonction V — Z aura pour facteurs Te - x? 2° X , sine 44? 1 sine à, ? idee LT sin di Mais puisque ces facteurs forment par leur produit un polynome du degré p, le même que celui de la fonction V —Z, il suflira, pour reproduire la fonction V — Z, de joindre à ces facteurs variables un facteur constant ;
ce facteur constant ne peut être que } , puisqu’en supposant @ infiniment petit dans l’équation F(k&,®) = uF(h, À), on en üre 4 = = , OÙ Fe LZ- Donc si l’on prend les fonctions U et V d’après les valeurs
(7) U=(i— sin a) ( C nr ai (: ——). Hé ÉS DIRES (bete)
V=(i—hsinta,) (1—/xsinte,)(1—Rasinees). (1-Æx*sin*e,_), on aura
Pour déterminer la valeur de y, il faut observer, d’après l’équation (4), que 1— y a pour facteur 1 — x lorsque p— 414 1, et 1 + x lorsque p= &i— 1. Ainsi la valeur y = 1 a lieu dans le premier cas lorsque x=1, et dans le second lorsque x =— 1.
D'ailleurs, suivant les formules des fonctions complémentaires ( art. 2), on a ; I sin? À .Z LEA sin? CAË 1 sin? AË sin? AË ” Donc on aura dans les deux cas (8) pe sin? &, sin? &3 SIN? w5..... Sin? ap, SiN* &p_a SIN? @p_3 SIN? @p_5 + + + SIN° Go
8. Ayant trouvé la valeur de y en fonction de x, il resterait à substituer celte valeur dans l’équation différentielle
dx Wu dy Va VE Vo et à prouver que les deux membres deviennent identiques, en déterminant convenablement le module k, qui reste encore inconnu. Mais le calcul qu’exige cette substitution ne serait praticable que pour des valeurs assez
petites du nombre p, telles que p=3, 5, 7, et il cesserait absolument de l’être en laissant la formule dans l’état de généralité qui s'applique à toute valeur du nombre impair p.
La difficulté qui se présente ici est d’une telle nature, qu'il ne resterait guère d’espoir de parvenir à la démonstration générale, si M. Jacobi n’eût trouvé un moyen aussi simple qu'ingénieux d'éviter la substitution à faire dans l’équation différentielle, et d’y Pete par une propriété particulière de cetle équation, qui doit être commune aux intégrales qui la représentent.
9. Cette propriété consiste dans la remarque faite par l’auteur, que si l’on
; x s le Tor 57 :
substitue à la fois — à la place de x, et Fe la place de y, l'équation différentielle, quoique affectée dans chaque membre du facteur y—1, n’en sera pas moins satisfaite par la suppression de ce facteur. Tout
se réduit donc à faire cette double substitution dans l'intégrale. Ets
x U | : J ab WT be Vi 2° V > et à examiner si elle est satisfaite.
Or, en substituant _ à la place de æ dans le facteur général,
I LT Sin” #»n
rs
2 ar «| 1— £°x° sin? «;
qui sert à composer la valeur de &, ce facteur devient
Æ sin en Um Donc la double substitution dont il s’agit donnera pour résultat
L'ÉAPRE TN Ve I hy kgx UK! sint «4, sint es. . + .Sintæ,_à
On voit maintenant que pour que cette équation s'accorde avec léqua- : ; PA à MCE > 1 tion proposée ÿ = = il suffit de déterminer le module k par la formule
hk = pk? sinf a, sinfa,sinfæ....sinfæ,,,
ou , en substituant la valeur de y tirée de l’équation (8),
(9) hk = k? sin @, sinf a, sinf as ..... sinfa,_s.
; r ]7 A Q G / ù r 22€ 3 ms CS Par ce procédé très simple, il ést constaté que l’équation I=TY sais
fait, pour toute valeur du nombre impair p, à l'équation différentielle dont
PREMIER SUPPLÉMENT. rt
l'intégrale est F(k, g)=uF (4, À), en donnant aux constantes y et h les valeurs que nous avons déterminées, et qu’ainsi le théorème de M. Jacobi est démontré dans toute sa généralité.
10. La valeur de 1— y a été mise ci-dessus (n° 6) sous une forme dont le dénominateur est constant : on peut mettre sous une semblable forme la valeur de y ; car, en vertu de l’équation donnée art. 2, savoir
sin? @ — sin Ÿ 1 — k* sin? sin° A ?
sin © sin Ê —
la quantité que nous avons nommée Hm (art. 9) peut se mettre sous la
forme 2PTT
sin A ( + 5) sin À GET Im= —— UNS OUR us" sin® À —
Donnant à m toutes les valeurs 2, 4, 6.... p—1,et faisant le produit de tous les facteurs, on aura
ee — 2 —_— 55 ——— ——" ——
T 2 d ARR ME ot e — DIR.
p P TP ou, en substituant la valeur de w donnée par l’equation (8),
sin A sin À (#4 26) sin A (ET). sa (sx) se)
ne sin” æ, Si0? @3 SIN” &5. + « « SIN” ps 11. Telle est en substance la démonstration donnée par M. Jacobi, dans le n° 127 du Journal de M. Schumacher, de la formule générale au moyen de laquelle on peut transformer toute fonction elliptique donnée de premiére espèce F(4, @), d’abord en une autre F(X4, 4), dont le module est moindre que £, puis celle-ci en une troisième, et ainsi à l'infini, suivant une échelle de modules correspondante au nombre impair donné p. Ce théorème, réuni à un autre dont nous avons déjà parlé, ajoute un grand degré de perfection à la nouvelle branche d’analyse connue maintenant sous le nom de théorie des fonctions elliptiques ; mais son importance même semble faire désirer que la démonstration, quoique établie sur un principe incontestable et très ingénieux , soit soumise à un autre genre de vérification qui la mette, s’il est possible, dans un plus grand Jour.
Voici, pour cet objet, un moyen fondé sur la substitution immédiate de +
U ! > A ; 6 UE la valeur y — Sy dans l’équation différentielle, mais dont le succès tient
encore au principe de la double substitution, principe sans lequel on ne pourrait avoir la valeur de 1 — ky, exprimée par le produit de plusieurs facteurs, en la déduisant des valeurs semblablement exprimées de 1— y
et de y.
12. Nous mettrons d’abord l'équation différentielle sous la forme
d 2 Gp) (Gi —y)= pu Se (1x) (1 — xt); ensuite faisant V4#(x — 7°) (1 és k°y*) — ( — x*) (1 — l°x*)T»,
et déterminant T par cette équation, il restera à satisfaire à l'équation dy dns a 7 Ta uv 2x OU L . { dU av DVI rés Ga —va) Les polynomes U et V étant, ainsi que T, des fonctions paires de x, il conviendra de faire x°— €, et l’on aura l’équation
(ELA) Heat er UV 26 7 Ud&é ŸVd&?
où 1l faudra démontrer que les deux membres peuvent être rendus identiques.
On a d’abord, par les équations (4) et
(ro) V'(1— 7) = (1— 2°) Gi) GC): # (Re) $
ensuite, si dans l’équation (4), qu’on peut écrire ainsi
2 2 2 2 x x x x D ) (+ - ) (— - ) (=: = ) sinæ, sin #3 sinæs SIN*&p_à
I— == I TR N EN SAINS LR LL . . SAS CNP s FE T: ; ETR sé x) ï 1—kxsine,_, 1—4x*sin"e,_3 1—4°x° sin*ep_5 tr °° sin° «, ?
. \ . Lo x on substitue à la fois — à la place de æ, et à la place de y, on aura
£ hy » . , SO ME ti ) .
un résullat qui, étant combiné avec la valeur 7 = y? s'exprime comme il suit :
(11) G—h NE kr 1x sine, (14 kx sin as)... (1 x sin æ,_,)*.
Changeant à la fois le signe de y et celui de x, puis multipliant ensemble les deux formules, on aura
V1 — 27°) à) (1/2) (1x sine) (1x sin? a,)"...(1 Ha sinte,_,). De cette équation et de Péquation (10) on déduit la valeur de T?, et de
là celle de T exprimée par une double suite de facteurs, savoir ;
ue sin? œ “ CE a dghorose (1—A x sin &,_,)
GE
..... dé ne ni TE a 7 sin’ pa sin? LR) sin pa
14. Maintenant il faut développer les deux membres de l'équation
: SUV EN AU dv.
(23) BÉUV — Udé — Var?
en fractions partielles qui aient pour dénominateurs les différens facteurs des polynomes U et V. Dans ce développement, il n’y a pas lieu de tenir compte. du facteur €, parce que T — 1 étant divisible par æ* ou £ , ainsi que UV— 1, leur différence T — UV sera également divisible par &.
Considérons un facteur quelconque de U, désigné par 1 — LA
m étant l’un des nombres 2, 4,6.... p—1, et soit U— (G— ne U”; SIN? #»
le second membre de notre équation contiendra dans son développement le terme général Sin? 4m — Q Le terme semblable contenu dans le premier membre se trouvera en faisant
. : T — UV)sin*» :
C= sin° 4, dans la fonction CE , ou simplement dans
nn 2U'V Soit H ce que devient par cette substitution —
: H à EE :
tiendra le terme ue) L'identité des deux membres exigera donc AE
ww “lepremier membre con-
que pour toute valeur de #, on ait H=— 1. Soit pour abréger (Ce #m —:) sin? SIN? ëm —:1) sin° #, ET CPE 7 sin ep sin? &m Sin° @_3) (1 —#* sin en sin sine)_3) ... (1—k* sin°æm Sin° #3) ? sin? Sn —:) CE Ln — 1)... Gr sin? Mini. 1 à 1) Q'— “sin Ca sin? Cr sin? Par AU (ik sin? en sin #,_2) (1 —4* sin? #5 sin° 4, _4) . . (it — À sin? an sin? + EAN (G—: sin? 2) (à de de) ( sin =) Q'— sin? SIN? Æm+a/ sin? N sin? em+4 Sin? æp_
ne - (t— 4° sin? am sin * pm 2) tp ms) (1— É sine si £° sin° a, sin *Æp=m—4) : . (i—# Sin? &mSin°*) ?
SIN? #n
sin? Ales Le 8 0
Dr
14 FONCTIONS ELLIPTIQUES , et l’équation H=— 1 qu'il faut vérifier sera Q (1 — Æ sin? &, sin? &,_») = 2 Q'Q".
15. Pour réduire cette équation , il faut d’abord poser le lemme suivant, qu'il est facile de déduire de léquation (3),
SIND? #m
[I — — — (14) sin° Cp_oi nl COS Œmpai COS Emo 1—#° sine, sin” ; COS? æ; 2
le signe ambigu du second membre ne sert qu’à rendre les deux membres de
même signe.
Au moyen de ce lemme, la quantité désignée par Q s’exprimera par des produits de cosinus dont on pourra négliger les signes, sachant que le résultat doit être positif; ce produit est
PR
COS" æp_y COS Dp_3 COS Ep_5 ose COS")
Si, pour plus de simplicité, on écrit seulement les indices de &, on aura à considérer l’expression symbolique
m+p—i, m+p—3, m+p—5..... m + 2 M — p + 1, m—p+3, m—p+b..... mm — 2 (p— 1, p —3, p—5 DL À LR 21}:
Dans ces expressions où l’indice z est mis à la place de cos &,, les termes représentant des facteurs qui doivent être multipliés entre eux, tant au numérateur qu’au dénominateur, il faut observer que — 7 peut être remplacé par +2, et que pæn peut lêtre par p—x, par la raison que... cos (æ_,) = cos (— «,) = cos #,, et que les amplitudes &,_,, #4, étant
K K ; ; telles qu'ona F(a,_,)+F (4,,3)=(p—2) CPE SES 2K, ilenrésulte &,_,+@,,,—= 180° —#, et par conséquent cos &,,1 —= ——C0S 4_,; or, on est convenu de n’avoir pas égard aux signes des cosinus, puisqu'on sait que le résultat total doit être positif. Ainsi, l’indice p +7 désignera le même facteur que p ==72. Cela posé, l’expression précédente peut être
me pe pose, P P P ecrile ainsi : * m2, m+h,.... MHp—1; M2, M—h,....0,—2,—4.... m—p+#+i (2.4.6....p—1).. £ Le terme o dans le numérateur peut être omis, parce qu’il indique le facteur cos &, où coso ou 1; les facteurs négatif peuvent être changés de
PREMIER SUPPLÉMENT. 15 signe ; alors l’expression devient, en ajoutant » de part et d’autre,
2, 4, 6... p—m—x, p—m+k4ir.... p+m—ia
m(2, 4, 6.... p—m—1, p—mtHi.... p—i}
Par la suppression des facteurs communs aux deux termes, la fraction
devient CE rt OS 2 md Pr, 1 p+i. p+3... ptm—i —. RE OU —, Rd a!
m p—m1. I. p—m +3. «PI M OpP—I. De pd p—m+H1
et comme, suivant la remarque que nous avons faite, pæ+n équivaut à
. . . I Lei La ? ; à ne = Dome. À p —n, l'expression entière se réduit à —. Donc en général Q = RSR
On aura semblablement, en vertu du lemme (14), l’expression m+p—2, m+p—4.... p+2 Q'— m—p+0, pre + SM —P—2, (P—2, p—4.. En pm < et parce que la ligne supérieure p+2, nr se. PHM—2, équivaut à linférieure p—2,p—4... p—mb42, on aura simplement Q'—= Mp+2, Mm—p+h,.... 2nm—p—2 P—2,; p—4.... p—m+e2 L Le nombre des termes est dans chaque ligne m1; mais l’expression ne se réduit pas; on peut seulement, en changeant les signes des termes du numérateur, la mettre sous cette forme, D pP—2—m.p—4{—m.p—6—m.... p4#2—92m p—2.p—4.p—6.... p+2—m
ee —— ———— ©
T7 p—2m. ae Et de à Q'Q= = “2%, ou plutôt, parce que Q'Q" doit être posia A COS dan P ? q S | COS æ tif, Q'Q= —2-7., TMS. COS &p_am
16. Au moyen de toutes ces réductions l'équation à vérifier devient 2C0SÆy COS Em = (1— #*sin° &, Sin° &,_) COS sm
Mais suivant les formules de l’art. 19, tom. I°, si l’on fait = «,_,,
d = a», FP—Fd=Fu, ce qui donne EP = — K, FJ=— K,,
Eu on K,U=t@,_,m, On aura cos ou
COS &m COS y _ SIN &n SIN p_m À &m À &p_ AA SRE BE Em LE te UPS 2 1 — £° sin° #n SIN? #)_m d’ailleurs, Fa, et Fa,_, étant deux fonctions complémentaires, on a An À pu = W(i—Æk)—=#", et 4 tang a, tangæ,_,—1; donc enfin 2 COS y COS æ, COS D um = 555 à re E— £* sin° æn SiN° #p_ m
Ainsi l'équation que nous voulions vérifier a lieu pour toute valeur de #2 prise dans la suite 2,4, 6...p—1; c’est-à-dire pour tousles facteurs de U.
17. Il ne reste plus qu’à vérifier l'équation par rapport à tout facteur du polynome V.
Cefacteur peut étrereprésenté par 1 —Æ*%T sin° &,, métantencore un terme
quelconque de la suite 2, 4, 6....p—1. Soit V = (1 — A sin° &,,)V,
le second membre de l’équation (13) contiendra, dans sa partie le
dV 7 Vadé?
ÆE sin en
terme ——— 1 — £°Q sin? œm
. Pour avoir le terme semblable dans le premier membre,
. . Lt . T SR UV
il faudra sub er la valeur é— ———— dans la fonction ——- , ou seuaudra substituer la valeur € TRE UV ?
ne par cette substitu-
lement dans sa partie cr Soit H ce que devient H'£° sin? #»
1— #7 Sin? #m pour qu’il y ait identité avec le second membre, il faudra qu’on ait H'=1 pour toute valeur de #2 prise dans la suite 2, 4, 6....p—x.
Or, en calculant la valeur de H/ comme il vient d’être dit, équation
H'= r conduit encore à l'équation que nous avons vérifiée sous la forme Qi — Æ sin? a, sin° &,_») = 2Q'Q”.
Il est donc constaté, d’une manière générale, que l’équation (13) devient identique, en substituant dans les deux membres les valeurs trouvées pour les fonctions T, U, V, et qu’ainsi il ne reste rien à désirer
pour la confirmation pleine et entière du beau théorème de M. Jacobi.
ton , et sera le terme qui résulte du premier membre; donc,
18. L’usage de ce théorème suppose la détermination préalable des rs : ! UE 44 L mkK.
quantités &,, qui satisfont à l’équation F(4, &,,) = = LR — CE
Ces auxiliaires étant connues, on connaîtra les constantes 2 et g qui en-
trent dans la formule de transformation F(4, g) = pF (k, 4), et l’ampli-
tude } pourra être calculée par la formule trigonométrique (1) ou par des formules équivalentes.
Ayant passé ainsi du module donné # au module plus petit 4, on passera, par des formules semblables, du module À à un module plus petit 4,, et ainsi à l'infimi; ce qui formera l’échelle des modules dans l’ordre décroissant Æ, L, h,, h, ,... jusqu’à la limite zéro. Cette suite peut être continuée à Pinfini dans l’ordre inverse, au moyen de l’équation algébrique qui existe entre les deux modules Æ et À, et qui permet de déterminer le module par le moyen du module plus petit 2; on déterminera donc semblablement le module #, par le module plus petit Æ, de même, 4, par 4,, et ainsi de suite ; ce qui produira pour tout nombre impair donné p, une échelle de modules infinie dans les deux sens, ainsi représentée
Lim. 1).... 4s, ds 4, &, h,h, ha, hs5ce.. (Lim. o
et la fonction donnée F(Æ, @) pourra, en vertu du théorème général, être transformée en une infinité d’autres qui auront pour modules les différens termes de cette échelle. Tout se réduit à la résolution d’un certain nombre d'équations algébriques ; mais nous reviendrons sur cet objet après avoir démontré le second théorème général de M. Jacobi, qui sert de complément au premier, et qui offre un second moyen de transformation, appliqué à la même échelle pour le nombre p.
$ Il. Démonstration du théorème IT de M: Jacobi.
19. D’après la démonstration que nous avons donnée du théorème I®, il est constant qu’on satisfait à l'équation F(X, @) = mF(k, À), aussi bien qu’à sa différentielle
dx ss dy a VO— SVG Fe) VGA y)?
qui suppose snp—x et sind —7,au moyen des formules qui donnent lexpression de y en fonction de x, et qui déterminent les constantes Let en fonctions du module donné Æ et du nombre impair donné p.
Et puisque, par la subsutution de y en fonction de x, les deux membres de l’équation différentielle deviennent identiques, ce résultat, considéré analytiquement, doit avoir lieu pour toutes valeurs de x et de y, plus petites ou plus grandes que l’unité, réelles ou imaginaires, pourvu qu’elles satisfassent à l’équation de l’art. 7, et que les constantes X, 2, je restent les mêmes.
16 FONCTIONS ELLIPTIQUES, Cela posé, soit x=itang © et ÿ—1itangr, 2 désignant pour abréger y/— 1, l’équation différentielle deviendra de ou dr vGi—K? sine) "*ÿ/@ — sin r) ?
el son intégrale sera
(15) PORN NEA ENT)
On obtient ainsi une nouvelle formule de transformation qui s'applique aux modules 4’ et k!', complémens des modules k et À de la première formule ; mais il faut voir comment les nouvelles amplitudes ©& et Tr se déduiront l’une de l’autre.
Pour cela, nous reprendrons les formules du théorème I, qui servent à exprimer sin 4 et cos AL en fonctions de sin ® et cos ®@. Ces formules sont
sin? ® À sin? @ sin? @ ee sin @ sin sin°æg sin? æp_1 S L Ras SERRE PONS RER E ER T HSE EN D'OR SE RS OC NE E . (SRE LS SET PNR OUR 2 1— L°sin‘gsin®æ, 1-— #£* sin*@ sin? °°° Æ sin @ sin* spi ? sin? @ sin? @ sin? @ Er ES Von ornée PE
sin” *; sin° &3 SUN ES
cos À — COS QT 7
—ksin‘@sin#)_1 1—/4*sin’@sin*æ,_3 1 — É° sin? sin° «, I : .
11 faut y substituer les valeurs sin itango, cos®—— , sind —1itangT y v P—itange, cosp——— , sin 8T;
I r ; cosd———, et l’on en déduira cos Tr ?
sine 1—cot’e, sin 1H cotæ;sin®æ 1<-cot’z,_;sin°> a |
sinr=- ee —_— — —— |, - — - 1+-COt'#) sine 1+-Cot'4)_ {Sin I + CO’, sin° > COS’æ . COS” 4, . COS HE sit F Mn LA 2 à Lnmen oc € — in°c (16) RARE ARTS SIN Æp2 SIN #p_{ sin‘#, | 14 cola sin” r'icole,_ {sin ‘1—cot'a; sin°s cos? &, sin° & COST 45.2. COS’ 40 - 1— ee — I ———sine 1— ——"—si 2e 5; SE SIN” &)— Sin "#3 Sin” æ Vi —2sin 7) = Vin 0) 2 2 —
1 + cot° #, sin 1 cot’ «3 sin* 1+-Col#)_ssin°c"
Ces équations contiennent la loi suivant laquelle Pamplitude T se déduira de l'amplitude donnée & pour satisfaire à équation (5): ; il en résulte que Tr et & croissent simultanément, quoique d’une manière inégale, et parviennent toutes deux de zéro à 90°. En général, ces amplitudes sont égales toutes les fois que l’une d’elles est un multiple de 90°.
20. Les formules (15) et (16), qui se déduisent, comme on voit, très simplement des formules du théorème I*, établissent une analogie très remarqueble entre les deux échelles construites, pour le même nombre impair p,
l’une d’après le module Æ, l’autre d’après son complément #, La première étant formée, il suflit de prendre les complémens des différens termes pour former une seconde échelle qui marche en sens contraire de la première , comme on le voit ici :
D A RG Cole A ALL sue er (0
D rte gt ee Ur AR RE CNT ON PR Dans l’ordre naturel de la première échelle, on passe du module # au mcdule plus petit 2, au moyen de l'équation F(k, @) —uF (k, À), et en employant la formule qui exprime sin «L en fonction de sin @.
Une opération semblable se fait dans la seconde échelle, pour passer du module #’ au module plus grand X/, au moyen de léquation........ F(4',6)=4F(#/!, r) et de la formule qui détermine sin + par sin &. Dans les deux cas, le régulateur x est le même, et les mêmes auxiliaires &,, servent à former les équations des amplitudes.
La première échelle sert aussi à passer du module Æ au module plus grand 4,, de celui-ci au module plus grand Z, , ainsi de suite; mais alors l'opération est plus compliquée, parce que chaque amplitude ne peut se déduire de la précédente que par la résolution d’une équation du degré p. Une pareille difficulté se rencontre dans l’échelle des complémens, quand il s’agit de passer du module 4’ au module plus petit #,, de celuici au module plus petit #,, etc.
Puisqu’on a en même temps G=ix et T— +57, la formule
F(Æ4', 5) —=uwF(h", r) donne, dans ce cas, FX = uF'h", ou pu — 7 en désignant par K/ et H les fonctions complètes F'#° et F1}, Mais, par la formule du théorème I”, nous avons déjà trouvé K = pu; donc on a, en général,
(17) V = Pr K H Cette équation entre deux modules consécutifs Æ et k, qui appartiennent à l'échelle construite pour le nombre impair p, est un théorème fort remarquable, dont nous ferons connaître ci-après les nombreux usages. Nous observerons seulement ici que ce théorème s'accorde avec les propriétés déjà démontrées dans les n° 76 et 190 du tome 1‘, relativement à l’échelle ancienne des modules et à celle qui répond au nombre 3. 22. Le théorème II de M. Jacobi, auquel nous voulons parvenir, est déjà écrit dans les équations (15) et (16); il ne s’agit plus que d’y changer quel-
ques dénominations , afin de coordonner ce théorème avec le théorème I”, dont il est le complément.
Dans l’équation (15) on peut changer #’ en L; alors ! deviendra k, et £ se changera en X’; et puisque © est une amplitude à volonté, on peut faire =} et l'amplitude correspondante T= ©. Par tous ces changemens, le coeflicient w deviendra x”, et l'équation des fonctions sera
(18) F(k, d)=pE(k, ©).
Il faudra ensuite, dans les équations (16), remplacer les quantités &,, par des quantités analogues 6,, qui satisfont à l’équation F (4, 6,) => E. Fai-
sant alors sin d = y et sin w —3, les équations des amplitudes se déduiront des équations (16) comme il suit :
PEL A AL + p'eotes 1 + p'oot Ge QE + y cot° Cp 7208 y° cot° 6,_, 1 + y*cot* Cry 1+ ycot€, ?
y° cos’6s y° cos°6, yPicos C, 1 CARE DOATRIR ART Em SENTE (19) re D ( Core LL Eve OV AE parce rm LR mere rer en 1+ y" cot* Ca 1 + y" cot° C4 1+ y“cot*6, J°cos° 6; y°cos° C3 Qu Y* COS? 6 sin* Cp sin® 63 sin? 6,
PO) MT See Cl Ie Eee ee
Telles sont les formules principales dans lesquelles consiste le théorème II de M. Jacobi, que nous nous proposions de démontrer ; il ne nous reste plus qu’à y joindre les formules qui serviraient à déterminer les constantes k' et pm’ par le moyen du module donné 2; ces formules, qui se déduisent aisément des formules analogues pour le théorème I*, seront développées dans le paragraphe suivant.
23. On a déjà remarqué, dans les équations (16), que les deux amplitudes parviennent en même temps de zéro à 00°; il en est de même des deux amplitudes £ et ©. Faisant donc à la fois d = +7 et © — #7, on aura F'h=T"'k, ou H —ywK. Mais on a déjà trouvé, par les formules du théorème I, K—pull; donc on a, entre les révculateurs g et w/, l’équation générale
(20) pau = 1.
Maintenant, si l’on combine ensemble les deux formules............. F(k,Q)=puF(h, À), F(k, d)=ywF(#, ©), fournies par les deux théorèmes, on aura F(k, ®) = pu F(k, ©), ou
(21) F(k, ©) = pF(&, @).
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C’est la formule qui contient la loi de la multiplication des fonctions, et par conséquent celle de leur division par un nombre impair p; et c’est parce que les deux théorèmes concourent également à produire ce résultat que nous les regardons comme étant complémens l’un de l’autre. Nous donnerons bientôt le développement des nombreuses propriétés qui résultent de ces deux théorèmes; mais avant tout, il ne sera pas inutile de faire connaître une autre manière de parvenir directement à la démonstration du
théorème IT.
24. Soit, comme ci-dessus, 6, l'amplitude qui, pour le module #/, satis-
fait à l'équation F (Z/, 6,) — sus soient ,, ns, ds... nl,_,, des an-
gles qui se déduisent de amplitude 4, au moyen des formules
tang =: tn - tang AL, tang here tang 4... tang,_, = — tan un). Si l’on fait (22) 04 — ds ds... did,
le signe supérieur ayant lieu si p—#41+ 1, et l’inférieur si p—=4i— 1, je dis qu’on aura la formule de transformation
(23) Eh, VJ=uE(E, o), pourvu qu’on détermine convenablement les constantes # et 4’ en fonctions de Æ ou de son complément #/.
25. Pour procéder à la démonstration de cette proposition, nous chercherons d’abord la valeur de sin w , exprimée en fonction de sin 4. Or, on sait en général que, si a, D, c, d, etc., sont les tangentes de plusieurs arcs, Si 53 + s5— etc.
1 — 53 + 5, — etc.
$, étant la somme des tangentes a, b, c, d, etc., s, la somme de leurs produits deux à deux, s, celle de leurs produits trois à trois, etc. Soit donc tang À = +4; si l’on fait
SANTE (: — 7) ( pre =) (1 — das HO C+xe-)
= i— ANA AG ete... HA, EU
la tangente de la somme de ces arcs sera exprimée par ;
Te tN : :
on aura en général tang (Lo id) =— D> °n faisant pour abréger
N=A,— At + Astf —etc., D=:r — A {HA — etc.
De là on tire tang + © — A ee et par suite + ang 3 AL RU LE tang + © o fes a 2ND + (D° — SN") “+ tang”; D: + #N° ?
cos & = === 28" i = COS np Métr id verte 1 + tang? à D: + N°
26. Dans ces deux dernières Rs on peut mettre le dénominateur D* + & N° sous la forme d’un produit de plusieurs facteurs connus. Pour cela, soit en général ®(£) la fonction de £ égale au produit
sets LC out me). Ceres),
on aura aussi D(D=1—AIHAM—AS ..... A, PT,
De là résulte
D=iD(—ey—i)+E@(E W— 1), N Vide) +0 (V5), D°+ EN =D y—1).D(—iy—:1).
Substituant dans le second membre de cette dernière formule les valeurs de D(ty/— 1) et D(—iy/— 1) exprimées en facteurs, on aura
De + 2 (1 + re) C Ée. SG SRE a) -- (+):
ï . ? 1 : = 2 —_—_« 1 DA EN ensuite si l’on fait sin d=—7y, ou #— Le chaque facteur 1 + RAT:
: L ACObE RE ; P deviendra er nn , de sorte qu’en faisant encore sin © = 2 et 2=—=#Y. 0? on aura
Q—={(1+7" cot° 6,) (1 +y* cot 63) .... (1 Hy* cot? 6,.). Quant au numérateur P , il résulte de la quantité 2ND Æ (D°— # N°), ou Æ[(D ÆN}— (144) N°], en y substituant la valeur À — - ee S
puis népligeant le dénominateur commun (1 — 7°}, comme on l'a né-
gligé dans l’expression de D: #N°.
Maintenant, s’il est vrai que l'expression 32=Yy. Q EL satisfait à l'équation
F4, L) = pr (E#, œ), ou, ce qui revient au même, à l’équation différentielle
PREMIER SUPPLÉMENT. 23 OR SC ONNNEN 4e m4 LReUpaz, |. di È VG—s)vVG— 2) Vi —2). Qi —E£2)?
: : : . LEUR on pourra dans cette expression substituer à la fois -— à la place de y, et Ly
EX . A
7; à la place de z, ce qui fera connaître a priori la valeur de P déduite de Z
la valeur connue de Q : on trouvera ainsi P=c(1<+ A7 tane 6,) (1 + hy* tang® 63)... (1 + y? tans? 6,.), c étant une constante dont la valeur = Ze.
La supposition que nous ferions en ce cas sera changée en certitude si nous faisons voir qu’un facteur quelconque de la quantité précédente, savoir 1 hy*tang"6,_,n, Où simplement 1+y*cot*6,,, est en même temps
facteur de (DEN) — (1 + 2) N°.
27. Soit donc 7° —=— tang® 6, ou simplement 7° = — tang° 6, ce qui donne — ou & —— sin" 6, si l’on substitue cette valeur dans les formules de l’art. 25, on aura
N = A, + A, sim6 + A; sinf6 + etc., D— 1 + A, sin*6 + A, sinfé + etc.,
ou en exprimant ces es au moyen de la fonction ®,
N= SD siné)— > d(sné),
2 Fe D= :®(—sin6) +} ve 6).
Cela posé, l’équation (DH N}°— (1 H#)N°—0o, qu'il s’agit de vérifier,
deviendra
1 à 1 MmsiCos © DUR Ôo— LC sax +) D(—siné) + Gr) (int) | —-— [D(—sin 6)— (sin 6)}?;
sin? 6
elle se réduit à
dre =)" (— sin E+G— =) (sin 6),
et l’on en tire (”)
() Dans la formule suivante, : désigne le facteur Æ1 introduit par lextraction de la .
racine carrée; cette sorte d’ambiguité ne devant pas être confondue avec celle qui dépend de la forme du nombre impair p.
24 FONCTIONS ELLIPTIQUES , à . d(siné tang (45° E 16) — ES Substituant les valeurs développées en facteurs, de D (sin 6) et D(—sin 6),
et remettant C6, à la place de 6, on aura enfin cette équation de condition qui devra être vérifiée par toutes les valeurs de 2:
ftang(45° +16 jen sinG,—sinGom SinGzHsinésm SinGs—sinCim sin pa 2 Sin 6am tn CON) ES ST TIME
(24) jou
7% — seete ’ sinG,+sinGum Sin63—sin6am SiNCS5+SINSom SiN6p—s = SIN Csm tang (45H Con)
; tag om) tang 2(63+-6om) _tangs (RES Gem) l'tang (Gr éam) ‘ RUN STD Ur tanselerer a Mais si dans l’équation (1), nous faisons 0 —«,,, il résulte de la valeur de U donnée dans les équations (7) et de la loi suivant laquelle croissent simultanément les amplitudes A et ® relatives au théorème 1°, qu’on sura en général = mr, et par conséquent tang (45°—2d)=(—1)"; donc si l’on change & en 6, ce qui revient à tie le module 2’ au module #, l’équation { 1) sera identiquement la même que la précédente en prenant
28. Il est démontré maintenant que de l’équation (22) on déduit un résultat tout-à-fait semblable à l'équation (19), savoir :
AL (+ cot*6,) (1 + y*cot°6,).....(1 y cot Cri) (es) Mer DH yrent 6) G +yœote Gpa)e.e. (1 + 7° cot’6,)"
. . . » \ I e Quant au coeflicient C, il doit être égal à —,, comme on le trouve, en faiee
sant À infiniment petit dans l’équation (19), et la même supposition faite dans l'équation (22) donnera
I 2 2 2 SE ni ee en he cle ler Æ 1.
we siné, sinés sin és sin Maintenant il reste à prouver que la valeur précédente de z satisfait à l’é- : Pre à dy uation F(A =" F(k, ©) ou à sa différentielle ——— q ( he l ( > ) Vi). Vi —2° 3)
TS F5 Mais au lieu de substituer réellement dans le
second membre la valeur de z en fonction de y, on peut faire usage du principe de la double substitution, et l’on trouvera que l’équation dont il s’agit est satisfaite au moyen d’une condition qui servira à déterminer le module 4 en fonction de À : cette condition est
(26) Le
6 tang’ 63 tang? 6_s £ tang” 6,_, tang° 6,5
ee tang* 6,
On a ainsi une seconde démonstration du théorème IT, plus directe que la première, mais qui dépend encore en partie de la démonstration du théorème [°", puisque l'équation (24) a été déduite de l’équation (1) du théorème Î°, en supposant, d’après une autre formule du même théorème, qu’on peut faire à la fois o — a, et d = m7.
Cependant si l’on réfléchit que l'équation dont il s’agit exprime une propriété des amplitudes & qui servent à diviser la fonction complète F'# en p parties égales, propriété que les formules du théorème 1° aident à démontrer, mais qui doit être tout-à-fait indépendante de ces formules, on se convaincra aisément que l’équation (24) doit pouvoir se démontrer par les seuls principes de la division des fonctions. C’est aussi ce que nous avons mis hors de doute, dans la démonstration directe que nous donnerons ciaprès, et par ce moyen, la seconde démonstration du théorème II devient tout-à-fait indépendante de celle du théorème I.
29. Si nous avions voulu simplement démontrer l’équation (22) , comme présentant un moyen facile de calculer l'amplitude « au moyen de l’am-
plitude donnée À, nous y serions parvenu facilement en intégrant la vad£ (1 — 86 sin? »)
leur de do tirée de l'équation de = =. =", savoir : él é V(i— sin)?
À __sin* À cos’6, « __sin Ÿ cos’ 6; ELA sin? + cos’ 6,_: PRE d\ k sin°6,_, sin*6,_3 sin? 6,
TOR 1 Hs cott6 © 1H sin ooë 6° "7" "1 sind co 6, En effet, cette différentielle, traitée par les méthodes connues, conduit à la formule Loi dia use, où les angles 4,, 4, etc., sont déterminés par les mêmes formules que dans l'art. 24.
30. Pour donner un exemple de ces calculs qui nous conduira à une formule nouvelle, nous nous proposerons de déterminer l’amplitude 4 en fonction de @ par les formules du théorème I‘; il faudra pour cet effet intégrer la formule
di d® 1 —k°sin°@sin’e, 1 —k?sin°@sin" #3 1 — k°sin’@ sine _à me es es
ue 1—Æksin*@sinæ,_, 1 —4#*sin‘gsin‘e,_3 1 — £°sin’@sin*æ,
ms 070 e
Par le développement du second membre, on aura d’abord le terme
d@ sin’a;sin?æ3.....Ssin?æ j :
PS4 PR ME cé 7 , ou simplement d?; ensuite les autres termes au-
w sin’, sin’ ajie-te. + Sin pi . f 72 Mado We ront pour expression générale ————; , m ayant successivement 1 — Ésin*“@sin en ‘
toutes les valeurs 2, 4, 6...p— 1. Or, on trouve par les méthodes connues ( re sin’ «, :) (: ç4 sin? =) É sin” Jets "e pa sin? #=) HAL Sin? 4» sin° # Sin” Œh ue SIN” &m / (— ee )(i— sin°æ; eye. JE ML ns) (1— sin . 4e sin ou) sin°%» SIN» sin? 4» SIN» Siné
Cette quantité est composée de facteurs qui se trouvent dans les valeurs de
QQ" 1 — 6 sine» sin 4; _m aisément de la comparaison de ces quantités
Q, Q, Q" (art. 14), et comme on a ,on tirera
1M — 1 — £°sin°? dm Sin? pa 1—#*sin°@4,sin«,_3; 1— sin, sin’, _ ..
1— L°sin 4, sin®a, ‘ 1—/#*sin’«,, sin? «3
V/G — k sin n°@) VU — F sin)
suppose P— a; mais alors À —7n. ce donc, puisque #2 est toujours pair,
FÉTRSRE F BAM TER ICT GE 0 1 — £° sin? «4, Sin° &_à
Cette valeur est celle de développée en facteurs, lorsqu'on
on aura M= 2 y/(1 — k*sin°a,).
Cela posé, la fraction —— nie
7 ——,, peut être mise sous la forme — R? sin? #,, sin°@
2V/( —Ksinam) . d cos @ + (1 — £°sin° «,,) sin? @?
et son intégrale est 29, en faisant tang®,==(1 — A’sin*a,)tang @..... COS dm
= -; tang ©. Donc on aura en général SIN € _m 5? 5 ?
(27) À = D + 20, + 20, + 296 ..... 20, Cette nouvelle équation entre les amplitudes 4 et @ pourra tenir lieu de LR | PU FRE |. TS la formule algébrique sin L = sin ?. v dans lesapplications du théorème 1°.
31. Nous remarquerons encore que la formule (27) peut servir à en trouver une semblable qui s’appliquera au théorème IL. En effet, soit, comme à Vart. 19, sin® = itangc et sin —itangT; on aura tang d —isinr,
tan ®=isinc tano — } 1 fai bréc + south à 89 —1Sn0, lang 17ymSINT, en laissant pour abrèger Ya sine, L
= (1 — sin? &,). De là résulte
1e de (CEE + V—1tang À log =)
Eu à V — itangd O 1 + sinr/?
LAN 7e CE DER QUNT + sin
I—" since
= % log (RE Ps oi ©\r +ysin c/ ?
I 1 — "sin = À bg ( 1 TS
1+y,sinc/ ?
Donc l'équation (27) deviendra
1 L ( — sin 7\° (1 — sin 2) I— Sins I1—/jSinc 1—"yp-1sine Se RL EURE Fake SR LEE he fe
cos 6, à
par 6, c’est-à-dire faire y, — ie —» et l’on aura la formule suivante qui p—m
devra être ajoutée aux formules du thécrème IT, et qui pourra tenir lieu de l’équation des amplitudes, : RE LES AY 1—y'sinÿ 1—ysinŸ 1—Yp1510 À (28) tang(45°—2)=tang(45—5\). ES RS Eee Enfin, si l’on détermine les angles 4,, 44.....4,,_,, de manière qu’on ait
me - : COSCm » no?
en général sin 4 = ym Sin À = Re — sin, la formule précédente pourra Pme
être mise sous cette forme très simple :
(29) tang(45°—o)=tang(45°-1:V)tang(45°—14, )tang®(450—14,)....tang(45—14,,).
32. Nous terminerons ce paragraphe en donnant la démonstration de la
formule dont nous avons fait ci-dessus une application importante. Les # f f . .
quantités &, étant des amplitudes qui, pour toutes les valeurs de 7, sa-
ra g . nn . .
üsfont à l'équation F(#, &,) — = F'k, il s’agit de prouver qu’on a P l'équation tang (45° H ia) (30) —(— 1" SUN &1— SIN 5m sin «3 sin am sin œ— SIN 42m SIN &p—2 € SIN Lim Siné Sin om SIN #3— Sin Gym SIN #3 SIN éom SIN @p_0f SIN om” où les signes ambigus se déterminent en prenant le signe supérieur si p=4i+ 1, et linférieur s p=4i—r.
Pour démontrer cette propriété générale des quantités æ nées de la di-
vision de la fonction complète F'# en p parties égales, nous avons besoin du lemme contenu dans cette formule :
fs
(31) set, sine, __tange, AC) sin ty — sin ns tange, A (a, ) où A(a,) et A(a) représentent ÿ/(1—/Æsin* a) et y/(1 — Æ* sin° a). Cette formule est une conséquence très simple de celles des art. 18 et 19; tome [*, en observant qu’on a
F (æ ut) = Fa, Fa, et )=Fa,—la,
Lu — y)
Faisant l’application de ce lemme à la formule que nous voulons démontang Ce, ,) trer, et désignant, pour abréger, chaque facteur FAC par le symbole
abrégé (7), observant de plus qu’on peut n’avoir aucun égard aux signes des différens facteurs du second membre, parce que le produit de tous doit être positif, équation à démontrer LA
ps : (1— 2m) (3 + 2m) (S- (5— 2m) (1H 2m)... LT PE = 2m), (ins (SE dun) = (Gi 2m) (3— 2m) (5+2m)(7—2m)....(p—2T = 2m) )
et il faudra combiner les deux cas p= fi 1, p—4i— 1, avec les deux m—=2h,m 2h41; ce qui fera quatre cas à considérer. 33: Soit d’abord p = 4i + 1 et m— 2h; la formule sera, dans ce cas, __ (4h) (+40) 4h) (+4)... (4i3— 4h) (Gi—i+4n)
anne eee mt
, o 1 en AN URI 7 Rem :
AGE Mn) 7) 64) GA) he US FAP) Gr) Les nombres qu’on voit dans le numérateur se divisent en deux séries distinctes , savoir :
A... 1— 4h, 5 — 4h, 9 — 4h... 4i— 3 — 4h, .3+4h, 7H 4h, ar + 4h... Ai — ri + 4h La série À se divise ultérieurement en deux autres, l'une des nombres négatifs 1 — 4h, 5 — 4h... — 3, l’autre des nombres positifs 1, 5, 9e... 4i— 3 — Ah. La première, en changeant tous les signes, devient 3,7,11.... 4hk—1, et elle se lie avec la série B, de manière à ne former qu'une seule série 3, 7, 11.... 4h Aix. Ainsi les séries À et B peuvent être remplacées par les He suivantes :
1,5, 9,13... 4i — 4h — 3, 3, 7 11,19... Ai + 4h — 1.
Le dénominateur de notre formule se divise aussi en deux séries, SavOIr :
PREMIER SUPPLÉMENT. 29 OC... 3 — 4h, gs — 4h, 11 — 4h... 4 — 4h — 1, D....1+4h, 5H 4h, 9<+ 4h... 4i+ 4h — 35.
La première G se sous-divise en deux autres, l’une comprenant les termes négatifs 3— 4h, 7 —4h....— 1, l'autre comprenant les termes positifs 3, 7, 11... 4t— 4h— 1. Changeant les signes des termes négatifs, on a la suite 1, 5,9... 4h—3, qui s’ajuste avec la série D, de manière à ne composer qu'une seule suite 1, 5, 9... 4i+ 4h —3; de là on voit que les suites C et D peuvent être remplacées par ces deux autres : 3, 7; 11... Ai— 4h— 1, 1,2, 9.... 4i + 4h — 53.
On aura donc, par cette nouvelle distribution des facteurs,
Lang CAS HE dun) GE). Gi 3.0) D Gn) Gin); ou, en supprimant les facteurs communs aux deux termes,
coronin V—Ui—fh+3)({i—h+ 7)... (fit 4h—i).
tang (45° + 3 &n) = PR PEN RS JE ASO) VIRT PTE Fe
et en remettant les valeurs 4 = p—1, 2h— m, | (p+2— 2m) (p+6—2m)(pH+10— 2m)... (p+2m— 02) CO DO EC ur) 34. Telle est la formule qui nous reste à démontrer pour le cas supposé de p—4ihr et m=—=2h; les trois autres cas conduiraient au même résultat, comme on peut s’en assurer; ainsi toute la difficulté se réduit à prouver que cette dernière équation a lieu pour toutes valeurs des nom-
tang (45° + + din) =
bres 2m et p, lun pair, l’autre impair.
Pour cet effet, nous observerons, 1°. que, dans l'expression précédente, le nombre des facteurs est m2, tant au numérateur qu’au dénominateur ; 2°. que, dans le numérateur, les nombres affectés aux facteurs extrêmes (p+2— 2m), (p— 2+ 2m), font une somme égale à 2p, et qu'il en est de même de deux facteurs quelconques également éloignés des extrêmes ; 3°. que le dénominateur est composé du facteur (p — 2») et de m—1 autres facteurs , tels que les nombres attachés aux facteurs extrêmes ou à deux facteurs également éloignés des extrêmes , font encore la somme 2p.
Supposons, ce qui va être démontré, que le produit de deux facteurs (p—n), (p+n), dont les nombres font une somme 2p, soit égal à la
quantité constante M — Fr
Alors, 1°. st m—2h, la formule à démontrer sera M" M pe + 2) tang (45° ln) — GE an) 2) Gp) Mi (p—2m) GE) () ?
parce qu’on peut supposer M (p — 21m) (p + 2m). 2. Sim 2h 1, le facteur moyen (p), qui était dans le cas précédent au dénominateur , se trouvera dans le numérateur, et l’on aura. ........
à k tang (45° Em) = (2 re = ta ie , valeur qui est la même que Cp + 2m)
PE), car on a M=(p— 27) (p + 2m) = (p) (p)
Ainsi, lorsque nous aurons prouvé que le produit (p — n) (p+n) est une quantité constante, il ne restera plus à démontrer que la seule formule
tang (45° L1a,)=— Ge
Or, 1°. en rétablissant les valeurs des symboles, on a
___ tang æae tang (p—n) 5 >" (p-hr) Ar (p—n) #4 (pt)
Mais on voit que les amplitudes & , appartiennent à des fonc-
(on)? 2 (p-+n)
— = F4, Fa ——F'£,
et que la somme de ces deux fonctions = F'#; on a donc, par la sd des fonctions complémentaires,
tions complémentaires, puisqu’ on a Fa, _
et” Aœ Aa re
BOB en) TE? 2 on) 4 (pan)
tang Esp n)
ce qui donne (p—n) (p+n)=— F3 et P)=S
2°. En restituant de même la valeur des symboles, la formule qui reste
k'tang Cr + + dan) = ER ;
‘ r > o à démontrer est tang (45 FES : (p+am)
; mettant au lieu de #”
sa valeur Ac, Aa, , On aura : (p+2m) (p—2m)
tang (45° Hi a) = tang & . Aa ; 8 (45? + + dun) 5 © (p-+am)" 4 (pam) Pour vérifier cette équation , élevons chaque membre au carré, nous aurons | 1 sin mn
mage 2 2 sin @) + SIN Com
: , et d’apres le Sin &p — SIN &ym
et parce que 4, —>7, le premier membre =
Lang 1 (p+am) AE (p—am) tag #1 (p—om) Ê%: (p+am) cette fraction par son numérateur, et observant que dans le nouveau déno-
lemme, sa valeur = ; multipliant les deux termes de
E . I . À minateur le produit des deux tangentes est 7, et le produit des deux A est
k!, le dénominateur se réduira à lunité, et l’on aura ainsi
1Hsinæm ————— == lang* & Aa, I — SIN om D 2+(p+am) 2(p—92m)?
de sorte que la formule proposée est vérifiée dans toute sa généralité.
6 IT. Récapitulation des diverses formules qui se rapportent aux deux lhéorèmes de M. Jacobt.
Avant d’aller plus loin, il ne sera pas inutile de rassembler ici sous un même point de vue toutes les formules qui se rapportent au théorème I, et de les mettre en parallèle avec les formules analogues du théorème 11.
Formules du theorème 1°.
La formule de réduction est en général PF, o)=mE(, à
Nous supposerons, pour fixer les idées , que la fonction F(Æ, ®) est donnée, c’est-à-dire qu'on connaît son module # et son amplitude ®, prise à volonté; on veut de plus que les modules £ et À appartiennent à une même échelle qui aura pour indice le nombre impair p. D’après ces données, il faut déterminer les constantes k et w et l’amplitude 4.
Soit pour cet eflet sn @=x, sin d =7y, et soit &, une amplitude qui, pour chaque nombre donné m, moindre que p, satisfasse à l'équation...
DU el — = UE = K.. On doit regarder les quantités «, comme des fonc-
tions de £ qui peuvent toujours être déterminées, soil par approximation, soit par la résolution des équations algébriques qui ont lieu dans la division de la fonction complète K en p parties égales. Cela posé, l’équation entre les amplitudes @ et pourra être présentée sous ces quatre formes :
x? va x? Lu
% sin”? æ, sin* &, SIN? &6 sin* &,_;
1 — ri ER
ne, ee Rom UNS re ) 4 me 1— kan, 1 — Rxtsin’ os 1 — k°x° sin’ 1x sine, 4 6
Cm) G+ Gare ep) Ge)
1—kasin® note ‘1—lexsin® dp_3 1 1—/xsin a) Sin’æ,_s 1—kx°sin’e,
sin? #, sin? a : Sin ° æp_.
ir ie. 1 Rat sine; 1—kx'sin'æ)_s
1— Lx? sin, 1— x sine, 3" 1—kx" sine,
— xt sin’ api À— Rx? sin? # 3 Ur Lx sin ait
Les signes ambigus qu’on voit dans la seconde équation se déterminent en 5 SH | prenant le signe supérieur si p=4i+ 7x, et l’inférieur si p= 41— 1. On aura de plus, pour le même objet, les deux formules trigonométriques tang (a —@) tangi(es +0) tangs (as —9) ; tangi( + @) tangs(as—@) tang+ (as + @) (36) tang (45°— 24) — Hu HS (es ar A0 0 (49 2 Q).
tang ; (æp_: + @) k = 9 + 2@a + 2Pre..e. nan
COS &» cos æ
lang @, tang ®, —
(37) oo SIN &p_2 = LAND PEN int COS &)
sin &
sin ae 4
tang 1 — F— tang ®.
37. Venons MES aux formules qui servent à déterminer w et À par le moyen du module donné #, et qui serviraient semblablement à déterminer g et # par le moyen du module L. Les plus simples et les plus faciles à calculer par approximation, quoique sous forme transcendante , sont
(38) D =p = Rp
Les formules algébriques qu’on peut employer pour le même objet sont assez nombreuses, parce qu'il existe beaucoup de relations entre les quantités &,, 4,, @3.... @, qui ne dépendent que des deux données # et p. Voici les principales, au nombre de neuf,
(304) frise sin? , sin? «3 sin? «5 SIN° 4) Tisin®e#, sin #3 sin PR AL AT me 0
(390) k— F sinf a, sinf a, sint as ..... sinfæ,_,,
I 2 (39c) NS = 75h ; ONCE = 16
sin &, sin @s sin 45 SIN &p_0 ?
k : 3 : ; (39d) ——2sna, —2sna;+2sines .....asina_,æÆi,
k° tes é 3 $ (39e) ps = 2 Sin @, — 2sin° a, + 2 sin? ad; — 2 Sin @y .....
é LEA + 2sin@,_,—2sma, ,+#1,
(30 f) LA cos æ, COS 43 COS” #5 COS? #p_ à . À . .….
‘ k' COS pr COS" #p_3 COS? &p_5 Cos® æ&, ?
2 2 I “@hi à RATER ES LE RTE L 1 . TT ET (398) # — a sin” «, Fi sin? a 3 TUE sin? &5 sui SIN 4p_a — 24% sin? &, — 24° sin 4, .....—2#*sma,_,, 1 2 COS æ 2 cos a 2 COS &
30h = 1 —— + 1,,... + ——— ( 9 ) F Sin &p_ + Sin &p_4 sin 4,
AS j 4 2 sin & 2 sin & 2 sin &
SOUDE: — AAA
(91) k'pe AA COS æp_1 li COS æp_3 Re COS
Les formules (39a) et (398) sont celles qu’on a données ci-dessus sous les n* 8 et o; les formules (39c), (304), (39e), (30g), se tirent des équations (33), (11), (35), (34), en faisant x et y infiniment petits, ce qui donne æ = py ; la formule (30 f) se déduit de l’équation (35), en y substituant les valeurs L—17, 9 —p.ir; enfin, les formules (30h), (39i), se déduisent de l’équation (37), en faisant successivement @ et 7 — @ infiniment petits.
38. Nous remarquerons que les formules de ce premier théorème peuvent s'appliquer à un module # de plus en plus petit, et finalement au module
k = 0 ; alors on aura aussi À — 0, et même L > I — 0. L’équation des fonctions complètes K — pH devant avoir lieu, quelque petits que soient les modules Æ et L, on en tire w =>) parce que dans la limite K—H—}7 Ainsi, l'équation F(£, ®)—=uE (A,4) deviendra 4 =p9, et l’on aura en
même temps &, =. Æ, Dans ce cas, l'équation (32) devient
5 LUN sin? @ sin* @ (40) sin p® —=p sin @ C er re) (x Eos HAE —.
c’est en ellet sous cette forme qu’on peut mettre le sinus d’un multiple
impair de l'arc @. On déduit semblablement des équations (33) et (34) les
deux formules tr igonométriques
sin(45°—;p9)=sin(45 + 0 — PSG). (GE e
sin æ sin #3 sin Æp_o
COSDO==COS (5 ae )(1— au où su 2), FORGE LOSS sin? & sin? «3/° °°" sin” &p_
34 FONCTIONS ELLIPTIQUES, Enfin, dans le même cas, les équations (394), (3oc), (394), (39e), (308),
HUCnte pour les sections angulaires faites en un nombre impair p de parties ne ces cinq formules nnnles à :
—- = lang à, tang d; Lang æ5... lang 4,.,,
vP 2 2 2 2 — — Grp Et Feu fre ls ere ee C ue L ?
(42) SIM, SiNaæg SIN æÿ5 SIN &p_0 A 2 2 2 — 1 : Sartre oO ei 2 ne sin” ; ar Sin #3 ae sin” «5 Mot sine et
0 = 2sind,—25sina,+25sin @5...2sin, ,"E 1,
O = 2sin°4,—2sin°4,2sin°%3;...=-f25sin D EL.
La troisième donne, en faisant p infini, le résultat connu 7° I I I & — I ST m7 ren nd À Et 8 ar 3 ax 5 np 7 Formules du théorème II.
_ 39. L’équation des fonctions est (43) F(,4)=H F(k, ©)
Dans cette équation , les modules k et Æ, ainsi que le nombre p, sont supposés les mêmes que dans le théorème I°; ils A assujettis à la même loi
A ’ contenue dans l'équation transcendante > —p = de sorte que l'échelle
des modules est la même de part et d’ us
TV le
Quant aux régulateurs ge et pe’, ils satisfont toujours à l’équation uu' = et ils sont toujours compris entre 1 et = car on a en particulier # = TC Poire
Pour former l'équation des amplitudes, il faut préalablement calculer, d’après le module #’, complément de k, les quantités 6,, 6,, ... 6,,, qui
satisfont en général à l'équation F(%,6,) = = E'}' = H'; ensuite fai-
sant sind=—7y, snow, cette équation peut être mise sous les trois formes suivantes :
(44) een. +y'cot, 6,1 14+ycot 6,3 I +y"cote*. PA . ; + 7° cot’6, ' 1+ y’cot'6: .. 1+-y*cot*C;_ r]
al Y°C0S" Cp _à y°cos"6,_3 ycos° 6, L À in? 6 TT sin" € DANCE 5 mg) (y pts, MX Les Label Pen D 1 A ab at so (4 Jen ) Gp") 1+ycot*6, 1 + y* cot* és 1+ycot'Cp_ a? Le cos ‘62 L182 2cos°63 x 2cos Cp a 1 L 2Ç 7 sin’@ sin°C, gr k° 2° (I L° le sin EP * ——1+. .. NorCTS (46) (1 ) ( “D ‘149 cot’€ 17° cot° C3 14 y cot°C_s
On aura de plus, pour le même Ne les deux formules trigonométriques
SE UT ads ue
tang 4, — Te - tang Ÿ, tang Ÿ3 = -— (ang J....tangŸ, = —— ner ea ie ang Ÿ 2 Ë PR NT UN rVa)tang(45—24,)...tang(45—14,:), (48) sin de = re Le 7 sin«L, sin WE - a fie Pres eee sin Ÿ. TEA
40. Les quantités €. Es; Ésee. 6, sont EU d’après le module k' complément de k, comme les quantités & le sont d’après le module #; en général, l’analyse par laquelle nous avons déduit le théorème II du théorème [*, nous autorise à déduire les équations entre les constantes du théorème IT, des équations analogues du théorème I”, par le simple changement k, k, 1 h’, æ , U ;, h,W,K,k,6,h.
Par ce moyen, nous aurons les neuf formules suivantes, analogues aux
des six quantités...
en six autres...
neuf du théorème I‘,
sin’6, sin° 63; sin? 6; sin? Cp x
Gga)e Ho rre:
SOS aa e ° sin 65 Siné, 150) sinre st ?
(496) K —h? sint6, sint6;sint6:...... simf6,_., I 2 2 2 2 M Ve ne CE (49c) M Un mé sin 63 sim6s sin 6p_ ne
Fe = 250 É,—o2siné;H2siné,,.. 2sn6,,—+1,
(494) (49e) Ge — sin 6, —asin €, Lasin’£,, .. asin6,_,—2sin"6,_,+1,
h _ cos°6, cos’ 6; cos’Cs cos? 6,_, (49.7) bé cos 6,_, ° cos€,_3° cos 6,_5° °° cos 6, ? 2 2 (498) ee RE rt LR NE gene sin*6,_, a — 2h" (sin°6, +sin*6,...+ sin* NT
TA 2c0s 6, 2005 64 200561 (49h) RTE sinG,_s | sin one EE Ne siné, ?
£ En 25in C0 2sin C_4 2sin 6, (492) PTE cos 6, CO ie 7 COS bp"
41. Il est à remarquer que les équations des amplitudes qui donnent la valeur de sin 4 en fonction rationnelle de sin @, et celle de sin w en fonction rationnelle de sin 4, donneraient également les valeurs de tang À et tang © , l’une exprimée ex fonction rationnelle de tang®, l’autre exprimée en tr rationnelle de tangL. Voici ces nouvélles formules
(5o) tangÿ "52 1—tang” ® COt'ap 1 1 1—tangcot”æ)_3 1—tang? @ cot’«s € 1—tang Qcole, . 1—tang'@cotas .. 1—tang’@cot’e,_à 2
tang” 4 tang” tang* Ÿ
re RARE [tan
sin’6, sin“ 64 sin” 6}_à
‘+ APtang"d sin’C, "14 "tang"sin€, **"14'tang sine,
tangŸ
(5 1) tango— Ft
$ IV. Remarques sur l'ancienne échelle de modules.
42. L'ancienne échelle de modules, qui est censée répondre au nombre premier 2, est liée par des propriétés communes avec les échelles nouvelles construites pour tous les nombres impairs.
Et d’abord on peut poser, pour l’ancienne échelle, la formule
FU, o) = HE(, 4),
semblable à celle que donne le théorème 1° de M. Jacobi; car, puisque dans celle-ci le module 2 est toujours plus petit que Æ, la formule précédente peut s’assimiler à celle que, dans la notation usitée pour la première échelle, nous représentons ainsi :
£° F(, = TT F(E, g).
Il suffit pour cela de faire A= 4°, m— +(1+4%) et d—@. Ainsi la
formule générale s’adaptera au cas de p— 2, qui est celui de l’ancienne échelle, en supposant, 1°. que l’équation entre les modules Æ et X est
_aya EAZNIRESTS RE eu Si 3°. que l'équation entre les amplitudes @ et 4 est sin (29— Ÿ)=/sin | ;
ou tang CL x g) = i sin 12@
A+ cos 29 ?
L a Le . 2 ; ee tiers Cette équation , présentée sous quatre
2°, que le régulateur w = (1 + h) ;
7 ang ® — k’tang @, ou tang 4 — ou
enfin sin À —
formes, donne la loi suivant laquelle les amplitudes @ et 4 croissent simultanément ; 1l en résulte que, si & est l’amplitude pour laquelle. ....
I 1+A THE TQ A pondance entre les valeurs de @ et À aura lieu dans les points principaux, comme il suit :
Cette correspondance pour l’indice p = 2 est entièrement semblable à celle qu'offre le théorème I* pour un nombre impair quelconque p. On peut donc , dans l’équation F(4, ®) = F(h, Ad), faire à la fois = 27
et d—#7; ce qui donnera
F(k, «)=:2%F#"%, c'est-à-dire si l’on a sin a —
, la corres-
CRT NS TR tir a I Ti Tietr don CCS, OR TS NET NET PAT Ne 713 0 à CIC.
EYE K j'a are css PEER us y OAENE ANT EN 1H Er
43. Mais si l’on substitue #’ à Æ, et conséquemment #' à A, l’équa-
uon entre £ et L, qu devient k'— En , sera également satisfaite, parce 1—/
qu’on à & — rer Donc les modules k' et 4’ peuvent être substitués
aux modules # et 2 dans la formule générale, et alors léquation.....
K ; H’ ; : ; 1h H deviendra 1 + 4! — Ces deux équations ont donc lieu
K°”° simultanément ; et puisqu'on a (1 + À) (1 + k) = 2, il en résulte KH” 2 —= TK > ou ir A0 pe K —— 2 T°
Cette équation entre deux modules consécutifs # et À est la même que nous avons donnée n° 85, tome [°'; elle s'accorde, pour la valeur p = 2, avec
lé e r 4 K H L . , 4 l’équation générale K —=Pi qua lieu, dans le théorème [°', pour un nombre impair quelconque p.
Il reste à voir si le théorème II de M. Jacobi a son analogue dans l’ancienne échelle, qu’on peut maintenant appeler l'échelle n° 2 ou l’échelle dont l'indice est 2.
44. Pour parvenir au moins indirectement à notre but, nous remarquerons que, dans les deux théorèmes généraux, les deux équations F(k,®)—= pl (A, À), F(h,L)=wE(k, ©), conduisent à la formule de multiplication F(4, ©) = pl(k, @). Ainsi, on peut regarder l'équation du
second théorème F(k, 4) = w'F(k, w) comme une combinaison des deux équations F(4,®)=u#F(k, 4) et F(k, œ)=pF(k, ®). Dans le cas de p—2, nous aurons à combiner les deux équations FX, p)=i(1+4)F (4,4), F(k, w)= 2F (4, @); d'où résulte l’équa- I I 1+A 1+2?
et par conséquent uu'=— 1, conformément à la loi générale puu'=1. Pour avoir une équation entre les amplitudes © et 4, il faut éliminer @ des deux équations de cette sorte qui répondent aux deux formules... F(k, @=<(1+)F(A, À), F(k, w) = 2F(k, @); ces deux équations sont 1 + #) sin @ cos sin À — TE £
tion du second théorème, F(2, d)= F(k, ©) : elle donne m'=—
tang +o = tang ®y/(1 — * sin ®),
et l’on en déduit, par Pélimimation de ®, l’équation cherchée
(+ A) sin Ÿ
(82) MUR TES pu
résultat qui s’accorde avec celui que nous avons trouvé art. 68, tome 1®.
45. Nous remarquerons enfin que dans la formule du premier théorème (1 + À’) tang ?
1 — k’ tang® nellement par tang @; de même, tang®® s'exprime rationnellement par tang 9° : donc, dans la suite des amplitudes 9 , @°, @°°, @°*, etc., qui correspondent aux modules décroissans Æ, 4°, £*®, etc., ou, dans nos nouvelles dénominations, k#, k, A , R,, etc., la tangente d’une amplitude affectée à un terme quelconque s’exprime toujours rationnellement par la tangente de l'amplitude du premier terme, c’est-à-dire par tang ®. Mais sin @° ne s’exprime pas rationnellement par sin ®.
Dans la formule du second théorème, F(4, J)=wF(#, «), qui se lie * avec d’autres formules semblables F (4, ©) = p/,F (4, &,), F(k,, ©) =, F(X,, w,), etc., on voit que sin & s'exprime rationnellement par sin 4, et qu’ainsi, dans la suite des amplitudes L, ©, ©, , &,, qui répondent aux modules croïssans 2, k, k,, k,, etc., le sinus d’un terme quelconque s’exprimera rationnellement par le sinus du premier terme +, comme cela a lieu dans l’échelle construite pour tout nombre impair.
on à tang 4 ou tang @, —
. Ainsi, tang @. s'exprime ration-
$ V. Usage des deux théorèmes pour les transformations d'une même fonchon.
46. Il s’agit d’abord de construire, d’après le module donné 4, une échelle qui réponde au nombre impair donné p, et que nous représentons ainsi :
à D LCA ks, ka; J'ae k, k, Ye ny. OS (o
Pour former cette échelle, qui est commune aux deux théorèmes, nous suivrons les formules du théorème 1°; elles supposent qu'on a calculé d'avance, d’après le module Æ, les amplitudes &,, @,,.... @, ;, qui sa-
üsfont à l'équation F(4, «,) = + F'X. Ces amplitudes peuvent se trouver,
soit par les formules données dans le chap. VI, tome I° de notre Traité, soit par les méthodes d’approximation données dans le tome IL. Dans tous les cas, il sufira de connaître le premier terme «,, duquel tous les autres peuvent être déduits par de simples formules trigonométriques.
Connaissant les amplitudes &, on pourra calculer le module Z et le régulateur pe par les formules (39a) et (36b) , ou par celles des autres formules de cette sorte qu’on voudra choisir ; on aura ainsi l'équation F(Æ4, o)=uF(2,L), qui sert à transformer la fonction donnée F(4, @) en une autre semblable, dont le module À sera toujours plus petit que £, comme le fait voir l’équation (39b). Quant à l’amplitude 4 , elle se déduit de Pamplitude donnée ® par la formule (32), ou, .s1 l’on aime mieux, par lune des formules (36) et (35); mais, pour qu'il n’y ait pas d’ambiguité dans cette détermination , il faut se rappeler que les amplitudes 4 et @ croissent inégalement, à compter de zéro, suivant une loi manifestée par les équations (32) et (33). En vertu de cette loi,
TESTVAIERES MANS ARRET P—=0O, ir, æ, Ugo Lo TR) correspondent aux valeurs.. L—0o,2ix, 7, 2x ,... p.27. Ainsi, lorsque @ tombe entre #,, et &,,,, la valeur de doit tomber entre F 7 . . . #7 , , m. et (m1); ce qui ne laisse aucune ambiguité dans la déterminaüon de l’angle 4 par son sinus. Il en est de même pour des amplitudes plus grandes; car si une amplitude @ << 57 correspond à l’amplitude À < p.57, il est visible que les amplitudes 25.17 9 et 2.474
se correspondent également, à étant un nombre entier quelconque.
4o FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Maintenant que la fonction F(#, @) est transformée en une autre fonction F(A, 4), dont le module est plus petit que £, on pourra faire une suite de semblables transformations, dans lesquelles le module X sera remplacé par un module plus petit 2, , celui-ci par un module plus petit ,, et ainsi à l'infini ; ce qui formera la partie décroissante de léchelle £, k, h,, À, , etc. : et les transformées correspondantes de la fonction F(#£, @) seront données par les formules
F(£,@)=uE(k, 4), FA, L=mE(, 4), Fu, 3) =ml(; vs); etc. Il est inutile d’ajouter que l’amplitude 4, se déduira de l’amplitude 4, suivant la même loi que 4 se déduit de ®; qu'il en sera de même de N,, par rapport à 4,, et ainsi à linfini.
En considérant donc la partie de l’échelle dans laquelle les modules forment une suite décroissante, le calcul des amplitudes qui accompagnent ces modules n’est sujet à aucune difliculté, et s’exécute par des formules rationnelles de même forme ; mais le passage d’un module à autre, par exemple, du module À au module z,, exige qu’on calcule, pour le module }, des auxiliaires analogues aux quantités «,, «,, æ3, etc., calculées pour le module #.
47. Voyons maintenant quels sont les moyens d’effectuer de semblables transformations dans l’ordre inverse, c’est-à-dire dans lautre partie de échelle. Si l’on regarde F(X2, 4) comme la fonction donnée, il faudra d’abord déduire le module £ du module plus petit À. Pour cela, le meilleur moyen serait de recourir à l’équation algébrique qui existe toujours entre deux modules consécutifs # et 2; car cette équation, qui servira à déduire le module 4 du module plus petit 2, servirait semblablement à déduire le module #, du module plus petit #, puis #, de 4, , et ainsi de suite. Mais l'équation dont nous parlons, qui est déjà assez compliquée pour le cas de p = 5, le serait bien davantage pour de plus grandes valeurs de p. En attendant que la théorie fournisse les moyens de parvenir plus aisément à cette équation, on pourrait y suppléer par les formules (49a) et (49b) du théorème IT, qui servent à calculer #/ et w’ par le moyen des quantités 6,, qui, elles-mêmes, sont calculées d’après la valeur connue de k!. Or, con-
naissant #' et w', on connaît # complément de #’ et um — Re Ainsi les formules citées serviront à déterminer Æ et w par le moyen de À, et \ » : I
à former l'équation F(4, 4) — = F(&, @) = »F(&, ®); elles peuvent,
par conséquent, aussi servir à déterminer #, par le moyen de # : en sorte
qu'on ait l'équation F(4, @) = »,F(4,, ®,); et l’on continuera cette suite à volonté. Au reste, le problème de déterminer # par le moyen de À ou %, par le moyen de À peut se résoudre beaucoup plus simplement , si l’on ne veut que des approximations, par le secours de l’équation trans-
cendante nn es comme nous le ferons voir ci-après K' —Px > pres.
Il restera ensuite à déterminer l'amplitude @, par le moyen de l’ampli-
tude donnée ®. Ce problème se résoudra comme celui où l’on voudrait déterminer sin ® par sin 4 ; ce qui peut se faire par la résolution de l’équation (32), qui est du degré p. On obtiendra donc de cette maniere les formules successives de transformation dans l’ordre des modules croissans, comme il suit :
F(, d)=1F (4, ®), F(#, ) PS P:) , F(#;, D) VERS, Pa) etc. Et parce que, dans l’équation F(4, 4) —»F(#%, @), on peut faire à la fois P—:7 et d=p.ir, on aura » —#?; on aurait semblablement. .... =, =, etc. Ces équations peuvent servir à déterminer analytiquement le rapport entre deux termes quelconques de la suite H, K, K, , K, , etc.; car les réculateurs », »,, »,, etc., se déduisent analytiquement des modules correspondans k, 4, k,, etc.
On voit, par ces détails, que le théorème I‘ suffit seul pour transformer la fonction donnée F(#, ®) en une infinité d’autres, qui auront pour modules les différens termes d’une même échelle, calculée pour le nombre impair p, d’après le module donné #. Les échelles sont différentes, et les calculs pour obtenir les formules de transformation deviennent de plus en plus compliqués, à mesure que le nombre p devient plus grand ; mais toutes les déterminations peuvent se faire algébriquement. Il y a donc, d’après le théorème I, une infinité d’échelles de modules dans chacune desquelles la fonction proposée F(£, @) prendra une infinité de formes, sans cesser d’être semblable à elle-même.
48. Venons maintenant aux usages du théorème Il. La premiere formule de transformation F(, d)=wF(#,&), et celle qui détermine sin © par une fonction rationnelle de sin L, nous montrent que lapplication la plus immédiate du théorème IL est de transformer la fonction donnée F(2, 4), de manière que le module À soit remplacé successivement par les modules croissans #, #,, #,, etc., dont la limite est 1. L’échelle des modules est la même que celle du théorème [° ; mais la
détermination des termes de cette échelle, et celle des régulateurs w/, s’établit sur des données différentes.
Nous avons vu que c’est d’après le module k', complément du module donné k, que l’on doit calculer les quantités 6,, 6,, 63, etc., qui satisfont,
en général, à l’équation F(Z', 6,) = PE 5 H'. Au moyen de ces
quantités et du nombre donné p, les formules du théorème IT offrent différens moyens de calculer le module # et le régulateur p' ; alors tout devient connu dans la formule qui détermine sin æ par le moyen de sin A} : on voit d’ailleurs que les variables & et croissent dans une proportion assez rapprochée de l'égalité, puisqu'elles parviennent’ simultanément de la valeur o à la valeur +, et à toute valeur multiple de 57; de sorte qu’elles appartiennent toujours au même quadrant, et que leurs sinus sont toujours de même signe. On obtient donc ainsi la transformation F(h, d)=uE(k, ©), dans laquelle le module donné k est remplacé par un module plus grand #. On répétera les mêmes opérations pour remplacer le module # par le module plus grand #,, celui-ci par un module encore plus grand 4,; et ainsi à l'infini. Ces modules occupent dans l'échelle correspondante au nombre p, la partie croissante X, &, k#,, k,, etc., dont la limite est l’unité, et les transformées successives de la fonction F(, À), seront données par les formules
F(k, À) = uF(k, 0), F(£, ©) = u'F(#,, «,), E(£ise)= 4 ,F (0 e.) tete,
49. Supposons ensuite qu’on veuille faire, dans un ordre inverse, les transformations de la fonction F(k, £), de manière que son module k soit remplacé successivement par les différens termes de la série décroissante h, h,, h,, etc., on rencontrera la même difficulté que le changement de direction a fait naître dans l’usage du théorème I*. Les formules directes qui s’appliquent à Vordre des modules croissans donnent k et g' en fonctions de #’ complément de À ; elles donnent en même temps sin © exprimé par une fonction rationnelle de sin 4. Dans la marche inverse , il faut déduire k et x’ de £, ce qui ne peut se faire que par des procédés semblables à ceux que nous avons indiqués : et, d’un autre côté, on ne peut déduire sin 4 de sin © que par la résolution d’une équation du degré p. C’est ainsi qu’on aura la première formule de transformation
F(#, o)= 5 F(4, 4), ou F(£, ©) = vF(A, À). Par de semblables
opérations , on trouve
PREMIER SUPPLÉMENT. 43 F(X, À) = 1,F(2,, di), FA; À) = »,F (A, 4), etc.,
de sorte que le module donné X sera successivement remplacé par les différens termes de la série décroissante k, h,, h,, ete.
On voit par là que le théorème IT fournit une seconde solution du problème dans lequel il s’agit de transformer une fonction donnée F (4, 4) en une infinité d’autres qui aient pour modules les différens termes de la même échelle déjà construite pour le module #, et correspondante au nombre impair donné p. La transformation se fait immédiatement par les formules du théorème IE, pour passer du module 2 aux modules croissans k, k,, k,, etc.; elle se fait avec moins de facilité, et en exigeant pour chaque amplitude la résolution d’une équation du degré p, lorsqu'il s’agit de passer du module Z aux modules décroissans h, , 2,, etc. Mais, dans tous les cas, la solution peut toujours se faire algébriquement, c’est - à -dire par la résolution d’un certain nombre d’équations algébriques d’un degré déterminé.
50. Indépendamment de ces deux grands moyens de transformation qui s’appliquent à tout nombre impair donné p, il en est un troisième qui participe des deux, et qui n’emprunte de chaque théorème que la partie la plus facile, où il n’y a pas d’équation à résoudre pour passer de lamphtude de la fonction donnée à l'amplitude de la fonction transformée.
En effet, supposons que, par un procédé dont nous donnerons bientôt les détails, on ait formé, d’après le module donné #, et dans telle étendue qu’on voudra, l'échelle des modules |
DT A AA AA AA) Bi... (0
qui répond au nombre impair donné p. On pourra, par les formules du théorème 1, transformer la fonction, en la faisant passer du module # aux modules décroissans , h,, h,, etc.; et, par les formules du théorème II, les transformations pourront être dirigées pour passer, avec Îa même facilité, du module £ aux modules croissans F1 ka, El ete,
Dans ces deux séries de transformations, l’amplitude de chaque fonction se déduira de l'amplitude de la fonction précédente, au moyen d’une formule (32) ou (44), dans laquelle le sinus inconnu s’exprime rationnellement par le sinus connu. A l'égard des régulateurs qui servent à former les équations F(£, ®)— ul (h, À), F(R, J)—4ur (h,, d;), etc., ils se déterminent, soit par les formules propres au théorème Ier, soit par les formules
1 K HN VE e plus simples MO ES res etc. On aura de même,
de
pour les équations F(#£, @) = ul (4,, @,), F(4,, @,) = m',F(A,, @.);, K
relatives à la partie croissarite de l’échelle, les formules uw, = +,
LR : > etc:
51. Il ne sera pas inutile de joindre ici un petit tableau où l’on verra d’un coup d’œil la laison des formules que chacun des théorèmes fournit pour la transformation dé la fonction proposée, tant dans l’ordre croissant que dans l’ordre décroissant.
Echelle générale des modules pour le nombre impair p,
LI RS SN ee a SNS ls 0 Formules du théorème I*.
en F(4, @) —=mF(4, 4), F(k, d)=ur(h, 1) Ordre décroissant , : HAUTE ? TAPANT E F(h,)=448 (a Va), etc.
FR, 4) =vF(4,0), F4, 9) =nE(k, 0), F(4, ? P) =, E (A, P:)3 ELC.
Ordre croissant ,
—_# PA CHARS CRC ETES Valeurs des Hp Monte Est NRC, régulateurs,
Formules du théorème II.
F(A, À) =uF(k, ©), F(£,0)—=uT(E,, &,)
F(£, ©,)—=uSF(#,, «,), etc.
f FC, ©) = F (4,4), F(Asd)= EC, d,),
Ù FA, dd )=v',E(A,, 4.), etc.
Ordre croissant ,
Ordre décroissant ,
Se Valeurs des HS Go TE 0 He TERRA régulateurs, ns H
H., Vs NP tt y Me NEC HO AH AS
Rapports entre les régulateurs des deux théorèmes,
pan, (atle Le y E LL ! ; V—= Ph, = Phi, VV, = PU,, elc., pins es (he Ee
V= Ph, Vi Phi, VV, — Plus, eic.
$ VI. Usage des mêmes théorèmes dans la multiplication et la division des fonctions de première espèce.
52. Nous avons déjà remarqué que les formules données par les deux théorèmes, savoir, F(4, ©) = mF(k, À), F(4, À) = WE(£, w), con-
duisent immédiatement à léquation FC, à) = pF(k, 9),
qui servira également à la multiplication des fonctions et à leur division par le nombre impair p.
On voit d’abord qu’étant donnée amplitude @ de la fonction simple F(£, ©), il faudra chercher l'amplitude 4 de la fonction auxiliaire F(k, 4), au moyen de la formule (32) du théorème I‘, laquelle donne la valeur de sin , exprimée par une fonction rationnelle de sin @ ; ensuite, on fera usage de la formule (44) du théorème IT, qui donne semblablement l’expression de sin w en fonction de sin 4. D'ailleurs, on connaît la loi que suivent , dans leurs accroïissemens , les amplitudes $ et À, ainsi que celle qui a lieu dans les accroissemens des amplitudes 4 et w. Ainsi la détermination de sin © par sin @ fera connaître, sans ambiguité, la valeur de w déduite de celle de @.
On peut supposer que la valeur de sin 4 en sin ®, donnée par le théorème [®, est substituée dans la formule (44) du théorème IT, et alors on aura immédiatement l’expression de sin w, laquelle sera donnée par une fonction rationnelle de sin @, dont le numérateur est un polynome du degré p°, avec tous les exposans impairs, et le dénominateur un polynome du degré p — 1, avec tous les exposans pairs. Cette substitution peut être censée satisfaire au problème que nous nous étions proposé n° 22, tome [°, et qui consiste à trouver l’expression générale de sin ®, et cos®,, en fonction de sin @ et cos ®.
Nous remarquerons cependant que la solution qui vient d’être indiquée suppose connues les quantités «4, et ps pour toute valeur de 7. Ces quantités peuvent se déterminer par les équations algébriques dont elles dépendent , ou par les méthodes d’approximation ; mais elles sont en quelque sorte étrangères au problème dont il s’agit , et elles doivent disparaître dans le résultat final, qui ne peut contenir, tant au numérateur qu'au dénominateur , que des coefficiens exprimés en fonctions rationnelles du module £. Ainsi, le problème de la multiplication des fonctions n’est en-
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core résolu que d’une manière incomplète , et qui laisse beaucoup à désirer.
Il en est de même, à plus forte raison, du problème de la division des fonctions ; cependant, comme ce problème présente, en général, une équation à résoudre du degré p*, il faut avouer que lapplication de nos deux théorèmes sert à diminuer beaucoup la difficulté. Il faut, pour l’usage de ces formules, calculer préalablement les quantités &,, et 6, , qui servent à diviser les fonctions complètes F'# et F'#! en p parties égales. Ces quantités étant connues, la division de la fonction F(Æ, «) en p parties égales, c’est-à-dire la détermination de l'amplitude @ qui satisfait à l’équation
F(4, => F(£, w), se réduira à résoudre deux équations du degré p,
savoir, l’équation (44), pour déterminer sin 4 par le moyen de sin ©, et l'équation (32), pour déterminer sin@ par le moyen de sin 4. On voit, par conséquent , que sin sert d’auxilaire pour décomposer l’équation du degré p* en deux équations du degré p.
Les choses se simplifient ultérieurement dans les cas particuliers, ainsi qu’on le verra ci-après dans le développement des cas de p=3 et p —=5.
$S VII. Usages de l'équation transcendante a. = p De
53. Nous remarquerons d’abord que le théorème contenu dans cette équation s'accorde avec ceux que nous avons trouvés sous une autre forme n° 85 et n° 190 du tome E° ; le premier, pour le cas de p—2, qui est celui de l’échelle ancienne, et le second, pour le cas de p=3, qui est celui de la seconde échelle dont nous avons traité dans le chapitre XXXI. Cest donc un résultat général qui s'applique non-seulement à tous les nombres impairs sans exception, mais même au cas de p=—2, qui se rapporte à l’ancienne échelle. | à
La formule Kw —P;r représente, sous la forme transcendante, l'équation
algébrique qui existe toujours entre -deux modules consécutifs # et X, pris dans l'échelle dont l’indice est p, # étant le plus grand des deux. On aura
# . H semblablement, entre les modules 2 et X,, l'équation Le P TÉ entre 2, et
r . H HS - k,, l'équation = pr » etc. ; donc
inéral, = pti nm, Cest la relation qui existe entre le mo-
et, en général, &=p""" jp. Cest la relation qui existe entre 10 dule # et le module X,, qui occupe le rang mæ+4- 1, après #, dans la suite décroissante k, k, h,, k,, etc. On aura donc semblablement, entre les mo-
! s UK, K dules #, et Æ, Péquation = == p" KR; cr le module # est placé au rang
m, après #, , dans la série RE UNE hs VA RTS ER HI AUS AC même équation , sous la forme K TRUKE,
ru En 7 TU contient une relation directe entre le module 4 et le module #,,, qui occupe le rang », après £, dans la série croissante £, #,, k,.... kn.
Les transformées successives de la fonction F(Æ, @), suivant les formules du théorème 1°", et dans l’ordre des modules décroissans, sont données par les formules
F(4, g)=uF(h,d), EG, dE, À), FO, LP, d.), ete. )
où l’on a — 0 he it HAE QU PSE:
DtH? s eLC.
HS le
Il en résulte les valeurs successives F(G,9)= 4F(, Ÿ) = 1.5 RF@, 4), F(k,9)= puF(k,, À, )= > ne FC di), FE, o)= map l(la, d)= 25 2 pr F (ln, du), etc.
Donc on peut passer immédiatement du module # au module k,, pris dans la série décroissante, par la formule
K FE, = unie pe Fm Vi)
On passera de même du module # au module #,, pris dans la série croissante, par la formule
K F(E, @)= pe F (En, Qu).
54. Dans le premier cas, amplitude 4,, se déduit de l’amplitude précédente ,,_,, suivant la même loi que L se déduit de @, c’est-à-dire par une équation qui exprime rationnellement sin «| en fonction de sin @, et semblablement sin ,, en fonction de sin VE
Dans le second cas, qui s'applique aux modules croissans, l'amplitude ®, se déduira de la précédente @,-,, en résolvant une équation du degré p. Il y aurait donc autant d'équations de cette sorte à résoudre que d’unités dans »; et, en outre, il faudrait à chaque opération calculer la série entière des quantités analogues à &,. Mais il s’agit ici de simples possibilités, et non de l’exécution effective de tant de calculs qui deviendraient bientôt impraticables, même pour d’assez petites valeurs de p et de m; on a au moins lavantage de pouvoir former a priori, et par des calculs rendus faciles par des transcendantes bien connues, l'équation qui fait passer directement du module # au module plus petit #,, ou au module plus grand #,. Quant aux amplitudes 4, ou @,, il sera toujours possible de les trouver par approximation, en supposant F(£, ®) connu, puisque k, devenant bientôt très petit, ou même négligeable, F(4,, 4) se réduit à Va ; et que, d'autre part, #, pouvant bientôt être confondu avec l'unité, F(ÆAn; mn) se réduira à log-tang (45° + + Qu).
Les mêmes calculs que nous venons d’indiquer s’appliquent aux formules du théorème IL, ainsi qu’on peut le voir par le tableau de Part. 5r.
. à 4 K H r , 55. Revenons maintenant à l'équation = —p;;, ou, plus généralement , aux équations
Ac As F2 K 1m Re
an RE SAT men eu qui servent à passer, l’une du module # au module À,, dans l’ordre décroissant, l’autre du module # au module 4, , dans l’ordre croissant. Supposons qu’étant denné #, on veuille calculer par ces formules les différens termes de léchelle qui répond au nombre impair donné p.
Par la table des fonctions complètes (table 1°, tome 11), on connaîtra à la fois les logarithmes de K et de K’ calculés avec douze décimales; on
N K | dt connaîtra donc le logarithme de K> ct par suite celui de nm. Lorsque m
h, ne sera pas trop petit, on pourra trouver dans la table une valeur de
ka, qui corresponde : ss au logarithme de
m> QUI Corresponde à peu pres au logarithme de > alors on trouvera aim
sément, par interpolation , une valeur fort approchée du module demandé A...
Il en sera de même des cas où l’on pourrait trouver dans la table un loga -
É 7 : K, : so rithme peu différent de celui de KR >; mais le plus souvent les limites de la
table ne permettront pas de faire ces interpolations, et le calcul pour déter-
miner #, ou #, n’en deviendra que plus facile. En effet , la série X, h,, h, , etc., décroissant d’une manière très rapide, on pourra bientôt supposer
Hi = rie — lo - ; de sorte qu’on déterminera immédiatement le es module À, par l’équation
4 K DE mes | ie né min log.5- = 2: 7p Le (o.43429...), dont le premier membre représente un logarithme vulgaire. De même, à cause de la convergence très rapide de la suite #, 4,, #3,... vers la limite 1, on aura bientôt, avec une exactitude suflisante,
K,=:2:7 et K,= log. hyp. À ;
ce qui donnera
log = 17p" . m7 (0.43429...), équation qui détermine le module #,,, très peu différent de l’unité, par son complément 4’.
Cest ainsi qu'on pourra calculer, dans toute l'étendue qu'en voudra, l'échelle des modules qui résulte du module donné # et du nombre impair donné p; et il ne sera pas plus difficile de calculer le dixième ou le centième terme ; avant ou après le module donné #, que tout autre terme voisin de #.
56. Si, après avoir formé l'échelle qui convient au module donné # et au nombre impair p, on forme une seconde échelle avec les complémens des termes de la première, placés au même rang , comme on le voit ic:
DNA EAN En The RS eee (o DANS RAR NRNUE Be Aer
cette seconde suite sera l’échelle des modules qui, pour le même indice p, répondra au module #/, complément de #; elle sera seulement disposée dans un ordre inverse, c’est-à-dire qu’elle sera croissante dans le sens où la première est décroissante, et réciproquement. Ainsi, l'échelle construite pour le module # fait connaître immédiatement l'échelle qui répond à son complément #', l’indice p étant le même dans les deux cas. Nous avions déjà fait mention de cette propriété au n° 76, tome I‘, pour l’ancienne échelle qui répond à p —2, et au n° 189, 1bid., pour l’échelle qui répond à p = 3; mais on voit que cette propriété est générale pour toutes les échelles qui répondent à un nombre impair quelconque. En effet, de l’é-
[ex
à K H A UR En EUTNE LS quaon = P jp» Qui a lieu pour le module # , on déduit immédiatement
RES
27 = n ? n rir Péquation = = 3H quise rapporte au module #”, en renversant l’ordre
des termes, ce qu’exprime le changement de p en -. Examinons mainte- P
nant deux cas particuliers très remarquables. 57. Supposons premièrement £=—sin 45°, on aura 4 =#", et par con- /
; sl , PL ; ; » : »
séquent p— 5 Or, p étant donné, il existe toujours une équation algé-
brique entre les deux termes consécutifs £ et L; et si l’on met dans cette équation la valeur £=4y/+, on en tirera la valeur de À, qui sausfait à l’é-
. H . A ° LA v quation transcendante P—=YX) et qui peut être considérée comme une fonc-
tion de p, algébriquement déterminable. Dans la même hypothèse, puisque k'=k, l'échelle des complémens sera la même que celle des modules, . mais dans un ordre inverse ; d’où il suit que l’échelle, pour le nombre p, sera alors de la forme
DURS PMR DER SA RD LL EL Ce RO OS
c’est-à-dire que les termes également éloignés du terme moyen sin 45° seront complémens lun de Pautre ; tels sont 2 et X, h, et X”,, etc.
58. Supposons, en second lieu , que dans la même équation algébrique dont on vient de parler on fasse À=#" = y(1— #*); on en déduira une valeur de #, laquelle ne dépendra que du nombre ui est l’indice de léchelle.
> 4 I P; Mais puisqu'on a, dans cette hypothèse, h=£#', on aura aussi k'=#; et P q 2 1 2 , par conséquent il y aura entre les fonctions complètes de semblables égalités, c’est-à-dire qu’on aura H = K’' et H'= K ; donc l'équation... 2 q 2 I K H KA K ; KR —=P y donnera G =p, Où D y p. | Dans le premier cas, l'équation des modules nous a fourni la valeur
: LR SELON CRT PE : H L du module 2, qui satisfait à léquation transcendante pe =? en faisant EVE 4 Dans le second cas, la même équation, dans laquelle on fait...... h = y(1 — #*), donnera la valeur du module #, qui satisfait à l’équa-
: K üon transcendante KV p.
Mais si dans les deux échelles complémentaires du n° 56 on fait F—#, la partie croissante de l’échelle inférieure, savoir, 4, #,, #,, h'3,..... coïncidera avec la partie croissante de l'échelle supérieure, savoir, #,
k,, K,, ks....3; et pareillement la partie décroissante de l’une coïncidera avec la partie décroissante de l’autre. Ces deux conditions, qui sont une conséquence l’une de l'autre, donnent 4,—=h/,, k,—h,, k3=h's, ete., et en même temps #,=h,,4#',—=h,, kK'3—= hs, etc.
Il s’ensuit, par conséquent, que l’échelle des modules, dans le second cas, est toujours de la forme
Test Mes EME Mn A0 UT ay 200 où l’on voit que les deux termes moyens #, #' sont complémens lPun de l’autre , et qu’il en est de même de deux autres termes également éloignés des termes moyens.
Cette échelle, qui à pour indice le nombre p, est telle, que deux termes consécutifs »2 et = satisfont toujours à l’équation transcendante
M N . . LA . K K
jp —=Pÿ. On a, en particulier, pour # et #° l'équation gr =PK>0u K / >: LE 116 K,
KR =VP; pour k' et K,, l'équation R=PTE ou K. ee PVP; pour k!,
et #',, l’équation KR =PRUuS = p'y/p ; et aimsi de suite.
59. Remarquons maintenant que les deux échelles que nous venons de construire peuvent être réunies en une seule et même échelle, qui aura
pour indice yp; cette échelle unique sera composée des termes entrelacés des deux autres, comme il suit :
RUN TEST AO ol ta cat lens ao late (O0
En effet, il est aisé de voir que, si m et 7 sont deux termes consécutifs de cette échelle, x étant << m, on aura, entre les fonctions complètes correspondantes , l’équation & at pie
Car, si m appartient à la série dont sin 45° est le terme moyen, on aura Te —= p', L étant positif ou négatif, selon que # est plus grand ou
plus petit que sin 45° ; alors z appartiendra à l’autre série, dont # et #’
sont les termes moyens, et l’on aura ‘ N FA M | M N N — K puy p donc WT — VP ex
Le même résultat aura lieu si » appartient à la série dont # et #’ sont les termes moyens, et z à l’autre série.
L’échelle unique que nous venons de former avec l'indice y/p jouit de la propriété que deux termes pris à égale distance du terme moyen sin 45°
Tee
sont toujours complémens lun de l’autre ; elle jouit même de cette propriété d’une mamière exclusive : car on peut démontrer que, dans toute autre échelle, on ne trouvera jamais deux termes qui soient complémens lun de l’autre.
Une autre Pons attachée à cette échelle, est que l'équation trans-
M cendante 5 — Vp> N'> qui la caractérise, ne paraît pas susceptible d’être
représentée par une équation algébrique entre les deux termes consécutifs »m et z, quoique les deux échelles dont elle est composée, l’une construite d’après le module sin 45°, l’autre d’après le module £, déterminé en fonction de p, appartiennent toutes deux à l’indice p, et soient soumises, par conséquent , à la loi algébrique qui lie entre eux deux termes consécutifs.
60. On a un exemple de l’échelle unique dont l'indice est ÿ/p, pour le cas de p=—2, qui est celui de l’ancienne échelle, dans la réunion des deux échelles formées n° 77, tome I°, lesquelles donneraient, suivant les dénominations précédentes,
KV 21, k=y(2V2—2), h=3—2yÿ/2, K—=o(y2—i)ÿ2.
Cette échelle satisfait à l'équation = | ee ; mais dans ce cas, le plus
_. 4 27 Q AE LE
simple de tous, on ne voit pas quelle serait l’équation algébrique qui pourrait avoir lieu entre deux termes consécutifs de l’échelle : on sait seulement que, pour les termes alternatifs tels que 2 et 7,, 7, et n:, on a
2Vn n Re VRP n, == =:
14 7 1+ fonction inconnue, il faudrait déterminer cette fonction de manière qu’elle satisfit à l’équation
. Si l’on fait donc 7 — 4 (7,), À désignant une
24) ds 2x?
Un second exemple de l’échelle unique se trouve, pour le cas de p=3, dans la réunion des deux échelles données n° 192 et 193 du tome I* ; elles s'accordent avec la forme générale du n° 59, en faisant #4 — sin 75,
À + 5e, / 2 +3 _ = Sas ee re NV == = re; et l’on a SR tlement pour
deux termes consécutifs m et 7 l'équation de = \/3. EL Cette échelle est
remarquable par ses trois termes moyens, qui sont sin 75°, sin 45°, sin 12°.
Enfin, on peut donner un troisième exemple de l'échelle unique, pour
le cas de p—5, en faisant £ = sin d' et sin 2d = (2sin18)=y5— 2; d’où résultent les valeurs logarithmiques
Diff... 0.34948 5oo21 69 =: log 5.
On a donc, en eflet, = —=ÿ/5. Dans ce même cas, si l’on fait = sin y et sin 27 = (2 sin 18°)"*, on aura les valeurs logarithmiques
h.... 7.1xgiir 88449 17 H.... 0.19612 01388 25 h'.... 9.099999 94764 10 H'.... 0.809509 01431 60 DIF... 9.30102 99956 65=—log(o. 2).
H : ; HUIT SE PAT Donc ;; — Æ ce qui convient, en effet, soit à l’échelle dont l’indice est 5,
pour deux termes consécutifs sin 45° et 2, soit pour les mêmes termes, à deux places de distance, dans l’échelle dont lindice est y5. 61. Si l’on propose de trouver un module 7» tel, que la fonction
complète M, qui lui correspond, soit à son complément M’ dans le rapport de p à 1, ou dans celui de y/p à 1, de sorte qu’on ait.....
M M ARS ’ b ] . .
ww —=P9u;r —=ÿp, p étant un nombre quelconque entier ou ration-
nel, ce double problème se résoudra par les termes moyens de l'échelle construite pour l'indice y/p.
En effet, cette échelle étant ainsi désignée
D ee PA AO RES isa sens (O
on aura Æ—ÿ/p et K. — p: donc, dans le premier cas, on aura m —#,,
et dans le second, m = 4.
$ VIIL Oz prouve que le nombre des échelles et celur des transformations qui résultent des propositions précédentes , peuvent encore être augmentés à l'infini.
62. On a vu que l’échelle ordinaire, ou ce que nous appelons l’arcienne échelle des modules, correspond au nombre p = 2. Les échelles nouvelles peuvent être construites, à l’aide des deux théorèmes de M. Jacobi, pour tout nombre impair donné p ; mais nous considérerons seule-
ment les échelles qui se rapportent aux nombres premiers 3, 5, 7, etc.: et la combinaison de ces échelles avec l'échelle ancienne, dont lindice est 2, va nous fournir des résultats infiniment plus nombreux que tous ceux que nous avons déjà obtenus. Nous allons prouver, en effet, qu’on peut construire une échelle particulière de modules, non -seulement pour tout nombre entier, mais même pour tout nombre rationnel proposé.
63. Supposons , par exemple, qu'on veuille former une échelle pour le nombre 30 = 2.3.5. Prenant toujours Æ pour le module donné, appelons À le module qui suit £ dans l’échelle ancienne ou dans l’échelle n° 2 ; prenons de même, dans l’échelle n° 3, les deux termes consécutifs k et f, et dans l’échelle n° 5 les deux f et g. Ces trois échelles seront indiquées partiellement , pour faire connaître l’ordre des termes, comme il suit :
Échelle n° 2, termes consécutifs. ......... #, h.... SN 00 PRES OS LS CE A PRES RE AN Cl Re te Ce Deere eee es e- TOUS
D’apres les propriétés des fonctions complètes correspondantes, on aura Las he CU mme 2 LÉ: don
l’échelle n° 30, en cette sorte
F F G CAE ere TEE
À P K de : : :
il en résulte &=307. Amsi, g sera le module qu doit suivre £ dans
Échelle n° 30, termes consécutifs. ....... #, g.... (o
Dans l’échelle n° 2, on connaît l’équation entre les modules £ et 2; cette
équation est #£ = a. Dans l’échelle n° 3, l'équation entre les modules k, f et leurs complémens #', f' est ÿ/(hf) + y (hf)= 1; dans Péchelle n° 5, on connaît l’équation entre f et g, que nous donnerons ci-après. Au moyen de ces trois équations, on pourra former l'équation entre #
et g; ce sera l’équation des modules qui répond à léquation transcen-
K G Q Q \ 0 4 4 dante = =30%, et qui servira à calculer algébriquement tous les termes
de l'échelle dont l'indice est 30.
On formera semblablement l’équation entre les sinus des amplitudes par la combinaison des trois équations analogues qui ont lieu dans chacune des échelles 2, 3, 5: c’est ce qu'il serait inutile d'expliquer ici avec détail; car on voit bien qu’il s’agit de possibilités, ét non de calculs effectts.
64. Lorsque le nombre donné pour indice de l’échelle aura des facteurs égaux, on prendra, dans les échelles correspondantes , des termes non contigus, mais qui se suivent à la distance convenable. Soit proposé, par exemple, le nombre p — 360 — 2°. 3°. 5, on prendra, dans les échelles n° 2, 3 et 5, les termes k,, fi, g, comme il est ici indiqué :
Échelle n° 2, termes successifs. . . . . LAN VOS CA OT RESTE AEAE LR ICONE Tan A A TO AS) EST PRE ERER (o LD D AU PR A EP PR Er LU LARMES en (o
D’après la disposition de ces termes dans leurs échelles respectives, on aura
KYeRUTl Her EF: Fe. Cr KT? KE, nm = > =;
à K G MS kr ce qui donne 3 — 2.8.5 &. Donc k et g sont deux termes consécutifs
dans l'échelle n° 360.
Quant à l’équation entre les modules # et g, qui permettra de calculer tous les termes de cette échelle, on la déduira des équations connues dans les échelles particulières entre Æ et h,, entre À, et f, enfin, entre jf, et g; et l’on observera que l’équation entre et k, doit être formée par la combinaison des trois équations qui ont lieu entre X et L, entre L et À,, enfin, entre X, et ,; que, de même, l’équation entre #, et f, résulte des équations entre , et f, puis entre fet f.. On formera semblablement les équations des amplitudes. Toutes ces opérations deviennent très compliquées, à mesure que les nombres augmentent ; maïs elles peuvent s’exécuter algébriquement dans tous les cas. D'ailleurs, si l’on ne veut que des approximations, les modules sont toujours faciles à calculer par l'équation trans-
K H à cendante KR =? jy quelque grand que soit le nombre p.
65. On doit voir maintenant qu'il est facile de former une échelle qui réponde à tout nombre rationnel proposé.
Soit, par exemple, p = 5 ; on considérera , dans l'échelle n° 3, les
deux termes consécutifs Æ et k, et dans l'échelle n° 2, les deux f et , comme 1l suit :
Echelle n° 3) termes /consécutifs. . ..° "X, ko
n°21" OISE RO M TAR 8 LORS AN AE = Sn
: ' , ; K H F H K F il f ss e QUE à er pus — —19—<"° — — LA SAR = en résulte les FHpations Fe N° F2: donc Fe 1 donc
k et f sont deux termes consécutifs dans l'échelle dont l'indice est 3, en cette sorte
; Ë VAPEUR Echelle £%?termes consécutifs #26"... . 44,7. "(0
Quant à l’équation entre Æ et f, elle se formera de l'équation entre 4
et À, laquelle est y/(4h) sa ki RS — 1, et de l'équation entre f et k, ; Pa t/z RS : —f" US ee.
savoir, f—= T5 ou fi _ : d'où 4=- Fr et A— CE On aura
donc pour l’équation cherchée
V7 Ver 66. Soit k= k'=y2; si l’on fait A=sine, l'équation \V/sin € + \/cos & (72 donnera sin 2€ =— 9 —— Vi tennis tai 1° 701660000, e— 2° 3! 30",94969, f—> = — tang* (45° — +e) — sin 68°,53606729, f = sin 21°,46393271. D’après ces valeurs de f et de f’, on trouve pour les fonctions complètes F et F les valeurs logarithmiques
FE ON 0.38767 81903 SEE
Diff.... o.17609 12600 = log à.
F ; S ' KR = Sp La valeur de f appartient à l’une des deux échelles
= qui composent l'échelle unique y/£.
K Donc on a = —
67. Pour avoir l’autre échelle, soit k= f”, et, par conséquent, 4 = f;
équation à résoudre sera V4 ES + \/ ES = I ROUE
= on aura Æ Vax—1; d'où yx— _. y) T—=2—/3 CR — re RS : c’est le module qui satisfait à l’équation transcendante = — 5. On trouve log £ — 9.092584 76645 ; ce qui s’accorde avec la
solution que nous avons donnée du même cas (n° 197, tome 1°). D’après ces deux déterminations, les cinq termes moyens de l'échelle ÿ/£ seront f”, 4, = = !
D L 4 4 ’ . . qe 12 68. Soit proposé de former l'échelle qui a pour indice Fr =. On
prendra dans l’échelle n° 2, les trois termes consécutifs 4, 2, k,; dans
l’échelle n° 5, les deux 4,, f, et dans l'échelle n° 5 , les deux g, /, comme on le voit ici :
Échelle n° 2, termes consécutifs. . . 4, A, h,.... (o fer eee (O OR NE MR Re eS f etes eee cn (O
et, par la propriété de ces échelles, on aura
Ro HR U HV Gt ti ER RE ares en at rer ee mm ne re Ainsi, # et g seront les deux modules consécutifs dans Péchelle 2. L’é-
quation entre £ et g se trouvera par la combinaison de l’équation entre ket h,, dans l'échelle n° 2, de l’équation entre k, et f, dans l'échelle n° 3, et de l’équation entre g et f, dans l'échelle n° 5. Si, en même temps, on détermine Æ de manière qu'on ait £ = g°, k = 9, on aura
rw —=V+, et l'échelle qui en résultera sera l’une des deux qui compo-
sent l'échelle unique pour le cas de p = +, c’est-à-dire l'échelle dont Vie 4 Le : M N
deux termes consécutifs 31, n satisfont à l’équation Nr a Per
69. En général, quel que soit le nombre p, entier ou fractionnaire, on pourra toujours construire, d’après le module donné £, une échelle qui réponde au nombre p, et obtenir une équation algébrique entre deux termes consécutifs X et À de cette échelle.
De cette équation on pourra toujours déduire deux échelles particulières, l’une pour le module = sin 45°, l’autre, en déterminant # et À d’après la condition £= h! ou k'—. Ces deux échelles, réunies par une sorte d’intercalation , formeront une échelle unique qui aura pour indice
V’P, et qui, pour deux termes consécutifs » et 7, satisfera, en général, à l'équation ne mn pi Cette échelle aura la propriété que deux termes quelconques également éloignés du terme moyen sin 45° seront complémens l’un de l’autre; de sorte que toute fonction dont le module 72 sera compris dans l’échelle unique, pourra être transformée en une autre dont le module sera #', complément de m.
Nous avons, dans un autre temps, avancé que les exemples d’une foncüon dont le module peut être changé en module complémentaire , étaient trés rares; maintenant que la théorie des fonctions elliptiques a reçu de
grands accroissemens, on voit que cette propriété a lieu pour tous les mo-
dules compris dans l’échelle qui a pour indice V/p, p étant un nombre
quelconque, entier ou fractionnaire ; et les exemples connus viennent se ranger, comme cas particuliers, dans cette classification infiniment étendue.
70. Si l’on considère enfin que, pour former l’équation entre les sinus des amplitudes ou entre leurs tangentes, on a la faculté, pour chaque facteur premier dont le nombre p est composé, soit multiplicateur , soit diviseur , de choisir entre les deux équations des amplitudes fournies par les deux théorèmes, et qu’ainsi le nombre des combinaisons qui produisent le résultat final est en général 2", m étant le nombre des facteurs premiers inégaux qui sont multiplicateurs ou diviseurs du nombre p, on devra en conclure que le nombre des transformations dont une même fonction de première espèce est susceptible, s'agrandit sous tant de rapports, qu'il surpasse tout ce qu’on peut imaginer, et se place dans les infinis de l’ordre le plus élevé. C’est donc à juste titre que cette fonction a été qualifiée de protée analytique; l’analyse n’a jamais montré autant de fécondité que dans lobjet particulier qui concerne la multiplicité de toutes ces formes.
Au reste, parmi les 2" combinaisons dont nous avons dit qu’est susceptible l'équation des amplitudes, il n’y en a qu’une seule dans laquelle la formule finale de réduction F(k, g)=AT(c, «) soit telle, qu’on puisse exprimer rationnellement sin © par sin @, ou tang & par tang @.
, r I . \ y On peut toujours supposer p> 1, car l’échelle 7 revient à l'échelle p prise dans un ordre inverse.
; : 2p° 3 É S Cela posé, 1°. si p est de la forme ZT p'et p” étant impairs, on pourra
exprimer rationnellement tang & par tang @.
2°. Si p est de la forme LE , On pourra exprimer rationnellement sin
par sin ®.
3°. Enfin, si 2 n'entre ni comme multiplicateur ni comme diviseur dans le nombre p entier ou fractionnaire, on pourra exprimer tout-à-lafois sin & par sin @, et tang & par tang @; c’est ce qui résulte immédiatement des n° 41 et 45.
7. Nous remarquerons encore que, quoique chaque échelle de modules soit composée d’une infinité de termes, algébriquement déterminables entre les limites zéro et 1, cependant, si l'indice p, entier ou fractionnaire, surpasse le nombre 3, il n’y aura jamais à considérer qu’un très petit nombre de termes de Péchelle, quatre ou cinq au plus, qui peuvent donner lieu aux transformations de la fonction donnée, les autres termes
échappant en quelque sorte au domaine des calculs usuels par leur extrème petitesse ou leur extrême proximité de la limite 1. En eflet, il résulte de la
H fe A 4 AW formule D P jr> que lorsque le terme k peut déjà être considéré comme
très petit, auquel cas le terme suivant À est beaucoup plus petit, celui-ci se détermine par l'équation
= p.-— 5} — (n° 48, tome [*);
d’où lon tire ; == oO! (+ Je). Cette formule fait voir que, lorsque p
surpasse 3, le décroissement des termes de léchelle sera extrêmement rapide, puisqu'on a, par exemple, pour le cas de p=5,
: = G) (: ou 7 ke)
Dans le sens contraire, les termes ne s’approchent pas moins rapidement de la limite 1 ; car si À est un terme déjà très peu différent de r , en sorte que son complément A! soit très petit, le terme suivant À, dans l'ordre croissant, aura un complément beaucoup plus petit k!, qu’on déterminera semblablement par la formule
F CY ( Pt =() (2x), f 4 4 Les mêmes formules font voir qu’il n’en serait pas de même si lindice p était peu différent de l’unité, si l’on avait, par exemple, p=? ou p=#; alors l'échelle des modules aurait une marche beaucoup plus lente, et l’on
pourrait obtenir un grand nombre de transformations, sans trop s’approcher des limites de l’échelle.
S IX. De la transformation des fonctions elliptiques de la seconde espèce.
72. Toute fonction donnée de seconde espèce E(X, @) peut être transformée dans les mêmes cas, et d’une manière aussi générale, que la fonction de première espèce F(k4, ®), et la formule de transformation pour passer du module £ au module plus petit 2 sera, en général, comme dans les deux premières échelles, de la forme
_æet 6 étant des coefliciens constans, et V une quantité purement algé-
brique. On doit prévoir que le calcul de la quantité V deviendra de plus en plus compliqué, à mesure que le nombre p sera plus grand; mais cette quantité disparaît lorsqu'il s’agit de la fonction complète, et alors la transformation de la fonction E’4 peut être faite généralement par une formule trés simple.
Pour parvenir à ce résultat, il serait naturel de chercher directement la valeur de l'intégrale fd\Ÿ /(1— k° sin° 4), en y substituant la valeur de sin +}, en fonction de sin ®, donnée par la formule du théorème I® ; alors on aurait à intégrer la différentielle 1— £°? sin°@ sin? =. ee &? sin° @ sin =) (ÈS @sin” Re)
1—£*sin@sin"e;_ 1—/L’sin@sin"«;_3
de MA AT ia (aan 1— £*sin°@ sin°« Mais cette intégration peut présenter des difficultés, au moins par la prolixité des calculs, et il y a un aoyen beaucoup plus mu de parvenir au résultat ; ce moyen consiste à différencier l’équation....... F (4 = EF (A ar rapport à Æ, en regardant @ comme cons- ) A ) DE PP ) £ tante.
: dh Da 73. 1l faut d’abord , pour cet objet, trouver le rapport zx en difiéren- K
; ” , as 13 ciant l’équation des modules RP
Par la formule du n° 46, tome I*, appliquée aux quantités K = F'# et
kdk K'=F'#!, on a, en observant que dk = — >,
dK — na E Œ%x — K°F'X) :
dK'=— _ = E CEUX REX):
donc KR — KAK'= PE (ERA 2 EURE — FAPK) = TT.
Par la même raison,
MAS LES
dép HERE PER pe
74. Maintenant , il faut différencier l'équation F(4, g) =uF(h, À), en
faisant varier À et X, et regardant @ comme constante, mais non pas 4, parce que lexpression de sin 4 par sin ® contient les quantités & qui dé-
pendent de #, en vertu de l'équation F(k4, &,) — A K. Quant au coefi-
cient w, on peut le mettre sous la forme HE p AlS DOS le laisserons tel
qu'il est, parce que, dans les applications, il est lié aux modules Æ et
, ; Ait à si d, h par des équations algébriques qui donnent aisément la valeur de +
On appliquera d’ailleurs aux fonctions F(k, @), F(k, 4) la formule gé-
nérale de l’article cité, où l’on fait varier seulement le module
dF(c, @) … < sin @ cos? .
Re = 7 (E— D TEE ;
on aura ainsi l’équation différentielle
sin @ cos@
1 LME OT ES L2 Et, P)— TEE; ?) Ra ff 5 sin° @) ar dh __sinŸ cos = + Lit DRE 7 yann
dÿ + TE, Deere EN dk
# , et tirant de cette équation la valeur de
E (4, ®), exprimée par le moyen de E(, 4) et F(k, 4), on aura EEE a L pla à n (64) EG, 9)= EC, J) (eh Re RES JE (Rs NOV,
V étant une quantité algébrique ainsi composée
Substituant la valeur de
ve k sing cos 1 hsindcosŸ de EI: dY VAE nt 9 pe Va —Æ sn) Ÿ VOS) dk
79. Si l’on eût soumis à de semblables opérations la formule du théorème Il, F(4, 4) =u!F(#£, «), on en aurait tiré le résultat E(K, )= ÊE(R, 4) + (D — RCE) FU, VD V'
k? sin w cos © k° sin + cos Ÿ Rk'2 do
VG—Æsina) x” vG—72 sim) VG— #6 sin" 0) ‘ dk
Il suit de ces deux formules, que pE(k, ®)— E(k, w) est égale à la quantité algébrique pV — V'; ce qui est conforme à la nature des fonctions E (n° 35, tome I‘), puisqu'on a, dans le cas présent,
62 FONCTIONS ELLIPTIQUES , pE(Kk, @) — V(k, ©) = 0.
On obtient ainsi une nouvelle vérification assez remarquable des formules de nos deux théorèmes, et l’on voit en même temps que ces deux théorèmes conduisent au même résultat dans le problème de la transformation des fonctions de seconde espèce.
76. Si l’on fait dans la première formule @—=+7 et J =p.;x, ou dans la seconde, w = :7 et d = +7, les quantités algébriques disparaissant, on aura la valeur de la fonction complète , comme il suit :
1 Eat à 1 EYES k° fa des 1 (56) E'(H)=S E 4 + (pk + ph Fe) PA.
Dans cette formule, la fonction E'X est transformée en une autre L' d’un module plus petit. On peut tirer de la même formule la valeur de E'X, exprimée par E'Æ et KF'#Æ; mais cet objet sera mieux rempli par autre formule, où les quantités w/, Æ se déterminent directement en fonctions de k! ou de À, au moyen des auxiliaires 6. On aura donc, pour passer du module au module plus grand X pris dans l’échelle construite pour l'indice p, cette formule
1 17. la f2 2 À | 1 (57) Eh pl + (une — pk + Re TR) EE
77. Il résulte de ces formules que les fonctions elliptiques de seconde espèce sont susceptibles d’être transformées d’autant de manières et dans les mêmes cas que les fonctions de première espèce; mais les formules dé transformation sont compliquées d’une quantité algébrique, qui est en général difficile à déterminer : cette quantité disparaît lorsqu'il s’agit des fonctions complètes, et alors les résultats sont exprimés, comme on l’a vu, par des formules très simples.
Toute échelle de modules dont lindice p est entier ou fractionnaire offre le moyen de transformer la fonction donnée E(k, ®), de manière que son module # soit remplacé successivement par tous les termes de léchelle qui s'étend à l'infini, tant pour parvenir à la limite zéro que pour parvenir à la limite 1; mais on doit distinguer particaliérement l'échelle unique yp, formée de la réunion de deux échelles qui ont pour indice p, et dont nous avons donné la construction. La propriété principale de cette échelle étant que les termes également éloignés du terme moyen sin 45° sont complémens Pun de l’autre, si deux termes de cette sorte sont désignés par #2 et m', on pourra transformer tout-à-la-fois la fonction F(#, @) en F(m', 4), et la fonction Em, @) en Em', 4) et Fm, 4), par des équations de
la forme
Fm, ®) = aF(m', À),
Em, ®) = bE(m', 4) + cm, À) + V, où a, b,c sont des constantes, et V une quantité algébrique qui dépend des amplitudes @ et 4.
Dans le cas des fonctions complètes, on aura simplement F'» = eF'm' et Etn=fE'm + gF'm', e, f,g étant des constantes multiples ou sousmultiples de &, b, c ; d’un autre côté, on a l’équation des fonctions complémentaires E'm£°m + Em Em — Faim = :7. On pourra donc exprimer les fonctions complètes de seconde espèce Em, E'm', par les fonctions complètes de première espèce F'7, F'm”', ou seulement par l’une d’elles.
Nous avons donné plusieurs exemples de ces réductions dans notre Traité des Fonctions elliptiques ; mais ce n’est qu'après avoir découvert Péchelle unique ÿ/p, où p désigne un nombre quelconque entier ou seulement ratiounel, que la proposition générale qui renferme tous les cas particuliers pouvait être établie, comme nous venons de le faire.
78. Les transformations dont les fonctions de première et de seconde espèce sont susceptibles ne s'étendent point aux fonctions de troisième espèce ; car on a déjà vu, dans le chap. XXXI, tome I‘, que pour l’échelle n° 3, qui est la plus simple après l’ancienne échelle, l’application des formules de transformation à une fonction de troisième espèce, donnerait des résultats successifs, dont la complication augmenterait continuellement , et qui ne pourraient être d’aucune utilité. Il n’y a donc que les formules de l’ancienne échelle qui s'appliquent avec succès aux fonctions de troisième espèce, et qui peuvent produire des résultats utiles , surtout pour obtenir des valeurs approchées de ces fonctions.
$S X. De l'équation différentielle qui a lieu entre deux termes consécutifs d'une méme échelle de modules.
>, 3 K H $ 79. Nous avons vu que l'équation transcendante KR =PEF supplée, dans beaucoup de cas, à l’équation algébrique qui existe toujours entre deux termes consécutifs À et À d’une même échelle dont lindice est p, équation dont la recherche est difficile, même pour d’assez petites valeurs du nombre p entier ou fractionnaire. Nous allons voir qu’en faisant dispa-
raître les transcendantes de cette équation, on parvient à une équation
différentielle du troisième ordre, à laquelle devront satisfaire toutes les équations algébriques dont il est question.
On a déjà trouvé, dans le paragraphe précédent, qu’en faisant ...
ILE dh _ kk°? l LR [1 K = 7x9 et Ze —= 7; 0Ra équation ps = gr. Les agit mainte-
nant de faire disparaître & de cette équation. Pour cela, nous rappellerons que, suivant le n° 46, tome 1°, les quantités H et K satisfont aux équations différentielles du second ordre,
AIRNESS TR RER Ps LEPERRE DERROL NERO
SEE Le A TA HE an \ah Be dh ha La première suppose d* constant ; la seconde devra être adaptée à la
même condition, en considérant À comme fonction de À ; ce qu se fera au moyen des coefficiens suivans, tirés des équations H = Ko et
dh JR UTTSS dH I SRE 0 NORTON 4) dh) _1p ddk | dr dde à | EE pal A+ K)
_dq.
7 ga CT +5 “e K).
Substituant ces valeurs dans la seconde équation, et mettant, au lieu de ddK . , °\ 4 = rs » Sa valeur tirée de la première équation, on aura
__ dk 20 1— 3° ot ATEN LRT — À until er hh'°? ) De — | dd . de 1— 32° gdc I ra +K (TE — dé cdk hh* ‘cdk oi k? h°7
: PES dK Fa en ANT Dans cette équation, le multiplicateur de = se réduit à zéro, en vertu de
l'équation ps = gr, qui donne
24c PRE = TE
2do 1 3F 3h? —1
Pr dk — = + HS DE à
celle-ci étant différenciée de nouveau, on trouve
ddq 34°—1 dy
addr _ 2d# Une Re _Ah® ‘dE dk dE — .(1+ 3h! 1+ 34 7 * Cire br Æ°k'+ ne)
Substituant enfin les valeurs de ie et dans le coeflicient de K qui dk es ?
doit se réduire à zéro, on aura
2qddg 3dgq° Q+z) à (Gi +ky
pées-croh, à SR 70e CUS 2 PisT dk dk? 24 q &2£'+ q ?
d/, ou, en remettant la valeur 9 = TE (y
dh d'h ddl 1H 22 /dh 1 43 /dh\2
68) 02% 50e) + (en) Gr) — Ga) (x
80. Cette équation difiérentielle du 3° ordre, entre les deux modules # et k, a lieu pour toute valeur de p, non-seulement entière ou rationnelle, comme l’exigent les échelles qu’on peut construire algébriquement, mais même irrationnelle ; elle doit donc être satisfaite par toutes les équations algébriques qui ont lieu pour une valeur déterminée de p, entière ou rationnelle, entre deux modules consécutifs, qui se substituent l’un à l’autre dans la transformation de toute fonction elliptique de première espèce.
AT Vs y [ 2VA Ainsi, elle sera satisfaite, dans le cas de p=—2, par l'équation 4 = AE
14/7 dans le cas de p=3, par l’équation (GR ER Ÿ =; dans le cas de p=5, nur) = té 1
etc.
ar l’équation P d (Es 12 EU + A?
Et, parce que ces équations deviennent de plus en plus compliquées , à mesure que p augmente, et qu'il paraît comme impossible d’en trouver l’expression générale pour toute valeur de p, on conçoit qu'il n’est guère probable qu'on puisse intégrer complètement léquation différentielle à laquelle nous sommes parvenus. Dès lors, on doit regarder comme un résultat digne de remarque que nous connaissions au moins une intégrale H
LE 5 : K particulière de cette équation sous la forme transcendante = p ;5 ;
(*) Cette équation différentielle et son intégrale complète, qu’on verra ci- après, ont été données sans démonstration par M. Jacobi, dans le tome III du Journal de M. Crelle, page 194.
mais on peut parvenir à un résultat beaucoup plus général en observant que le calcul qui a été fait pour éliminer K et H de léquation......
à kk® dl ; GORCNES , ; = A D: suppose K et H déterminés chacun par léquation
différentielle qui lui est propre. Or, d’après ce que nous avons démontré (n° 47, tome [*), on peut mettre aK Æ &/K' à la place de K, et CH + C'EV à la place de H, sans que les équations différentielles dont il s’agit cessent d’avoir lieu; donc notre équation différentielle du troisième ordre est satisfaite par l’équation transcendante beaucoup plus générale
ë K _mH+mH
(59) KT 2H + rH° En effet, par cette équation, on aurait d’abord
HAN — Ha da 46° (mH+mH}.
K'aK — KaK' dk hh° (mn—mn)K:?
et en comparant ce résultat à celui que nous avons trouvé par la simple sup-
PA K H à position K PE» Savorr,
dh RK _ H d'AanTPK?
nous. voyons que, comme on peut faire abstraction des facteurs constans qui disparaissent dans le résultat, la seule différence que peut présenter l’élinination de H, K, H', K”, dans les deux hypothèses, consiste à substituer dans le calcul que nous avons fait 72H + 77'H' à H. Or, l'équation différentielle du second ordre qui ere EH étant telle qu’elle reste la même en substituant 72H 7H à EE, il est évident qu’on aura pour résultat la même équation différentielle du troisième ordre que nous avons trouvée entre # et k; donc cette équation a généralement pour intégrale léqua-
tion transcendante K mH + m'H°
K' r7H+rH ?
PL MUTUEL QT r où il y à trois constantes arbitraires — , —, —, et qui en est par consemn mr Int quent lintégrale complète.
En cela nous trouvons un nouvel exemple de l’utilité des ‘fonctions ellipuques pour faire découvrir, en certains cas, des intégrales qui seraient tout-a-fait inaccessibles aux méthodes RE.
81. Nous remarquerons, en finissant, que les termes Æ et À, que nous
avons supposés se suivre immédiatement dans l’échelle dont lindice est p, pourraient représenter deux termes quelconques de cette échelle, pourvu que p fût remplacé par p", m positif exprimant le rang de #, après #, dans l'échelle p, suivant l’ordre décroissant , et » négatif désignant de même le
rang de X, avant #, dans l’ordre croïssant ; car, dans le premier cas, on a K
= P“Ee et dans le second, = ENT - : et si l’on considère les choses d’une autre manière, le terme k, qui est placé à 2 termes de distance du terme # dans l'échelle p, suivrait immédiatement # dans l’échelle dont lindice est p". Cest ainsi que l'échelle dont lindice est p peut être censée composée de deux échelles dont l'indice est p°, de trois dont l'indice est p°, etc.; el c’est aussi par cette raison qu’on a vu que l’échelle unique, dont l'indice est V/p, se compose de deux échelles dont l'indice est p.
S XI Application des deux théorèmes généraux au cas END 0:
82. Soient &, et «, les amplitudes qui, pour le module donné #, satisfont aux équations F(k, «,)—23F"#k, F(k4, à,)=5F'#; amplitudes qui se trouvent assez facilement par les formules du n° 24, tome I®. Soient sn@=x et sind = y, les formules du théorème I*, pour le cas de p=3, seront
F(4, ®) = LE (k, 4),
Le rare x sin?
"4 1 x? sin? #, ?
(Go) :
Pa : 5 sin? æ Gp = 9,
(hp = (as) ÈS sine
1— k°x° sin° &,°
On aura ensuite, entre les constantes k, h, u, «,, «,, diverses équations, dont les principales sont :
sin? # 1 2 :
=, -=- — 1, h=ksmta,, (61) Sin %: 122 Sin &:; ; R° 2 cos
— —=2SNE,—I, — —= ku - 2 Ku COS? #3
Celles-ci suffisent pour faire connaître les valeurs de k*, 4", 4°, A", etc., ex-
primées en fonctions de w, comme il suit :
A Lo 2 CS 2 Ge) Gei) 24e ME OR AU k3 — (ie) (Br La pre — GC (3u +1} PUR Die 10g° Die rec te 14 1 C7 ; FANS 4;
De ces équations on déduit encore 3u = 1 + 2 Ve et—-—°2 d’où il suit que l’équation entre les modules # et } peut se mettre sous
la forme 3= (142 vit fi)
et si l’on fait A= ut, h=vt, elle ne
(63) auv (1 — u°9°) = uf — vf,
83. Aw moyen des valeurs précédentes de #, sin &, et cos «,, les équations des amplitudes pourront être exprimées par la seule donnée ke,
comme 1l suit :
eu fu—(i+p) x TR ET (+7 Ge 1)»
ASE TT RS Ne fe (ri +) x x” nine ei +) Be — 1) x?
Be —1) x° = GR) nes
(64) (1 G—hy") Il faut se rappeler d’ailleurs que le lie E pe est toujours compris entre
1 et +, comme on le voit par les équations (62) 84. Par la 3° des équations (64) , on peut mettre l’équation différentielle
Ad ? — sous cette forme
di VG—A sin Q) — ÿ/(1— A2 sin° @) Bu — :
7 as mon H—1) me dd =T%+. CRT ere pe GÉAEED ER 0 4e où i É , RE 7
dy — do url 24 ne $ à cos® @ (= Fe) sin?®
et lon pue es l'intégration, la formule trigonométrique
lang (J— 9)! T# tango,
qui s’accorde avec léquation (35); elle servira à déterminer facilement l'amplitude par le moyen de l'amplitude donnée @, et n’exigera que quelques essais pour faire l’opération inverse.
Il résulte, au reste, de cette équation que la loi d’accroïissement des variables ® et est telle qu’on a les valeurs correspondantes
Et si, dans l'équation F(4, g) = uF(h, À), on fait à la fois o—27 et
O0, d,, Æ, 2, T—4,, T—4, , DT, ET AT SA NCA 7.
L—$r, on aura u— É : 3H 85. Si l’on veut maintenant appliquer les formules du théorème IT au même cas de p = 3, il faudra supposer que les quantités 6,, 6, sont déterminées de manière qu’on ait NT 6 er de ET one UT eng NE à LE alors, en faisant sin L — y et sin w — 3, on aura les équations
F(, J)=mT(E, à), DETY, —+ y° cot* 6,
Pt 1+ y cot: 5,° y°cos" 6,
Fi
3 à sin’ 6, I =) ————— ( ) ( ëp°) 1 + y* cot° C,?
y cos’ 6, u PE NPA (kr) =) — >.
1+ y*cot°6, Ces équations font voir que les amplitudes et © croissent inégalement , mais de manière qu’elles parviennent simultanément à une même va-
leur égale à 57 ou multiple de +7. Donc, si l’on fait à la fois J= +7 et
H LU LA LA “ © —?i7T, On aura W— F5 d’ailleurs on a trouvé, par le théorème I*,
3h = y: donc on a, entre les régulateurs w et y”, l’équation 3uw— 1, conformément à la loi générale.
On aura de plus, entre les modules Æ et } et le régulateur y, les équations
sin? Ç I 2 ; =, == —1, k= hSsint6,, (6 ) sin:63 414 sin 6, 7 k' $ LM À cos” 6,
= =2sn6,—1,
Lu’ kg TT cos C.?
70 FONCTIONS ELLIPTIQUES , d’où l’on déduit les valeurs suivantes , exprimées en fonctions de w',
AN 0 Cm D VE Comm D Cm D
n — G+x)G— 1) 1 QG+E) Ge — 1) 1 (68) On va rer Ro, cos 6, — ——; ke 164 Lite cot? Ç = G— 4) QG + 34) cot°6 = Ge} Ted À, L 4° 4 # 4e?
De ces équations, comme des équations (62), on déduit, entre les modules ket h, l’équation
(Go) VC) VU) = à.
Cest celle que nous avons donnée dans le n° 185, tome I”; elle s'accorde avec la formule (63), et l’on pourrait aussi lui donner les deux formes
1 HONTA L x L TL NN CN ee RÉ NL AE TE] ik 1}? RE ET dé + ?
2 Ki pt NAME ER
où l’on peut remarquer que la seconde se déduit plus immédiatement de la formule (63).
86. Si dans les valeurs précédentes de 4*, k'?, ?, k'* on substitue, au 34e déduites du théorème 1°, comme cela doit être, puisque la même échelle de modules s'applique aux deux théorèmes.
Au moyen de l’équation 3uw'= 1, entre les deux régulateurs x et w/, il est facile de comparer les quantités 6, et 6,, données par les équations
lieu de y, sa valeur = , on retrouvera l'expression de ces mêmes quantités,
LA LA . 24 I
BInCie co ; sat DR BEA à 6, TE avec les quantités analogues «,, &,, don 4 r les é ] ae 1— 4H fs nées par les équations sin 4, = — , cos «&, — . On voit que 1 + 1+4
celles-ci sont exprimées en w, comme les autres en g! ; d’un côté, on a
WU =— SIN %: sin6,
) Lee : AS , de l’autre, w = nc donc, puisque 3uu'=1,0on a
(1 + sin æ&,) (1Hsin 6,)= 3, ou cos (45°— 3e) cos(45°—26,) = cos 30°.
On a pareillement pu — tang*+a,, w—tang*+6,; donc tang 1 &, tang +6, =V5= tang 30°. De là, on voit que la trisection de la fonction complète F'Æ est liée avec celle de la fonction complète F'#", de manière que l’une se déduit immédiatement de l’autre.
87. Si l’on substitue les valeurs de sin 6, et sin 6,, en fonctions de p/ , dans les équations entre z et y, ces équations deviendront
2— sin &;
PREMIER SUPPLÉMENT. 7 CR AB (re) Z — Ÿ'e RE (rx) (x y 34") y?
st E ZAR RTE Au (im) y dé (70) | vO—z)=V(G DUR TEE 0) (x + 3x) y°?
spa) /(u pays) ee (tee) (à 30°) y° Mona nt re.) fe +Q—e) QG + 38e )y Elles ont, comme on voit, une telle analogie avec les équations entre y et æ données par le théorème [*, qu’elles se déduisent de celles-ci par le simple changement des quantités y,æ,w,k,h,en —3,y, —w', k, k, respectivement. En même temps, l'équation trigonométrique (65) devient, pour le théorème IT,
(71) tang + (o +) — ar tang x ;
ce qu'il est facile de vérifier par Péquation (22). 88. Si l’on rapproche maintenant les résultats des deux théorèmes, on aura les formules suivantes :
par le théorème I”,
FR, @) = BF(%, 4), tang 1(4 — 9) = —É tan 9; par le théorème II, : + F(4, d)= pF(k, ©), tang 3(0 + A) — es tang À :
on en déduit F(4, @) = pu'F(k,«), ou F(k, æ) — 3F(k, 9). C’est l’équation qui sert à la triplication des fonctions, ou à leur division par 5.
On voit que l’amplitude « de la fonction triple se déduit de l'amplitude
® de la fonction simple par deux opérations, qui consistent à calculer 1— 4
l’'auxiliaire À par l’équation tang +(L — @) — tang @ ; ensuite
par léquation tang + (© + 4) — ue tano L. Pour réduire le calcul aux
oo 2 8 termes les plus simples, soit tang 29 —x, tangi4d= y et tang 507; on aura les deux équations
six G+ay),.
He Ur ICE ;
H—x d’où résulte, pour la triplication, cette formule
min) pt (gl ape) + (2) at + pré
ah: PRET ET CET) EE A CE EE TS
89. L'opération inverse, qui consiste à trouver 9 par le moyen de w, ou
x par le moyen de 3, s’exécutera, soit par la résolution des deux équations trigonométriques
I 4 Ti tang + (œ +) = e tang A, tangi(d— o) = # soit par la résolution des deux équations du 3° degré,
BI — 9° +J —wz HD AT TEE Aïnsi l’équation ( (72) ; qui est du 9° degré lorsqu'il s’agit de déterminer x par 3, peut se résoudre par le moyen de deux équations dur 90. Occupons-nous maintenant de la formule qui sert à la tranformation de la fonction de seconde espèce E (k, @); il suflira d'appliquer la formule générale du n° 54, dans laquelle nous substituerons les valeurs de k, het À, données en fonctions de y, n° 82 : et d’abord, comme on a
tang ®,
y) (3 G3) EG, DRE, 9) — AGIT G, J
Pour avoir la quantité algébrique V, il faut commencer par calculer a au moyen de l'équation tang+(]—o)— a tang ® , qui donne immédia-
tement
__ : "NO En pese du RE Ve SE =) tang® @ bp — (1 + pe) (Bu — 1) sin° 9 fe
On trouvera ensuite, après quelques réductions,
Ve QG + ) (Bu— 1) M La R A ASE 0 sin Fe)
Ge ,-G+e) Gr=iy, À be Si l’on fait = 27, ce qui donne L —?7, on aura la fonction complète (74) LA: pps Groe) Get le 24
91. En opérant par les formules du second théorème, on trouverait
semblablement
E(£, ©) = 3u'E(h, 4) — CHA GE D F(4, N)H V!
(75) 1 (tp) (3u'+r) sin Ÿ cos L1/(1— 2° sin? 4) A vrai : QG) G+ 3) :
24 A np CL
et dans le cas des fonctions complètes, (76) ER Sp — CHAT px ; ce qui s’accorde avec les formules du n° 180, tome I. Dans le dernier cas, on aurait pour la transformation inverse,
, : / 3 18 à (77) Et EX + CRE F Hi
Les résultats généraux que nous venons de trouver s'accordent avec ceux que nous avons donnés dans le chap. XXXI de notre Traité, d’après une formule générale qui est la même que celle du théorème IL. Nous y sommes parvenu plus facilement par la nouvelle méthode, parce qu’elle est l’application d’une théorie plus générale. Au reste, nous renvoyons à ce chapitre pour les autres développemens relatifs au calcul des différens termes de l'échelle et des régulateurs correspondans.
6 XII. Application des mêmes théorèmes au cas de p —5.
92. Soit &, l’amplitude qui satisfait à l’équation F(4, «,) PU ,
pour toutes les valeurs m—=1, 2, 3, 4; soient sin @—=x et sin À = y: les formules du théorème [° seront, pour le cas dep =5,
F4, @) = uF(k, À),
y x sin” # sin? #4 D Lis 0 MAN ILOULS 2 4 7 me 1—E&°x'sin"e, 1 — £?x° sin? «,
Le I ——
1 1 eme 2 3 : sin” #; sin? 43 (x — 7°) = ( — X) . — Ne
1— x sine; 1— a sin” 4, . L'i—Æbxsin a, 1— L°x° sin°as GS) ST Une 1— hx° sine 1— °x° sine, On a de plus, entre les constantes du problème, diverses équations, dont 1l suffira de rapporter les six qui suivent :
1 2 2 Hi __ sin #, sin” #3 m— sine, sin #3 Rare sin® «4 Sin? & ?
— = 28in 4,— 2 sing, À = 45 sinf a, sinfæs, 70) MES
= = 14 2sin° &, + 2 sin? ay — 28in° 4, — 25sin° 44,
— = + Le QUE — 24% (sin &, + sin° &;).
sin°æ; sin? #3
Voici l’analyse par laquelle toutes les quantités nécessaires pour la solution du problème peuvent être déterminées en fonctions de l’une d’entre elles.
93. Soit —— — ——c et -———— = D; on aura d’abord les trois sin «, sin «3 sin &, Sin æ3 équations = 1+ = 24, Où H=—= H Fit hi 24 b(1 — m° k = (LH 2a)=i— ERP EE ant - = mm, £ (1 + 2a) F > Où 24 Po en faisant à h kt - —= 2 2 — = ME, Où mb ke.
Ces trois équations entre les cinq quantités #, k, m, a, b, dont une seule k est connue, ne suffisent pas; mais on en aura une quatrième en éliminant sin* 4, et sin° &, de deux des équations (79). Cette quatrième équation est
1 M 2 sin? «& 2 sin? « < :
=i— 4 + A Rs 2 — 24% (sin? «, + sin? 3).
sin? &, Sin” #3
? sin? #, sin” «3
Substituant les valeurs (1424) N me (à 1— 7 Hire S— ab,
on aura AE aus CV ane m, et par conséquent bb 2bHoab—a 7 : ? Ve ques
2b— 2a— a? + Dm = + 2ab— a? —<) mie b+2ab
Cette dernière équation entre & et b se réduit finalement à la forme (80) &— 20(b— 1 — à);
d'où résulte (81) 20=14LaHA, AZ=y[(i+ 24) (1 + a)].
Aünsi l’on voit que dans la quintisection de la fonction complète F4 il y a une équation entre sin &, et sin &,, qui est indépendante du module k,
comme dans la trisection il y en a une entre sin @, et sin &,, savoir, l’équation cos &, —=1 — sin &,, qui est également indépendante de Æ.
En effet, parmi les formules de la quintisection (art. 23, tome [‘'), on trouve les deux suivantes :
Ê 1 cot « tang (45 +0 + A (æ,), l 1 I tang (2 a, + £ as) d’où résulte, entre «&, et &;, équation
tang &, tang (45° + 2) = tang à, lang (a, + &s),
cot &3 k°
tang æ, A(a,) — A (@,) ;
ou 2Sin &, Sin d3(1 — Sin &, sin as) = (sin a3 — sin @,) (sin &, + sin° &,); ce qui s'accorde avec l'équation (80).
94. Maintenant, xl est facile de voir qu’on aura léquation entre les
modules # et À si l’on en trouve une entre les quantités à et #. Pour cela , 1l suffit d'éliminer à des deux équations déjà trouvées ,....,.....
__2b —2a — & ___b(1— m°) ; : ve ÿ er GE ne REP et l’on obtient l’équation ; — hm$b=(1—m)(1+ Gm4m).
>. C4 °\ h É Il restera à substituer, dans cette dernière, les valeurs m— / 2: ns =
Mais, pour que le résultat prenne une forme rationnelle, nous ferons 4 v? u° Det k=uf et k=vt; ce qui donnera m=; et b—=—: nous aurons ainsi
l'équation cherchée
Qu? — 0%) (uf + Gu?o? + 04) = Auv (1 — utot),
ou | (82) U°— 9 + Sup (n° — v2) — Auv(r — utvf).
C'est sous cette forme que M. Jacobi a donné l'équation des modules dans
le Journal de Crerre , tome III, page 192.
On peut lui donner une autre forme, qui semble plus commode, en l’écrivant ainsi :
ut Guy pt 1 — uApt uv) Tu et ?
puis, déduisant de cette dernière,
Ce Cr):
ou, en remettant les valeurs de z et de »,
1 4 BH D er 1h
A0 D Au Et
Cette formule, pour le cas de p=5, a une analogie assez remarquable avec celles qui ont été trouvées n° 85, pour le cas de p = 3.
95. L’équation (82) étant du sixième degré, par rapport aux deux quantités w et », on voit qu’il faudra résoudre une équation de ce degré pour déduire AE mer le module À du module donné Æ, ou, réciproquement , Æ de A; mais j’observe qu’en continuant le calcul pour avoir les autres termes de l'échelle, soit dans l’ordre croissant, soit dans l’ordre décroissant, on n’aura jamais qu’une équation du cinquième degré à résoudre pour passer d’un terme au terme suivant. En effet, si de la va-
leur u—yk = f on a déduit la valeur v=yh=g, et qu'ensuite, 4 ; , 7 .
de la valeur u = yh = g on veuille déduire la valeur suivante, ...
= h, = 8, , l'équation en » sera satisfaite en posant 9 = — fa de sorte qu’en la divisant par » + f, elle sera réduite au cinquième degré. Cette propriété résulte de ce que, dans l'équation générale 5 — 06 up? (ut — 9°) — Auv(r —utot) —o, on peut changer à la fois 4 en » et » en — 4. La même réduction aura lieu lorsqu'on voudra prolonger léchelle dans le sens des modules croissans £, Æ,, À, , etc.
96. Les formules précédentes donnent le moyen d’exprimer en fonctions de a toutes les quantités constantes qui entrent dans les équations (78).
A » I » . F Nous avons déjà trouve TT SEE la valeur de 42 se déduira de l’é-
quation = mb*, qui donne (83) -2k —i=(i+a—a) /(EE de sorte que si l’on fait k= sin y, on aura
cos 27 = (a° —a—1) VE é
ou plus simplement encore 5 6 8 Sins op = (84) Pr pracie
Soit a’ une seconde auxiliaire tellement liée avec 4, qu'on ail
Die TOR
(æ+2a)(+28)=5, où a — Fee
Supposant # connu par le moyen de 4, on aurait le module suivant X par la
on aura Sin 2y =
formule 4= Fe et parce que = ne , On aura a+ 2a+2—2A 1—+ a = FL ( 1 + 2a a =%[: —1/( + =) ) |:
De là résulte À I— 114 — 4° 1 + = (85) 2h — 1 = ETLTEMES CA VE + 7) de sorte que si l’on fait À=cosd", on aura cos 2d'— Dane (+ < se =) et enfin +1}: be en 1 À se £ (86) sin 2d= a (? ER ) aa'°
Telles sont les formules très simples par lesquelles les deux modules # et h peuvent se déduire de la seule donnée 4.
97- Pour former semblablement l'équation des amplitudes , il faudra deéduire des formules précédentes les valeurs des coefliciens, exprimées en fonctions de a et de b; ces valeurs sont :
+ —= (20 + 2ab — à°),
sin? æ, sin” «,
— ub?,
sin’ CA sin° #4 k°(sin° &, + sin° &,) = 20 — 2a— 4, kf sin* @&, sin° &, —= b (b — 2a).
Ainsi l’équation des amplitudes sera
1+# 2a + (a° — 2ab— 20) x° + b’xt
(87) Anti 1+ (a+: 24 — 20) x° + (b—2ab) xt C'est sous cette forme que M. Jacobi a présenté l’équation des amplitudes dans le n° 123 du Journal de M. Schumacher, d’Altona ; sur quoi il faut observer que les lettres &æ et 6 de M. Jacobi désignent la même chose que les lettres à et — à de la formule précédente. Il est probable que M. Jacobi, dans le commencement de ses recherches, était parvenu à cette formule par la méthode des coefliciens indéterminés , en faisant... x (+ ga + xt)
rer A déterminant les coefliciens de manière que cette
AE TE Ur
dx De dy Mais l’expression que donne la formule générale du même auteur, où il n'entre que les données # et &,, est beaucoup plus élégante, et nous n'avons cité l'équation (87) que parce qu’elle a une analogie très remarquable avec celle que nous déduirons ci-après du théorème IL.
98. Revenons aux équations sin° 2y = aÿa/, sin° 2d = aa, qui supposent £= ny, À = sin d'et (1+ 24) (1 + 24!) = 5 ; elles offrent un moyen très simple de suppléer à l'équation des modules, ou même de la reproduire sous une autre forme : car, si l’on fait sin2y = 24 = x, Sin ad) — 2hh1— "y; le équauons Tr "44", y Var donneront
valeur satisfît à l’équation différentielle
6) a PL a= 2, et l'équation des modules sera
CRC ONE ONE
équation d’une forme très différente de celles que nous avons trouvées n° 05, et dont la solution ne devient plus facile qu’au moyen de lauxiliaire à. |
Il est essentiel de remarquer qu’aussitôt que a est déterminé par la résolution de l’équation du sixième degré, que nous avons rapportée, toutes les quantités , k, sin &,, sin &,, etc., deviennent connues, de sorte qu'il ne reste rien à désirer pour lapplication des formules du théorème I‘, par lesquelles la fonction donnée F (4, @) est transformée en une autre d’un module plus petit 2.
La méthode générale conduit aux mêmes résultats par le calcul préalable des quantités «,,«,, 43, &,, qui servent à déterminer tous les coefliciens ; mais le degré de l’équation à résoudre pour déterminer &,, qui est
: 25 — 1 ( à ; fixé à rer ANT Ie) dans le cas de p=—5, paraît susceptible de réduc-
üon : il faut, en effet, qu’on puisse éviter la résolution de celte équation du douzième degré, puisque toute la difficulté est réduite à l’équation en a, qui n’est que du sixième degré.
99- Il reste maintenant à faire von comment l’opération doit être continuée, par ces nouvelles formules, pour prolonger à volonté l’échelle décroissante Æ, k, k,, k,, etc., et obtenir les transformations correspondantes de la fonction F(k, ®).
Pour cela, appelons æ et x! les quantités qui, pour le module 4, sont analogues aux quantités a et a! pour le module Æ, puisque.....
hk = sin d', si nous faisons sin° 2d — (24#)ÿ = C, nous aurons à ré-
soudre l'équation x (2— x)
Or, si l’on observe que dans la solution précédente on avait C = aa°=—
EG
a’ (= ) , on en conclura que cette équation serait satisfaite en faisant a
æ— 4; de sorte qu’en la dégageant du facteur x — 4", elle se réduira à l'équation du Ho degré
(89) — (2 — a) (xt + aa ax + ax + à FE ur a),
Cette équation n’a qu’une racine positive entre 2 et 2 — a”; ainsi, il ne faudra que quelques essais pour trouver la valeur de x, au moyen de laquelle on aura sin*2d\, = xx" et k,— sin d,. Les mêmes opérations devront être répétées pour trouver les autres termes de l’échelle, et chacune d’elles n’exigera que la résolution d’une équation du cinquième degré, semblable à l’équation (89). On est ainsi dispensé de calculer, pour les modules successifs 2, },, k,, etc., les quantités analogues à &,, «,, etc., lesquelles semblent dépendre d'équations d’un degré au-dessus du cinquième.
Par de semblables procédés, on pourra prolonger à volonté l'échelle des modules dans l’ordre croissant, et il n’y aura jamais qu’une équation du cinquième degré à résoudre pour passer d’un terme au terme suivant.
Soit, par exemple, &a— +}, et par suite 4 —%?, on aura
sin° 2} — _ et sin° 2d — ee :
d’où l’on tire les valeurs numériques 27 = 171°11° 37",60967 2J' = 20°8/ 55",69742 7 —= 8b.35.48 ,804835 d'—= 10.4.27,84871
k=sin y... 9.099871 63223 h=sin d\....9.24285 65250. Pour trouver le module 4,, il faut résoudre l'équation xx" — 2 , qui
peut être abaissée au cinquième degré en la divisant par æ/— +; mais
2 ) comme cette équation est d’une forme. très simple, il ny a guère d’avantage à faire cette réduction, et si l’on fait immédiatement x = 2(1— &),
G) CES un nombre très petit, on aura à résoudre l’équation..,......
pr G—o) =; Voici le résultat du calcul :
M —1 mm 2 A 15.355091 18626 27, — 0!/00432 98136 | net 7.607705 59313 Y: —= 0.00216 49068 FI Sin 2V,.... 2.32204 40087 REP RO O14AZIDID0N
2Yrce ee 7.093040102010.
L’angle +,, déduit de sin2y,, a deux valeurs, dont l’une est complément de l’autre; et comme on sait que y, doit être très près de 90°, on aura
YN —= 89° 59° 59",99783 50932 ; de là les logarithmes de Æ et #',, comme il suit :
K,..... 0.00000 00000 Ken 210210180700:
101. Pour donner encore un exemple de nos formules, soit À = sin 45°,
on aura sin 27 — 1, et l’équation à résoudre pour trouver a sera... 5 (l a° (2 — a) 6 5 te r .
Ia 0 UNO EE + 2a +1 — 0. Divisant cette équation
par @ 1, on aura af— 20 — a 2a=t 1 =0, où (a —a—1) —=0; on a donc &—a—1=0, résultat qu’on trouverait immédiatement par
la valeur de 24°— 1, donnée n° 06. On à donc a=—i+;y/5—=2sin5/,
ensuite, FE + sm 2d = aa — _ et sin 2d — ns Par cette valeur, on trouve d' —="0°5%20";2005702 log sin d'= log À = 7.19111 88449 27 log cos = log = 9.99999 94764 10.
L’échelle dont nous venons de nous occuper est l’une des deux qui composent l’échelle unique dont lindice est #5. Pour former l’autre échelle, soient Æ et 2 les deux termes moyens qui doivent être complémens l’un de l’autre; et puisque nous avons fait k=— sin y et k=sin d, il faudra qu'on ait y + d' — 90° et sin 27 = sin 24". Ainsi, on devra avoir pour ce cas particulier da = aa ou a = a/, et l'équation... ... (1 + 2a) (1 +24) = 5 donnera a = &=+}(y/5 — 1) — 2 sin 18°. Il en
résulte
sin*2y=—a", sin2y=a—(2sin 18 —y/5—2, cos2y—"t2y/(y/5—2), sin y —=++y(V5— 2), sn d'=i—y(y5— 2).
Telles sont les valeurs de 4? et *, ou, si l’on veut exprimer les modules par les angles dont ils sont les sinus, on aura
k — sin 83° 10° 21"”,747455 , isin" 6.49:36:202045.
Nous connaissons ainsi les cinq termes moyens de l’échelle dont Pindice est v/5 ; ces cinq termes sont h/, Æ, sin 45°, &', A.
102. Appliquons maintenant au cas de p—5 les formules du théorème II. Si l’on détermine l'amplitude 6,, de manière qu’elle satisfasse à
l'équation F (4, 6.) + Hi F H', on aura, en faisant sin d = y et sin © —= 3, les équations :
F(2, d)—=u'E (EX; &) ,
y 14+yÿcot°6, 14 y" cot°6,
Murd m1 yet? 6, 1 + ÿ* cot° 6: ?
( ) __ÿ° 0056: : cos" 6, À 90 su: ne sin’6, re sin’? C3 $ (1 — z°) ( 72) "IH yo, ; Ty or ?
J° cos” & y? cos’ 63 —s L37 2 se ace g A s\s sin*Gs sin? és GR) = (17) TEE cote: TES er
Ensuite, on aura les quatre équations suivantes, extraites des équations (49) entre les constantes du problème,
TNT 2 drag y __ sin°6,sin° C3 ANT pin Ce QU ancs » M Snic, sine, ?
(x) je = 1+02sin 6, — sin 6s,
REN: : , ) = 1 2sin°6,+ 2sin° 6, — 2sin°6,— 2sin° 6,.
H | Fe AL De plus, nous savons qu'on a Buu= 1 et w= &.
I 1 ; 1 ane me. PTS intel AC et D’, la même équation que nous avons trouvée ci-dessus entre a et b, savoir ,
Soit — b!, on aura, entre
(92) = 20 (bmx — à);
d’où résulte
od'=1+ a+ A, (93) 4 1 Ami l A'= TG + 20) (+ 4°) ].
ll serait inutile d'employer les auxiliaires à la recherche de l'équation entre les modules Æ et 2, parce qu’on trouverait le même résultat qu'ont fourni les formules du théorème I°'; mais il est nécessaire de calculer en fonctions de a’ et b' les coefliciens de l’équation des amplitudes.
I na I On a d’abord irait 24” ; d’un autre côté, on a NES 1 24 et 5uw—1;
donc (1 24) (1H 24) = 5. Ainsi l’auxiliaire 4° est la même que nous avons employée dans Part. 06.
Au moyen des valeurs de a! et L', on trouve immédiatement
sin* ns ES C3 cot® 6, + cot* 6; —= a+ ob, cot® 6, cot6s— 1 — 20 HD — y.
I faut ensuite avoir les valeurs semblablement exprimées de cot* 6,<+ cot*6, et de cot* 6, cot°6,.
sin° 6, sin? 63 I ——— donnera ee LD sin° 6, sin° 64 sin‘ 6, sin° 64 FC
Et d’abord l’équation w'=
: ; L k' 2H ensuite, l'équation Fe = 1 + 2 sin 6, — 2 sin 6, = 1 — 7 élant com-
: : k 2 k + , 27 “situ : . . x binée avec l’équation CD 1 25m 6,2 2sin°6;—2sin6,— 2sin°6,, on en tire successivement ; d 20H ox b— à?
sint6,+sin 6, = 15 ,
— ! ( 07 /DUEN/'a RieL + — H' (28° aa’ 4%) ; cot® 6, + be (ab! + 24 D! — d — 2 — fa’), cot? 6, cot* 6, p'(1 — 20" + Da gl D og — ab").
104. Au moyen de ces valeurs, l’équation entre z et y sera ainsi exprimée :
14 20 + (20 + 20 b— a 2 — ha) + (1 —2b +84 a+od — 24b b)yt r° 1+ (a+ 20 — 2) y + (1 — 20 + ba à?) y
On voit qu’elle n’est pas de la même forme que l'équation (87) donnée par le théorème 1%; mais il suflit d’un léger changement pour rendre ces équations entièrement semblables. Appelons 2" la seconde racine de
l'équation a = 20" (D! — 1 — a), en regardant b' comme l'inconnue. Cette seconde racine P/, qui est toujours négative, sera donnée par la formule 20 = 1 + a — À; de sorte qu’on aura b'+ b=1+ a". Il ne s’agit plus que de substituer dans l'équation précédente la valeur &'= 1 + a — 0", et l’on aura 1 + 24° a2— 24 b" — 2b") y? + D" y4
OÙ sr Er équation entièrement semblable à l'équation (87). On voit, en effet, que les coefliciens de la nouvelle équation sont exprimés en 4’ et L”, comme ceux de l'équation (87) le sont en a et D; et si l’on voulait exprimer ces coefficiens par la seule donnée & pour le théorème 1”, ou par la seule donnée # pour le théorème IE, il faudrait, dans le premier cas, faire
Re 9 em met AU eut A mA
et dans le second, k
ie) iv + 20) (+ 1]:
d’où l’on voit que les deux expressions sont des fonctions semblables de a et de 4/, avec la seule différence que le radical change de signe d’une expression à l’autre.
105. Voici, au reste, comment on peut expliquer ce singulier résultat. Quand on passe de l'équation F (4%, ®) = mF(h, À) à l’équation...... F(A, 4) = wF(X, ©), ce qui se fait en substituant aux quantités x, ÿ, a les quantités T3 3; a!, respectivement, il faut que les valeurs de #* et #*, dans la première nie soient remplacées par les valeurs de z* et es. respectivement, dans la seconde. Or, dans la première, on a
1 E Li 1 1 — — À D CES NN ee CRAN S9nT:
M étant mis pour VE. Substituant dans celles- c1 a’ à la place 1 + 2a
+ a _1—+a* ,, ï 1+2a 1+2a? A? de . I Ad —ra— a? fa = ——— << — = — - — à vient = —> CRT, M, et * devient = = (1 + a’ )M. Donc, en effet, 4° se changera en * et k° en °, PAR que M, qui est la même
de a, et observant que M reste le même, parce que
AE de change en —M/, qui est la même chose que sus 1 + 24 , 1-24
done, avec la condition que A se change en — A, la substitution qui rend I11T.e
chose que
; ; ' dx dy _ identique 1 équation Vie) Vie U. Va— y). VO y) y) ? ren dy dz
dra identique aussi l’équation Va) vT= ST a Vu). Var)? par le changement de x, J,aen#,z; a’, respectivement.
Cette propriété est particulière au nombre à pris pour p, comme une propriété analogue (n° 87) est particulière au nombre 3. D’autres nombres premiers pourront présenter des propriétés semblables ou modifiées, selon le nombre des lettres nécessaires pour exprimer rationnellement tous les coefliciens de l'équation des amplitudes.
106. Une autre propriété non moins remarquable pour le cas de p=5 est celle qui permet de déduire aisément les auxiliaires 6,, des auxiliaires æ,,, et réciproquement ; c’est-à-dire que si À et À sont deux termes consécutifs dans l’échelle dont l’indice est 5, la division de la fonction complète F'# en cinq parties égales étant connue par les quantités &,, &,, etc., on connaîtra immédiatement les quantités 6,, 6, , etc., provenant d’une division semblable de la fonction complète F'Z/, et réciproquement.
En effet, nous avons vu, dans le cas de p—5, que & étant connu, on a immédiatement les valeurs de sin &,, sin &,, sin &, et sin &, ; si l’on donnait ces dernières quantités, ou seulement sin @&, et sin «&,, on en déduirait la va-
2 mare A ?
a OU étant connu, on en tire aussitôt les valeurs de sin 6, , sin 6;, sin 6,, sin 6.. Ainsi, il y a une liaison intime entre la quintisection de la fonction complète F'Æ et celle de la fonction complète F'#’; une semblable liaison n’existe pas entre les divisions relatives aux modules # et À.
sin &, sin «43
leur de a, savoir, a = , ensuite celle de a! —
107. Pour diviser généralement toute fonction donnée F(#, w) en cinq parties égales, c’est-a-dire pour déterminer @ d’après l’équation F(X, ) — 5F (4, ®), il faudra faire usage des formules suivantes , données par nos deux théorèmes,
sin* @ sin? @ . in° sin? æ F(X = UF (A D, 22" Re ( » ?) se, ( à Ÿ), F # we 1—Æ#*sin?@ sin’, 1 — 4? sin sin* «; ?
FA, dL) 1 F(k , ©) no = sinŸ 1 + sin? Ÿ cot° C4 1 + sin? Ÿ cot? aù == x 7 7 _cot* 6,
1 + sin? À cot* 6, 1 + sin? 4 cot° 63° Au moyen du module donné k, on déterminera a par la résolution de l’é-
quation du 6° degré, 4k(1 — k) — aï,
connaîtra 4’, D’, b', m, ml et toutes les quantités ue en æ et 6 dans
a élant connu , on
Me 0 net ÉR
DS ee
les deux équations des amplitudes : on pourra aussi, au lieu de ces équations, prendre celles qui sont exprimées, l’une par les données a et b, Vautre par les données a/ et 8”. On aura ensuite à résoudre une équation du 5° degré pour déduire sin 4 de sin w, puis une du même degré pour déduire sin @ de sin 4. D'ailleurs, connaissant la loi d’accroissement des variables A et w , ainsi que celles des variables @ et +, il n’y aura jamais d’ambiguité dans la détermination de l’angle @ par son sinus, puisqu’on sait d'avance dans quel quadrant doit se trouver l’angle @. Aïnsi le problème de la quintisection, qui dépend en général d’une équation du 25° degré, se réduira toujours à la résolution d’une équation du 6° degré et de deux du 5°. |
108. Venons enfin à la transformation de la fonction de seconde es-
pèce E(Æ, ®). Si l’on veut appliquer la formule générale du n° 75, qui
se rapporte au théorème IF, 1l faudra avoir la valeur de DE ; or, l'équation
TD NO 4k (ik) = a! ( F =) , donne, par sa différentielle logarithmique ,
G—4E)dé _7 5 10 2(1— 114 — à*)
CA Are VAE tee tre 1420 a'(2—a)(1 Had) )
9 PE I— 110 — 04 . , à on a d’ailleurs 1 — 24 = RU LS M, en faisant, pour abréger,... NE donc
MA ARS ON ER 20 mer kKkK2° da a'(2—a) ac On trouverait semblablement EL dh AVE ‘dé aa Gi +2 (1 + 2a°)° ?
de là résulte kk” dh Lis CARRE — by?
HRSSTPUE (T2 A Ra ce qui s'accorde avec l'équation générale po®= gr, trouvée n° 73. Maintenant, si dans la formule générale
EG, @)=pul(, + (pute EE (Ed) HV,
on fait les substitutions p—=5, Z=i24/, _. += ke TE —=—2a4 M, ji EN ma M. pi SR
d’où résulte
86 : FONCTIONS ELLIPTIQUES, HEAR 2 PAT Us QE E + M. De on aura enfin la formule cherchée
E(k, 0) =5pE (A, 4) (2 — # — 2M)F(, 4) + V°
dans laquelle il ne reste plus qu’à déterminer la quantité algébrique V. 109. Pour cela, nous avons la formule Ve £° sin © cos « La Ca sin -L cos .i EPA de V(i—Æ sin? ») BR VG—Æsin4) y(i—Æ sin») ‘ dk?
| j do dans laquelle il faut substituer la valeur de Te Cette valeur se calculera fa-
cilement au moyen de la formule
En L 1 mn 24, ze 213 , où l’on suppose tang = - e, tan8 tang = g, tang Ÿ.
, L Soit. pour un moment: f—"> et 2", on aura > P 4 s. simé, ] sin C3 ?
f—g=d et fg—=b'=}(1+a + A); d'où résulte I d I
dé Var) Var e) PT 2?
dg I ÿ I Layer) eV Cao eue
Te la valeur Es &@ par rapport à a’, et faisant, pour abréger,
enr + — rie GE on aura GORE PL (A1) sin + cos Ÿ (Ar),
dé — 1+ocot° €, sin er 1+- cot*63 sin° Ÿ
da aa M
et parce que A Te » On aura
&k"? de _ aa MsinŸ cos} 1 + A” LL Se, 1 — A VG—Æ sin à) * dE VG— Æ sine) * \i+cot6, ‘sin 1 + cot*Cssin* | dj?
ce qui donne, en termes purement alsébriques,
Ve £* sin» cos pr PUR sin Y cos à TT y(i—Æ sin») &æ V(i— sin? ÿ) aa’ M sin + cos L 1+ A” 1— A" r VC — k* sin*o) \1+ cot*6, Esin Ko 1 - cot* 63 sin’ ua)
quantité qui se réduirait sans doute à une forme plus simple si l’on y substituait les valeurs de sin æ cos ® et y/(1 — A? sin° ©), exprimées en fonctions de sin .
RÉ
110. Si l’on fait à la fois d = ireto—= ++, la quantité V’disparaitra, et l’on aura pour la transformation de la fonction complète cette formule
ER = UE + (2 — # — 2M)F
où l’on observera que la valeur de M peut se mettre sous cette forme
M= : VE + Su 2)
Si l’on prend pour w’ une valeur quelconque comprise entre 1 et +, on en déduira w = Er) a ne , a #*, puis on déterminera 4? et 4° pe 2 24 par les formules {k%(1 — #*)= aÿa!, 4h°(1— k)= aa, et Von aura tant d'exemples qu’on voudra de la réduction des fonctions L'4, E'2, comprise dans l’équation précédente, à laquelle il faut joindre l’équation F'Æ=u'F'}. Cette formule étant appliquée aux deux échelles qui, par leur réunion , forment l'échelle ÿ/5, dont nous avons fait connaître les termes principaux, on pourra, par la seule transcendante F'£, où k=sin 45°, déterminer toutes les fonctions complètes L' et F' qui se rapportent aux différens termes de l’échelle dont l'indice est 5, et qui a sin 45° pour terme moyen ; et dans l’autre échelle, dont les deux termes moyens 4 et #' sont complémens l’un de l’autre, et se déterminent par les équations k = sin y et sin 27=— (2 sin 18°), on pourra semblablement déterminer les fonctions complètes E' et F' qui se rapportent à un terme quelconque par la seule fonttion de première espèce F'#, qui se rapporte à l’un des deux termes moyens.
Corrections et additions.
PAGES. LIGNES. CORRECTIONS. PAGES. LIGNES. CORRECTIONS. 4 17 F'& 33 12 P—=:T, d—=p.ir D AS Par Cle re 6 dg — À ES :
. LR P 35 2 1— y’ cos” 6:
— RE) sin? C,_3 21 28 T A p— D z £ p 5 av.dern. EE VG— A2 sin° e) | hu 26 8 "+ Ibid.
V/(1—h° sin +) rs mT Us Ibid. 21 lYm SIN & ; ee I— pi Sin 7 36 8 1— tang° @ cot° &,_3 27 5 — 1 — IE 1+ px Sin 7 42 2 s'établissent
Addition à l'art 94. L’équation des modules peut encore être mise sous la forme aie 6 Gmle ( Fm 0 —=(1— 70) — 10m ne (1 — Em),
où l’on a =%°— 7° Cette équation a toujours deux racines réelles et positives; la pre-
mière, plus petite que l’unité, donne le module À qui suit le module donné k, par la formule À=km°; la seconde, plus grande que l'unité, donne le module À, qui précède k, par la formule &, = km.
En effet, on peut, dans l'équation précédente, mettre à la fois k à la place de k,
re À Aa se . et — à la place de m; ce qui prouve que la même équation qui, par le module
donné À, fait connaître le module suivant h, , donnerait en même temps le module précédent #. Cette équation , appliquée au module donné #, fera donc connaître à la fois le module suivant h et le précédent 4.
IMPRIMERIE DE HUZARD-COURCIER, rue du Jardinet, n° 12.
SUE": Usage des imaginaires dans la théorie des fonctions elliptiques.
111. Appelons £ la fonction F(k, @) dont le module est # et lamplitude @; nous aurons réciproquement @=— Amp.£, ou, pour abrécer, p = A(Ë) et sing = sin 4(£). Soit, comme dans l'art. 19, 1* Suppl., sin® — ctang, à étant mis pour y—1, la différentielle
id VC — #2 sin)?
: é d si l’on fait w — = F4, JL), on aura £=—1®; car nous
22 Hills Linie Pate —— V(1— #6 sing)
deviendra #’ désignant le complément du module #£; donc,
supposons que les intégrales £ et w sont prises à compter de = et de J=—=0.
he : du de : nee d{ Ainsi la fonction £ — ÎÉS et la fonction AE relative au module complémentaire #’, se déduiront l’une de l’autre, au moyen de l’équation très simple £ = 1w, pourvu qu’entre leurs amplitudes
4 tn : ‘ LTER _— à 'ENRR ® et 4 on ait l'équation sinp=itangd, d’où résulte DEL Pere
VG—Æ sin @) = (1 + tang |) = en (1 — #° sin), ou .… A, Q)= = AK, +).
Et parce qu’on a ®—=A(k,£), 4 = A(k', «), ces équations peuvent encore s'exprimer ainsi :
sin A(k, io) = itang A(K, ©), COS A(k, 10) == TEEN
EUR) PE I
AK, Lo) Er cos A(k', ©) sin A4", K'—4) Toe III. 12
90 FONCTIONS ELLIPTIQUES , Si l’on fait L—17, on aura o—F'#'=K, et £—iK; donc sin À (4, iK') = itangir =.
112. Ce résultat, dû à l’amplitude imaginaire iK/, paraît fort. remar-
quable, mais il n’est qu'un cas particulier de la formule générale
k sing ?
que nous allons démontrer.
Si l’on a les deux fonctions £ = F(#, @), 0—F(k4, «), il résulte des formules connues (art. 18, tom. [*) que le sinus de l’amplitude d’une fonction égale à £ + 8, se détermine ainsi
. ___ sing cosaAa + sin « cosgAg sin À Œ 7 0) ere 1 — À? sin? & sin°® ù Faisant dans cette formule 8—:K”, ce qui donne .. .. °...+ SiNnb —+ cosa—f/(1—sin) —=sine.y/—1, Aa—=y/(1—#k%sin a) —=ksine, y/—7, cosæ Aa ——k sin &, on aura
AAA (EE SR) PAR æ+sinæcosgAP® __ 1:
— À? sin? « sin° @ T7 ksing?
ou sin À (£ + iK/) — LA:
Cette formule est l’expression d'un théorème fondamental d’où se déduisent un grand nombre de propriétés des fonctions elliptiques. On en tire d’abord cos 4(£ + iK') — LE , AA(E) étant mis pour VTi—Æsin®4(£)]; on a ensuite AA(E + 1iK") = icotA(£), cot A(£ +iK') = 1AA(E). 113. Si, dans l’équation (1), l’on met £+:K' à la place de £, on aura
sin A(E + a) = En © Sin 4 (Ë).
Mettant dans celle-ci £ + 2:K”° à la place de £:, où aura de nouveau sin À (£ + 4iK7) = sin À (£ + 2iK/) = sin 4(Ë);
donc, en général, m° étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif, on aura
(a) sin A(£ + 9m'ikK') — sin (6).
On ne change donc point le sinus de l'amplitude d’une fonction £ ou
È "in tin:
F(£, ®), quand on ajoute à cette fonction, ou quand on en retranche la
quantité imaginaire 2#'1K', qui est le produit de i ou ÿ/—1 par un multiple pair quelconque de la fonction complète K’ ou F'(4).
114. D'un autre côté, quelle que soit amplitude @ de la fonction
*£E = F(4, @), la fonction £ + 2K ou F(k, @g)HE(4, 7) pourra être re-
présentée par la fonction F(X, +7), dont l’amplitude est @+r, et puisque sin (®+ x) ——sin@, il sensuit qu’on a en général
sin A(£ + 2K)=— sin 4(£);
donc, en mettant £ + 2K à la place de £, on aura aussi
sin À(£ + 4K) = sin A(E).
De là résultent évidemment les deux formules générales
(G) sin 4 [E + (4m + 2) K] — — sin A(£), snA(E +4mK)=snAi(£), m étant un nombre entier quelconque , positif où négatif. Mettons maintenant dans ces deux formules £ + 2m/1K' à la place
de £, et nous aurons, en vertu de l’équation (2), ces deux nouvelles formules
(4 sin À[Ë + (4m + 2)K + om iK°] = — sin À(Ë), ) pes A(E + 4mK + omikK’) = sin Z(£), qui ont lieu quels que soient les nombres entiers m et m', positifs ou négatifs, et qui contiennent ainsi une propriété très générale des fonctions elliptiques de la première espèce.
115. Il est facile de voir quel sera l'usage de ces formules, pour diviser une fonction donnée £ ou F(X, ®) en 7 parties égales. Soit, pour cet
effet, x — sin 4 (£); puisqu’au lieu de £ on peut mettre £+4-{mK-+2mikK,
sans que la quantité donnée sim Æ(£) éprouve aucun changement, il s’ensuit que l'équation qui détermine la racine æ déterminera également toutes les racines comprises dans l’expression
générale
; mK + 9m iK' Gt 6e À (ER AR EEE :
[12 et iqu” isse d ù à m telles valeurs qu’on voudr quoiqu on puisse donner à 72 et à 7 telles vaieurs quon voudra, en nombres entiers positifs ou négatifs, il n’en -résultera cependant qu’un nombre déterminé de racines différentes entre elles. En effet, quels que soient 72 et m', on peut ioujours supposer man + pp, man +, a et &’ étant des entiers pris de manière que g et m’ soient moindres que z,
ce qui donnera la valeur 4 l'or æ = sin 4 (2 + jek + sa! RER), laquelle , en vertu des équations (4), se réduit à Det 41e Br #7) (b) ME sin À (2 + TES:
De là on voit qu'il suffit de donner à m, ainsi qu'à 7”, les valeurs 0, 1, 2, 3...2—1, et la combinaison des z valeurs de l’une avec les n valeurs de l’autre donnera #* valeurs différentes comprises dans l’expression (5).
Donc, si l’on a F(4, €) => #F(#, ®), l'équation qui a pour racine sinê
sera du degré n°, ce qui s'accorde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus, pour le cas où z est un nombre impair. On voit, de plus, que l’équation dont il s’agit aura toujours 7 racines réelles, et 7°— 7 imaginaires.
116. Si » est un nombre impair, la valeur de sing s’exprimera ration-
è : : P nellement par sin ou x, de manière qu’on aura snp=X.S; P et Q étant des fonctions paires de x du degré 7° — 1. Si n est pair, on pourra supposer 2=—=24p, p étant un nombre impair ou
l’unité. Alors la division dela fonction F(k4, @) en 7 parties égales exigera deux opérations : l’une pour trouver l'amplitude 8 telle que F(4, ÿ)=— _ F(£, ®), ce qui se fera par les formules de la bissection, répétées autant de fois que a contient d’unités; l’autre pour satisfaire à l’équation F(4, ©) =; F(k, 6),
c’est-à-dire pour diviser la fonction F(k, 8) en un nombre impair p de parties égales, ce qui se fera par la résolution d’une équation algébrique du degré p°, ou plutôt par l’application des théorèmes I et II du premier Supplément, qui réduit la résolution de cette équation à celle de deux équations du degré p.
Et lorsque p sera un nombre composé, la résolution algébrique dont nous parlons se simplifiera encore en l’appliquant successivement aux différens facteurs du nombre p. Mais, dans tous les cas, il faut, de plus, supposer connues les fonclions trigonométriques qui se rapportent à la division des fonctions complètes K et K' en un nombre impair de parties égales. Beaucoup de recherches ont été faites sur ce point trés difficile de la théorie ; nous en donnerons le résultat avec tous les développemens nécessaires , dans une autre occasion.
$ IT. Développement des fonctions trigonométriques de l’amplitude en séries composées d’une infinité de facteurs.
117. Dans le Traité précédent, et surtout dans la partie qui concerne les approximations, nous nous sommes attaché à déterminer les fonctions par leurs amplitudes ; nous allons maintenant nous occuper du problème inverse, qui consiste à déterminer les amplitudes par les fonctions.
D’après les formules générales du théorème IT (art. 39, I Suppl.), l'équation des fonctions F(2, 4) = L'F(#, @) est satisfaite par l'équation des amplitudes
y 1+y"cot 6, 1+ycot*6, 1 + y? cot? 6e
TN dr Nr e .
FAT + y° cot° ART + y cot* 63° 1 ARS ELU T C5 ”
etc.,
où l’on suppose y = sind, z= sin, et l'(4', 6.) — SFh=E 15
Cette valeur de z, qui se rapporte à un nombre impair donné p et à un module donné #, ne contient en général qu’un nombre déterminé de facteurs; mais lorsque p est infini, ce qui est le cas que nous voulons examiner, la série de ces facteurs s’étend à linfini, tant dans le numérateur que dans le dénominateur. Alors, quelle que soit la valeur du module donné #, le module transformé X sera infiniment petit, comme le fait
voir l’équation h = 4? sinfa, sinfas sinfa, etc.
On pourra donc supposer la fonction complète H=:#, et son complé-
deviendra infini. Mais, par les formules de
Æ H,, HE HR VANTeR 75 DARNEE TT R UN 2E ?
/ RE 4 ment H”, exprimé par log>,
: : H æ 2 ’ ! A fn en Dry EL, Sr l'article cité, on aw=pr=r@tp=pr U m #K et — Hi, =, P ai Tant que m» est un nombre fin, on peut supposer # —=7:1, et + sin 6 K' Le (LI Lil, 1+sinés _m 7 . “HR F(k’, En) = à log Er = > Soit donc 9 =e , On aura L _ q"
LEA COL CR ES GR 1— 29" cos 244 + g°" 1 + y* cot’ m1 = (
1+sinCm __
— 7", sn6, —= 1— sin 6 LANTE ÿ:
2 2 "Re 6: = Me 5 cot? En
1— g" ; I — 2971 cos 24 + Fi el
Au moyen de cette dernière formule, la valeur de z ou sing pourra ST ainsi :
(1—2gcos2Ÿ + gt 1—2gtcos24+9$ 1—296c0s21 +9 1 — 2g cos 2 +g%" 1—2g"cos24+9$" 1—2gŸcos2 | 4-9 1—qg 1—Q "agi gii—g
sin® = — À Atsin. etc:
, - ELC.
Et puisque la supposition p—, qui rend le module X infiniment peüt, donne F(4, d)=4 =uF(k, ®) = LT, @), on voit que la formule précédente détermine l'amplitude @ par la fonction F(#4, @); car
F(k, connaissant F(X, ®), on connaît l’angle Ne Fes
Si @ est infiniment petit, on aura Je = P, etsi®—=3:7, on aura
. . A aussi d — 217. Dans le premier cas, on trouve par la formule la même valeur de A en fonction de g, que nous avons rapportée; dans le second cas, on aura cette seconde valeur
(EN +9 149 1+9 A=(%) $ 1+g1+gt" L. a 118. Appliquons maintenant de semblables réductions aux deux formules (45) et (46) de Particle cité.
La supposition de p = © , qui rend égales à l’unité toutes les quantités
2 . -. LA (1— y)", sin6,_,, sin6,_,, etc., permet d'écrire ces deux formules de la manière suivante :
1—3"cos 6, 1— y cos’ 64 1—y* cos’ 66 CO£ ® == cos ———— — g cos} . 1+ y cot €, ‘a+ y'cott 6° 1 + y: cot' C5 1— cos 6, 1— y? cos C3 1— y? cos? 6s A(X, pi—= — . = J° - re LE + y° cot® € 1 + y* cot* 63 * 1 + y* cot* 6s
e etc. 2
. elc.
Mettant sin L ou tp 24) à la place de 7°, et substituant les valeurs connues de cos 6, et coté, on aura
cos ® — B* cos . ani LE a : ee me . FAO
En cos2 + 1—2q°cos 24 +95" 1—2q°cos2Ÿ+q'°
DB — TM Un I Ve dé
1+g 1+ gt 1496
A(E Te AU 1+2q*cos 24 + 95 1 + 29° cos 24 + g'° OPA D ES pm on LR 0 On ee PEU TO
1 — 2 COS 24 + g*" 1—2q° cos 24 + 6" 1 — 2q5cos2d +
DR T
etc.
ELEC:
10 ? etc. 5]
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 95 Outre ces deux valeurs de B et de D , que donne la supposition de 9=—0 et 4 —=0o, on en trouve deux autres par la AP RPOANRE de p—2+i7 et
cos ® __ de sin @ sin ® HU dpAée y Lo 2K& cosL — d\ sin 4 mn” Arr vG—Æsn)=
À =27, qui donne
Ces valeurs sont :
D HER ec | 1—q 1—Q 1—9Q La . 4 Comparant les deux valeurs de D, on en déduit D= y, et par conséquent , s5 1 — 1—qS 1— 6 k' — 7 e a T_ . lier # etc.
( ) | V I Eu géyt + I 1+9 110. On voit que ces formules contiennent diverses fonctions de g, exprimées par une infinité de facteurs binomes, dont il importe de déterminer les valeurs; ces fonctions, au nombre de quatre, sont
d—œi1—g .1—q.1—qgetc., 6 — 14 .1+q°.1 + gÿ.etc., d—1—qgi—qgti—qgetc., = 1+#q9 1 gt Hg$.etc.
On trouve d’abord qu’elles satisfont à l’équation &'— ax/66', ou 1 = «66, car on a immédiatement
au —1—q.1—q1—q1—gtetc.,
CE = 14 q 1 gr Hg er + gfete.;
done, au CC — 1 — gr —qgfer — gr — qgetc. = &/, ou 1—&66'. De cette équation on déduirait = 66', ou I a Eee) me CET) CE 7 gAistee ce qui est conforme au théorème connu dans la partition des nombres.
( Voyez Zntrod, in Anal., page 272.)
Maintenant, les équations que nous avons trouvées pour déterminer les coefliciens A, B, D, peuvent s’écrire ainsi :
a r\6 mur 2K it tel 2Kk'\: 6 a 2 Ho el 77 prix.
Les deux premières donnant le même résultat que la troisième, savoir,
œ A ’ , , ! , £ = V#, nous n'avons réellement, pour déterminer nos quatre quan-
tités, que les trois équations
=), L— a ŒY, aff =1,
et il reste à trouver une quatrième équation.
. — . V—V— 120. Pour cela, soit 7" ou e*—V, on aura sin4 = — , V2 + V— à cos 2% — ————, Cette dernière valeur permettra de partager chaque
facteur trinome de l'expression de sin ®, en deux facteurs binomes; on obtiendra ainsi :
1—q V3 1 —qgtVe 1 — giV? ... etc.
V—V—! { — PV giV 1 —giV?... etc.
ai fig Ve 1 —qéVr 1 — PV? :.. etc.
{ —qN—.1—QNV.1—q V2... etc.
À K sin ® — — A: ;
Mais on a = F(k£, @), ou FE, ®); donc @ est l’amplitude de la fonction ee » Ce que nous exprimons ainsi: ® —4 (2 ) et sin® —= sin / (=).
Mettons ai 1K” à la place de AV; alors sing se changera en
sin 4 + iK') ou u — 2 Ad devient À + Le. et D 7rK'
è me) L l ; .e* ou V devient e 2 ou V5; d’où l’on voit qu’on peut mettre dans
r Pr I . :
la formule précédente Han e eu lieu de sin®, pourvu qu’on mette en
même temps Vg* à la place de V. Par cette double substitution, la formule devient , fi—qiVs 1 q V2 «1 —g NV? ... etc.
1 —?2K y: Va — Ming'a (e —q NV.1—q V1 —q V2... etc. ksin® 7 ‘ 2i pi QU ci — qe 1 — qi Ve ... etc. | Vi V2.1—qV.1—qgt V2... etc.
Multiphiant ces deux formules membre à membré, et réduisant, on trouvera I T NOÉ a\° à,-2 == (À NA -—7, d'où résulte A=(7 g'k *.
nd ie ti
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 07 121. Connaissant /Z, on aura d’abord les quatre quantités æ, x’, 6, 6’, au moyen des LAS
a —2qk#", Es — oq\(4K) |
G) | 7 lee Opion, ein J
L SE rh 3 4 21422 Ensuite on aura B — de (Tr) et D—(#")*. Ainsi tous nos coefticiens sont déterminés, et de plus, la valeur des produits &, æ&', 6, 6, est
connue en fonctions des quantités 4, k', K, qui peuvent être déduites zK’
de la quantité donnée 9 —e $.
122, Cela posé, les fonctions trigonométriques de amplitude 9 = 4 (# F
seront ainsi exprimées :
Er
2K4\ _ 2q* . 1—2q° cos 24) + qgf 1—2q{cos2Ÿ +48 1—2q$cos2Ÿ + q'° sin (> mdrr dre nn NICE Da) ete. ; £ 1— 24 COS 29 +q® 1—2qcos24+4q$ 1—2q°cos2Ÿ + q'°
£ a 1H2q°cos2d+qgf 1+-2g{cos2d +8 1+2q6cos2d +9"? 8 NS (OËE NE es Son ( ) cos À ( 24 es rene cos2Ÿ + q* Tr TR SALE 1—2q 1—2qgécos2ÿ + ge" 10 Rp 2 40 1+-2q cos2Ÿ + qg® 1 + 29° cos 2Ÿ + as 1+-2qcos24 + q'° | ( sm ) ‘1 — 2q cos2ÿ + q° 1 — 29 cos 29 + Q$ 1—2q$cos2ÿ ge © ©
La quantité g, qui entre dans ces formules, est exprimée par l’expo- 7K' ,
nentielle e K, de sorte que son logarithme hyperbolique est +, et
qu'il se détermine ainsi par le rapport des deux fonctions complètes K ct K', qui répondent aux modules # et #’. Pour rendre plus facile le calcul des formules très nombreuses dans lesquelles entre la quantité 9, il serait bon de dresser une table des valeurs de cette fonction ou de son logarithme, pour tous les dixièmes de degré de l’angle du module, ou le
() On sait que le produit (1—g)(1—g")(1—g°)(1 —gf)etc., continué à Pinfini, donne, par son développement, la suite 1 — g — q° + q° + q7 — Lex bne etc. 3m En
dans laquelle les exposans de g sont de la forme TT Cette suite, qui est ex-
primée par ax, a donc pour somme E Y'eur ke *g **, quantité qu'on peut cal-
culer d’une manière fort approchée par les tables elliptiques, mais qui n’en est pas moins une transcendante fort composée.
Tome II
ment de degré en degré, ce qui se ferait très facilement, au moyen de la table des fonctions complètes, que nous avons donnée sous le n° I, dans le tome Il. |
La fonction qg se rapportant au module #, si l’on appelle r la fonction semblable qui se rapporte au module complémentaire #', on aura
sk rK L log g = np UR lon — “7 Par conséquent
(9) log g X logr = 7.
Ce produit serait m°7*, m étant pris pour 0,43429..., si les deux logarithmes devenaient des logarithmes vulgaires.
Ainsi, l’on voit que logg et log r se déduisent facilement l’un de l’autre, et puisque 7 est le logarithme hyperbolique de 23,14 à peu près, il y aura toujours un des deux nombres g et r qui sera plus petit que +
123. Si l’on considère deux termes consécutifs Æ et À de l'échelle des modules dont l’in@ice est 7, la quantité g qui se rapporte au module Æ de- TALES g" pour le module suivant 2; et, par la même raison, elle serait
g” pour le module X, qui précède &.
En effet, puisqu'on a, par la propriété générale de l'échelle des mo-
pr la quantité g., qui se rapporte au module X, aura ses ] ta d ee RES l é pour valeur e ; on a donc g,—=g"; par la même raison, la quan ETES tILEQE, qu se rapporte au module #,, ayant HO valeur e K:, on aura
Connaissant donc, en fonction du module Æ et des quantités dépendantes de #, telles que #’, K, K’, la somme d’une série quelconque, dont les termes procèdent suivant les puissances de 9, comme sont les produits d’une infinité de facteurs, désignés ci-dessus par &, «!, 6, 6, on connaîtra, par une fonction semblable du module 2, la somme de la même série, dans laquelle on mettrait g” au lieu de g; et par une fonction semblable du module 4,, la somme de la même série, dans laquelle on
K dules, 5 —=2
mettrait g" au lieu de g.
On peut multiplier ainsi, d’une manière indéfinie, les formules telles que celles qui expriment les sommes des suites æ, «, 6, 6’, et une infinité d’autres.
Lorsqu'on fait l’application de l’ancienne échelle, dont l’indice est 2,
il faut, en mettant g* au lieu de 4, remplacer en même temps k, #!, K , K’, par k, k', H, H'; ensuite on pourra mettre pour ces Ne
quantités leur valeur en fonctions des premières, savoir, pie
Par CE ar k’ el h mÉru H—=——K, H'=(14#)K'. Par ce moyen, la seconde formule sera exprimée en fonction de #, et l’on pourra de nouveau subsüituer g* au lieu de g, ce qui donnera une troisième formule relative au module X,, qui suit À. On verra ci-après des exemples de ces opérations, qui peuvent être faites, soit dans le sens des modules décroissans, comme on vient de l'indiquer, soit dans le sens inverse.
124 Nous avons trouvé ci-dessus la formule
4 3 5 D Pme V9 force PS lt , PETER INT laquelle s'applique au module donné #; si on l’applique au module suivant X, dans l'échelle dont l’indice est 2, on aura
"Etc,
4 Fe Ar EU ee (ro) Arme ren ras - ele.
Cette formule peut servir à calculer, par approximation, le module k, au moyen du module donné £, dans l'échelle dont l’indice est 7, ce qu dispenserait d’avoir recours à l’équation des modules. On aura semblablement la formule L 3 5 (11) A Era Em RL nt DSP VE 1+q" 1+q" 1+q"
qui servira à calculer le terme Æ, de la même échelle, qui précède le module donné #. Ainsi, par ces deux formules, on peut connaître successivement tous les termes d’une même échelle dont l'indice est #2, tant dans l’ordre croissant que dans l’ordre décroissant, et l’on peut même supposer que z est un nombre rationnel quelconque.
De plus, comme l’on peut, au lieu de g’, mettre eq”, e étant une racine imaginaire de l’équation = 1, on voit que 7 étant un nombre impair quelconque, la seconde formule donnera z valeurs différentes de V K,, et par conséquent 2 valeurs du module k,, qui précède Æ. Donc, on aura de cette manière 21 transformations du module L, et par conséquent n— 1 transformations de la fonction donnée F(X, @), ce qui s’accorde, tant avec les deux exemples connus pour les cas de 7=3 et n=5,
EL
qu'avec une règle générale annoncée par MM. Abel et Jacobi. Au reste, de ces n+ 1 transformations, il n’y en a, comme on voit, que deux de réelles, les z— 1 autres étant imaginaires; et puisque le nombre qui est # en passant du module Æ au module #,, devient »*, n°, nf, elc., en passant du module k# aux modules suivans 4,, ks, 4,, etc., on voit que le nombre des transformations imaginaires augmente d’une manière prodigieuse, à mesure qu’on passe du module donné à un module de plus en plus éloigné dans l’ordre croissant.
$ IT. Auire sorte de développement des mémes fonctions trigonométriques de l'amplitude.
129. Revenons à l’expression de sin @ de l’art. 120, et appelant @ le produit des facteurs binomes,
il — QU 198 NV 1 — 6 V? etc VV 1 ü q g q m7
( ) 1— Nr 1 — SV etc., supposons que ce produit, continué à l'infini, soit égal à la suite
A (VV) + A (VV) AV S—V 5) H etc., A,, À,, A3, eic., étant des coefficiens indépendans de V. Si, dans les deux expressions de @, on met gV à la place de V, on devra avoir équation :
Me Net g eg Vi jeta (CA Ro PA NÉ OS A te ANS ee Ven ON ES EME EAN gENT Pete.
Or, en retranchant les facteurs égaux dans les premiers membres de ces deux
équations , ils se réduisent, le premier, à (V—V=")(1 — g°V?); le second , à Ur I _Y—). Celui-ci est égal au précédent, mulliplié par
donc, si l’on multiplie le second membre de la première équa-
Dev ; tion par gV°, et qu’à ce produit on ajoute le second membre de la seconde, la somme devra être zéro; on aura donc l’équation identique
0 = À,V + A,V5 + A;V5+ A,V7 — etc.
— À,V HA ,G VS + A gt V5 + Ag V7 etc.
— AV — A VS — AVS — A V7 — etc.
— A, GUN A SGA VS — A 5q V7 etc.
Par les puissances positives de V, on obtiendra les équations de condition A,+HA,g"—=0o, A;+A,gf=o, A,+A:3q7=0, etc.; et comme les puissances négatives donnent les mêmes équations , on en déduira les détermmations suivantes :
A,—=—A,g", As=—=—A,9" = À,g°, A, = — A; = A,gq", As—=—A,qgf = — A,g", etc;
donc enfin on a @ ou
102 FONCTIONS ELLIPTIQUES, — PV? 1—qgfVe 1 —q$V? etc.
v—v—) 17 q 7 À ( ) Û — PNG 1 — GS V— etc.
= A [VV AVES) GANTS) — qe (VV 7) etc.], formule dans laquelle les exposans de g résultent de l’addition. des termes de la progression 2, 4, 6, 8, etc., et sont par conséquent les nombres triangulaires multipliés par 2.
Dans cette formule, le coeflicient A, étant indépendant de V, peut être déterminé en donnant à V telle valeur qu’on voudra. Soit V—y/—1, ou V°=——1, on aura
A — GHiYG+ ag Ga) ete.
CR + q° + gf + q'° +g* + etc.
Le numérateur de cette fraction est égal à 6”*; quant au dénominateur,
sa valeur sera donnée ci-après, et il en résulte
AE GR
126. La formule que nous venons de trouver, pour lexpression du produit Q, va nous en fournir une seconde, non moins utile; il suffit, pour cela, de
mettre g°V à la place de V, et de multiplier ensuite les deux membres par —_ÿY; on obtiendra ainsi la formule 1—qV% .1—qg V2 1 —g$V? etc.
1— NT 1 — QT. 1 — NV etc.
= A LGV Vs) (VV (VE VS) te où l’on voit que les exposans de 4, dans le second membre, sont les quarrés des nombres naturels.
127, Si l’on restitue, au lieu de V, sa valeur ei ou cos +-ÿ/— 1 sin4}, les deux formules que nous venons de trouver s’écriront ainsi :
sin (1 —2q°cos21 + g#\(1 —2gcos24 + 91 — 2g6cos24 + g'*)etc. = À, (sin d — 9° sin 34 + 96sin 5 — g"sin 7 +-etc.),
(1 —2q cos 2 + g°)(1 — 2q% cos 24 + gf)(1 — 2q$ cos 21 + g'°) etc. —= À, (1 —2q cos 21 + 294 cos 41 — 298 cos GA + etc.).
On pourra donc donner aux trois formules de l’art. 122 la forme suivante,
\ \ . 2Kx où nous mettons æ à la place de 4, en supposant — =F(#, @), ou
RNCS AU 24% cos HT FE LA 4
TE 7 — ér 2qisin x—2qtsin3x + 2q Fe sin5x Da — 2.4 à + singx + etc.
PESTE
3) A (= (: or: agicosxagicos3x2q à à cos5x ag + ca cos7x+ete. _1—2q COS 2x + 2x + 2qh cos 4x — 2q9cos6x + etc. AA (= — (4) 1—+-2q cos 2x + 2q{ cos {x + 2q° cos 6x + etc.
1 — 2q cos 2x + 2q+c0s 4x — 2q9 cos6x + etc.”
Aïnsi nos trois fonctions trigonométriques de l’amplitude sont exprimées par des suites régulières, dans lesquelles les exposans de g sont, d’une part, les quarrés des nombres naturels ; d'autre part, les quarrés des nombres impairs divisés par 2.
128. La forme de ces expressions très remarquables nous conduit à considérer deux nouvelles transcendantes © (g, x), A(g, x), ou simplement ©x, Ax, dont les valeurs développées en séries sont :
Ox = 1 — ROSE COS 4X — 2q9 cos Gxrr € Fcos 8x —etc., (4) F Ax = 2q* + sinæ— 2qsin 3xb2q® à sin 5x — 2q cs sinrX + etc.; et comme, en mettant x+i7, au lieu de x, on obtient | O(x +iT) = 1 + 2q cos 2x + 2qf cos AT + 2q° cosOXHelc., Gas) A(XTH37) = 2q*c0s XL 2q*cos 3x 29% cos5x-2g* cos7æete., il s'ensuit que les trois formules précédentes pourront être présentées sous
cette forme très simple :
sin 4 +) = — (4)? ÿs jar (16) cos À ) =() ps Fe ) A À eo ie (KY dép 7)
129. Outre les formules des deux articles précédens, on doit encore à M. Jacobi la formule suivante :
sin ste Le qg° sin de + q'°sin Het.
2Kx 2 2 2 2
ant 4C5)= x 3x 5e 7x 9x
(17) cos 2 MAS AE d COS TE Q 1008 eq} COS etc. __ sin za(r + 2q cosx + q°)(1 — 2q° cos x + qf)(r + Ro cos x + g°) etc. 7 cos x(1 — 29 cos x + q°)(1 + 2q° cos x + qt)( 1 — 29° cos x + 9°) etc.?
que nous allons démontrer.
Supposons F4, ®)—=F(#, ©), nous aurons, par les formules
de la duplication des fonctions, tang +9 —A5 tango; en même temps, si lon met 5x à la place de x, dans les formules de l’art. 127, on aura
| cos! x + g° cos à x + qf cos ? x + q'? sin Z x + etc. ? A5 = (KŸ 1 + 2q 005 æ + ag cos 27 + 298 cos 3x + ete.
‘1—2q cos x + 2qt cos 2x — 2q9 cos 3x + etc.’
1 | En). sin x — q° sin ÿ x + qf sin 5x — q'? sin 2 x + etc.
Multipliant ces deux équations, on aura la valeur de tangoAc, ou celle de tang+4 (+); mais le produit ainsi trouvé n’est pas réduit à la forme la plus simple dont il est susceptible.
Par les formules de l’art. 128, on a
AA (PS) tan gA(2 2Kx\ __Ax@(x +; z+37r)
T— @xA(x + 7) 1a)
Mettant 2x à la place de x, le su membre deviendra Actango ou lang +9 ; on aura donc
a5e(2+7 (18) tang (2) — —— . TL.
Ce)
130. Maintenant, 1l faut faire voir qu’on peut mettre sous une forme
plus simple le produit désigné par Ax@(x+ 27). Or, en combinant les formules de Part. 128 avec celles de l’art. 127, et faisant
: PA CN Aës te — A fic 6 C=x=g (©) (4), on a ces quatre nouvelles expressions :
Ex = C(1—29co82x4q°)(1—2qcos2x+-q6)(1—2qcos2x+ q°etc.,
Ar 2qéCsinx(1—2q"c0s2xqi)(1—2gicos2x--q) 1—2q$cos2x+q'*)etc., (19) O(x+ 17) —=C G +2qcos2x+q")(1+2qcos2x+q5)(1+#2q$cos2x+ q'°)ete.,
Afx+ 357) = 2q1 Ccosx(1 +-2q°cos2x+q#)(1 + 2q{cos2x4-gf)(1+2q$cos2x+q'*)ete. Faisant donc de nouveau ei = V, pour décomposer les facteurs trinomes,
chacun en deux facteurs binomes, on aura
AxO(x +27) — 2q° C*. en ;
ZN)=(V —V)| En A den PAIN co re à NN qi -1+g°V? etc. Lg Vip IN gi 1 V etc
Mettons, dans cette dernière équation, Vy/(—4) à la place de V, nous aurons
—— VIH SV NTI cg VS 1 qi Vs 15 Ve etc.
ZVV—7)=—(% reT)| 1 Ver VV 1 + SV etc
Donc, {V)=— V'y(—9) .Z(NWV — q). Supposons que la valeur développée de Z(V) soit Z(N) = a(V'—V) + EVE) VINS) + etc. ,
on aura
LIVE = — à (ÈS) + E(LÈONS) — (ORDEE) d
Multipliant de part et d’autre par — Vy/(—9), on aura cette seconde expression de Z(V)
aV + aqV3 — Ga + TAN — etc.
AND — ÉVS HV ÊVS E VTT — ot
Comparant les deux valeurs de os on aura, par les puissances positives de V, comme par les puissances négatives, les mêmes équations de condition, savoir, É—aq, y=—ag, d'=—ag, = ag", (= ag", etc.,
et par conséquent
PV) = NV OV VS) VV) og VV) qe (VV) -pete.].
Dans cette expression, les puissances de 9 ont pour exposans la suite des nombres triangulaires, ét ces puissances offrent alternativement deux termes
positifs et deux négatifs.
D’après ce résultat, on a la formule générale
(20) Ax@(x +57) = M(sinx <q sin 3x — q° sin 5x — gf sin 7x + q°° sin 9x +etc.),
dans laquelle mettant x+2# à la place de x, et observant que O(x+ 7) = @x, on trouve cette autre formule A(x+:7)0x=—= M (cosx — q cos 3x — q° cos 5x + q5 cos 7x + q'° cos 9x — etc.). Si on met +æx au lieu de x, dans ces deux formules, et qu’on divise une par l'autre, on aura la première expression de tang ie FAR
‘Tone III.
donnée dans Part. 129. Quant à la seconde expression, elle résulte im- » qe L x F X FT I Un
médiatement des valeurs de A3x © (+2) et A(+T)0x, déve-
loppées en facteurs trinomes, d’après les équations (19). Nous ferons
voir ci-après comment on détermine le coeflicient M qui entre dans
ces formules.
$ IV. De quelques séries dont les sommes peuvent étre déterminées par les fonctions elliptiques.
132. Avant d'aller plus loin, nous allons sommer différentes suites ordonnées suivant les puissances de 9; elles offrent des résultats très remarquables , qui se réuniront à ceux que nous avons déjà obtenus (art. 121 et 124), et à ceux que nous donnerons ci-après, dans le Ç VII.
Si l'on fait x —0o, ou seulement x infiniment petit, dans les équations (13) et (17), on aura les quatre formules suivantes :
KE gi 3q+ + 59 —7g à + ete.
I re. G an 2q9 w 2q'5— etc.
:(É)— GHqi+gi+qi ete.
F) 1 aq + 2qt—2q + 2q 5 — etc.
ne FETE 1 + 2q H2gf+ 2q9 + 2q'$ + etc.
G)= 7 1—2q Core 2q'6 — ete.
où l’on voit six séries différentes dont il faut trouver les sommes séparément.
133. Soit I1(Æ) la fonction inconnue de Æ, par laquelle doit être exprimée la suite 1 + 2q + 29f + 299 H2q + etc.; la troisième des équations (21) donnera 1 — 29 2qt — 24 + etc. =(K} [(Æ), et par conséquent
“ea e
1 + 294 + 299 4 29 + etc. —= [(X) ;
or, en mettant gf au lieu de g, ou A, au lieu de #, dans l'équation supposée 1H 2q + 2g*+ 2q9 + etc. =U(4), on a
1 + 294 295 + q$ etc. = TT(A,).
D'un autre côté, puisqu'on suppose que #, k, h;, sont trois termes con-
sécutifs dans l’échelle dont l'indice est 2, on a, par la propriété de cette
échelle, K=(1+A)H=(1+A)(1+#24,)H, — ; nl:
TN TESTS H;; donc, VE, = TV? v’K; de là et de léquation
(A) = - Eae — [(k), on tire
HUPRR NUE)
H, VK°
<= Sn
Le premier membre est la même fonction de gf que le second de g; donc,
E est une quantité constante. Or, lorsque £=0, on a g9—=0, K=:i7
2K et Rp r ; donc la constante — Pas et par conséquent [(4)— / (=). Donc on a la formule
1 + 29 + 2944 299 + 2q" + etc. = w e)
au moyen de laquelle on en trouve plusieurs autres, telles que les sui-
vantes :
1 — 2 4 298 — 299 + 2q$ — 24% + etc. = VE)
1H 29t H 29" agi hragit etc. = EU DES g+ ++ Het e ve:
in 3qi + 59% — 7g* +etc. (€) GkKY à 1 — 3q° + 5q$f — 7q% + etc. nn :} (ak), s'igti te ge gi +4 De ces deux dernières on déduira, en mettant g° à la place de 9, ou 4, à la place de X, et réduisant, les deux suivantes : 1h 9 PH 9° + ge. =" VC 1 — 3q + 59 — 179$ + 0q° — 119$ etc. = qg (2) KR.
On voit maintenant, par la valeur de la suite 1 9° gfh etc., comment a été trouvé ci-dessus le coefficient A,, d’où l’on déduit le coef-
ficient 1e, Vent /KNSS ter C=i= ) (2kKŸ, le même qui entre dans les valeurs des fonctions @x et Ax développées en
facteurs trinomes (Éq. 19).
134. Pour déterminer le coefficient M dans la valeur de Ax@(x +—2iT),
art. 131,s0tx=27, on aura
en de 2 ME LEA ES ST PA Caunt fourt Men Ho) Hi nt UE Or on a A = 29 C1 + gt) (1 Hg) (1 gi), ete.
OP =C (149) (1495) (149), ete., 7 = 3% 5 2 Cap.
de QE 7 C:6'; donc — 2ëg i CE es NE Mere + 99 + etc. 2 C s) Er
135. Pour trouver d’autres formules, nous réunirons d’abord ici quelques-unes des principales valeurs des fonctions x et Ax:
00=4/(%), Ao=o, OCTO CIEENON =) =); à quoi il faut ajouter qu’en supposant + infiniment petit, on a OC ces valeurs se déduisent facilement des formules déjà démontrées.
Cela posé, si l’on fait x=o dans les équations (19) et (20), on en
déduira UK FU AE 1 59 — 59° — 79° + 99% “+ 119 — etc. — 29 (=) (GkY ,
Re LU gp + go + gg — geo. = g (SE) (AK)
Si dans ces deux dernières formules on met g* au lieu de g, et À au lieu de k, on en déduira
1439 — 59 — 7q + 0 x 19% — etc. = 9 rene sy UE
136. Nous joignons ici le tableau des diverses formules que nous venons de trouver, et de quelques autres qu’on peut aisément en déduire par le procédé indiqué art. 123.
— g— qg° + q'+ q— g—etc. LS GE oO)
110 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 1 +2 + 2g{ +29 + aq ete. = 7):
1—2q + 2q8 —2q5 aq" — etc. = (À):
Lt 007 27h29" +ete. = EU /(E > g Hg + g5 + 9% ac UT / =), 1+ 29° + 2q° + 2q + 2g° + etc. = EL +#) |,
1 — 29 2q9— 2q8 eq = etc. = VE VX),
1— 2q4 + aq" — 2486 + 268 — etc, — VE , (= V#), EME PEU er += 4/5), + + 9 + g" += 4/2),
RE ERP +ei.= 14/1560 —#)], (IQ 1+g + a+ + ge +ete.=g /(E VE),
PE 7 ARTE ete i/( VE),
Lg — gg ge —ete =g, do) VC v#),
1 — 3g + 59 — 79 + gg — etc. — qi (EN EVE,
1—5g +99 — 79" + 97" — etc. = HO) :
1 — 3q + 5 7 q%8 + 9gf° — ete. = 97 1E) VEBVE),
QUE ÉSONERNN TEEN AE Eve, = ) a+ a WT,
14 3q —5q 7 + 9q HE r11q$— ete. = 29 rATÉES (4! Ÿ,, 1439 —5q— qe og 1 1q%°— etc. = g à (1 HE) CE vK), | etc., etc.
Nota. La différentiation de ces formules en produirait une infinité
d’autres l D a ee ANNEE 1 , par la substitution Tk TREK
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$ V. Usage de ces formules pour diverses sortes d’approximations.
137. Si l’on connaît le rappo:t des deux fonctions complètes K' et K, et qu'on appelle « ce rapport = ;—> on connaîtra immédiatement la cons-
tante g9—=e*, dont le log. hyp. = — «7. Cela posé, 1l sera facile de calculer, avec tel degré d’approximation qu’on voudra , la fonction K au moyen de la formule
K —7 (1 + 2q + 2qf + 2q9 + 295 + etc. }" ;
elle sera toujours très convergente si l’on désigne par 4 le plus petit des deux modules complémentaires Æ et #’, ou par K la plus petite des deux fonctions complètes K, K', qui répondent à ces deux modules. Par ce moyen, la quantité g sera plus petite que -:, et la série précédente, bornée
x . . FT à ses quatre premiers termes, savoir K == (1+29 + 2g* + 249), suflira
pour donner la valeur de K, exacte jusqu’à 20 décimales au moins. Connaissant K, on connaîtra en même temps K'= 2K.
138. Dans le même cas où g est donné immédiatement , on trouvera les modules Æ et £' par les formules suivantes, qu’on choisira à volonté,
VE — 1— 29 + 2q— 299 + 2g% — etc.
T1 + 2g + 2gt + 2q9 + 2q 6 +etc.'!
He ga + +9 +g" + get.) 2 TT 1 + 2g + 2qt + 2q9 + 2q"° + etc. ?
(24) VE 2.3 1— 24% + 29 —2q'8 + 2q% — ete.
1 + 2g + 2q4 + 2q9 + 2q'$ + etc.
V1: We 1— gi gg +9 — q0 — gt Hetc.
DORE ER gl te”
as 2 6 12 20 tC.
pre pr Ua et Mau Var HA Mae VGVA)= 9 1 + q + q° + 9° + q° Het.
La comparaison des valeurs de + y/Æet V/14ÿ/# donne cette propriété générale, qui mérite d’être remarquée :
G+g+ +98 +9" ete. ) = (149 +949 +9 etc.) (14+2g4-2gf 4299 + ete.).
A d 4 On trouvera de même, par la comparaison des valeurs de 4/4! et y/#/, cette
équation,
(1—2q° +299 —2qŸ + ete.) = (1 — 29+2gf— 299 + etc.) (1 + 29 + agf+ 2g8etc.). 130. Supposons maintenant qu’on veuille calculer les valeurs de q par
le moyen du module donné # et de son complément #; nous prendrons pour cet effet, dans le tableau général, l'équation
2q (1 +g+ qq H etc.) CEE VE 1 + 2gt + 2q 6H 2g$—Letc. 1 + 1+VE
Adoptant pour un moment la notation usitée de la première échelle, VE _1—VE8.
ee nr vz ARE TE NT
mais VP y ERA = V (=) parce que b° — Le
nous substituerons c à X et b à K’, ce qui donnera
en ba 1+b+2Vb 1+0 Donc 2q (1+ 9° + g“#+ etc.) 1 —b° À 1 + 2qt + aq + ag + etc. — Ars - )— Ve.
Mettant 9° à la place de g, il faudra mettre c°* à la place de c°°, parce won avance ainsi d’un rang dans l'échelle €, c°, €. etc. : on aura donc q 2 2 2 ?
_2g (Qæ+g" + af etc.) = yo 1 + 2q° 1 + 299 + 29% Hg + ACC, à
Avancant encore d’un rang, on aura
_2G+g"+etc) VA or 1 + 2q% + 9q4 H etc. N
Cela posé, on aura, aux quantités près de l’ordre g#, g—=3xVc*; et plus exactement, g—(1+2gt): 4/00. On aura de même, aux quantités près de l’ordre gf, g=+ Ve; et plus exactement, g=(1+g) Vice, On aura encore, aux quantités près de l’ordre g*f, Ne mel si:
_gf=3 ve, et plus exactement, g9—(1+#1ig'f) Viy/c%, ainsi de suite, Donc enfin, g est égal au dernier terme de la suite 1 00 1 000 à T7 20000 Pr 05 ser, VE, Vie, VE1/05%5, etc.
Et parce que la suite c°°, ce, çoce etc,, est telle, qu’au bout d’un très petit
nombre de termes, on aura (5 æ#)*= “+1, on voit que Vive ch sera égal
MA/E 1ÿ/c-+1, On voit aussi que la valeur désignée par 9 = Vive V'c#, avant
que c# ait atteint la limite , sera en erreur d’une quantité que l’on corrigera
par la formule POUR ei PRET g=(i+is )v (ve) La formule rigoureuse est
m étant 2“?
Lt a nca RAL RE MAI 1 + agi 27 6m 26m etc. 2 ;
c“ désignant le m"° terme de la suite Co LE rene
Nous supposons toujours, pour la facilité des calculs d’approximation, que le module # ou € est plus petit que son complément Æ’ ou b, c’est-àdire qu'il est plus petit que sin 45°. Alors la suite des modules c°, c*, c%, etc., calculée d’après les préceptes donnés dans le tome II, conduira promptement au terme c“ qu'il est inutile de dépasser. On obtiendra donc ainsi la valeur dé g avec tel degré d’approximation qu’on voudra.
140. La quantité g est exprimée, suivant les dénominations de l’ancienne Rae échelle, pare É'e; changeant à la fois c en b et b en c, et appelant r la ARS nouvelle valeur de g, savoir r=—e EÈ, ce qui donne log= log - == %*, on
aura semblablement 7 + 79 D 75" L'etc. TL" b" 1+ ar" + 270" + 2rotn etc. PAS V U
en désignant par Ÿ’ le » ‘°° terme de la suite décroissante #/, b", 6", etc., et supposant n= 2".
Et puisque dans la limite fixée, on peut supposer
g= VV) etr= Vip") où Mg" et b'= fr,
.on aura o) DA 2 F
ce qui s'accorde avec l’équation de Part. 80, tome I,
141. Si l’on désigne de nouveau par Æ°, °°, 4°%, etc., la suite des mo- Tome III. 15
dules décroissans qui se déduisent du module donné Æ, suivant la loi propre à la première échelle, nous supposerons, pour fixer les idées, que k° tient lieu de la limite, en sorte qu’on ait, d’une manière suffisamment
È < 4 {4000 approchée ;9= (Tr) Ve ). \ Cela posé, si À et À sont deux termes consécutifs d’une échelle dont l'indice est 7, on aura semblablement, ou même à plus forte raison ,....
Jet VC ; donc
(26) _n _ és}
Telle est l'équation algébrique très simple qui suppléera, au moins approximativement, à l’équation des modules pour l'indice 2. En effet, si, du module donné k, on veut déduire le module suivant À, on calculera d’abord k°*, ce qui se fera par de simples extractions de racines quarrées. £°°% étant
#900 nm
connu, on aura A°% par l’équation k°° = 4 à Ensuite on trouvera le module cherché À par les équations successives joe = 2 (nor Do DV Le PALRS 1 po ? Tips” Tara
on connait d’ailleurs les moyens les plus simples d'appliquer à ces formules le calcul logarithmique, pour obtenir plus promptement les résultats.
I en serait de même si l’on voulait calculer le module #, qui précède k, ce qui se ferait comme si l'on voulait déterminer # par A; et le degré d’exactitude de ces solutions pourra toujours être fixé à volonté, puisque
si la formule 9 = y k n'avait pas la précision suffisante, on pourrait
, 8 0000 16 00900 prendre lune des suivantes, 9 — (= ), HER re ( Z + etc., par les-
quelles l’erreur est bientôt réduite au-dessous de toute limite donnée. 142. On pourrait faire usage des formules (23) pour déduire du module donné Æ, ou de son complément #’, la valeur de la fonction complète K, jusqu’à un degré de précision déterminé, sans connaître préalablement la valeur de g. On trouverait, par exemple, en négligeant les quantités de Pordre g°, AEOT PA 10e Vi GHEVET
et en négligeant seulement les quantités de l’ordre g'°,
Tests" nee 3. sant nt
Es
OR
UE LRU 2 MUR LUE VOS +4 ]V [orne |
Mais plus ces formules acquièrent de précision, plus elles se rapprochent de la formule la plus simple de toutes, qui, dans les termes de l’ancienne échelle, est
AURAS 75260100 Fo ? y (opomise….),
de sorte qu’il devient inutile de pousser plus loin la recherche des formules d’approximation. Nous saisirons seulement cette occasion de faire voir que la valeur de la fonction complète E’c, telle que nous l'avons donnée page 114 du tome I, est facile à déduire de celle de F'c. En eflet, si l’on prend la différentielle logarithmique de la formule pré-
cédente, on aura
dE" 1/10 db db° db°° db°9°
Fe Der RCD DAC PA ANT
ne 2 EL RER | mais l’équation b ce donne nd 3 Dj) de même on a.....
db°° co°db° db à ; 3e — Le de — OC dde? etc. Le second membre de notre équation devient donc
db ER. PR SPACE I 00 1 h900 h000 4 a (I Te Cie a + OU ie à Ci CM eLC")>
t par PEns déduit EL parce qUE — PT SL , On en GEQUi
E'c c°° EN es 2 A ONE NT (01 ANA en D SUR SE 0 Pa nl d +c(i—ic = cc —etc.)=1 3 c°C (: —+ à —-
OP ele.
Cette quantité est ce que nous avons nommé L; ainsi l’on aura E'c=LF"'c.
B FONCTIONS ELLIPTIQUES, _$ VI. Diverses propriétés des fonctions @(q, x) et A(q, x).
143. Ces fonctions, qu’on peut considérer en elles-mêmes et sans aucun rapport aux fonctions elliptiques, ont été considérées jusqu'ici comme se rattachant, par leurs deux élémens g et x, à la fonction de première
A Li 4 LÉ , espèce F(4, @). La constante q est une fonction du module k, déterminée K'’ J
par la formule g=e Æ,ou log q =", K et K' étant les fonctions
complètes relatives aux modules complémentaires # et #'; la variable x est la même chose que l’arc circulaire désigné par ® dans Part. 69, tom. 1; car, suivant cet article, la fonction F(#£, @) est exprimée par la formule
K 7 d=— d;et d'autre part, nous avons supposé, dans les
calculs précédens, F(&, @) = 2%.
_ Pour développer les propriétés principales de ces deux fonctions, nous allons d’abord les considérer comme représentant les deux séries suivantes :
Ox = 1— 2q cos 2x + 2gf cos 4x — 29° cosGx + 29" cos 8x — etc., RE 2e, 35.
Ax = 2q* sin x — 2q* sin 3x + 2q* sin bx —elc., où l’on voit que les exposans de g sont, d’une part, les quarrés des nombres
naturels, et d'autre part, les quarrés des nombres impairs divisés par 2. L’inspection de ces suites suflit pour établir les propriétés suivantes :
Ox —=O(— x), Ax = — A(— x), LS O(7— x) —=Ox, A(rm—x)=—= Ax, 7 O(r+x) —Ox, A+ x)=— Âx,
ŒiT7+x)=O(i7— x), AG r+x)= A(ir— x),
et nous rappellerons ici les valeurs que prennent ces fonctions, dans les trois Cas X=0, L=ET, X=iT :
O0 — VC), | A
Gore), a ve), 7 2K 7 oK* o=,/(, A=
Ces expressions se rapportent à la quantité g ou au module #; pour avoir
les expressions analogues qui se rapportent à la quantité r ou au module K#, il suflirait de mettre X' et K” à la, place de # et K, et réciproquement.
144. Si lon met x+;:# au lieu de x, on aura, comme ci-dessus, les deux nouvelles formules :
O(<27 + x) = 1 + 29 cos 2x + 29f cos 4x + 299 cos 6x + etc. , = 3 25 AGT+ x) = 29% cosx + 294 cos 3x + 29 + cos 5x + etc. Maintenant, de ces quatre formules on en peut déduire plusieurs autres,
où il conviendra de rétablir la désignation @(g, x) à la place de Ox,
lorsque g ne sera pas la même constante, dans les diverses fonctions que l'on compare.
On aura d’abord léquation
1O(q, x) +9 (9, x+ 37) = 1H 2gfcos {x + 2q'$ cos 8x - etc., dans laquelle le second membre peut être représenté par @'gf, 2x + LT), ce qui donne la formule
©, «+04, &+27)= 20(gf, 2742),
où l’on peut observer que le passage de la constante g à gf répond à celui du module # au module h,, placé deux rangs après Æ dans l'échelle k,h,h..., dont l'indice est 2. Cette formule peut être mise sous ces deux autres formes
(0) O9, at — 37) +, sx + 47) = 20(ÿf, x),
9 O(qg',ix—: 7) +O(qt,ix + 57) — 20 'q, x).
Ainsi, on peut exprimer toute fonction @(q, x) par deux autres fonc-
tions semblables , où g est remplacé par 9*, et qui se rapportent par conséquent à un module 4,, supérieur de deux rangs au module #, dans l'échelle dont l’indice est 2.
Les mêmes équations donnent
+0(q, x + im) — :9(q, x) — 2 cos 27 + 29 cos 6x + 29% cos rox + etc. Mas on a A(q, x+i7)= 2q° Cos x 2q* COS 3X 2q* cos 5x +etc ;
donc,
O(q, x+ir)—©(g, x) = 24(gf, 2x7 +2),
équation qui peut être mise sous ces deux autres formes :
115 FONCTIONS ELLIPTIQUES, (30) pi x)=30(g , 3x+57) —30(g, 2x —357), A, 2)=10(g}, 1x4 ie) — 10(4h, 2æ—1r).
Ainsi la fonction Ag, x), rapportée au module #, s’exprimera d’une manière linéaire, par deux fonctions © rapportées au module #,: Une sem-
blable réduction peut être faite en sens inverse, pour les fonctions ©, au moyen de la formule
(31) @(gq, HO PE ox) — A (q6, T— 2x).
146. Il ÿ a d’autres formules par lesquelles on peut déduire la fonction À de la fonction ® , et réciproquement, sans changer de module ou en conservant la même constante g.
En effet, on a les équations
1 ; 3 IN2 Ax EN A (x Lg sin ® e—— G) À cos ® — T) A(x+37) k/ ©x k Ox 2
y/(1 —Z® sin° +) (4) O(x+37),
Ox Q
Ble
d’où l’on tire A°x + R'A (x Him) = kO'x, @°x — AA x —=kO (x +ir).
Ainsi la fonction © peut se déduire de A par la formule
à (32) Ox = y F Mr AE ++ 7) | ; et réciproquement, À peut se déduire de © par la formule (33) Act [> @x — F ©° (@+27) |
Une table calculée pour les fonctions © (4, x), selon les diverses valeurs de g et de x, servirait donc à en former une semblable pour les fonctions A (q, x), et réciproquement.
Venons maintenant aux propriétés des mêmes fonctions, qui résultent de leur développement en une infinité de facteurs trinomes. +
Nous avons trouvé ci-dessus les formules
9 (g, x) = C(i—2gcos2x 49°) (1—2q$cos2x+ 95) (1—24$cos2x+-q"*) etc. A (g,x)= 2° Csnx(1—2q *cos2x+-gt)(1—29#cos2x+-q8\ 1—2q%cos2x+-q"*) etc.’
où l’ona
C=—g Gi (24KY.
Chaque facteur de A (g, x), désigné par 1 — 29%" cos 2x + g#", se décompose en deux autres 1— 2q" cos x + qg°", 1H 2g" cosx + g°", de sorte qu’on aura
A) ee CA DAS — 2q cos x +- q*) (1— 2g°cos x + gt) (1 — 29° cos x +- g°) etc., A PA cos? x (1 + 29 cos x + g*) (1 2g°cos x + gt) (14 29° cos x + gt) etc. ; mais en mettant g° à la place de g, et + x à la place de x,ona A (5, x) =C. 2q% sin zx (1—2g cos + g°)(1—2q° cos x + gf)(1— 27°cos x +-g°)etc., A Gene) CA 24% cos + x (1+ 29 cosx + g*)(1 H2g° cos x + qf}(1 H-29cos x +qf) etc. Donc :
ne 1 ; La constante C' est ce que devient C lorsque g se change en 9°, ce qui change en même temps #, #', K en #4,, #”,, K,, À, étant le module qui précède # dans l'échelle dont l'indice est 2. On aura donc............,
C'= MONE ÿ. ou en substituant les valeurs K, — (1 + #) K;
ak CAL SAT ON En k RU, =, C=g (CE) GARE # De Th...
C __2RKE\Tà | & —= (=) — ——- — D. D'après cette valeur de D, on aura Îa G 7 ®(g, 0)
formule
(34) A(g,x)=DA(g",5x)A(g",ir—%x); on trouverait de la même manière
(35) | @(g,x)—DO (7,:x)@ (g', 37 —3x).
Les fonctions @ et A, qui se rapportent à la quantité 4 ou au module #,
peuvent donc être exprimées chacune par des fonctions semblables qui se L . » \ L.d
rapportent à la quantité 9°, ou au module #, qui précède # dans l'échelle
dont l'indice est 2.
148. Pour parvenir à d’autres formules, prenons à volonté les fonctions F(k,®), F(k%, Ad) et les variables correspondantes x et y, telles qu’on ait 2Kx . 2Ky = F(4,@),. DR F (4, +).
Désignons de plus par w et y les amplitudes qui satisfont aux équations
120 FONCTIONS ELLIPTIQUES, K (x / RELIEF, n)= FH 0) + (4, Ÿ), K(x — 2 (5) DEF(E,V1)=F(k,0)—F(, d) nous aurons par les formules connues
sin? ®@ — sin? À - 1 — &* sin“ @ sin° 4 ?
___ cos” ? cos? Ÿ — £'? sin° @ sin COS LH COS = NT URI ee dan LE 1 — £* sin° @ sin° À
sin {4 Sin ? =
Substituant les valeurs
ine=(} nya cse=(#) Lois 37)
et les valeurs semblables des autres sinus et cosinus , on aura les deux équations
A(x+y)A(x— y) __ AxO°y — A°yO'x
O(x+y)O(x— 7) 10° — AxA°y ?
£ A(x+yt+ir)A(x— y + 27) — G+i 7) A (y +2 7) AaAy Fa O(x+y)O(x— 7) ©°xO°y — A°xA°y
Dans les premiers membres de ces deux équations, on connaît les facteurs trinomes des deux termes de chaque fraction; et par l’expression générale de ces facteurs, on trouve aisément que chaque fraction est irréductible. Il en sera de même des deux fractions qui composent les seconds membres ; car, Supposons, par exemple, que le dénominateur @*x@*y — A’xA°Yy
. . ; Q A ait pour facteur y — à ; si le numérateur A’x@°y — A°yO’x avait le même facteur , il faudrait qu’on eût tout-à-la-fois ©°x = b*A°x et A°x = bO°x,
. Ac .
en faisant d = 5 ces deux conditions ne s’accordent qu’en supposant œ b=Æ 1; mais alors on aurait @x= A°x, équation impossible dans tous L LA "à Ax e 0 L4 les cas, puisqu'on a généralement = —= Ar sing, et par conséquent
A°x<KkO°zx. Si l’on supposait, en second lieu, que le facteur commun aux deux termes de la fraction est une fonction de x et y, désignée par f Tr) alors, en donnant à x une valeur déterminée 6, l'équation f(x,7)=0 serait satisfaite par une valeur aussi déterminée y =@, et l’on retomberait dans le cas démontré impossible
149. Cela posé, on ne peut satisfaire à nos deux équations que par le système des trois équations suivantes, dans lesquelles A est supposé constant :
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AO'r-HY)O(œ—7) = 0107 — AA y, 66) AAG&HTIA(E —ÿ) = AO — AYO'E,
L AA(-HY + 2m) A (ay 17) = A7) Ar) AA.
Pour déterminer A, nous supposerons, 1°. dans la première équation, æ—=0 et y —0; 2°. dans la deuxième, 7 —0; 3°. dans la troisième, xæ—o et y—o. Ces trois suppositions donneront également pour ré- 2K4 ( sultat À —@°0 = —.
150. Au moyen de l'équation (34), on peut donner à la seconde des
équations (36) la forme suivante, en observant que AD°—:,
2.02 2402 : 3+Y : LT à Ad / Ë Tnt A°xO°y — A'yOx = A( + 2) 4 (7 ; 7) 4( x >) 4 (4 | ———) Le premier membre de celle-ci est composé des deux facteurs AxOy—AyOx et AxOy + AyOx. Quant au second membre, on peut essayer différentes
manières de le décomposer en deux facteurs qui répondent aux deux précédens ; mais la seule combinaison admissible est la suivante :
NE DEN NEE RE ne Ee ) cu A(g, x)®(g, y) + A(g, y)®(g, x) =A( 4 2 à (x À = 2)
où l’on voit que les deux équations se déduisent l’une de l’autre, en changeant simplement le signe de y.
Si, dans la seconde, on fait y = 2x, on aura
Or, de la valeur A (a; =) = VE 2) ), on déduil A4, z) ui? VE) — / (S; donc,
KyAY,, :
Cette formule, la plus remarquable de celles que nous venons de rassembler, offre le moyen de déterminer très simplement la fonction ©(q, x), en supposant connues les fonctions À, puisqu'elle donne
(38) @{q; x) = (EM A(g?, A(g; x)
7 Ag» &) Tome III. 16
122 FONCTIONS ELLIPTIQUÉS,
Au reste, on peut démontrer cette formule d’une manière directe, qui servira de vérification aux calculs précédens.
En eflet, on a
A(g ; x)=C.2gisinx(r—2q°cos2x-gt)(1—2gcos2x+-f)(1—2q6cos2x+-q"") etc., A(g°, Li C'ag$sinx(1—29 cos2x+q")(1—2q°cos2x+g4)(1 —2g°cos2r+-qf ) etc.
Et puisque tous les facteurs trinomes de A(g, x) sont CODDS parmi les
facteurs trinomes de A(q° , &), il s'ensuit qu’on aura
AG, x) _ C x , AGE Ps = q TECE ag cos 22 q2)a 27 cos ar ot)(r 2 245 dos 2.0 + q°) etc.
Ainsi, pour que l'équation (38) ait lieu, il reste seulement à démontrer
qu'on a C= FRE = ñ or, c’est ce qui résulte des valeurs connues de C et C.
151. D’autres combinaisons des formules déjà démontrées conduiraient à de nouvelles formules, dont l’application peut être -utile. Prenons, par exemple, dans les art. 128 et 129, les deux formules
2 À AFx@(irLix) sin ® = tang lp ser se 7e Ars G) 4 817 Toira(irpix)?
2tang 7 @ 1—+tang+0 ?
donnera la nouvelle équation
puisqu'on a sin® — la substitution des valeurs précédentes
Ft Ar __ 2 A;mO!DA(ir+ix)O(irtir) OL Aix O(irt ir) HE’ ix A'(ir+ix)?
dans laquelle toutes les fonctions © et À se rapportent à une même valeur de g. Maintenant, pour réduire le numérateur du second membre, mettons g* à la place de g, dans les équations (34) et (35); ces équatons deviendront
A (g°,x) = D'A(q,1x) A (g,37—1x) ® (°,x) = D'O(g,ix)O (q,i7—4r),
et la valeur de D’ se déduira de celle de D — ( ns V4 en mettant 2 à Ja F
place de k, ce qui donnera D’— ETS = (= v£ ÿ.
Multipliant ces deux équations, et observant qu'on a @(ir—:x) = O(ir+ix) et A(tr—ix) = Air 4x), le produit sera
A (g,3x) @ (g,2x) N(g,.2xH5r) O (g,:x+Er) K = (5) A(,x)0 (7 x)= PV. A (gx) O(g',x).
Mais par l'équation (38) on a, en mettant g* à la place de g et k au lieu de 4, HY/A\3 KA\3 A (gx) © (gx) = (A) A (Ge) = (EE) A (gx);
donc le second membre de l’équation précédente se réduit à K\° (=) GA} A (gx Cela posé, l'équation que nous voulons réduire deviendra
2K£ f2KE
) Ox—A 1 xO(ir+:x) HO" ixA (ir +ix); mais par les équations (32) et (33), on a
A'LxO* (17 1x) +O'1x A (im bix)= RO — Al x)
4 À 2Kk/\?2 Donc enfin si l’on fait C/— 0 — (==) > on aura
(39) C'Ox=Oftix — Afix, équation dans laquelle les fonctions sont rapportées au même module #, ou à une même valeur de g. Cette équation serait utile dans la construction d’une table des fonctions @x et Ax , puisqu'elle servirait à déterminer la fonction ©x par deux autres fonctions rapportées à une variable plus petite 2x. Il est possible aussi d'obtenir un semblable résultat pour les fonctions Ax.
192. En effet, si dans l'équation ) A (rx) 1—tang°1@ ( a 1+ tang” ,® on substitue la valeur de tang ! @, et qu’on ait égard au résultat précédent, on aura cette nouvelle formule,
À Ep ae ER
cos P =
combinant cette équation avec l’équation (39) et avec l’équation (32) mise sous la forme Ax= k©'x— KA (Gi 7—x),
on voit la possibilité de calculer les fonctions @x et Ax par le moyen des fonctions O =x et A:x. Ces formules résolvent donc assez simplement le problème de la duplication de la variable dans les fonctions x et Ax.
Réciproquement, an pourra résuudre algébriquement le problème inverse, qui consiste à déterminer @ixet Aix, par le moyen des fonctions @x et Ax: En effet, soit Ox = a, Ax=Dd,A(i7—x)=—=c, on déterminera c, au moyen de & et b, par l’équation (32), qui donne k!c? — ka? = m:
Soit ensuite ®° — et A° = À, on aura les deux équations à résoudre
Ce () — À: — 782 + A#,
ou en faisant — }°2,
AM(Z— 1) = Ca,
M(2—E 2H: )= Ce n).
_ha+o(y nue vd'aifs a— ÿ/ (a — El) CURE
De là résulte
Le
ainsi l’on connaît Z et À, et par conséquent aussi 8 — 14/Z.
153. Il nous reste à déterminer les fonctions x et Ax pour de très petites valeurs de æ.
Pour cela nous développerons les valeurs de @x et de O(7 + x), en négligeant les quantités de l’ordre x‘, ce qui donnera
Ox = Oo + 4x° (q— gt + ag? — 16q'$ + etc.), O(x+ir)—=©Oi7— 42° (q + 4gf + 0q° + 16q'$ + etc.)
Les suites qui multiplient 4x° ne sont point comprises parmi celles qui ont été déjà sommées ; elles pourraient cependant se déduire des deux premières formules du tableau (23), en les différentiant par rapport à g ; mais on trouvera ci-après, $ VIF, les valeurs cherchées |
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 128 K? EL! 1 on nie ae (: —+) Vs), q + 4qf +99 + 1695 + etc. — Pc a (R—#") V o
Donc, si x est assez pelit pour qu’on puisse négliger les quantités de l’ordre
x‘, on aura Ox = O0 Li+ aise el
O(:7 x) =O; rfi? sd ke) |. 1
Pour avoir une semblable expression de Ax, sans être obligé de sommer une suite que nous n'avons pas encore considérée, je reprends l'équation
. 1\3 Ax 2. s : ; à sin ®—(;) —, d’où résulte Ax — k* Ox sin @. Mais on a l'équation &/ ©x?
abs = F (4, ®), dans laquelle la supposition d’une amplitude @ très petite
donne Es —çg(i+zk"e"); de là résulte ® — 2e (1 — 5 #4) —
2 ET , etsinpæ=q(i— 30) = 1 — a (z + #) æ° |
Es cette valeur et celle de @x dans l’équation Ax = À° @x sin ®, on aura
(42) Pi ei (4k'}° Te LEE 5 La BV
Ces formules supposent qu’on peut Pa les quantités del’ordre K{x{, ou celles de l’ordre @f par rapport à l’unité. Aïnsi, si l’on veut qu’elles donnent dans les valeurs numériques dix figures exactes, 1l Aude que @ n'excède pas 10° 53", ou que la fonction F(£, ?) n’excède pas de la fonction complète K.
31 ré 154. Considérons encore la formule
Ox = Cr — 2q cos 2x + q*)(1— 2q° cos 2x Hg) 1— 2q9$cos 2x + q'°) etc.,
dans laquelle le second membre est composé d’une infinité de facteurs de la forme 1 — 2q" cos 2x + q"", m étant un terme quelconque de la suite 1515 ,:28-7YeLC,
On sait que la quantité 1 — 24 cos 2x + 4° peut être regardée comme lun des z facteurs qui divisent la quantité 1 — 24" cos 2nx + a”, Ces x facteurs sont
126 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 1 — 24 COS 2X + 4°, 1 — 24 COS (2x + a) + a”, I — za cos (2x +1 R) a”
1 — 24 COS (x + — — r)+ a.
Si donc on fait le produit des 7 fonctions O10 (x+7)0(x+7)0(x+%)....O(x+ 7), ce produit sera égal à
C7 (1—29"cos2nx 9%") (1—2q%"cos2nx+q") (1—2q5"cos2nx+-q"°") etc. Or, 2 étant un nombre impair à volonté, si l’on suppose que h est le mo- Atle qui suit # dans l’échelle dont Pidbee est 2, la quantité qui est q pour le module #, sera g" pour le module k, et la DRE © (g", nx) sera ainsi exprimée © (g'",nx)=C(1— 29" cos2nx + qg°") (1— 29° cos2nx +qf")(1—2q°"cos2nx +ç'°")etc., C/ étant ce que devient C lorsque # se change en k et g en g”. On aura donc la formule générale
(4,x)O(q,x +7) 0 (x +)... O(q,x + r)= 6 O(q", nx); on aurait de même A (gx) A (g,x +7) A (ax +2). A (ga + œ A(gy na);
car la démonstration relative à cette seconde formule ne diffère de la précédente qu'à raison du facteur 2 sin x qui se trouve dans A(g, x). Or, en vertu de la formule connue
2" sin æT Sin (x + 2) sin(æ+ 2)... sin (x + r)=2sinnx,
la loi du produit général sera toujours la même.
K 155. Maintenant nous avons la formule k° sin À (= =) = , dont
Papplication répétée z fois donnera
Æ' sin 45 Sr: ES si D ASH... sin tent +=) … A (q, x)A (a x +°) A(gx +)... A (9 EG (rx+")0 (gx +2)... (4 Or, il résulte des formules précédentes que le second membre se réduit à
A (g", nx) ; À s Te (=) (gr, rx)? qui est la même chose que k* sin 4 y)
Donc, on aura enfin
(43) sin 4 (ES ls sin 4 ( S) si n À es) A(ÈE ss 6
formule qui s'accorde avec celle du n° 10 du I* Supplément, et d’où l’on déduirait aisément l’équation des amplitudes marquée (32) dans ce même 2Kx
RER PRTeUE Une semblable analyse , appliquée à la valeur de cos 4
a) cts conduirait à l'équation des amplitudes marquée (34). Nous remarquerons ici que c’est par l’application des formules du théorème II que nous sommes parvenus à exprimer les fonctions trigonométriques de l’amplitude par le moyen des deux fonctions © (q, x), A(q,x), et que réciproquement les propriétés de ces fonctions nous conduisent aux formules principales du théorème I. Nous obtenons ainsi une confirmation très satisfaisante des deux théorèmes généraux qui renferment toute la théorie de la transformation des fonctions elliptiques de la première espèce.
$ VII. Nouvelle formule relative aux fonctions elliptiques de la seconde espèce.
156. Nous avons fait voir que les fonctions @x et Ax donnent les moyens d'exprimer les fonctions trigonométriques de l’amplitude qui répondent à
k 2Kx : . / une fonction donnée F@ — -— ; ces mêmes fonctions vont nous fournir des
formules nouvelles pour exprimer les fonctions de la seconde espèce, et
même celles de la troisième.
E(x +. Es 7),
Reprenons pour cet effet l’équation Ag — (4Y dont la différentielle logarithmique est
— k* sing cos@ de _dO(x+ix) dOx.
1—ksin® ‘dr E(x+isr) Ox ?
si l’on y substitue la valeur Has 7e AY, qui résulte de équation Fo — $ dx F ? SEtdu T on aura Lu eKy sing cose __ de (x + LRU dx F A TT O(w+ir)dx Oxdx
Soit FZ une seconde fonction telle, qu’on ait
2K F = — (œ+ir)=Fo+ TE, on aura, par les propriétés connues ,
EE + Ep — Eh sing sing = 60e;
; : E' » . : QE et si l’on faite, EÉ’ désignant la fonction complète L'Æ, on déduira de
ces deux équations,
£° sin ® cos® RE D (Ep — 6) — (EC — Fé).
Combinant ensuite ce résultat avec celui qu'a donné la différentiation, on trouve l'équation
do d3 + ir) À (EP — F0) — = (Er
dans laquelle il importe A remarquer que les deux membres sont des fonctions semblables, l’une de x, l’autre de x +17.
Nous conclurons de là que chaque membre est une quantité constante (*);
et comme le premier membre s’évanouit en faisant x = 0, et par suite, ®—=0 nous aurons généralement
(44) É(Ep—Fp)= EE — ainas— Sgen fet ragisinbe ele
Oxdx 1—2gcos2x + 2q4 cos 4x — 2q9 cos 6x + etc. *
formule qui servira à déterminer la fonction de seconde espèce E® , au
: _ : K moyen de la fonction de première espèce F9 = L _ \
de sorte qu’on aura cette expression de É® en fonction de x,
q sin 2x — 2g! sin 4x + 399 sin 6x — etc.
1 — 2g cos 2x + 2q+ec0s 4x — 2q%cos6x + etc.”
EE
On peut aussi remarquer que, dans cette formule, l’arc x est la même chose
que la limite désignée par ® (n° 69, tome I) des arcs +, Fe gr etc. . : : - : 2Kx 157. Si l’on suppose æ infiniment petit, ce qui donne Ep = = ——,
on aura K—p—2" 2 49t+ 99 — 167 + etc.
OK 1— 29 + 2gf — 2qg9 + etc. ?
et en substituant la valeur connue du dénominateur du second membre, on obtient la somme d’une nouvelle suite fort remarquable, savoir,
(46) g— 49 + 9q9— 16q"°+ 259% — etc. — me 2) /C);
c'est ce qu’on trouverait également en différentiant par rapport à # la seconde des formules du tableau donné ci-dessus, n° 23.
La même formule peut encore se vérifier en substituant dans le second membre les valeurs des fonctions complètes E' et K, développées suivant les puissances de k* dans les formules de l’art. 48, tome I. On trouverait ainsi , en négligeant seulement les quantités de l’ordre gf,
me G+IE+ ae)
ce qui est la vraie valeur de q.
Enfin, la même équation peut être vérifiée jusqu'a la douzième décimale, pour le cas du module 4 —sin 45°, au moyen des valeurs connues
() Poyez le $ XI, où cette conclusion est rigoureusement démontrée.
Tove III. 17
1 30 FONCTIONS ELLIPTIQUES g=e ", log K=—0.26812 72224 12, et K — E' — 0.50343 07962 53. 158. Soit Fo la fonction qui sert de complément à F@, en sorte qu’on ait F® + Fo = F'k, ou, qu’en faisant Fo = A onatx+y=3:7. En vertu de cette supposition, on aura Ep + Eco = E' + sing snç = E' + ET.
mas, d’après la valeur y = 7 — x, on aura 2 2
g sin2x + 2gt sin 4x + 3q9 sin 6x + etc.
1 + 24 cos 2x + 294 cos 4x + 2q9 cos 6x + ete.”
RE D F4 ue
donc, en ajoutant ces deux équations, et réduisant, on aura la formule sui vante, qui coïncide avec celle que donne immédiatement la différentiation (art, 10
27 qsin2x —2q{ sin 4x + 3q9 sin6r — etc.
47) Rsingcos® _ K'1—29cos2x + 2qcos 4x —2q°cos6x + ete. (47 Ag Eat nt gsin 2x + 2gfsin 4x DE sin 6x + etc.
; ; k $ Kx Soit æ infiniment petit, le premier membre se réduira à 4° ou #.—
sn 27 et en divisant de part et d'autre par —=.2x, on aura
K IS re q— 4qf + 999— 16H etc. | q + 4qf + 9q9 + 16q'6 + etc. 27° 1—2q + 2qt — 299 + etc. 1 +29 + 2q4 + 299 + etc. |
. . K La première partie du second membre = 52 (K—E"); donc, on a la nou- F
velle formule Le Lu 4 4qf + 95 + 169 + etc. K ep pis ago pag pee (PAR),
; : ; 2K ou en substituant, au lieu du dénominateur, sa valeur V=
(48) g +49 + 99° —+ 16q"° + CLONE LE — k®%K) Ve.
On obtiendrait ce même résultat, en différentiant, par rapport à #, la première formule du tableau (23).
159. Soit L une amplitude qui satisfasse à l’équation F4 = 2F9, on
aura
pet 2Ep — Ed = # sin*@ sin = HER
1— k? sint®
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 131 Quant: à la valeur de E4 , elle se déduit de celle de Eg de l'équation (45),
en mettant dans le second membre 2x à la ES de x; on aura donc
——… re ee es ————
2k? sin cospAP __ K'1—2qcos27+ a cos 4x — 2q9 cos6x ages etc. 1— sn — 2x qsin4r—2qtsin 8r+ 3q%sin127—etc.
K'1—2gcos4x+ 2qtcos8x—2q9cos 12x-+ etc.”
4Kdzx
. . AA d À c'y . »
Multipliant d’un côté par —, de l'autre côté par ——, et intégrant,
on aura log A’ — log (1 — k*sinf®) = 4log Ex — log 2x, ou
Oix(1 — 4 sint?) — A'O2x.
On déterminera la constante A’ en faisant @—=0 et x = 0, ce qui donne INSECTES ee)
Cette formule apprend déjà que si l'on peut négliger siné @ par rapport à l’unité, on aura d’une manière très approchée @fx = A’O2x, ce qui donne un moyen très simple de déduire @x de O2x, ou @2x de Ox, lorsque x est très petit.
Si ensuite on substitue, au lieu de sm, sa valeur(1) 4 Sp On aura l’é-
quation A'O2x = Ofx — Afx, qui s'accorde avec la formule (39) déjà trouvée.
160. La fonction @x étant développée en facteurs trinomes, comme il suit, Ox —=C(1—2q cos 2x + g")(1 — 2q° cos 2x4 g°)(1 —2q° cos 2x + g'°)etc.,
on en tire, par la différentiation,
(dex) __ 4gsin2x 4g° sin 2x MN te sin 22 Ordr — 1—2q cos 2x + g* +7 1—2q pe Per 1— 29 $cos2x + gro + etc. ;
mais par une formule connue, on a
gsin2x
ee ——t Es a ke que ü 1— 2q COS 2X + q* — 4 sin 2x + q°sin {x + g'sm6x + etc. ;
donc, le second membre de l’équation précédente peut se développer ainsi :
4g Sin2x + 4q* sin 4x + 4q sinGx + 4gfsin8x + etc.
+ 4g$sin2x + 4q$sin4x + 4g° sin6x + 4g'sin8x + etc.
+ 4g°sin 2x + 4g"sin4x + 4qsn6x + 4g*sn8x + etc.
+ eic., et si l’on fait une somme de chaque ligne verticale, cette ni) deviendra
fg_;; (CRE kg Âq Fa in 2 et 4x + pa Le Th HS
D | À sinôX + etc.; donc enfin, l’équation se pourra s’écrire ainsi :
(49) Ep x + (- Pr sin 22 + À sin 4x + : TL sin6æ etc.)
s : : . ; : K Si l’on fait x infiniment petit, ce qui donne Eg = 9 = , on aura
la formule
E =Kk—7 il + LES Ts +ete.),
Dan 0 = qui servira à calculer la fonction complète E', par le moyen des fonctions de première espèce K et K’, avec lesquelles on peut déterminer g. On déduit de là la somme de la suite
(Éc) tt tt a Se M AS (RE)
LE
Dans le cas de x —7, qui donne F9 —}©K, on a, par deux expres-
IS
sions différentes,
PUER FA r 27 METRE qi EPS E TK 1— q° Tea q° — etc.),
271 said. Era sud Hit Ep=iE +7 Fine a + ete. ).
Mais alors on sait que E® — +E'+21(1—#); donc
DK q Ch CE ( 1) TT 1— 9° RP de elc 1+ q° Free
ee des deux suites contenues dans cette double équation se démontre en développant chaque terme du premier membre en une série horizontale, puis sommant les lignes verticales d’où résulteront les termes successifs du second membre.
Si l’on différentie la formule (49), on en déduira
a, La */gcos2x | 2q°cosÂx 3qcos6r ) (52) M tre LH fes Cr ANRT —- etc. ).
Le cas de ®@—0 a déjà donné un résultat au moyen duquel cette équation peut se réduire à la forme
6 7m fqsin®x , 2q°sin°2x , 3q°sin°3x MEN ke er us es + etc.) ;
nouvelle expression assez élégante, qui peut servir à déterminer l’amplitude par la fonction.
En supposant @ infiniment petit, on tire de cette formule la somme d’une nouvelle série, savoir, 2°q* Sn GRH HS + ete = TE;
la même somme a lieu, d’après le tableau (23), pour la série qui résulte du développement de AE EE as NE te AE, LE.)
Ainsi ces deux fonctions de g doivent être identiques, et lon peut dire de combien. de manières un nombre donné N sera la somme de 8 nombres triangulaires. Si le nombre N+ r cest premier, le nombre de combinaïsons dont il s’agit sera (N + 1) + 1.
162. Si dans la même équation on fait P—=:37, et par suite x = 27, on aura la formule remarquable
q D 4 EK° EH) pete site =
Et comme le second membre est aussi es de la puissance. ,....
q'+ (gi + q° + g + "Es —- etc.)*, suivant l’une des équations (23), il s’ensuit qu’on a l’équation identique
ET etc, = (+ gg ete.) ; ou, en mettant te à la Fe de f O»
(56) - — ar RP + 19 I ete. = (9° 99 + 9 + gi ete.)
Te ES
(*) Il suit immédiatement de cette formule, que tout nombre 8n + 4 est la somme de quatre carrés impairs, et de plus, qu’il est autant de fois de cette forme qu’il y a d'unités dans la somme des diviseurs de 27 + 1. De là on conclut aisément que tout
Enfin, si dans l’équation (52) on suppose successivement x = + # et x=2:7, 00 aura les résultats suivans :
a 3 3 2 JT —1- — 2 — 1 — etc, = as. K — A") (57) q Leg fre 27% RE RUE nt AMOR rm dE 77 4 K
La première de ces équations étant soustraite de l’équation (55), donnera encore ce résultat
5 A NT HRNR ER PAU É LB (58) + 8 ne TE ge etc. = 27° I 2 K L’équation (55) transportée au module 2 qui suit Æ, et pour lequel 4 devient g* dans l’échelle dont Pindice est 2, donnera AE RO tn parie et si l’on soustrait de celle-ci la seconde des équations (57), on aura
% 2q{ : 6Ga'? K+ 1+k\s E' (6o) Ten Âg RS + + etc. 4 LC) TE
K° etc = (i—#);
Voilà de nouveaux exemples ajoutés à beaucoup d’autres, qui prouvent qu’on peut sommer, à l’aide des fonctions elliptiques, un grand nombre de suites qui seraient très difficiles à sommer par d’autres moyens. On aurait encore par la différentiation de 1 — Æ* siu°® , cette formule
(G1) À —— Eh ® cos PAP —= TRE _ Figure PE He + AT — + etc.;
d’où résulte, en faisant x =2?#, la somme d’une nouvelle série, savoir :
32q3 52 K3 62 D RARE ser g — etc. = =" W 1— #).
Gr) ir + M G—#) 163. On a pu remarquer dans le Traité précédent que les formules pour calculer par approximation la fonction de seconde espèce E®, sont en gé-
nombre impair 271 est la somme de quatre carrés, et qu’il en est de même d’un nombre quelconque. On aurait aussi, d’après la même formule, lidentité 1 3 5 A Tee + ete. = (1 + gt + 9 + + q'° + etc.)f, d'où il suit que tout nombre N est la somme de quatre triangulaires , et qu’il l’est autant de fois qu’il y a d’unités dans la somme des diviseurs du nombre 2N +1.
néral assez compliquées , surtout si le module est très peu différent de l'unité. Celles que nous avons données ci-dessus, sous les n° 45 et 49, seront préférables dans beaucoup de cas, à cause de la loi très simple qui règne dans les différens termes de ces formules.
Elles supposent qu’on connaît les fonctions complètes K et E’, ou F'#£et E'#, et de plus la quantité g, pour laquelle il faudrait dresser une table particulière, comme on en a une des fonctions complètes , afin qu’étant donné le module ou seulement langle du module, on puisse trouver dans celte table la valeur correspondante de g, ou seulement son logarithme,
are LUE, : 7 F(E Avec ces préliminaires, si l’on prend pour x la valeur TX. Dee F
déduite de la fonction donnée F (4, @), ou, ce qui revient au même, si Pon F x à e 3 @° °° (he , } fait x égal à la limite de la suite nor me etc., calculée selon la méthode ordinaire d’approximation appliquée à la fonction F(#, @); la valeur de Eg pourra se calculer , avec tel degré d’approximation qu’on voudra,
par l’une ou l’autre des formules citées, savoir : q sin 2x — 2q! sin 4x + 399 sin 6x — etc.
4 EN nu ni CERN Er ner” —————————————————— LRSEUE 17 K'1— 29 cos 2x + 29+ cos 4x — 2q9 cos 6x + etc. ?
Eo — < E' + _. > sin 2X + : sin 4X + T sin Gxetc.)
Lorsque À — sin 45°, on a q < 5; lorsque £— sin 80°, on a qg < —". Ainsi, dans ce dernier cas, la première formule peut encore donner dix décimales exactes, sans aller au-delà des termes affectés de q°, ce qui suppose qu’on rejetle seulement les termes affectés de g'f.
164. Nous remarquerons ici que si lon a une équation quelconque entre les élémens Æ et @, qui servent à composer les fonctions F(£, @), et les élémens g et æ qui servent à composer les fonctions @(g, x), A(q, x), on peut, dans cette équation, changer Æ et @ en Æ° et @°, pourvu qu’on change en même temps g en g* et x en 2x. On obtiendra ainsi d’une manicre très simple une transformée qui se rapporte aux élémens #° et ç° de la fonction F (4°, °), comme l’équation donnée se rapporte aux élémens # et @ de la fonction F(Æ#, @). On obtiendrait de même une seconde transformée si l’on changeait Æ° et @° en £°° et 9°, et si en même temps on mettait g* à la place de q, et 2x à la place de æ. Cette troisième équation pourrait aussi se déduire immédiatement de la première en mettant tout d’un coup #%, @%, gf, 4x, à la place de £,®, q, x, respectivement.
Et l’on voit que la série de ces équations peut être prolongée à l'infini , sans qu'il y ait aucun caleul à faire pour leur formation successive.
Comme le but de ces transformations est de déterminer la valeur approchée de la fonction E(k, @), ou de toute autre fonction contenue dans l'équation primiive, il faut supposer que la nature de la question fournira dans chaque cas les relations nécessaires pour que la fonction proposée puisse se déduire facilement de l’une quelconque de ses transformées successives ; c’est ce que nous allons faire voir dans le cas de la fonction Eg.
165. Appelons G(#,@) la fonction complexe E(Æ£, ®)— &F (4, @), où
Von a e— 5; lorsque k et ® se changeront en #° et @°, cette fonction des o © LA . 6 Et Q viendra G(4°, p°) =E(X°, @°) — e F(X°, @°), € étant mis pour FU ‘Nous suivons ici les dénominations usitées dans l’ancienne échelle pour désigner les modules décroïissans Æ, 4°, #*%, 4°%, etc., et les amplitudes croissantes ®, @®°, °°, @°®, etc. On a vu que æ est égal à la limite de la suite
o 00 000 ; ur : 00 000 L, Le es etc.; de même x° serait la limite de la suite £., T etc., ce qui prouve qu’on à X° = 2%.
do (q, x) dx
Soit maintenant ©’(q, x) = k
@'(q, x) = 4q sin 2x — 8gf sin 4x + 125 sin 6x — etc. ; l’équation (44) sera ainsi représentée
sn eV ET GE, sise
et d’après l’observation contenue dans l’article précédent, on en déduira cette série de transformées
0 m° Lune" (9 2x) 00200) 2 7 @" (g', 4x) GA,9)= ER ° 5 (9, 23)? G(4 ,® )= eat etc.
166. Pour avoir la relation entre G(#%,@) et G (4°, @°), il faut recourir aux formules connues GHA)L(,p) = EE, p)— 5 (1 — 4%) F (4°, p°) + Æ° sin y’, (1 + RE = 2E'4 — (1 — ke) F'X, F(4,9)=3 0 +#)F (4, @°), F'£—= (1 + ke) F'x;
d’où l’on tire ces deux équations
(x +R) eo — (à — k°), (r+ ke) G (4, p) = G (4°, o°) + Æ° sin g°.
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 137 Pour simplifier la première, soit e— 1 — k*p, et par conséquent € = 1 — k°°p°, on aura 1= 2p == k°p°,
d’où résulte
ARE a à is TPE DA et par conséquent
ko &°X05 4000 e—mi— (+ +7 HA Ales + 5 +ete.).
Cette valeur de £ s'accorde avec ju qu’on a trouvée pour la quantité L, arl. 00, tome 1; et en eflet, ces deux quantités représentent également le
FRET rapport & FT" 167. Maintenant, comme on a K—(1+#°)K°, l'équation entre G (4,9
et G(#°, @°) pourra être écrite ainsi :
KG (Æ ,?) = K°G (%, p°) + K°#° sin @”, et 1l en résulte immédiatement KG (£, ®) = K°£° sin g° + K°£°° sin g°° + K°°%°% sin °° + etc.
De sorte que la fonction G (£, @) est exprimée par une suite infinie très convergente, et qui se réduira toujours à un très petit nombre de termes, à moins que le module # ne soit extrêmement peu différent de l'unité. Il est facile au reste de s'assurer que cette formule pour déterminer la fonction E(£ , @), ne diffère pas de celle que nous avons donnée art. 90, tome I.
Ce n’est que dans les cas particuliers qu’on pourra décider laquelle des deux valeurs de G(#£,@), données par l'équation (44) et par l’équation précédente, mérite la préférence pour en tirer plus facilement un certain degré SAPRIOANATIQN L'usage de l’une et de l’autre deviendra de moins en moins avantageux, à mesure que le module Æ se rapprochera davantage de l’unité; Dis on pourra recourir aux formules que nous avons données
dans le chapitre IX, tome II.
Tome II
$ VIII. Nouvelle expression de la fonction de troisième espèce, à paramètre logarithmique (*).
168. Soit maintenant = Fo? et Fe; soit, de plus, = (x — a) = Fp—Fa = Fy', À (x +a) =Fp+Fae=r?;
on aura d’abord, er considérant &æ comme constant,
Tr 56 2f — 26) sang Lee de Kdzx : E!
ensuite, l'application de la formule — = - = (Ep—eF@), où = ,
donnera les deux équations
d — «à Kd ; Men a y)
de a Kd - ; RS = ee (Eg"— F9"),
d’où l’on ture
d@(x—a) dE(x+a) _ d@ LAN EAU 1 !
ST) Ne ANNE ES
Mais les propriétés des fonctions donnent les équations Fo'+Fa—Fo—o, Eg'+£Ea— Ep —= Æsina sing sin’, Fo + Fa—F?"—0o, Ep + Ea— Ep'= #° sin a sin sin &", d’où résultent les différences Fo"— Fo —2Fa, Eg"—Eg = 2E0— k°sinæ sin (sin @* sin ®");
d’ailleurs on a, entre les amplitudes, ces équations :
€) Nous appelons, pour abréger, fonction à paramètre logarithmique la fonction de troisième espèce dont le paramètre est — k°sin*«æ, & étant le module. On sait que ces fonctions diffèrent essentiellement de celles de la même espèce dont le paramètre est ou peut être ramené à la forme —1<+#'*sin°z, k étant le complément de £, Ces dernières devront être appelées fonctions à paramètre circulaire.
at
na Pet sin ® COs «Âæ — sin æ COS PAP 1 — k* sin° # sin° @ 7 SAS sin@ cos æAx + sin æ cospAD 1 — k? sin° & sin°@ 4 : é 2sin@ cos æÂe sin @' +- sin @" = ?
1— k sin’e sin? ?
donc, en faisant les substitutions, on aura l’équation différentielle
d@(x — a) de(x + a)
sine L Al pa de [2k°sin MERE DEN Er 2eFa) | O(x — a) O(x + a) Ag 1 — k°sin’æsin’®
dont l'intégrale est
(GA) cotaaal(a, 6) — Fo]4 (ea — La) Fe = log 2 Ed
| Je h CO AC. ( à] dp en désignant par [(æ, @) la fonction de troisième espèce Gina g) ae dont le paramètre est —Æ#* sin*«. On n’a point ajouté de constante, parce que les deux membres s’évanouissent lorsque = 0. Ils s’évanouissent aussi lorsque æ—o; car en supposant & infiniment petit, la quantité
(a, ®) — Fo? se réduit à Æ*sin°æ [EE son produit, par cotaæAx,
: : de sin° Le .
ou simplement par cotæ, est donc Æ*sin a cos a (+, quantité qui
s’évanouit lorsque 4 = 0.
169. Nous obtenons ainsi un résultat très remarquable, qui nous permet de déterminer la fonction de troisième espèce [(æ, @), dans le cas du paramètre logarithmique, par la fonction de première espèce F?, et par la fonction @(g, x), qui ne dépend que de deux quantités g et.x.
Comme la fonction @x est une fonction paire de x, on a Ox—=@(—x), et par conséquent @(a — x) — @(x— a). On peut donc changer a en x et æen à dans notre équation générale, et le second membre restera
le même. De là résulte équation
és cotæAa[TI(æ, ®) —Fp]— Exlo (65) — cotpAP[II(P, a«)—Fa]— Era,
qui s'accorde avec celle du n° 115, tom. 1°, et au moyen de laquelle on peut réduire l’une à l’autre les deux fonctions II(æ, @), [I(?, æ).
Cette équation, appliquée au cas de P=«, ne détermine pas la fonction I(æ, æ&); mais en faisant @—« dans l'équation (64), on trouve, pour ce cas particulier, la formule
140 FONCTIONS ELLIPTIQUES, cotaAa[Il(æ, &)—Fa]+ Fa (éFa— Ex)
66 2 Kk’ :
(66) = log = 4 lo (— ) — log © (24).
Si, dans l’équation (64), on fait g—}7 et x=—27, afin de déterminer la fonction complète Il'&, ou Il'(Æ, &), on aura © (£ pure a)
Are)
Mais on a en général © (— a) — © É + a); donc, le second membre 2 2
cot aAa(Tl'e — F') LE'Fo — F'Ea = : log
de cette équation se réduit à zéro, et l’on a simplement (67) Ia F' + SE (FEe —E'Fe),
ce qui est la formule du n° 116, tom. I®.
LA mn m Lé . néral F9 = — LE — étant une frac- 170. Supposons en général F£ = = K, ou x ét
F . 2 , tion rationnelle à volonté; on aura IT (æ, @) — —- IT'æ + W, W étant une
fonction qui doit pouvoir s'exprimer en logarithmes. Substituant ces valeurs dans l’équation (64), on aura
cot A4 C IT'a + W)+ (Fa — Ex — cotaAa) — K
ma
ma ) O | — a 217 + )
formule qui pourra servir dans beaucoup de cas à déterminer la fonction @x.
Soit, par exemple, — 3; dans cecas,ona
sin ®— AT cotp=y#,Ap=
et la formule de l’art. 117, tome I, donne
y = "08" Joe Au — (1—kh") sin æ& cosæ, fau © Aæ + (1—k") sin æ cos æ?
donc on a généralement
(68) 22) _ças=c — k7) na à
o(7+a Aœ + (1 — #') sin «& cos «
Cette formule fera connaître la fonction @ £ + a) par le moyen de la fonc-
tion © Ç= j; Si l’on veut donc construire une table des fonctions @x pour
une valeur donnée de # ou de q, il suflira de calculer cette table depuis æ= 0 jusqu'à x— 45°, et on la continuera facilement depuis æ — 45° jusqu'à æ = 90°, qui est la limite de la table; car, au-delà de ce terme, on a
F © (G — a On pourrait trouver semblablement une expression de ETS qui © 8 + a)
permettrait de calculer © G —- a) par le moyen de @ G —a), de sorte que
la table de cette fonction étant formée jusqu’à x = 22°+, on pourrait la
. 0 21 l'E 0 . . « LR . 31 continuer jusqu’à æ — 45°, et ensuite, par la première formule, jusqu’à X = 90°.
171. Cette table serait très utile dans la théorie des fonctions elliptiques, puisque, avec son secours, on pourrait calculer la valeur de toute fonction de troisième espèce I (2, £,@), dont le paramètre z —=— k* sin* «. En effet, connaissant les trois élémens #, &, ®, on pourra d’abord chercher,
par la table des fonctions F, les valeurs 4 = K Del Er — Fe F(4, @);
on cherchera ensuite, d’après le module £, la valeur de la quantité g, ce qui se fera par une table particulière dressée pour cet objet. Enfin , la table des fonctions @ (g, x) fera connaître les fonclions (x — a) et O( x + a) qui répondent à la valeur de g. Ainsi, en ajoutant seulement aux tables qu’on possède, la table des fonctions © et une table auxiliaire pour calculer g au moyen du module, on sera en état d'évaluer toute fonction donnée de troisième espèce, à paramètre logarithmique; de sorte que cette fonction, qui dépend en général de trois quantités, pourra être calculée par des tables qui n’en contiennent que deux. M. Jacobi est le premier qui ait remarqué cette
belle propriété que l'usage des fonctions ©, dont il est l’inventeur, lui a fait découvrir dans les fonctions elliptiques de troisième espèce à paramètre logarithmique. Il a annoncé en même temps que la même propriété pourrait aussi s'appliquer aux fonctions à paramètre circulaire, ce qui serait un très grand perfectionnement de la théorie des fonctions elliptiques, puisque la détermination numérique de ces fonctions ne dépendrait, dans tous les cas, que d’un petit nombre de tables à double entrée, dont les principales sont déjà calculées. Mais, jusqu’à présent, les tentatives que j'ai faites pour étendre aux fonctions à paramètre circulaire, la propriété qui est démontrée pour les fonctions à paramètre logarithmique , sont restées sans succès. Ainsi nous devons suspendre notre jugement sur ce point, jusqu’à ce que M. Jacob: fasse connaître les formules par lesquelles il pourrait justifier son assertion.
Dans le cas où il serait bien constaté que les fonctions à paramètre circulaire ne sont pas susceptibles de la réduction qui a lieu pour les fonctions à paramètre logarithmique , il faudrait admettre que les fonctions à paramètre circulaire constituent une quatrième espèce de fonctions elliptiques plus composée que les trois autres, et qui ne peut se simplifier que pour des valeurs du paramètre, caractérisées par un symptôme général; mais alors elles se réduisent toujours à la première espèce, et ne peuvent plus être rangées dans la quatrième.
$ IX. Æpplicaion de la même formule aux fonctions à paramètre circulaire.
172. Reprenons l’équation (65) en joignant aux fonctions l'indication du paramètre, du module et de l’amplitude, nous aurons la formule
cotaæA(k, a)[TI(— kA*sin*a,k,®)—F(k,p)]—E(£,a)F(x,œ) = cot pA(k,@)[II(— #* sin*?, k,a)—F(k,a)]—E(#, @) F(E, a). Supposons ensuite sin &æ — i tang 6, à désignant W/— 1; on aura successivement coSæ—=—, A(k,a) = y(1 + Æ* tang 6) — 2, I de fa idC isnC? A(k,a) ste É)?
LE 4°, «)= 1 Kg G+Atang 6) =iTF(#,6)—E(#,6) + tang 6A (#, 6)], I (— À sin &, 4, @) = N (4 tang® 6,4,o@), et enfin rie LE ? sin? @ sin? #de I (— sin ®, k, a«) —F(#, 2) apr o as be — k° sin° @ tang° éd F3 Loris tang*6)A(£,6) i AA sin° #4 = RTS [EF (4, 6)— T1 (— 1 + Æ* sin° @, k!, 6)1.
Substituant ces valeurs dans l'équation que nous voulions transformer, nous aurons le résultat suivant :
COMME
F(£,a) —:iF(#,6), E(E£, «)
A (k',6 x 4 s re 2e [I ( lang 6, k, g) — cos° 6F (Æ, ®)]
(Go) DES (1 sin 9, À, €) — F (K, €) —E(#, @) F(4, E)HE(K, €)F (4,0) —F(4,0)F (4, 6).
Cette formule permet de réduire la fonction dont le paramètre est A’tang*6, le module # et l'amplitude @, à une autre fonction de même espèce, dont les élémens semblables sont — 1 + #*sin* @, k', 6; et quoique les paramètres soient différemment exprimés, ils appartiennent néanmoins à la même forme dite circulaire.
L’équation à laquelle nous venons de parvenir par une analyse assez délicate , fondée sur des substitutions imaginaires, s’accorde entièrement avec
l'équation (7°) de l’art. 111, tome I; ainsi on voit que la méthode que nous suivons maintenant n’est pas moins sûre que les méthodes plus élémentaires par lesquelles nous avons obtenu les résultats contenus dans les chap. XV et XXIIT du tome I. Mais on peut de plus tirer de ces nouvelles méthodes des résultats nouveaux.
173. Pour cela, nous extrairons d’abord du chap. XV deux formules qui pourront être combinées avec la formule (69); ces deux formules, relatives aux fonctions à paramètre circulaire, sont
[T (Æ* tang° &, k, @).H I (cot° «, 4, ®) 0) J — F(#, 6) + Rare M,
tango AR’, «) A (&,@) sin « cos «&’
IT (cot® &, #, @) — RD ANT (— 1 + 4! sin° &, k, @)
tang M —
AE "e) (1) — La 2 F(#; HR N,
singcos® AE, à) A(&,@) ‘ tange
tang N —
Il en résulte une troisième formule par laquelle on pourra réduire l’une à l’autre deux fonctions dont les paramètres, loujours de forme circulaire , sont #* tang® & et — 1 + k"*sin°&. Voici cetle troisième formule
H(ktang°a, À, @) + es [H(— 1 + ksin’æ, &, ®) Gp) LES TR DH (MN))
| A(k, A(&", « tang(M—N) = 00, 0e,
174. Si l’on combine cette dernière formule, avec la formule (69), dans laquelle on mettra préalablement æ& à la place de 6, on aura pour résultat la nouvelle formule ko sin æ COS æ
A(£", «) k° sing cos ÿ
A(k, @) = F(k, p)E(K, e)—E(k, G)FCK', «)—E(K' «JE (K, @)-Harctang
- [n(— 1 +R? sin°«, k, g) — F(#, ?)]
(73) 4+ En(— 1 +R sing, K', à) — F(K, «)]
A(k,®) AK, «) cot cote”
Celle-ci établit une propriété générale, en vertu de laquelle on peut ré-
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 14 duire lPune à l’autre les deux fonctions H(—1+/#"sinæ, k, @), [(—1+Æktsin®, k, æ); de sorte qu’on peut échanger entre eux les angles æ et ®, pourvu que les modules complémentaires # et #' soient aussi échangés entre eux. C’est la même propriété qu'offre l'équation (+) du chap. XXIIT, tom. I“; car la fonction [(— 1 + k*sin*®, k', æ) pourrait être exprimée par I(cot*®, k’, «), en même temps que la fonction I(—1+ k%sinæ, £, @) le serait par [(cot*æ, Æ,@), et alors l’équation (73) hr ARC avec l'équation (1).
175. Introduisons maintenant dans les deux membres de Péquation (64)
la même substitution imaginaire que nous avons appliquée à l'équation (65).
Par les résultats déjà trouvés, le premier membre, multiplié par i, deviendra
RES [TIÇ4* tang® 6, k, ®) — cos 6 F(4, @)]
F(4, €) — FT F(K, €) —E(#, EF CK
Quant au second membre, qu’il faut aussi multiplier par :, il aura pour développement
ë log LT 27 C0S 2x cos 2a —+ 294 cos Ax cos {a — etc. 2 06 — 24 sin 2x sin 2a + 2qfsin 4x sin {a — etc. } 1 I— 2q COS 2x cos 24 + 2g{ cos 4x cos Âa — etc. — - log : | ù }.
+ 29 sin 2x sin 2a — 24! sin {x sin {a + etc.
k > 2K'b À : : ; Mais en faisant —— = F(#, 6), l'équation F(#, æ) = :F(#!, 6) donne. 1— KV; par conséquent, 2cos24=e K He =g 7Hgr, 2 sin 2a —4\7 Ps) On aura des valeurs semblables pour 2cos/a, 2sin 4a, etc.
) ensuite, faisant
_2b _4b . 4b qe 6 6b
Pæi—geos2x\g 7+9g7 at 7497 /—49 c0s6x SAR “ éte:: 2b 4b 4b A 6b Q=—= g sin 2x (re EURE Tq7 CS Re Ps — q7 sh) 4 etc.,
on aura G { = log @ (x — a) = < log (P — iQ), = log © (x + a) = < log (P + iQ);
donc
Lomme IT. 19
OS FONCTIONS ERLEMRNES:
y @(r—a) _ài iQ SG +oT L log 5e Soit enfin @ un arc de cercle tel qu’on ait
L 4 66 _Q__ gsin NES T—q9T )—g'sin LR ARLES AGE ne pe etc. ose ne Nu ro
ie Le Ze MON A TT —gcos6x\g 7 +97 /+etc.
La quantité logarithmique qui précède se réduira à Parc Q ; ainsi on aura cetle nouvelle formule
is . É (Æ* tang*6, &, ®)— cos* GF(#, P)]
(74) +[(— F (#, 6) se. E(Æ É 6) | F(Æ, @)
176. On voit maintenant qu’au moyen de la substitution imaginaire sin &æ = itang 6, la fonction à paramètre logarithmique I(—Æ*sin° «, k, @) s’est changée en une fonction à paramètre circulaire IT (£? tang° 6, &, @): mais cette transformation ne nous procure pas l’avantage d’exprimer la fonction à paramètre circulaire par une nouvelle fonction qui ne dépende que de deux quantités. En effet, la fonction Q@, qui est devenue notre nouvelle auxiliaire, dépend essentiellement de trois quantités GX), b,et l’on ne voit aucun moyen de la décomposer en deux parties qui AD # exprimer chacune par deux quantités seulement. Ainsi la propriété remarquée dans les fonctions à paramètre logarithmique ne paraît pas s’étendre aux fonctions à paramètre circulaire.
197. Dans la formule (73), nous avons adopté pour type des paramètres circulaires la forme — 1 + #"* sin°æ, relative au module #£. Pour nous conformer à la même supposition, nous combinerons équation (72) avec l'équation (74), après avoir mis dans celle-ci & à la place de 6. Nous obtiendrons ainsi, pour les fonctions à paramètre circulaire, la formule type:
ee (re sint &, À, 9) — FE, 0)
Les Fa) F(, #)—E(, a) |F(4,@) (75) — Q + arc tang ee A(&", «)
cot® cota /?
tang (0=—
ya ga
qgsin 2x ri Cr ACT FT — r agrin( 6x\g Lu rh etc.
role 7 +97 DL +97 = MNT Te TUE ET
Changeons dans cette formule les trois quantités æ, #, @, en trois autres ®,k', æ, respectivement, ce qui changera en même temps get a enr et x; nous aurons la formule semblable
ksin cos @ ! F4 j re [I(— 1 + 4 sin°®, 4', )—F(#,a)]
LC Fe) EG 8) —E(, a)
(ak, g) A(K';, a) 6) 0. — Q'+ arc tang te es __ 2x re 6x 6x tang Q'— rsin 24 ee GE se PER er —elc:
. 4x ee — Dx hi 1—rsin2a\r T+r7 En tir far F7 ]—r00s te e L RE ) etc. 178. Maintenant, si l’on combine ces deux équations avec es é
à ; É ; , E' Fan et qu’on applique l’équation des fonctions complémentaires 27 +
Us = xx On aura la formule suivante, qui contient une propriété 5 re-
marquable des fonctions Q et Q',
A(&, @) A(#, : EG, e)F(k, *).
(77) Q + Q'= arc tang (200 AE) ea
On verra ci-après que le cas de g=—=+7 = x donne Q—o et Q'=;i7—a, de même que le cas de 4=217 = a donne Q'=o et Q—i7— x.
Moyennant cette formule, on peut rendre plus simples les équations (75) et (76), en les écrivant de la manière suivante :
k'® sine cosæ
SE [= 1 + Kia, Æ, 6) — F(4, @)] LE o'+[ m FU, #)—E(K, «) |F, e), k? R? sin g cosg RCE IA / —F(}
ax Re et
= D + [Rx F4, 9) —E(k, @) JF, a).
179. Pour avoir la fonction complète, soit p—27, et par suitex=—=2#7, il faut d’abord trouver la valeur de Q'; or, dans ce cas, la fraction égale à tang (Q”, a pour numérateur
rsin 24(r—'— 7") — résin far — 7) + 7 sinGa (773 — 75) — etc. , quantité qui se réduit à
145 FONCTIONS ELLIPTIQUES, sin 2a—r"(sin2a + sin4a) + r*(sin {a + sin6a) — Fa »(sinGa-sinBa)-etc.
— 2cosa(sina— rsin3a + Fsinba — r'?sin7a + etc.) ; le dénominateur de la même fonction se réduit de même à 2sin a(sin a— rsin 3a + rfsin ba — r'°sin 7a + eo).
cos a
Donc, on a tangQ'— Q'=1ir—a, et lé équation (78) donne
sin a?
k' sin « cosæ
ARTE — [N' ie 1 ksinæ, Æ) — F'x] ira ae F(#, à) —E(K, a) |F' k; mettant au lieu de a sa valeur 2 HE PO RE U-HRER—KK'), on aura la formule
k'® sine cos æ
LG la ns SA NE (80) . TA 1m) [TT'( I + sin «, k) F'x] 277 — F'AE(K, «) H E'XF(X, à) LF'XF(K!, &), qui s'accorde avec la formule (#°) du chap. XXIIT, tom. I”. En second lieu, si l’on fait @ et x infiniment petits, on aura
do(r, a) *@(r, a)da'
RES x tang Q = — = log
. rK T der, Mais logr=—— tx F#, P}— ZK 85 donc, Q'=— x P: RE et de l'équation (78) on dédura
E(#, a) jo E'Z F(K!, a) NPA dO(r, a)
F'k — 2K'°@fr, a)da ?:
équation qui n’est autre que l’équation (44), dans laquelle on changerait
les -quatre quantités £, ®, g, x, en quatre autres #', «, r, a, respectivement.
1 : ; ’ k me 2K'a 180. Soit maintenant & infiniment petit, ainsi que à = ——,on aura F
PR TAN an net A/R LAN REP UT EE TPE EU KP F Sn —,
bit RE _ 2 me Rue + etc.
Soit T ou T(r, x) une fonction de r et x, ainsi exprimée :
T=i— CE ce 7) +7! Pen Fe) — MCE AL ni =) + etc., |
on aura
Le MR ne Maé «OT CE EE Re K Tdi ak /Tdx ?
et le second tÉare de l'équation (78) deviendra
£ dT (r — 1) aE(k, €) — ans Quant au premier membre, il se réduit d’abord à 13 DÉCOR | EMA RETRO ak ( @) Li—(1—#k"sin* «) sin® — | 0 et ultérieurement à , ( dg tang°® ri ak" f Et = a [tangoA(4, @)— E(k, 9)];
donc, la supposition de à infiniment petit donne l'équation
2K : PAC — Fe) FA g) = EC, p)— tangpA(, @).
Moltipliant tous les termes par 2KCE ou son égale —, on aura l’é- ?
quation différentielle
de sing de | E'}' ee mu nn = 56 LP —( i. Fr) F(k, o)dE(k, @),
dont l'intégrale est d E'F\ F° log T — log cos @ = Eg — ( — Fk) le 2) + const.
: Br d NL Si l’on suppose l'intégrale 1 . E?, prise à compter de ®—0, on trou-
vera Ja constante =log(1— 27+ 2rf— 279 Hetc.) = +? log EE donc FT
entre la fonction T et la nouvelle transcendante, ...
De CE
fes AU, E(#, ®), que nous représenterons par T(4, ®), cette équation (81) log T—log cos@ = (4, 9) — (1 — 5) 2 1108 PE 181. Une équation de même nature va nous être donnée par la formule (77), dans laquelle nous supposerons & et à infiniment petits. Nous
po , . TŒ dT avons RE trouvé que cette supposition donne (= — KT) (Île donne en même temps
150 FONCTIONS ELLIPTIQUES, A —=— ue log q. __gsin2r—2gtsin{x+3qsin6r— etc. _7« de(q, x)
1—2qcos2x +24 c0s41x—2qcos0x etc. 2K * O(g, x)dx' Enfin, on a dans le même cas A(k, @) AC, «) CAUCRE F(k,@)F(K, «) cot® cotx . KK'’ ECO EC)"
arc tang
cot@ _*”° KK
D’après ces valeurs, l’équation (77) donnera un nouveau résultat, savoir, 7. dO(g, x) = dT di à F@&;,@) __ A(&,e) 2K'©(g,x)dx 2K' Tax ‘ 2K' K — “cot®
Multipliant tous les termes par — dx, ou par
F différentielle
ca aT d@ sin @ er) T+ x FU, ETAGE cos? ?
dont l'intégrale est
(82) log T(r, x) — log cos® = log © (g, 2) + F:(4, ®) + C".
nu AG,g> °n aura l'équation
Si l’on fait —=0etx —=0o, on aura la constante
C'—=] 1— 27 + 2rf— 279 Æ etc. 98 K'£
°8 1— 2q + 2q4—2q9 + etc. SKK 182. Si dans l'équation (82) on change les quantités k et @ en £’et «, et
par suite les quantités q, r, x en r,q, a, respectivement, la PUR T(r, x) deviendra T (9, a); de sorte qu’on aura ) Jp9)3 1
Ganber) pate RS T(ga)=i—9\g 7+g7 gg +7 )—9g UR un :
et cette nouvelle fonction sera détérminée par l'équation (83) logT(g, a)— log cos « — log @(r a)+- ER, #) + 1 lo EL ? O » 4KK' ] 2 8 K’E£' Si l’on substitue dans ces deux nouvelles formules les valeurs... ....
k 5 À AG; x+3 7 A r, mp (EP GER, con (UN ACER, asus
1 110 log T(r, x) — log seine ir FES log T(g, a)— log A(r, a+ :7)= Tu F°(4',a)+; log À KE:
K 2K’ et en substituant encore les valeurs F (4, @) = = Fa) = —— , On
pourra donner à ces équations la forme suivante : K's —* : | (84) T(r,x)=(r)r FAG,x+3i7), D'ANMET (85) T(y,a)=() 7 FA(r,a+ir).
D'où l’on voit que les fonctions T (r, x), T(g, a) s’expriment assez simplement par les fonctions A(g, æ ++ 37), A(r,a+2im); et comme lune des quantités get r est plus petite que -&, l’autre étant plus grande, et pouvant même être aussi peu différente de l’unité qu’on voudra, l’une des deux suites désignées par T(r, x) et T(g, a) sera toujours beaucoup moins convergente que l’autre. Or, la suite la moins convergente s’exprimera , dans ce cas, par celle des deux fonctions A, qui désigne une suite fort convergente ; de sorte que les formules den tes serviront à faciliter beaucoup la calcul numérique des fonctions T, comme elles serviraient à faciliter celui des fonctions A. Tout se réduit à substituer , dans le cas de non-convergence, une fonction À à une fonction T, ou, réciproque ment, une fonction T à une fonction A.
183. Revenons maintenant à l'équation (81); en la comparant à l’équation (82), on en tire cette nouvelle formule,
(86) lg O(y, x)= T4, 9) — EE
T(k, @) désignant l'intégrale [re D = 0.
On peut remarquer que l’équation (44), multipliée par dx, et intégrée , aurait donné immédiatement la formule (86); mais il n’était pas inutile de démontrer celle-ci par un autre procédé. Cette formule permettra de déterminer la fonction ®@(g, x) par l'intégrale T(Æ£ , @), qui présente plus de facilité pour être réduite en tables, comme nous l’expliquerons ci-après.
184. On sait que pour toute valeur de @ qui satisfait à l'équation F(£, ®)—=ml"'X, m étant un nombre rationnel, on a
T(—i+ sin æ, k,0) = mIl'(— 1 + 42 sin° &, Æ) + W,
aire
(k, ®) + + log
A(&, @) E(X, ®), prise à compter de
VWV étant une quantité déterminable par des arcs de cercle. De là il suit que dans tous ces cas la quantité Q’ cessera d’être transcendante, et
pourra se déterminer algébriquement par des arcs de cercle au moyen, de l’équation
rs à QD'= m(i7— a) + — W.
On pourra donc, en donnant à » des valeurs rationnelles assez simples,
trouver différentes formules plus ou moins dignes d’attention pour expri-
mer les valeurs correspondantes de Q’; mais nous ne nous arrêterons pas
à en donner des exemples.
La théorie contenue dans ce paragraphe nous a fait retrouver, par des moyens nouveaux, toutes les propriétés auxquelles nous étions parvenus dans le chap. XXIIT du tome [*, pour les fonctions à paramètre circulaire. Ainsi, nous avons trouvé, 1°. que la fonction type de cette espèce, représentée par [(—1+ #"* sin*æ, #, @), peut être exprimée par une autre fonction semblable IT(— 1 + Æ* sin* @, #', æ); de sorte qu'on peut échanger entre eux l'angle du paramètre & et lamplitude @, pourvu que le module Æ soit remplacé par son complément #. 2°. Que la fonction complète à paramètre circulaire peut toujours s’exprimer par des fonctions de la première et de la seconde espèce, et qu'il en est de même d’une fonction non complète, mais dont l’amplitude @ satisfait à l’équation F(#, ®)=mE"k, m étant un nombre rationnel quelconque.
De plus, les formules auxquelles nous sommes parvenus dans ces nouvelles recherches nous ont fait découvrir deux nouvelles transcendantes Q, Q', représentant des arcs de cercle, qui se déduisent aisément l’une de l’autre, et dont lusage est de faciliter autant qu’il est possible la détermination numérique de toute fonction proposée IT(— 1 + #"* sin° «, £, @), jusqu'à tel degré d’approximation qu’on voudra. On choisira, pour cet effet, entre les deux formules (75) et (78) celle qui contient la plus convergente des deux fonctions A et Q'.
Les formules dont nous parlons sont vraisemblablement ce que lanalyse peut offrir de plus parfait pour l’approximation des fonctions à paramètre circulaire ; elles paraissent préférables à toutes celles que nous avons données pour le même objet, et elles n’exigent de calculs préliminaires que ceux qui peuvent être faits aisément, soit par la table F"°, soit
par la table IX.
Ÿ X. Seconde manière d'exprimer les fonctions à paramètre logarithmique.
185. Puisque la fonction @(g, x) peut être exprimée par l'intégrale TK, = fs 7 E(#, @), ainsi qu’on l’a vu dans Part. 176, il s'ensuit
que la fonction dont le paramètre est — X*sin’æ pourra s'exprimer par le moyen de cette même intégrale, ce qui sera un perfectionnement notable apporté à la découverte de M. Jacobi; car, d’une part, on n'aura pas besoin de la table auxiliaire, qui servirait à calculer la quantité q par le moyen du module donné Æ; et d’autre part, il sera plus facile de construire une table des valeurs de l'intégrale T(#4, ®), d’après les données immédiates # et @, les mêmes qui sont employées pour trouver les fonctions F(£, @) et E(k, @), qu'il ne le serait de calculer la table des fonctions @(q, x), d’après de nouvelles données q et x. Ajoutez à cela que la méthode des ordonnées moyennes, qui a contribué beaucoup à faciliter le calcul de la table ni “re avec non moins de suc- E(k, @) A(R, ç)?
qui répond à chaque degré de l’amplitude ?, est déjà connue presque entièrement par la Pre de E(X, ®) comprise dans la table. Faisons voir d’abord comment on peut parvenir directement à la nouvelle formule de réduction, |
186. Soient g’ et ?” des amplitudes, telles qu’on ait pour le module commun #,
cés au calcul des intégrales k, @), puisque l’ordonnée 8 CN ro pas
Fo = Fo — Fa, Fo"= lp + Fa ; on aura en même temps Eg + Lo — E® — £* sin a sin ® sin @’, Eg + Ec — Eg"= #° sin & sin @ sin @”; d’ailleurs, les amplitudes @’ et ç” se déduisent des amplitudes @ et æ, par les formules connues
sin @ COS æÂæ — sin æ COS PAP
sin Di q 1— É* sin*« sin°® “ sin ® cos aBa+ sin æ a cos gAg 1— L* sin’ « sin°?
Tone HI. 20
sin "=
154 FONCTIONS eu Considérons maintenant la fonction Z=Ye"— SRE" — [+ = , E9';
, do d si l’on regarde &æ comme constant, on aura dFq' = Ho ou =)
re et semblablement Fe — # ; donc, Z — e (Ep" — Ey’). Mais, par les
formules précédentes, on a à Eg"— Eg'= 2Ëe — #* sine sing (sing" + sing n. ;
: 2sin @ cos «Aæ 1! an.
sin n sin = ; ? ? 1 — £° sin a sin‘@ ?
donc
Z = f[ (2Ee — 2° sin a cos aAa,.— te)
1 —k° sin? # sin° @/ ?
ou en réduisant,
Z = (2Ea + 2cotaAa) Fp — 2cotæAa Gi — K sin «sin @)A@ ?
donc on a la formule
Tp"— Top = 2EaFp — 2cotaAa[II(—Æ sine, k, p)—F(#, o)], à laquelle nous n’ajoutons pas de constante, parce que le second membre s’évanouit lorsque =—0 ; quant au premier membre, il devient Ya—TY(—). Or, il est aisé de voir que l'intégrale To = VE L E9, qu’on suppose prise
à compter de @—0o, reste le même quand on change le signe de ®, et qu’ainsi Ÿ@ est une fonction paire de ®. Donc, Ta = Y(—ax), et ainsi le premier membre se réduit encore à zéro, lorsqu'on a 9 = 0.
Nous parvenons ainsi directement à l’équation
(87) cotæAa[TI(—#* sin*a, #, ®) —F(#4, ®)] k jee EaF(Æ, ®) —32T(%, 9) Ha TC, ?'),
qu'on aurait également trouvée, à l’aide des équations déjà démontrées, cotæAu[II(—k*sin*a, k, ®) —F(#%, @)]
+ ane ed : ue
log Ox = T(4, p) — Ê Fe
En effet, puisqu'on a I — == . ®), ke _ — JF: us il en résulte
pie = F(4, ?) + F(k, &) = F(4, ®');
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 155 et en faisant les substitutions de x — a et xæ+ a à la place de x dans loo Ox, on en déduit
SD VE, 9) — AT, 9) + Re FU, a)F(E, 9), ce qui donne encore la même formule cotaAa [[I(— £sinta, k, @) — F(4, ®)] = E(#, a)F(k, 9) +2 TC, p) — 2 TE, @”);
et, parce que le module # est commun à tous les termes, on pourra écrire plus simplement
cotaAa[I(— k'sin*a, o)— Fo] = EaFo +119 —1To". Si l’on change « en ® et ® en æ, le module Æ restant le même, ®’ chan-
gera de signe, mais non T9’, qui est une fonction paire de ®’; on aura donc
+ log
cot PAP[T(— £* sim? , aæ)—Fa]=EpFa+IiTp—2TE": de là cette formule de transformation déja connue, (88) cotaAa[TI(—/#*sin°æ Am RTS PAG[TI (— Æsin®, a«)— Fa] — EaF? — EgFa, dans laquelle, si l’on fait @—+:7, on aura, pour déterminer la fonction complète, l’équation cot &Aa [TI (— A sin, 4) — E'k] = EaF'k —E'XTe, qui s'accorde également avec la formule connue.
188. Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les moyens de calculer l'intégrale Ÿ (£, ®), et sur la figure de la courbe dont ® serait l’abscisse et T(%, ®) l’ordonnée; on va voir que cette courbe s'approche beaucoup de la simple parabole dont Péquation est Ay = @*, et qu'il y à entre ces deux courbes une infinité de points communs placés à distances égales dans le sens de la ligne des abscisses. :
Considérons d’abord les deux amplitudes 4 et ®, qui satisfont à la formule de duplication F(k4, 4) = 2F(%, @), nous aurons D = De | AE ae " ___ 24% sin°@ cos pAp LR -
2E9 — Ed = #* sin° @ sin 4 — EEE FRET im Fo ,
d 1 Pi = IE =: / REY; donc 2YP— TN = 3 (20 Het
1e sin° @ cos @
mers 1— k° sin* @
de = — + log (1 — Æ* sinf ®). D'où A voit que la
156 - FONCTIONS ELLIPTIQUEÉS, fonction YA se déduit très simplement de la fonction Y@, qui répond à une fonction F@, moitié de la fonction F4 ; on aura , en effet, (89) T4 = 4T9 + log (1 — À? sinf ?).
Réciproquement , la fonction Y@ se déduira de la fonction TA par l'équation Tp= 2 TAN — 2 log (1 — 4? sinf@). D'ailleurs, pour déduire @ de 4, on a l’équation tang + — Ag tang Y, A Ve. a __ cos’? ; AT dus sin AS RE d’où résulte 1 — # ue CP TUR et ensuite sin ® = 171 cb ONE ou ar Au PT Telles sont les formules de réduc-
tion qui se rapportent à la duplication des fonctions de la première espèce. 189. En second lieu, on peut tirer des fonctions complémentaires d’autres formules de réduction. Soit F® + F5 = F'X, on aura.
É D = 0, Fe Evo — Eh = Et sin g sin 5 = Eee, et des équations T® =fS E®, To =fT Ec =—/f2 Es , on ürera TO—Y> —[$ (Ep + Es) = [RE + NERF — +log(1—/k%sin? @) + const. Si l’on fait ® — 0, on auras = À7, et la constante =—T17 ; donc, ayant supposé Fp+ Fo —F'#, il en résulte la formule (90) To =T;7 + TP — L'AFE + log AY.
Soit os —=0,ou g—+7, cette formule donnera V7 = SEXE '# — 2 log 4. | On trouverait le même résultat en faisant 5 = @ ; car alors on a Fp=25F#£ et Ap=y#!.
= à Fa à ; a rer Si dans la même formule on fait à la fois ® = et 5 =— 2147, on aura
sin ® —
To=TiT, Fp—2F'£, »AP— Tr; par conséquent, (oi) Tr = 2F'XE'4.
Soit maintenant Fo + FL = F7 = 2F'#, on aura
Ep+Ed=2E4, p+d=7, dg+dl=o, A@= A ; d d donc TT =f(REe- SE) = fÈ (Eo+E4) je REX = 2E'XFE + C.
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 157 Soit p—2i7, on aura 4=—}ir; donc C = — 2E'AF'EX, et l'on a la formule (92) Tp=T(r—p)—2L'X (FA —F).
Cette équation fera connaître la fonction T@ depuis P—;7 jusqu'à Q=T, en supposant qu’elle soit connue depuis @ = 0 jusqu'à P=:7; or, il n°y aura jamais lien de passer cette limite quand on appliquera la formule (83) à la détermination de la fonction H(— #* sin @, Æ, @). Mais examinons quelle est la loi de progression de la fonction T® depuis 9 = 7 jusqu’à ® = oo.
190. Si l’on change le sione de ® dans la formule (92), on pourra, des deux équations, en tirer une troisième , Savoir :
(03) T(r+e)+T(ir—p) = 2TP + 27.
Dans celle-ci, faisons successivement Q=1?7,æm,È7, 27, elc., nous aurons, en ayant égard aux résultats déjà trouvés,
Tir 2iPékE'k— : log, V7 = 2FKE'Z,
Vixr=Tir+ 2VT7, VIT IA,
Tir=Tir+ GT, NN Te
Tir=TiTr+ Tr, TAx= 16 T7, etc. etc.
2 = , . , Il s’ensuit que » étant un entier quelconque, on aura généralement
Go) Tr) = Er og 7, (em) = Tr.
Si l’on imagine donc une parabole qui ait pour équation Ay = x, le para-
\ , ie 7° mêtre À étant — où ——— 1 - 7e OÙ PKR la courbe dont les abscisses sont ® et les ordon nées T®, rencontrera la parabole dans tous les points où x est un multiple
de 7. Dans tous les points intermédiaires , l’ordonnée de la courbe surpassera 2 , av I A CUS l’ordonnée de la parabole de la quantité constante : log gr quantité d’au-
tant plus petite, que le module Æ sera plus petit ; mais en même temps le point de la courbe qui a pour abscisse (7+1)7, sera toujours situé au-dessous de la corde qui joint les deux points dont les abscisses sont 27
et (z+1)7, la distance étant 1 T7 — 2 log go ou 3 FE — À log D quantité qui a pour limite log 2.
191. Si l’on suppose l’amplitude 9 très petite, on aura, pour déterminer T9, la formule approchée
158 FONCTIONS ELLIPTIQUES, d : MEN Set 1 DR @5) Te RE (ire do),
dont l'erreur ne se fait sentir que dans les termes de l’ordre g*. La parabole
osculatrice de cette courbe aurait pour équation y = ?., et son paramètre serait égal à 2. Dans la parabole que nous avons tracée, le paramètre
x° . , « A 0 AE ES il est égal à 2 lorsque Æ est très petit, parce qu’alors on a
F'XE4= — et lorsque 4 — sin 45°, on a À = 1.9706. Aïnsi on voit que même à l’origine des abscisses, les deux courbes se touchent et sont presque confondues, à moins que # ne soit très près de l’unité.
Maintenant il est aisé de voir comment, pour une valeur donnée de @ moindre que +7, on calculera la valeur approchée de RO Te. Si
l'amplitude @ est très petile, on aura TP =: (i + à k*ç° Ne l'erreur n'étant que dans les quantités de l’ordre @f:
192. Pour ramener à ce cas celui où l’amplitude & a une valeur quelconque moindre que 27, il faudra, par les formules de la bissection, calculer les amplitudes 9’, @”, ®"', qui répondent aux fonctions 2F@, 2F, 2F®, etc., et l’on parviendra bientôt à une amplitude @ assez petite pour que l’on puisse négliger les quantités de l’ordre (@#)$ par rapport à (g)*, ou les quantités (@“)f par rapport à l’unité. Arrivé à ce terme, où l’on a immédiatement la valeur de T(g“), on remontera de chaque te à l'amplitude supérieure, comme nous avons vu que l’on peut remonter de l'amplitude @ à l'amplitude 4, ce qui se fait par la formule
T(d) = AT (D) + log(1 — Æ*sint ?).
La multiplication par 4 appliquée à la fonction Y@ pour en déduire TY(), se répète autant de fois qu'il y a de termes dans la suite des amplitudes calculées @', ®", ®”, etc.; mais le degré de lapproximation, rapporté à un terme fixe, est toujours mesuré par les quantités de Pordre (ox}f. |
193. Pour donner un exemple de ces calculs de bissection, supposons qu'étant donné T £7 = 2 F'XL'X + 2 log Ge); on veuille avoir la fonction TT? qui répond à l'amplitude 9, telle que F@ — 1 F'X; il faudra, dans les
formules de duplication, faire L = ?+, sin°@ — Fr? Se.qui donnera
Tale mL log ps 2£'VR.
semblablement , si Von prend l’amplitude @’ telle que F9 =2F'#, on
trouvera
To'= 3, F'AL'k — > log ee — log (1 —#* sint ');:
ou To = + F'AE'k — 2 log
formule où il restera à substituer la valeur
VG+HA)— 1 (HV) VG+RA)
sin° ®' —
194. Ces méthodes feront connaître la valeur de toute fonction proposée T(4, ®) dont le module donné est #, et dont l’amplitude @ est prise à volonté de o à 57. Mais s’il s’agit de la construction d’une table, il serait trop long de calculer chaque terme par les procédés indiqués, et lon ne pourra mieux faire que d'appliquer la méthode des ordonnées moyennes à la for-
nes d : :
mule intégrale f 1 E®, comme on l’a fait dans la construction de la table 1X
pour les fonctions de la première et de la seconde espèce, représentées par les intégrales [ _ JfdgA9.
On se proposera donc semblablement de calculer la table des fonctions
Y(k, ®), pour toutes les valeurs, de degré en degré, tant de l’angle du module que de l’amplitude , depuis o° jusqu’à 90°. Pour cela, il faut avoir,
LA E
pour chaque demi-degré du quadrant, la valeur de Eee quireprésente l’or-
donnée moyenne employée dans le calcul. Et parce que la valeur de Eg n’est donnée immédiatement, dans la table IX, que pour les degrés entiers, on pourra se borner, dans une première opération, à construire la table de 2 en 2 degrés d'amplitude, sauf à intercaler ensuite une moyenne entre deux termes consécuufs, si l’on veut étendre la table à tous les degrés d'amplitude.
$ XI. Solution d’une difficulté relative à la démonstration de léquation (44) de Part. 156.
195. Nous sommes parvenus, dans l’article cité, à une équation dont les deux membres étaient des fonctions semblables, l’une de x, l’autre de æ+2im; celte équation pouvait être représentée par dx = D(x +257). Nous en avons conclu que chaque membre est une quantité constante ; et comme dx s’'évanouit, ainsi que D(x + +7), lorsque x — 0, nous avons cru pouvoir faire en général x = 0, ce qui est l'équation (44).
On peut opposer à cette conclusion que deux fonctions telles que dx et D(x ++i7), pourraient être égales pour toutes valeurs de æ, même devenir nulles simultanément pour un certain nombre déterminé de valeurs de x, sans cependant se réduire à zéro pour une valeur quelconque de x. Par exemple, si la fonction x était composée d’un ou plusieurs termes de la forme Æ sin 4mx, m étant un nombre entier, on pourrait substituer x + +7 à æ, sans changer la fonction ; de sorte qu’on aurait toujours Dr = D(x+;ir): de plus, les deux fonctions s’'évanouiraient pour toute valeur de 4x égale à un multiple de +, et cependant on n’aurait point en général Dr = 0. |
Pour résoudre cette difficulté, nous aurons recours aux formules de duplication que nous avons rapportées dans Part. 159; et d’abord il faut prendre, dans l’art. 151, la formule (39), où l’on mettra 2x à la place de x, ce qui donnera
C'O2x = Ofx — Ax.
pr mt . I\3 Ax S 25 4 :
Nous avons d'ailleurs sin ® = (- 5, > ainsi, en substituant la valeur 1 3 Ax = k° Ox sin @, nous aurons C'O2x = Ofx (1 — £° sinf ?).
Cette équation, étant différentiée logarithmiquement, donne
dO2x __ {dox 4E* sin° @ cos t2%x Ex 1— É sint@ Re
Si l’on fait ensuite F4 = 2F?, on trouvera aisément, par les formules de l’art. 158, que l’équation précédente peut être mise sous la forme
2K d@x en OR dO2x 7 (Ep ny) el?) TT Exdx + Fe (EN we” F4) se ms)
Il en résulte par conséquent Dx —1}D(2x), seconde propriété générale des fonctions ®, qui doit être combinée avec la propriété déjà connue
DEUXIÈME SUPPLÉMENT. 161 Dx = D(x + :7); elles supposent toutes deux que le module k reste le même pendant que æ varie.
Or,ona Fo et LE? = fa [TS Gi—r2S). Ainsi, on voit que la quantité dx, qui représente le premier membre de l’équation précédente, peut être développée en une série procédant suivant les puissances ascendantes et impaires de x ; de sorte qu'on aura
Dr = Ax + Br + Cri + Dx’ + etc, A,B, C, D, etc., étant des coefficiens constans : mais alors on aurait aussi
D(2x) = 2Ax + 2°Bx + 25Cx$ +w/Dx L etc. ;
et de l’équation ®x = :® (2x) on conclura B—0, G—=0o,D—o, etc. Il resterait donc simplement Dx= Ax, valeur qui ne s'accorde avec la seconde équation dx —D(x+:7) qu'en supposant A —o; donc on a généralement l'équation Dre 0, que nous voulions démontrer. Mais il y a encore une manière non moins satisfaisante de parvenir au même résultat.
196. Dans l’équation (35), mettons 9° à la place de 9, et 2x à la place de x, nous aurons
(= ye (g*, 22) — O (g;, x) (©) (g, 27 Et x).
Comme on a d’ailleurs
(1 — ke sin* @) TR À Aie di) et par conséquent
®(q,imr+ax)=(#) *O(g, x) (1— sine) = O(g,17—x),
l'équation précédente pourra s’écrire ainsi, [(EZ KE) © (g*, 2x) — ©°(q, x) (1—k*° sin *@),
el sa différentielle logarithmique sera, en supposant dO(g, x)—©"(q, x)dx, 2dx©" (q, 5) 2dx©"(q°, 24). — fdg sin @ cos g ©(g, x) ©(g", 2x). 1— k* sin° @ dp
Si l’on substitue dans ce résultat la valeur Re E A(k, ®), on en déduira F 4 ù
équation ©"(g; æ) ©" (g”, 2x) — Kë sin @ cos ?
O(g,x) ©(g®, 2x) #7 ‘ A(k,@) D'un autre côté, nous avons (art. 167) l’équation Tome HI. | 21
KF, K° 2K° GE, 92 GE, q)= 2
sin @°;
ct, en comparant les seconds membres de ces deux équations, on s’assure aisément qu'ils sont égaux ; car, suivant l’art. 63, tome 1*, on a 2 sin ® cos @ mn: 1H k° T A(&k,@) = 5 — KÆ*; c’est ce qui résulte des valeurs connues K —(1+-#°)K°, La TIRE Fe cr GE, Dre Gr GE, g°) RS )
où l’on remarque que le second membre n’est autre chose que le premier, dans lequel on mettrait Æ° et g° à la place de # et ®; car cette substitution exige qu’on mette en même temps g° et 2x à la place de g et x.
Cela posé, si l’on désigne le premier membre par ®(4, @), le second membre sera ®(4°, @°), et l’on aura D (4, p) — D(EÆ°, p°). Par la même raison, on aurait ®(4°, @°)— (4°, p®), DOS, po) — (A, p°*), etc. ;
sin @_ = 11 reste donc à faire voir qu’on a.,.......
Donc on aura l’équation
donc on aura en général ®(k4, @ç) = ®(#", ®“). Supposons que la suite #, k°, 4%, elc., soit prolongée jusqu’à un terme #, qu’on puisse regarder comme négligeable, ou même infiniment petit, alors la valeur de g, cor-
pondante au module #”, sera le terme de rang dans la suite g*, gt, g%, elc., et par conséquent sera g* ; d’où l’on voit que ce terme sera en-
core beaucoup plus négligeable que k° : et puisqw’on a
& PS Ut & D a & _—2K G ' Le _ eg 2 x) PRÉC, dre,
on pourra , dans le second terme , faire HE # Dig or) = 1e e0 (ae en,
FT
[E(#, p)—éF (Æ, @")]. Mais dans ce cas, où #° est censé in-
: SACS Hal Le ce qui réduit la valeur de ®(Æ , ® ) au premier terme
.finiment petit, on a K“=17 =L'£#", “1 ; on a de plus E(#", =, g")—=@"; donc ®(#", g")—= 0 :
donc on a en général D{Æ, @)—=0, ou
2K : @"(g; +) pe CUP) ee To
6 XII. Démonstration d'une formule générale qui s'applique à un grand nombre de transcendantes.
__ fadx.
— a)y/(ex) ?
px désignent des fonctions entières de x. Cette intégrale se rapportera aux foncüons elliptiques tant que la variable æ ne passera pas le 4° deoré dans @x , mais au-delà de ce degré elle désignera des transcendantes d’un ordre de plus en plus élevé. IL s’agit de faire voir que toutes ces transcendantes jouissent d’une propriété générale analogue à celle que nous avons trouvée , pour les fonctions elliptiques, dans le chap. XVI, tome [°, du Traité précédent.
Pour cela, supposons que la fonclion entière gx est le produit de deux autres fonctions aussi entières, que nous désignerons par @,x et @,x, de sorte qu’on ait Px —@,x.@p,x. Soient en même temps 8x et 8,x deux autres fonctions entières de x, ainsi exprimées ,
(1) fx — a, + ax + ax + ax... .+ 4,4, Bx= GE ax Her... + x,
lesquelles salisfassent à l'équation
(2) COLE — (Bx) px = (x —x,) (x —x,) (x —x3).. .(x — x).
11 faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances
dans laquelle he
Considérons l’intégrale Lx — TE G
de x, donne identiquement le même polynome en x, du degré p, qui résulte du développement du second membre. Quant aux coefliciens a, , 4,...a,, Coy Civee Cm Qui entrent dans les fonctions 8x, 0x, ils sont supposés fonctions d’une même variable y indépendante de x, et cette variabilité n'est point partagée par les coefliciens contenus dans les fonctions @,x et P,x , lesquels doivent être considérés comme constans, ainsi que la quantité & comprise dans le dénominateur x — æ,
Cela posé, nous nous proposons de démontrer qu’on aura généralement l'équation
€ (x) 6 dx, + Eds... + DRE
() 13 Le y, eV Que) + Bey/Cue)
con 8 Geo) et/ou) TX);
C étant une constante et TI(X) désignant le coeflicient de : dans le de-
veloppement, suivant les puissances descendantes de x, de la fonction
7 Tes
x = El pue Vis) bi (ax).
(r—a)V ox © box) — trl/ (our)
Quant aux coefliciens €,, &,,... &,, ils doivent être 5 ou —1, selon les différens termes Ÿæ, Adxr,,...4æx,, auxquels ils sont affectés. Voici maintenant l’analyse qui conduit à la démonstration de ce théorème général.
198. Appelons P(x) le polynome en x du degré , qui forme le premier membre de l’équation (2), et Le de que x désigne l’une quelconque des quantités &i, Æ,, Xs,...%,3 Cette supposition donnera
PL) OO DEP ÿ la différentielle de léquation P(x) —o,
prise tant par rapport à æ que par rapport à la variable y, qui entre dans les coefliciens des fonctions Ûx et 6,x, sera
P'x.dx + - re D | 4}
Et puisqu'on a Px = fxp,x — es la différentielle de cette quantité, par rapport à y, sera
(cour. De — 20,XÛ, 2e) dy ;
de soute qu'on aura d,x dôx ! — 1 .
P'xdx = ( 29,X0,x dy — 29,.x0x 7) dy 5 mais, d’un autre côté, comme on suppose Px=—o, on aura
bc V(P,x) = c,xy/(P,x) > e étant 1, ce qui donne Bxp,x — d,xy/(pixp,x) = e8,xy/ (ox), bærpx = dbxy/(pirex) = dx p/ (x);
donc, on a l'équation différentielle P'x.dx = 26y/(@x) ) (Gr. Bit dx Te) dr, ou en distinguant par d les différentielles des fonctions 6x, 8x, prises par rapport à y seule, P'xdx = 2ey/(px) (Oxdh,x — 8x dx).
Mulüpliant de part et d'autre par €. :
fx L V' x)" P'x' zx fx. dx
een aiecre (8x d',x — 8,xd'bx).
, on aura
On a désigné par x l’une quelconque des quantités x, &,, Æs, ... 2%, ; si donc on fait successivement la même substitution pour toutes ces quantités, et qu’on ajoute tous les résultats, leur somme pourra être ainsi exprimée :
xdx
Ps D (Gxd dix — xl).
(x—«)v ox (x Er Or, on va voir que l’opération indiquée dans le second membre fera disparaître entièrement la variable x, pour n’y laisser que la variable 7; alors, en intégrant les deux membres, on aura, d’un côté, ZeJx, quireprésente la somme des intégrales ex, + ex, + ess... et de l’autre une fonction en y qui ne dépend que des coefliciens compris dans les fonctions 8x et 0,x.
199. Désignons par Ax la différentielle 2fx(@xdô,x — 4,2 dx); Ax sera un polynome en x, d’un certain degré #, dont les coeficiens seront fonctions de y ; ce polynome pourra être mis sous la forme Ax=Aa+(x—#)à,œ, 2,2 étant un second polynome du degré £— 1; nous aurons donc
Z (x — 2)P'x EE (x -— )P’x
mais on a Pa —(a—x,)(t—x,)(a— xs)....(a—x,),
et si l’on fait
les coefficiens A,, A,... A, étant indépendans de &, on aura À, égal
TX I =; lorsque æ = x,, cette valeur — = ; donc
« Œ à la valeur de * F Yi
Pa
Par Gba ue cbr DU nr ren
et réciproquement
S 4 I , PL
suite trouŸée pour la valeur de p=> On développe en série infinie chaque æœ
fraction , On aura Œ — x
pe —s2pr te 2pr tps 1 ec;
x , 3 , 1 donc, À = est égal au coellicient de dans le développement de
fat suivant les puissances de = , ou bien à celui de = dans le dévelopœ am À : EEE À1% À
pement de Ve: De là on voit aisément que Z pr Où AX est une fonc- . . , . I ’ tion entière de x, sera égale au coeflicient de z dans le développe-
+ ÀAX . . . I ment de la fonction 5, fait suivant les puissances ascendantes de —. Or,
on a À1T 1424 AL 4 Px (x—4)Pr (x—4*)Pr?
el la moindre puissance de =) comprise dans le développement du terme Àœ pi , k Ce pret (2) , X” étant la plus haute puissance de x dans Px ; donc
L1 L] . ’ Li I Le ce terme ne contiendra pas la puissance inférieure =, et l’on aura sim-
plement ARS 5: AC £ Px [I ee =) -en désignant par IT (X) le coefficient de = dans le développement de la fonc-
. . ë I tion X suivant les puissances ascendantes de ” 200. Cela posé, nous aurons l’équation
Fe tu) 0 0 — 8,4 d0a >> __frde A r af. | B'apie — bague ?
(x—a)Vex — |+ He Te)
Le bxpix — Bixpax
Le premier membre étant intégré par rapport à la seule variable x qu'il renferme, donne E &x, expression qui équivaut à la suite
EX, + ANŸX, + eds... + a da.
Pour intégrer semblablement le second membre par rapport à la seule variable y qu'il contient (car la partie affectée de la caractéristique II est indépendante de x; elle serait la même si lon mettait toute autre lettre z 009, — 8,99
* . , -— à pour intégrale
à la place de x), j'observe que la différentielle Fe — de,
SET MA A in 22 2V/(PiŸa) © OV? —611 P:?
donc on aura enfin la formule générale
Ox V'@ie + biay/pia j ba V@æ — baV/ que” + og . Or V/qur + br V9 x à
Ca—a)V (ex) 7 le Vpix — x Vpux
Cette formule, qui peut s'appliquer aux fonctions elliptiques et à une infinité de transcendantes plus composées, est due à M. Abel, qui l’a publiée dans le Journal de M. Crelle, année 1828, page 314. Nous développerons dans un autre Supplément quelques-unes des conséquences qu'on en peut déduire.
LCR à V(@2)
lo
dx HEdxs.. Hedax, =
Paris, le 15 mars 1820.
ER ee LR ne
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200. Le principe de la double substitution dont nous avons parlé dans l'art. 8 du I supplément, nous a servi à démontrer fort simplement que
l'équation Y — a: , dans laquelle les constantes w et À sont déterminées
par les formules (8) et (9), satisfait généralement à l'équation différentielle dx ap dy van). are) VV — Er)?
son intégrale F(4, ®)— mF(h, 4), ce qui est le théorème I” de M. Jacobi. | Nous nous proposons maintenant de parvenir au même résultat sans supposer le principe de la double substitution, ou plutôt, en déduisant ce principe de l’analyse du problème; ce qui rendra notre démonstration plus rigoureuse et plus conforme à celle qu'a donnée M. Jacobi dans le n° 127 du Journal de M. Schumacher.
et par conséquent à
(ea)
FIS
l'art. 7; il faut prouver qu’en mettant _ au lieu de x, et 7 au lieu de
y, cette équation pourra subsister, pourvu qu’on donne à la constante k
une valeur convenable.
En effet, par la substitution dont il s’agit, le facteur général Fee . 1 — A°x° sin? a devient FE LEReen donc la quantité dl , formée du produit | sin’æ À Tome II. 29
: CM . Ve de plusieurs facteurs semblablement exprimés, deviendra +.5, en fai-
170 FONCTIONS ELLIPTIQUES, sant, pour abréger,
À = kP—' sinf a, sinf a, sinf @. . . , sin &,_,;
4 »7r . Ti et à la place de l'équation y — = y? 0 aura
Or, il est visible que ces deux équations s’accorderaient entre elles si l’on avait À —u°kA, c’est-à-dire en substituant la valeur de w,
h —\hr sinf a, sinfla, sinf 5. "sin 4,1.
Il est donc démontré que la double substitution de _ à la place de x, et
de Fe à la place de y, qui peut se faire sans donner aucune valeur à X
dans l'équation différentielle dx 193% dy . : se ; . pat ; pourra se faire aussi dans l'équation finie y — =" y? Pourvu qu'on donne à h la valeur qu'on vient de déterminer.
U 4 À vd .
.yaété déduite de
Il faut se rappeler maintenant que l’équation =: l'équation (4), qu’on peut mettre sous la forme (— LE ) (+ de ) (+ F sin «, sm Œ3 SIN Cp_»
I — | (05 een BC NL F À - Te se : = : .
“A ( sn ) 1 — k°x° sin“ Lil — k°x° sin? Ap=3 1— x sin a,
Ainsi ces deux équations ne sont réellement qu’une seule et même équation entre y et x, mise sous deux formes différentes ; et puisqu'on peut faire la double substitution dans la première équation, en donnant à h une certaine valeur, on pourra la faire aussi dans cette dernière , avec la même condition , ce qui donnera le résultat suivant :
I B 1 N (1 — kxsin &,)}? (14 x sin &3)° (LE Ar sine) un — = I a ——— ————— 0 —————<— à hy ( F Xx x? T2 | a É CT PIERRE T2 I —— I ——
SIN sin? æh_3 Sin° a
p —1 I RES Ne . . . . .
E— (— 1) 2 AT! sin° &, sin° à, sin° &3.. . . sin” &,_, Sin° &,_..
202. Nous avons déjà remarqué qu’on pouvait changer à la fois le signe de x et celui de y; ainsi les deux équations précédentes, qui don-
nént les valeurs de 1 — y et de 1 — > donneront, avec le changement A . , Li « 4e indiqué , celles de 1 + y et de 1 + re Multipliant donc entre elles ces
quatre valeurs, on aura le produit
4 1 % 1 B'T° G—r)G—)= 6 — 2) (7 UV’?
où l’on a fait, pour abréger, E=P0;
- CRÉES ONCE get (: ju) =) sin’ &s ds cr sin® a5/° °°" ; sin” 1) $ Q—={(1—/x" sin" a,)(1—kx° sin as) (1— x sin" as)... (1— kx* sin, _,). De cette équation on déduit : h2B°T° GED EEE CNE") CE MEME TE,
Tr
puis faisant X — = U; OUR = , On aura (VX) (VE EX) = (1 — ae?) (1 — ex) Te.
La supposition x = 0 donné X—0o, V=:, T = 1. Ainsi, dans ce cas, l'équation précédente se réduit à B°4°= {‘u*; c’est en effet ce qui résulte des valeurs trouvées de B, k et w. On a donc plus simplement (V3 — X2) (V2 EX) — (1 — x) (1 — x?) T°.
Le premier membre est le produit des quatre facteurs V—X, VEX, V—NX, V+HAX, qui sont des polynomes en x du degré p; car cela résulte des valeurs
V=(i — x Ent æ,) (1 — in sin &;).... (1 — k’x°sin°a,_.),
À — ie = 2) ( =). oser ee (: ee =) , sin” C4 7 sin’ 4 Sin pi
où l’on voit que V et X sont des polynomes en x, le premier du degré p —1, le second du degré p. Nous avons donc l'équation
(V—X)(VHX) VX) (VE RX) = (1x) (1x) (1 ke) (14 kx)T, dans laquelle les quatre facteurs du premier membre sont premiers entre eux, puisque V et X, d'après les valeurs précédentes, ne peuvent avoir aucun commun diviseur. Il est d’ailleurs facile de voir que chacun de
172 FONCTIONS ELLIPTIQUES , ces facteurs est le produit d’un facteur simple par le carré d’un polynome du degré E— ; car nulle autre supposition ne pourrait faire que chacune des quantités V—X, V+X, V— ZX, V+AX, fût un polynome en x du même degré p, et que le produit des quatre fût représenté par (1—x)(1+x) (1 — kx) (1 + kx) T?.
205. Il faut prouver maintenant que la valeur y — : satisfait à l'équation différentielle
LA0e AE RME T1 ÉRN AL EN AUTRES voa. va =#z) Var). Va —Fr)
En effet, on a d’abord
Appelons, pour abréger, Z le second membre; on aura, en désignant par € une constante quelconque, d(V — cX)
dX = N— x Ex
Par cette équation, on voit que si V — cX a un facteur double tel que (a — Ex), il y aura nécessairement dans Z un facteur simple à — 6x :
or, on a trouvé que tous les facteurs doubles qui entrent dans les quantité V—X, VÆX, V—2X, V+AX, composent, par leur produit, la ee de T*. Donc la quantité Z est divisible par tous les facteurs de T , et par conséquent est divisible par T. Mais X étant un polynome en x Le dE By et V un polynome du degré p — 1, la
quantité Z — VE FR ne est un polynome du degré 2p — 2. D'un autre côté, on sait que T ou PQ est un polynome du même degré 2p— 2.
Z “3 UE , nd Donc :- est une conslante qui, étant nommée À, donnera Z — AT=V: 2.
fi dr TAT: SAT TOUL TE LUE à) De là resulte De = 5) mais on a trouvé T V4. TG Er) donc a Ca AP US D F— VG—zx).V(i1— x?) — 1° dx?
ou LICE DANSEUSE er 1, VO—r) VO — Br) VG— x). va Ex)
De plus, en faisant x infiniment petit, et négligeant les quantités de l’ordre
2 x dX Z I x”, on a ro Ni LT Z=NS =); donc A=5= Donc
x 7 . » Q X e Q LM enfin l'équation algébrique y = + satisfait généralement, pour toute valeur du nombre impair p, à l'équation différentielle
PPT UE) 5 LORS RE AP à ag 2 2:
va—a).va—#Æz) VO). va —rr)?
et par conséquent à son intégrale SO SA PEU
C'est en cela que consiste le principe général de transformation que nous voulions démontrer.
EL. Construction géométrique par laquelle on peut multiplier à volonté la fonction de première espèce F(c, 9).
204. Étant donnés le module c et l'amplitude @, on peut trouver, par une construction géométrique assez simple, l'amplitude @, qui convient à la fonction F(c, @,) égale à nF (c, ®).
Pour cela, sur la circonférencé décrite du centre C (fig. 1), avec un rayon égal à l'unité, prenez l'arc AM; égal à 29 ou 29, ; prenez ensuite, à compter de la même origine À et dans le même sens, l'arc AMM, égal à 20, ; tirez la corde M,M,, et divisez en deux également l'angle AMM, par une droite M,D, qui rencontrera en D le rayon AC prolongé. Du point D comme centre, et du rayon DO perpendiculaire à la corde AM,, décrivez une seconde circonférence qui touchera les deux cordes AM,, M,M,. Cela posé, si du point M, on mène au petit cercle une troisième tangente M,M:, qui rencontre Ja grande circonférence au point M, ce point M; déterminera l’arc AM,M,M;, — 29, , dont.la moitié 94 servira à la triplication de la fonction F(c, @), de sorte qu'on aura
Fc D) ER REGSROE
De même, si du point M; on mène une nouvelle droite M,M,, qui soit à la fois tangente au petit cercle et corde du grand , on connaîtra le point M,, qui détermine l'arc AMMMM, = 29,. Continuant ainsi indéfiniment, on formera un polygone dont chaque côté sera tout-à-la-fois inscrit dans la grande circonférence et circonscrit à la petite. Ce polygone déterminera, par les sommets M,, M,, M;, etc., de ses angles successifs, tous les arcs 2@,, 2@,, 23, etc., dont l’origine commune est À, et qui, à compter du second, servent à multiplier la fonction F(c, æ) par les nombres 2,5, 4, 5, etc., jusqu'a telle limite qu'on voudra; d’où il suit que, par une construction géométrique très simple qui n’exige que la règle et le compas, on peut parvenir à déterminer l'amplitude ®, qui satisfait à l'équation F(c, @,) = nF(c, ®), n étant un nombre entier quelconque. On résout ainsi géométriquement un problème d'analyse qui présente d'assez grandes difficultés (tome I", art. 22).
205. Les données dont nous avons fait usage dans la construction de la figure sont l'amplitude @ de la fonction donnée et amplitude ®, de la fonction double F(c, @,); mais on peut déterminer le centre D et le rayon DO du petit cercle par les données immédiates c et @.
Soit, pour cet effet, AD— 1 + e et DO — r; puisque l'arc AM, — 29,
on a BM,— 7 — 29, et l'angle À du triangle rectangle ADO sera égal
a 27 — ®; donc DO=7r—(1 + e) cos ®. D'un autre EH la corde AM,=—»sin9; donc OM,=(1—e)sin® et tangOM,D— EL mu
—— cOt done — 1—e CAE Suivant notre première construction, l'arc AMM, = 29,, et par conséquent le reste de la circonférence AM, = 27 — 2@,, ce qui donne
l'angle AM,D — = — =®,. Mais en faisant A — y/(1 — c° sin* @), on sait
que l’amplitude " se HE par la formule tang L@, = À tang @; on
aura donc =—°— A, ou e— À
mules au moyen desquelles les inconnues e et r se déduisent assez fa-
cilement des données c et @; et, de cette manière, on évite l'emploi de l'amplitude @,..
On voit que les quantités e et r, qui déterminent le centre et le rayon
du petit cercle, ne sont point constantes, et qu’elles varient avec l’am-
plitude @ de la fonction qu’on veut multiplier. Il existe seulement entre
et r=(1+e) cos ® = —— for-
ces deux quantités et le module c l'équation r° = (1 + e)° — 1e d'où il
suit que e, distance des centres des deux cercles, est toujours plus petite que le module c° qui suit c dans l'échelle ordinaire, dont l'indice est 2; car Rite TG + ce)
206. Jusqu'ici nous n'avons fait qu'expliquer la construction de la figure , soit d’après les données @ et ®,, soit d’après les données immédiates c et ®. Il faut maintenant démontrer que la construction du polygone dont AM, et M,M, sont les deux premiers côtés, donne effectivement les points qui répondent aux amplitudes sans cesse croissantes 2@,, 2@3, 204 , etc., par lesquelles la multiplication de la fonction F (c, @) peut être opérée pour un facteur entier quelconque.
Pour rendre la démonstration entièrement générale, nous supposerons qu'après plusieurs circonvolutions du polygone les deux sommets consécutifs M,, M, représentent les extrémités des arcs 2@,_,, 2@,. Si le polygone n'avait pas achevé une révolution pour parvenir du point A au point M,, l'arc AMM, serait 27 — 29,_,; si, pour arriver au même point M, , le polygone a fait { révolutions, le même arc AM,M, sera 27 (i+ 1) — 29,_,. Dans cette dernière hypothèse, qui s'applique à tous les cas, l'arc AM, sera pareillement 27 (i Æ 1) — 29, Joignez
on a c°
176 FONCTIONS ELLIPTIQUES, DM, , DM,, AM, AM, pour former les triangles ADM, , ADM; , DM,M:.
Dans le triangle ADM,, on a les deux côtés AD = 1 +—e, AM, = 2 sin (7i H 7 — Qui) = 2 Sin Qs-, COS mi, et l'angle compris
DAM, = Qui — - (oi + 1); on aura donc le troïsième côté par la formule
(DM, = (1 + e) — 4e sin @,_; = p"; on aura semblablement (DM) = (1 + €) — 4e sin° ®, = q°.
Avec ces deux côtés, que nous appelons p et q, et le troisième, ... MM; = 2 sin (@,— Qrr1)— 7, On trouvera l'aire du triangle DM,M, par la formule connue S= 5 {2r (P+ 9) — gt (p°— gY]
Cette mème aire — +ry; donc on aura
Aie (PRATND ENRSE Te, Substituant les valeurs = 280 (Pr — Pur)
p+g=2( He e} — 4e (sin @, + sin°@,_),
P° — (1 —— 4e (sin* ®y — Sin° Dune) — 4e sin (Pr on vu Du) sin (Pa En De) on aura
4 = 4 (1 + 0e) — 8e (sin @, + Sin ps) — 4 SIN (Pr — Pr1) — 46° sin? (Pr + Par) »
ou
— COS (P, — Pa) + 2€ COS (Pa — Pa- + cos (Pat pire) Re €* COS” (Pa—+ Par) et en extrayant la racine carrée, on obtient ce résultat très simple
D COS (Pr — Par) + € COS (Pr + Pr) »
ou “
r=(1+e) cos @, cos P,_, + (1 — e) sin @, sin @,_. Maintenant, si l’on se rappelle que l'équation transcendante Fu—Fr=F est satisfaite par l’équation algébrique COS j4 COS » + Sin y sin »AQ = cos ®,
? Ci e on verra qu'en faisant w —@, et » — @,_,, ce qui donne Fu — Fr — Fo les deux équations précédentes s’accorderont entre elles si l’on a
DOME Cr = cos 9.
Or, ces deux équations sont précisément celles qui déterminent les deux quantités r et e; donc, en vertu de la construction géométrique que nous avons indiquée, deux sommets consécutifs du polygone indéfint qui en résulte sont tels, que si le point M, termine l'arc 29,_,, le point suivant M, terminera l’arc 29,. Or, dans l’origine de la construction, on a désigné par M, le point qui termine l'arc 29, ; donc alors le point M; a dû terminer Pare 29, ; et ainsi, en prolongeant le polygone indéfiniment, on obtient successivement toutes les amplitudes ®,, P3, Qis Ps, etc., qui servent à la multiplication de la fonction F(c, @), suivant l'équation générale F(c, ©,) = nF(c, ®).
Nous remarquerons que, pour ne pas tomber dans des cas où la construction deviendrait embarrassante, on pourra toujours se borner au cas où l'amplitude donnée @ est moindre que 17; car toute amplitude plus grande que £7 peul être représentée par i7 £@, @ étant moindre que 27 : alors la fonction correspondante — 2F'cHF(c,@), et cette fonction, multipliée par #7, serait 27iFc ÆE Fc, @,), en supposant.... HÉCATARE=ATE (ON ED)
Lorsqu'on suppose 9 = +7, le rayon du petit cercle r devient nul, et le polygone, dont le premier côté se confond avec le diamètre AB, a tous ses côtés superposés sur ce même diamètre ; alors la construction est sans objet, puisque la fonction F(c, @) devient égale à la fonction complète F'c, et que la valeur 9 — 17 donne $,—2n7.
207. Nous remarquerons encore que la construction géométrique que nous avons donnée d’après M. Jacobi, qui en est l'inventeur, pourrait servir à trouver la valeur approchée de toute fonction F(c, @), dont l’amphitude est donnée, en faisant connaître son rapport avec la fonction complète F'c. En effet, si l'on continue la construction des différens côtés du polygone jusqu'à ce qu’on trouve dans la suite des sommets M,, M, M,, etc., un point M, qui soit très près de l’une des extrémités du diamètre AB, il esi visible qu’en comptant les circonvolutions du polygone, on saura combien il y a de demi-circonférences dans l'arc 2@, terminé au point M,. Soit m le nombre de ces demi-circonférences, on aura donc à très peu près 29, —= m7; par conséquent, F(c,@,) ou nF(c, @)= mF'c EC) — — Fe, valeur facile à évaluer numériquemefft au moyen de notre table des fonctions complètes.
Tous II. 23
Dans tous les cas, il sera facile de tenir compte de la petite distance qu’il peut y avoir entre le point M, et l’un des points À et B, pour en déduire une valeur encore plus approchée de la fonction F(c, @,), et par conséquent une de la fonction F(c, @).
208. Remarquons enfin que le polygone dont nous avons donné la construction sera rentrant sur lui-même, et par conséquent n’aura qu'un nombre de côtés déterminé, si la fonction F(c, @) est dans un rapport
rationnel avec la fonction complète F'c. En eflet, si l'on a F(c, )== Fe, m et n étant des nombres entiers, on aura F(c, ®,) = nF(c, @) = mf"'c = à (c; _ , et par conséquent ®, — — ; Ou 20, —= M7;
Si m est un nombre pair, l’arc 29, sera composé d'un nombre entier
m . , . MAC. .
= de circonférences, et le point M, , extrémité de Parc 2@,, reviendra au
point À, où le polygone sera entièrement fermé ; dans ce cas, le polygone ? A ’ mn , .
n'aura que 7 côtés, formant — révolutions.
Si m est un nombre impair, le point M, tombera à l’autre extrémité B du diamètre AB ; une moitié seulement du polygone sera formée, et il faudra doubler le nombre des côtés pour que le dernier, dont le rang est 27, soit terminé au point À. Le polygone aura donc 272 côtés formant 72 révolutions.
Dans tout autre cas où le rapport de F(c, ®) à F'c n’est pas rationnel, le polygone aura un nombre infini de côtés, et il sera impossible que deux sommets se rencontrent en un même point de la circonférence.
En général, comme les côtés du polygone sont des cordes inscrites dans le cercle dont le rayon est 1, lesquelles doivent être en même temps tangentes au cercle excentrique, dont le rayon est r, il est visible que ces cordes seront toujours comprises entre la plus grande, qui passerait par le point a, et la plus petite, qui passerait par le point b, ab étant le diamètre du petit cercle situé dans la direction du diamètre AB. Ainsi, faisant cos 4 = r — e et cos 6 — r +e, les côtés du polygone seront toujours compris entre un maximum 2sinæ = 24/[1—(r—e)] et un minimum 2 sin 6 = 2V[1—(r+ el]; on aura donc toujours, quel que soiple nombre entier ,
Pa —— Ps LE) END. Dr NC,
209. Nous avons vu que m étant pair, ce qui suppose 7 impair = 2i +1
0 m » ,» . \ . . Ÿ (car la fraction — est censée réduite à sa plus simple expression), le polyn gone qui a pour sommets les extrémités des arcs 2@,, 2@,, 2@3v.s. 2Qn St . f m . 4 formé de 7 côtés qui occupent un nombre — de circonférences. Dans ce
polygone, il y a toujours un côté moyen qui passe par l’un des points a et b, et qui est par conséquent un maximum ou un minimum; ce côté moyen est celui qui joint le point M}, extrémité de Farc 29, avec le point M,.,, extrémité de l'arc 2@,,..
En effet, le point M, situé d’un côté du diamètre AB, et le point M,_., situé de l’autre côté du diamètre, sont toujours situés sur la même perpen- Per 2) pre:
diculaire à ce diamètre, car on a F(c, @,)— "= Fic, Li Cent M, donc F(c,@.)+F(c, @,.)= mF'e=— — F(c,7), et par conséquent
Pr H Paz = SP) OÙ 20e ne = 5 +27. Cette. équation exprime que,
quel que soit x, le point M, et le point M,_,, qui terminent les arcs 29, et 20,_., seront toujours situés sur une même perpendiculaire au diamètre AB. Soit x —i, onauran—x—i+1; donc les deux points M;et M,,, sont placés sur un même côté perpendiculaire au diamètre ; et comme ce côté doit être tangent au petit cercle dont le rayon est 7, il passera nécessairement par l’un des points a et b : ce côté sera par conséquent un maximum * ou un Minimum.
On voit en même temps que les arcs 29; et 29:,,, qui déterminent les extrémités du côté moyen, peuvent se trouver directement par les équations
T7 ie
®; + Pit Piti— Pi
© étant l’un des arcs & et 6 ; on aura donc toujours
m 2h 7 +0, m 2% ‘—= DK Émis
D'ailleurs, l'ambiguité qui semble rester dans cette détermination disparaîtra bientôt, en observant que si m est pairement pair, ou de la forme
m L4 \ Lé D . .
4u, Varc TA) égal à 2u7, aura son extrémité en À , et qu’ainsi, dans la
m e r . , A valeur 7+o de l'arc 29,,,, l'mdéterminée w ne peut être que 4. Au 19:
180 FONCTIONS ELLIPTIQUES, contraire, si m est impairement pair, ou de la forme 44 + 2, l'arc TT,
égal à 2u7 +w, aura son extrémité en B, de sorte que l'arc © ne pourra être que l'arc 6, dont le double est sous-tendu par la plus petite corde. Ainsi, dans tous les cas, on aura la valeur des arcs 29; et 29;,, sans aucune indétermination, et l’on saura que le côté moyen 2g;,, — 29; est un maximum Si m— 4, et un mününum Si M —= 4 + 2.
210. Il serait possible que la construction géométrique que nous avons développée conduisit à quelque théorème intéressant, analogue au théorème de Côtes, par lequel on pourrait peut-être simplifier l’analyse assez épineuse qui sert à déduire @, de @, ou réciproquement ® de @,, ce qui est le problème de la multiplication ou de la division des fonctions elliptiques ; mais nous n’entrerons dans aucune recherche à ce sujet. Nous nous bornerons à remarquer encore qu'après avoir formé la suite des arcs 213 2Pa 2Pgrrore 20, dont les extrémités sont les sommets du polygone
: , \ r e mr .
rentrant qui répond à l'équation F(c, @) = = F'c, si l'on forme avec les termes de rang pair la nouvelle suite 2@,, 29,4, 2@6, etc., cette suite représentera celle qui servirait à construire le polygone correspondant à 4 Ex 2 y, ares . ET .
Ja valeur F(c, ®) — — F'e. Ce polygone ne serait plus circonscrit à la cir-
conférence dont le rayon est r, mais, par la nature des choses, il jouit de la propriété d’être circonscriptble à une circonférence plus petite.
De mème, si l’on prenait de trois en trois les termes de la série initiale, ce qui formerait la série 293, 2@6, 29,, etc., celle-ci répondrait à la valeur IRL e)= 7 F'c, et il en résulterait un nouveau polygone circonscripüble à une circonférence plus petite que les deux autres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’on ait épuisé les 7 — 1 combinaisons possibles.
Ainsi, on voit qu’une seule construction appliquée à la valeur...
I . . se . . ‘ From É F'e, contient implicitement toutes celles qui conviennent à la
n.| m » . e valeur F(c, @) — — F'c, m étant un nombre entier quelconque moindre
que 7.
$ III. Théorème général donné dans le $ XII du deuxième supplément. Classement et propriétés générales des transcendantes comprises dans ce théorème.
211. Les nombreuses applications que nous avons à faire du théorème donné dans le $ XII du deuxième supplément, exigent que nous rappelions ici, avec quelques développemens, Îles formules générales par
lesquelles il est exprimé.
ANT
Désiwnons par 4x l'intégrale Con dans laquelle fx et @x sont des fonctions entières de x, c’est-à-dire des polynomes en x d’un degré quelconque. Cette intégrale aura une origine constante, déterminée dans chaque cas particulier, de sorte qu’elle ne dépendra que de la variable x, qui est sa seconde limite.
Il est inutile d'examiner ce que devient cette intégrale lorsque le polynome @x ne passe pas le second degré; car on sait que, dans ce cas, elle peut toujours s'exprimer en partie algébriquement, en partie par arcs de cercle ou par logarithmes. Elle s'exprime par des fonctions elhiptiques lorsque le polynome @x est du troisième ou du quatrième degré; mais, passé le quatrième degré, elle désigne des transcendantes d’un ordre de plus en plus élevé. Toutes ces transcendantes jouissent d’une propriété générale, analogue à celle que nous avons trouvée pour les fonctions elliptiques dans les chap. IX et XVI du tome Il‘; et c’est dans cette propriété que consiste le théorème dont les formules suivantes sont l'expression.
212. Supposons d’abord que la fonction gx soit décomposée en deux facteurs réels @,x et @,x, en sorte qu'on ait gx = p,x.g,x. Désignons ensuite par Üx et 0,x deux polynomes complets en x, ainsi exprimés
G) ( Ox a +ax + ax.....+ a,x",
ldx—= c+H ex + ex... + cux”, et supposons que ces polygones satisfassent, pour toute valeur de x, à l'équation (2) (r)'eix — (x) px — (x — x) (x —x,) (x — xs)... (x — x); il faudra donc que le premier membre, développé suivant les puissances
de æ, donne identiquement le même polynome en x que produit le développement du second membre.
Il Il
De là résulteront des équations, au nombre de w + 1, entre les coefficiens a, c, a, c,, etc., et les quantités x,, x,, Æ3....%y, considérées comme des valeurs particulières de la variable x. Ces équations seront toujours en nombre suffisant, non-seulement pour déterminer les divers coefficiens &, €, a, c,, etc., en fonctions des quantités x,, x,, Ds SR mais encore pour établir, entre ces dernières seules, des équations qui permettront d'en déterminer un certain nombre par le moyen de toutes les autres, restées entièrement arbitraires.
213. Puisque, en vertu des équations dont nous venons de parler, les coefficiens des fonctions Ox, 8,x sont fonctions des quantités restées arbitraires dans la série æ,, æ,.... æ,, On peut les faire varier, par rapport à une quantité y liée d’une manière quelconque avec ces arbitraires. Cette variabilité, au reste , n’est pas partagée par les coefficiens contenus dans les fonctions fx, @.x, @,x, lesquels doivent être considérés comme constans, ainsi que la quantité &æ comprise dans le dénomimateur x -- a. C’est sur ces principes qu’on a obtenu, dans le S XII du deuxième supplé-
ment, l'équation générale
Ex, + ENX, + eds... + epnltu
AS) ENT fa 0a4/(@,a) + Û,æ V'(@az) | =CHNX)+ LÉ log EURO eve),
C étant une constante, et Il (X) désignant le coefficient de =, dans le dé-
veloppement fait suivant les puissances descendantes de x, de la fonction
x — JT Jon VUE) + EVE) (œ—a) Vox) ? Exp (eix) —Gx (ex)
Quant aux coefficiens €,, €,.... €, , ils ne peuvent être que + 1 ou —1, suivant les différens termes Ax,, 4x... x, auxquels ils sont affectés.
Le premier membre de l'équation (3) peut être désigné een par ce symbole one Se ne He Et ou prises avec les signes convenables, suivant les cas particuliers ; le second membre est composé, en général, de trois parties, dont une ou deux peuvent disparaître, suivant la nature de la fonction fx. Nous devons maintenant entrer dans quelques détails sur les diverses transcendantes contenues dans l'expression générale de «x.
214. Ces transcendantes peuvent être classées convenablement, d’après le plus haut exposant de x contenu dans le polynome @x.
On regardera comme première classe, ou classe n° 1, celle où l’ex-
posant le plus grand de x dans gx est 5 ou 4. Cette classe comprend généralement les trois espèces de fonctions elliptiques.
La seconde classe, ou la classe n° 2, sera celle où le plus haut exposant de x dans @x est 5 ou 6.
La troisième celle où cet exposant est 7 ou 8; et ainsi de suite.
D'après cette énumération, le polynome gx peut être indifféremment du degré pair 21 ou du degré 1m pair inférieur 22— 1, et la fonction x appartiendra toujours à la même classe, dont le numéro est à — 1. En effet, on peut toujours ramener Île cas if degré 21— 1 à celui du
degré 21; il suffit pour cela de faire x
dxfx — )V\gx) dans lequel y sera un SA du degré 21.
5 7 étant une constante à
1 re | contiendra un radical y(®y),
volonté, et la transformée de ? -
»15, La division indiquée est d'autant plus admissible, que chaque classe est distinguée de toutes les autres par une propriété particulière, qui rend D ANRTE la réduction d’une classe quelconque à une classe inférieure, sauf quelques cas RÉ est
Dans toutes les classes on peut, à partir d’un certain minimum, augmenter à volonté le nombre des fonctions comprises dans le premier membre de l'équation (3), c'est-à-dire que le nombre des valeurs particulières de x, avec lesquelles on forme un pareil nombre de fonctions, peut, à partir d’un minimum déterminé, être aussi grand qu’on voudra; mais parmi toutes ces quantités, dont le nombre est désigné par w, il n'yen a qu'un certain nombre qui puissent être prises arbitrairement, et celles-ci serviront à déterminer toutes les autres. Or, dans les différentes classes, le plus petit nombre possible des non-arbitraires est déterminé, pour chacune, comme il suit :
Dans la première classe ce nombre est 1, dans la seconde il est 2, dans la troisième 3, et ainsi à l'infini.
En effet, pa à volonté le nombre #7 qui détermine le degré du polynome pin que l’on suppose complet, si l’on appelle À le degré du polynome px, À, et À, ceux des polynomes @,x et @,x, on pourra toujours prendre le nombre m qui détermine le degré du second polynome complet 8,x, de manière que les deux nombres 272 + \;, 2mæ+A,, qui expriment les degrés des produits (0x) o,x et (8;x)g,x soient égaux, ou ne différent au plus que d’une unité, le second étant le plus petit des deux. On aura donc en général m = 2n + À,, et en particulier
184 FONCTIONS ELLIPTIQUES, Aa—+:1
= m+n+° si À est pair, et & — m + n +- si À est impair.
Or, le nombre des conditions fournies par l'équation {2) est en général p + 1, sur quoi il faut prendre m+ n + 2 équations, pour déterminer
= . ,» « . À 4 e les différens coefficiens c, a, c,, a, , etc. ; il restera donc EI équations Aa +1
si À est pair, et — 1 si À est impair, au moyen desquelles on
’ Ld , TT 4 pourra réduire d'autant le nombre des quantités x,, x,, x3.... x, Il y
aura donc parmi ces quantités un nombre St On dr — 1 d'auxi-
liaires, qui se détermineront par le moyen de toutes les autres, restées entièrement arbitraires. Ces combinaisons offrent le moindre nombre d’auxiliaires que la nature de la question comporte, comme on peut s'en assurer en donnant à m» des valeurs qui rendent la différence. .... (an + À,)— (2m + 2,) plus grande que l'unité.
Hi suit de là qu'il n’y aura qu'une auxiliaire si l’on a A —3 ou A —4, ce qui est le cas des fonctions elliptiques, c’est-à-dire de la première classe de nos transcendantes; que le nombre le plus petit d’auxiliaires sera 2 si l'on a A = 5 ou À = 6, qu'il sera 3 si l'on a A = 7 ou A = 8, et ainsi de suite. ù
Dans la première classe, qui est celle des fonctions elliptiques, la moindre valeur de w est 3. En effet, si parmi les transcendantes de cette
classe on considère la plus simple, Fe , désignée autrement par Fo, on sait qu'on peut toujours satisfaire, par une équation algébrique, à l'équation transcendante Fo, + Fo, — Fo; = 0; c'est-à-dire qu’étant données les deux amplitudes ?, et ®,, on en trouvera algébriquement une troisième @:, telle que l'équation F, + Fo, — Fo, soit satisfaite. En changeant simplement le signe de ®, , on satisfera également à l'équation Fo, — Fo, — F;. Dès lors, on voit qu'étant donné un nombre quelconque de fonctions elliptiques de la première espèce, on pourra frouver algébriquement une seule fonction égale à la somme des fonctions données, affectées d’ailleurs de tels signes qu’on voudra. Ainsi, dans le cas de la
fonction Lx — Pt où le polynome gx est du 3° ou du 4° degré,
tous les termes du premier membre de l'équation (3) pourront être pris, avec des signes quelconques, hors un seul, dont l'amplitude x, sera dé-
terminée par celles de toutes les autres, de manière que la somme de tous sera égale à zéro.
216. Dans une classe quelconque dont le numéro est N, la moindre valeur de est N + 1; c'est-à-dire que le nombre des variables x,, x,...2,, comprises dans le premier membre de l'équation (3), ne peut être moindre que N +1, afin qu'il y en ait au moins une d’arbitraire, les autres étant déterminées par le moyen de celle qui peut varier à volonté (*). Cette loi ne s'applique cependant pas à la première classe, puisqu'on à vu que, dans ce cas, le nombre des termes compris dans le premier membre de l'équation (3) ne peut être moindre que 3.
Il y a une infinité d'hypothèses sur les valeurs des fonctions 6x, 8x, qui peuvent réduire à N + r le nombre des termes du premier membre de l'équation (3); car il n’est pas nécessaire pour cela que le second membre de la même équation se réduise à la forme
(x — x) (x —x,)....(x— ax, .))
ce qui supposerait = N + 1; il suflit que ce second membre puisse se réduire à la forme
PRE (x — x,) (@—x,)....(x —x
N+:, car alors y sera d’une grandeur quelconque, et toutes les variables dé- ... Xy étant nulles, le premier membre de
signées par Lys? Ty °
l'équation (3) ne contiendra que les fonctions 4x,, 4x, ..., x, , QE il n’y en aura qu’une d'arbitraire, qui servira à déterminer les autres, dont le nombre est N.
217. L'examen approfondi de ces sortes de transcendantes fournit encore un résultat très remarquable.
Si l’on prend pour 4.x la plus simple des transcendantes x, c’està-dire celle dans laquelle fx = x — «, et qui se réduit à l'intégrale
dx
v(ex) de l'équation (3), dans lequel on déterminera convenablement les signes des différens termes, se réduira toujours à une constante, quel que soit le nombre & des termes de ce premier membre; car on voit aisément
dont le nombre est N +1, et parmi les quantités x,, x,..., x
> PX étant un polynome en x du degré À, le premier membre
(*) On pourrait, à la rigueur, réduire ce nombre à N , en supposant que la quantité arbitraire x, est infiniment petite, quoique variable; car alors 4x, disparaîtrait dans le premier membre de l'équation (3), et la comparaison ne sétablirait par cette équation qu'entre N fonctions.
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186 FONCTIONS ELLIPTIQUES, que, dans ce cas, la quantité désignée par I (X) s’évanouit, ainsi que Îla quantité logarithmique que cette formule contient. Mais ce qui mérite surtout de fixer l'attention, c’est que l'équation Z4,x — C étant trouvée pour la fonction simple .x, on pourra toujours en déduire facilement l'équation semblable qui a lieu pour toute autre fonction 4x comprise dxfx
(œ —2)V (ex)
Il suffira, pour cet effet, que chaque terme <.t de la somme Z\,x, devenu #£ dans la somme Z4{#, conserve le même signe si le facteur
Ji
Ë —— seule modification, la nouvelle somme Z:L£ sera, sans aucune indétermination, égale au second membre de l'équation (3), lequel est composé d’une partie constante, d’une partie algébrique et d’une partie logarithmique, réunies toutes les trois ou réduites à un moindre nombre,
dans la formule Lx —
= est positif, et change de signe si ce facteur est négatif. Avec cette
suivant les différens cas.
218. La propriété dont on vient de parler semble établir une différence essentielle entre les fonctions de la classe N en général et celles de la première classe, qui sont des fonctions elliptiques. Dans celles-ci, on peut former à volonté le premier membre de léquation (3), en faisant varier de toutes les manières possibles les signes des différens termes, excepté un seul, dont la variable x, ou sin ®, peut être déterminée par toutes les autres, de manière que le second membre soit non-seulement constant, mais nul. |
Cette équation , une fois formée pour les fonctions F, s’appliquera, sans aucun changement de signe, aux fonctions E de la seconde espèce et aux fonctions IT de la troisième.
. Dans les fonctions de la classe N, en général , les variables étant prises de manière que sur le nombre total w il y en ait & — N arbitraires et N non arbitraires ou auxiliaires , lorsqu'on aura une fois déterminé les signes des différens termes, pour que, dans le cas de la simple fonction
d. . , “ Nix = fe OR la somme de toutes soit égale à une constante connue,
on voit que ces signes détermineront ceux des fonctions composées , dont la somme, désignée par Z4x, sera égale au second membre de l'équation (3).
De là il paraît s’ensuivre que la somme Z+}x ne serait connue et déterminable que pour une certaine combinaison de signes, indiquée par la
somme semblable appliquée, pour les mêmes valeurs particulières de x, à la fonction simple dx.
Mais il faut observer que le problème qui détermine les coefliciens des fonctions Ox et 8,x, par le moyen des w — N valeurs particulières de x, aura toujours, en quantités réelles, autant de solutions qu'il est nécessaire pour que les fonctions composant la somme Z4,x s’y trouvent dans toutes les combinaisons possibles des signes. Ainsi, la somme désignée par Z4x s'exprimera, dans toute combinaison des signes du premier membre, par des quantités algébriques et logarithmiques. Il arrivera seulement que les auxiliaires seront différentes dans les différentes combinaisons, et que quelques-unes d’entre elles pourront être imaginaires; ce qui donnera toujours une solution analytique, mais plus difficile à vérifier. Ces propriétés, au reste, ne peuvent être indiquées ici que très succinctement ; nous leur donnerons ci-après de plus grands développemens.
219. Il nous reste enfin à faire observer que les transcendantes dont nous nous occupons jouissent, dans chaque classe, de la propriété de se diviser en trois espèces, comme les fonctions elliptiques.
Les fonctions de la première et de la seconde espèce résultent de la supposition fx = x°(x— «æ); elles sont donc comprises dans la formule gé-
rar JV (@x) ceptible de réduction lorsque l’exposant e est égal à À — 1 ou plus grand que À — 1.
En effet, soit Z un polynome complet en x du degré r; soit, pour abré-
nérale dx — , et il est facile de voir que cette formule est sus-
d d get, L— 7 Ct DU ss on aura
A[ZV(ex)] __ Lex +izpx dx V(@x) Les coefliciens du polynome Z étant au nombre de r+ 1, on pourra faire en sorte que la quantité Z'@x + : Zp'x se réduise aux seuls termes
2 À — 23 Do re x — B F5 14 ef, Hi UE ..ss— B,x — B,..
Pour cela, il faudra faire r=—e— A #7, et les r + 1 coefficiens du polynome Z fourniront autant d'équations qu'il est nécessaire pour que la réduction dont il s’agit ait lieu; on connaîtra ainsi tant la valeur du polynome Z que celle des nouveaux coefficiens B _ ,? B, Mess ve .B,. Cela fait,
si l'on appelle, pour abréger, T, l'intégrale d' TS , On aura
188 FONCTIONS ELLIPTIQUES, T,=2V(@x) + BIT, + BIT + BIT... +B
—2 19 : ;» Er DAY: ‘à, De là on voit qu’il suffit de considérer dans l’intégrale FS les seuls
cas où l’exposant e ne passe pas À — 2. Ce résultat est général, et il s'applique aux transcendantes de toutes les classes, à compter de la seconde.
220. Pour distinguer maintenant les valeurs de e qui appartiennent à la première espèce et celles qui appartiennent à la seconde, il faut examiner la manière dont se forme la quantité IT(X), d'apres l’énoncé du théorème général ; et si l’on se rappelle qu'entre les nombres 7, m, À, A, À qui désignent les degrés des polynomes 6x, 8x, x, p,x, @,x, on
Pre y . À A+ 1 a trouvé ci-dessus l'équation À, + n — m = = ou
, selon que À est pair ou impair, on parviendra aisément à la conclusion suivante : . : 2 Si l’exposant e, non plus grand que À — 2, est plus petit que “On
te ‘d À Ët que , l'intégrale jf | ee se rapportera aux fonctions de la première
; à AN À espèce ; si cet exposant est égal à PA NOT plus grand que mo lors-
que À est pair, et sil est égal à 22, ou plus grand que à , lors-
que À est impair, l'intégrale se rapportera aux fonctions de la seconde espèce.
Il est facile de voir en effet que, dans le premier cas, la quantité X, déà < À s I veloppée suivant les puissances croissantes de ==, ne donnera aucun terme de la forme Au, et qu'ainsi le terme désigné par H(X)=0; au contraire, dans le second cas, le terme Au fera partie de ce développement, ce qui donnera [1 (X) — A.
On peut donc, au premier coup d’œil, distinguer parmi les intégrales TA . $ . « :
NE TON celles qui se rapportent à la première espèce et celles qui se rapportent à la seconde. Dans le premier cas, on aura Z1x—C, C étant une constante qui aura un certain nombre de valeurs déterminées, suivant les différentes valeurs arbitraires de x, qui servent à composer la somme désignée par Z4x; dans le second cas, on aura Z4dx = C+II(X), 1 (X) étant une partie algébrique déterminée par un terme du développement de la fonction X. Dans les deux cas, la partie logarith-
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 189 mique du second membre de l’équation (3) disparaît, puisqu'ayant fait fx =x"(x — a), on a fæ — 0.
221. Venons maintenant aux fonctions de la troisième espèce. La forme la plus simple dont elles sont susceptibles résulte de la supposition fx — 1, et alors on a la formule type de ces fonctions, qui est
dx y ? ° Le
x = [-————, x étant une constante réelle ou imaginaire. Dans = eyes RE nee le cas où cette constante est imaginaire, si on la représente par..... a —r (cos 6 +y/—1 sin 6), l'intégrale précédente devra être jointe à une autre semblable
et la somme des deux sera une quantité réelle.
dans laquelle & —r(cos 6—y/—15sim6),
dxfx (G—2)V (x) devra la partager en deux parties, l’une qui se rapporte à la première et à la deuxième espèce, l’autre qui se rapporte à la troisième. En effet, quelle
le —f2
—T sera aussi une fonction
Si l’on considère plus généralement l'intégrale x —
que soit la fonction entière fx, la quantité entière de x, dont le degré sera moindre que unité que celui de la fonction fx. Soit f,x cette fonction, et l’on aura dxf,x J. dx EL PPT ER à, V'(@x) Nr (x — a)V/(px) ?
où l’on remarque les deux parties mentionnées.
222. Le théorème général dont nous nous sommes jusqu'ici occupés ne concerne que les intégrales x — , dans lesquelles fx est une fonction entière de x; mais on peut faire rentrer dans la même dxFx
(ex)?
Fx désigne une fonction rationnelle quelconque de x. En effet, par les principes connus de la décomposition des fractions rationnelles, on sait que la fonction Fx peut toujours être partagée en une fonction entière
Jx, jointe à une suite de fractions partielles, telles que
A, B, 1 —+ £ TAC TG
ZX — d x — 6 T — A, B, | Be resta te lp + ei:
- eic.;
Ja première ligne étant due aux facteurs simples qui divisent le déno-
théorie l'intégrale beaucoup plus générale Yx — le dans laquelle
190 FONCTIONS ELLIPTIQUES, minateur de Fx, la seconde aux facteurs doubles, et ainsi de suite. Ainsi l'intégrale désignée par x contiendra,
.°, L'intégrale x Le , qui s’exprimera par des fonctions de la pre-
mière et de la seconde espèce, dans la classe déterminée par le plus haut exposant de x dans @x ; 2°. Une suite de fonctions de la troisième espèce, représentées par
dx 4x À À feves eve #2:
5°. Un ou plusieurs termes de la forme
à dx dx À, fi SRE Anne Je=yves mi (x — 6) (ex) se Et ainsi des autres lignes, jusqu'à ce qu’on ait épuisé tous les facteurs
multiples qui peuvent diviser le dénominateur de la fonction Fx.
Tout se réduit donc à ramener chaque intégrale de la forme.....
à une intégrale semblable, dans laquelle 7 — 1, et qui
KA Ne — 2)" V(Px) sera ainsi une fonction de la troisième espèce. Cette réduction peut se faire de plusieurs manières.
On peut d’abord, en laissant « indéterminé, te de la premiere in-
tégrale Z, — ÊE EVIL la seconde Z,=— f RDV 5 et successi-
ddZ
vement toutes les autres, au moyen des formules Z, =", Z: =; pe
, d'Z: : ; : ds
L4= 35: gr etc. Une autre solution peut s’obtenir par le procédé v(ex)
connu, qui consiste à différentier la quantité , puis à revenir de
(x ren ay
ue | : LR ; / d la différentielle à son intégrale. Soit, pour abréger, 2) = @'x et
re — 7X, On trouvera de cette manière la formule AAEERIEN TES 1@'x — (n — Les dx N—1)QaZ, = — -——— 5: Le
2Px—(n Ar ; (Lee) ut fonction entière de x, plus une suite de fractions qui auront pour dénominateurs les puissances successives x — &, (x — a)... (x — «)"-', Donc la transcendante Z, s’exprimera par les transcendantes d’un ordre moindre
La fraction
étant développée donnera, en général , une
Z,, L,.... Z,=,, auxquelles se joindra une partie algébrique, et une autre partie qui ne contient que des fonctions de la première et de la seconde espèce.
Une équation semblable exprimera la transcendante Z,_, par les transcendantes d'ordres inférieurs, jointes aux mêmes parties accessoires. Ainsi l’on voit qu’en définitive la transcendante Z, et toutes les transcendantes d'un ordre moindre s’exprimeront par les mêmes fonctions auxquelles s'applique directement le théorème général. Ce théorème acquiert ainsi toute l'extension que nous voulions lui procurer.
223. Par les principes élémentaires du calcul intégral, on sait que l’intégrale f/Tdx peut être déterminée en partie algébriquement, en partie par arcs de cercle et par logarithmes, toutes les fois que T est une fonction rationnelle de x. Par la théorie dont nous venons d'établir les fondemens , on pourra exprimer semblablement la somme d’un certain nombre d'intégrales particulières, représentées par /Tdx, toutes les fois que le quarré de T sera une fonction rationnelle de x.
Les plus simples de ces transcendantes sont celles qui ont recu le nom de fonctions elliptiques; toutes les autres, auxquelles on pourrait donner le nom de fonctions ultra- elliptiques, se divisent en une infinité de classes portant les numéros successifs 2, 3, 4, etc. : et dans chaque classe on distingue trois espèces entièrement analogues à celles que la nature des choses a introduites dans la théorie des fonctions elliptiques. La troisième espèce peut même être sous- divisée en deux autres, à l'instar de la sous-division qui a lieu dans les fonctions elliptiques, selon que le paramètre est circulaire ou logarithmique.
Par les travaux successifs de différens géomètres, la théorie des fonctions elliptiques est devenue une branche importante de l'analyse. Par le théorème de M. Abel, une carrière beaucoup plus vaste est ouverte aux recherches des géomètres, puisqu'elle embrasse de nouvelles classes de transcendantes en nombre infini, dont les propriétés ne sont pas moins remarquables que celles des fonctions elliptiques, avec lesquelles elles ont beaucoup d’analogie, et qui étaient restées jusqu’à présent entièrement inconnues.
Nous nous proposons de donner ici, au moins dans quelques exemples, une idée de ces prôpriétés nouvelles, dont nous avions en quelque sorte provoqué l'investigation dans la première phrase de l'introduction au tome Î*. Pour avancer plus sûrement dans cette nouvelle carrière , nous avons appuyé nos résultats sur des calculs numériques faits avec
une grande précision, et nous n'avons pas craint de donner parfois beaucoup d’étendue aux détails de ces calculs fastidieux, qui n’intéresseront guère le lecteur, mais qui serviront au moins de pièces justificatives aux conséquences nombreuses que nous en avons tirées. Ces détails sont d’ailleurs justifiés par le but général de cet ouvrage, qui n’est pas simplement théorique, mais qui est destiné à offrir les moyens de faciliter le calcul numérique de toutes les transceñndantes dont nous nous sommes OCCUPÉS.
( IV. Application du théorème général aux fonctions elliptiques.
24. Au lieu de considérer gx comme un polynome complet du quatrième degré, nous supposerons simplement | (4) ox == (1 — x) (1 — kx*); car on sait que c’est à cette forme, où k est < 1, qu'on peut toujours réduire la quantité comprise sous le radical qui entre dans l'éxpression différentielle primitive de la fonction elliptique proposée. Le polynome gx devant être partagé en deux facteurs g,x et @,x, nous supposerons
(5) QuX = 1 — 4x, PL = 1 — 12%;
ensuite nous prendrons
(6) x = a + ax, fr cr Erax, et il faudra satisfaire à l'équation (7) (a+ax) (—kÆx) —(c + CT) (1— x) = (x —x,) (x — xs) (x — L3) (x — x), dans laquelle les coefficiens a, c, a,, c;, qui sont indépendans de x, doivent être des fonctions de x,, x,, 3 et xy.
L'identité des deux polynomes compris dans les deux membres fournit cinq équations de condition, dont quatre sont nécessaires pour déterminer les quatre coefliciens 4, &,, €, C,; la cinquième sera donc une équation de condition entre les quatre quantités x,, x,, %3, %,, de sorte que l’une d’elles sera une fonction déterminée des trois autres, qu'on pourra prendre à volonté.
On obtient, sous une forme assez simple, quatre des cinq équations dont nous venons de parler, en faisant successivement x =1, X—=—1,
I I Re , . .
x 7, X — — 7. Voici ces équations, dans lesquelles on a mis #* au
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 193 lieu de 1 — #° :
Ga@+Aa)k = (Gi —ax)(i— x) Q — x) ( — x), (a — a) = (ii + x) (ii + x) ( + x) ( + x), (ck+ c JE = (1 —kx,) (1 — kx,) (1 — xs) (1 — kx,), (ck— cPk® = (1 Hkx,) (1 +kx,) (1 + kxs) (1 + Ax;).
Une cinquième est donnée par les coefliciens de x,, savoir : CC, — ak = 1.
Enfin, on en aurait une sixième en faisant x — 0, laquelle serait d— = LA, LL, ; mais celle-ci est nécessairement comprise dans les cinq autres.
225. Observons maintenant que, dans les fonctions elliptiques, x désigne toujours le sinus d’un arc; et comme les quantités x,, x,, X3, x, sont considérées comme des valeurs particulières de x, nous pourrons faire
DR TL D MEL RSI D Cie SIL Ps Mel St OU et alors il est aisé de voir qu’on aura les quatre équations suivantes, où A est mis à la place de y{1 — Æ* sin° o) :
(a — &,)k® — Æ cos p, cos @, cos @, cos, , : (a (at: Fr c°Æ*) k = AP, A9, A; A, ?
dd — c? sin @, Sin @, Sin @3 Sin Ps»
De là on tire une équation de condition entre les amplitudes @,, @,, Ps Qu» savoir : | (8) [ AP,AP,AP;AP, Æ k* cos @, cos @, cos Ps cos ?, | = À? ÆX® sin @, sin @, sin @; sin @y
Remarquez qu’on a dû prendre positivement le premier terme AP,19,49:4®,; car si on lui donnait le signe — , le premier membre serait toujours une quantité négative, puisqu'en général Ag ou y/(cos? + k'* sin° @) est > cos @, tandis que le second membre est une quantité toujours positive.
L’équation que nous venons de trouver donne la relation qui doit
exister entre les quatre amplitudes @,, @,, ®s:, ®,, pour que l'intégrale 7 J(œ—a)V(ex)?
Tous IIL. 25
appliquée aux valeurs particulières x — sin @,,
194 FONCTIONS ELLIPTIQUES, x = sin @,, © = Sin Ps, X — sin ,, jouisse de cette propriété, que la somme des quatre fonctions @,, A®,, 493, d®,, prises avec des signes convenables, soit égale au second membre de l'équation (3), dans lequel se trouvent réunies ou divisées, suivant les différens cas, une partie constante, une partie algébrique et une partie logarithmique. On exprime ainsi la somme de quatre transcendantes par une quantité beaucoup plus simple que chacune d’elles dans l’ordre analytique ; et il est remarquable que cette conséquence a lieu pour toutes les transcendantes désignées par la caractéristique À, quelle que soit d’ailleurs la fonction entière de x désignée par fx.
Supposant donc les signes du polynome AJ, d®, = 49, de,, fixés relativement à la plus simple des fonctions 4x qui représente
dx À { : * | f: V{@x) » CES MEMES SISNES auront lieu relativement à toute autre valeur
de la fonction «Lx, qui représente J men ,
entière de x autre que x — «. On suppose seulement que T
fx étant une fonction
Es
reste po-
sitive dans toute l’étendue de l'intégrale.
226. Il faut faire voir maintenant que l'équation (5} s'accorde avec les formules connues des fonctions elliptiques. Pour cela, considérons les deux équations transcendantes
Fu —= Fa — F6,
Fu = Fo + F4, k étant le module commun de ces fonctions ; on aura les équations algébriques correspondantes
cos = cos @ cos À — sin @ sin L ApAT __ cos & cos6 + sin & sin 6 A4 AË rte 1— °? sin° @ sin° + ui 1— À* sin? x sin°6 4
ARE AgA4 — À? sin @ sin 4 cos cosŸ : _ AaAG + 4° sin « sin 6 cos «& cos 6
1 — k* sin° @ sin? «|
1 — #2 sin° & sin° 6
Par la combinaison de ces équations, on obtient les suivantes :
AaAË = Au — k cos msinasiné, AQAd = Au + #* cos p sin ® sin, cos & cos Ê — cos — Au sinaæ sin 6, COS @ cos À — cos m + Au sin @ sin 4, AaAGAGAY — Au + k cos mAu(sin @ sin À — sin ajsin 6)
— k#cos® pe sin « sin 6 sin @ sin 4,
cos æ& cos 6 cos @ cos | — cos + cos pAu (sin p sin L — sin a sin €) — A’p sin & sin 6 sin @ sin |.
Enfin, de ces deux dernières, on tire une équation indépendante de w,
savoir ,
AxAËAQA — cos a cos 6 cos p cos = k'° + 42%" sin & sin 6 sin sin À ; c’est l'équation algébrique qui répond à l'équation transcendante Fa — F6 — Fo + FA.
Appliquant ce résultat aux deux équations algébriques comprises dans l'équation (8), on voit d'abord que l'équation AP,AD,AP;AP;— kcosp, cos p,cosp;cosp,—=#?+kk"sime,sinp,sinp;sinp,, correspondra à l'équation transcendante Fes = F9, + Fo, + Fo, ;
et comme on peut, dans l’équation algébrique, faire une permutation quelconque entre les lettres @,, @,, @:, ®,, cette permutation , introduite également dans l'équation transcendante , fait voir que l’équation algébrique sera satisfaite, pourvu qu'une des quatre fonctions Fo,, Fo., Fy:, Fo, soit égale à la somme des trois autres. D'ailleurs, comme les quantités algébriques sin @, cos®, A, relatives à l’amplitude 9, restent les mêmes pour toute amplitude @<+ 2ir, tandis que F@ devient Fo + 4il°k, ïl est visible qu'on peut ajouter à l’un ou l'autre membre de l'équation transcendante la quantité 4iF'k, i étant un entier quelconque , sans que cette équation cesse de correspondre à l'équation alsébrique.
Substituant successivement, dans les équations précédentes, æ — 9, a Pi, et 7 — Ps à Ps, on trouvera que la seconde équation algébrique comprise dans l'équation (8), savoir
AP,AP,AP,AP;+kcos@,cos@,cosp,cos®,—=#"+ K'ksinp;sing,sinp;sin®,, correspond également aux deux équations transcendantes
Fo, + Fps — Fo, — Fo, — 2F'%,
Fo, + Fo, + Fos + Fo, — 2F'%.
La première en représente six par la permutation des lettres, et d’ailleurs on peut ajouter à l’un des membres de ces deux équations la quan-
tité 4iF'k, à étant un entier quelconque positif ou négatif.
227. Au reste, il est inutile d'insister sur ces formes diverses de l’équation transcendante qui satisfait à l’une des deux formes de l'équation (8) , et l’on peut se borner à considérer la plus simple de ces équations, celle d’où toutes les autres peuvent être déduites. Pour cela, soit g,—0, on aura l'équation algébrique
(9) AP,AP,AP; — À COS @, COS @, cos Ps —= À"?,
ui correspond à l’équation transcendante q P q
F9; — Fo, —+ po et qui correspondrait également à l’une des équations
F®, = Fo, —+ F3,
Fo, = F®, + F@s; en sorte qu’elle exprime, en général , que l’une des trois fonctions est égale à la somme des deux autres. Le résultat précédent se confirme immédiatement par les formules connues des fonctions elliptiques. En effet, on sait qu'à partir de l'équation transcendante
F3 — F?, an F®,
on a les deux équations algébriques (*)
AP,AP, —= A; + k* cos ®, sin @,sin@,, COS @, cos ®, — COS P; + As sin @, sin @,.
Multipliant la première par A9:, la seconde par — Æ* cos @:, et ajoutant les produits, on aura |
AP,AP,AP; — k? cos ®, cos @, cos Ps; —= A9; — k° cos" ps = k/?, ce qui est l'équation à démontrer.
D'après cette équation, on pourrait chercher les valeurs de cos ?, et A; exprimées en fonctions de sin @,, sin @,, Cos @,, cos ®,, A@,, A, ; ce qui serait une dernière vérification de nos formules. Et d’abord faisant disparaître les irrationnelles A9,, A9,, A3, on aura une équation entièrement rationnelle entre cos @,, cos ®,, cos ®;, d’où l’on déduira
(*) Ces deux équations algébriques n’en font , à proprement parler, qu’une seule, qui exprime algébriquement la relation entre les amplitudes @,, @:, @3, nécessaire pour que l'équation transcendante ait lieu. C’est de la même source que se tire la valeur de sing3, exprimée en fonction de sing,, sin Qi; COS @,, COS Pay APis APar
cos @, COS Pa Æ sin @, sin PaAPIAQS
cote 1— À? sin“ @, sin* @a
Le double signe doit son origine à ce que l'équation algébrique d'où nous sommes partis satisfait également aux deux équations Fos = Fo, +Fo,, Fo;—Fo,—Fo, ; si l'on veut qu’elle s'applique à la première, il faudra prendre le signe inférieur, parce que la supposition k — o donnerait Ps—= P,—+®,, et par conséquent cos @; — COS @, COS P,— sin @, Sin Pa. Donc, en général, si l'équation est Fo, — Fp, + F@,, on aura
COS ?, COS Pa — sin @, sin PAP, AP
cos = ET RE MENT 1 — À* sin* @, sin“@a
Cette valeur, substituée dans l'équation AP,Ap,4Ap;—k"°+ L'cosp,cos®,cosPs, donnera
Aer dut APrAPAa — À? sin @, sin @: COS @, COS Pa Ag 1— k? sin“ @, sin* @a
Enfin, par l’une ou l’autre de ces valeurs on trouverait
sin Pr COS PaAPa +- sin @, cos @, Apr
sin == Ps 1— A* sin“ @, sin‘:
Ainsi, nous avons déduit du théorème général les propriétés fondamentales de la fonction de première espèce Fo, lesquelles découlent de l’équation algébrique qui correspond à l'équation transcendante Fo; =Fo,+F@..
Propriétés des fonctions de la seconde espèce.
228. Pour que la fonction désignée généralement par x devienne Ep, il faut, en supposant toujours x = sin ®, faire fx =(x—a\1—kx); car alors on aura
A (EE 5 If 7 /( (TS) — flgy (1 — Hsin*o).
La fonction de première espèce F@ étant supposée satisfaire à l'équation Fo, + Fo, —Fp;s = 0 , nous allons rechercher quelle sera la valeur d’une quantité semblable
ment formée des fonctions de la seconde espèce; cette valeur sera, conformément à la formule générale, C+TI(X), C étant une constante et
H(X) désignant le coefficient de : dans le développement suivant les
puissances descendantes de x, de la fonction
CE AO ET AC VE) 8 Eee) — br / (par)
à ur: : 8% Pal \ __ C, + cu 1— 1 ;
Soit x=-, et =EV = LE (nn on aura fe — u° z : À ;
NE / (— a) log g = Négligeant les w* dans le développement
de X suivant les puissances croissantes de x, et observant que la supposition @,—0o, faite ci-dessus, donne a*—c* —0o, ce qui permet
C, + cu c.
‘endr = NN = = 7 Mu n faide prendre ac, on aura z — ANRT) ne + Mu), e , C C CA, = C sant, pour abréger, M= — — — — a ne Étui C, 4, AC.
1 ka, + ©, + cMu\ X = k log (= — 4107 (HR es E A De là on voit que le coefficient de x appelé I(X) dans le théorème général , aura dans cet exemple la valeur
I I IT(X) ass kc.M frs & _ m—):
ou en réduisant ok°c(c, — a,)
LENUES —= EN ET == DCE = & ).
Mais dans lé cas de x, — 0, qui est celui dont nous nous occupons, st l’on égale entre eux les coefliciens de x dans les deux membres de l'équation (7), on aura 244, — 200, = — X,X,X3, ou
2C(C, — a) =sing,sing,sin?,;; donc T(X)— sin g, sin, sin @s; donc on aura pour les fonctions Ep, appliquées aux valeurs particulières @,, ®» Ps, l'équation |
Ey, + Ep, — Ego, = C + Æ° sin @, sin @,sin®..
Maïs le cas de ®, —0, donne p;—9,, d'après l'équation F@6,+F,—Fo;=0; donc on à aussi dans le même cas Ep, — Ey,, et par conséquent C—0; donc on a simplement
Ep, +- Ep, — Ego, = sin ®,sin@, sin @.
Ce beau résultat, connu par la théorie des fonctions elliptiques , se déduit donc des formules du théorème général.
On va voir que du même théorème peuvent étre tirées également toutes les formules relatives à la comparaison des fonctions elliptiques
de la troisième espèce, dans les différens cas dont elles sont susceptibles.
Propriétés des fonctions elliptiques de la troisième espèce.
229. Pour parvenir plus aisément à un résultat qui soit conforme aux formules connues, considérons la formule suivante, formée de deux fonctions “ se déduisent de la formule générale, en faisant fx = 1.
fees es US fe relle june
La formule générale étant appliquée aux trois valeurs particulières de x,
donnera is + de, — rs TR ba 4/ (pra) + Ba /(Pit) 376 198 Se en) se œ (—a)V@rt) + 0(— + Pa” F7 Cape) — UC ua) formule où l’on remarquera que la partie CH TI(X), qui était dans la formule primitive, a disparu dans la différence des deux équations formées en donnant à « des signes différens, ce qui ne change rien à cette partie.
Le second membre de notre equation, dans laquelle nous ferons
= EtUNr— nr sera
0 Cr + a) — n) + (ons + e,)y@ — n) DRE UD VOTE D CPERURO ps N lo (en: a a, )y — n) + (on° — « )a in) A7 2 (ens 5 n)— (cn? — k cn? — a )V( n) cn a) — n) C'est cette quantité qui, étant réduite convenablement, donnera la valeur de la somme
[(n, ®,) + I(n, ®,) — Mn, @:), formée avec les fonctions de troisième espèce, comme l'ont été les sommes formées avec les fonctions de première et de seconde espèces,
car on voit que dans ce cas l'intégrale Lx — est re-
(2 J (in) (px)
présentée par la fonction de troisième espèce
à de I (n, ?) = eee
Soit, pour abréger,
A— (er° — a, )y(E — 2) + Cr — e, )G —n), Bi (en° — a,)v(— 7) — (er LUNA v(i—n), A'— (n° + a )V(Æ— n) — (on° + a) — n),
Be (ont 2) En) or + c) Vi — n).
, LL LL ) À N B' N A Le second membre de notre équation sera exprimé par —= logr, += log, N AA Ù ou par — log ir», ct l’on aura
AA = (nc— a°;)(kK—n) + (c°,— nc) (1 —n) JL oc(a— 0) n(1—n}(k — n) = c, — ah +n(a, — 0, —ck")
+ 2C(d —C;) n° (1 ee n)(K— n).
Substituant les valeurs c°,—a",k+ 1, 2c(a, — c,)— — sin, sin @,sing;, (a, — c*) k? = cosp,cosp,cos;, on aura AA'— 1 —n +-nCcos@,Cos@, COS Pa (1 — n)° (42 — n}sin @, Sin @, Sin Ps. On trouverait de même BB'=— 1 —n + ncos®, COS ®, COS Ps re (1 —nÿ (4 — n): sin @, sin @, sin Ps. Ainsi, pour les fonctions elliptiques de la troisième espèce, on aura
cette formule générale de comparaison, qui suppose toujours que les fonctions de première espèce satisfont à l'équation Fo, + Fo, —Fp:=0,
I (2, Qi) + H(x, Ps) — Hz, Ps)
2: “) 1e : ‘ 1—n + nCOSQ,COSPAaCOSP3 —7n2(1—n)2(k°—n)2sinp,singAsing;
Di
Fe CPL AUIAATR 1 E at ; !
2(1—n)(k—n): 1— n+- nc05@,cos@,COs®3 + n2(1—n):{k—n)2sing,sinp,sinpgs
Voici maintenant différentes applications de cette formule.
Soit 1°. nm —k°sin*6 , le second membre se réduit à
tang log A°6 + Æ?sin°6 cos@, cos @, cos 3 — Æ? sin 6 cos 6 AG sin, sin @, sin @s
| 2AG A°6 + k?sin° 6 cos@, cus@a cus@s + A’ sin 6 cos 6 AG sin, sin @, sin @s
Pour comparer ce résultat avec celui qu'on trouve art. 59, tome I, il faudra remplacer les lettres ®, À, u de cet article par @,, @,, @:, ainsi que € et Ô par Æ et 6. Alors en supposant qu'on détermine les ampliltudes p’ et w”, qui satisfont aux équations
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 201 Fu'—Fé— Fos, Fu'—Fé+F@,
la quantité précédente s’accordera parfaitement avec celle de l'art. 59, présentée sous la forme tang 0 + csin 6 sin g sin @ sin 2A4 D 1 + c° sin 8 sin #æ” sin @ sin À” Ce premier cas est celui des fonctions de troisième espèce à paramètre logarithmique ; les deux autres se rapportent aux fonctions à paramètre circulaire, pour lesquelles la quantité logarithmique se change en arc de cercle.
Soit donc, 2°. n — — cot° 6, le second membre de notre équation de-
: sin & cos 6V/—1 1—ZV/—1 viendra RE COTE 08 Cri , en supposant
7 cot GA sin @, sin @, sin @3 1— COS5 COS P, COSP: COS P3 ?
d 1— ZV—1 — 242 V/— 1 mais on a log eee) == PART 2 NT Re 2W/— J arc tang VA Donc la quantité précédente — aan es : arc tang NEA PER RUE DRPAEREI A6 1— cos” & cos @, cos Pa COS O3
,. , do = — pr Gonc pour 1 intégrale IIo == fe oran 6) cr. on aura la formule
sin 6 cos & cot SAS sin @, sin @, sin IQ, +119, — Ups= arc tang ur :
ce qui s'accorde avec la formule (k"), tome I‘, page 75.
Un résultat semblable s’obtiendrait dans le troisième cas, où l’on a n—1—#"sin 6, et qui appartient également aux fonctions de troisième espèce à paramètre circulaire ; mais comme ce cas se ramène facilement au cas précédent, nous croyons inutile de nous en occuper.
Autre manière de parvenir à la propriété fondamentale des fonctions elliptiques.
251. Nous avons partagé la fonction gx en deux facteurs @,x —=1—/#°x, Q,x —1—xX*; Ce qui nous a conduits à une équation du quatrième degré, d’où nous avons deduit les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques.
On peut parvenir plus simplement aux mêmes résultats en faisant usage d'une autre décomposition de la fonction gx.
En effet, soit @x —=1+x, @,x —=(1— x) (1 — kx*). Si l’on fait
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en même temps fx —a+ax et 8x = c, il faudra satisfaire à l'équation
(a+ ax} (1 Hx)—c(1— x) (1 — Aa) = (x — sin @,) (x — sin @,) (x — sin we).
ps X—=—7, On a les deux équations
En y faisant successivement x — :
de condition (a, + ak} (+4) = (1 — ksin®,) (1 — k sm.) (1 — k sn), (a, — ak} GG —k) = (Gi + k sine.) (1 + k sing.) (1 + k sinw); d’où l’on déduit k' (a, — ka) = + Ag,Ap, A.
Par les coefficiens de x° et x°, on a encore les deux équations de condition M, — Ch = 1, do— C?— — sin 9, sin @, Sin k.
De ces deux dernières on tire d, — Ra —= 1 + Æ sin, sin, sin p.
Donc on a sans ambiguité | AG,AQ,Au = k + k'ksin ®, sin ®, sin Désignons par F?, le complément de Fou, en sorte qu’on ait Fu+F@—F'#.
. ; . . cos On pourra substituer dans cette équation les valeurs connues sin uw = _—_ ) k' Fe Au = —, ce qui donnera AG3
AQ,AP, —= A; + k? sin ®, sin @, cos @3.
On obtient ainsi directement l’équation algébrique qui correspond à l’équation transcendante F@, = F@, + Fo,
{ V. Des calculs nécessaires pour déterminer les coefjiciens des polynomes 8x et 8x, ainsi que les N auxiliaires qui ont lieu dans la classe dont le rang est N.
232. Nous avons vu qu’en appelant À le degré du polynome @x, À, et À, ceux de ses deux facteurs @,x et @,x, si l’on prend à volonté le nombre #, qui détermine le degré du polynome complet 8x, on peut toujours prendre le nombre m, degré du polynome 6,x, de manière que le nombre 2m + ?,, qui exprime le degré du produit (8,x)@,x, soit égal à 27 + À,, degré du produit (6x}@,x, ou soit seulement moindre d’une unité ; le premier cas ayant lieu lorsque À est pair, et le second lorsque À est impair. Les choses étant ainsi préparées , on aura ue = 2n + À,, c’est-à-dire que le nombre des facteurs du second membre de l'équation (2) sera 27+ 7. L'identité des deux membres de cette équation donnera donc 27 + À, + x équations de condition; sur ce nombre, m + n + 2 sont nécessaires pour déterminer les coefficiens des fonctions x, 8,x, au moyen d’un pareil nombre de termes pris arbitrairement dans la suite x,, x,.... x, Lies N autres équations restantes serviront à déterminer les N autres termes de cette suite. Ainsi l’on voit qu'il y a dans ces calculs deux parties distinctes, l’une qui détermine les coefficiens des fonctions x et x, l’autre qui détermine les auxiliaires, par le moyen des g — N termes pris arbitrairement dans la suite x, , He rit
Le nombre des termes qui composent le premier membre de léquation (3), représenté par 2x, sera en général w ou 27 + à,, et il pourra augmenter indéfiniment, à mesure qu’on prendra 7 plus grand, mais il pourra aussi être plus petit que 22 + À,, et même ne pas excéder N + 1, quelque grand que soit n; car on peut supposer nuls, ou plutôt infiniment petits, plusieurs des termes pris dans la suite x,, x... æ,, et le nombre peut même en être porté jusqu'a w — N— 1, de sorte que le nombre des termes du premier membre de léquation (3) ne sera que N + 1. On peut même, à la rigueur, supposer que le seul terme laissé arbitraire dans la suite x,, x,.... x, est encore infiniment petit, et alors les N auxiliaires on non arbitraires de la même suite entreront seuls dans le premier membre de léquation (3), pour former une équation entre N fonctions, nombre absolument le plus petit possible ; et ce qui est très
remarquable, c'est qu'on pourra former une infinité d'équations de cette sortè, en donnant à z toutes les valeurs possibles. Voici maintenant quelle doit être la marche de l'analyse, suivant les différens cas.
233. Soit é l’une quelconque des quantités x,, x, x. Si l'on fait æ — t dans l'équation (2), le second membre deviendra nul, et du pre-
mier on déduira 0, — Ut /(:) — Me, Soit T — et, et l'on
aura (ro) cHct+ct +... +cnt" =(a+at+at.. + al)T,
Cette équation se répètera autant de fois qu'on aura de valeurs arbitraires tt ts, etc, à substituer au lieu de #, ce qui fera connaître autant de valeurs particulières de T, désignées par T,, T,, T;, etc. ; et comme on a n + n + 2 coefliciens à déterminer, savoir, 4, 4, 4, +... Am) Cy Ciy Cyesee Cy 3 1l faudra prendre arbitrairement m + n + 1 termes dé’laéuite fr AN NE RC ANCIEN eee an CAT LONTS successivement, au lieu de £, dans l'équation (10), avec les valeurs correspondantes de T, on aura m + n + 1 équations linéaires d’où l’on pourra toujours Lirer les valeurs de toutes les quantités
Cm
lesquelles sont au nombre de m + n + 1. Il ne restera donc à déterminer que la valeur de c; c’est ce qui se fera immédiatement en égalant à l’umité le coefficient de x# dans le premier membre de l’équaüon (2).
Si À est impair, ce coeflicient sera celui de la plus haute puissance de x contenue dans le produit (x)"@,x, savoir, (a,)*b,, en supposant que b,x: est le terme de g,x où l’exposant de x est le plus grand. On aura donc (a,)"b, —1, d’où résulte
1 (£ © É c? ae c {2 n
I r et comme — est connu, On aura la valeur de —, et par conséquent celle
de c. Sur quoi il faut observer que si b, était négatif, on devrait néanmoins le prendre positif, afin que € soit réel, changement qui n’aura d'autre effet que d’affecter du signe — le second membre de l'équation (3).
Si À est paif, et qu'on ait pris le degré du polynome 8,x comme il
a été dit (art. 215), le coefficient de x“ dans le produit (8x) @,x sera
(c,)"b,, en supposant que b,x”" est le terme de @,x où l’exposant de x est le plus grand ; on aura donc, dans ce cas, l'équation
(a); — (Cr), = 1,
L an\° Cm\° em mn (&) b, re (2) A Le second membre étant connu, devra être pris positivement, quand
même il serait négatif, afin qu’on en tire une valeur réelle de c, et cette
4 GUN COMM Ca
, CHER a, C valeur étant combinée avec celles de D HU nains 21 on con-
d'où résulte
naîtra tous les coefficiens des fonctions Üx et 0,x. 234. Soit maintenant xt" — À arte HE A 2m LE À,,.., le po: lynome qui résulte du produit de tous les facteurs connus
t (x x" ti) (ai L) (x — ts). ee (x — (an ap € ON NE POCHES SP:
le polynome qui résulte du produit de tous les facteurs inconnus
(TX — lnvnto) (TX — luyngs)e eo (TX — té.) ;
le produit de ces deux polynomes, affecté du signe + ou du signe —., selon qu’on aura conservé ou changé le signe de la valeur de c?, devra être égal au premier membre développé de l'équation (2). De là naïîtront plus d'équations qu'il ne faut pour déterminer tous les coefliciens P,, P... APE de l'équation algébrique du degré N, dont la résolution donnera les N termes non arbitraires de la suite x, , &,, &3....xu.
Cette méthode est générale et ne souffre aucune exception tant que les termes pris arbitrairement dans la suite x,, x,....2, sont inésaux entre eux. On doit même remarquer que chaque valeur de T peut être prise indifféremment avec le signe + ou avec le signe — ; d'où il suit que le nombre de solutions obtenues avec une série de m + n + 1 termes pris arbitrairement est en général 2"+", solulions qui sont toutes admissibles analytiquement, mais parmi lesquelles il conviendra de rejeter celles qui pe donneraient pas des valeurs réelles pour chacune des auxiliaires déterminées par l'équation algébrique du degré N, dont elles sont les racines.
255. S'il y a des termes égaux parmi ceux qu’on prend arbitrairement , la méthode devra subir les modifications conformes aux règles ordinaires de l'analyse. Si, en particulier, on veut que parmi les termes pris arbitrairement dans la suite x,, x,....x, 11 ÿ en ait un certain nombre + qui
soient nuls, ou plutôt qui soient égaux à une même ‘quantité infiniment petite, il faudra que la suite infinie résultant du développement de
Ox + 8x / (=) , suivant les puissances croissantes de la quantité infi-
niment petite x, prenne la forme
x? (A, + A,x + A,x? + etc.); c’est-à-dire que les y premiers termes de la série disparaissent, en égalant à zéro leurs coefficiens , ce qui fera y conditions correspondantes aux y valeurs égales et infiniment petites de x.
L'expression de ces conditions ne sera sujette à aucune difficulté, si la fonction @x n’est pas divisible par x, parce qu’alors la quantité
©) peut être développée en une suite A’+ B'x + Cx?+etc., dont
Qix les premiers termes sont toujours faciles à déterminer, et l’on aura 1m-
médiatement les équations linéaires qui expriment que les y premiers termes du développement de la quantité êx Æ 8x (A + B'x + Cx° + etc.) se réduisent à zéro.
Mais si @x est divisible par x, auquel cas l’un des facteurs @.x, @,x est aussi divisible par x, il n’y aura plus lieu de se servir du facteur
gen Nr / (2), qui contiendrait dans la seconde partie des puis-
sances fractionnaires de x. Il faudra donc développer tout au long, suivant les puissances croissantes de x, le premier membre de l’équation (2), c’est-à-dire la quantité
(a + aix + ax. HAL) OX — (C + CuX ACL + CHEQUE , et lon égalera à zéro les coefficiens de x°, x', x?,... jusqu’à x? exclusivement, ce qui fera y équations de condition correspondantes aux > données égales et infiniment petites. Le reste du calcul sera le même que dans le‘cas des‘racines inégales.
Les calculs précédens sont fondés sur ce que, ayant pris à volonté le nombre 7,-0n déterminera le nombre m de manière que la différence (2n + À;)— (sm À,) soit zéro ou 1, selon que À ‘est pair ou impair. Dans ce système, le nombre des quantités non arbitraires de ‘la suite Liy Lire. Xÿ est'toujours égal au nombre N, qui désigne la classe des transcendantes dont on s'occupe ; et l’on trouvera facilement que le nombre
des quantités non arbitraires deviendrait plus grand si l’on déterminait m de toute autre manière.
$ VL. Formules pour calculer par approximation les intégrales dx dx Na Vi x)? Ve frs
236. Nous nous proposons de développer avec quelque étendue les
propriétés de la transcendante x — Es ,) en
@x = 1 — xÿ. Ce cas, qui appartient à la seconde classe des transcendantes comprises dans le théorème général, est à peu près le plus simple de ceux que nous pouvions prendre pour exemple ; mais il suflira pour donner une idée des nombreux résultats qu’on peut obtenir, dans l’analyse de ces transcendantes, à l’aide du beau théorème dont la découverte est due à M. Abel.
Pour cela, nous commencerons par examiner le cas le plus simple de tous ceux qui répondent à la même valeur de @x, c’est celui de l’inté-
d , L] = \ grale Lx — f° Sara , qu'on supposera toujours prise à compter de J ns
supposant RE a
Cette intégrale, dans le sens positif, ne s'étend que depuis x = o jusqu'à x—1, Car passé x —1, il est clair qu’elle deviendrait imaginaire : aussi verra-t-on, dans tous nos exemples de calcul, que les valeurs positives de x, prises parmi celles que nous avons nommées auxiliaires ou non arbitraires, n’excèdent jamais l’unité. À la limite x = 1, l'intégrale est complète, et l’on peut en exprimer la valeur exacte au moyen des fonctions T, qui en donneront en même temps une valeur très approchée.
Dans le sens négatif, le signe de x change, et l'intégrale 4 (— x) de-
: . dx .
0 ques Ha vient — x, en supposant d'x — 1 AA Cette nouvelle intégrale
s'étend de x—=0 à x —+; sa valeur complète sera donc représentée par
! +, et l’on sait, d’après la théorie des intégrales Eulériennes, qu’elle peut encore être exprimée par les fonctions F. Nous allons d’abord donner les expressions de ces deux fonctions complètes, ainsi que leurs valeurs nu-
mériques approchées.
EL , . dx A . 0 . 21 237. [intégrale f Ti devant être prise depuis x = o jusqu’à x = 1, si l'on met x° à la place de x, elle prendra la forme.......
at — ] Lip . 0 .
JEx5 dx (ri — x) 7", et ses limites seront toujours x — 0 et x —1;
mais, par les propriétés connues des fonctions T, on a (tome IT, page 417) pour les mêmes limites la formule
da, As rpTrgq Pda (1 ANT = — x f En T(p+9) Donc l'intégrale complète | Tir + T(.20)
NT En di = 3. T2 'hERE tn (1470) quantité dont le logarithme se trouvera par la table des fonclions F, comme il suit :
Ze. : .10:04909 8040014
Diese 0.24857 49363 47 T(1.20)... 9.096292 25038 14
SE AE
Connaissant «1, on aura immédiatement 4/+ par la formule, .... : Pre ESHCDS rs tom. Il, pag. 357, d’où résulte J4=— ee br 0.009820 42344 83 cos se .. 9-90795 76445 86 \'+..... 0.109024 65898 97.
Au moyen de ces deux valeurs logarithmiques, on aura les valeurs ‘ap-
prochées Vi = 1.253573 06248 17
On verra dans la suite que ces deux transcendantes, qui sont entre elles . cos % : 1 ou :: 1.4/5 — 1, sont les deux élémens par lesquels on
peut toujours exprimer exactement la constante qui forme le second membre de l'équation (3), dans le cas où les fonctions 4x et "x contenues dans le premier membre sont de la première espèce, exprimée
par les formules dx — f° DES x — f. Es; résultat d’au-
tant plus remarquable, qu'il a lieu quel que soit le nombre de termes contenus dans ce premier membre. On verra que des exemples nombreux
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 209 appuient cette assertion, que la théorie n’a pas jusqu'à présent établie d'une manière absolument certaine : aussi la vérification qui en a été faite, dans les cas particuliers, a presque toujours causé une sorte de surprise au calculateur; et cependant la confiance qu’elle a fini par Jui inspirer l’a mis à portée, nombre de fois, de reconnaitre les erreurs qui s'étaient glissées dans ses calculs, toutes les fois qu’ils paraissaient ne pas satisfaire à la propriété énoncée. \
238. Venons maintenant aux moyens de calculer, par approximation, l'intégrale dx = fs; pour toute valeur donnée de x. Il y a deux cas à considérer :
1°. Si x est 2, il suffira d'employer la formule que donne l'integration par série , SaVOIr :
x=x+s.e HE L+r + etc. ;
mais il sera bon de lui donner la forme suivante : { dx = x + Pxf (8.92081 87539 52) + Px (9.92520 24413) + Px (9.61181 08286) + Pxÿ (9.953201 12609) + Pzx (0.75809 14565) + Px (9.930917 87630) + Px* (0.823590 87409) + Pr (0.904437 47863) (12) — Pas (9.86148 84562) + Pxÿ (0.904875 25602) + Pas (9.88582 30952) + Pr° (0.05249 13194) + Px* (9.90287 45097) + Px° (9.05572 14996) + Pxf (9.91548 99205) + Paxÿ (0.095854 02880)
—+ etc.
Dans chaque terme Px° (A) dont le rang est 7, P désigne le terme précédent du rang 7 — 1, dont on a calculé le logarithme. Il faut joindre
à ce logarithme celui de x°, aimsi que le nombre A, qui représente le logarithme du facteur par lequel il faut muluüplier le coefficient du rang n—1, pour avoir le coefficient du rang #7 qu'on calcule. De cette manière , On forme successivement les logarithmes des différens termes de la série, lesquels termes sont d'autant plus petits qu'ils sont plus éloignes du commencement de la série. Par cette raison, les logarithmes renfermés entre parenthèses pourraient être diminués d'une décimale, à des intervalles de trois et quatre termes alternativement; mais nous Jeur avons laissé le nombre constant de dix décimales, que chaque calculateur pourra diminuer à son gré.
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Si x est très près de la limite +, le résultat de la série, que nous avons bornée au dix-septième terme, ne pourra être en défaut que d’une ou deux unités au plus, dans la septième décimale; mais moyennant la correction qu'on pourra lui ajouter, il deviendra exact jusqu’à la neuvième décimale.
Soit À le dernier terme calculé, B l’avant-dernier, on pourra supposer
A2 AS A4 que les termes qui suivent B et À forment la progression > p° pv CC
dont la somme est & À ns Cette somme, ere facile à calculer, de-
vra être AA à la suite de À, pour tenir compte du reste de la série.
Lorsque x sera moins près 4 la limite 2, il faudra employer moins de termes de la série pour obtenir un égal degré d’approximation , en tenant toujours compte de la correction qu’on vient d'indiquer.
0, Si x est > +, il faudra calculer la partie de l'intégrale comprise depuis xÿ > + jusqu'à x — 1. Cette partie étant trouvée, on la retranchera de l'intégrale complète représentée par 41, et le reste sera la valeur de Jx.
Pour trouver la portion d'intégrale dont il s’agit, soit 1 —x° = u,
dx sin Var) : _ + Le (à L 0 donc U—/fiu *du(r —u) *, cette intégrale, qui devra être prise depuis 4—0o jusqu'à u—1—x*, sera exprimée par la série
a = = + ou LEP ay, on aura —ju *“du(i—u) *. Faisant
us 4 4.9 uw, 4.g.14 U=iu (+4. se Alle rot 2 +etc.), d'où l’on tire la formule suivante, pour faciliter le calcul numérique
de U,
OU = £u + Pu (9.42596 87322 52) + Pu (9.094193 548371) + Pu (9.753239 37508 23) + Pu (9.:94776 03819) + Pu (9.82390 87409 4) + Pu (9.95252 25291) (13) + Pu (9.868657 91358 6) + Pu (9.95648 85886) + Pu (9.89512 10573) —+ Pu (9.095984 28619) + Pu (9.91272 60760) + Pu (9.96271 68170) + Pu (9.92526 29659) + Pz (9.96520 67604) + Pu (9.93464 69534) + etc.
Cette valeur étant trouvée, on aura «x = 41 —U. 239. Proposons-nous maintenant de trouver, par approximation, l’autre
TROISIÈME SUPPLÉMENT. | art
dx . .
: , 4 ! ini {si , 5 1 . 2.
intégrale A/x ve. LS" Si l’on a x +, la valeur de cette in tégrale sera | ENT 1. 2° RE M Lo 1 9:0tt ND == 2 5° NE AE TEE W & 5 +elc.
Cette suite se calculera par la formule (12), en ayant soin seulement de donner le signe — aux termes de rang pair. La série étant calculée jusqu’au terme Æ À, qu'on suppose précédé du terme B, le reste de la série, dont il faut tenir compte, pourra être exprimé approximativement
EN Cu LE PRE pa: On pourra ainsi trouver une valeur suffisamment appro-
chée de ’x, tant que x° n’excédera pas 2; mais pour aller jusqu'a x=1, il convient de suivre une autre formule.
. “1 u Soit, pour cet effet, ———"u, ou x°— ——, On aura
1+ x dx LEE rer To ar To va ve Te) an! du (x u) ” ?
et en intégrant par série, Va =ui(i + 4 TT EL TOTAT É Letc.) DEx 10 6 10. ne 10.20. 5° 16 ‘3?
ce qui donne, pour le calcul numérique, la formule suivante :
RER u5 + Pu (9-06694 67896 30) + Pzu (9.941095 93899) + Pu (9.606617 74909 4) + Pu (9.947357 32416) + Pu (9.709151 52110) + Pu (9.95186 28077) + Pu (9.84804 24207) + Pu (9.95564 62682) (14) + Pu (9.88037 38004) + Pu (9.95887 81183) + Pu (9.090133 52594) + Pu (9.096167 08322) + Pu (9.91603 59557) + Pu (0. or 82432) —+ Pu (9.926091 93822) + etc.
—+ Pu (9.935530 27682)
L'usage de cette formule doit étre borné à la limite x — 71; si l’on a x >1, il faudra faire une autre uno Fun alors
ot I — nage pes 5 — TE uU, OU X° = 3 — , On aura —
VD Soit donc U= fiu du ( 1—u) 5, Cette ne étant prise depuis
27 . A) I . k À U—O jusquà u — TH On aura l'intégrale cherchée Lx —4'i—
Or ah te par série donne … LE 4-0 MER MR RUES 4 ) 2u "CG ‘73 1 E110 28 UE ie ab 38 UN CN ou en adaptant cette RES au calcul numérique
= 2 + Pu (9.26626 78894 05) + Pu (9.094083 53066) + Pu (9.70645 80257 3) + Pu (9.094687 17906) —+ Pu (9.813235 06728) + Pu (9.95178 098515) (15) + Pu (9.856276 90896) + Pu (9.905587 40933) —+ Pu (9.89146 38190) + Pu (9.95932 00878) + Pu (9.91021 20633) + Pu (9.096226 66542) + Pu (9.92342 85620) + Pu (9.096481 50630) —+ Pu (9.935324 93834) + etc.
240. Cette formule peut être employée depuis x = 1 jusqu'à x =}; mais pourvu que x° surpasse 2, on pourra faire usage d’une formule
; Ne I : dx plus simple que donne la substitution æ—-; on en tire fs A ETS
ou J'VG + 1)?
par série,
; faisant donc U An, on aura, en intégrant
We 11 10 RO LE U=m (si. Ans M EN 53 + etc.)
ce qui donne pour le calcul numérique la formule
Ur= 2 us — Puf (9.06214 79067 49) — Piÿ (9.925377 15601) + Puÿ (9.627527 67706 81) + Pu (9.953336 03291) — Puÿ (9.764035 26500 9) — Pa (9.930955 53951) + Puf (9.825705 55373 2) + Pa (9.94468 99263)
(6) — Pa (9.863543 50954) — Puÿ (9.94902 01372) | + Pau (9.887514 67593) + Pu (9.95272 13363) — Puf (9.90383 30060) — Pas (9.95592 13498)
+ Pz (9.91621 60442) — eic.
U étant trouvé, on aura 4x = 4/1 — U,. | Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on PS le plus souvent calculer jusqu'à la dixième, et quelquefois jusqu’à la douzième décimale, ou même au-delà, la Ale de x et celle de d/x. Voici maintenant quelques exemples de ces calculs, qui auront leur application dans les recherches suivantes.
Exemple I.
241. Les nombres & et 6 étant déterminés d’après les formules 1/5 — m 3 — m AT VA 2 ) { 2 }, 5— m 3— m 6 — VA 5 )+ ie où l'on a m— 5 —= 2.253606 70754 90788; on demande les valeurs de Lx et V6, approchées jusqu’à la dixième décimale au moins.
Pour obtenir plus facilement les valeurs numériques de æ et 6, j'observe qu'on a, d’après la table IT, tome I,
(CE + à) =) — 2 sin 36° — 1.17557 05045 84946,
1(6 — à) = et — 2 — 2C05 36°— 0.538196 G6orr2 50106; de là { D 0010090002, æ — 0.793560 44933 34840.
Pour avoir le logarithme de x, je remarque que 7936 étant le produit de 256 par 31, on a, par la table de Gardiner,
log (0.7936) — 9.890960 16591 46122.
Faisant donc a — 0,79356, x —0.00000 44933 3484, et appliquant les formules log (a + x) = log a +R, log R = log (= — nue » Où m = 0.435420, etc., on aura
log & — 9.89960 41180 90900.
Ensuite, puisqu'on a 46 = m — 1 — 4 sin 18°, on trouve, par la table I, log 46 — 0.09204 23554 1403, et par conséquent
log 6 — 0.109243 82373 1503.
Calcul de Va.
242. Puisque, d’après la valeur trouvée, on a &ÿ << +, il convient de se servir de la formule (12), dont les différens termes, désignés par 1), 2), 3), etc., se déduiront de leurs valeurs logarithmiques comme il suit :
1) ou æ..... 9-89960 41180 99 4.174967 79904
etc.
1) —= 0.709360 44933 35 8) — 0.00000 14144 03 2) 2081 82137 13 0) 3665 04 3) 268 o9201 67 10) 971 20 4) 48 54993 88 11) 261 96 5) 10 14671 03 12) 71 69 6) 2321805108 1143) 19 85 7) 56192 45 REMRR ER ere q TI 0.81771 74314 59 10141 48 190141 48
Va = 0.817971 93456 07.
Calcul de A'6.
245. On appliquera dans ce cas la formule (15); et d’abord connaissant
il faut déduire de ce dernier le logarithme de 1 + 65, qui fera connaître
‘ I celui de 4 — TS
Pour cela, je remarque qu’une valeur approchée de 65 est...... 9-16625 = ‘AE = a, dont le logarithme , calculé avec 12 décimales
par la table V, est log a — 0.096219 16980 04;
de sorte qu’en faisant r = 0.00000 05114 29, on aura log 65=— log a —r. Maintenant on peut connaître, avec une semblable approximation, le lo-
garithme du nombre 1 + a — jte = 0.375 X 2717 : ce logarithme est
log (1 + a)—1.00716 07853 082.
Il ne reste donc plus qu’à appliquer les formules connues
log (14 65) —1l(1+a)—R, r =
log R—I(ar)—;:r.
En voici le calcul :
RARE 5.70878 53505 1-4. 1.00716 07853 1 4.... 1.00716 07853 082 r! RER 2.750162 45652 R 0... 4611 224 &..... 0.096219 16980 165... 1.00716 03241 858 —<r. — 251 AI se HE 8.099283 96758 142.
Au moyen de la valeur logarithmique de 4, on procédera au calcul de la formule (15) comme il suit :
SNL 9-82300 87409 4452 9.86276 908:6 1) 9.521796 06436 8858 5) 4.14186 50244 8 URL 8.09283 96758 142 8.099283 96798 1 9.-26626 78894 05 9-89146 38190 2) 7.78086 82089 08 6) 3.02616 85192 9 8.099283 96:58 14 8.099283 96758 1 9.700645 80257 3 9:91021 20633 3) 6.48016 59104 52 7) #1%02922102584 __ 8.099283 96-58 14 8.099283 96758 09-8132 06728 9-92342 85620 4) 5.28625 62590 66 8) 0.84548 84962.
Pour trouver avec 12 décimales le nombre dont :) désigne le logarithme, voici le procédé dont on use ordinairement, pour suppléer aux tables qui n’ont que dix décimales. Par les tables ordinaires, on trouve que 0.332456 est une valeur approchée du nombre que l’on cherche ; pour en trouver commodément le logarithme avec 1 2 décimales ou plus, je réduis ce nombre à 532475 — 405 X 825. Soit donc a — 0.332475, et l’on aura, par la table FE de Gardiner,
log a — 9.52175 89946 9103.
Appelant À le nombre cherché, on aura log À — log a +r, en faisant r = 0.00000 16489 9755. On déterminera ensuite À — a par la formule très simple log (À — a) — log (aMr) + ir, dans laquelle M est le nombre connu 2,302, etc., dont le logarithme — 0.36221 56887.
DÉLAI
A—a.... 4.101109 5182 2 À — a — 0.00000 12623 0574 ; donc À — 0.353247 62623 9574.
On pourra calculer d’une manière semblable le terme 2); les autres se calculent par les tables ortinaires, et l’on a les résultats suivans :
1) = 0.335247 62623 957 6) — 0.00000 01062 108 2) 603 76538 281 7) 84 961 3) 30 21105 632 8) 7 006 4) 1 93310 863 RAT. 009. o 646 9) MP 0249 1154 721
Connaissant U, on aura
Exemple II.
Les nombres # et 6 étant déterminés par les formules
Lane — /È, fers 5 + m E= Et + VS, où l’on a SÈU = ; + 2 cos 56° et VE) = 2 cos 18,
on en tire, par la table IIT, tome IT,
aæ —= 0.71592 09561 59586, log &æ — 9.85486 50751 0294, 6 — 4.52014 70213 4020, log 6 — 0.65515 25608 1099.
Il s’agit ensuite d’avoir les valeurs de L/a et '6.
Calcul de d'a.
Puisqu’on a encore &° < +, il conviendra de se servir de la formule (12),
dans laquelle les termes de rang pair devront être pris avec le signe —_— Voici ce calcul :
Tous II, 28
5 an
CITES
10699 598 10) — 8 498 10091 100 11) 1 569 10692 469 he 192
Calcul de A6.
convient, dans ce cas, de faire usage de la formule (16), dont voici
le calcul :
D 0:0001) U. «+. 934484 ne : 9.67242 LAPS 9-82300 1 NEO SANTE Hs ent Qe72408 9-06214 2) — 4,62756 6.724253 9-62727 3) 0:97907 6.72423 9.706403 4) — 87-40754
1) — 0.069357 13106 362 D — 249 dr
Er Nr U = 0.069356 70696 442
Exemple III.
Voici encore quelques exemples qui auront, ainsi que les précédens, leur application dans les recherches suivantes :
di — 0.501351 00356 614, d'i= 0./987: 42706 664, V1 = 0.093885 14394 40, d'a = 1.351483 28467 505.
Les deux premiers ont été calculés par la formule (12), les deux autres par la formule (15 ).
Ç VIL. Application du théorème général au cas de la fonction ox = 1— x", et en supposant p = 5.
245. Dans cette supposition, nous bornons à cinq le nombre des transcendantes Læ ou 4/x formant le premier membre de l'équation (3). Parmi ces cinq transcendantes, trois sont censées connues par autant de valeurs particulières de æ prises à volonté, et qui serviront à déterminer deux autres valeurs de æ nécessaires pour compléter le nombre de cinq transcendantes avec lesquelles se forme le premier membre de léquation (3); et comme sur les trois valeurs arbitraires de x une, deux et même trois peuvent être supposées nulles, les calculs que nous allons développer s'appliquent non-seulement au cas où les fonctions comprises dans le premier membre dé l'équation (3) sont au nombre de cinq, mais encore à plusieurs de ceux où les fonctions sont au nombre de quatre, trois ou même deux seulement.
Cela posé, on sait qu'en faisant m — ÿ/5, le binome 1 — x est
le produit du facteur simple 1 — x par les deux facteurs doubles (mi
hat A À
) + x° et 1 — x (=) + x°; on pourra donc faire
n —1 mn 1 m 1 ex (i—a)(i— a +a)ær a + a, — x,
EL
RE, à - + x.
PX—=I1+ TL
Prenant en même temps x —=at+x et fx =c+c,x, il faudra, pour la solution de notre problème, satisfaire à l'équation
+x*)—(a +x) (ia. KR, + x? D
(7) (ea) (+.
= (x — 2,) (x — 2) (x — xs) (x — 24) (x — xs),
dans laquelle on remarquera que (a + x}* est mis à la place de (a+ ax}, qu'indique la forme générale de êx, parce que le coefficient de x° devant être le même dans les deux membres, il aurait été nécessaire de faire (a) = 1, ce qui permet de prendre a, = 1. Si l’on remarquait que les signes du premier membre de l’equation précédente sont contraires à ceux du premier membre de l'équation (2), considérée comme type de toutes les autres, nous répondrons qu’on peut changer à la fois les signes
de @,x et @,x, sans changer le produit @x, et sans rien changer non plus au second membre de l'équation (3).
Maintenant l'équation (17) est préparée de manière à satisfaire à tous les cas particuliers que nous avons indiqués. Elle offre, en général, cinq équations de condition, dont trois sont nécessaires pour déterminer les coefficiens c, €,, a en fonctions des trois quantités prises arbitrairement dans la série x,, æ,, 3, &,, æ33; elle donnera en même temps l'équation du second degré, qui a pour racines les deux autres valeurs particulières de æ, prises dans la même série. C'est avec tous ces élémens qu’on formera, pour toutes valeurs données de la fonction entière fx et de la constante æ, l'équation (3), qui contient une propriété générale relative à cinq des fonctions désignées par dx ou 4x.
246. Pour considérer d’abord le cas le plus simple, supposons que deux des valeurs arbitraires de x soient nulles; il faudra que chaque membre de l'équation (17) soit divisible par x*, c’est-à-dire que le coefficient de x° et celui de x soient nuls dans le premier membre; ce qui donnera les deux équations de condition
0 (c? + a) + 2cc, — 24.
La première permet de prendre a—c, car le signe de c est à volonté dans le carré (c + c,x), et alors la seconde donnera
Au moyen de ces valeurs, le premier membre de l'équation (17) étant divisé par x*, donnera pour quotient
[m+3, M — 1 2 + ae — (n — 11e — (—)] + x[2c — 2(m+ijc + m+il] — (im + ri) c + (m +i)c.
Le second membre de la même équation, divisé également par x*, ne contiendra plus que trois facteurs
Soit £ la valeur prise arbitrairement de l’une des quantités x,, x,, x, et soit x*— px + q—0o l'équation du second degré, qui a pour racines les deux autres quantités; ce second membre s’exprimera encore par
299 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , (x — t}) (x° — px + g), et son développement sera 2 CPE CPE q) Li qéS
on aura donc les irois équations
LL sort
p+i= (ÈS) e + (im — 1)e + “4 > Pt+ q 2€ — 2(m + 1)c + m +3, gt = (mn + 1) — (m + i)c.
Éliminant p et g de ces équations, on aura entre c et £ l'équation
o= (Se + at — m—:) — c[(m — 1) + 2(m Hit — m—:] + & — (——) # + (m + r)é.
Celle-ci donnera la valeur de c en fonction de #, savoir
DIT RO ESS
(14) AIG, = Re eee
valeur qu’on aurait trouvée plus directement par la formule du n° 233. Connaissant le coeflicient c, on aura les valeurs de p et q par les
formules
(19) | qg = — 1p + 2€ — 2(m + 1)c + m #'7T,
| p=—t— (Se + (m—ie+ TT,
ou g — — C);
et la résolution de l’équation x° — px + q — o donnera les deux autres racines x = 6, x = y, qui serviront à former le premier membre de l'équation (3).
On voit que par la seule donnée #, dont la valeur positive doit être. plus petite que 1, et la valeur négative peut être d’une grandeur quelconque, on déterminera d'abord le coefficient c, puis les deux racines x = 6, x —"7y, au moyen desquelles la somme des trois fonctions At, 6, dy, prises avec des signes convenables, sera égale au second membre de l’équation (3), composé en général d’une partie constante, d’une partie algébrique et d’une partie logarithmique , lesquelles
pourront être réduites à une ou à deux, ou prises toutes ensemble, suivant les différens cas.
247. À l'égard des signes dont ces fonctions doivent être affectées, 11 suffira de les déterminer pour le cas où l’on considère la fonction la plus
e " d , 4 : simple de première espece ETES ; car nous avons déjà dit (218)
que les signes des termes de la somme Z4J,x étant connus, on en dé-
duit facilement ceux des termes de la somme Z4{x, qui s'applique : a toute s 2 Te dxfx
autre fonction comprise dans la formule générale x — f: Je
(x — a) (êx) Nous donnerons ci-après une règle sûre et facile pour déterminer les signes
de tous les termes qui composent la somme Ex, quel que soit 1e nombre des valeurs données de x, et dans toutes les combinaisons qui peuvent servir à déterminer tant les coefliciens des fonctions 0x et 0,x que les auxiliaires qui, concurremment avec les fonctions données, forment la somme dont il s’agit; mais comme nous considérons maintenant le cas de la seule donnée désignée par t, l'emploi de cette règle n’est pas absolument nécessaire : d’ailleurs, nous y suppléerons par une construction géométrique adaptée particulièrement au cas dont nous nous occupons.
Avant de faire des applications de la formule (18), nous devons encore remarquer que cette formule donne deux solutions, à raison du double signe dont y/(1 — #) est susceptible ; et, parce qu'on peut aussi changer le signe de m, en mettant — 5 au lieu de + 4/5, il est visible que chaque valeur de £ fournira quatre solutions, c’est-à-dire qu'il y aura quatre manières de faire en sorte que la fonction donnée 4{£ où V4, jointe à deux autres fonctions de la même espèce , prises avec des signes convenables, soit égale à une constante déterminée. Il pourra arriver, dans l’une de ces solutions, que les valeurs des deux auxiliaires soient imaginaires, mais la solution n'en existera pas moins analytiquement.
Maintenant, nous allons faire voir, dans un assez grand nombre d'exemples appliqués à la simple fonction de première espèce...
dx = |[———©, comment on détermine la constante, qui est alors AVG IE)E 1
le second membre de léquation (3). Cette question, dont il ne paraît pas qu’on puisse donner la solution & priori et d'une manière générale, mérite de fixer l'attention des analystes, par les résultats très peu variés et très simples qu’on obtient constamment dans les cas particuhers.
224 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, Exemple I". t = 0.
MN
Soit, 1°. c—0, les équations (19) donneront p =
on aura donc à résoudre l'équation
d’où résulte MN — 1] I MES on UE = AA QE 18m — 10).
Ces valeurs étant imaginaires, nous ne nous en occuperons pas, quant à présent; mais en changeant le signe de m, on a une solution réelle,
savOIr :
X = — (= . ) ce jV/(x8m — 10).
Substituant la valeur connue de m, et faisant
6 = 0.565906 53599 43561, log 6 — 9.735278 98508 95;
y = 2.183099 93486 93455, log y — 0.553925 25045 1856, les racines de notre équation seront x — É, x= — 7; ainsi le premier membre de l'équation (3) sera V/y 46, le signe de 6 étant encore non détermine.
Calcul de 6 par la formule (12).
1)6... 9.752738 98508 95 1) = 0.565096 53599 4356 65... 8.763594 92544 79 2) 273 85844 8726 8.092081 87539 52 3) 6 50619 3005 2) 7.439755 78593 22 4) 21645 5016 8.760594 92544 75 à 857 9646 9.61181 98286 6) 55 3725 3) 5.81332 69424 à Mu.
ES RE Reste de la série. .... 37
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 225 4.335536 56534 1.4866 53595 8.763594 92545 8.760394 92545 9.823590 87409 9.88582 30532 5) 2.925322 56488 7) 0.109843 57072 8.765394 92545 8.763594 92545 9-86148 84562 9-:90287 45097 6) 1.548606 33595 8) 8.863525 94714.
Calcul de "> par la formule (15).
YU. 0.530925 25045 1856 a —49.689—=% 9x 5.52r, N'à AT CIRE 1.609626 25225 928 14 a 50.689 — 173 X 0.205, GS. ER 169626 02565 7946 1(1+35)=l(1+a)RR, =, l>5=latr, r— 22660 1334 RER HOVRP Kg 1H a.... 1.70491 37234 829 mA: HEUÉ PET 22213 092 r....... 4.855526 24622 19... 170491 59447 o21 HR top TOR CECEEEEEE 8.29508 40552 079 Pres 200094 87587 HR 9.488352 52165 6237 rares 1.609626 02566 OU RTL 9.823090 87409 4432 afro 223 1) 9.31243 30575 067 R....... 4.540660 90176. Hi. 8.209508 40552 059 Nr 5 D 26626 Bol os 1) — 0.205352 12775 810 eee a RE 2) D TB 00 RE 2) 6.873738 59021 196 3 F ) 75046 080 8.290908 40552 1 0645 80257 3 . on te, Re re" 5) 15 852 5) 487532 79830 6 6) Az 8.29508 40552 1 PARIS IPR TES 3 .81325 06728 OR it ee —— U — 0.20607 66804 638 4) 2.9 2711 / A 1 .54969 G2977 47
9.86276 90896 Ÿy = 5 -34361 95972 832 5) re14i51 58558 8 V6 = 0.56877 14584 103
Tows Il
On voit qu’en faisant d/y— 46 —=C, la constante C a une valeur qui s'accorde, aussi parfaitement qu'il est possible, avec la valeur connue 1'1— 0.177484 81388 735; ainsi on devra avoir exactement
dy — 6 Vs.
C’est l'équation qui résulte de la supposition £—0, en choisissant la valeur c = 0, et prenant m négatif.
249. Soit, 2°. c—1, on aura l'équation a+ (5—- mx —m+H+i—o, dont les racines sont [3 — m 5 — m es LT QUE 3 — m\ : / 5— m x = — (=) — /(——),.
2 Pete Ces racines sont les mêmes qu’on a désignées ci-dessus (241) par x = &;, x — — 6; et le calcul qui a été fait des fonctions La, 4/6, a donné pour
résultat
Ad'6 — 1.21085 94180 97; Va = 0.819771 95456 07.
Avec ces deux fonctions on formera l'équation V6 + da = C, dans laquelle C'=— 2.02857 87636 84. Or, par les valeurs des fonctions entières 41 et +, données art. 237, on trouve
di Hdi 2.02857 87636 005;
ce qui s'accorde, aussi bien qu'il est possible , avec la valeur précédente de C’: donc on doit avoir exactement
VE 2 La — Jr 24e:
250. 3°. Si l'on prend toujours c — 1, mais qu'on change le signe de m, on aura deux nouvelles valeurs de x, savoir :
CE) Hi = 6 (7) VGA
Ces valeurs ont été désignées ci-dessus (244) par — « et par — 6, et l’on
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 227 a trouvé | Va V'é VE — Va — 0.77484 81388 753.
On voit donc que la valeur de 4L'6 — d'x s'accorde, aussi exactement qu'il est possible, avec la valeur connue de +L/ +; donc on a exactement
ERA RUE C'est la même constante que nous avons trouvée pour les valeurs 4 = 0, c=0, et en prenaut, comme nous venons de le faire, m négatif.
Aiïnsi le cas de 4— 0, qui devait fournir en général quatre solutions , en donne trois réelles et une imaginaire.
Dans le cas des racines réelles, la constante du second membre de l'équation (3) s'exprime exactement par les fonctions connues 1 et 4/+, lesquelles appartiennent à un ordre de transcendantes plus simples, puisqu’elles s'expriment par les fonctions T.
Il Il
RRONDINLENT =:
et
Je , 0 . 0 m I 251. Alors, de l'équation (18) on tirera la valeur unique c— Lt ;
l'on aura l'équation à résoudre
x (35 Emxtkitime= oo; EL (£t7) de. VE), AUS (ES — VE).
Ces deux valeurs ont déja été désignées, dans l’exemple précédent, par LX=-4,x——6, et nous ayons trouvé
LOVE Ve ipe Ajoutant de part et d'autre 1, on aura entre les trois fonctions +1, d'a, 4/6 l'équation di H A6 — Va = di Hide On aurait, entre les mêmes fonctions, l'équation di — V6 + N'a = di — 1/1 — 0.147888 24859 435; ce qui offre une nouvelle constante qui ne s’est point encore présentée.
d’où l’on tire
Si l’on changeait le signe de m dans les deux valeurs de x, on aurait encore les mêmes valeurs, désignées par et —6 dans l'exemple [*, n° 241, ce qui ne produirait aucun nouveau résultat.
Exemple III. t— — 1.
252. Alors l'équation (18) donne, en faisant y{(1—#)=—y2, c—= "+! + p2, = IT + y;
il en résulte p=—m—3— my,
q=1— 3m — 2mV2;
et en résolvant l'équation x° — px + q = 0, on aura les deux racines 3 25 + om PRES (=) — my2 + = + 5(m + )y2 |
Voici d’abord comment on peut réduire en décimales les nombres de - cette formule, au moyen de la table III du tome IT :
MH :.61805 59887 49894 my/2= 2 sin 45° + 4 cos 27° — 4sin27°— 3.166277 76601 68380 L 5.78031 16489 18274 >(m+1)y/2 = 20 (sin 9° + cos 9°) — 22.88245 61127 03380 HI — 32.56250 58987 49046 45.44476 20114 56426.
On aura donc x = — 9.78031 16489 18274 Æ y/(45.44476 20114 56426). Désignant ces deux valeurs par x =4, x ——6, on aura — 0.096096 15771 10, log æ — 9.982750 59328 87, 6 — 12.52158 46749 4655, log 6 = 1.097605 92946 92.
Calcul de Va par la formule (13).
ia PISE 9-98270 59328 87 5.10745 19198 G ATEN De CE 9-91352 06644 35 9-25656 47910 3 u—=1—a.. 9.25656 47910 31 9.809512 10573
usa 588 9.62828 23955 15 9.25656 47910 3 04%: + O: .60205 00913028 28 9-91272 60760 1) 9.23034 25868 43 43 7) 3.42842 86352 2 1... es 9:25656 47910 31 9-25656 47910 5 9-42596 87322 72 9.092526 29659 2) 7.91287 59101 46 8) 2.61025 63921 5 9-25656 47910 31 9.256956 47910 3 9.732399 35598 23 9.093464 69534 3) 6.90183 44610 0 9) _1.80146 81565 8 9-25656 47910 3 9-25656 47910 3 9-82390 87409 4 0.94193 54831 4) 5.982350 79929 7 10) 0.099996 84107 1 9-25656 47910 5 9:25656 47910 3 9-86857 91358 6 9-04776 03819 5) 5.10745 19198 6 11) 0. 20429 35836 4 9.28576 039 12) etc. 9.49005 397.
1) — 0.160995 83032 930 0.170904 89348 561 2) 818 23096 369 7) 2681 814 3) 79 76905 754 8) 407 621 4) 9 60081 261 0) 63 309 5) 1 28071 330 10) 9 999 6) 18160 917 11) 1 Got 0.170904 80548 561 Re) AROINNMION AURIPAN 300)
de Mro7168 STE 056.
Calcul de 4/6 par la formule (16).
DRE
230 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 1) 8.17741 97989 06 . 0.01504 59507 59164 1 Te 4.51170 35265 40 1.540969 62777 47 906621479067 49 VE = 1.554685 03269 878 2) 1.979127 12325 9ô Ja = 1.07468 13754 956 4.51170 35265 4 0.485006 80534 922 9-62727 67706 8 L'i = 0:05885 14594 40
Cette constante C” formée, comme on voit, de la somme 4'1-Hae—4\'6, s'accorde, aussi bien qu'il est possible, avec la quantité connue di —214/1=0.47888 24859 455; ainsi l’on aura exactement
Vi + da — V6 = dir — d'à La formule d’où lon a tiré cette première solution en donnera successi-
vement trois autres, par le changement de signe de l’une des quantités m et y/2 ou de toutes les deux.
Seconde solution, en changeant le signe de m. Alors la formule est
ae ea mme te 2 ||
mais la quantité sous le radical étant négative, parce que le changement de signe a été fait de manière que m désigne toujours 4/5, ces racines sont imaginaires.
Troisième solution, en changeant le signe de 4/2.
On trouve encore que les racines sont imaginaires.
Quatrième solution, en changeant le signe de # et celui de y2.
Alors la formule est
3 — 5 — | L=— (=) nya VE + 5 (mm — 1)ÿ2 |; et en mettant les valeurs numériques connues, on a x ——5.54424 36714 18486 E (11. 17801 45902 27374):
Ces deux valeurs sont toutes deux négatives ; en les GÉABnAnE par X=—=—« etx——6, on aura
4 — 0.20088 98776 61767, log & — 9.30295 80542 87378, 6 — 6.88759 74651 75195, log 6 — 0.83806 77575 25197.
EU
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 231 Calcul de V/« par la formule (12).
2) — 4.735856 70706 76 3) 7 53124 6.5 02 3 ARE NP à
sn de Hoeaër 0
3) o.86517 71797 1 _ Va — 0.20088 4{o10 87803.
4)— 87.158805 89076 5 Calcul de N'6 par la formule (16).
UE, 9-58096 Gi212 37401 3) 2745 46697
2) — 3.435861 62237 705 Lu 1.51281 51772 1554
Avec les valeurs trouvées, on essaiera les combinaisons suivantes :
N'6 = 1.51281 51772 233 d'& — 0.20088 44o10 866 VE + d'a = 1.715369 95785 099 .d'r = 0.093885 14394 40 V6 + d'a — d'1 — 0.77484 81588 609 13 = 0.77484 81388 755.
Ainsi, il est visible qu’on a exactement
V6 + Va — di = ia.
254. Voici un petit tableau qui contient les cinq résultats trouvés dans nos trois exemples, et dont le nombre pourrait être multiplié indéfiniment , en prenant pour £ d’autres valeurs particulières à volonté.
Trois valeurs de x, dont une donnée — 1, Équation nie les trois fonMtions les deux autres conclues. correspondantes.
F4 ft —= 0; AE de m F ) Le. AU 10); Va = o.56877 14584 1034, V6 = 1.34361 95972 832, To ud, x =—6, ï VC Ma = 1 Vi x —= 0.565096 53590 43561, rere ge € — 2.183099 ss 93455. | == 0.77484 81388 735. t/—=5ù0 Fe 5 Re Ÿ he — (— _ “ Va — 0.817971 93456 07, — 4, je Re ER 77 — 0.170360 44933 34840 Ses. 2Ÿ © ee 0 A = 2.02857 87636 go5.
t—= 0; D fB+m L LES NEA T0 — ( 2 ) æù V/ 2 ’ d'a = 0.70548 10692 277, Fete Nue ie V6 = 1.48032 92081 03, 4 = 0.171292 09561 59586, VE — Va — 1 Ÿ _
= Le) — m\/2
ARTE Ÿ'1 = 0.093885 14394 40, B da = 1.07468 13734 956, = vw Eee 2 + 50m +va | VE — 1.53465 03269 878, # Er a — 0.96096 13771 10, 0.47 24859 435.
AL 3 — m <, «NS 7) ui /1 — 0.093885 14394 40, 25 — om Va — 0.20088 {{o1o 87803, / = 4/1] 2 +50m — 12 | VC'— 1.513@r 51772 233, EE a ECS < N'a + Y6— Yi =iVi a —= 0.20088 98776 61767, 6 — 6.887059 74651 751095.
255. On peut, par une construction géométrique, rendre compte des différentes valeurs que peut avoir la constante qui forme le second membre de l'équation (3), quand on ne fait entrer que trois fonctions dans le premier membre, c’est-à-dire quand on détermine, d’après les équations (18) et (19), deux valeurs particulières de x correspondantes à une valeur donnée æ — {. On trouvera que la constante dont il s’agit ne peut
avoir que trois valeurs différentes, tant que "= est pris positivement dans les équations citées.
En effet, si l’on considère £ comme l’abscisse et c comme l’ordonnée,
équation (18) deviendra celle de la courbe tracée dans la fig. 2. L'origine des abscisses étant fixée en À, les abscisses positives ne s'étendent que jus-
\ . . L \ r m I qu'a la limite AC— :, où l’on a l’ordonnée extrême Cc — 1e, dans le sens négatif AH, les abscisses s'étendent à l'infini.
La courbe dont il s’agit a deux asymptotes BE, DF perpendiculaires à la ligne des abscisses; on détermine leur position en égalant à zéro le Le I
dénominateur &H(m—i)t— 2;il en résulte
Ainsi l’on a les valeurs déja considérées
AVE
(Cr . “) AL = CAN 55753, etc.
256. Trois branches cs se font remarquer dans cette courbe, qui présente un aspect fort bizarre. Une première branche æabcz est renfermée dans le biangle indéfini FDCc ; à compter du point m, où l'ordonnée est un minimum, cette branche s'élève d’un côté, pour s’approcher de l’asymptote DF; de l’autre côté elle s'élève jusqu’au point c, où elle touche l’ordonnée Cc, puis, en continuant de monter, elle se rapproche de plus en plus de l’asymptote BE.
Une seconde branche IA46 a dans le sens positif une partie AI qui converge vers l’asymptote verticale BK, et dans le sens positif une autre partie, située tout entière au-dessus de l’axe, laquelle a pour asymptote la
Tome II
La troisième branche est située dans l'angle GDH, où les abscisses et les , . . . A , 2 , .
ordonnées sont négatives. À partir du point m', où l’ordonnée negative 2 A Le 2?
est un minimum, la courbe converge graduellement d’un côté vers l’a-
symptote DG , de l’autre côté do la branche inférieure de la parabole mi... 8 im
dont l'équation est
257. Si l’on mène par les points c, m, m/' des parallèles à l'axe, elles partageront l'espace occupé par la courbe en trois zones distinctes, qui seront affectées chacune à une constante particulière.
La zone située indéfiniment au - dessus de la parallèle c7 comprend
VIOL
toute la partie de la courbe où l’on a c positif et > PE: ; elle jouit de
cette propriété, que si æ, 6, y sont les abscisses de trois points placés dans cette zone sur une même parallèle à l'axe , la somme des fonctions da, NE, dy, prises avec les signes convenables, et en changeant en 4’ si labscisse est négative, sera égale à la constante 1 — 54; — 0.47888 24859 435.
La zone suivante, située entre les parallèles à l’axe menées par les
points c et m, comprend toute la partie de la courbe où l’ordonnée pom +
LE le minimum
sitive c est comprise entre la valeur Cc —
Mme — 0.090705, etc.; alors la somme des trois fonctions déterminées par les trois abscisses qui répondent à une même valeur de c, est égale à la constante 41 Hi4d/+— 2.02857 87636 905.
Enfin, la troisième zone, placée au-dessous de la parallèle m'J, comprend la portion de courbe dans laquelle l’ordonnée c est négative et plus grande que le minimum mM' = 1.776153, etc. Dans cette zone la constante sera A1 +34d/1=—73,57827 50414 375.
On voit, de plus, qu'il existe une quatrième zone comprise entre les deux parallèles my, m'd\, menées par les points 7» et m° où l’ordonnée est un rninimum. Mais toute parallèle à l’axe, menée au dedans de cette zone, ne rencontrera que la branche de courbe IA, ce qui signifie que les deux autres intersections sont imaginaires.
258. Nous ajouterons encore que dans chaque zone on peut déterminer généralement les signes des trois fonctions 4 ou 4’ qui composent le premier membre de l'équation (5).
Soient 4, —6, — 7 les abscisses des points dans lesquels toute parallèle à l'axe, menée dans la première zone , rencontre la courbe, on aura «> AB, C< AD, y > AD, et l'équation des fonctions sera, sans au-
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 255 cune ambiguité, Qe + VE — y = Jr — sde En effet, dans la limite supérieure, lorsque c —+, on a æ — AB, 6 — AD et y — +; alors l'équation devient 4 (AB) + 4'(AD) — 41 + 5 d'5, comme on l’a déjà trouvée (254).
. « 0 pr m Dans la limite inférieure, onac=——, a =1, 6 = 0.71592...,
7 —= 4.52015...; alors l'équation devient
+de Vy= d'—iVs, où dy —Vé=iÿe, équation comprise dans notre tableau (art. 254.)
Dans la seconde zone, 1l y a deux cas qui donnent lieu à deux équations de forme différente.
Premier cas. Si la parallèle est menée dans la partie supérieure de la zone, entre les parallèles 7 et ba, les abscisses des trois points d’intersection seront désignées, comme dans la première zone, par æ, —6, — y, avec cette seule différence qu’on aura 6 0.71592... et y << 4.520...; l'équation des fonctions sera, dans ce cas,
da — V6 + dy = di + ie Cette équation se vérifie immédiatement sur les parallèles c7 et ba. Second cas. Si la parallèle est menée dans la partie inférieure de la zone,
c'est-à-dire entre les parallèles ba et my ; appelons a, 6, — les abscisses des points d’intersection, on aura l'équation
Ja + dE + d'y = di Hi Celle-ci est liée avec la précédente par la loi de continuité , car si 6 devient — 6, L6 se changera en — 4/6.
Dans la troisième section, où l’ordonnée c est constamment négative et prend toutes les valeurs, depuis le minimum M'm'=— 1 .-77613.... jusqu’à l'infini, soient &æ, — 6, —" les abscisses des points d’intersection d’une parallèle à Faxe avec la courbe, on aura & < AB, € > AD, y > AM’, et l'équation des fonctions sera
! ! pdt 3 / solame nr ee AIN AS Cette équation se vérifie à la première limite, où l’on a 6 — 7, ainsi qu’on le montrera ci-après; elle se vérifie également à la dernière limite ,
où C——+, car alors on a = AB, 6 = AD et y—#+. L'équation des 20%:
fonctions devient, dans ce cas particulier, (AB) + 4L'(AD) + d': —1J1+5Vt, ou L(AB)+d'(AD)= d1i+id/i; ce qui s'accorde avec le deuxième cas du tableau (art. 254).
259. Par cette énumération des différens cas, on voit qu'il importe de fixer la position des points m» et m° où l’ordonnée est un minimum, puisque ces points déterminent, l’un la limite inférieure de la seconde zone, l’autre Ja limite supérieure de la troisième.
Désignons toujours par £ l’abscisse AM du point m, et par c l’ordonnée Mm ; l'équation (18), mise sous la forme rationnelle, sera o—Ac?+2Bc+2D, en faisant, pour abréger,
A = (m + 3)& + 4t — om — 3,
B = (m — 1)é + (om + 2) — m—1,
D=Ë — {(m— ie + (m+i)t.
Dans le cas du minimum de la quantité c, on pourra différentier, par rapport à #, l'équation o — Ac? — 2Bc + 2D, en regardant c comme cons-
tante ; ce qui donnera une seconde équation o = Ac? — 2B'c + 2D, où l’on suppose A' = 2(m+3t +4, 2(m — 1)é + 9m + 2, D' = 5% — (m— it + m+.
Éliminant c de ces deux équations, on aura, pour déterminer £, l'équation (AD’ — A'D}° — 2(AB' — A'B) (BD' — BD), qui peut se développer ainsi :
o = [(m + 3) H BE —12(m + x) 8 + 8 — 4 (m + 3)] 8m 41) Le (Ve | 0) + 40m 0 Gm4a1)+fam— 61.
C'est donc par une équation du huitième degré qu’on pourra déterminer directement la valeur de #, tant pour le point m que pour le point "/; et
il ne paraît pas que le degré de cette équation puisse être abaissé au-dessous de 8; car une autre manière de traiter le problème conduit à l'équation
am ee vos = 64382 (m+ 1)H+(m+3t+o,
qui semble plus facile à résoudre par les fausses positions, mais qui, dégagée du radical, monterait au douzième degré.
Remarquons cependant que l'équation du huitième degré, à laquelle nous sommes parvenus, peut se mettre sous une forme plus simple par le procédé suivant.
Ayant mis l'équation (18) sous la forme o = Ac? — 2Bc + 2D, on trouve (Ac — B} = B° — 2AD= (m+1} (1 —#), et la différentielle de cette dernière équation donne
BB’ — AD' — AD — — 5(m + 1)#.
Mais en développant l'équation déjà trouvée (AD' — A'D)° — 2(AB' — A’B) (BD — BD), on en tire (AD' — AD}: — 2BB'(AD' + AD) — 2A'D'B — 2ADB*,
ou (AD' + AD — BB'} — BB: — 2A'D'B° — 2ADB* + 4AA'DD’. Le premier membre de celle-ci — 25 (im + 1)f#, et le second est le produit des deux facteurs
B° — 2AD = (m + 1} (1 — &),
B'2 — 2A'D'— 16 — 8t(1 + m) + 88 — rat (m + 3).
L’équation à résoudre peut donc être mise sous cette forme plus simple
5 ê = (5 +m) == 4 — 2(1 + mjt+2® — 3(5 + mé, et ultérieurement sous la forme SOMME 3— m :
Inn 3 — m — (m — 1)é + RE HA — 3, 260. Après quelques tentatives, on trouve que l’abscisse £ du point m, où l’ordonnée est un minimum, est déterminée à peu près par la valeur log £ — 9.65536 96; elle servira de première hypothèse , d’après la-
quelle nous calculerons les deux membres de notre équation de la manière suivante :
log # — 8.27684 80 M — 1... 0.09204 23554 14 { — 0:18916 814278 Pt NO 00080 OÙ
1 — À —= 0.091083 18572 2 ET era TenEETEE 1) 974741 19554 14
tres 0.49485 00216 8 3—m 58
8 RATE . 202 I oo
Ie JA ZUO M OOO0U TO . L 47199 7.735780 68216 8
Éu...o.. 091078) 2) 8.809276 39195 Dee: e 1e 0: O00TO- 00
MORTE .746 890 5 HU TE AR et NT 2047420 3 — m — 0.763593 20225 002 LATE PARLE, 1) — 0.556900 01898 894 5) 9:44525 00547 20.
0.20493 98326 108 2) + 0.07812 03030 741 0.28305 21356 849 3) — 0.27747 89578 524 0.00557 31758 325 second membre.
M = 0.006557 31532 968 premier membre.
Diff. + 245 357.
Maintenant que nous connaissons l'erreur de la première hypothèse, voici un procédé par lequel on obtiendra assez facilement la correction qu’il faut appliquer à la valeur supposée pour £.
Soit cette valeur corrigée — 1(1+ w), « étant une quantité assez petite pour qu'on puisse négliger son carré. Il faudra substituer, en général, (1 + no) au lieu de #", et alors le second membre de notre équation recevra l’incrément
— (im — 1)to + nt — 358,50,
qu'on peut représenter par @[— (1) + 2 (2) — 3 (3)]; or, on a trouvé 1) — 0.55900 01899 2) = 0.07812 03031 3) — 0.27747 89578.
Aïnsi l’incrément dont il s’agit — — « (1.235519 64573); celui du premier membre sera un peu moins facile à calculer. Par la substitution de t(1 + ©) à la place de £#, ce premier membre devient
dé(rxH 84) 1-25 À 550 B ‘16 {x + 50) = ( réa
. r 5 et son incrément — Mo (8 + à s)
8.28514 21673 7 8M... 0.04458 52263 744 M..... 7.74610 09890 5 N.... 0.000558 72954 47 Dust 0.69897 00043 4 0.04512 25218 2.
No2-00;33021 51607 6
On aura donc pour déterminer « l'équation æ (o.04512 252182) = 245 357 — (1.253519 64573); d’où résulte Hi ie MOT -087 On voit d’ailleurs que les 191 unités comprises dans cette valeur sont, comme celles de 245, des unités décimales du dixième ordre. Il en
résulte pour log £ la: correction w (0.435429) — 83.227 ; de sorte qu’on aura là valeur corrigée
261. Appelons & la valeur qu'on vient de trouver de l’abscisse # au point du minimum positif m; la parallèle à l'axe menée par le point rm rencontrera la courbe en un point y dont l’abscisse négative sera désignée par —6 : les trois racines désignées par x,, x,, x, dans l’art. 246, seront æ, &, — 6, parce que le point de contingence 77 équivaut à deux intersections. Il faudra donc qu’on ait, suivant ce même article,
(x — a) (x HG) = ax + x ES 68 — (me — 1) — (——
+ x [20 — 2° — 9(m+i)c+m+i] — (nm +1) CH (mHi)c;
ce qui donnera les trois équations
+3, —- 1 6 — 28 = c — (m — je (——), a — 246 = 20° — 2(m + 1)Cc + m +, dE = — (m + 1)c + (m + 1)c; de là résulte, en eliminant c, 3—m
re -
dE &°
IN
Substituant dans cette équation la valeur & — 0.45224 06621 46, déduite du logarithme trouvé 9.655356 96083 227, on aura les résultats suivans :
Frs .. 9-:48098 23640 86 —— = 0.38:06 60112 5ot a*:.64%"0:81075%985066 45 20H 0.090448 13242 92 1) 8.80072 15807 51 1.286044 73355 4a1 1) 0.06320 06552 550
Num. 1.225324 66802 871
=. .. 9-79101 23597 5o 1H a — 1.204352 16164 08 a. 2.20 00930 0008825 2) 0.270950 01003 01 2) 9.446358 19680 73 Dén. 0.926502 15161 97.
log Ê — 0.12136 22111 832.
On trouve en même temps l’ordonnée minimum c = 0.90795 04561 356. IL faut maintenant calculer les fonctions La, V/6, afin de vérifier l’équation 24da + d'é—di+id'à Calcul de La par la formule (12).
| 9.61181 08286 Wie 109 3) 4.n4t7o) dant da = 0.452095 91525 052.
Calcul de J'6 par la formule (16).
Gin 0.121536 22111 832 7) _4.03209 18172 Ml 9.878635 77888 168 9-59518 89441 5... 9.939351 88944 084 Hd n00p0 Hide 9.823090 87409 443 8) — 3.532911 37673 1) 9.:64186 54241 695 9:39318 69441 u5... 0.303818 80440 84 HÉROE RIRE 9-06214 59067 49 9) — 2.635851 87556 2) — 8.09720 22750 0 9:39318 69441 9:39318 89440 8 9:92577 15601 9.62727 67796 8 10) — 1.095747 92598 3) 7-11766 79987 6 9-39318 89441 0-39318 89440 8 9:95536 95291 9-76403 26500 9 11) 1.28403 75330 4) — 6.27488 95929 3 9-39318 89441 9.393518 89440 8 9:9395È5 53951 9.82705 35373 2 12) — 0.61678 18722 5) 5.495135 20743 3 9:39318 89441 939318 89440 8 9-94468 99263 9.863543 50954 13) 9-:95460 07426.
Tous IIT
8) — 2133 Go4 12) — 4 138
9) 435 029 13) go1
88265 700 14) etc. — 251
11) 10,233 N'é — 1.12266 04586 70 58194 260 2Ndæ = 0.90591 83050 10
On voit que la somme 244 + 4'6 s'accorde, autant qu'il est possible, avec la constante connue 1 + ? d'4= 2.028579 87636 905; ainsi l’on a exactement l'équation
VE + aa = di +345, qu'il s'agissait de vérifier.
262. Nous allons déterminer semblablement l’autre minimum. Pour cela, nous mettrons l’équation à résoudre sous la forme
25 À Up BEL A PES PT
et comme la valeur de # est négative, nous ferons £ — — x, ce qui donne l'équation
25 AA UMEEANELR 3—m\ ,
Sel is ( = ) a — (m— 1x — (35 — m).
Après quelques essais, on trouve la valeur approchée & — 5.211890, que nous prendrons pour première hypothèse, en faisant...........
log à — 0.716099 52410 97. Voici, d'après cette valeur, le calcul des différens termes de l’équation :
REA . 2.15098 57232 91 d,...+ 2.150908 57252101 ALAN 0.49485 00216 80 8...... 0.90308 99869 92 2.645835 57449 71 3) 1.247689 57362 99
1+af,.. 5.58508 91204 87 M..... 9.06074 66244 84
RSA NT 1.433099 04821 94
2) — 10.375664 73326 233 27 9-58202 47199 00 7.321109 51530 653 2) 1.01601 52016 94 3) — 6.44225 03312 498 CPROPTE 0.716909 52410 97 0.878094 28218 155 M— 1.. 0.09204 23554 14
second membre
M — o.1t5ot 29239 274 premier membre.
21246 121 différence.
Pour corriger cette erreur, mettons æ (1 + w) au lieu de a; l'équation à résoudre deviendra, en négligeant les w*, w°, etc.,
5 S (1 + 3) I 3— M\ , RE = gæ°(1 1 3) — ( FR )æ (x — 2®)
L’incrément du premier membre est
celui du second membre = 1) 3® — (2).20 — (3)«
On aura donc pour déterminer « l'équation
d’où résulte © — 813.191.
La valeur corrigée de « est donc 5.21189 04238 26, et son logarithme. 66... 0.716909 52764 135.
D’après cette valeur corrigée, il faut calculer l'abscisse positive x —6, qui répond au point d'intersection de la parallèle à l'axe menée par le point m'; cette abscisse est donnée par la formule AD es + 22 — (TT) LPS 22 € ARRETE TE
mMm— I ?
d’où résulte = 9.760894 3o11x: 131, = 0.58741 22662 00.
Calcul de d'a par la formule (16).
À... 9.64150 23617 932 : PC qe DR 9-82390 87409 443 ) vus 1) 8.714841 58265 24 U = 0.05602 77003 438 5... 6.41502 36179 32 1.54969 62777 47
Calcul de À6 par la formule (12).
1)— 6... 9.768094 3or11 13 3.26244 20133 2 65... 8.84471 do555 65 8.84471 50555 5 8.092081 87539 52 9-86148 84562 >) 7.535447 68206 3 6) 1.96864 55250 9 8.844731 50555 6 9.84471 50555 G 9.61181 98286 9.88582 30932 3) 5.099101 17047 9 7) 0.609918 367358 5 8.84471 50555 7 8.84471 50555 7 9.75809 14565 9-90287 45097 4) 459381 82168 6 8) 9.44677 32591
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 245 1) = 0.b8741 22662 00
2) 342 35511 48 29) 9 79916 384 4) 39248 062 5) __1829 0962 6) 93 035 7) 5 003 8) etc. 206
A6 — 0.59093 78866 DA
On voit encore que la somme 46 + 2W/x s'accorde, autant qu'il est possible, avec la constante V1 + à LE + — 3.57827 50414 375 ; ainsi on doit avoir exactement
2e + L6 — dr + Sd'E Dans ce cas, on trouve l’ordonnée minimum C = — 1.775613 31389 5 ; elle se tire aisément de léquation (m + 1) (c° — c) = &°6.
Ces calculs achèvent de vérifier tout ce que nous avons dit sur les constantes affectées aux trois zones de notre courbe; cette courbe, au reste, est construite dans la supposition de m positif — y5 : une autre courbe de même nature pourrait être construite pour le cas de m——#/5, et offrirait, sans aucun doute, des propriétés semblables.
263. Dans les applications précédentes , nous nous sommes bornés à considérer le cas le plus simple, qui est celui de trois fonctions. Nous allons maintenant donner quelques exemples de la comparaison de quatre et de cinq fonctions, et nous ferons voir que la loi générale a toujours lieu, c’est-à-dire que la somme de ces fonctions, prises avec les signes convenables, est égale à une constante formée d’une manière très simple avec les fonctions complètes 1 et L’+, qui sont des transcendantes d’un ordre inférieur, puisqu'elles peuvent s'exprimer par les fonctions T :
d’ailleurs, ces deux transcendantes peuvent se réduire à une seule, puis-
qu'on a 1 = cos zV _ Exemple I*.
264. Supposons que sur les cinq valeurs particulières de x, désignées par Xi, Lie... Xs dans l'équation (19), les trois prises arbitrairement soient Oo, +, —:;, les deux autres étant les racines de l'équation. .. x — px + q = 0. Alors le second membre de cette équation sera
246 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 2 (x — 5) (x° — px +); de sorte qu’elle sera exprimée, dans ce cas particulier, comme il suit :
(c + ci)" (s + x sol + æ)—(a + 2 (ir. 2 4er — 2)
= 2 (x —!) (at — pr + 9).
Soit d'abord x —0, on aura © — ad —0o; ce qui permet de supposer a = C.
Soit ensuite x — +; le second membre devenant nul, on tirera du premier l'équation linéaire CECI NC ASTRA dans laquelle
(1 — x) vas) Re PRES — = + = 0.47801 98448 776.
Enfin, la supposition x — — + donnera semblablement c— ca —=(c— +),
De ces équations, on tire
= er een D 1.160848 49398 7719, log c — 0.06762 31193 21, C, = — 0.74183 20554 73, log (— c,) = 9-87030 55957 95.
Maintenant, il résulte de l'équation (A) qu’on a pour déterminer p et q les diverses formules m+ 1
Lp = ©, + CC,(m + 1) + c(m + 1) — (=) — re
3H + 260, + e,.È CHIC (MRETEL),
po CT
RUIRQ |
En voici le calcul :
ce 0.550351 47985 2653 — 200, — 1.733063 91694 756 nee 2.336906 987097 5438 20 — 2.356096 98:97 5438 — 2.88728 46782 8091 4.07060 90492 2008
ns pr 1.61803 39887 40989 c'(m +1). 4.41838 82426 331 p = 1 = — 0.34777 91934 0312
D’après ces valeurs de p et q, la résolution de l'équation x°— px + q = 0 donnera les racines x —«a,x—— 6, savoir :
a& — 0.70472 75220 441, dog a = 9.84802 12325 287, Calcul de Aa par la formule (12).
220 5720 La = 0.71574 34316 4843
D) 28 1310 10) 4 1162 11) 6131 12) 926 13) 139 14) etc. 26 229 5720.
Calcul de V/6 par la formule (16).
© Go NO © OO © Oo 10 lo © © 0
Ur 356 8) —
NE —= 1.310235 05690 5045 da = 0.71574 34316 4812 2.025697 40006 9857
Ni 260 47629 9534
| TROISIÈME SUPPLÉMENT. 249 On voit que la constante C, égale à la somme 4/6 +4 + i— d'1, s'approche beaucoup de la constante connue 41H: =—2,.02857 87636 905 ; donc on a exactement
Di VE + de + VE = Qi + EVE Exemple II.
265. Soient maintenant À, 1, — 2 les trois valeurs données de x ; alors l'équation (18) sera, pour ce cas particulier,
sus m 1
(cer (1 Lx. +at)— (ax) (x. ——+x*. an —x) = (x — +) (x — 1) Ga) (x? + px + q).
Et, parce que x — 1 divise à la fois le second membre et la seconde partie du premier, il faudra aussi que c + c,x soit divisible par x — 1, c’est-àdire qu’on aït ©, — —c; alors, en effectuant la division par x — 1, on aura la nouvelle équation
(a+ x) (: — 2x. —— at) — 0 (1 — x) (: Lx. us Lx ) (2 — +) (x de 2) (A pa + q).
Soit x [on aura c= (a + aa, À = VOS D o.47801 98448 776 — , A = LE = 0.47801 08448 776,
log À = 9.670944 59266 1617.
Soit ensuite X = — 2, on aura
C —' (a — 2), = VE 1.08556 00959 0355, log 4 = 0.05565 38707 17076;
de la on tire
a+ 2x __ 2.64914 00366 847 __ ane lasagnes teneur 20449949 68371 445,
log a — 1.531076 67186 2324, log c — 1.501735 16040 6701.
(4 Ile
L’équation (B) donne de plus p=i+=—2a—c,
q Tower II. 32
sie 418.34389 65889 372 Ci 4o1.29450 05963 921 HV 401.29450 05963 921 a — 40.090691 36742 890 q = — 17:04939 59925 451 — 442.20141 42706 811
D'après ces valeurs de p et q, l'équation x°— px +q—o donnera x=a4,x—=—6.
æ — 0.053873 78758 966, log à — 8.588135 58034 849, E = hho.1a211 81578 278, log 6 — 2.645357 31944 037.
Calcul de La par la formule (12).
1) æ..... 8.58813 58034 849 : æ — 0.03873 78758 966 a5.... 2.094067 00174 245 2) 2 816 8.92081 87539 52 Ja — 0.035873 78761 782.
Calcul de A'6 par la formule (16).
TANERE 7.355642 68055 965 1) 0.00007 22019 5372 u°.... 8.67821 34027 9815 1.949609 62777 47 ARE 9-82390 87409 4432 A6 — 1.54962 40757 9328.
Nous avons maintenant les valeurs approchées de nos cinq fonctions comme il suit :
Vi = 1.253735 06248 17, + — 0.590151 90336 614, ‘2111451485 2602071000,
la — 0.035873 78761 782,
Quatre d’entre elles satisfont à l'équation a + V6 + dr — V2 — 0.77484 81588 734,
dans laquelle le second membre est la valeur connue de +5 = 0.77484 81588 735. Ainsi l’on a exactement
tee
TROISIÈME SUPPLÉMENT, 251 Ja + VIH VE — Vraie
Ajoutant de part et d'autre 1, on aura pour les cinq fonctions dont il s’agit l'équation / [ £. Lie: 1 RE di + di Vo + da — V6 = 41 + 2 ds, dont le second membre est la même constante qui a lieu dans toute l'étendue de la seconde zone, pour le cas de trois fonctions.
266. Dans cet exemple, après avoir trouvé les deux racines x = &, x——6, qui, avec les valeurs données x = 1, x = ;, x—=— 2, déterminent les cinq fonctions comprises dans le premier membre de l'équation (3), nous avons combiné les signes de ces fonctions de manière que la somme des quatre
Vi — V2 + da + V6 se trouve égale à la constante connue +44; ce qui s'exprime autrement par l'équation dr + dE do + da + 6 = dr + 34
Cette combinaison, pour obtenir le résultat cherché, n’a pas exigé beaucoup de tätonnemens dans la question actuelle, où l’on pouvait faire abstraction du terme 1, compris ordinairement dans les constantes, et qui ne laissait ainsi que quatre termes À, B, C, D, dont trois peuvent être joints au premier, considéré comme positif, de huit manières différentes, comme on le voit 1c1 :
AD CDN CA CDN PANE IR =" C ÉD LA UPIE CRU D CN EC D A ER EE CÉPD A D CRT.
Dans d’autres cas, le tâtonnement pourrait être beaucoup plus long et plus laborieux ; c’est pourquoi il ne sera pas inutile d'indiquer ici un procédé par lequel on pourra, dans tous les cas, parvenir d’une manière sûre au vrai résultat que l’on cherche.
Observons d’abord que le coefficient € est en général affecté à la fonction x, de sorte qu'il prend successivement les valeurs €,, €,, 6,... etc., quand il s'applique aux fonctions particulières Jx,, dx,, x, etc. ; et c’est ainsi que se forme la somme 6, dx, + ex, + eds + etc., représentée par Z (ex), premier membre de l'équation (3).
Le coefficient €, dont les valeurs particulières ne peuvent jamais être que + 1 ou — 1, pourra toujours se déterminer par l'équation gé-
252 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, nérale 8xy/(@,x) = d,xy/(@,x), que l’on trouve art. 198 du deuxième supplément. ;
Cette équation se simplifie en observant que /(®,x) et y/(@,x) doivent toujours être des quantités positives; de sorte que pour déterminer le
CR . » . . 6x .. e , Û signe de € il suffira d'examiner si 7x St positif ou négatif pour chaque
valeur particulière de x, telle que x = t. Si cette quantité est positive, on aura 6 —<+1, et la fonction £ entrera avec le signe + dans la somme Z(idx); dans le cas contraire, on aura e = — 1, et la fonction £ entrera avec le signe — dans la même somme.
267. Appliquons cette règle aux valeurs successives x = +, — 2, æ, —6, considérées dans l'exemple II.
0 : y : ; La quantité —, dont le signe détermine celui de 4x, est dans ce cas
=, suivant l'équation (B) de l'art. 265. Cette quantité est positive
pour les trois premières valeurs mentionnées, et négative pour la valeur x = — 6. Ainsi la fonction L(— 6) devra être prise négativement, et les trois autres positivement, dans la somme Z4x, laquelle sera par conséquent
VE HV 2) + 4) = 4 6 ou, suivant notre notation ordinaire, Vi Va + da + 4/6.
Cette somme, d’après les valeurs trouvées, se réduit à 24/1; c’est le résultat qu'on obtient ainsi de la manière la plus directe et sans aucun tatonnement.
Si l’on change le signe de l’une des quantités À et \', on aura une seconde solution. Soit donc A —10.47801 08448 776; on aura, en conservant la même valeur de ?' et ne poussant l'approximation que jusqu’à cinq décimales, a+ 2" X æ— 27
de là on voit que p° — 4q est négatif, et qu’ainsi cette seconde solution est imaginaire.
On aurait deux autres solutions du même problème en changeant le
TROISIÈME SUPPLÉMENT, 253 signe de m dans les formules primitives; mais nous allons passer à un
autre exemple, qui offrira un plus grand nombre de solutions.
Exemple III.
268. Soient 2, — 1, — 2 les trois valeurs données de x; l'équation (17) à laquelle il faudra satisfaire sera, dans ce cas,
1 im 1 m +1 (Her) (1x. R +) —(a+x)(: UE "Om Vie" MIE x) (©) {= (œ — #) (x +1) (x +2) (x — px + 9) + Ep Ein D gi ip EAU re md À Les suppositions x = ;, x —— 2 donnent, conformément aux résultats déjà trouvés, les deux équations
ce + Leo, = (a + !)a, à = 0.47801 08448 796, log à — 9-67044 59266 162, c— 20, = (a — 2), À = 3.259668 02877 106, log x = 0.651279 51254 367.
La supposition x — — 1 donnera une troisième équation
Co Ci (dim) At, CA 2V2 — 3.70245 91736 438,
NE mr
log À" = 0.56849 02783 319;
de là on tire
5xX'— 6x + 0.54976 60131 67
a = ÉTRdoE, HOET UE 7.786021 53153 Ba = — 0 .07060 76047 2; log (— a) = 6.848835 14788 2,
c = -— 1.184435 49250 3, log(— c) — 0o.07351 85381 00,
Cite 2.779042 60224 3, logic 0.443095 51192 80.
Pour déterminer p et q, on a les équations
ip = c, + aa — (5),
Q= dd — C’;
d’où résulte p = — 3.465095 98159 66, log 0.530982 55232 35, q = — 1.359794 80355 95, log 0.145409 10281 52.
Ensuite, la résolution de l'équation x°— px + q —©o donnera x =,
æ=—6, savoir :
a — 0.506491 60372 60, log 4 — 9.56219 29500 747;
6 — 3.83087 58532 26, log 6 — 0.58329 80780 774.
254 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, Calcul de Aa par la formule (12).
1) — 14: ::-0:00219 29900 747 1) — 0.356491 60372 Go
2) 6.293597 64544 002 4) 19 312 7.810906 47503 735 5) LE m1 83 9-.61181 98286 da = 0.356511 33380 677.
Calcul de L'6 par la formule (16).
u..... 9.416070 19219 226 1) — 0.008891 22547 605 UNE 9.70835 09609 6153 Pire ï 24542 570 HE 9-82390 87409 443 0.088890 98205 235 1) 8.94896 16238 282 3) 65 886 u5.... 7.08350 96096 130 4) — cl 45 9-06214 79067 49 U — 0.065889 9826g 076
Nous avons maintenant cinq fonctions, dont les valeurs approchées sont
3 — 0.501531 00336 614, ‘1 —= 0.935885 14394 40, NADEUt.01409 28467 595, Ada — 0.36511 55580 G77, NV'é 1.460709 64508 39/4; et pour former une équation avec ces cinq fonctions, il faut recourir à la règle donnée ci-dessus , n° 266.
CA
En vertu de cette règle, la quantité D dont le signe détermine celui
de dx, a pour expression
az x — 0.070607
C+ax — #(2 170426) — 1.184455" Appliquant cette formule aux valeurs successives x = +, —1, —, a, — 6, on trouve que les signes des cinq résultats sont +, +, +, —, +; donc le premier membre de l'équation (3) sera
SPC A Carat à AE VS AA
ou, suivant la notation ordinaire, di 41 — 1d'2 — da — 4/6.
Changeant tous les signes pour que la somme soit positive, elle deviendra
dd bau Re SN nage Ne
Or, d’après les valeurs trouvées, cette somme est égale à la constante C=— 3.57827 50413 852, et comme cette constante est très peu différente de la constante connue 41 Hi dE 3.657827 50414 365, on
aura exactement / / ‘ A | 3 1/ da + 6 + d'a + di di=ditéd"à Nous avons déjà dit que les trois mêmes données +, — 1, —2 sont susceptibles de produire jusqu'a huit solutions; en effet, si l’on change successivement le signe de chacune des quantités À, À’, 2", les deux autres restant les mêmes, on obliendra trois autres solutions. Si ensuite on change le signe de 77 dans l'équation (C), on aura une nouvelle formule d’où l’on déduira semblablement quatre autres
solutions. Nous allons indiquer sommairement les résultats que présente l'analyse de ces huit solutions.
Second cas, où l’on change le signe de À.
269. Alors les équations déduites de la formule (C) donneront, par ce changement de signe, les valeurs suivantes :
QE D = — peine el g = — 0.15526 49979 8, cHic, = — 0.16479 01723 6, C— 20, = — 7.01900 90525 :, c = — 1.535035 59443 9, p —= — 3.08828 66030 8, Ce, = 2.74168 75440 6, q —= — 2.353406 43917 7, et la résolution de l'équation x° — px + q —=0, donnera ri a, «a — 0.62805 44167 2, logæ = 9.709799 72740 8, x —=—6, 6 — 3.716534 10198 , log 6 = 0.57o11 55590 2.
Au moyen de ces valeurs, on trouve N'a —= 10.059390 D01T4108 L'6 —= 1.45665 73386 8; puis en combinant entre elles les cinq fonctions, suivant la règle générale , on formera la somme Ni di A2 — da H L'é = 3.57827 50410 6.
Le second membre est la valeur approchée de la constante connue
di + id; ainsi on a exactement Li Vi Ha — da HAVE = di HI Troisième cas , où lon change le signe de À.
Alors les équations déduites de la formule (C) présentent les résultats suivans : | 5x7 + 6x"+ a ___ 38.53039 74393 Go2 Ba! 3N — 22 27.326029 70415 056 CH+C — 0.913502 35:4806 99 , log a — 0.14922 27036 835, C— ©, — 1.561805 14299 827,
Ci 1.114609 92424 60 , ip C?,+24a— =);
c,= — 0.405335 21875 225, q = Ac?
D'après ces valeurs, On aura à peu près p= 1.13524 et q — 0.74554,
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 257 d'où il suit que p* — 4q sera une quantité négative, et qu’ainsi cette troisième solution est imaginaire.
Quatrième cas , À" pris négativement.
Alors on a EX = GX — 2 A Br == 1.28510 AXI14 444; C + 20, — 0202090 1004027 000101) 1701408071" C — 20, —= — 2.352818 75481 5, He 27200 1010415008:
De là résulte encore une solution imaginaire. Ainsi la supposition de m positif donne deux solutions réelles et deux imaginaires.
Cinquième cas, m négatif.
270. Si nous changeons maintenant le signe de m dans l'équation (C), le système des valeurs de À, N, à", sera remplacé par de nouvelles valeurs, dont les peer se déduisent aisément des premiers et donnent les résultats suivans :
C+ ic, = (a + ELA, log A — 0.01952 40777 20, C — 20, —= (a — 2), log \'= 9.096434 61292 83, C— CC = (a — 1)", log "= 9.735253 97173 32.
Ni à 5x" — GX + à :
D'ailleurs on aura toujours a = >—— Er 3v—,, €t en substituant les
valeurs M=I0-021108340010T, 111094010119 199/0
1 Le _— 1.78021 14846 2.
il viendra a — 318460 Ga864 1 — 0.826235 52167 4.
Re
C — 20, —= — 1.08125 26986 3, de 0.893552 36513 9, loge = 9.95110 60526 6, = 0.098738 81750 12, logc,— 9.099448 79218.
Ensuite il faudra calculer p et q par les formules
É —Pp = CN + 24 + —— ?
g = — C*, ce qui donnera Tous Ill. 33
258 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , p = — 0.745435 98303 2, q = — 0+11571 98822 1; de là les deux racines x =, æ — —6, savoir :
æ — 0.131809 87609 5, logæ = 9.12024 07454 9,
Ë — 0.872353 86002 7, logé — 9.943516 72374 45; calculant aæ par la formule (12) et 4/6 par la formule (14), on aura da = 0.13189 92087 54,
J'6— 0.84561 79047 47; combinant ensuite ces deux fonctions avec les trois fonctions connues
V1, d'2, +, on formera l'équation
V1 Ha — di da — V6 —= 0.177484 81390 39 ; et parce que le second membre approche beaucoup de la constante connue £4/+ = 0.777484 81388 755, on aura exactement
Ji Va die VE = re.
Sixième cas, À négatif.
Supposant toujours m2 négatif, si l’on change le signe de À, on aura les résultats suivans :
ER
Nous n’allons pas plus loin, parce que ces valeurs conduisent à une solution imaginaire.
Septième cas, À négatif.
Si, en partant toujours des formules qui supposent m négatif, on prend À négatif, on aura Îles résultats suivans :
a = 2.740809 02583 8, log a — 0.439351 53625 1, C9 00100812030102:
Calculant ensuite les valeurs de p et q par les formules
PF
5 mms TP CRAN Q EEE,
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 250 on trouvera p = — 6.209445 73130 6, q = 0.89877 00395 2; de là les racines x=— «x, x = —6, a — 0.140618 24765 5, log & — 9.16489 53146 4, et le calcul des fonctions donnera Va — 0.14618 16631 848, Nd'6 — 1.560596 69170 6.
D'après ces valeurs, on trouve que la somme d'a + A'é lie — 1 se réduit à 0.77484 81392 65, quantité qui s'approche beaucoup de la constante connue +’+; ainsi l’on aura exactement
de ee mas are Huitième cas, " négatif.
Alors on aura HE 0.095045 34412 04, log a = 9.957093 08474 26, 1.020532 31954 26,
CNE
de là les deux racines x—«, x——6,
— 0.122009 86742 62, log & — 9.086751 09483 9, — 1.12825 87166 5, log 6 — 0.05240 87166 66,
et les fonctions correspondantes
xs
da — 0.12209 89503 76, N'6 — 1.02228 47156 53.
Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme DE Vi — Va + da — Ye se réduit à — 0.77484 81389 3, quantité très approchée de la constante 12Nd'1=0.77484 81388 755; ainsi l’on a exactement Va — 41 — dit 4é— Ven ss 271. Il résulte de tous ces calculs, que sur les huit solutions dont Go
l'exemple proposé est susceptible, cinq sont réelles et trois imaginaires, Voici un tableau qui comprend les cinq solutions réelles :
;. 8 « —= 0.36491 60372 60, Vi+ Ÿ2— = di + V5 — ÿa — ye{ bis me S683 26, m pos:
L ; AE ie vielle 0.62805 44167 2, HEAR RMI TRE VE eZ 3 68 10108, (118 : | ss ; « — 0.13189 87699 5, | a+ Va — = EVE + de + Ve CT RU ’ : STAR = 0.14618 24763 5 4 Jo Vi + ie Ve HUE TT Gus 466 à pue ; RL Ko æ — 0.122009 86742 62, ER ER R R t R N OR A 5.
Le premier membre de chaque équation contient les fonctions qui répondent aux trois valeurs données de x; on a fait en sorte, dans cette disposition, qu'il n’y eût, au plus, qu’une fonction précédée du signe —, chose toujours facile à obtenir au moyen d'un changement de signe qu’on opérerait, au besoin, dans les deux membres. Maintenant on voit que toutes les combinaisons de signe entre les trois fonctions données se trouvent dans ce tableau, avec la condition mentionnée qui n’admet que quatre combinaisons ; aussi voit-on que la combinaison /1 + d'a — JE sy trouve deux fois. Ce résultat trouvé, pour le cas de x —5, dans une transcendante de la seconde classe, ne peut manquer de s'étendre à toute autre valeur de x dans les transcendantes de la même classe; c’est-à-dire qu'étant donné un nombre quelconque y — 2 de valeurs de x, pour déterminer un pareil nombre de transcendantes dx ou dx, on pourra toujours trouver une somme de ces transcendantes prises avec les signes qu'on voudra, de manière que cette somme soit composée d’une constante déterminée et de deux fonctions, dont les variables & et 6 sont déterminées algébriquement par le moyen des 4 — 2 valeurs données de x. On peut s'assurer, en outre, que le même résultat peut être généralisé pour les transcendantes de toutes les classes; c'est-à-dire qu’étant donnés les signes des différens termes d’une somme proposée de fonctions, on pourra trouver assez facilement , & priori, les signes avec lesquels on doit prendre les quantités analogues à celles que nous avons nommées à , 4’, A", etc., pour que la somme des fonctions prises avec les signes donnés se réduise à une constante, jointe à un nombre de fonctions auxiliaires toujours égal au numéro de la classe. La règle, pour cet objet, se dé-
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 261 duira toujours aisément de celle que nous avons donnée pour former la somme £@x, qui compose le premier membre de l'équation (5).
272. Il suflit, pour s’en convaincre, de chercher comment dans le dernier exemple, où l’on a pris mn négatif, On aurait pu, & priori, parvenir directement à la combinaison qui donne la valeur de....... d'1 — d'2 + 43
D'abord cette combinaison, exprimée par les seules fonctions 4x, est he Re ERA EE
. à PV dE Marta ; Dans le cas dont il s’agit, la quantité =, qui doit servir à déterminer les
: : a+x signes des fonctions, est EP le cas de x — +, cett tité, qui devient T2 = L., a parcon- Dans le cas de x = +, cette quantité, qui dev Aa Te 2 A PAT CO
séquent le même signe que À.
SPENCER CT UE UE. l : / Dans le cas de x =— 1, cette quantité = ——" — > a le même signe EDP que À”.
Enfin, dans le cas de x — — 2, cette quantité a le même signe que à.
De là il suit que pour obtenir la combinaison cherchée L+— 4 (—1)
+ Ad (— 2), il faudra prendre À positif, A” négatif et 2" positif.
C'est en effet la combinaison qui a produit ce résultat , et d’où l’on a déduit l'équation
Ji — Va Vie ya + Ja — V6, dans laquelie æ — 0.12209 86742 62, = m2025; 8710000!
Cette application suffit pour faire voir que le problème dont il s’agit se résoudra toujours avec beaucoup de facilité dans les transcendantes de toutes les classes.
Ainsi, étant donné un nombre quelconque w — N de valeurs particulières de x, on peut adopter telle combinaison de signes qu'on voudra dans la somme des fonctions dx, où nous supposons dx une fonction de
TX
4! \ r , d , . r la première espèce, représentée par f Go” * l’on pourra toujours dé-
terminer les signes des nombres À correspondans à chaque valeur particulière de x, de manière que la somme des fonctions prises avec les signes proposés soit égale à une constante connue, jointe à N autres fonctions dont les variables seront déterminées par le moyen des w —N valeurs données de x. Il pourra arriver qu’une ou plusieurs paires de ces variables soient imaginaires, mais la solution n’en existera pas moins analytiquement.
$ VIII. Suite des mêmes recherches, appliquées successivement à une seconde fonction de la première espèce et à deux Jonctions de la seconde espèce.
. \ Je 4 4 .
273. En appliquant à l’intégrale res ce que nous avons dit en
Un) er A. ed , général (n° 220) de l'intégrale Un . gx étant un polynome en x du ; . d' .
degré À, on voit que f A on est une seconde fonction de la première
ë t PE fe Eeont doux fonctions tele set espèce, et que Ne 5 de CES ns de la ré conde espèce ; il est inutile, d’ailleurs, d'admettre dans l'intégrale Per, qui résulte de la supposition fx ni — a), des puissances de x plus élevées que la troisième, puisqu'on a prouvé que l’inté-
x'dx \ / EU grale er 2Y où px est un polynome en x du degré À, peut toujours
se ramener à des intégrales semblables, dans lesquelles l’exposant e est moindre que À — 1.
Pour distinguer les nouvelles intégrales de celles que nous avons consi-
F4 US AA te d d 5 dérées jusqu'ici, nous désignerons fe Vo et f Vars P par 4.x et
d',x; semblablement FE et [SE LS PA x et À
Si nous partons d’une Au ZŸx = C, trouvée pour la À abs simple des fonctions de la première espèce, il suffira de changer les fonctions 4x en d,x, et les fonctions N'x en — d/;x, et l’on aura semblablement Z\d,x—(G,, C, étant une constante déduite de C, en mettant \,1 à la place de 41, et — 4”, + à la place de 4/+. Ces résultats, indiqués par la théorie précédente, vont être vérifiés dans différens exemples; mais
auparavant il est nécessaire de donner les formules par lesquelles on pourra calculer facilement les valeurs numériques des nouvelles fonctions 4,x et dx.
xdx tdE Des intégrales À,x re Rd Do 274. I faut d’abord calculer les fonctions complètes 4,1 et A',5, la première par la formule page 408, la seconde par la formule (Z), page 577, tome II; on aura les résultats suivans :
PTE ins 9 FiT(1.4) RS 0 ræ 9).
HU ecs (re ?
14e Po DA 0.24857 493503 47 1e Stade:
T(1.90)... 9.983506 93440 86 DAME TENTE
SDS RER ileeses. 9-86677 08774 47 16 = 2.581185 96432 39. d,1= 0.735581 87060 81
A l'égard de la fonction indefinie, il faut distinguer deux cas : 1°. Lorsqu'on a x° < :, l'intégration donne immédiatement
2 DIF UES PE paies NT Vas a (+ — + ; LE etc.) ;
27 SANTA D 2°. Lorsque x est.> =, on fera 1— 2% — le ou Hot —uŸ , et xdx !
alors on aura reteersS INA —U,U=:/fu *du(r —u) ©, ou
i 3 u 4.8 u° JON TONIU?
ts EC UTIS Magie THEN re D EUNER SET etc).
Ces mêmes formules, adaptées au calcul numérique, prennent la forme suivante :
= 32° + Pa (9.15490 19600) + Pxf (u.90456 35700) + Pa (9.64097 80574) + Px$ (9.091692 37101) + Pa (9.760955 10786) + Px° (0.92632 78487) + Pix (9.835003 42936) + Pxÿ (9.093381 81 196) + Px$ (9.865350 14261) + etc.
—+ Pxÿ (9.88842 52249)
UE 2 + Pu (9.30102 09957) + Px (9.809748 Gro95) + Pu (9.68124 12374) + Pu (9.912209 70888) (21) + Pu (9.790172 40576) + Pu (9.925856 59430) —+ Pu (9.84509 80400) + etc.
+ Pu (9.8:663 76516) xdx (+) fonction se calculera par la formule (20), en observant de prendre négativement les termes de rang pair.
Si: lon ax Petri Al étaudrairfaire . _ =
LU TOU
intégrant par série ,
» 2 3 NA ETL É OP" Pen ot Etes A4, Li etc. ).
Il en résulte, pour le calcul numérique, la formule
VITE 15 (9 .67807 00043 3602) + Pu (9.93069 93050) + Pau (9.41017 44650 89) + Pu (9.935948 95380) + Pu (9.54364 03992 6) —+ Pu (9.94629 89297)
(22) + Pu (9.835400 90678 5) + Pu (9.95172 97080) + Pu (9.875703 08562) + Pu (9.095616 23007) —+ Pu (9.90228 49924) + etc.
+ Pu (9.918091 45471) Cette formule servira depuis x°=— 1} jusqu'a x = 1 ou uw —}; passé æ = 1, il faudra recourir à une autre formule. Soit ee ou x=(—*, on aura = du(r—u) *;
Hu Le soit donc U= f'iu * du(i—u) 5, ou
_ u? 3.8.13 uÿ U— ut G+S. trie 10 rem 10.19 + ete.)
Cette formule, adaptée au calcul numérique, prendra la forme
U = ou + Pu (8.753675 85652 26) + Pu (9.92049 69351) + Pu (9.62226 37774 16) + Pu (9.92969 95684) + Pu (9.76870 96941 5) + Pu (9.935699 12516) (23) + Pu (9.835282 03465 5) + Pu (9.942071 15751) + Pu (9.86900 15079 7) + etc.
+ Pu (9.89227 71177) + Pu (9.90851 73818) et lon aura L',x = 4, à — U, valeur qui servira depuis x = 1 jusqu'à X = 5:
Enfin, lorsque x sera > 2, on aura une formule plus simple en faisant x = OUR = ce qui donnera 4/,x—="4",5—U, U— fi (Gus) * = au 1 — Te re — etc.) > Ou | U— 20 — Pa (8.655357 75191 78) — Puf (9.90188 68029) + Pas (9.509423 46538) + Puf (9.91474 46062) (24) — Pa (9.751673 63549) — Puf (9.92462 00428) — Pz (9.82058 58901) —+ Puf (0.093244 36238) — Pa (9.85945 61901) — etc.
—+ Pui (0.88445 17801)
Exemple [°.
275. Les valeurs de æ et 6 étant les mêmes que dans les art, 250
et 251, on a trouvé Vi Ve Va tr paye, ou simplement 4/6 — d'a — 14/4 Si de cette équation, pour les fonctions 4x, on veut passer à une équation semblable pour les fonctions Lx, il faudra, conformément à notre théorie, changer les signes des fonctions -L/, ce qui ne produit, dans le fait, aucun changement; on devra donc avoir dans les nouvelles fonctions /,6 Fü A',ct > CURE
En effet, si d’après les valeurs de & et 6 données art. 244, savoir : . &æ —= 0.71592 69561 59586, log & — 9.85486 50751 0294,
6 — 4.52014 70213 40202, log 6 = 0.65515 25608 1099,
Tome IE
on calcule les fonctions 4',4 et 4,6 par les formules (20) et (24), on
trouvera
V6 — Via —= 1.19057 98215 74.
Or, on a 5 d/,5— 1.109057 098216 075 ; et puisque ces deux nombres, calculés tous deux par approximation, diffèrent si peu l’un de l’autre, on est en droit de conclure que l’équation A6 — ia = 43,
semblable à l'équation 4/6 — d'a = +41, a lieu exactement , suivant Ja loi générale qui avait été annoncée.
Exemple II.
En supposant, comme à l’art
Die v1E 7) — ( 7) = 0.793560 44933 34840,
RER (=) + PE de r.46758 65158 35052,
nous avons trouvé l'équation Are UE CA AC Ainsi l’on devra avoir pour les fonctions 4 l’équation ere RIRES NS en effet, on trouve par les formules précédentes J6 — 0.786235 81508 05 da — 0.33147 71051 82 17,6 — 4, — 0.45476 10257 13.
Cette constante s'accorde très bien avec la valeur de + 4",5 — Ar, comme on le voit ici :
Vis = 1.19057 98216 195 d,1 = 0.753581 87960 81 LUE — du = 0.454;6 10255 585.
Ainsi l’on aura exactement V6 — du = id, — ds,
comme la théorie l’avait indiqué.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 267 Exemple III.
277. Nous avons trouvé ci-dessus (268) pour les fonctions Lx l’équation Va + VE + ds + d'a se 24e En passant des fonctions £ aux fonctions 4,, il n’y aura à changer que le signe des fonctions /, et l’on devra avoir l'équation
die — 6 + 45 + 2 = — sé;
c'est ce qu’il faut vérifier par le calcul de ces nouvelles fonctions.
Calcul de 4,5 par la formule (20).
9-64097 80574 3) PE RES È 7) etc. 2 -.00240 O0 ee esse 849485 nee 4 N,+ —— 0.12556 58083 88.
Calcul de 4,2 par la formule (24).
ms, I T LE 28 ?
1) 24° .... 0.15051 49978 32 1) = 1.414321 35625 751 + OINERE 8.149485 00216 80 2) — 200 68260 83 8.657597 73191 78 1.41220 47562 go
268 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 7.350294 23386 9 1.41220 47362 90 8.494385 00216 8 3) 2 46619 27 9-59425 46538 1.41222 03982 17 3) 5.39202 70141 7 4) — 4350 64 DADATE 00216 8 1.41222 80631 53 9-75167. 63549 5) 89 95 4) — 3.63855 33907 5 - 6) — 2 03 8.419485 00216 8 7) etc. 4
ss bp ae UN DES Den tn Ù = :.41222 89719 49
5) 1.099398 93025 N+ 2.358115 96432 59 8.419485 00217 PR TN Taupe 9.85945 Gigot
Calcul de X,;« par la formule (20).
FANS 8.58813 58034 849 1) = 0.00075 03115 145 1)+a@. 6.873524 16113 06 2) 93 @.... 2.940067 90174 24 it = 0.00075 03115 238.
Calcul de A',6 par la formule (24).
6..... 2.643557 31944 037 1) 10 1009 53 0030401009 == |LIR use. 735642 68055 963 V3 — 2.388115 06432 39 u.... 8.675821 34027 981 17,6 — 2.28582 66128 217.
At 070: 10 99956 64. 64 1). 0.097924 33984 G2
Au moyen de ces valeurs, on trouve que la somme 4,4 — 4,6 + 4,1 d',2 se réduit à — 1.19057 48216 199, nombre qui s’accorde, aussi bien qu'il est possible , avec la constante connue......
LI CAE |
51.109097 98216 195; ainsi l’on a exactement d”,6 pers da eme à NE Fi \/,2 — LUCE
comme la théorie l’avait indiqué.
x°dx x?dx
Des intégrales À,x — LE RES NT VG+ =
278. Ces intégrales représentent la première fonction de seconde espèce sous les deux formes dont elle est susceptible, selon que x est positif ou négatif, Nous allons d’abord chercher la valeur de la première dans sa limite x = 1, et celle de l’autre dans sa limite x — :. Nous nous occuperons ensuite des moyens de calculer les deux intégrales indéfinies.
Si l'on met x5 à la place de x dans l'intégrale fx*dx(1— x°)"?, elle deviendra +fx 5dx(1—x) *; et en appliquant la formule
_— — Fprq Game LA dont +) RE — J ( ) T(p + 9)?
qui a lieu lorsque l’intégrale est prise entre les limites x=0, x =1…, on aura l'intégrale complète
OM D (060) EE ANNE TNT2 TL(E,6a)
st PDT TON SAN (T ro) EAU CEA + 9.)2287 87452 803 SEP Par 0.24857 49363 47
se 09-7442: 50251 153, V1 = 0.554090 03837 066.
Venons maintenant à l’autre intégrale d/,x — =/f > 7 ne LT: ; elle devient
infinie dans la limite x — +; mais si on la compare à la simple inté-
Tor = °re7 . grale Le 7e ? ou fl x “dx =2Vx, la différence des deux, savoir :
fL= ‘dx — He J
est une quantité toujours finie, et dont la valeur pour la limite x =! se détermine exactement par la formule (a) page 378, tome Il; en effet, faisant a—+, x —5, cette formule donne
Che pese
e sin
Tu aide
d’un autre côté, la formule (Z), page 377, FA
270 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, À = fat —'dx(i x) * — Nes 5 cos — 5 cos — | Pre
donc x devenant infini, on a
mi F6)
2x — d/,x = B — 3 sin — AU sin — 10 10 FA Lt 9-74421 50251 15 Sin eee 9:48998 23640 86
log B — 0.254235 26610 29 B— 1.709560 5562381.
De là on voit que plus le nombre x sera grand, plus l’équation VX —=2Vzx—b approchera d’être exacte.
279. Cherchons maintenant les formules par lesquelles on calculera
les deux mêmes intégrales pour toute valeur donnée de x.
re 2dx Si l’on a x° +, l'intégrale 4,x = 7 _ se calculera par la 29 $ V’ ( ji ed re) P
série ordinaire 1.3 he 1.3.5 Je x Si l'on a x > À, soit 1—2x —=u, et En OR on aura 4,x = 4,1 — U, et U se calculera par la suite NUE u° 2-71 U =su (is A LR PEN 2 + etc. ) Ces deux formules, adaptées au Calcul numérique, pourront s’écrire
comme il suit :
az T+ Pa’(9.27300 12720 64) + Paf (9.90654 56598 9) + Px°(9.66420 78980 77) + Px*(9.91828 64174 4) (25) + Px(o.57948 06011 56) + etc.
+ Px°(0.83555 27221 1) 1 + Px(o.8688r 23141 2) CU L Px5(0.80085 55305 8)
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 271 U= ; 2 + Pu (9.124953 85366 08) + Pz (0.898093 40272)
+ Pu (9.62324 92904 o) + Pu (9.91178 40704) (26) + Pu (9.75696 19513) + Pu (9.921735 20970)
+ Pu (9.82027 44563) + Pu (9.92966 21597)
+ Pu (9.857333 24964) + etc.
x°dx
280. À l'égard de la fonction 4/',x — Pre VE F5) elle se calculera
par la formule (25), si l'en a x° < :, en ayant soin de prendre négativement tous les termes de rang pair.
CA
dx (ii —=u\
Si lon a xÿ>+etx <1, il faudra faire x°dx du Var
2 er: UE ce qui donnera u ‘du(i—u) **, et en intégrant,
TI-2000U
ARRET UE PERS Ut : AE DR TT U x u Carre SE ATEN 20.30 + etc.)
. . . LA) Cette formule servira depuis xŸ= + jusqu'a x =1 ou u = }; elle peut s'écrire ainsi :
| dx — 7 (9.52287 87452 80) + Pu (9.93582 26761) + Pu(o.61542 39528 86) + Pu (9.094489 06520) 2 + Pu(o.81033 59337 6) + etc.
+ Pu (9.090426 85345) + Pu (9.925316 99764)
0 °. . = 1 5 Si lonax>r, il faudra faire 1 +aÿ=-, ou x — ——), ce
qui donnera
x°dx Tr D DRM du (1 — u) n
développant le second membre et HR , on aura 4/,x —C+ou SU,
it
= {tu (à de RE 15° me
Cette dernière formule peut s’écrire ainsi :
U—} n° (8.094884 74775 526) + Pu (9.89308 48549) + Pu (9.52058 69485 o1) + Pu (9.907356 37322) (28) + Pu (9.710944 55900 5) + etc.
Y + Pu (9.80075 23166)
Pour déterminer la constante C, il faut observer qu’en faisant x =:, on au — x, et U—0o, ce qui donne Lx = 227; mais nous savons que dans ce cas on a 4/,x = 22° — B; donc, C——B; donc pour une valeur quelconque de x plus grande que 1, on a, en faisant
U = 1x NV',x = au — B—U.
Le cas de x —1 donnera 4/,1 — 2.25 — B—U°, U° étant la valeur de U lorsque u —+. La même quantité se déduirait plus directement de la formule (27), en faisant 4 —;; mais la première expression qui dépend de la valeur de B, donne plus promptement le mêmé degré d’approximation; on en tire
NV
281. Les formules étant ainsi préparées pour les différens cas, nous allons étendre aux fonctions 4,x, /,x, quelques-uns des exemples calcules dans le $ VIT, pour les fonctions de première espèce x, d'x; mais il est nécessaire, avant tout, de chercher l’expression générale du terme IX qui entre dans le second membre de l'équation (3), lorsqu'il s’agit des fonctions de la seconde espèce. Dans le cas de la fonction
APE ES , la valeur de X est en général te T° x V/(@x) + br (px) ; Re v(ex) log bxV/(p1x) — Ex V/(P:x) ?
et si l’on fait Z— ©) V@:x) , cette valeur deviendra 0x (px)
NHo 1 + Z ve ® G LE ou, en développant la quantité logarithmique,
222 Z° Z' = en (5e + E+ etc. ).
: re 2x°7, + AE 27 z'bx Le premier terme de cette série -——— se réduit à - AE (ex) bxpx
, et en substi- M=——] tuant les valeurs 0x—=a+-x, 0,x=c+c,x, qua=(1—x) (1x. Gui F5) il devient 2x (c+ c Ë PART (1 — x) (x aan ) Cette quantité , développée suivant les RARE de = = u, sera de la
forme Au + Bu? + Cu + etc., et il est visible qu'on a À = — 26,
' 7. Z _Z1 D'ailleurs, les autres termes de la série, dus aux facteurs — , Fo etc, J
étant développés semblablement, on verra aisément qu’ils ne contiennent que des puissances de x de plus en plus élevées; ainsi le coefficient À égal à — 20, est le seul qui entre dans la valeur de la quantité désignée par [IX , et l’on aura par conséquent IIX — — 2c,.
Cette valeur ne s'applique qu’a la première fonction de la seconde es-
: Et £ Tax :
pèce, désignée par 4,x — JE Va) on trouverait, par un calcul sem-
blable, mais dont le résultat est moins simple, la valeur de IX, qui s'applique à la seconde fonction de seconde espèce désignée par......
x°dx Ve Jos Exemple I”.
282. Supposons, comme dans l’art, 251, £ = 1; on a vu que les racines x—=—a4, x — — 6, qui résultent de cette supposition, satis-
font à l'équation \'6 En La — sV'+
Si nous passons maintenant des fonctions 4 de la première espèce aux fonctions -}, de la seconde, on devra avoir l’équation
Nd,6 — Ad/,4 — const. — 20.
Or, dans l'exemple dont il s’agit, on a c — Le + "et C, =1— JS)
= — (= ms —); donc le second membre de l'équation précédente doit
être const, + (mi): cest ce qu'il s’agit de vérifier.
Tome III
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74 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, Calcul de V',4 par la formule (25).
æ.... 985486 50751 03 a... 9.264599 52253 09 3e... 9-52287 87452 80 1) 9-08747 39705 89 NO 2745210790 NTD 9.273500 12720 64 2) — 7.603480 06181 68 9.274352 53755 15 9.606420 78980 57 3) 6.573533 58917 6 9.274532 53955 1 9:77948 96011 6 4) — 5.62714 88684 3
6,400 :02010 29000001 CSS 3.27576 28040 55 165... 5.275009 280986 70 uT 1... 0.32759 92898 67 Tape 0.350102 99956 64
feu
Va — 0.118535 69858 183.
Calcul de 4,6 par la formule (28).
LL
1) = 4.252355 27665 226 2.24504 70185 8 M..... 0.00010 01221 479 6.72400 71015 3 4.235225 26443 747 Chi ra das
Br 700600183623 81 4) 88.68900 06099 6 ÿ.6 — 2.495655 72819 957 2) — 0.00010 01045 618 V’,a O,.11833 69858 85 3) 175 812 Diff.... 2.335822 02061 754 4) 49
Maintenant, si de la quantité 4/6 — 4/,æ — 2.33822 02961 754, ON TELTANCHES MANN PR MARINE m1 5.25606 70774 098, on aura la valeur de la constante.. C — — 0.89784 76813 244. Cette constante diffère très peu de = B — 0.809784 76811 905. Ainsi l’on aura exactement l'équation
6 — da = m+: —1pB.
Cette équation est, comme on voit, dans la forme indiquée par la théorie, et l’on remarque que le terme + 4/+, relatif aux fonctions de la première espèce, est remplacé, pour les fonctions de la seconde espèce, non par le terme semblable +4”, 5, qui est infini, mais par la constante — ; B, comprise dans + 4”,x lorsque x est infini.
Exemple IT.
283. On a supposé, dans l’art. 252, £ — — 1, et faisant y/(1 — #) = — ÿ/2, on a trouvé les valeurs
C = 2 AT are comm m +1 m + 2) ER —— ( ——— — == — a —— eu 9 ï ï C 2 ( 2 V ?
et ensuite les auxiliaires x = à, x — — 6; d’où est résulté l’équa-
tion des fonctions ! ! 242 3 Va — VE + di= 4 — ide Si l'on passe maintenant des fonctions x de la première espèce aux fonctions d,x de la seconde, cette équation deviendra
A, ne \”,6 + d't - 1 + :B ANA sie
et en substituant la valeur de 2c,, le second membre devient....... dr HiB + (m+1)+ 212. Cest ce quil s’agit de vérifier par le calcul des fonctions ,æ, A',6, d’après les valeurs de « et 6 données
art. 1252.
Calcul de ,4 par la formule (26).
1 — a —u.. 9.25656 47910 31 4.58202 59855 7 u5.... 9.62828 25055 155 9-28656 47910 3 9-60205 99913 28 9-85735 24964 1) 0-2900/4128000049 6) 3.69592 32730 u..... 9.25656 47910 31 9-25656 47910 9.124093 87566 08 0-88169 18423 2) 7.61184 59144 82 7) 2.853417 99063 9:25656 47910 31 9-25656 47910 9.62324 92904 9 «89893 40272 3) 6.49165 99959 1 8) 1.980967 87245 9-25656 47910 3 9-25656 47910 9.756096 19513 9-91178 40704 4) 5.50518 67382 4 9) 1.15802 75859 925656 47910 3 925656 47910 9.82027 44563 9-9217$ ne 5) 4.58202 59855 7 10) 0.556352 44789 1) = 0.160995 83032 95 2) 409 11548 184 3) 51 02130 016 4) 3 20027 087 5) 38196 712 6) 4965 046 7) 682 G21 8) 97 651 9) 14 389 10) etc. 2 562
dax
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 257 Calcul de À',6 par la formule (28).
65..... 5.48829 64734 6o 8.094884 74775 53 5. 5.488200 78843 3 ee ————— Due FERRÉ 2) 4.009037 03816 56
u 7... 0.54882 97884 33 PARUS RS 4.561170 21156 70 0.530102 99906 64 9.52058 69485 ot
1) = 7-07717 295457 492 2) = 0.00000 10218 317 MANU 10218 528 3) II 7-07717 19239 164 M..... 0.00000 10218 328.
IL résulte maintenant des valeurs trouvées qu’on a ANG — da — Ad',1 = 4.61174 70373 585; d’un autre côté, on a
m + 1 + 22 — 6.06449 51022 460 dr + 2B = 1.45274 80648 Gor
m +1 + 2/2 — dr — :B —= 4.61174 70373 499.
Ces deux résultats étant si peu différens l’un de l’autre, 11 s'ensuit qu’on aura exactement
da — 46 + dir = dr HIB — m — 1 — 2ÿ/2.
De là on voit que daus le résultat indiqué par la théorie il faut changer le signe de 2c,, c'est-a-dire que, dans cet exemple, la quantité désignée par [IX a pour valeur 2c,, et non pas — 2c,. Dans tout autre cas il sera toujours facile de reconnaitre, au premier coup d'œil, quel signe il faut donner à la valeur de la quantité désignée par TIX.
Exemple III.
284. On a trouvé, dans l’art. 253, qu’en changeant à la fois le signe de m et celui de y2, on obtient deux nouvelles valeurs de x dési-
gnées par x ——a, x —= — 6, qui satisfont à l'équation VE+ Var = Ve Si donc on passe des fonctions x aux fonctions 4,x de la seconde espèce, on aura une nouvelle équation
LE + dia — dr = — BH X, dans laquelle on devra faire TIX = 2c,; et parce qu'on avait dans l'exemple précédent 20, = — m—1—24y2, le changement des signes de m et de ÿ/2 donnera, pour le cas présent, 2, =m—1i<+2y2, de sorte qu’on devra avoir
V6 + dia — dr = — 2B Æ m — 1 + 22.
C'est ce qu'il faut vérifier par le calcul des nouvelles fonctions 4, L/,6, qui se fera très aisément, à cause de la petitesse de & et de la grandeur de 6.
Calcul de 4/,a par la formule (25).
A NVESRE 9-30295 80542 874 1) = 0,00270 24203 845 a. ... 7.090887 41628 G22 2 1657 847 2 re 952287 87452 80 o 250 1) 7.451795 29081 42 ut — 0.00270 22546 248.
3) 89.359854 26211 57 Calcul de \',6 par la formule (28).
6....... 0.83806 77575 252 js, 6.22866 08752 624 CRETE 4.19033 87876 260 8.904884 a DIS 36 1H 6%... 4.109036 68052 64 ER ne arts al 1) 5.177071 73528 15 UN NO 410082060000 PNA 5.809635 31947 36 FRS RTE 0.350102 09956 640 9-22058 60485 o1
AUS, HD
A — 5.24888 03886 GoG 1) — 0.00001 50493 365 1 50496 584 2) 3 219 5.249886 533go 022 0.00001 50496 584 Be -40-70000193029181
RES ALES m—1+2y/2=4.06449 51022 460 V6 = 5.45516 99766 212 Her 0.89784 76811 905 ! } Â à —————— de Hein 3.16664 74210 555 3.455879 22312 460
ar 0.280922 48101 897
Par ces valeurs, on voit que la différence entre les deux membres de équation
QUE + ds + Vi = —1B + m— 1 + aa
est tout-à-fait insensible. Cette équation a donc lieu exactement, et les résultats précédens sont pleinement confirmes.
34 34 Des intégrales Asx — =/ 7 a on Lx = = [> Le
285. Ces intégrales représentent la seconde fonction de seconde espèce sous les deux formes dont elle est susceptible. Pour donner quelques exemples de l'application de noire théorie à cette fonction, il faut d'abord trouver la valeur complète de la première intégrale lorsque x — 1, et l'expression de la seconde lorsque x est infini. Or, il résulte des formules citées ci-dessus, dans la théorie des fonctions F, qu’on a
L r{r.8 5 SE 77 Mc 77 .. 0.646571 49450 191
f( DR D = =, T(1.60).... 9.096912 86662 41 Bis Si me 1:T(1.50). 0.04097 97228 50
VAR HER ENEEAS 805, us se 9-66262 33341 10 B' — 0.56841 52086 874. sin Lee +. 9:9079 76445 86 BA RTE 9:75466 56805 24.
286. Voici maintenant les séries par lesquelles on pourra calculer les deux intégrales pour toute valeur donnée de x :
PA LA 1.3 x!° 1.3.5 x Yr = x FOIE 9 SE ARENA + etc. ).
(IT) ANSE Soit 1— x°—u, on aura 3x = 441 — U, et U, qui représente l’intégrale + fu *du(i —u) 5, se calculera par la formule
LROPUre LAN 1.6 n° U= a (ins ces anges ete.) au
La valeur de W/4x se calculera par la série (1), en prenant avec le signe — les termes de rang pair.
(IV) Sodbe e MS HT: à 6
Lex AL:
1 + 2° Ja m(+E. u A ER A MER ET ee + etc.
Soit u —= on aura
10 APTE 10.20 14 10.20.30 ° (V) TIR Il faudra faire u=——, et l'on aura [= — fui Fdu(i—u) [Rx ete VG+Hr) 5 »
ensuite ARE 7 mA AA PU U Var = qu U, 2 Grue A1 100 LÉ fé ( +i 10/17 ! 10.15 27 Ho OLA NS etc.
Si l’on fait x — +, la dernière formule se réduit à d/;x = x — B, comme l’a donnée la théorie des fonctions T.
Exemple [*.
287. On a trouvé, dans l’art. 251, les valeurs x——«, x = —6, qui, appliquées aux fonctions de la première espèce , donnent l'équation
Je — Va is
Si des fonctions x nous passons aux fonctions de seconde espèce 4x,
oh
on devra avoir l'équation 6 — V'sx — const. — IT(X).
Pour avoir la valeur du coefficient de - , désignée par IT(X), il faut ob-
server qu'on à, dans ce cas,
pe: ne (x re AZ À + etc),
ÉTP,T AN / +) 6x PT Cette quantité, dans laquelle on substitue les valeurs 0x = c + x,
Px=c+cx, étant développée suivant les puissances descendantes de +, donnera un résultat de la forme X — À + Au + Au + etc., dans
lequel ona u—> et 1" ‘À
A = — 20, A'=—= — 20 + 200, — C,(m + 1) — HER On voit que A’ est la quantité désignée paï IT (X); ainsi l’on aura H(X) = — 20 + 200, + cm + 1) + $ (cŸ.
Dans l'exemple proposé, on a c= Et C—i1—cC. TE;
donc I(X) — — 2c — 3 = (2) ; et déquation a vérifier sera / 5 6 — d'à — const. + TE Maintenant, si l’on fait le calcul dé d';4 d’après la formule (Æ), en ayant soin de prendre négativement les termes de rang pair, on trouvera
A l'égard de 4,6, voici le calcul détaillé des différens termes, suivant la formule (V); on y a employé une partie des résultats déjà trouvés art.202.
uT °1,... 0.352759 92898 67 u°:7.., 9.506860 49709 31 uT°3,.,. 0.098279 78696 o1 35 10.790006 10913 14 5 ...... 9-82390 87409 44 2) 6.463576 69222 45 1) o.80670 66105 45 HW. N6.72400 71013 50
Tone III.
1) — 6.40776 55105 447 2.580357 43925 05 B'..... o.56841 52086 874 6.792400 71013 30 5.835935 03018 573 _9-66438 65833 22 Ur 29 09536 196 4) 88.968096 80772 47 V6 — 5.853905 05482 377 2) — 0.00029 09155 410 d'a — 0.063515 36566 968 3) 380 693 Ve pirates 0 "PE U — 0.00029 09536 196 arte — 6.06011 32958 5298
On voit maintenant que dans l’équation |
/ 5 Ad'É — Je = —-B+ es
les valeurs que nous venons de trouver des deux membres ne diffèrent entre elles que de cinq unités du onzième ordre de décimales, qui est le douzième chiffre significatif. Donc l'équation dont il s’agit a lieu exactement , ainsi que la théorie l'avait annoncé.
Exemple II.
288. Supposons, comme dans les art. 252 et 283,{—=—1,x—=a, x ——6, valeurs qui ont donné pour la première fonction de première espèce l'équation
/ / Ada — A6 + Vi nul — EN'E Si de ces fonctions on passe aux fonctions de seconde espèce x, on aura l'équation / ! _— da D V6 re NL — Vs1 — :B + I (X).
Dans ce même cas, la valeur des coeficiens c et c, étant m +1 M —] TM re Re ,
on en déduit
H(X) = — 2c + 200, — c(m + 1) + 5 (0), ou, en substituant les valeurs, 6m +16 ve 4” 1 (R) = — (6 pa (it) Cette quantité se réduit à II(X) = — 28.87141 28588 254; mais
on verra qu'elle doit être employée dans notre équation avec le signe +, circonstance qui s’est déjà offerte, et qui s'explique en observant que la formule qui exprime la valeur de IT (X) change de signe, en mettant à la fois — @,x et — ,x à la place de g,x et @,x, ce qui ne change rien à l'équation (2), par laquelle les coefficiens des fonctions 6x et 4,x ont été déterminés.
Maintenant il s’agit, pour vérifier notre équation, de calculer les valeurs des fonctions 32, d'36, d's1. Voici le détail du calcul des deux premières, en partant des valeurs logarithmiques trouvées art. 285 :
Calcul de sx par la formule (H).
CE 9.25656 47910 31 4.14993 17006 7 HO 02020230) TD 9:25656 47910 3 9-60205 99913 28 asc. 985712 91103 4
1) 9.23034 23868 43 6) 35.243562 56020 4 710200047010 21 ne 9-25656 47910 3 Li : 8.823090 87409 44 390 * ++ 9.86530 14201 O 2) 7.351081 59188 18 7) 2-56549 18191 7 9-25656 43910 31 L 9-25656 47910 3
+ . 9.556350 25007 67 asc ve 9.008914 57427 5 3) 6.125368 32106 16 8) 1.50720 23529 3 9-25656 47910 31 9-25656 47910 3
11,... 971917 33904 24 sare.e 9:60088 48471 2 A): 69942 13920 7 9) 0.066565 19910 8.
28/4 1) = 0.16995 83032 05 2) 204 55774 094 3) 13 29484 292 4) 1 25724 927 MSRES 16145 059
st...
sa = 0.287970 65475 571
HALO NA 6.15819 14809 69 ose tete 8.756096 19513 14
2) 4.091515 34322 83 LR NAS 4.511790 21156 70 re cos 9-39280 03690 20
Pour trouver, enfin, la valeur de 4,1, on se servira de la formule (V , ? 31» ?
qui offre la série la plus convergente pour ce cas particulier, où lon a
ER SNUS
6) 1552 569 7) 232 002 8) B2L102 9) 4 610 10) etc 772 DIU EI. 2 LU 16145 059
Calcul de N';6 par la formule (NV).
Di: 0.56841 52086 874 28.097074 24140 555
I } n — u— >; cette formule est dax = ju *°
PR en
On trouvera d’abord
ensuite , prolongeant la série U jusqu’au onzième terme, on aura les
ad ol”
+ etc. )
résultats suivans, à compter du premier terme marqué (2):
Ré dns
6) o 68151 12) etc. 6166
D A Re ane tr PAT MA. 2 16596
dat = 0.211357 79282
On remarquera qu’à cause du peu de convergence de la série qu’on vient de calculer, la valeur trouvée de ’sr doit être à peine exacte jusqu’à la huitième décimale. Au reste, les deux membres de l'équation à vérifier offrent les résultats suivans, d’après les valeurs calculées :
A':6— 28.097073 41887 170 [IX
1 memb. — 29.047706 28080 2° memb. = 29.04706 28181 710.
La différence ne se trouve que d’une unité dans le huitième ordre de décimales, qui est le dixième chiffre significatif. Ainsi l'équation dont il s’agit a lieu exactement, conformément à la théorie; les deux membres d’ailleurs s’accorderaient entièrement en supposant
Vs "071107 7010110081,
valeur que l’on aurait sans doute obtenue en calculant la série dont elle dépend avec plus de termes et plus de décimales.
( IX. Æxamen des propriétés de la méme transcendante, en supposant successivement p = 4 et p — 3.
289. Tous les calculs précédens ont été faits dans la supposition de mm —= 5 ; nous allons maintenant revenir sur nos pas, en réduisant l’équation primitive au quatrième degré ou même au troisième, c’est-àdire en supposant successivement w = 4 et m —3, mais en conservant toujours la même valeur de la fonction @x, savoir, x = 1 — x. Nous formerons ainsi deux nouveaux systèmes, qui auraient dû être les premiers dans l'ordre de ces recherches, et qui offriront, comme le système de m — 5, une infinité de manières de comparer entre elles les transcendantes 1x. |
Pour établir l'équation fondamentale dans le système uw — 4, nous
m I prendrons Ox = c+ ax, x — ad, BX = 1 + . x + x° mm + I m Hi
et alors l'équation (2) NE m
+} (i+ + x) ere. mr ne)
On remarquera que nous avons mis C4 x à la place de c+c;x, qu'indique la formule générale; mais, dans le cas présent, le coefficient de xt devant être le même dans les deux membres, on aurait la condition (c,} = 1, qui permet de prendre c, = 1.
Il ne reste donc dans notre équation que deux coefficiens a et c à déterminer ; pour cela, il faut supposer connues deux des valeurs particulières de x comprises dans la suite x,, x,, æ3, x Soient ces deux valeurs x —=t, x —=t', on aura, comme ci-dessus, les équations
mp
MOT REAE pee
CEE 2NUA— ve He me
d’où l’on tirera les valeurs
nt M — N't = -— = — | —= x a AAA € ax RAELF
Soit ensuite æ°—+ px + q —0o l'équation qui a pour racines les deux autres termes de la suite x,, x,, xs, x, et lon aura, pour déterminer p et q, l'équation
m L I G+ay(i+ et pe | pe m +1 ) = (x —t)(x—#) (x — px +0); PULLS
d’où l’on tire
p—=—t—#{— a US )
Hirt 7 Lt: es r Lptt + tone (ap Le) Cl 2c |.
L'équation à résoudre pour avoir les deux auxiliaires sera, par conséquent ,
02 + af Ha +ac+i+l)+T et, avec les quatre racines ainsi déterminées, on formera le in membre de l'équation (3).
290. Le cas le plus simple est celui où l’on suppose nulle l’une des données # et #; supposant donc #— 0, ce qui donne \'=1eta—=c,
on n'aura plus que la donnée x = 1, qui devra être combinée avec les deux racines de l'équation oœ a + & (+ a + 20 +i) — À (a+ ce).
= qui
peut se mettre sous cette autre forme :
a laetitia RE AS (29) Ge a Fa a 1 LP 20
m — 1 mit. Le
Avant de donner des exemples de ces formules, il ne sera pas inutile d'examiner la figure de la courbe représentée par l'équation (29), en regardant £ comme l’abscisse et c comme l’ordonnée.
291. Cette courbe, tracée fig. 3, n’a point d’asymptote verticale,
288 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, m
comme celle de la fig. 2; en effet, le dénominateur m+ 1 —t,. — +,
dans lequel nous supposons » positif, ne peut se réduire à zéro, puisque ses facteurs sont imaginaires.
À partir du point À, origine des abscisses, l’arc de courbe AC, dirigé dans le sens des abscisses positives, se prolonge au-dessous de l'axe AC jusqu’au point C, dont les coordonnées sont AB—1:1, BC— 1. En ce point la courbe est tangente à l’ordonnée CB ; elle se prolonge ensuite dans l'arc indéfini CKDEFG, dirigé tout entier dans le sens des abscisses négatives. Les points les plus remarquables de ce prolongement sont le point K, où l’ordonnée négative est un maximum, le point E, où l’ordonnée pareillement négative est un minimum, et les deux points D et F, situés, comme le point C, sur une parallèle à l'axe menée à la distance CB = 1. On déterminera ci-après la position des points K et E ; quant à celle des points D et F, elle se détermine par les valeurs de # qui ont lieu lorsque c = — 1. Or, on a en général £=c(A —:);
faisant donc € — — 1, on aura é — 1 — À, ou A r1— 1 et a—p(r-r+r) x? = ae PUMA (1 —t}. Supprimant le facteur 1+é, +
1 — £ relatif au point C, où & = 1, il reste l'équation. .......
et divisée par #, donne ON LR EE
Il en résulte une racine positive £— « et une racine négative 4 —— 6, dont les valeurs sont
MX
IN
V(18m — ro) = 0.565096 53599 435,
on connaît donc les abscisses des points D et F, savoir: Ad —a« et Afi—°6, 40 , | | 292. Proposons-nous mainteñnaut de détérminer là position du point K \ , ’ a 0 \ , où l’ordonnée est un maximum, et celle du point E où l’ordonnée est un minimum ; ces deux points sont en effet nécessaires à connaître > pour
fixer la limite des deux portions de zone dans lesquelles la constante du second membre de l'équation (3), a deux valeurs déterminées. L'équation (29), rendue entièrement rationnelle, prend la forme
o = C°Q + 2cP + P£,
1 it, ouh M — 1
PE 0 EE er LE Een Te me
Si on la différentie en regardant c comme constante, on aura une seconde équation qui, combinée avec la première, produit le résultat suivant :
dans laquelle
o = (4H H) — 221 HP — 6) + 22, où l’on a supposé = AS + 2mt — mé,
HU (2): + (moe + 8.
C’est donc par une équation du huitième degré qu’on déterminera l’abscisse du point K, où l’ordonnée est un maximum, ainsi que celle du point E, où l’ordonnée est un minimum; mais comme il y a en même temps une autre inconnue à déterminer, on préférera la méthode suivante, qui paraît exiger de moins longs calculs.
203. Soit «& l’abscisse Ak qui répond au point K, et 6 l’abscisse A7 du point L, où la courbe est rencontrée par la droite KL, menée parallèlement à l’axe, l'équation entre c et £ étant mise sous la forme
Ji tt + 20 + PET
+ 4 [— ct, —— + (m—1)c + à: | + cm1) + 2c, le second membre devra être identique avec le produit (— a} (t+ 6), ou BH(É— au) + (a — 2ab)t + «6, ce qui donnera les trois équations
E— a = ct + ac + MES
Toue III. 57
On voit donc qu’en faisant une hypothèse sur la valeur de c, les deux premières équations donneront les valeurs de « et (s » et la troisième , qui devra pareillement être satisfaite, fera connaitre st sa valeur supposée est exacte, ou si elle a besoin d’une correction. Tel est le moyen par lequel on peut obtenir assez facilement les valeurs des trois quantités c, æ&, 6.
294. Après quelques essais, on trouve pour l'ordonnée du point K Ja valeur approchée c = — 1.12089 6; cette valeur servira de première hypothèse pour calculer par son moyen les valeurs de & et 6. On trouve d’abord
(mH ie — — 3.62729 56517 06, TT c — 0.797650 27505 92, mt c— 2.032901 05934 08,
ce qui donne les deux premières équations
6 — 24 — o.63264 98315 66 = A, a— 246 — —- 3.403579 84022 99 = — B, d'où résulte
À AE ensuite, la troisième équation étant a'6 — 1.682402 9r868 10 — C,
on en tire une seconde valeur de 6, désignée par 6/, savoir :
La différence de ces deux valeurs 6 — 6’ 0.00000 00217 51 n'est que de deux unités décimales du huitième ordre , qui est le neuvième chiffre significatif, erreur très petite et qu'on pourrait néoliger dans la détermination du maximum dont il s’agit. Mais pour obtenir un résultat plus exact, mettons C(1 “+ w) à la place de c, qui désigne ioujours — 1.120806 ; cette nouvelle valeur apportera dans les quantités A, B, C les incrémens suivans :
d'A = w(2c* + 2c) — œ(o.27102 36856), dB = o[c(m — 1) — (m + 1)c] = w(5.18030 11529), d'C = w[2c°(m + x) + 20] — © (5.88985 03756).
Maintenant , si l’on différentie suivant d' la première et la seconde des équations D', on aura d'é — 2d'« = d'A, (sa — 26) d'a — 2ad6 = — JB;
d'où l’on tire
1 9B — xd A _ de = — _ — — &w{0.72232 503); dé = 2da + d'A = ©(1.71567 555).
Si donc 6 continue de désigner la première valeur trouvée.....
2.358258 41005 36, la seconde valeur corrigée sera 6 w(1.71567 555). Nous avons appelé 6’ la valeur de 6 déduite de l'équation a°6 = C; une seconde valeur corrigée de 6 , que nous désignerons par 6", se déduira de léquation 7 NRC ed GA 07 C 2d&
Re he (: au PATENT TR À quantité qui se réduit à 6 + w(3.75956); on devra donc avoir l'équation
6 + © (1.71567) —= 6" © (3.750956 ) ; et, parce qu’on a trouvé 6 — 6’— 0.00000 00217 51, il.en résulte 0.00000 00217 1
Connaïssant w, les valeurs corrigées de c, æ, 6 seront, comme il suit :
C— — 1.120896 (1 + w) —= — 1.120809 Coir9 29, (0.87496 71839 85) [1 + « (0.722352 593)] — 0.87496 71907 11,
205. Maintenant, une parallèle à l'axe menée par le pomt K est censée produire deux intersections au point K, où x —=4«, et une intersection au point L, où æ = — 6 ; de à résulte l’équation......
Oo.
202 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, 24La — V6 — C, qu'il s'agit de vérifier par le calcul des fonctions Ada et L'6.
Calcul de a par la formule (13).
PARA TNAUE 9:94199 17682 96 7.04754 18452 6 SANTA TR 9.700095 88414 80 | 9-68769 58855 6
u—1—a.. 9.68769 58855 64 9-89512 10573 PR Es 9.843584 79427 82 6) 6.630535 87881 2 OPHSE COLE 9-60205 99913 28 0-68769 58855 6
1) 9.448090 70341 10 9.091272 60760 PHOERRRAUNEE NE 9.68769 58855 64 7) 6.235078 07496 8 2) 8.55057 25519 46 DÉC M 9-68769 58855 64 8) 5.845373 96011 4 9-73239 37598 23 9-68769 58855 6
AU
5) 111 56856 12) etc. 40950
s LE Fate U = 0.320994 28240
7 AMD2700 nn 8) 6 97814 impr
——— da = 0.92378 78008.
Calcul de À'6 par la formule (13).
RE TE 0.357704 82606 08 (ACER .. 9.622095 17393 02 n'a 9-81147 58606 51 9-82590 87409 44
1) 9-25833 63498 97 L'NSR NE 8.11475 86965 10
œ bIO œHRIO æœ to D NI
Fe
On voit par ce résultat que la quantité 24La4 — (/6 ne diffère de la constante Li —14d'i—0.4:888 24859 435 que d'environ trois unités dans le septième ordre de décimales ; mais cette différence est visiblement due à ce que pour calculer plus exactement la valeur de a il aurait fallu prolonger beaucoup au-delà du onzième terme le calcul de la formule (13). On conclura de là qu’on doit avoir exactement
ada — V6 = di — 1\'à;
mais, de plus, il résulte des mêmes calculs qu’en supposant , comme cela est probable, la valeur de 4/6 exacte jusqu’à la douzième décimale,
celle de dx devrait étre
La = 0.092378 76750 G4.
206. Pour déterminer le point E où l’ordonnée est un minimum, appelons + l’abscisse Ac de ce point, et À l’abscisse positive du point O situé sur la même parallele à l'axe que le point E. L’équation entre c et £ étant mise sous la même forme que dans l’art. 293, le second membre de cette équation devra être identique avec le produit (x + 7} (x — À), ce qui donnera les lrois équations
2y — À = € + 20 + ÆÈ*, P—mn=— (ET) + (m + ic+ or, VA = — C(m + 1) — 20.
Après quelques essais, on trouve y — 0.777969 52 et c = — 0.534243 05. Prenant pour hypothèse ceite dernière valeur, on aura
Ci 0.11725 86475 5025,
Cm + 1) = — 1.10812 83755 693,
les équations à résoudre seront donc
2y — À — À, À = 1.065043 16360 8025, 7" — 2 = — B, B — 0.168059 82050 9425, AUS C — 0.350540 40462 8961.
Les deux premières donnent 7 —= 0.77769 52060 055, À — 0.504905 87759 267,
et une seconde valeur de À, déduite de la iroisième équation, sera À — 0.50495 87976 309;
de sorte qu'on aura À — À = 0.00000 00217 042.
Pour faire disparaître cette différence, mettons C(i + «) à la place de c, c’est-à-dire sapposons que la valeur exacte de c est égale à la valeur provisoire — 0.342435 05, multipliée par 1 ++; nous aurons
J'A — — w (0.450354 37053 4) = 29") — SA,
JB æ (1.25306 80346 2) — (27 — 2A) dy — 2yd'a,
Les deux premières équations donnent d'y = « (0.21541 576), d'A = © (0.88117 522).
Ensuite, de l'équation ?*A = C, où l’on doit mettre y + d'y à la place de +, et C + J'C à la place de C, on tire une nouvelle valeur de À, savoir,
mA Chloe ir Grues).
ou
Pour que celte valeur s'accorde avec la valeur corrigée À + d'A ou A + © (0.88117 522), il faut qu'on ait l'équation w (1.283535 483) — À — À — 0.00000 00217 042, d’où résulte &@ — 0.00000 00169 121;
donc enfin les valeurs corrigées de c, y, À sont
Suit le calcul des fonctions ‘y, 42.
Calcul de d'y par la formule (r2).
14)etc. 0.06627 É
0) 1597! 722 98059 040 10) — 382 6o5 97676 435 11) 93 263 97769 698 12) — 23 064 97746 6534 13) 5 772 97752 406 14) etc. — 1 165
Vy = 0.76110 97751 241.
Calcul de 4h par la formule (12).
4) — 54 96880 736 0.76105 47244 070 5) 6 63188 074 0.76112 10432 144 6) — 1 57142 561 0.76110 73289 583 7) 20994 558 0.760111 03284 141 8) — 6822 823 0.76110 (6461 318 1) eue 9-70325 59372 36
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 297 5.26845 38921 5 1.868301 34619 5 8.51627 96861 8 8.51627 96861 8 9-72809 14565 9-80148 84562 4) 3.54282 50348 3 6) 0.26078 16043 3 8.51627 96861 8 . 8.51627 96861 8 9.82390 87409 4 9-88582 30932 5) 1.88301 354619 5 7) 8.66288 43837 1 1° 1) — 0.50495 87008 292 JA = 0.50635 92134 483 2) 138 15110 058 2/7 = 1.592221 95502 482 3) 1 85546 981 2.02857 87636 065 4) 3489 997 LPASENE, 5) 76 366 NiHiNVis 2.02857 87636 905.
PTS
AA... 0.500635 92134 483 Par le résultat de ce calcul, on voit que la somme 24” + NA approche beaucoup de la constante connue 41434", la différence n'étant que de six unités dans le douzième rang de décimales, c’est-à-dire dans le treizième chiffre significatif; on a donc exactement au point E, où l’ordonnée
négative est un #ninünum, DER ERNE
297. Maintenant il est aisé de voir que pour qu’une parallèle à l’axe rencontre la courbe en trois points dont les abscisses seront les variables des trois fonctions dont la somme compose le premier membre de l’équation (3), il faut que cette parallèle tombe dans la zone comprise entre les deux parallèles à Paxe menées par les points E et K. Cette zone se divise en deux‘parties, qu'il faut considérer séparément , savoir, 1°. la partie supérieure comprise entre la parallèle EO , menée par le point du minimum, et la parallèle FC, menée à la distance CB égale à l’unité; 2°. la partie inférieure comprise entre la même parallèle FC et la parallèle LK, qui passe par le point K, où l'ordonnée est un maximum. |
Dans la première partie, toute parallèle à l'axe menée entre les deux parallèles EO, FC, rencontre la courbe en trois points, dont les abscisses servent à former (ut fonctions dont la somme est égale à la constante 1 +3 NV’ 2; maisäl faut distinguer deux cas, selon que la parallèle
Tome II
passe au-dessus ou au-dessous du point 1, pour lequel on ax = 0 et
A QUE (—), ou AI = — = =. Si la parallèle est menée entre les
points E et I, on aura aux points d'intersection une abscisse positive x — « et deux abscisses négatives x = —6,x——"7, au moyen desquelles on formera l'équation La + d'6 + d'y = 41 +244 Si la parallèle est menée entre les points I et D, les intersections donneront deux abscisses positives x = «, x — 6 et une abscisse négative x = — 7}, d’où résultera l'équation da — 46 + J'y = di + + d/ #4; et l’on peut remarquer que ces deux équations s'accordent avec la loi de continuité, car si 6 devient — 6, 6 deviendra — 4/6, et réciproquement.
Dans la seconde partie, toute parallèle à l’axe menée entre les deux parallèles FC, LK donnera lieu à trois intersections, dont deux auront les abscisses positives x=— &,x—6, et la troisième l’abscisse négative x = — 7 ; alors l'équation des fonctions sera
Va + 6 — dy = di — Eds.
Elle se vérifie sur la ligne FC, où l’on a J AB Ad—L'Af—=d 1—5d"E, ou L'Af— A Ad=;}\'5, et sur la ligne LK, où l’on a 24 Ak— J'AI = — 15/3.
208. Les exemples précédens sont relatifs à trois fonctions seulement, dont une prise arbitrairement, les deux autres étant déterminées par les abscisses des points d’intersection d’une même parallèle à l'axe avec la courbe tracée dans la fig. 3. On peut satisfaire ainsi d’une infinité de manières à l'équation (3), dont le second membre sera toujours égal à l’une des constantes «1 + F5, di — 242 Ces solutions sont
ioutes fondées sur l'équation (29), où nous avons supposé m = ÿ5 ;
mais On peut aussi supposer m —= -— 5, et l’on aura une seconde équation représentée par une courbe différente de la fig. 3, et qui donnera pareillement naissance à une multitude infinie de nouvelle solutions. Ces deux combinaisons ne donnent cependant qu’une partie infiniment petite de toutes les solutions qu'on peut obtenir dans le système de w — 4, où l’on peut prendre à volonté deux valeurs de x désignées ci-dessus par x = { et x = l'; car ces deux valeurs, jointes aux deux autres qui en sont déduites au moyen de l'équation x°—px+q=0o, serviront à composer d’une infinité de manières quatre fonctions 4x ou Lx dont la somme sera égale à une constante connue. Nous nous contenterons d'ajouter ici un exemple de ces solutions, dans lequel le premier membre de l'équation (3) sera composé de quatre fonctions.
Revenant donc à l’art. 289, et prenant pour exemple des calculs qui
y sont indiqués, les valeurs 4 = ?, # = — 1, nous aurons les deux équations s 1 VQ5.5) de.
CH; = a, À = Yes = 0.47801 93448 776,
log À — 9.67944 59266 162, Po — aN, À = — — 3.790245 91736 435, log À” — 0.56849 02783 319; de là résulte
J à Aa = — Fr =) log (— a) — 0.66763 70/94 11 log À 9-67944 59266 162 aÀ == — 0.222537 34715 425, log (— an) = 9.34708 29:60 313 C——0.72237 34715 425, log (— c) — 9.858796 17885 592.
Les formules de l’article cité donnent P= — — — 2C — a, = — 20°;
et en substituant les valeurs c? — 052182 34323 884 d' — 0.21640 83923 818
on aura DE 0.110530 45619 533, qg = — 0.61083 00800 132, — = 0.601387 18541 1013,
et la résolution de l'équation x° — px + q = 0 donnera
de sorte qu'on aura les deux racines x = 6,x—— a, savoir : 6 — 0.83865 20283 347, log 6 = 9.92358 18016 846, a —= 0.728534 74665 814, log x — 9.862335 86138 336. Maintenant il faut calculer les deux fonctions 4/4, 6.
Calcul de V'a par la formule (12).
1) «.... 9.86233 86138 556 1) æ — 0.72854 74663 814 aÿ.... 9.31169 30691 68 1244 08609 758 8.092081 87539 52 0.715090 66054 056 2) — 8.09485 04369 54 3) 104 31898 065
.31169 30601 68 SÉÉPT CE: ICT ue Si go
AL USSe NEO — 12 25033 204 3) 7.018306 33347 22 L = — 9.31169 30691 68 0k71082 72918 g17 9.75800 14565 5) 1 67397, 771 4) — 6.08814 78603 9 0.710684 40316 688 9.311609 30691 7 Di 24941 995 9:82390 87409 15374 603 5) 5.223574 96704 6 | 7) 3930 496 9-31169 30691 7 19305 189 6) — 4.359693 11958 3 RURS SETTLTIEES « _ 9:31169 30691 7 ) : Ex és *.
9.88582 30932 Er ae 7)° 5.50444 73582 oo 9.311069 30691 7 HE Pt À Le 9:90287 45097 D D A td | 8) — 2.809071 49370 7 d'a = 0,71684 18753 696. # 9-31169 30601 7 9-:91548 99205 | 9) 2.035619 79267 4 9-31169 30691 7 1 9-92520 24413 1 10) — 1.273509 34372 1 d Calcul de 46 par la formule (12).
Maintenant nous avons les quatre fonctions
etc. 46 760
Va = 0.71684 18753 606, 0.87420 44824 565, 0.501381 90356 614, 0.093885 14394 40,
au moyen desquelles on composera la somme Ve + 6 = dr + V1 = 2.02857 87636 047.
Le second membre est à très peu près la valeur connue de la constante 1 + 2475; ainsi l’on aura exactement l'équation Va + A6 — NE + = di + ide 299. Venons maintenant au système le plus simple de tous, celui de
a =3 ; alors on devra supposer constantes les fonctions Ûx et 8x, ce qui donnera à l'équation (2) la forme suivante,
C (: —— De + x*) — a (1 — x) + +)
où l’on voit que le terme x° devant être le même dans les deux membres, il faudra faire a = 1; ainsi il ne restera plus à déterminer que le coefficient c.
Pour cela, il faut supposer qu'un terme de la suite x,, x,, xs, est donné et désigné par #, et que les deux autres sont les racines de l’équation x° — px + q = 0. Ainsi le premier membre de l'équation (D') devra être identique avec le produit développé (x—4t)(x°— px + q), ce qui donnera les équations de condition
p+tæ—c—("—), g+nt=—c(— — (=),
qi= 1 — c.
On en déduit d’abord la valeur de c en fonction de #, savoir ? ?
2 (1 AH r de e+e)
Cette équation, où l’on considére c comme l’ordonnée qui répond à l'abscisse # est celle de la courbe tracée dans la fig. 4, à l'instar de celles qu’on a déjà construites pour les cas de u=5 et u = 4.
Si l’on prend dans le sens des abscisses positives AB — 1 et dans le sens des ordonnées positives Aa = 1, la courbe passera par les deux points B et a. Si ensuite on prend AD —AC=— m — 1, et que par les points C et D ainsi déterminés on tire la droite indéfinie FDCH, cette droite sera une asymptote vers laquelle convergeront de chaque côté les deux branches MBG , Mmx, dans lesquelles il faut remarquer particulièrement le point M où l’ordonnée est un maximum, et le point K, où elle est un minimum , les abscisses de ces points étant à peu près t— 0.209885 et { — — 0.809647.
La courbe dont nous venons de déterminer les points principaux, et une courbe de même nature qu’on décrirait par l’équation (30), en changeant le signe de m, sont destinées à représenter toutes les solutions réelles dont l'équation (3) est susceptible dans le système de u —3.
En effet, si l'on prend à volonté une valeur de l’ordonnée c comprise entre le minimum Kk et le maximum Mm, la droite PQR parallèle à l'axe, menée à la distance €, rencontrera la courbe en trois points P, Q, R; si la distance c est moindre que Aa —1, les abscisses de ces trois points seront l’une positives, 4 — « , les deux autres négatives, t——6,t——7, et l'équation des fonctions sera
d'y + V6 — La — C.
Si la distance c est plus grande que Aa, il y aura toujours trois in-
tersections; mais deux seront dans le sens positif 4—&, 1—6, et une dans le sens négatif, où l’on aura é— — 7; alors on aura l’équation
Ly — A6 — da = C.
L’étendue des solutions réelles dépend, comme on voit, de la position des points M et K ; c’est pourquoi il importe de déterminer ces points avec
TRE À : A dc toute la précision nécessaire. Et d’abord, en vertu de la condition TH =
commune aux deux points M et K, on aura l'équation
ob —(m—1) Ê +(m+H+i)£ (mi) € — m+#i1, dont une racine positive donnera l’abscisse du point M, et une racine négative celle du point K. Mais comme on a plusieurs élémens à déterminer dans chaque cas, il convient de considérer les choses sous un autre point de vue.
L’équation entre £ et c, qui n’est autre chose que l’équation (30), peut se mettre sous la forme
504 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, a MIT M — 1] it D ct (— + c) ii (Fc + Fe ae rs Appelons & l’abscisse du point M; et — € celle du point U, situé sur la même parallele à l’axe que le point M; cette équation devra être identique avec l'équation o = (6 — a} (6+ 6); ainsi on aura ces trois équa-
tions pour déterminer c, &, 6,
m—I1 m — 1 2a6 — ad — : C+———=B,
mé—c—i—=cC.
300. Supposons , pour première hypothèse, C—1.21910 2, on trouvera
et comme les deux premières équations donnent
On a ensuite la troisième équation a°6 — c —- 1, qui donne une seconde valeur de 6 que nous désignerons par 6’, savoir :
on en tire
Il en résulte la différence 6 — 6 —0.00000 04606 706, quil faut faire disparaître par une nouvelle hypothèse. Mettons pour cet effet c (1 + w) à la place de c, nous aurons les incrémens
d'A = co = w(1.21910 2),
NB Et —= © (0,75344 64717),
d'Ci—%co'— 01721010 2); d’où résulte d'é — 2d'4 — ® (1.21910 2), (26 — 24) J' + 2ad6 — w(0.75344 64717), d'& — «w (0.00408 215), .
dé = © (1.22726 43).
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 305 La valeur de 6 est donc É + w{1.22720 43).
Mais en faisant varier &, 6 et C dans l'équation &°6 —C, on en
tire une nouvelle valeur de 6 que nous désignerons par 6”, savoir :
é"=6'(i HULRe LP pErS
ou 6" — 6 + 0.00000 04696 706 + w(13.49245 4).
Égalant cette valeur à la valeur 6 + æ(1.22726 43), on aura pour déterminer © l’équation 0 = 0.00000 04606 706 + w(12.26518 97); d'où résulte @ —= — 0.00000 00382 03;
donc les valeurs corrigées de c, « el 6, sont
CM
a — 0.20985 36430 523, loga — 9.47690 93296 094,
6 — 2.43684 32281 254, logé — 0.538682 75901 818. Il faut maintenant calculer les valeurs des fonctions Aa et (/6.
Calcul de Va par la formule (12).
2) 5.78227 47316 08 4) nu 855 7.358454 66480 47 da — 0.290991 42755 765.
9.61181 98286 3) 2.177864 12082 55 7.358454 66480 47 9.75809 14565 4) 9-92127 93128 Calcul de L'6 par la formule (16).
zu... 9.601317 24098 182
ETES 9.800658 62049 091 Hat cle 9.823090 87409 443 1) 9.243566 73556 7106 Tome III, 39
4) — 1.89471 08394 6 NV'É—1.37467 66900 203 8.056586 20490 9: 2dæ =0.59982 85511 530 9-82705 55875 2 NÉ—24La—0.77484 81388 G73.
On voit par ces valeurs que la constante égale à L/6 — 244 ne diffère de la constante connue + 4'# que de six unités décimales du douzième ordre; on a donc exactement, comme nous l’avions annoncé, l’équation
/ Elan 301. Il faut maintenant déterminer le point K où l’ordonnée est un minimum. Supposons qu'a ce point on ait {—— a ,.et que la parallèle à l'axe menée par le point K rencontre la courbe en un point L dont l’abscisse é—6, alors il suflira de changer les signes de & et 6 dans les trois
équations qui déterminent le point du maximum, et l'on aura pour déterminer le point du minimum Îes équations
192 = ] 2œ —6—=—— +, M — 1] TVD mme | Œ — œ — 2a6 mir mec c'OmUl A C
Pour cet effet, nous allons nous servir d’une méthode de solution plus simple que. celle dont nous avons fait usage pour la question du maximum.
Et d’abord il convient d'éliminer c de ces trois équations, ce qui donnera les deux équations à résoudre
POUR 2 où
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 307 m +I
206 — a — {na — 6) = m — 2.
Supposons qu’on connaïsse les deux valeurs approchées à = 0.89647, 6 —0.89085, la substitution de ces valeurs donnera
22— 64e = T7 me — D, D'—0.00000 48487 5,
226 — à — (7 — )Gæ—6)=m—2—D"!, D'— 0.00000 81203 1.
Pour faire disparaître les différences D et D’, nous mettrons æ (1 + x) à la place de & et 6(1<+ y) à la place de 6, et il faudra satisfaire aux équations (2@ + 24%6)x — (6 — 6)r =D, DDR
[auf — sat —(m—r)a]x + (226 + é)r=D",
qui, en substituant les valeurs numériques, deviennent (3,.22481 828) x — (0.17491 086) y = D, (1.111817 418) x — (2.147981 618) y = — D’.
On en déduit les deux suivantes,
æ — (0.054235 90) 7 — 0.00000 15035 7, 2% — (1.92082 45) 7 — — 0.00000 72621 2, et enfin | æÆ — 0.00000 17582 8,
ÿ —= 0.00000 46961 1; de là les valeurs corrigées æ — (0.890647) (1 + x) — 0.89647 15762 45, 6 — (0.89085) (1 + y) — 0.809085 41835 3; on aura en même temps l’ordonnée minimum Lars
cæ= a —6—(
Voici maintenant le calcul des deux fonctions L'#, L6, où l’on remarquera que la précision n'a été portée que jusqu'a la huitième décimale au plus, à cause du peu de convergence des séries employées dans ces calculs, |
Calcul de a par la formule (14).
4.42459 ‘9.56429 9-939530 10) 3.92419 9.56429 9:94195 11103: 45045 9-56429 9-:94737 12) 2.094213 9.68892 13)etc. 2.635105 1) = 0.81820 2) 3500 3) 595 4) 135 5) 34 6) 9 7) 2 8) 9) 10) 11) 12) 15) etc Va — 0.860909 21/œ 1.72198
Calcul de 6 par la formule (13).
Ces 9-94980 66238 228 5.560383 08660 CHR 9-74903 31191 14 9.64237 47209 u—1— 65... 9.64237 47208 56 9-93464 69534 LRU 9-82118 73604 38 9) 5.080835 25403 OR « 9-60205 99913 28 9.642373 47209 1) 9.425324 73517 66 9-94193 54831 TA 9.64237 47208 70 10) 4.66516 27443 9:42596 87322 72 9-:04237 45209 2) 8.49159 08049 14 RACE SEA NTe 9.642537 47208 76 11) 4.255209 78471 9-73239 37508 23 9.81202 555 3) 7.860635 92856 15 12) etc. 406732 34.
9-64237 47208 56 9.823090 87409 44 1) = 0.26500 09017 51 4) 7-33264 27474 33 2) 3101 63582 97 9-64237 47208 76 3) 735 12177 24 9-86857 01358 6 4) 215 10115 71 5) 6.84359 GGo4r 7 p DONS 9-64237 47208 8 PASSER ED 9-80912 10573 7) NA RATE LRO AELTE D 8) 3 19029 52 6) 6.38109 23823 5 9) 1 20462 68 9-64237 47208 7 10) 46255 43 9-91272 60760 11) 18001 05 7) 5.93619 31792 2 12) etc. 11676 79 9:64257 47208 8 U = 0.350659 54305 22
Il suit de ces calculs qu'on a
We 2N/a —= 24Va — N6 = 0.77484 81274 or.
M PUR le second membre à la constante connue. ...,.. ;
14/1 = 0.77484 81388 735, on voit que la différence n’est que ae unité décimale du huitième ordre, degré de précision qui n'aurait pu être passé qu'en Calculant un plus grand nombre de termes des formules (13) et (14). Ainsi l'on doit regarder comme suffisamment éta-
blie l'équation aa — A6 = :\'à
302. Si nous revenons maintenant à l’art. 299, nous voyons que toute parallèle à l’axe, telle que PQR, menée à une distance c plus petite que
Aa— 1, donne lieu à trois intersections, dont deux dans le sens négatif
et une dans le sens positif, lesquelles satisferont en général à l'équation d'y H A6 — da = Es d'i En effet, cette équation , appliquée à la parallèle qui PS par le point K,
se réduit à l'équation précédente 24/4 — Né = 14/2 Si la RES passe par le point 4, on aura É—0o, et Pen ton de fonctions sera
Vy— den y
En effet, dans le cas de 4 = 0 ou € = 1, on a (article 208) p=—i— (=) = Lies su =), q=—(m—1), et l'équation à m Lne 1
simplement
résoudre est x + ——x—m#+i=o, d’où l’on déduit les deux va-
leurs X=4, X—=—7Y, SAVOT : X=T éie + jv (8m — 10},
Ces valeurs sont Re dans le tableau de l'art. 254, où l'on trouve l'équation d'y —-La = 3"; conforme au résultat précédent.
Enfin, lorsque la parallèle PQR s'élève au-dessus du point À , on a deux abscisses positives L=A4, L— 6, et une abscisse négative L = — 2 lesquelles donnent on des Pate V'y— V6 — Va—+}4/i,équation qui, au point du maximum M, devient J/7— 244 = }4/1, comme nous l'avons trouvée sous une autre dénomination.
Il suit de tout-cela que la même constante Ct= :4"3 règne dans toute l'étendue de la zone comprise entre les eus ÉCURIES a l’axe qui passent par les points M et K du maximum et du minimum, mais que l'équation des fonctions subit une légère modification dans le signe d’un de ses termes quand la parallèle passe de la région supérieure de la zone à la partie inférieure.
* ns
$ X. Formules pour la comparaison des mémes transcendantes, dans les systèmes de w=6 et m— 17. Autres formules résultant d'une seconde manière de partager ox en deux facteurs.
303. Jusqu'ici nous avons développé quelques-unes des formules relatives à la comparaison des fonctions x dans les systèmes de u—3, u —=4 et um — 5; ces recherches peuvent être continuées à l'infini, mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux systèmes de = 6 et w — 7, et nous considérerons particulièrement, comme nous l'avons fait jusqu'ici, le cas le plus simple, c’est-à-dire celui où il n’y a que trois transcendantes comprises dans le premier membre de l'équation (3).
Supposons d’abord qu'on ait w—6, c'est-à-dire que chaque membre de l'équation (2) soit un polynome en x du sixième degré ; il faudra prendre
Gt = CGR Ro, x — 1+ æ, Et Di
Bx—a+ax, Pax —=(1— x) (: — L,—
et l'équation (2), à laquelle il faut satisfaire, sera Ce + ce + a} (it a Hat) — (aa) (1x) (à. nt + à x*)
=(x—x,)(x— 2x). (x— xs).
Puisqu'il y a dans cette équation quatre coefficiens indéterminés a, 4, C, C,, il faudra supposer connus quatre termes de la suite x,, x, XL... Æe, qui seront désignés par x =t#, #, ”, 1”, et l'on en dédie l'équation o = x°— px + q, qui contient les deux autres racines ; ces six valeurs de x seront les racines des fonctions 4x ou J/x, qui composeront le premier membre de l'équation (3).
Soit donc x = t, et l’on aura l'équation de condition
cC+Hct+i = (a + at)x,
dans Jaquelle
CHU VA CURE) En | D Corn RANCE, D +e
On aura trois autres équations semblables en mettant successivement #/, £', #" à la place de t#, et, au moyen de ces quatre équations linéaires, on déterminera les quatre coefficiens €, c,, a, a, en fonctions des quantités connues ti ML
Soit ensuite (x —+#)(x—+#") (x —t") (2e —1")= ai —A2x+Bx— Cr +D; il faudra que la quantité
(c+cx+ x) (+ +2) — (a+ aa) (ir HA MERE — a) s
développée suivant les puissances de x, soit identique -avec le produit développé #— Ans + Bz* — Cx + D) (x° — px + 9);
AD
ce qui donnera pour déterminer p et q les deux équations p+A=— = (in + 1) — 20, — 4, g+pA+B=i+oc+e,+(m+i)c, — (
m 1 FE )æ, + 244,
l'une des deux pouvant être remplacée par l'équation qD = C2 ST d°:
On connaîtra ainsi les deux fonctions qui doivent se joindre aux quatre fonctions données pour composer le premier membre de l'équation (3).
Ce résultat, pour un même système de quatre racines données #, #/, 1, 1, est susceptible de 2° ou huit formes différentes ; car, à l’exception de la quantité À, dont le signe est indifférent, puisqu'il est lié à ceux de & et 4, qu'on peut changer à volonté, les trois autres quantités analogues à/, à", 2/7, qu'on peut prendre avec le signe + ou avec le signe —, donnent huit combinaisons : on obtiendra donc en général huit solutions, et ce nombre serait doublé si l’on donnait successivement à m les deux valeurs + 5 et — 5.
304. Telle est la solution générale du problème où l’on prend arbitrairement les quatre quantités #, #’, #", 4”; mais nous nous bornerons à développer le cas le plus simple, celui où de ces quatre quantités trois sont égales à zéro, Alors on a l'équation |
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 315 (c+ c,x + x°) ( —— nn +xt) —(a+a.x)y(i— x$) =0,
où l’on peut négliger les x*, et par conséquent mettre 1 à la place de (1 — x$); de sorte qu’en égalant à zéro les coefliciens des trois premières puissances x°, x', x*, On aura trois équations, d’où résulte
IC, C, = —(—) (1 — c), A—= C—}i(m— 1).
Ces valeurs étant substituées dans l’équation q
CHat+ EE = (a + ait),
M 1 M-—1 € M ( hi+e
on en tire
(HE jà IN 1
A(t+Hi)— 1 + à
ou, en faisant passer l’irrationnelle au numérateur,
1 (3—mt—(m—r)e ty —")
C—= ER m—1—(3—mit—t
Le dénominateur de cette formule s'évanouit pour les deux valeurs de £ déja connues
Ces valeurs cependant ne rendent pas c infini, car la formule étant écrite ainsi, mi—#)Ey(i— À)
m—1—(3— mi #?
on voit que le numérateur m(1—#)#y/(1 — #5), pris avec le signe inférieur, s’'évanouit lorsque £ = &, et qu'avec le signe supérieur il s’évanouit encore lorsque t= — 6, ce qui résulte de l'équation identique a—é6[G+im+e+3+i][(+im—é#—3t— 1] = mie) + Qi — 6) Emi = 2) = Gi — #)] On peut donc mettre € + 1 sous cette forme Toue HE, 40
(D [G+ Omer ++] CA Re AE ANDRE TT ES NN 7T EDEN) ?
et alors pour é— «à on aura la valeur | _ G—a)[{+a)mæ 1 +32 +] CRIE GA EVE EST ?
et pour é — — 6 on aura la valeur
(GG H6) [a —6) m +ri— 36 +6] CR ES FETE) EVE 6) NE
dans lesquelles le dénominateur ne se réduit pas à zéro. Mais parce que, dans ces deux cas, on a tout-à-la-fois
my/(1 — œ) — (1 — ai)
et m (1 — 6) + y/(r + 65) À il est visible que les formules précédentes donnent I 1 + 34 + «° CNSIEER mA om(1+a) ?
CRT EST RL om(i—6€) ?
ou plus simplement AE ï 1+H3a+e CET a ess I DC ERIC:
ML
ensuite, l'équation x?— px + q — 0 se formera au moyen des coefficiens p et g, dont les valeurs sont
pP=—t—c+(2m—2)c+m—3, q=—pt#+c(5 —m)+(6—2m)c—m+#+i;
et l’on aura les deux racines, qui devront se joindre à la racine donnée
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 315 æ—t; pour formeriles trois fonctions dont la somme est égale au premier membre de l'équation (3).
Exemple. t= — 1.
On aura alors c = — TE 2, ensuite
p=—m—3XE my, JI=LN — 0m am 4/2
Ces valeurs de p et q sont les mêmes que dans l’art. 252 ; ainsi l’on parviendra aux mêmes résultats.
Les suppositions é— 0, 4 — 1 mèneraient de même à des résultats déja connus.
305. Passons maintenant aux formules qui doivent avoir lieu dans le système de w —7. On pourra alors prendre
nm
0x =CcCHcx+ecx, QXx—=1+ x. PET pa,
ID
bx—ata,x + x, PaX = (1 — x) Ga +), et il faudra satisfaire à l'équation M1
= (LT —X,) (xx). (x —Zx,).
—(a+ ax + x) (1— x. ANR RE —#)
Pour déterminer les cinq coefficiens c, c,, c,, a, a,, il faudra prendre arbitrairement pour æ cinq des termes de la suite x, , x,, x3....x,. Soit £ un de ces termes, on aura l'équation
CH ct + CE = (a + at + E)A, dans laquelle va — #) = JRaatE Lan Pda et ALES
et, au moyen de cinq équations Re on déterminera les cinq coefficiens dont il s’agit. Supposant ensuite que les valeurs prises arbitrairement pour x soient les cinq racimes de l'équation 0 — x5 — Ax4 + Br°— Cr° + Dx —E, et désignant, à l’ordinaire, par x°—px+q—o l'équation qui contient les deux autres racines, il faudra que le premier membre de l'équation précédente soit identique au produit
(x — Axt. + Brt— Cr Da— E) (at parts q).
De là on tirera les deux équations nécessaires pour déterminer p et q, et l’on connaîtra ainsi l'expression des sept fonctions qui doivent composer le premier membre de l'équation (3).
En général, on pourra obtenir 2* solutions par la combinaison des signes des quantités À, et ce nombre pourra même être porté à 25 ou 32 si l’on donne à m les deux valeurs 4/5 et —4y5.
306. Le cas le plus simple est celui où quatre des valeurs de x prises arbitrairement seraient égales à zéro ; alors le premier membre de notre équation générale devrait se réduire à æt(x — t) (x° — px + q). faudra donc égaler à zéro les coefliciens des puissances de x inférieures à la quatrième, ce qui donnera les équations nécessaires pour déterminer les quatre coefficiens &, 4, c,, €, par le moyen du cinquième c.
Mais pour rendre cette détermination la plus simple possible, il faudra établir l'égalité ae Pr CHAX +Cx = (a + ax + pp a A Era 2 5) $ m Li 1+x. —— + x° en développant cette équation, dans la supposition que x est infiniment petit jusqu'aux æx* inclusivement ; cela équivaut à rendre identique l’équation
mi Ce + ce + ox) (+ a + à) = à + ax + x, en négligeant seulement le terme c,xf du premier membre. Par ce moyen,
on obtiendra les valeurs
Diercr d c;
D OU PR SP EE
CTP
simplement
ne sarl
CE mc — TS JT 2, —
expression dont le dénominateur ne se réduit à zéro pour aucune valeur de Ée ;
Maintenant, puisque le premier membre de l'équation générale doit se réduire à xf(x—t) (x? — px + q), on en tire, pour déterminer p et q, les équations
p+it= g—+pt=2a+(a,) La
dont les seconds membres peuvent être ne en fonctions de c seule, ce qui donnera
Le : (c},
p+i=—(35 — 1m) — 20 (m— 2) — g“—+pi=—{(m—1) + 2c(m—1)+(2— 1m) 0.
Exemple I.
Soit w—1, on aura C — , p=—(), = —m+#x,
mi I : : à r DÉE V (18m— 10), valeurs qui conduisent aux mêmes
résultats qu'on a déjà trouvés art. 248.
Exemple II.
307. Soit £——1, on aura c — , puis, en appliquant les valeurs numériques , c — 1.354408 25170 4100, c— 1.80655 78126 1527, mc = 3° —1—4V/2— 3.00545 98754 7272, mc=—= mc + EE 4.035958 60742 9108, p = — 1.08856 53870 5902, A— 1.80771 88807 4388.
Mais on voit qu'il est inutile d'aller plus loin; car p*+-4q étant négatif, la solution serait imaginaire. Pour avoir un résultat réel, il faudra changer le signe de y/2, ce qui donnera les valeurs suivantes : |
Die ses — Fe Le 0:40127 34754 58933, DE a ere = 0.16102 04021 06882, mc — 3° — 1 + y2 == 1 00.800727 47686 03741; |
me=— mc + ? Ye —_ 0.356005 25648 75331,
p = mMm— 2 + 4c — 2mc p-= — 0.01489 19787 7462, Thai sc q = — 0.209696 91304 6636 JE RES DU PART T= 0.00005 54427 5705 F — q = 0.209702 45732 2431.
Cela posé, l'équation x°— px + a = 0 aura les deux racines x =, x —=— 6, dans lesquelles
Suit le calcul des fonctions Aa et 4/6.
Calcul de La-par la formule (1).
AECAIOAE 9:73042 17001 1 3.097747 86808
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 5i9 1) = & = 0.535755 56190 6256
2) 201 07102 6288 3) 5 69214 0964 4) 9494 6439 5) 284 1164 6) 9 2703 7) 5199 8) etc. 114
Aa — 0.530960 22205 7127.
Calcul de N'6 par la formule (12).
9-61181 98286 4) — 14701 5226 3) 5.69782 52721 9 50460 5122 8.71144 75862 5) 504 3345 9-75809 14565 STE RAS IREM EE 50064 8467 4) — 4.167356 23149 6) — 18 8649 8.71144 795862 ET TNT 9-82390 87409 FREMEARIE Rene 7) 7465 5) 2:70271 806420 HE 284 8.71144 75862 DTA TRES CP SIPNT 0-86148 84562 V6 = 0.55012 50946 6097 Sa RES MNT Ja — 0.539060 22295 7127 6) — 1.279565 46844 Nd'1 = 0.093885 14394 40 8.71144 75862 HT OU BE ART 857 87656 9.88282 30932 Que “TA SEX
On voit que la somme des trois fonctions ne diffère que très peu de la constante connue 1 + +4" = 2.02857 87636 90; ainsi l’on aura exactement
de + VE + Vi = di + 38,
et la loi générale est confirmée dans un des cas les plus compliqués du système de u— 7, comme elle l’a été dans tous les autres exemples relatifs à de moindres valeurs de w.
Autre série de formules pour la comparaison des mêmes transcendantes.
308. Jusqu'ici les formules que nous avons développées supposent que la fonction gx = 1 — x° est partagée en deux facteurs, l’un du second degré, l’autre du troisième ; mais cette fonction peut aussi être partagée en deux facteurs, l’un du quatrième, l’autre du premier degré, savoir: PLl—=I1+L HA Ha + af et Pr —=1— ZX.
Dans cette nouvelle supposition, on pourra former une autre série infinie de formules correspondantes à toutes les valeurs du nombre kw, au moyen desquelles l'équation (3) offrira la comparaison des fonctions 4x dans une infinité de combinaisons nouvelles. Nous pourrions donc ici recommencer une nouvelle série de calculs qui conduiraient à des résultats analogues à ceux que nous avons déjà obtenus, et qui confirmeraient également toutes les propriétés énoncées dans notre théorie; mais nous nous bornerons à établir les formules qui se rapportent aux deux cas les plus simples, celui de u = 4 et celui de u —5.
309. Dans le premier cas, si l’on prend x = 1 et 4x—=c<+ex, il faudra satisfaire à l'équation KR) 14+x+a Ha +at—(c+cr) (ir) =(t—x,)(T— 2x) (x — xs) (x — x,). Soient données les deux valeurs x —=#, x —#, avec lesquelles on forme le produit (x —t)(x —t')—= x — Ax+B, et supposons que les deux autres termes de la série x,, x,, xs, x, soient les racines de l'équation o—x°— px + q, 1] faudra que le premier membre de l'équation (K) soit identique avec le produit développé (x* — Ax + B) (x° — px + q), ce qui donnera les quatre équations de condition
EN DAS ARE UC
1 — 15 CRUE NA Vi SANE
TROISIÈME SUPPLÉMENT. Bai
qui donneront immédiatement les valeurs des deux coefficiens c et c,; on prendra ensuite deux autres équations pour déterminer les coefficiens p et g, au moyen desquels on connaîtra les racines « et 6 , qui doivent être jointes aux racines données x =#, x — 1": on connaîtra ainsi les quatre fonctions qui doivent composer le premier membre de l’équation (3).
Le cas le plus simple est celui où l’une des données # et #! est
nulle ; soit alors # — 0, on aura c + ct — À et c—1, ce qui donne — ]
c = ? . Dans ce cas, on a B—0, À = 1, et les équations pour déterminer p et q sont
P—=—t— ir CC;
PR DEL Hi GC, Quant à la valeur de #, on peut la prendre à volonté, excepté 4 = 1, parce que le premier membre de l'équation (K) ne peut jamais étre divisible par x — 1.
Exemple.
310. Supposant £—— 1, et prenant la valeur de À négative, savoir, À=— V2, On aura C=1+;:V2,p=—i—y2et q=— V2.
L’équation à résoudre sera donc ZX + z (£ + V2) V2;
on en tire les deux valeurs x—= «a, x——6, savoir :
3 I I x re AS Va (x 47 7 V2) = 0.423568 39392 6907, 6 = eue = V2 + Ce + T2) = 5.553780 75016 4217. Calcul de a par la formule (12).
Tome II
da = 0.42416 86790 0951.
Calcul de A'6 par la formule (16).
fi=nO:
di+V's
Di
bo
On voit que la somme des trois fonctions æ + 4/6 + 4/1 diffère très peu de la constante 41 /+, qui ne s’est pas encore présentée dans les calculs précédens; ainsi l’on devra avoir exactement
da + d'6 + V'r = dr + d'à
311. Telles sont les formules qui s'appliquent au cas de w — 4. Voici maintenant celles qui s’appliqueraient au cas de uw = 5 :
AIR X 2H 2 He xt o LE ce ANRT Li | | = (x — x) (x — x)... (x — xs). Soit £ une valeur donnée de x prise dans la suite x,, &,, X3, Xys 5) on aura l'équation
nr:
cCHct+E — ax, AIN V GE)
1—1 deux autres équations semblables répondraient à deux autres valeurs x =, x —t", et, par le moyen de ces trois équations, on déterminera les valeurs des coefficiens c , c,, a. Si ensuite on représente par x — Ax® + Bx — C —o l'équation qui a pour racines les trois valeurs données x =t, x —=#tl, x —t", et par x — px +q=0o l'équation qui a pour racines les deux autres termes de la suite x,, x, ;, æ%, Lys %5, il faudra que le premier membre de l'équation précédente soit identique avec le produit développé
(x — Ax? + Bx — C) (x° — px + q).
Aünsi l’on aura pour déterminer p et q les équations
p+A—= Ii 20, — &, q + pA + B = 20 + ©, — 20, + æ&,
et l’on connaîtra les racines des cinq fonctions qui composent le premier terme de l'équation (3).
312. Le cas le plus simple est celui où deux des trois valeurs données de x sont nulles ; alors ces données £’ et #” étant désignées par la quantité w , supposée infiniment petite , il faudra que l’équation
NS LE pie fi LE
dans laquelle on négligera les w*, devienne identique. Cette équation se réduit à € + C,w = a(1 + w); elle donne par conséquent 4a= c —0,,
valeurs qui, étant substituées dans l’équation © + cé + € = a, donnent NE FA Ta HU Fe _i-P#EV(—6) RADAR ie TT rFuts |
ensuite on aura —t+i — 20 — C\,, — pt + 26,
RQ Il fl
Exemple,
313. Soi {— — 1, on aura C— = y2; prenant c= 2, il en résultera p= — 2/2, q = 4 — 2#/2, et l'équation à résoudre sera
on en tire les deux racines négatives x =—a, x——6, dont les
valeurs sont
Il faut maintenant calculer les deux fonctions 4d/æ, A'6, qui doivent être jointes à la fonction donnée /r pour composer le premier membre
de l'équation (3).
Calcul de 'x par la formule (12).
1) &.... 0.70245 96063 148 aÿ... 8.561229 84815 74 8.092081 87539 5
2) — 136 63971 oo:
Va — 0.560268 52066 6126.
Calcul de L'6 par la formule (16).
RSR EEE 9.633569 03881 568 mt. LU 9:81684 51940 784 Rose 9-82390 87409 443
6.50504 41707 12 1) — 0.18812 40514 5636 8.16845 19407 84 DES 21109720 4700 9-62727 67796 81 0.187980 41204 0878 3) _4.30077 28911 77 3) 10988 1654 8.16845 17407 84 HÉARUN ES 9.764035 26500 9 A 171 1029 4) — 2.235325 74820 5 Gira 1483 8.16845 19407 8 5) 1 6934 9.8270b 35373 2 HG 182 5) 0.22876 20601 5 UÙ — 0.18780 Grri2 8235
ve 6) — 8.26064 99963 3 d'a
On voit que la somme des trois fonctions 4’ + L'6 + d'1 est égale à une constante qui coincide presque entièrement ayec la constante connue V1 + /+— 2.803542 609025 64; ainsi l’on aura exactement
Va + V6 + Ar = dr + d'à.
314. Après tant d'exemples calculés avec beaucoup de-précision pour différentes manières de partager la fonction @x = 1 — x° en deux facteurs, et pour tout nombre de termes admis dans le premier membre de l’équation (3), depuis trois ou même deux jusqu'à x, pouvant être aussi grand qu’on voudra, on voit que les résultats ont été constamment
conformes à la théorie que nous avons développée dans plusieurs points principaux. Nous nous sommes attachés particulièrement à la plus simple
. , , dx 1ons nt : = + des fonctions x représentée sous les deux formes 4x ke paeneyet
’ dx y ; SNS f rs” et nous avons prouvé que la somme de plusieurs
fonctions semblables, prises avec des signes que l’on peut faire varier de toutes les manières possibles, est égale à une constante qui se compose toujours exactement des fonctions complètes 41, 4/ +, qui sont des
transcendantes d’un ordre inférieur. Nous avons fait voir ensuite com-
ment des fonctions de la première espèce on peut passer successive ment aux fonctions plus composées comprises dans la formule générale Le fxdx TE Je oves obtient constamment dans la comparaison de ces dernières fonctions. Le sujet de ces recherches est des plus vastes, et nous n'avons pu que lébaucher fort imparfaitement; mais nous en avons dit assez pour que la théorie des nouvelles transcendantes que nous appelons wltra-elliptiques puisse être regardée maintenant comme établie sur les fondemens les plus solides. M. Abel, enlevé aux sciences avant l’âge de >7 ans, avait fait preuve d’un génie extraordinaire dans les savans Mémoires où il avait perfectionné si notablement la théorie des fonctions elliptiques ; mais la profondeur de ses conceptions nous paraît encore plus fortement empreinte dans le beau théorème qui donne naissance à une théorie beaucoup plus étendue que celle des fonctions elliptiques, et dont il n'existait aucune trace avant lui.
, et quelles sont les propriétés nouvelles que l’on
$ XI. Exemple du calcul de deux fonctions imaginaires.
22 la Te Le , PLLIE AS
519: On a trouvé ci-dessus (248) hs supposant é — 0 et c—0o, les
deux auxiliaires qui doivent se joindre à la valeur donnée £—0, pour former le premier membre de l’équation (3), sont les racines de l'équation
et — (x + m+i1= 0.
Ces racimes étant imaginaires, nous les représenterons à l'ordinaire par la formule
x = r(cos 4 Æ y— r1 sin 8),
et nous nous proposons de calculer les fonctions correspondantes , ou seulement leur somme, qui sera une quantité réelle.
Voici d’abord les élémens du calcul :
log r — 0.25500 88179 56965,
cos Ê — RÉ = VC); L. cos Ô — 9.234957 35461 29104, 6 — 80°6’31",1401128.
316. Considérons r comme seule variable dans la valeur.......
æ = r(cos 8 + y/— 1 sin Ê), nous aurons, par la substitution,
dx Le dr (cos 8 + W/— 1 sin 6) â VG— 2) Vi —7 cos 59 — 7° sin 59.4/— 1)?
faisons ensuite, pour simplifier cette formule , œæ — 50 — 27 = 40° 32° 35",90056 4,
r° sin «& 1— 7° COS &
1 — 7° COS «a — p? COS 29,
tang 29 —
r° sin &æ — p* sin 29,
et le second membre de l'équation précédente deviendra dr (cos8 + ÿ/—15sin6) __ dr pi ; p(cos® —y—-1 sing) p [cos G + g) HS Her aisin (6 + ®)l. Changeant le signe de y/— 1, et ajoutant les deux résultats, on voit que la somme des deux fonctions «x correspondantes aux deux valeurs imaginaires de x, donnera l'intégrale réelle 2dr Vo cos (0 + ®); où les quantités @ et p sont censées des fonctions de r; cette intégrale , d’ailleurs, devra être prise depuis r = 0 jusqu'à r = y/(m +1). Ainsi, tout se réduit à chercher dans les limites désignées l'intégrale 2 cos (8 +) RARE: it?
ou
fydr, dans laquelle l’ordonnée y —
Ji ES cos (8 + @) y'[sin (a + 29)],
et préalablement l'angle @ se déduira de r au moyen.de l’équation sin lang 29 — UNIES HU 5 —— COS % r où l’on a log sin « — 9.81292 79630, log cos a — 9.88076 53016, cos & — 0.795091 55082.
317. Pour résoudre ce problème de quadrature, il faut d’abord prendre une idée de la figure de la courbe dont r est l’abscisse et y l’ordonnée. (Voyez fig. 5.)
A l’origine des abscisses, où r = 0, on a 9 = o, et l’ordonnée
y = 2 c0s Ô —0:34356 07498 — AE. L’ordonnée décroît ensuite lentement jusqu’au point B, où elle est nulle ; alors on a
Quant à l’abscisse correspondante r — AB, elle se déduit de l'équation si sin 29 , PET E ? et l’on a | r = AB — 0.828r5 25407.
Au-delà du point B l’ordonnée devient négative ; elle parvient bientôt à son maximum au point M, où l'on a æ+0+ 59 = 57, et par conséquent
Cette ordonnée maximum ÿ = — [cos (6 — 3o°)]*, savoir,
V/(sin «) MP — 1.927406 18582; enfin, labscisse correspondante. .......... AP — 1.08985 08389 5.
Depuis le point M l’ordonnée décroît continuellement, et la branche de courbe MD s'approche rapidement de Vaxe AC, qui en est l’asymptote. Au point C, qui est la limite de notre intégrale, Fabscisse AC—y(m—+i)=1.79890 744; on a alors p—68 41 55",56457 5 et y=— 0./0224 79444 : c'est la valeur de la dernière ordonnée CD.
On voit maintenant que dans l’aire que nous avons à déterminer il y a une partie positive et une partie négative, qu'il faudra calculer séparément.
Les formules ordinaires des quadratures ne s'appliquent qu'avec peu de succès à une figure aussi irrégulière que celle de notre courbe ; aussi nous ne donnons que comme une médiocre approximation le résultat des calculs suivans.
Ayant divisé en six parties égales la base BC de la partie négative, nous appellerons w chacune de ces parties, dont la valeur est. .... w — 0.161709 24832; le même intervalle étant porté quatre fois sur la base AB de la partie positive, on parvient au point I, où le reste de la base À, — 0.18098 25504. Cela posé, les formules précédentes donnent la valeur des ordonnées correspondantes aux différens points de division de la base comme il suit :
Par ces valeurs, on trouvera que le trapèze dont la base est 1B= 4© à pour valeur wfy, fy désignant la somme des trois ordonnées inter-
= 14 Em em = ©
médiaires et de la demi-somme des extrêmes, dont l’une — 0. Ce
prodinbihs Mimet. an aug nt Saisons = 0.17824 324
On y joindra le premier trapèze A11E............. — 0.06216 956
et ontanra aire DOsIUv et RNCS 0.24041 28
A l'égard de la partie négative, sa valeur est........ — 0.719019 40 Somme des deux....... —\0.47878 112.
Telle est donc la valeur approchée de l'aire qui représente la somme des deux fonctions imaginaires proposées.
318. Nous avons dit que le calcul dirigé par la méthode ordinaire des quadratures ne pouvait donner qu’une médiocre approximation, à moins qu'on ne calCulät un beaucoup plus grand nombre d’ordonnées, ce qui deviendrait très pénible ; mais heureusement la question peut être résolue beaucoup plus simplement en n’employant que les formules propres aux fonctions dx.
Puisque dans la valeur x = r(cos Û + y/— 1 sin 0) le module r égal à /(m + 1) est plus grand que l'unité, il convient de mettre — x à la place de x, en faisant x = r{cos 8 — y— 1 sin W'},
Tome Ill
350 FORCE da AS alors la fonction x — FE D , deviendra Pre VU ns et la valeur
de cette intégrale, qui nn x a 1, se trouvera par la formule (16), où l’on devra faire
RS ARR CS PÉREUES va u—= >=; (cos b ae Lisin /}
La substitution faite dans chaqüe terme de la valeur de — U donnera une partie réelle et une partie imaginaire, et, parce que la seconde valeur de æ donnerait pour chaque terme de — U la même partie réelle et la même partie imaginaire avec un signe différent, il s'ensuit qu’en ajoutant les deux fonctions correspondantes on aura une somme totale dus sera de la forme
: r "À cos : GS ECAT TM Cos 5 CHAN a tee - j — P(A") 75 cos 2 ÿ' + etc,
où l’on voit que les logarithmes désignés par (A), (A”), (A"), etc., sont ceux qu'offre la formule (16); de sorte que cette dernière formule, adaptée à nos deux racines US ne diffère de la formule ordinaire que par les facteurs 2 cos 38, 2 cos 20, 2 cos #2, etc., affectés aux différens termes de la série. Van: maintenant le calcul détaillé de ces termes :
Angles dont les cosinus servent de facteurs aux différens termes de la formule.
8 — g9°53’ 2885988 72 srl 49.56.44,42994 36
OO
o Æ [Oo © ©r [wo ei [© to
.74242 55096 7 ..........,... 9.74242 55006 .72495 59102 — cos À 0’.. 9.093681 50688 D PS AIRE 1) — 9.067924 05784 7
DIOMAIO ADO et tee à 7.520952 03266 2 72495 59102 cos 6".. 9.561905 56098 5 -62727 67796 8 2) — 7.04858 49364 7 OOITOM2O1OD IE ace ssh 5.88176 20165 72495 59102 cos #10... 9.559022 55449 .76403 26501 7 3) + 5.440908 55614 240721400708 Me pete lie EM de : 4.37075 05768 .72495 59102 — cos À 6.. 9.094509 59084 210227010045 d'erd ENT 2.092276 00243 8.724095 59102 cos 4: 6.. 9.980985 52760 9:86343 50954 5) + 2.091261 53003 PORTE ELOZ OO Der Rio ete 1.51115 10299
— cos $0.. 9.78067 52121 6) + 1.29182 62420.
A) ISAEET- 20694 1 25606 9
On voit que la somme des deux fonctions imaginaires calculées immédiatement par la formule (16) est — 0.47888 24859 6, résultat qui ne diffère de celui qu'on a obtenu par les quadratures que d’une unité décimale du quatrième ordre, et nous ne devions pas attendre une plus grande précision du premier calcul fait sur un assez petit nombre d'ordonnées, Ce second résultat est fort approché de la constante connue Li—£i\d'i= 0.477888 24859 435, et l'on doit même être étonné que l'approximation soit aussi grande, malgré les difficultés de ce calcul ; on aura donc exactement
d [r (cos 8 + pixisin. 0) 11 dan An AU Dr Ceos D sn eg) Un V1 + 243.
519. Il résulte de ce seul exemple que les fonctions dont les racines sont imaginaires peuvent être calculées par Îles mêmes formules que les fonctions dont les racines sont réelles ; il n’y a donc pas lieu d’exclure, comme nous l'avons fait dans les recherches précédentes, les solutions dans lesquelles il se rencontre un ou plusieurs couples de racines imaginaires , et l’on trouvera dans tous les cas que la somme des fonctions tant réelles qu'imaginaires, s'exprime toujours par une quantité réelle dont la forme est donnée par celle du second membre de l’équation (3); et, par ceite propriété, la théorie que nous avons développée acquiert une beaucoup plus grande extension.
# | LA dx \ XII. De la transcendante LT = VE — 2) a Fr5j
320. Cette transcendante appartient à la seconde classe, puisque 5 est le plus haut exposant de x dans le polynome compris sous le radical, et elle fait partie de la première espèce, ou plutôt elle est la plus simple des fonctions de la première espèce dans cette classe ; elle jouira donc de la propriété en vertu de laquelle étant données w — 2 valeurs particulières de x, on pourra par leur moyen en déterminer deux autres, de manière que les y fonctions qui en résulient satisfassent à l'équation (3), c'est-à-dire que la somme de ces fonctions, prises avec les signes convenables, sera égale à une constante déterminée.
Mais ce qui est surtout digne de remarque, c’est que la transcendante dont il s’agit, quoique appartenant à la seconde classe, est généralement réductible à la première, en supposant £ << 1; on fera voir, en effet, qu’elle peut toujours s'exprimer par deux fonctions elliptiques de la première espèce : considérée sous ce double rapport, cette transcendante mérite d’être examinée avec soin, parce qu’elle peut conduire à de nouvelles propriétés des fonctions elliptiques.
Nous observerons d’abord que la transcendante «x peut, sans cesser d’être réelle, prendre trois formes différentes. La première, qui continuera d'être désignée par x, s'étend depuis x = 0 jusqu'a x —1.
La seconde, désignée par "x, suppose qu’on a changé x en — x; de
sorte que d’x représente une nouvelle intégrale J: RME AR EN AP Vlr @— 1) Gi — Ka)?
. >, . La tre . AN ir I qui s'étend depuis x = 1 jusqu'à x = T' Enfin, la troisième, désignée par "x, suppose que la variable x est po- Vs 7 tr 01: \ 1 sitive, et qu’elle s'étend depuis x = z jusqu'à x = si ona dans ce cas
A f: LBRAR) RENE RS J'VLe (et —i) (x? —1)]
Il n’y a pas d’autre hypothèse qui rende réelle l’intégrale primitive 4x, tant qu’on suppose le module # plus petit que l’unité.
Faisons voir maintenant comment notre transcendante sous ces trois formes peut être exprimée par deux fonctions elliptiques. Le procédé que nous suivrons pour cet effet est le même dont nous avons déjà fait usage dans l’art, 149 du tome I".
É Tr PREMIÈRE FORME, VX f——— VIG — 2) (à — Fax] Linuites Lai-0 AT IN:
321. Le polynome sous le radical étant 1 — (1+ k*) x° + kx4, nous supposerons 1 + x = px, p étant une nouvelle variable, d’où nous déduirons successivement
1 + at = (p° — 2k) x”, G— x) (Gi — ka) = a [pt — (à + ANT, x" dx ETS x idx :
vla — 2) G—Æx)] Vip —G +?
Re AIN à 1 — x = x" V(p — 2k),
CR — = VCP ok) —- = V(P— 2),
“is x dx = — cp
2 V/(p +25) Fa Va)
donc
enuloc -nmenl) dp_ eu F VC En 215) VIP GE ÿ: VC —26)vtr— G+2T
Les deux nouvelles intégrales qui composent la valeur de «x ne différant
1 . . , 1 que par le signe de Æ*, il suffira de considérer la première , : +
P MINCE Ta PP QE »
Vp+28)vtp —4+#7T
Pour réduire celle-ci, soit d’abord p— 7° — 2k, on aura la transformée
ne nn
nn Te VE VLe+G—e)) Ge}
1 + k3 Soit ensuite z = ne , On aura, en faisant c* —
PASNLE ONONn Yi tue FM nets ve + ie — c° sin° w)°
Enfin, pour donner une forme positive à cette dernière, on se servira de
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 335 la propriété F(c,.œ) +F(c, ®) = F'c, à laquelle on satisfait en faib sin @
———;—, et l'on:
(ri — c? sin° @) ? ihvde
sant COS © =
I f° CALORIES CE 1) VE + 24) J VG—csine) (2424) Mais, pour faire usage de cette dernière formule, il importe de passer directement de la variable x à la variable @ ; c'est ce qui se fera par les équations
TR D OR en ke de CHA) (re dtsinig), RE PRET ST Sn — 2# = — 2h REP OPTNSRT d’où l’on déduit : 2x (1 + À) SN" D = —————— — Para art On voit donc que tandis que la variable x croît depuis x = 0 jus-
qu'à x = 1, l'amplitude @ croît de même continuellement depuis ® — o jusqu'à ® =; 7%.
Maintenant, si dans le résultat qu'on vient d'obtenir on change le signe de k*, la valeur de c? deviendra celle de £*, et l'amplitude © restera toujours la même ; d’où 1l suit qu'en réunissant les deux parties de la valeur de 4x, on aura ce résultat très simple
\ Pr F (c, ®) + F(È,) LE —————— V2 + 24) Ainsi l'on voit qu’en effet la fonction x s'exprime par deux fonctions elliptiques de première espèce, qui ont la même amplitude 9, et dont les modules sont complémens l'un de l’autre; de sorte qu’on a
DAS RL De +.
UE 2 + 24 et b 2 + ok
Puisqu’en supposant x = 1 on a@—;7, la valeur de la fonction complète Jr sera ainsi exprimée À PRES F'o+Fb.
© T Ve +2?
mais on peut aussi trouver la valeur de 1 par un autre procédé qui dépend des fonctions T.
En effet, puisque 41 représente l'intégrale f. I (Gi — Pay ®,
prise depuis x = 0 jusquà x — 1, si l’on appelle T‘ l'intégrale 2— +
dx [F UE) prise entre les mêmes limites, on aura — oO = Jai sie JATT'a .
di = To + SAT + ET AT + etc. ;
mais en mettant x' à la place de æ, l'intégrale appelée T' devient
1fx ‘dx(1—x) *, et ses limites sont toujours x = 0 et x = 1. Or, par les formules connues, l'intégrale T', sous cette dernière forme, a pour valeur
mi M r(i+ir:
TU ANT (EEE) . Dans le cas de i= 0, on a T° ii Dy2, en supposant... D — F'{sin 45° ); ensuite on aura ME 3 TL, De Ur T° ALL CIC donc la fonction cherchée LORS LUS JD PNEU NTEsS 1.3.5} s 1.85:9 Y=Dy20 +4 ne TA = k ns. tb),
et l’on a par conséquent la formule ré
Fe + F6 ES 5 RS pe 2° F(sin 45°)(147 3 + DK = Stores 9
Si l’on fait k— 0, onac—b, et ss devient identique.
PRET etc. ),
” adx SECONDE FORME, VX — eve.
ji VE — 1) G — Æx°)] LITUANIE _.
322, Soit encore i + x°= px, on aura (ae — 1) (1 — a) = 2 (1 Æ 24 Æ KE — pt), SARL x” 2dx LP Va JR +57; mais, en vertu de l'équation supposée, on a 1 + x — x°V(p + 2) $ 1 — x = + x /(p —— 2),
le signe ambigu éladt 2e à Tou ax< =, et—slonax> a: de
là on tire a = 1V/(p + 26) + 1V/(p — 2), lo = s cp ze Us (ar V2) et enfin
Ven f tt fonte VOIE VLaæ+ 2° — p°] COR) VUE VLG +2 — pl]
Pour avoir la première partie, soit d’abord p — u*— 2#°, et ensuite 1 Li u —= (1 + kÆ*) COS w ; On aura cette partie
P — do MORE (0; 'œ)e me era er sin? a| ve + 22)?
F(cuo). o')
" | ô k 1 4 on aura de même la seconde partie P' — Van
j» ce qui donne sans ambiguité Vx— F(, a)+F(c, o) Ve + 24) Quant aux angles © et w',ils se déduiront immédiatement de x au moyen des équations
L 1 ie x ; 1—k42x cos © Er TN , cos © = Dir enr a (i+ k5) es (x — k5
Nous avons mis dans la formule F(c, «’), sans ambiguité de signe, parce que l'angle w’, déduit de cos w!; croît continuellement depuis
4 \ È \ I \ æ = 1, où l’on a w'—0, jusqu'à =}, où l'on a © —7; la valeur : rue » I . I intermédiaire x = V7 donnerait &w! — = Fe Il n’en est pas de même de l'angl i croit depuis x = 1 jusqu'à x ——- , et qui décroit ensuit angle w, qui croît depuis x = 1 jusqu'à x = y» €t qui décroit ensuite,
. . ° . \ I 1 suivant la même loi, depuis x = jusqu'à x — 7. Dans cette dernière
12.5 vA limite, on a donc à la fois w — 0 et w'= + ; d'où il suit que la fonction x I . . . ?
complète 4’ + est ainsi exprimée :
CR a 2E' C0 Vi Ver Tous III. 43
Une autre manière de trouver la valeur de cette fonction est de faire la subsx" dx
VIe — 1) (x) |?
il en résultera l'intégrale f kd O(1—#'cos" 0) 4, où l’on a fait £°—1— #7.
Cette formule étant réduite en série, puis intégrée depuis Û=— o jusqu’à
titution x° — cos" 8 + > rssin* ô dans la formule AT —
= 7 , on aura cette seconde expression de "> —,
IS. L(G+: Ra TH DDR Fete);
on doit donc avoir, en général, la formule 2F'c u 7 ; 4,3 Ve+ 2 — 5h 2 1H 70 2+3 TR 7.8 etc.) ,
laquelle suppose c° = de ser
— sdx Troisième FORME, x = f 7 "TT Je VLC — 1) x — 1)]
Limites x =
323. Par une analyse semblable à celle des deux cas précédens, on trouvera qu’en supposant
cos 0 — Gba cos 0 — +) “fl Kit — 7 kSx +1 on a Va Ma: F(@,8)—F(c, F(c,#)
VG+2 Les deux angles 6 et 6’ croissent continuellement depuis la première limite 1 A e . 91 en I A U } à x I X = 7) OÙ ils sont nuls, jusqu’à la dernière x = -, où ils sont égaux à -+. [o) 2 Ainsi l'expression de la fonction complète est
r ver F'b —F'e Pia V2 + ve + 2?) Il y a un autre moyen de trouver la valeur de cette fonction. Soit
I e ra C] e e x—;}——; l'intégrale primitive deviendra cos ©
SE dé (cos w)° (1— A cos" w)” ‘,
ou
Æ° [do (cos wŸ (: Le = k* cos® © + 52 kf cost © + etc. à
Cette intégrale doit être prise depuis © —0 jusqu'à © — #7. Soit COS © — z; On aura /f do (cos oŸ =—/f 2° da (1 — 7) 2, intégrale qui doit être prise depuis z—1 jusqu’à z — 0, ou, en changeant son signe, depuis z— 0 jusqu'à 2— 1; mais en mettant z° au lieu de 2 , les limites
seront les mêmes, et l’on aura la nouvelle intégrale
[is di — 2) pe Pense re
D'un autre côté, on a trouvé (tome Il, page 455) T°; = 4° F' (sin 45°)
Hi et T 1 — AE ; donc l'intégrale cherchée
do (cos ®Ÿ° = PAR !
id 22 F' (sin 45°)
Cette intégrale étant trouvée, si on l’appelle P, on aura les intégrales successives d 3 —ÈP, fd #:—51p, etc. ; fdow(cosw) ?=;P, fdw(cos w) ro etc. ;
donc la fonction complète 4/41 a pour seconde expression
Liga 2 Lt 52 ) Nm CG} Ft: k, + LME + etc. ).
Aïnsi l’on a la formule générale Ft — F'e : à 3.7 ARTE Le 4 V(2 +24) = (© à Reel Li mt À 3+i TH. A etc).
On doit voir maintenant que si plusieurs hu sont réunies avec les conditions nécessaires pour former le premier membre de l'équation (3), cette somme de fonctions, multipliée par le nombre M=y/(2- 24), devra être égale à une constante composée exactement des constantes F', F'c. C’est ce que nous allons vérifier dans les exemples suivans, après avoir établi les formules générales qui se rapportent au cas de u—53etu= 1. 324. La fonction gx étant égale au produit x (1— x*) (1 — k°x*), on peut la partager en deux facteurs
Co ME D EE RENE EN (RE
ensuite, si l'on prend x = a et B,x—1, l'équation (2), réduite à la
forme la plus simple, sera (AN ai kat)— x(i—x) =(x — x,) (x — x,) (x — %3) :
elle suppose par conséquent x = 3, nombre le plus petit possible.
Soit £ le terme que l’on suppose connu dans la série des valeurs particulières æ,, #,, «3; en faisant x —t, le second membre de l'équation (A) devient nul, et du premier on tire
a — Ain :
1 — ht à Soit ensuite x° — px + 4 = 0 l'équation du second degré, dont les racines sont les deux autres valeurs particulières de x; il faudra qu'on ait
(a — Pat) — x Gi — a) = (x — 1) (et — pr +9), ce qui donne trois équations de condition, d’où l’on tire t(i — À) LARG 1 P RCE Pre Æ2t°? 2? q Lai: 1 —— k212°
On connaîtra ainsi les deux racines x — «, x = 6, qui, avec la racine donnée x = t, serviront à composer les trois fonctions comprises dans le premier membre de l’équation (3).
325. Si l’on veut comparer entre elles quatre fonctions, il faudra satisfaire à l'équation suivante, qui suppose uw — 4,
(1— x) (z — xt) — (CH cx)x = (x —x,)(x —x,)(x — 23) (x — xs).
Soient données les deux valeurs particulières x = £, x —t'; on aura pour déterminer c et c, les deux équations
CHct=?, = GT (& F #) |; CSC, Al = (=) ( — EH
Ensuite, faisant (æ — £) (x — t!) — x — Ax + B, et appelant & et 6 les deux autres valeurs particulières de x qui sont les racines de l’équation L° — pX #4 — 0, On aura pour déterminer p et g les équations« A + P — Ci) : BF AP qi acc,
la seconde pouvant être remplacée par 4*Bg = 1. On connaîtra donc les quatre fonctions 14, 44’, Ja, L6, qui doivent composer le premier membre de l'équation (3). PE.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 341 Exemple I”.
Supposons £=æ—+, ce qui donne exactement c = sin 15° et
b = cos 15°; supposons de plus £—+ et # — 4; les formules de l’ar-
ticle précédent donneront pour déterminer c et €, les équations C + 50, = 3V/(210) = 3.62284 41875, C + 40 = 2V/(105) —= 5.12347 53830; d’où résulte, en prenant positivement les deux radicaux, p= ci, —2= —5(5 4H5V2) = — 4.381617 19193 7092, q Re © p— 4q = 0.62934 00375 6604, x = Æ 0.309665 47735 6451 — 2.15808 59596 8546. Désignant ces deux valeurs par x = —«, x——6, on aura æ — 2.55474 07332 50, log & — 0.407534 68325 207, 6 — 1.976143 41861 21, log. 6 — 0.24586 56812.546.
Il faut maintenant calculer les valeurs des quatre fonctions 4 +, "4,
Calcul de À =.
Les valeurs 4 = + et x —+ étant substituées dans la formule
2x (1 + À) Va G@ + 2) ( + 4x)?
on aura sin ® —.22, log. sin ® — 9.9409 05439 61 et........ ® — 60° 47’ 38",64386 —;,60°,79406 774.
D’après cette valeur de @, l'interpolation de la table IX pour les modules c — sin 15°, b — sin 75°, donne les résultats suivans, où l’on a fait
M=Vy(2+ 24) = y, F(c, ®) — 1.07196 62191, F(b, ®) —= 1.350924 19440, Mi — 2.538120 81651.
Calcul de À"4.
Pour la fonction Lx les formules générales sont
I fl
SO
ce Gr) See G+r)es Kix — 1 kx +:
Max = F(b, 0) — Fc, P).
342 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, Substituant les valeurs = +, x=—4, on aura
3 , cos 0 cos U— L
et comme 6n a V5 — 2 sin 60°= 1.735205 08075 68878, il en résulte
cos 8 — 0.64556 19111 85636, log cos Ê — 9.800993 738986 5058, — 49°,79218 128, log cos 8 — 9.97920 87360 3475) 0— 17°,58705 3763.
cos Ü = cos 8 —
Dans la colonne de la table IX qui fépond au module b = sin 75°, on trouve le terme À — F(b; 49°) et les suivans, qui donnent les différences de À comme il suit :
A d'A d'A dSA 0.907138 5421 | 25719 955 | 45 9882 82 Le terme qui répond au degré 49+x sera exprimé, en général, par la formule
A+ x (A+ (OA HE (OA + EE (aa +2 A;
faisant donc x — 0.709218 126, on trouvera
On trouvera dans la même table le terme A=F(c, 17°) et ses différences successives comme il suit :
d'A | MA | d'A
A d'A 0. 20609 me. 1750 64059 | 60545 | 2939 | — 69 Faisant donc dans la formule d’interpolation æ — 0.587905 3763, on aura F(c, 8) — 0.30728 54884 d’un autre côté, F(, 8) = 0.099172 31208 donc M4J"4 = 0.68443 76414.
Calcul de \'a.
Les formules sont MJ'x = F(b, ©) + F(c, w),
COS D =, He "2. cos D —————; ; c'e (i 15) 23 (1.— #3)
il faut y substituer les valeurs 4 — +, b — sin 95°, c — sin 15°,
x = a — 2.556474 07532 50, log & — 0.40734 68325 207.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. . 343 et l’on trouvera
log cos © — 9.099197 01771 83, ® — 10°98396 9903, log (— cos w’) = 9.84702 15388 23, «° — 134,67682 80.
La table IX donne la fonction F(b, ro°) et ses différences successives comme il suit :
il en résulte
Pour calculer F (c, w’), j'observe qu'on a F(c, w') = 2F'c — FÇ, en faisant C7 —% —=45°,52317 109. Or, la table IX donne F(c, 45°) et ses différences comme il suit :
il en résulte F(c, €) = 0.79599 20239 2F'c = 5.19628 40042
F(c, w') = 2.40029 19803 D'un autre côté, F(b, w) —= 0.19281 09602 donc Mia — 2.595310 29405.
Calcul de 46.
Appliquant les mêmes formules que dans le calcul précédent, il faudra d’abord calculer les angles Q et Q/ d’après les valeurs
V3 +6 TO) — Von
cos A = ———, = — :
€ (i + V3) CE (Y3— 1)
Voici ce calcul :
6+ 3 — 3.49348 19936 go, 6 — 3 — 0.029358 03785 52 son log 0.543525 85091 30 son log 8.46805 73872 É..,..10.12203 28406 27 (HYRENUA 0.122093 28406 3
v/3—+1.. 0.43648 87715 09° yÿ/3—71..... 0.86454 12240 7 cos Q... 9.098383 68969 04 cos(7—Q').. 8.48058 53225, Q = 15°,53498 0675, ax — Q'=— 88°,26710 532.
La table IX donne la fonction À — F (b , 15°) et ses différences comme il suit :
A d'A d'A d'A | d'A 0.264635 2377 | 1806 5784 | 8 4095 | 5933 | 127 de là résulte F(b, )=0.27428 71174:
Nous avons ensuite 7 — Q'— 88°,26710 532 ; mais comme la table ne donne pas immédiatement les différences relatives à l'amplitude 88°, on y suppléera par celles de la fonction F (c, 85°), que la table donne comme il suit :
car, en faisant x —3.26710 532, on aura la fonction cherchée par la formule
F(c,7—0Q!)— AH @(SAHÈT (IAE (IA HET JA;
d’où résulte F(c, 7—Q!) = 1.56683 07085
On a d’ailleurs F(c, x) 3.19628 40042 donc EF(c, (7). —='1:62045 32057 ajoutant F(b, Q) = 0.27428 71174 on aura ML'6 — 1.90374 04131.
Maintenant, si nous ajoutons ensemble les quatre résultats trouvés
M4L"4 = 0.68443 76414 Fc — 1.59814 20021 13 MJ'a — 2.659310 29405 F'b = 2.76806 31453 69 MŸE — 1.90374 04131 3F'c — 4:79442 60063 39 . nous aurons la somme.... 7.56248 91581 7.56248 91617 08;
et l’on voit que cette somme ne diffère de la somme des ‘constantes 3F'c + F'b que de 64 unités décimales du dixième ordre, rapportées à un nombre total de plus de 7 unités. Cette différence sera jugée aussi
petite qu'il est possible, eu égard aux erreurs des interpolations d’où elle est déduite ; on doit donc en conclure qu’on aura exactement
M5 + "4 + da + 4/6) = 3F'c + FD, ce qui s'accorde toujours avec la loi que nous avons constamment observée dans la composition du second membre de l'équation (3). Nous remarquerons, au reste, que l’équation trouvée peut être partagée en deux autres relatives aux modules c et b.pris séparément. En effet, les termes de notre équation étant ainsi composés
Mir = F(c, ®) + F(b, 9), Mia = F(b, ©) + F(c, w!), M4J"4= F(b, 0) — F(c, #), MLE = F(b,Q) + F(c, Q'), si l'on prend séparément les deux parties F(c, ®) — F(c, 8) + F(c, w) + Fc, A) = P, F(,®)+F(b, 0) H F(b, w) + F(b, A) =Q,
on trouvera, en substituant les valeurs trouvées pour chaque terme,
P = 4.79442 Goo69, Q = 2.796806 31515;
d’où l’on voit que la différence entre P et 3F'c est à peine de 6 unités décimales du dixième ordre, lesquelles appartiennent au onzième chiffre significatif, et que la différence entre Q et F' n’est encore que de 6 unités décimales du neuvième ordre, ce qui prouve la grande exactitude de nos calculs d’interpolation, ainsi que celle des tables qui leur ont servi de base. Il s'ensuit encore qu’on a exactement les deux équations
F(c, @) — Fe, d) + F(c, &) + F(c, Q') — 5Fc, F(b, ®) + F(b, 8) + F(b, «) + F(b, Q) — Fi,
équations qu'il serait d’ailleurs facile de vérifier rigoureusement par les formules des fonctions elliptiques, puisqu'on connaît les valeurs exactes des cosinus des diverses amplitudes.
Exemple II.
327. Soit k—(2—y 3) —=tang* 15°, on aura c — sin 30° et b— cos 30°. Supposons de plus £ = ;, et en appliquant les formules de l’art, 324, nous aurons
a ( — A) LL ;
rire NA remous
Tome Ill
346 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , log (— p) — 9.69728 55552 63, p — — 0.49806 44647 0, log (— q) = 9.876562 12970 34, q — — 0.750096 77656 5; ensuite, la résolution de l’équation x° — px + q —o donnera x = 4, x=—6, a — 0.665262 44765 5, log « — 9.81466 33578 05, 6 — 1.15068 89410 5, log 6 — 0.060095 79392 31. Il s’agit maintenant de calculer les valeurs des trois fonctions L +, 1, AL'6. Calcul de 4 +.
1—xX 1—kx
1 T sr— 2 A PRE PRE net EEES Substituant la valeur x — + dans la formule cos’ ® — me lier NU
aura COS Q = 3e gs Or, k—7—4V3=0.07170 67697 24488,
: mt = 0.352136 52050 459, son log — 9.50700 15557 058 134 = 1.071709 67697 245, son log — 0.015351 71559 3524 D==1010/ 01012208) COS D... 9.49168 43007 734,
ou Qi Lors 9194 ; cos @.... 9.74584 21998 867.
Pour le module € — sin 30°, la table IX donne F(c, 56°) et ses différences successives comme il suit : | d'A
A d'A dYA F(c, 56°) —=1.01246 5014 1920 ee 4 T4 64864 — 4196 | — 697.
Faisant donc x = 0.15256 9194, et Substituant cette valeur dans la formule d’interpolation F(c,çg) —A+ x (A'A + — = (J*Aetc., on aura Fc; ®):—=Vr:01539 ne
On aura pareïllement pour le module b — sin 60° les résultats
A d'A d'A JA | dMA F(b, 56°) = 1.10971 2368 | 2525 2053 | 32 1314 | 7097 | — 238;
d’où l’on déduit F(b,.®) = 1.115354 15196.
Ajoutant ces deux fonctions, et faisant M — y (2+ 24) = ME, on
aura
MVL: — 2.128093 38265.
TROISIÈME SUPPLÉMENT. N'a Calcul de a.
En appelant £ l'amplitude qui convient à la valeur x = «, on devra calculer sin £ par la formule
24 (1 + k) G+a) (Gi +éka)
Or, d’après les valeurs z = 0.65262 44763 5, log & = 9.81466 33578, log À — 8.85610 49049 35, log(i+k)—0.05o11 24437 95, on trouve log. sin € — 9.090774 45335 16, log. sin £ — 9.095387 22667 58,
(1==104° 9120778120 8; ou € = 6/°,05743 9241.
Pour le module c = sin 30° la table IX donne F(c, 64°) et ses différences successives comme il suit :
2200 en 2
d’où l’on déduit
SAC
d'A d'A | dJSA MA
on 2 EE + À ee | eee 2 mm
F(c, €) = 1.16847 683or.
Pour le module b — sin 60°, la même table donne F(b, 64°) et ses différences comme 1il suit :
A d'A d°A A d'A SA F(b, 64°) = 1.32094 2900 | 2798 3527 | 36 7743 | 3223 | — 877 | — 105; il en résulte F(b, €) = 1.532254 03645; puis faisant la somme de ces deux fonctions, on aura Mia = 2.49101 71940.
Calcul de A'6.
Les formules sont de me RIM LOS PRE pra ah x? (r . x3) x? (x — kB)
il faut y substituer les valeurs x = 6, log 4 = 8.85610 49049 33, log (1-+ A) —o.10310 18514 25, log(1 —#)—0.86454 12240 65, et l'on trouvera
log. cos w — 9.098313 52083 13, log. cos w’ — 9.094488 11488 7, 0 = APS 1 5157080! w! — 28° 15 36",13986, ou œo — 15°,86432 508, ou w! — 28°,26003 885.
- La table IX donne pour le module b — sin 60° la fonction A—F(b, 15°) et ses différences comme il suit :
A d'A 0.26406 3548. 51 | 6 Gio7 | 4450 Faisant donc x — 0.86432 508, la formule d’interpolation donnera F(b, ©) = 0.270956 62404.
Pareillement, pour le module c — sin 30° la même table donnera la fonction F(c, 28°) et ses différences comme il suit : A d'A d 0.409344 86289 | 1797 23194 | 3 53595 | 9658 | — 286 | — 22
Joignant à ces données la valeur x —0.26003 885, on a par la formule d’interpolation
F(c, w') —= 0.49811 87832 d’un autre côté, F(b, w) = 0.27956 G2404
donc M\V'6 = 0.77768 50236.
Nous avons déjà trouvé
1 = 2.120903 38265, Mia = 2.49101 71946;
M(Li+ da — AN'6) = 3.84226 59975.
La constante du second membre diffère très peu de la constante connue F'e + F'b —= 3.84226 Goo23.
La différence n’est en effet que de 48 unités décimales du dixième ordre, ce qui fait à peine 5 unités décimales du neuvième ordre. Or, l’'interpolation de la table IX, pour des modules aussi grands que sin 6o°, introduit nécessairement des erreurs dans la neuvième décimale, qui est le dernier chiffre de la fonction, et il n’est pas étonnant que ces erreurs montent à 5 unités sur trois interpolations; on devra donc avoir exac-
tement ; M(ŸL + da — VE) — Fc + F'é.
Au reste on peut, suivant la remarque déjà faite, partager cette équation
de là résulte
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 349 en deux autres relatives aux modules c et b pris séparément; on a en effet F(c, o) + Fic, © — Fi(c, w') — 1.685795 03538,
Or, la constante de la première équation ne diffère de la constante F'c— 1.68575 03548 que de 10 unités décimales du dixième ordre, et celle de la seconde équation ne diffère de F'b = 2.15651 56475 que de 38 unités décimales du dixième ordre, ce qui s'accorde très bien avec la nature des choses ; enfin, comme on a les valeurs exactes de cos @, cos €, cos ©, cos w/, il serait facile de vérifier, par la théorie des fonctions elliptiques, l'exactitude rigoureuse des équations
F(c, o) + F(c, ©) — Fc, w) = F'e,
Exemple III.
328. Supposant de nouveau À—+, ce qui donne c— pe I k7 et b—=sin 75°,
soit é—— 2, les formules de l’art. 324 donneront p=#<, q ==£7, et l’on aura l’équation à résoudre
L — EX + + — Cette équation ayant ses racines imaginaires , nous les représenterons “ia l'ordinaire, par x = r(cos 0 y/— 1 sin De , Ce qui donnera
Tr = /(): cos ÔÜ = = SE
Comme la valeur r — y/{5.40) = 2.223... appartient à la seconde forme Væ, dans laquelle x doit être compris entre 1 et = 3, il faut regarder
l’une de nos fonctions imaginaires comme une par la formule
PE = fre 5e Te Soit alors x° — 1 —p° (cos 2AHÿ/—1 sin 24), il faudra supposer À constant et p seule variable: cette variable est censée croître depuis p— 0 jusqu'à p— 4, limite qui devra s’accorder avec celle de x : c'est pourquoi il faudra satisfaire à l'équation
r? (cos 28 yes 1 sin 20) — 1 — a° (cos 2A Hy/— 1 sin 2), d'où résulte
a=2V(1:92), cos22=— Vel sin 21 = PE
350 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, Maintenant, puisqu'on a xdx = pdp (cos 27 44/1 sin 2), l'intégrale N'x s’exprimera ainsi, en fonction de p et de À, Lx = f'dp (cos À H-y/—1 sin À) (r Hp° cos 2À + p° sin aXV/—1) * : (4° fps cos 27 — Æ*p°sin 2AV//—1) à, Soit 1 + p? cos 2À + p* sin 2AV/=— 1 = P (cos + y/— 1 sin w), k'3 — Jp? cos 21 — AR sin 2/1 = Q(cos p—y/—1sin),
on aura P3 = 1 + 2p° cos 2 + pf, Q = EE — 2h k%p" cos 2A + ktpt, tang © — APE Ar È 1 + p° cos 2à ?
PNR OUTRE SLR SAVE UPS ASIN 2À APCE Pics 2A — 8—p° cos 2à ?
et enfin
La pe :
Vx= fl 1Q *dpl[cos (À — £wo+ip)+y—1sinm(a—$#eo +rvp)] Ajoutant l’intégrale semblable, qui ne diffère de celle-ci que par le signe de y— 1, la somme des deux sera l'intégrale réelle
3 L d'a = f 2P7 +Q7* do cos (A — à © + +9).
Cest donc cette intégrale qui, étant prise entre les limites p=0o, p—a, représentera la somme des deux intégrales imaginaires proposées.
Il reste à calculer la valeur de cette intégrale par la méthode des quadratures; mais d’abord il faut chercher celle de la fonction 4/2 qui répond à la valeur supposée £ = — 2.
Calcul de \'2.
329. Les formules dans lesquelles il faut faire x = 2 sont Mix = F(b, ©) + F(c, '), AR li ltosne mm EME x? (x + k3) as (1— k) On aura donc immédiatement cos © = —2+V5 V3 et (2),
3— be à et — cos w/ ou cos (7 — &°) — Le VrE =£ v4 ( 2) ; donc on a exacte
ment © = 15° et 7— = 75°, ce qui donne
COS
Ces fonctions sont données immédiatement et sans interpolation par la table IX , et il en résulte :
M4{'2 — 2.133509 02639 = 2F'c — 1.006269 37403. Calcul de l'aire [ yde.
330. Nous devons observer, avant tout, que l’aire que nous cherchons doit avoir huit valeurs égales deux à deux et de signes différens. En effet,
: i LEONE
dans l'expression de l'ordonnée y = 2P° 4Q° *cos A, où A—2-—%0 +9, les quantités P et Q représentent des modules de quæfités imaginaires, lesquels sont toujours supposés positifs et réels. Il en est de même de
; à : Ca
leurs racines quatrièmes ou deuxièmes, telles que P*, Q*; car, dans ce cas, la multiplicité des racines n’influe que sur le facteur angulaire, tel que COS &+ /—1 Sin & Où COS® —ÿ/—1 sin @, qui accompagne le module: ainsi
le facteur Pr*Q7* sera toujours considéré comme réel et positif. Mais il faut examiner ce que devient l'angle À = À — £ + 19; comme l'angle @ est déterminé par sa tangente fonction de p, lorsqu'il sera attribué une valeur particulière à p, la valeur de @, ainsi que celle de w, pourront être augmentées ou diminuéés, à volonté, de 180°, 560°, 540°, etc. , de sorte qu'à raison de +9 l’angle À pourra être changé en À Æ 90°, À Æ 180", et qu’à raison de © il pourra être change en AH 155°, A 45°, etc. : donc, au lieu de cos À, on pourra mettre dans l’expression de l’ordonnée celle qu’on voudra des valeurs
cos (AH g0°), cos (AE 180°), cos(AZH 135°), cos (A + 45°).
Il ne résulte de toutes ces formes, quand même on prolongerait la série encore plus loin, que les huit valeurs différentes
cos A, smA, (cos À + sin A)sin 45°, (cos À — sin À) sin 45°, — cos À, —sin À, —(cos À + sin À) sin 45°, — (cos À — sin À) sin 45°. Il n’y aura donc que huit valeurs de l'intégrale fydp, lesquelles seront égales deux à deux et de signes contraires.
On voit de plus qu'il suffit de calculer deux de ces valeurs, par exemple, celles qui répondent aux ordonnées y — 2P74Q7 cos A, y'= 2P74Q sin A; car en appelant Ÿ et Y’ ces deux intégrales, on en connaîtra immédiatement deux autres, (Ÿ + Y’) sin 45° et (Y — Y') sin 45°, et ces quatre intégrales, jointes à quatre autres qui n’en diffèrent que par le signe, seront les huit intégrales cherchées.
352 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES , 331. Venons maintenant au calcul effectif des deux aires désignées par Yet Y’. Voici d’abord les données du problème :
8 ; rl RL cos = 35; sin 0 — CG ; a —= 24/(1.92), log a = 0.357185 53028 3086,
LI" Re + CAME COS 2ÀA — V7” sin 217 75”
Pour avoir une valeur approchée de l'aire f'ydp, nous partagerons la base a en dix parties égales, et chaque partie étant appelée e, on aura e —= 0.235542 64765 1, log e — 9-37185 53028 4. IL faudra donc faire successivement p = 0, e, 2e, 3e,... 10e, et calculer les ordonnées correspondantes par la formule y = 2P71Q À cos À, À = à — 20 +19; mais, pour plus d’exactitude, nous calculerons en même temps les ordonnées intermédiaires qui répondent aux valeurs p=+#e,îe, 2e, etc. Nous joignons ici, pour exemple, le calcul des trois premières ordonnées , tant de la série y que de la série y”.
Soit, 1°, p = o.
Si l’on prend, dans ce cas, les valeurs les plus simples des angles ? et w, on aura | O0 De ON ET A = (4.5) cos À, r'=(4.5} sin À.
COS À..... 9.79246 50836 sin À..... 9:89460 34634 (4.5)... 0.32660 62569 0.32660 62569 AL TR SN 0.11907 13405 D CURE 0.22120 97203, Y = 1.31544 090, J!' = 1.66421 610.
DO 0 D = 0) e*sin 2À..... 8.735180 91483 4 e* cos 2 = — 0.0128 PA LE AE Re 0.60205 99913 2 p° cos 2 — — 0.0032 p'sin 2À.0 4. 8.120974 91570 2 1H p" cos an =, 0-0968 1 p°cos 21. 0.099860 80293 Sn Em tang ©,...... 8.138114 11277
TP. 2.55,75216 51.43.28,09918 éco... 34.52,18963
APN: 55 O0 P'#..... 0.00101 41888
Q'æ:. 0.02548 91116 P'RPRUe 1 0.350102 09997
cos À
EPA" +10. 12500 02465 == 1.535570 643
sin À.... 0.89137 09821
IFotelette 0.210091 32782 .65543 936
psin 22:20. 8.12974 91570 8— pcos 22... 0.90326 36301 tang ®......... 7.22648 54869 ® = 0° 5" 47",46432 14 2p° COS 2 — 0.090936 pf — 0.00019 2
l'E RU 9-99729 54963
PAT RRARINS PenRS 0-09864 77482
PORN 0.001535 22518 33 80629 5
LM HO Ab 0.00101 A1888
64 —16p° cos 2 — 64.0512
DONS PARC
psin2À... 8.735180 91483 4 1 p°cos 2À.. 9.009440 51467
tang æ..... 8.735740 40016 4 a 7k60 65602 À —= 51°40" 3436702 5 11.34,08622 5
os: no. 2.20.42,26476 5 Ar=24029402671084085
Tone III.
p? COS 2 = — 0.0128 1 —+- p° cos 2À — 0.9872 8 — p° cos 2 — 8.0128 p'sin 2A..... 8.753180 91483 6 DROBA0 NTI 0.090378 43029 tang @ . 7.082802 48454 À 10° 25! 8",17245
1 + 2p° cos 2À = 0.090744 pf = 0.00307 2 F?\=0;07747: 2
354 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, ARRET, ARR 0.003571 08778 6 Process. 9:99010 43257 2 Q#....... 0.025622 41855 6 Pisces. 9:99505 21628 6 SUX . 0.30102 09956 6 OpROPAAQUIE © 0.00494 78371 4 6.32096-S08g0 8, 647 16p005 Ge 64:2048 cos ASE 9.81233 18503 2 pf = 0.00507 2 Ÿ:- . 0.142209 69094 82Q° — 64.207987 2 Pre 30770 422 DAC HSPRN GE 9.89910 32577 4 sin À....,. 9.88120 04409 3 MER MODE T TPS 9-94955 16288 7 0.329096 50590 8 QE: . . 0.009044 83711 3.
Do leetiere PE RON OO
Continuant ces calculs jusqu’à p — 10e, on aura pour résultat les deux séries d’ordonnées comprises dans le tableau suivant :
( Ja V4 P "4 4 c 1.31544 090 | 1.66421 610 le | 1.33350 643 | 1.65543.036 | ‘'e | 1.34794 558 0.120796 977 e |-1.38770 422 | 1.62616 833 | Ge | 1.20322 000 0.041789 248 2e | 1.479386 142 | 1.569775 805 | “te | 1.07207 210 0.00357 093 2e | 1.568244 710 | 1.467327 286 | ge | 0.95643 808 | — 0.02147 580 2e | 1.69330 102 | 1.31251 870 | 25e | 0.856569 026 | — 0.03403 719 3e | 1.977571 523 | 1.10217 880 | 8e | 0.76820 098 | — 0.03875 0982 Ze | 1.709806 628 | 0.85544 658 || =Ze | o.69212 890 | — 0.03872 {rx 4e | 1.765005 447 | 0.60860 649 | ge | 0.625754 735 | — 0.03593 729 Se | 1.64134 989 | 0.395975 143 | 2e | 0.569755 828 | — 0.003169 150 be | 1.49915 123 | 0.23348 838 | 10e | 0.51630 722 | — 0.02680 755
Maintenant , si l’on considère l’aire à laquelle appartiennent les ordonnées y, comme étant formée de dix trapèzes paraboliques déterminés par vingt-une ordonnées équidistantes, la somme de tous ces trapèzes sera
exprimée approximativement par la formule a (S + 4S' 287), dans
laquelle S désigne la somme des ordonnées extrêmes , S' la somme des
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 555 ordonnées de rang pair, et S” la somme des ordonnées de rang impair, les deux extrêmes exceptées. Appliquant donc cette formule à la série des ordonnées y, on aura l'aire cherchée /ÿdp—e(12.47257 1313); multipliant cette quantité par M, et désignant par 4/œ + L'6 la somme des deux fonctions imaginaires qu’on veut déterminer, on aura l’équation
M (ae + V6) = Mer2.47257 1313) — 4.709507 5875. Le second membre est une valeur approchée de 3F°'c — 4.79442 6; et l’on ne peut guère attendre une approximation plus grande de la
méthode des quadratures que nous avons employée : ainsi nous regarderons comme exacte l’équation
Il s'ensuit que, dans ce cas , l'équation (3) ne pourrait étre que de la forme
M(4'a + L'6 Æ d'2) = 35F'e + Mi;
mais alors le second membre ne serait plus une constante indépendante du premier membre, c’est-à-dire uniquement formée des fonctions F'c et F'b, comme on l’a vu dans les exemples I et IT. Ainsi nous avons trouvé la valeur exacte de la somme des fonctions imaginaires La + AN'6, mais cette valeur ne satisfait pas à la loi que suit constamment l'équation (3), lorsque le premier membre n'est composé que de fonctions réelles.
Venons maintenant au résultat qu'offre la série des ordonnées y’. En appliquant la même formule à cette série, on trouve pour l’expression de l'aire e(5.80726 558), et, en multipliant par M, on aura l'équation
M(4V'a + 4/6) — Me(5.80726 758) — 2.23260 30125. D'un autre côté, nous avons trouvé l'équation ML'2> — 2F'c — 1.062695 37403, qui, étant ajoutée avec la précédente, donne
Me + 46 + d'a) = 2F'c + 1.116990 92722.
Or, je remarque que le nombre compris dans le second membre s’approche beaucoup de la constante F'b — F'c, caron a
D F0 EE ce 1000115 270:
et l’on voit que la différence de ces deux nombres n’est que d’une unité décimale du cinquième rang, qui est le sixième chiffre significatif. On peut donc regarder comme rigoureusement exacte l'équation
Ma + '6 + d'2) = Fo + F'e, dont le second membre s'accorde avec la loi générale observée dans l'équation (3). Ainsi nous avons un second exemple fort remarquable du calcul des fonctions imaginaires, où la loi.de l'équation (3) est observée, comme -dans le cas où le premier membre ne contient que des fonctions réelles.
Puisque nous connaissons deux valeurs de la quantité M (/x + (6), savoir ,
M(L'a + VE) — 3F'c, | M (Va + VE) = F6 — Fe + Fc, 75) — F(b, 15°),
ces deux valeurs étant nommées Z et Z', nous avons démontré ci-dessus qu'on en connaîtra deux autres, savoir :
OA VE et (Z— 2) 1/5
On pourra encore admettre pour la quantité M({'« + \'6) les quatre mêmes valeurs, précédées de signes différens ; maïs de ces huit valeurs il n'y a en qu'une exprimée, comme on l’a vu, par F'c+F'h—M\'2=7, qui satisfasse à la loi généralement observée dans l'équation (3).
Il nous reste enfin à faire voir comment on peut vérifier, de la manière la plus satisfaisante, les résultats obtenus dans l'exemple IIT. Nous nous proposerons, pour cet eflet, de vérifier par un calcul rigoureux l'équation
Mae OUEN) Rue PRRIPE
qui s'accorde avec la loi générale de l'équation (3); il faut donc faire
voir que les fonctions imaginaires 4/& + 4/6 sont telles qu'on a exactement
Ma + V6) = F'b — F(6, 15°) — F'e + F(c, 7b°).
mt sosot. doté Has
LR
TROISIÈME SUPPLÉMENT. 357 Pour simplifier le second membre, soit F'b — F(b, 15°) = F(b, à) et Fc — F(c, 75°)= Fi(c, uw); les angles À et x seront déterminés par les équations tang À lang RE _ tang w tang 75° — 5 d'où résulte
—Av3
tang 1 — . cos — 1 5 tang u — Vient COS —
et, par ce moyen, le second membre se réduit à F(b, 2) — F(c, x).
J’observe maintenant que, pour calculer l’aire /ydp égale à la somme des deux fonctions imaginaires, nous avous cru devoir rapporter ces fonctions à la seconde forme représentée par /« et A/6; mais dans le cas des racines imaginaires, qui ont plus détendue que les racines réelles, la distinction des formes qui conviennent aux racines réelles devient inutile, et il est plus simple d'employer directement les deux valeurs de x
: ; 16 27 ; données par l'équation x? — FL+HF—= 0; de sorte qu’en appelant ces valeurs x et x’, on aura LHÉ= + ét! tx = 7.
Tout se réduit donc à trouver la valeur de «x + Lx’, comme si la fonction «Lx appartenait à la première forme des fonctions L. Dans ce cas, on aurait pour toute valeur réelle de x la formule
Mx —= F(c, @) + AD ®); on aura donc semblablement, pour nos deux valeurs imaginaires, l’équation | F(c, @) + F{b, +) M(dx + dx) — f ? ee, GE de EE 01) Maintenant, puisqu'il s’agit de vérifier l'équation
M(dæ + Je) = F(, à) — F(c, y),
on doit présumer que cette équation se divisera en deux autres relatives à chacun des deux modules, c'est-à-dire qu'on devra avoir les deux équations
Fc, pp) +F(c, p)= —F(c, w), L F(b, ©) + F(b, ?) F(b, à).
358 FONCTIONS ULTRA-ELLIPTIQUES, La difficulté étant réduite à ce point, on va voir qu’elle sera promptement résolue, car la vérification de lune de ces équations entraine celle de l'autre, puisque celle-ci se déduit de la première, en changeant simplement le signe de 4/3.
D'après la formule donnée tomie [*, page 19, on voit que l’équation transcendante F(c, ®)+F(c, g')=ÆF(c, w) est représentée par l'équation algébrique
(A) sin*u = cos*® + cos’ ®'+ c’sin*y sin? @ sing — 2 cos g cos p cos Q'.
Or, on a sm ® — ROARES Sr sin® @ æ Rato6 ta TT Tarte) de là ARE 64xx" PEN pi (1 x + x + xx) (0 + 3r Lx Fax Substituant les valeurs x + x! — XX" == _ on aura ET 2 SUN 3 sin? @ sin ® = =.
On a en même temps — 3— :
és ge = C x) ( À si pue m1 PEUPLES
QA+DG+2 et par conséquent 2 dal PU (xx + 2x) (0 3x — 3x + 22907 I AN GHz a + ax) (9 + 3x + 3x + xx) Li 2 ’ 3 3 3 cos ® + cos? g — 2HT—-r=-S 2+ 1/3 v'15
, On trouve que cette équation est identique, en pre-
Substituant ces valeurs dans l’équation (A), ainsi que celles de cos u —
et sm = —
TE L’équation pour le module © étant ainsi vérifiée, l'équation pour le module à le sera également, puisque l’une se déduit de l’autre, en changeant simplement, dans toutes les valeurs, le signe de 4/3. On doit donc regarder comme rigoureusement démontrés les résultats obtenus dans l'exemple II.
nant, comme on en est bien le maître , cos @ cos @! — —
Nous terminerons ici les additions que nous nous étions proposé de faire à notre ouvrage, en profitant des découvertes récentes de MM. Abel et Jacobi dans la théorie des fonctions elliptiques. On remarquera que la plus importante de ces additions consiste dans la nouvelle branche d’analyse que nous avons déduite du théorème de M. Abel, et qui était restée jusqu'ici tout-à-fait inconnue aux géomètres. Cette branche d'analyse, à laquelle nous avons donné le nom de théorie des fonctions ultra-elliptiques, est infiniment plus étendue que celle des fonctions elliptiques, avec laquelle elle a des rapports très intimes ; elle se compose d’un nombre indéfin: de classes, qui se divisent chacune en trois espèces, comme les fonctions elliptiques, et qui ont d’ailleurs un grand nombre de propriétés. Nous n'avons pu qu’efleurer cette matière; mais on peut croire qu’elle s'enrichira progressivement par les travaux des géomètres, et qu’elle finira par former une des plus belles parties de l’analyse des transcendantes.
Paris, le 4 mars 1832.
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