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TRAITÉE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
Nous avons exposé dans le volume précédeut la théorie des Fonctions elliptiques et nous en avons fait l'application à plusieurs problèmes importans de Géométrie et de Mécanique; maintenant nous allons nous occuper des tables qu’il est nécessaire de construire pour que l'usage des Fonctions elliptiques puisse être introduit dans l’analyse, à l'instar des Fonctions circulaires et logarithmiques.
Il ne peut être question de réduire en tables les fonctions de la troisième espèce, puisqu'elles contiennent deux constantes arbitraires outre la variable principale, et qu’ainsi il faudrait que ces tables fussent à triple entrée, chose.tout-à-fait inexécutable. Nous rappellerons seulement, relativement à ces fonctions, 1°. que le cas des paramètres imaginaires se réduit toujours à celui des paramètres réels, 2°. que les fonctions complètes de ce genre s’expriment toujours par des fonctions de la première et de la seconde espèce; 3°. qu'il y a une infinité de cas particuliers, déterminables algébriquement, où une semblable réduction peut avoir lieu; 4°. qu’on peut pareillement trouver une infinité de cas où une fonction donnée de troisième espèce, est réductible indéfiniment à la première espèce ; 5°. enfin, que dans tous les cas la valeur aussi approchée qu’on voudra de toute fonction de troisième espèce, peut être trouvée par des séries régulières et très convergentes.
Toute la difficulté se réduit donc à construire des tables qui représeutent les fonctions de première et de seconde espèce, calculées pour un nombre déterminé de valeurs, tant du module c que de l'amplitude @, afin d’en pouvoir déduire par interpolation , les valeurs des mêmes fonctions correspondantes à toutes valeurs dohnées des quantités 6 et @.
Nous allons faire voir quels sont les moyens qu’on peut employer pour T. IL
parvenir à l'exécution de la table générale que nous venons d'indiquer ; mais d’abord nous nous occuperons de la table des fonctions complètes qui est d’un usage plus fréquent et dont la construction ne présente pas de si
grähdes difiicultés.
CHAPITRE PREMIER
Du calcul des fonctions complètes.
643. Nous supposerons en général qu'on veut calculer les logarithmes des fonctions dont il s’agit jusqu'à 14 décimales, parce que ce nombre est celui que comportent les tables les plus étendues qui aient été publiées jusqu’à présent, savoir : l’Arithmetica logarithmica de Briggs et la Trigonometria Britannica du mème auteur. Les exemples que nous apporterons dans cette hypothèse feront juger aisément des simplifications dont les calculs sont susceptibles, lorsqu'on ne voudra obtenir que dix où un moindre nombre de décnmales exactes.
On verra bientôt que les mêmes données qui servent à calculer les fomctions F'e, Etc, servent aussi à calculer les fonctions complémentaires F'b, E'6; c’est pourquoi nous ne considérerons que les valeurs de ce moindres que sin 45°. Lorsque le module proposé sera plus grand que sin 45°, on échangera entre elles les lettres c et 3, afin que c désigne toujours la plus petite des deux.
1 faut d’abord former l'échelle des modules c, «, c*, etc. et celle de leurs complémens b, d°, #*,.etc.; mais le nombre de termes à calculer varie suivant da grandeur du module primitif, et il importe d'établir des divisions générales qui fixent d’une manière précise le nombre de ces termes.
644. Le but qu’on se propose étant d'obtenir autant qu'il est possible
14 décimales exactes, si on est parvenu à un terme 2“ tel que — log soit moindre qu'une demi-unité décimale du 14° ordre, alors on pourra regarder log & comme nul, et à plus forte raison les termes suivans log #+", log “+2, etc.; ainsi “1 sera le dernier des termes.&, b°, b°°, dont il faut tenir compte.
CHAPITRE
La série des æmodales €, c°, c°°, ete. comprend toujours un terme de plus; ele devra par conséquent être terninée an module c#. La raison en est
qu'on a alors = (+ Pa et qu'ainsi le logaxithme de 8“? est nécessaire pour composer la valeur de log #.
Passé le terme c*, il n’y a pas lieu de considérer le suivant +1, parce qu'on aura sans erreur sensible #1 = (10), et qu'ainsi la quantité
. log & ne change pas en mettaut w + 1 à la place de pe.
Cela posé, il est facile de voir qu’on connaîtra les limites des différens cas, en commençant par déterminer la valeur du module c qui donne pour son complément log b= — 1(10)"4
Le module supposé € étant extrêmement petit, on a d’uve mauière suffisamment exacte b=1—;c et log b=—%me"(*); donc «= M (10) "4 ete=(10) 7 W/M, ou log c= 3.1811078.
Si on assimile c au smus d’un arc, on trouvera que cet arc n’est qu’une fraction de seconde et qu'on a c = sin 0"0313.
I] faut maintenant partir de ce module très petit pour former la suite des modules croissans €, c', c”, c”, etc.; c’est un calcul qu’on pourra faire
d’ane manière suflisamment exacte pour notre objet, par une table à sept décimales seulement.
On aura d’abord c’ =. ou simplement ‘ =2y/e, ce qui donne
log c=6.8915839 et €’ — sin 0°2/40"70.
Pouravoir c'jefaisc'=tang":8, j'ai ltang10=8.4457019,20=1°35"55"98, 8= 3° 11/5156; donc «= sin 3°11/51"56 et log c"—8.7464836.
Si on fait de nouveau c"=tang* 18’, on aura Ztang +4 =9.3732418, 18 = 1317/18/84, # — 26°3437"68 ; donc c” = sin 26°3435"68 et log «= 9.650698.
Soit enfin c"=tang" +8", on aura ltang 18"—9.8253490, :6"=—33°46"40"15, 8"=67"33 20! 30 ; donc c'*=—sin67° 33/20/30 et dag "9.965808.
(*) Dans tous les calculs logarithmiques qui suivent, nous désignerons constamment par la lettre», le nombre connu 0.43429, etc. dont le logarithme est 9.63758 4311300537 et par la lettre M son inverse 2.30258, etc., dont le logarithme est o.3622 1 56886 99463.
645. 1] résulte des calculs précédeus, 1°. que depuis c= sin 67°33" jusqu'à e = sin 26°34 on devra se borner à calculer les quatre termes b, 6°, De, bre, et les cinq c,c", 0, a.
2°. Que depuis ce = sin 2634; jusqu’à e = sin 3°11", on n’aura à calculer que les trois termes à, b°, b®, et les quatre c, e*, c°°, c°®;
3°. Que depuis ce un ET 1' jusqu'à e = ss 0°2"40", il suflira de calculer les deux termes b, b°, et les trois c, €”, c°”;
4°. Que depuis c = sin 0°2'40" jusqu'a ce = sin 0"0313, il suffira de calculer le terme b, et les deux €, c°;
5°. Enfin qu’au - dessous de = sin 0"0313, on n’a besoin que du seul terme €
Tel est le nombre des termes de la série des modules et de celle de leurs complémens, qu’il sera nécessaire de calculer dans les différens cas, pour obtenir 14 décimales exactes dans les logarithmes des fonctions F'e E'c, F'b, E'6. Nous allous faire voir maintenant comment les calculs de ces modules peuvent être effectués de la manière la plus facile.
Formation de l'échelle des modules.
646. Connaissant les logarithmes de c et b, il s’agit de trouver ceux des termes suivans c° et b°. Pour cela, soit = x, l'équation b'c—=2y/ (bc)
donnera x = (er (1— x"), et en faisant p 2, la valeur de x dé-
veloppée en série régulière sera
LEP. 4p° +7 16p° HS Gp 4 + etc.
Mais il importe de calculer directement log x ; or la valeur x= LE" donne "dx ____ dp _—_ dp Û 1.3 1.3 5
= TUE D les 2 — mr 4 +: 16p+ — à 76 * C4P° +ete.),
d’où l’on tire en intégrant, 3, 5 &p° , 3.5.7 8pt log x = log p — PP + pt me Cr Miroirs — etc.
Ces logarithmes sont hyperboliques; pour les changer en logarithmes vulgares, 1] faut multiplier les parties algébriques par #2; c’est pourquoi faisant
P= mp" — 2} mpt + mpf — etc.,
CHAPITRE I
on aura log x ou bé hen—t et log = —;P; ainsi on connaîtra à la fois log c° et log &°.
La même formule servira à calculer les termes °° et 8°, au moyen des deux précédens c®, b°, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait furmé l’échelle entière des modules dans les limites déterminées par l’art. 645.
Nous remarquerons qu’en supposant toujours qu’on veuille obtenir 14 decimales exactes, la valeur de P ne comprendra jamais plus de trois termes ; on trouvera mème que le troisième ne devient nécessaire que lursque € est peu éloigné de la limite sin 45°; dans les autres cas, il suffira des deux premiers termes mp* — + mp4, et souvent du seul premier terme mp".
647. Si la première valeur du module c est donnée sous la forme c==sin, et qu’en mème temps l'angle 8, ainsi que sa moitié, se trouve directement et sans interpolation dans les tables, alors on aura immédiatement les quatre modules c, b, c°, b°, par les formules
cæsin8, b=—cosû, c=taug 10, = ES On calculera ensuite les termes c°°, b°* en les déduisant des termes précédens c°, b°, par les formules de l’article précédent. C’est ainsi qu’on a procédé dans les calculs qui ont servi à former la Fable générale des fonctions E’e, F'e dont nous parlerons bientôt.
648. Si la valeur de e est donnée en nombres rationnels assez simples, il pourra être facile de trouver les valeurs logarithmiques de à, c°, 8° au moyen des formules
=” s b B=t—e)(+e, cer de
et pour cet effet on emploiera la Table connue qui donne jusqu’à 15 ou 20 décimales, les logarithmes des nombres de 1 à 1161, ou même de 1 à 1200. Les calculs seront encore plus faciles si la valeur de 2 est donnée immédiatement en nombres simples.
Si on ne connaît que loge, dont le double sera log c*, on cherchera dans une Table ordinaire à sept décimales, un nombre qui aphisdhe de c* jusqu’à la sixième ou la septième décimale: ; on transformera ensuite cette valeur en fraction continue, afin d’obtenir une fraction ordinaire exprimée en nombres assez simples qui approche beaucoup de la valeur de c*. Cela posé, on appliquera la formule suivante qui sert à trouver facilement log ( 1 A), lorsqu'on counaît log A :
log A= loga+r, 5 M log(1ÆA)= log (1H a) (1 + ÉET
et pour. faciliter le calcul de cette formule, on fera Fr
=, logR=la+i+ir
et on aura log {1 Æ A)= log(1 Ha) ER.
Par le moyen de log c*, on connaîtra donc log (1 —c'}), ou 2 log à; ensuite il faudra trouver log (1 +2), ce qui se fera par l'application de la même méthode. Enfin connaissant log (1 + à), on aura immédiatement les logarithmes de c° et b°, par les formules | ASP p=2V8
649. Si on ne veut pas pousser l’approximation au-delà de dix décimales, le calcul des premiers modules se fera sans difficulté par les Tables de Vlacq ou de Vega, en faisant Îles interpolations nécessaires, et ayant égard aux secondes différences. On peut à cet effet suivre deux méthodes différentes.
1°. Étant donné log c ou log sin 8, on cherchera l'angle 8 avec tout le degré d’exactitude que Ja Table comporte, c’est-à-dire en calculant les fractions de seconde jusqu’à la cinquième décimale au moins; 8 étant connu, on aura par les interpolations ordinaires, les logarithmes des quantités #, ave
c, b*, savoir : b== cos Ê, c° = tang* +0, 6° —
Ces calculs pourraient être faits de la même manière, lorsqu'il s’agira de trouver c% et-b°*; mais ils deviendraient plus compliqués, et les interpolations moins exactes à raison de la petitesse du nouvel angle 6. 1] sera donc anne alors de se servir de la méthode de l’art. 646.
°. Pour éviter les interpolations assez pénibles qu’exige la méthode Br on peut opérer comme il suit.
L’angle 8 auquel répond £ sin 8, tombe toulouse entre deux angles de la Table, qui ne différent entre eux que de 10”. Soit & celui des deux qui est multiple de 20", et soit
lsn8=lsnætkr; on déduira de là, Fm ee 1 +);
l'tang +0= l'tang ta +
(1+35Mrtang a).
cos
CHAPITRE
Ainsi on connaîtra les logarithmes de à et de c°; ensuite on aura celui de & par la formule b — AC)
Si l’on fait / cos 8 = cos &æ — R, L tang + 0= l'tangiaæ 458, le calcul des corrections R et S deviendra fort simple par le moyen suivant. Soit r = r'tang* æ, on aura
logR = logr'+r/+r, log S = log +37;
Au reste il n'est point à craindre que les erreurs se multiplient dans ces calculs, puisqu'on suppose toujours 8 ou &æ < 45°. f
Formules pour le calcul des quatre fonctions F'e, E’e, F'b, E'8.
650. Nous partons toujours de l'hypothèse que l’on veut avoir les lo- - garithmes de ces quatre fonctions, approchés jusqu’à la quatorzième décimale ; d’ailleurs on peut toujours supposer € << sin 45°. Cela posé, nous commencerons par le cas qui exige les plus longs calculs, celui où le module c est compris entre sin 45° et sin 26° 34’; alors l'échelle des modules doit être prolongée jusqu'aux termes 4°, c°°%, inclusivement. Les autres cas seront susceptibles de diverses simplifications à mesure que le module c deviendra plus petit.
Les valeurs de F'e, E'e se trouvent d’abord immédiatement par les for-
mules
Fomt.K, Kei/(p.buér),
L'eæmlf'e, L = À (ir ee — 2 ccc0),
Pour simplifier le calcul du coellicient L, j'observe que les deux termes
2 cc (1 HE cc) peuvent se réduire à un seul; car on a d’une manière
suffisamment exacte, r +1 c°* = y/(1 + c°°) =\/ A); d’un autre
Don nôüû té Les = Dee Donc
La b É s Loco L= (1 — + CC L )
ne Ainsi faisant r = : een LE, on aura V Li
8 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, E'c = ps Fe (1 — r).
Lorsque c est donné sous la forme sin 8, et que l'angle 8 ainsi que +6, se trouve immédiatement dans les Tables, on a plus simplement
& = cost + 4.
Tout se réduit donc à trouver log (1 — r), ce que l’on fera par la formule log (i—r)=— mr — + ms — + mr, dont il suflira de calculer trois termes au plus. |
Le premier terme z7r de cette valeur peut être calculé avec une précision suflisante par des Tables à dix décimales ; car il ne peut avoir au plus que dix chiffres significatifs : et quand même il ÿ aurait une erreur d’une ou de deux unités sur le dixième chiffre significatif, qui sera au rang de la quatorzième décimale, cette erreur sera confondue avec celles dont les autres logarithmes sont susceptibles ; car en poussant l’approximation jusqu’à la quatorzième décimale, on ne peut prétendre que la quatorzième décimale sera toujours exacte.
651. Venons maintenant au calcul des fonctions complémentaires F'#, E'6. Les formules des art. 52 et 92 donnent, après avoir échangé entre elles les lettres & et c, et en Ki =,
F8 = £ log À. 2) =/ (= #9
E'6 =L'F'é + D On voit d’abord qu'on a exactement K°=K., et qu’ainsi K’est déja connu; ensuite pour changer les nr compris dans ces formules en logarithmes vulgaires, soit h= = log ss: ; ce logarithme tiré immédiatement
de la série des modules, sera un logarithme vulgaire, et on en conclura F'è = KMh.
Pour calculer E'6, il faut connaître le coeflicient L’; or les formules des art. cités, donnent, après les permutations convenables,
L'= cy ce — cy/(bee”) — € V5) — elc.
Cette suite est fort convergente, mais on peut lui donner une forme plus commode ; en effet, on a les équations
| CHAPITRE I. 9 V’(éc®) = + bc, d’où résultent (bec) = 1bcy/e,
Ve") = + bee, Vs (RE) = + cc vor,
(be) = 3 puce, vw eme = jee or, etc. etc.
donc
— cy'e — Leby/e — E cobe/ ce — à cc be y/ coee — etc. Pour rendre cette expression tout à fait rationnelle, on substituera les valeurs ÿ/e° = =. (1e), Ve = “A = (1+e®), etc.; et en observant qu’on a FE TS : = , etc., il viendra enfin
L'=2( 1e) Etc (rm ©) — à CCC (1 = C9) = ELEC. ,
ou L'= } 0H Etc Je à o0°c 4 C'C0"00 pe ELC.
Comparant cette expression avec celle du coefficient L (art. go) qui sert à déterminer E'c, on trouve exactement L’ = 1 — Ce résultat aurait pu se déduire directement de notre théorème sur les fonctions complémentaires , savoir ,
= F'cE'b+ F'bE'c F'eF'é; car en substituant dans cette équation les valeurs Fe =°K, E'c= LF'e, E'è= L'F'é + K , on trouve immédiatement L'=:i—L;
ainsi on a une nouvelle vérification du théorème dont il s’agit.
652. Il suffit, pour l’approximation que nous voulons obtenir , de prendre
L'=tc(rhte Hi ce + x oc%c);
mais ces quatre termes seraient peu commodes pour le calcul logarithmique, et on va voir qu'ils peuvent être réduits à deux.
En effet soit y = 1<+ 3e cet 3 cc, j’observe d’abord qu’on a item ve, ; doncr1+ic(ie)= 1h pe, et
J=rbVetmr cc" (irc).
La seconde partie de cette valeur se réduit à un seul terme, parce qu'on a avec une exactitude suflisante, |
Iso = W(1— oc) — vb); Ti Ver — 3 der V(eybe)
il en résulte
Mais on a o\s — ce e — 2Vc* —2Ve 2Ve, Cry) = 1 Le Favre Gi +e)= RS. 2
4° bee ë f .
75 VE: donc si on fait. .., be 3
1+yc°=$%, on aura GE ET Cu eg = K'( 2° . Cela,
et cette valeur se réduit ultérieurement à
b bee posé, la valeur de y devient
= gr see MEN
et le second terme se réduit à +. CE (8®°)*; donc enfin on aura LA e Î 1 h0100 3 = Le K?° js) (1 — y y
Par ces transformations non-seulement la valeur de L' est réduite à deux termes; mais le second de ces termes reste toujours très petit par rapport au premier ; j'observe d’ailleurs que le facteur (om )E, très peu différent de l'unité, peut être omis sans qu'il en résulte une erreur d’une unité décimale du quatorzième ordre sur le log. de L', et encore moins sur celui de L'£,
CHAPITRE I. it
sont ce que l’aualyse paraît offrir de plus simple pour calculer jusqu’à la quatorzième décimale, les logarithmes des quatre fonclions F'e, E'c, F‘6, E', dans le premier cas de l’art. 645, c’est-à-dire lorsque le module cest compris entre sin 45° et sin 26° 34’.
654. Ces formules se simplifieront encore lorsqu'on voudra obtenir une moius grande approximation, ou lorsque c sera plus petit que sin 26° 54, parce qu’alors il y aurait moins de termes à calculer dans la série des modules.
Ainsi depuis e = sin 26° 34! jusqu’à e = sin 3° 11”, ou depuis € = 0.447 jusqu’ à c—0.0958, on pourra faire #°% = 1, et prendre c°*% pour le dernier terme de la suite des modules, ce qui donnera
Kk= 4/7 ; r=i ee, h= ; log À,
V2 .3 1 Le A = :cK'FU(6)( +) Ces formules conviennent au second cas de l'art. 645.
655. Le troisième cas à considérer est celui où c est compris entre sin 3° 11° et sin 2' 40", c’est-à-dire entre 0.0558 et 0.000776. Alors on pourra faire #° = 1, et prendre c*® pour le dernier terme de la série des modules ; on aura donc pour déterminer F'e et E'e, les formules
K = VG): Fc=irk, Ec=ie (1— + cc),
Dans la dernière, le facteur 1 — + c°*c°* qu’on peut représenter par (b*)f, ne peut produire au plus que deux unités dans le quatorzième ordre de décimales, car la limite supérieure de € est déterminée par la condition que log °° n’est que d’une demi-unité de cet ordre. Ainsi, peu après cette
limite, on pourra négliger tout-à-fait ce facteur , et faire E'c = 22
L°K° Dans le même ças, les fonctions F'#, E'2 se calculent par les formules Ph=KMA, © h=1log#,
Eb=E(i+A), A! C'KÉPE.(1— ÈS); et on rémarquers que le facteur 1 — pe peut donner au plus qu’une unité décimale du onzième ordre : ainsi il devra être négligé si on se borne à dix décimales; alors on aurait simplement E‘ = (: +, cK° F'b).
CS
656. Ces formules sont déjà réduites à un tel degré de simplicité, qu’il serait presque inutile de faire mention des deux derniers cas de Par-
ticle 645 ; l'un où l’on peut faire #=1,K =, 4=11#$=1$
+ + EE Pautre où l’on peut faire b=1, K —1, h= log”.
Il ne reste plus qu’à faire voir dans quelques exemples, lapplication des formules précédentes; nous commencerons par le cas où il faut apporter le plus de précision dans les calculs, mais qui offre plusieurs moyens de vérification ; et pour mieux juger de l’exactitude des formules, nous
ue négligerons les décimales qu’au-delà du quinzième ordre. EXEMPLE I. C==sin 45°.
657. On aura © = tang 2254 =(ya—i}, b = 2 V£; ce qui donne d’abord les logarithmes suivans,
c,b... 9.84948 5oo2t 68010 tang 22° 5... 9.619722 43146 6m37...b°.,. 9.099351 18092 42113 dise 9-23444 86293 24274.
Pour trouver les termes suivans c*° et 8°, on calculera par la méthode de l’art. 646, d’abord p, ensuite les différens termes qui composent P, et que nous désignerons ici par 1), 2), 3).
20..... 8.093341 86336 Go293 p'.... 5.74665 09161 57 (4c°)... 7.86683 72673 20586 m.... 963778 43113 00 Pouce 9-09351 18092 42113 1)... 5.38443 52274 57 Perse. 787332 54580 78473 p'... 5.74665 0916 2.... 0.17609 1259
D’après les logarithmes trouvés des trois parties de la valeur de P, le premier terme 1) se trouve par des Tables à dix décimales, 0.00002 42345 64925; mais comme on pourrait craindre, dans ce cas, que la quatorzième décimale ne fût pas exacte, et encore moins la quinzième, voici le moyen d’obtenir une plus grande précision.
CHAPITRE
658. 11 s’agit de trouver le nombre A d’après son logarithme... ... 5.38443 52274 57; je trouve dans les Tables qu’en faisant a = 0.0000 2423,
on a log a = 5.38435 34141 37, log A= 5.38443 52274 57,
ce qui donne log A=logar; donc A=aeMr, A—a—=a(eMr— ;)
, : Ü : , #rt = aeïMr (esMr Mn — aMreïMr (1 + : + / + ) etenfin,
Mr 120 /°
log(A—a)= L(aMr)+3r +27 fus Voici le calcul de cette formule :
lsssess. D.91282 40168 Mousse . 5.38435 34141 M....... 0.36221 56887 URLS 4 09067
On voit que la formule pourra, dans des cas semblables, être réduite aux deux premiers termes, de sorte qu’on aura log(A — 4)= l(aMr) + ir, et l’usage en sera extrêmement facile; d’ailleurs il suflit de calculer log (A — a) avec sept décimales, pour en tirer la valeur de A exacte jusqu’à la quinzième décimale.
659. Nous venons de trouver la valeur du premier terme 1 ) de P; les termes 2) et 3) s’obtiennent sans difficulté par leurs logarithmes : ainsi on en conclura :
P = 0.00002 42325 366790 +P.... o.o0001 21162 68335 Pp--.. 7:87332 54580 78473 b®.... 9.990908 78837 31665 c*... 7.87330 12255 41803, |
14 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, Connaïssant c°* et 4°, on se servira de la même méthode pour en déduire c°% et °%; mais la quantité P se réduisant à son premier terme mp”, le calcul se simplifie beaucoup.
(toy. 5.14454 24597 55644 Ms... 963778 431
so: 1 21162 68335 Peu 9-92689 346 Pie 5.144535 45760 23979
Pise ie 84507 £P.... o0.00000 00000 {42254 Pass 5.14455 45759 39472 be,,. 9.099999 99999 57746.
Il ne reste plus qu’à calculer le terme c°**, ce qui se fera simplement par la formule 909 == (+ co )s ms 1c%,,, 4.84352 45802 75491 9.68704 91605 50982 42254 cv, ,. 9.068704 91605 93236.
660. Ayant formé ainsi l'échelle entière des modules, nous calculerons d’abord K et F'e, comme il suit :
csussee 0.150951 49978 31990 :
_b..... 9:09351 180og2 42113 .
be..... 9.099098 78837 31665 Bb... 9+99000 99999 57746 K*..... .0.14401 46907 63514 K...….. 0.07200 73453 81757 27... 0.106011 98770 30153 F'c.... 0.26812 92224 rig10.
Pour calculer ensuite E'ce, on commencera par former le logarithme de r qu'il suffit ordinairement d'exprimer avec dix décimales, mais que pour plus de sûreté on peut porter jusqu'à douzé; ensuite on en déduira les différens termes de log(1—7r) que nous désignerons à l’ordinaire par 1), 2), 3); Li ere RE
CHAPITRE L : L
Ps yisia 8.46889 72586 485 retours 797227 12298 778 1:46... 30290 671 FE ma Te —
esse. 6:04137 15195 72
M.o.o: g+63778 «63778 43113 oo house 5.6:895 58288 2 Erscoe 5.74o14 15 Besson 1.41909 53 5r.... 5.86508 o 3)... 7.209417 %.
La valeur du premier terme 1) se trouve par les Tables à dix décimales, 0.00004 77480 7077; pour la déterminer avec plus de certitude, et jusqu’à la quinzième décimale, on fera usage du moyen indiqué art. 658.
Soit 4= 0.00004 775, on aura
log a —=5.67897 33759 20 log À — 5.067895 58288 72
rs 1 75470 48 Five seses 5.24420 40641 Misvisooss 0.36221 56887 os. .….. 5.678097 33759 Eforoverre — 87735
log A = log a — r.
log(a—A)=log(aMr)—:r.
a = 000004 775 AZ 0.0000{ 77480 30708
On voit combien la première détermination de À, par les Tables à dix décimales, était approchée, et on en conclura que l'usage de ces Tables sera toujours suflisant dans les cas ordinaires, org on ne veut pas obte-
nir plus de quatorze décimales,
Les deux autres termes 2) et 3) de la-valeur de log (1—r), se trouvent sans difficulté par leurs logarithmes, et on en déduit le résultat suivant pour
log E'e.
1)... 0.00004 77480 70768 a)... 26 24807 ER
F'e... 0.206812 72224 11910 ge... 9486246 13836 83:82
661. On peut vérifier la valeur trouvée pour E'c par léquation des
fonctions complémentaires qui devient dans ce cas 27 =2FE —F°,et
d’où résulte E — EE (e + À), en faisant À = KF :
D’après cette valeur de log À, on trouve aisément une fraction exprimée en nombres peu considérables qui approche beaucoup de A, cette fraction est _ — 4. Prenant son logarithme avec quinze décimales, ainsi que celui de 1+a= _ , et appliquant la formule de l’art. 648, on trouve ce qui suit :
a..... 0.34013 50820 33975 ia... 0.50357 85500 21017 A..... "45677 93667 … 1)— 3535 65354 Tr... 5151 40308 1H A.. 0.50357 81964 45663 log A=loga—r Ke... 0.37303 73410 45738 E'c..... 0,13054 08553 99925.
l'ersssses 371192 55333
Brosse ++. 0.34013 50829
ras. 808
(rss 3.54848 19854.
On voit que la valeur trouvée pour log E'c s’accorde jusqu’à la quinzième décimale avec celle que nous avions déjà trouvée, ce qui confirme pleinement tous ces calculs,
11 n’y a pas lieu de calculer dans cet exemple les valeurs des fonctions F'b, E'b, puisqu'elles sont les mêmes que celles de F'e et E'c; mais si on exécute ces calculs par les méthodes indiquées, on obtiendra deux nouvelles vérifications de nos formules.
CHAPITRE I. 37 Exemrse 1 c= y2— 1 = tang
662. Cet exemple est compris dans le second cas de l’art. 645; ainsi il ne faut prolonger l'échelle des modules que jusques aux termes £° et ce: et d’abord nous supposerons qu’on connait seulement log € ...... = 9.61722 43146 G214, qui donne
log «= 9.23444 86293 2428.
De cette valeur il faut déduire log b; pour cela on trouve d’abord la va- Jeur approchée e* = 0.151573, laquelle, par les fractions continues, se transforme en _.
par la Table à vingt décimales , on trouve les logarithmes de à et de 1 — a comme il suit :
: | 8 ; soit donc =A& Ga, ON aura 1—45 05%. Or
169... 2.227988 67046 13673 816.,.. 2.911609 01587 53861 985... 2.099343 62304 97611 985.... 2.909343 62304 97611 dis 9-23445 o4741 16062 1—4... 9:91825 39282 5625 Tr = 18447 9178
Ensuite il faut appliquer les formules de l’article 648, savoir :
log A =loga—r, P=—,
log (1—A)=log(1—0)+R, JogR= log (a”/)—!7;
en voici le calcul :
Possees .. 4.265094 73549 1—4...: 9:91825 39282 5625 IG... 991825 39283 Er 3820 6987 osco.s. 4.347690 34266 1 — A.., 9:91825 43103 2612 Ménsn és 9-23445 04541 Pisisuris 9-95912 71551 6306 +7"... — 11134 Roocoee + 3.58214 27873
Il est aisé de vérifier cette valeur de log & ; car puisque c = y2 — 1, il en résulte & = 2/2—2= 20; T. IL 3
CPRPPE 9.619722 43146 Gar4 Bose 0.30102 99956 6398
ce qui s'accorde parfaitement avec le résultat précédent. Maintenant il faut avoir le log. de 1 + &, pour en déduire ceux de €° e 152 | et &° ; or en prenant pour & une valeur approchée telle que 167? °n trouvera
les logarithmes suivans qui répondent à la valeur exacte de b.
144... 0.28107 42301 90515 29h... 0.28059 35332 4551 Héssoes 9-61722 43146 G214 1h... 0.28107 42401 90515 ve"... 9.33615 00844 71625 ice: 9-99951 93430 54995 e..,.. 8.67230 01689 4325
Maintenant le calcul de c* et &®, et ensuite celui de c**, se feront par la méthode ordinaire comme il suit :
50... 8.37127 01732 7027 P'ooose 3.48604 20070 (2e)... 6.174254 03465 5854 Morse 9-63978 43113 1:6°.... 0.00048 06569 45005 « mp*.... 3.12382 63183 Prose 6.794302 10035 03545 Emp°.. — 1995.
Pie * 1329 92184 P..... 3.12382 G1188 c..... 6.74302 08705 1136 2P.... 0.00000 00664 96092 0.3010a 99956 6398 b®.,.. 9.909099 90335 03908 20%,... 6.44199 08748 4738 | 2.688398 17406 9476 “ 664 9609
co ,... 2.88398 18161 9085
663. L’échelle des modules étant ainsi formée, on procédera à l’ordinaire pour avoir K et F'e:
CHAPITRE I
0.040309 21213 9584 Rose. 0.02019 60606 9792 27%... 0.109611 98770 3015:
Pour avoir ensuite E'ce, 11 -faut chercher log (1 —r) d'après la valeur
+ o o r = 1c"0c® VE: Voici le calcul :
Ré srss ns 7.34460 03359 Crop 6.44199 08748 1: pb... 166 Lente 3.58659 12293 Moroosse 9-63578 43113 Miss 3.424379 55406 b b tn V'Csssobese (1—7r)..
Pis ierssts
log (1—r) = —R
logR = log nr + + mr
log mr = 3.424335 55406
mr = 1329 log R = 3.42435 56735 R = 0.00000 02656 90284
664. Maintenant le çalcul de F'86 doit être fait par la formule F' =KM4,
où l’on a 4 =; log À; voici ce caleul :
ho... 0.60205 99913 2796 co0,,.. 2.883098 18161 9085
Rosesue 9-98441 91861 62678 Ms: 0.36221 56886 99465
: On peut vérifier cette valeur de log F'#, par la propriété des fonctions F'é, F'c, démontrée art. 85, laquelle donne F'b = y/2.F'e. En effet, si on prend la différence des logarithmes des deux fonctions, on trouve
que cette différence répond à + log 2.
da
LA
log
Le résultat est donc exact jusque dans la dernière décimale. 665. 11 reste à trouver log E'b, et pour cela il faut calculer log A par
la formule À = + c'KÉF'B(Be)à (1 _ ): mais d’abord faisant. ....
cc x , r= =, nous chercherons log (1 —r)——R, ce qui se fera par l’é-
quation log R — log (mr) + À mr.
LS TITT 8.337127 01732 8 TATEITE 8.93341 86336 6030 2e... 6.44199 08748 5 Ris: . 0.02019 60606 9792
4.81326 10481 3 VK.... 0.010009 80303 4896 vK.... 1009 80303 5 F'6..... 0.36683 09355 6006 lesuuses 480316 30178 VB... .— 166 2402 Mit: 9.603778 43113 9-33054 36436 4322 mr... 4+44094 73291 Hire, — 27602 5185 imr.... 13801 Mie 9.33054 08833 9137
log R — 4.440%4 87092 De cette valeur de log A , il faut déduire log (1 A); c’est ce qu’on
obtiendra aisément au moyen de la valeur approchée a — de , qui donne
1+a— 71, Voici le calcul d’où l'on tire ensuite log E'8.
G£o 137.... 13672 05651 56407 Tesess. 3.462172 56169 640.... 80617 99739 83887 1-+4.: 0.08424 10448 Beuvers 933054 05931 7252 Poosor: 3.370498 45721 rss 8833 9137 A 9-33054 05932 r = 2902 1885 RMRELE 1195
log A=loga+r 1)...... 2.70902 52848.
CHAPITRE I. 21 777... 89042 10188 00914 640.... 80617 99739 83887 1+a.. 0.084214 10448 17027 Tous 511 71163 1-HA.. 0.08424 10959 8819 Buse 2019 Go6oG 9792 E'6.... 0.06404 50352 9027.
On s’assurera aisément que cette valeur est la même qu’on déduirait soit de la formule E'b = yÿ/2 (E'e — cF'e), soit de la formule Eb= 7 + cF'e.
Exempe WE c= sin 4, sin 20=—tang* 15°.
666. Dans cet exemple qui se rapporte au troisième cas de l'art. 645, on ne donne directement ni la valeur de c, ni celle de &; il faut les déduire de l'équation sin 28 = tang* 15° ou 26e = tang* 15°. Voici le procédé que nous emploierons pour cet objet.
De l'équation sin 28 — tang* À, on tire cos 24 — pret . Sait donc
A == Fc), on aura cos — + (1 + A) : convaissant par cette équa-
- . , : s 15° SE tion cos 8 ou &, on aura ensuite c par l'équation c — = F—- Voici le détail des calculs.
sin 15°... 9.412099 62305 6934 (cos 30°). 9.096876 53158 47925 cos 15°... 9.908494 37781 02170 cos* 15°.... 9.96988 75562 0540
tang 15°... 9.42805 24524 6664 A......... 0.099887 77596 42525 tang* 15°... 8.85610 49049 3328
Une valeur approchée de A est a = ; elie servira à calculer log. (14 A), comme il suit : |
3837... 58771 09650 18911 388... 58883 15255 94207 C PPPEE 9-99887 92394 24704 A... 77596 42525 r= 14797 82179
loy À = loga—r.
Porno. +. 417019 77928 1+a... 0.30046 09769 Frise 3.86972 78159 Mrs 9-99887 92394 Fosses — 3704 1h00. 4.86860 66849
b PRE 7389 35761 1+ A. 0.30046 92379 76342 dsssse o.30102 99996 63981 br... 9.909943 92423 1236 | HET 9:99071 Q21r 5618 dues 0.30074 96168 2016
tang* 15°, 8.85610 49049 3328
seu 8.55535 52881 1312
Connaissant les logarithmes de c et &, on trouvera par la méthode ordinaire, ceux de c°, &°, puis celui de «®, ce qui suffit dans le cas présent pue compléter la série des modules. Voici le calcul.
nr +. 6.50865 05848 9828 TB 28 03-88 4382 Pico 6.50893 090637 4210 P= 452 52874 onu a 6.50893 09184 89226
(ic). 2.41580 18456 50490 52... 226 26437 c%.... 2.41580 18682 76927
P'inooss 3.01786 193 Moses 9-63778 43t
mMp"..... 2.053564 624
mp"... — 7
log P = 2.65564 G17 + P = 0.00000 00226 26437
Méséass 9-09999 99773 73563
667. L’échelle des modules étant terminée, ou calculera comme il suit
les quantités F'e, E'c.
K.... 0.00014 01781 08691 3%... 0.109611 98770 30153 log F'e= 0.19626 00551 38844
le. 0.19597 96989 21462 TELE 226 26437
log E'c = 0.19597 97215 4790
CHAPITRE I 23 Venons maiatenant au calcul de F'b, il se fera par l'équation F4 = KM,
, 4 où lon a h = + log 5.
log À — 8.18625 81230 51035 k.:.: o.31102 54430 50353 h=— 2.04656 45307 6276 M.... 0.362211 56886 99465 Ross 14 01781 08691
log F2 = 0.673338 13098 58509 log F'c = 0.19626 00551 38844
log 3 = 0.473712 12547 19665 On voit qu'entre les logarithmes calculés de F'à et F'e, la différence répond exactement au logarithme de 3, ce qui s’accorde avec la propriété
de ces fonctions.
On peut encore faire voir que la valeur trouvée pour F'oe satisfait exac-
tement à l'équation F'e = ne F' (sin 45°), donnée art. 155. V7
F® (sin 45°).... 0.26812 72224 11910 dituaasgiss .. 0.30102 99956 63981 cos 15° ,...,.. 9:9849/4 37781 o270 0.55410 09961 78591 V27..... 0.35784 09410 39747 log F'e = 0.19626 00551 38844 valeur qui s'accorde parfaitement avec, le résultat du calcul précédent. Il ne reste plus qu’à calculer le log. de E'£; pour cela nous suivrons la formule de l'art. 655.
= TR- Pb... 0.67338 13098 5851 L'(i—r) = — mr.
lasse 6,80968 05805 6226 Bissoies r4 01781 0869 3 C°..... 6.20790 0g vVK...., 7 00890 54345 Ress 211477 19 Mocss.e — 913 Mouse 9-63778 43 PRE .. 748327 21575 8289 IIVK. —guox Mouse 7-96038 50
Une valeur approchée de A est 556, =a,itaz 558)"
17.. 23044 89213 7827 5604... 74849 81266 1374 5587.. 74717 86713 Gor7 5587... 74717 86513 Gor7 dorove 7.483273 02500 1810 1+4.. 0.00131 94552 5357 À... 21575 8289 R.,....
Pons aa 4-280{7 92975 log E'b= 0.00117 92829 3158 1+a.. 131 94553 , r'..... 4.275915 98422 Mousse 748327 02500 ° APTE 9509 Rinre 1.76243 10431
: Les valeurs que nous venons de trouver pour E'e, E'6, peuvent étre vérifiées par les formules de Part. 158; ou tout à la fois par la formule
E‘b= 3E'c— 2F'{sin 45°). Voici le calcul de celle-ci :
E'c.... 0.109597 97215 4790 F'sin 45°.. 0.206812 792224 1191
dosses 0.477912 12547 1966 dires 0.30102 99956 6398 0.67310 09762 6756 0.56915 72180 7589 af, 1—a—=éx, 0.697310 09762 6:56
1—À.. 9.32807 83066 6402 LA=La—r.,.. r= 4824 5241, 0.679310 09762 6756 oies 3.68345 448ox
valeur conforme au résultat rl... 435537 79576 déjà trouvé. rc 9-80605 67243 ar. hi 25143 46819
ie Gare 35486.
CHAPITRE
Exewrce IV. Soit c=sin 8, et sin 20—+(n—1), n = V2. 668. Les fonctions calculées sur ce module jouissent de propriétés fort remarquables, ainsi qu'on l’a fait voir art, 162. Pout déduire € de la valeur
connue de sin 28, soit sin 29=—7, on aura
log sin 8 = log 17 + + 1G7 +. LE ES + ete.)
Soit encore R= + 7 (G + 7-2), on aura logR = log (77 +. -Voici d’après Re formule ie calcul du module c et celui de son complément à = À:
2c n—mt.s.. 941484 14525 o111 im... 9:33675 43156 36 (n—1}.. 9.65936 58103 16444 37e... 411461 16379 77 Dovssvse 0.30102 99956 63981 amy"... 3.45136 59536 sin 29.... 7.35833 58146 52463 my"... 8482 Tours 7.05730 58189 88482 |: EPA 3.45136 68018. Rosso is 2827 26686 Ces... 7-05730 Gio17 15168 Bussssee 9-90999 97172 73314.
Connaissant le module très petit e, et son complément à, on en déduira les termes suivans de l'échelle, comme il suit :
Cv. 6.795627 G1060 51187 P'.... 7.021510 499
(ic)... 3.51255 22121 02374 Me... 9:63778 431
APP 2827 26686 P
Posnsse 3.51255 24948 29060 1P.... 0.00000 00000 00023 Pissaus 46 6*.... 9.909909 99999 99977 TTTE 3.51255 24948 29014 Zoe. 0.1961: 98770 30152 6
See 3.21152 24991 65033 VE 0.00000 01413 6333r 5 (ic*}.. 6.42304 49983 30066 1°. 23 F'c... 0.19612 00183 93484.
iii 6.42304 49983 30089.
sr
D’après l’article 163, cette valeur de F'e doit satisfaire à l'équation... F'e= es F' sin 15°, c’est ce qu’on vérifiera aïnsi: = n=h1.... 0.35409 32673 80183 (ni)... 0.70818 65347 Go366 V27..... 0.71568 18820 79494
diff, ..... 9.99250 46526 80872 F'sin15°., 0.20361 53657 1262 F'e...... 0.19612 00183 93492.
Cette valeur s’accorderait avec la précédente jusque dans la 15° décimale, si on eût pris /F' sin 15° =—0.20361 53657 12612.
669. Pour trouver la fonction E'c, on a la formule réduite E'e = A F'e (1—r), ou simplement Eve F'c, boss. 9:09999 97172 73314 10... 46 F'e.... 0.109612 00183 93492 E'c..... 0.109611 97356 66852.
La fonction F'h se calculera par les formules À = + log +, F'h= ..
4.... 0.60205 99913 27962 . PAUSE 0.54958 6Go70o4 10184 c,.. 6.42304 49983 30089 M.... 0.36221 56886 99463 4h = 14.179901 49929 97873 Ve: 1413 6333:
LE PAPE RES F5... 0.91180 19004 72978 F'ce... 0.190612 00183 93492 Diff, .. 0.719568 18820 79486.
La différence de ces deux logarithmes répond à très peu près à ÿ/27, et en effet on doit avoir exactement F'= 3ÿ/3.F'c.
lireste à calculer E'# par les formules E'à = (1H A), Ac K° F8,
CHAPITRE Il
Construction et usage de la table des fonctions complètes.
670. Av moyen des méthodes précédentes on a calculé, pour toutes les valeurs de 8, de dixième en dixième de degré, les logarithimes des quatre fonctions F'e, F'b, E'c, E'b, approchés jusqu’à la quatorzième décimale. On a continué aiusi jusqu'a 15°; depuis 15° jusqu’à la limite 45°, on s’est borné à calculer ces logarithmes de demi-degré en demi-degré ; on a ensuite interpolé les termes trouvés, en insérant quatre moyens entre deux termes consécutifs, de sorte que la table s’est trouvée construite dans son entier pour tous les dixièmes de degré de l'angle du module.
Quoique les logarithmes calculés directement doivent être en général exacts, au moins jusqu’à la treizième décimale inclusivement, on s’est con tenté de marquer les différences comme si les fonctions F et E n’étaient
calculées qu'avec 12 décimales. L’interpolation de 15° à 45° a été faite dans le même principe.
Les formules dont on s’est servi pour cette interpolation, sont assez con=. nues; cependant nous les rapporterons ici, afin qu’on puisse plus facilement vérifier nos calculs.
671. La Table ayant été calculée pour chaque demi-degré, de 15 à 45 degrés, supposons que pour une valeur déterminée 8— æ, le terme A représente log F' ou log E*, avec ses différences successives, comme il suit :
a [A | d'A | da | ga | ga Pour insérer quatre moyens entre deux termes consécutifs A, A+ d'A, qui
répondent aux variables &, &æ +1, en prenant pour unité des variables un demi-degré, je forme d’abord les différences moyennes successives, savoir :
’ CJ 8 17 6 a=< TA, d'=# ge, a"=—— SNA, a"= = d'A ;
désignant ensuite par dA, d'A, d'A, dfA, les nouvelles différences de A qui auront lieu lorsqu'il y aura quatre moyens insérés entre A et A + d'A, . on aura les valeurs suivantes de ces différences :
dA — (a! — ga") — 24",
d'A = a"— f{(a" — fa"),
Connaissant les différences dA, d'A, d'A, d'A, on formera sans difficulté les quatre termes qui suivent A, et le cinquième qmi devra être le mème que le terme connu À + d'A , et qui servira ainsi à vérifier les calculs. Ces termes étant trouvés, on les terminera à la douzième décimale, en rejetant les deux autres, et on les insérera dans la Table formce de dixième en dixième de degré; on y joindra en même temps les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes (sl y a lieu } de ces nouveaux termes , lesquelles doivent s’accorder suivant une loi convenable , avec les différences précédentes; et si quelqu'anomalie s’y faisait remarquer, on en conclurait que dans le calcul d’interpolation il s’est glissé une erreur qu’il faut rectiñer.
672. Je remarquerai que lorsque les differences quatrièmes JA sont assez grandes pour que les différences suivantes JA aient quelqu’influence
dans les interpolations, il conviendra de prendre d'A — + d'A au lieu
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de d'A. En effet, les termes A et À + d'A étant censés répondre aux indices x =0, x = 1, si on calcule le terme intermédiaire qui répond à l'indice æ, la partie de ce terme due aux différences d'fA, SA, sera LT XL —3 hs 24 ; 1.2.8,4 (JA + — d'A); d’où l’on voit qu'on peut tenir compte des cinquièmes différences, en pre-
nant J'A + 274 au lieu de d'A. Mais comme d'A est censé très petit par rapport à d'A , si l’on donne à x une valeur moyenne +, le terme =7-4 JA se réduira à — Z d'A ; ainsi au lieu de JA, on pourra 5 10 prendre d'A — 7 JSA, ce qui sera suffisamment exact pour les valeurs
de x qui répondent aux quatre moyens, savoir, +, +, ?, À.
Ce moyen a été employé surtout pour les valeurs de F'e, depuis 45° jusqu’à 65°; passé 65° il a fallu tenir compte plus exactement des cinquièmes différences, ce qui a été pratiqué de la manière suivante,
673. On a fait d'abord le calcul entier de Pinterpolation, en ayant égard seulement aux quatrièmes différences. Ensuite pour tenir compte des cinquièmes différences, et jusqu’à un certain point des sixièmes , on a ajouté des corrections aux difiérens moyens insérés , savoir,
Au 1% moyen... + æ& (JA — 3 d'A), log æ' = 8.4071529 Au 2°.......... + @" (JSA — 2 4dfA), loge” = 8.4764258 Au 3°.......... + @" (JA —2JMA), lou a" = 8.3584482
Au 4.......... + a" (dJSA — 3 JA), he a" = 8.0516926
Dans ces expressions, la quantité — ? JA est la valeur moyenne de
2 d'A , laquelle s'obtient en faisant x = +. Quent aux coeficiens a’,
x — 2.7 — 3, ur:
a", a", a'", ce sont les valeurs de la quantité nee sé, lorsqu'on y fait successivement x = 3, +, ?, +.
674. Pour donner un exemple de ces interpolations, supposons qu'il s’agit d'insérer quatre moyens eutre les deux valeurs de log F' qui répondent aux angles 0=— 5795 et 8 == 58°0,
La Table des valeurs de log F', calculées de demi-degré en demi-degré, donne les résultats suivans pour le cas de 8 = 5395 :
5 Log Fi. | Diff L.. I. nr, | tv. | v. [vx
D'après ces données, les différences moyennes jusqu’au quatrième ordre, seront L
a=508 233 063.00, d'—1591 013.40, a"=6851.48, a"—61.8656; on en tire par les formules précédentes, | dA=505 090 725.90, d'A=1564 677.33, d'A—6460.29, d'A=61 .87.
Au moyen de ces différences, on calculera les termes intermédiaires comme
il suit :
Tr mr
Pour calculer ensuite la correction due aux cinquièmes et sixièmes differences, on aura d'A — 3 d'A = 2246 :, ce qui donnera les corrections à appliquer aux dernières figures des moyens insérés comme il suit :
in"... 4ao.go 2°... 824.13 3°... 364.98 4°.. 565.61
Cor. + 57-37 + 67.29 + 51.33 + 25.30 478.27 891.42 416.37 ©go.g1.
Les moyens ainsi corrigés sont, en supprimant les deux décimales, tels qu’ou les voit dans la Table générale construite pour chaque dixième de degré.
675. Si on voulait aller plus loin et étendre la Table à tous les centièmes de degré, ce qui en rehdrait les différences plus petites et l’usage beaucoup plus facile, il faudrait commencer par insérer un moyen entre deux termes consécutifs de la Table actuelle. On aurait ainsi une nouvelle Table calculée pour tous les demi-dixièmes de degré; il faudrait ensuite diviser chaque intervalle en cinq parties égales par quatre moyens, ce qui se ferait par les formules que nous avons rapportées. Ces interpolalions cependant ne pourraient être pratiquées avec succès que jusqu’à 80 ou 85 degrés au plus; elles pourraient être prolongées plus loin pour log E' que pour log F* qui augmente rapidement vers la fin de la Table. Mais comme la Table serà toujours de peu d'usage dans cetie extrémité, et qu'il est facile d’y suppléer par le calcul direct, on pourra laisser subsister la Tablé actuelle,
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calculée pour chaque dixième de degré, dans la pelite partie qui ne se prête pas facilement aux interpolations. L’inconvénient que nous remarquons ici dans la Table des log. des fonctions F', E', a lieu également, ou même à un plus haut degré, dans la simple Table des logarithmes des nombres, vers le commencement de cette Table, et jusqu’à une assez grande distance. Il a lieu également , et par la mème raison , dans la Table des logarithmes-sinus, pour les petits arcs; et dans celle des logarithmestangentes , il se fait sentir tant pour les petits arcs que pour ceux qui différent peu de go°. Dans tous ces cas, les inlerpolations ne peuvent être faites avec sûreté, et il faut recourir à des moyens particuliers pour y suppléer.
676. Pour avoir le milieu entre deux termes consécutifs A, Ar d’une suite dont les différences deviennent progressivement plus petites qu’une quantité donnée, il est bon d’avoir recours aux termes qui précèdent et qui suivent les deux termes proposés. Supposons donc que la suite dont il s’agit soit représentée comme on voit ici :
... A(—3), A(—2), A(—:), A, A1, A2, A3, etc.; et soit A+ le moyen cherché entre A et Ar, on aura
: A + A1 : A À co D Bi LE 8 2 ÉA(—2)+MNA(— 1)
A(3)= 2 2 8 2.4 32 1.3.5 #A(—3)+2%A(—2) 7 2.4.6: 128 Ter
Cette formule suit une loi très simple dont voici la démonstration.
Un terme quelconque A (x) peut en général être représenté par... A(1+d}, pourvu qu'après le développement de cette puissance, chaque terme Ad soit remplacé par d'A. Cela posé, on aura, suivant cette
notation , A(H=A(G+d), A+AI=A+A(I+d)=A( +) (+) ++) 1], D'A(—I HI AZ AIS) ASIA) (id) Cid) ET, MA(—2)+MA(—1) = AMI + dd) 5 (TE SH (x + d)"1,
elc.
Si donc l'équation supposée a lieu, c’est-à-dire, si en général A (+) est de la forme
32 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, A (+)=p(A+Aï) +p [O'A (—1)+ d'A] + p'ENA (— 2) d'A (—1)] +etc., Ps P'; P'; etc., étant des coefliciens constans ; il faudra, en substituant les valeurs précédentes, qu’on ait PS EE identique
GHHUEN TS FPtepe tp tr" ‘a+ FD és Soit = z; si on élève au —.. le premier membre de cette équa-
. « F 1 + à tion, il deviendra TEFTFF— TS ; donc on doit avoir TGS =P +2 + pa + p' + etc. ;
or cette équation est satisfaite généralement au moyen des valeurs suivantes ,
’ : 3.5 Pp=: P=—:.(:), p = 17. (4), p'= — rs. (4), etc. Ces coefficiens donneront donc aussi la loi générale de lexpression de
F4 reste, cetle expression sera toujours si convergente, qu'il suflira de prendre les deux premiers termes, ou tout au plus les trois premiers. 677. Veut-on, par exemple, calculer la valeur de log F' qui répond à Vangle du module 8 = 61° 05 ? On prendra dans la Table les valeurs suivantes :
s =.0.679 154 377 209 35 = 0.339 577 088 Go4.5 d'A(—1) = 1 821 030 d'A = I 1 829 864 864
= 3 650 894 E Bs'=— 228 180.9
RENE
Atos 0.466 078 604 921.92 s = 0.931 051 795 984.27 1 s = 0.465 525 897 992.13 d'A(—1)... 6 555 790 A ssrences 6 643 169 ne 13 198 959 75... — 824 934.94 JMA(—2). 1 894 dMA(—1:).. 1 957 | Ce 3 851 es... + 43.13
Milieu cherché... A (1) = 0.465 525 073 100.32
679. Ayant expliqué La construction de la Table des fonctions complètes, et les moyens de l’étendre jusqu'aux centièmes de degré, ce qui serait un travail fort utile sans être bien considérable, il nous reste à montrer les usages de cette Table, c’est-à-dire à faire voir comment, pour une valeur donnée de l'angle 8, non comprise dans la Table, on trouvera les logarithmes des fonctions F° et E', approchés jusqu’à la douzième décimale ; et réciproquement, comment du logarithme donné d’une de ces fonctions, on déduirait l'angle da module 4, et le module lui-même c.
Et d’abord , si au lieu de donner l’angle 8, on donne le module c ou son complément à, il faudra en déduire l’angle correspondant 8 avec toute la précision nécessaire, pour que les quantités négligées n’influent pas sur la douzième décimale de log F ou log E. Cet objet mérite uu examen particulier.
Comme nous supposons toujours € << b, il sera plus exact de déterruiner l'angle 8 par le moyen de son sinus € que par le moyen de son cosinus à ; cela est vrai surtout si l’angle 8 est d’un petit nombre de degrés, parce qu’alors une petite erreur sur cos À en produit une assez grande sur Î. Ainsi en général si on donne à la fois log c et log b, il faudra déterminer l’angle 8 par le moyen de log c.
Si l’on veut déterminer à dix décimales seulement, les fonctions F', E', en négligeant les deux de plus que donne la Table, il suflira de chercher l'angle 8 par les Tables de Vlacq ou de Vega, et en ayant égard aux secondes différences, Ce calcul n’a pas besoin d’autre explication; seulement
après avoir trouvé l’angle 8 en degrés, minutes et secondes, il faudra tout réduire en dixièmes de degré, et parties décimales du dixième de degré, puisque le dixième de degré doit servir d’unité dans les calculs d’interpo- ‘ lation.
680. Mais si on veut exprimer les logarithmes avec douze décimales, comme sont ceux de notre Table, alors l’angle 8 ne peut plus se trouver avec une précision suflisante par des Tables à dix décimales, telles que celles de Vlacq ou de Vega.
Dans ce cas, il faudra employer les Tables de la Trigonometria Britannica, qui sont calculées pour chaque centième de degré avec quatorze décimales. Soit a l’angle de cette Table le plus approché de l'angle cherché 8, et soit
lsnô—=/snat+r.
De là il faut tirer la valeur de 8 — a. Or en regardant 8 et r comme
dà M di __M°sin3 seules variables, oma%=Mtangl, nt LE nr RL
4 __ M°(c0*6 + 3sin°6) . WG +2 sin" 6) ro E cost 4 cos! # ces coefliciens ê = a, on aura par la formule de Taylor,
8= a + Mr tonga (1 +=. EP ARET DE ++ ete. ).
Et pour évaluer 8 en degrés, soit Ô— a + x, et R° le nombre de degrés compris dans le rayon, on aura R°x = R°Mr tang a (: = = : D tie. ue a+etc. c.) Cette formule se réduira le plus souvent à ses deux premiers termes, et alors le calcul en sera très facile. Quelquefois la différence r sera assez grande pour qu’il faille tenir compte du troisième terme ; mais pour avoir besoin du quatrième, il faudrait que à fût très petit, et alors il y a uu autre moyen de déduire Farc de son sinus.
conviendra dans ce cas d'employer la formule
log 8 = log sin 8 + ee sin* 0 + ee sint 8 + Be sint 8 + etc., ou, en convenant que les nombres renfermés en parenthèses sont les lo garithmes des coefliciens, log 0 = log sin 8 + sin 8 [ 8.85963 30609 ] + sint 0 [ 8.42390 450 ] + sin° 6 [ 8.16523 46 ] + etc,
tang 8; faisant ensuite dans
CHAPITRE II. 35 et pour que 8 soit exprimé en degrés, il faudra ajouter à ce logarithme la constante 1.975812 26324, qui est le logarithme de R° ou de 2,
11 faut maintenant montrer par quelques exemples , l’usage de ces formules.
682. Exemple I. Étant donné le module ce = sin 9 = ÿ/2 — 1, dont le logarithme = 9.617322 43146 G214, on demande l'angle correspondant 8 exprimé en degrés et parties décimales de degré.
Par la Trigon. Britan., on trouve l’angle approché à = 24° 47, qui donne
l'sin a = 9.61922 76371 2662 l'sin 8 = 43146 6214 r _ 33224 G448.
Il faudra ensuite calculer les différens termes de la valeur de x, d’après la formule de l’art. 680. Voici ce calcul :
Mr... 4.88367 60354............. 488367 60 R°... 1.795812 26324 cos" 4..... 9-91825 29 tanga... 9.65810 11701 4.96542 31 1)... G.29989 98379 2... 0.30103 00
1)... 6.290989 98 2)... 0.096429 29 On voit par la petitesse du second terme 2) de la valeur de x, qu'il
est inutile d’avoir égard au troisième ; ainsi des deux premiers on conclura la valeur de 8 comme il suit :
Cette valeur de 8 est plus exacte qu'il ne faut pour que l'interpolation de
la Table donne douze décimales exactes.
LP
On aurait trouvé la même valeur de 8 par la simple interpolation de la Trigon. Britan., en ayant égard aux secondes différences.
683. Connaissant la valeur de 8, si l’on veut avoir la valeur correspondante de log F', on prendra dans notre Table les données suivantes qui répondent à l'angle & = 24° 4.
a A A. MA.
SA
et on aura à calculer la formule suivante dans laquelle............. x = 0,69800 52070 2,
A(x)= À + x (JA — TE (A — IE (JA — TE JA.
Pour calculer cette formule je fais successivement
J'Ax = SA — 7e J'A, = = 0.57, d'Ax = d'A — = d'Az, = = 0.434 0, d'Ax = d'A — = d'Ax, — = 0.150 997 4,
A(x) = A -+ xd'Ax,
d’où résulte
d'Ax = 765.1 d'Ax = 745 383.0 d'Ax = 168 159 756.1 A = 0.216 198 561 348 xd'Ax... 117 376 385.4
A(x) = 0.216 315 937 728.4 = log F',
valeur qui s’accorde parfaitement avec celle que nous avons trouvée cidessus, n° 663.
La notation dont nous nous sommes servi dans cet exemple, exprime en général les différences corrigées successives J'Ax, d'Ax, d'Ax, etc., qui, dans chaque ordre, permettent de négliger les différences des ordres ultérieurs. On a donc exactement d’après cette notation
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A(x) = À + xd'Ax, A(x) = À + d'A + =" J'Ar,
A(x) = À + ad + EE JA + ES JA x.
etc.
684. Ex. 11. Étant donné log c ou log sin 8 — 8.55535 52881 1312, on demande l’angle 8 exprimé en degrés et parties décimales de degré.
On peut encore trouver cet angle d’une manière suflisamment approchée par la Table de la Trig. Brit.; on a d’abord a = 2°06,
log sin a = 8.55565 10170 2887 log sin 0 — 8.55535 52881 1312
On fera ensuite le calcul de la formule de l’art. 680, comme 1l suit :
Mr... 6.83310 94797 ....... 6.83310 948 tang a 8.555093 17782 cos’ a.. 9.99943 848 R°... 1.735812 26324 _— + 6.83367 100 q —= HSE 2 0.334a (1)... 7.14716 38903 0.30103 000 g........ 9.521400 6 a.... 6.53264 100 a... 6.53264 100 Dre. 6.83367 1: (2)... 3.67980 489 Diissvses 6.35:67 7 b.... 6.35767 7 ’ (3).. 0.03748 2 a + (2)... 2°06000 04784 150
. 8 — 2.05859 71351 198 D'après cette valeur de 8, nous chercherons par interpolation la valeur de log F’'; pour cela nous preudrons dans la Table les nombres suivans correspondans à 2°0.
À = 0.196 252 187 490.54, d'A = 13 563 20, d'A = 662 025, d'A = 54, MA =
Cela posé il faut faire x = 0.58597 13512, et on aura
d'Ax = 52.8 32 A | d'Ax = 662 000.1 Â Sa d'Ax = 13 426 676.5 = d'Ax 24.9 xd Ax = 7 865 647.8 — ‘ A —o0.196 252 187 490.5 —5— d'Ax = 137 043.5 log F'e = 0.196 260 055 158.5.
Cette valeur s’accorde dans les douze premières décimales avec celle que nous avons trouvée directement, n° 667. De là on voit que l’interpolation, méme pour des angles assez petits, donne des résultats suflisamment exucts.
En général, dès qu'on aura déterminé l'angle À avec une précision suffisante, soit par la formule de l’art. 680, soit par celle de l'art. 687, l'interpolation de la Table des fonctions complètes ne souffrira de difficulté que vers la fin de la Table, lorsque l'angle du module est très près de l’angle droit. On peut y suppléer alors par les formules directes dont le calcul est d’autant plus facile que l’angle du module est moins différent de langle droit. Mais si on veut résoudre le cas dont il s’agit par des interpolations qui ne soient sujettes à aucune difliculté, on y parviendra par le moyen que nous allons exposer.
685. Il s'agit en général de trouver les logarithmes des fonctions F'#, E'à, lorsque 2 diffère peu de l’unité ou lorsque son complément c est le sinus d’un angle d’un petit nombre de degrés. Dans ce cas on trouvera aisément, par les interpolations, les fonctions complémentaires F'c, E’c, et c’est par le moyen de F'e qu’il faut déterminer F'à et E'Z.
Pour cela j’observe d’abord que dans le cas dont nous nous occupons, on pourrait supposer b°® — 1; mais nous nous contenterons de supposer be = x, afin que la solution s'applique à un plus grand nombre de cas; alors les formules générales donnent (art, 654).
Kk= (7), Fe—=:7K, Po = KM jog £.
Li faut donc chercher si l’on peut exprimer F'& par les seules données 6, c, F'e, sans avoir recours aux auxiliaires D°, b°°, co,
D'abord K est connu par la valeur K = ee. Soit ensuite ©—x, ... e® = y; des équations DK* = b°b%, cb — 2V/(bc°), cb = 2y/(bc°*),
CHAPITRE I. 39 ec = 24/(b%c*), on déduira
CERCLE S = +cki/(5),.
cbr = 1 Ko Vbx = 2 VE.
Cette dernière étant quarrée donne Kfc*bx = 16b°y; quarrant de EE etsubstituant la valeur de &°, on aura K'ctbx* = 7", = “3 donc 7° = >. bzx. Cette équation ne suflit pas pour déterminer x et y; mais on a d’ailleurs Er fi y} = Le 2: de là on tire
ge RS à Rte (De), K18
J=— {ie
Soit K'°è = &t, cette dernière équation donners À = (S z) 4; mais
LS) arm(E) (GE) (7 do
F5 — MK log É- ()i].
Soit € = (x
& ps) , et on aura enfin
a = y(K*), F6 = MK log (2) sis ét fae)
Aiosi on voit que dans le calcul de log F'h, il n’entre que les quantités 6, c, K, dont on a les logarithmes, de sorte qu'on évite ainsi l’interpolation directe pour F'#, laquelle est ramenée à Finterpolation de F'e qui n’a point de difficulté.
686. Pour juger de l'exactitude de cette formule, nous prendrons . ... c= sin15°, et nous donnerons à log K Ja valeur exacte jusqu’à quatorze décimales, qu’on trouve par le caloul direct, et que d’ailleurs la Table donne immédiatement. On aura donc les données
. 4 « Au muyen de ces données, le calcul de 4 — ä log se fera comme
goes
il suit :
4... 0.60205 99913 2796 V/b... 9.990247 18890 5135 c... 9.512099 62305 6934 K... 749 54886 8247 4... 1.18906 37607 5862 a... 9-99906 79777 3382 CRUE À 0.00749 54886 54886 _8247 ss bé sd ’ log = = 0.00001 63111 3309 = p kK't- 18156 82720 7615 log 6 = 3 Mp*
æ... 9-99998 36888 GGg: P..+ 5.21248 413
RM NE REP p"... 0.42496 826 K': ‘18158 45832 0924 3M... 0.237527 695
Cette valeur de } s'accorde exactement avec celle que donnerait... ä log _. , calculée par la méthode directe, jusqu’à la quatorzième déci-
male. Ainsi en la subslituant dans la formule F'5 — KMA, on aura de même une valeur de log F'à exacte, jusqu’à la quatorzième décimale, et qui satisfera à l'équation F'8 = ÿ/3.F'e, exprimant une propriété particulière de ces fonctions.
687. Si notre formule donne des résultats aussi exacts que la méthode directe lorsque l’angle du module est de 15°, à plus forte raison aurat-elle cet avantage lorsque l’angle du module sera moindre; en général le degré d’approximation avec lequel F'# sera déterminé , dépendra de celui avec lequel on connaît la quantité K ; et comme K peut toujours, par l’interpolation des fonctions F'e, être déterminé jusqu’à la douzième décimale, il s’ensuit que h et par conséquent ZF'& sera déterminé avec la même exactitude,
Connaissant F'e, E'c par l'interpolation directe, F'& par le calcul précédent, il restera à déterminer E'‘b, ce qu’on pourra loujours faire par l’équa-
tion des complémens = = F'cE'b+F'#E'c—F'3F'e, Ainsi on a les moyens
de suppléer à l’interpolation qui ne peut se pratiquer que difficilement dans les dernières colonnes de la Table.
Il est remarquable que la valeur À = log SA offre successivement les cKa6
différentes opérations à faire suivant les différeus cas indiqués dans l’art. 645.
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Ainsi dans le cinquième cas, si € est tellement pelit qu’on puisse négliger 1 — d ou log &, on aura simplement = log f; dans le quatrième cas, où 1 — à° seulement est négligeable, on aura h = log +; dans le troisième cas, où l’on ne peut négliger que 1 — #°®, il faut un facteur de plus dans la valeur de k, et on a = log ; enfin si on tombe dans le second cas, où 5 — 4°% seulement peut être négligé, il faudra encore
ajouter le facteur 6, et on
aura À = log Le
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Méthodes générales pour former une Table des valeurs de l'intégrale U = fude.
688. Nous supposerons que 4 est une fonction donnée de Ja variable ®, et que celte fonction est telle qu’en faisant varier @ d’une quantité constante &, les différences successives de la fonction & diminuent continuellement et finissent par être entièrement négligeables. On peut toujours prendre æ assez pelil pour que cette supposition soit admissible, quelle que soit la fonction #, pourvu qu’elle reste toujours finie dans toute l’étendue des valeurs de @ que l’on considère; et la différence æ pourra être fixée dans chaque cas particulier, suivant le degré d’approximation avec lequel on veut exprimer les fonctions U.
Nous désignerons par U, U', U”, etce., les fonctions qui répondent aux variables croissantes ®, @+æ, @—+ 24, etc.; et semblablement nous désignerons par U, U°, U®, etc., les fonctions qui répondent aux variables décroissantes ®, ®—æ, g—2æ, etc. Cela posé, la Table qu'il s’agit de construire pour la fonction U et ses différences successives, pourra être représentée, daus l’une quelconque de ses parties, comme il suit :
Variable. | Fonction. | Diff, I, Il. IL 1.
p— 3m Ut | gUve | asie | Jouer | jiUos g— 22 | Uw |aUc | gUe | giUe | JiUeo p— «ll Ue {ave |æu | Sue | ue
o U AU [eu | AU |
e+ «| v' au |æu | AU’ | AU’ @ Hazl U* [ou ur | su" | au e + 3e U"” |au" | uv” | su” | au”
La première colonne contient les valeurs de ®, formant une progression arithmétique dont la différence est æ; la seconde colonne est celle des valeurs correspondantes des fonctions U. On a placé sur la même ligne que ® et U, les différences successives JU, d'U, d''U, etc.; et par cette disposition, chaque ligne sert à former la ligne inférieure, au moyen de la loi connue U'= U + JU, dU'= d'U + d'U, MU! = JU + JU, etc.
Il s’agit maintenant de faire voir comment, étant donnée la fonction &, on peut calculer les différences successives qui servent à former la Table des valeurs de U. Pour cela nous ferons usage d’un algorithme qui a l'avantage de conduire rapidement aux résultats que nous voulons exposer, et qui a surtout celui d’en faire connaître la loi de la manière la plus “pie et la plus générale. Cette notation, au reste, qui ne s'applique qw aux sommes et aux différences, considérées dans leurs combinaisons linéaires seulement, est fondée sur les mêmes principes que celle qui a été indiquée par Lagrange dans les Mémoires de Berlin, ann. 1772, et qui a été depuis reproduite sous beaucoup d’autres formes par différens auteurs.
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de ad, on convienne que chaque terme Uæ“d* sera remplacé par æ*. _. Daus celte hypothèse, on aura successivement U'= Uesd, L'= U'ed, U"asU'esd, etc; de là résultent les différences premières, JU =U(e“d— 1), d'U' = U'(e“d— 1), d'U"= U"(exl— 1), eic.; celles-ci donnent les différences secondes, d'U AU (et 1) =U(ed— 1}, d'U'= JU'(e#4— 1)=U(et—i}, d'U"= J'U"(esd 1) = Ut 1}, etc, ; et en général on aura d'U= U (ed 1}.
Au moyen de cette formule, la différence finie d’un ordre quelconque de la fonction U peut s’exprimer par les coefficiens difiérentiels de cette même fonction. En effel si on suppose (“—1) = 2" (1+A'x + Az + A‘ + etc), on aura en même temps
ñ 0) d'U 1e +5 d'AU d'U= a". Tr + A'a PSE
Avant, DE + etc.
690. Réciproquement on peut exprimer les coefficiens différentiels D T D etc., d’une fonction U, par le moyen des différences finies de cette fonction, prises en donnant à la variable @ l’accroissement constant a.
Pour cela je réduis l’équation symbolique JU = U (e*t — 1) à la forme d'=ed—;;
ad= log (1 +),
j'en üre
et aUd ou |
ar = U log (1 + d').
Cette nouvelle équation suppose qu'après avoir développé le second meri-
bre suivant les puissances de d', chaque terme Ud” sera remplacé par la diférence d'"U; on obtiendra ainsi
a D = JU — à SU + JU — 1: JU + etc.
C'est la formule connue qui sert à exprimer le coeflicient différentiel d’une fonction par les différences successives de cette fonction. Ainsi æ étant assez petit pour que la suite des différences JU, d'U, JU, etc., soit très convergente , on déterminera le coeflicient a avec toute l'exactitude qu’on
peut désirer.
691. Si dans l'équation symbolique & D = U ie (1 + d), on met
pa à la place de U, on aura ddU dU d’où résulte “+ — U l (x + d).
On aurait de même a 2U F” =UP(1+d),et en général,
a" % x =Ur (+0);
de sorte qu'un coeflicient différentiel quelconque _ peut s'exprimer fa-
cilement par les diflérences finies de la fonction U, en supposant connu le développement de £* (1 x) qui désigne la rilance n de {(1 +x)
En effet si l’on a Æ# (1 + x) ou At(rn + gent ep etc.) = 2" (1 — Nix EN gt me N°1 2 etc. ),
on pourra en conclure
a" Dr = d'U — N'dtU Nr et eU — etc,
692. Supposons maintenant qu'on ait U= /udg ou D = u, la valeur de au exprimée par les différences successives J'U, d'U, JU, etc., sera au = d'U — + JU + + SOU — etc.
Dans le cas où lon veut construire une Table des valeurs de U , la quantité w est connue pour chaque valeur de @, et en faisant varier ® de
CHAPITRE HL 45 æ, on connaîtra les différences successives de w. D’après ces différences , il sera possible de déterminer en général la valeur de JU.
+ La En effet, soit au = p el GES
TEIs ir — = 1! + k'x + K'x° + A" + etc, , l'équation précédente donnera dU= p + Kdp + K'dp + k"dp + etc.
Ainsi d'u se déduit des quantités données p, d'p, d'p, etc., par une suite dont la loi est connue.
Cette même suite donnerait les différences ultérieures d'U, JU, etc.,
par les formules
SU = dp + Kd'p + K'Sp + etc,
SU = dp + KMp + etc.
Mais ces suites, pour déterminer JU, JU, d'U, etc., peuvent être rendues plus convergentes par un moyen très simple.
693. Soit v ce que devient la fonction 4, lorsque au lieu de @ on met ®++iæ; on aura suivant la notation précédente,
v=u(i+d}, pourvu qu'après avoir fait le développement du second ml suivant les puissances de d', on remplace chaque terme ud" par Te. De là résulte &v = au (1 + d')°, et parce que au = Ul(1 + d'),
on aura | œ=U(i+d} l(1+d).
Mais en effectuant le développement jusqu'aux de on a (1x) L(1+x) = a+ xt — donc |
aw=dU— > SU + 7x SU — 1 JU + _ JU — ete.
—— 2° + Ds etc. ;
Conservons le premier terme d'U de ce développement, mais substituons dans les termes suivans la valeur U = U° + gi nous aurons
av= dU — ï d'C° + “ d“U° — x d'U* + etc.
Dans cette suite, conservons les deux premiers termes d'Ü — —, 5 °L?, et
substituons dans les suivans U°° + JU* à la place de L°, nous aurons de nouveau
av = d'Ü — a SU + d'U°° — etc.
Cette suite prend ainsi une forme très convergente, mais il reste à s’assurer de Ja loi que paraissent indiquer les premiers termes, et à déterminer d’une manière générale celle de leurs coefliciens. 11 faut donc faire voir qu'au moyen des coeficiens »#, n", n°, etc., dont la loi sera déter-
minée, on aura généralement av = d'U — n'd3U° + n"d'SUe — n"J'Uese LE etc.
694. Reprenons pour cet effet l'équation symbolique æ = UU( 1+ d') ou au =Ul(1+d), on en tire
aud s — aud? es aud" AU= 5) d'U=; DE PU= GET) etc Mais d’un autre côlé on a
L —— U92 — D. Uoo ÆŒÆ ———— —, e + ST. — G+3)? "= (1+d)? We ; donc
— aus CE ALICE DS US —= au
GI 7G
STE ET) etc.
De là on voit que la suite JU — #'JSU° + n'JSU® — etc., est représentée par
aud ’ aud' # aud5 pe aud’ CE NT CET CE A CT DIT CE "TD RS CT) LI [C7 *) ES Si donc on veut Li cette suite soit équivalente à æv qui est représenté
par au (1 + d'), il faudra qu’on ait l'équation .
à Eh l{i+d)= —n. 7 + etc.
( q+d)s q+2)s a +4 (x av
CHAPITRE IL. 47 Soit 1: = 2°, le second membre devient 3 — n'2% n"25 — etc., et le
premier se réduit à 2/[:2+ {1 ++3)]. Or on sait que _1#,13x 1 RS 5 x’
log[x+ (1 += fi à. 2.4.0 late x et qu’ainsi la quantité 2 log [13 + V1 + 22)] se re en cette suile;
‘ 1 = 1.3 2 1.3.5 =! Lo sr Ta bn 5 té je vec; donc l'équation supposée a effectivement lieu en donnant aux coefliciens n',n",n", etc., les valeurs *
4 4 fs R = Hs NW = —#s Cl.
2° 3.2 ? 2.4" 5.21? 2.4.6 ° 7.21? , donc on a en général,
av = JU — 1,7% SE Me etc.
série qui procède suivant une loi évidente, et dans laquelle chaque coeficient est moindre que le quart du précédent.
695. Si on fait æv —P, et qu’on désigne par P°, P*, etc., ce que devient la fonction P lorsqu’au lieu de @ on met ® — x, ®— 24, etc., on déduira de léquation précédente une valeur de JU de la forme
JU = P + m'd"P° + m'gMPe LE mA Pos LE etc.
et les cuefliciens #7, m”, m"", etc., se déduiront des coefficiens #, »#", n'", etc., au moyen du développement de la fraction
- ï in — 2 = 1 mx + m'a mx + etc.
1—n'x + nr — n°2 + etc. à x te. ,
de sorte qu'on aura
; , F I M =R—=—, (71 CN 7 17 n'=mR ne — x, 5560 6 M — mn — min" En" = ET, 967680 *
etc.
Ainsi la valeur de d'U s'exprime par la fonction P, au moyen de l'équation générale
JU= P +} dope — 7 Jupe 4 D J'épe — etc.
laquelle pourrait être continuée, suivant la même loi, aussi loin qu’on voudra. :
696. L’équation par laquelle la fonction &v se déduit de U, peut être représentée ainsi ,
av = aÙ [id +y(i+id")],
pourvu qu'après avoir développé le second membre suivant les puissances de d', on change Ud', Ud*, UdS, etc., respectivement, en d'U, d'L>, dSU°", etc
Au moyen de cette équation, on en peut former d’autres non moins remarquables.
Désignons par U (9 + 1æ) ce que devient la fonction U ou U (æ), lors-
qu'au lieu de @ on met @ + À æ; alors on aura v — ET. et l’é-
quation précédente donne a RS) LU ILE d + (1 +4)
Dans celle-ci mettons encore @ + 2 & au lieu de @, nous aurons
dU “
a EE QU (g+Le) Ur + (+30); différentiant de part et d’autre par rapport à @, et observant que U(@+ «) n'est autre chose que L', on aura
ddU'__ dU(p+is);, | a Tea. Gi [id + vi +3 9)], ou en substituant dans le second membre la valeur de 9, ddU' :
a Tr = AU PES + (a +4 d)].
Mettant dans celle-ci 9 — # au lieu de @, on a enfin
ddU :
Te où a D AU ML + (142 0")] Supposons donc qu’on ait 42 [Ed + y/{(14+2 d")], ou
1 à 143 d° .3.5 (—s ss + — TE: 13 + etc. Ÿ | = Je — NOM NO — NO + etc. ;
et la vraie valeur de «* + déduite de notre équation symbolique, sera
CHAPITRE HI. | 49 Te JU" — N'J'AU ee JL N'SUee — NU LE etc
697. Réciproquement on tirera de cette équation la valeur de d'L* exprimée au moyen de la fonction donnée æ* 5 que nous désignerons par Q; cette valeur sera de la forme
d'Ue =Q + M'dQ + M'dMQ° + M"d4"Q" + etc.,
dans laquelle les coefficiens M’, M", M”, etc., se déduisent des coefliciens N’, N’, N°, etc., au moyen de l’équation
RE = 1 M Mat + MM cp etc.
On voit aussi que ces mêmes coefliciens pourraient se former par . quarré de la suite déjà connue, au moyen de l'équation
(reme m'es mas ele, = 1 4+-M'x + Mat Jp Ma -petc.
On aura de cette manière,
M——, M=— rs etc.;
ce qui donne enfin d'Le=Q + = d'Q — Ts DQ + orge 0" — etc.
698. L'analyse précédente nous a conduits à deux formules très remarquables; l’une pour calculer la valeur de d'U par le moyen de la quantité connue P = av, où v est ce que devient 4, en mettant @ + + «& au lieu de @; l’autre pour calculer la valeur de d'U* par le moyen de la quantité
du connue Q = «&* %
La première formule est
AU=P+ 3 Pi pds SP + De d'Pee — etc.
et la loi générale de ses mes est la mème que celle de la suite
+ —pE a + X° — etc.,
qui vient du développement de la fonction
TL — 5357 — ; 1 x 1.3 + 1.3, “ FRS PR PET ET st ss
la seconde formule est 1 1 31 d'U=Q+— d'Q — 3% NO + x d''Q"°—etc., et la loi générale de ses coefliciens est la même que celle de la suite 1 HT ee + pags a" — ete.
qui est le quarré de la suite précédente 1 + He — 5 x* + elc., ou qui vient du développement de la fonction T*.
699. Les deux formules dont nous venons de parler fournissent deux méthodes différentes pour construire une Table des valeurs de l'intégrale U= f'ud?, correspondantes aux valeurs de @, formant la progression o, æ, 24, 3æ, etc.
Suivant la première formule , il faut calculer les valeurs successives de la fonction donnée P = av, » étant ce que devient & lorsqu’au lieu de ® on met ® + À æ. Par cette substitution, P est toujours regardé comme une fonction donnée de @, qu’il faudra calculer pour chaque valeur de @ comprise dans la Table. Ainsi pour les valeurs successives ®, + a, ®+2a, etc., on aura les valeurs correspondantes P, P’, P", etc., et ees valeurs étant portées dans la Table, chacune sur la même ligne horizontale que la valeur de ® à laquelle elle correspond, on en déduira lenrs différences
premières, secondes, troisièmes et quatrièmes , dont on fera autant de colonnes séparées, comme on le voit dans le tableau suivant :
® — 24@ po JP d'peo d “Pos d'Po ® — aœ|pPe | JPe | J*Ps | JP | JP ? P | SP | JP | MP | Je
+ ap |4P |gep | 4 ® + aa | P | SP” | gp”
@ + 32 | P” | gp”
P+ fa | P"
Chaque colonne se forme de la précédente par soustraction , et reuferme un terme de moins, de sorte qu'il faut que la colonne des P ait été prolongée jusqu'aux P‘", pour que la différence d'P puisse être connue et placée sur la ligne des ® et P.
Lorsqu'on aura formé pour chaque valeur de la variable &, les quantités P, JP, d'P, d'P, MP, on en conclura pour la même variable ?, la
d CHAPITRE HI. 5x valeur de la différence JU, laquelle sera
dU—P +Z g d"P* — Fée d'Poe etc.
500. Ï] faudra faire attention aux indices qui affectent les différens ter-. mes de cette formule, et en vertu desquels le d'*P* doit être pris dans la ligne immédiatement au-dessus de celle où est P, le JP% une ligne encore au-dessus, et ainsi de suite,
En général, l'intervalle & doit être pris assez petit pour que la suite précédente soit très convergente et qu'on m’ait besoin que de ses deux premiers termes P + . d'P° ; le troisième — 5e °'P° servira seulement à diriger approximation pour savoir précisément sur combien de décimales on doit compter, et il faudra par conséquent que ce terme soit momdre qu’une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on veut s'arrêter dans la valeur de d'U.
Il pourra arriver cependant que dans, quelques parties de la Table qu’on veut construire, le terme dont il s’agit soit d’une où de plusieurs unités décimales du pr ordre ; alors il faudra en tenir compte, et juger de ce
qu'on néghge par le terme suivant de la série qui est + TE ju d'P*, ce
qui obligerait de prolonger la colonne des différences jusqu’au sixième rang
701. Ayant fixé d'avance le nombre des décimales avec lequel on veut exprimer les différences JU , on calculera S CE N en se bornant au nom
bre de décimales fixé. et négligeant le reste de la division par 24; mais pour plus d’exactitude, il sera bon de prendre toujours l’entier le plus approché du quotient, et de tenir compte du reste dans l'opération suivante. Supposons, par exemple, que d*P° divisé par 24, donne le quotient g et le reste r; alors dans l'opération suivante, pour former AU”, on divisera d'P + r par 24, ce qui donnera le quotient g’ et le reste r’, et ainsi de suife. Cette manière d’opérer, dont nous avons fait l'épreuve, donne des résultats plus exacts et empêche les erreurs de se multiplier. Nous distinguerons cette première méthode par le nom de Méthode des ordonnées moyennes , parce que l’ordonnée » qui sert à former l’auxiliaire P= av, répond à la variable @ + + æ, moyenne entre les deux valeurs consécutives ® et ® + «; elle suppose que la quantité P est calculée pour chaque valeur de @, avec une grande précision, et même avec une ou
deux décimales de plus qu’on n’en veut avoir dans la valeur de U; or a quantilé P , peu différente de la différence première d'U, est souvent d’une grandeur telle qu’il faudrait la calculer par des Tables de logarithmes à dix décimales, ce qui rendrait les opérations fort longues. Si l’on se propose, par exemple, de calculer les fonctions elliptiques E et F avec dix décimales, et pour des amplitudes croissantes de demi-degré en demi-degré, les différences JF, d'E devront être calculées avec douze décimales, et elles contiendront le plus souvent dix chiffres significatifs, ce qui exigera l’emploi de logarithmes qui aient au moins dix décimales.
702. On pourra ordinairement obtenir des résultats aussi exacts et avec
moins de peine, par le moyen de la fonction Q = «* e qui sert à déterminer les différences secondes d'U. C’est l’objet de la seconde méthode que nous ayons à exposer.
Il faudra alors foire usage de la formule
PU = Q + d'Q — 7 diQ + pr d'Q® — et. , et on prendra & assez petit pour que la suite se réduise sensiblement aux deux premiers termes, ce qui aura lieu si le troisième Ts 70° est partout moindre qu’une demi-unité du dernier ordre de décimales auquel on s'arrête dans le calcul des quantités d''U.
On voit qu’en attribuant une valeur déterminée à @, et prenant la quantité Q sur la même ligne, il faudra prendre d*Q° sur la ligne supérieure
pour former la somme Q + _ d"Q°; cette somme représentant d'Ue, de-
vra être portée également sur la ligne supérieure qui répond à la variable @ — à.
La colonne des d'U étant ainsi formée , il restera à avoir la valeur de d'U correspondante à @ = o, et c’est ce qu’on obtiendra immédiatement par la première formule. Au moyen de cette valeur et de la colonne des différences secondes, on formera la colonne des différences premières AU, et de celle-ci on conclura de même par addition, les valeurs successives de U.
703. Cette seconde méthode sera en général d’une pratique plus facile que la première, parce que la fonction Q est beaucoup plus petite que P et n’a pas besoin d’être déterminée avec un aussi grand nombre de chif-
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fres significatifs, ce qui permettra d'employer pour ces calculs des Tables de logarithmes moins étendues.
Cependant comimne les erreurs des différences secondes s'accumulent suivant la progression des nombres triangulaires, dans les résultats qu’on en déduit pour les fonctions principales, il faudra en général exprimer les quaulités Q avec une décimale de plus que les quantités P; il faudra aussi, dans le cours de l'opération, calculer directement à des intervalles déterminés , la différence première JU, afin de vérifier et de pouvoir corriger les résultats produits par les différences secondes.
Nous donnerons ci-après quelques autres préceptes pour tirer de ces méthodes le plus grand degré d’approximation qu’elles peuvent offrir. Nous n’ajouterons ici que le tableau de l’opération qu’il faut exécuter pour ajouter un lerme à Ja colonne des U.
704. Voici, dans la première méthode, le tableau figuré de Pétat où le
calcul est resté, après avoir trouvé la valeur de la fonction U qui répond à la variable @.
me
Variable. |Fonction.| Diff. I. [Auxilioire.| Diff. 1. | 11.
® — 3 Uooo d'U® poco d'Pos d'‘p°°° ® — 24 Lee d'Uc pos d'pee d'Poo ®— a! L° d'U° P° d'Pe | Jspo ? U | AU | P SP
Dans ce dernier état, les colonnes sont terminées, comme les barres l’indiquent, par les termes ®, U, d'U°, P, J'P*, JP. Pour aller plus loin, il faut calculer l’auxiliaire P' ou æv° qui répond à la variable @ + æ; connaissant P’, on formera dans les colonnes suivantes les termes d'P, J'P°; d’où l’on tirera dU = P + +: d'P°, et ensuite U = U + J'U, ce qui
ajoutera un terme à toutes les colonnes.
. , . 17 PE 705. Nous avons supposé que le troisième terme — Fe dMP°® est négli-
geable dans la valeur de JU; s’il fallait en tenir compte, la colonne des Pet les colonnes suivantes devraient être avancées d’un terme de plus, pour qu’on pût connaître la différence J'P°% qui entre dans la valeur de d'U°. Voici donc quel serait alors le dernier état du calcul, après avoir déterminé J'U° et U.
JL. IV,
d'feee
Pour ajouter un terme au-dessous des barres qui marquent le dernier état des choses , il faut commencer par calculer l’auxiliaire P" = æ&v" qui répond à la variable @ + 24; connaissant P”, on formera les différences d'P', d'P, d''P°, d'P*, au moyen desquelles on connaîtra. ..,..,..,. dU=P+ = d''pe Fe d'P®, et ensuite U =U + dU.
706. La marche de l'opération est à peu près semblable dans la seconde
méthode. Supposons d’abord qu’on s’est assuré que les d'Q sont négligea-
bles et qu’ainsi on a, avec une exactitude suffisante , d'U=Q + — d'Q";
on pourra représenter comme il suit l’état des choses , lorsque le calcul a été conduit jusqu’au terme d'‘U® qui fait connaître d'U° et ensuite U.
d'Ucco d''U® d'Uo d'Uo d'U | JD JU
Pour aller-plus loin , il faut calculer l’auxiliaire Q' égale à ce que de-
vient la fonction «* Fe en y substituant ® + æ& au lieu de @; connaissant
Q', on connaîtra dQ, d''Q° et d''U°; enfin au moyen de d'U®°, on connaîtra J'U et U’, ce qui ajoutera un nouveau terme à toutes les colonnes.
707; S'il fallait avoir égard aux quatriémes différences, on ajouterait un terme de plus à la colonne des quantités Q et aux colonnes suivantes. Voici alors quel serait le dernier état des choses, lorsqu'on est parvenu à dé-
terminer U au moyen de la valeur d''U*° = Q° + _ dQ — 7 dQe,
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Variable. Fonction. Diff 1. 11. auxiliaire! Dit L | II. lt. 1Ÿ.
® = 34 Ucco | JUoe0 d'U* Q°e d'Q° d'Qe d'Q°° d'4(jc0e p— ael U% [fUc [feUol Qe | fQe | die | iQ
D — «à CE? d'U° Q° d'Q° d"Q° ? U Q. |9Q. |, P+ a Q'
Pour aller plus loin , on calculera Pauxiliaire Q" qui répond à la variable ® + 22; on en déduira les différences successives d'Q', d'Q, d°Q°, 44Q°, au moyen desquelles on connaitra J'U° = Q + = d"Q 7e or, ensuite d'U et L’, de qui ajoutera un {orme à toutes les colontres.
Dans cette méthode, on ne néglige que les diffésences 2, lesquelles sont de l’ordre æ*, puisque Q est de l'ordre &*; on pourra donc fixer a priori le nombre de décimales qu’on devra admettre dans l’expression des fonctions U ; mais nous avons déjà fait observer qe les erreurs sur les différences secondes se multiplient comme les nombres triangulaires ; ainsi il faudra se procurer, à des intervallés déterminés, des vafeurs exactes de la fonction principale Ü 6& de sa différente première JU, afin de connaitre et de corriger les petites erreurs qui draïient pt s'accumuler par le progrès des opérations.
708. Les deux méthodes que nous venons d'exposer sont en général très propres à remplir l’objet qui était proposé de conistruire une Table des valeurs de l'intégrale U= f'ud®; elles ont l’une et Pautre des avantages et des inconvéniens qu'il faudra balancer lorsqtil s'agira de les appliquer à un objet déterminé. Nous remarquerons ici que la seconde de ces méthodes peut avoir une application particulière et fort utile, s’il agit en effet de construire une ‘Fable des valeurs de la fonction U, d’après la seule eon-
| ‘ sde 7 *U naissance du coefficient différentiel du second ordre Fe = u, en sorte
qu’on ait U = /fudg* ; le problème se résoudra immédiatement par la
formule d'U° = Q + d'Q° — OP Es dQ* —etc., où l’on a
Q= ou.
L'usage de cette formule suppose que l’on connait à Porigine de l’intégrale les valeurs de U et de J'U; ces deux données sufiront pour calculer la série entière des valeurs de U; et si l’on a besoin dans cet intervalle,
de l’un des coefficiens différentiels 2 %? ® le calculera par la formule ordinaire dU : t a = JU —E SU + 3 d'U — 7 JU + etc.
709. Si l’on proposait ultérieurement de former une Table des valeurs de la fonction U, en connaissant seulement le coefficient différentiel du 3° ordre = u, en sorte qu'on eût U = fudg", u étant une simple fonction de ®, la solution se déduirait aisément de la même analyse que nous avons suivie dans l’art. 606. Soit pour cet effet » ce que devient la fonction donnée u , lorsqu'on y met ® -+ + a ; au lieu de ®, on trouvera
ap = JU — K ASC LE KM U000 — KID LE etc., les coefliciens #, #", 4", etc., étant les mêmes qu’on déduirait de l’équation identique
(x—:. + + Ë ra — ec.) =2 — KxS + Ka — etc.
Soit donc &*v —R; et de l'équation précédente on déduira
SUR + ÿ Re — LI Re + TE - d''Roe — etc. ,
la loi des coefliciens étant la même que donnerait le développement de (+3z— 56e + ER ; xt — etc. Ÿ.
Au moyen de la formule précédente, il suffit de connaître à l’origine de l'intégrale les valeurs de U, JU, d'U, ou ce qui revient au inême, les trois premiers termes de la série U, U', U”, et on formera la série entière des valeurs de lintégrale U = f'udg*.
710. Il résulte encore de la même analyse qu’étant donné le coefficient diflérentiel du quatrième ordre M = u, si l’on fait «tu = S, on aura la formule
[00 1 Pego _. _1 0 gai &Gocs _ d'4U =S + x d°S° ali + 7ag.as JS etc., au moyen de laquelle on pourra calculer la série entière des valeurs de l'intégrale U = f'{udgt, pourvu qu'on connaisse les quatre premiers ter-
mes de cette série U, U', U”, U”, ou ce qui revient au même, les quatre
quantités U, JU, J'U, MU,
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On a vu dans les art. 704 et suivans comment les calculs doivent être disposés pour former graduellement la série des auxiliaires et celle des fonctions. Pour éviter à cet égard tout embarras, voici comment on mettra en usage la dernière formule
MU =S + zx JS — etc.
La valeur de S étant donnée en fonction de @, on pourra calculer préalablement, avec telle étendue qu’on voudra, la suite des quantités S, tant dans le sens des variables croissantes @, ®+æ, ® <+- 24, etc., à partir de la première valeur de ®, que dans le sens contraire @ — &, @ — 24, etc., s'il est nécessaire, Avec ces valeurs et leurs différences successives, pro-
longées jusqu’à ce qu’elles puissent être négligées, on formera autant de lignes qu'on voudra , telles que les suivantes :
® — als, dS, d'S, diS, diS, etc.
z S ,dS , dS , S, MS , etc.
p + x!S',dS!',4MS', dis, JMS, etc.
® + 2œ | S", d'S", J°S", d3S", d4S", etc
Cela posé, puisqu'on a en général
MU—S" +& ds — _ d'S + Tr ds — etc.
{ valeur qui se réduira le plus souvent aux trois premiers termes ); on voit que pour chaque valeur de @, la Table des quantités S donnera immédiatement la valeur de J{U, laquelle jointe aux valeurs connues de U, d'U, d'U, SU, servira à former dans la ligne inférieure les termes U’, dL’, d'U!, d'L,
Calculant de même la valeur suivante de d'U , qui est JU’, on formera une nouvelle ligne U°, SU", d'U”, JU”, et ainsi jusqu’à la limite de la Table qu'on veut construire.
On voit que pour être en état de calculer le terme d'U qui sert à trouver U'*, il suflira d’avoir avancé la série des S jusqu’au terme S'" qui sert / à trouver d"S, en supposant du moins que la valeur de JU soit exprimée d’une manière suffisamment exacte par les trois premiers termes de la formule. Ainsi, dans les cas les plus ordinaires , la série des S ne devra pas être prolongée au-delà de la valeur de @, où doit se terminer la Table; dans ces mêmes cas où l’on n’a point égard au quatrième terme de la formule contenant d'S°, le calcul des quantités S ne devra être fait qu’à
compter de la première valeur de @, puisque les quantités précédentes S°, S®, etc,, ne seraient d'aucun usage.
711. Il ne sera pas inutile de réunir ici, sous un même point de vue, les différentes formules que nous avons trouvées, pour former une Table des valeurs de l'intégrale U, lorsqu'on suppose connu , en fonction de la seule variable ®, l’un des coefliciens différentiels + De ; _ , %: voici ces formules où nous avons constamment désigné par P Pauxiliaire qui doit être employée dans chaque cas.
Soit 1°. l'intégrale U = f'ud; on fera P = æv, v étant ce que devient la fonction donnée u, en mettant @ + ? & à la place de ®, et on aura la formule
dU=P+ 4 d'P° — Es d'ipo + + d'Epes — etc.
Soit 2°. l’intégrale U= /f Se on fera P = a*u, et l’on aura la formule
d'U=P += = pe er = Po + Ge dépose — etc.
Soit 3°. lintégrale U = FES on fera P = &°v, » étant ce que devient uw, en meltant @ + + « au lieu de @, et on aura 10 1 fsPo 7 L] 457 000 PUS=P+ GP — EE dép +7 — elc.
Soit 4°. l'intégrale U = f pas on fera P = au, et l’on aura DU = P +5 dipe — E d'épee + e 7 d'éPeee — etc. Il serait facile de prolonger à à ee la suite de ces formules, en observant la loi qu'elles suivent et qu’on démontre généralement par l’ana-
lyse du n° 696. Ainsi pour l'intégrale U = /udg$, on ferait l’auxiliaire
P= af, et on aurait la formule dSU= P +5 JePo nu -E J'iPe + etc, ;
pour l'intégrale U = /‘udg°, on ferait P = au, et l’on aurait la formule dM'U=P +: d'Pe— 55 d'éPe +etc.,
ainsi des autres.
Quant à la loi des coefliciens, elle est la mème que celle qui résulterait du développement de la puissance
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1 = 1.3 1.3 5 . + x (: me 7 Ental'ln 2.4.0" 9. set.) :
n désignant l’ordre de l’intégrale proposée U — f"ud@”. 712. Il serait à désirer qu’on pût calculer par des procédés semblables et avec des suites aussi convergentes, les valeurs successives d’une fonction
U donnée par une équation différentielle du premier ordre E D...
fonct. (U, @), ou même par une équation différentielle d’un ordre plus élevé. Ce problème est de la même nature que ceux qui concernent les intégrales simples ou multiples ; mais sa résolution offre beaucoup plus de difficultés, et jusqu’à présent nous ne voyons d’autre moyen d’y pre que la formule de Taylor
ddU a!
UT + Tr +. tre Te + 0»
qui sert à calculer la différence finie d’une fonction par le moyen des coefficiens différentiels successifs de cette fonction.
‘ ; . ‘ T Si l’équation est du premier ordre , le premier coefficient _ sera donné . ‘ ddU ŒU o 7e :
en fonction de U et de @, et les survans À? if? etc., s'en déduiront par la différentiation. On pourra donc, d’une valeur donnée de U correspondante à 9 — e, déduire la valeur suivante U'= U + JU, correspondante
àg—e+ a, et ainsi successivement. 713. Si l'équation est différentielle du second ordre , alors faisant...
ge = u, le coefficient _ sera une fonction donnée de u et de @; on en dé-
duira par la différentiation les valeurs des coefliciens suivans D _ > etc., exprimées semblablement en fonctions de w et de @.
Connaissant donc les premières valeurs de U et de x qui répondent par exemple à à @—e, on trouvera les valeurs suivantes de U et de u qui répondent à ® =e E æ, au moyen des formules
: JU=au+<. AL Ds
a ss d'U du =. = D + +: tete; d’où l’on déduira LU’ = U+ JU, d'= u + d'u. Par ces nouvelles valeurs de U et de & qui répondent à @ = e + «, on trouvera semblablement les valeurs suivantes qui répondent à @ == e + au, et aïnsi suocessivement
Go CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
jusqu’à la fin de la Table. Mais ces calculs qu’on doit faire ainsi pas à pas pour que le résultat en soit plus exact, sont très longs et très difficultueux.
Il serait d'autant plus utile de perfectionner ces méthodes en rendant les suites plus convergentes, que la réduction en Tables est la seule ressource qui reste pour évaluer les fonctions détermanées par des équations différentielles qu’on ne peut intégrer exactement; et peut-être n’y a-t-il pas d’autre moyen de résoudre les grandes difficultés que présente la théorie des perturbations des planètes, lorsque le développement en série ne peut pas avoir lieu , ou lorsqu'il ofrirait un trop grand nombre de termes qui ne pourraient être négligés.
CHAPITRE IV
Application des méthodes précédentes à la construction de la Table II.
714. Pour expliquer plus clairement l’usage de nos formules, nous les appliquerons au calcul de la Table des fonctions E pour le module ec = sin 45°, qui se présente le plus fréquemment dans les applications. Nous supposerons en même temps qu'on fait & = à un demi-degré — 5» c’est-à-dire que la Table des fonctions E ou des intégrales fAdg doit être construite pour toutes les valeurs de @ , de demi-degré en demi-degré, depuis 0° jusqu’à go°.
Des deux méthodes que nous avons données pour construire üne semblable Table, nous choisirons celle qui sert à calculer les différences secondes de la fonction E par le moyen d’une auxiliaire...,,.,..,..,.,..
Q=e 7 = — ! ca. #2, d'où l’on déduit
Cette valeur suppose que le terme suivant de la série, contenant d'Q°®,
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est négligeable; or, c’est ce qui a lieu dans le cas présent, et ce qui aura toujours lieu à l'égard de la fonction E, à moins que les quantités c et sin @ ne soient toutes deux très rapprochées de l'unité. 715. Pour calculer les valeurs successives de Q, soit 6 = : c'a*, et soit À un angle déterminé par la valeur sin À = € sin ®, on aura A = cos À, et en omettant le signe de Q, __ Csins,
cos À ?
dans l'exemple proposé, on aura 6 = + &* — (=), et
logé = 5.217963 47486.
Nous nous proposons de calculer jusqu’à douze décimales les valeurs de E; alors les quantités Q auront huit chiffres significatifs au plus, de sorte qu’elles pourront être calculées par les Tables de logarithmes à dix décimales, qu’on réduira à huit, et même quelquefois par les Tables à sept décimales seulement. L'opération principale, pour avoir log Q, est de déduire log cos À de la valeur connue de log sin À ; il suflira le plus souvent, pour cet objet, de tenir compte des premières différences données par les Tables, dans l’hypothèse de huit décimales seulement. Soit À la différence qui répond à /sin a, et B la différence qui répond à Zcos a, a étant l’angle de la Table, immédiatement plus petit que A; si l’on fait
; ‘ B lsinA= sin ar, on aura Zcos À = lcos a — <
Cette formule sera suflisante presque dans tous les cas, et le calcul n’en sera pas bien compliqué, parce que les différences B et A, ainsi que r, peuvent être prises en bornant les logarithmes à huit décimales.
Cependant si on voulait calculer £ cos À de manière que le résultat fût exact jusqu’à la dixième ou la douzième décimale, voici le moyen qu’on pourrait employer.
Soit a l’angle de la Table qui approche le plus de langle À, et supposons qu’on ait à La fois
IsnA=lsnaÆr, lcosA= [cos aZR;
il s’agit de trouver la différence R par le moyen de la différence donnée r; pour cela on aura la formule
R = rtanga(1 + EE),
ou
logR= log (r tang* a) Æ (r+ r tang* a).
716. Les règles précédentes pour calculer log Q, s’appliquent à toutes les valeurs de @ dans l'exemple proposé, parce qu’on aura toujours... . tang a << 1; mais si c et sin @ étaient tous deux très proches de Funité, tang a pourrait devenir très grand, et il faudrait employer un autre moyen pour caleuler la valeur de A qui fait connaître celle de lauxiliaire Q.
Alors A devra être mis sous la forme 4 = 4/(8* + c* cos* ®), et si on prend w tel qu’on ait
ang u =” = tang8 cos®,
+ ‘ b * - * il en résultera 4 = pl et de là Q = y sin 29 cosw, en faisant..... y = ee dans l'exemple proposé, on aura
log y= 5.430714 97464.
11 s'agit donc, pour avoir Q, de déduire log cos # de la valeur connue de log tang w; c'est ce qu’on peut faire, comme ci-dessus, avec une exactitude presque toujours suffisante, par le moyen des différences premières qui répondent à log cos w et log tang w. Si on veut obtenir une plus grande précision, soit 4 l’angle de la Table le plus approché de y; si l’on fait à la fois
l'tangu = ltangaær, lcou=lcosaZR, on déduira la différence R de la différence connue r, par la formule R=rsin*a(1 + Mr cos" a), ou log R = log (rsin*a) Er r sin* a.
Cette manière de calculer Z cos 4 qui fait connaître A et Q, n’est sujette à aucune exception ; elle peut être employée dans toute l’étendue des Ta- . bles qu’on veut construire , quels que soïent les angles 8 et @ ; en effet, on voit que l’angle # qui est 8 lorsque 9 = 0, diminue continuellement à mesure que ® augmente, et finit par être nul lorsque ® = 90°.
717. Par la formule Q = y sin 2 cos m, on voit que l’auxiliaire Q est nulle aux deux limites de la Table, savoir, lorsque @ = o et lorsque @ = 90° ; il y a donc entre ces deux points une valeur de Q qui est un maxi-
mum; ce maximum se détermine par l’équation tang @ = "4 TT == v A y cos
cos" 1 8” le cas de 8 = 45° que nous avons pris pour exemple, on trouve le maxi-
Dans
( c’est le point remarquable où l’on a Fp=+F"); alors Q =
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mum Q = 0.00002 23050 94, il répond à l’amplitude @ = 49° 56° à peu près.
Pour la fonction F on à lauxiliaire Q = y’ sin 29 cos’, en faisant pour
abréger y’ = Æ elle s’évanouit encore aux limites ®9 = 0, @ = go°, et
son maximum a lieu lorsque tang* @ = tang*0 + 4/(1 + tang® 8 tangt 8). Dans le cas de 8 — 45°, ou a tang* @ — 1 + ÿ/3, ou à peu près ® = 58°50’, ce qui donne le maximum Q = 0.00003 34082 54.
718. Voici deux exemples du calcul de l’auxiliaire Q relative à la fonction E, que nous résoudrons chacun par les deux méthodes que nous avons exposées.
Soit 1°. p = 33° 30’; suivant la première méthode, on fera le calcul comme il suit, en supposant toujours c — sin 45°.
lsanA=l{sina—r Ce. 9:84948 50022 cos 4... 9.906411 53965.
sin ®... 9.74188 y4971 R + 12845 cos À... 9.096411 66810
sin À... 9.359137 44993 sin 4... 9.359138 16478 6... 5.270963 47486
cos À ” sin 29... 9.096402 60827
log Q = 5.279954 41503 Q = 0.00001 90346 18
rs. 4.85421 49 taug* a... 0.25453 25 Î(rtang* a) = 4.10874 74 lors — J1.
rang a... — 12.8 JogR = 4.10833 90 Par les formules de la seconde méthode, on procédera ainsi : tang 4... 9.92110 65899 cos a... 9.658536 35668 tanga... 9.g2111 81813 R + 49544
r... 5.006413 G sin
log Q = 5.273054 41503 Q = 0.00001 90346 18
sin*a... 9.61296 4 {(rsn'a) = 4.67710 0 Tr sin"4... 7
lg R = 4.67509 3
Supposons 2°, ® = 70°; le calcul fait par la première méthode donnera les résultats suivans :
sin®... 9.97298 58164 lsnA=lsna—r
sinA... 9-82247 08186 cos a... 9.87350 33413
sin a... 9.82247 52805 R... 35274
r = 44619 cos À... 9.87350 72687
tang* a... 9.897943 sin 29... 9.80806 74967
L(rtang'a) = 4.547463 log Q = 5.21419 49766 Pos — 4.5 = 0.00001 63355 15
r tang* a... — 3.5
log R = 4.547455 Par la seconde méthode on trouvera ce qui suit : l'tang pm = l'tanga + r tang m... 9.563405 16846 cos 4... 9.979298 07553
tang a... 9.53402 28281 R... 30219 r = 2 68565 cos 4... 9-97597 77334 7... 5.43014 97464 r... 5.46024 36 sin 2@... 9.80806 74967 sin*4... g.02000 72 log Q = 5.21419 49765 l(rsin*a) = 4.48025 08 Q = 0.00001 63355 15 D — r Sin &... 2 59
log R = 4.48027 67
On voit que ces deux méthodes s'accordent parfaitement. Les calculs ont été faits avec la même précision que si on voulait avoir la valeur de Q exacte jusqu’à la quatorzième décimale; on pourra donc les faire avec deux décimales de moins, lorsqu'on ne voudra avoir que douze décimales exactes. |
719- Il est facile, par les moyens indiqués, de former la colonne des auxiliaires Q et celles de leurs différences premières et secondes , lesquelles serviront à former la colonne des différences secondes Ÿ*E, d’apres la formule
. CHAPITRE IV. 65 dE =Q +2 d'Q.
Mais pour avoir les différences premières d'E, et ensuite les fonctions E elles-mêmes , il faut connaître le prémier terme d'Eo qui répond à ® = 0; et ce premier terme esl la même chose que Eæ, puisqu'on a Eo= 0.
Or la quantité A = y/(1 — c* sin* @) étant développée en série, on en
tire f Ad ou E(e)= @— 3x 0° [de sin* ® — = cf fdp sin @ —etc. Soit sin ®= zx, on aura
Jde sine = fade(i—) = SH pH. bec, [de sinte = f'xtdx(1 2) EH! LH ET «D etc
Ces suites sont très convergentes lorsque x est très petit ; si on fait donc
p—a= 7%, on aura les valeurs suivantes, exactes jusqu’à la quinzième décimale :
E(a)=a—10(3.34541 42464) — #4 ct (9.005a5 11), F(a)= asc (3.34541 42464)-+ 3 (900525 11).
Les nombres en parenthèses désignent les logarithmes des coeficiens, et la
caractéristique 9, qu’on voit dans le troisième terme, indique une fraction décimale dont le premier chiffre significatif est au onzième rang, On a d’ail-
leurs a = 0.00872 66462 59971 65.
720. Connaissant ainsi É« qui est la même chose que d'Eo, on pourra, comme nous l’avons dit, construire la Table dans son entier au moyen de la formule J'E° = Q + Æ JO. Mais pour empécher, autant qu'il est possible , les erreurs dues au terme - d''Q° de s’accumuler , nous avons tenu compte des restes que donne la division de d"Q° par 12.
Pour cela nous avons joint à la colonne des secondes différences d'Q, une autre.colonne contenant deux nombres que nous désignons par g et r, et dont voici l'usage. Soit r° le terme qui précède r, et supposons qu’en divisant d'Q + r»° par 12, le quotient soit q et le reste r, on fera constamment d'E — Q' + g, ou dans la ligne précédente, d'E°= Q +.
721. Nous joignons ici la série entière des calculs faits d’après ces principes, pour obtenir, dans le cas de c == sin 45°, les valeurs de la fonction E, correspondantes à tous les degrés et demmi-degrés de l’amplitude @.
On peut observer que pour les mêmes valeurs de c et de @, l’auxiliaire
qui est Q pour la fonction E, devient 2 pour la fonction F; d’ailleurs A
est téujotirs donné par l'opération même qui sert à trouver Q; puisqu'on a dans Ja première méthode A = cos À, et dans la seconde A = —_ _.
Ainsi, en construisant la Table des fonctions E pour un module donné, on peut construire simultanément la Table des fonctions F qui se rapporte au même module.
Comme le mode de procéder est le même dans l’une et l'autre Table, nous n’avods pas Cri devoir jomdre ici la Table particulière qui concerne la fonction F, d’autant que cette Table et celle des fonctions E, ont besoin d’une dernière rectifieation qui eur, orme toute. l'exactitude dont elles sont susceptibles.
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CHAPITRE IV. | st
722. Nous avons déjà dit que, pour remédier à l’accumulation des erreurs qui peut résulter de la méthode précédente, il était nécessaire de calculer par les formules rigoureuses, les valeurs de la fonction qui correspôndent à quelques-unes des valeurs de la variable @. On aurait pu, pour cet objet, se borner aux quatre valeurs qui terminent Jes quatre parties de la Table, savoir, @ == 22° +, p=45, ® = 67+E, 9 = 90°, mais nous y en avons joint trois autres, et voici les erreurs en plus qui se sont trouvées dans les résultats de notre Table.
Variable @....., 22°1, 26, 45, 493, (672 707, 90. Erreur sur E(@)... + 62, + 03, + 173, + 185, + 222, + 227, + 220. Ïl s’agit maintenant de corriger les erreurs de tous les termes de la Table, d’après les erreurs connues de ces sept termes; et le principe auquel il faut s'attacher dans cette opération délicate, est d’altérer le moins qu'il est possible les différences premières de la fonction, parce que ces différences, telles qu'elles sont portées dans la Table , sont nécessairement très approchées des différences exactes.
On pourrait aisément construire des formules algébriques qui embrasseraient une certaine étendue de termes, dans l’interpolation des erreurs ; mais l’usage de ces formules serait pénible et souvent pen exact. 41 nous a paru plus simple de faire l’interpolation à vue, en s’écartant le moins qu'il est possible de l’ordre linéaire indiqué successivement par les côtés du polygone dont les angles sont les extrémités des ordonnées qui représentent les erreurs connues. L’inégalité dans la distribution des erreurs sur un même côté, m’aura pour objet que de rendre moins inégales les différences en passant d’un côté à l’autre ; et les anomalies à cet égard ne pourront jamais être bien considérables, parce que la méthode suivie pour la construction de la Table, est de nature à ne permettre aux erreurs de se multiplier que par des degrés presqu’insensibles. 723. C'est par ces procédés qu’on a reclifié la Table des fonctions E,
et en y joignant celle des fonctions F, composée et rectifiée semblablement, on a formé la Table 11 ci-après, qui servira à trouver jusqu’à douze décimales, les valeurs des fonctions F et E pour toute valeur de Yamplitude 9, lorsque l'angle du module est de 45°. Elle servirait aussi à faire l'opération inverse, c’est-à-dire à trouver l'amplitude , lorsque l’une des fonctions est donnée.
On voi assez par les opérations dont nous avons donné le détail, qu’on ne peut répondre de l'exactitude de la douzième décimale, et que même
la onzième pourrait , dans quelques cas, être en erreur d’une ou de deux unités ; mais au moins on pourra toujours compter sur l’exactitude de la dixième décimale, et l’emploi des deux autres dans les calculs d’interpolation, garantira les résultats de toute erreur sur la dixième décimale, Si on na besoin que de sept décimales exactes daus le résultat , il suflira d’en admettre huit dans les calculs d'interpolation, ce qui les simplifiera beaucoup.
CHAPITRE V
Examen de quelques questions sur les meilleurs moyens de former un système complet de Tables elliptiques.
724. Mauvrexanr, pour avoir un systèine complet de Tables elliptiques, il ne s’agit que de construire par les mêmes méthodes, des Tables particulières analogues à la Table IE, qui répondront à tous les angles du module de demi-degré en demi-degré. On aurait ainsi une suite de Tables contenant les valeurs des fonctions F et E pour chaque demi- degré de l’amplitude et de l’angle du module, calculées jusqu’à douze décimales.
Dans le recueil dont nous parlons, la première Table particulière, celle qui répond à l'angle du module 8 = 0, n’exige aucun calcul, puisqu’ayant alors F=E = @, il ne s’agira que de mettre à côté de chaque amplitude ®, la longueur absolue de l'arc; il ne sera pas même nécessaire d’y joindre les différences premières, puisqu'elles sont constantes.
La dernière des Tables particulières est celle qui répond au module c = 1 ou à l'angle du module égal à 90°; elle se construira d’une manière très facile au moyen des Tables connues, puisqu’alors on a E (@) = sin @ et F (p) = log tang ( 45° + : @). Les Tables III et EV ci-après sont destinées à représenter ces fonctions.
725. La Table III offre les sinus naturels et leurs logarithmes pour chaque quart de degré du quadrant, savoir, les sinus naturels exprimés avec quinze décimales , et leurs logarithmes avec quatorze seulement. Ils sont
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tirés les uns et les autres de la Trigon. Britan. de Briccs, publiée après
la mort de cet auteur, par GELriBraND, seul ouvrage où l’on trouve un
aussi grand nombre de décimales ; car le Thesaurus Mathematicus de Piniscus, ne donne les sinus naturels qu'avec quatorze décimales. Nous avons cru que celte Table serait utile, ne füt-ce que pour mettre le lecteur à portée de vérifier par lui-même, et sans le secours d’un livre qui devient chaque jour plus rare, les calculs que nous avons développés dans diflérens endroïls de cet ouvrage, et surtout ceux qui se rapportent à la Table des fonctions complètes.
La Table IV donne les logarithmes hyperboliques de taug ( 45°+21%), pour toutes les valeurs de @, de demi-degré en demi-degré; ces logarithmes sont en même temps les valeurs de la fonction F@, lorsque le module est égal à l'unité, ou lorsque langle du module est de go°.
Connaissant, par la Table HF, les logarithmes vulgaires de tang.. (45° ++ @) ,ila sufli de multiplier ceux-ci par le module M = 2.3025, etc, pour avoir les logarithines contenus dans la Table LY.
Enfin nous avons cru faire plaisir aux calculateurs en ajoutant à ce petit recueil, la Table V extraite des grandes Tables du cadustre, où l'on trouvera les logarithmes à dix-neuf décimales pour tous les nombres impairs de 1163 à 1501, et pour tous les noinbres premiers de 1500 à 10000.
726. La Table IV, dans laquelle nous avons inséré les différences successives de la fonction , autant que le format a pu le permettre, fait voir que ces différences décroissent d’une manière très lente, lorsque l’amplitude ® approche de gu°. Alors l’interpolation de la Table devient très difficile, ou ne donne qu’une approximation insuflisante ; mais il est inutile de s'occuper de cette interpolation dans le cas de la Table [V, parce qu'on a d’ailleurs assez de moyens de déterminer avec loute la précision
nécessaire le log. hyperbolique de tang (45° 2@), quelque soit @.
L'interpolation présentera de semblables difficultés, mais à un moindre degré, dans les Tables particulières dressées pour des modules dont les angles diffèrent peu de l'angle droit ; il y aura alors une partie plus ou moins étendue de chaque Table, celle qui répond aux plus grandes valeurs de ®, dans laquelle les interpolations exigeront un caloul plus long ; mais cet inconvémient ne se fera guëre sentir qu’à compter de l'angle du module 8 = u°, et seulement pour des valeurs de @ non moindres que 70 ou 75°. On remarquera au reste que les simples Tables de logaritlunes des nombres et des sinus, sont sujettes à un pareil inconvénient , vers leur
Et
coïnméntement , ét que celles des logarithmes des tangentes le sont au commencement et à la fin, lorsque l’angle approche de 90°.
11 serait superflu de parler ici de la double interpolation que lon aurait à faire selon les diverses valeurs des angles 8 et ®, lorsque le système de Tablés dont nous avons parlé sera exéculé, ou, ce qui revient au même, lorsq'on aura une Table à double entrée contenant les valeurs des fonctions E et F, pour toutes les valeurs des angles 8 el @, de demi-degré en demi-degré. Mais il ÿ a d’autres questions qui concernent la construction de la Table elle-même, et qui méritent d’être discutées.
727. On peut d’abord observer que l’interpolation est en général plus facile à l'égard des fonctions E qu’à l'égard des fonctions F; et si on se rappelle que toute fonction F peut s'exprimer exactement par la fonction E et une autre fonction de même nature, on en conclüra qu'à la rigueur on pourrait se contenter de construire la Table des fonctions E, laquelle présentera toujours plus de facilités .et moins de cas d'exception , dans les calculs d’interpolation. Cette observation réduirait presqu’à moitié le caleul des Tables elliptiques, et ce calcul deviendrait surtout d’une exécution assez facile, si on ne voulait avoir les fonctions E qu'avec sept décimales exactes.
Mais, d’un autre côté, les fonctions F étant plus simples analytiquement que les fonctions E, il y a quelque inconvénient à déduire la fonction la plus simple F ou F (c, g) de deux fonctions plus composées E(c, 9), E(c, g°). Cet inconvénient n’est pas simplement idéal , il se fait sentir encore par la complication qu’il entraine dans les calculs, puisque la détermination de la fonction E (c°, 9°} suppose qu’on a calculé de nouveaux élémens c, g°, qu’on peut bien déduire trigonométriquement des élémens donnés c, @, mais qui rendent le calcul plus long et plus difficultueux,
728. Il faut observer de plus que quand on détermine la fonction F, soit au moyen des deux fonctions L (ec, @), E (c°, g°), soit au moyen des deux fonctions E(c, @), E(c’, g'), ce qui se fait par l’une ou l’autre des formules
BF(c,p)—3(1+6)E(c,@)—E(c,p)}+23(1—06) sin @, sbF(c,p)=E(c, p)—(i+e) E(c,g)+e sing; les erreurs sur les fonctions E se trouvent notablement augmentées dans lexpression de F, à cause de la petitesse du diviseur # dans une formule, ou + 6* dans Pautre ; de sorte qu’on ne pourra se flatter d'obtenir la fonction F avec la même précision que les Tables donnent les fonctions E.
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Enfin, dès qu'une fois on aura déduit des données c, @, les nouveaux élémens c°, g° ou c’, g', il n’en coûtera guère davantage pour eentinuer les suites c, c', c", etc., et @, @', @", elc., jusqu’au troisième terme en viron, comme cela est nécessaire pour obtenir directement une valeur aussi approchée qu’on voudra de la fonction F (e, @), en la déduisant des formules,
F(e, ®)= K. log tang (45° + + ®'), K se VS):
où ®’ désigne la limite des angles ® , @’, ®", etc. ; et dans ce cas, on n’aura aucun besoin de la Table des fonctions E.
729. Il résulte de cette discussion que, se. la fonction F puisse s'exprimer rigoureusement par deux des fonctions E; cependant cette propriélé ne fournit pas des moyens de calcul assez simples pour être employée utilement dans les approximations. Il en est de même de Pusage
qu'on voudrait faire de la formule F=E— ce E ,youF = E— tang0 æ , en faisant c = sin 8.
Car, pour faire l'application de cette formule , il faudrait d’abord être en possession d’une Table complète des fonctions E ,: calculée pour. tautes les valeurs de 8 et de @, de demi-degré en ut de plus en appelant & la longueur d’un demi-degré, ou faisant & — %” le coefficient différentiel Ÿ devrait être tiré de la formule
æ D dE— dE + dE — 3 ME + etc.
où les différences successives d'E, dE, dE, etc., sont relalives à la variable 8 seule. Mais on voit qu'à cause de la petitesse de æ, la valeur de
dE , 12 =! .2 » sn s
g ne serait déterminée en général qu'avec deux décimales de moins que la fonction E, et la précision diminuerait encore a mesure que tang 8 augmenterait ; ainsi ce moyen d’approximation que nous avions proposé autrefois , ne saurait être adopté.
730. Ayant écarté plusieurs des moyens qui se présentent naturellement pour construire des Tables propres à faire trouver aisément , dans tous les cas, les valeurs des fonctions elliptiques E et F, l’idée peut venir encore de remplacer une de ces fonctions par une autre qui serait plus facile à
réduire en Tables. Telle est, par exemple, la fonction G = [Le ,
dont la valeur complète , lorsque @ — + #, sera + 7 ou 1, selon qu’on fait c = 0 ou c — 1; de sorte que dans les cas intermédiaires eette fonction éprouvera peu de variations, et sera très propre à être réduite eu Tables.
Et puisque la fonction F peut être déduite des fonctions E et G, au moyen “de l'équation
LL ÈRS HA EREr ne ——— +6G,
il semble au premier coup d'œil que la fonction G pourrait être substituée avec avantage à la fonction F, au moins dans la parlie des Tables de celle-ci qui se prête difficilement aux interpolations, c’est-à-dire lorsque les angles 8 et @ sont tous deux plus grands que 70 ou 55°.
- Mais, en examinant la chose avec plus d’atteution, on reconnaît que la difficulté n’est qu’éludée, et qu’on n’obtiendra pas une plus grande ap-
. , « Li proximation par ce moyen, parce que si on a, par exemple, = —,
l'erreur de E — G se trouvera centuplée dans la valeur de F. Il vaudrait donc tout autant, à mesure que 8 et @ augmentent au-delà d’une certaine limite, diminuer le nombre des décimales qui entrent dans l’expression de F, afin que l’interpolation fût toujours également praticable, mais donnât pour résultat un moindre nombre de chiffres dérimaux.
731. Pour donner un exemple de l'usage de nos méthodes, lorsque l'angle du module est peu éloigné de 90°, nous joignons ici une Table des fonctions E et F, construite d’après ces méthodes pour le module c = sin 89°. Cette Table, calculée par la même méthode que la Table I, n’est pas pourvue d’un aussi grand degré de précision, et on ne peut guère compter sur l'exactitude de la dixième décimale ; mais elle pourra être utile, surtout en fournissant des exemples qui serviront à apprécier diverses formules que nous donnerons ci-après pour les cas où le module est très peu différent de l’unité.
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CHAPITRE VL
Méthode trigonométrique pour construire, d'après un module déterminé, la Table des fonctions F et E.
732. 0: peut construire cette Table par une méthode qui n’exige que des calculs trigonométriques très simples ; voici en quoi consiste cette méthode : .
Supposons qu’après avoir pris un module c à volonté, on veuille trouver l’amplitude ® qui réponde à une fonction F égale à = de la fonction complète F'; cette amplitude se déterminera par la méthode de l’art. 91, si lon a e* +, ou si c* étant > ?, n’est pas trop rapproché de l'unité ; et par la méthode de Part. 75, si 1 — c* est très petit.
Soit dans l'un et l’autre cas, & ou &, la valeur de l’amplitude qui donne F(a)= ;55 F', nous appellerons successivement &,, &,, æ&,, les amplitudes qui donnent F (e,) = 2Fa, F(as)=3Fa, F(a,) = 4Fa, etc., jusqu’à F (as) = 2008 (æ) = F',
Cela posé, la Table que nous voulons construire contiendra, dans la première colonne, les nombres 1, 2,3....200, qui représentent les fonctions F croissant par intervalles égaux , depuis la fonction F(4«) = 2 F" jusqu’à la fonction complète F'; dans la seconde colonne seront les valeurs correspondantes de l'amplitude, savoir, æ,, «,, æ, jusqu’à «.. ou 2x. Cette Table sera en quelqne sorte l'inverse de celle que nous avons construite par la première méthode, et dans laquelle les amplitudes croissent par intervalles égaux ; mais la théorie des fonctions F fournit des formules très élégantes pour construire la Table dans ce nouveau système.
733. Désignons par @ un terme quelconque 4, de la suite &,, &,, &,, etc., en sorte qu’on ait F® = #Fa; nous ferons par analogie F(@”) = (7-1) Faæ, Fg =—{(n+2) Fa, et dans le sens inverse, F(g")=(n—1)Fa, ..... Fp—{(n—2) Fa, etc. Cela posé, soit À (æ) ou y/(1—c* sin* æ) = a, l'équation générale de l’art. 22, deviendra
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tang (19 + +9) = a tangg.
Mais on a ® — 29 + g = d'@°; cette équation peut donc se mettre sous la forme tang (9 ++ d'p°)= a tang ?; on déduit de là, (a— 1) tange 1+a tang@
Soit «a = TE ou k= Te” cette équation deviendra
lang dpi —
taug + d'@° =
et on en déduit ultérieurement,
sin + d'@ —=— k sin (29 + À d'œ°). Cette équation fait voir que + d*®° est toujours négatif; faisant donc +2 d' = — 0%, on aura
sin & = À sin (29 —w).
Or kest une quantité très petite du second ordre par rapport à æ, puisqu'on a se =, et qu’ainsi # se déduit de csinæ, suivant la même loi que le module c* se déduit du module €. On voit donc que w restera toujours une quantité très petite du second ordre ; son maximum aura lieu à peu près lorsqu'on a @ = 45°, et ce maximum sera à peu près =k... = (£csinæ}) = +c'a sin a; dans les points extrêmes, lorsque @= 0 ou g=+7, la quantité w sera nulle.
L’équation sin © = À sin (29 —w) est facile à résoudre dans les difiérens cas, avec toute l’approximation nécessaire ; on peut d’abord négliger œ dans le second membre, ce qui donnera sin &w = k sin 2@, ou simplement © = À sin 29; ensuite pour avoir une plus grande approximation, on substituera cette valeur dans le second membre. Soit alors # sin (29—«)=p, on aura sin © — p; douc si on appelle R" le nombre de secondes conte-
nues dans le rayon, afin que R'w exprime le nombre de secondes de l’arc & , On aura
k P .3 pt Ro = R"p (: + =. Æ +23 + ete.).
On déduit aussi immédiatement de la formule tang (9: d"g")=atang, une autre valeur de + d'@° ou w, savoir :
w=— 2 de = À sin 29 — À À sin 4 + 3 À sin 69 — etc.
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Mais cette expression est en général moins convergente que la précédente, et elle paraît moins facile à calculer, parce qu’elle exige de plus qu'on cherche dans les Tables les logarithmes de sin 49, sin 69, etc.
=‘ Les valeurs qu’on devra donner à @ seront successivement «,, &,, æs, etc. On calculera les valeurs correspondantes de 2% , qui seront en même temps celle de d"@; et comme la première valeur de d@, celle qui répond à @ = 0, est égale à & , on pourra former en entier la colonne des valeurs de @.
Mais pour xérilier les calculs et empêcher les erreurs de s’accumuler, il sera bon d’avoir une formule qui fasse connaître directement une différence première quelconque d®.
Or on a vu (art. 18) que si l’on fait tang À = A (a) tang @ et tang p=A (?) tange, on aura g'=") + u, maïs d’un autre côté, J =@+1 d'g" eg = p+ d@; doncu—= d@—1td'g = d'@ + «; donc on a pour déterminer directement J@, l'équation
tang (Jp + w) = A (p) tang &.
On voit en même temps, par cette équation, que comme est toujours positif, et A() loujours moindre que l'unité, on aura par ces deux raisons, dp <a. Ainsi toutes les quantités qui entrent, tant dans la colonne des différences secondes d*?, que dans celle des différences premières d®, seront plus petites que des limites données, et ne peuvent par conséquent éprouver que de petites anomalies.
On obtiendra enfin une vérification complète de tous les calculs, lorsque le dernier terme de la colonne des @, savoir &,., se trouvera égal à go°. On peut se procurer d’autres vérifications daus cet intervalle, en caleulant la valeur de g qui donne F@ égale à la moitié ou à une autre partie exprimée exactement en 200% de la fonction complète F'.
734. Une fois qu’on a déterminé la constanté æ par les méthodes directes, on voit que la Table entière relative à la fonction F, peut être calculée par une seule formule trigonométrique simple et rigoureuse, savoir, sin © = À sin (29 — w). Eu effet, cette formule seule servira à former la colonne eutière des différences secondes; et comme on connaît d'avance le premier terme des différences premières d@, lequel est égal à &, on forinera de suite la colonne entière des différences premières d'@, et de là celle des amplitudes @, puisque le premier terme = 0.
Le problème est donc résolu complètement par Ja seule équation mentionnée; mais pour se procurer de loin à loin des vérificätions, on à ürië
: Lies
84 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, seconde formule trigonométrique, savoir, tang (JP +w)= A() tang æ,
laquelle servira à calculer directement la différence première d'. Elle montre immédiatement qu’une valeur approchée de d? est dp— «A (?) — «.
Il faut maintenant examiner, 1°. comment on interpolera la Table des fonctions F, calculée pour une valeur determinée du module; 2°. comment on interpolera le système des Tables particulières, calculées pour les différens angles du module, de demi-degré en demi-degré.
735. Dans le premier cas, si l’on cherche une valeur de ® qui réponde à une valeur donnée de F, il faudra d’abord exprimer F en parties 200%
de F*, Soit donc F "+: F°, x étant un entier et x une fraction. Soit A la valeur de @ qui répond au nombre # de la première colonne,
et soient d'A, d'A, d'A les différences successives placées sur la même ligne
que À, la valeur de l’amplitude @ sera, suivant les formules ordinaires,
® = À + xd'A + d'A + EEE JA + etc.
Si au contraire on demande la valeur de F qui réponde à une valeur donnée de @, on verra d’abord au premier coup d’œil quel est le nombre de Ja Table qui doit être pris pour A; le nombre correspondant x se trouvera dans la première colonne, vis-à-vis de A; ainsi, pour avoir la valeur de
F= "te F', il ne s'agira que de déduire x de l'équation précédente où
l'on connaît @, À, d'A, d'A, d'A : or cette résolution n'offre aucune difficulté; car on a g—A
XL — 1 s
x Z—1.7—2 : ee 93 À
la première valeur approchée de x est donc +; on s'en servira pour substituer dans le dénominateur et obtenir une seconde valeur plus approchée de x; cette seconde en donnera semblablement une troisième, et ainsi de suite.
736. Venons maintenant à la seconde question. Nous supposons qu'il existe une suite de ‘l'ables construites pour tous les angles à du module, de demi-degré en demi-degré, dans chacune desquelles on trouve l'angle @
CHAPITRE VL
qui répond à toute fonction F8, ®), exprimée par 308 P° (8) n élant un nombre entier.
Cela posé, soient donnés la Sn oe F et l’angle # du module auquel elle appartient ; il faudra préalablement, d’après cet angle, calculer la function complète F' (x) ; alors connaissant F, on connaîtra le roches n+ x (com-
posé de l’entier » et de la fraction æ), tel qu’on ait F — IE F°
Soit maintenant w—=6 + y, 6 étant un nombre entier de demi-degrés, et y étant << 1. Dans la Table où 8— 6, on prendra par interpolation l’amplitude ® qui répond à n+x;on prendra de même, par interpolation, les amplitudes 9’, ®", ®"”,etc., qui répondent à n + x, dans les Tables qui ont pour angle du module 6-1, 6+2,6-+3,etc.; cela posé, l'amplitude qui répond à la fonction donnée F dont l’angle d module est x, sera exprimée par la valeur
HT EP) (pl 29 HR) HI (9° 38" 3@—P) etc.
L’ opération inverse se ferait d’une manière semblable, mais il est superflu de s’en occuper ici.
737. 11 faut faire voir maintenant comment on pourra former une Table analogue pour les fanctions E : cette Table est d’une exécution moins facile; cependant il se présente encore, pour la construire, des formules assez élégantes et qui méritent d’être remarquées.
Soient, comme ci-dessus, @°, ®, @’ trois amplitudes successives Lelles qu'on ait F(g°)+F(æ)=F(?), F(®)+F(a) = F (9), on aura, suivant l’art. 34, les deux équations
E(@")+E(a)—E(p) = c* sin æ sin gsin®, E(p)+E(æ)—E(g) —=csin æsing sin; d’où l’on tire |
E(g)—2E(p)+E (g")= — c sin æ sin @ (sin g'—siu g°),
ou, ce qui revient au même,
d'E(p)= — c° sin æ sin @ (sin @'— sin @°).
Mais on a sin @'— sin @°=— 2sin ? e er “2 ; d’a À FPE, on - e° __ % Le
= do—1}d', et t+e o+e og: pe donc d'E(g")=— 20 NS NOT PEN TES
86 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, ou en faisant comme ci-dessus + d"®° = — w, d'E(@")=— 20 sin « cos(®—«) sin (d'® + «) sin @. J’observe maintenant qu'on à 2sin@ cos(®—&)= sin (29 — & ) + sin w; mais sinw— Âsin(2®—«); donc 2siu@® cos(g—«)=(1-##A)sin (29 — «) ; donc d'E (g°)= — ce" (1+# k) sin æ sin (20 —w) sin (d@+æ), ou enfin d'E (@°) = -- 20 /k,sin (29 — w) sin (JP + w). Cette formule est rigoureuse, et elle est réduite à un état de simplicité qui la rend très propre au calcul logarithmique.
738. Ainsien même tems qu’on calculera pour la Table des fonctions F, la quantité w qui donne d"°, et ensuite d'?, par la valeur dg=dp° +de, on aura tous les élémens nécessaires pour caléuler d''E@' : on formera donc par cette seule formule, la colonne entière des différences secondes de la fonction E. " .
On voit que la différence seconde d"Eg® s’évanouit aux deux limites de . la Table, lorsque p=—0, et lorsque ® = 90°; son maximum répond à une amplitude toujours plus petite que 45°.
D'un autre côté, la fonction Ex est facile à déduire des mêmes élémens qui servent à déterminer & de manière qu’on ait Fe = +4 F', et cette fonction Eæ est en même temps la valeur de JEo, puisque Eo — 0, et qu’ainsi la différence Eæ — Eo ou J'Eo= Ex. Puis done qu’on connaît le premier terme de la colonne des différences premières, et tous les termes de la colonne des différences secondes, on pourra immédiatement former la colonne entière des différences premières, et ensuite celle des fonctions E?, dont le dernier terme devra être égal à la fonction complète E'.
739. La méthode que nous venons d’expliquer pour former la Table des fonctions E est d’une simplicité qui ne laisse rien à désirer. Et quand on considère aussi combien est facile la construction de Ja Table des fonctions F, puisqu'elle ne dépend que d’une seule formule trigonométrique rigoureusement exacle, on serail tenté de croire que cette manière de former des Tables des fonctions F et E, doit être adoptée de préférence à celle que nous avons exposée dans les chapitres précédens. Peut-être que l’exécution dévoilerait encore de nouveaux motifs de préférence; C’est ce que nous laissons à décider à ceux qui voudront entreprendre le long et utile travail de la construction de ces Tables,
Nous devons encore observer qu’il sera facile de vérifier aussi souvent
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qu'on voudra le calcul des fonctions E; car ayant Eg — Eg° — d'Eg°, on üre des équations précédentes,
d'Eg® = Ea — c* sin à sin @° sin @.
C’est l'expression d'un terme quelconque de la colonne des différences premères; el on voit que ces différences diminuent continuellement depuis la premiére égale à Ex, jusqu’à la dermière qui est à peu près Ea— c* sin & où b'a.
340. Pour donner un exemple des Tables construites suivent la méthode précédente, soit le module ec = sin 45°, on trouvera par les formules de l'art. 71, la valeur de æ& qui satisfait à l'équation F(a) = 3 F1, et les quantités qui en dépendent, comme il suit :
lsine = 7.096708 78960 70,
k = 5.03109 51356 95, l(2cy/k) = 7.66606 25656 80, Ea = 0.00927 02406 00.
D'après ces données, on a calculé le commencement de la Table particulière pour le module sin 45°, comme on le voit ci-joint. La première colonne
nF' intitulée #, représente une valeur donnée de F= >=, et les colonnes sui-
vantes donnent les valeurs correspondantes de amplitude @ et de la fonction E. Il est clair que pour toute valeur de F, comprise dans les limites. de cette portion de Table, c’est-à-dire moindre que -= F', on trouvera par interpolation les valeurs correspondantes de @ et de E, et les résultats devront s’accorder avec ceux que doune la Table II.
741. Aest bon d'observer que par la dernière méthode que nous venous d’exposer, on n’évile pas entièrement les difficultés que présente l’interpolation dans certains cas où € est très près de l’unité, On divise seulement la Table en un certain nombre de parties inégales, où l’interpolation peut se pratiquer avec à peu près le même degré de justesse; mais dans ce cas, les premières divisions comprennent un plus grand nombre de degrés de l'amplitude, ce qui exige qu’on ait recours, pour linterpolation, à un plus grand nombre de différences; si on a, par exemple, le module c=sin 89°, la valeur de æ& qui donne Fa= 4 F' sera & = 1° 33/ 24"03669 3843; cette valeur serait encore plus grande pour le module «= sin 89° £. Ainsi l'interpolation présenterait encore plus de diflicultés dès le commencement
de la Table; inconvénient auquel ne sont pas sujettes les Tables construites d’après les méthodes du chap. IIL
" 00"000000|31' 52° 138076,0" 082157/82125l0.00000 00000 0927 02406 o 4 nu 52.055919l0.164282/ 82062 27 02406 ojg2 o 1 31.51. pe 3710.240344181 . 46 11926 58512 4 31.51.6 5298 0.328311|8183 ean8o 75358 51926 B463: 1
TE À 50. ere 3323812710. S 05580 38
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Formules pour trouver les valeurs très approchées des Fonctions Ey, Fe, lorsque l'amplitude @ n'excéde pas une certaine limite.
742. L onsque l'angle @ est peu considérable, on a à très peu près vi — c'sin"®)= cos cp; _—. donc A=cosc®, on aura Ep =...
ap cos cp =; sin c@, et Fo= ee = 2 Log ER og tang(:#+! ce).
Ces valeurs sont exactes dans les cas extrêmes, lorsque c=—0 et c= 1 ; elles
seront d’autant plus approchées dans les autres cas, que l'angle ® sera plus petit.
CHAPITRE VII. 89 Pour savoir quel est le degré d’approximation de ces valeurs, on développera en série la quantité A, ce qui donne Az: —: c* sin*® — > 7 chsinég — ETS c' sin @—etc., eten y substituant la valeur
3 É 7 sing=p— + TS —TÈTE x and, on aura l'expression suivante, exacte aux quantités près de l’ordre c*@", don ben LA ue 2 dde nf : À 4 lent 66 (ten À #7 las: LE de là résulte /Ad?, ou
Désignons cette valeur par E= - = sin + Q, nous aurons par le di. pement du premier terme,
__ EmQ+e—gop ip ep, et par conséquent, Q= 2e 0 — DEP (4— ic"); on a Conc la valeur très approchée, (a) Ep = ! sin eg + @5— PT @7 (4—r 10").
On trouverait par un calcul semblable,
(8) F@ == log tang (27 +? cp) Fe UE p'(4—41ct).
Ajoutant ces deux formules, on en tire une troisième non moins remarquable, savoir,
Ep + Fp= À sin ep + log tang (37 + + 09) — 75 9" 743. La formule (a), réduite à son premier terme = sin c® , donnera sept
décimales exactes si l’on a @ << 6°; elle en donnerait dix ou plus si on avait P<i°3. :
En prenant les deux premiers termes, la formule Ep= : sin c® +- = g" donnera sept décimales exactes, si on a ® < 16°4, et dix décimales ou plus, si lon a p<<6° 12.
L’approximation sera à peu près semblable sur la valeur de F@, selon qu’on la borne au premier ou aux deux premiers termes.
Si on tient compte de. tous les termes de la formule (a), il n’y aura de négligée dans la valeur de E@, qu’une partie dont le terme le plus grand est de l’ordre La g°, et ne pourra jamais excéder == g*. L'erreur due à ce terme ne sera pas d’une unité décimale du dixième ordre, si on a ® < 15°, et elle ne sera pas d’une unité décimale du septième ordre, si on a ® << 32°45. Le même degré d’exactitude n'aura pas lieu dans la formule (6) ; et pour avoir sept décimales exactes, il ne faudra guère passer Ja limite 6= 20°.
744. Exemple I. Soit c=sin 45° et ® = 10°, la Table II donne les valeurs suivantes :
Eg = 0.179409 15655,
F9 = 0.17497 63019; RS il faut les comparer à celles que donnent nos formules; et d’abord pour avoir la valeur de E, on calculer les deux premiers termes de la formule (a) comine il suit : |
cp = 7° 415" 84412 ® nr LES 9-24187 73 6
sincp..... 9.09025 93615 D'isiauss 6.20938 68 ossoonse 0.135051 49978 re — 2.07918 12 : sin cg... 9-24077 43593 (1)......, 413020 56
= sin c = 0.17409 a2r4o
On voit que les deux premiers termes donnent la Yaleur de Eg avec huit décimales exactes, l'erreur n’élant que de dix-neuf unités décimales du dixième ordre. Ïl en sera de même pour la valeur de F@ dont voici le calcul :
45°+icp —= 48°32"7" 92206,
Ltang (45° + 4 cp) = 0.05373 43422.
Ce log-tang. étant un logarithme vulgaire, il faudra le multiplier par M pour le changer en logarithme hyperbolique , comme la formule le suppose. Aiusi en appelant À le nombre précédent, on aura les logarithines suivans,
CHAPITRE VIL 91 pour déterminer le premier terme B de la formule (6), h.... 8.73025 19367
M... 0.362121 56887 B = 0,17497 76676 Sesss 0.15051 40978 ge Drorgs. 13496 B.... 9.242098 26232 F® = 0.175497 63180.
On voit que les sept premières décimales de la valeur de F@ sont exactes, et que l'erreur ne commence qu’à la huitième, où elle n’est pas de deux unités. |
745. Pour obtenir une plus grande approximation, il faut tenir compte du troisième terme contenant @’. Or, puisqu'on a c* = }, la correction qu'il faut appliquer à E, est égale à la correction précédente (1) multiphiée par £, de sorte qu’en appelant (2) celle seconde correction qui est addi-
tive, on aura G)=().S: de même la seconde correction de F@ sera
— (1). 2€ (r).... 4.130210 56 0.17497 63180 Le. .. 8.07798 94 (2)... — 161 5 ee pe tre
La correction (2) pour E® sera onze fois moindre que celle de F@; elle est donc de quinze unités décimales du dixième ordre, ce qui donne la valeur currigée de E®, comme il suit :
sh. + 15 Eg
On voit par conséquent que la valeur de F@ s’accorde exactement avec celle de la Table 1}, et que la valeur de E® ne difière de celle de la Table que de quatre unilés décimales du dixième ordre; mais l'amplitude n’est que de 10°. | 746. Exemple IT. Soit c=sin 45° et @= 20°, on trouve dans la Table II, Eg = 0.345573 56213, Fo = 0.35261 98854; il faut comparer ces valeurs à celles que donneront nos formules. En voici 124:
le calcul :
co = 14° 8/ 31"68824
sin cp... 9.387097 35865 P..... 9.542090 73633 2... 0.195051 49978 Mises 7-71453 68165 Au... 9.53848 85843 ...— 2.07918 12460
A = 0.34553 224691 (a)... 5.63535 557 HD 4 + 4 318525 Ep = 0.345579 543416.
Ainsi l'erreur de la formule, en prenant les deux premiers termes seule-
ment, n’est que de deux unités décimales du septième ordre. Voyons à quoi elle se réduira en ajoutant le troisième terme, ou la correction
(1)... 5.63535 557 0.34557 54341 6 De... 7.63865 G7 (2) = + 1879 4 (2).... 3.279401 2 Eg = 0.34557 56221.
On voit que la valeur de E? n’est en erreur que de huit unités décimales du dixième ordre.
En calculant de même la valeur de F, on trouvera, par les deux premiers termes.... F@ = 0.35262 20054, et par les trois termes......... F@ = 0.535261 99381; l'erreur du dernier résultat est de cinq unités décimales du huitième ordre. 747. Exemple III. Soit c = sin 45° et @ = 30°, on trouvera |
par deux termes ”} Ep = 0.51204 61509, Fp = 0.53566 01252
la formule par la Table IL.,...... 0.51204 93225, 0.53562 27328 Différence. . .. = 31716, + 3 73024 par (roi termes de LES — 0,51204 93619, Fe = 053562 48033 par la Table 11........ 0.51204 93225, 0.653562 27328 Différence. .... + 394, + 20705.
Par ces derniers résultats, on voit que l'erreur de la formule n’est que de
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quatre unités décimales du huitième ordre sur Eg ; mais elle est de deux unités du sixième sur F@.
Ainsi, à mesure que @ augmente, l'erreur croît dans une plus grande proportion sur la fonction F que sur la fonction E; on ne peut guère aller que jusqu’à 20° pour obtenir F avec sept décimales exactes , tandis qu’on peut aller jusqu’à 30° au moins, pour avoir E avec un pareil degré d’exactitude.
Au reste le cas de c*—+, tenant presque le milieu entre les cas extrémes ce — 0, c—= 1, où les deux formules sont rigoureusement exactes , il y a lieu de croire que les erreurs de ces formules sont alors assez voisines de leur maximum, et que dans d’autres cas, les erreurs pourront être moindres ; c'est ce que les exemples suivans vont faire voir pour une valeur de c très peu différente de l’unité.
748. Exemple IV. Soit c = sin 89°; voici le résultat de nos formules, comparé à ceux de la Table de l’article 531, dans les trois hypothèses ® = 10°, ® = 20°, @ = 30°.
g= 10°) cg = 9°59 54" 517076 | 45° + à cp = 49° 59 57" 258513
1°" terme... 0.17364 84467 4 0.179542 55557 G a, so + 16 4 — 16 4
E = 0.1364 84484 F = 0.179542 55541 Par la Table. 0.17364 84482 0.175242 55540 D: | +2 + 1:
Dans ce premier cas, l’errenur n’est que de une ou de deux unités sur La dixième décimale, ce qui laisse incertain si l'erreur est du côté de la formule ou du côté de la Table. I] n’y a pas lieu, comme on voit, d’appliquer le troisième terme de la formule.
c® = 19° 59° 49" 03405 | 45° + + cg = 54° 59 54" 517025
it" terme... 0.34202 22762 |. 0.35637 62023
PT PE + 11 543 — 56 E = 0.342102 23299 F = 0.35637 Gigi
Par la Table. 0.34202 23300 . .0.35637 61479
DiF, ss... — sans 38
On voit que la différence est insensible sur E@, et qu’elle est à peine de quatre unités décimales du neuvième ordre sur F@.
@ = 30° co = 29° 59 43" 55108 | 45° + à cp = 59° 59' 51" 77554
1‘ terme... 0.50000 50891 6 0.540929 77237 4 MP sonne + 3094 4. — 3994 o.5o000 74886 0.549129 73243 TM, ssvos + 182 — 964 E= 0.650000 55068 F = 0.54929 72279 Par la Table. 0.50000 75089 0.54929 72081 Dir. .... — 21 + 198
On voit que dans ce troisième cas, l'erreur de la formule n’est que de deux unités décimales du neuvième ordre sur E, et de deux du huitième sur F, ce qui est une approximalion très salisfaisante.
749. Exemple V. Soit encore e = sin Go° et @ = 30°, et supposons qu’on demande la valeur approchée de F?; la formule est alors
Fo = À Ltng (45° 09) (1 + 1820) En voici le calcul :
co = 25° 58 50" 7436, 45° + + cp = 57° 59! 25" 3718, L'tang (45° + 3 cp) = 0.20404 85486.
Soit ce logarithme = À, le premier terme P de la formule sera = “ss h..... 9.30973 35101
Ier terme.,,. 0.54252 35153
so cuove — 24 59649
IIIe ....... — 4 29482
Donc valeur app. F9 = 0.54223 46022
Valeur exacte... 0.542232 91100
“Erreur de la formule. . + 549.
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On voit que, dans ce cas, l'erreur est de cinq unités décimales du sixième ordre.
750. Il résulte de tons ces exemples, que la formule (a) peut être employée avec sûreté pour donner la valeur E@, tant que @ n’excédera pas 30° ; car, à cette limite, elle donnera encore sept décimales exactes, Il n’en est pas toul-à-fait de même de la formule (4), où il convient de ne pas prendre @ plus grand que 20°, si on veut avoir au moins sept décimales exactes dans la valeur de F?. La formule devient cependant plus exacte et permet de porter @ jusqu'à 30°, lorsqu'on à € << sin 35°, ou ce > sin 75°.
Avec ces restrictions, les formules (a) et (b) sont d’un usage extrèmement commode, et peuvent remplacer avec avantage les Tables elliptiques même les plus étendues, dans une partie considérable de ces Tables. En effet les calculs qu’exigent ces formules, sont en général plus simples que les interpolations d’une Table à double entrée, dans les cas où l’on voudrait avoir égard à toutes les différences influentes ; mais il faut avouer que la Table à donble entrée méritera à son tour la préférence, si l’on n’a pas besoin d’une si grande exactitude dans les résultats, et qu’on se contente de ceux qui peuvent être obtenus par les premières différences seulement, ou tout au plus par le concours des premières et des secondes différences. |
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Méthodes diverses pour calculer les valeurs approchées des fonctions Fo, Ep, lorsque l'amplitude 9 excède la limite supposée dans le Chap. précédent.
EL Lonsque Pangle @ est trop grand pour qu'on puisse déterminer les fonctions E et F avec une exactitude suflisante par la méthode du chapitre précédent, on pourra diminuer progressivement l'angle ® par la bissection des fonctions F, selon les formules données, art. ar.
96 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, Pour cet effet, soient @', @", ®", etc., les amplitudes qui résultent des bissections continuelles de la fonction F?, en sorte qu’on ait Fo =2:F®, Fo"—:Fo, F9"=1:"@", etc, on aura en mème temps, 2Eg' — E® = c'sin* ® sin®, 2Eg" — Eg'= c' sin @" sin’, 2E@"— Eg'= c* sin* @/sin g", etc.,
et l'amplitude ' se déduira de @ par les formules
: . . si csn@=—sinæw, sin p=—
on déduira semblablement æ" de g', ®"' de g", etc.
En formant ainsi la suite décroissante @', &", @""’, etc., on parviendra bientôt à un terme g" << 15°, et alors on déterminera aisément , par les formules du chapitre précédent, les valeurs des fonctions Eg*, F?", approchées jusqu’à huit décimales ou plus, desquelles on déduira les valeurs de Eg et F?, exprimées avec un degré peu différent d’approximation. Ces calculs ont l’avautage de ne point supposer connues les fonctions complètes ; ils peuvent même servir à déterminer ces fonctions, puisque si on
part de l’amplitude @ donnée par l'équation tang ® = 7 on aura.,... Fe= 3F", Ep=+iE+;i(r—6); d'où il suit qu'ayant déterminé F@ et Ep, on counaîtra les fonctions complètes F', E:.
752. Une seconde méthode qui pourra dans certains cas être préférable à la méthode de bissection , consiste à calculer les amplitudes @,, @, Pe etc., qui répondent aux fonctions multiples Fo, = 2F?, F@, = 3F9, F?,= 4F?, etc. On les détermine par les formules
tang 5 9, = À tang®, tang (ss +39) = À tango, tang (53H39) = À tang@s, elc., dans lesquelles A est une quantité constante, telle qu’en faisant e sin @=sinw, on à À = cos w.
Au moyen de ces formules, on prolongera la suite @, ®,, @s, etc., jusqu’à un terme @, = 24.57 Æ 4, qui approche d’un multiple pair de 17,
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de manière que la différence 4, positive ou négative, soit assez petite pour qu’on puisse calculer facilement , par les formules du chapitre précédent, les valeurs approchées des fonctions Ed, F4. De là il faudra déduire les valeurs des fonctions proposées Eg, F?, au moyen des équations
Fo, = 24F'Æ F4 Ee, = 24L' ÆEN,
Fe, = 2F®, 2E9 — E®, = c*sin*® sin @,,
F9, = 3F9, Ep + E@, — Es, = c'sin ® sing, sms,
Fo, = 4F?, Ep, + Es — E@, = 6 sin @, sin @, sin @,, etc. etc. |
753. Cette méthode, ainsi que celle de ‘bissection , est fondée sur des formules trigonométriques très simples ; cependant elles peuvent devenir d’un usage diflicile dans certains cas, surtout dans ceux où c et sin ® sont à la fois peu différens de l'unité. En effet, les opérations nécessaires pour changer l’angle proposé ® en un plus petit, auquel la méthode du chapitre précédent soit applicable, peuvent, dans les cas dont il s’agit, être plus longues que celles qui servent à former la série des modules et celle des amplitudes, suivant la méthode générale des approximations, et alors celle-ci deviendrait préférable, tant par sa brièveté que par un degré d’exactitude indéfini.
C’est dans les différens cas particuliers qu’on pourra se décider sur le choix à faire entre ces méthodes, suivant le degré d’approximation qu’on veut obtenir; nous observerons seulement que l’on peut toujours supposer
l'angle proposé ® plus petit que l’angle qui a pour tangente 73 Car soient
g et À deux angles tels qu’on ait tang ® lang 4 = ;; l'un de ces angles
aura sa langente € v4 ge D'ailleurs comme on a
Fp+F) =",
Ep + E4 = E' + o* sin @ sin +, il est visible qu'au moyen des deux foncuüions qui se rapportent au plus petit des deux angles @ et 4, on déterminera sans difficulté les fonctions qui se rapportent au plus grand.
754. Exemple I. Soit c = sin 45°, @ = 60°, le calcul par la méthode de bissection se fera comme il suit :
sin & = can = ÿ(0.375).
sin æ.... 9.787017 56339 œw = 37° 45° 40° 47807 COS à W.... 997598 05831 3% = 18.52.50.23903 5 SN SP... 9-69897 00043
sing’... 9.722908 94212 g = 315358" 55322
+ 9+72298 94212 | c.... 9:84948 50022 dl . D sin w'.... 9.57247 44234 w = 21° 56" 29° 04240
sinz®.... 9.430900 88575 sin @".... 9.44701 91704 gg" = 16° 15" 17" 50460.
L’angle 9” étant suffisamment petit, il est inutile de pousser’ plus loin les calculs de la bissection, et en appliquant à l’angle ç” la méthode du cha- Pitre précédent , on trouvera les résultats suivans :
cg" = 11°209/38"12432, 45° + ? co" — 50° 44! 4906216.
À = 0.28180 18598 B = 0.28562 30721 1) + . 1 53152 1) — 1 53152 2) + hho 2) — 1843 Eg" = 0.28181 72190 F9" = 0.28560 72726.
Par la valeur de Fg", on a immédiatement celle de F@ = 4F?", savoir,
F® = 1.14242 90904 Suivant la Table.... F® = 1.141242 90578 Di, + 326.
Ainsi l'erreur est d’environ trois unités décimales du huitième ordre,
Quant à la valeur de E®, on la calculera comme il suit par les formules du n° 551,
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sin*®”... 8.89403 83408 c'sin‘@'... 9.144094 88468 sing’... 9.72298 94212 sin®... 9:93753 06317 c*... 969897 00043 &... 9.08247 94785
æ — 0.02070 13050 2Eg' 1.08586 62620 2Ee" = 0.56363 44380 Eo = 0.096495 14574 Eg" = 0,54293 31310 Par la Tab., E® = 0.096495 14560
Diff... , + 14.
Ainsi l’erreur sur E@ n’est que de quatorze unités décimales du dixième ordre.
On aurait pu se borner à huit décimales dans tous ces calculs, et les résultats n’en auraient pas été moins exacts.
795. Exemple II. Soit encore c* = +, et l’angle @ tel qu'on ait... tang ® = 6; cet angle pourrait être remplacé par celui de 30°, parce qu'on a F@+F (30° = F'; mais nous n’aurons point égard à cette propriété des fonctions complémentaires, laquelle ne nous servira que pour vérifier les résultats, et nous appliquerons directement au cas proposé la méthode qui précéde, par la multiplication des fonctions.
On aura d’abord 4 = (1 —c* sing) = y'#, ce qui donnera les résultats suivans :
A.... 9.87848 09756 57 tang®.... 0.380907 56251 92 ® —= 67°47 32" 44438 lang19,.... 0.26755 66008 49 +2 = 61.37.41.57628 Pa == 123.15.23.:5256.
Déterminant ensuite @, par l'équation tang (+ @s + +®) = A tang®,, on trouvera
- Ps —= 194° 5’ 33" 85248.
Les calculs préliminaires se terminent ici à @,, parce que ®, excède 180°
d’un angle plus petit que 15°. Soit cet angle = 4, on aura @; = 180°+ +4, el |
On calculera donc les fonctions E4, F4, par la méthode du chapitre précédent, ce qui donnera
op
ensuite E@ et F@ se déduiront des équations Fe = 4 (2P° + F4), Eg = +(2E' + Ed) + +e* sin ® sin, (sin® + sin), dans lesquelles on mettra les valeurs de F' et E' tirées de la Table Ï; on aura ainsi pour résultat Eg = 1.07004 95812, F = 1.318435 19452.
Ces valeurs se vérifient au moyen des équations Fp + F(30°) = F', Eg + E(3o°) = E' + o* sin @ sin 30° = E' + 5 w#$, dans lesquelles substituant les valeurs données par la Table, on trouve Ep = 1.07004 95798, Fp = 1.31845 19441.
Ainsi l'erreur des résultats précédens n’est que de onze unités décimales du dixième ordre sur la fonction F, et de quatorze des mêmes unités sur la fonction E.
On peut remarquer que la méthode par bissection doit donner en général des résultats moins exacts que la méthode par multiplication. La raison en est que les fonctions Eg, F@ se déduisent des fonctions auxiliaires par multiplication dans le premier cas, et par division dans le second. 1! semble d’ailleurs que les calculs sont plus simples par la méthode de multiplication , parce que la quantité A est constante dans toutes les formules qui servent à déterminer @,, ®s, etc.
756. Exemple III. Soit c = sin 60° et lang p = ÿ/2; cette valeur de ® est telle qu'on a F@ = ? F' : ainsi on pourra vérifier immédiatement par la Table 1, les résultats suivans que donne là méthode de bissection.
sin@... 984948 50022 &w—=45, sini®=4y/{(sin15°./3) sinz®... 9.606247 53005 cos +æw... 9.005361 53459 sin®'... 9.609685 99246 g = 2g° 5o' 23" 27549 Ce... 13:03753 06317 39 = 14.55.11.63775 sin ©"... 9.603439 05303 a = 25°31' 32" 07988 w' = 12.45.46.
sin+®... 9.41072 39499 Fr cosz æ'... 9:98913 51266 sing"... 9:#2158 88273 @" = 15° 18’ 25" 18513.
CHAPITRE VIII
D'après cette valeur de 9", on calculera les functions Eg", F9" par la méthode du chapitre précédent, et on aura les résultats suivaus :
eg" = 13°15/22" 49020, 45° + Leg" — 51° 37! 41! 24510.
2) + Gr4 3 2) — 3866 6
Ep" — 0,264:8 89322 2 Fg" = 0.216956 44683 7 Fo= 4Fg" = 1.07825 78735
Par la Table.. 1.079825 78237 Dif.. + 498.
Calculant ensuite E@ par les formules du n° 551, on trouvera Ep = 0.85552 80106 ;
ce résultat se vérifie par l'équation Eg = + E'+ +(1—0)=3E+#;; et comme on a E' = 1.211035 6o255 6845, il en résulte
Eg = 0.85552 80137 84225;
d’où l’on voit que l'erreur sur F est de cinq uuités décimales du huitième ordre, ‘mais que l'erreur sur E n’est que de trois unités décimales du neuvième ordre. | Ces erreurs paraissent plus grandes pour le module sin 60° que pour le module sin 45°; mais il y a à cet égard un maximum, passé lequel les erreurs diminuent à mesure que le module augmente. C’est ce qu’on verra par l'exemple suivant.
757. Exemple IF. Soit c= sin 89°,® = 75°; on trouve par les méthodes directes, E = 0.96608 54510 14, F?= 2.02664 53981 80.
En appliquant au même cas la méthode de bisection, on aura les résultats. suivans : | sin ®’... 9.838488 58g1r g" = 27° 51° 43" Gr900 sin "... 9.66963 81849 cg" = 27.51.28.40226 Eg” = 0.46735 16166 5 F9" = 0.50666 18602 5 Eg' = 0.76719 73904 3 Fg = 1.01332 37205 E9 = 0.96608 74478 F? = 2.02664 74410 Val. exacte... 5ro 3982 Erreur .... — 32 | + 428.
L'erreur est donc de quatre unités décimales du huitième ordre sur F , et de trois unités du neuvième ordre sur E.
758. Nous,joindrons ici le calcul du même exemple par les formules générales données art. 89.
D’après le module donné c=sin 89°, on formera d’abord l'échelle des modules, et on en déduira Ja valeur de K, comme il#uit:
. Crus. 9+99993 38498 0922 b.... 8.24185 53184 2289 c'.... 9:99099 99937 4053 b'.... 5.88171 65931 8966 K.... 0.00003 30744 6565.
Il faudra ensuite calculer @’ par l'équation sin (29 —@')= c sin @, ce qui donnera | ? = 74°59" 1440615.
Enfin on calculera @" par l’équation sin (29° —@") = ec’ sin æ', ou plus simplement par léquation tang (9° — g")= £" tang g", qui se réduit à p'—@"— #0" lang g"; ou en déduira
® —"g"— o"oo111 49 ®"= 74° 59° 1" 43950.
Cela posé, la valeur de F@ se calculera par les formules k=.,.....
log tang (45°42@"); F = KM, et on trouvera par les Tables à dix décimales seulement , Fp = 2.02264 73980.
759. Quant à la valeur de E®, elle doit être déduite de la formule générale de l’art. 89, qu’on peut mettre sous celle forine :
Eg = L'F@ + c* sin ® + ac sin ( + 2 sin €) + 4es sin g"(8"+ 2 sine 2 =
| + A sin @"” (8"+ a sin* + ? )
+ Ds sin e"(8"+ 2 sin* Ÿ — £ ) + etc.
Dans l’exemple dont il s'agit, on pourra faire Le= ? &* ÿK, et on trouvera les valeurs suivantes des cinq premiers termes auxquels se réduit cette formule,
im sg st
CHAPITRE VIN. | 103 3%. CSN Prrsersssrssse
LR ..... 0.000320 86564 G 3°. acb' siu @.......... . 14 70927 8 4°. 4c sin ç' sin* +. .. 778 4 5°, 4c% "sin @"........, 56 o
Somme...., Ep= 0.96608 74510 1.
On voit que, pour avoir la valeur de E@ exacte jusqu’à la dixième décimale, i] a fallu calculer cinq termes de la formule générale; mais ces calculs peuvent être considérablement simplifiés par l'emploi d’une autre formule, ainsi qu’on le verra dans le chapitre suivant.
nn...
CHAPITRE IX
Réduction de la formule qui exprime la fonction E+, dans la méthode des modules croissans.
760. La valeur de Ee que nous avons donnée dans l’exemple précédent, d’après les formules de l’article 89, n’étant pas assez simple pour être employée dans les calculs courans de la seconde des fonctions elliptiques, nous avons cherché une autre formule par laquelle ces calculs fussent réduits au plus grand degré de simplicité dont ils sont susceptibles, et nous y sommes parvenus de la manière suivante :
Après avoir formé la série des modules croissans c, c', c”... et celle de leurs complémens 6, 8’, b"... il faut calculer la suite des amplitudes décroissantes ®, g', g"... jusqu’à une limite qui est détermine , ainsi que celle des modules, par le degré d’exactitude qu’on veut obtenir. Ces amplitudes se calculent directement par les formules sin (2® — g)=csin®, sin(2@"—9'}=0c'sing", etc.; mais, quand on est parvenu à celle où le module correspondant c est trop peu différent de unité, il convient de remplacer cette formule par l’équation correspondante de la suite tang(@—@"}=b"taug @",
104 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPT IQUES,
tang (@— g") = b" tang @”, etc., d’où lon tirera un résultat beaucoup plus exact.
Connaissant ainsi la limite ® de la suite @,®", @", elc., que nous supposerons, par exemple, se confondre sensiblement avec le quatrième terme g”, on aura la valeur de F@ par l'équation F@ = K log tang (45°+ à ®), dans laquelle le logarithme est hyperbolique; prenant done dans les tables le logarithme vulgaire / taug (45° ++ ®)=H, on aura Fp—KMH ; quant à
la valeur de K, elle est, comme on sait, K= y (£ ‘ c'é'c"), 761. Cela posé, la valeur de Eg pourra être ainsi réprésentée Ep=L'Fo + Pe sin ®,
etil s’agit de calculer les deux termes dont elle est composée.
Le premier se trouve facilement par la valeur déjà connue de la fonction F@ et par le coefficient L’ que nous avons déjà réduit à la forme la plus simple dans le calcul des fonctions complètes (art. 652); tout se réduit donc à chercher la valeur du second terme Pe sin @. C'est ce que nous obtieudrons par la première forme de la valeur de 4 (x) donnée dans l’art. 89; ainsi nous aurons à réduire la formule
; 2#c# sin g“ : re nr a —1 sing“!
P sin g = nt Noise vas FT ve ire ES
Pour ceteffet, soit ®—@'=04", g —@'=04", @"— g"=4!",etc., on aura les équations tang &=" tang @', tang "=" tang g", etc. ; la première donne
# . “ = “ c « sin g= sin (9 +ow')—= (1 +8) sin g’ cos w'— 7x sin @' cos a’, et on en déduit successivement ‘ e sin * € sing’ c c’ sin sing —V:,"e sing"= ° R=—+ APE A + a, c cos € cos & c c COS #’ COS 4 sing"= Ve Ve Ve sin ® FT ce * € * cos cos #° cos #* ? ‘
Substituant ces valeurs dans celle de P sin @, et faisant, pour abréger, c'cos w'—=g, c" cos æ" —7r", etc., on aura
oh 2 4 21
=] -— 7... — —., 4 Fr oue T
APP 0 0788 rr Cette formule peut donner tel degré d’approximation qu’on voudra , mais il convient d’examiner successivement les différens cas qui peuvent se rencontrer dans les applications.
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762. Supposons qu’à cause de la diminution très rapide des angles
w', w', w'",etc., la différence 1 —cos "soit négligeable, on aura en même
temps avec une exactitude suflisante c"=1, cos &"= 1, ce qui donnera
Dans la même hypothèse, on doit regarder comme négligeable la quantité (1—7"}, de sorte qu’on pourra faire 1 — 21/4 r" = 0, ou 2 —1—= = , la valeur de P à deux termes seulement , savoir : P LR — 1.
Supposons log r'r"" =—1,t sera presque toujours une quantité fort
. . D —M L petite ; cette quantité étant donnée, on en tirera rF"=e . ensuite
P= 2eMt— 1 = et {1x — e—-Mt}]; donc
log P= at — mie M} #m( — 6e Mt mi —e-Mt )S— etc. ;
et en développant jusqu'aux © seulement, log P= 2t — Me+ M8.
Cette formule sera très commode pour calculer le second terme Pc sin @ de la valeur de E®, si toutefois les quantités de l’ordre # peuvent être négligées. Le nt qi
563. Si. l’on veut pousser l’approximation plus loin, et qu’on regarde seulement comme négligeable la quantité 1—cos &'", ainsi que 1—c"*, la valeur de P deviendra A
et parce que dans le même cas on peut regarder comme nulle Ja quan-
tité(1— #"}, ce qui donne AIS), 0D aura plus simplement
PRE, PES
FES Pour faciliter le calcul de celte formule, on pourra profiter de la réduction indiquée dans l’article précédent, en lPappliquant à la quantité
P'= 1; 0n aura ainsi —— Fr pra , w
106 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 2P'e sin @ FER
alors le terme Pe sin ® se réduit — Csin @; et parce que.» = c.sin® sin ® ?
ce qui dispensera de calculer cos '. De plus, comme € sin p=sin sin @ =£#cos(0—p)—+cos(B--p), on voit que dans beaucoup de cas, cette quantité pourra se trouver immédiatement par la Table des sinus naturels.
Nous observerons, enfin, que la valeur de P peut aussi s'exprimer par
celte série convergente :
Pa 1 + 00 CE) CE ete,
c' cos &'== on aura simplement Pesing=24/e.P'sinp—csin?,
au moyen de laquelle lapproximation,peut être poussée aussi loin qu’on ke . , 2 ; voudra. Les deux premiers termes se réduisent à 7 — 13; quant aux sui-
vans qui décroissent rapidement , ils sont faciles à calculer par les formules logr= — 1, log (1—7r) = log (M)— 51 + Me,
Pour l'usage de ces nouvelles formules, ïl faut pouvoir calculer avec un degré suflisant de précision les log-cosinus des angles © , w', w", etc., qui décroissent très rapidement. Or on a pour cet objet les formules
log cos © = — N,0° — Not — Not — Nat — etc.,
log sin w — ge — pan 66 — x Ne ot 22 Ni — elc.,
où les diviseurs 3, 15, 63, 253, etc., représentent 2°— 1, 2— 1,251, 2%=— 1, etc.
Lorsque l’arc w ne surpasse pas 5°, si on n’a pas besoin de plus de quatorze décimales, on aura avec une FR suflisante les valeurs Joga-
rithmiques des coefliciens, comme il suit :
N,..:. 0.335675 43156 37 Ns.... 7.098457 180 N,.... 8.5586o 30653 N,.... 7.46683 3.
764. Exemple I. Supposons qu’on veuille calculer avec toute l’exactitude que comportent des Tables à quatorze décimales, les fonctions F®, Ey, pour le module c = sin 81° et l'amplitude g — 75°.
Il faut d’abord tirer de la Table VI l'échelle des modules et log K, comme il suit :
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c.... 9.099401 99270 6508 bis 9410433 24413 5701 c'.... 9.999099 16689 5938 b'..., 7.79196 83022 3974 c'... 999999 99999 8002 b"... 4.98188 49441 5219 K... 0.002168 58709 3716 B"... 9.361750 98969 9640.
On procédera ensuite au calcul de @’ par l’équation sim (29 —@)=csing, et par les formules ordinaires pour lusage des Tables.
brise ve... 9599461 99270 6508 angle cherché.. 29 —p—A, sinPr..o.e. 098494 37781 0267 angle approché. a= 72° 56, sin (29 —%) 9:97926 37051 6775 3 145.12, Sin B....... 9:97956 26352 3206
r = 10699 3569 l'sin A = lsna+r,
sMr
PT <oFa ?
À = a+ psin* a (c+p+p. AS), nsc 4,02935 76746 a+ (ri) = Tr00ff 93263 4442 aMoocesse 0,06518 56930 4 (2)... 61 6186 Sn POELE 1,04660 65030 3 (Ses 16 Prseriors 5,13714 98706 7 29! — @ = 72,56044 98325 0644 sin 24..... 9:79728 93793 8 ? = 75 | Héessure 1,75812a 26324 : ® = 73,78012 46662 5322 (ssseuss 6,65256 18824 6 ''MEREEESE 5,13714 987 (abossrsve 1,78974 173 Pirsusseus 5,13714 987
La valeur de @/ réduite pour les Tables à dix décimales, savoir : ® = 73° 46° 48", 8088, servira à calculer par dE ee sin ( 29" — 4 ) = c' sin g', une première valeur approchée deg”; cette valeur....... g" = 73° 46" 42",.00856, étant substituée dans le SAR membre de.l6quation tang (@ — ç")= L" tang g", on en déduira facilement une valeur beaucoup. plus approchiée deg" — g"; faisant pour cet effet &"tang@" =p; on aura ®' — @" = Rp (: — F) ; en voici le calcul :
Das + 4,98188 49441 5 ‘(1)...... — o0°,00188 88089 5528 tangg".. 0,53620 11498 3 (ahssuse — 68 sat 5,51808 60939 8 g — 9" —= 0,00188 88989 546 R°...... 1,75812 26324 : o' 73,78022 46662 532 (those 7:27620 87263 9 ®" = 73,77833 57672 986 PMuvsses 1,03617 2168 @" — p" — 45 293 3 ss... 9,92287 8745 g" — 73,77833 57627 6933-
la différence @" — ga été calculée semblablement par l'équation g" — g"” = R° 8"tang 9”. Il n’est pas nécessaire d’aller plus loin, et on peut prendre @"”’ pour la limite ®, ce qui donnera 45° + 30 = 81°,88916 78813 8465.
Soit a — 81°,89, x = 0°,00083 21186 1535, on calculera la valeur de H = / tang (a — x) par les formules
PR) ltang (a— x)= l'tanga —r,
r = 2mp (a + p cos aa + pt, 2 HER);
on aura ensuile F9 — KMH; voici ce caleul :
Ræisocuse 6,92018 52377
Messe 1,75812 26324 a= 81°,89 (1). 0,00004 51611 60334 EDEN 5,16206 26053 2a=— 163,78 (à). — 22 54633 sin 24.:... 9,44611 18205 (3). —- 156 Possssoous 5,71595 07848 r = 0,00004 51589 0586 AMoossen 9:93881 43070 tanga 0,84618 57314 7040 sir. 5,654:6 50918 H = 0,84614 25725 6454 Poscrossut 5,71595 07848
COS 24. .... 9,93236 o0014
(2)... 1,35307 588 H... 9,92744 35465 6283 Draps 5,65476 5r M... 0,36221 56886 9946 P'eboovose 1,43190 16 K...-0,00268 58709 3716 + 35c0s" 28 0,10765 70 log® = 0,29234 51061 9945. ) ESS 719432 37 ,
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Connaissant ainsi log F@, nous allons procéder au calenl de Ep = L'Fæ + Pc sin@. La première partie dépend du coeflicient L’ qui se calcule par les formules
L'= 2 BK, (01) (1—r), ræ}. 0e:
il en resulte log L’...... = 8,08897 78160 8327 iii sai 0,2923{ 51001 994 8,38132 29222 8272 L'Fe ns. = 0 ,02406 15124 3297
Pour avoir la valeur de P, il faut reprendre les valeurs trouvées de œ',
a", w", savoir :
= 0 —@ = v'a1977 53357 468, os" —= ® ue = 0,00188 88989 546, w" = @" — g" = 0,00000 00045 203,
et calculer les logarithmes de cos w', cos &", cos w"”, par la formule du n°. 763 ; voici le calcul du premier :
…" 8,32815 ga1f4 14 “'t 3,31262 88 (1)... = 0,00009 84166 85719 «" 6,65631 44288 28 8,55860 31 (a)... 74 34160 9,33675 43156 33 (2) 1,87123 19 (3)...
(1) 5,99306 87444 65 «° 9,96894{ 1:cose 0,00009 B42f1 2278 798457 ETAPE 0,00000 83310 4062 (3) 7,95351 14, 0,00010 67551 6340.
Le calcul de cos w" se fera par un seul terme, comme il suit : æ"...... 5,51808 609 1:cosæ".... 0,00000 00002 3602 w"",.... 1,03617 218 1e uoooes 1998 933675 452 1:1/,,.,..:. 0,00000 00002 5599
A l'égard de w”, la petitesse de cet angle permet de négliger entièrement 1— cos æ"", ainsi que 1 —<c”, ce qui donne r” = 1, Ainsi la valeur de
Pc sin ® se réduit, dans ce cas, aux deux seuls termes LL — c sin @.
Voici le calcul du premier :
110 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, Due... 0,30102 09956 6398
csn®.... 997926 35051 6775
Sos 10 67551 6340
AP russe 5 1198 :
Z........ 0,28070 04565 o711 Z = 1,90853 64403 8184. Le second terme € sing, ou sin 81° sin 5°, est la même chose que 1 sin 84° + + sin 66°, dont la valeur se trouve immédiatement par la
Table IT, = 0,95403 36:65 0544 ; de ces deux termes résulte Pesin@ = 0,95450 25638 7640 d'ailleurs on, a déjà trouvé ° L'F? = 0,02406 15124 3297 donc la fonction cherchée Ep = 0,97856 42:63 003: d’ailleurs le log connu de F® donne F® = 1,96040 18613 8371.
Dans cet exemple où le nombre = — log r'r"* est assez petit, on aurait pu abréger le calcul de la partie Pe sin @ par la formule de Part. 762, comme il suit :
Rivsru
CONCE 2,05678. 19448 24..,... = 0,00021 35113 5076 M2: 0,36221 56887 M iucesss — 262 4204 Me... 2,418 26335 Mousse + G45 M... 8 Bug6o 43.
Pins 0,00021 34851 1517
osinp..... 097996 37051 67 3 * Pcsin®..... 997977 11092 8292 On tire de là Pe sin p = 0,95450 27638 5645, résultat qui ne diffère du précédent que dans le quatorzième chiffre dont l'exactitude est toujours incertaine , tant par l'erreur des Tables. que par celle des parties proportionnelles.
765. Nous remarquerons que, lorsque le logarithme t estaussi petit que ds l'exemple précédent , on peut calculer Ja partie Pc sin @ de la valeur de E9, d’une manière encore plus simple que par la formule de l'article 362. Car faisant toujours # = — log (r/r"*), ce qui donne r’r"* = Res on aura
a — 126" 1; soit cette quantité = 1 +3, afin qu'on ait...
Pc sin g=c sin®+essng ; de la valeur 2=2 {e— Disease
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duira
re arm) — 2Me . est (1+ 3 M + etc.), on dé-
log : = log (2M4)+it+ ZM; et par cette formule, on calculera facilement le petit terme ez sin ® qui doit être ajouté à € sin ®; en voici l’application
log 4... = 6,02839 09724 (1).... = 0,00046 go873 7106 M... = 066324 56843 6 c sin @.. 0,95403 3665 0544 LORS 5 33778 4 pesin®. = 0,95450 17638 7650.
Mr. 10 g
logz... — 6,69169 00356 9
Kesing) 9:97956 37051 7
(th. G,67125 37408 G
Ce résultat s'accorde encore avec les précédens, aussi bien que cela peut être, en n’employant, pour le calcul des parties accessoires, que des logarithmes à dix décimales.
766. Exemple II. Soit proposé de trouver les fonctions Fp, Eg, pour l'amplitude g — 45°, et le module sin 48°, dont les élémens sont, d’après la Table VI, |
Css. 9587107 34581 4351 Bb... 9,82551 08951 5436 c'..... 999523 32536 9413 b'..,.. 9,16835 48482 G552 €"... 999099 34601 5255 D"... 7,73940 33718 1465 ? D na — 1231 b"..., 4,87675 32981 3385.
Rss 0,06207 66258 45585 Voici d’abord'le calcul de @’ et siri @’. :
Érisensanees 0,83107 34581 4351 a=31° 70 3r. 4,66130 52942 PU TT 9:84948 5oo21 6801 2a=—63.40 M. 0,36251 5588; sin(29'=®@).. 9,72095 84603 1152 séc'a, 0,14033 36059 : sin 4,........ 9,72094 092910 3036 pe... 5,10385 40788 1 = 91692 8116 sin 24... 9,99141 24387 4 Esin Az lsina+r l'éssss 5,31442 51331 8 a H+(1) = 31422", 68962 8307 {theoss 042909 22607 3 - (2)+{(5) | 3 9224 | Pisvoore 5,56385 468 29 — @ = 31.42.2, 68960 7431 (nice 559354 693 \g'= 38.21.41, 34483 37155 Posros. 5,16385 47
5— 5 cos 24. 0,01486 78 (3)... 0,77226 9f.
Pour avoir Z sin g', on fera a= 38°35 — 38°21, x — 1"34483 37155, g’=a+x, et on appliquera la formule Z sin (a+x)=1sin a mx cot a
LA ms pme : .+æcot a); en voici le calcul :
(: AE DR EE sc a ;
R'x... 0,12866 85834 8 sin 4... 9,79271 63379 4647
.. 5,31442 51331 8 (thus ss + 35789 6760 use 4,81424 34553 Casse _— 2308 M... 963778 43113 sin g'... 9:79271 99168 9009 cot 4.. 0,10173 0000 9 Cu... 9.099223 32536 gf14 APE M: 55375 77670 9 sin (29' 9) 0178795 31705 8423 RE 4,81424 34553 ’
1:sin24 0,01180 7328 (2).... 9,37980 855 D’après cette valeur de £ sin (2@"—9), on trouve, en suivant toujours les mêmes procédés, 29"— 9 =5751"25",98409 3235 ‘= 38.21. 1, 34483 5515 76.12.27, 52892 6950 p'—=58. G.13,66446 3455.
On a ensuite pour déterminer @” Fejbason sin (29"—9")—=c" sin @"; mais, à cause de la petitesse de angle @"—9"=4", il est préférable de de ininer @" par l'équation tang (9"—®")=8"" tang @", ou simplement g"— ®"=R"E" tang 9”. Pour œls: on substituera d’abord dans le second membre la valeur approohé g"=38%'10", ce qui donnera @"—1",2158, et p"=— 5386 12",4466. Au moyen de cette seconde valeur, qui a'toute l’exactitude nécessaire pour les tables à dix décimales, on trouvera plus exactement gp" —R"È""tang "= 1",21787 8424. Enfin la différence PP 0" se déduira de l'équation &"=R"£" Lang @"", ou simplement &"= a", 1 p; caron peutsupposer dans le second membretang g"=tang @", et b"=: à (pr. Voici ces derniers calculs d’où l’on déduit la valeur de @'":
D. 487675 32921 2 g" = 38°6" 13",66446 3475 tang g". gBgffa 551125 "= 1,21787 8424 R'..,.. 5,31442 51331 8 p"= 38.6.12 ,44658 5051 Mure 0,08560 39365 5 o"—= 22924 38"... 427460 33 = 38.6.12,44658 27586.
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On peut considérer @'" comme étant la limite des angles décroissans ?, ®',®',elc.; ainsi on aura
= log tang (45° 191") = l'tang (64°3/6”,22329 1370).
Pour calculer ce log-tangente, on fera a=64°05 = 64°3", R'x = 6",22329 1379; et appliquant les formules
P = 53 l'tang (a+x)= Z'tang a + 2mp[1— pcos2a + 5 p° (1 + cos" 2a)}, on trouvera H— 0,31281 40842 60705. Enfin la formule F9=— KMH donnera les résultats suivans :
H.... 9,49528 62986 6865 M.... 0,36221 56826 9946 3 K.... 0,06207 66258 4558 5 IFp = 9,91957 86152 1370
Fp=— 0,85095 71234 6716.
67. Venons maintenant au calcul de la formule Ee=L'Fo-+ Pc sin ?;
la première partie se trouvera au moyen des formules qui déterminent L’, comme il suit :
L'... 9.38094 67241 4940 F?... 9.91957 86152 1370 9-30052 53393 6310 L'Fe= 0.19976 77321 6029, La seconde partie Pc sin @ — 24/c sin g’.P’— c sin @, et pour avoir P’, il faut connaître = c"” cos w* et r = c" cos w"*; or, d’après les valeurs déja connues w" — e — g" = 887" 68037 024 = gg" QU 1.217984 824, on trouve les résultats suivans :
1:cosw"”,.. 0.00000 {0217 70478 cos w/,., — 7570 Rssnse . 65398 47146 CMsssses — 12910 1:7/....... 0.00001 05616 17624 Tuusse — 19880 EPP os as 39760
Par le moyen de cette valeur de t=——log (r”r"*), on trouve aisément le terme Z = 24/c sin @’.P”, ensuite on aura ce sin = À cos 3° 1 sin 3°, d’où l’on conclura la valeur de E@, comme il suit :
T. II
114 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 2e... 0.23656 67247 35736 Z = 1.060981 27381 3605 .sin g'.... 9.709271 99168 gogo csin® — 0.52348 27454 9376 Mosssii : + 2 11233 14768
Me,.... — 2 56850 Pesing=— 0.54432 99926 3729 Mes... + | 6 L'F?= 0.190976 77321 Co29 Z....... 0.020930 77646 8375 Ep = 0.734409 77247 9758.
Les calculs de ces deux exemples ont été fort longs, malgré la simplicité des formules, parce qu’on a voulu obtenir des résultats exacts jusqu’à la quatorzième décimale ; mais ils s’abrégeraient beaucoup si l’on se bornait, comme il convient presqué toujours, à dix ou à un moindre nombre de décimales. é
768. L'addition que nous venons de faire au chap. XXI du traité précédent, nous donne l’occasion de placer ici une conséquence assez remarquable qu’on peut tirer de la formule (#'), chap. XXII.
Si l'on fait dans cette formule g=—0, on aura »!=n; ainsi les deux fonctions I(z, c, 8), H(, b, 8), dont les modules sont complémens lun
de Pautre et qui ont d’ailleurs le même paramètre et la même amplitude,
pourront s'exprimer l’une par l’autre au moyen de l’équation
A(b, 8 A(c, 8 ” AD nn, e,0) +26 fr H{n, b, 8)
siné cos # æ + lang B[A(8, 6) Fc, 8)+a(e, 8) F(&,8) = G)F(é, 8)=F(e, 8) E(6, 8)—r(#, 8) E(c, 6)
Cette équation ‘fait partie de la propriété mentionnée dans l’art. 110. Mais si on a c— 6, c’est-à-dire 'si le module c = sin 45°, alors en omettant la désignation du module & et de l'amplitude 8, commune à tous les termes T(z, c. D a(c,8), Fc, 8), E(c, 8), on aura la formule
a nG)=ir+ (28 tang 0+ F—2E)F,
d’où l'on voit que dans ce cas particulier la fonction de troisième espèce N(n) ou N{n, c; 8), -où l'on a n=cot"8, sexprime par les fonctions de premiére et de seconde espèce F et E.
Ce résultat est d'autant plus remarquable que l'amplitude 8, qui détermine le paramètre cot*8, peut être prise à volonté et ne suppose point que
F(c, 6) soit commensurable avec F'e. Si cette commensurabilité avait lieu,
on sait par les propriétés connues que la fonction de troisième espèce
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H(n, c, 8), pourrait se déterminer par lé moyen de Tl‘(#, c), quel que fût le paramètre #, el ne dépendrait ainsi que des fonctions de la première et de la seconde espèce ; de plus, éomme dans le cas dont il s’agit, la fonction F(,8) qui est la même que F(c, 8), serail commensurable avec F'& qui est la même que F'e, la fonction de troisième espèce Il(z, c, @) serait
en général réductible à la première espèce F(c, @) par la formule de l’art. 110, ” desorte que la valeur particulière de IT (7, c, 6) ne dépendrait que de la seule fonction F (c, 8), ou même de la fonction complète F'e, puisqu'il y a un rapport donné entre ces deux dernières fonctions.
On voit done que l'équation précédente contient un théorème entièrement nouveau sur la fonction de troisième espèce [(cot* 8, c, 8), puisqu'elle ne suppose pas F (c, 8) commensurable avec la fonction complète F'c; mais ce théorème est restreint au seul cas du module c= sin 45°.
CHAPITRE X
Modification de la méthode trigonométrique du Chapitre VI.
769. Lx méthode que nous allons exposer n’est autre chose que celle du Chapitre VI, modifiée de manière qu’elle n’exige pas un travail préliminaire trop considérable , au moins lorsqu’on ne veut pas pousser lapproximation au delà d’un certain degré.
Supposons d’abord que l’on calcule par la méthode générale amplitude æ ou &, , qui satisfait à l'équation Fe= :; F'e (nous prenons pour exemple la fraction -=, mais une autre fraction telle que + ou +, pourrait être plus convenable dans certains cas, comme nous le verrons ci-après); au moyen de cette amplitude on déterminera successivement celles qui satisfont aux fonctions multiples Fa,=— 2Fa, Fas= 5Fa, etc. On calculera en même temps les valeurs correspondantes de E, et du tout on formera un pelit tableau de dix lignes seulement, contenant les valeurs de @ et de E@, auquel on pourra joindre, pour la facilité des applicat:ons, les valeurs logarithmiques correspondantes de sin @, tang @, A9. Voyez un tableau de cette sorte; art. 773.
Cela posé, @ ayant une valeur donnée quelconque, il s’agira de trouver, par le moyen de celte table, les valeurs des fonctions F@, Ep.
770. Supposons que la valeur de ® soit plus grande que æ1 , elle sera comprise entre deux termes consécutifs de la première colonne ; soit a le terme le plus proche ou au moins celui pour lequel la différence Fg— Fa, positive ou négative, est la plus petite, et soit ® =a+x, x ayant le même signe que Fp—Fa; si l’on fait en même temps F (a+ x)=Fa+F'y, l'amplitude y se déterminera trigonométriquement par les équations suivantes:
c sin e=sin 6, tang "= cos 6 tang(a+ x),7= 44. csin(æ+x)=sin 6", tang L = cos 6’ taug a.
On voit qu'il faudra d’abord calculer les angles auxiliaires 6, 6’, ensuite les angles 4’ et 4, dont la différence est l’angle cherché y.
Connaissant y qui sera en général du même ordre que x, et peu supérieur à x (excepté dans le seul cas où c et sin @ seront tous les deux peu différens de l'unité); on pourra déterminer Fy et Ey par les formules qui conviennent aux petites amplitudes, et on en déduira les fonctions cherchées
F® = Fa + Fr, Ep = Ea + Ey — c* sin a sin @ sin y.
Cette sorte d’interpolation n’exigera en général qu’un calcul assez facile et fondé, comme on voit, sur des formules trigonométriques très simples.
Si x est négatif, y le sera aussi; mais d’ailleurs le calcul sera toujours le mème. Au reste la faculté qu’on a, suivant les différens cas, de prendre x positif ou négatif, permettra toujours de supposer Fy << 21F«; c'est ce qui . aura lieu encore, lorsque ® sera moindre que æ, mais tel cependant qu'on ait Fp > 5 Fa. |
Nous remarquerous que si l’on fait sin w = PART M on aura exaC-
tement sin ÿ = He Par les auxiliaires 6 et 6’, on a Aa=cos6,
A(a-+zx)=0cos6", ainsi l’angle w , troisième auxiliaire, se trouverait par l’ésin x
cos (36 +36) . cos (39 —3
simple de se servir des formules précédentes, quoiqu’elles déterminent l’angle y par la différence de deux angles beaucoup plus grands 4” et +].
771. Nous avons donné dans le Chapitre VII des formules pour calculer les
fonctions F@, E, lorsque l'amplitude @ ne passe pas une certaine limite;
quation sin w = 2; mais il sera presque Loujours plus
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mais si ÿ était très pelit, le calcul de ces formules pourraît être sujet à quelques difficultés, surtout si le module c était en même temps très petit. Il sera plus simple alors de se servir des formules telles que les donne immédiatement l’intégralion par séries; ces formules sout, en supposant que les termes de l’ordre y’ peuvent étre négligés,
3 5 Er =y — (5 — %)— ie, F7 = y + 106 — 2) + dc.
772. Connaissant &,, &,, æ,, @,, æs, par la multiplication de la fonction Fa, il faudra que æ; s'accorde avec la valeur tirée de équation cot a; = ÿ/8. Cette vérification étant faite, on calculera les termes suivans &4, &,, etc., par les équations complémentaires, savoir: cot &ç=btanga,, cota, = b langas, cota—btange,, cotæ, —btangæ. Il faudra ensuite calculer les fonctions Ea,, Ea,, etc., ce qu’on fera par les formules
P, = sine, .sina,sina, | 2La — Ea, = p,
P, = c'sine,.sinaæsine, | Ea + Ex, — La; = p,. Ps = c'sine,,.sinassinæ, | Ex + Ea, — Ed, = p, Pa = c'sina,.sinaysinæs | Ex + Ea, — Eas = p,.
De ces formules résulte
Ca + (Las + p, + ps + ps + ps);
et comme on connait Eas =} E' + + (1 — 6), on aura par l’équation préoédente la valeur de Ex; ensuite Ez,, E2,, Ea,, seront données par les équations !
Ea, = 2Ea — p,, Ezs = Ex + Ex, — p,,
Ec, = La<+ Las — ps.
Ce calcul se continuera pour les autres amplitudes «4, #,, etc., au moyen des formules
Ecs + Ea, = L' + 6 sin a, sin æs, Ea, + Eas = E' + 6° sin a, sin æ,, Ecs + Ez, = E' + 6° sin à, sin æ, Ea, + Ex = E' + c° sinx sin à,.
Cette méthode va recevoir les développemens nécessaires dans lexemple suivant, où les calculs sont faits de manière à obtenir au moins dix décimales exactes dans les résultats.
773. Afin de mieux juger de l'exactitude de la nouvelle méthode , nows prendrons pour exemple le module sin 45°, d’après lequel la Table 11 a été construile. Voici, dans ce cas, l’échelle des modules réduite à douze décimales.
C.... 9,84948 50021 68 PRE 9,84948 5oo
ce... 787330 12255 42 b.... 0,99998 78837 31
c,, 9,68704 91605 93 il faut d’abord déterminer & par l'équation Fa = F'; et comme on à en général Fe = à F'e, ® étant la limite de la suite @, 1°, 2", etc. il faudra faire D—9"; or, pour le degré d’exactitude que nous avons en vue, on peut supposer ® = 7 @°*; ainsi on aura @°%— 144°. De cette valeur on déduira successivement celles de @°, g, @°, @, au moyen des équations sin (29° — go) = ce Gin ge, sin (29°° — p0)= c° sin @°%, etc., dont voici le calcul : |
ss aus e 9,68704 92 29%— 4 — 0°0’0",00000 5898 sin@®,... 0,76921 87 PA — 144
Cssrose 514455 45759 4 29 qgu— 2 ,73644 0659 sinp®.... 9,97820 63255 5 … — 36.0.1 .368 8 R"....... 5,31442 51331 8 ; bi 29°"—9®. 0,43718 60347
Disons 787330 12255 42 (1)......, 903"”,62626 4253. sing”... 9,76922 26503 72 (2)....... + 290 9682 Prose 764252 38759 14 29°—ç"= 15" 5",62917 5935 L'HPECEE 3,31442 51331 76 P*— 36 o. 1 ,36822 1804 (1).+..,. 2,95694 90090 go P = 18. 7.33 ,49869 7870
S Peur. 4,50689 65 (2)...... 7,46384 55
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...... 0,23444 86293 24 angle cherché À = 29—@,
sin®°,.. 9,49291 01476 38 augle approché «= 5°06 = 3°3/36", sin (29—@°) 8,72735 87709 Ga éq. à résoudre /sin A=/sin a—r, sin 4.,.... 8,72759 23169 {7 Solution. p = rM tang a
r= 3 55599 85 QE — =)
Fivose +. 5,52556 28641: {1}. »,85156 0817 M...... 0,56221 56887 (2)... 3 2976 tang a... B,72801 19841 0 ,85192 7841 Prose 4101979 05369 Beueee 39 336 R"...... 5,51442 51532 29—@9 = 3, 3.35 ,14847 2159 (1x)... 9,95021 56701 g = 18. 7.35 .49869 7870 Pseirs + 461579 053 29 — 21.11. 804717 0029 1: sin 24 0,97219 73 a=@ = 10.35.34 ,52358 50. (2). .... 551820 55
774. . ainsi déterminé la valeur de & ou z,, il faut calculer les termes æ,, #4, æ, €t0., 1 les formules connues pour la multiplication des fonctions ; savoir: tang+ @,,—=A tangaæ, lang (+ ds+ie ,)= À tanga,, ete. ; voici d'abord le calcul de Aæ on A:
sinæ. 9,26{4{1 {0026 m2 5,83197 06609 cosa 9,99629 84428 77
sin À. 9,11389 90048 40 tang'a.. 8,23533 69554. R. 11674 674 507
sin a. 9,11396 69206 15 r tang’ a 4,06730 16163 Te 999629 96103 28. 28. r= 6 7917 75 7r...... — 6 79158
lsin A = /sina —r, r tang* a — 11676
lcos À — /cosa +R, Bi 4,06723 85329
R={(rtang" a)—rtang « —r.
Calcul de à,.
tangæ.. 0,27187 809548 79 a—=10°50 r.….... 6,32556 58917 + 9:99629 06105 28 24= 21.00 ?M... 0,06118 56930
tang +4, 0,20817 85452 07 Pers. 6,38075 15847
lang a.. 0,26796 Co207 33 sin2a, 9,55432 91618
Fins a1 16244 74 R".... 5,31442 51332
| (tr)... 1,25550 58797
lang A=ltanga+r, ARR 6,38675 15847 p=1?Mr, 0524. 997019 174
A—a=p sin 2a(1+pcos2a+3p"cos/{a). (2).. . 7,61240 920
a+ (1) = 10°30/ 18",00967 517 (1)....:. 1,25550 59 (a)... 409 646 P'essvess 2577350 32 (3)... 53 score 9,82390 87
durs == 10.30.18 ,01377 216 cos 4a... 987107 35
ere = 21: 0.36 ,02754 43 (hu 3,72309 13.
| Calcul de a.
tang &, 0,58440 41122 28 a = 20°85 A..:. 9:99629 96103 28 2a = 41.70 tang À 9,58070 33225 56 4a = 83.40
ZtangA= ltanga—r,p=:Mr,
A=a—p sin 24(1 —pcos24+-+ p* cos 4a) Gh.... = 10",32916 4724 (2)... — 58 0557 (3h... + 4 a—À... = 10 ,32858 417
Bosscses = 20°51° o"
A...... = 20.50.49 67141 583 ay... = 41.41.39 ,34283 17 dise . 10.35.54 ,32358 50 an... = 31. 6. 5 ,01924 67
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tang 43 978051 29931 86 Trvus. 5,84856 50655 A.... 9:99629 96103 28 a = 30°89 :M... o,06118 56930 tang À 9,77681 26035 14 24 = 61.78
me Pose 5,90975 07585
tanga. 9,77688 31645 69 44 —123.56 vo45o4 41514 r= 7 05610 55 | R".... 5,31442a 51332 lang A = ltanga—r. (1)... 1,16922 00431
Pos. 5,90975 076 a—(1)... = 30°53 9',23545 5840 cosaa, 967473 108
6)... - de 56 (2)... 6,75370 188.
(aa) = 30.53. 9 ,23602 303 (1)... 1,16922 00 ay = 40.45.42 ,44450 18 P'.... 1,81950 15
3cos 4a 0,56648 46 (3)... 2,55520 61.
Calcul de as.
tang æ4. 9,95551 41911 62 a—40°52 r..... 490002 10848 hivere 9:09629 96103 28 24=81.04 :M... 0,06118 56930 tang À. 0,93181 38014 90 Poor 4,96120 67778 tang a.. 0,93180 58578 22 sin 24. 0,99466 78399 ne 719436 68 R".... 5,31442 51332 a | (1)... 0,27029 97509 lang A= {'tang a +r. Rss 496120 678 æ.,..... == 40°31' 12/,00000 0000 cos 24. 9,19241 38r (thsses, 1 ,86337 2796 2)... j (a)... 2654 @) bi sg,
Fastias = 40.31.15 ,86337 545 8r. 2.27 ,72675 09 POSE PE 31. 6. 5 ,01924 67 25...... —= 49.56.22 ,70750 42.
Par l’équation cot45=1/6, on trouve directement a5—40°56/22"70750 516; la différence n’est que d’une unité décimale du sixième ordre ; or, le sixième
ordre de décimales dans les secondes, est le douzième chiffre significatif T. Il. 16
du nombre entier, puisqu’en réduisant tout en secondes, on a dj =... 179782",7075016. On ne peut donc pas répondre d’un plus grand degré de précision, en ne donnant que douze décimales aux logarithmes, surtout si l’on considère combien il a fallu d'opérations pour obtenir ce résultat.
775. Pour calculer maintenant les quantités p,, p,, Ps, P4, il faut connaître les log-sinus des angles &, &,, &3, «,, æs; le premier est déjà connu, . x 1 _ sin45 ..
le dernier se trouve par la formule sin as = ES à En ln logarithmes, d’où l'on déduit ceux des quantités p, et ensuite ces quantités elles-mêmes :
sin #, 9,264{1 40026 72 | Pi 7,78232 47333 43 Pa == 0,00605 79367 32 sin +, 9,55452 67236 63 Ps 8,23102 65983 97 Ps = 0,01702 26276 of sin #3 9,71311 58697 26 | ps 8,49135 69385 46 | ps — 0,03999 96605 69 sin #4 9,81485 70638 12 | p, 8,66211 07270 67 Pi = 0,04593 15104 20 sin «s 9,88386 96562 47 RE
! 0,10001 17353 25 _ Connaissant la fonction complète E' = 1,35064 38810 48, et la quan-
tité 1 — 6 = 0,29289 32188 24, on trouvera par les formules de l’article 772,
Ex — 0,82176 85499 31
Ea, = 0,18435 60550 512 Ex, = 0,36265 41773 704 Ea, = 0,52998 76068 136 Ez, = 0,68334 {0032 998.
776. Al faut maintenant prolonger le calcul de toutes ces quantités pour toutes les amplitudes au-delà de &s, savoir : @,@&,, &, &. Or, si les amplitudes @ et 4 sont complémens lune de l’autre, c’est-à-dire, si l’on a F@ + F4 = F'e, non-seulement l’amplitude 4 se déduit de @, par la formule cot 4 = à tang ?, comme on l’a vu dans l’art. 772; mais on a en
sin @ a. taug@ ?
les logarithmes des quantités sin @, taug ®, A@, pour les amplitudes qui précèdent æ$, on aura immédiatement les logarithmes de ces quantités pour les ampliludes qui suivent &s.
_ D'ailleurs de la valeur connue de cot +, on déduit celle de Pangle 4, ce qui s'apphque successivement aux amplitudes ds) à: 43, 43; ON aura donc de cette manière les résultats suivans :
h « même temps AL = sg ctsin d = ; de sorte que counaissaut
CHAPITRE X
sin ®.
ae en
Au moyen des valeurs de sin @ , on déterminera les fonctions Exs, Ea,,
etc., par les formules de l’art. 732,
csina, sin a; = 0,27855 57297 82
Essen = 1,35064 38810 48
1,62939 96108 30 Ep... = 0,68334 {0033 00 Em... 0 .. 094605 56075 30
c‘sinz,sints = 0,17299 93944 9 Et... 1,35064 38810 48
cos... = 1,16098 90981,73
Eu.
comme il suit :
csinas sine, = 0,23756 52630 146 E'.........=1,35064 38810 48 1,58820 91440 626 0,52998 76068 176 ses. 1509822 15372 45
LCas..
Ex...
c*sin& Sin 4,—0,09112 12071 38 E'......... 1,35064 38810 48 1,44176 50881 86 0,18435 Goÿro 51 .... =1,29740 90311 35.
Et soiises
Ea,....
777. Nous avons maintenant tous les élémens qui doivent composer la Table auxiliaire que nous voulions construire; mais, pour en rendre l’usage
plus commode , il log A9.
sera bon d’y joindre les valeurs correspondantes : de
On connaît déjà A(z) et A(zs) = y/b; on calculera les autres termes par
les formules Aa, = E:%4 ' tang «,
* ‘ La * b termes complémentaires par la formule générale A4 = —
culés.
Acts =
tang ; #6
tang i #g tang Pa , Aa, = —
range ? et les
Ag
Voici donc la Table complète qui résulte de tous les élémens ainsi cal-
778. Pour fure voir l’usage de cette table, cherchons la valeur des fonctions F et E, lorsque @ = 70°.
L’amplitude qui dans la table approche le plus de 70°, esl........ a = 66° 53 52", 57456 17; elle répond à la fonction Fa = -Z F'c; il faut donc résoudre l'équation F@ = Fa + Fy, ce qui se fera par les formules
tang J/ = Aa tang @, tang | = Aptanga, y == 4; soit c sin@=—=sin 6, on aura / sin 6 = 9,82247 08186 11, d’où l’on tire
l'cos 6 ou lag = 9,83350 72687 63. Par la table, on a immédiatement tang a el Aa, ainsi / tang 4” et / tang , seront donnés comme il suit :
Aa....... 9,88057 91936 23 AP....... 087330 72687 63 tang®.... 0,43893 41317 97 tang a..... 0,37000 20046 46
tang 4’... 0,31951 33254 20 tang L.... 0,24350 92734 o9, il en résulte Ÿ À
64° 23° 52",11076 ox 60.16.54 ,80887 69 LA 4. 6.57 ,30188 32.
11 s’agit maintenant de trouver avec le même degré d’approximation la valeur des fonctions Er, F7 ; c’est ce qu’on obtiendrait par l’interpolation de la Table 11; mais, pour ne rien emprunter de cette Table, nous calculerons directement les valeurs de Ey, Fy, par les formules que donne immédiatement l'intégration, lesquelles en négligeant les termes de l’ordre
y* seulement , sont :
CHAPITRE X. 125 — 1 y Ed 27 ’ # 27 : Lai Eye (+) (20) ete
s s 7 a | ST EE Cet 0 EE Cm PE LEE
Si l'on y substitue la valeur de c* dans notre exemple, savoir « = +, elles deviennent
7 Vesta tan
Emmy + Hs"
faisant donc y — 4°6' 57", 30188 32, ce qui donne, après avoir réduit cet arc en parties du rayon
log y = 8,85634 39959 78, y = 0,07183 63067 020,
on trouvera Er = 0,07180 54342 97, Fy = 0,07186 72030 06.
Maintenant les valeurs cherchées de F@ et E@ se tireront des équations Fe = Fa + Ey, Eg = Ea + Ey — c* sin a sin @ siny, comme il suit :.
CsinP.csosouee 967195 58207 79 Fa = 1,05822 15372 45 SIN Geroor.see ++ 0:96369 70659 98 Er = 0,07180 54342 97 BDT.csovoroue 8,85597 04055 19 1,13002 69715 4a
Bososuses sv... 8,9162 52922 96 Z — 0,03101 86785 59 Eg = 1,09900 82929 83.
Fe = 7 F'e = 1,29785 22741 11
Fy..ose +... = 0,07186 72030 06 Fins .. = 1,36971 94771 17
Par la Table II, on a F@ = 1,36971 94771 22, et Ep — 1,09900 82929 85, ainsi l’accord est parfait sur la valeur de E, et il n’y a de différence sur celle de F que cinq unités décimales du douzième ordre; erreur facile à expliquer tant par la longueur ct la multiplicité des calculs de la dernière inéthode, que par l’inexactitude qui peut rester dans le dernier chiffre des nombres de la Table 11, malgré lout le soin qu’on a pu mettre à la construction de cette Table.
779. Dans le calcul du tableau de l’art. 777 , nous avons poussé le nombre des décimales jusqu’à douze, afin de mieux établir la comparaison des
résultats avec ceux de la Table IL qui comprend un pareil nombre de décimales : mais le calcul s’abrégerait beaucoup, si l’on voulait se borner à dix ou à un moindre nombre de décimales.
En général, quel que soit le degré d’exactitude qu’on veut obtenir, il faut mettre un soin particulier à l’exacte détermination de l’amplitude æ d’après laquelle la Table est formée. En supposant, comme nous l'avons fait, Fe = + Fo, il est nécessaire, pour connaître «, d’avoir, l'échelle des modules qui fülle du module donné ce, La Table VI ci-après donne cette échelle pour tous les angles dif module, de dixième en dixième de degré, depuis o° jusqu’à 15°, et ensuite de demi-degré en demi-degré, depuis 15° jusqu'a 45°. Mais cette Table n’est pas de nature à être interpolée, et ne serait d’aucun usage pour les angles du module qui n’y sont pas expressément contenus.
780. Pour obvier à cet inconvénient, nous avons pensé qu’il serait utile de construire une Table où lon trouverait, pour tout angle donné du module, au moins de 0° à 45°, la valeur de « qui donne Fe = ; F'c. Dans cette vue, nous avons calculé directement la valeur de & pour tout angle du module de demi-degré en demi-deyré, depuis o° jusqu’à 45° ; nous avons ensuite interpolé les résultats en insérant quatre moyens entre deux termes consécutifs. C’est ainsi qu'a été formée la Table VII où lon trouve la valeur de æ pour tout angle du module de dixième en dixième de degré, depuis 0° jusqu’à 45°. Cette Table, dans laquelle les quantités & sont accompagnées de trois ordres de différences , le quatrième étant omis comme inutile ou pouvant être pris à vue, servira à déterminer par interpolation la valeur de æ qui satisfait à l'équation Fe = -: F'c, pour tout angle donné du module de 0° à 45°, sans qu'il soit besoin de connaître échelle des modules correspondante.
Ou n’a pas prolongé la Table VII au-delà de 45°, parce que l’interpolation deviendrait de plus en plus pénible, à mesure que langle du module s’éluignerait de ce ne et aussi parce que passé 45°, il convient de prendre Fa plus petit que -& F'e, et de plus en plus peüt, à mesure que l’angle du module devient plus grand. En effet, pour que, suivant l'esprit de la méthode, le calcul des fonctions E®, F@, soit ramené à celui de fre autres fonctions Ey, Fy, dans lesquelles Pamplitude y n’excède pas 5 à 6 degrés , il faut que æ n'excède pas. 12°, D’après cette base, on peut faire Fa == 2 F'o, depuis O0 == 45°, Jusqu'à = 50°, et Fe — 3 F'e, depuis 8 = 70°, jusqu’à 8 = 82°. C'est ce qu’on one aisément par l'équation
CHAPITRE X. 127 approchée 2 taug (45° + + ce) = nF'o, dans laquelle substituant les va-
leurs r—-2, c — sin 70°, on trouve æ= 11° 53/, de même qu’en faisant n=-+, c=—= sin 82°, on trouve a= 11° 58/.
781. Nous remarqnerons que lorsqu'il y aura lieu de supposer ....... Fa = - F'e, cette équation peut être résolue par de simples opérations trigonométriques, sans être obligé de former l'échelle des modules, En effet, l'angle &, qui satisfait à l'équation Fa, = 3 Fc, pourra se déterminer par la formule du n°. 24; connaissant &,, il faudra employer les formules de la bissection , pour trouver successivement &, et &, ou æ&. Ensuite on trouvera les autres termes par les formules de la multiplication qui ne supposent pas connue l’échelle des modules. On pourrait même déterminer ces termes par la simple bissection , savoir : &; par la formule ordinaire, . .
tang a = 72 et æ, par la bissection de Fay, Il resterait à trouver par ces
méumnes formules Ja valeur de æ,, ce qui peut se faire au moyen de léquation des complémens qui donne d’abord cot &,, = 6 tang z,, et ensuite as par la bissection de Fa...
11 sera encore plus facile de résoudre l'équation Fz=-% F'e, puisqu'elle n’exigera que les formules ordinaires de la bissection. Nous en donnerons bientôt un exemple pour le module sin 81°.
782. Pour montrer l’usage de la Table VIT, supposons qu’on demande la valeur de pour le module sin 82. De cette valeur du sinus on déduira d’abord l’angle correspondant
8 — 19°,47122 06344 868; on voit ensuite par la Table, qu’à l'angle du module 19°,4 répond la valeur g=09"15"37",83660 10, et les différences toutes positives d'=9,95614 40, d'p=5677 85, d'e—914, dp=8; faisant donc x=0,;1220 6345, et appliquant la formule ordinaire des interpolations, savoir:
2e (GIE (re AE (07
on aura
= dy,
783. Non-seulement la Table VIL fait connaître pour chaque module
moindre que sin 45°, l’angleæ qui donne Fa= : F'e; maison peut facilement
tirer de cette mème Table, la valeur correspondante de la fonction Eæ. Voici comment on parvient à la formule nécessaire pour cette détermination.
Si on suppose que pour l'angle 8 du module, l'amplitude @ satisfait à l’equation Fp=nF'ce, n étant un nombre fractionnaire constant, @ sera en général une fonction de 8; et comme F@ ou F est fonction de 8 et ®, on devra
: dF faire dE (+ « æ) d= (+: : æ) d} , ce qui donnera l'équation dE , 1 dd? dF' Ou mr É mais en faisant c—sin 8, les formules de l’art. 45 donnent
dE __E—Foosô sind singcosg dF' _E'—F'cos'ô
—— — —— té jt, re à
v sinfcosÿ ©060" —_à ? dd sinbcosb ?
donc on a _ sin ? cos sinBcosÿ dy?
E—F cos 0—n(E! —F' cos 8) = sin. en Tr
ou simplement ri : sn Sincos® sinf cos de EznE sin 8. ia ESS ÉENTT PES D Le Or, pour chaque valeur de 4 comprise dans la Table VIF, on trouvera immé-
diatement le coefficient différentiel 2 par la formule d 360 = de — 1d"p +10 — 194,
où 360 est mis pour la différence 0° ,1 des valeurs de 8, parce que les différences d'®, d'®, etc., sont exprimées en secondes; quant aux valeurs de 8 qui ne sont pas comprises dans la Table, on trouvera également par interpolation les valeurs correspondantes de d'@, d"?, etc.; donc dans tous les cas, on connaîtra la valeur de Ex qui répond à l'équation Fe= # F'e.
Dans l’exemple précédent, l'angle du module 45° est compris dans la Table; mais les différences qui répondent à 45°, dans le sens de l'accroissement de la variable 8, n’existant pas, faute de termes ultérieurs, on y suppléera par les différences dans l’ordre inverse, comme on l’expliquera ci-après
art. 797- On aura alors
d'p=29,80516 98, d'p=——11285 31, Mp=44 10, d'p=—30, ce qui donnera = 29748! > 0,08294 92892.
© Substituant ces valeurs, ainsi que celles de sin @, tang ®, 4, dans la for-
mule E=-4E'-+3. Free +, æe, on aura E=—0,18435 Goÿ77, te
qui s’accorde suflisamment avec la valeur de Eæ, dans le tableau de l’art 777.
ns. 2)
CHAPITRE XL
Application de la méthode précédente au calcul de la T'able particulière pour le module c — sin 8r°.
784. Nous supposerons Fa= 7 F'e, et nous ferons les calculs avec toute l'exactitude que comportent les Tables à quatorze décimales, par la seule méthode de bissection , sans faire usage de l'échelle des modules, quoique cette échelle se trouve dans a Table VI.
La première bissection - Ja fonction F'e se fait par les formules connues,
1 cos 45° tang ol 77 Chenbe a 770 7 NICE TS en Rep ca = /( 5 +) Aa, = WB, et on a immédiatement les nds de ces quantités, savoir : LS æy —= 0,40283 37793 2150, lsina, = 9,96843 94867 jh. la... = 9,59716 62206 7850, lcos a, — 9,56560 57074 7659,
les quantités semblables pour &,, se déduiront de la formule sin =. sin È LT
VO + ram) et d’abord pour avoir sin<«,, je cherche {1 + cos ds) par la formule qui sert à déduire log (1+- A) de log A
log À = 9,56560 57074 7659 a= 185 1+a.. 0,13602 04531 70958 loga ... 9,56560 37433 4709 — DE ii "5281 4616 Tr 19641 2950 . __688 1-Lcoses 0,13602 09813 2574 | 0,30102 99956 6398 Prosssec 4,29317 01185 cos* 3 4. 9,83499 09856 6176 1 + a,.. 0,13602 013602 04532 cos 5 «5. 9,91749 54928 3088 fie 4515714 96653 sin as. 966740 gfgr1 34rr Œuuuures 9, 56560 3433 sin à #4. 9: 74991 39983 0323. TT 7180 R..ouoe 3,72295 41266
De la valeur Aa,= ÿ/b, on déduira par un calcul semblable T. IL 17
Uri aa)... = 0:14473 54334 2026 a,30102 99056 6598 6398 9,84350 54377 5628 5628 IVG +380). = 09,92185 25188 7814
lsiniæ...... 9,74991 50083 0323 lsina,....... = 9,82806 12594 2509, en trouvera cos &, d’une manière abrégée par la formule 90° +8 go —# os at 2 it LS cos'#+cos45 _ aa 57 0 —Z =; VQG+6)T 1484" cosf8 144" cosi8 ’
; = . f —'où l’on a 8= 81°; on aura ensuite lang &,, et A(æ,)— ah
Brsensessesssses. 0,59716 62206 7850 res vssssressess 0,15629 45622 4372
cos +(90°+-8)...... 9,86588 G8409 8715 cos + (90°—6)...... 0,99966 50455 5814 1:co528.....,.,,, 0,11805 44846 3008
COS Æjoressooosee + 973796 71540 9756:
COS Œyessssnes.. 0,86898 35770 4878 SIN Œy se... 082806 127094 2509
Langaæps.ssss...., 9,99907 77023 5631 Langages... 0,83241 85054 5235
Blporssorsssssoee 987334 08030 9604;
on connaît ainsi toutes les quantités sin &,, cos æ,, lang &,, Az,, relatives au terme «4,
785. Une troisième bissection donnera les quantités relatives à, par le Ë sin + «4.1/4 — sirie, ÿ/2 calcul des formules successives : sin #,— TE as) tangaæ,— = =,
Aa, = Tes; et pour cela, on fera toujours usage des formules qui dorment
log (1 + A) par le moyen de log À ; en voici les résultats :
CHAPITRE XI
sine, 4/1..... 9,67754 62815 9310 Vu cos). 0,12022 18668 318;
CTP TPREETETEEE 9:82806 ra704 2509 4 + cos a... 0,24044 37336 6334
CLOSE 9,55732 44147 Gr23 tang Eajssisss. 9,98761 75457 6135 [VE TPÉTEETELE 0,15051 49978 3199
V/(1 + As)... 0,12115 07714 8332 V'(Aa, + cos æ,). 0 ,08609 88250 7813 : LL AREPESEEE 9,58068 86{11 oggo tangæ......... 9:62174 05875 1509 COS Mgr ere 9,9649f 80535 948x tongiæ;....... 9,58561 55457 6135 PRE …… 9:96587 69582 4626.
On procédera de même au calcul des quantités relatives à æ,, par les on, — Sin ds. Vs ÉD sine — ina. V2
furmules sin 24,— DO Ton) angine sine, = Vü Has)
__ Sinis.y/2 — tangies, se ba né | lang 4, = Ps on Aa, = Gage, à v0ici les résultats . ce calcul : sime,.W/3:.... 9,43617 36432 7791 SD Ansscosmes 9,28668 85{11 0990 Vi coss,).. 0,14192 83586 1974 1 + cos, ..... 0,28385 55572 3548 Mnidsssshoss 9,29424 48646 Go17 tangi ts... 9-30283 10838 {fa
Ve SPPETEEEET 0,15051 49978 3199 sinkæ,. V2... 9,44475 98624 9216 9:44475 98624 9216 :
V'(t + Aa,).. 0,14215: 15623 4500
V'(aescose,) 0,13322 13749 6833
sina,........ 9,302C0 81001 4716 tangæ,........ 9,31153 81875 2383 tangisss...... 930263 10838 7f42 dd ss isressu 999129 25963 5059.
Jusqu'ici nous n'avons paint cherché les valeurs en degrés des angles +, tits, dy, Et NOUS AVONS déterminé toutes les quantités qui en dépendent, par la seule table des logarithmes des nombres, et par l'application de la formule qui sert à trouver loy (1+- A) par le moyen de loy A ; nous continuerons de suivre celle marche, qui semble la meilleure pour obtenir les résultats les plus exacts, en n’employant non plus que les formules de la bissection, et celles qui sont relatives aux fonctions complémentaires,
786. Les quantités déterminées pour &, feront connaître immédiatement les quantités analogues pour son complément #,,, au moyen des formules
générales col À =? lang®, Ad = D sin À = É dans lesquelles on
fera P=«,, À = 4,3; On aura ainsi pour &,, les logarithmes suivans :
tangæ,........ 0,84658 98562 6669 SiN dise. 000564 27739 5274 COS Œnrrssses + 0,14905 29176 8605 fausses se 9,32099 16382 6096.
D'après ces élémens , on calculera ceux qui conviennent à &,ce qui donnera les résultats suivans :
sin ss Vi + - 9,84512 77961 2075 sine, . - . . . . 990564 27739 5274 Va + coss,,). 0,02863 25550 g193 1 + cos æn. . . . 0,05726 51101 8386 sintæs. + . - 9,81649 5a210 2882 tangiæs. . . . . 9,93837 76637 6888
0,15051 49978 3199 sini &s.9/2. - 9,96701 02188 6081 . . . . * . . . . 9,96701 02188 6081 Va ban). . 0,04128 62773 4783 W(Aæs + cos). 9,77225 30854 3341
sin ag. - . . - 9,92572 39415 1298 tangec. . . . . . 0,194795 71334 2740 COS. + : + . 9,73096 68080 8558 tangiaæn. . . . . 9,93837 76637 6888 Mai ais x à 9:74362 05303 4148.
De ces élémens , on déduira encore par une nouvelle bissection, ceux de æ,, comme il suit :
sine. 4/3. . . . 9,77520 89436 Bogg sineg . . . . . .. 9,92572 39415 1298 Vi cos ec) . 0,09351 04473 6726 1 005 æ6. . . . . 0,18702 08947 3452 sine... 9,68:169 84963 1373 tang;æs...... 9,73870 30467 7846 0,15051: 49978 3199
sintæ.W/2..9,83221 3fgfr 4572 .........,.. 9,83221 34941 4572 Vi + Aus). . . 0,09574 52527 8759 V'(4as + cos «5! . 0,01918 48742 6726 dns... 9:73646 82413 5813 tangeæs . . . . . . 9,81302 86198 7846 COS ay... + 9,92343 96214 7967 tang ie6. . . . . 9,73870 30467 7846.
dignes se: 9,92567 44269 0000.
787. Des élémens de «,, on déduit ceux de «,, par les formules des complémens, savoir :
(ang Œossonree .. 061091 04252 1560 SN Œisrrnssosse.e 0198734 62777 4410 Us TROT PTT 9,57643 58525 2850 A(an)e : « « veus. 0,45071 19110 1552
et de ces derniers, an déduit par bissection les élémens de & comme il suit:
CHAPITRE XI
sin #0. V3 + - - 9,83683 12709 1212 Sais: 9:98734 62777 4410 V'(1+ cos «,.). 0,04634 67607 6243 1H cos. - - 0,09269 35215 2485 sinise....: 9,79048 45191 4968 tangi a... .. 9,89465 27562 1925 0,15051 49978 3199
sine. V2 . . 9,94099 95169 8167 . .... 9,94099 95169 8167 Vi as,).. 0,05399 49348 2954 APE MS 49234 2923 sing... 9,88300 45821 5413 tang as. . . . . 0,08290 45035 5444 Es... 980409 99885 9969 tang ia. . . . 9,89465 27562 1925
rss 9,81174 81626 6481.
788. Enfin, pour trouver les élémens de «,, il faudra d’abord prendre le complément des élémens de æ,, pour avoir ceux de &,,, savoir :
ang Œgpresssess. 1,18392 69711 2791 SN Gps... 0,99907 10953 4855 COS Œugrososores + 8,81514 41242 2064 Beoose co... 0,22845 54831 1074; on déduira ensuite de la bissection les résultats suivans : sin æ&,4 L'à . : - 9,84855 Gog35 1656 sinæ,, ...... 9.909907 10953 4855 VU cos:,). 0,01374 30433 6552 1 + co5e,4. . . . 0,027948 Go867 31 5 sin ÉŒge 9,83481 30541 510f tang 3 æ,4 . . . . 9,97158 50086 1750 0,15051 49978 3199 nt sin? #4. V/2 - . 9,98532 80519 8303 + 9:98532 80519 8303 V(r + Am) . - 0,03394 83922 0521 LAae rhone) 9,68512 34689 4358 sinæ,...... 995137 96597 7782 tanga,...... 0,30020 45830 3945 Lang à &ig. +... 9:97158 50086 1750 Mist se + 9,67138 04255 7805.
789. Si l’on joint à ces résultats ceux que donnent les formules des complemens appliquées aux amplitudes &,, 43, &s, æ,, on aura les logarithmies des quantités sin «& , tang &, Aæ, pour tous les termes de la suite &,, «,,æ,,...æ,s
I! faut maintenant chercher les valeurs correspondantes de la fonction Ea, ce qui se fera aisément par les log-sinus déjà trouvés. Voici le calcul de ces fonctions, où l’on trouvera de nombreuses vérifications qui prouvent l’exactitude de nos résultats. L
Par la Table 1, on a log E'=0,01443 21010 0944, ce qui donne E'=— 1,03338 94623 9087 ; substituant cette valeur ainsi que celle der — b=— 0,84356 55349 5977, dans l'équation Ex, = £E'+ E (1 — 8), on aura
Easy = 095867 74986 7532. Ce terme va servir à calculer tous les autres. | ne 7 Calcul de Ea, par la formule 2Ëæ,—Ee, = ec sin" &,sin @s.
Min 9-98923 98541 3016 Fa... — 0,935867 74986 7532 sin* æ,. en 25588 5018 p...... .0,41096 22209 6138 sine. 906845 04867 0809 + M on A 9,61380 189 18997 07 7843 \ Ea,..... = 0,67481 98598 1835.
Calcul de Ea, par la formule 2Ea, — La, = c*sin° «, sin &,.
... 9.989253 98541 3016 Ea,..... = 0,67481 98598 1835 sin*æ,. 9,17337 72822 1980 p....... 0,09787 64965 9827 sinæ.. 9,82800 12794 2509 0,77269 65564 1662 Preecs 8,99067 67 84157 57 7505 Ez,..... = 0,58654 81782 0831.
Calcul de Eæ par l'équation 2Ee — Ec,= e* sin* æ sin &,. Cou. 0198923 98241 3016 Ea..... = 0,38634 81782 0831:
sin*æ.. 8.60521 G2002 9432 p....…... 0,01517 55589 3074 6 sin &,.. 9,58668 86411 er oi 0,40152 57571 3905 6 Pose 8,18. 28114 46955 3 3458 Eu. .... = 0,20076 18685 6952 8.
Calcul de La,,, 1°. par l'équation" Ee, + Le,,= E' + 6 sin &, sin &. C...…. 9,98925 98541 3016 E'c..... = 1,05378 94625 9087 sin &,.. 9,82806 12794 2509 Ea,.... 0,67481 98598 1835 sind. 9,09564 27759 3374 9,35806 06025 7253 Pres... 981294 39075 0799 Dors 0,65004 57264 8663
‘ Es... = 1,009o01 55290 5915.
2°. Par l'équation Ea,+-Eas= Ea,, + 6° sin &, sin à, sin æ,..
Cafe 9581294 59075 0799 EmLa= 1,61549 75584 9367 sin œ... 9 96843: 94867 9809 p.......— 0,60448 20294 3456 pisse *0,78138 8 53945 0608 Ea,,....= 1,00901 1,00901 53290 Sort
Milieu entre les deux résultats: Ex,,....= 1,00901 53290 5913.
Calcul de Ex, par l'équation 2Ea; — Ex, = c* sin à sin a. ct... 998923 98541 3016 Ea,,.... = 1,00901 53290 5915 sin* &. 0,85144 788350 2596 Poousses 0,68601 01020 813 sin æs 0:99°64 27739 5274 1,69502 54511 4044 Dinnee 9,83653 05111 0B86 Eas...., = 0,84751 27155 7022.
CHAPITRE XI. L 135 Calcul de Easy par l'équation 2E2, — Fa, = c* sin* æ, sin &.
Cr. 0998923 98541 3016 sn* æ. 0,47293 64827 1626 sin Lg.
Pr... 0,38790 02783 5940
Ea,.... = 0,8475r 27155 7022 Prose 0,24/428 69562 5344 1 5344 x
109179 96718 18 2365 Exs.... == 0,54589 98559 1181 6.
Caleul de Ez,,, 1°. par l'équation Fe, + Ea,, = L' + 0° sin à, sinæ,..
c',... 9:98923 98541 3016 sin &. 0,92572 39415 1298 sinæ,.. 9,987354 62777 4410 P.. ...
2°. Par l'équation Ea,+ La, =
c'sineæ,. 0,57592 84952 4006 sin &:. 9,90843 94867 9809 sin. 9,98754 62777 4410
Milieu entre les deux résultats :
Calcul de Las, 1°
sin" æs, 0,77400 91643 0826 sine. 9.098754 62777 4410.
Mirves 0,75059 52961 8252
2°. Par l'équation Ex; + Eas=
c*sin &, 0,72570 80954 8829 sin &s.. 9,88700 45821 5413
sinæ,.. 9,90843 94867 980t}
Mihieu entre les deux résultats :
. par l’équation 2Ea; —
E'— Las. = 0,18627 67468 2065
Porssses 0,79856 46352 Go23 4 Ets
Ez,,—+ c* sin «&, sin æ, siu æ...
Ea,+Eas = 1,52502 56768 8363 0,34018 42948 0271 2
Etsr..e En 0,98484 13820 8090.
Ca,, = c' sin" æ; sine,
Ea.... —= 0,98484 15820 8ogo
Moss: 0,56311 26662 8236 5 1,54795 40483 6326 5 Ets... = 0,77397 70241 8163 3.
Ea,+ c* sin &, sin &, sin æ,.
Eay—Ea; = 0,59277 76627 6350 4
Pronos. 0,58119 95614 1811 7 Eas..,.. == 0,77597 70241 8162 1.
Eas = 0,77397 70241 8162 7
Caleul de Ea,,, 1°. par Féquation Ex, Ea,,=£ + ct sin a, sin æ,,.
c'sinaæ, 9,57592 84952 4006 sin &,4. 9,99007 10993 _4855 Pooose 057499 95905 | 8861
E'—Ea, = 0,64744 12841 8256 Provsoe 9,37585 383 70499 ) 8497 5 5
Ets. = 1,02327 85541 6753 5 5.
136 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 2°. Par l'équation Eaç+- Ea;—Ea,,+c'sin æ, sin «&, sin æ,4.
c'sinæs 9,91496 57956 4314 Ecy-tEus — 1,78619 02142 4554 sinæs.. 9.968435 94867 9809 p....... — 0,76291 18800 7799 1 sin & - 999907 10955 4855 Eu... == 1,02327 85341 6754 9. P..... 9,88247 43777 8978
Milieu entre les deux résultats : Ea,, — 1,02327 85341 6754 2
Calcul de Fa,, 1°. par l'équation 2E4,— Ea,,= c* sin æ, sin æ,4.
ct... 9,98923 98541 3016 Ea,,.... — 1,02527 83341 6754 2 sin* &,. 9,90275 03195 5564 p...... 0,77816 24478 7389 7 Pos. 9,89107 02690 3435 3435 Ea,.... — 0,90072 03910 2072 0.
2°. Par l'équation Eæ Ex, = Ea, + c* sin & siu æ, sin &s.
c*sin &. 9:29184 79542 7732 Eug—£2 = 0,735791 56301 0579 2 . 9,95137 96597 7782 p...... 0,16:80 47609 1482 4
sin a. 9:96843 94867 9809 Fu... — 0,90072 03910 2071 6. Pose 0,21166 7 71008 5323
Milieu : Ex, = 0,90072 03910 2071 8.
Calcul de Ea,, 1°. par l'équation Ee,-+Ea,—=E"+ec" sin, sine.
... 998923 98541 3016 E'...... — :1,03378 94623 9087 sin æ,.. 0,95137 96597 7782 Ea,.. ... 0,90072 03910 2071 8
sin 4. 9,97979 46511 6032 0,13306 90713 7015 2 Pis. 0,92041 41650 6830 p...... 0,83255 75612 2633 7
Ex... — 0,96562 64325 9648 94 2°. Par l'équation Ea + Ea, = Ea,+-c* sin à sin &, sin à,. c sinæ, 0,20184 79542 77932 Eas+Ea = 1,13943 93672 4485 sin æ. 0,96843 94867 9809 p..... .. 0,17381 29346 4837 3 sin æ,. 9,97079 46511 6032 Eeæ,...., — 0,96562 64325 9647 7: Pause 9,24008 20922 3573 Milieu : Ex, = 0,96562 64525 9648 3.
Calcul de Ea,,, 1°. par l’équat. Eas+ Ea,=E "+ c'sin æ, sin @,..
Were 9.098923 98541 3016 E'...... = 1,03378 94623 9087 sin &5. 0,88700 45821 5413 Ets... 0,77397 70241 8162 7 Sin æ;5 999235 18259 ? 3488 0,25981 24382 0924 3 P..... 9,86859 62622 : IQU7 Pecscuore 0,73891 80274 659 6592 7 7 Ex,,.... = 0,99873 04656 751 7517.
2°, Par l'équation Eas+ Ey= Ex, c°sin &, sin asin æ,.. c'sind; 9,72570 80954 8829 Exy+Eas= 1,48457 73345 8713 6 sin &s.. 9,96843 94867 9809 p...... 0 0,48584 84 68689 1 1194 1 ï sin æ,,. 999235 18259 3488 Em... = 0,99873 73 04656 7: 7519 5 5. p..... 9,68649 94082 2126.
Milieu : Ez,, = 0,99873 04656 7518 2.
Calcul de Ea,s, 1°, par l’équat. Eay+ Ex, —E "+ c'sin æ, sin æ,s.
c°sin 43 9,72570 80954 8829 E'— Ex; = 0,48788 96264 7905 4
sinæ,:. 9,99776 51945 7967 Prosovsre 0,92902 ! 14603 605 8867 2 Peso 9:72547 32900 6796 Eu,s...e = 1,01601 px 10868 6 G72 6
2°. Par l'équation Eas+ Lay= Ea,,+ c'sin æ,sin a,sin æ,s. csin &s 0,87624 44362 8429 Eay+Eas = 1,71265 45228 5694 7 sin &s.. 9:90843 94867 9809 p....... 0,69574 34359 8921 7 sinæ,s. 0:00776 51945 7967 * Es... = 1,01691 10868 6773. Pose 9:84244 91176 6205
Milieu: Ea,; = 1,01691 10868 67728.
Calcul de Ea,s, 1°. par l’équat. Ee + Ea,;= E'+ csin æ& sin &s.
c'sinæ. 0,29184 79942 7752 E'c—Ea = 0,83302 95038 2134
sin &,5e 9,990977 70162 7274 p....... 0,19571 53868 3621 8 Presse 0,29162 49705 5006 Eu,s.... — 1,02874 29806 57 775 8 8.
2°. Par l'équation Ea,+ Easy Ea,s+ c'sin æ, sin a, sin æ,s.
ct... 0,98923 98541 3016 Eaæ;+Ea, = 1,85939 78896 9605 8 sin &,.. 9,95137 96597 7782 p...... 0,81065 49090 3848 4 sin & + 996843 94867 9809 Ea,s.... = 1,02874 209806 5755 4.
sin&,s. 9:99977 70162 7274
Pr:::. 0,90883 60169 7881 | Milieu : Ea,; = 1,02874 209806 5755 G.
790. H ne reste plus, pour compléter notre Tableau, qu’à calculer les valeurs de ®, qui répondent aux logarithmés connus de leurs sinus ou de leurs tangentes. 11 est préférable pour cet objet, d'employer les log-tangentes, principalement depuis 45° jusqu’à 90°; on se servira donc des formules suivantes, qui paraissent les plus commodes dans la pratique :
log tang®=logtanga+r, p=:;:Mr, P—a—p sin 2a (1 +p cos 24 + 5 p* cos 4a).
Pour cet effet, on prendra dans la Trig. Brit., l'angle a, tel que / tang a approche le plus qu’il est possible, en plus où en moins, de / tang ®; on calculera avec les Tables à dix décimales, le premier terme (1) = p sin 24, qu'on aura soïio de multiplier par R°, pour exprimer la correction (1) eu parties décimales de degré, jusqu’au douzième ordre au moins ; de là on dédaira les deux autres corrections (2})=(1) .p cos 24, (3)=(1) . ip*cos 4a, et du tout on formera la valeur de @ — 4 , eu observant les signes que doivent avoir les termes, suivant ceux des facteurs p, cos 24, cos 4a. -
C’est ainsi qu'ont été calculées les valeurs de @ qu’on voit dans la Table; elles sont bornées à la douzième décimale de degré, ce qui est un degré de précision correspondant aux quatorze décimales des log-langentes.
Voici un des calculs de ce genre que nous donnons pour exemple :
PS... sn llang ® — 9,95907 77023 7631 angle approché, a = 42°,30.. ltang a — 9:95900 79781 2573
lang À = Jtanga+r...., r = 6 97242 5058 riuse 5,84338 38549 9l2a— 84.60la-(1)}=—42° 30457 88928 051 2M.. 0,06118 66930 4|4a=169.20| (2) + 345 906 pp... 590456 95480 3 @) + 195 sin 24 9;99806 82960 5 = 43,30457 89273 764 R°... 1,75812 26324 1:
cos24. 8,97362 799 3c0s4a 9,81614 7
791. La formule dont nous venons de donner une application suppose qu'on peut négliger les termes de l’ordre pt, ce qui aura toujours lieu lorsque l'angle @ $era au-dessus de 5°. Dans tout autre cas, la quantité tang © étant très petite, on fera tang = 4, et on calculera @ par la suite or.
CHAPITRE XI
dinaire g=t—38+4%/65—3%0-Hetc., dont tous les termes devront être multipliés par R°, et qui sera alors fort convergente. On ferait la même chose pour tang (g0°— ®), si @ élait très près de 90°. Par exemple, pour calculer l'angle 4,5 par le moyen de son log-tang., soit A le complément de «,5 et tang At; on aura log t — 8,50587 00288 8083,
et A=RArI— EH IH— ESS). Voici les logarithmes de ces cinq termes, et les nombres correspondans exprimés en degrés et décimales de degré.
(1)... 0,26399 35612 go00 (1) = 1° 83657 11156 2465
(3)... 3,58850 7272 (D... + _3877 10 1024 | 25561 Gc 6922
A — 1,83588 25558 8493 donc a,s — 88° 16411 74441 1507.
792. Au moyen du tableau que nous venons de construire, la détermination des fonctions E et F pour 1oute amplitude proposée ? , peut être ramenée immédiatement aux cas où l'amplitude proposée est moindre que 6° ; car en choisissant pour 4 le terme de la table qui approche le plus de @ ( celui au moins pour lequel la différence Fp-—Fa, est la plus petite), on aura toujours F® — Fa ou F7 < 33 F'e, et par conséquent y 6°.
Nous avons donné dans l’art. 778 les formules nécessaires pour calculer les valeurs des fonctions Ey et Fr, lorsque l’angle 7 est d’un petit nombre de degrés. Mais, lorsque 7 approchera de la limite 6°, ces formules, dans lesquelles on a négligé les termes de l’ordre #*, ne pourrout guère donner que dix décimales exactes, et il faudrait les prolonger jusqu'aux termes y'* ou même y", pour avoir un degré d’exactitude égal à celui de notre tableau. Pour éviter cet inconvénient, et réduire tous les calculs aux formules ordinaires d’interpolation, il faudra construire une seconde Table qui contienne les valeurs des fonctions E et F pour des amplitudes croissant par de petits intervalles depuis 0° jusqu’à 6°.
Cette table, que nous appellerons la table n° 2, pour la distingner de la table n° 1, que nous avons déjà construite, peut se calculer de demi-degré en demi-degré, par les formules de l’article cité; sauf à leur donner plus d’éten due, lorsque l’angle y devient plus grand ; mais nous préférons de la calculer ick-par la méthode du chapitre VI, qui peut également servir à calculer la table principale n° 1.
Il suflira pour notre objet de calculer les valeurs de @ el de Eg qui répondent aux différentes valeurs n=1, 2, 5,.... 12, dans l'équation
. Fo— =. ; car de cette manière les valeurs de ® croîtront par des in-
tervalles moindres qu’un demi-degré, et l’interpolation pourra être faite avec toute l'exactitude qu’on peut désirer, pour loute valeur de #7 moindre que 12.
793. Cherchons d’abord l'amplitude 6 qui satisfait à l'équation F6 — . LE =t, où l’on a log 4=7,92826 01863 4903. Le moyen le plus simple est de résoudre l'équation suivante dans laquelle on a négligé les quantités de l’ordre 6’ qui n’entrent pas dans les quatorze premières décimales. 5 à di on en tire
1 c* ct | É=t—-ie+ié+e; ensuite on aura E6 par l'équation | E6 + F6é= 26 + £ 6; substituant la valeur connue de £, il en résulte 6 — 0,00847 72523 60254 F6 = 0,00847 73514 11832 E6 = 0,00847 71533 10760,
on aura en même temps la formule
mc*
: mc* mc{ log 6 = log t — PPT t— ét, d’où l’on deduit la valeur de 6 en parties décimales de degré , comme il suit :
CHAPITRE XI
Maintenant, pour construire la table dont il s’agit, il faut reprendre les formules de Part. 731 ci-dessus.
794. Soient @°, ®, ®', trois termes consécutifs de la suite 6,,.6,,6:,etc., qui répond aux valeurs successives 7 1, 2, 3, etc.; on déterminera 4
par l'équation - Fr = 1€ sin 6 — :p, qui donne
log k= log + m (2 SET PH E + etc.) ;
si ensuile On fait J°g°=— 20, on aura pour déterminer & l'équation sin © = À sin (29 + &), | ou la série , w =k sin 29 — 2 À sin 49 + 1 À sin 69 — etc. | Enfin, pour déterminer E@’, on observera qu’à l'équation FP-+F6=F#', correspond l'équation EG + Eg =Eg' + c* sin 6 sin @ sin @', d’où résulte Eg’ =E 6 + Eg — c* sin 6 sin @ sin ®';
quant aux cofliciens qui entrent dans ces équations, voici — loga -
rithmes :
Koss. 5,24369 49064 2596 AR°.... 7,00181 55388 3513.
LR. 1,94448 24496 3ÆR°.. 7,01208 6 sin6:.. 7,92824 99102 2144 csin6. 7,91748 975643 5160.
795. D’après ces formules, nous allons procéder aux calculs nécessaires pour former la table n° 2
Calcul de 6, et E6..
1l faut, dans les formules, faire g —0, 9=6, et on aura g'= 6,. On observera d’ailleurs que les tables à dix décimales suflisent pour calculer le premier terme de la valeur de w; mais à cause de la petitesse de l'angle 29, il conviendra de calculer son log-sinus par la formule du n° 763, et on aura la valeur 6, par le calcül suivant :
sin 2@.. 8,22926 43006 7 (1).... = o°o0001 70247 92974 #R°.... 7,00181 75388 3 (ac. — 2 98342 (1)... 523108 18395 (5)... Ps STRROS SES D.... = 0,00001 70244 94637 sin 49.. 8,53023 19 d'g"... ——0,00003 40489 89274 2 A'R°.. 1,94448 24 d'@.... — 0,48571 07821 09863 (2)..... 0,47471 43 dr... = 0,48567 67531 20594 Pooose —= 0,48571 07821 09868 sin 6@.. 8,70622 6, —=®9 — 0,97138 75152 30462.
+ ÆR°.. 7,01209
Pour avoir E6,, il faut calculer le terme c* sin 6 sin @ sin @', ou c* sin* 6 sin @'; mais, dans la vue de faciliter le calcul de 6,, on cherchera à la fois
les logarithmes de sin get cos @", par les formules de l’art. 763, ce qui dounera les résultats suivans :
R'9'..... 998759 25174 0 ®"* 6,45853 97700 R',... +. 1,75812 26324 1 9,33675 45156 Pooscos + 8,22926 98849 9 (:) 5,79529 40856 (1)... = 0,00006 24157 343 @* 2,91707 95 ®'° 9,37562 (2). .. 29 get 8,55860o 51 798457 Bee 2 (2) 147568 26 (5) 736019 cos @'. — 0,00006 24187 246 5(1) = 0,00002 08052 448 c'sin*6..... 5,84573 096746 += (2).. eo. 1 995 sing’....... 8,22924 90795
a oPoËd AL Béssscsssss 407498 87541 Pise 8,22926 98849 9 sing’... 8,22924 90795 46 2E6..... = 0,01695 43066 2152 cosg'.. + —6 24187 25 Z....... 11884 7143 2e... o,3a102 99956 64 E6,=Eg = 0,0 1695 21181 5007.
sin 29"... 8,530: 66564 85 - Calcul de 6: et E£..
Il faut, dans les formules , faire g_ = 6, ® = 6,, et on aura @ — 6:. Dans ce cas, sin 2@ devient ce qu'était sin 2@/ dans le cas précédent.
CHAPITRE XI. 143 sin2@... 8,53o11 66564 85 (1)... — 0°00003 40434 99370
RR°..... 7,00181 75388 35 (2). — 5 96320 (abus s 5,53203 41953 20 (5)... F de 49... = 3°537"08 œ..,. = 0,0000% 40429 03060 sin 4p... 8,83099 70 d*g.. ——0,00006 80858 06120 194448 24 dg°.. 0,48567 67331 20594 hisees 0,77547 94 d'p... — o0,48560 86473 14474 69... = 5° 4942" P.... — 0,97138 75152 30462 sin 6p... 9,00667 Cs—g — 1,45699 61625 44936 701208 csiné.. 791748 97643 5 (3)...... 6,01875 sin?.... 8,22924 90795 5 sing'.... 8,40528 89681 5 Sous 4,55202 78120 5 sinp’.... 8,40528 89681 51 Ep... = o0,01695 31181 5007 cos®'... — 14 04341 06 E6... 847 71533 1076 docsssr 0,30102 99956 64 z.... æ 55647 396x
sin 29°.. 8,70617 85297 09 EG;—Eg= 0,02542 67067 2122. Calcul de 6, et EG,
11 faudra faire ?, = 6,, 9 = 6,, et on aura @’ == 6x Voici le calcul d’après ces données, en suivant la même marche que dàns le cas précédent :
sin 29... 8,70617 85297 og (1)... — 0,00008 10500 37866 o RR°..... 7,00181 75388 35 (2)... — | 8 93570 7 (1).....: 5,70790 60685 44 (5)-.- pe 9 4@... = 5° 49 40"754 &w.... — 0,0000 10491 44311 sin 49... 900664 65 d'g.. = — 0,00010 20982 88622 1,94448 24 d'œg.. 0,48560 86473 14474 (also. 0,95112 89 dp... 0,48550 65490 25852 69... = 8°44'31"12 Du... 1,45699 61625 44936 sin 6... 9,18180 6,=9 = 1,94250 27115 50788.
FAT
Calcul de 6; et EG.
11 faut faire dans les formules g° = 6,, 9 = 6,, @ — 6s, ce qui donnera les résultats suivans :
sin 29... 8,83093 61553 47 (1)... 0*00006 80583 37650
D PET 7,00181 75388 35 (2)... = 11 89733 (1)..... 5,83275 56941 82 (5). Æ als 4?... —= 7° 46’ 12"039 &....— 0,00006 80371 47938 sin 4... 9,13096 70 dp°..— — 0,00013 60742 95876 1,94448 24 de... 0,48550 65490 25852 (2)... 1,07544 94 d'@... 0,48537 04747 29976 Gp... == 11°59/ 18" Pc: 1,94250 27115 70788 sin6?... 9,30539 És—p— 2,42787 51863 00764 7,01208 (3) ..... 6,31747 c*siné 7,91748 07643 52 sinp.. 8,53015 58004 64 siu ?'... 8,62697 33896 30 sing’. 8,62697 33896 30 cos ® ... — 39 00237 56 E PET 5,07461 89544 46
8,62658 53658 74 ; 0,30102 99956 64 Ep...— 0,03389 67325 76177 sin ag" .. 8,92761 33615 38 E6.…. 847 71533 10760 | © | 0,04237 38858 86937 18745 09050
Ed .......
CHAPITRE XI
Calcul de 6, et K6+.
Il faut faire @ = 6,, o = 65, 9 = 64.
sin 29. CR
sin 4@... 9,22708 19 1,94448 24
(assis 1,17156 43
sin 69... 9,40056 5 701208 6
Biidiais 6,41265 :
sin o. 8,70604 17102 24
cosp’...,. — 56 15638 97 8,70548 01463 27 0,30102 99956 64
sin 29°... 9,00651 01419 gù
Calcul de 6, et EG, Il faut faire g° — 6, p—= 64, 9 — 6,.
sin 29... 9,00651 01419 91
Assis 700181 75388 35
(sis 6,00832 76808 26
sin 4P... 9,30529 09 194448 24
sain6®... 0,47763 6 7,01208 6 1.) Te 6,48972 2
(1). 0°00008 50023 43709 (2)... — 14 84446 (3)... + | 26 _®...= 0,00008 50008 59289 ._ d"@°.=—0,00017 00017 18578 de. 0,48557 04747 29976 d@.. 0,48520 04730 11308 OP... 2,42787 31863 00764
c*sin6 7391748 97643 52 sin ®. 8,62697 33896 30 sin g’. 8,70604 17102 24 Yasse 5,25050 48642 06 E?...= o0,04236 20112 87887 E6.. 847 71533 10760 0,05083 91645 98647 1 78034 78498 Re EY = 0,05082 13611 20149.
(r)... 000010 19360 21849 (2)... — 17 77351 (3)... + 31 se — 0,00010 19342 44529 d"?°..=—0,00020 38684 89058 dæ. 0,48520 04730 11398 de.. 0,48499 66045 22340 P.. 2,91307 36593 12162 —=®9'= 3,59807 02638 34502
sing'.. 8,77285 50959 Gg cosp'.. — 76 42378 12
sin 29. 9,07512 08538 21
if faut faire p°—=6,, e=6,, ® = G,.
AR
sin 4p. 9,57108 85 1,94448 24 .
sin 6. 9,54205 6 7,01208 6
sing'.. 8,83069 31864 41 cos®.. — 99 80178 85 8,82969 51685 56 0,30102 99956 64 sin29'. 9,13072 51642 20
c'siné.. 7,91748 97643 5x sin ® 8,;0604 17102 24 sin @ 877285 50959 69 a: 5,30058 65705 45 E@...... = 0,05082 13611 20149 Le is: 847 71533 10760 0,05929 85144 30909 LAETELIE 2 49107 36652 E6, =E9 = 0,05927 36036 94157.
Calcul de 6, et E6,.
(zh... — o‘uooti 88333 64504 lasse — 20 68097 sas + 36 no 4 à « -.— 0,00011 88312 96243 dr... Æ=—0,00023 76625 92466 Rss 5: 0.481499 66045 22340 + APE 0,48475 89{19 29854 Prusse 3,39807 02638 34502 Mirsesni = 3,88282 92057 64356 c'sim 6... 191748 97643 5a in@.... 8,77285 50059 69 sing'.... 8,83069 31864 41 Paris 5,52103 80467 62 Ep. .....— 0,05927 36036 9257 |: : 847 71533 10760 0,06775 07570 05017 Fosses 3 31923 53434 EG;=E" — 0,06771 75646 51543.
AR
sin 4P. 9,42775 39 1,94448 24
sin 69.. 9,59714 3 7:01208 6
sang’.. 8,88167 14304 00
sin 29”, 9,18143 85537 66
lilrssacs — 0°00013 56883 942635 23 563310 (lisse a 406 @.....:. — 0,00013 56860 37973 d'Q° ....=—=—0,00027 13720 75946 Jp... 8,48475 80419 29854 . — 0,48448 75698 53908 3,88282 92057 64356 Pu..s. = 4,30751 67756 18264
c‘sin6... 701748 97643 52 sin@..... 8,83069 31864 41 sin®g'.... 8,88167 14304 00 Jrrvcurs 5,62985 45811 93 | RMS = 0,06771 75646 51543 APRES 847 71533 10560 0,07619 47179 62303
Calcul de 6, et EG.
Il faudra faire p—6,, p—=6,, 9 —6.
sin2@.. 0,18143 85537 66 AR°.... 7,00181 75388 35 (1).... 6,18325 60926 ox 49...==17°28/9"362 sing®.. 9,47740 23
sin6?.. 964499 6
(2)... — 26 41707 ha 7 45 @....,..== 0,00015 24925 29801 d'@°.....=——0,00050 49850 59602 de... 0,48448 75698 53908 SP.ossse 0,48418 25847 94306
sin®p'.. 8,92725 42549 55 cosp'.. — 155 87650 45
sin 29°. 9,22670 54855 74
c'sin6 791748 97643 52
sin @ 8,88167 14304 00
sin ®'.... 8,92723 42549 55
Frossous 5,72639 54497 07
Eds = 0,07615 20743 11223
Ebe.oose 843 71533 10760 0,08462 92276 21983
Pissnèss 5 32592 99449
Calcul de 6,, et EG...
KR° ... 7,00181 75388 35
sin 4. 9,52147 79 1394448 24
sin6?.. 9,68705 8
sin 29’. 0,26755 62647 48
sin ®’..
cusg”,.
(has — 0*00016 92477 96990 (2)... — 29 23885 (Dssine + 50
Deus d"'p"....=—0,00033 84897 46310 Prises 0,48418 418 2587 9 94306 dp... 0,48584 40950 47996 'PPPPETR 4,85149 93604 12570 ?'. .— 5,33534 34554 60566 c* sin 6 7391748 97643 52 sin ® 8,92723 42549 55 . sin@'... 8,96841 19250 40 Messe 5,81315 59443 47 -Ep......= 0,08457 59683 22534 Eb....., 847 71533. 10760 0,09305 31216 33294 Jorsssoe 6 50333 22802 E6,;—E9'= 0,09298 80883 10492.
CHAPITRE XI. 149 Calcul de 6,, ‘et E
sin ?®. se 62647 43 (1).....= 0°00018 59404 18259
AR. + 700181 75388 35 (2). — 32 02529 he 6,26937 38035 83 (5)...... ie 49..= 21°20' 28"946 HPTEE «= 0,00018 59372 15804 sin 4@.. 9,56101 06 d'g°.....=——0,00037 18744 31608 194448 24 SDiviss 0,48584 40950 47996 (2).... 1,50549 30 d@......— 0,48347 22206 16388 69. .=— 32°0'43"4 Bivrscss 5 5,33554 34554 60566 sin 69... 972435 9 Eu—g..— 5,81881 56760 76054 . 701208 6 _(5).... 6,73644 5 c* sin 6. 71,91748.97643 52
sin @... 8,96841 19250 40 Ep..— 0,09298 80883 10492 sing’... 9,00596 51642 04.
E6.... 847 71535 10760 +... 5,80186 68535 96 0,10146 52416 21252 en Fosssas 7 79591 06614
Eg'.... o0,10138 72825 14638 = E6,..
796. Pour vérifier tous ces calculs, nous allons chercher directement la valeur de @ qui satisfait à l'équation Fp=+; F'e, ce qui se fera en
déduisant @ par bisection de la valeur de æ qui satisfait à l'équation
Fa= 3 F'e. Il faut donc déterminer @ d’après l’équation sin = 7 Etre
où l’on connaît les logarithmes suivans :
sin æ...., 9,30260 81001 4716 cos æ...,: 9,99106 96126 2333 Aaæ....... 0,99129 25963 5059.
On en déduira la valeur de Z sin ® et ensuite celle de ®, par les calculs suiyans :
130 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, sin &.V/5.. 0,15209 31023 1517 1+A.. M. 81159 o114
v'(x He 0,14829 38779 _9495 Dose 0,30102 99956 6398 sin ;æ..... 9,00379 92243 ‘2024 9:99566 81202 3716 9-99783 46 40601 1858 y(!+14). 9-99783 40601 1858 sin ®.... . 0,00596 51 51642 0166. a= 5°82 L'sin Alain a—7T Sie... 000605 32445 4882 2a—=11.64 pæin., re 8 80803 4716 nd ®= a —p sin 2a ( 1—p+p". aire), loversosse 5,94487 90176 7 a—(1) —=5"8188: 55547 2720 :M...... . 0,06118 56930 4 (2) + 1213 5804 1:cos" 4..,. 0,00448 88312 g (3) — 846 RE .… 6,01055 35420 0 e—=5,81881 56760 7678 SIN 24.4... 930483 88245 7 | Bises « 1,75812 26324 1 On voit que cette valeur de @ lose. 7307851 40980 8 s'accorde très bien avec la valeur se is à Gor085 35420 trouvée pour 6, puisque la différence
est à peine de deux unités décimales du treizième ordre, ou du qua-
(also... 508406 854
Poosoouss + 6,01055 354 torzième chiffre sigoificatif 3(2+4sin*a) 983274 96 #6 (Sh.s..ooe 8,92737 17
La valeur de E? se déduira en même tems de celle de Eæ, par l’équation 2Eg—Ea=csin"@sinæ, dont voici le calcul :
c'sinæ... 0,29184 70542 7755 Ex = 0,20076 18685 6953
sin"®.... 8,01193 03284 0332 r 201 260964 5971 Fasdsses 7,50377 82826 8067 0,20277 45650 2924
Eg = 0,10138 72825 1462,
valeur qui s'accorde encore aussi bien avec celle que nous avons trouvée pour E6...
” Suivent les deux tableaux qui résultent des calculs précédens .
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?- Eg. log. sin @. log. tang &. log. en #, 11195795 ]08/0.20076 18685 Den su Fn6l0.31153 81875 2383l0.90129 2506 : [22.791143 33 02,0. 38634 81 ee ? 9-62174 05875 1509 58 6 2 16
33.03081 6 .545 8 net 772 6 8 13 5 5h 3 Lu {a-30457 Eee ao: ao Mb 46 Bd Gi à 241 21 54
9. des 86198 7BfÈ 269 000 9.9590 Te Lu RE = |50 582 Si 71l0:77397 70241 816 8163/0. 9-88700 45821 5413lo. 08290 43 7 444 Sn 81626 6481 ne 10.847951 27155 7022 RS CR SEE 0.19475 71 Tant 2 05303 4148 =, |63.39r36 58 51 8 o a: 2 nb a D k Le So rage EH 75830 37420 7138 04255 7805 lex |68.42031 25776 86 96843 9 887 409 .40283 37708 KT A 459716: 62206 785 4 172.05 72 7 rl î Fa Üo32l0, 50546 156 0355|9.52295 20157 7 “1.176-2 p 9-27°00: o4 Je -897
2977 4410l0.61091 o se 1560|9.45o71 19110 1552 -9087 518/9.99 259 SH 2786 _q21 2 Ur . & da à See Énss-e5s EE pe. d 37 nn n.64628 848 Bodé ea 1 9 1.0232 5 LB 164rr Je à 1,0287
87 645. 80144 5700 E 83341 SD 99907 TES à B541r. Vga Llgo. 00000 00000 oofr. 0337
50 064 il 623 908110. 00000 00000 0000! Infini. 13 Soc!
711 2791 ë 5 2 5483: ve 06 5756,9.99977 70162 Le 1. fogua qu 191709. 06 :
2.9130 3 1216 ip Rte 2234 | 23 16623 623 9748 3 3 37094 83. 8348 c UE 02638 3450 27 15 20 3 36129 8363/1082 117 LA 282 T ae 78 s 0 5390 | 30 49850 5 pe 1 Ep
33 81897 : fes 3 338:
ñ Enr. IV. v. |vI
© | 0°00000 00000 0000 {55 1 07821 7 928 |3 40368 1683] 2/3 3431 5 121 316 tr lo. mp 1 07821 o907 & 331 Æ 6 RL oba 1 3 Ha 8252 Er ë Ge ia 09 1168 2 l 152 304 4860 806 73 1443 | 10 20982 8863 |3 39760 0725, 6 52 » aus 3 ee dés 2 1625 4494 | 48550 65e 2585 | 13 13 60742 9588 : 9588 EE 2269 Bzso rs 1487/6200 4 ge 27 7o7g 27115 707 8537 04747 2997 | 17 00017 Ron 3 3 rodol 726 670 7119 5287 pe AE 1307 3 31863 007 8520 o! 730 1140 | 20 38684 3 3 enr À | 0342 {6 1904 ri 790u 6e 5
_4-36731 6 26 ji 18 25847 0431 9431 8531 d
10 ET 3604 1257 | 48384 {0950 {800 | 37 18744 3162 11 EE à est 6057 re 1 22206 1638 ; 12 | 5.8188x <s 7695 Di, EL 11. HT. ; VI.
a 7 8%: 71533 10 7 11884 714 145 ni827 9671 0671 713 4868 | 6 7229 | 240 | 000847 71533 1076 #7 59648 El 23162 6816 |. 1164 4803 y7 | 6 6989 | 325 0. 01698 1181 507 | 847 35885 115 35627 1619 276 ) goù j fra! _0-02542 67067 2122 | 847 00258 6406 ___&747: 4 4325 | 11817 20 f 52 | 463 0.033809 67325 7618 | 846 52787 rami 288 7045 | 11783 fo 3002 6 5780 | 580 0. Ein 20112 8-80 re 93. 98 3226 h--7 5815 46 57 G 5209 630 0.05082 13611 2015 | 845 22425 LUE — #06 1600 1683 6 4579: | 706
0.05927 36036 9426 M TE 30609 5728 KE td 3 Ben 5a 7 7979 0. + 55646 5154 | 8,3 4500 5068 1 0 156 837 11583 749 66 1452
0. Du D 20743 1122 | 842 38940. 1131 1 17740 2 2335 | 11517 GoiG = 57 59083 2253 183 | BG 841 21199 21109 8796 1 29257 8381 of 80883 NS 839 91942 0415
La table n° 2, construite au moyen des résultats précédens, contient les - valeurs des quantités @ et Ep, avec leurs différences successives jusqu’à la sixième, correspondantes aux diverses valeurs 2=0, 1,2,.... 12, pour
ni
lesquelles on a Fp= — . Fe C’est par l’interpolation de cette table qu’on
pourra trouver la valeur de @ et celle de E?, correspondantes à toute valeur de #7 moindre que 12, c’est-à-dire à toute valeur de F@ moindre que 33 F'e. x
Il semble d’abord que la série des quantités @ et Ep devrait être continuée pour les valeurs ñ— 13, 14... 17, af qu’on pût en déduire la suite complète des différences, jusqu'à == 11, et qu’ainsi l’interpolation entre deux termes consécutifs quelconques de la table, ne dépendit que de la formule ordinaire y = À + x (d'A + (d'A etc. Mais en y réfléchissant un peu, on voit que ce nouveau travail est inutile, et qu’on peut y suppléer aisément par une considération générale qui s'applique à tous les cas semblables.
797. L'usage que nous avons constamment suivi dans la table n° 2, ainsi que dans toutes les autres que cet ouvrage contient, est de placer sur une même ligne horizontale la fonction A et ses différences successives d'A, d'A, d'A, etc., qui naissent de l’accroissement constant de la variable a, contenue dans la première colonne (ici la variable 4 devient » et sa différence constante est 1). Dans cette hypothèse, la fonction qui répond à la variable _ ax, comprise eutre a et 4-1, est donnée par la formule ordinaire
J=At+x(d'A + etc.
Mais si, au lieu de considérer les variables dans l’ordre croissant 4, a+ 1, a2, elc., on les considere dans l’ordre décroissant a+ 1, a, a— 1, a — 3, etc. , et qu'on désigne toujours par A’, A, A°, A*, etc., les fonctions correspondantes, l'expression de la fonction y correspondante a la variable a+ x, sera donnée semblablement par la formule
7 = A'H(i— x) (A — A!) + EDS), (40 — A A) + CURE RL FUES 3A°4+ 3A—A')+etc., qui se réduit à J=A' 4H (ai) d'A HIT geo EEE EE
+ = ET ZE ua ete,
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nouvelle formule dans laquelle les différences d'A, d'A°, J''A%, etc. sont les mêmes et de même signe que celles qui sont ainsi désignées dans la table; mais on voit qu’elles ne sont plus disposées sur la même ligne horizontale, et qu’il faut monter d’une ligne pour passer d’une différence à la différence suivante. |
C’est donc avec le secours de cette nouvelle formule qu’on suppléera très aisément aux différences qui manquent dans les lignes horizontales de la Table n° 2, passé n —6. Depuis za = 0 jusqu’à #=6, on se servira pour l’inter-
polation de la formule ordinaire y = À +xd'A + Le d'Aetc.; mais depuis n=6 jusqu'à #7 = 12, il faudra se servir de la formule y = A'+
(x — 1) d'A + LE JA CRE E d'A etc., où toutes les
différences sont données par la table, en montant graduellement d’une ligne pour passer d’une diffcrence à la suivante.
Dans les tables où toutes les lignes horizontales des différences sont complètes, il sera indifférent de se servir de l’une ou de l’autre formule pour chaque interpolation. La première cependant semble devoir être préférée, lorsque æ sera << ?, et la seconde lorsque x sera >> £.
Il reste à faire voir par quelques exemples dE à des Tables que nous venons de construire.
798. Cherchons d’abord l'amplitude @ et la faction Eg qui répondent à l'équation Fp=3 F'e. Puisqu’on a +.16=—5+, on voit qu’en faisant FA=Z£F'e, Fu=-%F'e,on aura Fp=FA+Fu.
Les valeurs de À et EA sont données immédiatement par la Table n° r ; et comme on a Fu=;%-F'e, les valeurs de w et de Ex seront aussi données par la Table n° 2; ces valeurs sont
À = 5o°43582 073019 71 m = 5°88282 92057 6436 EA = 0,77397 70241 8163 Eu = 0,06771 75646 5154. Il ne s’agit plus que de calculer @ par les équations algébriques qui repré-
sentent l’équation transcendante F@ = FA+- Fu; pour cela, ayant pris les auxiliaires À, w', telles que
tang À =tang À. Au, Lang w’—tang p. AA,
on aura @= À'+g'. Ensuite l'équation EA + Eu—E£E@ = c* sin À sin gsing donnera la valeur de E®.
Les quantités tang À et AA sont données par la Table n° 1; il ne
reste donc à calculer que tang p et Am, ce que nous allons faire avec
toute l'exactitude que les Tables comportent. Voici d’abord le calcul de Esin wet L cos x, d'après les formules du n° 563.
933675 45156 37 cosg— 0,00099 80178 850398
mt. 5,32410 26209 (2). 508 878881
8,55860 30653 a (5). 148383 et mms 1 . F
(2). 3,88270 56862 rés (4) ee Fr 5, 2,08615 393 pi 24007 7999 Fons us ss 8,83102 56552 20207
sin w.. 8,85069 31864 40609
u'. 0,64820 5 7,46683 3 tang ge. 8 8,83169 12043 2565.
Connaissant Lsin #, on calculera {Ag comme il suit :
SN PSo6a 5587 0508 = ge tt fie go12 1543 =, 11 —A)= (ia), R=lar)+ir.
PTE 3,95482 86188 14,1. 0399805 20244 1449
ra. 099805 29244 R...... 40 > 4950
rl... 3,95677 56944 1—A... 0,99805 29203 6499 re 765062 4506 Ap....: 9,99902 64601 8250.
alu. 506
R. ... | 1,60740 14 14708 D’après ces valeurs, voici le calcul des angles À’, et w:
tang À. 0,08290 45935 5444 tangm.. 8,83169 12043 2565 Au.... 9,99902 64601 8250 Bois 9:81174 174 81626 6482
ren nm
tang A". 0,08193 10557 3694 tangw.. 8,64343 93669 9046. 9046.
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Au moyen de Tarigle approché az 50°37, .on trouvera ‘par les formules ordinaires À'2== 50°,37274 12266 4851 ; quant à l’angle pe”, comme il n’est que d’uu petit nombre de degrés, on pourra, en faisant tang w'= 1, calculer cet angle par la formule = #{1 — à re st rl + kæ), et on trouvera par les cinq premiers Lermes de la aie pi=2",5 1g31 21820 4336. De là résulte
Puisque @ satisfait à l'équation Fo = £F'e, la valeur de @ peut être vérifiée par la formule du n° 24, qui donne {sin ®=9,90173 08351 6245, et de là
?=52°,89205 34086 886; la différence n’est que de trois unités du quatorzième chiffre, et on ne peut guère décider de quel côté est lerreur.
Enfin la valeur de Eg se trouvera par le calcul suivant :
ce... 9,98923 98541 3016 EA... = 0,77397 70241 8163 sin À. 0,88700 45821 5413 Eu... = 0,06771 55646 5154 sin 1. 8,85069 31864 4o6: 0,84169 45888 3317 sin @. 9.090173 08551 6245 ,;.,, o,04061 33165 2661
+: 860866 81558 8753 Ep.. — 0,80108 12723 0656.
799- Pour donner une seconde application des mêmes Tables, cherchons les valeurs des fonctions :Æ et F qui répondent à l’amplitude = 75°.
La plus proche valeur de ®@ contenue dans la Table n° 1, est ÀA= 76*,25603 20752 60 ; elle répond à la fonction FA = 4 F'c; il faut donc déterminer l'amplitude m par l’équation SE id , où par les formules.
tang À'=tang A.AP, tang ®'—tang®.4aÀ, mA — 9". Connaissant x, il sera facile d’avoir, par l’interpolation de la Table n° 2, la valeur correspondante de x qui donnera celle de Fy et ensuite celle de Eu. Voici le détail de tous ces calculs.
On a, par la Table n° 1, les logarithmes de tang À et AA; on a immédiatement / tang @, ainsi il ne reste à trouver que /AY, ce-qui se fera par la formule À = cos py/(1+ A), dans laquelle A,# * tang*®, et d’où résulte la9 = 9,47668 59066 8751. D’après ces valeurs, on | formers celles de { tang À' et Z'tang 9’, savoir:
tang À.. 061091 04252 1560 tang®.. 0,57194 75475 5530 Poor. 9,47668 59066 8751 AA..... 0,45071 19110 1552
tang À'.. 0,08759 63319 0311 tang ®’.. 0,02265 94575 4882 d’où l’on déduit
= 50°73945 77571 6697 pi — 46,49403 54375 3376 | m' = 4,24540 23196 3321.
800. 11 faut maintenant ehercher dans la Table n° 2, la valeur de x ‘qui répond à cette valeur de @; on voit que cette valeur est comprise entre 8 eto, et qu’en faisant n—8+x, on aura à déterminer x par la seconde formule générale d’interpolation , savoir :
A'—p=(1—x) (d'A + e (d'A° + se (JA + = (J4A°%-+ete.,
dans laquelle les nombres donnés par la table sont :
A'— pu = 0,12191 44559 8505 d'A” = + 846 1094
d'A = 0,48448 75698 5390 d'A®%® — + 119 5287 d'A = — 27 13720 9596 d'A“ = — 6300 JA — — 3 37094 8348 d'A — — ‘923.
Après quelques essais dans lesquels on peut négliger les décimales qui passent le dixième rang, on trouve æ=—0,34830 556125. Pour plus d’exactitude, il conviendra de substituer cette valeur dans le second membre de l’équation à résoudre, afin d’avoir la différence entre le résultat de la substitution et la valeur donnée de A’ —.
Résultat de la substitution... o,12191 44559 7543
A'—p..... 0,12191 44559 8505 Différence... r — 162.
De là on voit que 1 —x doit être augmenté de = = 1988, ce qui don-
nera pour la vraie valeur de x x =0,74830 75612 3012.
Connaissant x, on aura Fu= ee F'e, et par conséquent......... Fo gg Fe = 29029 us : . F'c, ce qui donne le loga-
rithme de cette fonction :
F'e.... 0,51259 14107 1659 coeff... 0,77975 36954 8302
801. Pour calculer E, il faut d’abord chercher Ex par l’interpolation de la Table n° 2; en appelant de nouveau A le terme E qui répond à n = 8, la valeur cherchée sera donnée par la formule
Ep A'—( 1x) (SA € (ACHETE (JA + eu (AS ete.
où lon a
A! = 0,07615 20743 1122 d'A°9® = + 46 7701 d'A — 843 45096 5968 d'A = + 6 5789 d'A = — 94512 9760 d'A = — 463 AS = — 11696 8077 d'A = — Bt.
Substituant ces valeurs et celle de x, on trouvera Eu —0,07403 01260 4731, enfin on aura à calculer E@ par la form. E®+-Eu=ÆEA# c"sin @ sine sin À
c.... 9,98923 98541 3016 EA = 0,98484 13820 8090
sin ®.. 9,98494 37781 0267 Eu = 0,07403 01260 4731
sin À.. 9,98734 62777 4410 7" 0,9108r 12560 3359
sinus. 8,86939 87498 6310 3... 0,06775 30202 7583
3..... 8,83092 86598 4005 Ep = 0,97856 42763 0942. Cette valeur et celle de ZF@ s'accordent suflisamment avec celles qu’on a trouvées par la méthode directe, n° 764 et 565.
802. Nous avons cru devoir exposer avec beaucoup de détail tout ce qui concerne la construction et l'usage des Tables n° 1 et n° 2, relatives au module e=sin 81°; les calculs ont été faits avec une exactitude scrupuleuse, et soumis à un grand nombre de vérifications, de manière qu’on peut être assuré que les résultats consignés dans ces tables, sont exacts autant qu’ils peuvent Pêtre, d’après les Tables trigonométriqnes à quatorze décimales, dont nous avons fait usage, lesquelles sont quelquefois en erreur de une, deux et mème trois unités dans le dernier chiffre. On en voit un exemple dans le logarithme de 8 où cos 81°,qui, dans la Trigonom. Brit. , est 9,19433 24413 5701, et dont les derniers chiffres doivent être 5699. En suivant les mêmes procédés qui ont été indiqués dans la constraction de ces Tables, et
dans les deux applications que nous en avons données, on parviendra donc dans tous les cas à la détermination des fonctions E et F et à la solution des questions qui en dépendent, avec un degré de précision supérieur, non-seulement aux besoins de la pratique, mais à ceux des recherches théoriques les plus délicates.
Je ne dissimulerai pas combien est pénible le calcul d’une table telle que la Table n° 1 qui n’a que seize lignes, ou que la Table n° 2 qui n’en a que douze ; mais, si On aspire à un aussi grand degré d’exactitude, 1] semble qu’on n’y peut parvenir que par le secours de ces tables, ou par la méthode générale fondée sur la formation préliminaire de l’échelle des modules. C’est au calculateur à choisir entre ces deux méthodes, celle qui lui paraîtra la moins pénible.
Comme la formation de l'échelle des modules se réduit, d’après nos formules, à un travail assez court, il est vraisemblable qu’on jugera que la méthode générale mérite la préférence, si l’on n’a à calculer qu'un petit nombre de fonctions E et F; mais s’il y avait lieu de calculer un grand nombre de ces functions, l’autre procédé paraît être le plus avantageux.
Au reste, nous avons déja dit que si on se borne à dix décimales dans la formation de la Table auxiliaire n° 1, auquel cas on peut se passer de la Table n° 2, le calcul de cette table et son usage dans les cas particuliers, deviendront très faciles , et rentreront dans la classe des calculs trigonométriques ordinaires , surtout si le module est plus petit que sin 45°, ce qui permettra de prendre la valeur de æ dans la Table VI]; et puisqu’alors les résultats sont exacts jusqu’à la dixième décimale, ou au moins jusqu’à la neñvième, il ne paraît pas qu’on puisse proposer rien de plus simple pour le calcul des fonctions E et F, au moins taut qu’il n’existera pas des Tables suffisamment étendues, au moyen desquelles la détermination de ces fonctions serait réduite aux règles ordinaires de l’interpolation.
803. Remarquons en finissant que le Tableau n° 1 pourrait être réduit aux cinq termes &,, &,, &,, &,, &,6, et que dans cet état, il suflirait encore pour ramener les fonctions proposées E®, F?, au cas où l’amplitude est moindre que 6°. Pareille observation s'applique à plus forte raison aux Tables auxiliaires construites pour des modules moindres que sin 81°. :
En eflet, 1°. si l’amplitude donnée @ est comprise entre 4, et &,;, ou 90°, VPune des deux différences Fp—Fas, F'c—F@, sera moindre que ?F'c; ainsi, en faisant Ja plus petite des deux différences —F@', on aura g'<@,. 11 faudra donc d’abord déterminer æ, soit par l'équation algébrique qui cor-
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respond à l’équation F@—Fa, = F?', soit par l'équation cot®"= 6 tang @, si l'on a F'e—Fp=F@".
Puisque @' ainsi déterminé est plus petit que &,, le cas le moins favorable pour la réduction est celui ou @’ sera compris entre #, et æ,: soit alors F@" égal à la plus petite des deux différences Fa,—F@, F@ —Fa,, la fonction F@" sera plus petite que :(Fa,—Fa,), et par conséquent <<+Fa, < Fa,. Si en même tems F@" est < 3 Fa,, g" sera plus petit que 5°,8188, et l’objet de la réduction sera rempli par deux transformations seulement, Si au contraire Fo" est > :Fa,, il faudra une troisième transformation pour réduire les fonctions E, F@, au cas où l'amplitude est moindre que 5°,8188.
2°. Si l’amplitude donnée @ est moindre que &,, le nombre des transformalions qui ne pouvait être plus grand que trois dans le premier cas, ne pourra surpasser deux dans celui-ci, et se réduira le plus souvent à un.
De-là on voit que la Table auxiliaire, réduite à cinq termes, conduira aux mêmes réductions que la ‘Table entière, calculée laborieusement avec onze termes de plus. Mais, tandis qu’une seule transformation, faile à l’aide du tableau entier, suffit pour réduire les fonctions F@ et E au cas où Pamplitude est moindre que 5°,8188, il faudra quelquefois deux et même trois transformations semblables pour parvenir à la même réduction par le tableau partiel. Ces transformatious, il est vrai, se font par de simples formules trigonométriques ; mais c’est au calculateur à balancer les avantages et les inconvéniens des deux procédés.
J'observerai au reste qu'il faudrait ajouter un sixième terme à la Table auxiliaire, si l'angle du module était plus grand que 81°; cette addition suflira jusqu’à 89°, et il est inutile d’aller plus loin. Alors le nombre des transformations pourrait aller jusqu’à cinq , pour obtenir la réduction cherchée.
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Sur la construction des Tables VIII et IX.
804. LA méthode du chapitre VI présente beaucoup d'avantages par la simplicité et l'élégance des formules qui servent à construire chaque table particulière pour un module déterminé ; on a vu que les calculs s’exécutent dans toute étendue de la table, en n’empruntant de la théorie des fonctions elliptiques qu'un seul élément qui se multiplie ensuite par des formules purement trigonométriques et rigoureusement exactes ; cependant l’usage de ces tables serait peu commode dans linterpolation, lorsqu'il s'agirait de trouver les fonctions E et F qui répondent à des valeurs données de l’amplitude et du module.
Il paraît beaucoup plus convenable, pour cet objet , de construire des Tables dans lesquelles l’amplitnde et l’angle du module croissent par des intervalles égaux et suffisamment petits, de o° à 90°. C’est donc entre les deux méthodes proposées dans le chap. IT, qu’il faut choisir celle qu’on regardera comme la plus facile, pour parvenir à un degré d’exactitude déterminé. :
805. La seconde de ces deux méthodes fait trouver directement la différence seconde de la fonction E, ainsi que celle de la fonction F; et par ces différences , vérifiées à de certains intervalles, on parvient à former la série entière des valeurs de E et de F, comme nous l’avons fait voir avec beaucoup de détail, en calculant la Table 11 qui convient au inodule e = sin 45°.
L'avantage principal de celte seconde méthode consiste en ce que les auxiliaires qui servent à déterminer les différences secondes des fonctions, sont beaucoup plus petites que celles qui, dans la première méthode, seraient nécessaires pour donner immédiatement les différences premières de ces mêmes fonctions. Mais, d’un autre côté, les erreurs sur les différences secondes se multiplient suivant la progression des nombres triangulaires, dans la détermination des fonctions principales ; il devient donc nécessaire
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de calculer ces différences avec deux décimales de plus, ce qui fait perdre tout l’avantage qu’on pouvait en attendre; el si on n’augmente pas le nombre des décimales , il faut vérifier les résultats de distance en distance,
puis corriger les nombres intermédiaires, suivant un mode de répartition qui est plus ou moins arbitraire.
Cet inconvénient qu'on a pu remarquer dans l’art. 722,.n’a pas lieu dans la première méthode , ainsi que nous nous en sommes assuré par un grand nombre d'essais, et cetle raison suffit pour lui donner la préférence. Mais, comme on n’a pas de tables usuelles qui passent dix décimales, il serait trop diflicile de calculer les fonctions avec douze décimales, comme nous l’avons fait dans la Table IT, et 1l faut se borner à les calculer ayec neuf ou dix décimales, ce qui au reste est plus que suffisant pour lusage ordinaire.
806. Notre choix étant ainsi fixé sur la première méthode que nous avons nommée Méthode des ordonnées moyennes , nous aurions désiré pouvoir construire, pour tous les angles du module, de demi-degré en demi-degré, des Tables particulières semblables à la Table 11, mais calculées à dix décimales seulement ; la réunion de tontes ces tables, sans y comprendre les différences qui n’y pourraient entrer qu’au premier ordre et en amenant beaucoup de confusion , aurait formé, sous un assez petit volume, une table à double entrée d’une étendue suffisante pour satisfaire à toutes les applications où il s’agit de calculer les fonctions E et F pour des valeurs données de l’amplitude et de l’angle du module. Mais l’extrême longueur d’un pareil travail ne uous a pas permis de l’entreprendre, et nous nous sommes proposé seulement de calculer une Table semblable pour tous les degrés de l'amplitude et de langle du module. Cette tâche encore bien pénible a. été heureusement conduite à son terme, et la Table IX qui en est résultée pourra satisfaire eucore long-temps aux besoins des Géomètres; d’ailleurs elle fouruira des bases certaines et bien vénifées à ceux qui entreprendraient de calculer une Table semblable d’une plus grande étendue et procédant par de plus petits ivtervalles.
807. Pour faciliter la coustruction des Tables particulières qui composent la Table IX , il était nécessaire de calculer d'avance et avec beaucoup de précision , les fonctions F et E pour lamplitude de 45° et j'our celle de 90°. C’est pour 06 double objet que la Table VHI à été construite : nous aurions pu n’y pas comprendre les fonctions ayant 90° d’amplilnde, puisque leurs logarithmes sont donnés avec douze décimales dans la Table 1; ;
nr
mais la réunion des deux séries a procuré une facilité de plus pour la construction de la Table bia et ne peut manquer d’avoir son utilité dans d’autres occasions.
Nous remarquerons ici que ue formules générales pour le calcul des fonctions E et F, se simplifient assez notablement dans le cas d’une amplitude de 45°, ce qui a facilité beaucoup la construction de la Table VI. Rappelons d'abord que les formules pour calculer les fonctions F et E, sont en général Fe = K®, Ep = LF@ + Pe sin @. D'ailleurs la valeur de P se forme au moyen des équations © = @° —@, w° = @°° — g°, etc., tang & = b lang @, tang.w° = 4° lang °, etc., r = c cos @, r°=....... c° cos w°, etc., d’où l’on déduit
P= ir 2 + 2 rror + etc.
808. Voyons maintenant ce qui résulte de la supposition @ = 45°. Alors
les équations sin (29 — 9°) = c° sin g°, tang &° = b° tang @°, donnent
b° . s 1 à ‘ tang 9° = _ lang w° ==, et de celle-ci on déduit encore sin w° = #4,
cos w° = c° ; ainsi on aura à la fois cot ®° = c° et cos w° = €”, la première donne la valeur de ° et la seconde celle de &° ; on connaîtra ainsi 9° = @° + w°. Dans le cas où c° est suffisamment petit, il conviendra de calculer @° par la suite.
279 = C0 — 20% EE 05 — 3 «9 + etc., ou pour abréger mg = (1)— (2) + (5) — (4) + ete,
et on aura en même temps 1.3.5
37— 0 = G)+ z @)+2= 2.À 2 (5) + 2.4. 3 (4) + etc. Soit 3 la somme des seconds membres de ces deux équations, on aura 7 — QN = 3 ou PQ = A — 2.
Connaissant ainsi @° et g%, il sera facile d’avoir @°% par l'équation tang &% = b% tang @®, ou par la série D°90 — 2P°9 — c999 sin 29% 4 £ (oc) sin 4P° — etc., dont il suflit de calculer les trois premiers termes; on aura de même. 0000 — 29000 — ç% sin 20%, Il résulte de ces deux epon , OÙ lou peut supposer c°%= (+ c°° )" :
À @0000 = gr eu z ic sin 23 (1 — 2 °° cos 23) ; + Q 4 ?
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ét comme ® désigne la limite des quantités @, 2, %, etc., laquelle peut étre censée égale au cinquième terme, on aura | | Dim —3-+# 500% sin 25 (1 — à c°® cos 23 )]; ainsi z étant déjà connu, il suflira d'ajouter à # — z la petite correction 3 0% sin 22 (1— } c** cos 2z) et de diviser le tout par 4, pour avoir la valeur de ®, au moyen de laquelle on trouve Fo = K® = se Fe. ë
Connaïssant F@, on connaîtra Ja partie LF@ qui entre dans la valeur de E?; quant à la seconde partie Pc sin @, elle se trouvera d’une manière très simple par là formule :
mn a Lt 1 fONt , 55 Jos y fee Pe sing = zee*[ 1 + +50) +10) } | où il faut observer que le premier terme 4 ey/c° = 2(1 — b), se trouvera immédiatement par la Table des sinus naturels à 15 décimales, comprise dans la Trig. Brit., si toutefois l'angle du module 8 s'exprime exactement en degrés et centièmes de degré. . “
809. Pour vérifier cette valeur de Pc sin ®, il faut, dans la formule générale Pesm® = + cy/c° sing" (1++ c° cos @° + 3 c°c°° cos @° cos p®° + etc. ), substituer les valeurs cos &° = c°, sin @° = ETS) F > ce qui donne d’abord | : Lev/c° Pcsing == Fe
ds | RE ; ensuite pour avoir l’expression des quantités cos &°*, cos æ**, je reprends
1e 36% + Lot 0° cos °° pc" 0° co cos a°° case tue.
les équations tang &° = b° tang @°, @ = g° + w°, tanga® = = ss... tang °° — b* tang g*, jen déduis successivement : — _tangg® + tange°_ _(1+6)c ange" 2 tang@® tang a° cp ?
bre (1 + Bb) __ 264/b°
tang °° —
b 7 tangi a = LE = tango. |/5, cos &° = - A
+) en continuant cette analyse, on trouvera .
. aus 00 1° 00 0° — tangt a°° lung à °°° = tang © 5 cos © == B°9Ftang" w° ?
ainsi à l'infini. On voit donc que dans le cas dent il s’agit, les quantités w, w°, &%, w%, etc., se calculent facilement ; savoir, la première au moyen de l’équation tang w = 6, la seconde au moyen de l’une des équa-
tions tang w° — £ , Sin &°—=#, cos w° = c° , tang+ "= tang w. Vi = VE,
les suivantes au moyen des équations tang + œ* — tang «°. V£- — ve ; tang + &°*° = tang a, 1/ je tang + &w°°% = lang æ°. , etc., ce qui offre des formules assez remarquables pour le cas où l’on a @ = 45°.
Maintenant qu’on connaît les valeurs de cos w° et cos w°*, si on les substitue dans l’expression de Pc sin @, et qu’on y substitue également les expressions connues de c** en c°, et de c*** en c*®, on aura, en développaut ces quantités jusqu’à la dixième puissance de c* inclusivement, l'expression que nous avous rapportée du terme Pe sin @, laquelle est très facile à calculer, et donne au moins 12 décimales exactes, tant que l'angle du module ne surpasse pas sin 45°.
C’est par ces formules qu’on a calculé les fonctions F (45°), E (45°) de la Table VIII, pour toutes les valeurs de l’angle du module de 0° à 45°; audelà de cette limite, on a fait usage de la méthode des modules croissans , art. 762, laquelle ne présente, pour le cas de ®9 = 45°, aucune formule remarquable , si ce n’est pour déterminer æ', l’équation sin 4° = b*,
810. Nous allons maintenant expliquer avec détail les différens procédés que nous avons suivis dans la construction de la Table IX, et nous prendrons d’abord pour exemple le calcul d’une Table particulière des fonctions E.
:- Soit & l'arc d’un degré, Ua 5; soitw—=p#}1æ,e.........
(1 — c* sin w)= 4 (w) ; si on prend auxiliaire p = 4Aw, on aura en général pour construire la Fable des fonctions E, la formule
JE=p+ d'p° — pes NP" + ete.
On calculera donc pour les valeurs successives @ = 0°, 1°, 2°, 3°, etc., les valeurs correspondantes de l’auxiliaire p; on observera de plus que la valeur p pour @ = — 1° serait la même que pour ® = 0°; on placera donc deux fois cette première valeur de p, l’une sur la ligne deg = 0, l’autre sur la ligne supérieure, ce qui sera nécessaire pour former cette ligne où l'on doit trouver la différence seconde d'p° qui entre dans la première valeur de J'E, celle qui répond à @ = a.
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A mesure qu’on aura calculé une valeur de p, cette-valeur servira à ajouter un terme de plus aux colonnes des différences daus les lignes supérieures. Au commencement de la Table et même jusqu'à des termes assez éloignés tels que ® — 45° ou 50°, il suflira de prendre les deux premiers termes de Ja valeur de JE, savoir : dE = p + -2 d'p° ; car nous supposons constanment que les valeurs de p sont calculées avec dix décimales, et qu’on en conserve neuf seulement daus les valeurs de J'E.
Lorsque par le progrès de l'opération , on reconnaîtra que le troisième terme — 5325 d'p* peut influer sur la dernière décimale de d'E, il faudra tenir compte de ce terme. Mais alors on devra ajouter un terme de plus à la colonne des p, ce terme qui répond à @ + & étant nécessaire pour avoir la différence J“p® qui entre dans la valeur de d'E. Jamais on n’aura besoin de calculer un terme de plus de la formule.
Les mêmes procédés s'appliquent au calcul des fonctions F, avec cette a 4e connu de Aw servira à calculer à la fois les deux auxiliaires p = a4Aw,
seule différence, que l’auxiliaire P a pour valeur — ; ainsi le logarithme
P= a Il faut observer seulement que les différences croissant plus rapi-
dement dans la Table des fonctions F, il faudra beaucoup plus tôt faire entrer le troisième terme de la formule dans la valeur de J'F.
En formant la colonne des différences d'E et d'F, réduite à neuf déci- * males, il sera bon de faire une marque particuliète aux termes dont la dernière décimale n’est exacte qu’à + ou au moins -# d'unité près. Cette marque sera utile pour faire sur la table les légères corrections qui seraient indiquées pa la différence qu’on pourra trouver entre les fonctions données par la Table pour les amplitudes de 45° et 90°, et celles qui auront été calculées d'avance par la méthode directe.
811. I ne reste plus qu’à faire voir comment on doit calculer le logarithme de Aw. Au commencement de la Table et jusqu’à une limite assez éloignée, faites sin À = € sin; appelez a l’angle qui, dans Ja Table à dix décimales, approche le plus de A, et soit la différence Z sin À — ! sin a=r; vous aurez avec une exaclitude suffisante £ cos A, ou
log à = log cos a — r tang*a,
et l’on voit que la correction r tang* a n’a pas besoin d’être calculée avec beaucoup de précision , tant que l’angle a sera d’un petit nombre de degrés.
Lorsque l’angle a approchera de 45°, on pourra faire plus exactement log A = 1 cos a—R, log R= log (r tang* a) + r + r'tang* a.
Si lon atait sin À = l sin a—r, il faudrait faire log 4 = {cos a +R, logR = log (rtang*a)— r— 7 tang* a.
Lorsque l'angle à sera plus grand que 45°, la correction R devenant plus grande que r, les erreurs se multiplieraïent par la formule précédente, et il faut lui en substituer une autre, On mettra alors la valeur de A sous
cette forme, À = y: + nc =), et faisant tang A = on aura..
à = = Soit a l’angle de la Table qui approche le plus de l’angle A dont on connaît la (angente, et soit 2 tang À = L tang a + r; on aura l cos À = L cos a — r sin* a (1 + Mr cos" a),
ou si l’on fait Z cos À = Z cos a——R, on aura R=l(rsin"a)+r—rsin*a, ensuite log A = log —- + R.
Cette formule , dont le calcul est aussi facile qu'il est possible, ne laisse rien à désirer , et pourrait même servir dans toute l’étendue de la Table sans exception ; mais le calcul de la première est plus simple, tant que c sin & est << sin 45°.
Si l’on avait Z tang À = l'tang a — r, la formule deviendrait
logR = log (rsin* a) —r+r sin* a, log À = log (D) —R.
Connaissant A pour une valeur déterminée de w, on connaîtra à la fois
les deux auxiliaires p = «A, P = —., l'une pour la Table des fonctions E,
l’autre pour celle des fonctions F. Ces auxiliaires devront être placées chacune sur la même ligne que la valeur de @, d’où elles sont déduites, en faisant © == @ + % æ; on y joindra leurs différences successives continuées jusqu’à l’ordre où les différences de l’ordre suivant seraient négligeables ou fort inégales. On en déduira ensuite les valeurs de d'E et de JF, suivant les formules que nous avons rapportées.
CHAPITRE XIIE
Calcul détaillé de la T'able particulière pour le module c = sin 63°.
812. Nous prenons pour exemple un module un peu grand, parce que les calculs deviennent plus difficiles vers la fin de la Table, à raison de la grande inégalité des différences ; on verra cependant que les résultats n’en sont pas moins sûrs, en prenant les précautions convenables. Du reste, nous entrons dans tous les détails nécessaires pour qu’on puisse facilement saisir la méthode, et l'appliquer à tout autre module.
Le de ee 9,94988 08840 7 c05a. ...,... « - 9:99998 69338 Mérite 794084 18596 8 R........,. — 623 ad... +: 789072 27437 5 Dai eur mors acs 999998 68715 ME se 05 788969 o494{ Bd vtr 4) 8,24187 73676 r = 103 224093 5 p.......... 8,24186 4239r P'hsbetsossts 8,24189 04961 Puusss o:4.% 701378 46 | |
tang*a. ..,.. 5,77940 71 Per... ++ = 0,01745 27649 2,79319 17 Mer ee de = 0,01745 38201.
Pédale + 103 22
Mes seu 2,79422 39
Dans ce cas et dans le cas suivant, on aurait pu faire plus simplement le calcul de À par la formule log A = + log (1 —c*sin* w) = } me* sin; ensuite & devenant un peu plus grand, on aurait les formules plus approchées r = c* sin° w, log A=—R, log R= log (Emr) + + mr; mais nous avons préféré de suivre toujours la même marche.
ec... 994988 08840 7 r. . 6,07670 73 cos a. . . 9,99988 19043 sin. 8,41791 90153 9 9 ue. 6,73559 73 R.... , — 649 8,36779 98094 6 R...32,81230 {6 4 .... 9,99988 18394 sina, 8,3668 05811 Sr 8,24187 53676 r = 11 93183 6 Pp = 0,01944 85446 p..... 8,24155 92070
994988 08840 7 r.... 5,89956 33 cosæ. . . 9,99907 16309
sin » 8,63967 95616 1 tang'a. 7,17993 63 : MENT + 1201 8,58056 04456 8 DR... 3,07949 96 A 4... 999967 17510 sina. 8,58963 98005 RE 8,24187 73656 r= — 7 93548 2 P = 0,017{4 01059 p..... 8,24154 91186 P= 0,01746 64891 P..... 8,24220 56166.
Cette valeur de P, auxiliaire de la fonction F, jointe à la valeur correspondante J'P° = 42338, donne pour @ = 2°, la différence JF = P + 2 d'p° = 1746 66655, où il faut remarquer que le retranchement du dernier chiffre laisse une incertitude d’une demi -unité sur la neuvième décimale de d'F. C’est ce qu'on a exprimé dans la Table par le signe +- mis à la suite de la valeur choisie d'F = 1546 6665 +. On aurait pu également prendre d'E = 1746 6666 —. Nous verrons ci-après l’usage de cette notation, pour corriger les petites erreurs qui peuvent résulter du progrès de l'opération. =", u—=5$ c. . . 9,94988 08840 7 cosa. . 9,99935 Gor13 tang’'a. . 7,47276 807 sins. 8,78567 52987 7 R... + 5461 or. .... 6,26453 993 8,73555 61628 4 A... 9,90035 65574 R.... 3,73730 800 sine. 8,73574 00451 . «..... 8,24187 53696 re — 183893 P:..8,24183 39250 P . 8,24252 08102 P— 4, w = +.
c. . + 9:94988 08840 7 cosa. . 9,99893 63682 tang* a. . 7,69110 103
sins . 8,89464 32984 1 RKR,.. — 1831 7r.,...5,57167 390 8,84452 418248 4... er 61851 R.... 3,26277 493
sina . 8,84448 68855 «. .. 8,24187 73656 r = 3 72970 p-..8,24081 35527 p = 1741 05926 P.,..8,242094 11825 P = 1749 60972.
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Musa 9:94988 08840 7 cosa..…. 9,99840 98748 sin æ... B,98157 28715 4 R....….. + ___ 6627
sin @.. + B,93154 39232 «........, 8,24187 23676 r = — 9 0166 Mines B,24028 79057 Posssssse 8,24346 68301
Crrsuorss 9,:94988 08840 7 cos a... 9,09777 95564 sin»... 9,05385 87563 7 À... — 6/7 9,00373 g64of 4 A4... 9,99777 94917
sin a... 9,00373 34424 de sopasone 8,24187 7366 r = 61980 prune. 8,23965 68593 Passe 8,24409 78759
Co sonvere 9,94988 08840 7° cosa.…... 9,99704 36309 sin »... 9,11569 76687 3 KR... — 7250 9,06557 85528 A... 9,99704 29059
sin a... 9,06552 56622 ‘© #4. 8,24187 73636 r = 5 28906 Prrrs 8,23892 02735
… 9:94988 08840 7 cosa.…. 9,99020 17398
sin »... 9,16970 20867 8 R....... — 11318
9:11958 29708 5 à... 9,99620 06080 a... 9,11951 88352 “us... 8,24187 73676
r 6 41356 Peru 8,23807 79756 P......... 8,24567 67696
PAPERS 9:94988 08840 7 cosa..… 9:99525 34714 sin #... 9,21760 92289 4 R.....….. .__. — 10645 9,16749 01130 Aus. 09,99525 24069 a... 9,16744 19484 Ése 8,24187 73676 r = 4 81646 Perses 8,23712 97945 Besse 8 ,24662
tang* a... 7,86626 810 Fistssiniaeue 5,95505 051 use 3,82131 86:
tang* a... 8,o1190 7177 LOTPEETEETOTEE 4,70925 157 Russes 2501115 934 p = 1936 42832 P — 1954 27581.
lang” a... 8,13696 406 | DÉSERT 5,72337 84 849 Rmout 3 3,86034 4 255 p = 17933 48574 P — 1757 25368.
tang* a... 8,24662 419 Fcvésnsscuse : 6,8070g 916 rtang* a... 4,05372 335 Fassoccsosoons 6 414 rlang # a13 Bsssosoisses 4,05378 862 Ferré 5,68272 7096 &,o27ro 491 Porssses sos 4 816 rtang' a 106 Bus 402715 {13
CREER
sin #... 9,26063 30434 5
9,21051 39275 sin à... 9,21050 38600
Eravsssnss 9:94988 08840 7
sin w... 9,29965 53093 1 9»24953 61934
sin a... 9,24958 30382
Fu —
bios 994988 08840 7
sin w.. 9,33533 67506 1
9,28521 16347 sin a... 9,28523 08498
Lisseur 9594988 08840 7 sin #... 9,36818 52534 1
__. 0:81806.61375 sin a... 9,81807 69767 1 08392
æ 10°, © = 10° + cosa.….… 9,99419 83602 Rose — 2726 Brave es 9,99419 80876 den 8,2f87 73676 PERS 8,23607 54552 Ps 8,24;67 92800 = n°, © = 11° +.
cosa..…, 999303 58856 R..... ue + 15265 Bessserere 999303 74121 Misériouse 8,24187 7366 Pornuvens 8,23491 47797 .
Pésssines 8,24883 99555 = 12°, = 12° à.
cos... 9,99176 96100 Rosso + 5105 Bus 9399177 01205 Ms oiéne 8,24187 7366
Pan 8,23364 74881
Pi. 8,25010 72471
Busrmrrs 9199039 59312 :
durs 8,24187 73676
BR
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sis: ©.
994988 oBBdo 7 9,42689 88240 2 937677 97081
sin &….
sin «a,
Es mucus 9:94988 of84o 7 sin &.… 9,45334 18046 3
sin 4.
sin #... 9,47814 18of1 2 9,42802 26882 sin a... 9,42803 Go r=— 1 33690
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= 14°, = 14 ; cos a... 9,98691 76119 Roosesssse — ___7 2976 Buunn 9,98891 0,08801 45413 Œunremnne 8,24187 73676 Prrsmnue 823079 19089 Pisces 8,25296 28263 = 19°, © == 10° à cos a... 998732 57854 Rosso ._ 1378
Does 9,98732 56276 Mrs B,24187 73676
Door. ee 8848 Miss mequeh B,2418 73676
P-+ P.. ELTETETE
et e à
cos au 9,98382 28058
Rosssse + 10840 D... 0,98382 38398 FRERES 8 8,24187 73676 | Prossontes . 8,225 22570 12074 .,
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se peer B,77890 260 … 441907 967
rtang* a. 16 R........ 3,19798 505 an ÈE a... 8,83516 gui Parier 498916 478 ! 31427 384 384 LCORPRRTER 869 rtang’ a... 59 Rsssesusseovre 3,77428 312
4 ,01452 542 — 1 337 r tang* a... — 103
Tuncsesss Géess!
Cum. 9194988 08840 7 sin »#... 9,50147 64453 6
9,45135 73294 3 sin a... 9,45134 65573 r = de” o77n
Cromss 9194988 08840 7 sin ».... 9,52349 52365 4
sind
Pp = 1649 64717 P— 1846 56104.
= 16°, © — 18° !, cos a... 9,98191 11603 Boss — 9358 Asssoroer 9,98191 02245
Œinsssrn 8,24187 7366
Pr 8,22378 75921 P....... 8,25996 71431
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PLELELELT Lans
Bosnie 9397775 55728 Murs cn 8,24187 73676
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CHAPITRE XHII. 173 = 5%, à == 22° À
C..... 9:94988- 08840 7 cosa... 9,97316 179704 tang'a... 9,11911 416
sins.. 958283 96605 8 R...... ns nb puis 4,22843 886 9,53272 05446 5 4...... 0,97316 15478 3,34755 302
sina:. 9,53271 88525 discees 8,24187 53676 ” 169 r = 16gar 5 p...... 8,21503 89154 7408" 4. 23 Pisces 8,26871 58198 R....... 3,34755 493
Sriies 9:94988 08840 7 cosa... 9,97069 86306 tang'a... 9.159796 441
sin ».. 9,60069 96819 g R...... + 389 r........ 3,43013 958 9,55058 05660 6 A...... 9,97069 86695 2,58990 39g sin a.. 9,55058 08353 doisivé 8,24187 73656 r........ — 269 r=— 2692 4 p...... 8,21257 60371 "ang a. — _À P...... 8,2ag117 86981 R....... 2,589g0 126 p = 1631 45852 .
CHPPET 994988 08840 7 cosa... 9,96812 79369 tang* a... 9,19891 769 sin ».. 9,61772 69586 8 R...... — 33296 r..... .. 5,32344 909 9,56760 78427 5 A... 9,9681:12 46073 4,52236 678 sin a.. 9,56758 67832 Sosuise 8,24187 733676 r........ 2 106 r = 2 10595 5 Murs 8,21000 19749 pe 333 Ps... 8,27395 27603 R....... 4,52239 117
CARRE 9:94988 08840 7 cosa... 9,96544 06399 tang'a... 9,23682 845 sin”.. 9,63398 43502 6 R...... — 17823 7r........ 5,o1414 782 9,58386 52343 3 A... 9:96543 88976 4,25097 627 sina.. 9,58385 49032 Susocse 8,24187 73676 r ....... 1 033 oor= OMS 3 cos. 8,20531 62652 rtang'a.. à 178 Prune 8,27643 84700 R....... 4,25008 838
g== 6, eo = 6 !.
Béins 9,94988 08840 7 cosa.,. 9,96264 45304 sin «.. 9,64992 74374 o R...... — 34582 9,59940 83214 3 : SPAS 9,96264 10722
sma.. 9,59938 98994 déossose 8,24187 73676
1 84220 7 p....... 8,20451 84398 Pésass 8,27923 62954
Ds
c..... 994988 oBBfo 7 cos a... 9,95972 95967
sin w.. _9:664fo 55998 a CHERE PSS + 10663 0,61428 64838 > 7. sise 9:99973 06630
sin a.. 9:61429 17170 PRET 8,24187 366 r = = 52331 3 P. . 8,20160 80306 Pississ | 8a8orf 65046
diese 9,94988 08840 7 cosa... 9,95670 41639 sin ». ! 967866 29015 4 LE is. + 30390 9,62854 35856 1 RS TE 9:95670 72029
na.. 9:62855 7 75589 Su... 8,24187 7366 r = — 1 a 3773 9 Q Pose 8,19858 45705 P...... 8,28517 01647
CPR 9:94988 08840 7 cos a... 9,95356 77120 sin #.. 9,69233 88236 6 R...... + 25188 9,64221 97077 3 A...... 9:95357 02308 sin a.. 9,64223 02723 COPPPEE 8,24187 336:6 r= — 1 05645 7 p...... 8,r9544 75984 - Pise 8,28830 71368
tang'a.., Pos s Fos us _rtang'a..
issus tang «.
Fe CAR rlang'a..
tang* «a Posssusre lroosnsne r'tang' a RSR ET Ps scan Prsssss ét r lang a Ris
sega 410278 946
+ 9:39732 Gia
bn — 1 656
aa 4o119 002
nt ER RU Anne
CHAPITRE XI. 155 ® = 30°, © —= 30° i
sus 9594988 08840 7 cosa... 9,95031 96585 tang* a... g,41005 737 sins.. 9,70546 88745 5 R...... — 3640 r........ #»13110 005 9,65534 97586 2 4...... 9,95031 92945 3,56115 742 sina.. 9,65534 83425 dus 8,24187 33676 7........ 142 r = 14161 à p...... B,1g19 66621 ”tang'a.. es | ÉFERSTES 8,29155 8073 R........ 3,56115 920 p = 1556 67038 P = 1956 85242 g == 4h", © = 51":
e..,.. 994988 08840 7 cosa... 9,94695 93567 lang'a... 9,44197 422 sins.. 9,71808 5Sio17 Q R....., — 54006 r........ 5,29044 555 966796 59858 6 &...... 994695 39561 4,73241 977 sin.a.. 9,6694 64674 Becoore 8,24187 73676 r........ 1 9952 r= 1 96186 pe. 8,18883 13237 ”tang'a. Le Bises 8,29492 34115 R....... 4:73244 469
FÉPATE ‘9594988 08840 7 cos a... 9,94347 46145 tang'a... 9,47324 008 sin w.. 9,73021 65240 o R...... — 8182 7r........ 4,43962 994 9:6800g 74080 7 A...... 994347 370963 3,9:1286 799 sina.. 9,68009 46562 LETTRE 8,24187 73676 r........ 279 r = 27518 7 pisse 8,18535 11639 ’tang'a.. _8a Besse 8,29840 35713 R....... 3,91287 156 p'= 1532 32598 P — 1987 94137 u 0 =2 55°, à = 33°1 CACLE 9:94988 08840 7 cosa.., 9,93987 53111 tang’a... 9,50380 963 sin æ.. 9,74188 94971 3 R...... + 31086 r........ 4,98876 402 9:69177 03812 Amos 993987 84197 4,49257 365 sin a.. 9»69178 o 01258 Bros 8,24187 73676 r..... jus — 974 r=— 7 97646 Pruser. 8,28195 57873 range. : az
Pussoos 8,30199 89479 R....... 4,49256 080 p = 1519 Gga74 P = 2004 46717.
NI
c..... 9,94988 08840 7 cosa.., 0,93617 288g1 tang*a... 9,53364 027 sin «.. 9,75312 80269 o R...... — 54280 r........ 5,20097 546 9,70300 89109 7 4...... 9,93616 76 4,73461 573 sin a.. 9,70299 30264 seras 8,24187 336736 r........ 1 588 = ut 588457 op... 8,1780{ 4828, rtang'a. 543 Ps.oe 8,30550 099065 R........ 4,73463 501 P = 1506 76259 P =— 2021 66832.
de 994988 o88{o 7 cosa... 9,93234 22152 tang'a... 9,56297 653 sin w.. 9,76395 40365 5 R...... — 16227 pr........ 4,64724 796 9,71383 4g2o6 de Miss 9:93234 05925 4,21022 449 sin a.. 9,71383 04820 Mises 8,24187 73676 r........ 444 r 44386 2 Prose 8,19421 79601 rtang' a 162 BP... 8,300953 67551 R....... 4,21023 055 p = 1493 54359 P = 2039 56136.
Pise 9,94988 08840 7 cosa... 9,92839 41651 tang'a... 9,59176 585 sin ”.. 9,77438 75973 3 R...... + 33632 7r........ 4,93499 306 9,72426 84814 A... 9,92839 75303 4,5265 891 sina.. 9,72427 70912 Mare 8,24187 73656 r........ — 861 r=— 86098 p..... 8,15027 48979 rtang’a 7 Bises 8,31347 98333 R....... 4,526:4 604 p = 1480 0492 ‘ P — 2058 16334.
COPELE 9:94988 08840 7 cosa... 9,92434 12467 tang* a... 9,61995 816 sin «.. 9,78444 71298 3 R,..... — 32033 7r........ 4,88562 692 9:73432 Borrg A. .... 9,92433 8043{ 4,50558 508 sina.. 9,73432 03272 Miiis es 8,24187 73676 r...,.... 768 r = 16847 Miisies 8,16621 Brio ”tang'a.. 320 Pins 8.317353 93242 R....... 4,50559 596 1466 27494
CHAPITRE XIII
c. … : + 9:96088 oBBfo 7 sin #. , 9» 79414 95670 7 0,14403 of5nr 4
cos &.,
sin a. . 9,74404 49183 ss
c. . . . 9,9{988 08840 7 cosa.. . 9,91586 34168 sine. . 9,80351 05253 1 R... + 57771 ee me ee ee 9»75339 14093 8 À ... 9,91586 91939 sin a. . 9,75340 36174 s...... 8,24187 73676
ce... . 9,94988 08840 7 cosa.. . 9,91146 49165 sin. . 9,81254,44160 3 K. — 51936 9,76242 53001 4... . . 9,91145 97229 sina. . 9,76241 49832 æ....8,24187 73656 r = 1 03169 P::.:8,15333 70905 P..... 8,33041 76447 P = 1423 43320 P — 2140 01g08.
ce... . 9,94988 o884o 7 cosa.. . 9,90692 92066 sin». . 9,82126 45717 5 DR. ... + 44288 gs7mii4 54558 2 A. . . . 9,90693 36354 sin a. . 9,77115 37323 æ.... 8,24187 73676 r=— 82764 8 p.....8,1488:1 10030 P,....8,33494 37322.
tang” a... 964777 877 Fate) 5,16038 328
4,80816 205 Fins s se — 1 447 r tang* a — 643 |: APRES 4,80814 115 tang* a . . 9,67508 ofo
4,96172 563 raie: — 1 221 rtang a — 578 R. .,.. 4,76170 764 tang* a... Q,70191 013 Messe cs 5,01354 922
EnSé 935 Rats 1 032 rtang' a. . 519 | DRE 4,71546 486 tang a 9,72844 go5 Mes ies 4,91784 567
4,64629 472 Pas » où — 828 rtang'a — 443 sis 4,64628 201
: 994988 o8B4o 7 + 9:82968 33460 4 9577956 42301 à sin a. + 9:77 7997 47670 r—=— 105368 9 9
ee me
9» 78769 30877 1 sin a. . 9,78769 3of1r
Fr æ 466 P = 1378 50989 P— 2209 75868, + 9194988 oB84o 7 .. - 9:84566 18003 3 0,79554 26844 sine. . 9,79554 87856 DE +. Gror2 P= 1363 12489 P— 2234 69927.
ce. . . . 994988 o884o 7 . 985324 20538 à
sin # 9,80312 29378 9 sin a. . 9,80312 75.
cos a. . . 9 90228 51388 Pa à..... 9,90229 11267 a. . 8,24187 53656 p..... 8,14416 84943 P . 8,33958 62/09 P—= 43, «© = 43%.
cos a... 9,89753 25456 ss — 281 dv ve cd a . 8,2{189 53676 p..…. 8,13g{o 98871 P..... 8,34434 48481 P—=44, © =443.
cosa. . . 9,89265 43591 R. . .. + 39012 2.. ... 9,89265 82803 . 8 B,24187 7 73676 pe... 813453 56479 P.....8,34g21 90873 9 = 45, à = 451.
cos a . . 9,88366 Gar1o |: PRE + 28277 à ...9,88766 90387 =... . 8,24187 73676 pe... 8,12954 64063 P....8,36{420 83289
tang’ a... 9,75457 926 Pro ss. 9,02271 245
4:77729 171 née eh — 1 054 r lang’ a — 599 R..... 4,97727 518
frise 2,66847 gro R. ....2,44880 009 lang’ a., . 9,80578 88r Mu ns e.x 4,78541 526
FBgrao 407 Farvess — 610 r lang a. . — 390 R. ..., 4,59119 407 tang*a .. 9,830g2 180 PRE U 4,62051 186
4,45143 366 TER — 417 r tang' a . — 283 R....4,45142 666
813. Arnvé aux valeurs de Le et H® pour Pamplitude @ = 45°, on voit qu'en comparant ces valeurs avec celles que donne la Table VAI, l'accord est parfait sur la fonction F, et la différence est seulement d’une
CHAPITRE XII
unité décimale du dernier ordre sur la fonction E. Cette différence peut facilement être corrigée, en diminuant d’une unité du dernier chiffre, l’une des différences premières, peu éloignée de 45°, marquée du signe —. Nous choisirions de préférence la différence qui répond à 30°, et pour laquelle nous prendrions 1556 6570. On pourrait aussi, pour faire remonter moins haut la correction, l'appliquer à la différence qui répond à 4r°, où se trouve un semblable signe —, et réduire ainsi la différence 1408 6665 à 1408 6664, ce qui diminuera les nombres E d’une unité dans le dernier chiffre, depuis @ = 42° jusqu’à @ = 45°. Mais avant d’effectuer cette correctlion, on peut continuer le calcul de la Table jusqu’à la fin, pour faire toutes les rectilications à la fois. |
Nous remarquerons, au reste, que c’est par une sorte de hasard que le calcul de la Table s’est rencontré aussi exactement avec le résultat tiré des formules générales. Cela prouve seulement que les légères erreurs, qui, à chaque opération, affectent ou peuvent affecter le dernier chiffre, se sont compensées : dans d’autres cas, la compensation n’aura pas lieu aussi exactement ; mais en opérant avec lattention nécessaire, il ÿ aura rarement des erreurs de plus de deux ou trois unités sur le dernier chifire, et dans tous les cas, cette erreur sera facile à corriger par les moyens que nous avons déjà dut
€... . 9,94988 08840 7 cosa . . 9,88256 76034 tang'a.. 09,85574 498 sin», . 9386056 22069 9 R. — 20842 7, .,.. 4,46318 % 500 9,81044 Zog1o 6 4. - 9,88256 56092 4,318 % 31892 998
sina. . 9,81044 01858 « . 8,24187 73676 Fees. 291 r= 29052 6 p....8,12444 29768 ’lang'a . _______208 P. . 8,3593r 1758 R, ,.:.. 31 p = 1331 81216 A FT 07 P = 2287 2for1.
ce. . . + 9,94988 08840 7 co: « 9,87735 84196 : tang’ a. . ÿ,88028 192 sinw. . 9,86763 08843 à R.. — 94055 7... . 5,09307 797 9,81751 17683 9 A.... 9,87734 goidr 4,97335 0989 sina.. 9,81749 93782 æ . 8,24187 53676 7r. .,.. 1 239 r = 1 239019 p . B,rigaa 63817 tang'a. _______9fo P . 8,36452 83535 R..., 3 p = 1315 91059 ii di tés P = 2314 87031.
g = 48, c. . . . 9,94988 08840 7 ocosa .
sins. . 9,87445 Gi424 2 OR...
sina. . 9,82433 88323 di
. + 9:94988 08840 7 cosa .
sin. . 9,88104 55153 7 R..
sina. . 9,83092 0886 “.
. 9,96988 oBBjo 7 cosa.
du. + 988740 60: 60554 554 9
9,83728 9,83728 69395 6 6 AÀ..
9 = . 9:94988 08840 7 cosa..
| FAR + 989354 43700 g À.
sina.. 9,84342 22293 a,
| Pl:
Berre 02266 . 8,24187 73676
. 8,09725 75942 . 8,38649 7ifr0
tang'a. 9:90463 954 r. . . + 4,25667 205
4,16111 15g ER TT — 18:
rtang'a — 145 | De 16110 833
tang* a. . 9,92866 919
Limce 4,74129 660 466996 579
Ross. 551 r tang'a. 468 R.... 466997 599 tang'a. . . 95247 580 PE us 0 489530 gps 484778 84778 561
fus es 786 r tang' a. 704 R....4,84780 o51 PR ROUE CE 4,48070 528 4,45678 356
Foosrs 302 r tang a 286 LR 4,45678 944
CHAPITRE XIII. 18t
9 = 53", «= 521 c. . . . 9:94988 0880 7 cosa . . 9,84963 23386 tang’ a. . 9,99941 045 sins.. 989946 66546 1 R.... _— 99600 r.. . . . 4,99882 930 9:84934 75386 8 4.... 9, 84062 : 23:86 499823 975 sina.. 9,84933 55656 #....8,24187 7366 Pia suis 997 r = 99730 8 p.... 8,og1{g 97{6a ” 208": 16 P, + 8,39225 49890 R . . . . 4,909825 968
814. Passé ce terme, l’angle auxiliaire a deviendrait plus grand que 45°, et alors la correction R serait plus grande que r; c’est pourquoi il convient de calculer A par la seconde formule. On observera en même temps que les différences quatrièmes d'#P commencent à devenir assez grandes pour qu'il soit convenable d'y avoir égard dans le calcul de JE, et surtout dans celui de d'F. Mais ponr cela, il faut que la série des auxiliaires P soit avancée d’un terme de plus que la quantité E ou F qu’on veut détermiuer par la différence d'E ou dF.
Au reste, pour rendre aussi simpie qu'il est possible le calcul de la différence JF, on voit par la formule JF = P + 5 Po — 7 JE qu'il faut prendre, au lien de J*P°, la différence seconde corrigée. . d''Po — 7 JMP®: et alors en appelant cette différence J"P°c, on aura dE = P+ 5 d'P°c; il en est de mème de dE. On fera Huit altention au signe que d'#P®% doit prendre par rapport à d'P°. Les différences qui vont en angmentant, sont toujours supposées positives , les autres sont négatives. Ainsi, dans la Table construite pour la fonction F, les JP allant en augmentant, les J°P sont positifs par rapport aux JP; mars les d'P allant en diminuant (au moins jusqu’ à un certain terme), les d'#P sont négatives, ce qui rendra J''P° — 27 JP blus grand que J'P°.
tang 8. . 0,29283 {1192 2 db... . 9,65504 65648 5 sin‘a. . 9,76101 047 cos . . 9,77438 75973 à cos a.. . 9,81328 29020 r.... 3,7g081 978 .
tang a. . 0,06722 23333 R.... — 3563 or... — 62
cm 6177 6 à....09,84376 35065 °°: =
p = 1217 ÿBaot P: . 8,08564 08741 P = 250: 00098 P.... 8,3g8re 38611.
182 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, p= 5, à = 544 tang.. 0,29283 41192 à b.... 9,65704 65648 5 sin°a. . 9,75206 594 cosæ : . 9,70395 40365 5 cos a. . 9,81923 32689 r .... 5,06238 002
0,05678 81557 7 9,83781 34959 5 r'.... 4,81444 596 tanga.. 0,05659 97004 R.... — 65229 r.,.,.. — 1 154 r= — 1 15446 3 A... . 9,83580 69730 FUME + _ 652 æ. . .. 8,24187 73676 R.... 4,81444 o94 p = 1201 39091 P::.:.8,07968 43406 P = 2535 53958 P....8,40{07 03946.
La série des auxiliaires étant ainsi avancée d'un terme de plus, on peut maintenant calculer la différence d'E ou d'E qui sert à ajouter un nouveau terme à la colonne des fonctions.
Aünsi, 1°. pour avoir le JF qui répond à @ = 52°, j’observe que relativement à la différence J'P° = 101545, on a MMP9 = — 244, ce qui donne la différence corrigée d''P°e = 1015435 + =. 244 = 101560, et ensuite dE = P + Æ J'P°c = 2467 52998 , valeur qui, en supprimant la dernière décimale, se réduit à 2467 5300, ce qui donne pour 53°, F=— :1,04896 1980.
2°. Dans la Table des fonctions E, on a pour @=52°, d'po —— 6635 et d'p°= +75, ce qui donne d'p°e = — 6640, ÊE = p + 2 d'poc = 1234 52182, qui se réduit à 1234 5218.
ges 55, « = 5°1,
tang 0. 0,29283 41192 2 b...... 9,65704 63648 5 sin‘a.... 9,74248 8or cos w.. 9,75312 80269 séca... 0,17469 96547 Prada sa « 5,26680 818 0,04596 21461 2 R..... 2 : 02166 | PRE 5,00929 619 tanga. 0,04594 36616 Berre. 9,83155 66361: Meta +: 848 se TT à 84845 2 Rosie 8,24187 73676 Passe à — 1 022 Pour 8,073603 40037 | PENSE 5,00930 445 p = 1184 76988 Pssés: 8,41012 07315 _P— 2571 11044.
tangé. 0,29283 {1192 2 b...... 9,65704 67648 5 sin a.... 9,7323r 828 cos». 9,74188 9fg71 2 séca... 0,16857 67900 Msn 5,0g041 185 0,03472 36163 4 R...... . 66485 : Pants 4,82273 013 tanga. .0,03473 59307 Aisses 9,8256: 69063 Ress _— 123: A à 23143 6 æ,..,.. 8,24187 73676 Mossasss + 665 PTE 8,067{9 42739 R....... 4,272 447 p = 1168 13833 | RER 8,41626 04613
tang 9. 0,29283 41192 2
cos w.. 9,73021 65240 0,02305 06432 2 tanga. 0,02304 51858 r = 54574 2 p = 1451 1651 P — 2645 35860.
tang8... 0,29283 41192 2 cos #. . 9,71808 51017 9 0,010g1 g2210 1 lang à. o,01090 57351 P — 2684 03001.
tang 4. 0,29283 41192 2 cosw. . 9,90546 88745 5 9199830 29937 7 tanga. 9,99831 65801 r—— 1258633
Fe 13243 2
Fr =
CHAPITRE XIIE
Dissiee 9,65704 63648 5 séc a... 0,16234 31620 Le: + 28734 dsniisi 9:81939 28002 Mitus 8,24187 53656 Dis 8,06127 01658 Pistes 8,42248 45674
b .... 9,66704 67648 5 séc a . . 0,15603 53479 "Rise 58872 4 4 ....9,81309 eu0és
Pr.
séca . . 0,14967 4fara A. « . . — 62686 G A... 9,80671 49174 “. . B,24187 53676
séc a . . 0,14322 86353 R.. ... — 6395 6
sin... ...
.. 4,73608 738 … 4,45830 143 se + 546 sé — 287
sin &. .
sin a.
CRE
CRE
. 4,45839 on
tang 9. 0,29283 41192 2
cos ». . 9,67866 29015 4 9,97149 70207 6
lang a. 9,97147 07752
tang 8. 0,29283 41192 2 cos #. . 9,606440 55098 2 999723 g7igo 2 86081 2
tang 6. 0.29283 41192 2 cose. . 964952 74374 0 9.94236 15566 2 lang a. 9,94235 07702 p=— 1 07864 2 p = 1053 23850 P = 2892 19791.
tang 6. 0,209283 {r192 2 cos ». . 9,63398 43502 6 992681 84694 8 tang a. 9,92680 49635 r = 1 35059 8 p == 1037 32962 = 2936 55356.
LE
= Gi° +.
séc a. . 0,13671 85770
. 8,02 02910 pro 98292 6 6 + 8,45464 49059 4
P = sec, a ya à. .
séc. a... 0,12359 79131 | SAS 46815 5
a... 8,24187 9366 Ps = + + 8,02252 Ganr
séca . . 0,11698 70215 . 56256 1:
+. + 977403 gér19 6
La
sin*a. . . 9,66950 440 Ca 5,41205 585 Fosse 5,08856 025 Pres + 2 625 Press x — 1 226 Rs 5,08857 424 sin*a. . . 9,65409 85g Pusrac si 493490 83: Fe St 4,58900 6go Mure + 86:
Fr atiias — 388 RL ,..: 4,58901 163 sin*a. . . 9,63750 57:
Meter 5,03287 732 Pass dm 4,67038 303 Peu ro 0 + 1 079 Me als" — 468
. + 4,67038 gif
- 961772 69586 8 séc a...
CHAPITRE XI
Bisssss 9,6570{ 67648 5 0,11036 91646 SRE — 10344 5 Miss 9,76741 48950 Mans 8,24187 7366 Éric . 8,00929 22626 Pts 8,47446 24726 ® = 66, «w = 66° +, | RME 9,66704 67648 5 sc a... 0,10373 12683 R , 12833 8 4. : 976078 93165 3 CARPE 8,24187 73676 Perse 8,00266 66841 3 Bossess 8,48108 80510 7 ® = 67, à = 67:
b....... 9,65704 67648 5 séca... 0,09712 86688 Mises 20492 PRE 975417 74828 5 Misiuds 8,24183 73656 Y PTUTE 799605 48504 5 Msn 8,48769 98847 5 p = 66°, «© = 68°:
Bises 9:65704 69648 5 séc a... 0,09055 06734 Résine — 18816 4 Minis 9,74769 55566 uses 8,24187 73696 FT RDS 7:98947 29242 PB: 8,49{28 18110
sin” a.... 9,60038 902 Foro 4,41432 142 Mestoess 4,o1471 044 Mssensa — 260 Fénéisss + 103 Roisuus: 4,o1470o 88:
sin a.... 9,57954 565 Pins ae au à 5,47287 502 Hossouse 5,05242 067 Pine + 2 971 MPECITÉ — 1 128 Bison 5,05243 o1o sina.... 9,55707 886 Pesssrss: 4178456 133 Passe den 4;81158 069 “rires +568 Faso — 205 PA TRTE 4,31158 372 sin a.... 0,53272 89 Movran es 474187 082 Fsssacs 4,27453 96r Pirons un — 552 Foires + 188 R....... 4,27453 597
p = 69", © = 69° :. | tang 6. 0,29283 {1192 2 b...,.. 9,65%04 65648 5 sin*a. 9,50625 605 cos w.. 9,54432 52953 9 séc a... 0©,08{00 62848 Psosenee 5,39972 580 0383715 9416 x Re... E lornguaet De PORT 4 ,90598 185 taoga. 9,83713 43116 dns 9,74106 11034 Ésisièie +- 2 510 pm af s 8,24187 73676 Messe _ 805 Pre... 798293 84710 R....... 4,9°599 B9o p = o6r 47605 ss 8,50081 62642 P — 3168 22681.
P= 70, © = 70° + tañg 4. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 67648 5 sin a . . 9,47757 600 cos =. . 9,52349 52565 4 séca . . 0,07954 84976 7. .... 4,85249 463 9,81632 94757 6 R.... __—n%as . 4,33007 063 tanga.. 9,81633 6fg6o A4....09,73459 31242 r..... — 712 r=— qua #....8,24187 73676 r'. + 214 s Pi... 797647 04918 R. . 4,33006 565 p = 947 26282 P....8,50728 42434 P— 3215 796455.
tang®.. 0,29283 41192 2 D... . 9,66704 67648 5 sin’ a . . 9,446a5 918 006 #. - 9,50147 64453 6 séc a . - 0,07115 g2270 r.... . 5,33736 500 9:79431 05645 8 R. + 607631 ' 4,78362 418 tanga. 9,79428 88193 A... . 9,72821 20681 6 r...,,. + 2 175 ' 2 1794528 “°°: 8,24187 73676 r.... —— 608 P.... 7:97008 94357 6 R.. .. 4,78363 985 Pp= 933 44651 P.... 8,51366 52994 4 P = 3263 36236 P= 52, © = 72° À, tang8. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 67648 5 sin*a. . . 9,41215 192 008 #,,… 9147814 180$1 1 séc a. . 0,06{89 06520 Pa de as 4,96806 507 9,77097 69233 3 Re --: __“ 240505 4, .,, 4,381: 699 tanga. 9,77096 66130 D...,9,72193 98219 r..... + 93: FE 7 981033 8,24:87 73676 r..... — 241 p....17,96381 71895 R..... 4,38112 389 P = 920 06220 R:,..8,51903 75459
CHAPITRE XIII
tang 4. 0,29283 41192 2 B..,. 9,65704 63648 5 #.. 9,45334 18046 à séca . : 0,05875 42277 974617 5938 4 15224 6 tanga. 9,74618 15019 A... , g,71579 96701 Pa — 55778 5 #...,. 8,24187 73676 P: +. 7,95767 70377 = 907 14568 P.... 8,52607 76975 P = 3357 97685.
tangÜ. 0,29283 41192 à &,,.. 9,65704 6648 5
cos. ; 9r42689 882 88240 à 2 séca..o,05276 41736 Den aoÿsa g Rec + HS 6 lang à. 9,71970 84478 A... . 9,70981 62228 fs ee 44954 4 M... 8,24:187 7366 P +: 7199169 35904 P = B94 73328 P. + 8,53206 11448 P = 3404 56120 P= 7, w = 758 pe 0,29283 41192 2 É -. +... 9,65704 6648 5 - 9:39859 9621 3 0,04606 85938 969143 31613 35613 5 5 n. Re SE = _569 6 6 tanga. 9,69143 {0542 4. . Qygofor 5301 53017 | r= — 2928 5 *- . 8 824187 7366 | pe. + 79580 2660 p — 882 86168 P + 8,53786 20659 P = 3450 34137.
tangé . 0,30283 41192 à 86.
sécæ .. nr 15398
À. RS
tanga. 9,66098 966098 77812 à; « 9:69842 37852 5 es T3 15914 3 #... .. 8,24a87 66. | P--.. 7194030 11528 5 5
sinte, « : 9537485 465 ru … 4574652 989 Tu 4 —_ 558 | LEE + 132 R..... 4,12138 018
n. + 472297 379 379 Fos s is. + 2 a 45e r . — 528 |: ee 3o1 sin° a . : 9,28893 og2 Buse 3,46664 523 Fu. 1. 2,75557 615 Pare. + 2 Fr + 6 R. 2,79557 5ga sin* a. … ; g,23923 248 Ps ; 5,49956 928 le * #,73880 176 Por. + 3 159 Mrs = 548 B. . « 4,73882 787
La
ni DE € |
tang 6. 0,29283 41192 2: &. . . . 9,65704 67648 5 sin* a. . . 9,18425 18g “... 9,33533 65506 1 séca. . 0,03601 86194 7. ..:.. 5 5,42008 5c 502 962817 08698 3 À: _Hou3 y,,., 4,60433 691 tanga. 9,62814 45620 A. ... 9, 9,60306 94055 r..,.. + 2 6är r= a 63078 3 ...... 8,24187 73676 frere. — oz PP... 793494 67731 Lis: 4,60435 g20
Pp = 860 88824 P. ... 8,54880 gbar
tangB.. 0,29283 41192 2 6 . . . . 9,65704 67648 5 sin*a . . 9,12310 955 cosw.. 9,29965 53093 1 sécæ . . 0,03093 35881 r . . . . 4,02719 850 : 9,59248 94285 3 R.... + 1413,5 r. é 3, 15030 825 lang a. 9,59248 83639 4 .... 9,68798 04943 r. + 106 ne 10646 3 a .... 8,24187 73676 ns — 1Â P: .- 7592985 78619 R. . 3,15030 917
P = eo P. . 8,55389 6833
P — 3580 RÉ
=», = 79} tang6.. 0,29283 41192 2 8... . 9,65704 65648 5 sin‘a. : . 9,05468 158
”.. 9,26063 30434 4 séca . . 0,02614 o5iga : r..... 5,15062 B74 0,55346 71626 6 R:--: — 160435 ; ,,,. 4,20531 032 tanga. 9,55348 13085 A. ,..9,68318 56797 r..... — 1 415 r=— 141458 4 s.... 8,24187 73676 Ho... + 160 P + 7:92506 30473 R..... 4,20529 777 p= 841 51730 P.... 8,55869 16879 P = 3619 85928.
9 = 80°, «© = 80°; tang 6. 0,29283 41192 2 b.... 0,65704 67648 5 sin* a . . 8,97749 842 “.. 9,21760 92289 4 séca .,0,02166 38944 r. . ... 5,48066 737 guS1044 33481 6 R---.: + 28720 5 5 45816 579 tanga . 9,51041 31022 2.524 967871 35313 Mn ge + 3 025 r= 3024596 mn... 8,24187 7366. Rss ‘le. (3 1 *. . P:.:.:7,92059 08989 KR... .. 4,45819 317 p = 832 89623 P....8,56316 38363
CHAPITRE XHIL
fang6. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 63548 5 sin‘a.. . 8,8g002 032 cos # .. 9,16970 20867 7 séc a. . 0,01754 70254 Éte 5,32137 257 9:46253 62059 g R.... 2e 16264 5 ru... 4,21179 289 tang a. 9,46255 71844 A... .9,67459 21618 r..... — 2 098 ; = — 20og{1 æ,.... 8,24187 73676 Fabien ms 163 P::.. 17191646 9529£ R...... f,21197 354
tang 0.. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 67648 5 sin’ a. . . 8,78951 015
cos w.. 9,11569 76687 2 séc a . . 0,01380 36847 r..... 5,430g1 ogo 9,40853 17879 4 R.... OU Mic: 4,220{2 105 tanga. 9,40855 87598 A... . 9,67084 85884 5 x». .... — 2 697 r= 2 36986 “+: 624187 7366 r..... + 166 P::.: 791272 61560 5 R..... 4,22039 574
tang#.. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 6648 5 sin'a. . . 8,67238 127
cos #. . 9,05385 8563 7 séc a . . 0,01046 o54o7 r..... 5,62014 949 9,34669 28755 9 R....__“Higifa y»... 4,29253 076 tangæ. 9,34665 11743 A... . 9,66750 92669 7 r..... + 4 170 r= ing a... 8,26187 7366 7» .... — 196 P::::7:90938 66345 7 R.... 4,29257 050 p = 811 68334 P....8,57436 81006 3 = 3752 90958.
tang 6. 0,29283 41192 2 D... . 9,65704 67648 5 sin° a . . 8,53367 039
cos ai . 8,98157 28715 4 séc a . . 0,00755 o1040 Pie ls. da 5,33630 680 gsa7äko Gogo 6 À: + 14180 ; ....3,86907 m9 tanga, 9,27438 52984 à.... 9,66459 76ror 5 r..... + 2 169 re a 16923 6 #.... 8,24187 93696 Pier 74
190 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES , p= 85°, «© = 85°:
tang6.. 0,29283 41192 2 b.... 9,65704 67648 5 sin° a . . 8,36466 55
cos ».. 8,89{64 32984 o séc a . . 0,00508 74168 or. .... 5,:5770 888 gnB7ég ga Ro "NS ,... 412237 fo tanga. 9,18742 01764 à ....9,66213 55073 Mio ce + 5 724 r= 5yaua æ..., 8,24187 7366 or .... — 153 pe... 7,9go4o1 28749 R.,..4,12243 13:
p=— 8Bo1 70183 P....8,57974 18603
tang 6. 0,29283 41192 2 6... . 09,65704 67648 5 sin'a. . . 8,15095 984
coss.. 8,78567 52787 7 séc a. . 0,00309 60397 Pa ous > 5,82323 752 … 907850 93979 9 Re: _— 9218 %..,.. 3,97419 736 tanga. 9,07857 59617 A4... . 9,66a14 18623 3 r..,... — 6 656 r= — Géséps “.-826187 7366 r.... + 94 PP." 7190201 92299 7 R ....3,97413 174 p = 798 03002 P....8,58173 55052 3 P— 3817 11729.
taug&. 0,29283 41192 2 b....9,65704 67648 5 sin'a. . . n,86161 300
cos «. . 8,63967 95616 1 séca . . 0,00158 {146 r..... 6,08802 238 8,935: 36808 3 R---. “+ 6915 ;.,,,, 3,94063 538 tanga. 8,93239 12129 A.... 9,65863 23902 r...... + 12 247 es 12 24679 3 °:'-- 8,24187 73676 Muss xs — 89 P:-.. 790050 97378 R..... 3,94975 696 p= 995 26110 P....8,58324{ 49974 P— 3830 40766.
tang.0.. 0,29283 f1192 2 Bb... 9,65704 65648 5 sin’ a . . ,42056 002 cos #.. 8,41791 90153 g séc a . . 0,00057 26469 r. .... 5,99792 778 8,71075,31346 à Re: ___— 26208 » ,,,, 351848 780 tanga. 8,71085 26586 A.... 9,6561 g14g7 r..... — 9 952 PQ 9 95239 9 aus 8:24187 73676 Fe + 26 Rs: 789949 65173 R.... 3,41838 854
CHAPITRE XL. iyt
tang#.. 0,29283 41192 2 bb. ... 9,65704 67648 5 sin° a . . 6,46665 64 cos ». . 7,94084 18596 8 séc a . . 0,00006 36026 r..... 6,45332 491 8,23367 50780 R.... __ + _6%33 r.... 2,91998 165 tanga. 8,23339 19746 A... .g,65711 04506 8 r. . ... + 28 400 SERRE" F7" #.... 8,24187 73696 r . ... Le AE: Pp-... 7,89898 58182 8 R.... 2,92026 557
P= 792 fige P.... 8,58476 69169 2
815. lci se termine le calcul des auxiliaires p et P ; car pour @ = 90°, on aurait w = 90° +, et les auxiliaires seraient les mêmes que pour ... w = 89° +, ou pour g = 89°. De même pour @ = 91°, les auxiliaires seront les mêmes que pour ® = 88° ; de sorte qu’à 90°, la différence Jp ou J'P est la même au signe près que pour 88°; on a donc toutes les données nécessaires pour terminer les deux séries des fonctions E et F, et
compléter le tableau ci-joint, qui contient le résultat de tous les calculs précédens.
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816. On voit par le dernier résultat que la fonction complète F' n’est en erreur que d’une unité du dernier chiffre, et cette erreur se corrigera immédiatement en prenant 3843 6667 pour le JF qui répond à 89°, correction indiquée par la valeur 3843 6666 +.
A lPégard de la fonction complète E‘, on voit que le dernier chiffre est trop petit de deux unités ; on a déjà vu qu'à 45° le dernier chiffre de la fonction est trop grand d’une unité. Ces deux légères erreurs se corrigeront fort simplement en retranchant du dernier chiffre des fonctions E une unité de 31° à 51°, les laissant comme elles sont de 52° à 58°, ajoutant une unité de 59° à 62° et deux de 63° à go°.
Les fonctions E et F étant ainsi corrigées, la Table particulière pour le module sin 63° se trouvera construite telle qu’elle est insérée dans la Table IX.
817. Il est bon de prévenir ceux qui voudraient exécuter de semblables calculs, que lorsque quelqu’erreur se glisse dans le calcul des auxiliaires P, on la reconnaît facilement par les irrégularités que présente alors la colonne des différences quatrièmes JP, ou même l’une des colonnes précédentes, si l'erreur est considérable.
En effet si, au lieu de la véritable valeur P — m, on a trouvé .... P=m+e, l'erreur + e affecte la différence JP et les différences précédentes du même ordre ou de la même colonne, de manière qu’en remontant de dJ'#P à J'4P°%, les nombres de la colonne qui devraient être dm, dim, dm, dim, d'in, seront respectivement dm + é, dm — 4e, dm + Ge, d'm°® — Le, d'n°* He, Dans la colonne des différences cinquièmes , les erreurs dues à la même cause seraient en remontant —e, + 5e, — 106, 10e, — 5e, He; et ainsi dans les autres colonnes, antérieures ou postérieures, suivant les coeficiens des puissances du binome. Lorsqu'on rencontrera donc des inégalités semblables qui supposeront e d’une ou de plusieurs unités, il faudra rechercher quelle doit être la valeur de e pour rétablir la marche ordinaire des différences, et à compter de quel terme il faut appliquer , en remontant dans la colonne , les corrections — e, + 4e, — 6e ,+4e,—e. Ce terme sera celui où la valeur de P est fautive et auquel il faut appliquer. la correction — e. Cette pratique, avec laquelle on se familiarisera aisément , est utile ou même indispensable pour construire avec succès une Table quelconque de quantités dont les différences successives sont décroissantes et finissent par être négligeables.
CHAPITRE XIV
Des précautions prises pour assurer l'exactitude des résultats dans le calcul de la Table IX.
818. LL faut maintenant faire voir quelles précautions ont été prises pour assurer , autant qu’il est possible, l'exactitude des résultats à mesure que l'angle du module devient plus grand et se rapproche de go*.
Tant que cet angle 8 ne surpasse pas 80°, le calcul des fonctions F peut se faire par la formule
dF=P+ (ap d'ipe);
mais les derniers termes de chaque table particulière, ceux qui répondent à des amplitudes voisines de go°, ont besoin d’une correction très petite et facile à déterminer. Cette correction est due au terme suivant de la.
série, lequel est + SL (y d\'P°*, et la somme de tous les termes sem-
blables est + D (y ( d'SPes — const.), où la constante est une des va-
leurs précédentes de JP** assez petite pour être négligée.
Il suit de là qu'après avoir formé la série des valeurs de la fonction F, par exemple, depuis @ = 70° jusqu'à @ = 90°, il faut ajouter pour dernière correction, à chaque valeur de F, la quantité correspondante
367 AU ” 5 d'“poo 95 (©) d'P* ou environ Mer
La différence d'SP* est sur la même ligne que d'P* qui est entrée dans le calcul de d'F, d’où l’on déduit F' = F + JF; ainsi cette correction se trouve très simplement en ajoutant une colonne des différences cinquièmes de l’auxiliaire , vers les derniers termes de la Table et seulement à compter du point où la différence cinquième commence à approcher de 2637 unités décimales du dixième ordre.
Il est remarquable que pour le dernier terme de la Table F (90°) ou F', la quantité dP®, et par conséquent la correction qui en dépend, est nulle. Car en faisant ® = 89°, les valeurs successives... ...,..,........ .. 87°, 88°, 89°, 90°, 91°, 92°, répondent terme a lerme aux auxiliaires... P*, P°, P, P', P", P"; or, ona en général .. d'P* = P#— 5p" + 10P/— 10P + 5P° — P®, et en particulier , lorsque @ = 89°, on a PP=P, P'=Pe, PP; donc d‘P* = 0.
819. Ce que nous venons de dire du calcul des fonetions F s’applique au calcul des fonctions E, d’autant mieux que la correction due aux cinquièmes différences de l’auxiliaire , n’est pas sensible pour les fonctions E, tant que ne surpasse pas 80°. En eflet, les différences de l’auxiliaire sont beaucoup plus petites, vers la fin de la table (la seule sujette à difficulté), pour les fonctions E que pour les fonctions F; et tandis que la méthode générale ne peut guère s'appliquer saus modification , autre que la correction dont nous avons parlé, que jusqu’à 8 == 80°, pour Le calcul des fonctions F; cette même méthode pourrait s'appliquer , avec une semblable correction, jusqu'à 8-° ou 88° pour le calcul des fonctions E.
Passé le terme 8 = 80°, nous avons fait le caleul des derniers termes de chaque table particulière, en faisant varier l'amplitude d’un demidegré seulement, et le nombre de ces termes a été augmenté progressivement, à mesure que 8 est devenu plus grand; de sorte que pour 6 — 88°, on a commencé depuis @ = 60°. Cet expédient réussil completement et dans toute l'étendue de la Table, pour le calcul des fonctions E ; mais il devient encore insullisant pour Je calcul des dernières valeurs de la fonction F; savoir , de celles dont l'amplitude approche beaucoup de 90°. Jl ne reste pour celles-ci d’autre ressource que de les calculer directemeut par les formules générales d’approximation ; c’est ce qu’on a fait pour 8= 86°, 87° et 88°, depuis g — 85°, jusqu’à ® = 89°. Il n’y a eu aucun nouveau calcul à faire pour les angles du module 89° et 90°, puisque les résultats sont déjà connus par la Table du n° 751, pour le premier de ces angles, et par les Tables HI et 1V pour le dernier. Ainsi, à lexception du petit nombre de termes qu'il a falle calculer directement pour la fonction F seulement, tous les résultats contenus dans la Table 1X ont été déduits de la méthode des ordonnées moyennes, dont l'usage ne saurait être trop recommandé dans les calculs de quadrature qui exigent un graud degré de précision.
CHAPITRE XIŸ
820. Ayant expliqué comment les diflicultés de calcul ont été vaineues daos la construclion de la seconde partie de la Table, pour les angles du module plus grands que 45°, et surtout pour ceux qui approchent de go°, il ne nous reste que peu de choses à dire sur le calcal de la première partie de la Table, depuis ê— 0°, jusqu'à 0 = 45°. Dans celle-ci, l'application de la méthode générale s’est faite sans aucune modification , dans toute l’étendue de chaque table particulière, même pour les valeurs de l'amplitude ®, très rapprochées de 90°. On est d’ailleurs parvenu à abréger notablement les calculs pour les petites valeurs de 8, en détev: minant l’auxihatre de chaque fonction par une série trés convergente, Pour cet effet, soit sm° 8 sin w = r, l’auxiliaire pour la fonction F sera
Pæairs —r) a+} ar + ar + LÉ ar + etc.
Le premier terme de celte suite & = nn æ= 0,07745 320252 ; si l'on dé-
signe les termes suivans par (1), (2), (3), etc., en sorte qu’on ait Pæme+(i)+(2)#+ (6) +44);
ces termes se déduiront facilement les mns des autrés, ét ôn aura en ième temps l’'auxiliaire pour la fonction E, savoir :
pæa(i—r)æma—()—;3()+3()—3(4); or, sans passer le térme (4), on obliendra, par cés suites, dix déchnhles exactes, pour toutes les valeurs de ®, si 8 n’est que de quelques degrés, et pour ün nombre.plus où moitis grand de valeurs de ®, lorsque 8 sera plus grand.
821. Ces calculs étant fails constamment avec dix décimales, le résultat des 45 premières opéralions, qui donne les fonctions E et F pour l’amplitude @ = 45°, s’est toujours-trouvé d’accord avec la Table VIII, soit exactement, soit à la différence d’un très petit nombre d’unités décimales du 10° ordre, nombre qui est allé rarement jusqu'a 4 et qui n’a pas le plus souvent passé 2. (On ne parle pas ici des ‘grandes erreurs qui sont presque inévitables dans de si longs calculs, et que l'on découvre immédiatement par la comparaison avec la Table VIIL). Pour faire disparaître cette différence, voici le moyen qu’on a employé : supposons qu’il y ait trois unités décimales du 10° ordre à ajouter à la fonction trouvée par le calcul, pour la faire coïncider avec le résultat de la Table VII; il faudra examiner la dernière série des différences ( c’est ordinairement la qua-
trième ), et noter les endroits où elles sont le plus irrégulières. On choisira trois de ces endroits, et on verra quelles sont les différences correspondantes du 1° ordre qui, étant augmentées chacune d’une unité, rendraient plus uniforme la dernière série des différences. Un peu d’exercice suffit pour apercevoir d’un coup-d’œil celles des différences premières qui satisfont le mieux à cette condition. Corrigeant donc la série des fonctions, d’après celle des différences premières , on aura une nouvelle série de 45 nombres dont les différences marcheront d’une manière plus régulière, et dont le dernier terme s’accordera entièrement avec le résultat exact contenu dans la Table VIII. La même marche et le même mode de correction ont été également employés dans le calcul de la seconde partie de la Table, depuis 9 = 45° jusqu’à @ — 90°.
822. L'expérience nous ayant ainsi dirigé dans le calcul des difiérentes Tables particulières qui ont servi à composer la Table IX, nous avons pensé que tous les résultats devaient être exacts, à une ou deux unités près du dernier chiffre décimal. C’est pourquoi nous avons conservé dix décimales dans toute l'étendue de la première partie de la Table IX, depuis Ê = 0, jusqu’à 0— 45°. On aurait pu conserver la dixième décimale bien loin encore au-delà de cette limite ; mais les calculs de la seconde partie étaient déjà faits, dans le dessein d’obtenir neuf décimales exactes seulement , et d’ailleurs les grandes variations qu’éprouvent les fonctions E et F, lorsque l'amplitude et l'angle du module s’'approchent tous les deux de 90°, ne permettent pas de prétendre à l'exactitude de la dixième décimale dans leur détermination, à moins de calculer les auxiliaires avec uue ou deux décimales de plus, ce qui aurait augmenté considérablement
la longueur et la difficulté du travail.
CHAPITRE XV
Interpolation de la Table IX.
Le ne nous reste plus qu’à faire voir, par quelques exemples, comment doit être faite l’interpolation de la Table IX.
823. Exemple I. Soit proposé de trouver la fonction F(p, 8) dont Y'amplitude = 54° 45" et l'angle du module 8= Go* 15’.
Nous regarderons, en général, F comme une fonction de deux quantités désignée par + (® , 8). Cette fonction est censée connue pour des valeurs particulières des variables, telles que = a, = 6 , et il s’agit de trouver la valeur de la fonction pour des variables peu diflérentes@= aæ+x,
8—6 +7. On a pour cet eflet la formule suivante où A désigne L(«, 6); |
à .X—1 d LX—1.,x—2 d Hate, ERA He DRE RE ESS ete
JA , x d'A | xx y d'A +7 KT: .? . Toit dr ES
geyt d'A , x y.y—1 d'A
Poe Ir Por CR TU
nn
EE LR - ” Je “rot.
Dans cette formule les différences successives relatives à l'amplitude 9, p = ‘A d' et )
sont désignées par + PT 5 , etc., en prenant pour unité la différence constante d'® qui, dans le cas de la Table IX , est égale à 1° ou 35: Demème
ver ; NE d'A
les différences relatives à l’angle du module 8, sont désignées par 7,
ex A etc.; on voit en même temps ce que doivent signifier les no- : MA A d'A
. tations Tide? JFi6? Jp? etc. |
T. Il. 26
824. Dans l'exemple proposé, nous aurons 4 =54°, x=}, 6=60, J = 35 il faut donc prendre dans la Table IX la fonction F dont l’amplitude est 54° et l'angle du module 6o°, et les autres termes nécessaires pour former les différences qui entrent dans la formule. Voici ces termes :
@. 60°. Gr, Ga°. 63.
57 | 1.135494 {far
Par les différences prises dans la première ligne verticale , on trouve
d'A JA = 2461 1455, oi = 50 6693, à == 7452.
Par les différences prises dans la première ligne horizontale, on a à, d'A d'A + == 328 0329, 5 ——1 5205, 5 = — 5860.
Par les différences prises dans la seconde ligne verticale, on a JA , d'A J'A d'A * F% ras — 2489 7725, Ji = 32 2436, dont a a Fig = 24 6290 ; Fodg5 = 1 5843. Enfin, par les différences prises dans la seconde ligne horizontale, on trouve d'A 936 | FFig — 9°:
Cela posé, si lon se borne aux différences du premier ordre, on aura
F == À +: . F + 7 : = 1.070946 15655. Ajoutant les termes du
second ordre, savoir : sai +: . Ha — À . = 1 88617, on
aura F= 1,07948 04522; enfin, ajoutant encore les termes du troiai ,. 5 d'A 3 AA d'A 1. MA | sième ordre, savoif : 630 28 Je" “en 8 je = — 541 ï, on aura plus exactement F= 1,07047 98844. ue
Pour calculer semblablement la fonction E , on prendra dans la Table IX les résultats suivans :
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®. 60°. | | Gi°. G2°. | 63°, 54°| 0.84640 8389 | 0.844275 0773 | 0.84216 8257 | o.84o1e 3932 55 | 0.85878 5614 | 0.85652 5577 | 0.85430 1687
d’où l’on tire les différences successives :
5 — 1237 7225, a = — 15 2287, ee 145 + = — 215 9616, = 3 5100, = 3091 A “d'A FA Fe = — 12 2621, Fe = — 4630, FF = 1447
Substituant ces valeurs dans la formule générale, on aura
par les termes du premier ordre..,..,.... E = 0.85515 69058,
par les termes du premier et du second ordre, E = 0.85514 48986, enfin par les termes des trois premiers ordres. E = 0.85514 5o8or.
825. Pour vérifier ces résultats par la méthode des modules croissans, on commencera par former l'échelle des modules qui convient à l’angle 8— Go° 15": elle est la même, aux notations près, que celle qui convient au complément 29°45", et on la trouvera comme il suit:
Corse 9:93861 91884 8 b.... 9.693567 12043 9 c'... 9.099891 64980 4 b'.... 8.84849 62248 o. c'... 9:+99999 96621 o Ë".... 7.09601 52844 4 K... 0.035014 84858 3 2”... 5,58997 a9154 6.
Faisant ensuite ® = 54°15”, on trouvera par les formules connues g" = 49° 57 7 536664
Le dermier terme ®” pouvant être pris pour la limite ®, on aura 45° 19— 69°56" 1.130608; H°= log tang (45° + 2@)== 0.453357 14021, et cal culant F d’après l'équation Fp=—KMH, on aura :
log Fp = 0.033521 45573 3, Fe = 1. 07947 98929. 26, ,
Enfin, pour calculer E® on a l'équation Ep = L'F + Pe sin ®, dans laquelle L'=+8*(14+5842:88),P= Pi, 26° sin g — csing,P'= 2 — k, log P=— 2 logr" = 2 log. (c” cos &") — 0.00000 162663. Ilen résulte les valeurs suivantes :
P'. ac sin @ = 1.426566 07198 4. L'F® = 0.137359 15932 6 csin® o.70900 72300 5 Pcsing® 0.719755 34897 9
Pesin® = 0.717955 54897 9 Ep = 0.85514 50830 5.
On voit donc que la valeur de F@ trouvée par l’interpolation de la Table IX, n’est en erreur que d’environ une unité décimale du huitième ordre, et que celle de E n’est en erreur que de trois unités décimales du neuvième ordre, Le résultat de l’interpolation serait un peu plus exact encore, si on avail égard aux termes du quatrième ordre ; mais un si petit avantage ne vaut guère la peine qu’on prendrait pour l'obtenir , et il paraît convenable de s’en tenir, comme nous l'avons fait, aux termes du troisième ordre, ou même à ceux du second, si on se contente de six ou sept décimales exactes ; et alors Je calcul de l’interpolation pourra s’abréger beaucoup, puisqu'il ne faudra que six données de la Table pour faire connaître les différences jusqu’au second ordre inclusivement.
Exemple II.
Supposons qu’on a 0—54°4/12", et angg= 7 Ton? °U
TV ni p= 5232" 48"95776, il.s’agit de trouver "la valeur ae de la fonction F.
Il faudra prendre dans la Table la Éuaion F dont Fampliode est 52°, et l'angle du module 54° ; cette fonction que nous appelons À doit être jointe aux autres termes de la Table qui servent à trouver les différences successives de À, comme on le voit ici :
55 | 1.063567 2482 ve
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Par le moyen de ces termes on trouvera comme ci-dessus les différences suc-
cessives de la fonction A, savoir : e 55 = 2276 0137, 5 = 21 5508, a = 3851, = 2845865, = 8548, De = — 3880,
3e — 20 3719, FN — 1 1261 ; Re — 2893.
On a d’ailleurs dans cet exemple x = 0.546932711, ÿ =0.07; substituant toutes ces valeurs dans la formule générale, on aura
Par les seules différences du premier ordre, F = 1.007358 90298 Correction due aux différences du deuxième ordre, — 1 91734
Correction due aux différences du troisième ordre, — 19
Donc par les trois ordres de différences, F = 1.00736 98545.
827. Comme la valeur de ® a été prise de manière que Fp=—:F", ce résultat peut être vérifié par la Table des fonctions complètes d’où l’on déduit F'—2.01473 97508, et par conséquent F@ = 1.007536 98654; ainsi on voit que la valeur trouvée pour F par l’interpolation, est en erreur d’une unité décimale du huitième ordre, erreur assez légère sans doute ; mais ce qui est remarquable, c’est que la correction due aux troisièmes différences n’a fait que rendre un peu plus défectueux le résultat des secondes différences. Pour expliquer cette espèce de paradoxe, on a eu recours aux différences quatrièmes qu’on a obtenues en ajoutant un terme de plus aux lignes des données tirées de la table; on a trouvé ainsi :
SNA NA JA MA AA = — 182, 3678 — 499; Fr — 440, Fer = — 226, Ja — — 220,
ce qui donne + 165 pour la correction due aux quatrièmes différences, et pour la valeur corrigée F= 1.007936 98710. De cette manière l’erreur n’est plus que de 5 ou 6 unités décimales du neuvième rang; c’est tout le degré d’exactitude qu’on peut obtenir d’une Table dans laquelle les nombres ne peuvent être tout-à-fait exempts d'erreur dans le dernier chiffre décimal. Au reste, si la correction + 165 qu’ou a tirée dans cet exemple des quatrièmes différences, est plus grande que la correction — 19 due aux troisièmes différences, contre la loi générale, cette anomalie est due à
JA ce que la différence, première ; Parvient presque à son maximum, dans
une des données tirées de la Table, ; cette circonstance rend les différences secondes irrégulières el plus petites dans un certain intervalle que les différences troisièmes. Mais il demeure toujours constant que jamais on n'aura besoin des différences quatrièmes , qui compliqueraient beaucoup les calculs d’interpolation , et que même il est assez inutile dans la plupart des cas de tenir compte des différences troisièmes, ainsi que nous l'avons déjà dit.
828. Suit proposé maintenant de trouver dans le même exemple la valeur de la fonction E@ : on prendra dans la Table IX les données nécessaires pour former les différences jusqu’au troisième ordre comme il suit :
D ee ——
Il en résulte les valeurs suivantes" des différences
R= 1538 3912, = — 12 5538, = 153, J'A d*A 7 —=— 204 1931, FT 1 5806, += 2692, d'A JA Fdv = — 11 8725, FN = 4843, HF — 448.
Substituant ces valeurs dans la formule générale, on a par les premières différences... .sss..sonsossoosss ee dés ars + E = 0.840353 37311 Correction des secondes différences. ...,....., + 1 04912 0.840354 42225 Correction des troisièmes différences.....,.,.. +176
La vraie valeur se déduira de l'équation 2E£9 — E' = 1—b=..,... 0.413520 358685; or par la Table II on a log E' = 0,10294 2841082, E' = 1.,26748 503703, donc Ep = 0.84034 43119; ainsi l'erreur n’est
Lu
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que de sept unités décimales du huitième ordre, Si on s’en était tenu aux différences secondes , l'erreur n’eût pas été de neul unités décimales du même ordre. |
829. Nous ne dissimulerons pas qu'il y a des cas où l’interpolation de la Table IX ne donnerait pas des résultats aussi exacls que dans les exemples précédens; ce sont ceux où l’amplitude et l’angle du module seraient tous deux plus près de go° que de 45°, car alors les différences des fonctions , surtout celles de la fonction F décroïssent si lentement, qu'il faudrait dans la formule, tenir compte des termes du 4** ordre et même de ceux du 5**, pour que lerreur ne se fit sentir que vers la 7%" ou la 8** décimale. Mais cet inconvénient est inhérent à la nature des choses, et on pourra toujours l’éviter, soit par les formules de bissection, soit par les formules des fonctions complémentaires , en ramenant la détermination des fonctions E et F à celle de deux autres fonctions dont l’amplitude sera beaucoup plus petite. |
En général l'usage le plus ordinaire de la Table IX sera de faire trouver la valeur des fonctions avec quatre ou cinq décimales seulement, et pour cela on n’aura besoin que des différences premières que l’on pourra toujours prendre à vue. C’est ce qui suflira dans beaucoup de questions particulières. Supposons, par exemple, que pour le module e = sin 75°, on veuille connaître la fonction Fo, dont l'amplitude est donnée par l’équation tang 3 ® = V4; on trouvera d’après cetle équation @g = 74° 27° 27/06 = 94°.45377 ; ensuite comme l’angle du module se trouve exactement dans la Table, il n’y aura d’interpolation à faire qu’à l’égard de l’amplitude; on trouve done par la seule première différence Fo = 1.84556, et en tenant compte de la seconde différence F@ — 1.845374. Je suppose maintenant qu’on a voulu calculer F@, pour savoir si F@ n’est pas commensurable avec la fonction complète F' = 2.768063 ; il faudra chercher par les fractions continues le rapport de F@ à E'. Ce rapport se trouve + presqu’exactement ; car les + de F' sont 1.845375, ainsi il est extrémement probable que la valeur de @ qui satisfait à l'équation tang 1 @ = V +, satisfait aussi exactement à l'équation Fo = 5 F', et c'est ce que les formules connues pour la trisection de la fonction F', confirmeut pleinement. Ce résultat aurait été également mis en évidence par la première valeur moins approchée 1.84556, qui résulte des seules premières différences.- -
La
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Des cas où l'on voudrait pousser l'approximation au-delà de quatorze décimales , dans le calcul des fonctions E et F.
830. Le nombre de quatorze décimales dans les logarithmes, ou celui de quatorze chiffres significatifs, dans les nombres, est la limite que nous n'avons pu passer jusqu’à présent dans le calcul des fonctions Eet F, parce que les Tables trigonométriques les plus étendues ne comportent pas un plus grand degré de précision. S'il devenait donc nécessaire dans quelques cas de pousser plus loin l’approximation, on pourrait toujours faire usage des formules générales qui sont susceptibles d’un degré d’exactitude indéfini ; mais il faudrait recourir à des moyens particuliers pour déterminer avec la précision nécessaire les élémens qui entrent dans ces formules.
Soit proposé, par exemple, de calculer avec vingt décimales les logarithmes des fonctions complètes F'e, E'ce, qui répondent au module c = sin 45°. Il faudra pour cet effet évaluer jusqu’à vingt décimales, les logarithmes des modules c, c°, c°°, c°%, ce, co et ceux de leurs complémens , b°, b%, Bb, be: ce nombre de termes suffit, quand même on voudrait pousser la précision jusqu’à vingt-huit décimales.
D'abord puisque c = b = +, on a immédiatement
de = lb = 9.8{948 5ao21 68009 40239 313;
: 1— b L sd en second lieu on a € = TE = Ga ij ans il faut calculer le lo-
garithme de yÿ/2 + 1 avec vingt décimales au moins. Pour cela j’observe qu’en faisant (1 + ÿ2Ÿ =p+gy2, onap— 29" = (—1},et p+qgva=p#+ V(p" +1); d'un autre côté
| 3 5.6 log Cp+ Prop ee PRES à Gi ele. 3
CHAPITRE XVI. , 209 or en faisant r = 15, on a p — 275807 = 7.31°.41, g = 105025, p°— 29®"=—1; donc 15 log (1+ ÿ/2) = log 2p +R . Ge Par la table connue qui donne jusqu’à 25 décimales ou plus les logarithmes des nombres de 1 à 1100, on trouve log 2p, auquel il suflit d’ajou-
* m . “ n # + ter la correction % facile à calculer, ce qui donnera les résultats suivans :
log 2p..... .... = 5.741635 52800 66518 87976 87 M 3 4P'ouccouss 1427 29502 20
15 log(1 + 2). = 5.794163 52800 6946 17479 07
log (1 + y2). 0.358277 56853 37863 07831 938 2log(i+y2). 0.796555 13506 75726 15633 856 log c°.. = 9.235444 86293 24273 84366 124.
Ensuite par la valeur b° = = - I F, log & — 9.909551 18092 42113 41569 78.
832. 11 faut maintenant calculer c et b®, ce qui se fera par les formules &° = EVE nt TES ainsi tout se réduit à trouver .....
3» 0n trouvera
log (1 + b°). Or une valeur approchée de & étant a = me , on connaît
par les Tables le logarithme de a et celui de 1 +a= ne , Ce qui permettra de calculer log (1 +8") comme il suit :
a. 9.099351 181 0386 08392 38 1)......... — 52 59553 61641 0 9:99 98 4 39 94 r. 105 98272 66822 60 80165, 53372 53959 695 Ddosssresse + 3232 708 "PES LG+E6)= 0.297799 80:65 53372 57192 403
= La— —!:Mr
_ nine ae nr) d'inrisuee 9.2344 86293 24273 84366 124 1 = LU +a)—R. Es
24... 0.297978 59002 85037 90306 264 30°. 7.57227 12298 77821 34766 068 Le = 9.909098 78837 31665 33113 13 861 ?”: 9-99008, 78837 31665 33113 861 pe. 5.14455 45760 23977 36418 275
TILL
833. Ces premiers termes étant connus, on pourra calculer les modules
suivans c°%, #%%, par les formules ordinaires p =(hee) Se, séeéts
P= mp* — Empt, Leo=lp—P, b%=_—}:P; voici ce calcul: mp*.. 84507 15154 866 p....,., 5.14455 45760 23977 36418 275 2 mpt. a 466 P,...... , — 84507 15152 400 P — 84507 15152 400 Le = 5.14455 45759 39450 21265 875 L'hbe = — 42253 57556 200
On obtient ensuite très facilement les modules e°°%, b%%, comme il suit :
LTTIE 4 84352 45802 75489 01744 5r1
son quarré. 9.68704 91605 50978 03489 022 CE mel 42253 57576 200
Bis ashs 9-68704 91605 93251 61065 222 es 37409 832 Po ss ss — 103 . 9.637978 431 Lo, — 9.68704 91605 93231 G1065 119 (*) P. LE. 01188 263 . Lo, = — 051.
834. On voit qu’en s’en tenant à vingt décimales , il n’est pas nécessaire de prolonger la série des modules au-delà de o°°° et 8°; car log b°9°° n'est que d’une demi-unité décimale du vingt-unième ordre. Cependant le calcul étant amené à ce point, on peut sans peine avoir deux décimales de plus, en prenant la valeur suivante de log c°°** :
Les — 8.77203 83298 58500 83087 541.
(*) Nous rappellerons ici un usage qui est commode à suivre dans le calcul des fractions très petites. La caractéristique q place le premier chiffre d’un nombré au premier rang des décimales, la caractéristique 9 le place au onzième rang, la caractéristique
9 au vingt-unième rang, et ainsi de suite.
CHAPITRE XVI. art D’après ces élémens, le calcul de K— Ÿ (; Brbrepooopue et celui de..
Fce=° - K, donnent les résultats suivans :
log K = 0.07200 73455 81557 88434 038 27... 0.109611 98770 30152 65913 753 LF'e = 0.260812 72224 11910 54347 701.
835. Maintenant pour avoir la valeur de E'e = LF'e, il faut calculer le coeflicient L ” ‘la formule
L= — a ( D 7 CC un 7 CCC un à C8 0000008 ).
Pour cela soit r = } ee [io (1 pa c%)], on aura d’abord. . . L = A (1—r); soit ensuite r/ = 1 (1 2 cm) 1 0%4/(1 4 ct)
= ? Ce on aurar = à c(c°) (1 +), d’où logr ........ = log (+ c*) + 2 log c° mr — + mr mr; voici le calcul de cette formule : e
30%... 757227 12298 77821 34766 +c%,,, 4.84352 45802 75489 (ce)... 8.46889 72586 48547 Es in 1 :(breu) 10563 RS jé hs 1 sis 4:8435a 45802 8605 hs gr M... 9-63778 43113 0054
— 6.041117 15175 82880 2340 (1)... 4.48130 88915 8659 log r = 6.04117 15175 82889 2340 EF... 454240 45846 à). «4 9.023580 3476 37... 4.066743 32 3)... 3.690123 7.
D’après cette valeur de log r, il faut calculer log (1 —r) par la suite — nr (1 + 3r-betc.) dont cinq termes suflisent ; on obtiendra ainsi
log (1—7r) = + 0.00004 77506 95768 98769 62
A eve: . 9-86246 13836 83782 57099 75 ns — 9-86241 36329 88013 58330 13 doi 0.206812 72224 11910 54347 79
log E'c... = o0.13054 08553 99924 12677 92.
212 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, 836. Cette valeur de E'c peut être vérifiée comme ci-dessus par l'équation
E'= ;F" (1 + A) dans laquelle A = KT en voici le calcul :
KF'... 0.354015 43677 95668 42781 829 a= ta ue A oo. 9-65986 56322 06331 59218 171 ss 9-65986 54935 o1017 46903 483 LA=— La—r, =
R=— ar —!aMr".
Le terme ar’ se calculera plus facilement sans le'secours des logarithmes par
la valeur " = HE" et on aura ar = 192 24040 55561 202 l'autre partie + aMr'* calculée par logarithmes — 93112 831
log É'e ... = 0.135054 08553 99924 12676 62.
Ces deux résultats ne différent entre eux que d’une unité décimale du 20°
ordre : le dernier semble devoir être le plus exact. 837. Quant à la valeur de F'c, on peut la vérifier aussi par les formules F'e=
KMH, H= log 4 = 068218 81769 20920 67575 6. Or, en faisant a= 9-2 0.682 18 81762 5,H=a-+-x,x=0.00000 00006 70920 673736 et appliquant les formules L(a + x)= La+R, LR= L— — +. — on aura les résultats suivans :
H.. 9.853590 41885 30689 44825 Grs 1°4 0-16609 58120 962 M... 0.356221 56886 99463 21087 710 .. 0.63055 12978 20360
LF'c=0.26812 52224 11910 54347 36 LR= 0,63055 12976 0680.
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On voit que cette valeur ne diffère de celle qu’on a déja trouvée que de quatre unités décimales du vingt-unième ordre, ce qui confirme pleinement tous ces calculs.
858. Connaissant ainsi les fonctions complètes, si on se propose de déterminer avec un pareil degré d’exactitude les fonctions Ep, Fp, pour une amplitude donnée @, le calcul présentera de plus grandes difficultés, parce que les Tables connues de log. sinus ne passent pas quatorze décimales , au lieu que les logarithmes des nombres jusqu’à 1100, sont donnés avec un beaucoup plus grand nombre de décimales par la Table de SAarp, et se trouvent dans plusieurs autres recueils, ce qui permet de suppléer aux limites des Tables, en employant des réductions et des artifices de calcul tels que ceux dont nous avons donné des exemples. Voici, au reste, quelle serait la marche qu’on pourrait suivre, si on entreprenait de semblables calculs.
Supposons qu’étant donnée la valeur deg, on veuille déterminer, avec vingt décimales exactes, la fonction F@ ou son logarithme, il faudra commencer par chercher, avec une semblable précision, la valeur de tang @ ou celle de son logarithme, c’est ce qu’on trouvera par les formules connues dans la théorie des fonctions angulaires. Ensuite il faudra procéder au calcul des angles croissans g°, °°, @°®%, etc., où à celui des angles décroissans @’, ?", ®"”, etc., selon que le module sera plus petit ou plus grand que siu 45°.
Dans le premier cas, pour déterminer @* par le moyen de ®, on ne doit plus employer l'équation succincte tang (@°— @)= à tang @ qui suppose l’'usage des tables de sinus, mais il faudra déterminer simplement la valeur numérique de tang ®° par la formule
1 +b)tan tang Q°—= CH = rs On aura soin cependant de noter la valeur approchée de g°, en degrés et minutes seulement, afin de ne pas confondre le véritable arc g° dont on a besoin, avec les autres arcs qui peuvent avoir la même tangente ; on se rappellera pour cet effet, qu’en vertu de l'équation sin (29 — g°)=c° sin @°, la valeur de 29 — g° doit toujours être contenue entre les limites 6° et — 6°,
8° étant le plus petit arc qui a pour sinus c°. Bb
On connait déjà Z'tang®, on connaît {1 +8) = LE , ainsi pour avoir / tang @°, il faut faire b tang*® = A, et du logarithme connu de A déduire celui de 1— A, ce qui se fait par les formules dont nous avons donné beaucoup d’exemples.
a14 CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES,
Il est visible maintenant qu’un semblable calcul servira à déduire g°° de @°,
et ainsi de suite. On continuera donc le calcul des amplitudes croissantes p°, p°°, p°%, etc., jusqu’à la limite où un terme ne diffère plus sensiblement du double du précédent; cette limite aura lieu lorsque le à correspondant au dernier @ pourra être pris pour l'unité; dans l'exemple précédent , c'était b%, Ainsi, lorsqu'on voudra avoir vingt décimales exactes et que c ne surpassera pas sin 45°, il ne faudra pas prolonger la suite @°, @*, etc., audelà du quatrième terme g**”, et pour des modules au-dessous de sin 26°, il suffirait d’aller jusqu’à @°* Connaissant tang 9°” et sachant toujours d'avance, à très pen prés, combien l’arc @* contient de degrés et de minutes, il restera à trouver l'arc lui-même qui répond à cette Langente, c’est ce qu’on trouvera par les formules qui ont servi à trouver tang ® par le moyen de 9.
L’angle 9°” étant connu et réduit en parties du rayon, on fera b— +9", et on aura la fonction cherchée F9 =K®. L'application de la même formule, répétée quatre fois consécutives, suffira donc pour obtenir vingt décimales exactes; on en obtiendrait le double avec un terme de plus, mais alors il faudrait calculer aussi, avec quarante décimales, les logaritlimes des modules et ceux des différentes tangentes, ce qui serait un travail presque insurmontable.
839. La même méthode peut être suivie, quand même l’angle du module s’éléverait jusqu’à 70 ou 75 degrés; mais, passé cette limite, il est préférable de suivre 1a méthode des modules croissans.
Ayant donc calculé les termes de l'échelle des modules d’où se déduisent les fonctions complètes E'e, F'c, on procédera au calcul des amplitudes décroissantes ®’, ®", etc., de la manière suivante :
IL faudra d’abord tirer la valeur de tang @’ de l’équation.....,....
G QG + b") tang [16 tang g ?
cot g= LE cot p+4/[ (HS) co oe+8 |]; VE _ à
| , | et commeon a 1 + br = 7 la valeur de 7 g' pourra être mise sous cette forme
tang @ = laquelle donne
2 lang ®
ROBE TE VE ange)
Mais, lorsque à sera très petit, on pourra substituer à cette formule la suite fort convergente,
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L tango = {VE tang ?)— 7 (E"tang’e _— 1 ne : 2 <> É8_etc.).
On déduira semblablement tang @" de tag @', tang @” de tang @”, etc.; d’ailleurs on voit que la suite æ', 9", ®””", etc., va toujours en diminuant jusqu’a une limite qu’elle ne tarde pas à atteindre sensiblement,
Appelant donc ® le dernier terme de la suite @, g', g", etc., on aura en logarithinmes hyperboliques Fp=—K log tang(45°+ 1), on en logarithmes vulgaires
Fo = KM log tang (45° + 10) = KM log [(tang ® + (1 +tang*®)]
-840, Pour avoir dans le même cas la valeur de la fonction E9, il faut recourir aux formules de l’art. 763 qui peuvent donner tel degré d’approximation qu’on voudra, Si ou se borne à 20 décimales, le quarré de 8" sera toujours négligeable, même en supposant l’angle du module peu au-dessus de 45°; on
pourra donc supposer "= 1 , et faisant Pi —i— 1, on aura F®=
L'F@ +Pc sin @. Dans beaucoup de cas, on pourra faire «= 1 , alors on
aurait simplement P = 5, — 1. Quaut aux valeurs de cos æ, cos œ", cos æ'", rFr
par lesquelles on a r=c'cosw!, r'=c"cose", r"=c"" cos w", elles se calculeront sans connaître ka valeur en degrés des angles w, par les formules tang &' = b' tang ?', tang &"=—b"tang @", tang &"=b"tangg" ; ainsi on aura directement
c' c* ” GP EVE ep PPT 841. Si on renonce au calcul par logarithmes qui devient très pénible, lorsqu'on leur donne plus de quatorze décimales, on pourra néanmoins, par le calcul ordinaire, parvenir à tel degré d’exactitude qu’on voudra dans la détermination des fonctions F et E. Mais il y a un choix de formules à faire, pour parvenir, avec le moins de travail possible, à un degré d’approximation déterminé.
S'il est question d’abord de calculer les fonctions complètes F'e, L'e, on pourra recourir aux séries de l’art. 48, lesquelles peuvent donner un degré d’exactitude indéfini. Mais ces séries ne sont bonnes à employer que lorsque-le module ne surpasse pas sin 15°, ow lorsqu'il est plus grand que sin 75°; dans tous les autres cas, ces séries sont trop peu convergentes, et on parviendra plus facilement aux résultats cherchés par le calcul des
216 . CONSTRUCTION DES TABLES ELLIPTIQUES, différens termes de léchelle des modules. Ce calcul pourra toujours se faire par les opérations ordinaires de l’Arithmétique.
841. En effet étant donnée In valeur numérique du module €, on en déduira d’abord son complément b = y/(1-=<*); on aura ensuite les deux
à ab termes c°, b°, par les formules =) b= ? ur À les deux termes c®, b*%, par les formules c°%° = = DiVr, et ainsi de suite.
Lorsqu'on sera parvenu à un € très petit, le suivant désigné par c”, et son complément &*, se calculeront plus facilement par les suites convergentes
c = +7 + FES cf + etc.
Fr . 11.15.19 Fur F7 20 + 16.20. nr ct+ele.),
MGR EL + RE e +)
la dernière résulte du développement se la formule, .... bp = Vie Le) —E (ic. |
11 faudra prolonger le calcul des modules c°, c°*, c’®, etc., jusqu’à un terme dont le quarré soit négligeable ; soit ce terme c*), la série des complémens sera de même terminée à 2®, ou plutôt à pen, car dans ce cas, on pourrait supposer 29 = r.
Cela posé, la fonction complète F'c se caloulera assez facilement par la formule
nn ss
Petite) (140) (14e)... (100);
quant à la fonction complète E'c, elle ne paraît pas pouvoir être ie lée plus simplement que par la formule ec ose c'e c'c°c°9c909 Etc = F'e(r DRE FRE D — 5 — etc.) ; on obtiendra de cette manière tel degré d’exactitude qu’on voudra, par le calcul de deux séries composées du moindre nombre de termes possible. 842. Supposons maintenant qu’on veuille déterminer les fonctions F9,
Eœ qui répondent à une amplitude donnée; il faudra d’abord déduire g° de @ au moyen de la formule
CHAPITRE XVI. 217 cot = 1 (cot ® —tang p)+ 10° (cot ? + tang
dont le calcul est assez facile, pourvu qu’on connaisse à la fois cot @ et tang @; il faudra par la même raison déduire tang @° de cot @, et on calculera semblablement l'angle @® par la formule
cot @® =; (cot ° — tang g°) ++ e%(cot @° + tang g°).
On continuera ainsi jusqu’à ce qu’on parvienne au terme @(® de même rang que c{, et dans chacun de ces calculs, on aura soin de noter, comme il a été dit art. 838, la valeur approchée de l'arc dont on a calculé la cotangente. Connaissant donc le nombre total de degrés contenus dans le dernier terme @{, la valeur exscte de cet arc pourra être déduite de sa tangente connue avec toute la précision nécessaire. Réduisant ensuite cet
arc en parties du rayon, et faisant =, on aura Fe=Ko@.
I reste à calculer Eg, ce qu'on fera par l’équation Ep = LF® +Pe sin ®, dans laquelle on a
P = cos G = T c08 w cosa° + À cos w cos a° cos @°° =he EtC. ;
d'ailleurs les angles &, «°, w°*, etc., se déduisent des angles @,@°,9", etc., par les formules tang © — btang@, tang o° = b° tang @°, tangu* = b” tang g”, etc.; et comme on connaît lang @, tang @°, etc., on aura im= médiatement c F Ci C COS © = Va+ FTange) € cos &° = VG FE ang p)? etc.
Cette méthode, que nous employons ordinairement depnis ec = 0 jusqu’à sin 45°, peut être étendue beaucoup plus loin, jusqu’à c = sin 81°, parce que dans cette dernière limite les séries n’ont qu’un terme de plus que pour la limite e = sin 45°, Mais depuis ec = sin 81°, jusqu’à c== 1, la seconde méthode mérite la préférence, à raison du moindre nombre de termes dont les séries sont composées, et le calcul devra être fait comme il suit.
843. On formera d’abord la série des modules croissans €, c', c”, … et ceke de leurs complémens b, #', 8"... par les mêmes formules que dans
l'art. 841, ayant soin seulement d’échanger entr’elles les lettres # et ©, T. IL 28
ainsi que les signes * et ’. La suite , 2’, 8"... étant donc prolongée jusqu’à un terme 2® dont le quarré soit négligeable, relativement au degré d’approximation qu’on a en vue, on aura en logarithmes hyperboliques
F'e= à log Le ou en logarithmes vulgaires , F'e = log _ d’ailleurs le coeflicient K a pour valeur K=(1+86) (+8) (+8)... (i+ 8m);
on calculera en mème temps la fonction E'c par les formules
Etc = L'Fc+,
b° b bE , very S = (: ++ + 5 + ete. ).
Dans cette méthode, il reste à calculer le logarithme de ne avec le degré de précision requis.
Si ensuite il s’agit de calculer les fonctions F@, E?, qui répondent à une amplitude donnée , on suivra les formules ordinaires , lesquelles ne sont guère susceptibles d’être simplifiées, si ce n’est la formule principale qu'il convient de mettre sous la forme
cot ® = te cot ® + / [<< ‘cot* p + | e
elle servira à déduire cot &’ de cot ®; on déduira de même cot 9” de cot g’, et ainsi de suite.
844. En terminant ces recherches, nous croyons devoir faire observer que par la simple méthode de bissection qui n’exige que des extractions de racine quarrée, on peut calculer jusqu’à tel nombre de décimales qu'on voudra , les fonctions F et E correspondantes à des valeurs données du module et de l’amplitude.
Remarquons d’abord que pour la bissection des simples ares de cercle, on a les formules
sin;p=s ÿ(1+sinpg)—+y/(1 — sing), CosiP=;x V(i+ sing) + Eip(r — sin @); ainsi le sinus et le cosinus de l'arc 1 @ se déduisent à la fois de la valeur
donnée de sin ®. Partant donc d’un sinus connu tel que sin 45°, sin 30°, ou en général sin æ, on peut, par des bissections continuelles , parvenir
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au sinus d’un arc très pelt arc æ, qui sera sensiblement égal à l'arc; et de cet arc ou de ce sinus, on déduira la valeur de l'arc proposé 4 = 2"w, ñ étant le nombre des bisseclions.
On procédera d’une manière semblable pour déterminer par des bissections continuelles, la fonction Fæ dont l’amplitude est donnée. Soit en général F@ un terme quelconque de la bissection et F@' le terme suivant, en sorte qu'on ait F@' = + F@, on déduira 4 de ® par la formule
sin __sinig
VG+:89)
or on peut mettre W/(+ “+ + A) sous la forme 5: y(1 + c sin). . .. +iv{(i—csing); ainsi on aura en général, pour déduire @' de ®, la formule très simple
sin ® =
VGi+sing)—V(i— sing) Vi +Hesing) + (1 — esin®)' Cette formule servira à continuer aussi loin qu’on voudra la suite des bissections ; lorsqu'on sera parvenu à une valeur trés petite de sin ®, celle du terme suivant sin g’ se trouvera plus facilement par la formule
sin &’ = sin; 9 (1 +R e sin +788 I ct sint °+pr 7 d sin? e+ete.);
sin =
on aurait en même temps ding= sine (1 +75 G sin 9 + PES sin Ve 7 sin e+ete.); enfin si l’on fait les calculs par logarithmes , on préférera les formules sui-
vantes dont la loi n’est pas moins simple,
Sainé Lsia = 1 sin 9 + TETE +2 : c* sin° + .5 BTE pete),
* s mË Loin 1 p= 4 sin +) + TS (+5 me 435 A +re. de cle}
Supposons qu'après un nombre # de bissections, on parvienne à un arc très petit & qui sera la dernière des valeurs de @ ; alors en supposant seulement +’ négligeable, on aura avec une exactitude suflisante
Fo & + ot — = (4— 9),
N e Eo = © — & + (4 — 3e) af;
connaissant Fo, on en déduira immédiatement Fa = 2°"Fw, n élant le
nombre des bissections. Quant à la valeur de Ex, elle se déduira de toutes les équations de la forme Ep = 2E9' — c* sin° @ sin ®', et on aura en général Eæ = 2"Ew — c'Z, Z étant la somme des » termes sin @ sin ® + 2sin° 9’ sin @’ + 4 sin° @" sin ®"” + etc., formés avec toutes les valeurs de @,en partant de la première æ jusqu’à la dernière w.
Nous n’insisterons pas davantage sur cette méthode, parce que malgré sa simplicité apparente et l’élégance des formules, la longueur des calculs qu’elle exige, la rendrait presqu'impraticable, dans les cas où l’on voudrait obtenir une très grande approximation.
CONTENANT
LES LOGARITHMES DES FONCTIONS COMPLÈTES F'c, E'c,
Calculés pour tous les angles du module de dixième en dixième de degré, depuis o° jusqu’à 90°, avec 14 décimales pour les 15 premiers et les 15 derniers degrés du quadrant , et 12 décimales pour tous les autres angles de 15 à 75 degrés.
On y a joint les différences premières, secondes, troisièmes et quatrièmes de ces Loga- , rithmes, terminés uniformément à 12 décimales.
L’angle du module qui sert d’argument est désigné par 0.
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Valeurs des Fonctions E, calculées à douze décimales, pour toutes les amplitudes ®, de demi-degré en demi-degré , depuis o° jusqu’à 90°, l’angle du module étant de 45°.
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Contenant les Sinus naturels à quinze décimales, et leurs Logarithmes à quatorze décimales, pour tous les arcs de quinze en quinze minutes, depuis o° jusqu’à 90°.
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Valeurs de log=tang (45° + + ®) pour tous les angles @ de 30 en 30 minutes, depuis o jusqu’à go°, calculées à douze décimales, avec leurs différences premières, secondes ; troisièmes, quatrièmes et einquièmes.
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TABLES VI, VII « VIII
La Table VI contient l’échelle logarithmique des modules, calculée à 14 décimales, pour tous les angles du module, de dixième en dixième de degré, depuis 0° jusqu’à 15°, et de demi-degré en demi-degré, depuis 15° jusqu’à 45°. On y a joint en même temps le log. du coefficient K qui sert à trouver la fonction complète F'e = ? +.K.
Cette même Table donne les modules croissans €, c’, ”, etc., et leurs complémens b, b', 8", etc., de 45° à 90°; il suffit pour cela de prendre, au lieu de l'angle du module, son complément à go°, et d’échanger entr'elles les lettres c.et à ainsi que les signes ° et ’. j
La Table VII contient, pour tous les angles du module de dixième en dixième de degré, depuis 8 = o° jusqu’à 8 — 45°, la valeur de l'amplitude @ qui satisfait à l’équaüon Fp= 2 Fe . |
La Table VIII contient : 1° les valeurs des Fonctions F et E dont l'amplitude est de 45°; 2° celles des Fonctions complètes F' et E', calculées avec douze décimales, pour tous les angles du module de degré en degré, depuis o° jusqu’à 90°.
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TRAITÉE
DES INTÉGRALES EULÉRIENNES.
Quorue le nom d’Euler soit attaché à presque toutes les théories importantes du Calcul intégral, cependant j'ai cru qu'il me serait permis de : donner plus spécialement le nom d’/ntégrales Eulériennes , à deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet de plusieurs beaux Mémoires d’Euler , et forment la théorie la plus complète que lon connaisse jusqu’à présent sur les intégrales définies.
La première est l'intégrale ie : “Are vas)"
limites x=0, x=1. Nous la représenterons, comme Euler, par le ca-
’ j 3 Û qu'on suppose prise entre les
raclère abrégé de ).
La seconde est l’intégrale fx (log D) , prise de même entre les limites x=0, &=1, que nous représenterons par Ta, et dans laquelle Euler suppose que a est égal à une fraction rationnelle quelconque &
. Nous considérerons ces deux sortes d’intégrales, d’abord sous le même point de vue .qu’Euler; ensuite sous un point de vue plus étendu, afin d’en
perfectionner la théorie.
Lo)
T. Il. 65
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CHAPITRE PREMIER
Propriétés générales des Intégrales Eulériennes de la première
espèce.
1. L'expnession (2) par laquelle nous désignons l'intégrale fe EE — , 4 Var)
prise depuis æ=0, jusqu'à x=—=1,est en général une fonction des deux exposans p et g; et de l’exposant x, qu'on regarde comme des nombres entiers, Mais nous supposons x constant, et notre but est de comparer entre elles les diverses valeurs de (2) qui répondent à une même valeur de 7,
afin de réduire au moindre nombre possible les transceudantes que cette expression renferme.
Nous observerons d’abord que les deux exposans p et q peuvent être échangés entre eux. En effet, si on fait 2" = 1 —y", on aura dx Y"'dy
# PRE FORESSRE
Var) VO —s" > et la transformée en y devra être intégrée depuis y =1 jusqu'à y = 0. En changeant son signe, elle devra être intégrée depuis y= 0 jusqu'ày =1 ; et comme alors on peut mettre x à la place de y, on aura
An (de |. voa J vas” ou suivant notre notation , =), ()
ce qui est la propriété énoncée.
2. 1] faut faire voir maintenant que si dans la formule (), l’un des deux
nombres p et g est plus grand que 7, la formule se ramène aisément au cas où p et g sont compris l’un et l’autre dans les limites 1 et »#. Pour
CHAPITRE I. 367 cela soit Z= x? (1— x"), on aura la différentielle IL = ka "dx (1 — 2") (kHm)att dx (1 — x" y", d’où Pon tire en intégrant, < Z= ES 2 "dr (12) (ken) fat dx (1 — x"), Donc si on prend les intégrales entre les limites x=—0, æ=—1,et qu’en
même temps on suppose À > 0, etr>0o, afin que Z s’évanouisse dans les deux limites, on aura
Jade (2 = Es fade (1)
d’où il suit qu’en faisant kHn=p et r=æ1, il viendra
ONE o
Au mayen de cette formule, toute fonction( E ), dans laquelle on a p>n,
se réduira successivement aux fonctions (= "), (= =), etc., jusqu’à
un terme (= 7) ou Œ), dans lequel p’ sera le reste de la division de p par n.
Arrivé à ce terme, si de son côté g est plus grand que #, la fonction (E) qui est la même que (3), se réduira successivement aux fonctions
(= , (=), etc., jusqu'à un terme (5) ou (&), dans lequel
sera le reste de la division de g par 7.
De là on vois qu’on peut toujours supposer la fonction (2) réduite à une forme où p et gsoient compris tous deux dans la suite 1,2, 3....n.
3. Cela posé, il y a deux cas principaux où on peut trouver imamédiatement la valeur de (2): ; c’est lorsque # est égal à l’un des deux nombres pet g, ou lorsqu'il est égal à leur somme.
Soit, 1°. g=n, on aura immédiatement (E)=/ardre © + C, intégrale qui, étant prise depuis x=0 jusqu'à x = 1, se réduit à 55 d’où
résulte De; o
368 INTÉGRALES EULÉRIENNES, Soit, 2°., pg=n, où p=a, q=n—a, on aura (E=rede( 2);
faisant 1—2x"=2"2", on aura la transformée rationnelle
OMC
intégrale qui doit être prise depuisz=0 jusqu'à 3=—= ©; or, par les formules
-, Donc si ax
connues (Æul., Calc. intég., t. 1, p.252), celte intégrale = n sin— n
CP on fait ==, On aura
a CL] (=) — snas (d) Excepté ces deux cas généraux, toutes les quantités désignées par (2)
sont des transcendantes plus ou moins composées, selon la valeur de », et ne sont paint susceptibles d’une évaluation exacte. Mais, pou chaque valeur de 7, on peut exprimer toutes ces transcendantes au moyen d’un petit nombre d’entre elles, et c’est l’objet des recherches suivantes.
4. Observons d’abord qu’en mettant p+ n à la place de p, l'équation (b) donne P\ Pt ,fPtr (£) ee ( q ) On aurait semblablement Petits are EF) Cri
Été. (eh
etc.
Donc, en général , ë étant un nombre entier positif à volonté, on aura (E)=2+2. photn photan p+gthin (tite .
7 P P+n pP+2n p+in q »
mettant. p «r au hieu de p, on aura semblablement
(tr) etitr patin phatrtan ptobrin (HE 2} P+r P+r+n p+r+an p+r-+in 7
Divisons ces deux formules l’une par l’autre, et faisons, pour abréger,
CHAPITRE
M° — G+gp+r) P.(p+g+r) m—t+sitn) p+rt+n) — p+nG+g+r+n) M" — (P+gton) (p+r+an) — (o+an) (p+g+r+an)?
etc. ,
nous aurons :
G) =MM'M"....M0O D om
r r i 1.7 Er EL)
(ettiens) q
Supposons r positif et <n; alors il est clair que la quantité
sera plus petite que (et tit LS et plus giant 7que (= LE ES, Car st on considère diverses fe (£) qui ne ifiéréut que par in posant p;
comme ces formules désignent chacune lintégrale, prise depuis x = 0
jusqu’à x= 1, d’une différentielle TE dont le dénominateur est le
même pour toutes, il est évident que l'intégrale sera d’autant plus petite que p sera plus grand.
Mais la formule (b) donne
(+ = —P+gtitin EHESS).
p+it+i.n Donc on a d’une part le rapport (= +iEe EL) >1
P+ +it: 1.7 n GP p+i+ 1.
rapport soit compris entre les imiles 1et 1 ns » il faudra prendre. .
ir 2 1P LE et alors on aura
et de l’autre, ce même rapport < on veut donc que ce
Æ D =M°M'M"....MO (: T
k! étant plus grand que 4.
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On sait par cetle équation combien on approche du rapport de (2) à (£ + ‘), en prolongeant le produit M°M'M".... jusqu’à un terme M9; et il est clair qu’en continuant ce produit à l'infini, on aura la vraie valeur de ce rapport, laquelle sera :
162 = M°M'! M" M”, - Gr Maintenant si dans cette équation on échange entre elles les lettres g
el r, les quantités M°, M’, M", etc., resteront les mêmes, de sorte qu’on aura encore
P a =M°M'M"M"", etc.
Donc par la comparaison de ces équations, ou obtient la formule générale
©) 59 = D te)
Cette formule dont la découverte appartient à Euler, est une sorte d’équation aux difiérences finies, qui renferme presque toute la théorie
des transcendantes (£) Et d’abord, nous allons en déduire l’expression générale des quantités @).
5. Les formules (c) et (d) donnent les valeurs exactes de la fonction CE), toutes les fois que l’un des deux nombres p et g ou leur somme est égale à r. Supposons maintenant qu'on connaisse de plus toutes les valeurs
de @), lorsque p+qg=n—1, et désignons en général par À, la fonction
n—G— 1 3 , ( RS sorte qu'on ait
GE PPS ER
CT )=As (7h
_et parce que (2)= @), on aura aussi G—)=A4. ; = =A,, etc. ; donc en général ;
On aura donc successivement
CHAPITRE
Ag Ans conconoonosonee soso esse (RE).
D'où l’on voit que le nombre des auxiliaires A,, A,, A,,etc., se réduit
toujours à QU; selon que n est pe ou impair.
Par exemple, sin = 7, il ÿ aura trois auxiliaires A, = (© ) », À = ( ) ”
As = (5) puisqu'on aurait A,=(7)= A,, et A3= ( 5 ) = À
Si ñn—=8, il n’y aura encore que trois auxiliaires A,, A,, A3; car on auroit, en vertu de l’équation (4), A,= As, As, = A,, A4= A4.
Cela posé, au moyen des équations (c), (d), (e) et des auxiliaires données par l’équation (f), nous pourrons trouver l'expression générale de (e) dans deux cas généraux : 1°, lorsque p + g est << n; 2°. lorsque p+-g est > n. Voici comment on y parvient.
L’équation (e) donne immédiatement
(=). (= *); substituant dans celle-ci les TR connues par les
équations (d) et (g), on aura
sit) A, sin ao rs ŒÆE —— 1 sin #
NAT PIC TT UT ss.ves (h).
Ainsi on connait toute fonclion (£) dans laquelle un des deux nom-
bres p et q est égal à l’unité; si, pour plus de simplicité, on met a à la place de n— a—1, on aura pe le même objet la formule
CD EE RE
sine La même équation (e) donne TE (=)= ==. (==),
et substituant les valeurs connues, F en résulte pa2\ Ah sin(a+ De
a Rs | sin «
Ainsi on a la valeur de toute fonction ©) dans laquelle p + 9 =n—2. De l'équation (e) on déduit encore immédiatement
Ce À on um
ce qui donne
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Ainsi on conuaît la valeur de toute fonction (®), dans laquelle p-+g=n—3. En général, l'équation (e) donne
I" . (== (——. EE
eten mettant les valeurs tirées de l’équation (h}, il en résulte
IN = Aeys sin (a+ E—)e (= + +).
a Ana Sin(é— 1}
Donc on aura, en général,
D a — ÀN Aussi. Aya sin(a-+1i)æsin(a+2)e...sin G+i=ue ( a FA VORET YONINS sin #sin 2... Sin (£— 1) (k). C'est la valeur de toute fonction @), dans laquelle p+-9 est moindre que n.
7. Pour avoir l'expression générale de () lorsque p+- g est plus grand
que », observons que l'équation (e) donne aussi
=), (+= +) | Ce)
Or par l’équation (b) on a Fer 0) (= Ausin(E+1)«
sin æ
par l’équation (1) on a =
et par l'équation (h) on a
(— += — ah Sin (a—E—t)e, 1 + sine ;
substituant toutes ces valeurs, il viendra
CNE Aasin(ä+ ie (=) (1)
Ÿ Asnsin(a—#—i)e -
Tout se réduit donc à trouver la valeur de (== ns ET. NS
Or l’équation (e) donne
Cros);
CHAPITRE E
substituant les valeurs connues, il viendra
n— a+ _ 1 # sin # CE Aus M dbls—ije "tester peurs (m).
De là et de l'équation (1) on déduit successivement
n—a+#2\ _1 SR & sin # sin 24 =) — 2° AA, sinassin(a— 1)# sin (a — 2) # ?
(+ +3 ï AiÂs « sin & sin 24 sin 34 a 3° A. Andes" sinaesin (a— 1)o sin (a— 2) « sin (a — 3)?
el en général,
chi T1 AA. .-Ag “sin à sin 2w.,.sin £a L ( FE Ln Damhete she
Cette formule donne la valeur de Ia fonction (?) lorsque p + q surpasse »; ainsi en la réunissant à la formule (k), on a généralement l'expression de toute fonction (), en supposant seulement connues les fonctions semblables pour lesquelles p + g9=n—1,eton a déjà remarqué que le nombre de
ou , selon que 7 est pair ou impair.
he n ces auxiliaires est
8. La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de la formule {k); et on n'aurait ainsi qu’une seule et même formule pour toutes les valeurs dep et g;maisalors on aurait besoin de nouvellesauxiliaires A,, À_,, A_.,etc.,
et il faudrait en f.w2r les valeurs ainsi A, = EE ou plutôt £ étant infimi-
ment petit, A= =, A_,=—A,,A_,=— A,, etc. Cest pour
éviter embarras de ces substitulions, surtout dans le cas de A,, que nous avons donné les deux formules séparément.
IL est assez étonnant que l’expression générale des fonctions () ait échappé
à Euler; on voit cependant qu’il s'était occupé spécialement de cette recherche, par le passage du tome V des Vova Acta Petropol., pag. 125, où il dit: Neque tamen hine adhuc elucet quânam lege omnes determinationes progrediantur , quandoquidem valores certarum formularum continuo magis evadunt complicati.
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CHAPITRE IL
Formule pour la comparaison et la réduction des Transcendantes (), qui répondent à une méme valeur de n.
9. Nous allons maintenant démontrer diverses formules, qui serviront à comparer entre elles et à réduire à la forme la plus simple les transcendantes @) qui répondent à une même valeur de #. Ces formules devront être cousidérées comme autant de théorèmes fort remarquables sur les intégrales défi-
nies dont nous nous occupons.
De l’équation (e) on déduit les deux suivantes :
OGC )m Ge) ©).
er D re ju Cr Al Cum
multipliant ces deux équations entre elles, et mettant dans le produit les valeurs connues par les formules (c) et (d), on aura
©. QG es Re (p);
n=p=g —g)sinpesinge
d’où il suit que la valeur de (: _ se déduit immédiatement de celle de
@), qui est en quelque sorte son complément. On a en particulier,
OC a Ainsi connaissant les valeurs de (5) lorsque a est plus petit que ; #, om en
déduit les valeurs de (©) lorsque a est plus grand que à 7
10. Pour examiner plus particulièrement les fonctions de la forme G » reprenons la valeur primitive de ces fonctions, laquelle est
CHAPITRE II
()= EE L'dx
Va — y”
si l’on fait een Quai (is),
Quant aux limites de cette nouvelle intégrale, il faut observer que les valeurs z"=0,x"=#,zx"= 1 donnent respectivement 2=0,£2=1,3= 0. D'où l’on voit qu’il faut prendre deux fois l’intégrale en z, depuis 2=—0 jusqu’à £2= 1. Et comme alors rien n'empêche de mettre x à la place de z, on aura
(=2 dr (r)4
Vis")
la transformée sera
cette intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont elle soit susceptible, puisque le radical n’est plus que du second degré. 11. Si dans celte formule on met n — a à }a place de 4, on aura
n— a\ __ —1+2 ane de :
(= re va —#)?
de là et de l'équation (q) résnlte cette formule remarquable qui demne le produit de deux intégrales :
x dr 29 dx _ 2ucot as ‘ va — 2" J VG —#) TT na (s).
12. Puisque les fonctions (2) sont les plus simples entre les fonctions ()
non comprises dans les formules (c) et (1), il semblerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par À,, pour exprimer par leur moyen
toutes les fonctions (e)
Dans cette vue, désignons en général la fonction (©) parM,;commeon peut
supposer a < +, on aura par Ja formule (k), M = ’ LA sin (a+-1) # sin(a+ 2) #....5in (ne 1) Miles sin w sin 2... Sin-(n — 20 — 1) # ?
valeur qui, au moyen des équations Anis = À, Sin (nr — À) © = sin kw, se réduit à cette forme
M — ÀsÂatse. Asa Si0 (a+ 1)» sin TC ):
er ol RE sin # Sin 2e. . «Sin ae (t);
376 INTÉGRALES EULÉRIENNES, d’où lon tire successivement.
M == A, sin 24
sin À,As sin 34 sin 4e À, ‘ Sinwsin2s ?
AsA,A;5 sin 4e sin 5 sin 6»
M, = AA, ‘ sine sin 2e sin 3w | etc, Ces équations, qu’on peut mettre aussi sous la forme NN A=M ÀA,A, M, ° sin 3» sin 4 (u),
AyAs Ms+ sin° 3®
A, 4 M, ‘ sin 5vsin etc.
ES
serviront à déterminer les auxiliaires À,, À,, As, etc., au moyen d’un égal nombre de quantités M,, M,, M;, etc., prises dans l’ordre convenable. On pourra donc exprimer par ces dernières quantités toutes les fontions () qui répondent à une meme valeur de 7.
Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s’effectuer que pour
des valeurs particulières de #, et qu’ainsi par l’emploi des auxiliaires M,, on ne peut parvenir à des formules aussi générales que le sont les formules
(k) et (n).
CHAPITRE IL
donc (©) = 2 COS au. (- — =), ou , en substituant la valeur donnée par l’é-
G)= 27 Fos of G).
Cette formule n’a lieu que lorsque a est < ; n; si a est > j n, on com-
quation (v),
mencera par prendre la valeur de (=) , laquelle sera
1h — à #4 à a ds GED = A entra PE,
-et on en déduira celle de (S)au moyen de l’équation (q). On aura ainsi, a étant >;,",
G)= ET ue G):
14, Si l’on compare maintenant les équations (r), (x) et (y), on en tirera les formules
a dx 24 ST de @), VG—x") (2a—n)sinas * J VÜi +3") la première ayant lieu lorsque & est <in, et la seconde lorsque a est >5n.
Lorsque n est impair, si on fait dans la première équation, x = 1 —#* et 3=y"—1, les formules intégrales comprises dans les deux membres se réduiront l’une et l’autre à la forme
Era | | ire)
on voit donc que la partie . celte dernière intégrale, prise depuis 7=0 Pr 1, et la partie prise depuis 7 = 1 jusqu'à ÿ= , sont entre elles :: cos % : 25
cos an. [EE VG—:) JV +:") l
Considérons de nouveau la formule
27 de D rares si l’on fait
378 ; INTÉGRALES ŒULÉRIENNES, 1 — re , on obtient d’abord P a a—*= —$u—) = (E)= Dec t au mem 7 ne
Soit p= a etg = n—a, on aura dx —…—…— | 92, fs, — ps à f ,
et en achevant les substitutions, il viendra
NL a+ n—14 1“, 2a JG ir )— —
cela posé, il fant distinguer deux cas, selon que a est << in ou > in. Soit, 1°.a <5n, on aura par les formules du n° 13, (n—2a "= « ds
= Sa a )— 2?" ‘sans: VQ+z") donc ds RE Put Le so 24 1 vers Jde) = ee (a
Soit, 2°, a>> in, on aura par l'équation (b), 20 = 7 24 — n (=)= sr (2); mais en faisant a—=n—c,on a 2 — n nn — n— a Fe) = c =) j et par l'équation (v), on a Les MCE LE Re né. 28 e VO +=) Donc au lieu deW’équation (a'), on aura sai che” = —n nn: ; dy — 7 —© OS b').
J ( Vas) /T 54 J Vü+s) (b) Au reste, cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen de la fonction P= 3-2 4/(1 2") — 23, qui s’évanouit dans les deux limites, lorsque 3=— 0 et lorsque z— © ; car si on prend la différentielle de cette fonction , et qu’ensuite on l’intègre , on trouvera
| satin 1 120 nn as — ds Sé- Ts 2 J Va+r)?
CHAPITRE I 379 formule qui ne difière pas de la précédente, parce qu'en mettant . au lieu
gt in — 1 ds gn—a—1 ds
de z, l'intégrale Vars se change en EL toujours 2=0, 2== ©.
16. Considérons enfin, dans la supposition de # pair, la formule
les limites étant
v'( “je si on fait x" =1 3", on aura par la substitution, QT — — a ads ' = tes, (6)
et l'intégrale du second sd devra être prise entre les limites 2= 0, 3= ©.
Maintenant, par la combinaison des équations (x) et (c’), on obtient
a ts ET (£ =927" cos ao (2 ; “ “ et par conséquent aussi, | in— a = . a (2 = 27 sin av GE) sa7n— Ni De ces deux-ci on conclura
O=2 + colang aw. =) (d'}, d’où l’on voit que » étant pair, il suflit d’avoir les valeurs de (2) pour tous
les cas où a ne surpassc pas +7, et qu’ainsi le nombre des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions () qut répondent à une même valeur de », se réduit à n ou vu selon que n est de la forme 4m ou 4m + 2.
17. À l’aide de l'équation (d'), on trouvera des relations entre les auxiliaires AÀ,, À,, As, etc., qui réduiront leur nombre comme il vient d’être dit. Pour cela reprenons la formule (t),
(£ = po zheess sin(a1)#sin (a+2)«... sin 249 | re + "ErÈS Sin æ sin 2e. . .Sin Ge ?
elle donne, en FAURE 2m,
Ans. Ânsy .
++ Àsm—sa Sn( et one tale tio(auvac)e, MI Asa e o « Ançer L - sinwsin20...sin(rm—a)e
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substituant ces valeurs dans l'équation (d'), et faisant les réductions dans l'hypothèse a <}m, on aura généralement
LV. VAR ET. VV 97% Sin(m—i)e sin(m—2)e..,sin(m—a# 1) ( ) DRE TPE Vus it. sinawsin(a+1)e.,..sin(2a—1)s oi
De à résultent, en faisant successivement a = 1 , 2, 3, etc. , des équations particulières qui peuvent être mises sous cette forme
n \ Au = À,.2° sin ©
A,À LR Ans = —<.2 Ta sin 3& [1 f).
AA L ( Ans = Sa" Ÿs sin 5@ . s AA De.
A4 —= “2,2 5 sin To elc.
Elles devront être continuées jusqu’à ce que le nombre en soit _ ou n— 3
18. Par exemple, lorsque » = 12, il ÿ a cinq auxiliaires A—(22), A,—(2), As=($), A4=(5), As = (Ê), entre lesquelles on a ces deux équations Às = À, . 26 sin ©, A,A3 A= << De sorte que le nombre d’auxiliaires nécessaires se réduit à trois, pour
lesquelles on peut prendre A,, A,, As.
Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quantités M, , il faudrait avoir recours aux équations (u), lesquelles donnent
. 25 sin 3w.
sin A, = M, . Su 2”
AA: __ M, sin*.2# AA, M,° sin 3 singe ?
AAs __M; sin* 3w 4,4, M, sin5ssinôe
Au moyen de ces équations et des précédentes, observant d’ailleurs qu’on
FT A0 = on trouve
CHAPITRE IL
À, mine. M,,
À, = —= | sin & «M, VG =) À, = 25 sin © . M, Veux)
A, = 16 sin æ . M, . rs.
Às = 26 sin*æ . M..
Aïnsi, par les trois seules données M,,M,, M,, on peut déterminer exactement toutes les transcendantes (E 2) qui répondent à la valeur n= 12 ;
mais nous ferons voir ci-après que ces trois données peuvent se réduire à deux , ce qui rend encore plus simple la solution de ce problème.
A AAA Ar a
La seule transcendante à déterminer est
G)= af = na frs
Or en faisant x=1—rcol"1@, r= VS, = = > OU c=sin 75°,
dx d on fs = rs = 2 F(c, ®)+ const. Cette intégrale doit être prise depuis tangi®=r, jusqu'à @=#; mais par les formules connues (fonct. ell. art. 24) on trouve que la valeur tangi@=r=— 3, 3
T. JL
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répond à la fonction Fe= $ F'; de Là résulte ÎE = 5 = =3F'e; donc l'intégrale cherchée (: D ÉERE: : “F(sin 75 5)= 2. 37 F'(sin 15°); car on sait que F'(sin 55°) = y/3 F'(sin 15°). Second cas n = 4.
20. 11 suffit encore dans ce cas de déterminer la transcendante I U dx dz ..
G)= 2 = =f 7 ++) Soit 2=tang:®, et «=; ou c= sin 45°, on aura f = date
ER 2 CR Va —csing) — jusqu’à ®= 7; donc on aura
@) = F'e= F'(sin 45°).
Troisième cas n=6.
+ F(c, @); cette intégrale doit être prise depuis = 0
21. On sait d’après le n° 16 que toutes les intégrales représentées par () seront déterminées au moyen de la seule transcendante
1 à dx ê x ds O=r fn so frs:
or par la substitution = 1-3", la première forme conduit au résultat =. ÎE à F'(sin 15°), et par la substitution <=)" — 1, la seconde
forme conduirait au résultat =. 3"? pr (sin 75°), qui s'accorde avec le précédent, puisqu'on a F' (sin75°) = y/35.F'(sin 15°).
Quatrième cas n=8.
22. La détermination de toutes les intégrales ( ) exige dans ce cas qu’on connaisse les deux transcendantes
Q= fps” 6e, : xdx à Ca £ds OS ET ET ET
CHAPITRE WI. 583 Mettant dans la seconde x* à la place de x, ce qui ne change pas les hmites, on aura Or = tr (sin 45°).
V{ — x) Ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale (7 ); ce qui se fera au moyen de
l'intégrale T rer F5 prise depuis 3= 0 jusqu'à 3= ©. On peut supposer d’abord qu’elle soit prise depuis 2= 0 jusqu’à 2= 1;
ensuite pour la trouver depuis z = 1 jusqu’à 3 = © , il faudra mettre : à la place de z, ce qui donnera l'intégrale L TES à prendre encore depuis z= 0 jusqu’à 3 = 1. Donc l’intégrale dont il s’agit est la même que l’inté- 1 ds (1 + 2°) SEC) va +2) Soit 1 —2— 92, On aura —3= CA Eddy, vi +3) =
2 y[(qg* +2) —2]; donc Te
prise depuis z= 0 jusqu’à 2 = 1.
fers
Cette intégrale devant être prise depuis 9=0 jusqu'à g =, nous ferons m'=2 + 2, g=mtang®, b= ee ce qui donnera l’initégrale indéfinie T=- ——i- Vo = +
Lo = F@, ®), et l’intégrale complète
T'= = F'#; donc enfin la valeur de la transcendante cherchée sera (5)
a 7 F, parce que d'ailleurs m = 2 cos 2
Nous remarquerons que le module = ÿ(24y/2 — 2) est le complément du module c = ÿ/2— 1; or par la propriété de ces modules démontrée art. 85 des fonct. ell., on a F°& = ÿ/2F'e, donc on aura plus simplement
(7) = 2 F'e — ai F'(tang 2) Cinquième cas .n = 12.
25. 1l suffit dans ce cas de connaître les trois arr : IN È dx __ À LA de .
G)=2 J va —35 — ? cos f° va +25) N fs pe 2 G)=2 ‘. AS ss ds LA va+s")
G)= di if vas 2! _R rs
384 INTÉGRALES EULÉRIENNES , La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux formules déjà
intégrées. En effet, si dans la seconde on met x à la place de x, on aura
OR CE
ï et si dans la troisième on met x° au lieu de æ, on aura
as 1 1 : eo, ( ) =; 5 = FE" (sin 45°); il ne reste donc plus qu’à trouver la première (=). Considérons, pour cet effet, l'intégrale Z= J: MERS prise depuis 2=—0 jusqu'à 2=% , on ds(x + 21) £ prise
vVG+2")
trouve, comme ci-dessus, qu’elle est égale à l'intégrale depuis 3= 0 jusqu’à 2= 1. di . —_— s4p Soit 1+-5t=—pz", on aura la transformée Z — CRE av qu faut prendre depuis p= 2 jusqu'à p=œ,. Soit encore #*== 12, et p*+n* =pu, on aura ph—pt#+12=p'(0— an°+ 7) 2p$ = V(u+ an)+ W(v— an) Ed de ap ‘= Vo+ran FyC—a) et enfin, 22; fes +ifss 4J VG&+an).V(u— 2n— 7) +) VGo—an) Van — 7) Nouvelle formule dont les deux parties doivent être intégrées depuis (an +7) 2 3, jusqu'a uw, Soit 2+4-/35=A et sé san la première partie deviendra RE | HR VC — an +3). — an— 3)
x n — 2n + À ,—À—2n _V2— V3 Soit encore x re LE, où la transformée
sera ve Tr EL et sa valeur dans les limites requises sera
ES Si l’on fait semblablement à = Va + vs 3 > valeur qui sera le complé-
ment du module c, l’autre intégrale sera —— . F'3.
Tic
CHAPITRE WI. 385 Donc l'intégrale cherchée L'= (F'e + F'#). Mais on a trouvé
6cos 15°
(Fonct. ell., n° 156), que F'b=3F'c— D F' (sin 45°); d’ailleurs
v(aa)= v'(4+2V3)= 2 cos 15°, donc Z' = PE F'(sin 45°). Donc, (27 enfin, la transcendante cherchée
(=) = 25 374 cos 15°,F'(sin 45°). 24. Maintenant, si on fait F'(sin 45°) =B, F'(sin 15°) =C, on pourra exprimer les trois auxiliaires M,, M,, M;, de l’art. 18, comme il suit : M, = 2 371 cos w . B, M.= 27: 3iC, M, == 3 B , ce qui fait voir que les trois auxiliaires se réduisent à deux, puisque le rap-
port de M; à M, est conuu. Au moyen de ces valeurs et des formules de l’art. 18, on trouvera
La Î = vla C9 bis Le
As = 2° 3 À sin &.B.
Ainsi, par les deux seules données B et C, on pourra déterminer toutes les transcendantes désignées par (£); dans le cas de n= 12. Ces trans-
cendantes , en excluant celles qui sont déterminables par arcs de cercle , sont au nombre de 60, toutes différentes les unes des autres ; car on compte pour
une seule les deux (E) et (2), et on suppose les deux nombres p et q
moindres que 12. On voit de plus qu’elles se détermineront rationnellement en fonctions des trois quantités B, C, # , puisqu'elles s’expriment rationnellement par les auxiliaires A,, À,, etc.
Si on veut, par exemple, avoir la valeur de la transcendanté (5), dn cherchera d’abord par l'équation (x) sa valeur en fonction de A ; Jaquelle est
‘sinesin2e
sur x Â; 1 OS ET TPE
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Faisant ensuite les substitutions et les réductions, il viendra
Q=xVÉ FT)
CHAPITRE IV
Formules pour évaluer par approximation les Intégrales (EP).
25. À avr réduit au moindre nombre possible les transcendantes @), il
ne reste plus qu’à faire voir comment on peut trouver par approximation, et d’une manière facile, la valeur de chacune de ces quantités. Pour cet effet, considérons d’abord la formule
(2)= a+ x dx a] VQG —:*) ?
et soit y/(1 Ua 1—Y, où 2 2y — y", on aura pour transformée,
Ch ft)
cette différentielle étant 4 eloppée et intégrée Fes J=ojuqu'ar=r, on obtient
F nn — 4 a D QG. 27 = 4 a APS rat ni ‘me =" : #S a 43 Pigeon CL, D 74 me CL a (&'), cn : * 3n+a
Ro
formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent.
26. En général, si on veut avoir la valeur approchée de la quantité (°) =
[= en... , il faut partager cette intégrale en deux parties, Pane depuis va — 7.
x" — o jusqu’à x'= À, l’autre depuis La E jusqu’à = I. La première partie étant nommée P, on troûve par les développemens
TT CE
Via) VO — =)
Pr Le , santa).
et la transformée en y devra être intégrée depuis "= À jusqu'à 7*== 0. Si on change son signe, elle devra être intégrée depuis "= o jusqu’à y"= +; on aura donc
= LD P 1 D p.2n —p 1 ani G+ 2n “te 2n.{n À TT 7
Il ue s’agit plus que de réunir ces deux parties, et on obtient
mt fs 0e 1 0-2 Th + ANG « *3n—g (e RS +3 P 7 ann ot 2n.4n.6n at dé g 4 Dep. ne .2n=—p.3n— 1 +2 (ET an De 2n.fn De n. £. "3n+q
Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours convergentes, puisque chaque terme est moindre que la moitié da précédent: on obvie ainsi à l'inconvénient que présenterait la méthode ordinaire, si on voulait
intégrer tout d’un coup la valeur de @) depuis x=0 jusqu'à æ=1, ce
qui donnerait la suite très peu convergente
Careers LR sn te (1).
Au reste, Jorsqu’on suppose p=q=4, la formule (h') se réduit précisément à la formule (2) trouvée par une autre voie.
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CHAPITRE V
De L'Intégrale f x’ dx log <(1— zx") —" et autres semblables,
prises depuis x = 0 jusqu'à x =1.
27. 0: pourrait, sans rien diminuer de la généralité de la formule, faire n=1;mais pour l’application que nous voulons en faire, nous désignerons par 7, un entier quelconque, ce qui n’empêchera pas que p ne soit un nombre à volonté entier ou fractionnaire , et que l'intégrale ne soit une fonction continue de p. Soit donc l'intégrale connue fx?" dx(1—2x")—"=Z, LA “ dZ, . sion la différentie par rapport à p,on aura — 704 Z' =fo—"dx L'{ 12"; celle-ci donnera de même par la différentiation ne 11 REC PT PET LUE CL fa dx (£2) (1 — x'}"; ainsi de suite, ces nouvelles intégrales étant prises comme l'intégrale Z, entre les limites x=0, x= 1. Comme on a généralement par la formule (5)
TE à n—gean—g _1 —+ 4 .2n—Q . 3n—q 1 ZL= ra RH n.2n n.2n. TT nan.in ‘p+3n etc L on trouvera, par des DS successives , ° LT | 1,7 an ï Z ee I . GET n.an " (2n- +p) + etc., 21'= LL —— 2 Z'= not n.2n ‘(anb+p} ete,
Le M Li Re 732 mn LE n + ñn.2n Gnkpp + À
Mais ces suites ont l'inconvénient de n'être pas suffisamment convergentes.
28. Pour avoir ces mèmes valeurs exprimées en suites plus conver-
CHAPITRE Y
gentes ; il faudrait partir de Ja formule ('), et la différencier par rapport
à p, autant de fois qu’il est nécessaire. En la différenciant une fois, on aura
22 et Dont opte | dE + da HS FE ER cn) Fe Né } ME un FL. ee ur + + =) ne TR CE ne Eu — FRS TrE ne LS
Ces suites sont convergentes, puisque chaque terme est moindre que la moitié du précédent ; mais leur forme est compliquée, et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second ordre ou d’un ordre plus élevé, c’est pourquoi il convient de recourir à d’autres moyens, si on veut évaluer facilement les intégrales dont il s’agit.
29. Par la formule de Part. 4, on a cette expression de Z, z—Pts phatn pHgtan
P p+n Pp+2n où les facteurs successifs dont le nombre est infim, sapprochent conti-
nuellement de lunité qui est leur limite. Si on différencie, par rapport à p, les logarithmes des deux membres, il viendra
CRE EN es en OR Zdp Ge 4 D ame P+ rat an =) Te Soit ® ou ®{u) une fonction de v, telle qu’on ait CT vP+a vP+i+n win vp+rtin = -——— ee — —— + etc.
PO P+g p+tn p+gtn phsn p+g+hon La fonction ® (u) devenant ® (1), lorsque v=1, on aura — 2 ou 201).
-Or, en différenciant par rapport à u la valeur de ®, on a
_ pF 4 Hopta—i + vP+sa—1 + etc.
d® = dv { _— PH net. | J
ou en sommant ces suites d® = AE
ch à =
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Cette intégrale doit être prise de manière qu'elle s’évanouisse lorsque
uæ=0; on fera ensuite vu =1, el on aura la valeur cherchée de ®(r). Mettant x à la aie de vu et faisant
ai EE) T=/f ( — dæ, on aura Z'= ZT ; donc si on prend, _ æT=0ojusqu'a æ=1, les trois
intégrales
pa VS al po Te Dane £ ni L ee. 1—7% 3 (arr) (CS
la première sera égale au produit de deux autres, ce qui est un théorème fort remarquable.
30. Pour étendre encore davantage cette théorie, considérons ces deux suites d’intégrales en Z et T, prises depuis += 0 jusqu'à x = 1.
Lu fa, Ps A
1 x) Ed a dx log = L'= élues" T'= ET dx 16:
Va) se = xP dx log"; 1" SE à L Va VOTE ie:
etc., elc.
Il résulte d’abord du théorème précédent qu’on a
Différenciant cette équation par rapport à p, et observant qu’on a T=
— 2, _ = 21, = Tr on aura Z'=Z'T-E ZT", ou
dp = ZT + TT).
Celle-ci étant différenciée de nouveau par rapport à p, donne Me PAT 4e 3TT'H TT"),
et ainsi de suite, la loi ‘ ces expressions étant analogue à celle des différentielles successives de la formule ue/udr , Si l’on veut donc avoir les valeurs des quantités Z’, Z", Z'", etc., ou sim:
CHAPITRE Y. 3gt
plement leur rapport à la fonction primitive Z, il faudra connaître les quantités T, T’, T”, etc., en pareil nombre. Mais, comme celles-ci sont rationnelles, et contiennent des puissances moins élevées de log = on voit qu’au moins la difficulté est diminuée.
31. Si l’on intègre la différentielle x++-—14x, depuis x=0 jusqu'à æ=1, on aura
2 3 fanta—idx = SR nm taie.
Si on met la même différentielle sous la forme x"—'dr.x*, ou C] 3 a" dx (1 + @ log x + = log* x + 3 log® x + etc.), son intégrale prise entre les mêmes limites , sera Je" dx + a fx" "dx log æ + fav dx log x + etc. L'identité de ces deux formules exige donc qu’on ait fa dx =*, J'x"— "dx log (5) = = f 2%" dx log (= ) = faäxlos(:) =
et en général
far tds log (+) = : (k!)
32. A l’aide de cette formule on peut exprimer les quantités T', T", etc., par des séries régulières, composées des puissances réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la suite des nombres naturels.
Ainsi en développant d’abord la différentielle qu'il faut intégrer pour avoir T',on a
Te drlog à {LT Pt Put ne
et effectuant l'intégration entre les limites x = 0,x= 1,il vient fs M je 7 a D A TT NUE + es
I LA I RCE DANCE TT D TE TE 0 RS
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Désignons en général par (a, 7)", la somme de Ja suite
rar tGrar CES To (1)
laquelle deviendra (1, 7)", (a, nr)", (3, nj", etc., selon qu'on fera 4=1, 2,
3, etc., z étant constant : on aura suivant cette notation, = (ponf—(p+ gr} T'= (p;nŸ— (p+g;n) al" (ps) p+qn)
etc.
33. Il faut observer que # et m restant les mêmes, on w’aura besoin de considérer les valeurs de (a, n}", que depuis a= 1 jusqu’à a=n; car il est visible, par exemple, que (n + 1, #}" se réduit à (1,#)"— 1, et qu’en général on a
(a+ n,n) = (a, n)°— as* (n°) Par suite de cette formule, on aurait de même Li Li (a+ an, n)ÿ=(a, Le a nl PA NL et en général on réduira toute quantité (a, 7)", où a est plus grand que », à une quantité semblable où a n’excédera pas 2. On voit encore que (#7, 7)" représentant la suite
1 I 5 Gr Gnys rete., cette quantité est la même chose bu (+ ant ete).
Si donc on désigne par S,, la somme des puissances de degré — mm, des nombres naturels, en sorte qu’on ait
ES Li | Li ï (à Sika tatatphe., (p°) on aura (n, n}" = = S. Enfin il est visible qu’on aura aussi l’équation
Sa (1,2) + (2, n°... + (nn), (a)
laquelle, en substituant la valeur de (7, n}", devient
CHAPITRE . 395 (: — 2) (1 sn) (a,n) LR (5, nn}... (ni, nn
34. Considérons particulièrement le cas de n=2,p=1,q=1, alors on aura
T'= (1,2) — (20} = (: — 2) S, = = S, , . . 3 à T'= 1,2} — (2,2) = (: — = 8, == n S, ” a € _ [= (1,2Y — (aaÿ = (: = à) S, = e >
On sait que les quantités S,, S,, Se, etc., soul connues en fonctions de 7, et qu'ona Sir", Sat, = 5557, etc. À l'égard des quantités Ss, Ss, etc., ce sont des transcendantes particulières qui ne se rattachent point aux autres lranscendantes connues ; il est facile néanmoins d'en trouver les valeurs avec une grande approximation, par les belles méthodes qu’Euler a données pour cet objet (Calc. diff., pag. 451 et suiv.). .
Au moyen de ces diverses quantités, on connaîtra donc les intégrales suivantes, déduites des équations de l’art. 30.
f. dx JVU— xx) — 2!
LA ds log = "| | Vas) — 3102:
dx log = x x “ Ci = = rs 247),
dx log” x F æ # 3 je = 2 (logs à +3 log 2.T+5S),
et on pourra prolonger indéfiniment cette suile où tout est connu, excepté Ss, Ss, etc., dont on connaît au moins les valeurs très approchées, jusqu’à
S,s (Calc. diff., pag. 456.)
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CHAPITRE VI
De la réduction des Transcendantes désignées par (a, n)"' dans | le chapitre précédent.
35. Occurons-xous maintenant de réduire au plus petit nombre possible les quantités (1, n)", (2, n}", (3, n)", etc., qui répondent à une même valeur de n. Pour cet effet, nous supposerons connue la formule suivante dans
laquelle © = = (*),
f CE F —) dy = w cotaw. ()
Cette formule étant différenciée successivement par rapport à a, donne les résultats suivans :
ne 2 AS 1 = Fil die =
PEL dr logt à = —% cos aw
2 1— y" sin° Ge . (s') 1 L'aée ni ANNEE 1 _ Pi 1 2 + f Ts dy log”: nn" — 7 (3 + 3 cos* au)
4 mn VE 8 (*) Soit V — 4 ; On aura en réduisant en série et intégrant les diffé-
rens termes de y=0 à y =1,
Gr) + (rat) + (ect) 4e,
ou
Li 24 24 2a VAR RER hs pr
or par une formule qui se trouve page 143 de FJntrod. in An. , le second membre se ré-
duit à © cot “2; donc V =» cot av.
CHAPITRE VI
Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils obtiennent par le développement en série et l'application de la formule (k’), on aura
a, rÿ + (na, n) = (a, n)+(n— a, n} = -#— 08 ae ; (v) (a, n}+(n—a,nf= (34 5 006 20)
Ces formules serviront à établir entre les diverses quantités (a, n}", qui répondent à une même valeur de », toutes les relations qu'on peut obtenir par d’autres voies, et qui sont données sous diverses formes dans les ouvrages d’Euler. C’est ce que nous allons développer dans deux exemples.
36. Soit nr —6 et m = 2, on aura l'équation générale (a,n) +(6—a,6=
in° aæ ?
d’où l’on déduit successivement
sin w GE + (4,6) =), (u’) (3,6) +(,6)= ou en substituant la valeur w — É ;
La somme de ces équations est mm iNe 35 je GC —x)S = 267 d’où l’on déduit S, = ?x°, ce qui est un résultat connu; mais la démonstration qu’on en donne ici n’en est pas moins remarquable. Outre cette valeur deS, , on connaît (3,6) =;5 #”, (6,6) = % Sr": mais les quatre autres quantités (1,6), (2,6), (4,6)°; (5,6)° ne peuvent être déterminées par les équations précédentes.
306 . INTÉGRALES EULÉRIENNES, Observons cependant que puisqu’on a (26) = + +£ + F + _ + etc., il en résulte (2,6) = :( + 7 + = + _- + ec. )= 7 (1,6) + 7 (46) :
donc les quatre quantités dont il s’agit peuvent être déterminées au moyen de l’une d’entre elles, par exemple, au moyen de (1,6), de la manière suivante :
a = TT +3 (A6 = La ir | (u') (56) = mn —ÿ
37. Quant à la valeur absolue de £, elle n’est déterminable exactement par aucune formule connue; mais on peut en trouver une valeur aussi approchée qu’on voudra par la méthode qu'Euler a donnée (Calc. diff., pag. 451.)
Pour cela ayant fait
1 1 à 1 ent DENT Dal rer (a+ nx)"?
on trouve en général = " 1 I I A'n B'n° Cents Ge — Chap Ÿ Chap C'n5 D'n’ — Gt) Ÿ G+Fnÿ
— etc.,
A’, B', C', D’, etc. étant la suite des nombres Bernoulliens.
Il résulte de cette formule que la somme de la suite prolongée à Pinfini étant désignée par (a, x), on a (a, n}'=C; donc réciproquement on a ‘
‘= Be
(a, n) TS ie 2° (a+nx}) Thin _ __Bn C'n° F GET) — etc. (x')
On sait que la suite A’, B', C, D" est divergente à compter du troisième terme , et le devient plus que toute progression géométrique donnée; d’où
CHAPITRE I
il suit que la suite contenue dans la formule (x’) deviendra nécessaire ment divergente après un certain nombre de termes. Mais ce qui est fort remarquable, c’est que cette formule n’en est pas moins propre à donner la valeur de (a, n}° avec tout le degré d’approximation qu’ou peut désirer.
Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d’autant plus grande qu'on voudra obtenir une plus grande approximation (la valeur x = 10 suffit pour donner 18 ou 20 décimales exactes). Au moyen de cette valeur, on commencera par prendre la somme effective de la suite
s —= " + aEÿ + ere LEE s G+F sn)?
substituant cette valeur de s ainsi que celle de x dans l'équation (x), on aura pour la valeur de (a, 7)" une suite d’abord très convergente , mais dont la convergence diminuera de plus en plus, jusqu’à un certain terme aù elle deviendra divergente, et cette divergence augmenterait de plus en plus à linfini.
Par le calcul des termes successifs, on obtiendra des résultats alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, et on devra s'arrêter aux termes où cesse la convergence.
Ces termes indiqueront deux limites fort rapprochées, entre lesquelles se trouve nécessairement la valeur de (a, n)*.
Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation suffsante, il ne resterait d'autre parti à prendre que de recommencer un nouveau calcul en donnant à æ une valeur plus grande, Mais, pour l’ordinaire, une valeur médiocrement grande de x donnera une très grande approximation.
Nous donnerons ci-après un exemple du calcul de ces sortes de suites qu’on peut appeler suites demi-convergentes.
38. Soit maintenant m—=3 et n=—6G, nous aurons l'équation générale
“sin ae ?
d’où l’on déduit les deux suivantes :
(16) — (56) = US on 1/3
Er ; ( 1) (6) — (46 = EE = fe d
D'ailleurs on a (6,6) = 8 Ss et
(1,6) + (2,6) + (3,6) +(4,6) + (5,6) = 2 Ss.
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Ces équations sont insuflisantes pour déterminer toutes les inconnues ; mais les diviseurs de G qui sont 2 et 3, en fournissent de nouvelles. On a en effet,
GP (+++ jatete.)=g (1,6) 4 (4,6)1, GP = +artg tes ete.) = (1,6) + (3,6) + (5,6)7; de là on voit que les cinq quantités (1,6), (2,6), (5,6)°, (4,6), (5,6) se
détermineront en supposant connue l’une d’entre elles. Ainsi en faisant (1,6) =E£, on aura
(1,6) EE. fa (2,6) = = (E es sa):
(3,6) = “ (£ — 20°y3), (4,6) = = (E — re ; (G,6) = E — ju 3.
La somme de ces quantités doit être égale à £ $,, ainsi on aura
215 215 430 ee Ss = Te Fr d 3,
tt
ou 6 3 S = PE — PE a V3.
Réciproquement on peut exprimer toutes les quantités (1,6), (2,6)°, etc., au moyen deS, et de w = & et on trouve (1,6ÿ = ve Ss + 20° 3 (2,6) LE Ss + ce v3 (3,6)
(5,6Ÿ = a Sy — 20 y/3
59. On déduirait aisément des équations (q”) les autres propriétés
CHAPITRE 1V
connues des quantités (a, 2)", c’est-à-dire des suites qui résultent de la décomposition de la suite générale
Sn = tata tats+ elc. ,
en prenant les termes de trois en trois, de quatre en quatre, ou en général de # en n. On trouverait, par exemple, que la suite
1 1 1 I — 3 F ge — 7n + etc.
est sommable lorsque # est impair, et qu’elle ne l'est pas lorsque m est
pair.
On trouverait au contraire que la suite
I +++ + etc.
est sommable lorsque m est pair, et qu’elle ne l’est pas lorsque me est impair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens absolu, mais relativement aux méthodes connues jusqu’à présent.
Ces choses n’ayant point de difficulté, et ayant d’ailleurs été démontrées par d’autres voies, nous ne nous y arréterons pas davantage. Nous ferons voir seulement comment on peut trouver, par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue, les valeurs des quantités £ et S, qui sont restées inconnues dans les art, 36 et 38; recherche plus difficile qu’elle ne paraît au premier coup d'œil, parce qu’en suivant les méthodes qui ‘se présentent naturellement, on retombe sur la mênie difficulté qu’on voulait résoudre.
40. Pour obtenir d’abord la valeur de S;, j'observe sa peut sup poser
(1,6) = hr log* y | (2,6) == NEA «log
(3,6) = > Ca. log r _.
; (a”) 448) = : fE. ET + 7.
G,6ÿ = ! AE toy | _
GO = ; [alor re.
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car les seconds membres élant intégrés depuis y =0 jusqu'a y =1, au moyen de la formule (4), ces équations deviennent identiques.
Or, d’après les équations (7’), on a (1,6) — (5,6) == JE dos" r = 43,
(26) — (46)=2 [IX à dog =
Ces deux équations ajoutées ensemble, puis soustraites l’une de autre, donnent les deux suivantes :
jé joe V3 ve 4 PPT IAeTS
dy ogy _ = 40 y3 — fa __ 32° 4/3
++ Mie 9 ”
de sorte qu’on a entre ces intégrales le RS rn très RL
SE = FE 1+y 17
mais cette formule est susceptible d’être généralisée ainsi :
__2"+ 1 dylog”y "” SEE 2" FE: (b") — [dog y _dylog" Pa fe à Qu fs
L — f_rdy logy 3 P— Q) = 1+5 +9 mettant dans cette dernière y3 au lieu de 7 ; il viendra
CA EONE CM
En effet, soit
on aura
et par conséquent P — Et Q.
Par la combinaison des équations (a”), et la substitution des valeurs données par les équations (z’), on obtient
GO + (6 = PRE = Hs, + Éay/5, GB, 6) + (6,67 = fa Es,
Soustrayant la seconde de la première, on aura
CHAPITRE IV. 4o1 1 + y) dy log'y fs, Le s
RE EXETUS +3 sd dt d’ailleurs on a déjà trouvé _dy log'y "y = ire TZ El aidé
donc en éliminant «*, on aura
+ 5) dy log'y " Se = far baes (2
C’est de cette formule que nous allons tirer la valeur de S,. 41. Je remarque d’abord qu’on peut faire
Cyr + 3) dy log'y dy "_ Gi — y) dy log' ïé ++" =f + 7%: TT JE +n G Sin
La première partie Ier log* 7=2(: —3+p—ptec)=2S(1—$ = :S;
donc on aura dos (1 —7) y logy 165 rie +HDG+r +9:
soit ÿ = : È = et la transformée sera 11 2d£ B=/ 55 log formule qui doit toujours être intégrée depuis z = 0 jusqu’à 3 = 1. On voit nue que comme z* est toujours plus petit que 1, on.
Tor
pourra réduire -—— en une série convergente, de sorte que l'intégrale ne
3+ Fe dépendra plus que de termes de la forme /2*"+:dz log* y. Mais, pour rendre la série encore plus convergente, je fais 3° = 1 —u, et j'ai
DS [ps lo8 rs ’ intégrale qui doit être encore prise depuis u=0 jusqu’à u= 1. Cette intégrale étant prise par parties, devient
—; log (1 — 7). log” 7 + [Per : og: — = 7); la première prete s’évanouit aux deux limites de l'intégrale; ainsi on a sim-
plement
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Développant log ( 1 — 7) substituant la valeur Fa = — ee. on aura PI 06 + :
gsm fn CRE Tes pH pee).
Soit donc J ét; =, à [eds log > = P', ; fudz log > = P",
: elc.,
ces intégrales étant prises ‘depuis 3=0 sl à 2= 1, et on aura
SP +=. Fi. F Hip tee
42. ‘Pour avoir ‘maintenant les quantités pe, P', P”, etc., j'observe qu'on
a en général DR SES mn pe A fu"ds log = log > Jude +f. funds Dans cette formule, nous supposerons que lintégrale fu“ds est prise de manière qu’elle s’évanouisse lorsque 3=—1 ou u—0o, alors la partie
log - L _. s'évanouit aux deux limites de l'intégrale, et on a simple-
1 te -
frs: à (puma = f—Sfuvas,
où l’on voit que les logarithmes ont entièrement disparu, et qu'on ne doit plus teñir corpte que de à relation = 1— 2%, On a d’ailleurs :
IL ds TE fete:
multipliant ‘depart et d’autre par à La et intégrant, on aura
D == a—1) Panel 7: 2 ei € sr re 1 | ere 5
Re
Or, = — Siudu, ét par conséquent
Ge BAT 1274: tds) je fat) Ce fe etes DT Fe ps = D PTE 0e M M
CHAPITRE HI. . 403 cette intégrale devant être prise depuis 2 0 jusqu’à 2= 1, elle se réduit
à — = pr ; donc on aura Cu) — 7 Gui) 1 P = 1 P 22m + 1) La première valeur
paf de fée)=f li +s)= 0h;
donc on aura successivement
Pe = log 2,
3 ne 1 Re au n _ 4 Fr .: 1 nr Le
P" — : P" LE 5 etc.
Au moyen de cette loi très simple, on calculera aisément les différens termes de la suite décroissante P°, P’, É P'",etc. Ensuite on aura S; par la forinule SR (PH Fe ete.);
ce qui donne une approximation très rapide, puisque chaque terme est moindre que le quart du précédent. -
En calculant cette suite jusqu’ au terme P"' inclusivement , on trouve Sy= 1.2020567. Euler a trouvé par la méthode dont nous avons parlé, et en poussant l'approximation beaucoup plus loin,
(Voyez Calc. diff, page 453.) 43. Pour trouver par des procédés semblables la valeur de la transcendante Ÿ, demeurée inconnue dans les équations (v/), j'observe qu’on a
Le Y=f+ lg >=; (2,6) = 2%, ar HE APE (= [ÈS gi om — pe,
(Cv LORS (5,6) = Em € es F2
4o{ INTÉGRALES EULÉRIENNES, de là je tire
ÿ ‘06 (1,6) + (2, 6) —(4, 6) — (5,6) ven = rt— a"; donc dy log > :
+ tout se réduit donc à trouver la valeur de cette intégrale.
Si on fait successivement y = ; (1 —u),y= 2 (1 + u), et qu’on ajoute les deux transformées prises positivement, on aura
mg
7 log © 2 du ] +) Dr 7 LE 7 À CET nouvelle sed qui doit encore être prise depuis u=0 jusqu’à u = 1. La première partie de cette —.
du log 4 u "RES "3 V2) log 4. arc lang v3’
et en faisant u = 1, elle se réduit à
L'autre partie
d [08 (Gi — 0) étant appelée T, on aura par le développement de la fraction, _ du 0] { 6 I =f + (: — 5 +5 — 7 -tetc.) log (1 — ut):
or, en intégrant par parties, on a .
[—u du log (1 —w) = Le log (1 —u°) + [= 2
et puisque la quantité (1 — +!) log (1 — u) s'évanouit aux deux limites . de l'intégrale , on a simplement
Jeter x 2 udu
1— pers du = Toners 1— 1" du — +) Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis u=0 jusqu'àu=1r,
LL pet
CHAPITRE VII
Des Intégrales Eulériennes de la seconde espèce.
44. Coxsmménons maintenant l'intégrale fx" dx (log=), que nous supposerons toujours prise entre les limites x = 0, x = 1. On a d’abord, en intégrant par parties, far de (EY = EE) +2 2 arr ( ;
et comme la partie hors du signe s’évanouit aux deux limites, pourvu qu’on suppose 7 > 0,0 aura alors
Sa" dx (1082) = = fa" dx (1og=) | (aæ) et en général, si # est un nombre entier positif,
[a*-"dx (log N'a ee? (€)
.- ... ” — . : ss — : — 19 Lorsque # ne sera pas un nombre entier, l'intégrale fx"-—"dx (log 1)
sera en général une transcendante dont il convient d'examiner les propriétés, |
Et d’abord, au moyen de la formule (æ&), on pourra toujours ramener celle transcendante au cas où Pexposant # est compris entre o et
De plus, j'observe que sans rien diminuer de la généralité du calcul ,
on peut faire m==1 ; car la formule f’ am dx (og 2) étant proposée, si on fait x"=z, cette formule deviendra 5 fdz (log DE
45. Cela posé, il suffira de considérer l'intégrale f dx (log: À ; dans
laquelle nous supposerons que 4 est positif et plus petit que l'unité. Cette quantité étant simplement fonction de &, nous la désignerons par T (a) et nous ferons
T'(a)= fdx (log 1). (»)
L'objet des recherches suivantes est d'évaluer la fonction T'(a), lorsque a est une fraction rationnelle donnée, telle que +, %, ?, elc., et nous nous proposons particulièrement de comparer entre elles les fonctions qui
répondent à des valeurs de a de même dénomination , telles que F (), r (2), etc. Enfin nous chercherons aussi à déterminer par approximation
la transcendante T(a) pour toute valeur de a rationnelle ou irrationnelle.
46, En prenant les intégrales depuis x 0 jusqu'à xæ= 1, et supposant m1, on a cette formule de réduction,
fx rdx(s — at} = (m — 1) faax (a yes ;
a+ (n—31) d’où il suit que si # est un entier”, on aura exaetement | pere fe-de(1 — x}: … 1.2.3....(m—1%
data +26....a 4 (m— 1X Désignons par ® (æ, m) l'intégrale fxr'dx (1—x€)"—", prise depuis x =0 jusqu'à æ = 1, et dans l’hy pothèse que + est un entier positif, on aura donc |
CHAPITRE VIL . 407 1.2.3...(m—1) a+ 6G.a+26.. a+(m—1)6— = qu © (2, mi).
Dans cette équation, mettons successivement A» et (A + 1)m à la place de m, nous aurons
1.2.3....AM — 1 s tH+G.ahae...... a+ (am—1)6 = Le .0(: Am), 1,2,3....Am mt (a, int)
a HC.a+as...æ— (am Em—1)6 = rs
Divisant la seconde par la premiére, et faisant pour abrèg der, a Am6=a',
il vient d'a +C.a +2 C....d'pm 1.6 6 — En, é(a, am) _ Dm. >xm h1.am+ 2... am mi "œ(z, am 4m}
mais en mettant æ'’ à la place de & dans l'équation primitive, on a
1:2,3,:..72—1 TR RL ===, < à æ À 6, d'+C.a + 20... + 7 sc ee (æ-Am6 , m),
et multipliant ces deux équations entse elles, on a pour produit
1.2.3....m—r je Px,am).®(akame, me, m) AUTE DE À Leo à UT HIT en 1 O(a;am em)
Le premier membre, en vertu de l’équation primitive, peut être représenté par fam—1dæ(1—x)"""; et parce qu’on peut mettre z* à la place de æ, sans changer les limites de l'intégrale, il peut être aussi représenté par 2. ff æmm-1dx (1 — x*)*—"; donc on a ss pme np De, 4m). (a ame, mm)
Cette équation ainsi exprimée par un nombre fini de termes, acquiert une plus grande généralité, ét ne suppose plus que # est un nombre entier.
En eflet, les deux membres devant se réduire à une même fonction de m et de Am, laquelle est
1 ms | Li M], Mm—3 1
am ÈS mnt 1,2 An + 2
on est maître de donner à met À des valeurs positiv res quelconques, et à plus forte raison aux quantités «, 6, n, qui disparaissent dans les deux membres.
47. Soit donc #=1 ét €: si un infiniment petit, on aura 1—2x = 6 log - =) et D(a, m)= eee (1) 1:3
408 INTÉGRALES EULÉRIENNES, de sorte qu’on aura en général
Da, k) = 61 ,T (k).
Au moyen de cette formule, l'équation (d') devient
= 1 —T(am). r (m nf xvmn ‘dx ( I —x")" = em), Soit maintenant m—= 1, am=? 5; On aura donc
… _"®r® fe'dx (a — x") — nT nr (EX) La Le premier membre n’est autre chose que la transcendante désignée ci-des- . sus par Œ); ainsi on aura cette équation remarquable P g (= a r (Er) F) r(£ ) Es Ge) D'où l’on voit que la transcendante () serait connue, si on connaissait, pour la même valeur de n, les fonctions de la forme T ©), a étant entier.
48. Il résulte d’abord de cette valeur de @®). qu’on peut échanger entre
eux les nombres p et q, et qu’ainsi on a Œ = (2), ce qui est une des principales propriétés de ces fonctions.
De plus, on tire de cette formule
rQrOrO Dans le second membre, il est visible que FE des nombres p, g, r, peu-
vent être échangés à volonté, ce qui donne le théorème fondamental contenu dans l’équation (e),
P\ fPHg\N fr fP+ @®.( r )=(®).( q 7)»
dont on a ainsi une nouvelle démonstration très simple. 49. Faisons voir maintenant comment les fonctions T se déterminent au
moyen des fonctions G) supposées connues pour une même valeur de n. Observons d’abord qu’au moyen de l’équation (æ), on a en général
CHAPITRE VII. 409 T(a+1)= ar (a), (&) ce qui permettra de réduire les cas où a est plus grand que l'unité à ceux où il est plus petit.
Si l’on a a = 1 , alors T (a) se réduit à fdx =x=—1;ainsiona T(1) = Le (») Cela posé, faisons g9=n—p dans l'équation (e), alors la valeur du premier membre est connue, et on a | Or)
sin HA M CPS ou en d’autres termes,
T(a) T(i—a)= (8) Lorsque a =, on a (Ta) =#; donc TE)=vr. | (:)
L'équation (8), très remarquable dans sue théorie, fait voir qu’il suffit de connaître la valeur de T (x) depuis =; jusqu’à æ = 1, et on en déduira les autres valeurs de cette fonction depuis æ=+ jusqu'a x = 0. Au reste, la valeur de T (x) depuis x=+ jusqu'à æ=1, ne varie qu’entre les limites + et 1, ou 1,77245 et 1, tandis que depuis += + jusqu’à æ= 0, elle varie depuis 1,77245 jusqu’à l'infini; et en particulier lorsque a est infiniment petit, la formule (8) donne T(a)= =
__ $5o. Si dans l'équation (£) on fait p=1, et qu’on prenne successivement g=1,2,3.... jusqu'à z—1, on aura cette suite d'équations :
C)= ee
Os) G= De MR
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Multipliant les a— 1 premières ‘équations entre elles , on aura le produit
(y CHRONO ee eo
sion les multiplie toutes, ou qu ’on see a=n, le produit donnera
LOUER OMOË On]
Soit donc pour abréger
T=ÿ[C. QE @) G)- ve. ).
r()= nr. : H”
Cotinaissant CO) on en déduira r(?) par léquation déjà trouvée qui
ne POtn) Op do Re.
Et comme les quantités QG) (©); G) etc. sont censées connues pour chaque valeur de », il ne reste plus rien à désirer pour la détermination des fonctions r (£ 2). | :
Ces formules font voir que tonte fonction r(s ) où = est sad. peut
se déterminer en général par quadrature des Me algébriques; mais ce moyen de solution ne s'applique avec succès que dans le petit nombre de
cas où nous avons fait voir que les intégrales & PF) relatives à un même nom-
et on aura
bre #, peuvent s "exprimer par les fonctions élhptiques. 51. Réciproquement, si on connaissait la valeur de T (x) pour toute valeur rationnelle de x, moindré l'unité, il serait facile de déterminer
l'intégrale (£ »; car On a en général
a er
© ee 20 (à)
CHAPITRE VX. 411 et s'il arrive que p+ g soit > #, on changera, d'aprés l'équation (£), cette
formule en celle-ci (?) = _e @) r (2) —— 1 @+g—nr (EI) Nous remarquerons que ces formules sont propres à dopuer l’expression générale de (E)au moyen des quantités de la même espèce (= ), (: ), (2), etc.
En eflet, les valeurs de T (£ ), r (2), r(i +4) étant tirées de la formule (x), on en déduira
D DEC) Gr) | MG) (G) de
formule qui servira tant que p + q sera plus petit que 7. Sionap+g>n,il faudra faire usage de Ja seconde formule , qui donnera par de sernblsbies substitütions,
= —— Jos) sisi ) g/ p+g—u AR LR
Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus, et on les ferait coïncider entièrement en substituant, au lieu de chaque quañtité
(2) , sa valeur
(we)
()= As Assin(a+i)e.
ainsi les fonctions F offrent un nouveau moyen direct et très simple de déterminer l'expression générale des quantités Le. 52. Pour reveniw aux quantités T (a), nous avons ns déjà trouvé Péquation T'(a).T (1 — a) = au moyen de laquelle les valeurs de la fonction, depuis 4 = 0 jusqu’ a = +, se déduisent des valeurs supposées connues, depuis 42 ? jusqu’à a == 1. Nous allons :prouver sltenienrement qu #1. suflit de connaître les valeurs
de la fonction dans la moitié de cet intervalle, c’est-à-dire seulement depuis ax à jusqu'à a == 1, et on en déduira toutes les autres valeurs.
sin ar’
412 INTEGRALES EULÉRIENNES , En effet, si on suppose a € + n, l'équation (€) donne tout à la fois
rOrO Or
Rene m)] Che nt (*=%)
Substituant ces valeurs dans l'équation (d'), puis mettant simplement 4 au
lieu de 7 et réduisant les fonctions d’après la formule (6), on aura
T(a)= — “ cos 47. T'(2a).T (j —a),
Te équation qui suppose 4 < à.
Cette équation combinée avec l’équation (8) , donnera T(1—a)= nr = cos a T (1 — 24)T (+4);
enfin de celle-ci on déduit, en mettant a — + au lieu de a,
r(a)= 2 Vz, LG 2, 6)
sinar ‘T(2—2a)
53. Nous supposerons connues les valeurs de T (a) depuis a = + jusqu’à ami.
Cela posé, 1°. Le second membre de l'équation (») sera connu pour toute valeur de a, depuis a = + s jusqu àa = à; donc on connaîtra T (a) dans ce mème intervalle depuis 4 = + jusqu’à a = À.
2°, Au moyen de ce premier cas, le second membre sera connu si 2 — 24a est compris entre + + &; on connaîtra donc T (a) toutes les fois que a est compris entre +3 et —
3°. Au moyen du er premiers cas, le ser membre de l'équation (v) sera connu si 2 — 24 est compris entre ++ ; donc on connaîtra T (a) pour toutes les valeurs de & comprises Ar. a! = } = ÿ jusqu'à
ai.
Me ss second membre sera encore connu si 2 — 24 est compris entre #2 et 33; donc (a) sera connu depuis a = ## = 4 jusqu’à a — #, et ainsi FA site |
Par ces diverses HE les valeurs de a pour lesquelles T (a) devient
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connu, se rapprochent alternativement de la limite ;, qu’elles n’atteignent cependant qu’à l'infini, puisque ? ne peut pas s’exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit une puissance de 2. Mais on voit que par quatre opérations in EE" où T(a) reste à déterminer, ne s'étend plus que depuis a = #4 $ ju àa=# + Une cinquième opération resserrerait cet intervalle de #0 ou -£$ à 25, et ainsi de suite. La limite commune de ces suites est 4; et & se détermine directement en
faisant a = $ dans la formule (r), ce qui dite
r() = nes (6).
54. Dans les cas particuliers où l’on chercherait à déterminer une valeur de T(a), on ne doit s’embarrasser aucunement de la distinction des cas précédens, et l’application immédiate de la formule (»), répétée autant de fois qu’il est nécessaire , ou jusqu’à ce qu’il n’y ait plus d'inconnue à déterminer, conduira toujours au résultat qu’on cherche.
Soit proposé, par exemple, de trouver Le valeur de (0.675), on aura directement ue a sé
ma x T(o,8a T(o.675) = = en , T (0.68) ‘ Dans le second membre T (0.65) est inconnue; pour la trouver, il faudra faire une seconde application de la formule, et on aura am r(o.85).
T(0.65) = sin63° ‘r(0.70) ; une troisième application donnera : —44ÿ/x r(0.8). T(0.50) = Re 2‘ FG 0)
eufin une quatrième En 27:88 Ve. r(o. 9) T(0.60)= sing» ‘r(0.8)?
d’où eu remontant on conclura la valeur de T (0.635) exprimée en quantités connues. Cette détermination est un peu longue dans ce cas, parce que 0.675
approche beaucoup de la limite à. .
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CHAPITRE VII
Considérations générales sur les Intégrales Eulériennes de la _ première et de la seconde espèce.
55. Êx désignant par (£)lintégrale [= , prise depuis x=0 . VC — x")
jusqu’à æ = 1, Euler avait pour but de comparer entre elles les diverses in-
tégrales de cette forme qui répondent à une même valeur de à, et il suppo-
sait d’ailleurs les nombres p, 4, n entiers; mais on peut considérer les choses
d’une manière plus générale.
Soit x'= y, on aura la transformée LR dr(i —7y ÿ—! ; mettant dans celle-ci pet g à la place de Ë et], elle devierrdra =: {7 "dr (a 7}, nouvelle intégrale qui devra toujours être prise entre les hmites y —=0, J=T1t.
De là on voit que lintégrale /æ—"dx (1 — x)", prise entre les limites x=0,x=1, comprend l'intégrale d’Ealer, lorsque p et 4 sont supposés rationnels; mais elle pourra en représenter une infinité d’autres.
Nous désignerons cette nouvelle intégrale par le symbole [p, g], qui ne laisse rien de sous-entendu; les nombres p et g seront à volonté rationnels ou irrationnels ; mais ils devront être positifs l’un et l’autre, parce que sans cette condition, l'intégrale aurait une valeur infinie. Au moyen de ce nouveau symbole, l'intégrale Eulérienne s'exprime ainsi,
CHAHES q ee: ñn n? ñ, d
56. 11 est essentiel d’observer que l'intégrale désignée par [p, g] peut être regardée comme une fonction continue de p et g, ou comme la troisième
coordonnée d’une surface courbe dont p et q seraient les deux autres coordonnées. En efet, si l’on fait croître par degrés insensibles l’une ou l’autre
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des variables p et 4, la fonction [p, g] diminuera de même progressivement. Si, par exemple, on augmente p de la quantité infiniment petite &, la puis-
sance x°—* deviendra a (1 — a log:), et l'intégrale dont il s’agit dimibuera de la quantité infiniment petite & fx7—"dx log 2 ( 1— x)",
57. Pour découvrir plus facilement les propriétés de la fonction [p, g], il est utile de considérer en même temps les intégrales Eulériennes de la seconde
L— , espèce. En donnant à ces intégrales! la forme /dx (4 =} ", Euler supposait
que les nombres p et g sont entiers, et son objet était de comparer entr'elles les diverses valeurs de l'intégrale qui répondent à une même valeur de 9; mais nous avons déjà observé qu’on peut considérer l'intégrale dont il s’agit,
comme une fonction continue de la variable < qu'on supposera positive, .
mais qui peut être un nombre quelconque rationnel ou irrationnel. Ainsi a—1 « “
nous regarderons l'intégrale /4x (: ) , prise depuis +=0 jusqu’à x=1,
comme une fonction continue de a, que nous désignerons par Ta, et dans
laquelle & pourra avoir toutes les valeurs, depuis a=0 jusqu’à a = o.
58. Si l'on fait V=—z (12), on aura dV = dx (12) —adx (1 JE s
Intégrant de part et d’autre depuis æ—0 jusqu’à x=1, et observant que V s’évanouit dans ces deux limites, on aura
T(a+:)=aTa; (1) c’est la première et la principale propriété des fonctions T. La démonstration que nous venons d’en donner suppose a positif, sans quoi V ne s’évanouirait pas lorsque x = 1.
On peut distinguer dans les valeurs successives de l'a, plusieurs périodes; la première comprise depuis «=—0 jusqu'à «== 1, la seconde depuis a=1 jusqu'à a= 2, et ainsi de suite à l'infini. Cela posé, il résulte de l’équation précédente que si l’on connaît la fonction T dans toute l’étendue d’une de ces périodes, on pourra déterminer cette fonction dans toute autre période.
Par exemple, si la seconde période est donnée, on trouvera li qui appartient à la première période, et L (7) qui appartient à la quatrième, par les valeurs suivantes, déduites de l'équation (1),
Ti=5T($), T(r)=SiT (6).
59. La fonction Ta est la plus simple lorsque a= 1; alors on a T(a)= Te
416 INTÉGRALES EULÉRIENNES, fdx= x = 1. Donc, lorsque a est un nombre entier , on a généralement Taum1,2.%.6.000s (a— 1); (2)
c’est-à-dire que la fonction Ta est égale au produit de tous les nombres entiers moindres que a.
Cette notion, fort claire lorsque a est un entier, ne présente plus aucun sens lorsque a est fractionnaire; mais l’analyse y supplée en donnant pour valeur de la fonction, l'intégrale fax (1 D, prise depuis += 0 jusqu’à æ=1; intégrale qu'il sera toujours possible d'évaluer avec tel degré d’approximalion qu’on voudra.
Go. La fonction Ta est très remarquable par lutilité dont elle est dans la théorie des intégrales définies. Nous pensons qu’il est nécessaire de lui impo-
, ser un nom particulier, et nous proposons de prendre pour ce nom celui de la lettre grecque T. Nous appellerons donc en général gamma du nombre a, le produit de tous les nombres inférieurs à a, savoir, 1.2.3.... (a—1).
Lorsque a ne sera pas un nombre entier , le gamma du nombre a sera en général une transcendante, Mais nous verrons que ces trauscendantes ont beaucoup de propriétés, et qu’elles peuvent être évaluées dans tous les cas avec presqu’autant de facilité que les arcs de cercle et les logarithmes. Réciproquement le nombre & pourra être regardé comme Ja racine de la fonction Ta, et nous la désignerons de cette manière.
61. Revenons maintenant à l'intégrale définie /x”—‘dx (1— x)", que nous avons représentée par [p, g]. Cette intégrale est facile à déterminer lorsque l’un des deux nombres p et g est entier. Supposons que ce soit g, et faisons U= x’(1—zx)"", nous aurons par la différentiation ,
dU=(p+qg—1) 2 dx (1x) — (g —1) &'dx (1 — x).
Intégrant de part et d'autre depuis x=0 jusqu'à æ= 1, et observant que dans ces deux limites U est nul, puisqu'on suppose à la fois p> 0 et g > 1, Où aura
Ja ax (1x) = RE a dx (1x);
on aurait de la méme manière
far dx (1 — x) = fa dx (1x),
et ainsi successivement, jusqu’à ce qu’on parvienne à l'intégrale /x”'dx
$ * . * LA Li Li + qui, dans les limites données, se réduit à a Donc g étant un nombre en-
CHAPITRE VIH. 417 tier, on a généralement
av dx nn. g—1 — | q—l:Q—2...,.1 Sur f ph P+g—1ip+g—2... p+1°"p
Mais dans la même hypothèse on a, par l'équation (1),
Tg = 1.2.3.....9 —1, T(g+p) = (g+p—:i)(g+p—2)....prp;
donc la valeur de l’intégrale trouvée peut se mettre sous cette forme
es = PE LES Tprg [a dx (1 — x} =
On aurait trouvé le même résultat en supposant p entier et g un nombre quelconque, ce qui d’ailleurs se voit immédiatement en meltant 1 —x à la place de x.
62. L’équation précédente ne contenant plus de facteurs en nombre indéfini , acquiert une plus grande généralité, et ne suppose plus que lun des deux nombres p et q est entier ; car d’ailleurs chaque membre doit se réduire à une même fonction de p et q, laquelle est
1 g—1 1 q—1:./—2 1 __g—1.g—2.q—3 L t P 1 p+it 1.4 "p+2 1.2.3 dE" bee
Nous aurons donc, quels que soient p et g, l'équation
rpr LP, = pr
qui sert à exprimer généralement la fonction [p, g] au moyen des fonc-
tions T.
63. L’équation (3) simplifie considérablement la théorie des fonctions [p, g] puisqu'elle fait voir que ces fonctions, qui dépendent en général de deux variables, peuvent se déterminer par la fonction T qui n’en contient qu’une. Cette même équation, en établissant une relalion entre les fonctions {p, g] et les fonctions T, va donner les moyens de découvrir les propriétés des unes et des autres. Et d’abord on voit que dans la fonction CP, gl, les quantités p et 4 peuvent être échangées entre elles, puisqu’il en résulte toujours la même valeur de [p, g]. On a donc la for-
mule | Cr, 9) = (9, p] (4) On a ensuite, d’après l'équation (3),
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Cp, q] — T(p+9)?
et celles-ci étant multiphiées entre elles donnent
= TPTqtr " Pr +p =
Si l’on observe maintenant que dans le second membre de cette équation deux des lettres p, 4, r, peuvent être échangées entre elles à volonté, on en conclura cette nouvelle formule :
CP, 9] += Up, 1] {p+ng)= (gr (atrpl, O) laquelle contient une propriété fondamentale des fonctions [p, g].
Ces propriétés, au reste, s’accordent avec celles que nous avons démontrées dans les Chapitres I et Il, relativement à la fonction désignée par (?) ; mais elles ont dans notre nouvelle notation une plus grande généralité, puisqu'elles ne sout pas restreintes à la supposition que p et g soient des nombres entiers ou seulement rationnels.
64. L'intégrale [p, g] peut être déterminée exactement lorsque p+9= 1 ; en effet, considérons la formule
[a, 1—a) = fa dx (1x);
si l’on fait 1 —x=° , Ou = ——, l'intégrale aura pour transformée LL, laquelle devra être prise entre les limites 3=—0, :— œ. Or, Euler
# “+ . (Je F a prouvé que cette dernière intégrale = sin ax
; ainsi on aura généralement
Ed
[a, 1—a]) = sio as
Mais par l'équation (3) on a aussi
[ai —a]= ETC) = rar (1 — 4).
Donc entre les fonctions Ta, T (1 — a), on a cette équation très remarquable
TaT (i—a)= se : (6)
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c’est la seconde propriété générale des fonctions T. Si on fait a = :, il en résulte Ti= y7.
65. On voit par cette équation que les fonctions Ta, T (1 — a), placées symétriquement dans la première période, peuvent se déduire l’une de Pautre, puisque leur produit est toujours une quantité connue. Et parce que les racines 4, 1 — 4 sont complémens lune de l’autre, nous regarderons la fonction T(1 — 4) comme étant le complément de Ta, et réciproquement.
On a déjà remarqué que pour déterminer la fonction Ta dans toute son étendue, il suflit de connaître cette fonction dans la première période, depuis a = 0 jusqu’à a = 1, ou dans une autre période quelconque, comprise entre deux entiers consécutifs m, m = 1. En vertu de l'équation (6), il suffra de conmaître la fonction Te dans la moitié d’une périede, par exemple depuis a = 0 jusqu'à a = +, ou depuis a = À jusqu'à a= 1.
Dans la seconde période, les fonctions T(1 + a), T (2 — a), également éloignées des extrémités de la période , seront pareillement regardées comme complémens l’une de Vautre; et puisque d’après l'équation (1) on a T(i+a)=ara et T(a—a) = (1 — a) T(1— a), il s'ensuit que les deux fonctions T'(1 + a), T (2 — a) pourront se déduire l’une de l’autre par l’é-’ quation
a(1—4üä)# T(i+ a) T(2 — a) = C2, On trouverait de même, dans la troisième période , que les fonctions T (244) et T(3—4) se servent mutuellement de complément , et se déterminent l’une par Pautre.
66. Ces formules entre les fonctions complémentaires prendromt une forme plus élégante en les comptant du milieu de chaque période; alors on aura pour les périodes successives les équations
cos ax ?
TG a)T (EH a) = (5 — a), T'G—a)T (+ =(—4)(—#) —, <tc.
Si l’on fait a — 0 dans ces diverses équations, on aura les valeurs des fonctions qui se rapportent au milieu des périodes , savoir : Tin Va, Ti) = Var, Tin EI Va, Tim. y, etc.
Ces fonctions, et celles où a est un entier, sont les seules qu’on puisse dé-
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terminer exactement, sans employer de transcendantes plus composées que . les arcs de cercle et les logarithmes.
67. Si l’on cousidère les fonctions successives T + x 2; r 2. Tr — — J ;
dans lesquelles # est un nombre entier, il suflira de connaître les ==
. + . “ Ê Li] " premiers termes de cette suite , si # est impair , et les = — 1 premiers seule-
ment si z est pair. Les autres se détermineront par l’équation (6), à laquelle on joindra, dans le second cas, l'équation Ti = 7.
A l'égard des intégrales (°) qui, dans la notation d’Euler, répondent à une
même valeur de »#, elles s'expriment par les fonctions T', de la manière suivante :
rOrO O=;L! TC) () @=. rOrO (p+g—n)r (EI) la première devant être employée si l’on ap + q < n, et la seconde si l’on
ap-tqg>n.
Au moyen de ces deux formules et de l'équation (6), toutes les intégrales
(€) dans lesquelles les nombres p et g sont pris à volonté dans la série 1, 2,
3..,.n, pourront s'exprimer par les premiers termes de la suite r(?), r (©), —1!
r @} etc., savoir, par 2 termes si z est impair, et par =—1 si nest pair. 68. Comme on a =), on pourra toujours supposer que p n'est
pas > q ; alors les intégrales () qui répondent à une même valeur den, pour-
ront être disposées dans un ordre triangulaire, comme il suit :
ONONO
ONOHOEO) Le nombre de toutes ces fonctions est donc = (1 + n). Il faut déduire de ce
nombre, 1°. les z fonctions de la forme (2) , dont la valeur exacte est : :
2°. les fonctions de la forme _— dont la valeur est —=
nsin— t12
; le nombre de
. Ni I nn — 2 . ‘ ‘ celles-ci est —— où ——, selon que » est impair ou pair. Il restera donc ,
dans la série des intégrales Œ), un nombre de transcendantes égal à + (7— 1}, si nest impair, et à = (r — 2) si n est pair.
Dans le premier cas , un nombre 2 (#7 — 1}° de transcendantes (€) peuvent
. n — 1 ; ; 1 2 3 s'exprimer par les —— premiers termes de la suiteT +, T =, 7 =,etc.; dans
le second , un nombre = (n — 2) de transcendantes (©) peuvent s'exprimer par les = — 1 premiers termes de la même suite.
De là on voit qu’il peut être établi un grand nombre de comparaisons entre les transcendantes () qui répondent à une même valeur de #, et qu’elles peuvent toutes être exprimées par un petit nombre d’entre elles ; nombre
Fe ] ñn , . . .
— Ou; — 1, selon que » est impair ou pair. Mais ce nombre,
qui sera
dans le cas où # n’est pas premier, pourra être réduit ultérieurement par les autres propriétés de la fonction T , que nous démontrerons ci-après.
69. Considérons maintenant le cas où les deux nombres p et g sont égaux dans la fonction [p, g]; alors on aura
[a,a]=/fx"—" dx (1 — x},
Soit x = +(1 + y), la transformée sera 2% dy (1 — 7°}; et comme T. IL. 72
422 INTÉGRALES EULÉRIENNES, cette nouvelle intégrale doit être prise depuisy = — 1 jusqu'à 7 = 1, il revient au même de la prendre depuis y = 0 jusqu’à y = 1, et de doubler le résultat, On aura ainsi
fa, a 2" fi (eg Mettant x à la place de y*, ce qui ne change pas les limites , il viendra (a, a] = 2% fx % dm (i — x)", ou
[a, a] = 2". ER ä], formule qui s’accorde avec l’équation (r) du chap. LE. Mais, d’après l’équation (3) ci-dessus, on a
rar i rir mdr de res;
donc en substituant ces valeurs, l’équation précédente donne TaT(i+a) = 2 TI T(2a)= 21% mi. T(2a) : (9) c’est la troisième propriété générale des fonctions T. 70. Il ne sera pas inutile de faire voir comment on peut parvenir à ce résultat par une autre voie.
Considéfons pour cet effet la fonction 4{7), dont la valeur est
Un)= an + 2. 2h. tir fn
si l’on mét n + 1 à la place de 7, on aura
2h éie +6, an+8...fn44 Vu+:)= 8 » Donsorese an +1?
Ÿ(n+:) a fn+2.fn+4 = 4 Yn) 7 an4d2.anshpr TT Donc en général 4(7)=— A..4", À étant une constante qu'il faut détertniner dans un cas particulier. Or en faisant na = 1,on a A(n) = 4; donc A1; donc » étant un nombre entier quelconque, on aura anka.on+4.an +6..4n =
CHAPITRE VII. 425 (n+i)(nha)(n+5),..an = (an
1 3 5 ‘on: _r(n+;) NAS 7 LE
Divisant la première équation par la secoude, il vient an+2.2n + 4...fn __ rir(an +1) 1. 3...,..20—1 l(a+i)r(n+1)" Lorsque » est un nombre entier, le premier membre se réduit à «2%; ainsi dans ce même cas on aura | rir(anbi) Tr +1)r(n45) Cette équation ayant lieu lorsque x est un nombre entier à volonté; elle aura également lieu pour toute valeur de 7, puisque Ta est une fonction continue de 7. Si l’on fait ensuite 2=—=4a—+,0on retambera exactement sur l'équation (9). 71. Si l’on combine l’équation (9) avec la première des équations de J'art 52, on aura l'équation (») de l’art 66, dont .nous avons montré Pusage pour déterminer la fonction Ta dans toute l'étendue de la racine a, pourvu qu’on connaisse la valeur de cette fonction depuis a = # jusqu’à a= 1. On pourrait prendre également pour intervalle connu celui de 4a=0 à a, ou celui dea= 1 à 4%, comme on le verra ci-après.
72. Pour revenir maintenant aux réductions dont nous avons parlé dans l'article 68, il faut voir quel usage nous pourrons faire de l’équation (9).
Si 2 est impair, il n’y a pas lieu d'appliquer cette équation, parce qu’il en naîtrait de nouvelles transcendantes dans lesquelles les quantités a auraient , des valeurs fractionnaires dont le dénominateur serait 27, et qui ne seraient plus comprises dans la suite des trancendantes T ER ne COR
L2 Li LL]
Mais si # est pair, l’application de l'équation (9) aux valeurs successives
= _ a= 2, etc., permettra de réduire le nombre des transcendantes n—2
3 2, T£, etc., à 7 -0P 7 selon que 7 sera.de la forme 4i4-.2 qu 4i.
73. Toute la théorie des intégrales Eulériennes, tant de l’espèce () que
de l’espèce l'a, est comprise dans le petit nombre de formules que nous venons d'exposer, On en -pent déduire, sans exception, toutes les formules qu'Euler a données dans ses différens Mémoires sur. ces intégrales, et toutes
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celles que nous leur avons ajoutées, d’après l'équation (d' ) qui n’était pas connue de cet illustre auteur.
L'application de ces formules au cas de n==12 a été donnée avec détail dans l’art. 18. On y a fait voir que, dans la méthode d’Euler, cinq transcendantes A, A,, As, A4, As. sont nécessaires pour déterminer toutes les inté-
grales () ; elles suffisent aussi pour déterminer toutes les fonctions T3,
T£Æ...17%, ainsi qu'il résulte des formules des art. 50 et 5. Au moyen de l'équation (d'), ces cinq transcendantes ont été réduites à trois seulement , savoir, À,, A,, A,, ce qui s’accorde avec le résultat général
de l’art. précédent, qui donne? pour le nombre de transcendantes néces-
saire lorsque 7 est un multiple de 4.
Enfin, au moyen de diverses intégrations dont le résultat a été donné, art. 24, on est parvenu à déterminer exactement le rapport de À, à À,, ce qui réduit les trois transcendantes aux deux seules A,, A,. On peut donc réduire à deux seulement les fonctions T +, T &..,./2, de manière que ces deux fonctions étant connues , toutes les autres peuvent en être déduites.
Cette dernière réduction, qu’on n’avait obtenue que par des intégrations très compliquées, méritait une attention particulière; elle donnait lieu de croire que la théorie des fonctions F devait contenir d’autres formules propres à opérer leur réduction. Ces formules ont en eflet été découvertes par des recherches ultérieures, dont nous donnerons le résultat après nous être occupés des développemens en série qui servent à calculer les valeurs approchées des fonctions Ta.
CHAPITRE IX
Formules pour calculer la valeur aussi approchée qu'on voudra de la fonction Z= log rx.
74. S: on appelle P la somme log 1 +- log 2 +- log 3... log x, Euler a fait voir dans son calcul différentiel, page 465, que cette somme peut
CHAPITRE IX. 425 s'exprimer par la suite : | P= x Lit L(27x) — x + A sir + — — etc.,
A', B', C', etc., étant les nombres Bernoulliens. Soit donc e le nombre dont le logarithme est 1, et R un nombre tel qu’on ait A" B’ C BREST EGn ete on aura l'équation :
Le premier membre est la valeur de T(1+-x) lorsque x est un nombre entier; mais comme le second membre est une fonction continue de x,
on aura en général quelque soit x,
Tia) = (5) (amx'R, (11) telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas dbisrsiisies la valeur approchée de T(1-+x), et par conséquent, celle de Tx=— IT( 1x),
pourvu que x soit > 1.
75. La quantité R peut se développer suivant les puissances de 23 car on à
R= 1 + log R+ 3 lg" R+ 55 log* R + etc.; substituant donc la valeur
de log R, ainsi que celles des coefliciens A”, B', C’, etc., qui sont À =}, B'= 5, C=ZX, D'=, etc., on aura
: 1 139 51 Rmitoot afiax) — 3o(12z) 1ao{1azh Le
Dans cette suite, si on appelle M la partie qui contient les puissances paires de x, et N celle qui contient les puissances impaires, on aura M°—N'=y, M—N° En effet, comme toutes les puissances de x sont impaires dans log R, le changement du signe de x donnera log (M+-N)=—log (M—N), ou
log (M°— N°)= 0; donc M°— N°—1.
76. Il est à remarquer que la suite - 5 + pes — etc. , même en supposant x assez grand , n’est convergente que dans un certain nombre des premiers termes; car on sait que Îles nombres Bernoulliens dont les expressions sont fort irrégulières, croissent continuellement passé le troi-
de sorte qu’on pourra prendre indifféremment R=M+N ,ou R=
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sième terme, de manière que si T® et T+9 sont doux termes consécutifs se
des rangs n et z +1, le rapport 7 a pour limite - -. La suite qui ex-
prime log R sera donc convergente aie un assez gra a nombre des pre-
miers termes, si æ est de plusieurs unités; mais elle finira par être diver-
gente, et donnerait une valeur de log R d’autant plus fautive qu’on la
continuerait plus loin au-delà du terme où elle cesse d’être convergente. De là on voit que pour une valeur donnée de x, Le y a un terme qu'on
ne doit pas passer dans le calcul de la suite =— — = + etc., le terme
auquel il faudra s'arrêter est celui qui serait suivi d’un terme plus grand; alors l’approximation ne peut aller plus loiu , mais elle sera tout aussi étendue qu’on voudra, en prenant x suisamment grand.
Il en serait de même de la série R= 1 t— + ue mais
on) celle-ci n’est pas d’un usage aussi facile que la série — HT +77 + etc.,
dont la loi est manifeste et ne dépend que des nombres Bernoulliens, 77. On peut fixer 4 priori le nombre des termes après lequel cette dernière suite cesse d’être convergente; car en considérant les deux termes con-
sécüutifs Tr) Tée+ 1)
an ni nt + an + 2.97 + 1,x28#17 et les supposatt égaux, on aura
TCr+) an +2.2n +1
TO) on.an—1 x; mais plus # est grand, plus le premier membre approche de la limite an+2.an + 1 n— næ#x. Ainsi, en faisant x =5, on a n—15 ou 16, c’est-à-dire que la série cesse d’être convergente vers le 15** terme; si on faisait æ =10, la série cesserait d’être convergente vers le 31%* terme, et ainsi de suite.
(Eul. Calc. diff., pag. 429) ; donc on aura, à très peu près,
78. On peut en même temps avoir la mesure du degré d’approximation que l’on peut obtenir avec une valeur dounée de x. En effet, si on appelle Q le n°" terme de la suite égale à log'R, on aura
“et comme on a, à très peu prés,
CHAPITRE IX. ne To —_ 1.2.3. «..2n
on pourra faire
Cette valeur, au moyen de la formule (10), devient
À (== > di (2e) TA x (2x) et en mettant » au lieu de 7x, on en déduit aisément log Q = — 2n— } log (wa).
Soit, par exemple, x=5 et n=16, on aura log Q =—33.096. A ce logarithme hyperbolique répond le logarithme vulgaire — 14.75, de sorte qu'on a (= 107"4*7; c’est-à-dire, qu'au moyen des 16 premiers termes de la suite a. — + etc., on aura la valeur de log R approchée jus-
qu'a 15 décimales environ. Si on faisait x = 10, on pourrait avoir 29 ou 30 décimales exactes et ainsi de suite
79. Cette théorie est facile à vérifier, puisque, toutes les fois que x est un entier, la valeur de (1x) est exactement 1.2.3....2x, Soit par exemple x = 3, jl résulte des formules précédentes que la série égale à log R cessera d’être convergente après un nombre de termes 7= 9 ou 10, et que le nombre de décimales exact, obtenues par ces neuf ou dix termes, sera de 8 ou 9,
En effet, la vraie valeur de log R se déduit del’équation 6= Cy (6r}'R, laquelle donne log R= 0.02767 79256 66.
Cette même valeur déduite de Ja suite tog R = #2 — Fe + pe etc., se trouve en -calculant successivement les diflérens termes, comme il suit :
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Loos a s…ssssss. — 0.00010 28806 58 0.029767 48971 20
LPPPPEETELETES
0.02767 59337 67 6"... ... vs... _— 108 24 0.027067 79229 43 T'ossssossssrsse + 4o 21 0.02767 79269 64 Docs sasscsisn _" 20 59 0.02767 79249 05 D'oncosorossses + 13 91 0,02767 79262 96 10° ....s ss... au | 11 98 0.02767 79250 98 Tlaososcsaeoe …. + 12 B1
On voit que, conformément à la formule, la série cesse d’être convergente passé le 10° terme, et que la valeur de log R qui en est déduite, doit être comprise entre 0.02767 7926296 et 0.021767 79250 98; ce qui donne par un milieu
logR= 0.02767 79256 97, valeur exacte, presque jusqu’à la onzième décimale. Maïs , en continuant la suite plus loin, on s’éloignerait de plus en plus du vrai résultat.
Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le parti possible, pour les approximations , des suites demi-convergentes, c’est-àdire des suites qui sont convergentes dans les premiers termes, et qui deviennent ensuite divergentes.
80. Cherchons maintenant une formule qui donne le développement de
CHAPITRE IX. 429 log Tx, lorsqu'on suppose x plus petit que l’unité. Soit pour cet effet
cette dernière sue étant prolongée à l'infini. Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue de .. puisque sa valeur peut se développer ainsi (Calc. diff., page 443):
= logz + CHE — sn — Gu-hete.; (12)
cette formule donnera immédiatement la valeur approchée de M lorsque æ sera plus grand que l'unité, mais on en peut déduire aussi cette valeur lorsque x sera plus petit que l'unité. Car M(x) et M(x+ 1) désignant des fonctions semblables de x et de x 1, on a évidemment r M(x) = M(x-i) — ti
et l'application répétée de cette formule fera dépendre M(x), successivement de M(x<+ 1), de M(x+2), etc., c’est-à-dire en général d’une formule M(x'), où la variable x’ surpassera x de plusieurs unités, ce qui permettra de déterminer facilement M(x’) par la série précédente.
81. Cela posé, si x devient x + «, & étant plus petit que l'unité, les fonctions M(x) et N(x), deviendront M(x+w) et N(x+w); or, je dis que la somme M(x) + N (x) = M (x + 0) HN (x + w), . et que les deux sommes sont égales à une même constante C’.
En effet, si la suite qui a pour somme N(x), au lieu d’être prolongée à
: … st . , . ; I 7 Pinfini, était continuée seulement jusqu’au terme pe , étant un nom:
bre entier très grand , la somme M(x)-L N(x) et la somme M(x+ 0) de N(x+«) ne pourraient différer entre elles que d’une quantité moindre que 2 , puisque cette différence est celle qui a lieu lorsque w = x. Or, m étant très grand, la différence —}— est censée nulle; à plus forte raison le sera-t-elle, lorsque la suite N(x) sera prolongée à infini. On aura donc - -- L En M +N=C,;,, mais puisque la valeur de N est T. Il. 73
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Si on développe chacune de ces fonctions dans l'hypothèse que x est plus petit que l’unité, on aura
N = 1 + ++ get — 2fi+ikytptee) + x° (a + mtytat etc.) — etc.
La première partie 1 + £+ 542" etc, n’est autre chose que la constante C,; car la fonction M(x) est zéro lorsque + =—0; donc on aura
M = Six — Syx* + Six — Syxt Æ etc., ° (13)
S, représentant en général la somme des puissances réciproques, de degré », des nombres naturels.
82. Mais, d’après l'équation (1) dont le premier membre = xTx ,ona, en supposant x >1,
PRE me +T— gx + ete. : (14)
et dans la même hypothèse on a, suivant l'équation (12),
M log æ+C+ LE + pete, donc | | d logr | ie =—-—C+M, (15)
équation qui dait avoir lieu quel que soit æ, puisque M peut ètse regardée comme une fonction continue de x.
Substituant donc au lieu de M le développement de cette fonction donnée par l’équation (3) dans l’hypothèse de x < 1, on aura
DER 1 C+Sr— Sur Sgn ete, (16)
ce qui. donne en, intégrant
log Tr = — l0gx — Cx + E Seat — 2 Sas Sixt me etc. (17) On n’ajoute pas de constante, parce que xTx ou T(1x) se réduit à Vunité, lorsque x= 0.
CHAPITRE IX. | 431 Puisque T{1+x) = a4Tx, on déduira de la formule (17) log T(1+x)=—Cr+iS,xt— +Syxt eh 2 S,xf—etc., (18) et en changeant dans celle-ci le signe de x, on aura log Tr —x) = Cr +is,x + Set 18 at oc. (19) 83. Observons maintenant qu’en vertu des deux équations T(1+x)=a2Tx,
Tx T{i—x)=—, on a
T1 x) Ti—z)=
sin ax
Prenant les logarÿhmes des deux membres et substituant les valeuré données par les équations (18) et (19), on aura
log (Æ = )= Sax + à Sixt + 3 Sex° + etc.
C’est la formule connue qui, par sa différentielle, sert à déterminer les valeurs
Sir, Spam, St %°, etc.
On peut faire usage de cette formule pour rendre encore plus conver-
gentes les suites contenues dans les équations (18) et (19), en les mettant sous cette forme :
log T(1x)= + log -—— = Os log T(i1—x) = 2 log =— das + Ca ++ 3 Sat +3 SyX5 fn etc
sin zx
Ainsi on a des séries régulières et toujours convergentes pour calculer la valeur d’une fonction quelconque Ta; ellessupposent seulement qu’on connaît les valeurs des transcendantes $,, 8,8 $,, etc., qui représenitént les sommes des puissances réciproques, de même degré, des nombres naturels. Ces valeurs sgnt données jusqu’à la seizième puissance et avec seize décimales, dans le Calcul différentiel d’Euler, page 456 ; mais l'examen que nous avons fait de cette Table , nous y a fait découvrir quelques erreurs assez graves, et nous ayons été obligé de la calculer de nouveau; nous avons cru devoir en même temps la prolonger jusqu’à la 35° puissance, terme passé lequel
chaque fraction qui suit l’unité devient la moitié de la précédente. Voici cette nouvelle table corrigée.
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13 | 1.00012 27133 475785 | 50 | 1.00000 00009 313274 14 | 100006 12481 350587 | 51 | r.00000 00004 656629 15 | 1.000053 05882 363070 | 32 | 1.00000 00002 328312 16 | 1.00001 52822 594086 || 33 | 1.00000 oo001 164155 17 | 1.00000 76371 976379 | 34 | 1.00000 00000 582077 1.00000 38172 932650 | 35 | 1.00000 00000 291038
à 84. Au moyen de cette table on aura, pour calculer log T (1 +- x), l’une ou l’autre des formules :
ITitx)=— Cr + 5 Sert mn 5 Ssxt LS ixf —etc., IX) = (TE) C4 Sont — à Sox — etc.
: (22) sin rx
Lorsqu'il s’agit de calculer log Ta pour une valeur donnée de 4, on peut toujours réduire la question au cas où l’on a a = 1 + x, x étant ?, ou même < +. Les suites précédentes seront donc convergentes, et auront l’avantage de l’être dans toute leur étendue; de sorte que le degré d’approximation auquel on peut parvenir par ces suites, n’est limité que par celui qui a lieu dans les valeurs des transcendantes $,, S,, S,, etc.
La seconde formule est préférable à la première, comme contenant une suite plus convergente, Cependant lorsque x sera très petit, il vaudra mieux faire usage de la première, parce que la valeur de log sin #x , donnée par les tables, pourrait n’être pas suflisamment exacte. Or le moyen de suppléer
CHAPITRE IX. 433 aux tables serait de calculer log sin #x par la formule Lsio x = Lx) Sen 1 Sixt — 1 Sun — etc.,
ce qui revient à faire usage de la première des formules ci-dessus ; mais lorsque x est assez grand pour que les tables donnent sans difficulté la valeur de log sin 7x, il y aura un avantage marqué à se servir de la seconde formule. 85. On pourra simplifier encore assez notablement cette formule, en lui donnant la forme suivante :
= ! Die rrs log T(i+x)= blog — : log = | e (i—Chx—(5,— )E—(S—1)E — etc.
Enfin, pour convertir ces s logarithmes en logarithmes vulgaires, il faudra multiplier les termes algébriques par le module m; soit donc
m(1—C)=B, 7 (Ss—1)=B;, FR (Ss— 1)= B;, etc.
et la formule adaptée aux logarithmes vulgaires deviendra
IrG+ae Hi —H (26)
+ Bx — Byxt — Ba — B,x’ — etc.
Cette formule pourra servir à calculer log Ta jusqu’à 14 décimales, si on a des tables telles que la Trigonometria Britannica, qui donuent ce nombre
de décimales pour Z sin #x ; quant aux logarithmes de x et de - + , il Sera toujours facile de les avoir avec ce degré d’exactitude, ou un plus grand encore, par la table connue qui donne les logarithmes des 11 ou 1200 premiers nombres avec 20 décimales, et le supplément que nous y avons ajouté, Table V ci-dessus.
Pour obtenir le nombre de décimales dont il s’agit, il sera bon de calculer le terme Bx par la simple multiplication, afin d’éviter emploi des logarithmes à 14 décimales, pour lesquelles on n’a point de tables complètes, ou auxquelles on ne supplée que par des calculs plus longs que la multiplication. D'ailleurs, si l’on applique la formule à Ja construction d’une table, la multiplication dont il s’agit peut être entièrement évitée, puisque Chaque produit B (x = «) se forme du produit précédent Bx > auquel on ajoute la constante Be.
Quant aux autres termes B,x*, B;x*, etc. , ils se Eds par les tables
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ordinaires à 10 décimales, au moyen des logarithmes des coefliciens qu’on trouvera ci-après, art. 89.
Il ne faut pas perdre de vue qu’on peut toujours supposer x < + ou mème æ < 4. Dans le cas de x = +, le terme B,5x'* ne vaut pas trois unités décimales du onzième ordre ; dans le cas de æ = +, il n’en vaut pas une du quinzième. Au surplus , quand on est parvenu aux derniers termes de la formule, ces termes forment avec les suivans une progression à trés peu près géométrique ; de sorte qu’il est facile de tenir compte des termes qui restent à calculer.
86. La valeur de la constante C a été calculée par Euler ( Calcul différen-
tiel, page 144), au moyen de Ja suite harmonique 1 +- : + 3" .e +, dont la somme M (x) est donnée par la formule
M(a)=C+b+i + — ete, (25) A’, B', C’, etc., étant la suite des nombres Bernoulliens. Appliquant cette formule au cas de x = 10, on a, par la sommation effective, M= 2.928096 82539 68253 96825, etc., et par la sommation approchée,
valeur qui s'accorde, dans les 15 premières décimales, avec le résultat donné par Euler. | ,
La valeur de C peut se calculer aussi par l'équation (23), en faisant soit æ=1,s0itxr —; ; il en résulte ces deux expressions :
1—mC=;l2HE(Ss— ir) HE(Ss—i) H3(S,—1) +etc.,
pm Ca LE HS 1)3 3 (Sr) 3(S, — 1) etes; substituant les valeurs des quantités S,, S;, $,, etc., données par la table du n°. 83, on trouve
de là on tire
par la première expression C = 0.535721 56649 01532 85, et par la deuxième C=0.57721 56649 01532 861,
ce qui s'accorde aussi bien qu’il est possible avec la valeur déjà trôuvée , et on voit que celle-ci est-æxacte jusque dans la dix-huitième décimale. H suit de
la que les valeurs des transcendantes S, , Ss,5,, etc., contenues dans la table
CHAPITRE IX
citée , sont exactes, et qu'on peut kes employer avec confiance dans le calcul des quantités T..
87. Pour faire voir , par un exemple, l’usage de la formule (24), propesonsnous de déterminer le rninimum de la fonction Fa. Nous savons que ce minimum a lieu à peu près lorsque a = 1 .4616; nous allons donc chercher la valeur de log T (1x), en faisant x = 0.4616. Ce cas est l’un des moins . favorables pour la convergence des suïtes ; mais il pourra servir de type pour les calculs semblables où approximation s’obtiendra avec plus de facilité.
Ære. 049714 98726 9413 1+x... 0.106482 85343 4448 Les. 9:66426 58001 4768 1—-x... 9.735110 50512 1592 mx... 016141 56728 4181 Diff... 0.453372 84831 2856 a
sin æx... 9.099683 20907 2586 B,... 8.46613 67490 38 Diff... 0.16458 35821. 1595 x... 8.909279 74004 43 : a... 0.433572 54851 2856 6) 745893 41494 & Diff... 9.753086 00989 8739 B;... 7.530616 72144 ++. 986543 00494 9569 15,,, 8.321132 go0o7
CL Ds 5 57163 : 0 Tr Le 2° (2)... 5.823749 62151 .…. 9:95018 57 791 B,... 6.7r433 5161
(1)... 0.00287 69621 5818 a hr ont
(ahosscssooe 6 72196 4509 (3):.. 4.536419 5962 (3)...osso.e .. 23131 o721 B,... 5.98639 046 @ RELERELEELEE Pa A æ... 6.97839 220 Du 0 mg - (bee 20608 266 É RRTRRN ee 815 Bu... 5.29028 44 Pour les termes suivans...,,.. 39 æ'',.. 6.30692 38
Somme... 0.002094 65912 6265 (5)... 1.59720 82 A... 9-99018 57658 7318 p.... 4.612793 3 IT (1+x)=9.94723 91746 1053 x"... 5.63545 5 (6)... 0.24818 8
Bis. .« 3.094724
436 INTÉGRALES EULÉRIENNES, 88. Pour avoir le point précis du minimum , il faut, dut la ee don-
née æ = 0.4616, calculer les coeff ciens différentiels +, AR » gs » L'étant mis pour ÊT (1 + x).
Il conviendra, pour cet objet, de revenir à la première des équations (22). Cette équation, légérement modifiée et adaptée aux logarithmes vulgaires ,
donnera, en faisant toujours B, — = (S, — 1), les formules suivantes :
=— (1x) Bx pe Bert = Bas de Beat Bers + etc., = + B + aB,r — 3B;x* + {Biz — 5Bsxé etc.
= & ct 2B, — GB;x + 12B,x° — 20B;x° + etc. , SG) — 5B; + 12B,x — 30B;x* + etc., = GS + 4B, — 20B;x + etc.,
Au moyen de ces formules, on trouve, pour le cas dont il s’agit,
F = — 0.00001 35093 33, es = 0.42026 7079, dZ
nr = — 0. 38460 J,
Désignant ces trois coefliciens différentiels par — f, g, — h, respectivement, on aura
IT (x +r+o)=2— fo + ge — — œÿ,
Au point du minimum , la différentielle de cette quantité prise par rapport à © doit être nulle, ce qui donne pour déterminer « l'équation f — ge + : ho = 0. Et comme fest très petit par rapport à g et h, on en tire of (x - Ê), et le minimum cherché = 'Z — 1 ga" + 3 hu. |
Substituant les valeurs trouvées de f,g, k,onauraw=—0.00003 21451 105, et la correction qu’il faut appliquer à Z = — 0.00000 00002 1713. On peut donc fixer comme il suit le minimum de la fonction Ta, |
a = 1.46163 21451 105 log Ta = 9.947253 91743 9340.
CHAPITRE X
89. Pour faciliter l’usage des formules précédentes , on joint ici une table des valeurs des coefliciens B, et de leurs logarithmes, calculés jusqu’au quinzième terme, ce qui est plus que suffisant pour les applications où l’on n’a pas besoin de plus de 12 décimales exactes dans la valeur de log T (1 +).
B,. log B,.
.18361 29037 6840 | 9.263590 31988 6135 .14004 56532 118 | 9.14626 96335 7783 .02925 07326 917 | 8.46613 67490 379 .00893 81315 34 705124 67415 .00320 75040 58 7.50616 72144 .00125 53526 86 7.009875 88372 .00051 80064 42 6.714335 51608 .00022 13466 G2 6.354507 29774 .00009 69148 80 5.98639 04633 .00004 31938 49 5.635542 19056 0.00001 Qÿ5112 17 5.29028 43534 0.00000 89061 69 494969 09488 0.00000 40995 17 4.612735 27627 0.00000 18999 8a | 4 27874 91451 0.00000 08856 20 | 3. 04724 74888
CHAPITRE X
Recherches ultérieures sur les propriétés des Fonctions T.. 90. Coxsintrons la fonction @(x) exprimée par la suite infinie
er hisisti spi pe pes, T. IL. 74
438 INTÉGRALES EULÉRIENNES, dans laquelle nous supposons x << 1; si on développe cette quantité suivant les puissances de æ, et qu’on désigne, comme ci-dessus, par $, la somme des puissances réciproques du degré »#, des nombres naturels, on aura px) = Sex — Ssat pe Sas — Ssact jeté.
Mais par l'équation (18), on a
logT(1-+x)=— CrHiS,x—1?S, 2x Lis, xt etc; différenciant celle-ci et comparant le résultat à la valeur de g(x), on en tire
Qx)= C + AC HS); (26)
d’où l’on voit que la suite désignée par g(x) peut être sommée immédiatement, au moyen du coeflicient différentiel de la fonction log T{1+ x), _puisque d’ailleurs C est une constante connue (art. 86). Observons que la fonction (x) peut être mise sous la forme
1+x 2+x 3 3+x ns 4 +
alors on voit qu’elle est la différence de deux suites qui ont l’une et l’autre
une somme infinie, mais qui étant ainsi retranchées terme à terme, l’une de
l’autre, laissent pour reste une quantité finie. Cette quantité est d’ailleurs la
même qui a été désignée par C'—N, (art. 81), et elle représente par con-
séquent aussi la somme de la suite harmonique
91. Puisqu’on a généralement %Æ L 1 : L = dir(r+x GG) Gr) oem + CCS,
on trouvera, par des différentiations successives, les sommes de différentes séries, savoir :
F —- +a—— : a ddir(i+x) G+s) “ (+:) CES CEE Fay + etc. — { = à : 1 ï ï L: = Li d'Ir(i+x) (+) a+ (3 pe LS 7e mp + etc. = = 1 : t : + | Pi LE te L Er (r +x QG +} (a+) G+R TG Fa + etc. = — = )
CHAPITRE X
Et en général, si l’on désigne par N,(1 + x) la somune de la suite infinie
LI L 1 1 Gr a À GR À ga tetes on au
Lo +oe= en STE,
de sorte que les sommes de toutes ces suites se. déterminent par les coefliciens différentiels successifs de la fonction 2T(r + x); il faut seulement excepter le premier terme 4,(1 + x), d’où l’on a déduit tous les autres, et qui
dir(i + x)
ne se détermine par ———7—", qu'en ajoutant la constante infinie... HE 3H ete. | 92. Représentons par (4, r}" la somme de la suite infinie
av
1 1 1 RACE DCE 7 ENTER si lon fait a= ax, cette suite devient 1 1 1 Li = (+ rte “.).
Ainsi en faisant x = “, l’expression générale de la transcendante (a, n}* Fe ;
sera :
(a, = a V.(x) = RE Sont de”
On peut encore remarquer qu’en faisant QUE) = 1+ + meta
on aura en général ®,(x) + 4,(1 + x) = const. =5$,; donc \ (— 1} dir (1 + x) PE) er Se ef ne Sr C’est simplifier la théorie de ces diverses transcendantes, que de faire voir. qu’elles dépendent d’une mème fonction /T (1 +-x) et de ses coefliciens différentiels successifs, | 93. Considérons maintenant d’une manière particulière l’équation ddir(i+x)_ 1 dx* — (Gt+z)
que nous mettrons sous la forme
Li 1 Fa tor tr
LE
kdo INTÉGRALES EULÉRIENNES, dd lrx _: 1 1 1 CR NTE TON CE TAN CE 7 US (7) Cette formule est le principe d’où nous allons déduire de nouveaux théorèmes, qui serviront à perfectionner et même à compléter entièrement la théorie des fonctions T.
Soit pour abréger, f(x) la fonction qui forme le second membre de l’équation (27); si l’on met 2x à la place de x, on aura
LL handle ne ne UT SE ut f(2x) — # E TT (+ x} + G Fzy + GE te. ] = dans la suite renfermée en parenthèses, les termes de rang impair ont pour somme f(x), et les termes de rang pair ont pour somme f(i+-x). Ainsi
Li fa) = 2f{2) +1fG 4e):
or l’équation (12) donne f(x) — HR fG+zx)= ct hu A f{2x)=
ar Le. substituant ces valeurs, il vient
. déir(ax) _ ddirz | ddtf(! +5), dt dz* multipliant par dx et intégrant, on a
dir ( 22) _ dirx , dir(i de dx ss
Multipliant encore par dx et intégrant, il vient log T(2x) = log Tx + log T (Lx) Laxz Hé, ou, en passant des logarithmes aux nombres, TaT (x) = Aer T (2x), 11 reste à déterminet les deux constantes A, æ&, introduites par lintégra-
EG Le.
tion. Pour cela, soit æ infiniment pelit, on aura Tæ="et T(2æ)=—; donc A—2T} Soit ensuite x= 2, on aura Ae "= T1, donc “2; donc l'équation générale est TaT (x) = T(ax).a—ex Ti (28) Nous retombons ainsi sur l’équation (9) déjà démontrée de deux autres manières ; mais la même méthode va nous faire découvrir de nouvelles propriétés.
94. En appelant toujours f(x) le second membre de l'équation (27), si
CHAPITRE X. 441 lon met 5x à la place de x, on aura 1 L 1 ï 1 SEC + tort tarte]
La suite contenue dans le second membre se décompose en trois autres, savoir ,
1 1 1 TRES T GE + etc. = f(x), 1 1 1 , ces tosm tout te = JG4x), 1 l ! s .
rotor tors tes JG+2) donc on a | JSGx) = 5; U(x) are +SG +x)].
Remettant au lieu de f(x) sa valeur LE, et semblablement pour les autres termes, il vient dr Go dre 4 SRG, dre
dé dx Intégrant cette équation deux fois consécutives, on obtient pour résultat TaT (4 +x) T($ x) = T(3x).Ae—ex, Pour déterminer les deux constantes À et æ, soit, 1°. x infiniment petit, on aura A=GTITi—=
nn , ‘ o 1 x His = 2 V3; soit, 2°. x=3;3, on aura...
Ac ÿ*=TITi=4 A, et par conséquent “= 3°. Donc on a l’équation TaT (à ax)T(x)æ=am. 3" (3x): - (29)
c’est la quatrième propriété générale des fonctions T.
95. Si l’on considère semblablement la fonction f(5x), et qu’on décompose la suite qu’elle représente en cinq autres, provenant des termes comptés de cinq en cinq, à commencer par le 1°, le 2°, le 3°, le 4° et le 5°, on obtiendra l'équation
SGx)= fem) HSE + 2) HSE + 2) + + 2)], ce qui donne l'équation différentielle
5, ddl | pA au Go dre LE Ge Me) 4 SUR He) dir (+2)
442 INTÉGRALES EULÉRIENNES dont l'intégrale est TaT (+ x) TG z)T (Hz) T (+ x) =T(5x). Ace.
Pour déterminer les constantes À et &, on fera successivement x infiniment
petit et x ==, ce qui donnera
A=STSiT
iTiTé, « Ae S=rTiTi:TiT#—"!A; donc e* = 5% : ensuite on a par l'équation (5), rilée nn lili re ce qui donne À = _
— "= {7° /5. Donc enfin la fonction T satisfait | sin Esi in a+ encore à l’équation.
TaT (tx) (+2) T (x) T(x) = T(5x).(am) 557%: (50) c’est la cinquième propriété générale des fonctions T
06. Il est facile de voir qu’on peut généraliser ces résultats et les com prendre dans une même formule. En eflet,
n étant un entier quelconque , la valeur de f{nx) pourra se décomposer ainsi, J{nx)=
Le HG +) +/G+x)..
(— — | ni ir 5 z) |; il en résulte l'équation différentielle LI No 1 ddir (nx) _ ddlrx ddr (+ <) _. n + =) he. 7, Le — > —— vue.
dont l'intégrale fime est
TaT (+z) (+)... .T(2="
dx Ts
+x)=T(nx). Ae«x.
Pour déterminer les deux constantes À et æ&, faisons successivement x
infiniment peut et x = 7? ROuS aurons ces deux équations
PRET D D TS dc) # # nn L12 PES SEE A es " n 112
CHAPITRE X
la dernière donne immédiatement e* = »", Pour avoir la valeur de À, il
faut distinguer deux cas, selon que » esl pair ou impair.
7 = 2 n— 1 s TL
Soit, 1°. 2—2m, les fonclions T:, T=.. …" auront
un terme moyen Ti= ÿ#, et les termes également éloignés des extrêmes étant complémens l’un de l’autre, leur produit sera donné par l’équation (3); et on aura pour le produit total de ces fonctions,
mi | x x * x x :
T°. ee ne à 6 =u —— . =. 27 . 3 . MI . m . 27 . 3x . Mi | Sin — Sin — Sin — sin F SIN — 610 — Sin —,,,.S8In F à n n n n n ñn n
Mais en faisant 3 infiniment petit dans Ja formule qui termine l’art. 240, Introd. in An. inf., on trouve
. T . 9x - 3e + MI te sin sin sin —..0.. SN ——#—=2 ? Wn; Lo nm Le LL
ce qui donne, dans le premier cas,
rir2r.....r nn r tr
et par conséquent
A = (ar) * nÿ,
Soit, 2°. n= 2m" 1, il n’y aura point de terme moyen dans la suite 1 2 3 n— 1 T >; Le; T=.....r n étant toujours complémens l’un de l’autre, le produit de toutes ces fonctions
sera
; mais les termes également éloignés des extrêmes
Fa FT Fr Lu —— |, 0 —— , F . 2+ , mx D: . me Sin — sin — sin — SIN — Sin —,... SIN — n n n n n n
D'une autre part , la formule citée d’Euler donne, lorsque » est impair, 1=hR ,
. fe. 2 . 3e : mr ST
sin = Sin — sin—5.... sin — = 2 ? n°; nm nm Le
donc on a encore dans ce cas,
SC 1 —= - Tirire.... FT = (27) < ñ 2 et par conséquent,
F h à Le.
444 INTÉGRALES EULÉRIENNES, Donc, quel que soit le nombre eutier ñ, on aura généralement la formule
Txr (,+x) F (£ + x). Tr + x )=T(nx).(27) cu n°7". (31)
97. Cette formule très remarquable comprend comme eas particuliers, les formules (28), (29) et (30); elle en donnera tant d’autres qu’on voudra, en prenant pour # des valeurs en nombres entiers au-dessus de 5.
11 est bon néanmoins d’observer que les formules qui résultent de l’équation (3:), en premant pour #7 un nombre composé, ne sont que des conséquences de celles qui ont lieu en ne prenant pour » que des nombres premiers , et qu’ainsi 1l suffit de considérer ces dernières , en donnant à » les valeurs successives 2, 3,5, 7,11, etc. On obtiendra encore de cette manière une iufinité d'équations auxquelles les fonctions T doivent satisfaire, et qui donnent les moyens de multiplier à l'infini les comparaisons et les réductions dont ce genre de transcendantes est susceptible.
98. Nous observerons encore que dans les usages de la formule (31) et de
nn —1
toutes celles qui en dérivent, on peut se borner à faire x <;; car si l’on met
: + x à la place de x, la formule qui naît de cette substitution ne diffère
pas de la formule (31); de sorte qu'on n’obtiendra entre les fonctions T que les mêmes relations qui peuvent être obtenues en supposant
LL 4 =, | 99. Nous pouvons même aller plus loin, et démontrer qu’il suflira de faire x < _ parce que l'équation qui viendrait en supposant x= +0, ne différera pas essentiellement de celle que donne la supposition
2% En effet , si l'on fait successivement ces deux substitutions dans l’équation (31), on aura
r (£+s) r(£+2) r(2 +). . (+0) = (s + n0) GT n”,
1 3 5 fn : — multipliant ces deux équations entre elles, et observant que chaque fonc-
tion T dans une équation, trouve son complément dans l’autre, on aura pour le produit total cette équatiou ,
CHAPITRÉ X
x ï * (ar) FRTE SRE AP: “ER LE Ge nn ra RE À.
sin Œ + r.) sin (+ r.) (siu Pr 4e) sin (£ +ner) laquelle en faisant © + o7r=:, peut être mise sous cette forme,
SiD 23 == 2" sin Z sin (+3) sin (+ 2). à «sin (= 4 +5):
ñ c’est l'équation déjà citée de l’art. 240, Zntrod. in An. inf. De là on voit que les deux équations obtenues en faisant x => + ©,
T=——0,ne donnent qu’un seul et même résultat, et qu’ainsi dans l’application de l'équation (31), il suffira de faire x << _
On peut remarquer encore qu’en faisant & = 0, on a la formule
rirérs ....r2=:
2n nn on an = (27) : T3,
laquelle se déduirait aisément de la formule générale
nn — 1 n
=(27) Tu.
ln 3 Trrs=r=......Tr
100. Îl rie sera pas inutile de rassembler ici sous un même point de vue, toutes les équations qui contiennent les propriétés générales des fonctions T, Voici ces formules, accompagnées des lettres qui serviront dans la suite à les désigner.
(A) Tæ=1,2.3....(x— 1),
(B) T(i+zx)=arzx,
(C) Tar(r x) = |
(D) TaT (ir) = T(2x). (am) at 7%,
(E) TaT(i+ax)T (GS +x)=T(5x).(27) gx,
(F) TaT (be) D (2x) T (x) (x) =T (5x). (am) 557$,
(N) Tar (+z)r(+æ).er a )ær (ax). (27) ni,
Lo
Ces équations offrent une infinité de manières de comparer entre elles les fonctions T', et d’opérer toutes les réductions que leur nature comporte, On ci: À 75
446 INTÉGRALES EULÉRIENNES ,
peut démontrer, par exemple, qu'il suflit de connaître la ‘fonction T dans une petite partie de la première période, pour pouvoir détermiñer cette fonction dans tout le reste de la période. On peut aussi considérer parmi les fonctions Lx, celles qui se rapportent aux diverses valeurs rationnelles de x qui ont un même dénominateur, et se proposer de réduire toutes ces transcendantes au moindre nombre possible. De là naissent différens problèmes curieux qui jelteront un nouveau jour sur la nature des fonctions T , et sur lesquels nous allons donner quelques recherches.
An AAA
AA AAA AAA AA AL A A AO AA A
Où l'on prouve que les fonctions T peuvent étre déterminées dans toute l'étendue d'une période, pourvu qu'elles soient connues dans une petite partie de cette période.
o1. Nous nous proposerons d’abord de faire voir qu’au moyen de l’équation (D), il suffit de con naître la fonction Lx depuis x = 0 jusqu’à x =; ; pour pouvoir déterminer celle fonction dans tout le reste de la première période , depuis x = + jusqu’à æ = 1.
Comme il s’agit ici non d’effectuer la on: mais d’en démontrer la possibilité, nous ferons usage de quelques signes propres à abréger les calculs. Pour cet effet , désignons leg Tx par GR), ! les équations (C) et (D) pourront s’écrire ainsi,
@)+Q—x)= le,
sin FX (x) +G+x)—(2x)= + l(27) + — 2x) a.
Les seconds membres de ces équations étant des quantités connues lorsque x est donné , nous les représenterons par la lettre d, initiale du mot donnee , qui désignera également toute quantité composée de termes connus, Nos deux équations peuvent donc se représenter par la notation suivante,
(C) (x) + (i—x)=d, (D) (e)+@— 2) (ed
CHAPITRE XI 447 Cela posé, si dans l'équation (D) on fait x = + + æ, on aura G+a)+(G+e)—(G+2)=d Mais par l'équation (C) on a (+ a) =— (.— æ) + d, et par l'équation (D), (à + 2œ) = (4a) — (2œ) + d; donc Ge) = (G— 2) (fa) — (ae) + d Tant qu’on aura & < +, cette équation déterminera la fonction (x) ou (+ «)
par d’autres fonctions où x est moindre. Ainsi en donnant à æ toutes les va-
leurs depuis æ = 0 jusqu'à æ=—=-, on connaîtra la fonction (x) depuisx = jusqu’à x = +.
Par exemple, soit x=Z, ou 4 = ;}, on aura
(3) = (5) + (6) — (3 5) + d; ainsi la valeur de (Z ) est composée de quantités connues. Soit encore x = 2 ou & — " on aura
Dans le second a la Pas (4) n’est pas donnée immédiatement,
puisque (-# : est > } ; mais on aura sa valeur par la même formule, en faisant
a = # — re
= (88) + (4) —(&) + d; d’où l’on voit que (4) deviendra entièrement connu.
103. Lorsqu'on fait x — + ou & — - , la formule précédente ne détermine pas la fonction (+); mais alors les équations (C) et (D) donnent immédia-
tement G+G)=d, (3)+(6)—(G)=d; d’où l’on tire la valeur cherchée (=: (6) +d.
Connaissant la fonction (x) depuis x = 0 jusqu’à = ;, il reste à la déterminer depuis x=—} jusqu’à æ = 2. Or, par la combinaison des équations (C) et (D), on a la formule (i—a@)=(e) — (2) + d.
Si l’on donne à «& toutes les valeurs depuis æ=— 0 jusqu’à & = 3, le second membre sera connu; ainsi‘on aura là valeur de la fonction (x) ou ( — +), depuis x = ; jusqu'a x = à.
On peut donc déterminer la fonction Tx pour toute valeur de la racine x, pourvu qu’on connaisse cette fonction depuis x = 0 jusqu'à x = ;.
Ce problème revient à celui que nous avons résolu dans l’art. 53; mais la méthode précédente fait voir plus clairement la possibilité de la solution.
104. 1l ne serait pas difficile d’ailleurs d’obtenir les solutions effectives, en réalisant les quantités désignées par d; on trouverait alors les trois équations
(4 + a) = (4 — à) — (aa) + (4e) + (1 + 22) la + lsin (ÿ — a), 2()=(G)+itx— 3l2— lsin :7, (—a)=(a)— (au) + + 7 (1 — 2@) [2 — lcos ar.
La première servira à déterminer la fonction (x) depuis x = } jusqu’à x =}; la seconde déterminera la fonction ; ; et la troisième servira à déterminer la fonction (x), depuis x = ? jusqu'a æ= ;. Enfin, d’après ces données, l’équation (C) servira à déterminer la fonction (x), depuis x = ? jusqu’à x = 1.
105. Puisque l'emploi des équations (C) et (D) donne les moyens de réduire à À la partie de la première période où la fonction Tæ doit être connue, afin de déterminer cette fonction dans la période entière, on peut conjecturer de là que si à ces équations on joint l'équation (E), il sera possible de réduire ultérieurement à } (1 — ;) ou #, la partie de la période qui sert à déterminer tout le reste, C’est ce que nous allons vérifier par une analyse semblable à la précédente.
Supposons que la fonction (x) est connue depuis x = 0 jusqu'à x=+}; d’après l'équation (E) on aura
Ge) + (He) + (44e) (+3) d Mais l'équation (D) donne (i+aæ)=(2@)—(a)+d, (1452) = (6æ)—(3a) + d, ct l'équation (C) donne (+ &)=— (1— 4) + d; on a donc la formule G+a)=(é—a)+ (a) —(22)— (32) + (6e) + d.
Tant que Ga sera plus petit que ?+-æ, ou tant qu’on prendra & << +, cette équation donnera la valeur de (x) ou (5 +-æ) par des fonctions dont la racine est moindre. Ainsi on connaîtra la valeur de la fonction (x) depuis x= 3 jusqu'à x= 3%.
La formule précédente ne détermine pas la valeur de la fonction (+); mais par uue autre formule que nous donnerons ci-après (art. 116), on a
106. Il reste à déterminer la fonction (x) depuis x=+ jusqu'à x= 2.
CHAPITRE XI. 449 Pour cela, soit 4= :5+ 3, l'équation précédente deviendra GH63)= (+5) + (+52) + (2) — (Gi) — (2) +d.
Pour faire usage de cette formule, il faut.supposer connue la Da (+32) depuis 3= 0 jusqu’à 2%, « étant une quantité aussi petite qu’on voudra. Alors donnant à 3 toutes les valeurs depuis 3= 0 jusqu’à 2=—-£, on connaîtra la fonction (x) ou (+ + 6z), depuis x=+ jusqu'à x =#+. On peut aussi ne faire usage de la formule précédente que depuis = 0 jusqu’à 3=—;;, ce qui fera connaître la fonction (x) depuis æ=; jusqu’à T=Y. On déterminera ensuite cette fonction depuis + = } jusqu’à x=;, par la
formule G—sx)=(x)— (2x) + d.
Cette solution est fort simple, puisqu’elle est fondée sur une seule formule mise sous deux formes différentes; mais elle suppose qu’outre la partie de la période connue depuis x=0o jusqu’à æ—3, on connaît encore la partie comprise depuis x =? jusqu'a æ =} +44, & étant une quantité qui, à la vérité, peut être aussi pelite qu'on voudra, mais qui ne peut être tout-à-fait anéantie. Voici un autre moyen de résoudre le même problème, en supposant connues deux parties de la période non contiguës, mais telles que leur somme se réduit précisément à +.
107. Supposons la fonction (x) connue dans deux parties de la première période, savoir, depuis x=0 jusqu'à x =, et depuis x=-# jusqu’à æx= x: ces deux parties réunies font une somme égale à +; et pour déterminer la fonction (x) dans tout le reste de la période, il faudra exécuter les opérations suivantes:
1°. Par les formules (E) et (C), on a
(Ga)=(e) +(G+e)—(s—e)+d:
le second membre est connu depuis & = 0 jusqu’à & = ;;, ainsi on connaitra la fonction (x) depuis x =0 jusqu'à x=£.
2°. D’après les équations (C) et (D), on a
des _ )+ (+ + es + d:
le second membre est connu . æ — 0 jusqu’à æ== }; donc on connaîtra
la fonction (x) depuis x = 0 jusqu'à x — 33. | 3°, Mettant & — 1 à la place de « dans l'équation précédente, on en tire
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le second membre de celle-ci est connu Le Lun æ==0 jusqu'a &æ = ;; donc on connaîtra la fonction (æ) depuis x =# jusqu'à x = #.
Par ces trois premières opérations, la fonction (x) sera connue depuis x =0 jusqu'à += 7, et depuis æ = # jusqu'à x = 7%. Il faut maintenant remplir la lacune que laissent ces deux espaces, depuis x= ;% jusqu'à =, ou depuis x=?— 2 jusqu'a x = + +:#5."
4°. D’après l'équation (D), on a | (+2) H(Z +3) —(G+as)= d:
les termes (-Z+- 3), (2 25) peuvent être remplacés.par leurs complémens — (2), —(3— 22); ensuite par l'équation (D), le terme ( — 22) peut être remplacé par (?— 43) —(# — 22). On aura donc
G+3)+(G—4)= GR —:) + (25) + d.
Dans cette équation, le second membre sera toujours connu, pourvu que z positif ou négatif ne surpasse pas 2.
Cela posé, donnons à z toutes les valeurs depuis : = Fes jusquà s = #5; la fonction (2— 42) est connue dans cet intervalle ; ainsi on connaîtra la fonction (x) représentée par (}+4-2), depuis x=i+;i jus qu'à == $-H#+:#5. Donc l'intervalle où la fonction (x) reste inconnue ne s'étend plus que depuis & = 345 jusqu'à x = + 3.
Donnons maintenant à z des valeurs négatives, depuis :=—+.,5 jusqu'à 3= — #5; la fonction (£— 4z) sera connue dans cet intervalle, ainsi on connaîtra la fonction (+ 3) depuiss =— > jusqu'à 2= — 3; de
sorte que l'intervalle où la fonction (x) reste incofñnue se trouve de nouveau resserré entre L=+$— er et LE 5e
On continuera de procéder de la même manière, en attribuant à 3 des valeurs alternativement positives et négatives. Si l'intervalle inconnu s’étend d’abord depuis x= } —4 jusqu'à x = ? + {w, une première opération resserrera cet intervalle entre Les limites x=1—w, x = ;410 ; une seconde opération le resserrera encore entre les limites æ=+—+ et x; +30, et ainsi de suite. D'où l’on voit que l'intervalle inconnu finira par s’anéantic dans la limite x = ?; et en ce point on aura , toujours d’après la même formule,
5°. La valeur de la fonction (x) étant connue depuis + =0 jusqu’à æ= , pour la trouver depuis = Z jusqu'à x = +, on fera usage de la
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formule : ff Ou 2 (— x)= (x) — (2x) + d.
108. On voit donc qu'il est possible de déterminer la valeur de la fone-
tion Tæ, dans toute l’étendue de la première période, et de là pour toute
valeur de x, pourvu qu’on connaisse celle fonction dans une partie assez petite de cette période.
La partie qu’il faut connaître est +, quand on ne fail usage quë de l’équaz tion (C); elle se réduit à +, lorsqu'on fait usage des deux équations (C) et (D), et elle se réduit de nôuvean à +, lorsqu'on fait usage des trois équations (C), (D),.(£). Elle se réduirait ultérieurement en faisant usage de équation (F) et des suivantes ; mais là proportion de cette réduction et la distribution des parties qui conduisent à la plus grande réduction, pourraient faire l'objet d’un genre ‘de’ recherches analyliques qu’il ne nous paraft pas nécessaire de continuer plus loni. Nous nous Contenteroñs de rémarquer que les fonctions T se‘ rapprothent, ‘par ces propriétés, des’ fonctions circulaires, logarithmiques et même elliptiques, qu'il suffit de connaître dans un intervalle aussi petit qu'on voudra, pour pouvoir les déterminer dans toute leur étendue.
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Formules pour réduire au moindre nombre possible les trans-
+ : 3 — cendantes contenues dans la suiteT =, T =, F5... =2, n
étant un nombre entier donné.
mp … 0 = n mn 4 "| 4
109. S: n est un nombre premier, on ne pourra faire‘üsage que de l’équation des complémens (C), et les transcendantes dont il s’agit ne pourront être réduites à un nombre moindre.que £(#—41). Mais si 2æst un nombre composé, chaque facteur premier de # donnera lieu à l’application de celle des équations (D}, (E), (F), ete.; qui est relative à ce facteur, et il en
résultera des réductions d’autant plus multipliées, que # aura plus de facteurs simples.
Si n est divisible par 2, on pourra appliquer l'équation (D), dans laquelle on fera successivement x = 2, x= 2, æ— î, elc., jusqu’à x = n ce
qui donnera autant d'équations de condition entre les fonctions T = a . : 73 — 1
r esse € . On se borne à chercher des relations entre ces fonc=
_ + La n—1!
tions , parce que les suivantes, jusqu’à T
— , se déduisent de celles-a
par l’équation (C), excepté T +, dont la valeur est connue. Si # est divisible par 5, on fera l'application de l'équation (E), en don-
nant à x les valeurs successives mo mo 2... jusqu'à à exclusivement, ce
qui donnera de nouvelles équations de condition.
On fera un semblable usage de l’équation (E), si # est divisible par 5 ; de l'équation (F), si z est divisible par 7, et ainsi de suite.
On aura de cette manière toutes les équations de condition qui servi-
L] # + e « 1 ront à réduire au moindre nombre possible les transcendantes T =,
r + “vés T — = ,et qui feront connaître en même temps celles de cés
fonctions qui sont nécessaires pour exprimer toutes les autres.
110. Considérons pour premier exemple le cas de 7=12, et désignons, pour abréger, log T () par ZÆ; la question est de réduire au moindre nombre possible les transcendantes Z1, Z2, Z3, Z4, Z5; et pour cela nous aurons à faire l'application des équations (D) et (E), puisque # a pour facteurs premiers 2 et 3.
Les valeurs à substituer dans l'équation (D) se réduisent à deux seulement,æ=;%;, æ=-%, parce qu'on doit supposer x < +; il en résulte les deux équations de condition
Zi + Z7 — 12 = ilr + à la,
La + 78 — L4 = Er + #2.
Au lieu de Z7 et Z8, il faut introduire les complémens Z5 et Z4, ce qui se fera par l'équation (C), qui donne, en faisant 7 =,
25 + 27 = lle + al2 + L sin ©,
L4 +18 Em + ln — Hi.
CHAPITRE XII. 453 Cette substitution donnera 25 = Zi — Za + + Ir + Zla + lsin w, Z4 = + 172 + : Li + ila 15.
L’équation (D) ayant fourni deux équations de condition, on voit que
les cinq transcendantes dont il s’agit se réduisent à trois, qui sont Z1, Z2, Z3 ; et cette solution est dans le fond la même que celle de Part. 18, où
l’on n’a fait usage que des équations qui, pour les fonctions ® > répon-
dent aux deux équations (C) et (D) relatives aux fonctions T. Mais l’application de l'équation (E), due au facteur premier 3, fournira encore une nouvelle réduction.
Puisqu’on doit prendre æ <£, on n’aura à substituer dans l'équation (£) que la seule valeur x = -;, ce qui donnera l’équation de condition
Zi + 25 + Zo — 23 = War) + 5iB; mais par l’équation (C) on a Z3 + Zo = = + 3h; donc Zi + Z5 — 275 = ila+in
Substituant dans celle-ci la valeur de Z5 exprimée par Z1 et Z2, il viendra 235 = Zi — Pa + sm + ila — 505 + ilsinw,
d’où l’on voit que les deux transcendantes Z1, Z2 suflisent pour déterminer .
toutes les autres: c’est le dernier terme des réductions qui peuvent avoir
lieu entre les diverses transcendantes désignées par T —.
111. Nous avions déjà atteint ce terme dans l’art. 24; mais nous n’y étions parvenu qu’à l’aide de diverses intégrations fort compliquées. En vertu de ces intégrations, on a déterminé le rapport des deux quantités M,, M,, comme il suit : Es
if = 25 35 005 © — +.
de: par la formule du n° 47,on a
M=()= DE
donc
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égalant les deux valeurs de Le on pourra déterminer F-Æ par le moyen des
deux transcendantes T5, l', et'on obtiendra ainsi, dans la notation précédente,
25 = Zi — 279 + Er Lila — 50 + Llsne, valeur qui s'accorde entièrement avec celle qu’on a déduite de l'équation (E).
Ainsi le résultat qui avait été trouvé presque fortuitement par des intégrations très difficiles, est donné immédiatement par l'équation (E). En général, il paraît que les seules réductions qui peuvent avoir lieu entre les fonctions T', sont celles que donnent les équations (C), (D), (E)et les suivantes, lorsque l'application peut en être faite, à raison des nombres premiers qui sont diviseurs de n. Ces équations ent d’ailleurs l'avantage de conduire aux réduolions par la voie la plus simple et la plus courte, comme on vient d’en voir un exemple; elles paraissent donc ne rien laisser à désirer sur la théorie des fonctions T..
112. Dans l’exemple dont nous venons de développer la solution, le calcul nous a conduits à prendre Z1 et Z2 pour les termes avec lesquels on devait exprimer tous les autres. Mais Z 1 et Z2 étant relatiB aux fonctions F+., T2, il peut paraître plus simple de prendre pour termes de comparaison les fonctions T5 et T+. Dans cette hypothèse, il faudra exprimer Z1,, Z2 et Z5 par le moyen de Z3 et Z4. C’est ce qu’on peut faire facilement, au moyen des formules précédentes, et voici le résultat du calcul dans lequel nous
comprenons toutes les valeurs de log T £, excepté log T3. 1 : 1 1 : 3 11. #
M£ = a 3 — Sr — ja + LB,
I 1 Li LI I . F :- ET. 1 n + 1 Ty.
LE = — Ni + br + la — 215,
ME =—-KN;+ir +; me — aTi + ir +$la 15,
11 I 1 3. SE 3 Le
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113. On a trouvé dans Part, 20,(2) = É" (sin 45°) = B; or par la formule (é) du n° 47, la transcendante () qui suppose n=4, est équivalente à nee Donc FE = 4By7.
De même, au moyen de la transcendanie ( dont la valeur est donnée
dans l’art. 19, pour le cas de n= 3%, on trouvera li= FL 373 Cr;C désignant comme dans l’art. 24 la fonction F' (sin 15°). Mais par la théorie des fonctions elliptiques, on trouve les logarithmes vulgaires de B et C, comme il suit :
Jog B = 0.26812 72224 1192, log C = 0.20361 53657 1262.
£ De là résultent les valeurs des transcendantes log T ci et logT (: nu TT L
comme on les voit dans le tableau suivant, qui pourra être fort utile dans diverses recherches d'analyse,
EC s T3 +.
+ À + FA Eu Ts +
114. On a trouvé encore (n° 22) pour le cas-de #= 8, la fonction () = 2'Fe(tang 3)= xD, en faisant F* (tang 2)=D; mais la fonction(?)=5rt ;
donc (T5) = 8.2:DT:. Nous connaissons déjà let gous'ayone troavé (664). PUR
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log T5 = 0.87702 22493 3974. | Cette valeur fait connaître celle de T£ par l'équation T==T3. 0%), puis
de là résulte
celles des complémens T'Y et T'&, par les équations Ti T? = TEE TiTi=
FI Enfin l'application de la formule T(1--a}—a Ta, fera connaître les :
valeurs de (143), (143); T(1 + 5), (1 + 2), et du tout on formera le tableau additionnel qui suit :
a. log ra. log r (14 a).
4 @jur Jus je
115. Après avoir développé fort au long le cas de n=—12, et celui de n=8, nous prendrons encore pour exemple quelques autres valeurs de n; mais ne voulant point entrer dans le détail des solutions effectives, nous nous contenterons d’en démontrer la possibilité, et à cet effet nous ferons usage des mêmes signes d’abréviation que ci-dessus.
Soit d’abord x = 24, et soit désignée par (x) la quantité log T D: on connaît déjà, par le cas de n—12, les réductions qui ont lieu entre les termes de rang pair (2), (4), (6), (8), (10), puisqu’en général l'expression: (24) désigne IT G: qui est la même chose que /F (2). Ainsi en apphquant les résultats trouvés dans le cas de 2=— 12, on aura entre les cinq transcendantes dont il s’agit, ces trois équations :
(6) = (2) —1(4) + d, 7 (8) =3(4) + d, K Go)= (2) — (4) + d. | Pour Ghtenir d’autres réductions, on fera d’abord dans l'équation (D) les
substitutions #2, æ= 2, x==-$, ce qui donnera
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Mettant dans ces équations , au lieu des termes (13), (15), (17), leurs complémens —(1r), —(9), —(7), on en tirera
au=()—() +d,
Ces équations font voir que sur les six transcendantes (r), (3), (5), (7), (o), (x1), il suffit d’en connaître trois.
Mais de plus, l'équation (E) fournira de nouvelles réductions, en y sub-
situant les valeurs x = ;}, x — 2, toutes deux plus pelites que 4; cette substitution donne deux équations qui, au moyen des termes complémen-
taires, deviennent G)+@ —(D—(%=d, (3) + (11) — (5) — (9) = d.
Celles-ci, en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à une seule, qui
donne | G) = (1) — (2) + (6) + d.
Cela posé, on voit que les deux transcendantes (1) et (3) de numéro impair,
et les deux @); (4) de numéro pair, suflisent pour déterminer toutes les autres, puisqu'on a les valeurs suivantes :
G) = (1) —1(4) + à, G) = (G)—.() +3(4) + d, GO) = (3) — (2) +3(4) + d Gi}=()— G)+ 4.
srl dans le cas de 7 — 24, les quatre transcendantes T£,T2£, TX, T suffisent pour déterminer toutes celles qui sont comprises dans la mème série, jusqu'à F 33.
116. Considérons enfin le cas de n = 60, et proposons-nous de trouver combien il faut de termes de la suite T4, T5... V5? pour déterminer tous les autres , et quels . ces termes.
Désignant toujours log Te Gs Par (k), on. pote d'abord NET les ter-
mes où # est un multiple de 5 , et appliquer à ces termes les formulés trous vées pour le cas de = 12, ce qui donnera
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(18): (5) —4 (ro) + d,
(a5)==- (5) = (10) + d Ainsi les deux termes (5).et (ro}sufllsent pour déterminer-toutes bee ta transcendantes (4), dans lesquelles k est un multiple de 5: :
Si l’on considère séparément les termes où # est pair, on aura, par l’ap-
plication des équations (D)'et {C) , les relations-suivantes :
On trouvera ensuite, au moyen des équations (E) et (C),
Ces quatre équations, combinées avec les six qui précèdent, offrent deux coïncidences , et ne déterminent que huit quantités, savoir : (28) = (2) — (4) + d, (26) = (2) — (6) + d, (24) = (6) — (12}+e d; (22) =2(12}= (2) +-d, (18) =2(12)— (6) + d, (16) = (4) + (6) — a (12) +:
, 1. (4) = (2) + (6) — 2(12) + d, (8) = (6) + (4) — (2) + d; d’où l’on voit que les quatre quantités (2), (4), (6), (12) suflisent pour déterminer tous les termes (£), dans lesquels # est'pair el’rron divisible par 5! : Enfin l'application des équations (F) et (C) donne (2) + (14) + (26) — (22) — (10) — (10) = d, (4) + (16) + (28) — (20) — (8) — (20) = d, et''oe8 deux-ci.se réduisent à une seule, savoir : (2) = (2) — 4 (10) + 45
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d’où il suit que tous les termes (4) où k.est pair, pourront s'exprimer au re des quantités (2), (4), (6), (ro).
137. Venons maintenant aux quantités où k est impair. On aura, par l'application des équations (D) et (C), ges six conditions : _ Eÿ=(r)—(2)+ 4, CT GD= (5) — (6) +4, (1) = (9) — G8) + d, (17) = (15) — (26) + d.
Ensuite les équations (E) et (C) en fourniront quatre , savoir : () + (1) — (9) — (5) = d, (3) + (23) — (179 — (9) = 4, (7) + (27) — (55) — ar) = d, (9) + (29) — (11) — (27) = d.
Mais ces quatre conditions se réduisent aux deux suivantes :
(tr) =) + (9) — (2) — (3) + (6) + d, (3) = (3) + (7) — (9) + 2(2) — 2(6) — (re) + d.
Enfin l’équation (F) donnera deux conditions qui, en vertu des relations déjà trouvées, se réduisent à uneiseule, savoir:
De là on voit qu'aveciles quatre données impaires (1), (3), (5) , (7), jointes aux quatre données paires:(2), (4), (6), (10), on pourra achever de déterminer toutes les transcendantes désignées par (*). On aura .en effet, pour les termes:impairs., ces Ex pressions :
Gr) = (1) — + (10) + d,
(ar) = (5) — (2) #5 (10) + à,
2 (5) (1) + (2) — (6) — (10) + à, (5) æ= (5)— (10) + d, 279 = (5) — (6) + d, | U9) = (1) —(2) + de
Quant aux termes où # est pair, nous avons donné ci-dessus leur expression, où il ne reste plus à substituer que la valeur (12) —={(2) —+ (10) + d.
118. Remarquons que le nombre des transcendantes nécessaires pour déterminer toutes les autres, étant nommé N, on aura
pourn= 12, N=2=2(i—r (13), pour n= 24, N=4=— #4 (11) (1—5), pour x = 60, N = 8 — Ee (12) (15) (1 —à).
Dans cette formation du nombre N, le facteur à est dà à l'équation (C), le facteur (1 — +) à l’équation (D), le Goteuc (1 — 2) à Péquation (E), et le facteur (1 — +) à lésion €F).
En général, si æ, 6 , y, etc., sont les nombres premiers inégaux qui divisent N, on aura
nombre qui exprime combien il y a de nombres premiers à # et moindres que + 7.
Cette loi a été vérifiée dans plusieurs autres exemples, et il y a lieu de croire qu’elle est vraie en général; d’où il suit qu’étant donné un nombre quelconque #, on peut ARR SN RES combien il faut
de termes de la suite T =, T°, T° autres. |
Ainsi si l’on voulait construire avec le moins de données possible, une table des fonctions T'a pour toutes les valeurs de 4, de millième en millième, depuis & — 0.001 jusqu'à 4= 1.000, on pourrait le faire. en supposant connu un nombre de termes de cette suite= 500.+.*:= 200. Si au lieu de donner aux valeurs successives de a, le dénominateur commun 1000, on leur donnait le dénominateur 1050, qui a pour. facteurs À oi 2; 3,5, 7, le nombre des termes nécessaires serait “5° .1,3.4.6$= 120. Ainsi il ne faudrait que 120 termes pour en déterminer algébriquement 1050, et la Table ne serait guère moins facile à interpoler que dans l’autre cas.
, pour déterminer tous les
119. On sait de cette manière combien il-faut de transcendantes pour déterminer toules les autres; mais il-n’est pas aussi facile de prévoir quelles sont, pour chaque valeur de #7, ces transcendantes. Dans le cas de 7=—60, on aurait pu penser que ces quantités, dont le nombre est fixé à huit, pouvaient être les huit premiers termes de la suite T&, T&E,T2,etc.;
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mais le calcul a fait voir que la fonction T -Æ doit être exclue comme étant déterminée par les précédentes, au moyen de l’équation(8}=(6}4-(4)}—(2}+4. Cette circonstance a forcé de prendre pour huitième terme la fonction T 32. Au reste, le problème qu’on a résolu par les huit fonctions mentionnées, pourrait l’être de beaucoup d’autres manières, c’est-à-dire qu'une ou plusieurs de ces fonctions pourraient être remplacées par d’autres en nombre égal; ce qui ferait toujours huit transcendantes par lesquelles on déterminerait toutes les autres.
120. Nous remarquerons encore que les équations que nous avons trouvées pour les cas den —12, n=— 24, n=60, et toutes celles qu’on trouverait de même pour d’autres valeurs de n, sont autant de théorèmes qui établissent des réductions plus ou moins remarquables entre les fonctions T.
Par exemple, l'équation (12) = (2) — : (10) + d, obtenue dans le cas de n —60, est l’expression abrégée de ce théorème
Ti=T3zs-(Té)*P, P étant une fonction donnée de # et de quantités algébriques. Il est même facile de voir, & priori, de quelle mamière + doit entrer dans cette fonction.
En effet, si dans les équations (C), (D), (E), etc., on fait Tx= 7 Q{x), ® étant une nouvelle fonction, on trouvera que # disparaît entièrement de ces équations, de sorte que la quantité 7*—* Tx devra être indépendante de # dans tous les résultats qu’on tirera de ces équations.
Dans l'exemple précédent on a # — 52 :.5 = }; donc
ri=T(Ts) "7, Q étant une fonction purement algébrique qui ne doit plus contenir +. Pour trouver cette fonction algébrique, il faudrait développer tout au : long les équations qui ont conduit à l’expression abrégée (12) = (2)— 1(10)+ d, comme nous l’avons fait dans le cas de n = 12.
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CHAPITRE XIII
Propriétés générales des Coëfficiens différentiels de la fonction log Fx.
a1. D'arnès le théorème de l’art. 29, si lon fait fard (a =v, [ECO ET
on aura ZV dog V
To = —T.
| se rpr
Mais par l'équation (3) on a V = ES ou log V==iT pit g it (pq) donc
dir (p+q) _ dirp __ T = [ES
dE 1x
Mettaut 7 au lieu de p +, on aura l’équation dlogrr dlog rp dx xx
à laquelle on peut donner aussi la forme d'logr(r+ 7) _æhgft LD = [EI .
dr de dp ES 1%
- l'intégrale du second membre est prise à l'ordinaire entre les limites x = 0, x= 1..-
Soit po et ra, le coellicient différentiel RD se ré
duira — C d’après la formule (18); ainsi on aura
ÆC+e = C0 + [RS : (33)
c’est l'expression du premier coeflicient différentiel de la fonction logT(1+ a).
Ce coeflicient pourra se déterminer exactement lorsque a sera un nombre rationnel, puisque sa valeur est composée de la constante connue — C et
CHAPITRE XIN. ” 463 d’une intégrale définie qui ne dépend que des arcs de cercle et des loga-
rithmes.
Soit alors a = —, et soit x" , On aura
G—x ce. ny"_'dy G—y") ni dy pr 1—x 1—7" Y 1—3"" Cette dernière intégrale étant désignée par B,,, on aura (12) dx
n == ms s— nB,.; par conséquent pour toute valeur rationnelle «= — le coeflicient diffé tie] 2ECHS + a)
aura pour expression | dir(G+a) a) 1 — dm — C + É nB,, ce qui donne aussi
Quant à la valeur de B,,, on trouve par les formules connues que son
+ L4 LA ® LÉ expression générale est, en faisant w — =.
B.— & cot ma = log n—° cos 210 log (2sin &)—°cos4malog(asinaw)—etc.,
le dernier terme devant être — 2 cos (7 — 1 }me log (2 sin — : &) : sir est impair, et — : cos m7 log 2, si n est pair ; mais il faut observer que cette valeur suppose m <<n. Dans le cas contraire, il faudrait séparer de la différentielle s IF, la partie entière qu’elle contient, et l’intégrer dans les limites y = 0, y = 1. Le reste de cette différentielle représenté par æ. IT ZE , aurait pour imtégrale la quantité B,.
La même opération peut être faite d’une autre manière, en diminuant successivement Ja valeur de a jusqu’à ce qu’elle devienne plus petite que l'unité. On a pour cet effet les formules T( 1-+a)æ aa, T(a+a)= (1 +a)aTa, etc., d’où l’on tire
dir(ri +a ae r LICE ” a) :.
dir (2 + a) ., 3 , dÎra —p— LS Le -
etc.
464 ‘ INTÉGRALES EULÉRIENNES, 123. Si on désigne par @(a) la somme de la suite harmonique... . 1+ tata on aura par l’art. 82, . 1 , dloga _ d log r'(1 + a)
La fonction @ (a) sera donc aussi exprimée par lintégrale définie
e)= [OI > (34)
* Cette expression se vérifie immédiatement lorsque a est un nombre entier. En effet, dans ce cas on aura
IE dr = (ira... patr)de,
= et l’intégrale de ce polynome, prise depuis x —0 jusqu'à æ= 1, donne la suite 1 Hits += désignée par @(a).
Ce résultat étendu à toutes les valeurs de a, en vertu de la continuité de la fonction @(a), aurait suffi pour donner l’expression de @ (a) en intégrale définie, et de là celle du coefficient différentiel Es, qu’on aurait trouvée ainsi sans le secours du théorème de Part. 29.
124. Il résulte de la formule précédente que, toutes les fois que le nombre a sera rationnel, la somme @(a) de la série harmonique pourra être exprimée par le moyen des arcs de cercle et des logarithmes, ce qui est un théorème assez remarquable.
Pour avoir la valeur effective de @ (a) dans le cas dont il s’agit, on observera d’abord que par la nature de cette fonction, on a
d’où il suit que la détermination de la fonction @(a) se réduira tou-
jours à celle d’une pareille fonction dans laquelle & sera plus petit que l'unité.
Soit alors, a=T, m étant << n, et on aura, comme ci-dessus, P(a)=:—2B.
Les cas les plus simples peuvent être calculés directement par le moyen de l’intégrale définie. Ainsi on trouve
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P(D=2-2/ Lab, e()=s-s fes im, = PE 4 — sn
Lorsque & est infiniment petit, on aura
dxl = — x") dx x p(x) = [NS 7. N'LRRe
Cette valeur se déduirait aussi de la formule
dp __ ddlogr(r+ a) ET -é.
dont le second membre se réduit à S, ou F lorsque a = 0 (art. 18).
La fonction @ (a) décroit donc continuellement depuis 4= 1 jusqu’à a=o; elle est égale à 1 dans la première limite, et à zéro dans la seconde.
Nous remarquerons qu’Euler a donné la valeur de @(4) dans son Calcul différentiel, page 814, mais d’après une suite infinie qu’il ne somme que dans ce cas particulier.
125. Si l’on différencie logarithmiquement les équations (C), (D), (E), etc., on aura diverses relations entre les coefficiens différentiels de même ordre de la fonction T' (x). Et d’abord l'équation (C) donne
dire _ diT(i—a) _ A da) = —7cotar. (35)
Q “ Q Pr 4 . dl — LA * Ainsi le coefficient différentiel Es peut se déduire du coefficient
différentiel ee, que nous regardons comme son complément.
Cette équation fait connaître la différence de deux coefficiens qui sont complémens l’un de l’autre, et elle a avantage de donner cette différence pour toute valeur de a rationnelle ou irrationnelle.
L’équation (32) donnerait pour la même différence, cette valeur
dira _dr(t—a) _ fds #9 de dia) J = 1x ?
donc on a dx gs x 1—53
=# coter, (36)
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formule qui a lieu pour toute valeur de a, et qu'il est aisé de vénifer lorsque a est rationnel. Cette formule s'accorde entièrement avec celle du n° 35.
126. Différenciaut de même l'équation (D), et changeant x en a, on aura
dira , dir(i+a) __adir (2) __ | EN TT N d(a) —=—2l2.
Le premier membre se compose de deux différences qui se déterminent par l'équation (32), et dont les valeurs sont
dira dr (24) __ a — x° “da d(2) = "1—x?
TE dir (24) __ dx se ja d(;+ da) — "x
Donc en faisant les a on aura la formule
[= À ÉE 2 et—m E) + 1x
De l’équation (E) on déduirait semblablement la formule
=. e+ast “Lai he rm | A
1% et ainsi des autres.
Ces formules peuvent aussi se mettre sous la forme suivante:
far EE = la,
fat-dx EHESS Ep, D x at 2 — fa dx. ts tE EE = l4, et l’on. peut remarquer qu’elles sont toutes contenues dans la formule générale Fe :
x! nas fe Ps ire (57) 127. Ce résultat est facile à vérifier lorsque a est un nombre entier. En effet, appelons F(a) le premier membre de l’équation précédente; si à la place de a on met a+ 1, On aura
E(a+ = ff EE «
Q dx se xd aa t as d—] Mais on a f7— =—- af se Ad
CHAPITRE XIII. 467 Faisant x= 1 dans les parties hors du signe, et retranchant une intégrale de Pautre, on aura F(a + 1)=F(«), et par conséquent F(a)=F(1). Mais
lorsquea=1,0na
TT
faisant ensuite x = 1, on aura F(r)= ln; donc F(a) = In. La formule générale est donc démontrée lorsque # est un nombre entier.
128. Supposons maintenant Me £ ,pet g étant des nombres entiers, si
l'on fait x = y", on aura ag dy Pi Fa)= (EE 2), intégrale qui devra toujours être prise depuis y = 0 jusqu'à >= 1. Si l’on faisait 7" = %, la valeur de F(a) pourrait se mettre sous la forme
c’est-à-dire que F serait la différence de deux intégrales de même forme et prises entre les mêmes limites; d’où il semble qu’on devrait conclure que F est nulle. Mais il faut observer que les intégrales dont il s’agit sont toutes deux infinies, et que leur différence, qui peut être finie, dépend de la relation qui existe entre zet y, et ne peut être trouvée que lorsqu'on aura écarté les infinis de part et d'autre.
Pour cela, je remarque que p et g étant toujours supposés des nombres entiers, on a, par les su de la décomposition des fractions rationnelles, Ma D Er AIRE N étant un dénominateur qui ne s'évanouit pas lorsque y = 1. On aura donc l'intégrale indéfinie d LE = 16 -n)+J0) f(r) étant une fonction de y exprimée en arcs de cercle et logarithmes, laquelle est nulle lorsque y = 0, et ne devient pas infinie lorsque y = 1. On
aura semblablement #7 \d = — 3) +f(2), J(z) étant la même fonction de z que f{ r) est de y. De là résulte l'intégrale
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ou, en mettant y* à la place des,
FE) + ff) Maintenant si l’on fait y = 1 , comme on peut préalablement mettre = sous la forme 1 y +"... y", on aura la valeur cherchée F(a)= in, de sorte que la formule générale est démontrée à priori pour toute valeur rationnelle de a.
129. Considérons encore l'intégrale prise depuis x=0 jusqu'àx = 1, T = es) frs
1— + logx *=!;
si on la met sous cette forme composée de trois parties TE) a+ fu) ff)
la première partie en vertu de l'équation (33)...=—C— Z'a, la seconde = log m; il reste donc à trouver la troisième partie
et on aura T=—C— Z'a + log m + V. sa Lorsque n» est très grand, on a Z'(1+n)= logn, et par conséquent [ ET dx = C+ log n. Mais la formule (37) donne en général
nai dx ds
donc
Mettant x” au lieu de æ, les limites de l’intégrale seront les mêmes, et on aura
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Mais 7 étant infiniment grand, on a x'=I1—! log = , donc n +
sn ec x/
c’est la valeur de l'intégrale V, telle qu’elle a été donnée par Euler (Nova Acta Petrop., tome IV).
Si on la substitue dans la valeur de T, on aura
ES m) = log m — Z'a.
"al E à
._ .. dira , 150. Pour revenir à la fonction “x » que nous pouvons représenter par
Z'{a), on voit que les équations (C), (D), (E), etc., ne font connaître aucune propriété particulière de cette fonction, et qu’elles conduisent seulement à des formules relatives aux intégrales définies. 11 ne reste par conséquent à considérer d’autre propriété de cette fonction, que celle qui est contenue dans l'équation (32), et qui consiste en ce que, toutes les fois que 4 sera rationnel , la fonction Z'(a) pourra toujours s'exprimer par la constante — C jointe à une quantité qu’on peut toujours évaluer par arcs de cercle et par logarithmes.
Nous avons traité fort au long des“réductions qui peuvent avoir lieu entre
les fonctions log Ta ou Z(a), lorsqu'on donne à la racine a les valeurs succes- ; 1 2 3 n— 1 + + :
sives =, =; =... Un semblable problème n’a point heu relativement
aux fonctions Z’(a), puisqu'elles sont toutes déterminables, ainsi qu’on vient
de le dire. Passons donc aux coefliciens différentiels du second ordre Le, que nous désignerons semblablement par Z"(a).
151. L'équation (32) étant différenciée par rapport à p, donne, en mettant a au lieu dep, é ME ddira _ sinus x de 1x Développant la différentielle du second membre en série, et intégrant les différens termes d’après la formule de l’art. 31, on aura
dd ira I 1 1 a top Tops te
Cette formule et celle qu’on pourrait en déduire par la différentiation , sont les mêmes qui ont élé données dans l’art. 13; et comme on ne coneo dsl:
naît aucun autre moyen d’obtenir l’intégrale ——"; il ne résultera de l'équation (32) aucune propriété des fonctions Z" (a). 152. L’équation (35) étant différenciée, donne
L'(a) + Zi —a) = — _ Sr (38) d’où l'on voit que la fonction Z"(1 —a) se détermine par la fonction Z"(a), qui en est le a Lorsque a—=!, la formule précédente donne Z"(1) =}? #*. Lorsque a=1,ona Z2"(1)=;$7"; en effet, la valeur générale de Z'(a) étant
’ mn ï 1 L'(a) = 2 TGF or t+ete cette quantité, dans le cas dont il s’agit, se réduit à $, ou 7. C'est auss ce qu'on déduirait des formules L'(1+a) = — C + Fa — Sa + Sa — etc., ZL'(1+a) = S,— 28,32 + 5S,a° — etc., en faisant a = 0.
Pour avoir d’autres propriétés de la fonction Z”(a), on prendra la différentielle seconde logarithmique de l'équation (D), ce qui donnera La) + Zi + a) — 4228) = 0; (39) de même la différentielle seconde des équations (E) et (F) donnerait L'(a)+ L(3 + a) +2" + a) — 9234) = 0, (ko)
L'(a)+ Li +a) +2" (+ a) +2" + a) +2 + a) 25258) =0 : ce sont les mêmes équations qui ont servi à démontrer les équations (D),
(E), (E), etc.
Il résulte de ces équations, qu’on peut faire sur les fonctions Z” les mêmes réductions qui ont lieu pour les fonctions T', c'est-à-dire que si lon considère les fonctions successives Z" (5) PE (): PTT j (=), ces fonctions se détermineront par le moyen d’un certain nombre d’entre elles, et ce nombre sera en général le même que celui des nombres premiers à » et plus petits que £n. Ainsi, dans le cas de n= 12, deux des transcendantes
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2"), Z'(2)....2"(R), suffiront pour déterminer toutes les autres: ces deux transcendantes se trouveront d’ailleurs par la même méthode qui a été employée à l’égard des fonctions F.
153. En effet, si l’on désigne, pour abréger, la fonction Z' (2) par (4), l'équation (38) donnera, en faisant © = 0%)
(1) + (nu) = _ = 472 + 3), (2) + Go) = 47", (5) + (9) = 27, (4) + (8) 4) G) + (1) = xs = 472 — V3), (6) =; on aura ensuite, par l’équation (39), les deux conditions
(1) + (7) — 4G) = 0, (2) + (8) — 44)=0, et par l’équation (40), cette autre condition,
Ces neuf équations permettront de déterminer toutes les transcendantes dont il s’agit, par le moyen de deux d’entre elles. Par exemple, si Pon prend pour données Z'(2) et Z"(-2), que nous désignons par (1) et (2), les autres transcendantes se détermineront ainsi :
= 3G)—5(0)+7(G —5V3), (4) = 32) + 47, G) = (1) — 4(2)+ 47° (2 — V3), (6) = ;7", (D) = 4(2) — (1), (8) = — 3(2)+%7° (9) = 3(2)—5 G)+mG+iys), (ui) = — (1) + 47 (a + 3).
li ne reste, pour la détermination absolue de ces quantités, qu’à connaître Z"(r5) et Z"(5). Pour cela, il faudrait pouvoir sommer les suites que ces quantités représentent, savoir : | 78.:
472 INTÉGRALES EULÉRIENNES, 2(=) = 144 (: ps n + _ + 3 + etc.), z"(2) = 36 (: + ä + eo + n + etc).
On pourrait aussi déterminer ces quantités par les intégrales définies
dsl= 2(2) = = 144 1 x?
dxl=
Mais la difficulté d'exprimer ces intégrales autrement que par les séries précédentes, rend ces expressions peu utiles. Lorsqu'on voudra obtenir ces valeurs par approximation, on y parvien-
dra aisément par la formule de l’art. 37.
dir 134. Considérons maintenant le troisième coeflicient Z'”'(a) = ; ; on
aura d’abord, par l'équation (€), ZM (a) = LG — 0) = — ONCE (41)
sin ar ?
ce qui détermine la fonction Z"# (1 — a) par son complément Z”' (a). On a ensuite, par les équations (D), (E), etc., La) + 254 a) — 82"(2a)=0, Z"(a) + Z"G Ho) + 2" + a) — 2792Z"(3a) = 0, et ainsi de suite; ce qui établit les mêmes réductions entre les fonctions Z'"(a) qu'on a obtenues entre les fonetions Z"(a).
Le cas de a = 1 donne, par les formules de Part. 132, Z'""(1 )=— 28; si dans la première des deux équations précédentes on sai a=;,0n aura 2") = 792") =— 148, ; enfin, dans le cas de a= 3, on aura les deux équations . 2 8x*
Z"(:) + Z"(3) ÉE 26Z"(1) m0, ce qui détermine les deux transcendantes Z"(3) et Z'"(3), Lans le moyen de Z'”(1) ou de S;.
Toutes ces solutions reviennent à celles que nous avons déjà données
CHAPITRE XIV. Divers exemples d'interpolation
155. Eve, dans le chapitre XVII de son Calcul différentiel, a résolu divers problèmes d’interpolation par des suites infinies dont il ne donne la somme que pour le cas de 7==;. Nous allons faire voir que ces interpolations peuvent être effectuées d’une manière plus simple et plus générale au moyen des fonctions F.
Exemple I. Supposons qu’il s’agisse d’interpoler la suite dont le n°" terme
estN=i1+i+s....+ :; la question est de savoir ce que deviendra N,
lorsqu'on donnera à n une valeur fractionnaire quelconque,
« Nous avons désigné (art. 123) ce terme général par @ (7), et nous avons fait voir que ® (2) est donné par la formule
(1— x") de = ————,;,
cette intégrale étant prise depuis x = 0 jusqu’à x = 1. On pourra donc dé terminer @ (x) par les arcs de cercle et les logarithmes, toutes les fois que » sera un nombre rationnel. Dans les autres cas, on déterminera @ (x) par la
suite 1 A' B' C’ p(n)=C+ + + pe — grec.
où A’, B', C’, etc., désignent les nombres Bernoulliens. On pourra toujours faire en sorte que cette suile converge rapidement dans les premiers termes ;
—. Ainsi @ (x) peut être déterminé par
carona@(n) =@ (n + 1) —
® (n + #), k étant un entier qui pourra être pris assez grand pour que la série qui détermine @ (n -+- k) ait les conditions requises.
136. Exemple II. Soit proposé d'interpoler la suite dont le terme général ou le n°" terme est
Lu+Eé , a+ , a+ 3% a+ né, N= Ro PIS « Puisqu'on a “+%— °
+ -————— , on voit que ce cas se ramène au préa+nb— b bb €: + -
cédent , et que MES de N pour toute valeur de », sera
+ LG +r)—eG)] Ainsi on pourra RES par les arcs de cercle et les logarithmes , toutes
lés fois que + n aura une valeur rationnelle. 137. Exemple III. Pour interpoler la suite dont le terme général N=1: +++ T “ss +=, on pourra se servir de la formule
_ (—ay—" d'Ir(14+%x) PERRET er
etappliquer les réductions js lg à la fonction TC HE) GC +) ; dans laquelle on fera x =n.
Dans les cas où cette fonction ne pourrait s’exprimer exactement en vertu
de ces propriétés, il faudra, pour trouver la valeur de N, avoir recours à la série qui vient des différentiations répétées de la formule
CHI D CS, —Syx* + Sjr — eto.
Mais comme cette formule suppose x < 1, il faudra préalablement ramener le cas proposé à celui où x est << 1; ce qui n’a aucune difficulté, puisque N étant une fonction de # qu’on peut désigner par f (2), on aura
JG)=f(n— 1) + 138. Exemple IV. Soit proposé d’interpoler la suite dont le terme généri N 2e ÈS aa6 +36 ak né
a+b' at sk ..... ans
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Lorsque » est un nombre entier, on a (na + 1) (mt 2) (m+53).. (un) = TEE), Donc le terme général N a pour expression n=(. r(é+n+:) r(G+: ) r(g+nti) (+ +)
valeur qui pourra être employée quel és soit 7.
Si l’on propose, par exemple, la suite = = _ Le ur ele. , son terme général sera ER à D | Tr ICE 5):
Ainsi pour l'indice sn on aura N = - STFI = 2, pour l'indice n = ?, on aura N = == =. 5 : T4, saleur qui pourra se réduire ultérieurement par
a relation connue are Tr 3 î ”. \ ê
Soit encore la suite + 3: ns Fe cé? +, etc., l’expression de son terme géné-
ral sera
NE + 5) L'ET(m+i) .
Ainsi pour l'indice n& ?, on aura Ne Eh pour l’indice na 4,
r'1 1 3 sin tx __ 34/3
meuaN= oies Sie Vs 139. Il est bon d’observer que la question d’interpoler une suite donnée est susceptible d’une infinité de solutions, quand on lenvisage analytiquement et sans application à un objet déterminé. En effet, soit N le terme général de la suite donnée, terme dont la valeur est connue lorsque » est un entier, et soit ® (7) la fonction continue égale à N, dans laquelle on peut mettre pour # un nombre quelconque entier ou fractionnaire ; si au lieu de N
on prend — pi Ne er +9 #2, à étant un angle quelconque ; pourvu qu’il ne soit
pas zéro , il est visible que la suite résultant de ce terme général ne différera pas de la suite donnée. On pourrait donc, au lieu de © (7), prendre
®(n). == Gr te) , valeur qui différerait de ® (n) lorsque » n’est pas entier.
On . même prendre plus généralement, au lieu de ® (n), l’ex-
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pression : ‘ ® (n) _A + B sin (2nr = «) + Csin (anx + 6) + etc.
7 A LBsinacC sin + etc. :
et une infinité d’autres qui se réduisent à ® (z) lorsque » est entier ; ce qui donnerait une infinité de solulions différentes de celle qui est donnée par la fonction continue ® (7).
On pourrait appeler fonctions ondulées, les fonctions ainsi affectées d’un facteur qui se réduit à l’unité pour toute valeur entière de n. Ces fonctions serviraient à expliquer quelques paradoxes qui peuvent se rencontrer dans les applications de l’analyse.
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CHAPITRE XV
Des valeurs que prend la fonction Ta, lorsque la racine a est négative.
140. Tax que a est positif, on peut regarder la fonction Ta comme représentant l'aire, prise depuis x = 0 jusqu’à x = 1 , de la courbe dont l’ordon-
a—i . + née Y = (4 5) . Mais cette construction, en quelque sorte géométrique, ne
peut donner aucune idée de ce que devient la fonction Ta, lorsqu'on suppose a négatif. I faut suppléer à cette construction par les formules mêmes qui contiennent les propriétés générales de la fonction T , et auxquelles on donnera l’exteusion nécessaire. On liera ainsi, suivant une même loi, les fonctions T (x), considérées comme les ordonnées d’une même courbe qui répondent à des abscisses quelconques x positives ou négatives.
Si l’on prend d’abord léquation (B) et qu’on y change le signe de x, on aura
T(—x)=— ir (1 —x). (42)
Pour voir plus clairement l’usage de cette équation , nous distinguerons différentes périodes dans le sens négatif, comme nous les avons distinguées dans
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le sens positif. La première sera comprise depuis x = 0 jusqu'à = — 1, la seconde depuis x = — 1 jusqu'à x ——9, ainsi de suite.
D’après l'équation précédente, on voit que la fonction T (—x) est négative dans toute l'étendue de la première période, et qu’elle est infinie aux extrémités de cette période.
Si dans ka même équation l’on met 1 + x à la place de +, on aura
Ti —x);
1 Li 1+x x(1+ x) d'où il suit que la fonction T(—a) est positive dans la seconde période, depuis a= 1 jusqu’à a=—2, et que dans ces deux limites, elle est infinie.
Mettant dans cette dernière égqation 1 +-x au lieu de æ, on aura encore
RS ROUES, RS RERO Ce; IFRS THEsje tn"! z)= x(1+ x) (24 x) ?
d’où il suit que la fonction T(— 4) est négative dans la troisième période, depuis 4a=2 jusqu’à a=3, et qu’elle est infime dans ces deux limites,
En continuant ainsi, on voit que la fonction T(—a) sera infinie pour toutes les valeurs entières de 4, et qu’elle sera alternativement positive et négative dans les périodes successives.
141. La courbe dont les ordonnées représentent T(x), est donc composée, dans le sens négatif, d’une infinité de branches séparées par des asymptotes perpendiculaires à l’axe des æ, et menées successivement aux distances T0, —1, —2, —3, etc. Ces branches qui touchent chacune des asymptotes, sont situées alternativement d’un côté et de l’autre de l’axe, de sorte qu'il y a dans chacune un point où la fonction T est un minimum.
La fonction l'a étant supposée connue pour toute valeur positive de a, on en déduit aisément par les formules précédentes, l’expression de toute fonction de cette sorte où a est négatif; soit en effet £ un entier quelconque, et æ un nombre moindre que l’unité, on aura en général
C3) Tr (1 — 3) Le nl CE ICE EE TE G) ou encore : L D à Cette dernière formule se déduirait directement de l'équation (C)
TaT(i—x)= -
sin x ?
478 INTÉGRALES EULÉRIENNES, dans laquelle mettant À + 1 + x au heu de æ, on trouve Th Ha) (ke) 2 (— Ta (1 = x).
sin#x ous (£ + 1)}#
Ces formules s’accordent parfaitement avec les résultats que donneraient les autres équations (D), (E), (F), etc., en y changeant le signe de x. Elles offrent conséquemment la théorie complète des fonctions Ta pour toute valeur négative de a.
142. Pour confirmer cette théorie, nous allons démontrer, d’après la va-
leur générale du coeflicient Se , que la fonction T n'est susceptible que
d’un minimum dans le sens positif, mais qu’elle en admet une infinité dans
le sens négalif.
En effet, si l’on fait log Tx = Z, on aura (art. 91)
dz Z — 1 Æ=—1 æ— Tr X — 1 ES RS CE DURS CE = DAS {LE 7 iles
Lorsqu'on fait += 1 ou x 1, la valeur de a est négative; lorsqu'on fait
=2,0n 4 d£ C 1 ï 1 Der + 3354 Frs te. —C= Î —C, valeur positive, Donc entre x=1 et x=2,il y a une valeur de æ qui rend nulle + et alors Z est un minimum.
rs | dZ, se . ,.
Si l'on fait x > 2, la valeur de 7 sera positive et augmentera Jusqu'à
l'infini. Ainsi il n’y a aucun autre minimum dans le sens positif.
Dans le sens négatif, au contraire, il y a un mirimum dans chaque période, ou en général entre x=— k et æ=—k—1,k étant un entéer quelconque. Prouvons, par exemple, qu'il existe un minimum entre x=--2 et x=—53.
Lorsqu'on fait x——2—#, & étant infiniment pelit, la valeur de % contient différens termes dont la somme est finie, et un terme = qui est un iu-
fini positif. Lorsqu’ensuite l’on fait x=—— 3 + w, la valeur de se con-
tiendra de même des termes dont Lx somme est finie, et un terme —; qui est un infini négatif. Donc entre ces deux extrêmes, il y a une valeur de 2 nulle, donc il ÿ a un minimum entre x=— 2 etx=— 3, conformément à la théorie précédente.
CHAPITRE XVI
Construction et usage de la Table des logarithmes des fonctions l'.
143. Nous nous sommes proposé de calculer jusqu’à 12 décimales, une Table des Logarithmes de la fonction T(1-+x), en donnant à x toutes les valeurs de millième en millième, depuis += 0 jusqu'a x = 1. Voici comment ces calculs ont été faits.
Comme les séries qui servent à calculer les différences successives de la fonction log Tx, sont moins simples et moins convergentes que celle qui donne immédiatement la valeur de cette fonction, nous n’avons point fait usage des différences , et nous avons calculé directement chaque terme par Ja formule (24), et pour les cas où x est très petit, par la formule
log T(t+x)= — l(1 + x) + Br Br Bjr + Bxt— etc. On a calculé ainsi les valeurs de log T(1 +x), depuis x = 0.001 jusqu’à
æ=0.250; ces valenrs ont servi dans chaque cas à déterminer leurs complémens au moyen de la formule
X(I— LA r(a—x)= — ee (44) On a donc obtenu à la fois les valeurs de log Ta, depuis 4 = 1.000 jusqu'à a= 1.250, et depuis a = 1.760 jusqu’à «= 2.000.
Au moyen de ces valeurs qui composent déjà la moitié de la période, on a trouvé les valeurs de log Ta depuis a= 1.575 jusqu'à a= 1.625 ce qui forme un troisième quart de la période, par les formules
‘ _ TG +s) (is) ELEC T ur tous *
| ! (45) rE+ a = pee +2),
dans se EE on a donné à x les valeurs successives depuis x = 0.001 jusqu’à x = 0.125.
La seconde des équations (45) jointe à l'équation (44), donne les formules Ti+ x) = ; TCE?,
x (1 x) LE rG+ x) "sin rx?
au moyen desquelles on a déterininé log Ta depuis a = 1.250 jusqu’à a= 1.312, el depuis a = 1.688 jusqu’à a = 1.750.
Pour achever de calculer le reste de la période, on a passé des formules (46) aux formules (45), el ainsi alternativement, jusqu’à ce qu’on eût les valeurs de log Ta, qui s’approchent le plus des limites des deux suites qui sont 1 + d’un côté, et 1 de l’autre.
144. À chaque logarithme de la Table, on a joint ses différences première , seconde et troisième. Ces différences marchent avec la régularité nécessaire pour garantir l'exactitude des calculs ; elles serviront à faire reconnaître et à corriger les fautes, s’il s’en était glissé dans l'impression ; de sorte qu'avec tous ces secours, on peut regarder les transcendantes T comme étant connues avec un degré de précision plus que suffisant pour toutes les applications qu’elles peuvent recevoir. 1] faut maintenant entrer dans quelques détails sur les interpolations auxquelles donnera heu l’asage de cette table.
Soit, pour abréger, À = log Ta, et soient d'A, d'A, d'A les diférences successives de À, telles que la Table les donne, en supposant que les valeurs de à croissent continuellement d’une quantité w = 0.001. Pour avoir le terme X qui représente loy T(a—+ x), on aura Ja formule
X = À + x (d'A + I (JA + SE (IA, (47) dont le calcul se fera de la manière suivante : | Étant donnée la valeur de x qui sera toujours plus petite que l'unité,
21— 3% . ‘ .s s on calculera le terme —-- J'A IonquA la douzième décimale seulement,
et on formera , en PR les signes, la quantité d'A — (=) d'A,
qu’on pourra appeler, comme ci-dessus (page 36), la différence seconde corrigée, et qu’on désignera par J'Ax. On calculera de même jusqu’à la
CHAPITRE XVI
douzième décimale seulement, le terme —— d'Ax, etonformera laquantité
qu’on désignera par d'Ax. Cela posé, il ne restera plus qu’à former la quantité À + xd'Ax qui sera le logarithme cherché X.
145. Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de log T (1 x); on fera a=1.083, x—;, et on prendra daus la Table les ombres qui répondent à la racine 1.083. Ces nombres sont, en donnant aux différences les signes convenables,
A d'A 9-08: 559 875 655 | — 194 416 822 On tre de là successivement, d'Ax = JA — 5 SA — 636 130, d'Ax = d'A — ; d'Ax= — 194 628 865, X= A+; d'Ax—= 9.981 494 999 367, valeur qui s’accorde avec celle que l’on trouve dans le Tableau de larticle 43.
146. Réciproquement, s'il s’agit de trouver la racine qui répond à'un Les rithme donné X, on prendra dans la Table le logarithme prochainement moindre À, et la racine correspondante étant a, la différence 0.001 = w,
on supposera que a+ &x soit la racine qui bte au logarithme donné X= A+ 7; et pour déterminer x, il faudra résoudre l’équation
J=x (d'A + (A + (NA,
, qu'on appellera la différence première corrigée, et
ce que l’on fera aisément par les deux opérations suivantes : 1°. On négligera, dans y, d'A, d'A , les quatre derniers chiffres, comme si la table n’était calculée rt huit décimales, lPéquation à résoudre de-
viendra y =x(J'A + — d' A), et on en tire
RE me
- : J'A, ce qui donnera une pre-
On pourra négliger d’abord le terme
mière valeur approchée de x; tenant compte ensuite de ce terme, on aura une seconde valeur de x, calculée jusqu’à la septième décimale.
2°. Soit x’ cette valeur, et & la correction qu'il faut lui appliquer, en sorte qu'on aitx= 2", on calculera y” par la valeur
= (d'A HET (A+ A,
et il restera à déterminer & d’après l’équation
POSER. Ja” RES FA+FG—HDFA?
valeur dans laquelle on devra ne pas conserver plus de chiffres significatifs qu’il n’y en a au numérateur.
Connaissant æ, on aura la racine cherchée = à + & (x'+ «&).
147. Soit , par exemple, le logarithme proposé X 9.950 241 672 375; le logarithme prochainement moindre, pris dans la table, a pour racine a= 1.583, et les nombres correspondans sont
de laontrey =X— A= 16 140 987,et la première valeur de x, désignée par x’, sera donnée par l'équation
745 (= CSS:
d'où l’on tire x! =0.333. Au moyen de cette valeur, on aura successi vement |
J' = 16 124 625, Jr = 16 162, d'A + _. — +) d'A = 48 485 264,
La racine , cherchés est donc 1.583 333 333 34,ce qu s'accorde avec la valeur de log T(1 -;) portée dans le tableau de l’article 113.
148. Puisque la fonction Ta augmente à l'infini de part et d’autre du point où elle est un minimum, il s’ensuit que pour toute valeur donnée de Ta, plus grande que le minimum, il y aura toujours deux valeurs réelles de la racine a. Dans l'exemple précédent, on Voit par da table que la seconde valeur est comprise entre 1.344 et 1.345. Les nombres qui ds la racine 4a= 1.344, sont
CHAPITRE XVI
"À 0. d'A: JA. JA. ...
D’après ces données, on auray =X —A—— 15 149 445,
x ER ES | 1 x 5206 + ——.47
Au moyen de cette valeur de x’, le calcul s'achève ainsi : J' = — 15 145 397, | œu — 4 048,
F _— d'A + (x! — +) MA = — 52 157 235,
où8 ms 0.000 077 G:1 :
donc la racine cherchée a+ (x + a)=1.344 290 077 Ga.
149- Étant donnée une valeur de a non comprise entre r'et 2, il ny a aus cune difficulté à trouver log Ta; il faut pour cela réduire la valeur donnée à celles qui sont comprises dans la table, ce qui se fera au moyen de léquation T1 x)= x Tax. Ainsi si lon demande la valeur de log T(3.318), on Ja déterminera par léquation log T(3.3148)=log (2.3148)+1T(2.3148) = U2.5148) + K1.3148) 4 /T(1,3148). De même on aurait {T(0.3148) = ÎT(1.3148) — (o.3148); ainsi tout se réduit à trouver ÆT(1.3148), ce qui se fera aisément par la formule de l’art. 144.
150. Mais il s’agit de trouver la racine a qui correspond à une valeur de log a non comprise dans les limites de la table, voici la méthode qu'il faudra suivre. |
Soit propose, par exemple, de trouver la valeur de € qui donne Fe = #1, ou log Te= 0.497 149 872 694. Il y a deux de ces valeurs, lune qui est comprise dans la première période, l’autre qui appartient à la troisième. Bornons-nous à déterminer cette dernière.
On trouve d’abord, par: quelques essais,-que la valeur cherchiée est comprise entre 3.448 et 3.449. Pour trouver la valeur exacte, il est nécessaire d'avoir les valeurs de log T qui répondent aux racines successives 3.448, 3.449, 3.450, 3.451. Voici le calcul de ces valeurs:
484 INTÉGRALES EULÉRIENNES , :
2.450...0.389 166 084 364 53 2.451...0.389 343 311 252 08 1.450...0.161 368 002 234 97 1.451...0.161 667 412 437 74 (1.450) ..9.947 267 707 452 C(1.451)..9.947 263 doÿ 114 | T(3.450)..0.497 801 794 051 T(3.451)..0.498 273 728 804. Désignant comme ci-dessus 3.448 par a, et log Ta par A, on aura la valeur de A et de ses différences successives comme il suit:
A d'A d'A JA 0.496 858 362 178 | 471 642 982 | 145 909 | — 47
Soit eucore c—a—+ax, logTc=X,y=X—A, on aura 7=291 510 516, et la première valeur approchée de x sera donnée par l’équation
nn = 0.061817.
Soit enfin x = zx’ 4, on aura
x = 291 505 506, Tr = 5 210, d'A + (x — :) d'A = 431 625 750, æ = ÉTR “Uons 0.000 OI1 047.
Donc la racine cherchée e= a+ o(x'+a)—=3.448 G18 111 047.
La seconde racine de l'équation Te=# serait c—0.286 3647, et il serait facile de la trouver avec un plus grand nombre de décimales.
151. Ou peut encore, par notre Table, trouver les valeurs approchées
LMiroosol dlogra ddlogra d‘logra .
des coefficiens différentiels +, 5 — | +, qui sont des trans-
cendantes particulières dont nous avons fait voir différens usages. Ces coefficiens se calculeront par les formules suivantes, où l’on a fait log Ta—=A :
ss Se = J'A — id'A + ISA — 1 MA 1 MMA — etc.
TRE d'A — d'A HEdtA — 5J6A + etc.
Te = d'A — 5 JMA + TJSA — etc.,
at Te = d'MA— 2dA + etc. ;
& est la différence par laquelle on fait croître la racine & pour former les
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différences successives JA, JA, d'A, eic. On a & — 0.001 quañd on prend dans la Table les termes qui se suivent immédiatement; mais on pourrait également faire #=—=0.002 , 0.003, ou plus, afin de rendre sensible la différence quatrième d'{A qui est presque toujours au-dessous d’une unité décimale du douzième ordre, lorsqu'on prend w == 0.001.
En se bornant à l'hypothèse w — 0.001 qui est la plus simple, puisque la Table donne, sur une même ligne, les nombres A, d'A, d'A, dSA , on
voit que la valeur qui en résultera pour le cofficient %, ne sera approda ?
da
ne le sera
chée que jusqu’à la neuvième décimale à peu près; celle de que jusqu’à la sixième, et celle de e jusqu’à la troisième, Mais c’est déjà un grand avantage d’avoir les deux premières trauscendantes d’une manière si facile et avec un pareil degré d’approximation.
152. Soit, par exemple, a = 1.500; les différences données immédiatement dans la table pour cette valeur de 4, sont
on en tire les coefliciens différentiels
À = 0.015 847 394, ee = 0.405 979, + =—0. 359. Si, au lieu de faire w— 0.001, on fait w—0.002; c’est-à-dire, si on preud dans la Table les fonctions A qui répondent aux racines successives 1.500, 1.502, 1.504, 1.506, 1.508, on aura les valeurs de d'A, d'A, d'A, d'4A, comme il suit, d'A = 32 506 268, d'A =: 621 044, d'A=— 2865, d'A=10. De là résultent les coefliciens différentiels, ee = 0.01% 847 594 250, se = 2.405 9705, = — 0, 3600. Ces valeurs différent très peu de celles qu'on a obtenues immédiatement par les différences des termes consécutifs.
Soit encore w = 0.005, on aura à considérer les différences successives des termes de la Table qui répondent aux racines 1.500, 1.505, 1.510, 1.515, 1.520; ces différences sont d'A=84 304 232, d'A=10 104 715, d'A=—44 425, dMA=5374, et on en déduit les coefliciens différentiels
d'A ddA d'A Ts = 0.015 847 394 55, -77 —=0.405 979 32, 5 —=—0.359 89.
d, T. HE. 80
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Ces valeurs diflérent peu des précédentes et semblent devoir être plas approchées de la vérité, parce qu’on a tenu compte des différences qualrièmes devenues sensibles par une plus grande valeur de w; cependant la valeur de « ne doit pas passer une certaine limite, et cœtie liée qu’il serait dificile de déterminer avec précision, dépend de la lei que suivent les différences successives de la fonction À.
158. Dans lexemple précédent, il est facile de vérifier la valeur obte-
nue pour # car en faisant 4 >= + dans la formule (55), art. 122, et observant que les logarithmes de la formale doivent être multipliés par le mo-
dule m—= ü pour les changer en logarithmes vulgaires , on aura 1 —s')ds ME ge 0 + ES 17 | L'intégrale du second membre, prise depuis x=0 jusqu'à æ= 1 ,‘est égale à 2—2M 2; donc | dA
Mais on a fait ci-dessus B—(1—C) ; ainsionaura = =m+#8B— 20; qui donne, en substituant les valeurs eonnues,
valeur qui doit être exacte jusqu'a la quatorrième décimale : elle prouve que les résultats obtenus par la méthode précédente, sont moins exacts dans l'hypothèse #= 0.005 que dans Phy] pothèse w =0,002.
154. Les formules précédentes donnent les coefliciens différentiels de la fonction A = log Ta, en supposant que a se trouve immédiatement dans la table; mais s’il faut trouver Les coefficiens différentiels de la fongtion X = log T(a+ wx), qui est intermédiaire entre les deux fonctions couséculises données par la table A= log Ta, A + d'A = log T(a + æ), voici comment on résoudra ce problème d’interpolation :
On a généralement
X= A+ xrd'A + * — d'A + d'A hetc.,
et si Pen fait ataxza, on aura, en supposant que æ send varie, da= «dx,
“ dX dx . + * «+ “ ..
d'où w7 = 7. Différenciant'donc la valeur de X par rapport à x, et réi-
térant les différentiations, on aura
—— ——— © + TT © tm
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œ D = JA + EEE JA + +2 va + The same d'A + etc., a TE = JA + (x — 1) PA + SEE JA + ete, œt = d'A + (x — }) JA + ee. | etc.
On connaîtra donc les coefficiens différentiels dont il s’agit, par les diffé. rences d'A, d'A, JMA que la table dorine iminédiatement. . 155. Dans le cas de r=1, on a aa, et les formules devrennent w Te JA + + "A — ÿ SA + MA ete, a TE = d'A — 2 d'A — etc., a De = J'A — ! MA + eta.
Celles-ci offrent des formules an peu plus convergentes que celles de Particle 691, de sorte qu’il y a quelqu’avantage à déterminer les coefliciens différentiels de la fonction log T{a +) par le moyen des différences qui répondent à la fonction précédente logTa. | 156. Appliquons les formules précédentes à la fonction X=logT(1+5); alors on fera a— 1.535, x=#, et les différences données immédiatement dans la table seront d'A.=: — 57 262 267, d'A = 475.486, d'A = — 483, d’où résultemt les valeurs suivantes des coefliciens différentiels, 7" .AX + .
TH = — 0.057 341 5415, daX Ads Tr = à.475- 808 ,
4 dx Pour vérifier le premier de ces résultats, on peut avoir recours à la formule (33), qui dome
&. BL nc + nft=é, Effectuant Pintégration indiquée entre les limites += 0, x= 1, il vient dx , :
m =B+am— ;lg27 — —+,
488 INTÉGRALES EULÉRIENNES, et en substituant les valeurs numériques, = = — 0.057 341 542 008 65,
d’où lon voit que nos déterminations sont aussi exactes qu’un peut le désirer.
157. Lorsque a est un nombre rationnel us on a vu dans l’art. 122 que ss 2= [IS t—ne, prise depuis x=—0 jusqu'à æ= 1, est exprimée par - — nB,,,B, étant une quantité dont la valeur est donnée par arcs de cercle et par logarithmes (ibid.). Mais si l’on suppose, par exemple, a = , la valeur de B,, dont il s’agit sera tellement compliquée, qu’il de-
viendra à peu près impossible d’en tirer là valeur numérique de l'intégrale Z, et la dificulté serait encore plus grande si à était une fraction plus composée,
Dans ce cas, l'intégrale dont il s’agit pourra se trouver d’une manière beaucoup plus facile par la formule de l’article 122, qui donne
Z=C+MTES:
-or pour la valeur a= 1.563, on trouve le coefficient différentiel
PTE = 0.040 754 344.
Ainsi on aura l'intégrale cherchée Z=— 0.671 009 958, laquelle doit être exacte au moins jusqu’à la huitième décimale.
Nous sommes entrés dans d’assez grands détails sur ces diverses méthodes d'interpolation, parce qu’elles sont peu connues, et qu’elles peuvent s’appliquer à toutes les tables dans lesquelles il est nécessaire d’avoir égard aux différences du troisième ordre.
En terminant ici le Traité relatif aux deux sortes d’Intégrales définies que nous avons désignées sous le nom d’7Zntégrales RÉ RUSÉ nous croyons devoir faire observer que les divers perfectionnemens qu’a reçus la théorie de ces intégrales, depuis qu’elle est sortie des mains de son illustre auteur, sont le fruit des recherches que nous avons publiées successivement dans plusieurs écrits, savoir : 1°. dans le Mémoiresur les Transcendantes elliptiques (Paris 1793); 2°. dans les Mémoires de la classe des Sciences Physiques et Mathématiques de l’Institut pour l’année 1809; 3°. enfin, dans les parties II el IV des Exercices de Calcul intégral. D’autres géomètres ont publié le résultat de quelques travaux particuliers sur la même matière; mais ils n’ont fait que reproduire sous une autre forme les résultats trouvés long-temps auparavant par Euler.
TABLE DES LOGARITHMES DE LA FONCTION Fa, Calculés à douzé décimales, pour toutes les valeurs de la racine a, de millième en millième,
depuis 1.000 jusqu’à 2.000. .
On y a joint leurs différences première, seconde et troisième.
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. CHAPITRE XVIL
Sur les Intégrales Eulériennes indéfinies de la seconde espèce.
158. Nous n'avons considéré jusqu’ici que l'intégrale définie fäx(1 D % terminée à la valeur æ=—1, et nous l’avons désignée par l'a; nous allons maintenant nous occuper de l'intégrale indéfinie qui se présente dans un assez grand nombre de recherches, et qui offre des difficultés particulières lorsqu'on veut la déterminer avec un certain degré de précision pour de très petites valeurs de x. Nous prendrons de là occasion de résoudre, tant par des formules que par des Tables suffisamment étendues, le cas dea=0 et
celui de 4a=—+, qui sont ceux des transcendantes n e à f: ee , sur les- _n =} | | 4 x C à) quelles plusieurs géomètres se sont exercés.
$ I. Formules diverses pour évaluer par approximation Intégrale indéfinie fdx (2).
159. Nous représenterons par T'(a, x) l'intégrale indéfinie f' dx (log D ; prise depuis æ=0 jusqu’à une valeur quelconque de x ; et dans cette dénomination T(a, 1) sera la même chose que lintégrale définie déjà désignée _ par Fa. | Cela posé, l'intégration par parties donnera la formule
T(e, x)z æ (log D) + (a— 1) T(a—1, x), (48)
d’où il suit que l'intégrale T (a, x) peut toujours se ramener à une intégrale
semblable dans laquelle a est compris entre 1 et 2, ainsi que nous l'avons
fait pour l'intégrale définie Ta.
‘. Cette même formule donnerait la valeur exacte de T(a, x), si a était un 28 | E 82
5oa INTÉGRALES EULÉRIENNES , nombre entier; ainsi on aurait successivement T1, #) = x, T(2, x) = x log =: + x, T(5, æ) = x (log D'+ 2x log = + 2 , r(4, x) = æ (log + 37 (3, x), etc.
Nous n’avons donc à nous occuper que des seuls cas où a est un nombre fractionnaire ou irrationnel.
160. Soit log = 3, on aura la transformée T(a, x)= f—2"'e "dr, d’où résulte en développant l’exponentielle et intégrant,
Le 1 (a, x)=Ta— + era _— — elc.; (49) cette formule doune la valeur de T(a, x) par une suite qui peut être divergente daus les premiers termes, et d'autant plus divergente que x est plus petit, mais qui finit toujours par être convergente. Cette suite est convergente dès les premiers termes, si æ n’est pas plus
petit que =; elle peut néanmoins être employée avec succès pour des va-
leurs beaucoup plus petites de x, telles que x = 5, ou même x= +; mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de termes de la série. Par exemple, si + =0.1, il faudra calculer douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de lintégrale approchée jusqu’à la cinquième ou la sixième décimale. On trouve de cette manière T(5, 0.1) = 0.056497.
À mesure que x devient plus petit, il faudra prolonger plus loin la suite pour obtenir un égal degré d’approximation, de sorte qu’il convient de recourir à un autre moyen pour évaluer l'intégrale avec précision, lorsque x est très petit, tel que 5, 5x, etc.
161. Il semble qu'on pourrait calculer l'intégrale T(a, x), lorsque x est très petit, au moyen de la formule (48) qui donne par des transformations successives
(a, x)=x{2 H(a—))z LR (a— 1) (a—2)3 7 +etc.] (50) Cette série étant continuée suflisamment , ses termesdeviendront alterna-
tivement positifs et négatifs, de sorte qu’on aura des valeurs alternativement plus grandes et plus petites que l'intégrale cherchée. Mais | comme la
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suite, qui est d’abord convergente, devient nécessairement divergente après un certain nombre de termes, il faudra s'arrêter au point où la divergence commence, et on n’aura ainsi qu'ene approximution bornée qui pourrait être insuffisante.
Si on appelle P* le terme de rang x dans la formule (50) et P"+: le
+ G—n FEURE .
terme suivant, on aura P°+'= = P°; ainsi la divergence commence
lorsqu'on aura n = où > 4-2, et ulors la suite ne devra pas être prolongée plus loin.
162. Soit, par exemple, =:.2——, on aura 2=log 100=4.60517, et a+ 3=—5.1. Ainsi la suite ne devra pas être prolongée au-delà des 5 ou
6 premiers termes. En effet, on a en faisant z= log 100,
L :! i à -1 1,3 5 1.3.5 -1 CG 2) = 70 + tes pet.), et par le calcul de termes successifs, on trouve
1,3 —$ ve 2 = + 0,016479 0.431876 ESS 37% = — 0.008946 1.3.5 " 0.422930 Frs 3 —=+ 0.006799 1.3.5 ut 0.429729 — T9 37 = — 0.006644 : 0.423085 HER 3 * = + 0.007955.
On voit qu'il est inutile d’aller plus loin que le sixième terme, puisque la suite devient divergente à compter de ce terme.
Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que - 0.423085, et plus petite que 0.429729. Par un milieu, omtrouve la somme
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de la suite=0.426407,.et on voit qu’on ne peut compter sur plus de quatre décimales exactes dans cette évaluation ; il en résulte pour la valeur de l’intégrale cherchée, T(a, x) = 0.004264.
Si en prenant toujours a==, on eût fait x
, On aurait vur
d’abord que la suite ne doit être prolongée que jusqu’au neuvième terme, et par le calcul effectif des termes, on aurait trouvé que l'intégrale cherchée est compriscentre æX0.357708etxX 0.357173. Lemilieuestæ»<o.35744 ; d’où résulte l'intégrale T(a, x)= 0.00035744.
En général la formule (3) donnera d’autant plus de précision, que x sera plus petit; mais cette précision ne s ’obtiendra que par le calcul d’un plus grand nombre de termes, puisque pour tirer de la suite toute l’approximation qu’elle peut offrir, il faut la prolonger jusqu’à ce que le nombre de ses
termes soit a 4-3 on a+ log <.
Si on appliquait la formule (3) au cas de x = — déjà résolu par la for-
nule (2), on trouverait que la suite cesse d’être convergente au quatrième terme. Les deux premiers termes donnent T'> x X 0.5159, et les trois pre. miers donnent T<xxX 0.60g1; il en résulte par un milieu, T= x X 0.5625—0.05625 , tandis que la vraie valeur est 0.056497. Il convient donc de préférer la formule (2) lorsqu'on voudra avoir au moins quatre chiffres significatifs exacts, et que la valeur de x ne sera pas plus petite que 0.01. Nous verrons ci-après quels sont les moyens d’obtenir une approximation plus grande ou même indéfinie.
164. Jusqu'ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse pas l'unité; mais on peut aussi demander l'intégrale L0OR pour une valeur
de x plus grande que l’unité. La partie comprise depuis æ=0 jusqu’à x=1, est connue et représentée par T (a); ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale depuis x== 1 jusqu’à une valeur quelconque de x°> tr.
Remarquons d’abord que dans tout cet intervalle, Z (5 étant négatif, il
faudra mettre l'intégrale sous la forme ( Rd 4 Jax(lx). Je fais abstraction du facteur ou 1} qui peut être réel ou imaginaire, suivant les diverses valeurs de 4, et je considère simplement l'intégrale /dx (x)—" que je désigne par (a, =) et qui est supposée nulle lorsque x == tr.
Si on fait x =u, on aura x=e", et l’intégrale dont il s’agit deviendra
CHAPITRE XVII. 505 Jfu—'du.e" = fu du(1 +u+ Lu Hetc.); d’où l’on tire
a a+ a+ +3 V2) = + + + 5 ete, (51) formule où il n’y a pas de constante à ajouter, parce qu’elle s’évanouit lorsque æ = 1.
La suite comprise dans cette intégrale pourra être divergente dans les premiers termes; mais elle finira toujours par être convergente. Ainsi on en tirera dans tous les cas une valeur aussi approchée qu’on voudra de la vraie intégrale, et il est visible que cette valeur deviendra infinie si on fait x = ©.
- 165. On peut encore mettre J (a, x) sous une forme plus ae Soit
fus'du .e"—=Pe", on aura uw =P + D; soit ensuite P — + Aut+:
+ Bu*+* L etc., on trouvera À = —
donc
a(a +1} B= TGS) ete. ;
ui+s (a, z)= a (5 — T5 PCF F0 NS ) (52) série qui aura, comme la précédente, la propriété de devenir toujours convergente, mais qui aura de plus l'avantage de donner des valeurs alternativement plus grandes et plus petites que l'intégrale cherchée; de sorte
que le degré d’approximelion sera connu dans chaque cas par la différence
de deux termes consécutifs.
$ IL. De l'Intégrale a F , prise à compter de x = 0. log -
166. Cette formule résulte de la formule générale en faisant 4 = 0 ; soit alors l- = 3 ou zæ=e"*, on aura la transformée Z=f—e-+, = , qu’il faudra prendre depuis 3 = © jusqu’à s= 1 =; substituant au lieu de e—*sa valeur développée et intégrant, on aura |
CR
La condition, pour déterminer la constante C, est que Z s’évanouisse lorsque 3=—= © ; mais les quantités infinies que cette supposition introduit ne permettent ” d'en tirer aucun résultat et il faut recourir à d’autres moyens.
- 167. Considérons pour cet eflet de 2.
en :
prise de même à compter de + —0, nous aurons V = — log (1—x)—Z, et par conséquent
V= C'+ log (——
Il suffit de connaître la rs de V dans un cas particulier pour déterminer la constante C’; or, si on fait æ = 1 — ©, & étant infiniment petit,
—i+i. LL. Lt etc. (54)
où aura = — <= 1, de sorte qu’on aura dans ce cas V—C.
Mais par la formule de l'art. 129, on a dans le même cas V=C; donc C'=C, GC étant le nombre connu dans la théorie des fonctions F , dont la valeur calculée avec quelques décimales de plus que dans l’article 86, est
Cela posé, la formule (53) fera connaître l'intégrale Z par une suite d'autant plus convergente que x sera plus près de l'unité ; lorsqu'on fait x = 1, on az—0, et par conséquent Z devient infini; mais cet infini n’est que logarithmique; car en faisant x = 1 —o, & étant infiniment petit, on a - Le Li
L= log ss — C + : &.
168. À inesare que æ diminue, z ou log = augmente de plus eu plus, et la suite contenue dans la formule (53) devient de moins en moins convergente; elle peut même devenir divergente dans les premiers termes, lorsqu'on veut déterminer Pintégrale Z pour une très petite valeur de x, mais elle fimt-toujours par être convergente après mn certain nombre de
. ; : = ; termes. Soit P le x” terme de la snite 3 — i > F33-3—ete., et P
le terme suivant , on aura, en général, P—= my Pi P; ainsi la convergence de la suite aura leu-au plus tard dès qu'on #ara n—= où >>z. Par exemple, si l’on a x —e7"° = 0.0000454, ce qui donne 3= 10, la série sera con-
vergente au Uéhne ES ou même dès le neuvième, puisqu’en faisant n=8, on rare, js rs Mais on voit en.même temps que Ja grandeur
des termes qui précèdent le point de-convergence, et celle d’un assez grand
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nombre de termes suivans, rendent très difficile le calcal per la fornrule (53) de la fonction Z, pour une valeur de x aussi petite qu’on l’a supposée , et la difficulté augmenterait toujours à mesure que x serait supposé phus petit.
169. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait faire usage de Ja méthode des quadratures; mais on peut aussi, par d’autres formules, éviter ces calculs de quadrature, qui sont toujours (rès longs, surtout dans le cas dont il s’agit, si l’on voulait obtenir un certain degré d’approximation. Et d’abord la formule (50) donne, pour le cas de 4a= 0,
EE D ie
formule qui sera d'autant plus convergente dans les premiers termes, que z
sera plus grand. Mais comme le n°” terme de cette série est égal au précé-
n—1 = Li
qu'on aura % — 1 >2. Ainsi, dans le cas de 3= 10, dont nous avons déjà
parlé, la suite sera divergente dès le douzième terme.
Pour apprécier le degré d’exactitude que donnerait la formule, dans le cas dont il s’agit, il faut observer que dans une suite telle que la précédente, qui doit s’arrêter aux termes à peu près égaux T —'T", la somme totale est connue, à une différence prés de + T environ. En général, soit x=e"" ou 2=n, l’erreur sur la valeur de Z aura pour limite... E—=+. 2-84 nt x=}. _ . er", ce qui donne en logarithmes vulgaires log = — 2mn— ?În+ + Æ7r,m étant le module 0.43429, etc. I! s'ensuit que la valeur de Z déduite de la formule (55) sera exacte jusqu’à la décinrate de Pordre k, si Pon s À = 2mn +4 }ln—1}l}, et par consé- MA
dent multiphé par , on voit que la suite deviendra divergente dès
quent si — mn ou log x =—24+# 21
L’approximation obtenue par la formule (55) est donc de plus en plus grande, à mesure que z est plus grand ou x plus petit; elle donne neuf décimales exactes pour la valeur 2== 10 ou x == 0.0000454, mais à mesure que æ augmente, l’approximation diminue et devient bientôt insuffisante, comme on l’a vu dans le cas de x = 0.01 (art. 162).
Il nous reste à démontrer une-troisième formule dont l'application s’étend depuis les plus petites valeurs de x jusqu’à celles qui permettent d’employer avec avantage la formule (53). Cette troisième formule, qui s'exprime en fraction continue, est connue depuis long-temps des Analystes; mais
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ils ne se sont point occupés d’en rendre le calcul facile, ni de fixer le degré de précision dont elle est susceptible, suivant le nombre de termes auquel on veut s'arrêter.
$ NL. Expression de l'IntégraleT (a, x) en fraction continue.
170. Considérons en général la fonction Z=T(a, x)= f2*-'dx, dans laquelle nous supposerons 4 positif et plus petit que l'unité, ce que l’on peut toujours obtenir par l'application de la formule (48); l’intégrale Z étant prise à compter de x=0, la quantité 3°", où a— 1 est négatif, sera plus grande pour la dernière valeur de x que. pour les valeurs précédentes, de sorte qu’on aura toujours Z=2*-"xT, T étant en général une quantité plus petite que l'unité, mais qui se réduit à l'unité lorsqu'on suppose x infiniment petit. Si l’on différencie cette équation et qu’on substitue les valeurs dZ—3°='dx, dx =—xdz, on aura, pour déterminer T, Péquation différentielle | ,
D Ga) ET + 1 = 0,
qu'il conviendra de mettre sous la forme suivante, en faisant 2 = P
ER + CRE me 0. (56) 171. Considérons plus généralement l'équation différentielle nn
SAT
pe + + po, -- (57)
dans laquelle & et 6 sont des coefficiens constans; si l’on fait T= 1H ALT", on aura la transformée
PAT +R. %)— (+ 6x + (1 — ARE — HET = 0.
Le coefficient 4 étant arbitraire, on peut faire = æ& +- 6 ; alors divisant tout par AŸT'*, on aura
"&dT" 1— 2) +:
EEE (a REX — qe 0:
Cette transformée est entièrement semblable à la proposée, puisqu’en faisant = 1—4, (= æ+ 6,0on peut la mettre sous la forme
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Eee + ET — m0;
et on aura en même temps 4 — 6”.
172. Il suit de là que, par des substitutions répétées, on obtiendra des transformées successives en T', T” , T”, etc., qui seront liées entre elles et dont les coefliciens seront déterminés par les équations suivantes:
r='+6%7", dia, 6 —=a+eé, Le = 1 + CCE, a"= «, = i+eé,
m=1+C"MT", amie, "mi +a+eé, pm '+H6XT", a"ma, C= 2 + 6, etc.
On pourra donc exprimer la fonction T par cette fraction continue
Tai (ite+6) EG HG HE)E (+ (ta) (a+ 6) (1 +etc., (58) où il faut remarquer que les dénominateurs des fractions composantes sont tous égaux à l'unité, et que les numérateurs forment la suite
(a+ 6X, (1 H6X, (1+a + EX, (2H 6X, (2-ha+ 6), etc.
dont la loi est telle, que les termes croissent alternativement de (1 — 4)
et de aÿ.
Cette expression sera l'intégrale de l’équation différentielle (57), si toutefois la fonction cherchée T doit se réduire à l’unité lorsque £ = o.
195. Cette condition étant remplie dans l’équation proposée (56), il y aura lieu de lui appliquer la formule (58); c’est pourquoi faisant 4 1 —a,
=0, on aura, pour l'intégrale générale Z = f2*—'dx, cette expression
en fraction tue.
Las (+ (ia) (1: 6 aa (+28: (15—4X-ete., (59) où l’on voit que les numérateurs des fractions composantes forment la suite
(1— aY,0,(2— a), 28, (3— a)f, 3€, (4— aX, etc., dont les termes croissent alternativement de af et de (1—a)£.
$ IV. Application a l’IntégraleT(o, x). s
174. Maintenant si lon fait a=—0, on aura, pour le cas particulier de Pintégrale Z= LÉ =, cette troisième formule T. I. 83
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Lab i(nei( ei (r ati ag (+ i(ichete. (60), où l’on voit que les numérateurs Ÿ, £, 2Ÿ, 2, 3€, 3€, 4€, etc., croissent alternativement de o et de £.
Il n’y aura lieu d'employer cette formule que pour de très petites valeurs de x, qui laissent encore £ assez petit; car, par exemple, pour la :
# indifféremment la formule (53), qui ne cesse pas d’être convergente, ou la formule (60); le choix de l’une ou de l’autre dépend encore du degré d’approximation qu’on veut atteindre , et qui s’obtiendra plus facilement, tantôt par une formule, tantôt par l’autre. Pour mieux en juger, il faut faire voir quelle est la meilleure manière de calculer des fractions continues telles que la formule (60), dans laquelle les numérateurs augmentent à l'infini, tandis que les dénominateurs restent égaux à l’unité.
valeur x —=0.0183, qui donne 3= 4 et £ =}, on pourra employer
175, Soient …. à. les trois fractions consécutives qui résultent du calcul de la fraction vontinue, exécuté suivant les règles ordinaires en s’arrêtant à la fraction composante S on aura, d’après la loi connue,
P'=P-+uP, Q'—Q+uQ; de là PQ—PQ'=x(PQ—PQ), ou
VE, SNA Supposons la différence à ei positive =R°; on voit que la différence suivante + — À sera négative ; en l'appelant —R , on aura
On parviendra donc à la valeur 7 en calculant par cette formule une suite de différences r, 7’, r”..... R°,R, qui, à partir du premier terme À de la série, s’appliqueront alternativement en plus et en moins au résultat de tous les termes précédens ; d’où l’on conclura
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résultats alternativement plus grands et plus petits qué la valeur totale que l’on cherche, ce qui donnera à chaque instant une mesure du degré d’approximation auquel on est parvenu. Lorsqu'il ne manquera plus qu’une ou deux décimales pour obtenir le degré désiré, on pourra s’arrêtér à la dernière différence calculée R, et suppléer aux difiérences suivantes R', R", eto., en considérant la suite R°, R, R', R" comme une progression géométrique; dans cette hypothèse, faisant R= «R°, on aura...... Rom Re Re etc. R(1— œ eat — etc.) == — ; ainsi, au lieu de la R
différence R, on prendra ET Pour plus d’exactitude, on pourrait avoir re-
cours aux trois dérniers termes R°, R°, R, et faisant R°=—a°R%, R=aœke, on supposerait par analogie R’=—4R, et l’on déduirait le rapport æ&’ des deux rapports connus a°, &æ, par l’équation log &’ = 2 log æ—log æ; en-
suite, au lieu de R, on prendrait = = 176. Pour calculer facilement les différences R et éviter en même temps l'embarras des grands nombres auxquels conduirait nécessairement , dans ces opérations, l'accroissement rapide des indices g, voici comment il faudra procéder.
. Soit la fraction proposée Z=X:(1+p:(1u (in t(1pnsi(ietc.; les premiers termes, calculés à la manière ordinaire, sont :
X _X X(1+pm) Xr + me: pen) 1148 14m 1H mA) et la série formée par la différence des termes consécutifs commence ainsi :
»etc.,
de AR PONTS dr GENGF ER
Pour la continuer indéfiniment, on prendra des auxiliaires @, À, 0,,À,, 6,, À,, etc., d’après la loi suivante, qui comprend celle des différences R,R,, R,, etc.,
0 =, À ==, R = XÛA,
8, — PAR À R, = RA,, 6, = À; ; As = “TT R, = RbA,, =, À = 146 B, = Rs, mur, À me R, = Ray; etc. etc. etc.
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Cela posé, la valeur de Z se calculera par la suite
Z=X—RTER —R HR, —R, + ete,
qu’on prolongera jusqu’à ce qu’on ait obtenu le degré d’exactitude désiré.
177. Ces calculs, comme on voit, sont très faciles à faire par logarithmes; toute prolixité et toutes opérations inutiles en sont écartées; il suflira de calculer les termes X,R,R,, R,, etc., avec une décimale de plus qu’on n’en veut avoir dans le résultat, et l’on prolongera la suite des différences jusqu’à ce qu’elles appartiennent à l’ordre de décimales qu’on peut négliger, ou seulement jusqu’à ce qu’elles approchent de cet ordre, puisqu'on peut tenir compte des termes suivans par le moyen que nous avons indiqué.
Il est bon d’observer, au sujet de ces calculs logarithmiques, que pour
déduire chaque À du 8 correspondant, par l'équation = Le 14 0,0n Dre
faire usage des formules souvent mentionnées log 8= loga= d, d' = — logD=log(ad') Ed", d’où résulte log(1+-8), où — log A=log(1-+a) ED. On prend pour a le nombre de la table dont le logarithme approche le plus de log 8; il suffit que à ait au moins le tiers du nombre de chiffres significatifs avec lesquels R doit être déterminé; mais il faut que log(1 +4) soit aussi donné dans la table immédiatement et sans re
178. Comme on a en général R,=R,_,. ——", il est évident que les
Ra ; différences R,R,, R,, etc., vont continuellement en diminuant, dès le commencement de la série, ce qui est une suite de ce que les indices pe sont supposés tous positifs; ainsi à mesure que la suite des difiérences est prolongée, l’approximation augmente de plus en plus, pourvu que les différens termes, À compter du premier X., soient calculés jusqu’au nombre de décimales qu’on veut obtenir dans Le: résultat, ou même au-delà, pour obrier À à l'accumulation des erreurs.
La formule (60) est donc propre à déterminer l'intégrale Z pour de très petites valeurs de æ, sans être sujette aux inconvéniens que présentent les formules (53) et (55), la premiére en offrant des termes divergens dés le commencement de la série, et fort grands par rapport au résultat cherché ; la seconde, en amenant assez promptement une divergence qui limite beaucoup l’approximation et la rend souvent insuflisante. Cette formule, cependant, est loin de conserver son avantage, lorsqu’on l’applique à des valeurs de æ qui passent une certaine limite; car sa marche se ralentit de plus en
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plus, à mesure que x augmente, et la formule (53) devient fort préférable, surtout si l’on a besoin d’une grande approximation.
179. Pour mieux apprécier la formule (60), essayons de déterminer combien :l faudra calculer de termes de cette formule, afin d'obtenir la valeur de £ avec un nombre à de décimales, où de manière que l'erreur soit moindre que 107.
On remarquera d’abord que le n°” des numérateurs Ÿ, £, af, 2£, 3 36, etc., peut être représenté par 2ÿ (7 sin*in7); or on a 8, =, A, ou 8,(1 +0,_,)=4,; donc 8,(: +8,_,)=2X (nr + sin"! +27). De là on voit que 8, a pour limite (: fn), et qu’ainsi lorsque 7 devient un peu grand, on peut supposer 8, — y/(iÿn).
Soit log R,= U,, l'équation R,= R,_,8,À, donnera U,=U,_, +
1 _ =ÙU.., — r= U., — v4 (x); d'où l’on déduit la valeur approchée
U, = const. — 2 VG@):
Ainsi, à mesure que x augmente, le logarithme hyp. de R, approche de plus en plus de la limite: const. — 24/ (3 Te); et son logarithme vulgaire, de la limite : const. — 2m V4 ) Si l’on veut dong que cette limite soit
—i, On aura 2 v4e M == cons. + 5, ou à peu près z = +M°£i", M étant
le nombre 2.3025, etc. On voit par conséquent que le nombre x augmente en raison du ar ë , et aussi en raison du carré du nombre de décimales qu’on veut obtenir.
Soit, par exemple, x=—0.01, ce qui donne 3—/ 100= 2M, —— = °°
aura à peu près a — ;; Mi"; dans ce même cas, x{ = 356== 0-00217; donc
si l’on veut que Z soit déterminé avec dix décimales exactes, il faudra faire i= 8, ce qui donnera = 4M = 9.2; donc il suffira de 9 à 10 termes de la série des R, pour obtenir ce degré Paceiltede Si l'on veut vingt décimales exactes, il faudra faire i = 18, ce qui donnera r— 46.5; ainsi la ‘série ” R devrait être prolongée jusqu’à 46 ou 47 termes.
Si l’on fait x=0.1, sera Là m et l’on aura = ?Mi; ide ce même cas, x —=0.043/4 ; donc, si l’on veut déterminer Z avec dix décimales exactes, il faudra faire i=9, et l’on aura n= 22, c’est-à-dire qu'il faüdra
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calculer 22 ou 23 termes de la série, et pouf Pavoir avec vingt décimales, il en faudrait calculer plus de 100. La formule (53) exigérait atissi environ 22 termes dans le premier cas, et seulement 32 dans le second. Nous ajouterons qu’à égal nombre de termes, l’usage de la formule (55) est préférable, parce que chaque terme se déduit très simplement du précédent.
180. Pour faciliter le calcul des fonctions Z, dans tous les cas où æ n’est pas très petit, nous joignons ici une table des valeurs de la fonction V, calculée pour toutes les valeurs de x, de centième en centième, depuis &æ 1.00 jusqu'à x=0. Ïl nous autait été également facile de donner la table des fonctions Z, puisque la somme de ces deux fonctions est égale à la quantité — [{1 x), donnée immédiatement daris la table des logarithmes hyperboliques. Mais linterpolation pour les valeurs de & peu différentes de l'unité serait d’un calcul difficile ét peu exact dans la table des fonctions Z, tandis qu’elle est très facile dans la table des fonctions V. D'ailleurs, con-
naissant VŸ, on a immédiatement Z—/ (—)-Y —
Le calcul de la table dés fonctions V 4 été fait par la formule (54) ou par une formule équivalente, depuis x == 1.00 jusqu’à x — 0.80. Pour les valeurs suivantes, depuis x —0.80 jusqu’à x —0.06, nous avons préféré d'employer la méthode des ordennées moyennés, corrigée pour les dernières valeurs de æ, comme on l’a expliqué (art. 818), Enfin les cinq derniers termes, à compler de x=0.05, ont été calculés par la formule (60), qui donne la valeut de Z, d’où l’on tire celle de V.
181. L’interpolation de la table des fonctions V se fera à FPordinaire, par la série des diffétences, tant que + ne sera pas plus petit queo. 10; il deviendra seulement nécessaire d’avoir égard aux différences du cinquième, ou même du sixième ordre, lorsque x approchera de cette limite, et dans ce cas, 1! conviendrait d'employer la série des différences dans l’ordre de x u «
L'interpolation peut aussi se fauré en général, pat une formule dont lapplication s'étend jusqu’à des valeurs assez petites de æ,
Soit 4 le nombre de la table qui approche le plus de la valeur dormée æ=4-—a; où conhaît la-valeur correspondante de V(a), et per: consétpsent celle de Z(a) ; il ne s’agit done que d’avoir la différence y =2(@)= Has æ). Pour cela soit 26, ce qui donné Z= Î— #; ; soit ensuité a é—#,
qu ae b<, où BI}, Emi soit A 322 bc, on aura
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—b" Ju # , «° FI = rs = 5 /e "de(s —5+5— et.) ;
intégrale qui devra être prise depuis w —0 jusqu’à w —6. Le premier terme fe “dx donne 5 (1 — e<), ou 3; les autres étant intégrés successivement par le développement de e-*, on en tire
æ /1 6 1 6 1, 63 1 15 Gti 53 5h53 GTee) as 1 ç 1 6» 1 € nd at: r—sseg tee.) (61) _* Si +- Sete.)
€ + 7 g— grhele.) — etc.
Cette formule pourra s'appliquer depuis x 2 1 jusqu’à æ = 0.05 ; mais audessous de cette limite, il sera plus simple de ealculer directement la fonction Z par la formule (60),
182. L'usage de la Table est borné à la valeur æ = 1, qui rend la fonction Z infinie; passé x = }, la fonction Z redevient finie ; elle diminue progressivement jusqu'à la valeur æ=1.45137, où elle est nulle ; ensuite x continuant à augmenter, la valeur de Z devient négative et augmente jusqu’à l'infini. D'ailleurs depuis + = 1 jusqu'a æ == © , cette fonction se déterminera avec tel degré d’exactitude qu’on voudra, par la formule (55), où il faudra changer le signe de z (excepté dans le terme /3), et faire 3=logx, ce qui donnera
Zm—C—bg—i En Tom ete.
Imaginons une courbe dont l’ordonpée pour chaque abscisse æ soit égale à la fonction Z; l’aire de cette courbe sera
[dx = 2, Le = 22 — (x),
en désignant par Z(x*) £e que devient la fonetion ‘Z ou Z{x), lorsqu’au lieu de æ on met x*. Si dans cette équation on fait += 1—#%,% étant infiniment petit, on aura æ°=1— 00, /x)=— Cle, xt) C — (20). Donc, fZdx= la ; ainsi quoique l'ordonnée Z soit infinie lorsque x 1, V'aire de la courbe pour cette même absçisse, n’en est pas moins égale à la quantité finie /2.
TABLE des valeurs de l'Intégrale V= [= =
x Int: V.
EE
86800! é. nlo.2 o.9blo.55714 11503 4610.2 205 © o. 1197 88 o. 8640 ne . à 5 Go .44l0.28073 33530
nue
o 1382 0. ‘ c 1412 0 5 1450 0 es
D. .43359 ) 1 88073 0 : 1 oc 13801 70645/630 53065|3 8f270l17090 o.69lo.41972 33838/531 453701 21647 o.10l0.13171 17580l634 353441402544 108 4 ble: +4 1 88450|532 702 c c # 0,18 0: 12536 80236 r S8 4 7 0.40708 2114331533 EM 441 66%o.v7l0.11898 40648/642 616 o.66!0.401n4 31016/535 16601 6! 53 0.16/6.11255 700006 ” 0.650. 3 7 192 Gilo.1610.10608 7336416561 7414714 0.6410.39102 72786
o.50lo.3144 5 6583; 3206 12510.
CHAPITRE XVIL 517 $ V. Application à P Intégrale T(+, x
183. Nous avons traité fort au long des différens moyens d’évaluer la fonction T'(a, x) dans le cas de a—0. Occupons-nous maintenant du cas a=?,
qui est celui de l’intégrale Z = /dx (T+.
Faisant à l'ordinaire À : =72, ou æ—e"*, on aura sous une autre forme
Z=f — 37 Ÿdse, d’où l’on tire, en ju e“et Ma
ñ L 3 1 2° Z=TE— 2241 St SU mes 5: + ee — — etc. ) (62) On sait d’ailleurs que Ti= y/7, ainsi étant donné x et en même temps s2= À 2 on connaîtra l'intégrale Z par une série d'autant plus convergente, que z sera plus petit, c’est-à-dire que x approchera plus de l’unité.
À mesure que x deviendra plus petit, la série sera de moins en moins couvergente ; elle deviendra même divergente dans les premiers termes, dès qu'on aura 3>5, ou æ <e* << 0.05, Dans ce cas et dans ceux où x est encore beaucoup plus petit, la série, qui est divergente dans les premiers termes, finit toujours par être convergente, et même plus que tante progression géométrique décroissante, Mais, comme il faudrait calculer un nombre de termes assez grand pour arriver au point de convergence (qu’on peut toujours déterminer à priori), et que ces termes ayant une valeur absolue beaucoup plus grande que le résultat qui doit provenir de la série totale, il deviendrait nécessaire de calculer chacun d’eux avec beaucoup de précision, puisque la plus grande partie de leur valeur doit être détruite; on voit par toutes ces raisons qu’il vaudra presque toujours mieux, dans le cas de x très petit, appliquer la formule générale (58).
Faisant donc a=}, et {==, on aura la formule
Zur ti (itei(iat (ii (ip 4ti(ietc, (65) où l’on doit remarquer que les numérateurs croissent continuellement de ?, tandis que les dénominateurs sont tous égaux à l'unité,
Le calcul de cette formule devra se faire comme nous l'avons expliqué cidessus art. 176. Pour en donner un exemple, soit x=—=0.01, on aura =
log 100= 2M, {= — = —=+%n=0.10857 362 etc.; d’après ces valeurs, il
faut calculer successivement les quantités # R,R,,R,, etc., par les formules T. IL 84
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de l’article cité, savoir,
X = as, 0 = #, A =) R = X6A, d, = A, À, = FT , R, = RôA,, =, Az, R = REA, d = AA, À = IE? R, = Rx ,
etc. etc. etc.
Voici les logarithmes de ces quantités, calculés à dix décimales, avec les valeurs qui en résultent progressivement pour la fonction. ..,,.......
Z=X—RER,—R, +R
- 6.65933 69378 o | 8,..... 9.209198 97756 4 420 35151 6 da... 9.274390 22252 2 | x,..., 9.g223r 24495 8 | R.... + 7 47548 + BR... 5.87363 91630 2 | 6,...., 9.435r5 80242 8 427 82609 7 d2n-.. 9-38084 48692 o | x,.... 9.809538 68449 > | R.... — 1 60023 6 R,... 5.20418 40322 à | 8,.... 9.533179 11562 2 426 2266 1: Bas... 9.405638 63390 5 | à... 9-87246 52028 3 | Ra... + dogar > Rs... {.60982 03912 7 | 8,.... 9.609715 95291 5 | 63397 3 8,14... 9.45956 88608 9 | à,.... 9.85240 88337 4 | À,.... — 11732 4 R... 4.060938 85521 6 | 85. ... 9.66628 44or 4 51664 9 as: .. 9.H008t 73435 3 | àx5. ... 9.83453 29393 9 | Rs... + 3m r Rs... 3.537020 60956 9 | &.... 9.71535 52993 7 55382 o 8x... 9.53373 33020 1 | x... 9.81837 80026 4 | Re... — 1250 4 Re... 3. 10393; 93977 8;..... 9.765719 23006 S4rux 6 Da... 9-56081 38838 Ars. 980362 15742 Be. LEE mr s H,... 2.066475 32815 | 8... 9.709358 840 54573 7
. Poñs.… 9.58361 499. | Age... 09-7900 659; Ru... = 1997 2 Rs... 2.24836 837 | 8..... 9.826575 og 54396 5 Rogers: 960316 ,45 Age. 9:7774r 36. R.... + 71 à
nn mn Hour, _—_ Rs sé: 1865153 28 - | Ruo ete. ts
185. Pour faciliter le caleul des PR Z nous avons construit la table ei-jointe, où l’on remarque deux parties distinctes.
CHAPITRE XVIL 519 Dans la première, la fonction Z est calculée avec ses différences successives, pour toutes les valeurs de = (EŸ » de centième en centième, depuis {=0
jusqu’à t=—0. 50. Ces limites répondent aux valeurs x=1,z=—0.7788 etc.; ainsi la première partie de la table servira à calculer la fonction Z pour toutes les valeurs de x comprises entre-ces limites; car d’ailleurs x étant
donné on connaît { — (y. Cette première partie a été calculée par la formule (62).
Dans la seconde partie on trouve la fonction Z calculée pour toutes les valeurs de æ, de centième en centième, depuis æ=0.80 jusqu’à x == 0.00; cette partie a été construite par la méthode des ordonnées moyennes, excepté les cinq ou six derniers termes, qui ont été calculés directement par la formule (65), dont nous avons donné un exemple.
186. Si l'on compare les derniers nombres de la première partie de la table , avec les premiers de la seconde partie , lesquels répondent à peu près aux mêmes valeurs de æ, on verra qu’en supposant même égaux les intervalles, qui sont moindres dans la première partie que dans la seconde, il ÿ aurait un avantage marqué à se servir, pour l’interpolation, des nombres de la première partie, attendu que les différences successives diminuent bien plus rapidement dans ces nombres que dans ceux de la seconde partie. .
En général, quand on veut construire la table des valeurs d’une fonction, il importe de choisir convenablement l'argument de cette table, c’est-à-dire la variable par laquelle la fonction doit être déterminée , pour que les différences décroissent de la manière la plus prompte, et qu’elles rendent ainsi l’interpolation plus facile. Car, en substituant une variable à une autre, la marche des différences n’étant plus la même, on doit préférer celle qui!sera la plus favorable aux interpolations.
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Let 4
0.80 |0.89350 00910/2087 97550|55 33938]3 54856| 38179 307 98410 .62|0.58:168 “usa 1
0.79 lo.87262 03360|2032 3612 51 79082/3 10677| 32682/451 7olo.6110.56733 8
Et: 0.835229 3% 39748 1980 84530 o[{8 62405 2 83995 28160|3743 &; 0.60l0.55323 18529}: Ce.77 |o. ».83248 à 55218|1 ge 22125 45 784102 55820 3122| 495lo ne .53935 3289 326
0,70 |o.81316 33093/1886 43315143 22984 2 31400! : cs” o4lo.58lo
0,75 lo. c. DÉS € Gas 1843 21131/40 o1184|a 10096 2223| 33 à" 0.512 + 1 0.74 lo Ps 711802 29947138 B1088|1 91419 1889, 2680.50l0 1 814 0.73 |0.75784 il 1763 4669 36 89669|1 74965 1621| 2280 .55|o 561 0.72 |o. 74020 8o44i 1726 59190 59190|35 147 ofl1 6ofoo 1393| 180l0.54l0.47314 €
o.7t lo. o.7r29{ 30251 1691 L486 33 54 (3041 fe 56 1204| 156f0.53o. Éo5o fraglr 0,70 0602 85765 de 90182|32 0684 8[1 35q05 1048| 140l0.52l0, 795
«6 lo 44 95583 1623 83334/30 70943/1 25558 0.68 lo. 67319 9 12249 1595 12391/29 453851 1_16259
908| 1060.51l0. Les 0.67 [0.656723 s 1565 67006/28 29126|1 07868 7589 8 6
Bo2| 100ol0.50l0.42
702] 84lo.4olo. {1174 775 0.66 lo. 64158 5211537 37880l2 ue Ù 00279 618 rolo.48lo. 188qbl x 150 0.65 |0.626 2/1510 166222 79 93302 6269 548| G1lo.47lo.3BB4o 1701 0.64 |o.61110 EE 1483 95643 à 536 7123 71 560.46l0.3 085 0.63 |o.59626 A a 1458 b8056/24 to46 81402 Et 430 70 45303|rr1t
= (e > = 0.00 jusqu'à t— 0.50, la seconde depuis x = 0.80 jusqu'a x = 0.00.
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522 INTÉGRALES EULÉRIENNES, 187. Ainsi étant proposée la fonction Z = fdx (Ti, si l’on fait.....
(u)= t,ouxæe—", cette fonction sera aussi exprimée par la formule
ZL= yx— 2[e-t"dt, où l'intégrale doit être prise à compter de 1=0;on a donc le choix entre les deux expressions, l’une par la variable x, l’autre par la variable €.
La première partie de notre table a été calculée, selon la seconde expression, pour toutes les valeurs de t, de centième en centième, depuis £—=0 jusqu’à t= 0.50. On l’aurait pu continuer jusqu’à une valeur plus grande de £, par exemple, jusqu'à #=3, comme l’a fait M. Kramp, dans une table de l'intégrale /e—"dt, placée à la fin de son Ænalyse des réfractions. Quant à l'intervalle depuis = 3 jusqu’à = © , il paraît immense, cependant il n’embrasse, par rapport à la variable x, que le petit espace depuis x = 0 jusqu’à x—=e-9=0.00012 312 etc.; on y suppléera aisément en calculant directement, dans chaque cas particulier, la fonction Z par la formule (63).
188. Étant connue par la table la fonction Z=A , qui répond à la variable æ=a, si l’on veut avoir la valeur de la fonction pour une variable peu différente x—=a— 4, il faudra d’abord, pour la facilité du caleul, exprimer les
fonctions par la variable t. Ainsi faisant x—=e-t",out= (4 Dh » puis déter-
minant b et 6 par les équations ë= (1), b+6 = (4), la question sera de déterminer la différence J'Z d’après l'équation Z=y/7—2/fe—"dt, en supposant que £ prenne successivement les deux valeurs #, +6.
Soit donc {= b + w ; on aura, en observant que a=e—?",
k d'Z= 2afe— be" do; cette intégrale doit être prise depuis w=—0o jusqu'à w=6, et comme la quantité 6 est supposée très petite, on pourra développer d’abord le facteur e—**, ce qui donnera
Je-sbs- do = fe bados — fe bo des + à fe bete — etc. ;
ensuite développant e— ès dans les différens termes, excepté dans le premier, et faisant, pour abréger, 266 = À, on aura la différence cherchée
CHAPITRE XVII. 523 = er) — 208 (3-5 + — LE + ec) + 24€ ( — à + Fe 7 — ete.) — 246 Ç —5+ eto.) + za ( — etc.) — etc.
Chaque ligne de cette formule forme une suite fort convergente, et les differentes lignes décroissent à peu près comme la progression 6°, 65, 67, etc.; il suffira donc presque toujours de calculer un petit nombre de termes de cette formule, pour avoir une valeur très approchée de la différence d'Z, d’où Pon déduira Z= A — d'Z.
Cette formule servira à interpoler la seconde partie de notre table, dans les cas où la série des différences ne décroîtrait pas assez rapidement pour donñer un résultat exact jusque dans les dérnières déciniales. Cependant si æ n’était pas plus grand que 0.02, il serait encore plus simple de calculer directement la fonction Z par la formule (63).
189. Au reste, pour donner un exemple du calcul de la formule (64), nous allons déterminer la fonction Z(0,02) où x=0.02, par le moyen de la fonction Z(0,03) supposée connue, ce qui est un des cas les plus difficiles que puisse présenter l'application de notre formule.
Dans le cas dont il s’agit, on aura 4a= 0.05, a—4=0.02, =, (b-+ 6) = 150. D’après ces données, on calculera le premier terme (1) de la formule, comme il suit : ‘ |
Bb = 1.873258 054495 6..... 9.022144 041883
@ — 0.10530 292114 À.....9.59591 092149 Mis: 9.635778 431130
LE APPPE 9.253609 5252-09
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1 — 67 = 0.352589 972474 ‘| 9.828792 450444 son log...9.51308 3gg141
En second lieu viennent les termes de...,.. (a,1) — 2 335346 la suite | _ 519 gré si is : 292) + 0794 5 3'2°5 2:3°6 ) 520 46868 468688 ue nous désignerons successivement par (2,1); (2,3) — 108967 Er (2,5), etc., et qui se déduisent aisément, 520 359721 chacun de celui qui le précède. (2,4) + x is Les termes de la seconde ligne, savoir... ... 520 371658 —+- 246 4 — {+ : + —etc.), étant désignés 2 — 1009 de même par (3,1), (3,2), etc., et sembluble- (2,6) + _ 69 ment ceux des lignes suivantes, qu’on calculera 520 370718 jusqu’à ce qu'ils ne dounent plus rien dans le (3,1) + 7769 dixième ordre de décimales, on aura les résul- (3,2) — 2953 tats ci-joints. (3,3) + 431 La valeur de d'Z, qui est le résultat total de (5,4) — 50 la formule, étant retranchée de la valeur connue 520 376315 de Z(0,03), on trouve celle de Z{(0,02),la même (4,1) — 21 qui est inscrite dans la table, et qui a été cal- (4,2) +- 7 culée directement par la formule (16). J'Z—0.00520 37630
$ VI. Zntégrale complète de l'équation (57).
190. Les recherches précédentes nous conduisent à déterminer les cas d’intégrabilité de l’équation différentielle de Part. 171.
Si l’on suppose qu’on ait en même temps T = 1 et £ —0, la formule (58), exprimée en fraction conlinue, sera, comme nous l'avons déjà dit, l'intégrale de l’équation (57). Si l’on suppose, de plus, que l’un des deux nombres æ, æ+6, est un entier négatif, il est visible que la fraction continue se
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terminera d'elle-même, et qu’on aura ainsi la valeur de T exprimée exactement par une fonclion rationnelle de £. L’intégrale étant connue pour chacun de ces deux cas généraux, il sera facile d’avoir, dans la même supposition, l'intégrale complète de l'équation (57), Laquelle ne po plus qu’on ait en même temps T=1 et £ =0.
Ev effet, par le tableau analytique de l'art. 172, on voit que l'équation différentielle proposée en T, est liée avec les transformées successives en T’, T", T”, etc., de manière qu'il suflit de résoudre complètement une de ces équations, pour résoudre toutes les autres, et particulièrement léquation en T. Or, par la loi des transformées successives, il est évident que les coefhciens qui élaient æ& et 6 dans l'équation en T, deviennent & et n+-6 dans la transformée paire en T*, et qu'ils devidavent 1—aetn+a+6 dans la transformée impaire en T'+*,
191. Soit donc 1°. 6——n; pour avoir les transformées successives on prolongera la suite des équations,
k=:i+C+or, + (1 + EXT", æ =: SE LE
etc,
jusqu’à celle qui donne la transformée en T—:, savoir :
= mini HOT 1 RE — HT, cette transformée sera
dE! (r — «} + 1 : ï . H td pes +(e—iX— up 0:
Enfn si l’on fait — mn =1+CY, on aura pour dernière truusfurmée,
mr
Celle-ci étant linéaire par ue à v on en tire
Late (A—ft=isd à), À étant la constante arbitraire. |
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Eliminant donc successivement T', T'.,:, Te, Y, At thoÿen des équations précédentes, on aura L'intégrale de Péquation piébosée ci T, laquelle contiendra la constante arbitraire A, ét sera par ts is éolnplète.
192. Dans cette intégrale, outre le-térme AË< L” qui. éppartient àäux
exponentielles ordinaires, se trouve comprise la transcendante f RS dÿ qui, pour les valeurs positives de Ÿ, semble différente des transcendantes T(a, x); mais pour les valeurs négatives de £, ces deux transcendantes sont de même nature.
En effet, soit t= — 5, on aura /{— hé =(— 1e foie L -
soit encore e ie: ou = =l", on aura
fr € dre jèx (1 7) 1e x);
dans ce même cas on aurait :
g=mé[AZT(«; e y.
Ainsi le simple changement def en Lo, suit pour que l'intégrale complète de l’équation proposée en T, puisse être exprimée. pur la fonction T(a, x), 1 ’ en faisant x—e ‘; elle satisfera à toutes les valeurs positives de &, ou à toutes les valeurs négatives. de£. Ensuite si l’og change lesigne de o&, ce qui :
rend € positif, la fonction T{a, æ) supposera x = €, c'est-h-dire æ> 1, vt elle se déterminera alors comme on l’a fait voir dans l’art. 164. Donc des tous les cas, Pintégrale: omplète” dé équation proposée s’exprimera par la transcendante connue T(a, x),en donnant à cette transcendante toute l'ex tension dont elle est suscéplible. ADS
193. Soit 2°. a +6 —p, les transbrmées successives devront être prolongées, suivant la loi de l’art. 172, jusqu” à la a en Le qui sera L'aT** | COL Te La - . (n + EX — mr = 0.
E — cn
Dans celle-ci, faisant lon nouveau -— a
= 1+ ms, on aura le dernière trans— formée
CHAPITRE XYIL 5ay dY — a
ER FREE, dont l’intégrale est L
+ 1 F ‘ si »
1 | . m2 gæ=trTee FA fr« > & de).
Connaissant Y, on obtiendra successivement les valeurs de 'T#, T1 et
enfin T , de sorte qu’on aura l'intégrale cümplète de l'équation différentielle proposée.
| e à 194. Dans cette intégrale se trouve la transcendante fŸ<—26fd£ qui, pour toutes les valeurs négatives de Ÿ, se ramène immédiatement aux __.
T(a, x). Carfaisant = —wet ensuitee °=æ, ou =æ li, on a I T = RS e- Fe (A—fos—e ‘dr),
et fo—ve ‘de = far(1)T" =T(1—2, x). Ainsi dans le ces de t négatif, lintégrale de l'équation différentielle proposée dépendra simplement de la fonction T(1—«, x),
Dans le cas de £ positif, on gnbstiugra à la fonction T(1—a,x), ce que
devient cette fonction lorsque | PE À c’est-à-dire lorsque æ est> 1; ou bien , pour éviter des transformations qui quelquefoissont embarrassées ee
ginaires, on conservera dans l'expression de T la transcendante fe—äat qui s’évaluera convenablement suivant les différens cas. Si «& est un nombre entier positif ou négatif, l'intégrale dont il s’agit s’ex-
. . LA LA LI éd primera dy Jours exactement, ou se réduira a la forme connue f= —
Si æ n’est pas un entier, soit} = =u, on aura fees ÉR me fase,
ce qui donne par le développement de ex, la valeur approchée
PT -æ ph 7 [rss POP ——— es “5 — etc.
_ On peut aussi mettre cette intégrale sous la forme 12 Par : . 4 }+e (2 u oo opter == pa 1— 4.3 a md, 8, ERphE re),
d’où résulte
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SF = AU EE = a _
Y 1—4,2— #4 tu. 6,5 mg
— + etc.,
série qui pourra étre divergente dans les premiers termes, mais qui deviendra toujours convergente après an cértain nombre de termes.
195. Si, au lieu de faire les substitutions dans l’ordre indiqué art. 172,0n les fait dans l’ordre inverse, on aura les équations suivantes qui serviront à déterminer les transformées successives en T°, T®, L°Gr—1), Team,
_e =1+6 PE; æ° E: 1 + ET, a°° = 4, Ce
Î | nm e Î + mn |
mr |
on + Go pTe, aus — y ma, 6 = a+Ee—a,
= | F5 = 1 + Gong Tee, an = Gesss — € 3 ; elc., etc., etc.
De là on voit que la transformée paire en TYŸ=Y, sera
RE 1 + = +(6 — 1} —ÿ =0,
et que la transformée impaire en T—9 — Y, sera
*dY t— + + | F Et (4 C—nX — m0.
Donc, 1°. si 6 est dé : à un es enticr positif z, la transformée de l'ordre 27se réduira à Péquation linéaire
°T ++) riz,
Le dont l intégrale est Y ne (A — fee Fa Si dans cette expression
site on à fait e x, ou =1:, on aura
Jere È = fdx (EE) =rh ex),
ainsi l'intégrale de l’équation proposée: en: T ere généralement au moyen de la fonction F(1—æ,x). .
2, Siæ +6 est égal äun narbes enlier positif ñ, la (ranslüritiée de l’ordre 21 — 1, se réduira à une équation linéaire,
CHAPITRE XVII. 529 LG — a) + QY
dont l'intégrale est
Li 1 Vaget ef (Ag ie FR); Sr s4 et en faisant toujours la substitution e © —x, on aura
fe 1 eu = fdx (2) ‘= T(a, x).
Donc alors l'intégrale complète de l'équation proposée s’exprimera au moyen de la fonction T(æ, x).
196. Il reste donc démontré qu’étant proposée l’équation différentielle,
at + + + é— m0,
on en pourra toujours trouver l'intégrale complète au moyen des fonctions T(a, x), considérées dans toute l’étendue dont elles sont susceptibles, si l’un des nombres 6,æ+-6, est un entier positif ou négatif,
Nous remarquerons que si l’on proposait l’équation différentielle
LP HAE + 1)Z+ BEZ'+ CG — Do,
où il y a quatre coefliciens constans À , B, C, D, cette équation pourrait être ramenée à la même forme que l’équation précédente qui ne contient que deux coefliciens constans, En effet , soit Z= mT+n,m et nr étant deux constantes indéterminées, l’équation transformée en T sera
me TE + BnrETe + (AE INT + Bat + n = 0 + 2Bmn£T + Ang — D + ©.
Déterminant nr d’après l'équation Bn°+ An+ C=—=o, faisant ensuite... m—=D—n, 6—Bm, æ— A+ 2Bn, on aura
+ Si + — me
équation entièrement semblable à l'équation (57). Donc l’équation proposée en Z sera intégrable si l’un des nombres
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BD + + À + 3 y(A° — 4BC), BD+iA—E: v'(A" — 4BC), est un entier positif ou négatif.
197. Nous remarquerons enfin qu’on peut donner à l'équation (57) une forme analogue à celle de l’équation de Riccati. Pour cela, soit d’abord
{= Ax", T=Bxy; soit ensuite m=—", B=—;, A=+., la trans-
Li L formée en y sera ÿ + na yn@x" ‘= o; «enfin faisant, ...
J—3senx" =32, on aura
Det (tie Cet — game" eo
Cette équation, qui est plus générale que l’équation de Riccati, sera donc intégrable si l’un des nombres 6,æ+-6, est un entier positif ou négatif. Dans le cas où l’on a 6 =—}— 14, cette équation devient. .......... .
=—2 Hs — jante" —0;elle sera intégrable suivant la théorie précédente, si l’un des deux nombres ?—+æ, 1 iæ, est un entier positif ou négatif; alors l’exposant de.x, savoir, 2 ; se réduit à la forme — _ ; À étant
un entier positif ou négatif ; on obtient ainsi les mêmes résultats que présente la résolution connue de l'équation de Riccati.
SECTION PREMIÈRE
Sur le Développement de la puissance (1 + a — cos pv.
1. Ok peut toujours supposer 4<< 1; Car sion avait 4 < 1, on mettrait : à la place de a, et la puissance à développer serait a (14-422 cosp)-", a étant < 1.
Cela posé, si l'on fait D = 1 + 4° 28 cos ®, et qu’on suppose
= P, + 2P, cos ® + 2P, cos 29 + 2P, cos 3 + etc.,
l'expression générale du coeflicient P(A) sera donnée para formule suivante où l’intégrale doit être prise depuis @ = 0 jusqu’à ® = +:
PO)! fine, (1)
En effet, on sait que lintégrale /'d cos A@ cos u@ prise entre ces limites, se réduit à zéro, pour toutes valeurs des’ entiers À et, pourvu qu'ils soient différens l’un de l’autre ; ainsi en substituant pour D" la valeur développée P,+ 2P, cos ®+ 2P, cos 29 etc., l'intégrale f D—*dp cos A@ se-réduira au seul terme 2P(à)fd@ cos A9, dont la valeur est #P(A), ce qui donne la formule (1). |
Cette formule réduit aux quadratures la détermination générale du cvefficient P(A); mais il importe de chercher une autre expression de ce coeflicient propre à ‘en fäciliter le calcul numérique -pour toutes valeurs données de 7 et de À.
TLeët nécessaire, pour cet ellét , de traiter séparément le as où l'éxposant ñ est un nombre entier, positif ou négaüf, et celui où x est un nônmibre"fractiunnaire, Darfs le premier cas, la-vatéur-du cofficient général P(A) peut être déterminée exactement par une fénction rationnélle de # êt de À ; dans le sceond câs, léscoeflidiens P(A:).sont en général des transeendantes qui ont
beaucoup de rapport avec les fonctions elliptiques et qui coïncident avec elles lorsque 22 est un nombre impair.
$L Solution du cas où l'exposant n est un nombre entier, positif ou négatif.
2. Nous ferons toujours a 1, D=1 + 4° — 24 cos @ et D = P, + 2P, cos @ + 2P, cos 2 ® + 2P, cos 59 etc.
Dans cette série, le coeflicient P (A) qui accompagne cos À, suppose 7 constant ; mais sion a égard à la variabilité de #, ce coefficient , fonction de deux variables, devra être désigné par P(A, x); on pourra en outre considérer P(à, 7) comme étant fonction de 4, et différencier, s’il y a lieu, ce - coflicient par rapport à a. |
Cela posé, on sait par la théorie des suites récurrentes, que la suite infinie 1 a cos + 4° cos 29 + 4° cos 59 + etc., n’est autre chose que le dévelop-
. 1— a cos “ :
pement de la fraction TE , Suivant les puissances ascendantes de a.
De là on déduit l’équation 1— 0 1— 240089 + a*
= 1 +24 c0s @ +- 2a* cos 29 +- 24° cos 39 + etc.,
ou
Di — —"—_f; —+ 24 cos ® + 2a*cos 29 + 2a°cos 39 + etc.) ‘ ce qui fait voir que dans le cas de r—1,onaen général à P(à;, =>. (2) Au moyen de cette valeur, nous allons déterminer successivement P(A, 2), P(A,53), et en général P(A,n), n étant un nombre entier positif quel-
conque.
1 fd@ cos 19
te me me
3. Pour cela différencions par rapport à a l’équation P (à, »)= = De
nous aurons
dP (à, ) _ + =! fe (2 cos ® — 2a);
multipliant de part et d’autre par a et mettant au lieu de 24 COS @ — 24" sa valeur 14" —D, on aura
De+1 7 D: Le second membre de cette équation se réduit à n(x—@)P(A,n+ 1)
adP (a,n) _n d? cos à d RQ EE (1e) fée 2 farce,
SECTION I. 533 — nP(A, 7), donc on a | P(A,;n+1)=— nr 2 (3) Ainsi le coefficient P(A, n + 1) se déduire en général du coefficient P(A, n), au moyen d’une simple différentiation faite en regardant a comme seule variable ; et puisque nous connaissons la valeur de P(A, 1) par la formule (2),
nous en déduirons successivement les valeurs de P(A, 2), P(A, 3), etc., savoir : :
PQ) Di + 1e — D], P(,3}= = ns [CA + 1) (à 2) — 20%(à + 2) (à — 2) + af(a— 2) (a —1)],
POP 23 : gl) cha) G4+3)—3a"(a-a) (4-3) O3)
+BaM(a4+3) (25) (2) (a—3) (2) (a 1)], PO El 1) Gta) (O3) Cafe) C3) (a) a) A6a(a+-3)( +) 0 —3)—hat +4) 4) 3)0—2) +a4(2—$) (23) (2) Ga),
etc. }
La loi de ces expressions est facile à saisir, et en général la valeur de P(n, À) sera donnée par Ja formule suivante :
Fa à .À à +3 ,,, à — PO; 2)= — a) * si ERRES me PE -B,
_—_ mat TD — À—!] D— 1,.Nn— 2 Pi ho Ji À = 2) ET un te apauge À RE Le Dh. =D Ni à 3 1.2.3 ge. A+ 1.a+2.2 43 — + etc.
Pour s'assurer de l’exactitude de cette formule, il suffit de substituer la valeur générale de P (A, 7) dans le second membre de l’équation (3); on trouvera, après les réductions, une valeur de P(A, n-+1) qui ne sera autre chose que ce que devient la fonction P(A, n) en mettant 7 + 1 à la place de 7. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celui que nous indiquons.
4. Le cas le plus simple est celui de n = À + 1 ; alors B ou B(A, n) se réduit à son premier terme 1, et on a
d cos xp _ a AI. +H2,..22à PUR AS) ef Rs
T. Il. 86
Un autre cas qui mérite d’être remarqué est celui de A 0 ; alors on a — 1, m2 NN" 6 (5) P(o, n) = TG a te) a + ——— = — __—_— at + — 1.2, RE TE =) e +ete. ]
formule dont les coefliciens sont les quarrés des dons du binome élevé à la puissance » — 1 ; elle donne en même temps la valeur de l'intégrale
a jp» prise depuis @ — 0 jusqu’à ® —#.On aurait par exemple, fS= à Tr (1 + 4e + G'af + faf + at).
5. La formule ne laisse rien à désirer lorsque # est un entier positif, mais elle ne peut s'appliquer au cas où # est un entier négatif; c’est pourquoi il est nécessaire de chercher directement la solution de ce cas, c’est
. à "ET e: . 4 + , 4 à-dire la valeur générale du coeflicient P(A,—n#) donné par l'intégrale définie = SD"dg cos A@. Or, sans passer par les cas particuliers, on peut déterminer tout d’un coup la valeur de cette intégrale.
En effet, le polynome 1 — 24°cos + a* étant décomposé en ses deux facteurs imaginaires, on aura
D=(1—aev-1)(r Er |
si ensuite on suppose à (ia eV} = 1 EEK, eV LKR, env... HRK, en v—t petc.,
on aura semblablement oui
(1 — dev: } = LE Ke v—1 + K, envV—1,,,+K, eV etc.
Multipliant ces deux équations l’une par l’autre afin d’avoir la valeur de D”, et observant qu’il suffit de conserver dans le second membre les termes affectés de esv—1 et e—wv-—1, puisque ce sont les seuls qui ne disparaissent pas dans l'intégrale cherchée, on aura pour cette. partie de D* la valeur
AK Kat Kits KR bete.) (05 V1 ee);
mais le facteur erv—-1Le-wv-—1 se réduit à 2 cos 19, et on a entre les
limites données fd?. 2 cos* Ag = æ; donc la valeur générale du coefficient P (A, —n) est
P(A,—n)=K,+K, Kig: + KiKiga + KsRi+3 + etc. ; or, on a par la formule du binome
K, nn EL ant CORTE D à dt (=s),
A1.a+2,a+3 + etc
6. Remarquons que dans l’application de cette formule il faut supposer n—ou >; en ellet, si n était A, le développement de D" ne pourrait donner aucun terme semblable à cos A@; ainsi l'intégrale J'D"d? cos À#, prise entre les limites données, serait nulle. La plus petite valeur qu’on puisse donner à x est donc n—À, alors on a D" dg cos Ag=7(— a)", ce qui se vérifie immédiatement.
Le cas de ÀA=— 0 mérite encore d’être remarqué ; alors on a
SD'dp=r [1 +na + (= 2) at + sn) a*+etc.) (7)
Comparant celte formule à la formule (5), on en tire
JD'dp = (1 — a+: ES ; (8)
ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales définies ,
rapport qui aurait lieu quand même n ne serait pas un nombre entier et d'où lon déduirait aisément la formule de l’art. 148, tome I.
En général, si lon observe que la valeur du cofficient C n’est autre chose
que celle du coefficient B dans laquelle on aurait mis 7 + 1 au lieu de »,
on en déduira un rapport remarquable entre les intégrales / D"d@ cos A@ et
f Len. Ce rapport est donné par l'équation suivante, dont l'équation (8) n’est qu’un cas particulier,
SOég ons 9 pe ee RS. 6)
7. Les formules précédentes résolvent complètement le problème du dé= veloppement de la puissance D", lorsque l’exposant n est un entier positif ou négatif; elles peuvent même s'appliquer au cas où l’exposant # ne serait pas un nombre entier; mais alors la suite qui exprime la valeur du coefficient P (A, #) s'étend à l’infimi, et on ne peut plus déterminer que par approximation les coefliciens successifs P,, P,, P,, etc., qui deviennent dans ce cas des transcendantes d’une nature particulière; d’où naît cette sorte de paradoxe que le développement d’une quantité algébrique telle que D" ne peut s’exéculer qu'avec des coefliciens de nature transcendante. Nous examinerons ci-après les propriétés de ces coefliciens, afin de faciliter autant qu'il est possible les calculs nécessaires pour leur détermination ; mais nous saisirons cette occasion de démontrer ici uue formule assez remarquable qui a lieu dans le cas den =}, et qui paraît ne se rattacher à aucune autre formule du même genre.
8. Si on fait z—+ dans la formule (4) et que iilnnt on mette au
lieu de Lake An n.n+i.n+2.. nt
ET , la fraction équivalente TE
La on aura 7P(A, :) ou
me D x 1-3.6.,.2x—1: ; 2a+1 2a+1,.2a+3 D* a Ten He. 2a 42 "4 a tsaxté + ete.)
_de si sin*
—J va—& Tr
Mais si l’on considère l'intégrale Z — , et qu’on développe
la quantité sous le signe, on aura Z =[fd9 (sing + + a, sin+2g + at. sin+{@ etc.)
Effectuant l'intégration de chaque terme entre les limites®g=0, 9=7#,
d’après la formule connue fd@ sin" — LR TT, OD aura
ee 1.3.5., 2à— 1 2à+1 1.3 <: 21.23 .
Z=7. 2.4.6. = (: t+sa. 2h42 Es 2.4" ‘pa. ae jp ): et puisque cette de est la même, au facteur & prés, que celle de
Fa = a on aura en général la formule
dg cos xp _ de sin”?
Po Va ra cg): frs Vü — a sin g)? (10)
où les deux intégrales sont prises depuis @= 0 jusqu’à ® =7.
La valeur du coeflicient P(A, +) que donne cette formule, peut se tirer directement d’une intégrale comprise dans l’art. 123, tome 1. Cette intégrale est en général
1 — asinté | dÿ _ ni Détangé .
1 — 24 sin°# cosg + a’sinté * W/(1— a"sin"é) pi ren ne V{i—asin"6) ? et si on la prend depuis Ê—0 jusqu’à 8=—#, on aura D'* 1 Î 1 — asint8 dé . — #J 1 —2asin"écose + a*sint8 * W/(1 — a sin)" Développant la quantité sous le signe par la formule qui sert à exprimer Dr, dans Part. 2, on aura n-ii dé É ; 4 D °=- VG = Gi + 24 sin°ÿ cos ® + 2a sin fcos 29 + etc.)
Ainsi on voit que dans le développement de D” 3, le coeficient P(A, ?) sera
en général = en. celte intégrale étant prise depuis Ê—0 jusqu’à 0Ê— 7.
On pourra toujours déterminer la valeur exacte de ce coeflicient par les fonctions complètes F'a, E'a; mais si on voulait la déterminer par les qua- À . 2 dratures ; la forme — ne x serait beaucoup plus facile à calculer x J Va —@sin fé) dô cos x6
LE PE) où l’ordonnée ne suit pas une marche
que la forme - L A aussi régulière.
LA * _ Il résulte aussi de l’expression P(A, +) = f[ 7 il Fi que le coef-
VU — a sin" 6)?
ficient P diminue continuellement à mesure que e nombre des termes À augmente, tant à raison du facteur constant 4*, qu’à raison du facteur variable sin 8. Cette expression fait d’ailleurs connaître deux limites entre lesquelles le coefficient P(A, +) sera toujours contenu; on aura en effet
ts PAS 1) > + Jd8siusg > a. D & fdisin”8 à 1.3.5..2a — à
” P(A, 5) < = J VU — a) = Va)" 2.4.6..2
Nous remarquerons enfin qu’en différenciant par rapport à 4, le coefficient P(A, +), on en tirerait la valeur générale du coeflicient P(A, 2) pour le cas de n= ?, wais cette valeur serait moins simple que pour le cas den= +.
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9. Supposant toujours que le développement de D* est représenté par la suite
P,+ 2P, cos ® + 2P, cos 292 P, cos 3... + 2P, cos A betc.,
l'expression générale du coefficient P, ou P(A), sera donnée par la formule (4), en y faisant le changement indiqué dans l’art. 8, on aura ainsi
nn+i.nte,..ntHa—i a Ir Ain TN Hdi an D a ee 1h. 2m in. À 2 ai 12 A. Br Din. Aa A3 à 12 ‘AI. A+2 T 1.2.3. - AH 1.ah2.243 at etc).
Une autre expression de ce même coflicient peut se tirer de la formule (6), en y changeant le signe de n : cette expression est
2 ee
nent. ne. Ta n n+à a (13) P(a)= 1.2,3,..À “a (à LS *àhi° PE 1.2 Ad1.a42 n.n+ki.nb+a FORT PP ETS 6 Tr rat NÉUAEERRS +ete.)
Cette formule renferme une suite moins convergente que celle de la formule (11), mais elle jouit de quelques avantages particuliers; elle fait voir , par exemple, que » étant positif, les coefliciens différentiels successifs de @) ddP (à) ŒP (à) da ? de ? dé #
Soit V
, etc. seront tous positifs.
Dre , On aura en différenciant cette équation,
sin À,
xd CCE NE 2a(n—1})sin
dV = ut ç ACTE dg et en réduisant au mème dénominateur ,
dia) à. PM (atn—i)a, PACE
| ie da —(A—7+i)a. de + 0e ».
intégrant de part et d’autre depuis ® = 0 jusqu'a = 7 , et observant que dans ces deux limites V s’évanouit, on aura d’après l’équation (1),
(15) (A+1—n) P(A+1)— (ÈS) AP (AH (Am rep) PA) = 0.
Cette équation donne la loi générale qui lie entre eux trois termes conséca-
tifs quelconques de la suite P,, P,, P,, etc. ; elle fait voir qu'il suffit de connaître deux termes de cette suite pour déterminer lous les autres ; mais il y a des précautions à prendre, suivant les différens cas, pour que l'erreur qui peut exister sur les deux termes connus ne se multiplie pas dans le calcul des autres termes, de manière à rendre bientôt les résultats entièrement défectueux.
11. Si on fait P(A) = Denis mhat æ&. A(A), et qu’on substitue
1.2.,..4 cette valeur dans l'équation (4), on aura n—n" s s ep G4) + En) A (+1) (1+a) À JA 1) =0. Cette équation exprime pareillement la loi qui règne entre trois termes consécutifs de la suite A,, À,, A,, À,, etc. En supposant celte suite connue, le développement de D" serait donné par la formule
D-"— A +24." A, cos + 24°, ? | 2e À, cos 29 + 24%. nntints A, cos 39 etc.
Lorsque À est ti grand, l'équation (14) donne à très peu près A (AH DE RE AG) À A 1);
d’où l’on peut conclure que la série A,, À,, A,, etc. doit se confondre dans
les termes éloignés avec une série récurrente dont l'échelle de relation est 1 + a
des coeficiens constans. Ainsi lorsque À est très grand, on doit avoir aussi A(A)=at+é (2): Mais comme , d’après l’équation (11), la valeur de A (A) ne doit contenir aucune puissance négative de a, il s’ensuit qu’on a 6—0; et qu’ainsi À étant très grand, on aura À (A)=«, ou A (A) égal à une constante. Cette constante se détermine en faisant À infini dans la valeur générale de A (A) donnée par l'équation (12}, laquelle est
n n À sr 7: nt n+a.n+abit (15) DOME is PE au a AMITIÉS atetc., et on a par soi supposition A (A})= (1 — 4°)", Mais ce résultat n’est que le premier terme d’une série propre à exprimer la valeur géné-
rale de A (A), lorsque À est très grand. Voici comment on, parvient à çetle série.
Fan Bi celle-ci aurait pour terme général &æ + 6 (=), æ et 6 étant
12. Faisons, pour abréger, À + 1 = À, À + 2 = À", etc., et supposons
AG) = a(1 + D + Es pe + ete),
c', c”, c'", etc. étant des coefliciens indépendans de à ; cette valeur donne AG) — AG + 1) 6 (+ + ET + etc. ), - AG 1) — AG + 2) = a (tnt promos + etc. );
multipliant le second membre de la dernière équation par 4’, et obser-
vant que À'= A" —2 = A"—52= À"—4,etc., on aura, après avoir divisé par À,
A(A+1)—A(X +) (+ QE PR RE + etc).
ESS AAATAN EFNSUU
Maintenant si on met l’équation (14) sous cette forme : OA (A)—A(A +1) a [A (A1) A (A2) + Tr at A (A +2),
et qu’on substitue les valeurs précédentes, on aura une équation qui devant être identique, donnera les équations de condition (Gi —a)c =(n" — na, 2(s— a)" = (nt — n — 2), 5 (i—a)c"= (n° — n — 2.3)ac, 4G—e)co"= (nr — n — 3,4)ac", etc. ; :
d’où l’on déduit les valeurs des coefficiens
FE
nh1.n—2 a*
d'in, ES, aka. m3 a"
a 7 3 " rer
donc on a la formule générale
SECTION 1. 541 ae A — 1 n a A(x)=(1— 0") Ci +. Re Din—=2 n.n+i æ \»
(16) FE hat Vs Tnt , == , 3 n.n+i,n+ a* \3 + 1.3.3 Ÿap1.242,2243 * ss) ete. ] Cette suite a l'avantage de se terminer d’elle-même, toutes les fois que » est un entier positif ou négatif; mais si » est fractionnaire, comme nous le supposons, elle s’étendra à l'infini et ne sera convergente dans toute
son étendue et pour toute valeur de À, que lorsqu'on aura a << 1— at ou 4° <>.
13. Dans tous les cas, si À est fort grand, on aura une valeur très ap prochée de A (A) par les premiers termes de la série, qui décroîtront alors d’une manière rapide. Dans cette hypothèse, si on prend le logarithme de A (A), et qu’en négligeant les termes qui ont pour diviseurs À°, A4, etc. , on
réunisse deux termes tels que À + 4 en un seul —
, On aura log A(A)= — 7 log (1 — a*) Hs.
D’un autre côté la valeur de P (à) peut en général se mettre sous la forme
P(a)= CT) A (à);
Car (+1) :
et puisque À est supposé très grand, on a par la formule de l’art, 74, T'(Aakn — mn un og re) = (n—1) log À + #2 + DC = an),
donc on aura A log a +-(n— 1) log A—n log (1— 4°) Jog Tn _—… M —n (n° — n)a* (ENTER EUUES Fans tite)
valeur qui doit être exacte aux quantités près de l’ordre 5; el dans laquelle
il faudra multiplier les deux termes algébriques par le module m=— 0.434, si on veut que les logarithmes de cette équation soient changés en logarithmes vulgaires.
Nous devons observer, 1°. que si a était négatif, le terme À loga sera toujours le même que si à était positif, mais alors P(A) sera affecté du facteur
(— 1}, ce qui rendra P(A) négatif si À est impair; 2°. que si l’exposant x était négatif, c’est-à-dire si on avait à développer une puissance positive du polynome D, alors il faudrait dans le terme — log Tn, mettre la valeur que prend la fonction l# lorsque sa racine r est négative, valeur donnée par la formule (43) du chap. XV ; et dans le cas où cette valeur serait négative, on devra la considérer comme positive dans le terme — log Tn, et changer simplement le signe de P{A).
H suit dè ces deux observations, que le coeflicient PLA) ne deviendfa négatiPque dans le cas où la quantité a Tn serait-négative.
On peut donc à l'aide de la formule (17) connaître d’une inanière aussi prompte que facile, la valeur et le signe d’un terme éloigné quelconque dans la suite P., P,, P., ete. Si par exeuple on fñta=£#,nz}À, = 100, on trouvera log P,,., = 8.6430084, et P,,, —0.04596412; c'est la valeur trés approchée du 10 1° terme dela suite dont il s’agit.
14. Revenons au calcul effectif des coefliciens P, , P,, P,, ete. Lorsque a sera assez petit, on pourra se servir des formules (11) ou (12) indifféremment, pour calculer les coefliciens successifs qui seront donnés alors par des séries convergentes, mais il suffira de calculer directement par ces séries les termes alternatifs P,, P,, P,, Ps, etc., et on en déduira les intermédiaires P,, Ps; Psretée, au RE GE (13) LR en général
cette équation est d’un usage PR sûr, soit que a soit très petit, soit qu'il diffère très peu de l'unité,
Si on se bornait à calculer les deux premiers termes P,, P, par les séries qui les représentent, et qu’ensuite on se servit de ces deux premiers termes pour calculer les suivans par l’équation (13), les erreurs se multiplieraient dans:ces diverses opérations, avec d’autant plus de rapidité, que a serait plus petit. En effet, les erreurs — sur P,, P,, P,, etc. pourraient croître
suivant Ja progression À REA _. etc.; et comme ces termes eux-mêmes décroissent à peu près PE hi progression a, a*, a’, etc., l'erreur relative pourrait augmenter d’un terme au suivant, à peu près dans le rapport de x à ï . « “ * La +,
SF: erreur qui ne tarderait pas à produire des résul{atsentièrement défectuaux,
Lorsque a sera très près de l’unité, les séries comprises dans les formules (11),et (12) seront très peu convergentes, et il fandra .en: calouler-un grand nombre de termes pour avoir, avec un degré d’approximetion suffisant, les
SECTION 1. 543 deux premiers coefficiens P,, P,; hais dans ce cas, on pdtifra $e servir de l'équation (13) pour calculer les coefliciens suivans P,, P,, P,,etc., etilne sera pas à craindre que l'erreur augmente notablement d’un terme au süivant.
15. Au reste, on peut éviter les longueurs du calcul par séries, en déterminant les deux coefficiens P,, P, par les quadratures qui représentent les intégrales JE Gr LE = Li g , prises depuis @ = o jusqu’à P= #7. Mais dans le cas où a est peu Sférent de l'unité, la quantité D devient très petite lorsque ® est très petit; #insi l’ordonnée de la courbe qu'il faut quarrer, serait très grande vers l’origine des abscisses. Pour obvier à cet inconvénient , nous observerons que l'intégrale [ ca De peut en général être déterminée par l'intégrale [Dr dp cos 9, puisqu'on a par la formule (9)
JR = Et 1.n+H2....n#a— 1: (1 a) [Dr dp cos À9,
D _ 1—n.2—n.3—n....à—n Soit donc / D"—'dp cos A@ == "M(A), et on aura P(à) = n,n4inta....nea—1 M()
AD he me de em D sol (rat) Ainsi tout se réduit à trouver la quantité M(A) pour les deux valeurs A=0,2ÀA= 1,et on aura les deux coefliciens cherchés Sn Me pp = M, CET TT RS CET
Or quelque petit que soit 1 — 4, on poutra toujours trouver par les quadratures, des valeurs aussi approchées qu’on voudra de M, et M,; mais pour faciliter les calculs, il sera bon de supposer x > 1, afin que l’ordonnée D"! cos A de la courbe à quarrér, reste très pelite lorsque ® = 0, ce qui n’arriverait pas si n était & 1. Cetle coudition au reste est facile à remplir duns tous les cas; cat un verra bientôt que le développement de D“+* peut tottjours se déduire, par un calcul très simple, du développement de D*",
16. 1] y a encore une autre mauière de calculer les coefliciens P(A), laquelle a l’avantage de réussir égalèment lorsque a est très petit et lorsqu'il est très près de l’unité. Supposons qu’on veuille prolonger la suite P,, P;, P,, etc. jusqu’au terme P,.,; on calculera directement les valeurs de A(m— 1) et A(m), par l’une ou l’autre des formules
Be.
je Ps DA à nent nb+aà,.n+Ha+1 ARE ET GUÉr- 71" Hèu (18) SE In tin qe 2 Ah tn. A2 rs AQU —a) + a EE diet. ) .
Ces deux termes étant connus, on en déduira tous les précédens, depuis A(m—9), A(m—3)...... jusqu’à À,, au moyen de la formule (14) qui donne
A(A— 1)= A(A)+a[A(A) — A(A + 1 J + sn aA(à + 1). Il ne restera plus qu’à substituer ces valeurs dans la formule
"= À, + 24. *A, cos ® + 24°. — RH A , COS 29 Ja MERE 4, ons 5 ete,
et on aura le développement cherché de Dr*.
Dans cette méthode, les quantités À,, A,, À,, etc. sont évaluées avec un degré presqu’égal d’exactitude, parce que la formule dont on fait usage ne permet pas que l'erreur augmente beaucoup en calculant les premiers termes par les deux derniers. Il arrivera donc que les coefliciens successifs P,, P,, P,, etc. seront déterminés de plus en plus exactement à mesure que la série se prolonge plus loin; car les erreurs absolues étant les mêmes à peu près sur les coefliciens A(A), elles seront atténuées progressivement dans le rapport de 1 à a, sur les coefliciens P(A).
Ayant représenté le développement de D" par la formule
D= P, + 2P,cos® + 2P, cos 29 + 2P, cos 39 + etc., supposons qu’on ait semblablement D-'= Q, + 2Q, cos ® + 20, cos 29 +- 2Q, cos 39 + etc.,
Q(A) étant la même fonction de »# + 1 que P(A) est de x. Nous allons faire. voir que ces deux suites se déduisent aisément l’une de l’autre.
En effet, si on différencie la quantité V = 2e ; On aura
| ny dpcosap dgcos(a+1)e na 0 —0e. AVR na pr na ES ; intégrant de part et d'autre depuis @= 0 jusqu'à = 7, et observant que dans ces limites V s’évanouit, il viendra, d’après l'équation (1),
| 0 = AP(A) + na [Q{aL 1) = QG — 1)},
SECTION I. 545 ce qui donne
PA = *[QA—1)—Q
ainsi on a successivement
ne Îl
na (Q, — Q, ?
etc.
Le
À l'égard du premier terme P,, il n’est point déterminé par cette formule 3 mais comme on a D°= (1 + 4° — 24 cos @) D", si on multiplie la suite Q. + 2Q, cos @ + ete. par 1 + 4° — 24 cos ®, ét qu’on réduise les produits de cosinus en cosinus linéaires, on trouvera que le terme indépendant de @ est (1 + 4°) Q, — 2aQ,, et qu’ainsi on a
Ces formules offrent, comme on voit, un moyen très facile de déduire les coefliciens P., P,, P,, etc. qui répondent à l’exposant #, des coefficiens supposés connus Q,, Q,, Q,, etc. qui répondent à l’exposant » + 1.
18. Réciproquement si on veut déduire les coefliciens Q(A) qui répondent à exposant n+ 1, des coefliciens P(A) qui répondent à lexposant 7, il faudra d’abord déterminer Q, et Q, au moyen de trois équations
Fe (1 + a)Q, _— 24Q,, P, na (Qe — Q), G—n) Q = TT Q— (+ 7) Q
Ces équations donnent
CG e)Q = (1 + a)P, + TE, 24P,,
U Il
(1 — a)Q, = . 24P, + —- (1 a)P,, | ou plus simplement encore a | ; D DL = (21) Q@ + Q = = = ,
Q. éci Q. — P.——P,
Connaissant Q, et Q,, on calculera les termes suivans Q,, Q, étc., au moyen de l'équation (13), dans taquelle il faudra changer 7 en n+1 et P(A) en Q(A), ce qui donnera
G) An QR + Dæ LÉ AQO)— HN) OA — 1)
19. Maïs on peut pour le même;objet construire des formules plus commodes et qui serviront à calculer immédiatement les coefficiens Q(à), Q(A + 1), par le moyen des coefliciens correspondans P (A), P(A+ 1), P(A— 1).
Pour cela je tire, de l'équation (r9),
AP()= ne fQA—+ 1) — QG + 1)], (A1) PO 1) == na [Q(A)— Q(A + 2).
D'ailleurs équation (22) donne
(à — 2) QA+ 1) = LÉ AQ()— (+7) QUA— 1), (Air) Qa+2) = te (AH 1)Q(A+1)—(a-1-n)QU).
De jà résultent deux valeurs de Qu) exprimées, l’une par les deux termes P(A), PéA<+ 1), Faatre par les deux termes P(A— 1), P(A) ; ces valeurs
sont : ; ) de +2) re + a° Pa) — {a+ 1—n) 2& (ah) 1 (23) Fe. nn (An == 1) 2aP(a— 1) (a n}(1 +a)PQ)
Q(A) = m1 +— ay La combinaison de ces FR Haine eu donne une troisième plus commode dans la pratique, savoir ; :.
(24) QU)=— ss 0 0 SIREN NE anti) PG4-1) ]
Dans le cas déne=}, cette formule se simplifie et donne ce résultat remarquable,
(5) Q) = — Ja tn 2) CPR — 1) — PA + 1)],
20. Nous observerons que les équations (14) peuvent se mettre sous la forme suivante, plus commode pour le calcul numérique,
QG) + QA + = SORCIER (26) QG) " Qu 75) mn an) BG) HUE re) )PG+H:)
Dans le cas de n=—+, ces formules:se simplifient encore et deviennent QG) + QG + 1} = RPG) —P (a +1)], QG) — QR + 1) = PO) + P +1)
Le cas de ñ = + qui donne lieu à diverses simplifiçations, est celui qui s’applique spécialement au calcul des perturbations des planètes; il est susceptible d’être résolu complètement, par les fonctions elliptiques.
21. En effet, si Pon suppose = 7 — ad ete = fe op: aura... D=(1- a) (1—c sin), et les valeurs de P, et P,, données par la
formule (1), seront
pi 3 ad} Pe = D ÉerrTerrTr ÿ=o P: — 1 244 cos 24 . vais
(1+ a) V{(1— c* sin° 4)?
or, par l’art. 207, tom. }, on trouve
ee 2F'e (28) * x(1+a)?
= (1 + a) Fe—(1+a)Ee
xa(i + a).
Les fonctions complètes F'c, E'c sont rapportées au module c; mais il conviendra de les exprimer par des fonetions semblables rapportées au module c—4a, puisqu'on a ce = NE, Or par les formules de l’article déjà cité, on a F'e= (1+æ)F'e = (1+ a)F'a, E'ce = (140 )E'c — 8F'e =
TL E'a — (1—a)F'a, valeurs qui, étant substituées dans les. formules (28), donnent plus simplement
= P.. == Fa; (29) .
Li de EP, = À (Pa Era) 22. Nous rappellerons ici que pour calculer les quantités F'a,, £a, il
faut d’abord former la suite décroissante 4, 4°, 4°, a**, etc., par la même loi: queln suite dés modules ce; c*, c*, ett. Faisant ensuite
548 APPENDICE, = aVa* 2Va%
. DT Re. * etc.,
on aura, suivant les formules EDS dans le tome L
D É+ + RE
De là résultent ces valeurs très simples des deux premiers coefliciens ONE AS . P, K, P, =; (K+H); ensuite par l’équation (13) on trouve le troisième coeflicient P, 5 ar, + 3H.
Substituant ces valeurs dans les Déni (21) et (22), on en déduira les valeurs suivantes des trois premiers coefliciens Q,, Q,, Q,, nécessaires au
développement de D'*,
G—aÿ?
Q, —= Q. —K — H, Q, _— 1QHIQ a+=
Ces formules sont disposées de manière à rendre le calcul numérique des premiers coefliciens aussi facile Es est possible. Nous en donnerons bientôt des exemples.
Les valeurs précédentes supposent que la différence 1 — a n'est pas très petite, et dans cette hypothèse on n’aura jamais à calculer qu’un petit uombre de termes de la suite a, 4°, 4°”, etc., pour parvenir à des résultats aussi approchés qu’on voudra. S'il arrivait que 1 — a füt très petit, on ferait usage des formules (28), où 1 —c est encore beaucoup plus petit que 1—a, et on substituerait dans ces formules les valeurs de F'c et E'c, calculées suivant les méthodes que prescrit pour ce cas la théorie des fonctions elliptiques.
23. Nous avons fait voir quels sont les procédés les plus simples pour cal-
culer les divers coefficiens P(A), Q(A), qui servent à développer les deux puissances consécutives D", D—*-—", Si on avait à développer un plus grand nombre de puissances successives, telles que D", D=-", Ds, Det, on commencerait par la puissance la plus élevée, eL faisant x = m +3, on calculerait les coefficiens successifs P,, P,, P,, etc., qui répondent à cette valeur de 7.
Connaïssant le développement de D", il faudra en déduire successivement celui des puissances précédentes D"+!, D#+, etc. Pour cela il faut observer que si on a égard à la variabilité de 7, la fonction P{A) devient une fonction de deux variables et devra être désignée par P(A, 7). Or les coefficiens P(A, 7 — 1)se déduisent des coefliciens P(A , z) au moyen de la formule (19), qui peut être exprimée ainsi :
Go) PO,n—i)= CE, n)— PA 1, 2)].
Cette formule ne ferait pas connaître la valeur de P(o, #8 — 1); on y supplée par l'équation (11), qui donne
Au moyen de ces deux formules on déterminera les coefliciens P(A, 7 — 1), en supposant connus les coefliciens P(A, n); on calculera de même les coefficiens PCA, n— 2), par le moyen des coefliciens P(A, 7 — 1), et ainsi en rétrogradant, jusqu’à ce qu’on aît les coefliciens de toutes les puissances de D dont on demande le développement.
Nous proposons de commencer par la puissance la plos haute, parce que les puissances inférieures se déduisent avec facilité des supérieures, au moyen des formules (30) et (31).
24. On pourra aussi, si on le juge à propos, suivre une marche inverse, c’est-à-dire calculer les coefliciens P{A, 2 <+- 1) par le moyen des coefliciens
P(A , n) supposés connus. C’est ce qu’on exécutera par les formules (26), qui peuvent êlre mises sous cette forme :
P(A, m1) POcH:, rt) CPC nain P (CE 2, n) ent, - (52) pa, ni)—P(a+i, ni jeton (ne Il est visible que les mêmes formules serviront à déduire les coefficiens P(A, n + 2) des coefliciens P(A , n + 1); ainsi le développement connu de D" fera connaître le développement des puissances successives D", D"; D, etc.
25. On a va que deux transeendäntes connues dans la suite P,, P,, P,, etc., suflisent pour déternriner toutes les autres réprésentées par P(A) ou P(A, n), et par conséquent pour avoir le développement complet de D». Ces deux mêmes transcendantes safliront donc aussi pour déterminer tous les coefliciens représentés par P(A, n = Æ), et par conséquent pour avoir le développement de la puissance D—"**, 4 étant un entier quelconque.
De plus, si Pon compare entrelles les deux valeurs de A(A) ou A(A, z), données par les formules (18), on trouvera immédiatement
d’où résulte la formule
P@yn) ___nntHinta..sn#+ami, simon (55) PQ, 1—n) ere peser el se
laquelle revient à l'équation (9). En vertu de ce théorème, on connaîtra toujours exactement le rapport des deux fonctions P(A, n), P(A, 1 —n#); de sorte que l’une peut être déterminée par l’autre. Ainsi le développement de D—:+* peut être déduit immédiatement du développement de D", et réciproquement,
Donc les deux transcendantes qui suflisent pour déterminer en général les diverses valeurs da coefficient P(A, #), sufliront aussi pour déterminer toutes les valeurs du coefficient P(A, 1—n), ét par conséquent encore toutes celles du coeflicient P(A,—ÆHk-—n), À étant un nombre entier quelconque.
Combinant ce résultat avec celui qu'on a déjà trouvé, on voit que les deux transcendantes qui servent à former le développement complet de D", suffisent en même temps à former le développement tant de la puissance D—"** que de la puissance D'<#, £ étant un entier quelconque.
$ IL. Application de la théorie précédente aux cas de n=}etn=#, où lon montre l'usage des fonctions elliptiques pour faciliter le calcul numérique des coefficiens.
26. Exemple I. Soit a = ;5, et soit proposé de développer les deux puissances Di, D"*; le tableau suivant donne les valeurs des coefficiens ‘ successifs, jusqu’à ce qu’ils deviennent trop petits pour entrer dans le 10° ordre de décimales.
Ss
Les termes % la seconde colonne ont été calculés par la formule (11), en faisant n=2, et doonant à À les valeurs paires 0, 2, 4, 6, 8, 10; on en a déduit les termes intermédiaires par Ja formule de l'art. 14. Lu seconde ‘ colonne étant ainsi formée, on s’en est servi pour calculer la première au moyen des formules (50) et (31). On connaît donc par œ petit tableau, le développement des deux puissances consécutives D':, p'?, pour le cas dea=;"5; de manièreque l'erreur de la série ne pourra jamais s'élever à une unité décimale du dixième ordre.
27. Exemple IT. Soita = +,.et soit prpposé de dévdoppes les deux puissances D#, D”?
On pourrait exécuter les calculs comme dans l’exemple précédent, parce que les suites tirées de la formule (11) seraient encore suflisaimment convergentes; mais si on veut obtenir des résultats exacts jusqu'a Ja douzième décimale environ, on y parviendra plus promptement par les formules de l'art. 22.
En prenant poyr module a += += sin Z , la théorie. des fnctions elliptiques donne les valeurs suivantes :
de là on déduit, par les formules de l’article cité,
On continuera le calcul des quantités P(x, #) par la formule Ga — 3) PO 1, 5) = SAP, 5) — (2x +1) PO — 5, à),
et on en déduira les valeurs de P(A, :) par la formule (30), ce qui donnera les séries de ces coefhiciens, comme on les voit dans le tableau sui-
vant :
929000600ccco
LE o.
Le, Le o Le) (a)
_28. On peut vérifier ces résultats en calculant les derniers termes P(xi,3), P(r2, 5) par la formule (11), ou encore mieux par la valeur . de P(à) que fournit l’équation (16), savoir :
LEUR LE DENT LE ne æ& 73 = | nu a* PA) 2 1.2...À + 1 ‘Ar 10
D 1.2 n.n1 a* nn 0 à (5
1,2 ras Qu ete).
On trouvera de cette manière, en poussant l’approximation jusqu’à la treizième décimale,
P(rr, :) = 0.00009 41873 680,
L'erreur des résultats précédens ne se fait donc remarquer que dans le 11% ordre de décimales sur P(r2, ?), et dans le 13"*seulement sur P(11, +). Elle pourrait être plus considérable, sans qu’il y eût une erreur d’une unité sur la dernière décimale des valeurs de P,, P,, P,, d’où l’on a déduit tontes les suivantes P,, P,, etc., parce que la formule (13) qui sert à faire ces calculs, a l'inconvénient, comme nous l'avons déjà remarqué, de faire croître les erreurs absolués suivant uue progression à peu près géométrique
dont la raison est au moins =; d’où il suit qu'après un nombre de termes
peu considérable, les résultats deviendraient entièrement défectueux. C’est au reste ce qu’on éviterail en suivant Ja route indiquée art. 16, mais les calculs seraient plus longs.
En jetant un coup d'œil sur le tableau précédent, on voit que les deux séries tendent de plus en ph | à se confondre avec une progression géométrique dont la raison est ? ou a. On prévoit dès lors de quelle grandeur à peu près seraient des termes beaucoup plus éloignés, tels que P(21,+), P(22, +) ; ces termes se trouveront directement, et ayec une approximation assez grande, par la formule (17) qui donne
| P(ar, £) = 0.00000 00671 35, P(22, ?) = 0.00000 141203.
On voit de cette manière jusqu'où il faut prolonger les deux suites, pour que les termes deviennent plus petits qu’une limite donnée.
Exemple III. Soit a—0.7253325, et soit proposé de td
jusqu'à neuf ou dix termes les puissances D° ë, Di,
On, calculera d’abord, par la théorie des Écices Se te les modules décroissans 4, &, a*°, etc., et leurs complémens b, Frs *, etc.; ce qui dannera les logarithmés suivans : +
.... 985933 78587 0774 Brosse iso 6 37438 4132 a... 9.262164 53174 5980... . 4°.:., 0:00259 66675 9680 ... 7:93060 24235 4992 .: D%.,... 9:99098 42237 9754
a... 7.923235 06436. 2327 b°®%,,.. 0,00000 00000 0000. On voit que, quoique 4 soit assez près de l’unité , il ne faut cependant prolonger la suite des modules que jusqu’au quatrième terme, pour Avoir
les quantités cherchées K et H approchées jusqu'à la quatorzième décimale.
Caleulant en effet çes quanttés par les formules K = VG : brhrebre), De LT), on'éure
Tor log K = 0.075670 85737 4070, 1.109318 71668 9482, H 0.10969 09424 8484.
Eu partant de ces valeurs, et suivant la même marche que dans l'exemple précédent, nous avons formé le tableau suivant qui contient les valeurs des coefficiens caloulés avec dix décimales, jusqu’au neuvième ou dixième terme. ;
O Toi CO OH O1 b À ©
Es
Le peu de convergence de ces séries exigerait qu’elles fussent poussées très loin, pour que les coefliciens devinssent mégligeables. On en jugera par la formule (17):qui, étant appliquée au .cas de += 50, donne
30. Puisque la théorie dés fonctions elliptiques peut faciliter beaucoup la détermination des coefficiens P(A, 1) et P{X, 4), dans le cas où a est très peu différent de unité, il importe d'examiner avec soin les eonsé+ quencés ultérieures qu'on pourrait déduire de <stte ‘théorie.
SECTION E, : 555 Soit donc proposée la quantité Dit a° — ja ce)"; sie fais p—2N —T,C= ve, et j'ai Dali sin* 4* on BF (1 4a)4,
en faisant A— ÿ/(1 — c* sin* À).
Du module c qui a pour re. inbes on déduit le
modulé suivant 0° par le formale 6° +7, laquellé donne dans e, çds
c=a,et son complément & = 4/ (1—a"*). Si ensuite on prend ant tiouvelle atoplitude À* qui satisfässe à Péquation trigonomiétrique tang (L°==4)— btang+, ou qui soit donnée par Ha suite d°=24— a sin 24 ++ae sin 44 — La sin 64 + etc., on aura la transformée suivante, où 4° représente 4/(1—c°* sin J°), PL 1 1+c de là on tire, en observant que € =4,
D' — A* a cos 1°,
(35) prise cet = Mais si on fait a° = ETAT D'=1-a—24° cos Pat", on aûra semblabletient (D*}* Æ (r + re ou À= ee 73 donc pr*
ou
220 o\a a° o GS) G+easene) te (ts EEE CS
31. La relation directe entre @° et:@, par laquelle ou-obtientrcette trattéformation, est contenue dans l’équation
tang (40 — 19°) set D coti
Mais pour qu’il n’y ait pas lieu à ambiguité, quand on veut déterminer g° par le nroyen de -p, à faut imaginer que l'arc #igmente indéfimirhent depuis la valeur zéro jusqu'à tant de circonférences qu’on voudra. Cela posé, l'arc @° devra satisfäire: à l'éqüation sin (@ + 4m —"ig0) 2e asin (La 4 1p*); d’où l’on voit qu’en désignant par 6 le plus petit des arcs qui ont a pour sint$, la ghantité 4-2 — 19 serx toujours renfernrée entre kes limites + 8 et — 8, de sorte qu’on pourra supposer 9° = 39 +7 + 8 sin À, A étant uni arigle qui vatie avéé ® ; e’ett-auissr cé qui résulte de’ læ série
30 = 37 + @ + a sin @ + 5a* sin 29 + ja* sin 59 + etc. Maintenant comme 4° sera toujours plus petit que &, puisqu'on a.......
PNR, la fonction (De) se développera en une suite
L,+ 2L, cos g°+ 2L, cos 29° 2L,, cos 39° + etc., dans laquelle le coefficient L(Æ) est en général la valeur de la fonction P(E, n), lorsqu'on fait z—— + et qu’on met 4° au lieu de a. Dans le cas de l'exemple ILE, on a 4°= 0.185308; ainsi la suite L,, L L,, etc., doit être fort convergente; on trouve en effet le terme....... L,,= 0. 00000 00007 733.
Cette suite étant trouvée, le développement de D°*, ordonné suivant les cosinus des multiples de ç°, sera
L, + 2L, cos g°+ 2L, cos 29°-+ 2L;: cos 39° +
DS TS ( 7) —G=añ(r + a°) { + 24/a°.sin 1° On pourrait, pour plus de symétrie, mettre au lieu du terme 24/4*.sini@", sa valeur ! :
V/a° 2 cos g° 2 cos 29° 2 cos 39° | (1 DUT DE © Se — etc.);
mais cette suite n’élant pas sent convergente , il vaut mieux ne rien éhanger à la formule.
- 32. Si on voulait avoir le due FA D”: ‘,on le déduirait aisément
de l’équation (1 — a*) D” 8 — A°— a cos N°, qui, étant élevée au cube, donne
‘ ‘ (1 — a D”* = A°(4°*+- 5a° cos" 4°) — a cos 4 °(5A°"+ a" cos"L°). Mais on a A°== 1 — 4° a° cos* 1°, d’où A°(A°%+ 5a* cos* À°) — 3A%— 3 (1 — at), a cos 4°(34°°+ a* cos" 4°) = af cos 34° + 3a cos L°;
donc
(1 — a) = 4A%— 35 (1 — a°) A° + 3a cos À° + «008 34°. Substituant les valeurs ° = D, 4e => = ++, il vient enfin,
(ia — a} D”* Le QD, HI sa sin sg + ain 1 @°.
Or on a déjà fait (Ds): = L,+ 2L, cos 9° + 2L, cos 29°+ 2L, cos 3° etc. ;
.-BECTION I. 557 supposons qu’on ait semblablement (De} = M,+ 2M, cos @° + 2M, cos 29° 2M, cos 39° etc.,
on pourra déterminer les coefliciens M,, M,, M,, etc. d’après les formules (17) qui donnent :
M, = (1 + 0°) L, — 2a°L,., M, = — jæ(L, — L,), | M = — ji æ@(L, — Ls),
M = — éæ(L, or L,),
On connaîtra donc le développement de D'À par l’équation
(1 — a) D Me + 2M, cos®° + 2M,cos 29° 2M, cos 39° +- etc.)
(38) + RL, + 2L, cos g° + 2L, cos 29° 2L, cos 39° ++ etc.)
Es 12@°+asinie",
et ces séries exprimées par l’angle @°, seront en général beaucoup plus convergentes que celles qui sont exprimées immédiatement par l’angle @.
33. On pourrait ultérieurement réduire le développement de D'* à celui
de (De): , dans lequel les coefliciens décroîtraient encore plus rapidement, puisque a**° est beaucoup plus petit que 4°, et il serait facile de continuer a volonté ces réductions. On a en effet les équations successives :
Ga a)D Ÿ= asin 4 + (D),
(De)° = — a°sin 4 pot _ (Dewÿ i
etc.
(De) = — 2° sin Lg" + (Dæ},
d’où résultent ces valeurs de (1 — a*) D”,
(x — a)D "= asinig — Ve sin 20° ou . 700" ÿ ;
(1 — 0*)D" À = asin 19° — VE ju ge" n = sin & qe
a dd æ L +. Va" 1e" 57e ) etc.
Mais à cause du décroissement très rapide de la suite «, a°, 4°, a°* , etc. ,
les quantités D°, D**, D°®, etc. tendront non us rapidement vers leur limite qui est l’unité; et à ce terme, le produit —— . EE x nd 2 P A aÿ/a * 2V/a°
sera ce que nous avons désigné par & , donc on aura généralement , (39) (x —a") D” Fe -asinto— VE sin Que — ve sin? Lou — etc.
Cette formule a beaucoup d’analogie avee celle qui donne la valeur d’un arc d’ellipse; elle forme une suite très convergente dont il suflira toujours de prendre un petit nombre determes, et au moyen de laquelle on exprimera en
quelque sorte rationnellement, la quantité irrationnelle (rat —ancosp) À Mais ce développement a l’inconvénient d’être formé avec des variables œ, p®, etc., toutes différentes les unes des autres, et par cette raison, la formule est plus curieuse qu’utile. Il n’en est pas de même lorsqu'on s’en tient à la première transformation , et il est permis de croire que l'expression que nous avons donnée de D”* en fonction de l'amplitude g°, pourrait s’apphquer utilement dans quelques cas difficiles de la théorie des perturbations des planètes.
34. Si l’on fait = 0, il en résulte Pr, p=35r, 9" = 17, elc., et l’équation (39) donne
! +a=g+a+ Ve st eye” RL Loc.
Ainsi on a eu général cette valeur der :
+= 5 2 __ 2V(aæ*) _a Ve) ER Cette formule qui résulterait également de la supposition p=7, peut se déduire facilement des formules déjà eonnues; en effet on a a— Le ,
2V/a = etc. ; ainsi les différens termes de la suite précédente peuvent
s’exprimer comme il suit :
aa _ a ay/(a°a®) __ a°° ay/(a° 2h. 1 HP ae 2e 7 asie D" ipas.r pas. ipars lc.
On aura donc
= £ _ ge jm — etc K—'— 14e 1Ha.1 Ha 1,1 + 0,1 + a L
Cette série, selon qu’on l’arrête au 2°* terme, au 3"*, au 4", etc., donne successivement les résultats :
1 Li Li etc 1 Ha? 1 a, + a? 1 + 0,1 + 40.1 + a 77 Ainsi on aura en général K=(1-+ 4°) (14) (1H a), elc., ce qui est la valeur connue de cette quantité.
$ IV. Calcul des coéfficiens différentiels de la fonction P(x,») en faisant
varier à.
35. Proposons-nous maintenant de trouver les coefliciens différentiels de la fonction P (A), pris par rapport à 4.
Puisqu’on a en général P(x) = 1 - _ LT , Sion différencie cette équa-
tion par rapport à 4, on aura ES ESS (a— cos &), ou
ro = AGEEL de FAR S De RS), is comme ci-dessus Q(x) ce que devient la fonction P(àx) lorsque n se change en n + 1, nous aurons
(40) PO = n[Q(A—1)+ QU 1) — 2aQ 0).
Ainsi en supposant connus les coefliciens Q,, Q,, Q,, etc. qui appartiennent au ds nn de D—"—", on connaîtra les valeurs successives du coeftiae )
cient différentiel —== ; il n’y a pas même lieu à excepter le cas de1=0,
parce qu’alors on a Q— 1)}=Q,, et qu'ainsi la formule (40) donne dP, -hun n (2Q,— 24Q,.).
36. Si l’on veut déterminer les coefficiens différentiels o, sans sup-
poser la connaïssance des coefliciens Pa, m1) qui Hide à l’exposant 7} 1, et que nous avons désignés par Q (à), voici comment on pourra y en |
L’équation (19) étant mise sous cette forme
| À PO)=a[Q(A— 1) —Q(n+ 1), si on la différencie par rapport à a, on aura
QU—1)—QO+r)-+ af 00 RCE
substituant au lieu de TA
, Sa valeur donnée par l’équation (40), on trouve
WQE— 1) _ 40 +0 _ (=) LU +CHN Ro (a).
Puisque 7 n'entre pas dans cette équation, on peut mettre P (1) au lieu de Q(à), et on aura également cette formule générale :
(41) EC Es FC+ 1) = (—1) P(a— ++ FOHD xp).
Elle donne successivement
dl, dP,
L nr =: (2P,) — 2P, ’
dP, dP.
Tee = = (P, + 5P;)— 4P,, dP, dP
nr =; (2P,+4P;)—6Ps, etc.
d’où l’on voit que, pour calculer les coefliciens différentiels successifs dP, dP, dP, dP .
D) dd ns etc. il suffit de connaître les deux premiers ,
da? da’ 37. On a pour cet eflet les deux équations dP, Ts = R(2Q, — 240),
LE — n ( Q.+Q,—2aQ,),
dans lesquelles il faut substituer les valeurs de Q,, Q,, Q,, exprimées en P, et P,, d’après les équations du n° 18; cette substitution donne
a — ra (P. + æ, — EP),
nm
Mais on peut mettre. ces équations sous la forme suivante, plus commode pour le calcul numérique, <
(42) += févr + ab, — à P. |,
dP, «P, = Ce )P, — anP, + : 2 P. | Ces formules se simplifient encore dans :le cas de n= :,.et donnent à dP, aP,—P, üP, dB, (45) Ta PP um ‘da ?
c’est aussi ce qu’on trouverait immédiatement par la différentiation des équa-
tions (29), en observant qu’on a T= SRE LE LE =(F —E), ‘38. Si on veut avoir la valeur générale du coeflicient différentiel D,
exprimée par les fonctions P seulement, on la déduira aisément des équations (40) et (23); mais voici un moyen d'y parvenir qui nous fournira en même temps de nouvelles formules.
hs, dP RE d.
Nous avons déjà trouvé ao = — 27 71 CE LEE on a sem- (43
blablement 7 SCED = on [CREED ; de là résulte
dP BE Da 0) = Jr [(a—cos®)" cosA@ (a cos @)sin @sinx@]:
Le second membre se réduit à en de cos 9 on ffdp sing HE +2f De [asin a@—sin(x1)9], et au moyen de l'intégration par parties, il se réduit ultérieurement à
HCFR En + “pass cos x (+= + En ptet morue
La partie hors du signe est nulle dans les deux limites de l'intégrale, et l'autre partie = (27 4) P(à) (= -) P(a+ 1); donc on aura la formule
FOI
= (ana) PA) (ÈS Pr).
Si on change le signe de À et qu’on observe que la formule. . PQ) = (SE #2 donne P(— x} = P{à), on aura semblablement
562 APPÉNDICE, (45) PEN a PO EE (an — NP HP =).
Ces deux équations donnent par lenr différence! la formule (41); mais, pour #09
en déduire la valeur du coefficient thorces à l’équation (13), dont la différentielle est |
nn Ce ee ie C0) en Cm) et par la combinaison de’ces trois équations, on aura
(46) (1—a) — ACTES =(àa—1+n) rer) P(+1)+anaP(à). SC
—#, il fout engore recobrir
D'où l’on voit que le coeflicient. différentiel — À se détermine assez simplement par les trois termes consécutifs PGA), P(à), P(a+i);il pourrait se déterminer par deux seulement de ces termes, en éliminant le troisième à l’aide de l'équation (13); mais la formule qui en résulterait serait moins simple que la précédente.
59. Au moyen de ee au (46) on satvail trouver la valeur du coefficient différentiel a ®, exprimée per les fonctions P{n); fais cette ex-
pression serait fort Cons et la complieation augmenterait encore dans la valeur des coëefficiens différentiels des ordres supérieurs. Pour éviter cet inconvénient, on pourra former successivement les coefliciens différentiels de chaque ordre, à compter des deux premiers termes où l’on a A=0 et A= 1, par la-méthode suivante, analogue à celle que nous avons suivie pour les coefficiens différentiels du premier ordre, dans les art. 36 et 37.
De l'équation (41) on tire, par la différentiation, GC — dat E ER Ce- —2) Re HO EC 2aP(a) ]2a 270,
ainsi, on connaîtra les valeurs successives de ar ()) si on connaît les deux
da: s t dat o dat 1 .
} da ? da £
Or, par la différentiation des équations a on a ces deux formules :
(re) “a + )= 2 w x +
48) 2 La; a+) (re —7)= Eee =)
ainsi on voit que les termes D, Hiver 1 ts +86 déterminent .par des quantités
connues, puisqu'on ëst eensé avoir formé la suite des coefliciens différentiel du premier ordre, avant de passer à ceux de second ordre.
40. On peut encore simplifier cette détermination et oelle des cuefliciens différentiels des ordres supérieurs, par les considérations suivantes. On tire d’abord des équations (48). |
LP LL on “de” da da ? pe ddP, ddP, db. P.\ , 2P, da 7° de = an ( me )t d’un autre côté, les équations (42) donnent dP, dP Zn —4 L = (on — 1)Pes Lo = ap, :
DR MAT at
combinant entre elles ces équations, on en déduira les deux équations différentielles suivantes, pour déterminer séparément les fonctions P, et P,
(at) fr (4n ra) D — faPs = 0 , ji (ads) D Lo(énetr)a TL 4 (nt ja ]P, = 0.
‘De là on voit que le coefficient du second vrdre ae se déterminera directement par le moyen des deux quantités da et P., et que le coefhicient. ei
se déterminera de même par le: moyen de Pret à
41. Les mêmes équations feront cnuaître, par des différentiations répétées, les coefliciens différentiels des ordres ultérieurs. Ainsi re as relative à la fonction P, donne successivement :
(ae) 4L3({n +5)e] D —(4n' rent x Fee Pi 0,:
a HCH-Un-+9)e] LE ME Dani 124) mo, (50)
(ea) das (Sn : na£ M (noob a0 p6spaantrs)ÈPt 0
Ces équations dont il serait facile de trouver l’expression générale, font
voir que la série des coeficiens différentiels 5, Pa, ‘etc. peut être prolongée aussi loin qu’on voudra, et que chaoan d'eux se déterminera toujours par les trois précédens. n
42. Connaissant les coefliciens différentiels dela énitéin P,, on pourra en déduire ceux de P, par les équations successives. :
dP dP RE
en EE
di, AP nv — (51) et Pda
D Peu 1) Z d'P, : à : .d Ti = a Dr (n°4 2) Ta
etc, : He —. a nt es
équations dont la loi est manifeste. | On peut aussi déterminer directemênt ces coëlficiens, à compter du second pe , par les ee. successives ,
Ca réa nel D nain G eg FANS “HR Sant ai DS
(aa) +C3—(4n HN Sirirtase FARsleses 2e 0,
Ca) 34 —Gntro)e Te —({nt+afutaf a DRE —(rantagn tre) DE me,
etc.
ddP, ddr, 43. Connaissant les deux premiers termes du second ordre ==° “DS + “ur OU calculera les suivans par l'équation. déjà trouvée
CO RCD LT CE —1) Had) Cu a ae.
Cette équation étant différenciée successivement , donnera les formules suivaules :
este a Er à ss) 00 ++ EE) #2] Te) ,
. = P (55) 9 OT EE ED TO 4-2 Le PP(AHI) Ù C GE EG + +5 CS +1 PRO ES ,
ete.
Par les équations (50), (51), (52), on sr pour un ordre quelconque #, , Pi,
us F ; “da = :
équations précédentes, continuer indéfiniment le calcul des autres coefliciens différentiels du même ordre #.
Toutes ces formules sont disposées de manière que les quantités a et 1—4* entrent comme diviseurs au moindre degré possible; elles seront sujettes à quelques inconvéniens, lorsque a sera très petit et lorsqu'il sera très près de
les deux premiers coefliciens différentiels 2° on pourra donc, pat les
l'unité; dans le dernier cas, les valeurs du coefficient a) deviennent de
plus en plus grandes à mesure que # augmente; mais les formules précédentes donneront toujours à peu près le mème degré d’exactitude relative sur la valeur des quantités qu’on cherche; c’est-à-dire que le nombre de figures exactes par lesquelles elles sont exprimées, sera toujours à peu près le même.
44. Lorsque a est très petit, on peul éviter tout-à-fait l'emploi des équations précédentes, et déterminer directement les valeurs des quantités P(A) et de leurs coefliciens différentiels de divers ordres, par le moyen de la formule 7
LP 1 — à pop ett mit (0 x à Et arts 4e a+: : PER Lonté ete). En:eflet, si pour une valeur donnée de À, on calcule les différens termes de cette suite, que nous désignerons par Ca, C'a+3, etc., en sorte qu’on ait
P(A)= Ca + Carta + Cart 4 + C''art+6 etc. ; les coefliciens différentiels successifs de P(A) se détermineront immédiatement par les formules
_ ca + (ata)C +14) 'art 14 (a+6)0'a + 5pete., En. dr Ca ae ar Ca padté.at3.C'a tete, (54) PP (à) RE 2. Ca at AH Ca Ha b£.Àx+3.242.C'at pete,
etc., et on voit que les calculs seront faciles à cause de la convergence des séries, et de l'emploi répété des mêmes coefliciens C, C', C”, etc.
45. Nous remarquerons que les calculs sont susceptibles de quelque simplification, si, ayant à calculer les coefficiens différentiels de la fonction P(x)
T. IL go
qui fépond à l’exposant », on connaît déjà les valeurs de la fonction Q(à) qui répond à l’exposant 7 + 1: En eflet, d’après la formule (40), on aura successivement
= n(2Q, — 2aQ,.), — r(Q, + Q, _—. 24Q,), = n(Q, + Qs — 2a0,),
etc.
NS JS MÈ
Pour avoir une expression semblable des coefliciens différentiels du second ordre, je différencie l’équation (40), et j’en tire
Roms dr "2 0) J’observe ensuite que si on met 7 +- 1 à la place de x, et Q à la place de P
dans les équations (44) et (45), on aura, en ajoutant ces équations,
22 4 RH, a SO tn + 9Q0)+ QU — QG +1);
substituant cette valeur dans l’équation précédente, on aura la formule
= an(an QG) (A —1)Q — 1) (à + 1)Q 0 1):
Ainsi on voit qu’au moyen des fonctions Q(A) ou P(A, 7+- 1), on pourra
déterminer les coefliciens différentiel du premier ordre AR par la formule
40), et les coefliciens diflérentiels du second ordre — LE ar la formule (55). > P 46. Dans le cas de n= ;, les deux formules PE et (55) donnent
PO = 1(Q(A = 1) + QA + 1] — 4Q
Le — aQ() + = — te QG +)
Voici l'application de ces formules au cas de Vecemple NI, _. 7 on a déjà calculé les première valeurs de Q(à), désignées par P(a, £
Le)
dP(à,:) da
PP(a,:) or -
La troisième colonne a été calculée par les formules des art. 41, 42 et 43. 47. On voit par le tableau précédent, que a étant peu différent de l'unité,
les coefliciens diflérentiels successifs —
da ?
dP(a) ddP(à) "da ?
da; —,etc., augmentent,
d’une manière fort rapide, d’un terme au suivant. Cependant dans le même
ordre £, les divers coefliciens ne) ne peuvent passer un Maximum après le-
quel ils décroissent continuellement, et finissent par être aussi petits qu’on voudra.
On pourrait trouver une valeur assez approchée de ai , lorsque x est
très grand. Pour cela il fandrait faire usage de la formule (16) qui donne
(57) PA)= Tara +1) Lt = à DONNE "abri Ga) ; À arm um nr. at$ " 1.2 ‘a+i.àxt2 “Gayate e |.
Soit donc ET = F(u,»), Fu, y») désignant une fonction connue
de a et des exposans ge et » ; on aura en ji :
d'P(a)_ r{a+n) n— da Cnr(a+1) .[re, NT 1 à + n
Nml.N=2 Ji]
+ Ta FerrR a . F(a+4 ; n-a)+ete. ] ‘ Lorsque à est très grand, comme nous le supposons , cetle suite est assez con-
vergente dans ses premiers termes, pour qu’on puisse négliger les termes suivans; la question est donc réduite à trouver la fonction F pour un ordre donné k, ce qui n'aura aucune difliculté tant que À sera d’un petit nombre d’unités.
$ V. Résumé général de la Théorie précédente.
48. 11 ne sera pas inutile de présenter, sous un même point de vue, les principales propriétés de la fonction P(a,7), que nous avons démontrées dans cette section.
L. Cette fonction est purement algébrique lorsque »# est un nombre entier positif ou négatif. Dans tout autre cas, les fonctions P(à, ») forment un genre particulier de transcendantes, qui a de analogie avec les fouctions elliptiques complètes de la première et de la seconde espèce, et qui se réduit à ces fonctions lorsque 27 est un nombre impair.
IE. Si on considère les valeurs de P(à, n), qui répondent tant aux différentes valeurs du nombre entier À, qu’à toutes les valeurs de x qui ne diffèrent entr’elles que d’un nombre entier, toutes ces valeurs peuvent se déterminer par le moyen de deux transcendantes seulement, pour lesquelles on peut choisir deux termes conséculifs, tels que P(4, n), P(Kk+:,n) ou P(&, n), P(4,n+1),.
IL, 1l en est de même des coefliciens différentiels Er A. : ae: en Ce n)
, etc. à l'infini, lesquels peuvent, dans les mêmes cas, être déter-
. entièrement par les deux mêmes transcendantes. Cette propriété que les fonctions P(à, 7) partageut avec les fonctions elliptiques complètes F'e, E'c, n’a pas lieu dans un grand nombre de transcendantes, et notamment dans les fonctions log Ta, dont les coelliciens différentiels successifs offrent des transcendantes différentes de la fonction principale.
IV. Les deux mêmes transcendantes qui déterminent les diverses valeurs de la fonction P(A, = Æ), à et # élant des entiers quelconques, peuvent aussi servir à déterminer la fonction P(x, 1—n=# 4), ou simplement P(à, Hk—n).
Ainsi en général, les deux transcendantes par lesquelles on peut effectuer le développement de D", serviront aussi à effectuer le développement d’un terme quelconque des deux suites nouses DE DE DE D sites ésoses D DPI DONS era
V. Quel que soit l’exposant #7, pourvu qu'il soit posilif, la valeur du coef-
Jai — Sera toujours positive,
VI. La plus simple des transcendantes désignées par P(, n), est P(o, n); si on la désigne par (7) ou +, sa valeur sera donnée par l’une ou l’autre des deux formules suivantes :
ni (2) a+ (LES à8 + (ES on EL mo a +etc.,
9) Yo)=(G— a)" C: HV « HS .n—2 a+ (— ne) a ml.
VII. Il résulte de la deuxième propriété ne moyen des deux fonctions consécutives An), (2 + 1), on pourra en général exprimer exactement la transcendante P(à, n), et plus généralement la transcendante P(x, En4#k); K étant un entier quelconque. Il en sera de même des coefliciens différentiels de cette transcendante.
ficient différentiel d’un ordre quelconque
49. Puisque la fonction P(o, x) ou 4{n) est la plus simple des transcendantes désignées en général par P(x, n), et qu’elle sert à exprimer ces transcendantes, nous examinerons succinctement Îles propriétés qui lui sont particulières.
On déduit immédiatement des équations (59),
(60) d(r)=(G—a) ed —n); d’où il suit que les fonctions 1](7), (1 —n), qui se servent en quelque sorte de complément, peuvent être déterminées l’une par Pautre.
En faisant # négatif dans celte équation, ou en mettant — 7 à la place de ñ, on a l'équation (Gr) J—r)=(—a) re d(t+ 2); d’où il suit que toute fonction 4{— n) dont la variable est négative, peut se changer immédiatement en une autre dont la variable est positive.
On peut réciproquement changer toute fonction (#) dont la variable est positive, en une autre dont la variable soit négative, pourvu qu’on ait #>1; cela résulte immédiatement de l'équation (60).
Lorsque n est << 1, la réduction ne peut plus avoir lieu, parce qu’alors # et 1 —n sont tous deux positifs. Ainsi la formule (60) donnerait, par exem-
ple, 4G)= (1 —@) 43), HO) (1 — 2)ÈHG), ce qui ne se rmpporte qu'aux fonctions complémentaires.
5o. Lorsque a sera très près de l'unité, on ne pourra que très difficilement
déterminer, avec un certain degré d’approximation, la fonction À parles suites (59); dans ce cas, on ne peut mieux faire que de chercher la valeur de
1 f'dg F J{#) par les quadratures. On a d’abord J(r)= - ; à ps; Mais cette valeur n’est bonne à employer que lorsque 7 est pipe parce que D étant très petit
pour les premières valeurs de @, l'ordonnée -> — de la courbe à quarrer serait très grande, si # était positif, Au moyen des quadratures, on trouvera donc très aisément la valeur de
A(— m), en employant la formule {— m) =: SD"d?, et cherchant la valeur de l'aire pour les limites p=0,p=#+.
Et puisqu'on a (m+1)=(1—a)"t-2d{(— m), il s'ensuit qu’on aura , par le même moyen, la valeur de la fonction (#7) pour toute valeur positive de 7, pourvu qu’on ait nr >> 1.
Il reste donc à voir ce _ l’on doit faire lorsque 7 est positif et € 1.
51. Si on fait V= = LA et qu’on différencie chaque membre par rapport
à @, on aura, âprès quelques ane
pr —(1+ an) (1 + at). T n® ; ;
intégrant de part et d’autre dans les limites fixées, et observant que dans ces
limites V s’'évanouit, on aura la formule
(62) o=n4(r)— (1-an)( + ani) (+) (a) J(n+2).
Cette formule, au reste, serait facile à déduire de celles qui ont été trouvées
ci-dessus pour les fonctions P(à , 7); mais nous avons préféré de la démontrer
directement.
2adV = (1 + n) (1 — a) À
52. Au moyen de la formule précédente, toute fonction (x), dans laquelle » est plus petit que l’unité, pourra s'exprimer par les deux fonctions Lin + 1), 4{(n + 2), dans lesquelles la variable est plus grande que Punité ; celles-ci se déterminent facilement par les quadratures , ainsi qu’on l’a fait voir dans l’article précédent : le cas de 7 positif et << 1 se résoudra donc de même par les quadratures.
On aura, par exemple, d’après la formule (62),
dG)=5(1 + 07) 46) — 46 — a) 4);
d’un autre côté par la formule (60), on a
JO=G—a) id), JMp=G—a) SJ —$).
SECTION L 571 donc Ga) 45 (1 + a) 43) — 4 —$):
et par conséquent J(+) se détermine au moyen de la formule a jy — QG +0) 3 f î G—e) dG)=-—— [D de — 7 [D'dp.
53. Connaissant les fonctions J{n), A{(n + 1), J{(n + 2), etc., au moyen
de deux d’entr’elles, on pourra de même déterminer les valeurs de leurs coefficiens différentiels successifs, pris par rapport à a.
En effet, de l'équation 4 (7) =- + ®, on on déduit —— AG 2 fla—cose) De Substituant la valeur à — cos ® = 2 tm ;il viendra Ho) — fe mL EN fi ce qui donne la formule (63) a D En (n)—n(1 — at) J(n + 1).
Ilest visible que par cette formule on pourrait obtenir la valeur du coeflicient différentiel se Ce, exprimée par les fonctions (7), 4{n+ 1), L(n+ 2),
ou nu par les fonctions 4{(n), L{n + 1), puisque N(n + 2) peut être éliminé au moyen de l'équation (62): on aurait de même Pexpression des coefliciens différentiels des ordres plus élevés. Mais on peut plus directement parvenir au même but par le moyen des équations (52), où la fonclion dési-
gnée par P,.n’est autre chose que 4(7) ou +. En vertu de ces équations on a d’abord |
(4) G@—e) Tite — gra) D — fa;
d’où il suit que le coeflicient différentiel du second ordre +, se détermine
directement par le moyen de 4 et de © ns , et qu'ainsi il peut ètre exprimé par les deux fonctions 4L{n) et {nr + 1). On voit ensuite par les mêmes
équations, qu’à compter de À; un terme quelconque de la suite +, +,
dd. d* di " _ , 2 4 etc. , se déduira des trois précédens, suivant une loi . il
serait facile de donner l'expression générale.
Des Quadratures.
À rnès avoir traité d’un grand nombre de transcendantes que l'on peut éyaluer avec plus ou moins de facilité par les méthodes qui leur sont propres, nous allons donner les moyens de trouver la valeur aussi approchée qu’on voudra d’une intégrale quelconque /ÿdx prise entre deux limites données, ce qui est l’objet du problème général des quadratures.
$ 1. Formules générales pour les Quadratures.
54. La question étant de trouver la valeur de l'intégrale Z=/ydx entre deux limites données, nous prendrons pour ces limites x =0 et x =; parce qu’on peut toujours fixer Porigine des abscisses au point où commence l'aire cherchée, de manière que Z et x s’évanouissent en même temps.
Pour obtenir plus facilement le degré d’approximation qu’on peut désirer, nous supposerons :
1°. Que dans l'intervalle donné depuis x =0 jusqu’à x= a, la fonction y reste constamment de même signe, et nous regarderons ce signe comme positif; s'il en était autrement, on chercherait successivement les différentes parties de l’aire situées de différens côtés de la ligne des abscisses , et on retrancherait la somme des aires négatives de la somme des aires positives;
2°. Que la courbure de la courbe, depuis += 0 jusqu’à x=4 , n’éprouve aucune varialion assez brusque pour que l’un des coefliciens®., D, Fete, devienne infini. Ainsi dans toute l’étendue de la courbe que nous voulons quarrer, l’ordonnée qui répond à une abscisse x +æ très peu différente de x, pourra s'exprimer avec une exactitude suflisante par la suite
J+a a+ . 3 + os . Pete. sans qu'il y ait lieu à exception pour aucun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de l’in-
tégrale (*); elle est moins importante dans les points intermédiaires parce que, si elle n’avait pas lieu, on trouverait, assez facilement dans chaque cas particulier la correction que cette cause d’anomalie exigerait. (Exerc. de Calc. intégr., tom. 1, pag. 314.) ”
55. Cela posé, divisons en x parties égales la base a de l'aire que nous voulons évaluer, et soit a= nw; on pourra imaginer que laire cherchée Z est composée d’un nombre x de trapèzes curvilignes sur un côté, dont la base commune sera &, et qui auront pour côtés paralléles deux termes consécutifs de la suite Fo, Fo, F(2œ), F(3w)...F(nw), formée en supposant 7 =F(x).
Le premier trapèze est mesuré approximativement par £&(Fo+Fo), le second par + & (Faœ + F2w), ainsi de suite; donc Ja somme de tous le sera par la suite
w[2iFo+ Fo + Fan... LF(x— 0) + :Fx],.-
où il faudra faire x — a — nw. Cette suite étant représentée par 7©M ou aM, M sera la moyenne des x ordonnées +(Fo Ex), Fo, F(2w).... F(xæ—®), la première +(Fo + Fx) étant elle-même une moyenne entre les deux extrêmes Fo, Fx.
On peut encore évaluer, d’une manière approchée, le premier trapèze par «EF (io), le second par æF(£æ), etc., et la somme de tous par la suite
[Fiori wRF£Ee... + F(x—2u)].
Cette suite étant représentée par 7œN ou aN, N sera la moyenne des n ordonnées F1w,F3w,F 5... F(x—1).
Ainsi, nous avons deux valeurs approchéés de Paire Z, savoir Z = aM et Z=aN. Mais il reste à trouver la correction qu’il faut appliquer à ces valeurs approchées pour en avoir de plus exactes et pour connaitre en même temps le degré d’approximation qui correspond à la valeur prise pour # et qui doit augmenter à mesure que » est plus grand ou « plus petit. ù
Pour cet effet, soit V ou V(x) la somme de la suite
Fa + Fao + F3w.... + F(x—o)+F(x);
() La simple substitution x = #", où a — x =", sufbra, en déterminant convenable ment lexposant m#, pour faire remplir cette condition dans l’une des deux limites, au moins pour quelques-uns des premiers coefliciens différentiels.
T, Il. gt
si on met x— « à la place de x et qu’on: prenne la différence des deu x suites, on aura F(x)= V(x) — V(xz —4), ou
De là on peut tirer tme valeur de wV qui sera de lé forme oV = fFaz +106 + AT + Ba + C'œt LE ete. ; ;
et comme cette équation est linéaire par rapport aux fonctions F et V ,.les coefficiens A', B', C', etc. seront les mêmes pour toute valeur de V. Soit donc V ou V(x)= €, on aura.
Fme—emme(io), fEdr=r, Tr, Fete.
? dat Donc oies) (1 + Le + Act + B'es 4e C'ot fe etc.), ou 30, ES = 1 + A'ot + B'os + C'at + D'e5 + etc.
Le premier membre est une fonction paire de w, le second membre ne doit donc contenir non plus que des puissances paires de w. Pour avoir égard à cette propriété, nous prendrons de nouveaux coefficiens À,, À,, As, etc., tels qu’on ait
: dF dF PE œV = fFdx + L0F + À ,4 Æ— À,ut pe + A0 F = um etc., et ces coefliciens seront déterminés par l’équation : es He” s#
= = 4 À ,0" — À ct + An — etc...
—e ou, en mettant 3ÿ/—"1 à la place de :w, 1—2cotz= 2*A, 2° 24A, 24-45 a6A, 25 Lelc.
Or, on sait qu’en faisant H,, — es. Sms Sam étant la somme de la suite 1+ = + ze + ps+ete., on a la formule 1—3cots= 2H, 2° + 0H, 26 + 2H,26 etc.
Ainsi les valeurs de A,, A., As, etc., se déduisent très simplement de celles des coefficiens H,, H,, H,, etc., et il en résulte la formule générale
EE
SECTION II. N 575 (1) aV = [Fdx io TH, — ES H, 5 — etc.
Cette formule coïncide avec celle qu'a donnée Eulér pour le cas dew=1, dans
son Cale. LÉ art. 115; mais la-forme précédente paraît préférable en ce que les coefficiens — CH, 5 H,, 363, etc., offrent une suite très convergente,
dans laquelle le re de chaque terme au précédent tend de plus en plus
vers la limite gr ou = à peu près.
57. Si on suppose maintenant comme ci-dessus, que l'intégrale z= /Fdx est prise à compter de æ=—0, on aura en même temps la Girnue aV = 0;
dFo dF et si on désigne par Fo, _— a etc., les valeurs de . LA etc. ,
lursque æ = 0, il faudra ajouter à l'équation (1) une constante qui réduise les deux membres -à-zéro lorsque x = 0. On aura de cette manière la formule
oV = fFdx +4 ns 24, (ST
— 58 Co D)
+- AA CE _ FN Or la suite désignée par &V est telle qu’énduisjoutant le terme w(£Fo——:Fx), la somme est la valeur de 4M; on aura donc : :
"y dt aM = fFdx + EH (TS —T
‘at dE d'F (4) : — 2 H, _ ) | 5 on dE ŒFo\ + a H, HS — Ts )— ete.
Pour avoir semblablement la valeur de aN, il faut d’äberd mettre + © au eu de & dans la valeur de «V, ce qui donnera l’équation
10[FE1&0+Fo+Tie... PRG ReRE el
= fFdr++o(Fx—Fo) + SH Œ: 7 dF Ps ——— 57 d" dÿ)
É 8 AE
Le premier membre = : V ++ aN, ainsi en multipliant les deux membres
par 2 et retranchant de part et d’autre la valeur de & V, on aura
a = prie £ 1 (1 — 2) (E #6
(5) 2 H, (: — DC =) | — 2 H, (: = DIE: — T)+etc.
58. 11 ne reste plus qu’à substituer les valeurs numériques des coefficiens H,, H,, H;, etc., lesquelles sont
1 1 H,=3, H, = =) H=%; =» H; 93888 » °LC+ et on aura ponr l'intégrale cherchée / Fdx, ces deux expressions | dF dFo dF ni J'Ede = 0M — (EE — D) + (a EF dFo (4) 7 3o24o \drs de “etc., a qui Ad d’Fo fFaz = “+ — 7 5960 \di de
31 «° 5 Fo 157680 DL) etc.
On voit par ces formules quels sont les termes qu'il faut ajouter aux quantités aM et aN pour avoir la vraie valeur de l'intégrale fFdx. Ces termes forment en général une suite infinie qui ne peut se terminer d’elle-même que dans quelques cas particuliers, par exemple, lorsque F sera une fonction entière de x. Maïs dans tous les cas on obtiendra tel degré d’approximation qu’on voudra, en prenant « suflisamment petit, ce qui permeltra de réduire à un ou deux termes au plus, la correction qui doit être ajoutée à la valeur calculée de 4M ou de aN. Au reste, pour diriger convenablement le calcul, il y a différens cas à examiner.
59. 1°. Si la quantité L se T qui dépend des deux limites de linté-
grale, n’est pas nulle, ce qui est le cas le moins favorable, on pourra,
d’après la valeur dd + déterminée daws ces mêmes limites,
voir quelle doit être à peu près la valeur de « pour que le terme
(D is — 7) appartienne à l’ordre de décimales qu’on veut négliger.
Cette valeur de w fera connaître celle du nombre entier n=< qui règle le
nombre des termes à calculer des suites représentées par 4M ou par aN. Ensuite on aura avec le nombre de décimales désiré la valeur de fFdx, soit
par l'expression J Fdx = aM — = Œ —7), soit par l'expression... dFo JFdx = N + © (A — De)
2° Si dans Phypothèse du cas précédent, on veut admettre les deux pe termes de la correction, il faudra prendre © et par suite l’en-
. EF Fo ter n — -, de telle sorte que le troisième terme jets s — 5 ) appar-
üenne à l'ordre de décimales qu’on veut négliger. Alors on déterminera /Fdx avec ce degré d’approximation par l’une ou l’autre des formules
dF dFo ut [dF dFo frde = M — (TT) + (ar — Ge) (5)
dF dFo 7 /d'F d'Fo Sd = aN + LT — 0) — de(s — 2)
On peut aussi de ces deux formules en déduire une troisième, savoir :
a æt dE d'Fo .
frde= 3 (NM) — ns (75 — Gr) (6)
dans laquelle la correction n’est que d’un seul terme; cette formule s’ob-
tiendrait directement en considérant les x trapèzes dont l'aire / Fdx est
composée, comme étant terminés chacun par un arc de parabole; mais le
calcul de cette formule serait plus long que celui de l’une des formules (5). 7 à ox : .. dF _ dFo
3°, Si les deux limites de l'intégrale sont telles qu’on ait BK =
alors les formules se simplifient, puisque la partie principale de la correc-
tion disparaît, et il devient d’autant plus facile de calculer avec un degré
d’approximation déterminé l'intégrale / Fdx, au moyen de l’une ou Pautre
des formules
st dF d'Fo + JFdx = aM+ 7 de de — (Ga — ah dE Fo 310$ SE LS 2 féde = aN — je dt dx 157680 7 ds"
4°. 11 y a enfin un cas qui est susceptible de la ne la plus simple et la plus exacte, mais qui offre une sorte de paradoxe analytique assez difficile à expliquer : nous allons l’examiner avec tout le soin qu'il mérite dans le paragraphe suivant,
578 APPENDICE, $ IL Examen d’un cas particulier fort remarquable.
60. Ce cas est celui où les coefliciens différentiels de degré impair dE dF &F dx? dp? dé?
Par exemple, si on avait F(x)—={(1—c* sin* x)", À étant un exposant quelconque entier ou fractionnaire, positif ou négatif, et © étant < 1, il est visible que les coefliciens dont il s’agit seraient tous nuls pour les limites
=0, x= w; parce qu'ils sont tons affectés du facteur sin æ cos x et. qu'aucun d’eux ne peut devenir infini. Dans ce cas particulier les formules (4) donnent fFdx = aM et fFdx =aN, d’où l’on devrait conclure que non-seulement les quantités aM et aN sont égales entre elles, mais qu’elles sont l'une et l'autre indépendantes du nombre entier n qui désigne le nombre de termes des séries dont aM et aN représentent les sommes.
Cette conclusion est tout-à-fait inadmissible; car indépendamment des considérations générales qui doivent la faire rejeter, LS Re de l'exemple précédent aux deux valeurs particulières k=+, k#==— }, donnerait pour les fonctions complètes E'c, F'c, des cs de la forme
etc., s’anéantiraient tous dans les deux limites x2=0,x:=a.
“A, =B, où A et B seraient déterminables algébriquement ; résultat entie-
rement contraire à la nature connue de ces transcendantes.
Il faut donc avouer que le calcul nous induit ici en erreur, et qu'on ne voit guêre par quels moyens il pourrait être redressé. Voici ane une manière d’expliquer cette espèce de paradoxe.
Gr. Supposons qu’au lieu de chercher l'intégrale fFdx depuis x=0 jusqu’à x = 4, on veuille seulement la déterminer depuis x = 0 jusqu'a T—=a—a, « étant une quantité asez petile pour que æFa puisse être négligé par rapport à l'intégrale / Fdx. Alors on pourra regarder l'intégrale dont la limite est æ = a — à& , comme sensiblement égale à l'intégrale dont la limite est x = a.
Mais, lorsque la limite est à — & au lieu de a, les coefficiens différentiels
S PE ÆÆF » T° gr (C., ne s’anéantissent plus pour cette limite; ils sont
; abord très petits et presque nuls, lorsque la différence est d’un degré peu élevé ; ils augmentent ensuite très rapidement selon la nature de la fonction F; car, par exemple, si on excepte le seul cas où l’exposant 77 est un entier positif, les coefliciens différentiels de la simple puissance x" forment
SECTION Hi. 57) la suite , ma", m(m—i)a"—"t, m(m—31)(m—2) x"S$, etc.,
où l’on voit qu’à compter du terme où l’exposant de x devient négatif, les - coefficiens suivans augmentent dans un rapport qui surpasse bientôt tont nombre donné.
Cela posé, la valeur de / Fdx étant A ES ge la formule
[Fdx = (a —a)M— — — . H, D +: . H, D — etc,
on voit que la série qui sert de correction à la première valeur (a—«)M, sera convergente dans ses premiers termes qui seront d’abord très petits, mais qu’ensuite l’augmentation progressive des coefliciens différentiels agira en sens contraire de la diminution opérée par les facteurs décroissans
«* œt “ “ % Fr . a - H,, 3H, etc., et qu’enfn il y aura un terme où la série deviendrait
divergente.
Avant d'atteindre ce terme, la partie de la série
$ dF —HÉ+SHS— SH + ete,
qui est convergente, servira à corriger la quantité (a — æ)M, et la correction sera de plus en plus petite, à mesure que « sera plus petit ou # plus grand. On rentre ainsi dans l’effet ordinaire de la formule générale d'approximation, qui est de donner un résultat d’autant plus exact qu’on aura divisé la base a en un plus grand nombre de parties.
62. Le calcul que nous venons d'indiquer dans l'hypothèse que l’on prenne a—a à la place de a, n’est utile que pour Pexplication que nous voulions en tirer, et il n’y aura jamais lien à l'exécuter. Nous en conclurons seulement qu'ayant choisi une valeur de » à volonté, d’après laquelle on calculera les quantités «M et aN, intégrale f Fdx prise entre les limites x=0,x=—=4, sera donnée avec à peu près le même degré d’approximation par l’une ou par l’autre de ces deux quantités, On ne peut fixer a priori ce degré d’approximation, mais on peut assurer qu’il augmentera de plus en plus, à mesure que 7 sera plus grand. Nous donnerons bientôt un exemple dans lequel on verra qu’en doublant la valeur de x, on double le nombre des décimales ou plutôt le nombre des chiffres significatifs exacts du résultat. C’est ce qu'on peut démontrer en général pour Fintégrale Jdx(i — ct sin° x}, prise depuis x=0 jusqu'àx = 7, dans la supposition que € est 1.
63. En effet, on peut supposer (1— 0" sin x} = A, + 2 À, cos 2x + 2 À, cos 4x + 2 À, cos 6 x +-etc., les coefficiens A,, A,, A,, etc. étant des fonctions de c et de Æ qu'il est facile d'exprimer en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de c*. D’après ce développement, l'intégrale fdx (1 —c* sin° x), prise depuis x = 0 jusqu'à *—= +7, a pour valeur exacte À,.+7. Voyons jusqu’à quel point”on approche de celte valeur par la formule suivante où l’on doit
faire © = = et F(x)=(1 — e* sin* x};
TN=o[Fio + Fio+F£e..+F w].
D'après la formule précédente, on a
Fio=A,—+2A,cos & + 2Â,cos 24 + 2ÂÀ,cos 3w<+etc., Fiw= A, 2A, cos 3 + 2A, cos Go + 2A,cos gw<etc., F$£œ=— A,+ 2A, cos 5w + 2A, cos 104 —< 2A, cos 15æ < elc., etc.
. » . ” ième : * 2n — 1 .
Continuant ces séries jusqu’à la »°**° qui représente F(— œ), et faisant
la somme de toutes, on aura
TN = 0 [ Aon + aA, [cos w + 2 A, fvos 20 +- 2A, [cos 30-etc.],
expression dans laquelle cos w représente la somme cos & “+ cos 3æ + cos 5 jusqu’au 7°" terme inclusivement + cos (2n— 1); de même cos 2& représente une somme semblable dans laquelle on met 2& à la place de «, et ‘ainsi à l'infini. Maintenant il résulte des formules connues pour la somme des cosinus d’arcs en progression arithmétique (Zntrod. in Anal., sin (2 nma) 2si0 (me) * n’est pas égal à 27 ou à un multiple de 27, on a /cos mœ = 0; mais si sin (2nms)
a sin (me ) ?
teur et le dénominateur s'évanouissent dans ce cas, aura pour valeur
Aanm cos (arm) DORE den Do oi 2m cos (me) ne 08 . nc, on aura en geénera
art. 260), qu’on a en général /'cos mw —
Donc tant que m
on a m= ain, i étant un entier, la fraction
dont le numéra-
(8) = N= TZ [Ao— 24 + 2À yn — 2Âç + etc.],
SECTION 11. | 58r
on trouverait, par la même méthode, Ma [A + au + 24e 2 Aus “+ etc.]. (0)
64. Ces formules font voir que la correction qu’il faut ajouter à l’intégrale
approchée = M pour avoir l'intégrale exacte = A,, est — T(Asn ss A ya + Aa + etc.) ;
et parce que le coeflicient A, comparé aux puissances décroissantes c*, cf, c‘, etc., est en général de l'ordre c*, la correction précédente sera censée de l’ordre ce,
De même la correction qu'il faut ue à l’intégrale approchée = = N
pour avoir l'intégrale exacte © À,, est
+ TA — À yn + As —etc.); elle est donc aussi de l’ordre c#" ; et on peut considérer ces deux corrections comme sensiblement égales et de signes contraires.
65. Lorsqu’après avoir calculé les quantités M et N pour un nombre de termes x, on les calcule de nouveau pour un nombre de termes 27, si on désigne ces dernières valeurs par M' et N', il est aisé de voir qu’on aura
= MN). D'ailleurs il suflit de mettre 22 à la place de 7, dans l’expression des corrections précédentes pour avoir celles qui doivent être appli-
quées aux intégrales approchées ZM : = N. Ainsi la correction qui'est de l’ordre cf” pour les résultats 2 M,= N, sera de l’ordre c* pour les résultats =M', TN; c'est-à-dire que le nombre de chiffres significatifs que les valeurs approchées ont de communs avec la valeur exacte = 5 À. devient à peu près
double, quand on double le nombre in Fes compris dans les séries
MetN.
66: Pour donner un exemple de ces formules, nous les appliquerons au calcul des fonctions complètes E'c, F'c, en supposant le module c—0, 6, ce qui donne b = 0.8.
Il faudra d’abord chercher par les méthodes propres aux fonctions ellipti= ques, les valeurs de ces fonctions, afin de les comparer à celles que donnera le calcul des quantités M et N pour diverses valeurs du nombre des termes
TE: IL
58a APPENDICE, n. Or le module étant c—0, 6, on trouvera d’abord l’échelle des modules
et le coefficient K exprimés logarithmiquement comme il suit :
+ 9-77815 12503 83604 Hi + 9-90308 09869 91944 “ .… 9.045756 74905 60675 b°.... 9.997350 24840 56647 C... 749214 83170 00258 b®,,, 9.099999 79056 317585 c,, 4.582235 87370 32444 b°*°... 9.099999 99999 987575 co, 8.106241 74827 58188 K..., o.of710 52013 47598.
La valeur de K donne F'c= = K ; ainsi la fonction F'e est égale au quart de
la cicconférence dont le rayon K=1.11456 44874 839014. On déduira de ces mêmes élémens et des formules connues
log E‘c=0.15170 179715 26836; ainsi faisant E'c= © I, c’est-à-dire supposant que la circonférence de l’ellipse est égale à celle du cercle dont le rayon est 1, on aura log I = 9.05558 18944 96683, Læ 0,90277 99277 72195.
Ges ealeuls ont été faits avee les précautions nécessaires pour que les valeurs de I et de K fussent exactes jusqu’à la quaterzième décimale au moins. Voyons maintenant ce qui résultera du calcul des séries M et N, lorsqu'on suppose k=+}, pour avoir la valeur de E'c, et £ —— + pour avoir la valeur de F'e, : :
L’ordonnée appelée a so F ou F(x) est y/(1 —c*sinx) ou
A(x) dans le premier cas et TC dans le second; ainsi nous avons d’abord
à calculer les valeurs de Ax qui répondent aux valeurs successives x = _ : = ; = 42 Gr, Ces ordonnées et la demi-somme des extrêmes - 1(4o + Air) ou A1 +6), sont les z termes dont la somme divisée par n sera la valeur de M pour l'intégrale J'adzx = E'c; leurs inverses = æ& la demi-sofnme des extrêmes (x + 5) sont pareillement les 7 termes dont la somme divisée par » sera la valeur de M pour l’intégrale = == F'e.
Enfin les valeurs x = 2 2 Te (== 1) serviront à former les va-
leurs de Ax et _ , dont la somme divisée par » sera la valeur de N pour les .
intégrales fAdx et J£.
Voici un tableau qui contient les valeurs de ces quantités pour le gas de n= 4.
Log As.
.00692 20567 314798 | .06066 36145 98780 .15384 16443 5ogaan .23683 05334 644976
M 4 me
On peut remarquer que les valeurs logarithmiques de A contenues dans ce tableau peuvent se vérifier assez facilement par Je théorème de Côtes, En effet, puisqu'on a A=y/(1 — c'sin*x) == /G —© + Ÿ eos 2æ), cette quan tité peut se mettre sous la forme B4/(a*-} 24 c68 2x + 1), en faisant B— à 1 Fée a= THÉ Si ensüite on donne à id les valeurs moon ë T à > 5 le produit des quatre valeurs de A sera Bt ÿ/{1 + at); la somme de leurs logarithmes sera donc 4logB+;log(1+at), ou 4 log B + _ av (1 — tat + a — etc.). Dans le cas de notre tableau où l’on a =0,8, B= 0.9; la quantité précédente se réduit à 9. 81697 00428 017545, ve
qui est en effet la somme des tp logarithines qui répondent aux valeurs supposées de x. 4
68. Avant de faire # — 4, valeur pour laquelle le tableau est calculé, faisons n—2, valeur trop petite pour donner un résultat suflisamment approché, mais qui féra voir le progrès de l'approximation en passant de’ cette première valeur à une valeur double. AL les quantités M et N nécessaires pour calculer les valeurs f'Adx = +7M, fAdr=}#N, seront composées
de deux termes seulement, savoir :
M=ifi(ti+é)+air], N=1}(A: mais).
Substituant les valeurs numériques données dans le tableau, et la valeur 1(1+6)= 0.9, on aura
Ces valeurs ne diffèrent que de 2 unités décimales du 5®* ordre, et le milieu entrelles donne pour 1 la valeur approchée
1 = 0.90277 99272 275753, laquelle n’est en erreur que de 5 unités décimales du 10”* ordre. On a peine à concevoir comment le calcul de deux seuls trapèzes, fait de deux manières différentes , peut donner un résultat si exact.
Faisons maintenant 7 = 4, et appelons M’ et N' les nouvelles valeurs de Met N, nous aurons M'= : : : + ÿ àr |, | died pie 7 + AZ].
La première quantité est la même chose que la moyenne 2(M + N}, dont
nous venons de donner la valeur, la seconde se trouvera par les quatre dernières lignes du tableau, de sorte qu’on aura ,
Ces deux valeurs ne différent que d’une unité décimale da g"* ordre, et le milieu entr elles donne pour I la valeur plus approchée
1=0.90277 99277 7219585, laquelle s’accorde parfaitement avec celle qu’on a déduite de la théorie des fonctions elliptiques ; car la différence de ces valeurs n'étant que d’une unité décimale du 15®° ordre, on ne peut prononcer de quel côté est l’erreur.
69. Par des calculs semblables, appliqués à la fonction complète... .
F'e= É ; on trouvera d’abord pour le cas de n = 2, les formules
M=iRG#)+ ENG +),
d’où résulte
ensuite pour le cas de n= 4, on aura
Par un milieu pris entre ces deux derniers résultats, on aura la valeur Li chée
RE = = 1.11456 44874 Ssoubs, | laquelle s’accorde suflisamment avec celle que donne la théorie des Goctions elliptiques, puisque la différence est à peine de 3, unités décimales du 15%° ordre.
Si quelque chose peut étonner dans le résultat de ees calculs, c’est qu’on: puisse obtenir une si grande approximation avec une valeur de # aussi petite que n =—=4, c’est-à-dire en divisant l’espace qu’il faut quarrer en quatre tra+ pèzes seulement , et évaluant ces trapèzes de deux manières différentes.
Ea calculant, comme. nous l’avons fait, les valeurs de M et N pour-le tas de n=—4, on trouve que pour l'intégrale /Adx ces deux valeurs ne diffèrent: que d’une unité dans le g”° ordre de décimales, ce qui doit faire présumer que Ja moyenne entr’elles sera exacte jusqu’à la 17" décimale, chose que nous n’avons pu vérifier, parce que lés calculs du tableau ne sont exacts que jusqu’à la 15°° décimale au plus. L'approximation est un peu moindre pour
l'intégrale [F & 5 Car les valeurs de M et N calculées en supposant n= À, dif-
férent entr’elles de deux unités décimales du 8% ordre, d’où l’on doit conclure que la moyenne ne sera exacte que jusqu’au 15"° ordre.
70. Au reste, on peut s’en tenir à ne calculer qu’une seule des dette M et N, sauf à lui appliquer la correction dont nous avons donné la formule art. 64, en la réduisant à son premier terme, Or, ce premier terme = 2A,, se trouvera toujours avec une exactitude suffisante par la formule de l’art. 17e
“Pour cela il faut réduire le binome 1 — c* sin* æ à la forme, .:..... B°(1 + a°— 24 cos 2x), ce qui se fera en prenant B—1(1 + b), et...
a=— (=): ; on aura, donc (1 — c*sin/ a =(— + (1+a— at
Développant ensuite les deux membres par les formules des art. 1 et 63, on aura entre les coefliciens d’un même cosinus l’équation générale À, =
£ + dE P(A,— #). Prenant leslogarithmies de. chaque membre et. mettant
586 APPENDICE, au lieu de log P(A, — 4) sa valeur donnée par la formule (17), on aura
log A,= à loga— (k + 1) log À + #log b— log T(— 4) 10 +) m (E* 4 Em (ee . +:
2h — 5 (2k + 1) 1 Qf)à 1°
Quant au signe du coefficient A,, il sera le rnême que celui de la quantité BT(—k).…, | -
71. Appliquons cette formule à la détermination de la fonction complète E'c=—fdxy/(1—c sin x); cette quantité étant représentée par = A. > nous avons déjà trouvé pour À, la valeur approchée.
laquelle résulte de la supposition n = 2, et nous avons fait voir (art. 6/) que la correction à appliquer à cette valeur est— 2A,, ou — 2 A,. Faisant dont Aï=z4, b=0.8, am, k=t, T(nmA)=T(hamoyr, on trouvera par la formule précédente log A,=4.7271088 ; et parce que at T(-«+$) est négatif, il faudra que A, soit négatif, on aura donc À, = — 0.00000 53349, ce qui donne la valear corrigée 2e
Ve: M—2A,=0.90277 99263, :
valeur qui n’est en erreur que d’une unité décimale du g° ordre, C'est déjà un assez grand degré d’approximation obtenu en divisent en deux parties égales seulement la base + 7 de l’espace qu’il faut quarter, et mesuraut lès deux trapèzes curvilignes qui en résultent comme s'ils étaient rec= tiligaek, On conçoit dès lors qu'une approximation beaucoup plus grande résultera de la sügposition n=+ 4, laquelle donne
La correction qu’il faut appliquer à cette valeur étant loujours représentée par—2À,,, on la calculera par la formule précédente, en faisant À —8, et conservant les autres valeurs de &, a, k et T(—4). Il en résultera log À, —0.4305944, d’où As=—0.00000 00002 725074, et la valeur corrigée | | 7 77 Mæa4,e0.90277 90277 721887 ; el Nu
valeut qui-ne diffère ide la véritable que d’une demmi-unité décimale du quatorziènre raré. | Ù
72. Si on veut appliquer de semblables corrections aux valeurs de M déjà
: . SECTION H. 587 trouvées pour la’ fonetion eomplèté Fe f'dx Au il faudra faire —e.8, CESR k—=— ! TR pr
La première quiéur de M ehéulée pour le cas de n—37, est M=1.11465 76304 ; faisant donc A=on=4, on aura par Î4 formule précédente log A,=5.668038: ; et puisque a T(—À) est positif, À, le sera msi, ‘ét on aura À,=0.0000{ 65627, , ce qui donne Îa valeur corrigée
| M—aA,=t. 11456 4505, -
tie n 'est, en erreur que de 2 unités décimales de 8° erdre.. La rexoode
valeur trouvée pour M, savoir :
suppose n== 4; dans çe cas, la convection nr creuuetS 00107 ” 97579» L
et la valeur corrigée .
| Mrs Ant 11408 44874 84006, laquelle n’est en erreur que d'une unilé décimale du 13° ovdre.
73. On voit, par ces exemples, que l'effet de la correction est non-seulement de déterminer le nombre de décimales exactes qui se trouvent dans ke valeur de M oudans æelle de IN, iuis encore den #jouter cmqon six de-plus,-ce qui donnera-un résultät aussi-exact qu'oir votdra , en prenant une valeur convenable de 7. Quand on calcule à'la fois kes ds quantités M et N, le milieu pris entre elles approche plus da vrai résultat que l’une des deux augmentée ou diminuée de le æorsection, mais cet avantage ne s'obtient que par un calcul plus long.
74. On trouve dans les Œuvres de Jean Bernoulli (*) un, Dénls- Fou calculer par approximation le rayon du cercle égal en circonférence à une ellipse donnée. Ce thévrème fort remarquable conduit aux mêmes valeurs de Met N que donnent les précédentes formules, en prenant.pour 4 pa terme. de la progression 2, 4, 8,16, etc., ce qui permet de, déterminer géométrique ment toutes les quantités ÿ/(1. me sin*x) dont se composent les valeurs de M et N.
Jean Bernoulli n’a point doué a démonstration. de son théorème; il a indiqué seulement la construction géométrique qui en est Ja base et par laquelle on peut obtenir le valeur très approchée de ‘la circonférerice de
€ Joh. Bernoulli Opera. Tom. r;:pag. 447-
FE
toute courbe ovale. partagée, comme l’ellipse, en quatre parties égales et semblables par deux axes rectangulaires. Cette_construction s'exécute. au moyen d’un mouvement continu que l’auteur appelle motus a et dont il détaille les propriétés...
Nous avions pensé d'abord à donner ici l'analyse du théorème de Jon Bernoulli, considéré dans sa plus grande généralité ; mais nous avons bien tôt reconnu que cette analyse deviendrait inutile, parce que le résultat auquel elle conduit n’est qu'un cas ‘particulier d’une proposition générale qui sera démontrée ci-après d’une manière beaucoup plus simple. :
$ II. Moyen d'exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe.
75. Soit s la longueur de l’arc de courbe AM dont Porigine est fixée au point À et dont l’extrémité M est déterminée par les coordonnées CP=7r, PM=7Y. Cet arc, dont l’expression ordinaire est f'dxy/ ( 1 + 2) peut être exprimé par une autre formule qui jouit de quélques avantages particuliers et que nous allons faire connaitre.
Si du point C, centre des œordonnées; on mène CZ pérpendiculaire: sur la tangente au point M, et qu’on prenne pour nouvelles: variables CZ = p et l’angle TMP=y, on aura l'angle PCZ=p et CZ=pCM cos (u—MCP); développant le second membre et mettant au. heu de CM cos MCP et CM sin MCP leurs valeurs x et >, on. aura
P=x C08 + y sin.
Différenciant cette équation et observant qu’on a rule ds & sin m et dy = ds cos, il viendra ‘fe
RES re P = y cos y — x sin PAT du a Au moyendle ces équations , on obtient les valeurs de æety exprimées ( en fonctions de p et dep, savoir :
Tæp cos pe — Ÿ sin y, ii)
+ Here tes . | :
Enfin, de celles-ci on tiredx =—dusin Hp+ me) Frs scou(p- De); donc ds =—dp (+52 , et en intégrant
$ = fpdu + 2 + const. e (12)
C'es t l’expression de l’arc s dans laquelle il faudra substituer la valeur de p en fonction de y.
6. Cette valeur peut se déduire de l'équation donnée entre les cobrdosnées æ et y, combinée avec l'équation différentielle Ÿ 3. == cot # , dont le
premier membre est une fonction connue de æ et y. En effet, on peut supposer que ces équations donnent les valeurs de x et y exprimées en fonction de tang 4 ; ensuite l'équation p=2x cos u+- y sin 4 fera connaître la valeur de p en fonction de sin x et cos pe.
| On peut remarquer que si l'équation entre x et est algébrique, l’équation entre p, sin y et cos w, sera pareillement ulgébrique ; mais en général, quelle que soit cette équation, si on prend l'intégrale .fpdx de manière qu’elle s’évanouisse au point A, et que - n soit Ja valeur de, Pen ce même
dpo ? :
point, on aura l’arc AM ou s —/fpdu +8 DE |
77. Cette même formule servira à exprimer toute intégrale proposée par un arc de courbe.
En eflet, on peut supposer que cetle intégrale est mise sous la forme fpdx, dans laquelle 4 représente un arc de cercle indéfini dont le rayon = 1, et p une fonction de l'arc , ou seulement des lignes trigonométriques sio # et cost. On aura donc l'intégrale cherchée
dp , d fpdp=s—T + | (13)
Quant à la courbe AMB qui correspond à cette équation, elle est facile à décrire au moyen des équations (11) dont les seconds membres sont dés fonctions connues de l’angle w ou des lignes trigonométriques qui dépendent de cet angle; et si on élimine w de ces deux équations, on aura, sous la forme ordinaire, l'équation entre les coordonnées x ety de la courbe dont un arc compris entre des limites données servira à exprimer l’intégrale fpdz. 11 faut maintenant montrer dans quelques ue l'usage de cette théorie.
78. Exemple I. Soit proposée l'intégrale Z = fdu y ( 1— ct sin* pe); que nous avons coutume d'exprimer par l'arc ie 05 E(c, &) compté de l'extrémité du petit axe.
Nous aurons dans ce cas,p= ÿ/(1—c* sin* m), valeur qui étant at stituée dans les équations (11), donne en fuisant b= y{(1— 0),
T. II
Em, = Ur, Si ôn' élimine m de ces déux équetions, on en
déduira y* = 6? (1—x*), c’est l'équation de lellipse rapportée à son grand axe. Ainsi en faisant CA = 1, CB—6, et décrivant sur ces deux demi-axes
Pellipse AMB, si on désigne par s l'arc AM compté de l’extrémité du grand
axe où w = 0 jusqu'au point M dont les coordonnées sont x et y, cet arc servira à exprimer l'intégrale Z, dé sorte qu’on aura Z ou 5 dp _. c° sin # COS E(c,p}=s— Ts + ne) 20 Cette équation n’est antre chose que le théorème de Fagnani que nous avons donné tom. I, art. 36. En effet, si on détermine l’are BN compté de l'extrémité du petit axe, par les coordonnées CQ = sing, NQ — ao en
même temps que Parc AM l'est par les coordonnées CP — = AS = : b*sinye di nai
PM= —— VG = cn) on aura, en vertu de ce théorème,
_ c'sinpcoss BN= AM+ TEE LS Ainsi l'application de notre formule conduit dans ce cas à un théorème connu.
79: Exemple IT. Cherchons maintenant la courbe qui par ses arcs peut
servir à exprimer l'intégrale Z= he VE ea) , intégrale que nous avons
coutume de représenter par Fc, }
fant frice dans ce cas pa (1 — 6 sin* je)", ce qui daneers les valeurs syivantes des. coordonnées xetr:
qu (br ecosap),.
- {1 — c'sin* y)
pm fe sue à
(1 — c*sin* u)
Cette courbe qui appartient au sixième degré et dont la forme se rapproche de celle de Pellipse, tant qu’on a c'< 3, est la même que nous avons déterminée d’une autre manière dans la théorie des fonctions elliptiques, chap. VII; elle donne Z ou LOD erree
(i— = sine)"
SECTION 11. Sr et la fonction complète Fees',s étant Je quart de la courbe compris depuis & = 0 jusqu’ pui.
Le cas de c* = }est généralement résolu, cemme on rit, par la lemniscate qui n’est que Fa quatrième degré ; sétidont les aros éxpriment directement la fonction F sans addition d’aucune quantité algébrique, La volution ‘du même cas déduite de la formule précédente, donne une courbe du rue degré dont l'équation est >= «(2 +xi) vi #), ou pain). Cette courbe est moins simple que la lémniscate, mais elle a l'avantage d'a avoir une figure peu différente de celle de? ellipée. RS
80. Il est très remarquable que notre nouvelle formule conduise si facilement à la solution d’un problème que nous avons regardé comme fort diffcile, et qui paraît n’admettrt aucune autre solution; celui de trouver une courbe algébrique dont les ares réprésentent générlement la fonction du tique de première espèce F(cy 4).
En général on voit que toutes les fois que p sera une fonction siens de sin get cos pe, la courbe dont les arcs servent à exprimer l'intégrale fpdu, sera aussi une courbe algébrique. Ainsi la quadrature d’une courbe algébrique peul Loujours se réduire à la rectification d’une autre courbe algébrique : proposition dont l'inverse seulement était connue.
8r. Exemple LIT. Soit proposé de trouver la évuibe algébrique dont lés
-_ arcs représentent la fonction elliptique de troisième éspècé FI (2, 5 h) = dis
(+ nsin° a) V(1—c"sin" sm)"
Il suffira de faire p = (1 + n sin pe)" (1 —c*sin® pu) 5, à, et la substitution de cette valeur dans les équations (11) donnera les valeurs suivantes des coordonnées de cette courbe, où l’on a fait y/(1 — c'sin*u)= 4.
cos pe
EE GFnsin 98 L' + (5n — 20°) sin°u — fer n sintye] ,
Y = TT [re — on (5n— 1)(1#c")sintu— fcnsiniu),. Ou aura ensuite pour la fonction [ cette expression
_ an sin #COS# Fe csinmcoss n(, ch)=s+r Ænsin'x) À (1 + nsin°x) A3?
et si s' représente le quart de la courbe compris depuis # = 0 jusqu'à u—=;7,0n aura la fonction complète IT'(n,c)= s'. On trouverait de la même manière la courbe algébriqite dont les #res ser-
592 APPENDICE, viraient à exprimer, dans le cas des paramètres imaginaires, la double fonetion de troisième espèce. F #
| z=1. À +.B sin" y ___de a" + 246 COS 8 sin ere VU —e sin° x)"
82. Exemple IF. Soit p= a sin pe tang* b, on aura x 24 tang° pe, J=3atang'u et s= = — 24.
On déduit de ces valeurs l’équation ax*=# y ; ainsi la courbe dont il
s’agit est la seconde parabole cubique.
ab sin se cos ps
83. Exemple V. Soit p= a cosu+ bin pe — Tr cine)? onaurs, en supposant: 4° = b*—+e, | ab" sin° pe (a*— 0" sin°*#)* ?
ab cos je
= b — —— 7e (a—0 sin w)à
(at € sin° ps)" D'après les valeurs de x et de y, on trouve ne l'équation dé la courbe peut être mise sous la forme (x — + (1 —?) =1, et alors on voit
que cette côûrbe est la développée de l’ellipse.
84. En général, si on prend la valeur de p telle qu’on puisse obtenir algébriquement l'intégrale /pdu, l'arc s dont cette intégrale dépend, s’exprimera aussi algébriquement. On produira ainsi une classe infinie de courbes rectifiables, comme sont toutes les a des courbes algébriques.
Soit alors /pdu = 9, ou p = “L , On aura pour décrire l’une quelconque de ces courbes, les équations
J = SL in pe SE cos pe, et la longueur d’un de ses arcs sera donnée par la formule s=1+% + const.
85. On voit, par ce qui précède, que toute quadrature proposée se ré-
duit à la rectification d’un arc de courbe compris entre deux points donnés, ce qui peut contribuer à simplifier la construction géométrique d’un grand nombre de problèmes; car en général on peut obtenir plus facilement une première valeur approchée d’un arc de courbe dont on a l'équation que celle d’une quadrature. Muis s’il s’agit de calculer avec beaucoup de précision la longueur d’un arc de courbe proposé, il conviendra de revenir aux formules du $ 1, pour déterminer l’arc s par le moyen de l'intégrale /pdw. C’est ce que nous allons développer dans le $ suivant.
$ IV. Formules pour calculer avec précision la longueur de tout arc de
courbe propose.
86. Soit comme ci-dessus, l’arc AM=5, la perpendiculaire CZ abaissée du point fixe C sur la tangente en M =, l’angle TMP que fait la tangente avec l’ordonnée MP, =; on pourra regarder p comme une fonction connue de l’angle x ou des lignes trigonométriques qui déterminent langle # et faire en conséquence p= F(y). Cela posé, on aura la longueur cherchée TRE
oo s = {pd + ke — En , l'intégrale /pdu étant prise de manière qu’elle s’évanouisse au point A.
Cette formule se simplifie en supposant que l’axe des abscisses CP, qu’on peut prendre arbitrairement , se confond avec la perpendiculaire à la courbe menée par le point A, car alors on aura dans ce point w=0o, et
Po, ce qui donnera s— fpdp +.
Maintenant, pour avoir la longueur totale AMB = 5", il faut prendre l'intégrale fpdu depuis le point A où nous supposons &—0 jusqu’au point B où nous supposerons w == Ô, C’est ce qu’on peut faire au moyen des formules du $ 1; elles donnent d’abord, en prenant le nombre entier n à volonté, les valeurs approchées /pdu— 6M, /pdu =86N, dans lesquelles M est la moyenne entre les n quantités suivantes :
1(Fo+ F0), F£, F2... F6;
et N'est la moyenne entre les #7 quantités
Po Or Op... pete
an? ‘an? 2
Fig. A.
Fig. B.
On aura ensuite des valeurs plus exactes de l'intégrale /pdu en applsquant les corrections nécessaires aux quantités ÊM et ON.
87. Mais il faut avant tout examiner le cas particulier où nous avons déjà fait observer que le calcul n'indique aucune correction , ce qui ne veut pas dire que la correction est nulle , maïs que les quantités ÊM et 8N approchent beaucoup de la vraie valeur de l'intégrale fpdu; qu’elles en approchent à peu près également l’une en plus, l’autre en moins; que le milieu pris entre ces deux quantités donnera environ deux fois plus de chiffres significatifs exacts que l’une des deux séparément; qu’enbn, après l'essai fait sur des valeurs assez petites de 7, qui feront voir combien de décimales exactes on tire, soit des valeurs ÊM et 6N prises séparément, soit de leur moyenne +(8M- ON), on sera à portée de juger quelle est définitivement la valeur qu’on doit donner à # pour obtenir tel degré d’approximation qu’on voudra.
Dans ce même cas, les quantités ge et se sont nulles, de sorte que
l'arc entier s' s’exprimera par l’ane des deux valeurs ÔM et 8N, ou plans exactement par le milieu pris entre elles.
88. Ces résultats s’appliquent immédiatement à toutes les courbes ovales qui comme l’ellipse ont la propriété d’être partagées en quatre parties égales et semblables par deux axes rectangulaires, qui sont en même temps perpendiculaires à la courbe.
Alors, en faisant 0Û=—2#, le quart d’une telle courbe sera exprimé par = M ou =N, en calculant M ou N d’après une valeur de nr qui réponde
au degré d’approximation qu’on veut obtenir. Ainsi le calcul donne immédiatement par les quantités M ou N, le rayon du cercle égal en circonférence à la courbe proposée.
Il ne s’agit dans chaque cas que de chercher la fonction p ou Fy qui représente la perpendiculaire menée du centre sur la Llangente au point où l’angle que fait cette tangente avec l’axe des ordonnées est w. Avec cette fonction Fx on formera les 7 quantités dont la moyenne désignée par M ou par N sera la valeur du rayon cherché.
Telle est la proposition générale dont nous avons parlé dans l’art. 74; elle comprend comme cas particuliers, non seulement le théorème de Jean Bernoulli sur la circonférence de l’ellipse, mais encore tous les théorèmes semblables qu’on pourrait déduire de la considération du motus reptorius de
cet auteur, appliquée aux courbes composées de quatre parlies égales et comme l’ellipse; théorèmes qui sont limités par ce genre de construction au cas où 7 est une puissance de 2, mais qui, suivant notre proposition , auraient lieu également pour toute valeur du nombre entier n.
89. Nous observerons encore que la fonction P(A, k), considérée dans la section 1, sous le nom de P(A, n), a pour expression générale..... d, +: s ; ; - 2 £ 1h RTE Le LV celte intégrale étant prise depuis w=0 jusqu'à RS. | DE (1 + a 24 00 24e) struit une courbe qui par ses arcs serve à exprimer l'intégrale /pdu, cette courbe sera composée, comme l’ellipse, de quatre parties égales et semblables ; de sorte qu’on.aura entre les limites assignées fpdu = =M ou /pdu = = N, erpar suite P(A, EM, où P(à, À)=N, ou plus exactement P(A, k)}=:(M+N). * Ainsi, la fonction P(A, 4) dont nous avons développé les propriétés, se rapporte au cas le plus simple des quadratures, el sa détermination ne dépend que des quantités M et N, qu'on peut former immédiatement au moyen de la fonction p=F(x) et du nombre entier # pris arbitrairement.
. . “ Q La “ d'P # Il en serait de mème des cçoefliciens différentiels » Ga» elc., qu’on déter-
m= 7, Or, si d’après la valeur p=F (x) = , Ou con-
minera semblablement après avoir mis chacun d’eux sous la forme ° fpdu.
go. On peut remarquer enfin que le résultat trouvé pour les courbes ovales composées de quatre secteurs à angle droit, égaux entre eux et placés symétriquement autour des axes communs, s’étend à une infinité d’autres courbes composées d’un même secteur qui se répète un certain nombre de fois dans des positions alternatives. Soit 8 l'angle de ce secteur ; si 8 est commensurable avec l’angle droit, la courbe rentrera sur elle-même après une ou plusieurs révolutions autour du centre commun de tous les secteurs ; mais si 6 n’est pas commensurable avec l’angle droit, la courbe fera une infinité de révolutions autour de son centre. Dans tous les cas, Parc de courbe qui termine le secteur dont l'angle est 8, a pour valeur la quantité 8M ou 8N, c’est-a-dire, qu’il est égal en longueur à l’arc du secteur circulaire dont l'angle est 8 et qui a pour rayon la valeur de M ou de N donnée dans l’art 85. En vertu de cette observation, notre théorème se trouve appliqué à un système infini de courbes, dont les ovales, à quatre parties égales, ne sont qu’un cas particulier.
Fig. B.
91. Si nous revenons maintenant à la détermination générale de l’arc s' dont les limites s'étendent depuis x —0 jusqu’à #=—=08, nous verrons qu’il
suffit d’ajouter le terme u à la valeur de fpdu ou fFdu, donnée dans l’art. 59. On aura donc pour cet objet les deux formules suivantes dans
lesquelles =>,
dE at Fm dF s' = 0M + = 12 E- + 720 TT dur UE 7e! .fd 5).
s' = ON + EDS D ent 14
Ces formules se simplifient beaucoup, si l’on a . = 0, c'est-à-dire, si le
rayon vecteur CB est perpendiculaire sur la courbe, au point B, comme le rayou vecteur CA l’est au point A. Or, cette condition est toujours facile à remplir, parce qu’on peut prendre pour centre des coordonnées, l'intersection des deux perpendiculaires à Parc AMB, menées par ses deux extrémités À et B. Alors on aura les valeurs corrigées «tt /dF dFo
=M+ 720 \dui 4 ,
s' = 6N — ee a (n —
lesquelles pourront être portées à k degré d’exactitude qu’on voudra, en prenant w assez petit ou n assez grand pour que le terme suivant de la correction soit négligeable,
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