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PRÉFACE
Le problème de la résolution algébrique des équations est l'un des premiers qui se soient imposés aux recherches des géomètres. Dès les débuts de l'Algèbre moderne, plusieurs procédés ont été mis en avant pour résoudre les équations des quatre premiers degrés : mais ces diverses méthodes, isolées les unes des autres et fondées sur des artifices de calculs, constituaient des faits plutôt qu'une théorie, jusqu'au jour oii Lagrange, les soumettant à une analyse approfondie, sut démêler le fondement commun sur lequel elles reposent et les ramener à une même méthode véritablement analytique, et prenant son point de départ dans la théorie des substitutions.
I/impuissance de la méthode de Lagi^nge, pour les équations générales d'un degré supérieur au quatrième, donnait lieu de croire à l'impossibilité de les résoudre par radicaux. Abel démontra, en effjPt, cette proposition fondamentale; puis, recherchant quelles étaient les équations particulières susceptibles de ce genre de résolution, il obtint une classe d'équations remarquables qui portent son nom. Il poursuivait avec ardeur ce grand travail lorsque la mort vint le frapper; les fragments qui nous en restent permettent de juger de l'importance de cet édifice inachevé.
Ces beaux résultats n'étaient pourtant ([ue le prélude d'une plus grande découverte. Il était réservé à Galois d'asseoir la théorie des équations sur sa base définitive, en montrant qu'à chaque équation correspond un groupe de substitutions, dans lequel se reflètent ses caractères essentiels, et notamment tous ceux c[ui ont trait à sa résolution par d'autres équations auxihaires. D'après ce principe, étant donnée une équation cjuelconque, il suffira de connaître une de ses propriétés caractéristiques pour déterminer son groupe, d'où Ton déduira réciproquement ses autres propriétés.
Dere point de vue élevé, le problème de la résolution par radicaux, qui uaf^uère eiu'ore semblait former l'unique objet de la théorie des é»|ualions, n'appai-ai't plusfjiie comme le premier aiui eau d'une lon}i;ue l'haine de (piestions relatives aux trausibrniations des irrationnelles et à leur elassifieation. Galois, taisant à ce problème particulier l'applicalioii de ses niétliodes i^énérales, trouva sans difficulté la propriété caraetéristifjue <les groupes des é(|iiations résolubles par radicaux, (a ioii'nie explicite de ees j^roupes pour les cjiiiations de def;ré preniiei-, et deux théorèmes importants relatifs au cas des degrés couiposés. Mais, dans la précipitation de sa rédaction, il avait laissé sans démonstration sulïisante plusieurs propositions fondamentales. Celte lacune ne tai'da pas à être comblée pir M, Bettl, dans un Mémoire iuiportant, on la série complète de ces tiiéorèuies de Galois a été pour la première fois rigoureusement établie.
L'étude (le la division des fonctions transcendantes offrit à (lalois une nonvelle et brillante application de sa méthode. Depuis loiijilemps Ganss avait démontré que les équations de la division du cen'lc étaient ré3olid>les par radicaux; Abel avait établi le même résultai pour les é([uatious de la division des fonctions elliptiques, en supposant la division des période» effectuée ; proposition que M. Herniite devait étendre aii\ fonctions abéliennes. Mais il restait à étudier les étpiations modulaires dont dépend la division <les périodes. Galois, déterminant leur {groupe, remarqua r|ue celles de ces équations dont le degre est (j, H ou la, peuvent s'abaisser d'un de^ré. M. Heniiite, elTectuant cette réduction, monti'a qu'il sufKsait de résoudre des éfjuations des quatre premiers degrés pour identifier la réduite obleuiic dans le cas de la ([uinlisection avec réipiation générale du cinquièuie degré, ce (]ui fournîssiiit la solution de celte dernièie équation par les fonctions elliptiques. M. Kronecker parvenait en uième icntps au même résultat par une méthode à peu pi'ès inverse, que M. lïnoschi a reprise et développée dans (pielques pages remai'quables.
Une antre voie féconde tie recherches a été ouverte aux analystes par les cclèbres Mémoires de M. Hesse sur les points d'inflexion des
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(tourbes du troisième ordre. Les problèmes de la Géométrie analytique fournissent, en effet, une foule d'autres équations remarquables dont les propriétés, étudiées par les plus illustres géomètres, et principalement jjàr MM. Cayley, Clebsch, Hesse, Kummer, Salmon, Steiner, sont aujourd'hui bien connues et permettent de leur appliquer sans difficulté les méthodes de Galois.
La théorie des substitutions, qui devient ainsi le fondement de toutes les questions relatives aux équations, n'est encore que peu avancée. Lagrange n'avait fait que l'efflem'er; Gmchy l'a abordée à plusieurs reprises. MM. Bertrand, Brioschi, Hermite, Rronecker, J.-A. Serret, E. Mathieu s'en sont également occupés; mais, malgré l'importance de leurs travaux, la question était si vaste et si difficile, cju'elle reste encore presque entière. Trois notions fondamentales commencent cependant à se dégager : celle de la primitivité, qui se trouvait déjà indiquée dans les Ouvrages de Gauss et d'Abel ; celle de la transitivité, qui appartient à Cauchy; enfin la distinction des groupes simples et composés. C'est encore à Galois qu'est due cette dernière notion, la plus importante des trois.
Le but ae cet Ouvrage est de développer les méthodes de Galois
et de les constituer en corps de doctrine, en montrant avec quelle
facilité elles permettent de résoudre tous les principaux problèmes
de la théorie des équations. Pour en faciliter l'intelligence, nous avons
pris notre point de départ dans les éléments, et nous y avons exposé,
outre nos propres recherches, tous les principaux résultats obtenus
par les géomètres qui nous ont précédé. Mais nous avons souvent
modifié assez profondément l'énoncé et le mode de démonstration
de c^s propositions, afin de tout ramener à des principes uniformes
et aussi généraux que possible. L'abondance des matières nous a
d'ailleurs contraint à supprimer tout développement historique. C'est
ainsi que nous avons dû laisser de côté, non sans regret, la célèbre
démonstration donnée par Abel de l'impossibilité de résoudre par
radicaux l'équation du cinquième degré, ce beau théorème pouvant
aujourd'hui s'établir par des considérations beaucoup plus simples.
Parmi les Ouvrages que nous avons consultés, nous devons citer
particiiiièreiiient, oiili"e les (^Jivi-es de (Ijilois, dont toiil vev'i n'est rin'un Commentaire, le Cours d\-ilgèbre suprrù'iire de M. .1.- \. Serret. C'est la lectnre assidue de ee Livre qui nous a initié à 1' \lf;i'hre et nous a inspii-é le désir de contrilinei' à ses pi-ogrès*.
Nous tenons éf!;alenient à remercier ii'i AIM. (^lehsch et Kmneeker des prérieuses indications qu'ils nous ont fournies. C'est ^rM-e aux libérales commiuiieations de M. Clebsrh (pie nous avons pu aborder les problèmes géoniétri<pies du Livre III, (Miapiti-e III, l'étiule des f^roupes deSteiner et la trisection des foiietions hyperelliplitpies. Nous devons à M. Kronecker la notion du j^roupe des équations de la di\ ision de ces dernières fonctions. Nous aurions désiré tirei' un plus f^i-and parti que nous ne rii\ons fait des travaux, de cet illustre auteur sur les équations. Diverses causes nous en \m\ empêché ; la nature tout ai'itlimétique de ses méthodes, si différentes de la nôtre; la diftictilté de reconstituer intégralement une suite de démonstrations le pins souvent à peine indiquées ; culin l'espérance de voir grouper un jour en un corps de doctrine suivi et complet ces beaux théorèmes <pii (ont maintenant l'envie et le désespoir des fiçéomètres.
Cet Ouvi'age se tlivise en quatre Livres :
Le Livre premier est eonsiicré aux notions indispensables relati\es à la théorie des congruences.
Le làvre II se partage en deux Chapitres, consacrés, le premier à l'étude des substitutions en générai, le second à celle des siibstitiilioiis dont la forme est définie analvti«pieinent et principalement à celle des substitutions linéaii'es.
Le Jjivre III contient ([iiati'e Chapiti-es. I>ans le premier, nous posons les principes de la théorie générale des é<piations. Les trois suivants renferment des applications à l'Algèbre, à la (iéométrie et à la théorie des transcendantes.
Enfin dans le I.i\rc W . divise <'ii sept Chapitres, tioiis dt-terminons les divers types généraux d'équations solnbles par radicaux, et nous obtenons pour ces t\-pes un système complet de classincation.
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îtviii ERRATA.
Pago Kji, ligne 12, au iUu dtf (} , itAczF.
Page 294, ligne 9, au lieu de ^(x), lisez f[x).
Page 296, ligne i3, fl« lieu de racines, lisez racines primitives.
Page 307, lignes 5 à 10, tui lieu de Si les x^ sont tous pairs, etc., lisez Si d'autre part les j-^ sont
tous pairs, et les j/ ou les af^ égaux à zéro, les xT^ ou les x'^ seront égaux aux x^. et les cas
d'ejtclusion se réduiront à trois distincts. Page 3i3, lignes 12 et 1 3, au lieu de p, lisez q. ligne 3o, au lieu de cm'n^ lisez cm'n',
ligne a. au Ueu de (802), lisez (504). ligne 22, au lieu de 4, lisez 5.
ligne 25, au lieu de p,, lisez p^.
Page 3i6
Pag« 319 Page 320 Page 327
Page 329
Page 352 Page 372 Page 378 Page 387 Pnge 391
Page 421
Page 432 Page 436 Page 442
Page 491 Page 491 Page 5 10
Page 538 Page 562 Page 591 Page 593 Page 593 Page 601
Page 606 Page 607 Page 609 Page 610 sinon.
Page 61 3 Page 616 Page 624 Page 628
ligne 24 . au lieu de 1 lisez ^
ligne 1 1 ligne 7 ligne 26 ligne 16 ligne 18
ligne 20
ligne 19 après les ligne 26
ligne i5 ligne 24 ligne 12
ligne 16 ligne 14 ligne 23 ligne 23 ligne 24 ligne 29
ligne 24 ligne 27 ligne 19
ligne 34 deux cas.
ligne II ligne 22 ligne 4 ligne 24
au lieu de (— 1) * , lisez (— i) • //.
au lieu de 29, multipliées, lisez 28, divisées.
au lieu de trois, lisez deux.
au lieu de la, lisez le.
au lieu de c^ni, lisez (^m^.
au lieu de r, p, — r, p^, lisez ?! = ^2 .
au lieti lie b^ , Usez h\^ .
lignes 14 et 19, écrire des lignes de [tomis. au lieu eie T, lisez F',
au lieu de (1 -f-yô^i/ , lisez (i -t-yô^'i)'' .
au lieu de Si f, - Ç,, lisez Soit r' = r-hy, et ?, =. Ç, ;.
au lieu de D,, lisez C^ , . . • .
au lieu de mais, lisez mais, si w =-- 1 , ou /// > 1 et JH «=c- o ( mod. 2 ). au lieu de S?, lisez t^,.
au lieu de S, S', lisez 1,
au lieu de et contient, lisez à moins qu'il ne contienne.
au lieu de ou, lisez et.
au lieu de on aura d= i, lisez L aura pour exposant l'unité.
au lieu de e*^'^ ' , lisez e^^^ ,
au Ueu de F, lisez F,.
au lieu de Cç,^,...,,..,., lisez [Ç. !,...«.... ];..
au Ueu tic Trois cas, Uset Cela est clair si I', est d<» troisième catégorie;
au Ueu de />, Usez p*. »
au lieu de F', lisez F' (premier faisceau de L'j.
au Ueu de -h /, Ç,, lisez — f, Ç,.
au lieu de ^fi^, lisez Ç,.
LIVRE PREMIER
§ I. — Première étude des congruences.
Congruences du premier degré.
1. Deux entiers a et & dont la différence est divisible par un entier p
sont dits congrus suivant le module p. Gauss exprime cette relation par la
notation suivante
a^b (mod. p).
Mais quand le module est connu, on omet souvent de l'écrire.
Soit F une fonction entière à coefficients entiers d'une ou de plusieurs indéterminées : la relation
F^o (mod. ;;), s'appellera une congruence.
Problème. — Résoudre la congruence du premier degré
axXi -4- ajjr, 4-. . .4- anX^'^b (mod.p).
Cette congruence revient à l'équation indéterminée
(l ) pX -4- a.jr, -f ttiXi -h ... -4- QnOl^n = b.
Soit a< le plus petit des nombres /?, a,, a^,,...; et soit p = a^m'^ p\ a^ = a^m^-^- d^^...^p\ a^,... étant les restes minima de la division de
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p, aa,... par a^% Posons
X| = X, -4- mx -h ITliXi -+-...,
jc\ étant une nouvelle indéterminée; il vient
p'x -4- aix\ -4- a\x2 -f- . . . = 6,
équation analogue à la précédente, mais avec des coetlicients plus petits. Si p\à^,... ne sont pas tous nuls, on répétera ce procédé; et il est clair qu'on parviendra enfin à une équation
où tous les coefficients soient nuls, sauf un seul, d. D'ailleurs, il est évident que Pf ai, a^,... ont le même plus grand commun diviseur que p\ a^, a,,...; de même k chacune des réductions suivantes : donc d sera ce plus grand commun diviseur. S'il ne divise pas ^, l'équation (2) sera impossible :
mais s'il le divise, on aura ^ = ^î et l'on aura x, a?!,..., Xn exprimés en
fonction linéaire de z et des n indéterminées affectées de coefficients nuls dans l'équation (ii), lesquelles restent arbitraires.
Remarque. — La congruence ax^b (mod. p) est toujours résoluble, d'après ce qui précède, si a est premier kp. Soient x, xl deux de ses racines : a{xi— x') sera divisible par/?; donc a? = a?'-h A/?, k étant entier. Parmi les nombres de cette progression, il en est évidemment un, et un seul, qui
soit </? et non négatif. Nous le désignerons par le symbole - (mod. p).
Congruences de degrés supérieurs.
3. Les congruences les plus intéressantes sont celles dont le module est un nombre premier. Nous les considérerons exclusivement dans ce qui va suivre, à moins que nous n'avertissions expressément du contraire.
Soit
une fonction entière de a? à coefficients entiers. Soient a, 6,... les restes respectifs de la division de A, B,... par/?; il est clair qu'on aura identiquement
\x^ + Bor^-'H-. ..^aj:*H- 6jc*-'-+-. . . (mod. p).
La fonction simplifiée oxf^^ 6a;^"*-h... aura par définition tous ses coefficients positifs et inférieurs à p.
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5. Théorème. - Soient F(a?) = Air"''*^-hBa;^-^''-*-f-...-+-Ka?*^*-h... et /{x) = ax^ -h baf"^* -h . . . deux /onctions de degré m-^n et m, on pourra toujours déterminer^ et d'une seule manière^ deux fonctions simplifiées
ç(a?) = aa?"-h/3a;^-*-h... et v^^r) =Ra;^-' -h Sa?^-*-h .. ., telles que l'on ait identiquement
F{x)=f{x)(f{x)'h^{x) imoû.p).
En e(Tet, les coefficients de (p{x) et de ^{x) étant supposés indéterminés, cherchons à vérifier cette congruence. On aura les congruences suivantes du premier degré :
A ^aa
(mod. p), K^fonct. (a> 6,. . . , a, {3,. . .)-+- 1^
qui déterminent sans ambiguïté oc, puis p,..., puis R, etc.
Les fonctions (p{x) et ^(o?) pourront être appelées respectivement le quotient et le reste de ¥{oo) par /(a?). Si ^{x) est nul, on dira que /{oo) est un diviseur de F(a*).
6. Remarque. — Les diverses fonctions qui s'obtiennent en multipliant une même fonction Y[x) par divers entiers constants ^, ^i , . . . , ont toutes les mêmes diviseurs.
Soit, en effet, f{x) un diviseur quelconque de eY[x)\ on aura
el^(x)=f(x)<^{x).
Soit j une racine de la congruence ey^e^\ on aura
en désignant par (f^[x) la fonction simplifiée congrue à ^^9(0?).
La fonction eY[x) est évidemment divisible : i*^ par l'entier e; 2*^ par ellemême. La fonction ¥{oo) ayant les mêmes diviseurs, on voit qu'elle sera nécessairement divisible : i^ par un entier arbitraire e\ 2^ par un quelconque de ses multiples eY{x). Si ces diviseurs sont les seuls que possède la fonction, nous dirons qu'elle est irréductible. Dans le cas contraire, on pourra la mettre sous la forme d'un produit de fonctions irréductibles.
7. Il est clair que si deux fonctions F (a?) et /(a?) ont un diviseur com-
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mun, il^^wWft't^^^ de leur division ^(^)» et réciproquement. On pourra donc,^itp|^9 àtVf i'algëbre ordinaire, chercher le plus grand commun diviseur de (toux fonctions en opérant des divisions successives, et démontrer : . I® que si une fonction irréductible /(a?) divise un produit de fonctions F(a?), F|(a7),..., elle divise nécessairement l'un des facteurs; 2^ que de quelque manière que l'on s'y prenne pour décomposer une fonction en facteurs irré- , ductibles, on obtiendra toujours les mêmes facteurs, à des coefficients constants près.
8. Théorème. — Une congruence F(it?) ^o de degré m admet précisément autant de racines égales ou inégales^ comprises entre o e/ /? — 1 , que son premier membre^ décomposé en facteurs irréductibles, contient de facteurs du premier degré.
Soit, en effet,
f{x)f /i(ir),... étant des facteurs du premier degré, et 9(0?),.,. des facteurs de degrés supérieurs. Pour que F(^) soit divisible par/>, il faudra qu'un de ses facteurs le soit : Tune des congruences f{x)^o, f{x)^o^..., (p{x)^o... devra donc être satisfaite.
Or la congruence /(a?) ^o admet, comme on l'a vu, une seule racine a comprise entre o et/? — i;f{x) en admet également une seule «i, etc.
Les autres congruences telles que (f{x)^o n'en admettent aucune : car, s'il v 6n avait une, 6, on aurait
9(6)^0; d'où 9(ar)^9(x) — 9(6)^M(^ — 6),
M étant la fonction simplifiée de la fonction entière ^ _? ; (p{x) serait donc divisible par x — b, et ne serait pas irréductible, comme on le suppose.
9. Dans le cas le plus favorable, où tous les facteurs de F(x) sont du premier degré, leur nombre sera précisément égal à m, et l'on aura
k étant un coefficient constant.
Soit
Comparant cette expression à la précédente, il viendra
Xr- •
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Les fonctions symétriques des racines de la congruence s'Mpriment donc au moyen des coefficients de la mémo manière que dant la théorie ordinaire des équations.
Ces propriétés importantes cessent d'avQÎr lieu, si l'on considère les congruence» dont le premier membre contient des facteurs irréductibles d'un degré supérieur au premier. Un inconvénient analogue s'était présenté dans la théorie ordinaire des équations, lorsque celles-ci n'ont pas toutes leurs racines réelles; on v a remédié en introduisant dans le calcul la notion des imaginaires, qui permet de rendre aux énoncés des théorèmes toute leur généralité. Par un procédé analogue, on peut obtenir ici le même avantage, ainsi que Galois Ta montré le premier. Mais, avant d'exposer sa méthode, il convient de nous arrêter un instant sur une congruence importante dont toutes les racines sont réelles et inégales.
§ II. — Des congruences binômes. — Des résidus de puissances.
Des congruences binômes.
10. THÉORir.ME de Fermât. — Tout nombre entier A non divisible par le nombre premier p est racine de la congruence x^^* ^ i (mod./>).
En eflet, les entiers non divisibles par p peuvent être répartis en // — i classes, en groupant ensemble dans une même classe tous ceux qui sont congrus entre eux suivant le module p. Cela posé, formons la suite i , A, A'\ A', — Les premiers termes de cette suite pourront appartenir à des classes différentes; mais comme leur nombre est illimité, on finira nécessairement par en trouver un qui soit congru à quelqu'un des précédents. Soit A" le premier terme qui jouisse de cette propriété; il sera congru à i, car s'il l'était à A*", on aurait
A'"(A"r*"— i) = A"~ A*^o (mod./>),
et comme A*" est premier à /?, A""*" — i ^o (mod./?). Donc A"""* serait congru à i. A" ne serait donc pas, comme on le suppose, le premier terme qui fût congru à l'un des précédents.
Soit donc A^^i, d'où A""^* ^ A,.... Les entiers i. A,..., A""*, étant incongrus entre eux, appartiennent à n classes différentes; puis on retrouvera périodiquement les mêmes classes en formant les puissances suivantes
An An+i y XX y . . . .
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Le nombre n est ud diviseur de p — i, nombre total des classes. Cela est évident si p — i = n. S\ p — i est > /i, soit B un entier appartenant k une classe différente de celles que nous venons de déterminer : les entiers B, BA,..., BA""' appartiennent à ,/i nouvelles classes, distinctes des précédentes et distinctes les unes des autres; car si l'on avait» par exemple, BA ^ A*, on aurait
(B-A)A = o; d'où (B-A) = o,
et B appartiendrait à la même classe que A, contre l'hypothèse; et si l'on avait BA'^^BA', on aurait A'^^A', r et 5 étant moindres que n, ce qui est impossible.
Donc/?— I est au moins égal à 2/1. S'il est plus grand, soit C un entier appartenant à une classe quelconque autre que celles que l'on vient de trouver: les entiers C, CA,..., CA""' appartiendront à n classes nouvelles distinctes des précédentes, et/? — i sera au moins égal à 3/i. On peut poursuivre ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des classes.
Soit doncp—-i=nd: la congruence A"^!, élevée à la puissance rf, donnera A''""' ^ i , ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — Le théorème de Fermât a été généralisé par Gauss ainsi qu'il suit :
Tout nombre A premier à un nombre quelconque m satisfait à la congruence
^?(«)^i (mod.m,,
ç (m) étant le nombre des entiers premiers à m et inférieurs à hu.
Car les nombres premiers à m peuvent être répartis en (p{m} classes en groupant ensemble ceux qui sont congrus suivant le module m. Cela posé, la démonstration se fera absolument comme tout à l'heure, en remplaçant p et /? — I par /n et ç (m).
Faisons en particulier m=^p'^, p étant premier, on aura
et A satisfera à la congruence
xf ^f ^1 (mod./?*<.
11. Corollaire.— Soit â un diviseur quelconque de p— 1 : la congruence a?^ — I == o a (^ racines distinctes comprises entre o et p — \,
Car la congrueDce a?'^' — i ^ o a, comme od vient de le voir, p — i racines distinctes comprises entre ces limites, a savoir i, 3,..., p—^- Son premier membre est le produit de x^ — i par un facteur M de degré /> — I — (^ et ne peut être divisible par p que si l'on a a?^ — i e:= o ou M ^ o. La première de ces congruences a tout au plus d racines distinctes; la seconde en a tout au plus p — \ —^\ elles en ont ensemble p — i\ donc elles ont précisément â et p— i — ^ racines distinctes.
Soient A une racine quelconque de la congruence ^^— i ^^o, A" la première des puissances successives de A qui soit congrue à l'unité; celles des puissances de A qui sont congrues à l'unité seront, d'après ce que nous avons vu (10), les suivantes A", A*", A'",.... Mais A^ est congru à i; donc n est un diviseur de â.
Si Ton a précisément n = ^, on dira que A est une racine primitive de la congruence a?^— i^^o. Dans ce cas, les c? quantités A, A^,..., A^ seront toutes incongrues entre elles, et les restes qu'on obtient en les divisant par/> seront les â racines de la congruence donnée; car soient A"* l'une d'elles, p le reste correspondant, on aura js^eeh A*"^^: i.
12. Théorème. — La congruence x^ — i^E=io (mod.yy), où c? est un diviseur de p — i^ a toujours des racines primitives.
i*" Supposons d'abord c? = y*, g étant premier. Les racines non primitives de la congruence donnée satisfont à la suivante
et sont en nombre ûf*'*ijes autres, en nombreux" ( i— -), seront primitives.
2"" Soit nmnitàê|if^k■ w^ q, r,.,. étant premiers. Soient res-
pectivement A, R,... "icfe^ racines quelconques des congruences x'^'' — 1 =0,
x^ —1^0, — Le produit AB. . . sera une racine de la congruence proposée, dont réciproquement toutes les racines seront de cette /orme ; et Pon obtiendra ses racines primitives en prenant successivement pour A, B,.,. les diverses racines primitives des congruences correspondantes.
En effet, des relations A^ ^ i, B'^ ^^^ i,..., on déduit évidemment
(AB...)î"'-^--=i;
donc AB... est une racine de la proposée. D'ailleurs les produits de la forme AB... sont en nombre y"r^.. et tous incongrus; car si l'on avait
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AB. . . ^ A'B'. . . sans avoir A=h=A', B^B', ..., soit par exemple A ^ A' (mo(l./>), on aurait
AA'-' = BB'-.,.; d'où (AA'-)'^— = (B' B-. . .f^ •= i,
ce qui est absurde; car AA'"* satisfaisante la congruence
les exposants de celles de ses puissances qui sont congrues à l'unité sont des multiples du moindre d'entre eux, lequel étant > i (puisque A^A') et divisant q^ sera divisible par q\ or r^... n'est pas divisible par q. Donc les q^r^... produits AB... sont tous incongrus et égaux aux diverses racines de la congruence proposée.
Enfin si A, B,... sont des racines primitives des congruences correspondantes, AB... sera une racine primitive de la proposée; car, s'il en était autrement, elle satisferait à l'une des congruences
ce qui ne peut avoir lieu, car on a
( AH . . . )f = Af— •^^- • Bï*"' '**••• . . . = Af— '^^- -,
expression qui ne peut être congrue à i, y*~'rP... n'éUml pas divisible par y*.
Au contraire, si A n'était pas une racine primitive, il est manifeste que
(AB.../' se réduirait à i (mod.^). -> i
Les congruences
ayant respectivement y* (i — -J» r^fi — -K-- racines primitives, la proposée en aura
Ainsi toute congruence de la forme
j;*^ I (mod./?;.
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et eD particulier la suivante
j;/»-ir=| (mod./?), a nécessairement des racines primitives.
est intéressant de savoir si la congruence analogue
j;?(«)^ I (mod./w),
relative aux modules composés, a également des racines primitives. Ce sujet n été complètement, traité par M. Serret dans son Algèbre supérieure. Section III, Chapitre II). Nous emprunterons à cet important ouvrage les résultats relatifs au cas le plus simple, où m est une puissance d'un nombre premier.
Soit
m^p^; d*oii ^[m)—.p' — ji'-\
p étant un nombre premier impair.
I " Les racines primitives des deux congruences
jpP'-p"-* ^ i (mod.p) et xP-^^i (mod./?i
sont congrues entre elles suivant le module p.
Car si g n'est pas congrue a une racine primitive de la dernière des cour gruences ci-dessus, et qu'on ait par exemple
g" ^ \ [moé. p) =z \ -\- rp,
n étant <Cp — i, on aura
np"^* étant <ip^ — p^'** et g ne sera pas racine primitive de la première congruence.
2*^ Soient maintenant a une racine primitive de la seconde congruence, g un nombre congru h a (mod./?); g sera ou ne sera pas racine primitive de la première congruence^ suivant que gP"^ — i ne sera pas ou sera divisible parp^.
Car soit g' la première puissance de ^ qui soit congrue à i (mod./;"), elle le sera à i (mod.^j; donc / est un multiple de /? — i. On .«ait d'ailleurs qu'il divise/?" — //-*; il sera donc égal à/?^ (/? — i), X étant un certain entier.
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Or soit gf^* = I + */>', k étant non divisible par/?; on aura en général
gP^ip-i) z=z{i-{- lipf)P^= I H- kxp'-*-^,
kl étant un entier premier à p. Donc la plus petite des valeurs de X, telle qu'on ait
sera v — /; elle sera v — i si i = i, et g sera racine primitive : elle sera moindre dans le cas contraire.
3** Posons donc g= a -h np et cherchons à déterminer n de telle sorte que gf^* — I ne soit pas divisible par/?*. On a
gP-t _ I ^aP-' — I 4- (/> — i)aP"^ np (mod./?*), expression non divisible par/>^ si n est choisi de telle sorte qu*on ait
h (/> — \)aP-'* n>^o [tnoQ.p),
relation qui peut toujours être satisfaite, {p— i) a^'^'^ étant premier à/>.
H est clair que cette inégalité sera satisfaite pour p — i valeurs de n inférieures à />; en ajoutant à chacune d'elles un multiple quelconque de p inférieur à /?^', on aura {p — i) p^^^ valeurs distinctes de n qui donneront pour g autant de valeurs, toutes inférieures à p^, et dont chacune sera une ratine primitive.
Soit maintenant /w = 2''. Si v = 2, la congruence
x't^"^"^ = x'"~' = I (mod. 2^)
aura h racine primitive 3. Si v > 2, elle n'aura pas de racine primilive, car tout nombre a premier à 2 peut s'écrire ainsi
k étant un entier impair, et l'on aura en général
kl étant un entier impair. La moindre valeur de X pour laquelle a*' sera divisible par 2^ sera donc v — 2 — i, nombre inférieur à v — i; donc a ne sera pas racine primitive de la congruence proposée. Mais si l'on pose i = o.
la valeur cherchée de X sera v — 2; c^^^ sera donc la première puissance de a qui satisfasse à la congruence proposée. Parmi les diverses puissances
a, a*, a',..., a^^^ toutes incongrues entre elles, il n'en existe évidemment
qu'une seule a*"^* qui soit différente de i (mod.a"), dont le carré soit congru à i (mod. 2^), et qui par suite soit de la forme zt 1 -\- 2^"' h, k étant impair. Or cette forme contient plusieurs nombres. Soit b l'un d'entre eux
autre que a*"^'; 6* sera congru a 1 (mod. 2"), et les deux suites
ba bà* ba^ . . . 6a^'^^
dont tous les termes sont évidemment impairs et incongrus suivant le module 2"^, reproduiront (aux multiples près de 2") la suite complète des nombres impairs et inférieurs à 2".
Des résidus de puissances.
15. La considération des racines primitives permet de résoudre très-simplement les congruences binômes. Soit en effet ^'*^a(mod.^) une semblable congruence, et soit y une racine primitive de la congruence o?'^*— 1^0. Un nombre entier quelconque, satisfaisant nécessairement a cette dernière congruence, sera congru à quelqu'une des puissances de j : soit donc x^y* et a^j*. La congruence x*^ — a^o deviendra y^* — y^^o\ mais pour que deux puissances de 7 soient congrues entre elles, il faut et il suffît que leurs exposants diffèrent de multiples de /> — i. La question sera donc ramenée à résoudre la congruence du premier degré
rz ^ a ( mod. /; — i ),
problème traité au n^ 2.
Le problème ne comporte, comme on l'a vu, aucune solution si a n'est pas divisible par le plus grand commun diviseur c? de r et de yy — i . Si a est
divisible par d, il en comporte une infinité, de la forme z^-hk ^^^> parmi
lesquelles il en existe évidemment ù qui sont inférieures Vip — \.
16. Soit en particulier r-^i^p étant impair. On dit généralement que a est résidu quadratique de p ou non résidu quadratique y suivant que la congruence o?^ — a^o (mod./>) sera possible ou non. On voit que a sera résidu
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OU non résidu» suivant que a sera congru à une puissance paire ou sr une puissance impaire de y. Soient a^ j* et b^y^ deux nonibres quelconques non divisibles par/? : leur produit ab^y^-^^ sera résidu quadratique s'ils sont tous deux résidus ou non résidus, car a et jS étant tous deux pairs ou tous deux impairs, a-i-|3 sera pair. Au contraire, le produit d'un résidu par un non résidu sera un non résidu.
§ 111. — Théorie de Galois.
17. Considérons maintenant une congruence irréductible /(a?) ^o, dont le degré v soit > i. Elle n'admet, comme on l'a vu, aucune solution en nombres entiers; mais rien n'empêcbe d'introduire dans le calcul un symbole imaginaire /, supposé le! que l'on ait/(i ) ^ o, et de prendre en consi • dération, outre les entiers réels, les entiers complexes formés avec cette imaginaire. Grâce k cette convention, on va voir que la congruence f[x)^o admettra précisément v racines imaginaires incongrues entre elles.
En premier lieu, soit Yii) une fonction entière de i; divisons-la par/(i j. il viendra
vj^(/} étant de la forme ai^"^ -\- bi^^^ -+-.... Si celte fonction n'est pas identiquement nulle, ^[i), et par suite F(i), ne pourra être congrue à zéro; car si l'on avait à la fois ^{i)^Eo et f{i) ^o on aurait x(')^^» X(*) **'^'^^ '*^ plus grand commun diviseur de ^[i) et àe/{i). Mais/(i) étant irréductible, y^{i) devra se réduire à un entier constant, essentiellement différent de zéro. On arriverait ainsi à une absurdité.
Donc : i"" ¥{i } ne peut être congrue à zéro que si elle est divisible pCLr/{i) ; 2*^ si elle n'est pas congrue à zéro, elle sera congrue à l'un des p^ — i nombres de la/orme ai''"' -h éi""^,... obtenus en donnant à a, b,... tous les systèmes possibles de valeurs inférieures à p, sauf le système de valeurs a = o, b= o,...; 3** enfin ces p^ — i nombres sont incongrus entre eux, car si deux d'entre eux A et B étaient congrus entre eux. A — B serait congru à zéro sans s'annuler identiquement, ce qui est absurde, comme on vient de le von*.
Si donc on répartit les entiers complexes non congrus à zéro en classes, en groupant ensemble ceux qui sont congrus entre eux, on aura p^— i classes, contenanl cbacune un des nombres ai"*^* -h bi^"^
ËD outre, le produit de deux entiers complexes A et B ne peut être congru
à zéro que si l'un de ses facteurs l'est. Car si le produit est congru à zéro, il
est divisible par/(t); donc/{i) divise l'un des facteurs, lequel sera congru
à zéro.
Cela posé, on établira sans difficulté, en répétant les raisonnemenis des
n^8, 10, 11 et 12:
I® Qu'm/i^ congruence quelconque de degré m admet au plus m racines, tant réelles que comf)leœes, incongrues entre elles;
2^ Que tout entier réel ou complexe satisfait à la congruence xP^~* — i ^e o ;
3** Que (^ étant un d/l^iseur quelconque de p" — i , /a congruence x^— i e^o a d racines incongrues entre elles, parmi lesquelles il en existe qui sont primitives.
\%. La congruence f {x) ^ o admet les v racines i, «'*,..., i''* . Soit en effet
/( /) := mi" -+- ni""* -4- ... se a.
Elevons ce polynôme à la puissance p'^ et, après avoir développé par la formule du binôme, supprimons les termes divisibles par /?; il vient
Mais m, /i,... étant des entiers réels, on a
mP^m^ d'où m'^'^m,...; donc
[/(/)]/= mi"P'-^ ni(— )/*'4- . . . =f{i^").
et corame/(/)^o, on aura/(i'^)^o, quel que soit r.
Les V racines i, i'',..., i''''"', dont nous venons de prouver rexisfence, sont
d'ailleurs incongrues entre elles, car si l'on avait par exemple t'''^EL£i>^, r étant > p et < v, tout entier complexe satisferait à celte congruence; car on aurait
Cette congruence aurait donc/?^— i racines incongrues enlrc elles, quoique son degré yy'' soit inférieur à/?"— i, ce qui est impossible.
19. Soit 9(1) une fonction entière quelconque de 1; les diverses fondions
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9(1), ç(i''),..., ç (/'''"') seront dites conjuguées les unes des autres. Leur somme, étant symétrique par rapport aux racines de la congruence à coefficients réels/(i) 5=0, sera un entier réel exprimable au moyen de ces coefficients.
Si un entier complexe ç(i ) satisfait à une congruence quelconque ¥{x)^o, ses conjugués y satisfont, car la relation F [9 (1)] ^ o ne peut avoir lieu que si le polynôme F[ç(^)] est divisible par/(a?), auquel cas toutes les racines de /(ic)^o l'annuleront, d'où F [9(1'')] ^o, etc.
20. Soit maintenant F(a?)=^o une congruence quelconque. Décomposons son premier membre en facteurs irréductibles/(a?), /, (a:),... ayant respectivement pour degrés [i, jx,,.. . Soit v = iid le plus petit multiple de jul, juL|,.... S'il existe une congruence irréductible de degré v, soit i une de ses racines choisie arbitrairement. La congruence F(a?)^o, dont le degré est fjL-h fx,,..., aura précisément |X4-jx,... racines égales ou inégales, et qui toutes seront des fonctions entières de i.
En effet» pour que l'on ait F(a?)^o, il faut et il suffit que œ satisfasse à
l'une des congruences/(j^)^o, /, (a?)^o, Considérons spécialement
l'une d'elles, la première par exemple : soit y une de ses racines, on aura,
comme on l'a \[x,jp^^j\ et par suite
donc j satisfait à la congruence x^^ ^^x, ou, ce qui revient au même, à celle-ci x^^"^ — 1^0, dont toutes les racines sont des fonctions entières de /.
21. Il reste à s'assurer que, quelque soit le nombre v, il existe au moins une congruence irréductible de degré v. Cette vérification est facile. Considé rons en effet la congruence
V z=z XP^ — X^EO,
et décomposons son premier membre en fadeurs irréductibles zix),
9,(ir ),.... Ces facteurs seront tous inégaux, car si a?''' — a? avait un facteur double, il diviserait sa dérivée, laquelle se réduit à — i (mod./?), ce qui est absurde. Soient (f[x) \\\w de ces facteurs, ). son degré, / une des racines
de la congruence tf[x)^o\ ses autres racines seront l^, /''',..., /''*"', et l'on aura
//>'=/. Ip'-^'^ip
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Ceux des termes de la suite indéfinie /, /'',...• /''^... qui sont congrus a /
seront donc les suivants : /, Z'!^, Z'''^,.... Mais l'^'^l; donc X divise v.
1^ Cela posé, admettons d'abord que v soit égal à q^, q étant premier.
Si ).<v, il divisera ^r*-'; on aura par suite U''* ^/. Donc le polynôme
x^ — a: = X sera divisible par 9 (a?); il le sera de même par tous ceux des facteurs de x^^ — x dont le degré est moindre que v. Ces facteurs étant
inégaux, il sera divisible par leur produit. Le polynôme ^9 dont le degré d
est égal a/?^' — z?^*""', ne contiendra donc plus que ceux des facteurs irréductibles de Y dont le degré est précisément égal à v. Donc il existe toujours de semblables facteurs, et leur nombre est égal à -•
a® Soit plus généralement y = q^r^...^ q^ r,... étant premiers. Soient respectivementy, y,,.., des racines appartenant à de^ congruences irréductibles de degrés ^r*, rP,...:yy,,... sera racine d'une congruence irréductible de degré v. En effet, v étant divisible par (f-, r^,... on aura
/'=/» j^^=ji^'"y d'où (jj\..y=ijj\ ...
Le degré X de la congruence irréductible dontyyi... est la racine est donc un diviseur de v. Mais s'il était moindre que v, il diviserait un des nombres -9
-9'* •• Supposons qu'il divise -» on aurait
/** \V *• If» *•'/ •
(JJ^'-'Y =JJ^" ^ dou 7^ =y,
ce qui est impossible, - n'étant pas un multiple de q"^.
22. Remarque. — Les résultats pbtenus ci-dessus pour les congruences à coefficients réels s'étendent aisément à celles dont les coefficients sont des entiers complexes (le module p restant réel et premier). Ainsi, soit v le degré de la congruence irréductible à laquelle satisfait Timaginaire { que l'on a introduite. La congruence x^^i {mod. p), où â = q^r^... est un diviseur
de p^ — i, aura q^r^.., (1 — -j(i-— -)••• racines primitives, de la forme
m''""' -h W"^ -+-... . De même encore, la résolution d'une congruence binôme à coefficients complexes se ramène à celle d'une congruence du pre-
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inicr degré : les entiers complexes se partageront en résidus et non résidus quadratiques de p : etc....
Soit l'une ifhaginaire quelconque : et soient oto»...» ir^,"* les racines de la congruence
f{Xy iV=o.
La congruence à coefficients conjugués
f{x. IVJ ■..-: O
aura pour racines x'^\..., x^^, Car on a idenliquement
/(xî', ir')^\f(x,„ /)V==o (mod.p).
CHAPITRE PREMIER
§ I*^ — Premiers principes de la théorie.
PréUminaires.
23. On donne le nom de substitution à l'opération par laquelle on intervertit un certain nombre de choses que l'on peut supposer représentées par des lettres a, 6,....
24. Une substitution donnée S peut être définie de la manière suivante : Soient a une des lettres données prise arbitrairement, b celle qui la
remplace lorsqu'on effectue la substitution S; soit de même c la lettre qui remplace 6,... jusqu'à une lettre k qui sera remplacée par a. Les lettres a, 6, c,..., k, qui se remplacent ainsi en cercle, forment un cycle. Si ce cycle contient toutes les lettres, la substitution sera dite circulaire. Sinon, une lettre étrangère à ce cycle donnera naissance à un nouveau cycle a\ b\...,k. Il pourra de même y en avoir un troisième, un quatrième, etc. Si une lettre n'est pas déplacée, elle forme k elle seule tout son cycle. Mettant les cycles en évidence, on pourra désigner la substitution S par la notation
25. Le nombre des substitutions distinctes est 1.2. 3... n, en y comprenant la substitution dite unité, qui laisse chaque lettre à sa place.
26. Soient A et B deux substitutions : nous désignerons par AB la substitution résultante obtenue en effectuant d'abord la substitution A, puis la
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substitution B. Le sens des notations A^, A',... se trouve ainsi expliqué. A~' sera la substitution qui, multipliée par A, reproduit l'unité.
27. On dira qu'un système de substitutions forme un groupe (ou un faisceau) si le produit de deux substitutions quelconques du système appartient lui-méme.au svstème.
Les diverses substitutions obtenues en opérant successivement tant qu'on voudra et dans un ordre quelconque certaines substitutions données A, B, C,... forment évidemment un {groupe : nous l'appellerons le groupe dérivé de A, B, C,..., et nous le désignerons par le symbole (A, B, C,...).
28. L'orrfrcd'un groupe est le nombre de ses substitutions : son degré est le nombre des lettres soumises à ses substitutions.
29. Considérons en particulier le groupe A, A^,..., A'",... des substitutions dérivées d'une seule substitution X = [ab.,, k){a' b'.,, k').... Soient respectivement /, /',... les nombres des lettres de chacun des cycles de A. (JL leur plus petit multiple; l'ordre de ce groupe sera égal à |x. En effet, la substitution A'" remplace chaque lettre, telle que a, par celle qui la suit de m rangs dans son cycle. A^ sera donc la première substitution de la suite A, A*,... qui se réduise k l'unité. D'ailleurs les substitutions A, A*,..., k^ seront toutes distinctes; car si l'on avait A^ = A^', on aurait A'^"~^'= f , ce qui est impossible, X et )/ étant <|x. Les puissances suivantes A**"^*, A*^*,... reproduiront périodiquement la suite A... A^.
Nous dirons dans la suite pour abréger que fx est Vordre de la substitution A. Mais, pour parler exactement, on devrait dire que c'est l'ordre du groupe dérivé de A.
30. Si A est une substitution dont l'ordre D soit un nombre composé tel que dd, la substitution A^ sera d'ordre d. En effet, la suite de ses puissances A^, A^^,..., A"*^,... se reproduira périodiquement au delà de di.
On peut toujours prendre pour d wïï diviseur premier de D, et l'on voit ainsi que d'une substitution quelconque donnée A on déduit, en la répétant convenablement, une substitution d'ordre premier.
31 . Soit en général D = p^q^ r^...^ p, q, r,... étant des facteurs premiers
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différents. Les substitutions A''*=A,, A^^=A2» A''^= A,,... sont respectivement d'ordre/?", q^, r^..., et font toutes partie du groupe dérivé de A. Réciproquement, A dérive de ces substitutions combinées entre elles, car
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les entiers ~» — ^i --,... n'ayant aucun diviseur commun autre que l'unité, on peut déterminer des entiers /, m, /i,... satisfaisant à la relation
O* qr ^T
d*où Ton déduit
32. Soient A et B deux substitutions. Formons la substitution B^^AB; nous l'appellerons la irans/ormée de A par B.
Throrebie. — Les cycles de la transforrnée B~* AB sont respectivement composés du même nombre de lettres que ceux de A^ et chacun d*eux s* obtiendra en remplaçant chacune des lettres du cycle correspondant de A par la lettre que B lui fait succéder.
En efTet, soient a, 6, c,... les lettres de l'un des cycles de A; a', b\ c\.,Aes lettres que B leur fait succéder; B"* remplace af par a, que A remplace par b, que B remplace par b' : donc B'**AB remplace a' par b\ Elle remplace de même b' par c',...; L'un de ses cycles est donc formé des lettres a\ b\ &,,...
33. Deux substitutions sont dites semblables lorsqu'elles ont le même nombre de cycles, contenant respectivement le même nombre de lettres.
D'après le numéro précédent, toute substitution A est semblable à l'une quelconque de ses transformées, telle que B~~*AB. Réciproquement, si deux substitutions A et A^ sont semblables, on pourra déterminer une substitution qui transforme A en Ai. Car soient par exemple
A={abc]{de)(fg), A, = {bdc)(af)[eg)
deux substitutions semblables; la substitution B qui remplace respectivement a, 6, c, d, e,/, g par 6, d, c, a,/, e, g transformera A en A,.
La substitution B'ne sera pas la seule qui produise cette transformation, car en écrivant chaque cycle de A,, on peut mettre une lettre quelconque à la première place; on peut en outre permuter entre eux les cycles qui ont le même nombre de lettres, et écrire par exemple A, = {dcb) [eg) {af), forme sous laquelle ses cycles correspondront encore avec ceux de A, de telle sorte que l'on ait C~*AC = A,, C étant la substitution qui remplace a, t, c, d, e, /, g par d, c, 6, e, g, a, /.
Supposons en général que chacune des substitutions A, A| contienne
ai LIVRE DEUXIÈME.
[X cycles de n letlres, jm, cycles de w, lettres,.... Il est clair qu'on pourra faire correspondre les cycles de A, à ceux de A de i.2...jul/i^. i.3...jul,/i/.... maniëres difTérentes« ce qui fournira autant de substitutions 6, C,... transformant A en A,.
Si Ton suppose que A| soit identique à A, on aura les substitutions qui transforment A en elle-même. Le produit de deux quelconques d'entre elles jouit évidemment de la même propriété : elles forment donc un groupe dont l'ordre est celui que nous venons de déterminer.
34. Si deux substitutions D et A sonttelles» que Ton ait D~*AD = A» d'où AD = DA, les deux substitutions A et D seront dites échangeables.
35 . La, transformée du produit de deux substitutions est le produit de leurs transformées^ car
M-ABM = M-AM.M-BM.
Donc, si A, B,. .. sont des substitutions formant un groupe^ leurs transformées par une substitution quelconque M formeront un groupe, qu'on pourra appeler le groupe transformé de (A, B...) par M, Si ce groupe transformé se confond avee le groupe (A, B...), on dira que M est permutable k [A , B...).
Il est clair que les substitutions permutables à un groupe donné forment elles-mêmes un groupe.
36. Si deux substitutions AetB sont échangeables entre elles ^ leurs transformées le sont encore, car on aura
M-AM.M-BM = M-ABM = M-BAM = M~BM.M-AM.
On voit de même que si une substitution est permutable à un groupe, sa transformée sera permutable au groupe transformé, quelle que soit la substitution transformante M.
37 . Lorsqu'une substitution M est permutable à un gfoupe G , les substitutions dérivées de G et de M pourront toutes se mettre à volonté sous chacune des deux formes g^i/P ou M''g^,„s g,^, g^n' étant convenablement choisies parmi les substitutions g-,, ^2-- du groupe G. Car, par hypothèse, quel que soit /i, }\'^gnM sera égale a une substitution de G, telle que gn'\ d'où^„M =M^«'. Si donc on considère une substitution quelconque dérivée des substitutions de G et de M, telle que g^Vi^ g^y[^ gx, . . . , on pourra, par une série d'interversions successives, faire passer les M en arrière et la ramener ainsi à la
forme gm^^'*'^'*'"' ou les faire passer en avant pour obtenir la forme
38. Si toutes les substitutions d'un groupe H sont comprises parmi celles (l'un autre groupe G, nous dirons que le groupe H estconienu dans le groupe G.
Un groupe sera dit aussi général que possible» ou simplement général, parmi ceux qui satisfont à certaines conditions données» s'il n'est contenu dans aucun autre groupe satisfaisant aux mêmes conditions.
Théorèmes de La grange et de Cauchy.
39. TuÉoK£M£. — Si le groupe H est contenu dans le groupe G, son ordre n est un diviseur de N, ordre de G.
En eflet» soient i, S|, S,,...» S;,_« les substitutions de H; Z une substitution de G qui ne fasse pas partie de H; G contiendra» outre les substitutions I, So..., S;,.4, les suivantes : 2, 2S4,...»ZS;,.4» évidemment différentes, entre elles, et qui sont en outre différentes des précédentes; car si l'on avait une égalité telle que IS, = 83» 2 = S^Sr^ ferait partie de G, contre l'hypothèse. Donc G contient au moins les an substitutions ci-dessus écrites. S'il en contient d'autres, soit 2| l'une d'elles : G contiendra 2|, ^iS,,..., 2, S„.|, substitutions différentes entre elles et en outre différentes des précédentes; car si l'on avait une relation telle que I, S4 = 28,, on aurait 2|=:2Sp,Sp = 8387^ étant une des substitutions deH; 2| serait donc une des :2/i substitutions déjà écrites» ce qui est contraire à notre hypothèse. Donc l'ordre de G est au moins égal à 3n. On voit de même que s'il est > 3n, il sera au moins égal ^ [\n, etc.
Il résulte de cette démonstration que les substitutions de G peuvent être disposées en un tableau tel que le suivant :
I » 9i 9 • • • » 9ji— I )
2nj ^1 C7| » . . . » 2i\ 9||_| y
On verrait absolument de même qu'elles peuvent être disposées en tableau de la manière suivante :
I » bi f . . • « î>«— 1 9
2iy ^\ 2ây « . » ^n—l 2é y
2éiy 0| 2i| » . . . » 5ii-i ^1 y
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Corollaire I. — Vordre d'un groupe quelconque de substitutions entre k lettres est un dhiséur de 1.2. 3. ..A.
Car le groupe donné est évidemment contenu dans celui formé par toutes les substitutions possibles, lequel a pour ordre 1.2. 3. ..A.
Corollaire II. — Tout groupe qui contient une substitution d* ordre p a son ordre divisible par p.
Car il contient le groupe d'ordre p formé par les puissances de la substitution considérée.
40. Théorème. — Réciproquement^ si p est un nombre premier^ tout groupe dont Vordre est divisible par p contiendra une substitution d'ordre p.
Ce beau théorème est dû à Cauchy, qui le démontre à peu près comme il suit :
Lemme 1. — Soient G = [g^^ ^s,..., g^y") c^ H = (A,, A2,..., Ay»...) deux ^groupes quelconques de substitutions contenus dans un troisième groupe I; M, N, V les ordres respectifs de ces trois groupes. Le nombre des substitutions U du groupe I qui ne satisfont à aucune relation telle que ^{t U = U Ay» est nul ou multiple de MN.
Car soit U Tune des substitutions cherchées : chacune des MN substitutions de la forme gm^K jouira de la même propriété; car si Ton avait
gv^gm\ihn=^gm\ihnh^,
on en déduirait
relation impossible par hypothèse, gm^ g^gm et h^Kh';^^ appartenant respectivement aux groupes G et H. D'ailleurs ces MN substitutions sont toutes distinctes; car si Ton avait
gr«UA„=rgr^UAv, on en déduirait
relation impossible.
Le nombre des substitutions cherchées (s'il en existe) est donc au moins MN. S'il est >MN, soit Y l'une de ces substitutions qui ne soit pas de la forme gm^K* Les MN substitutions de la forme gm^hn jouissent toutes de la propriété voulue ; elles diffèrent évidemment les unes des au-
très; enfin elles diffèrent des précédentes; car si l'on avait, par exemple, on en déduirait
y serait donc, contrairement a l'hypothèse, une des substitutions de la forme ^«,UA«.
Le nombre des substitutions cherchées sera donc au moins égal à 2MN. S'il est plus considérable, on voit de la même manière qu'il est au moins égal à 3MN, etc.
Corollaire, -n Si parmi les substitutions de H il rien existe aucune qui soit semblable à quelqu'une des substitutions de G, MN divisera P.
En effet, quel que soit U, il sera impossible d'avoir une relation de la forme ^piU = UAv'» car si une telle relation avait lieu, h^ = U"*^,iU serait semblable à g^, contrairement k l'hypothèse. Le nombre des substitutions U qui ne satisfont a aucune relation semblable sera donc égal à P, nombre total des substitutions de I; d'autre part, on a vu qu'il est divisible par MN.
41. Lemme II. — Soient p un nombre premier ; p^ la plus haute puissance de p qui divise le produit i . 2 . 3 . . • A : on pourra construire un groupe de substitutions d' ordre p^ entre k lettres.
Si i<ipf on a/= o,/?-^= i, et le groupe formé de la seule substitution i satisfera à la question.
Nous allons montrer d'autre part que si la proposition est vraie pour tout nombre inférieur k /?^, elle le sera pour tout nombre inférieur à/?"^*.
En effet, tout entier A non inférieur kp^ et inférieur kp^'^* peut être mis sous la forme k = qp -^r^ q étant </?^ et r<;c>. Cela posé, parmi les k lettres données, considérons-en spécialement qp et répartissons-les en q systèmes a, 6, c,..., ai, 6|, C|,..., contenant chacun /? lettres.
Soient S la substitution qui permute circulairement a, 6, c,... sans déplacer les autres lettres; S4 celle qui permute circulairement a«, 6|, Ci>.... Soit d'autre part T = (/«, /,,..., t^^...) un groupe quelconque de substitutions qui permutent entre eux les q systèmes a, b, c,..., a,, 6,, c,,... en remplaçant les unes par les autres les lettres correspondantes. Les substitutions du groupe G dérivé de S, S«,... et de T seront toutes de la forme générale /,iS"S5.... Car soit, par exemple, S^/^lS* l'une de ces substitutions : elle
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est identiquement égale à l^i^*S?ty,S*. Or si Ton suppose, pour fixer les idées, que t^, remplace le système a, 6, c,... par le système ai, f»,, C|,..., ç^S?t^ sera égal à St (32) : la substitution donnée sera donc égale à /|tSJS*, ou, comme S| est échangeable à S, à /^S*S^
L'ordre de G sera égal à Mp^f M étant Tordre de T : en efTet, dans l'expression générale de ses substitutions l^S^S^..., on pourra prendre pour t^ une quelconque des M substitutions de T, puis assigner à chacun des exposants a, /3,... toutes les valeurs possibles inférieures à/?, et toutes les substitutions obtenues seront distinctes; car si Ton avait, par exemple,
on en déduirait
relation impossible si [if différait de /x, car la substitution du premier membre déplacerait les systèmes, ce que celle du second membre ne fait pas. Doifc, on aura
:a Cl S«SÎ... = S*'SÎ'...,
'jl'
d'où
Or la substitution du premier membre de cette dernière relation ne déplace que les lettres du premier système, que celle du second membre laisse immobiles; donc elles ne pourront être identiques que si elles se réduisent toutes deux à l'unité; donc a = a'; on aurait de même ]3 = |3\ etc. Donc l'égalité /,ilS*Sî... = /,il'S*'Sî'... ne peut subsister, à moins qu'on n'ait à la fois [Jl' = iif ai = 0L, |3' = j3,....
Cela posé, soit />? la plus haute puissance de p contenue dans le produit 1.2.3.. .9; on peut par hypothèse choisir T de telle sorte que son ordre soit égal à/??. L'ordre de G sera alors égal ^p^^ =/^^-
42. Soit maintenant H un groupe qui ne contienne aucune substitution d'ordre p^ p étant premier. Aucune de ces substitutions n'aura son ordre divisible par/>; car si l'une d'elles était d'ordre ^X, sa puissance X serait d'ordre/? et ferait partie de H, contre l'hypothèse. Au contraire, le groupe G, dont nous venons de montrer l'existence, ayant pour ordre z?-^, l'ordre de chacune de ses substitutions divisera/?-^ (39) et sera une puissance de/?. Donc aucune des substitutions de H n'est semblable à aucune de celles de G; en outre G et H sont contenus dans le groupe I formé par toutes les substitu-
lions possibles, et dont Tordre est i .2.3... A [k étant le nombre des lettres). Donc le produit des ordres de G et de H divise 1.2. 3...^ (lemme I, corollaire). Donc Tordre de H divise ' j" ^ donc il est premier à p.
§ II. — De la Transitivité.
Généralités.
43. Un groupe est transitif lorsque» en opérant successivement toutes ses substitutions, on parvient k faire passer une des lettres à la place de Tune quelconque des autres; plus généralement, il sera n/ois transitif si ses substitutions permettent d'amener simultanément n lettres données a, 6, c,... aux places primitivement occupées par n autres lettres quelconques a', y c' '
Soient, dans ce cas, S une substitution du groupe qui fasse succéder a, 6, c,,.. à a\ b\ c',...; T une autre substitution du groupe qui fasse succéder fl, b, c,... h des lettres quelconques a"^ h" y c",..., différentes ou non des précédentes : ce groupe contiendra la substitution TS~* qui amène les n lettres quelconques a\ h\ c',... aux places également quelconques qu'occupaient primitivement a'\ h'\ c",....
44. Théorème. — Soient a, b^c^... des lettres quelconques choisies à volonté parmi^eÙes qui entrent dans les substitutions d'un groupe G. Soient M le mombret .de$ rj/^témes de places différents où les substitutions de G permettent
^ d'amener tes kttres a, é, c, . . . ; N V ordre du groupe partiel lA, formé par ceUes des ^àit&JlâEilià>m di\(s qui laissent ces lettres immobiles. V ordre de G sera égal
Gar» wAeéX i, /?, ç,... les N substitutions de H; R une substitution de G qui amène les lettres a, 6, c,... dans Tun quelconque de leurs M systèmes de positions : il y aura N substitutions distinctes R,/iR, çR,... qui les amèneront à cette situation, et pas davantage; car soit R| une substitution de G qui jouisse de cette propriété : R~*R|, laissante, b^ c,... immobiles, se réduira a Tune des substitutions i, p^ 9,.... Donc R« appartient à la suite R, />R, çR,....
Corollaire I. — V ordre d'un groupe nfois transitif entre k lettres est divisible par k{k — i)... {k— n-h i) (nombre des systèmes de positions que Ton peut donner à n lettres arbitrairement choisies).
Corollaire 11. — Soient G un groupe inlransilif entre Al étires; a, a les
lettres auxquelles ses substitutions permettent de faire succéder une lettre donnée a. Toutes les substitutions de G feront succéder ces lettres les unes aux autres; car sï l'une d'elles S fait succéder a,, |iar exemple, ^ une autre lettre /, cette substitution, combinée à la substitution T contenue dans G qui fait succéder a à a,, donnera la substitution ST qui fait succéder a à /; donc /fera partie de la suite a, a,,....
Les k lettres se partagent donc en systèmes a, a,,..., b, b,,..., c,c,,..., contenant respectivement a lettres, /3 lettres, 7 lettres, etc., et tels que toute substitution de G permute entre elles les diverses lettres d'un même système. Les substitutions de G seront donc toutes de la forme ABC,..., A'B'C',.,., A, A',... étant des déplacements effectués entre les lettres a, a,.....B. B',... des déplacements effectués entre les lettres b, b,,..., etc. Le déplacement
opéré entre les lettres a, a par le produit des deux substitutions ABC...,
A'B'C... sera AA'; donc les substitutions partielles A. A' considérées
isolément, forment un groupe, transitif par rapport aux « lettres a, a
Le nombre M des positions distinctes que prennent ces lettres par les substitutions G est égal à l'ordre de ce groupe, lequel est un diviseur de 1.1... a. L'ordre de G sera égal à MN, N étant l'ordre du groupe H formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas a, a,,....
Ce groupe H ne permutant que {k — a) lettres, son ordre sera un diviseur du produit 1 .a... (X' — a). S'il n'est pas transitif, soient a', a\,... les lettres en nombre a' qu'il permute avec une lettre quelconque a' : on verra de même que son ordre est égal à M'N', M' étant l'ordre d'un groupe transitif
entre lésa' lettres a', o' (lequel divise 1.3... a') et N' l'ordre du groupe H'
formé par celles des substitutions de H qui ne déplacent aucune des lettres a', a
Continuant ainsi, on voit que V ordre de G sera égal àMU'W.-., M, M', M",.-. étant respectivement les ordres de certains groupes transitifs entre a, a', a",... lettres, et la somme a-î- a' + «" + ... étant égale à k. Il divisera donc le produit 1.2... a. ( ■2...a'. 1 .2... a"
Méthode pour la recherche des groupes plusieurs fois transitifs.
45. Soit G un groupe de substitutions entre k lettres a, a,, a, lequel
soit au moins une fois transitif. On peut se proposer de cberclier à construire un groupe L au moins ,u.+ i fois transitif entre X;+^ lettres a,a,, ai,...,x,.
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^s>***f ^|JL et tel, que le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que les k lettres a.a^^a^^.*** soit précisément G.
Si le groupe cherché existe» il contiendra au moins une substitution A« qui laisse immobiles x^,..., x^, et qui remplace a par x^; une autre substitution As qui remplace j;, parafa sans déplacer rr,,..., x^^ etc.; enfin une substitution Ajt qui remplace x^., par x^. On pourra donc se donner àpriori ces substitutions, et Ton cherchera ensuite si, en les combinant entre elles et avec les substitutions G, on n'obtient aucune substitution autre que celles de G et qui laisse en repos x^,...^ x^.Si Ton réussit dans cet essai, le groupe (G, A,, Aa»...» A|t) satisfera au problème; car ses substitutions permettent d'amener x^ k une place quelconque; puis, en opérant les substitutions (G, A|,..., A,jt_i), on pourra amener x^^^ h une autre place quelconque, etc. Donc le groupe est bien /x + i fois transitif. Au contraire, si Ton ne réussit pas «de quelque ifianiëre que Ton choisisse A,, A,,..., A^, on pourra affirmer l'impossibilité du problème.
Ce procédé de tâtonnement, tel que nous venons de l'indiquer, serait évidemment impraticable; mais il peut être avantageusement modifié. En effet, soit H le groupe partiel formé par celles des substitutions de L qui ne déplacent que les k-hi lettres a, a^^ a,,...» â?|. Il est au moins deux fois transitif: donc son ordre est divisible par le nombre k{k-^i); donc il est divisible par 2. Donc le groupe contient une substitution B d'ordre 2 (40). Soient a^, a^ deux lettres que B permute entre elles : H contient une substitution S qui remplace n^ et a, par x^ et a; il contiendra par suite la substitution S~*BS, laquelle est d'ordre 2 et permute ensemble x^ et a. On pourra la prendre pour A|.
Le groupe I, formé par celles des substitutions de L qui ne déplacent que a, ai, ii29...,â?4, â?2> étant au moins trois fois transitif, contient une substitution T qui remplace a, a;,, X2 par x^, a?,, a. Il contient la substitution T~* A|T, laquelle est semblable ^ A, d'ordre 2, et permute ensemble x^ et X2 sans déplacer a. On peut prendre cette substitution pour As*
Continuant ainsi, on voit qu'on peut admettre, sans nuire à la généralité de la recherche: i^que toutes les substitutions A|, A2»..., A^ sont d'ordre 2 et semblables entre elles; 2^ que chacune d'elles permute entre elles deux des lettres a, x^^ Xi,.,.,x^ sans déplacer les autres.
Cela posé, soient F le groupe formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas a; 1^ une quelconque de ses substitutions; Sn une quelconque de celles de G; X,vdeux indices quelconques moindres que jui h- i et qui différent de plus d'une unité.
Si le groupe (G, Â,,..., A^) satisfait au problème, on pourra, quels que soient S^i.Sm* ^ ^^ v, déterminer dans F des substitutions 2>, 2>,v» I^r\ et dans G dei^iillifititutions Sxn» S^, S'^ satisfaisant aux relations suivantes :
{.) (A,2«)^ = 2i-\ AS.A = S;AS:,
( (AiS.)» = Sx., (sU>i).
En eflet, la substitution AxAx.i permute circulairement trois lettres de la suite a, a?i,..., o^j^ sans déplacer les autres; son cube laisse ces lettres immobiles; donc il appartient à F. De même, Ax Ay permutant deux couples de lettres de cette suite sans déplacer les autres, son carré les laisse toutes immobiles, et par suite appartient à F. Le carré de Ax^^ appartient à F par la même raison. De même le carré de AxS« ne déplaçant aucune de^ lettres Xt,...^x^ appartiendra à G. Enfin, la substitution AS«A ne déplace que les lettres a;«, a, ai,.... Supposons qu'elle fasse succéder x^ à a^. Le groupe G contient au moins une substitution S^ qui remplace Or par a. La substitution S'. A le remplacera par a;«; et la substitution (S'^ A)~* AS^ A = Slj laissant a?i,..., o;^ immobiles, devra appartenir à G.
Réciproquement, si les conditions ci-dessus sont remplies, le groupe (G, A«,..., A|t) satisfera au problème. En effet, chacune de ses substitutions peut être mise sous Tune des deux formes suivantes :
V, VA,V
V et Y étant des substitutions du groupe (G, A,,..., A^^,). Car soit, par exemple, Ap, Ap,_2 A^., A^ une de ses substitutions dans laquelle entre deux fois le facteur Ap, : le carré de Af^se réduisant à i, on pourra Técrire ainsi :
A ja A |iL— S A |fc . A |i A |K — I An»
Mais, d*après les conditions ci-dessus, on a
A n A n— j A ^ = ( A in A fi— 1 ) A ,fc— I ^= 2i|ii,|i_t A j^—i , A ja A ]4 — I A |â ^^ ( A |a A |a^i p A i^^i A |k A |a~i ^^^ ^ja A fu^t A |k A ^ — i ,
d*où
A n A n_j A |t • A |t A |t — I A f, ^^ ^1^,11^.11.3 A ^_s Ztf, A ji_i A p, A i^ — 1 ^^^ > A ^ \
en posant
2».:,-, A ,a-î 2,. A ^, = V ei A ,^, = \\
Cela posé, toute substitution de la forme TAj^V' déplace évidemment ^r^.: donc les substitutions du groupe qui ne déplacent pas x^ sont de la forme V et appartiennent au groupe (G, A,,..., A^..,). On verra de même que celles de ces dernières substitutions qui ne déplacent pas x^_^ appartiennent au groupe (G, A,,..., Ap,_.2)» ^tc. Enfin, celles des substitutions de (G,A,,..., A,t) qwi ne déplacent aucune des lettres x^,.,.,Xi appartiendront au groupe G.
46. Les résultats ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applications : on en déduit entre autres le théorème suivant :
Un groupe de substitutions entre k -{- [jl lettres {k étant > 3) /le peut être fx + 1 fois transitif s* il ne contient aucune substitution déplaçant moins de k lettres ^/ 51 jui > 2 7r -h 7, n étant l'exposant de la plus haute puissance de 2 qui divise le quotient de k par 8.
On trouvera aisément la démonstration, qui repose sur Timpossibilité de déterminer 7r-h4 substitutions A,, A,,..., Ajir+T qui satisfassent aux relations (Ax Av)* = I, et qui soient telles que l'on ne puisse obtenir par leur combinaison aucune substitution déplaçant moins de k lettres.
En faisant intervenir les substitutions A,, A4,..., on pourra obtenir pour jui une limite plus rapprochée que la précédente. On obtient, en effet, les théorèmes suivants :
i^ Un groupe de substitutions entre 6/1 -h i lettres ne peut être trois fois transitif s'il ne contient aucune substitution qui déplace moins de 6n — i lettres;
2^ Soit n un nombre impair quelconque. Un groupe de substitutions entre k -h II lettres, et ne contenant aucune substitution qui déplace moins de k lettres, ne pourra être jul h- i fois transitif si [i^n — j , toutes les fois que k — i sera un nombre pair et tel que le reste de sa division par un soit > /i;
3° Le groupe ci-dessus ne pourra exister, quel que soit k — i {pourvu que Von ait * > 3) , « /x > /i (v -h 3) — i , v étant l'exposant de la plus haute puissance de n qui divise le quotient de k — i par n^.
47. On peut vérifier par les mêmes principes Texistence d'un groupe cinq fois transitif entre douze lettres, qui s'obtient en adjoignant au groupe G dérivé des substitutions suivantes
(aa, a, as )( ^4 a& Ot ai ) et {aa^ at ai){a^ a^axai)
les quatre subslitutions
Aj— (j:,j:,)(a,a3)(flf;rt,)(a,fl4),
Ce groupe remarquable a été découvert par M. Mathieu.
§ III. — Groupes non primitifs. — Facteurs de non-primitivité.
48. Un groupe transitif est dit non primitif , lorsque les lettres peuvent y être réparties en systèmes contenant le même nombre de lettres, et tels que dans toutes les substitutions du groupe les lettres de chaque système soient remplacées par les lettres d'un même système : de la sorte, toutes les substitutions du groupe résulteront de déplacements d'ensemble entre les systèmes, considérés chacun comme tout d'une pièce, combinés avec des déplacements convenables opérés en même temps dans l'intérieur de chaque système entre les lettres qui le composent.
Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d'être réparties en semblables systèmes seront appelés par opposition groupes primitifs.
49. Théorème. — Soit G un groupe non primitif dans lequel les lettres puissent être réparties de deux manières différentes en systèmes tels^ que chaque substitution de G remplace les lettres d'un système par celtes d'un même système; soient S, S<,... et T, T,,... les deux séries de systèmes ainsi obtenues.
Partageons les lettres de chacun des systèmes S, S,,... en systèmes moindres, en laissant ensemble celles qui appartiennent à un même système dans la série T, T, ♦ . . . . Groupons au contraire les systèmes T en systèmes plus généraux, en réunissant ensemble ceux qui ont quelque lettre commune avec un même système de la série S, S, , . . . .
Chacune des deux nouvelles répartitions en systèmes ainsi obtenues jouira encore de cette propriété que chaque substitution de G remplace les lettres d'un même système par celles d'un même système.
En effet, soient S et T deux systèmes choisis dans les séries S, S,,... et T, T,,..., de manière à présenter des lettres communes a, ai,.... Soient /> une
autre lettre quelconque; S, et T, les deux systèmes auxquels elle appartient respectivement dans les deux répartitions S, S,,... etT, T,,... : G étant transitif renferme une substitution 1 qui remplace a par b; elle remplacera les autres lettres du système S par des lettres du système S, ; celles de T par des lettres de T, ; donc les lettres a, ai,.,., communes à S et à T, seront remplacées par des lettres i, é,,..., communes à S, et à T,-.
D'autre part, soient a une lettre de S; 6 une autre lettre quelconque appartenant à S| : la substitution Z» qui remplace a par b, remplacera les diverses lettres de S, telles que a, a',..., par les diverses lettres de S,, telles queè, b\...; elle fait donc succéder aux systèmes!, T',..., auxquels a, a',... appartiennent respectivement, les systèmes T,, T, ,... auxquels h, b\... appartiennent.
Remarques. — Si toutes les lettres de T appartenaient à S, les deux nouvelles répartitions en systèmes coïncideraient évidemment avec les deux qui sont déjà données; et Ton voit par là que chacun des systèmes T, T,,... serait contenu en entier dans quelqu'un des systèmes S, S,,....
Si S et T n'avaient qu'une lettre commune, chacun des systèmes, dans la première des nouvelles répartitions ci-dessus, serait formé d'une seule lettre.
Enfin, si les systèmes T, T',..., auxquels appartiennent respectivement les lettres de S, épuisaient la suite T, T,,..., le nouveau système résultant de la réunion de leurs lettres contiendrait toutes les lettres et serait unique.
50. Soient maintenant G un groupe non primitif; E l'ensemble de ses lettres : parmi les diverses répartitions en systèmes dont ses lettres sont susceptibles (telles, que chaque substitution de G remplace les lettres d'un même système par celles d'un même système) on pourra évidemment en déterminer un certain nombre
ce/ • T T' • îî II' • • X X'
choisies de telle sorte :
I® Qu'il n'existe aucune reparution nouvelle en systèmes tels, que l'un de ces nouveaux systèmes contienne toutes les lettres de S ;
2^ Que S contienne toutes les lettres de T ; mais quil n existe aucune nouvelle répartition en systèmes telle, que l'un de ces nouveaux systèmes ait toutes ses lettres contenues dans S et contienne toutes celles de T ;
3** Que T contienne U : mais qu'il n'existe aucune nouvelle répartition en
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systèmes telle, que l'un des nomeaux sysfemes son contenu dans T et contienne U;
Etc.. jusqu'à ladernière répartition X, X',..., dans laquelle chaque système ne contiendra plus qu'une lettre.
Soit X le nombre des systèmes S. S',.... que nous ilésigoeroiis mainteiianl par S,,---. Sy : chacun d'eux est formé de la réunion des lettres d'un certain nombre de systèmes de la suite T, T',... (49). Désignons en général par Tjj,..., T,n ceux des systèmes T. T',... qui sont contenus dans Sj. : cliacun d'eux, tel que T^,^, sera formé de la réunion des lettres d'un certain nombre de systèmes pris dans la suite V, U',..., et que l'on peut désigner parU^,^, U^,^,,.
Cela posé, s' il existe quelque autre répartition des lettres en systèmes s, a'
tels, que chaque substitution de G remplace tes lettres d'un système par celles d'un même système, on pourra déterminer une nouvelle suite de répartitions Jouissant des mêmes propriétés que la suite S, S',.,,; T, T',.,. ; U, U'....; .... el parmi lesquelles se trouve la nouvelle répartition s, s',....
En effet, soit s celui des systèmes s, s',... qui contient ta lettre qui forme à elle seule le système X : cette lettre lui sera commune avec chacun des
systèmes successifs E, S, T, U X. E contient évidemment toutes les
lettres de .s; X n'en contient plus qu'une. Soit donc, pour lîxer les idées, S le premier système de la suite E, S, T, U,..., X qui cesse de contenir toutes les lettres de- 8. D'autre part, s contient toutes les lettres de X (qui se réduisent à une seule) et une partie seulement de celles de E : soit, pour fixer
les idées, f le premier système de la suite E. S, T, U X dont s contienne
toutes les lettres.
-S résultera de la réunion d'un certain nombre de systèmes de la suite
Ui,,., \ix.y,tf-- Soit G le système résultant de la réunion de ceux de
CCS systèmes qui sont communs à 8 et à S : il existera (49) une nouvelle répartition en systèmes ^, C,... dans laquelle l'un des systèmes soit précisément E.
Cela posé, la suite des répartitions
jouira des propriétés voulues.
Soient en elîet Ui,p,f . U,,p'.y,..., ceux des systèmes de la suite U, U'. . . . qui sont contenus dans E : les indices {i, JS',... seront tous différents.
En etTet, supposons que C contint les deux systèmes U,,p, -y et Ui^Y' ■'
contient en outre, par construction, le système II=^U,,,,,. Soient a une lettre de ce dernier système, b une lettre du système Ui,^,^; G contient une substitution g qui remplace h par a : cette substitution remplacera U«,^,^ par U,,,., t et Ui.p.y' par un autre système U;r,r»* ^^^^ '^^ lettres feront partie de s que g ne déplace pas; mais b ei a appartenant respectivement aux systèmes T,^p et T,,, , g remplace ces deux systèmes l'un par l'autre : donc Ux,>'.« est contenu dans T,,4; donc a?=i, j=i; donc 6 contiendra, outre le système Ui,,,,, un autre système au moins de la suite U«, «,!,..., U«,,,v: il ne peut pas les contenir tous, car il contiendrait T,,4 =T, et à fortiori T serait contenu dans s, contrairement a notre hypothèse. Mais, d'autre pari, s'il n'en contient que quelques-uns, U,. ,,,,..., Ui,,,»» on peut opérer une nouvelle répartition en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux systèmes soit formé de la réunion de ces systèmes U,,,,i,..., Ui,,,^ communs à 6 et à T : ce uouveau système contiendrait U et serait contenu dans T, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Les indices j3, |3',... étant tous différents et compris entre i et jui, le nombre des systèmes Uj^p^^, Uj^p'^y/,..., sera au plus égal à [jl. Nous allons prouver, d'autre part, qu'il ne peut être moindre que jx.
En eflet on sait qu'il existe une autre répartition en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux systèmes sera formé des systèmes T«,p, T|,p',... de la suite Tf,^ qui ont des lettres communes avec @. Si j3, ]3',... ne reproduisaient pas la suite complète des nombres i, :2,..., /x, ce nouveau système, qqi contient T, serait contenu dans S sans se confondre avec lui, ce qui est iiipposé impossible.
Enfin il ne peut exister aucUne répartition en systèmes tels, que l'un des now^ecuÂX systèmes^ 6, contienne U et soit contenu dans S : car le nombre des j^stèmes Ui^p,^,..., dont il est formé, serait inférieur à /x, ce dont on vient de voir l'impossibilité.
On voit de la même manière : i° que Ua^p,^,..., Ua'.p'.Y'»--- étant ceux des systèmes \ix,y,z Ç^^ contient S, on ne pourra avoir à la fois a = a\ j3 = |3'; 2^ que le nombre des systèmes Ua,p,Y> .. . est égal à X/x; 3° qu'il n'existe aucune nouvelle répartition dans laquelle un des systèmes contienne 6 et soit contenu dans s, etc.
k k k Remarque. — A:, t-» r—> r^ — ).•• étant respectivement les nombres de
lettres de E, S, T, U, ..., ceux de E, s, 6, U,... seront respectivement
Théorème. — Soient
Ec c' • T T' • lî 11' • • \ X'
tj èî> Ô > • • • ï ^J *^ » • • • > ^^f ^-'> .••J».»^ ^V> •'■' f • • •
é/^e/o? 5i///e5 é/e répartitions quelconques satisfaisant aux conditions indiquées au n"" 50 ;
Soient A', ^'^ r^ » ^ — 5 • • • /e5 nombres de lettres respectifs rfe E, S, T, U» ... 9 X ;
j^ j-'i - — >••• ceux de rS, ^, t),... : les facteurs l, m, n seront^ àfordreprés^ les mêmes que les facteurs X, fx, v, —
En effet nous venons de voir qu*on peut trouver une suite de répartitions en systèmes contenant les facteurs X, jx, v,. .. et dans laquelle figure la répartition 8, s',.... Ou en déduira ensuite une nouvelle suite de répartitions où figureront les répartitions 8, s', . . . et G, G', . . . , les facteurs étant toujours égaux, à Tordre près, k X, /x, v, etc.
La proposition ci-dessus montre que Ton peut classer les groupes non primitifs d'après le nombre et la valeur des facteurs X, jul, v,..., que Ton pourra appeler les facteurs de non-primitivité du groupe considéré. Le nombre de ces facteurs, également constant, sera le degré de non-primitinté .
52. Soit maintenant H un groupe transitif quelconque contenu dans G : chacune de ses substitutions remplacera évidemment les lettres de chacuû des systèmes S, S',. . par celles d'un même système; de même pour les autres
répartitions en systèmes T, T', . . . ; U, U', Mais il pourra se faire qu'on
puisse déterminer une nouvelle répartition des lettres en systèmes 2, 2',.., tels : i^que chaque substitution de H remplace les lettres de chacun des systèmes!, 2',... par celles d'un même système; 2® que 2 contienne Tun des systèmes E, S, T, U,...,X, par exemple U, et soit contenu dans le précédent, T.
S contenant -? lettres et T en contenant r-> 2 en contiendra alors ^— iw^
/ //x A)Ji
m étant un diviseur de fx.
Théorème. — Les choses étant ainsi posées, si H est permutable à toutes les substitutions de G ^ et si l'on choisit la répartition 2, 2',..., de telle sorte que m soit minimum^ [i sera nécessairement une puissance exacte de m.
Car désignons par /,,,,,, , ^x,m, .»•••» ^m,i,i... ceux des systèmes delà suite T, T',... dont la réunion forme 2; soit/,, 2,1 un autre système de
cette suite, non contenu dans 2; G contient, par hypothèse, une substitution g qui ne remplace pas les lettres de chacun des systèmes 2, 2'... par celles d'un même système. Cette substitution remplacera 2, 2\ . . . par d'autres systèmes de lettres G, 6',... tels, que les letlres de chacun dHîux soient remplacées par les lettres d'un même système dans chacune des substitutions du groupe transformé de H par g^ lequel groupe n'est autre que H.
Chacun des systèmes 2, 2',... ayant toutes ses lettres contenues dans un seul des systèmes S, S',... que g permute les uns dans les autres, les nouveaux systèmes c, 5',... jouiront de la même propriété. D'autre part, chacun des systèmes 2, 2',... étant formé par la réunion des lettres de m systèmes pris parmi ceux de la suite T, T',... que g remplace les uns par les autres, chacun des nouveaux systèmes 6,6',... jouira de la même propriété. Désignons par 6jp celui de ces nouveaux systèmes qui contient les letlres de ^x, i,i, .5 les m — I autres systèmes qu'il contient, et que l'on peut désigner par /x,2,i . » • • • » ^x,m,i.. seront essentiellement différents de ceux que contient 2.
Car si G^ contenait les mêmes systèmes que 2, tous les systèmes 6, 6',... coïncideraient évidemment avec les systèmes 2, 2',..., ce qui n'a pas lieu t et si 6. avait m' systèmes seulement communs avec 2, m' étant plus grand que I et plus petit que m, on pourrait (49) opérer dans H une répartition en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux systèmes serait formé seulement par les m' systèmes communs à 2 et à 6^ , ce qui est contraire à l'hypothèse d'après laquelle m est choisi minimum.
Les systèmes 6, , . . . , 6;^ , . . . , 6,„ seront donc essentiellement différents et contiendront m^ systèmes de la suite T, T', . . . , e/, d'autre part ^ ils sont tous contenus
dans le système S, qui contient à la fois /, ,,,,,..., /m, i,<, . Car ce système, contenant une partie des lettres de chacun d'eux, les contiendra toutes.
On peut d'ailleurs (49) opérer dans le groupe H une nouvelle répartition en systèmes 6, 6',..., dans laquelle l'un des systèmes 0 soit formé de la réunion des systèmes 6,,..., 6„,. Si fjL = /w*, cette répartition se confondra avec la répartition S, S',....
Soit au contraire fji>m^; G contiendra une substitution h qui ne remplace pas les lettres de chacun des systèmes 6, 6',... par les lettres d'un même système; soient o-, a',... et t, t',... les systèmes de lettres par lesquels elle remplace respectivement 2, 2',... et 6, 6',...; chacune des substitutions (lu groupe transformé de H par A, lequel est identique à H, remplacera les lettres de chacun des systèmes o-, a', . . . par celles d'un même système : de même pour les systèmes t, t',.... D'autre part, chacun de ces systèmes (7, a',... et 7, t',... aura toutes ses lettres contenues dans l'un des systèmes
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S, S', Enfin ils serunl respecUvement formés (ics lellns îles m syslènie^
de la suite T, T',... que A fait succéder à ceux qui entrent dans la composition (te S. 2' E, 6'
Soient donc 2 l'un quelconque des systèmes de la suite 2. 2',...;
c E,„ ceux des syslèmes dp la suite B. e',... qui ont un système de Va
suite T, T',.-. commun avec 2; ct et t ■:„ ceux des systèmes des suites
17. ff',... et T, t',... que h fait succéder à 2 et à G,...., F,„. Cliacun des systèmes t t„, T, par exemple, aura en commua avec (7 un système de la
suite T, T.... {celui que h fait succéder à celui qui était commun à G, et \^ 2).
Eu choisissant convenablement 2, on peut faire en sorte que l'un au moins
des systèmes (7. t t,„ contienne des lettres appartenant à divers systèmes
de la suite 6, 6',.... Car si, quel que fût 2, toutes les lettres que contient c
appartenaient à 9'. t -,„ contiendraient chacun au moins une lettre
de 6' : et si toutes les lettres qu'ils contiennent appartenaient au même système de la suite 9, 9',..., elles appartiendraient toutes à 6'- D'ailleurs le système résultant de la combinaison de t,,..., t,„ contient, comme 9', m' systèmes delà suite T, T',... : il contient donc autant de lettres que 0'.
Donc la réunion des systèmes r r,„ reproduirait ©', de même que la
réunion de e,,...,G„ reproduit 9; et la substitution A remplacerait les lettres de 0 par celles de ©'. Le système 2 étant d'ailleurs quelconque. 9 sérail un système quelconque de la suite 9, 9'.... ; donc h remplacerait les lettres de chacun de ces systèmes par celles d'un même système, ce qui est contraire à notre supposition.
Admettons donc que ?, par exemple, contienne des lettres appartenant à
divers systèmes de la suite 9, 9' Soient t, f,... les m systèmes de la
suite T. T',... qui forment c par leur réunion; ils appartiendront tous îi des systèmes différents de la suite 0, 9' Car si m' d'entre eux étaient communs à ff et à 9, m' étant plus grand que i et plus petit que m, on pourrait (49) opérer dans II une nouvelle répartition en systèmes dans laquelle l'un des nouveaux systèmes fût formé seulement par la réunion de ces m' systèmes communs, ce qui est contraire à l'hypothèse d'après laquelle m est choisi minimum.
Soient donc 9 , 9,„ ceux des systèmes de la suite 9. 9'.... auxquels
appartiennent respectivement f, t' iis contiendront entre eux tous m' svs-
lémes distincts de la suite T, T' etc. : d'autre part, ils sont tous contenus
dans celui des syslèmes S, S'.... c/ui contient t; car ce système, contenant une partie des lettres de a. les contiendra toutes; il contiendra donc /, /'....,
DES SUBSTITUTIONS. ii
qui font respectivement partie de 0, 0',...; il contiendra donc 0, 0',.... Donc fx est au moins égal à /n'. On voit de même que si fji>/w*, on aura fx = m*, etc.
53. Théorème. — Un groupe G permutable à un groupe non transitif H ne peut être primitif.
Soient en effet a, «1,... les lettres que H permute avec Tune d'elles a; b, b^,... les lettres que H permute avec une autre lettre é, etc. Chaque substitution ^ du système G remplace les lettres a, a^,... par un autre système de lettres jouissant de la propriété d'être permutées ensemble par les substitutions du groupe transformé de H par g, lequel se confond avec H. Ce système de lettres sera donc Tun des suivants : a, a,,...; 6, 6,,...;....
D'ailleurs si les systèmes a, a,,...; 6, 2^,,...;... n'ont pas tous le même nombre de lettres, il est clair que g^ ne pourra les permuter ensemble, et le groupe G sera lui-même intransitif.
Corollaire. — Soient G un groupe quelconque; g^ A, i,... ses substitutions; g l'une quelconque d'entre elles. Ces substitutions transforment évidemment les unes dans les autres les substitutions g^ hr^gh^ i^^gi < ^H^s sont donc permutables au groupe [g, hr^gh^ i''*gi,...). Si donc ce groupe n'est pas transitif, G ne sera pas primitif.
§ IV. — Groupes composés. — Facteurs de composition.
54. Nous dirons qu'un groupe G est simple, s'il ne contient aucun autre groupe auquel ses substitutions soient permutables, composé dans le cas contraire.
Soit G un groupe composé quelconque : on pourra déterminer une suite de groupes
11, XI, XI ,••*, JL, !.,■•., A, • . • , I,
telle : i^ que chacun des groupes de la suite soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions; 2° qu'il ne soit contenu dans aucun groupe plus général Jouissant de cette double propriété; 3° que le dernier groupe de la suite soit formé de la seule substitution i .
Car soient H un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans G et permutables à ses substitutions; I un groupe aussi général que possible contenu dans H et permutable aux substitutions de G ;
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K un groupe aussi général que possible» contenu dans I el pernnulahle aux substitutions de G» etc. Soient, d'autre part, H' un groupe aussi général que possible parmi ceux qui contiennent I, sont contenus dans H et permutables aux substitutions de H; H'' un groupe aussi général que possible parmi ceux qui contiennent I, sont contenus dans H' et permutables à ses substitutions, etc. La suite G, H, H', H",..., I, !',..., K,..., i, formée des termes G, H, I, K,..., I, des termes intercalaires H', H",..., des termes analogues r,... qu'on pourrait insérer entre I et K, etc., jouira évidemment des propriétés voulues.
N N N N N Soient respectivement N, -^> r— > ^ — ;»••- ^ — -, 1 ^ — j >»••• les
ordres de ces groupes successifs : les facteurs X, jjl, fx',..., v, v',... pourront être appelés \q^ facteurs de composition du groupe G; leur nombre sera son degré de composition,
55. Théorème. — Si, par un procédé quelconque, on détermine une suite de
groupes G, i>, S'. • • • » 5> • . » i jouissant des propriétés indiquées au numéro pré-
N N cèdent, et dont les ordres respectifs soient N, j» r— j--- les facteurs /, /n,...
seront, à l'ordre prés ^ identiques aux facteurs de composition )., fji, |x',..., v,
Nous établirons que cette proposition est vraie pour le groupe G si elle est vraie pour le groupe 5; de même elle sera vraie pour S si elle Test pour 5'f etc., jusqu'à ce qu'on arrive à l'avant-dernier groupe de la suite G, 5» 5'»'-«» ^f-» qui sera simple, et pour lequel la proposition sera évidente.
Considérons les groupes de la suite G, H, I, K,..., 1. Soit, pour fixer les idées, K le premier des groupes de cette suite qui soit contenu dans 5 (le dernier, formé de la seule substitution i, l'est nécessairement); soient I, kt, ^2,..., ka^i les diverses substitutions de K, et supposons, pour fixer les idées, que la suite G, H, H',...,I, !',..., K,..., 1 ne contienne entre G et I aucun autre terme que ceux que nous y écrivons. Le groupe I contenant K, ses substitutions, en nombre avv'..., pourront (39) se mettre sous la forme du tableau suivant :
OÙ I, «,,..., «vv' -I sont des substitutions de 5 telles, que deux quelconques
DES SUBSTITUTIONS. i3
d'enlie elles ne satisfassent à aucune relation de la forme
'Po = **» o" 'Pu = 'p. **« .
mais choisies d'ailleurs d'une manière quelconque. Si donc on convient de poser 1*0 = I et ko = i, les substitutions de I pourront se mettre sous la forme générale /p^»» oix a peut prendre successivement les diverses valeurs o, I , . . . , a — I , et ]3 les valeurs o, . . . , vv'. . . — i . De même les substitutions de H' pourront se mettre sous la forme K^i^K, Aq,..., A^.,... étant des substitutions convenablement choisies, en nombre |x'; celles de H pourront se mettre sous la forme h^K^i^k^^ l'indice y variant de zéro à fx — i ; enfin celles de G sous la forme g^h^h^i^k^, l'indice cf variant de zéro à X — i .
Cela posé, les seules substitutions communes à^etàl sont les substitutions K . En effet, soit K' le groupe formé par ces substitutions communes : il est permutable aux substitutions de G ; car K' étant contenu dans I et dans ii, les transformées de ses substitutions par l'une quelconque des substitutions G, permutables à la fois à I et à 5> appartiendront à la fois à I et à 5» et par suite à K'. Or le groupe K' contient les substitutions K et n'en peut contenir d'autres, K étant par hypothèse un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans I et permutables aux substitutions G.
D'autre part, en combinant ensemble les substitutions 5 ^^ I. on doit reproduire toutes les substitutions de G. En effet les substitutions de G, élaut permutables aux groupes 5 et I, transformeront en lui-même le groupe F dérivé de leur combinaison. Ce groupe est plus général que 5 ' s'il ne contenait pas toutes les substitutions de G, on aurait ainsi un groupe partiel F plus général que 5 et auquel les G seraient permutables, ce qui est supposé impossible.
56. Ces deux points établis, supposons les substitutions £ mises sous la forme gihyh\.i^ka : si cf, y et y' ont le même système de valeurs dans deux de ces substitutions, ]3 aura également la même valeur. Car soient g^a, Ay, A/ ip. *ao = So et ^3, A^^ A'^ ip^ ^«^ = S< ces deux substitutions : 5 con-
tient la substitution
S. S, = k^ jp, /„. Ar.. .
substitution qui fait partie à la fois du groupe 5 et du groupe I dérivé des substitutions i et k, et qui par suite appartient nécessairement au groupe K.
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Soit /la, cette substitution; il vient
relation impossible par hypothèse» si JS^ diffère de jSq.
D*autre part, toutes les substitutions de G seront de la forme i^s^ s désignant une substitution de 5* En effet les substitutions G se réduisent à celles qui dérivent del et de 5 (55). Soitip^^a. ^< *p,^a,^2» P^r exemple. Tune d'elles, 5, et 5^ étant des substitutions de 5; eH^ p^ut se mettre sous la forme «p, ^a. 'p, • ^'i ^a, ^2 » ^'1 étant la transformée de ^, par «p^. Or «p,^a»'p,» faisant partie du groupe 1, peut se mettre sous la forme i^k^; K fait partie de S; il en est de même de s\^ transformée de 5| par la substitution ip,, permutable a 5; il en est de même de kg^ et de ^2 • Jonc la substitution considérée est de la forme i^s, s étant une substitution de 5-
On conclut de là que 5 contient une substitution de la forme g^h^h^i^k^^ quel que soit le système de valeurs que Von donne à cf, 7, 7' et a.
En effet, le nombre des systèmes de valeurs des indices d*, 7, 7', a est X/x/m'a. A chacun d*eux correspond au plus une substitution de 5> car s'il en existait deux, elles devraient différer par la valeur de l'indice J3, ce que nous avons démontré impossible. Si donc il y avait quelque système de valeurs de ^^ 7* yS OL auquel ne répondit aucune substitution, le nombre des substitutions de 5 serait inférieur à XiiitJa^ et par suite celui des substitutions de la forme i^s serait inférieur à X/x/x'avv'.... Ce résultat est absurde, car toutes les substitutions de G, en nombre N =X|XjjL'vv'.,.a, se ramènent à cette forme.
57. Soient maintenant À'^ip. = (A'^,), A'^jp^ = (A',),. .., h^i^=[K^)^. .. celles des substitutions de 5 pour lesquelles ù=o^ 7 = 0, a = o; soient de même hQi^^= (Ao)»---» A^ip' = (A^),... celles de ces substitutions pour
lesquelles ù = o, 7^=0, a = o; enfin go%={go)^"^ gi%={g^)^"' celles de ces substitutions pour lesquelles 7 = 0, 7'= o, a = o.
Toutes les substitutions de Informe [gi)[h^) (A'^,) A» appartiennent mcfe/nment au groupe 5 ; réciproquement toute substitution de 5 sera de cette forme ; car 5 ne contient que X/xjx'a substitutions, et les X/xjx'a substitutions que donne cette forme en y faisant varier (?, 7, 7', a sont toutes distinctes. En effet, soit (g'8j(A^J( A^)*«,= (^8.) (Ay.)(A'^) ^«. : remplaçant {g^.),... par leurs valeurs, il vient
^«,M. — gj, M,, d'où gTî. M. Mr* - g^*. ,
Mo et M| étant des substitutions du groupe H dérivé des substitutions .A, h\ I, h. Cette égalité ne peut avoir lieu par hypothèse que si à^^^èy. L'égalité admise se réduira ainsi à (AyJ (^'/ )^a,= (^y.) (^t')^»»» ^^ ''^^ verra de même que yo = 7i » puis que 70 = 7 j , et enfin que «« = «i •
On verra de la même manière que G, H, H' sont respectivement formés des substitutions des formes suivantes :
i^{g^){'i,){h\)lu. i^{h,){li\)lu. i,{li\)K;
car les substitutions i^[H^)Kf par exemple, font évidemment partie de H', sont toutes distinctes entre elles, et leur nombre est égal à celui des substitutions de U'.
Les substitutions désignées primitivement par g, h, h' ayant actuellement disparu du calcul» nous supprimerons, pour plus de simplicité, les parenthèses qui distinguaient jusqu'ici les substitutions (^$), (A^), {h'^).
On voit maintenant aisément que Von a entre deux substitutions quelconques, i^kg^=zS et g^hyh\,kg:f = Tf prises respectivement dans les deux groupes l et ^j une relation de la forme ST = TS^a//.
En effet la substitution S*"* T"* ST fait partie du groupe I, car elle est le produit de deux substitutions, dont Tune S-* fait partie de ce groupe, et dont Tautre en fait partie également, étant la transformée d'une substitution de I par une substitution permutable à I. D'autre part, S~*T~*ST peut être considérée comme le produit de deux substitutions : l'une T appartenant au groupe 5; l'autre S"* T""* S, transformée d'une substitution de S par une substitution qui lui est permutable. Donc S'~*T~*ST appartient simultanément à I et à 5, et par suite à K. Donc S~* T-* ST — k^^^, d'où ST = TS*a".
38. Des développements qui précèdent nous allons actuellement conclure la démonstration de notre proposition.
Soient G, 5» hJ\ K,..., i la suite des groupes respectivement formés des substitutions des formes
ils ont pour ordres N, —, — » —, — ?> —, sr-? — — ij — 75 —
■ vv . . . vv . . A vv . . . A|[x vv . . . A|ui|ut
Nous allons établir : i** que la suite des facteurs vv'. ..,)., jx, [x\ . . est, à l'ordre prés, la même que la suite des facteurs X, jx, jui'..., v, v', . . . , ce qui revient à prouver que les facteurs v, v',... se réduisent à un seul; autrement dit, qu'/7
n'y a dans la suite G, H, H', I,..., K,..., i aucun groupe l intermédiaire entre I et K; a® que chacun des {groupes G, Si J» J't K,..., i est permutable à toutes les substitutions du précédent; 3° quil est aussi général que possible parmi ceux qui jouissent de cette propriété.
i"" En premier lieu, il est absurde d'admettre que la suite G, H, H\ I,..., K,..., I contienne un groupe V intermédiaire entre ïetK. Eq effet, les substitutions I lui seraient permutables par définition; les substitutions de la forme ^sA^A'^. léseraient également. Car soit «pAa une quelconque des substitutions de r : sa transformée par ^gA^A'^. peut (57) se mettre sous la forme
h *'«('? *«)"' (gi ^T 'v)""' 'j» *« S^ ''y ''t == h **« **«'»
et fera partie de V, qui contient, avec i^kg^, toutes les substitutions de K. Les substitutions G, qui dérivent toutes de la combinaison de I avec les substitutions g^h^k'^, seraient donc permutables à V. K ne serait donc pas aussi général que possible parmi les groupes contenus dans I et permutables aux substitutions G, résultat contraire à la loi de construction de la suite G, H, I, K,..., I, et parlant inadmissible.
2'' En second lieu, considérons Tun quelconque des groupes de la nouvelle suite, J' par exemple : il est permutable aux substitutions du précédent^ J. En effet, ces substitutions résultent de la combinaison des substitutions J', évidemment permutables à leur propre groupe, avec les substitutions h^. Ces dernières substitutions, faisant partie du groupe H, sont permutables au groupe H' formé par les substitutions i^K^k^. On aura donc, quels que soient y, j3, y et a, une relation de la forme
h~' i^ h\, A-, Ik - /p, IC **.. »
ou
Ar' ip h^ fÇ' h\, ka II. — 1^, //^ /r,, ,
ou, en remarquant qu'on a une relation de la forme if^hy = h^i^k^,^ (57),
/? A'a, A~' h'^, ka At = «Vi h'^ **«• y relation qui ne peut subsister que si /S = ^, , et d'où Ton déduit ensuite
h~' h\, A*, h^ = kZl le A «, ,
ce qui montre que la transformée de Kk^, par h^ appartient au groupe J'.
Mais les substitutions de J' sont toutes de la forme K^k^ : donc h^ est permutable à ce groupe.
3° En dernier lieu, il n'existe aucun groupe plus général que l\ contenu dans J et permutable à ses substitutions; car s*il y en avait un, y\ soient S, S,,..., S;„,... ses substitutions, T une quelconque des substitutions de J : on aurait, quel que soit m, une relation de la forme l'~*S;„T = S«. Considérons le groupe F, formé par la combinaison de V avec les substitutions ip : ses substitutions sont de la forme i^^m\ car soit par exemple «p, S;„, ip, S;„, l'une d'elles, on aura (57)
ce qui réduit la substitution proposée à ip, «p, S,„, A»^ S,^ j mais /p, ip,, étant une substitution de I, peut se mettre sous la forme ip^»; ^a est contenu dans J' et par suite dans J", de même que S;„, , k^, , S,„^, ce qui réduit la substitution donnée à la forme ipS,;,.
Le groupe T est plus général que le groupe H'; car les substitutions de ce dernier groupe sont de la forme i^K^ka^. Or soit S une substitution de J" qui ne soit pas contenue dans J', et qui par suite ne soit pas de la forme K^k^. : elle est de la forme h^K^kg,^ et sera (57) essentiellement différente de toutes celles de la forme i^K^k^\ elle ne pourra donc appartenir à H' : mais elle appartient à T : donc T est plus général que H'.
D'autre part, F est contenu dans H et ne contient qu une partie de ses substitutions. En effet, H contient les substitutions tp et les substitutions h^K^k^ du groupe J, dont les substitutions S,„ font partie. Soit maintenant T une substitution de J qui ne soit pas contenue dans Y : elle ne sera pas de la forme S,„. D'autre part elle sera de la forme h^h^kg^, et par suite ne pourra pas davantage être de la forme i^S,n : elle ne fera donc pas partie de J".
Enfin F est permutable à toutes les substitutions de H. Car soit ip,T l'une de ces dernières substitutions, T étant une substitution de J; soit, d'autre part, ipS,rt une quelconque des substitutions de F. S,„ et T"* appartenant a 5» et 'Pi» 'X*'P'Pi ^ '• ^^ ^"^^ (^'^) ^^^ relations de la forme
S« /p, :=^ /p, Sm K f T-' ip7' /p /p, -- /p7' /p /p, T-' /r.. .
La transformée («p, T)~*ipS;n«p,T se réduira donc à la farme
'pT' h h. T-» A-,, S« /r.T =: /-' i\ /p. . T-' /r.. T . T- S« T . T- /r. T.
Or cette substitution appartient au groupe F : car ce groupe contient ip, et ip; il contient de même la substitution T"*S;„T, laquelle, se réduisant à S„,
frtil [torlii; de J"; il conlieni enfin le groupe K. auquel T est permutable :
donc il coiilient T-'AaTetT-'X„,T.
Si donc il exislail un groupe tel que J". il oxislerait un groupe F plus général que H', coutenu dans li el permulalile aux substitutions H, ce qui est contraire à la loi de construction delà suite G, il. H', 1, K,..., i.
Les deux suîles de groupes G, 5- J» J'.---. ' et G, 5. 5'- 3,..., i jouiront donc toutes deux de la propriété que chacun des groupes qui les forment est aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précédent et permutables à ses substitutions. Il en sera à fortiori de même des
suites partielles fn J. J',-.-. i et 5, 5', 3 i. où les facteurs qui expriment
les rapports des ordres des groupes successifs sont, d'une part, X, ^,..., et, d'autre part, m, m',....
Le théorème étant supposé vrai pour le groupe 5t f-, m',... d'une part, et X, fi,.,., d'autre part, se confondront à l'ordre prfes avec les facteurs de composition de £; ils sont donc identiques, à l'ordre près. Comme on avait déjà l = v (l'ordre de 5 étant égal à la fois à y et à — ]. le théorème se trouve démontré.
Le théorème que nous venons d'établir montre qu'on peut légitimement classer les groupes composés d'après le nombre et la valeur de leurs facteurs de composition.
59. Théohème. — Soient G, H,..., 1. K,.... i une suite de groupes dont chacun soit aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précédent et permutables à foutes les substitutions de d; H un groupe (pielconque de cette suite; 1. K deux autres groupes successifs quelconques. Supposons qu'on puisse déterminer un groupe intercalaire L, contenu dans I et contenant K, auquel les substitutions H soient permutables, et si cette détermination peut se faire de plusieurs manières, choisissons-le de manière que son ordre soit minimum . Soient, dans ce cas, n,mn,ixnles ordres respectifs de K. L, I: fi. sera une puissance exacte de m.
Soient en effet lÉoi ■•■•*«-( 'es substitutions de K; /oi,,...., /ai^,..., /,„_, A„_, L-elles de L : la,.-., Im-, étant des substitutions qui ne satisfassent à aucune relation de la forme 4 = 4"t'p- Soit g' une substitution de G non permutable à L: elle est permutable à K : elle transformera donc L en un groupe L' formé de substitutions de la forme 4 io.---. /l^^t.--; /i,.---. /l étant les transformées respectives de l„,..., /,.....
Les substitutions du groupe g~'^g. transformé de H par ^, seront per-
mutables à L' (36); maisg^'Hg^ se réduit à H : donc les substitutions de H sont permutables à L\ ainsi qu'a L; elles le sont donc au groupe formé par les substitutions communes à L et à L'. Or les K font partie de ces substitutions communes, et il n'en existe pas d'autres, sans quoi l'ordre de L ne serait pas minimum, comme nous l'avons supposé.
En particulier, les substitutions /o, . . ., 4, . . . faisant partie de I et de H, leurs transformées /'o,..., li ,... en feront également partie : elles sont donc permutables à L. Les substitutions du groupe A, obtenu en les combinant à ce groupe, seront de la forme C/a*p (37). Ce groupe est contenu dans I, et permutable aux substitutions de H, car il résulte de la combinaison des substitutions des deux groupes L, L', tous deux permutables aux substitutions de H.
D'ailleurs les m^n substitutions obtenues par la variation des indices a', a, j3 sont toutes distinctes; car si l'on avait
/i' /« A p = la\ /«, ff^, , on en déduirait
La substitution /,t*/'^, serait donc commune aux deux groupes L et L', et par suite appartiendrait à K; on aurait donc
/:'-/:;*•?', d'où /.'=^/^gr-'=^/:.*-p'g^~' =/.'>,
ky transformée de k^^ par g"*, appartenant à K. Une telle relation ne peut exister que si a'= (x\. On aura alors
/.*>=/«.*■?», d'où « = «,, (3 = (3,.
Donc I contient au moins m^n substitutions. S'il en contient davantage, G contiendra une substitution g' non permutable à A. Soient X», X'. les transformées de /«, li par g* : le groupe A', transformé de A par g\ aura ses substitutions de la forme XaX«. Ap, et sera contenu dans I et permutable aux substitutions de H. Il est différent de A : donc il ne peut contenir à la fois toutes les substitutions de L et de L\ dont la combinaison constitue A. Supposons, par exemple, qu'il ne contienne qu'une partie des substitutions de L : les substitutions K sont communes à L et à A', et il n'existera pas d'autres substitutions communes; car les substitutions H, étant permutables à L et à A'> seraient permutables au groupe formé par ces substitutions
:i() LIVRE DEUXIÈME.
communes, quoique son ordre fût moindre que celui de L, ce qu'on suppose impossible.
Cjùh posé« les m*n substitutions de la forme 4)^^'^^^ seront toutes dislinctes et contenues dans I.
On démontre de même que si I contient d'autres substitutions, il en contient au moins /w*/i, etc.
§ V. — Symétrie des fonctions rationnelles.
iJaison entre les groupes et les fonctions .
60. Soient F| une fonction rationnelle quelconque de ^lettres a^b^c,...; F|, Fa, Fp les 1.2....^ fonctions obtenues en y opérant entre ces lettres les 1.2...^ substitutions i, a, j3,... : elles seront, en général, algébriquement distinctes les unes des autres. Mais si, par suite du choix particulier de la fonction, la suite F,, F», Fp,... avait M termes F<, F»,-., identiques à F|, elle contiendrait évidemment M termes Fp, Fap,... identiques à Fp. Le
nombre des valeurs distinctes de la fonction F serait donc égal à ' ' " -
Les M substitutions i, a,... qui n'altèrent pas la fonction F| forment évidemment un groupe, qu'on pourra appeler \e groupe de la fonction ; et Ton pourra dire que la fonction est transitive ou non, suivant que son groupe sera transitif ou non. Réciproquement, un groupe quelconque H étant donné, on pourra déterminer une fonction invariable par les substitutions de ce groupe et variable par toute autre substitution. Car, soient f « une fonction quelconque variable par toute substitution (telle que la suivante : a -h 2e h- 3c -h . . .); î»!, C'a» ••• les diverses valeurs qu'elle prend par les substitutions du groupe I, a,... : le produit 9, fa--- jouira de la propriété voulue; car les substitutions I, a,... permutent ses facteurs entre eux sans changer le produit, rt toute autre substitution /3, remplaçant 91 par un nouveau facteur fp, chan- }j[era le produit (*).
6 i . Les diverses fonctions rationnelles qui ont même groupe s'expriment toutes rationnellement en fonction d'une seule d'entre elles et de fonctions symétriques en Uy bj Cf,,,,
(* ) 1^1 règle ci-dessus, due à noire illustre Cauchy, a été critiquée par M. Kirkman ( Theory of f^mups and inany vnlued functionsy p. 80; Manchester, 1861); mais il est aisé de voir que les objections de ce géomètre ne sont fondées (pie sur un malentendu.
DES SUBSTITUTIONS. fîl
Cette proposition, due à Lagrange, est évidemment contenue dans la suivante, que nous allons démontrer :
Les diverses fonctions rationnelles dont les groupes ont en commun^ avec un groupe arbitraire G y les mêmes substitutions i, a, a,,... s'expriment rationnellement en fonction d'une seule d'entre elles et des fonctions invariables par les substitutions de G.
En efTet, les substitutions de G sont les suivantes (39) :
I, a, a,,...; (3, a|3, a, p, . . . ; y, ay, «i/,. . • ;. . .,
j3 étant une substitution quelconque prise parmi celles qui n'appartiennent pas à la suite i, a, a,,...; 7 une substitution quelconque prise parmi celles qui n'appartiennent ni à la suite 1, a, a^,..., ni à la suite ]3, ajS, «1 13,..., etc.
Cela posé, soient 91, ^, deux des fonctions considérées; 9^»..., 4^p»*.* ce qu'elles deviennent par les substitutions /3,...; m un exposant quelconque. La fonction
sera invariable par les substitutions de G. Car soit 0- une substitution quelconque de G; chacune des substitutions c, jSo-, 70-,..., appartenant à ce groupe, pourra se mettre sous Tune des formes A, Aj3, A7,..., A désignant une des substitutions i, a, a^... (39). D'ailleurs deux de ces substitutions De peuvent appartenir à la même forme, car si l'on avait, par exemple, les deux égalités
(30-1= ai, y(T^=zaxi,
on en déduirait
ô(T-' =: a- (3 = «7* y, d*où y—a,ar'^\ ' '? T''^ ''
7 serait donc de la forme A]3, ce qui n'a pas lieu» par construction.
Cela posé, a transformera les uns dans les autres les termes 9^* ^1 1 9^ 4^P« * * • - Car supposons, pour fixer les idées, que o st)it de la forme Aj3; elle transformera 9^tj^i en 9Î^ï^Ap = 97^^- ^^ même, si /S^ est de la forme A7, g transformera (f'^^^ en 9^^!];^, = 97 ^'y, etc.
Posant successivement m = o, i,...,fjL — r, jui étant le nombre des substitutions I, j3, 7,..., on aura, pour déterminer (}/|, ij^p,..., les équations
linéaires
dont le déterminant étant, comme on sait, égal au produit des difTéreoces des quantités distinctes 9,, 9^, 9y»...> sera différent de zéro.
On peut obtenir l'expression cherchée de i|/, d'une manière simple ainsi qu*il suit : f^, <p^, 9^* ... sont les racines de l'équation du degré jui,
dont les coefficients, symétriques en 91, 9^, 9^,..., sont évidemment invariables par les substitutions de G. L'équation
,/|^ rzz Y»*-' + X^_,Y^-' -+-. . . + Xo = x (Y) = 0
admet pour racines 9^, 9^,..., et a pour coefficients des fonctions rationnelles de 9< et des coefficients de/(Y).
Cela posé, ajoutons les équations linéaires cirdessus, respectivement multipliées par Xo, X|,...: les multiplicateurs de 9pf 9^»... s'annuleront, et» divisant par le coetHcientde 4^1, il viendra
_ t'K'h l'it -!-...•+• /^'^"'^ _ /XoH-/^X. -^...H- /C^-'^
62. Les fonctions entières de k lettres sont donc susceptibles d'autant d*espèces de symétries distinctes qu'il y a de groupes diflérents de substitutions entre ces lettres. Mais si, au lieu de considérer d'une manière générale toutes les fonctions entières, on ne voulait examiner que celles qui satisfont à quelques conditions déterminées, par exemple celles qui sont (l'un degré donné, le nombre des espèces de symétrie dont elles sont susceptibles pourrait se trouver réduit. Ce champ de recherches, signalé par M. Kirkman, est encore vierge. Nous nous bornerons donc sur ce sujet à ((uelques brèves indications.
Soient ?= T H-T, -F..t-i- T^^ une fonction entière quelconque de a, 6,...; T =z ma'^ô^..., T| = m, a'^'è^*... ses différents termes; S, S,,... les substitutions de son groupe : chacune de ces substitutions transforme les uns dans
les autres les termes T, T,, . . ., Tj,.. Soient respectivement T, T,, . . . c^ux de ces termes que S, S,,... transforment en T : chacune de ces substitutions transformera les termes T,To*-* les uns dans les autres; car supposons que Tune d'elles, S, transforme T, en U par exemple; S, transformant T, en T, S~*S,, qui fait partie du groupe (S, S,,...), transformera U en T : donc U ' fait partie de la suite T, T|,....
Cela posé, si les substitutions S, S^,... permutent transitivement entre eux tous les termes T, T,,..., T^^, on dira que la fonction est élémentaire; dans le cas contraire, elle sera évidemment la somme de plusieurs fonctions élémentaires F|, F2,...» qui seront chacune transformées en elle-même par les substitutions S, S,,.... Soient donc respectivement T,, Fj,... les groupes de ces fonctions : S, S|,... appartiendront à chacun d'eux. Réciproquement toute substitution commune à ces groupes laissera invariable F,, F^ et par suite leur somme F : elle appartiendra donc au groupe (S, S|,...).
Ainsi la détermination du groupe d* une fonction non élémentaire se ramène à celle des groupes des fonctions élémentaires qui la composent.
63. Soient T = ma''6^... un terme quelconque d'une fonction élémentaire; T =m'a'^b^ .,. un autre terme quelconque. 11 doit dériver de T par une certaine substitution opérée sur les lettres a, b^...\ il faut évidemment, pour cela, que les coefficients m et m' soient égaux, et que les exposants p\ q\... soient, à l'ordre près, égaux kp, q,....
Supposons que parmi les exposants /?, 7,..., dont le nombre est égal à k, nombre des lettres a, 2», . . . , il y en ait /x égaux à a, v égaux a p, etc., a, J3,... étant des entiers différents, dont l'un peut être nul. Remplaçons dans la fonction F = T -h T'. . . le coefficient m par un autre coefficient quelconque mi; remplaçons de même les exposants a, j3,..., partout où ils se présentent, par d'autres exposants entiers a^, |3|,... qui soient également différents les uns des autres. Nous obtiendrons une nouvelle fonction F, , qui sera évidemment élémentaire et aura le même groupe que F.
Les fonctions en nombre infini, dérivées les unes des autres par un semblable changement, peuvent être considérées comme constituant une seule famille, dépendant des nombres jx, v
64. Pour résoudre dans toute sa généralité le problème de M. Kirkman, il faudrait maintenant :
1° Déterminer les diverses familles qui correspondent à chaque système donné de valeurs de jui, v, . . . ;
a" Déterminer les diverses familles qui correspondent à un groupe de suhstitu-
lions donné,
La solution de la première question parait assez difiicile, sauf dans le cas particulier où Ton a |x=i, v = k—\. Elle devient alors extrêmement simple, car on a, en supposant /3 = o, ce qui est permis,
T = ma* et F = m ( «• -h 6* -f- . . . ).
Soient a, b,,.. celles des lettres a, 6,..., d, e,... qui entrent dans l'expression de F; rf, c,... les autres. Le groupe de F sera évidemment formé de Tensemble des substitutions qui permutent, d'une part, a, 6,... entre elles, et, d'autre part, d, e,... entre elles, et il y aura autant de familles qu'il y a de manières de répartir les lettres a, 6,..., d, c,... en deux systèmes.
Un autre cas simple est celui où les nombres jx, v,... sont tous égaux à l'unité. On a alors
T== ma*b^. . . ,
a, |5,... étant tous différents. Soient G un groupe quelconque; T, T',... les divers termes transformés de T par ses substitutions. La fonction T -f- T'..., invariable par les substitutions de G, varie évidemment par toute^autre substitution : donc elle a pour groupe G. Il existe donc dans ce cas autant de familles qu'il y a de groupes possibles de substitutions.
On voit par là qu'à chaque groupe G correspond au moins une famille de fonctions élémentaires. Mais il peut en correspondre plusieurs. Ainsi supposons que le groupe G contienne toutes les substitutions possibles. Il correspondra à toutes les familles de fonctions symétriques; mais il existe évidemment une telle famille pour chaque système de valeurs de fx, v,....
65. Si un groupe G, ne contenant pas toutes le^ substitutions possibles, est n fois transitif il n'existera de famille correspondant à la fois à G et à un système de nombres |x, v, . . . que si chacun de ces nombres est inférieur à k — /i.
Supposons, en effet, [i^k — n. Si la famille cherchée pouvait exister, soient F une de ses fonctions, T = ma^b^,.. l'un des termes de F. On peut supposer que les jx exposants égaux à a se réduisent à zéro, et par suite supprimer du produit les lettres affectées de ces exposants. Il viendra alors T — mb^..., le nombre des lettres restantes 6,... étant égal à A— tx, et par suite au plus égal à n. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution au moins qui remplace &,... par ^ — jx lettres quelconques r, —
Cette substitution transformera T en T'=mrP..., et la fonction F=TH-T'-h..sera symétrique. Donc, au lieu de correspondre au groupe G, elle correspondra au groupe plus général formé par toutes les substitutions possibles.
Application géométrique.
66. Des questions qui précèdent dépend la solution de divers problëines de Géométrie. En voici un exemple.
Imaginons des points a, by c, ^,... réunis par des droites telles que a6, acy bd,... formant ensemble un système, continu ou non, que nous appellerons un assemblage de droites, ayant pour sommets les points a, 6, c, ^,.... Supposons, pour plus de généralité, que quelques-unes des droites de l'assemblage puissent être considérées comme multiples. I/assemblage pourra être représenté symboliquement par la forme quadratique mab-hnac-h pbd-h..., dont les termes représentent ses diverses droites, respectivement affectées de coefficients m, n,p,... qui indiquent leurs degrés de multiplicité.
Deux assemblages A et Â' seront dits pareils, si Ton peut établir entre leurs sommets une correspondance telle, qu'à chaque droite ab de l'un des assemblages corresponde dans l'autre assemblage une droite a'b\ du même degré de multiplicité, et joignant ensemble les deux points a\ b' qui correspondent respectivement à a et à 6. Dans ce cas, si mab -h nojc -{- pbd-h.,. est la forme représentative de A, ma'b' -h na'& -h pb'd' -^ ... sera évidemment la forme représentative de A'.
Il peut se faire qu'un assemblage soit pareil à lui-même sous divers points de vue, ce qui constituera pour lui une sorte de symétrie. Dans ce cas, A' se confondra avec A et a', b\ c\ d\... seront, à l'ordre près, identiques k a, b, c, d, De plus, les deux formes mai -\- nac -h pbd -\-... et
ma'b'-h na'& -h pb'd' -}-.. ., représentatives du même assemblage, seront nécessairement identiques. Donc la substitution qui transforme a, b, c, d,... en a'r b\ c\ d\... n'altère pas la forme mab -h nac -h pbd -h.... Réciproquement, soit S une substitution opérée entre les lettres a, b, c, d,... (|ui n'altère pas Cette forme, et supposons qu'elle remplace a, b, c, d,... par a\ b\ c\ rf',.... Si l'on fait correspondre à la suite des sommets a, 6, c, rf,... celle des sommets a', b\ c\ rf',.... l'assemblage restera pareil à lui-même.
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Le problème de la symétrie des assemblages de droites est identique à celui
de la symétrie des formes quadratiques ne contenant que les rectangles des variables.
Nous reviendrons dans une autre occasion sur ce problème, considéré au point de vue géon)élrique.
Le problème de la symétrie des polyèdres, dont nous nous sommes occupé ailleurs, peut aussi se ramener, quoique moins simplement, à une forme analytique.
Isomorphisme.
67. Un groupe r est dit isomorphe à uu autre groupe 6, si Ton peut établir entre leurs substitutions une correspondance telle : i^ que chaque substitution de G corresponde à une seule substitution de F, et chaque substitution de F à une ou plusieurs substitutions de G; 2^ que le produit de deux substitutions quelconques de G corresponde au produit de leurs correspondantes respectives.
L'isomorphisme sera dit mériédrique, si plusieurs substitutions de 6 correspondent à une même substitution de F, holoédrique dans le cas contraire.
Supposons, pour fixer les idées, que G contienne m substitutions ^1,..., gni correspondantes à une même substitution 7 du groupe F. Soient y' une autre substitution quelconque de F, g' une substitution de G qui lui corresponde : g7*g' correspondra à 7"* 7', et par suite chacune des m substitutions^', g2g7^g\'''^ ^;„^r*^' correspondra à yy^*y'=y\ Chaque substitution de F ayant ainsi m correspondantes dans G, Tordre de F sera m fois moindre que celui de G.
Le groupe F contient la substitution i. Soient A|,..., A,n les substitutions correspondantes de G : elles forment un groupe auquel toutes les substitutions de G sont permutables. Car soient g Tune de ces dernières, 7 sa correspondante : g"* ht g a pour correspondante 7"* 17= 1 : elle appartient donc à la suite h^... h^.
Si m > I, le groupe (A,,..., A;„) ne peut se réduire k la seule substitution I : il sera d'ailleurs moindre que G, si l'on suppose que F ne se réduise pas à la seule substitution 1; donc G sera composé. D'où cette conclusion : Les groupes composés ont seuls des isomorphes mériédriques (non exclusivement formés de la substitution i).
68. Problème. — Déterminer les groupes isomorphes à un groupe donné G. Le problème se réduit à déterminer ceux de ces groupes qui sont transi-
tifs. En eflet, soit Y un groupe non transitif isomorphe à G : répartissons les lettres de r en classes, en groupant ensenible celles que les substitutions de r permutent entre elles. Soient a, a<,..., b, è,, ....... les diverses classes
ainsi obtenues : chaque substitution de F est évidemment de la forme ÂB..., A étant une certaine substitution effectuée entre les lettres a» a,»..., B une substitution effectuée entre les lettres 6, 6|,..., etc. Soient donc AB...t A«B,...,... les diverses substitutions de F : les diverses substitutions A, A,,... forment évidemment un groupe isomorphe à F, et par suite isomorphe à G; de même pour les substitutions B» B|,....
Réciproquement, soient (A, A,,...), (B, B, ,...),••• des groupes transitifs quelconques isomorphes à G; a, a,,...» b, &|, ....... les lettres qu'ils contiennent respectivement; gf ^1,... les diverses substitutions de G; A, B,..., A|, B, 9. ...... les substitutions qui leur correspondent respectivement dans
les groupes considérés» Les substitutions AB..., A«B, ....... forment un
groupe non transitif entre les lettres a, a«,...» 6, 6^,...,..., lequel sera évidemment isomorphe à G.
69. Cherchons donc les groupes isomorphes à G et transitifs. Nous allons voir que leur détermination se ramené à celle des divers groupes contenus dans G.
Soient en effet a?, o^i »... les lettres que G permu te en tre el les ; H = (A< , . . . , A„) un groupe quelconque contenu dans G. Les substitutions de G peuvent toutes être mises sous la forme Kg^* gif'* g^f'* gm étant des substitutions convenablement choisies, dont la première se réduit à l'unité et dont le nombre m est égal au rapport des ordres de G et de H (39) •
Soient maintenant F, une fonction rationnelle quelconque de a:, o^f,..., invariable par les substitutions H; F^ ce qu'elle devient par la substitution s. Les m fonctions F,,..., F^^seront transformées les unes dans les autres par
toute substitution de G. En effet, la substitution h^'g^' transforme F^ , par exemple, en F^ a^,^ . D'ailleurs g^K'g^'» appartenant h G, peut être mise sous la forme Aa^'^p". et A»" n'altère pas la fonction F, : donc F- sera transformée en F^k^,,^^, = F^^,.
Chaque substitution de G, effectuée dans les fonctions F,,..., équivaut ainsi à une certaine substitution effectuée entre ces fonctions. Ces dernières substitutions forment évidemment un groupe F, isomorphe à G. Ce nouveau groupe sera transitif, les substitutions ^i,..., gm permettant de transformer F, en l'une quelconque des fonctions F,,..., F^^.
70. Nous allons montrer réciproquen)ent que tout groupe transitif, isomorphe à G, est identique à ]*an de ceux que nous venons de former.
Soient en effet G' un semblable groupe, entre les lettres j, y,,...; H le groupe formé par celles des substitutions de G qui correspondent dans G' à la substitution i; F une fonction de a:, a?,,..., invariable par les substitutions H et variable par toute autre substitution; F, F«,... les diverses transformées de F par les substitutions G. D'après le numéro précédent, les substitutions G, opérées dans F, F|,..., équivaudront a des substitutions opérées entre ces fonctions; soit F le groupe transitif, isomorphe à G, formé par ces dernières substitutions. Il sera évidemment isomorphe à G', sans mériédrie.
Posons d'autre part F' = aj-f- aij« -h..., a, a«,... étant des constantes indéterminées. Soient F', F',,... les transformées toutes distinctes de cette fonction par les substitutions G' : les substitutions G\ opérées dans V\ F'^»... équivaudront à des substitutions opérées entre ces fonctions; ces dernières substitutions forment un groupe F', transitif, et isomorphe sans mériédrie à G', et par suite à F.
Cela posé, nous allons établir que les groupes F et F' sont identiques, sauf la dénomination des quantités F, F«,... et F', F',,... qu'ils permutent respectivement.
71. En premier lieu, chacun de ces deux groupes jouit de la propriété remarquable que son ordre est égal à son degré. En effet, le nombre m des quantités F, F,.... est égal à l'ordre de G divisé par celui de H (69), et par suite égal à Tordre de G' (67). Donc le degré de F est égal à l'ordre de G'; d'ailleurs son ordre est égal à l'ordre de G', ces deux groupes étant isomorphes sans mériédrie. On voit de même que le degré et Tordre de F' sont tous les deux égaux à Tordre de G'.
On conclut de là (\\xq chaque substitution de F (sauf l'unité) déplace toutes les quantitésY, F,, — Car F étant transitif, son ordre est égal au produit de son degré m par le nombre de celles de ses substitutions qui laissent immobile une de ses lettres, telle que F; mais cet ordre se réduit à m : donc F ne contient qu'une substitution qui laisse F immobile, à savoir : l'unité.
Le groupe F ne contient quune substitution qui remplace F par une autre lettre donnée F,. Car s'il en contenait deux, en les combinant ensemble, on en déduirait une troisième, différente de l'unité et qui laisserait F immobile.
Enfin, chaque substitution de T a ses cycles formés d'un même nombre de
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lettres. Car si deux de ses cycles contenaient respectivement k et k' lettres, k' étant < k, sa puissance k' laisserait des lettres immobiles, sans se réduire à Tunité.
Le groupe T' jouit évidemment des mêmes propriétés.
72. Cela posé, soient F;, Tune quelconque des quantités F, F<,...; y„ celle des substitutions de F qui la fait succéder à F; 7'^ la substitution correspondante de F'; 9 une quelconque des quantités F', F',,...; 9,, celle de ces quantités que 7'„ fait succéder à 9 : les quantités 9,..., (p„,... seront identiques, k Tordre près, aux suivantes F', F'^,...; et si une substitution quelconque â appartenant à F fait succéder Fp à F„, sa correspondante &' dans F' fera succéder fp à f„. En effet, F ne contient qu'une substitution qui fai^se succéder ¥p à F„; mais y^'y^, jouit de celte propriété, ainsi que ^ : donc c^ = 77' 7^1 d'où &' x=zy';;-'y'^^ substitution qui fait succéder fp à 9,,. Donc les deux groupes r et F' deviendraient identiques par le simple changement de 9 en F.
73. Soit pour fixer les idées 9 = F' = aj-h a,j< -f-.... Les quantités 9,
9i,...sonttoutesdes fonctions linéaires dey, j,, Réciproquement, j,j<,...
pourront être exprimés en fonction linéaire de 9, 91,.... En effet. G' étant transitif contient une substitution qui remplace y par jjj^, quel que soit l'indice fi : donc, parmi les fonctions 9, 91,..., il en existe une au moins de la forme cty^-h ^9 ^ étant une fonction linéaire de j,...,j^_«,jji+n.... Soit 9** cette fonction : 9,..., 9**,... seront liées à j,..., y^t... par des équations linéaires» dont le déterminant n'est pas nul tant que a, «i,... restent arbitraires; car dans le cas où a<, aa,... seraient très-petits, ce déterminant se réduit sensiblement à une puissance de oc. Ces équations peuvent donc être résolues par rapport aux y.
Soit donc y = /39 4- |3< 9, h- Les substitutions de G' opérées entre
les j' équivalent aux substitutions de F' opérées entre les 9. Réciproquement, si l'on fait subir aux 9 les substitutions de F', il est clair que j,y,,... seront permutés entre eux de la même manière qu'ils le seraient par les siibsti tu lions de G'.
Soient maintenant z, JZ|,... les fonctions formées avec F, F,,.-«» comme j j^i.... le sont avec 9, 9j,...; opérons sur les lettres x, a?|,... les substitutions de G, ce qui revient a opérer entre lesF,F«,... celles du groupe F, identique à F'; il est clair que «, j5«,... seront permutés entre eux de la même manière que y, y,,... le sont par les substitutions de G'.
Notre proposition se trouve ainsi établie.
74. La notion de l'isomorphisme peut être souvent utile, à cause de la similitude de propriétés que présentent entre eux les groupes isomorphes. Ainsi, par exemple, on voit sans peine que deux groupes isomorphes l'un de l'autre sans mériédrie sont en même temps simples ou composés, et ont les mêmes facteurs de composition.
On pourra donc dans beaucoup de cas remplacer la considération directe d'un groupe par celle de jquelqu'un de ses isomorphes. Parmi ces isomorphes, il en existe toujours un transitif et dont l'ordre égale le degré (69-71). On voit par là qu'une étude approfondie des groupes de cette sorte aurait une grande importance.
Des groupes transitifs dont V ordre égale le degré.
75. Théorème. — Les groupes transitifs dont l'ordre égale le degré sont conjoints deux à deux, de telle sorte que chacun d'eux soit formé par tensemble des substitutions échangeables à celles de son conjoint.
Soient en effet G l'un de ces groupes, A l'une des substitutions de G, (oa'... a"*"*) l'un des cycles de A. Parmi les substitutions de G, une seule, B, fait succéder à a une autre lettre donnée b (71). Soient 6',..., 6*""* les lettres que B fait respectivement succéder à a',..., a*""*. Si h n'appartient pas à la suite a, a',..., a'"""*, aucune des lettres i',..., b"^"* ne lui appartiendra. Car si l'on avait b^ = a^, G contiendrait deux substitutions distinctes, B et A**"", qui remplacent a"* par a*^, résultat absurde (71).
S'il existe quelque autre lettre c qui ne fasse partie d'aucune des deux suites a, a',..., a*""*; 6, b\..., 6*""*, G contiendra une seule substitution C qui remplace a par c; et les lettres c, c',..., c"*"*, par lesquelles C remplace a, a',..., a*^"*, seront toutes distinctes des précédentes : car si l'on avait c^=:b^ par exemple, G contiendrait deux substitutions distinctes, C et A^^B, qui remplacent a^ par b^^ résultat absurde (71).
Continuant ainsi, on voit que les lettres se répartissent toutes en systèmes rt, a',..., a'"'*; è, i',..., t*"""*; c, c',..., c^'*;... contenant chacun m lettres.
Soient maintenant S une substitution de G; c^ la lettre que S fait succéder à une autre lettre donnée b^ : S remplacera b^\ 6^^,..., b^^ parc"**,
En effet, les deux substitutions S et B~*A''~»*C, remplaçant Tune et l'autre b^ par c^^ sont nécessairement identiques (71). Or B~* remplace 6**^ par rt»*^, que A''"'* remplace par a'''*"^, que C remplace par c^"^.
Cela posé, la substitution q = {aa' a"... )[bb'b'\..)[cc'c". ,.)... est échangeable à toutes les substitutions de G. Car aS et Se remplacent toutes deux b^ par la même lettre c^-^\ el la lettre b^ est quelconque.
Si Ton prend successivement pour point de départ, à la place du cycle (flo'a^...), les divers cycles des diverses substitutions de G, on formera un ensemble de substitutions c, a',...» échangeables à celles de G. Les substitutions dérivées de celles-là forment un groupe F, dont chaque substitution (sauf Tunité) déplace toutes les lettres. Car si l'une de ces substitutions laissait a immobile, en déplaçant quelque autre lettre b, il est clair qu'elle ne pourrait être échangeable à celle des substitutions de G qui remplace a par b. D'autre part, si k est une lettre quelconque, il existe parmi les substitutions G un cycle où a succède à k. Ce cycle se retrouve dans une des substitutions de F : ce groupe est donc transitif.
D'autre part, toute substitution échangeable à celles de G fera partie de F. Car soit P une semblable substitution, laquelle remplace, par exemple, a par à : elle se confondra avec q. Car soit Q la substitution de G qui contient le cycle aa'd\..^ et soit k la lettre par laquelle P remplace d : PQ remplace a para"; QP la remplace par k : donc k = a". On verra de même que P remplace a" par a"^ etc. : dont P contient le cycle aa'a'\...
Mais G renferme en outre une substitution R qui remplace a, a\ a",... paré, b\ b".... Si P remplace b par x, RP remplacera a par x; PR le remplace par b^ : donc b' = x; de même P remplacera b' par b'\ etc. : donc elle coDtiendra le cycle bb'b"...; de même pour le cycle cc'c"..., etc. : donc P se réduit à a.
§ VI. — Du GROUPE ALTERNÉ.
76. Une substitution qui consiste à intervertir deux lettres se nomme fransposition.
Une substitution circulaire entre/? lettres à, è, c,... est évidemment le produit des p — i transpositions (aè), {ac),... Donc une substitution quelconque entre k lettres et contenant n cycles sera le produit de k — n transpositions successives.
77. Théorème. — Soient S, T deux substitutions qui soient respectivement i^ produit de a. et de ^ transpositions. Le nombre des transpositions successives dont le produit donne ST sera pair ou impair, suivant que a -f- j3 sera lui-même pair ou impair.
Une substitution quelconque étant un produit de transpositions, il suffira évidemment d'établir cette proposition quand T est une transposition, auquel cas jS = I.
Or soit pour fixer les idées S = [€ibcde)[fg). Si T transpose deux leltres appartenant à un même cycle, telles que a et c, on aura
^'ï = {ab)[cde)(fg),
substitution qui contient un cycle de plus que S et qui, par suite, sera le produit dea — I transpositions. Si au contraire T transpose deux lettres a, y appartenant à des cycles différents, ST =: {abcdefg) contient un cycle de moins que S, et sera le produit de a -h i transpositions. Dans l'un et l'autre cas, le nombre des transpositions dont le produit donne ST sera congru ^ a -f- I (mod. 2).
78. Corollaire. — Soit G un groupe quelconque; celles de ses substitutions qui résultent d^un nombre pair de transpositions forment un groupe H. Car le produit de deux quelconques d'entre elles, résultant d'un nombre pair de transpositions et faisant partie de G, fera lui-même partie de H.
Si 11 ne contient pas la totalité des substitutions de G, il en contient la mmiié; déplus, il est permutable aux substitutions de G. Car soient S«, S^,... les substitutions de H, en nombre N; T une substitution de G résultant d'un nombre impair de transpositions. Les sN substitutions de la suite S|, S,». ..9 TSo TS2,... sont évidemment distinctes. D'autre part, une substitution quelconque de G, telle que U, fait partie de cette suite. Car si U résulte d'un nomi)re pair de transpositions, elle fera partie de la suite S,, S^,...; et si elle résulte d'un nombre impair de transpositions, T-*U, qui résulte d'un nombre pair de transpositions, en fera partie : U fera donc partie de la suite
Enfin U est permutable à H : car, soient respectivement a, |3, y les nombres de transpositions desquelles résultent U, S,, U~*S, U, on aura (77)
y^— a-fP-ha (mod. 2).
Donc, |3 étant pair, 7 le sera également. Donc U"*S, U appartient à H. De même pour U'^SaU
79. Si l'on prend pour G le groupe formé par toutes les substitutions possibles, on aura les résultats suivants :
Les substitutions qui résultent d'un nombre pair de transpositions forment
ufi groupe, contenant la moitié des substitutions possibles et permutable à toute substitution.
Ce groupe se nomme le groupe alterné; les fonctions qu'il laisse invariables sonl dites cUternées. La plus simple d'entre elles est le produit des diiïérences des lettres a^ b,c,....
Tout groupe qui contient le groupe alterné se confond a^^ec lui ou renferme toutes les substitutions possibles. Car, s'il est plus général que le groupe alterné» son ordre est un multiple de Tordre N de ce dernier groupe : il ne peut donc être inférieur à 2N.
80. Toute substitution circulaire entre trois lettres fait partie du groupe alterné, par définition. Réciproquement, toute substitution du groupe alterné est un produit de substitutions circulaires entre trois lettres. Car la substitution S, = {abcd){ef), par exemple, s'obtient en exécutant la substitution circulaire {abc), puis la substitution [ad) (e/*), laquelle est elle-même le produit des deux substitutions circulaires [ade) et {eaf).
81. Si le nombre k des lettres est supérieur à l\, tout groupe auquel toute substitution est permutable contient le groupe alterné. Car soient F un groupe auquel toute substitution soit permutable; S une de ses substitutions : chacune des substitutions semblables à S, étant la transformée de S par une certaine substitution, appartiendra à F. Nous allons en conclure que F contient '6 groupe alterné.
En effet, supposons en premier lieu que, parmi les cycles de S, il en existe fn contenant plus de deux lettres. Soit, par exemple, S = (aie... rf) {ef ..}.... Soient a, j3, & trois lettres quelconques; 7, 6, y,... les autres : les substitu- ^ioiis S, = (aj3y...rf) (gy...)... et S^ = {fioLy...&){î(p.. .)..., semblables à S, ^^isant partie de F, S2S7* en fera également partie; mais cette substitution se réduit à la substitution circulaire (a^tJ^) entre les trois lettres arbitraires *» /S, c^. Donc F contient toutes les substitutions circulaires entre trois lettres ^^ toute substitution dérivée de celles-là ; donc il contient le groupe aile 1- né.
Si tous les cycles de S, (aè), (crf), (ç/*),... contiennent au plus deux let-
l^^s, soient a, /3, 7, ^ quatre lettres arbitraires; 6, 9,... les autres: F con-
^*^Ddra les deux substitutions S, = (aj3) {y^) (eç)..., 83 = («7) (j3(3^) (6(pj..., et
P^r suite 2 = S, S^ = {a&) (^7). Si A > 4f soit Ç une lettre arbitraire autre
fl^e a, j3, 7, & : F contiendra la substitution 2, = (aÇ) (/37), semblable à 2,
^^ par suite la substitution 22|=: (ct^Ç), dans laquelle a, ^, Ç sont trois lettres
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différentes quelconques; car le choix de Ç n'est pas limité par la condition d'être différent des lettres arbitraires ]3 et 7, Donc, dans ce cas encore, F contiendra le groupe alterné.
Remarque. — Si A: = 4, la proposition ci-dessus se trouve en défaut; car on vérifie aisément que le groupe d'ordre 4 dérivé de la substitution S = [ab) [cd) et de ses transformées est permutable à toute substitution.
Théorèmes dwers.
82. TnÉORÈME. — Si un groupe G, n fois transitif y ne contient pas le groupe alterné y chacune de ses substitutions (sauf l'unité) déplacera plus de n lettres.
En effet, supposons que G renferme une substitution S qui ne déplace pas plus de n lettres; il renfermera une substitution T remplaçant ces n lettres par n autres lettres quelconques; il renfermera donc T'^ST, laquelle est Tune quelconque des substitutions semblables à S. Il contient donc le groupe alterné (81).
De ce théorème, dû a M. Mathieu, on déduit la proposition plus générale que voici :
83. Théorème. — Si un groupe G, n fois transitifs ne contient pas le groupe alterné^ chacune de ses substitutions (sauf l'unité) déplacera plus de 2/1 — 4 lettres.
Soit, en effet, S = {abc.) [def..) {g...) une Substitution de G, laquelle déplace q lettres, q étant par hypothèse < 2/1 — 3. Soient a, 6, c,..., rf, c, /, les n premières lettres de S, 9) une lettre quelconque que S ne déplace pas. Le groupe G, étant n fois transitif, contient une substitution T qui ne déplace pas a, 6, c,..., rf, c et qui remplace/ par 9. Soient y,.,. les lettres par lesquelles elle remplace g,... : G contiendra la substitution T-^ST = fafcc...)(ûfe(p...) (7...)» et celle-ci T-'ST.S, qui ne se réduit pas à l'unité, car elle déplace 9, et qui ne déplace que les lettres e, 9,..., y,..., /,..., g,..., dont le nombre 2q — 2n -h 3 = q' est inférieur à q.
De cette substitution on en déduirait une autre contenant q'' lettres, y" étant < q\ etc., et l'on finirait par obtenir une substitution ne déplaçant que n lettres au plus. Donc G contiendra le groupe alterné (82).
f>)ROLLAiRE I. — Vordre d'un groupe G de degré k^ nfois transitif et ne
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contenant peu le groupe alterné^ divise » m étant le plus grand des
nombres n ou 2/1 —- /|.
En efTet, soit H le groupe formé par toutes les substitutions possibles entre m lettres; G et H n'ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs ordres divise 1.2...^ (40). Mais Tordre de H est égal à 1.1 m. c. q. f. n.
Corollaire II. — Un groupe G de degré k^ et ne contenant pas le groupe aiternéy ne peut être plus de q fois transitif, q étant le plus petit des deux
nombres — :r-^> -• 3 2
Car, s'il est n fois transitif, son ordre est (44) un multiple de
Mais il divise ' " * Donc i.'i...^ doit être divisible par
i .1, . ,m[k — n -\-i). . ,{k — \)ky
ce qui est absurde, si m > ^ — /i, d'où n > 't y ou > -» suivant qu'on
aura m = /i ou m = 2/1 — 4-
La proposition ci-dessus est intéressante, en ce qu'elle établit une séparation bien tranchée entre le groupe alterné et les autres groupes, le prc-
"îier étant k — i fois transitif, tandis que les autres le sont beaucoup moins Je fois.
La limite q, que nous venons d'établir pour le degré de transitivité de ces derniers groupes, est d'ailleurs beaucoup trop élevée des que k devient un peu grand. Nous en indiquerons de plus rapprochées au § VIII.
84. Théorjcsie. — Un groupe G, permutable aux substitutions d'un S^upe n fois transitif H, eM au moins n — i fois transitif.
Soit, en effet, S = {abc.) [def..]... l'une des substitutions de G. Soient, pour fixer les idées, a, è, c,..., rf, c, /les n premières lettres qui entrent <l^ns son expression : H, étant n fois transitif, contient une substitution T qui laisse immobiles a, i, c,..., d, e, et remplace /par une autre lettre arbitraire /3; G contient la substitution T""*ST = (a6c...)(rfe/>...)..., et la suivante S"* T"*ST = U, laquelle laisse immobiles les/i— 2 lettres a, 6, c,..., c et remplace/ par p. Soit U = [fp...)... : H renferme une substitution V
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qui remplace les n lettres a, 6, c,..., e» /, /^ par n lettres arbUraire& a» jS, y,..., €, 9, tt; G contiendra V-* UV, qui laisse immobiles n — 2 lettres arbitraires a, ]S, 7,..., € et remplace 9 par une autre lettre arbitraire n.
Il est maintenant évident que G est transitif; car il contient une substitution qui remplace f par la lettre tt, laquelle est absolument quelconque: car elle n'est nullement déterminée par la condition de différer des lettres arbitraires a, /3, 7,..., £• De même» le groupe formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas a sera transitif; car il contient une substitution qui ne déplace pas a, et remplace 9 par tt, n étant une lettre quelconque autre que a. Donc G est au moins deux fois transitif» etc. Donc» enfin» G est au moins n — i fois transitif.
Corollaire. — Le groupe alterné est simple^ si it
En eflet, il est ^ — i fois transitif. S*il conlenait un groupe G non alterné auquel ses substitutions fussent permutables, ce groupe serait k —■ a fois transitif; mais il ne peut Tétre plus de g fois (83), ce qui implique contradiction si A > 4-
Si ^ = 4> on a vu (81) que le groupe dérivé des transformées de {ab)[cd) est permutable à toutes les substitutions possibles; il le sera à fortiori à celles du groupe alterné.
86. Un groupe K qui ne contient pas le groupe alterné contient au plus le. tiers des substitutions possibles. Car soient S» S,»... ses substitutions en nombre N,T une substitution circulaire entre trois lettres» qu'il ne contienne pas [s'il tes contenait toutes, il contiendrait le groupe alterné (80)] . Les 3N substitutions S, S,,..., TS, TS,,..., T'S, T'S,,... sont toutes distinctes; car, si Ton avait, par exemple, T'S = S,, on en déduirait T = (T»)* = (S|S-*)', ri T appartiendrait h K, contre Thypothese.
87. Théorème. — Si une fonction ¥ de i lettres a, 6, c,..., /, m,... est transitive; si^ de plus y considérée comme fonction des k lettres a, fr» c»..., eUe est
k symétrique ou alternée^ k' étant >• -? elle sera nécessairement symétrique ou
alternée par rapport aux k lettres a, 6» c» . . . , /» m, . . . .
En effet» F étant transitive» son groupe G contient une substitution S qui fait succéder / à a; elle fera succéder à a» 6, c»... des lettres /» x» v,..., dont le nombre k sera supérieur à celui des lettres /» i7t».... Donc Tune au moins des lettres a?» j»... appartient à la suite a» 6» c».... Soit» par exemple» x = c :Y sera symétrique ou alternée par rapport à a» 6» c»...» /.
Car elle Tesl par rapport à a, 6, c,...: donc G contient la substitation T={abc), et sa transformée U = S"'TS = {Icy). Cela posé, si y ne fait pas partie de la suite a, b, c,..., soient a, /3 deux lettres quelconques de celte suite : G contient la substitution V = (a/5c), et, par suite, les substitutions W = V-«UV=:(/aj), W« = V-»UV^ = (//3/), qui, combinées entre elles et avec U, donnent les suivantes : [Ica), (fc/3), (/a/3). Donc G contient toutes les substitutions circulaires ternaires entre a, b, c,..., /. La même conséquence subsiste, si y fait partie de la suite a, b, c,...: car, soit, dans ce cas, a une lettre quelconque de cette suite autre que c et ^, G renferme la substitution V = (c/a), et la suivante, V--*UV = (/7a). De même, ^ étant une autre lettre de celte suite, il renfermera la substitution (/a/3).
Donc G est alterné par rapport à a, è, c,..., /. On voit de même qu'il est alterné par rapport à a, i, c,..., /, m; etc.
§ Vil. — Théorèmes de MM. Bertrand et Serret.
88. Le problème de déterminer les nombres minima de valeurs que puisse prendre une fonction de k lettres, lorsqu'on y permute ces lettres, oflre un grand intérêt historique. M. Bertrand a donné à ce sujet, vers j845, fleux théorèmes importants, démontrés depuis de diverses manières par Quchy el par M. Serret. En voici l'énoncé :
1° Toute fonction de k lettres a au moins k valeurs distinctes, si elle n'est ni symétrique ni alternée;
'k^ Toute fonction de k lettres qui a k valeurs distinctes est symétrique par rapport à k — i lettres.
Chacun de ces théorèmes présente une exception :
1^ Si A = 4» les fonctions dont le groupe dérive des substitutions (aô), (crf), {ac){bd), telles que la fonction ab-hcd, ne sont ni symétriques ni alternées, et ont trois valeurs distinctes.
a*» Si A = G, les fonctions dont le groupe dérive des deux substitutions ialjcd)^ {becd) [cdef), telles que celle-ci
(ab -^cd -^ef)[ac -4 be -\- fd){ad -¥^ bf'hce)(ae -h bd -¥ fc){af -^ bc -h ed),
non symétriques par rapport à cinq lettres, ont six valeurs distinctes. M. Bertrand a encore démontré le théorème suivant : 3" Une fonction de k lettres qui a plus de k valeurs en a au moins 2 A,
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Auquel M. Serret a ajouté le suivant :
4® Une /onction de k lettres qui a plus de 2 k valeurs en a au moins - — ^ — —9
Ces divers théorèmes sont des cas particuliers du suivant, que nous allons établir.
Théorème. — Soit n un entier constant quelconque : les fonctions de k lettres^ symétriques ou alternées par rapport à k — n de ces lettres^ auroftt moins de valeurs distinctes que celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Cette proposition sera parfois en défaut pour les petites valeurs de k; mais on pourra toujours assigner à k une limite au delà de laquelle elle sera nécessairement vraie.
89. En eflet, supposons que k soit un grand nombre. L'ordre du groupe d'une fonction F symétrique ou alternée par rapport à A— /i lettres est
divisible par ~/ij ^gg^ ^ j^ nombre des valeurs distinctes de celte
fonction est donc un diviseur de 2k[k — \)...[k — n -f-i).
90. Considérons maintenant une autre fonction quelconque ê. Si elle n*est pas transitive par rapport 2i k — n lettres, le nombre de ses valeurs
sera égal à '^^" > M, M',... étant respectivement les ordres de groupes
transitifs entre a, a\ a",... lettres, chacun des nombres a^ a", a" y... étant <^k — n^ et leur somme étant égale à k (44 et 60). Le nombre de valeurs
cherché est donc un multiple de ^^^^) „ > expression
qui atteint évidemment son minimum lorsque les nombres a, a\ ol\... se réduisent à deux, égaux, l'un à ^— /* — 1, l'autre à /i-f-i; ce minimum
nin — !)...( A* — n) ,. , i/f \ //
sera -^ —r-^ — z — t et sera supérieur a 2A:(A- — i). . .(X- — /i -f- i s si
Ton aX* — /i>2.i.2...(/i-i-i).
91. Supposons, au contraire, que la fonction 3 soit transitive par rapport à X — V lettres a, b, c,..., "j étant au plus égal à n : chacune des substitutions de son groupe G sera le produit de deux autres, dont l'une A permute entre elles les lettres a, b, c,..., l'autre B permutant entre elles les V lettres restantes rf, c,.... Soient AB, A'B',... ces substitutions. L'ordre de G est égal au produit de or, ordre du groupe (A, A',...) par j(,, ordre du
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groupe partiel formé par celles des substilulions de G qui ne déplacent pas a, 6, c,...(44). 2p6 est un diviseur de 1.2...V, et, quant au groupe (A, A',..,), il est impossible qu'il contienne le groupe H, alterné par rapport à a, b, c En effet, si cela avait lieu, le nombre des substitutions distinctes A,
A',... du groupe H étant égal à ''^ " — ^— ^ et supérieur à celui des substitutions distinctes B, B',... (lequel est, au maximum, égal à la limite finie i.2...v)t G contiendrait au moins deux substitutions AB, A'B', dans lesquelles on aurait B=:B', A et A' étant deux substitutions différentes du groupe H : G contiendrait A'B'(AB)'~* = A'A""*, ainsi que ses transformées par les substitutions AB, A'B',..., ou, ce qui revient au même, par les substitutions A, A',.... Mais A'A~* et ses transformées appartiennent à H, et le groupe I qui en dérive est évidemment permutable aux substitutions de il : donc il se confond avec H, ce groupe étant simple (85). Donc G contiendrait le groupe H, et ^ serait alternée par rapport à a, ft, c,..., contrairement à rhypothèse.
Le nombre des valeurs de J sera donc un multiple de
OK . 1 . 2 ... V 1 . 2 ... V t)rt
' ^ w "" ^ étant le nombre de valeurs d'une certaine fonction transitive
de ^ — ■ V lettres, laquelle ne soit ni symétrique ni alternée. Désignons ce nombre par (p(A — v) : ^ aura plus de valeurs que F si l'on a
92. Chercbons donc une limite inférieure à ce nombre (f[k — v). Supposons que la fonction J*,, dont y(^ — vj représente le nombre de valeurs, soit jx fois transitive. Si jui est d'un ordre de grandeur comparable à /•, ifi varie par toute substitution qui déplace moins de 2ju!. — 3 lettres (83); elle a donc au moins i.2...(2fJi— f\) valeurs distinctes, nombre évidemment supérieur à i.2...v.2(A — v)...[k — tï -h i) lorsque ^ et |ui sont tous les deux de grands nombres, ayant entre eux un rapport fini.
Supposons, au contraire, que jui soit très-petit par rapport à /•. L'ordre du groupe de ^, est égal a [k - v)(^— v — i)...(X- — v — jjl 4- i)îî, il étant Tordre du groupe T formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles fi lettres, lequel groupe est intransitif par rapport aux /• — v — ;jl
lettres restantes. Le nombre des valeurs distinctes de J, sera donc
r — V — fj
Or les X—v — juL lettres du groupe F se partagent en systèmes tels, (|ue chaque substitution de F permute entre elles les lettres d*.un même sysltMne. Soient respectivement a, a,, «a,... les nombres de lettres de chaque système : Q. divise i.2...a.i.2...a4,... (44). Soit a le plus grand des nombres a, ot^, a2«-*-; deux cas pourront se présenter :
1^' Si «, -+- ao -h. . .> w — V, le nombre de valeurs distinctes de -f,
est un multiple de - -i^-- ' --- ^—^-1 , nombre dont le minimum
*^ 1 .7. . • .a 1 .2. . .a. 1.2. ..as...
s'obtient évidemment en posant a, = /i — v -hi, «2 = o, Ce minimum est
rgal a — — ^ -, y nombre supérieur a
^ l.2...(« — V-hl) ^
/• (M - étant très-grands, par hypothèse.
u" Si a, -h «a 4-...^ /i — V, Û est égal à MM'M"... (44 j, M étant Tordre du groupe partiel F, formé par les déplacements que les substitutions de F font subir aux a lettres du premier syslème, M' celui du groupe partiel formé par les déplacements que celles des substitutions de F qui ne déplacent pas les lettres du premier système font subir à celles du second, etc. Le produit
MM'... est au plus égal à i. 2...«,.i.2... «a Le nombre des valeurs
distinctes de .î, sera donc au moins égal à
rn posant, pour abréger, k — v — /jl - «, — a.^ — ...= k'.
Le groupe F, ne peut contenir toutes les substitutions A, A',... du jjroupe FI', alterné par rapport aux lettres du premier système; car, s'il rn était ainsi, soient AB, A'B',... les substitutions correspondantes de F; B, B, .. étant les déplacements que ces substitutions font subir aux autres lettres. Le nombre des substitutions distinctes A, A',... serait égal k
__!!.:_!., nombre très-grand et supérieur à celui des substitutions distinctes
B, B',..., lequel ne peut dépasser la limite finie i.2...a,.i.2..,a2.... Donc à deux substitutions distinctes de la suite A, A',... répondï^ait nécessaire-
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ment une même substitution de la suite B, B',.... Supposons, par exemple, qu'on eût B = B' : r conliendrait la substitution A'B'(AB)-* = A' A-*, laquelle ne déplace que les if lettres du premier système. Il contiendrait ses transformées par AB, A'B',... (ou, ce qui revient au même, par A, A',...), et les dérivées de ces transformées, lesquelles jouissent évidemment de la même propriété. Mais ces dérivées reproduisent tout le groupe (A, A',...), ce groupe étant simple (85). Donc ^i serait alternée ou symétrique par rapport aux iP lettres du premier système.
Cela est impossible; car, k étant plus grand que "~ » ^, serait alternée
ou symétrique (87), ce qui n'est pas, par hypothèse.
93. Supposons maintenant que Fi soit jui' fois transitif. Si jui' est compa- * rable à k^ ''' — sera au moins égal à i .2...(2jul' — 4)f 6t le nombre des valeurs distinctes de ^« sera évidemment supérieur à
v.2(fr — - v). . .(/r ■— n H- i
Soit, au contraire, jul' très -petit par rapport à ^ : M sera égal à k'{k' — i)...(X:' — jui'-i- i)û', û' étant l'ordre du groupe intransitif T' formé par celles des substitutions de F, qui laissent immobiles |x' kttres données. Les k'— fi' lettres restantes se partagent en systèmes, contenant respectivement oc\ a'i,... lettres, et tels, .que chaque substitution de F' permute entre elles les lettres d'un même système. Soit a' le plus grand des nombres
I® Si a, -h «2 -+-...> /i — V — a, — a, — ... , le nombre des valeurs de .f i est un multiple de l^J^-^— (fr- v^^...jA-_j^)^ ^^^^^^ j^^^^
l»2*>*CC.I.2..a OC , * • • l.2f*.Œ|.I«2*«. OC2 • • *
le minimum
1 . 2 . . . ( /i — V — a, — a» — ... -h I ) 1.2... oci . 1 . 2 . . . «2 . . .
(correspondant à Thypothèse a'j = /i — v — a, — «2 — . . . 4-i , «3 = 0,...) sera
supérieur à 1.2...V.2 (A — v)...(it— /i -h i), A, -9 —étant très-grands, par hypothèse.
2** Si, au contraire, a', -h a'j -h . . . 5 /i — v — a, — «2» • • • > le nombre de valeurs de ,f , sera
(k-'V — ix).,4k'-hi) (//— g^) ..i//^-4- 1; i_2^._*_"
I ■ 2 * . • 0C\ • I • 2 . . . OC^ ••* I>2««.â?1.2<<>^. •• il
en posant, pour abréger, /î"= A'— jul'— a', — a'j — ..., et N étant Tordre d'un groupe Ta de substitutions entre k" lettres, lequel ne contienne pas le groupe alterné.
•94. Supposons ce nouveau groupe /x'' fois transitif. En répétant les mêmes raisonnements que tout à Theure, on établira le théorème énoncé : i® si ix" est comparable k k; 2^ si [i" n*élant pas comparable à k, H étant le groupe formé par celles des substitutions de Fs qui laissent immobiles [x" lettres données, les lettres restantes se partageant en systèmes qui contiennent respectivement a", a j , «2 »••• lettres, et a" étant le plus grand des nombres a", a^ , ag »...» on a
0C^ -r- OC 2 ~t~ . • • ^ ri — V — 0(| — ÛCj — • • • — • OC ^ — OC 2 — ....
Poursuivant ainsi, on arrivera nécessairement à démontrer la proposition dans tous les cas : car chacune des quantités oc -^ oct -+-...,.a'-h- a\ -4- ... , a" -h a^J -h....... est au moins égale à i, et chacune des quantités /i — v,
71 — V — a, — «2 — ••» ^ — V — a, — «2 — ••• — ^1 ""^'a — ....... sera moindre
que celle qui la précède. Si donc, quelque loin qu'on prolongeât les opérations, ces quantités étaient constamment égales ou supérieures aux précédentes, on aurait une infinité de nombres positifs décroissants et inférieurs à /i — V, ce qui est absurde.
95. On trouvera aisément, dans chaque cas particulier, une limite de k à partir de laquelle le théorème devient vrai. Supposons, par exemple, qn*il s'agisse des trois théorèmes de M. Bertrand. Le nombre des valeurs d'une
fonction in transitive de k lettres est égal à . '^' ' ' — (44), M, M', M",,., étant
des diviseurs de 1.2. ..a, 1.2. ..a', 1.2. ..a",..., et a 4- a'-H a"-f-... étant égal à k. Le minimum de cette expression est évidemment égal à ^ et s'obtient en posant oc = k — i, a'== 1, a"=... = o, et M = 1.2. ..a, ce qui est le cas des fonctions symétriques par rapport à X- — 1 lettres. Son second
minimum est égal à 2k ou di— — — !-• Si A> 5, ce second minimum sera
2k et correspondra aux fonctions alternées par rapport h k — i lettres.
Considérons maintenant une fonction /x fois transitive ^'f : l'ordre de son groupe H est égal à k{k^ i)...(^ — jm-f- i)N, N étant l'ordre du groupe intransitif G formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent que X- — a lettres données. Soient a l'une de ces lettres, a, a,,... les lettres en nombre a que les substitutions de G permutent avec elle; on aura N = MN',
M étant l'ordre d'un groupe transitif entre les a lettres a, a,,..., et N' Tordre du groupe G' formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles a, a,,... (44). Soient de même b une autre lettre quelconque, h, i^,... les lettres en nombre a' que les substitutions de G' permutent avec elle; on aura N'=M'N", M' étant l'ordre d'un groupe transitif entre les a' lettres 6, ô,,..-» et N*' l'ordre du groupe G'' formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas ces lettres, etc. On aura donc enfin N = MM'M"..., et ^
MM'M
Or considérons le groupe I obtenu en combinant toutes les substitutions possibles entre les lettres a, a,,... avec toutes les substitutions possibles entre les lettres ft, ft, , .... etc.; il contient évidemment G, D'autre part, soient a la plus grande des quantités a, a',... et j3 le plus petit des nombres a et /j.. Le groupe 1 contient le groupe K formé par toutes les substitutions possibles entre /3 lettres prises à volonté dans la suite a, ai,...; mais G, ne contenant aucune substitution qui ne déplace que fji lettres (82), n'a aucune substitution semblable à celles de K. Donc l'ordre de I, 1.2. ..a. 1.2. ..a'... est divisible par le produit i,2.../3Ndes ordres de G et de K (40). Le nombre
des valeurs de ^, sera donc un multiple de — ^ — ^^^^^^ — i.2..,/3.
D'autre part, il est un multiple de i.2...|ui (83). Enfin /j. est au plus égal à; (83).
Discutons ces résultats, en supposant d'abord A
i^'Si a = i, le nombre des valeurs de #< sera un multiple de 1.2... (^-^ jui):
ec nombre, supérieur à 2^ si ^ > 6, le sera a ^ si ^ = 6, à moins qu'on
n'ait juL = 3, ce qui donnera le cas d'exception signalé plus haut. Il est supé-
i*îeur à * si Jt= 5.
2° Si a = 2, chacun des nombres âr, a',... sera égal k i ou à 2, et le nombre
^e ceux qui sont égaux à 2 est au plus égal au quotient /s de * — jui par 2.
Le nombre de valeurs de ^4 sera donc au moins égal à —p.) ^ ^...^S,
^insi qu'à 1.2... jm. Or si A> 7 et si l'on choisit fx de telle sorte que la seconde limite ne dépasse pas 2^, la première le dépassera évidemment; si au contraire *<7, l'une des deux limites ci-dessus sera supérieure à A, sauf le i:as où l'on aurait * = 6 et fji= 3. Mais cette hypothèse est absurde; car si H est trois fois transitif, il ne contient aucune substitution qui déplace moins de quatre lettres (82); donc a, a',... se réduisent à l'unité. 3** Si l'on a à la fois a>2=A — jui— i etfA<3, A = fJH-a-i-a'-4-...
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sera au moins égal à |ul -H 3, et le nombre des valeurs de ^, sera
(fr~f^).
M étant Tordre du groupe J formé par celles des substitutions de H qui ne (U^^lacent que^ — |ui — i lettres a, a^..., en laissant les autres immobiles. Or soient d, e deux autres lettres quelconques; ^i, considérée comme
fonction de a, a, d, e est simplement transitive, par hypothèse. Donc
elle n'est pas symétrique ou alternée par rapport à a, «i,...; car si cela avait lieu, elle le serait par rapport à a, ûf,,..., rf, e (87). Donc
I -— ^w ~ ^ "~ > 3 (86), et le nombre de valeurs de #, est au moins égal
\\ 3 (A — 2), nombre toujours supérieur à k, et supérieur à 2A si * > 7. 4" Si Ton a « > 3 < ^ — |ul — 1 et jui < 3, ê^ aura au moins
— "~ '^"" * "" ^^^ 1 .2... /3 valeurs, nombre toujours supérieur à k, et supé-
rieur h 2X: si ^>> 7.
5° Soit enfin ol ^ 2 et fx > 2, d'où /3 > 2 : ^, aura au moins [k — jui) 1.2... |3 valeurs, nombre supérieur à 2A.
97. Nous avons supposé dans notre démonstration A > 4- Si ^ était égal à 4 ou plus petit, on construirait très-facilement le tableau des divers groupes possibles, et l'on achèverait ainsi de vérifier que le premier théorème est vrai, sauf l'exception signalée pour A= 4» et que le second l'est également, sauf pour ^ = 6, où nous avons trouvé qu'il peut exister des fonctions trois fois transitives n'ayant que six valeurs.
Le groupe de ces fonctions ne contient aucune substitution déplaçant moins de quatre lettres (82), et peut se construire par tâtonnement sans aucune difficulté. Nous ne nous y arrêterons pas, d'autant plus que nous retrouverons ce groupe plus loin.
98. Démontrons encore que si >t > i 2, toute fonction i qui nest ni symétriqiMc ni alternée par rapport àk— 1 lettres a plus de k[k— \) valeurs. (Cet énoncé contient le théorème de M. Serret.)
Si ^est intransitive, les A lettres se partagent en systèmes aa,..., 66,...,... contenant respectivement a, a',... lettres, en groupant ensemble celles que les substitutions de G, groupe de ^, permutent entre elles.
Soit a le plus grand des nombres a, a',...; les substitutions de G seront (le la forme AB, A'B',..., A, A',... étant les déplacements qu'elles font
subir à a, «i,..., B, B',... ceux qu'elles font subir aux autres lettres. Si a = A— 2, le groupe (A, A',...) ne peut contenir le groupe I alterné par rapport à a, a,,...: car, si cela avait lieu, les substitutions A, A',... étant plus nombreuses que ne peuvent l'être les substitutions distinctes de la fornrîc B, B',..., G contiendrait deux substitutions distinctes telles que AB, A'B', où Ton aurait B = B'; il contiendrait A'B'(ABr* = A'A"', dont les transformées par AB, A'B' reproduiraient tout le groupe I [ce groupe étant simple (85)]. Donc G contiendrait I, et .f serait alternée (ou symétrique; par rapport à ^ — 2 lettres, contre l'hypothèse.
Cela posé, et le groupe (A, A',...) étant d'ailleurs transitif, son ordre !M
est inférieur à ' (95-97) : et le nombre des valeurs de .f, qui est un
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multiple de ^^ '-j^^ j, — (44 et 60), sera supérieur à k{k— i).
XU .1.2... ce . I . 2 . • . oc ...
Soit au contraire a<^— 2. Le nombre de valeurs de ^ est un multiple de '—iJLi _ — , nombre au moins égal à
1 . 2 . . . Ar I . , , . /i ( /i — I ) ' /r — 2 ) -, — 1 nombre au moins égal a — — „
Supposons maintenant que ^ soit |ul fois transitive. Si jul> - — 2 et X'> 12,
i aura au moins 1.2... (2fjL— -4) valeurs distinctes (83), nombre supérieur
à it(*— i). Si fJL< 2, le nombre N des valeurs de ê sera ■ ^'^ —-»
M, M', . . . étant les ordres de groupes transitifs entre «, a', . . . lettres (avec la condition a -+- a' -h ... = A — fx). D'autre part, il sera un multiple de
P= — '—^^^ ^-7— i.2...|3, j3 étant égal au plus petit des deux nombres p.
et a (95), et l'on voit sans peine que si a < A^ — jui — 2, on aura constamment ?>*(* — i).
Soit au contraire a^^ — ;ji — 2 : le groupe transitif dont l'ordre est M ne peut être symétrique ni alterné; car si cela avait lieu, on voit, comme tout à l'heure, que ^ serait alternée ou symétrique par rapport à a lettres;
mais a > - : donc S serait alternée ou symétrique (87), contrairement à
l'hypothèse. Cela posé, d'après les théorèmes de M. Bertrand, ' ' ' sera supérieur à a si a surpasse 6, et à 20; si a surpasse 7, et N, qui est au moins égal à ~--i^— - (* — fx) . 1.2... fji, sera évidemment supérieur à k{k --' i), même dans le cas le plus défavorable où fx = i et a = A — jx — 2.
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§ VIII. — Limite de trahsitivité des groupes non alternés.
99. Soit G un groupe de degré /n- v qui soit v fois transitif et ne contienne pas le groupe alterné. Deux cas pourront se présenter, suivant que G contiendra ou non des substitutions déplaçant moins de n-\- i lettres.
Premier cas. — Si G ne contient aucune substitution déplaçant moins de n-h I lettres, on pourrait assigner une limite au nombre v, qui représente son degré de transitivité, en appliquant les théorèmes énoncés au n^ 46. On peut également obtenir une autre limite, fondée sur une méthode que nous allons exposer et qui a l'avantage de s'appliquer à d'autres cas.
Partageons les lettres de G en deux classes, contenant : la première, v — i lettres, a?! , . . . , a?v_< ; la seconde, n -h i lettres, a, a, ,... , a;,, et soit H le groupe formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles ^1,..., â?v.i. Ce groupe est transitif par rapport aux lettres de la seconde classe, G étant supposé v fois transitif. D'ailleurs chacune de ses substitutions (sauf l'unilé) déplace par hypothèse toutes les tï -H i lettres a,..., a„. C'est donc l'un des groupes étudiés plus haut (71), et son ordre sera égal à /i -h I, nombre des positions distinctes où ses substitutions permettent d'amener a (44).
Soit maintenant I le groupe formé par celles des substitutions de G qui remplacent les a?, , ... , jr^., les uns par les autres : chacune de ses substitutions est le produit de deux autres, dont l'une A permute entre eux a:,,..., j7v-i sans déplacera,..., a„, l'autre B permutant entre eux a,..., a„ sans déplacer .r,,..., jr^_,. Soient donc A'B', A"B",... les diverses substitutions de I : leur nombre est égal à 1.2... (v — i) (w-f- i). Car les substitutions de G permettent de permuter entre elles d'une manière quelconque les lettres j?,,..., j*v-i. ce qui donne 1.2... (v — 1) formes distinctes pour les substitutions partielles A, A',;... A chacune d'elles correspondront n-h i formes pour la substitution B, lesquelles s'obtiennent en multipliant l'une d'entre elles par les n -f- I substitutions Je H (lesquelles sont de la forme B).
Ae groupe K forme par les substitutions partielles B', B",... a aussi pour ordre i. 2. . . (v — i) (/i-f- i j. Car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait que deux de ces substitutions B' et B'' fussent identiques sans qu'on eût en même temps A'B' = A'B". Mais, si cela avait lieu, de ces deux substitutions on déduirait la suivante A"B"(A'B'j-* = A*A'-*, laquelle ferait partie de G quoique déplaçant moins de v lettres, résultat absurde (82 j.
Les substitutions de K sont permutables à H. Car, soit H' une des substitutions de H, B'-*H'B' = (A'B')-*H'(A'B') appartient à G et ne déplace pas X,,..., J7v-M elle appartient donc à H.
Soit maintenant L le groupe formé par toutes celles des substitutions possibles entre a,..., a„ qui sont permutables à H; il contiendra K; son ordre i> est donc divisible par 1.3... (v — i) (/? -h i). Cherchons d'autre part une limite supérieure à ce nombre û.
100. Soient a, b deux quelconques des lettres a»..., a„; 12 est égal au produit du nombre des systèmes de positions distinctes que les substitutions de L donnent a a, ft [lequel nombre ne peut surpasser (/i-f- i)/i] par le nombre des substitutions de L qui laissent a et 6 immobiles (44).
Le groupe H ne contient qu'une substitution S = (a6c...) (a i'c'...)... qui remplace a par b (71). Soit p son ordre; celles des substitutions de L qui ne déplacent ni a ni b transformeront évidemment S en elle-même, et par suite ne déplaceront aucune des/? lettres a, b, c,.... Leur nombre sera égal au produit du nombre des places distinctes où elles peuvent amener a' (lequel est au plus égal à /i -h i — /?) par le nombre des substitutions de L qui laissent immobiles a, b et a'.
Ces dernières substitutions sont échangeables à la fois à S et à la substitution S' contenue dans H et qui remplace a par a' : elles sont donc échangeables à toutes les substitutions dérivées de S et de S'. Soit/?' le nombre de ces dernières substitutions, lequel est un multiple de/?; elles remplacent respectivement a par />' lettres toutes distinctes (71). Les substitutions cherchées, étant échangeables à celles-ci et ne déplaçant pas a, ne déplac<;ront aucune de ces lettres.
Si/>'</n-i, soit a" une lettre différente de celles-là : le nombre des substitutions de L qui laissent immobiles a, 6, a' est égal au produit du nombre des places distinctes où elles peuvent amener a" (/n-i —/?' au plus) par le nombre de celles de ces substitutions qui ne déplacent ni a, 0, a! ni a"; celles-ci laissent immobiles/?'' lettres, p" étant un multiple de //.
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on soit amené à chercher les substitutions de L qui laissent immobiles toutes les lettres : celles-ci se réduisent à la seule substitution i. L'ordre de L sera donc égal ou inférieur à (n -h \)n[n -h i — /?) (/i -h i — /?') (/i-H 1 —/?")..., /?, /?', /?",... étant drs diviseurs de n+ i, dont chacun est un multiple du précédent.
Cet ordre étant divisible par i.a... (v — 1) (/i-h i), on aura la relation
I.es fadeurs qui enlreiU clans le second membre de cette expression sont tous inférieurs à n, saufle premier, et leur nombre est au plus égal à a» nombre des facteurs premiers de w-h i; on aura donc Tinégalitc
I.?,. . . (v — iX/i
101. Si'COND CAS. — Supposons que G contienne des substitutions déplaçant moins de n+ i lettres, et supposons en outre v > 4; nous allons lui trouver une limite supérieure. Soit H le groupe formé par celles des substitutions de G qui laissent immobiles v lettres données x^^..,^ x^ et remplacent les unes par les autres les n lettres restantes a, , . . . , a„. Considéré par rapport à ces dernières lettres, H sera intransitif (sans quoi G serait v-Hi fois transitif au lieu de Têtre seulement v fois). Les lettres a,,..., a„se partagent donc en systèmes a, a^ . . . , 6| A, ...... . tels, que les substitutions
de H permutent exclusivement entre elles les lettres d'un même système et les permutent transitivement.
Soit maintenant J le groupe formé par celles des substitutions de G qui remplacent les lettres â?,,..., x^ les unes par les autres: ses substitutions permutent ces lettres entre elles de toutes les manières possibles. Soit I le groupe partiel formé par celles des substitutions de J qui font éprouver à ces lettres des déplacements équivalant à un nombre pair de transpositions. Les substitutions de I peuvent être représentées par A' B', A"B",..., A', A",. . étant des substitutions qui permutent entre elles a^i,..., x^ et B', B",... des substitutions qui permutent entre elles a,, a,,..., 6|, 62,...,
Les substitutions A'B'^ A''B'',... sont permutables à H: car soit H' une substitution de H, (A'B')""* H'(A'B') appartient à G et ne déplace pas a?,,..., X., : elle appartient donc à H.
Chacune des substitutions A'B', A'^B",... transformant ainsi H en luimême, fera succéder aux lettres de chacun des systèmes a, a,..., 6,62...,..., qui jouissent de la propriété d'être permutées entre elles par les substitutions de H, d'autres lettres jouissant de cette même propriété, et par suite appartenant à un même système.
102. Supposons d'abord que parmi ces systèmes il en existe un a^a^*-. tel : I " que toutes les substitutions de I remplacent ses lettres les unes par les autres ; 2'* que toutes celles de ces substitutions qui ne font pas partie de H déplacent au moins une de ces lettres.
Soient H', H",... les diverses substitutions de H; h\ h\... les déplacemonts qu'elles font respectivement éprouver aux lettres a,, a^ Soit
h=z[h\ A",...) le groupe formé par ces déplacements; soient de même h\ b'\... les déplacements que les subslitutions A'B', A"B",... font respectivement éprouver aux mêmes lettres.
// est impossible que h contienne toutes les substitutions qui résultent d'un
nombre pair de transpositions entre les lettres a,, a,, En effet, parmi les
substitutions A\ A'\... se trouvent les substitutions circulaires entre trois quelconques des lettres o^i,..., œ^,. Soit A' une semblable substitution, (A'B')' = A'^B'^ appartient à I sans appartenir à H (A'^ ne se réduisant pas àTunité), et fait subir aux lettres a,, aa**-- 1^ déplacement 6'^, lequel résulte évidemment d'un nombre pair de transpositions, et qui en outre n'appartient pas à A : car si l'on avait par exemple b'^ = h\ la substitution A"B''H'""*, laquelle appartient à I sans appartenir a H, ne déplacerait aucune des lettres a,, «a,..., contrairement à notre hypothèse.
D'ailleurs A est transitif; supposons qu'il le soit v' fois, le nombre des lettres a,, fla»--- étant n'-+- v' : deux cas seront à distinguer.
103. i^ : h ne contient aucune substitution qui déplace moins de n' -h i lettres. Partageons ses lettres en deux classes j,, . . . , jv-i et a, ... , a„' contenant respectivement v' — i et /ï'-+- i lettres. Celles des substitutions de h qui ne déplacent pasji,..., yy-i forment un groupe^ transitif d'ordre /i' -h i, et dont les substitutions g^i • . . . , gn'-^-s déplacent toutes les lettres ; et le nombre des substitutions différentes entre les lettres a, . . . , a^^/, qui sont permutables à g, sera inférieur à (/i'-+- 1)/^'*^ «' étant le nombre des facteurs premiers, égaux ou non, àe n'-h i (100).
Mais ce nombre est au moins égal à " ' ■ (/l'-h i). En effet, soit A'B'
une substitution quelconque de I ; soient z« , . . . , v-i les lettres par lesquelles elle remplace y^..., jv-i • A, étant v' fois transitif, contient une substitution A' qui remplace réciproquement Z|,..., zy_| par j^,,..., jv-i« Soient H', G,,..., G|/^4 des substitutions choisies à volonté parmi celles que H contient et qui font respectivement éprouver aux lettres du système considéré les déplacements A', g^i , . . . , g„^^i : les n' -+- i substitutions A'B' H' G, , ... , A'B'H'G„^+, appartiennent à I, laissent immobiles j, ,..., jv'-* et font éprouver aux lettres a,..., a„t des déplacements représentés par jS'g^i,..., P'^i'+o P' étant le déplacement que A'B'H' leur fait éprouver.
Soit A"B" une autre substitution de I, telle que A" soit différent de A'; ou en déduira de la même manière /l' H- i substitutions A"B"H"G| , .. . , A"B"H"G«'^.i, qui appartiennent a I, laissent immobiles y,,..., >V-i, et font
éprouver à a,..., a^' (les déplacements représentés par /5"^, ,. . ., ^"gm'-^i* fi" étant le déplacement que A"B"H" leur fait éprouver.
Le nombre des substitutions différentes A', A",... étant ' " ' » celui des
substitutions ^'g^ , . . . , /5'g^„'+, , /3"g^, . . . , /3"g^^^, ,. . . est égal à liiii^ (/i'+ 1 ) :
elles sont d'ailleurs toutes distinctes; car ^,»..., g^^t étant différentes, ^'g^i,. ... jS'g^/iVi le seront évidemment. D'autre part, si l'on avait une égalité telle que ^'gt = ^"g2, la substitution
qui fait partie de I et non de H, ne déplacerait aucune des lettres du système considéré, ce qui est contraire à notre hypothèse.
Enfin les ' (/l'-hi) substitutions ci-dessus sont permutables kg.
En effet, soit F le groupe formé par celles des substitutions de H qui ne déplacent pas j,,..., jv-, : les substitutions A'B'H'G,,..., A"B"H"G,g'+i,... lui sont permutables, car elles transforment évidemment ses substitutions en substitutions de H, qui ne déplacent pas y,,..., jv-i • donCf à fortiori, les déplacements jS'g^i,..., que A' B' H' G,,... font subir à a,. .., a^,' sont permutables au groupe g des déplacements que F fait subir à ces mêmes lettres.
On a donc, pour limiter v, Tinégalité
avec /i' < /i' -f- v' et /i' + v' < /î, d'où /i' < /i — i .
104. 2*^ : h contient des substitutions déplaçant moins cfe /i' -+- 1 lettres. Partageons ses lettres en deux classes j, , . . . , y\' et a, .... , a„'. contenant respectivement v' et n' lettres. Soient I, et H, les groupes formés par celles des substitutions de I et de H qui ne déplacent aucune des lettres
Le groupe I, contient une substitution au moins faisant subir aux lettres j:,,..., a?v l*un quelconque des déplacements A\ A",.... Car, supposons par exemple que la substitution A'B' remplace j,,..., iv par z,,..., z^. Le groupe A, étant v' fois transitif, contient une substitution h' qui remplace réciproquement z,,..., v par j,,..., j^^.. Soit H' une des substitutions de H qui font éprouver aux lettres du système considéré le déplacement h':
A'B'H', ne déplaçant plus y,,..., jy, appartiendra à I,, et fera subir aux lettres j?!,..., x„ le déplacement A!.
Le groupe H4, n'étant pas transitif par rapport aux lettres a,,..., a,^y ne le sera pas à fortiori par rapport à foutes les lettres autres que a?,,..., x^, y,,..., jy. Ces lettres se partagent donc en systèmes a,a2-««» /BjjSa.......
tels, que les substitutions de H, permutent exclusivement entre elles les lettres d'un même système et les permutent transitivement.
Enfin les substitutions de I, sont permutables à H,; car elles transforment les substitutions de H| en substitutions qui ne déplacent'aucune des lettres oTi,..., j^v» JKo"-» yv. et qui par suite font elles-mêmes partie de H,. Donc chacune des substitutions de I« remplacera les lettres*d'un système par celles d'un même système (101).
105. Si parmi ces systèmes il en existe un tel : i^ que toutes les substitutions de I| remplacent ses lettres les unes par les autres; 2^ que toutes celles de ces substitutions qui ne font pas partie de Hf déplacent au moins une de ces lettres, on raisonnera sur I| et H, comme sur I et H, et Ton obtiendra une limite analogue à celle du n^ 103, ou bien l'on sera conduit à deux nouveaux groupes I,, H, dont les substitutions laissent invariables, outre j,,..., jy» d'autres lettres ^i,..., z^»\ on pourra raisonner sur ces nouveaux groupes comme sur les précédents, etc., jusqu'à ce qu'on arrive à deux groupes I^, H^. tels, qu'e/i réunissant dans un même système les lettres que les substitutions de H^ permutent entre elles, il n'existe aucun système qui jouisse de la double propriété : 1° d'avoir toutes ses lettres remplacées exclusivement les unes par les autres dans toutes les substitutions de I^; 2*^ d'avoir au moins une lettre déplacée par toute substitution de \r autre que celles de H^.
Les systèmes se partagent alors en deux catégories : 1® ceux dont les substitutions de I;. permutent les lettres exclusivement entre elles: chacun d'eux jouira de cette propriété que l'une au moins des substitutions de I^ autres que celles de H^ laisse toutes ses lettres immobiles; 2^ ceux dont quelqu'une des substitutions de I^. remplace les lettres par celles d'un autre système.
106. Cela posé, le groupe I^. résulte de la combinaison de H^ avec des substitutions qui laissent immobiles les lettres de tous les systèmes de la première catégorie.
Soient en effet A'B', A" B", ... les substitutions de 1;., A', A", . . . étant les déplacements qu'elles font subir aux lettres a?,,..., Xy, lesquels déplacements forment un groupe alterné. Soient S, S,,... les systèmes de la pre-
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miëre catégorie : I^conlieDt par hypothèse une substitution A4B, qui laisse immobiles les lettres de S. Les transformées de A« B, par les substitutions I^t et plus généralement les substitutions A« Bf , A\B\f...f dérivées de ces transformées, jouissent évidemment de la même propriété*
Le groupe I^= (A'B', A"B",...) contient le groupe (A|B,t A'jB'j,...), et ses substitutions lui sont permutables. Donc, à fortiori, le groupe (A4 «A'^ 9...), formé par les déplacements que A, B,, A\B\,... font subir aux lettreso?,,..., o^v» est contenu dans le groupe (A', A'\...) et permutable à ses substitutions. Mais ce dernier groupe est simple (85). Donc le groupe (A,, A'^»...) contient toutes ses substitutions.
Soit maintenant S| un autre groupe de la première catégorie : I^ contient une substitution A'B' qui laisse immobiles les lettres de S4; parmi les substitutions du groupe alterné (A', A",...) = (A,, A'j,...) il en existe évidemment qui ne sont pas échangeables à A'. Soit A, Tune d'elles : la substitution (A'B')"*(A4B,)-"*. A'B'. A,B, =A2B2 laisse évidemment immobiles les lettres de S et de S,, et ne fait pas partie de H^.» car elle fait subir aux lettres j?!,..., a?v le déplacement A'~*Ar*A'A4 = Aa, lequel ne se réduit pas à Tunité. Donc I^ contient une substitution A^Bj non contenue dans H^. et qui laisse immobiles à la fois les lettres de S et de S,. Les transformées de AsB, par les substitutions de I^, et plus généralement les substitutions A9B1, A'^B,»..., dérivées de ces transformées, jouissent de la même propriété. On voit comme tout à l'heure que le groupe (A„ A 3,...) contient toutes les substitutions du groupe (A', A",...).
Soit maintenant S, un autre système de la première catégorie, on formera comme tout à l'heure une substitution AsB, contenue dans I^ et non contenue dans H^, qui laisse immobiles à la fois les lettres de S, S,, S,. Soient A5B,, A3B3,... les dérivées de «es transformées par les substitutions de I;., le groupe (A,, A'3,...) se confondra avec (A', A",...).
S'il existait d'autres systèmes de la première catégorie, on poursuivrait' de même : supposons, pour fixer les idées, qu'ils soient maintenant épuisés. Soient A'B' une substitution quelconque de I,-, A3 celle des substitutions A;,, A'3,... qui se confond avec A' : on pourra poser A'B'= AjB^.C, la substitution C faisant partie elle-même de J^ et ne déplaçant pas a-,,..., j?^; appartenant par suite à H;..
Notre proposition se trouve ainsi démontrée.
107. // existe nécessairement des systèmes de seconde catégorie. Car, s'il en était autrement, les substitutions A, B,, A'jBj,... laisseraient immobiles
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(E, E',...) est isomorphe sans mériédrie au groupe (A4, A\f...) et transitif. Or soient F, une fonction quelconque de a?,,..., x^, F,, F,,... les diverses valeurs qu'elle prend lorsqu'on y effectue les substitutions (A4, A4, .•.); nous avons vu (68 à 73) que chaque substitution du groupe (A4, A'^,...) équivaut à une certaine substitution opérée entre ces fonctions; que l'ensemble de ces dernières substitutions forme un groupe isomorphe à (A4, A'^,...); enfin qu'il n'existe aucun groupe isomorphe h (A4, A'^,...), transitif» et distinct de ceux qu'on peut obtenir ainsi en faisant varier la fonction F|. Or le nombre [i des fonctions F,, F2,..., lequel représente le degré du
{groupe ainsi formé, est évidemment égal au nombre ' ' " des substitu-
tiens (A4, A4,...) divisé par le nombre de celles de ces substitutions qui
n'altèrent pas F,. Ce dernier nombre sera évidemment égal à '"
si F| est symétrique ou alternée par rapport à v — i lettres. Si F, est symétrique ou alternée par rapport à v — 2 lettres, ce nombre sera égal à
i.2...(v — 2) OU à ' ' " '9 suivant que F, sera symétrique ou non
par rapport aux deux lettres restantes. Dans toute autre hypothèse, il sera inférieur à 1.2. . . (v — 2); car F, ayant plus de v(v — i) valeurs distinctes (98), le nombre total des substitutions qui la laissent invariable
est inférieur à i. 2... (v — 2). Donc /jl est au moins égal à — > à moins
que F, ne soit symétrique ou alternée par rapport à v — i lettres : dans ce dernier cas, on aura jx = v, et si l'on désigne par F, celle des fonctions F|, F2,... qui est symétrique ou alternée par rapport à toutes les lettres saufa?i, |mr F2 celle qui l'est par rapport à toutes les lettres sauf â?a, etc., les substitutions (A4, A'4, . . .) permuteront évidemment F<, Fj,... entre elles de la même manière que a?,, o^a,....
110. Cela posé, admettons que les groupes de seconde catégorie forment X classes, dont la première contienne [i systèmes formés chacun de m lettres, la seconde fx, systèmes formés chacun de /w, lettres, etc. : le nombre total des lettres contenues dans les groupes de seconde catégorie
est égal à m[i -h m, |Ji| -i- Si v> 12, et qu'on n'ait pas à la fois
V = a = ]X| =..., l'un des nombres fx, ]x,,..., jx par exemple, sera au moins
égal à îliLnii, et, comme w> fx» on aura *
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111. Soit, au contraire, v>i2 et |ji = /i, =...= v; soit /nie plus grand (les nombres m^ /7i|,.... Supposons d'abord qu'il n'existe aucun nombre premier moindre que v et supérieur à m. Les belles recherches de M. Tché-
bychef montrent qu'il existe au moins un nombre premier entre et v
(Serret, Algèbre supérieure^ Section III, Chap. IV) : on aura donc
et par suite
Supposons, au contraire, qu'il existe des nombres premiers moindres que V et supérieurs à m; soit p le plus petit de ces nombres. Le groupe (A4, A4,...) contient une substitution A4 qui permute circulairement /'lettres quelconques de la suite j?,,..., o^v? sans déplacer les autres. Les systèmes d'une même classe, en nombre v, étant permutés entre eux par hi substitution A4 B4 de la même manière que o^i , . . . , a;v, le sont entre el les ( 1 09) , A4B4 permutera circulairement entre eux p systèmes de chaque classe, en laissant les autres immobiles.
D'ailleurs, si cette substitution déplace les lettres de quelqu'un des autres systèmes en les permutant entre elles, les cycles formés par ces lettres contiendront respectivement a>, &/,... lettres, co, co',... étant au plus égaux à m, et par suite étant premiers à p; et, si l'on désigne par p le plus petit multiple de co, w',...,la substitution (A4 84)? laissera immobiles les lettres de tous ces derniers systèmes, et par suite ne déplacera que p -^ pm -+- pnii h- ... lettres. D'ailleurs le groupe ne peut contenir aucune substitution déplaçant moins de av - 3 lettres (83). D'où la relation
On a d'ailleurs
ma -h m, /[jL, -4- . . . ^ ( /lî -{- //ir -f- . . . ) y ^ M,
et par suite
•/ay — 3 \ _
Soit d^ailleurs q le nombre premier immédiatement supérieur à -: il sera
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supérieur à m + /^i -h ..., et par suite au moins égal k p : on aura donc à fortiori
1Î2. Examinons enfin le cas où v^i2. Si Tun des nombres m^ m,,... est > I, on aura
Au contraire, si m, m,,... se réduisent tous a l'unité, les substitutions H^ ne déplaceront que les lettres des systèmes de la première catégorie; mais chacune d'elles déplace au moins 2v — 3 lettres (83) : donc le nombre mil H- 771, a, H- ... des lettres contenues dans l'ensemble des systèmes de la seconde catégorie ne peut dépasser /i — av -+- 3. D'ailleurs» si fi est le plus petit des nombres jx, jx,,..., on aura
y<a< -• d ou /i> (2 -h m -h m, -h. . .)> — 3 > 2v,
W -4- /lï| -i- . . .
même dans le cas le plus défavorable, où les nombres m» /tii,... se réduiraient à un seul, lui-même égal à i (v étant > 4» par hypothèse). Dans le cas où v > 7, on aurait
Nous supprimons la démonstration.
113. En récapitulant les résultats de cette discussion, on obtient le théorème suivant :
Théorkme. — Cn groupe de substitutions G entre n -h v lettres, qui ne contient pas le groupe alterné y ne peut être v/ois transitif que si l'un des six systèmes d'inégalités suivantes est satisfait :
(a étant le nombre des facteurs premiers, égaux ou non, de /i 4- 1); a' étant le nombre des facteurs premiers de n'-h i):
v</i el v>-i2
( 9 étant le nombre premier immédiatement supérieur à -];
(6j 2y<n et v<<i2.
Si V est très-grand, le cinquième système est celui qui donnera pour n la plus petite limite, et cette limite tend évidemment vers la valeur asymp-
totique v\/^v.
CHAPITRE IL
§ I. — Représentation analytique des substitutions.
114. Soil S une substitution quelconque entre k quantités, que nous supposerons désignées par une même lettre /, affectée des indices o, i,..., k — \\ si S remplace, en général, la lettre /j. par une lettre l^^^) [9[^) étant une certaine fonction de x], on pourra convenir de désigner S par le symbole suivant :
Supposons que S remplace respectivement /q, /|,..., /a-i par 4, /p,..., /g (a, /3,..., à étant, a Tordre près, identiques à o, i,..., ^ — i) : la fonction 9(0?) sera assujettie à prendre les valeurs a, ]3,..», â lorsque x prendra les valeurs o, i,..., A — i, et ne sera pas autrement déterminée.
Parmi les fonctions, en nombre infini, qui satisfont à ces conditions, la plus simple est la fonction entière du degré ^ — i que donne la formule d'interpolation de Lagrange, à savoir :
Y[x) désignant le produit 07(0: — \). ..[x — k -\- \), e\ F'(ir)sa dérivée.
Mais ce mode de représentation des substitutions présente cet inconvénient grave que, si Ton fait le produit de deux substitutions
S^ I ^ ?(^) I el T= I .r ^(x) |,
ce produit se présente sous la forme
ST= I X ^[<^{x)] I,
où le polynôme ^\^{oc)] ne se réduit plus au degré k~ \,
115. Lorsque k est un nombre premier p^ on pourra remédier a ce défaut. Supposons en eflet, ce qui est évidemment licite, que la quantité 4 puisse également être représentée par /^, y étant un entier quelconque congru à x suivant le module /? : on pourra, dans la fonction 4'[9(^)]* abaisser les exposants au-dessous de p au moyen de la relation x^^x (mod. p). Toute substitution pourra donc être représentée par le symbole I X ^{x) |, oii ^[x) est un polynôme entier du degré/? — i au plus; mais, pour qu'un symbole de ce genre représente effectivement une substitution,il faut évidemment que <p(o), 9(1),.,., 9 (/? — i) soient tous différents, et soient congrus, à Tordre près, aux nombres o, i,..., /? — 1.
M. Hermite a démontré, à cet égard, le théorème suivant :
Théorème. — Pour que le symbole \ x (f[x) \ représente une substitution^ il faut et il suffit que la fonction cp [x) et ses p — 2 premières puissances se réduisent au degré /> — 2, lorsque, après avoir rabaissé les exposants au-dessous de p, on y supprime les multiples de p.
En effet, soit | x (p{x) \ une substitution; et soit
[^{x)Y=A^r^-h Ai'"^-f-. . .-+- aJ,1U'^' (mod. p).
Donnons à x les valeurs o, i,..., p — i et ajoutons les équations obtenues; il viendra
2 [^(x)]^ = pAl'"^^\['"^lx-h. ..-hPip.lxP'^ (mod. p). Mais on a
Donc 2^7,..., ia?'^* sont divisibles par/?; il en est de même de 2 [9(^7)]'", dont les termes doivent être, a l'ordre près, ceux de Ix'"; enfin 20?'*"* ^p — i; car xf^* est nul si o; = o, et congru à i dans tous les autres cas : donc, en supprimant les multiples de />, la relation ci-dessus se réduira à Aj;!L^i^o. Réciproquement, si tous les coefficients A^^*!,,.. ., A|,{!:;*^ sont congrus à zéro, 29(0:),..., 2 [9(^)J^~^ le seront également. La congruence qui a pour racines 9(0),,.., 9(/> — j) aura donc tous ses termes nuls, sauf le premier et le dernier, et se réduira ainsi à la forme
Zp— aZ^o (mod./?).
D'ailleurs ses racines, étant des entiers réels, satisfont à la congriieDce Z''— Z=3o, et, par suite, à celle-ci (a— i)Z:e^o. Donc, si a différait de Tunité, ces racines seraient toutes nulles, ce qui est impossible; car ç(a?), étant un polynôme du degré /? — 2, ne peut s'annuler à la fois pour les p valeurs x = o,..., x =^ p — i. Donc a = i, donc <f (o),..., 9 (/> — t) sont respectivement congrus aux p racines, o, i,..., /> — i de la congruence
P— Z^o (mod. p
116. Le nombre/? étant donné, il sera facile, au moyen de ce théorème, (le déterminer les diverses fonctions (f[x) aptes a entrer dans l'expression d'une substitution.
On facilitera ce calcul par cette remarque évidente que \x ax -\- ^\ est une substitution, pourvu que a ne soit pas nul. Donc, si | â? f [x) \ est une substitution, on pourra la multiplier en avant et en arrière par des substitutions de la forme linéaire précédente, de manière à obtenir la suivante :
contenant quatre coeincients indéterminés, dont on pourra profiter pour simplifier son expression. Supposant, par exemple, a'= i, on pourra déterminer a de manière à réduire à l'unité le coeiricient de la plus haute puissance de Xy puis /3' et /3 de manière à faire disparaître le second et le dernier terme de la fonction.
Soit, par exemple, p z=z 5 : les fonctions réduites (pi{x) auront Tune des trois formes
jrfX^x^-^-ax (mod. 5).
La seconde ne peut représenter une substitution, car {x^y = x* contient un terme en x\ Pour que {x'^ -{- axy^2ax^'h- (i -+- a^)x^ (mod. 5) ne contienne pas de terme en x\ il faut qu'on ait a = o. Si cette condition est satisfaite, {x^ -\- ax), son carré et son cube ne contiennent aucun terme en a:* : donc | a? a?' | est une substitution.
Les substitutions relatives à/? = 5 appartiennent donc toutes à l'une des formes suivantes :
\x aj:-+-(3|, \x a(^ -f- (3')^-i- (3 |.
M. Hermite a montré, par un calcul analogue qui n'offre plus aucune liffîculté, que les substitutions relatives à /> = 7 sont de la forme
I X a(p.(jr + l3')-t-l3 |,
5, ayant l'une des formes suivantes :
x*-f- ax^-h 3a^x (a quelconque),
x^-h- Sx^ztx^-h 36'x (ê non résidu de 7).
117. Si k était une puissance d'un nombre premier, telle que p", on pourrait faire intervenir des considérations analogues aux précédentes en assignant pour indices a la lettre /, au lieu de nombres entiers réels, des entiers complexes formés avec une racine d'une congruence irréductible de degré n. Mais nous préférerons une autre méthode, qui consiste à assigner à /, n indices simultanés, a?, y,..., pouvant chacun prendre les p valeurs o, I,..., /? — I (mod. p). Une substitution quelconque, remplaçant /,,>... par une nouvelle lettre /ç(a,y,.. \4.(:r,^. ), .. pourra se mettre sous la forme
9 et ^j; étant des polynômes du degré /> — i au plus relativement à chacun des indices a?, j,....
Cette méthode pourrait s'étendre, mais non sans complication, au cas où k contiendrait plusieurs facteurs premiers différents.
§ II. — Généralités sur les substitutions linéaires.
Origine du groupe linéaire.
118. Soient m et /i deux entiers quelconques; /q.o, . » Cj.-,. »••• ^^s lettres en nombre #7i", caractérisées par n indices, variables chacun de o a m — 1 (mod. m). Désignons par la notation
•»»a,«',... — I •^f X f • m » X —f- CCy X "T" Ot , . . • I ,
la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, x\... par Celle dont les indices sont x -h a, x'-hu\... (mod. m). Les substitutions de cette forme constituent évidemment un groupe F transitif et ayant pour ordre m".
119. Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables à ce groupe. Soient S l'une d'elles; 9 {x, x\...), 9' (a:, x\. ..),... les indices de la lettre qu'elle fait succéder à /, ,. . La substitution S"* A, 0 S fera suc-
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céder h la lettre dont les indices sont y (a:, a?',...), ^'(ir, a/,...),... (mod. m) celle dont les indices sont (f{x-h i^ ^',...)» ?'(^ -^ ^» a?',...),... (niod. m). Pour que celte substitution soit Tune de celles de F, telle que A„ ,,. , il faudra évidemment qu'on ail les relations
cp(.r-hi,x',...)^9(^, ^',...)-J-^> 9'(-^-*- I, X y,.,)^(^'{XyX' y.,,)-\- a\... (mod. m).
On aura de même, si A^,^.^ est la transformée de Ao,,, . par S,
o{x, x'-hi,....)^9(jr, j:',...)-h b, 9'(^, a:'-|-i,...)^9'(^> x'y.,.)-\- 6',... (mod. m).
D'ailleurs ces conditions sont suffisantes pour que S soit permutable à F; car les transformées parS de chacune des substitutions A, o,..»Ao,,, ,... appartenant à F, il en sera de même de la transformée de A*o. . • AJ^,^ . ... = A^.^ . .
On déduit des relations ci-dessus, en posant 9 (o, o, . . . ) = d^, ^'(o, o, . . .) = â\
On a évidemment
S=^TAs,i',...9
T étant une substitution qui remplace a?, x\ . . . par cuv -^ bx'
cix -\- b'x'-h....... (mod. m). Les substitutions permutables à F s'obtiennent
donc en combinant aux substitutions de F les substitutions de la forme T. Ces dernières substitutions, que nous représenterons indifféremment par Tune ou l'autre des deux notations suivantes :
X ax -\- bx' 4- . .
XfX\... ax -h bx' -\- . . . , a' X -\- b' X
forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe linéaire du degré m", et dont nous allons étudier les propriétés.
Ordre du groupe linéaire.
Cherchons à déterminer le nombre des substitutions
S— I x,x\.,. ax -\- bx'-^. , ,, a'x -\- b' x'-\-* . . \
(lu groupe linéaire du degré /w".
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Nous remarquerons, en premier lieu, que tous les systèmes de valeurs (les coefficients a, ft,...; a', ft', ...;... ne sont pas admissibles; car, pour que S représente une substitution, il faut qu'elle amène une lettre quelconque, dcfnt les indices sont a:,, ^r'j,..., a la place d'une lettre unique et bien déterminée. Soient x^ d ,,.. les indices de cette lettre : ils sont liés à j?,, aj'j,... par les relations
ax -{-hx^ -^ . . .^Xyy a'^ -4- 6'x'-h . . . ^ j;', ,. . . (mod. m).
Les coefficients a, ft,...; a', A',...;... doivent donc être tels, que ces relations déterminent sans difficulté 07, a?',..., quels que soient a?,, a?\,.... D'après ce critérium, il est évident que l'expression
Mjg gi ^^^ I X y X , • • • X ^^ X , X , • • • I
représente une substitution : de même pour les expressions analogues
121. Théorème. — Toute substitution linéaire peut se mettre sous la forme 20, 6 étant une substitution dérivée des substitutions Hx.x'y 8^^/,^:,... et 2 une substitution qui laisse tous les indices invariables, sauf le dernier d'entre eux, quelle multiplie par un entier.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait trois indices x, x\ x" , Soit
%^^\x,x',x'' ax -h bx' -h ex" , a' x -{- b' x' -^ c' x'\ a"x ^b"x' -\-c"x" \ (mod. m)
une substitution linéaire quelconque : a, b, c, m ne pourront avoir aucun diviseur commun; car, s'il y en avait un fx, on ne pourrait satisfaire \\ là congruence
ax H- bx'-\- ex" ^ Xx ( mod. m )
toutes les fois que x^ ne serait pas divisible par \l (2).
Cette condition étant satisfaite, on pourra déterminer une substitution dérivée de B;^ y et de ses analogues, et qui remplace x par ax -\- bx'-h ex". En effet, la substitution
ni p^ n^' pAr pX'
— ■>x,x' *»j',r ■'.rVx *»x,x *».r,.»-
produira ce résultat, si l'on a
i-¥-kd-hk'o' = a, A -f- /( I -h hd -h A-' d' ) = 6, A ' -: c ( mod. m),
OU, ce qui revient au même,
i -h liô -h cd' f^-3 a, li £i^ b — lûf h'=r.c ( mod. m ),
Or, soient d le plus grand commun diviseur de c et de m, rf, le résultat de la division de d par ceux de ses facteurs premiers qui divisent a ou b\ si Ton pose l =^ d^, k sera premier à d. Car soit q un facteur premier de d : s'il divise rf<, il sera premier à ft et ne divisera pas k. Si, au contraire, q ne divise pas rf<, il divisera un seul des nombres a, b {a, b, c, m n*ayant aucun diviseur commun); il ne divisera donc qu'un seul des deux termes b, d^a et ne divisera pas leur différence k.
Cela posé, m, k, c n'ayant aucun diviseur commun, on pourra déterminer (2) dos entiers a, u\ u" satisfaisant à la relation
mu -+- /r«' -+- eu" = I ,
et il est clair qu'on satisfera a la congruence
I-+- Ao-f- cô' =irt (mod. m) en posant
Cela posé, on aura évidemment S = S^T, S< étant une nouvelle substitution qui laisse x invariable, et qui, par suite, sera de la forme
S, ^ I Xy x', x" Xy d,x -h b\x' -f- c\x", a\x -h b\x' H- t\x" |.
Posons d'ailleurs
on aura évidemment
S. r.S,T., d'où Sr-.S,T.T.
On verra de même que l'on a
Ta et Tj étant des substitutions dérivées de By,^/, B^/^., et 2 une substitu tion de la forme
I Xy X y X Xy X y 0 ^X I.
Le tbéorëme est ainsi démontré.
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Théorème. — Pour que V expression
S = I JT, j;', . . . ax -^ bx -h . . . , a' x -f- b' x' -h . . . , . .
représente une substitution, il faut et il suffit que le déterminant
Az=
soit premier à m.
i^ Cette condition est nécessaire. En effet, mettons la substitution S sous la forme 2©. Son déterminant sera évidemment le produit des déterminants des substitutions 2 et 6. Cette dernière substitution, étant le produit de substitutions analogues à B-c,y, qui ont toutes i pour déterminant, a elle-même I pour déterminant. D'autre part, la substitution
a pour déterminant r. Donc S a pour déterminant r. Mais rest premier à m; car si r et m avaient un diviseur commun jul, il serait impossible de satisfaire à la congruence
^^(„_,)^^(«-l^ (mod. m)
lorsque x[''~^^ ne serait pas divisible par (x.
2® Cette condition est suffisante. Car si elle est remplie, on pourra (2) satisfaire au système des relations
. dà dà , . , rfA r/A , , I ^
^x^ --r- Xi-^ -j—, X. -\-. . . , Ax^ ^ -JT ^i-^ -fr, ^\ -^ ' • • f ' ' • (tnod. m .
aa aa db db' ' .
équivalent au système
ax -h &^' -h. . .^ JT,, a x-h b' X -h * , .^x\^. . . (mod. m).
123. Théorème. — V ordre û(/n") du groupe linéaire de degré m" est
égal à
[/w, o] désignant le nombre de manières différentes de déterminer o nombres inférieurs à /w, et dont le plus grand commun diviseur soit premier à m.
Soient N le nombre des substitutions linéaires i, R, R',... qui laissent rindice a? invariable; T une substitution qui le remplace par ax-\-bx' -v-...
lesNsubslilulions, T, TR, TR',... remplaceront a? par aa:-f- fta/ -+-..., et jouiront seules de cette propriété; car soit U une substitution quelconque qui ait cet effet : T"*U, laissant ic invariable, appartiendra a la suite i,R, R',...; donc U appartiendra à la suite T, TR, TR', —
Les entiers a, ft,..., pouvant élre choisis quelconques, pourvu que leur plus grand commun diviseur soit premier àm (121), seront susceptibles de \m, n] systèmes de valeurs; à chacun d'eux correspondent N substitutions : donc
Or les substitutions i, R, R',... sont de la forme
I X, x', x\.,, X, a'^-f-t'a:'-f-c'ar"-t-..., a" x ^b'* x' -\- c" x" -\'. , .,. .. \
OÙ les n— \ coeflicients a, a",... sont quelconques, et les coefficients h\ c',...; h\ c",...;... tels, que leur déterminant soit premier à m, ce qui peut se faire de û(m''"*) manières distinctes : donc
N=:m"-'iî(m"-'), d'où i2(m'»)=:[m, n] m»- i2(m'— ),
et par suite '
ce qui est la formule du théorème; car û(/w) est évidemment égal à [/w, i j .
124. Soit m = />^/?î*, ...,/), /),,... étant premiers. On calculera aisément la quantité [m, fxj. En effet, il suffira pour cela : i** de compter les m^ systèmes de valeurs qu'on peut donner à ^ nombres inférieurs à m; 2** de décompter tous les systèmes de valeurs, en nombre ( — ) qui ont le diviseur
commun/?, ceux en nombre ( — j qui ont le diviseur commun />«, etc.; 3® de
rétablir les systèmes de valeurs, en nombre f — | qui ont à la fois les deux
diviseurs communs /? et/?< ; car, après avoir été comptés une fois indûment, ils ont été décomptés deux fois; etc. On trouve ainsi
Remarques. — Il résulte des formules ci-dessus que, si m = qq\ q et q'
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étant deux facteurs premiers entre eux, on aura
Soit en particulier m égal h un nombre premier p : [m, [i] se réduira \\ p^-î, et a{p'') à
résultat découvert par Galois et démontré par M. Betti.
Transformation des indices.
Soient
A= \ Xf x',, , . ax -^ bx' -4- . . . , «' j; H- 6' x' 4- . . . , . . . |
une substitution linéaire entre m'' lettres; et soient
des fonctions linéaires à coefficients entiers de a?, x',..., en nombre égal à celui de ces indices, et telles, que le déterminant de a, ]3,..., a', |3%... soit premier à /n. A chaque système de valeurs des fonctions y, j',... correspondra, en vertu des relations (i), un système bien défini de valeurs pour
Au lieu de distinguer les lettres les unes des autres par la variation des indices ic, a/,..., on pourra donc les distinguer par la variation de y»y'»... considérés comme des indices indépendants; et la substitution Â remplacera 'un de ces nouveaux indices, tel que j^aa;-4- /Sa?' -+-..., par
Si Ton substitue dans cette expression les valeurs de Xy x\... en v, j',..., ^0 Voit que A remplace l'indice y par une fonction a, j' h- A, y' -+-.... De inêfïic pour j',..,; de telle sorte qu'on pourra écrire
A= \ r>r'>'- a.j-f-é.j'-h..., rt', jH-A'.r'-h. ......
Les coefficients a^ 6|,... dépendent des coefficients a, ft,... etde a, |3,....
Ges derniers coefficients étant en grande partie arbitraires, on pourra se proposer de les déterminer de manière à simplifier autant que possible TexçTCssion de la substitution A.
126. Nous donnerons le nom de caractéristique de la substitution A a
déterminant
où K est une quantité arbitraire.
Théorème. — Le caractéristique d'une substitution linéaire n'est altéré pt aucune transformation d'indices.
i^ En effet, supposons d'abord que les nouveaux indices que l'on pren à la place de x, x\... soient les suivants :
A deviendra
X OCX, y Xy,..y
7,/',... al^ -h6/-h...j, ^-h6y-4-.. .,...
et le déterminant correspondant sera
ctb
ab b' K
2^ Supposons en second lieu que les nouveaux indices soient respect! ment
y^x -\-^x'y 7' = ar',. ..
La substitution A remplacera y, y',... par
{a -+- (3a') ^ -^-(ft -h p6')^'-i-. . .= [a -h Ç,a')x -h [6 -+- p6' - ^(a 4- ^a')]y' h
a!x -+- b'x' H- . . =a'y -h (6'— prt')^ '-h . . . ,
Le déterminant correspondant est
a -h jia' — K a'
b H- p6'- P(a -+- pa') 6'- ^a'- K . . .
Ajoutons à chaque terme de la seconde ligne horizontale le term^
pondant de la première ligne multiplié par la constante j3 (on sait que cela n'altère en rien la valeur du déterminant) : le déterminant prendra la forme
p6'-pK b'-K
Diminuons maintenant chaque terme de la première colonne verticale du terme correspondant de la seconde colonne multiplié par |3 : le déterminant se réduira à
3"" Mais de même que nous avons démontré (121) que toute substitution linéaire peut s'obtenir en combinant ensemble les substitutions
ju f jU y . . . 3U I 3U m UC y • . . I * I wC* • «v j . . . *'*' ^ *'*' I *^ 9 ••* If...
de même on voit que toute transformation d'indices s'obtient en combinant les suivantes : .
•«' ^T •*' » / .«.,..., ^ •*'> / •*' ^^ »4rj ....... j
dont aucune n'altère le caractéristique de A, d'après ce que nous venons de voir.
§ III. — Facteurs de composition du groupe linéaire.
127. Problème.— Trouver les facteurs de composition du groupe linéaire G de degré m".
Premier cas. m est dimible par plusieurs facteurs premiers différents.
Posons m = qq\ q eiq' étant premiers entre eux. Il est clair que les substitutions linéaires de la forme
S 1= I j;, ^',. .. X '\- q(ax -{- 6x'H-. . .), x'H-ç(a, :r H- 6, jt'h-. . .),. . . |
forment un groupe H.
D'ailleurs q(f étant congru à o (mod. /n), on obtiendra la noême substitution en donnant, dans la formule ci-dessus, à a, 6,..., a,, 6,,...v«« deux systèmes de valeurs congrus suivant le module q' .
L'ordre de H sera donc égal au nombre des systèmes de valeurs de a, 6,..., a,, 6,,...,..., incongrus suivant le module q\ qui donnent au déterminaût de S une valeur première à m. Il est d'ailleurs évident que ce déterminant est congru à i (mod. q). Donc, pour être premier à m, il suffira qu*il le soit à q\
Or on peut déterminer deux entiers r, r', tels, que l'on ait
rq -h r'g' = i ;
cela fait, on pourra mettre S sous la fbrme
On voit maintenant que pour que son déterminant soit premier à ^, il faut et il suffit que le déterminant
ai bx -\- r ...
soit lui-même premier à q\ condition qui se trouve satisfaite par ^iq*") systèmes de valeurs de a-i- r, 6,..., a^, 6, -+-r,...,..., auxquels correspondent autant de systèmes de valeurs pour a, &,..., a^ &«,...,
De même les substitutions de la forme
forment un groupe H', ayant pour ordre û(^'').
128. Les substitutions de H sont échangeables à celles de H'; car, formant les substitutions SS,, S|S, et remarquant que qq'^o (mod. m), il vient
SS. = S, S
qiax-^ 6x'-h ...) -4- q*(a'x -i- i'x'-h. . q{axx ^b,x' '\- ., .) -^ q' {a!^x -h b\x'
Soient S«,..., 8,^,... les diverses substitutions de H; S'j,..., S„,... celles de H' : les substitutions de la forme Sj^SJ,. seront toutes distinctes. Car soit
s^s;.=s.s;., d'où &7's.=s;.s;r'.
et que ce groupe est isomorphe sans mériédrie au groupe linéaire 5'$ àc degré q'\ formé par les substitutions
1'-- I z,z',.,, q'[(af'hr')z-hb'z''\-...], g'[/i',2H-(6',-4-r')z'-h...],... | (mod.g).
130. La suite des facteurs de composition de G est formée des facteurs de composition de § et de S'.
Soient en effet f f^^' les facteurs de composition de 5 • on pourra déterminer une suite de groupes 5» ^» ^•••- ayant respectivement pour ordre
42(^"'), ^L'ï{q"'), ^û(^"'),..., et tels : i*' que chacun soit contenu dans le
précédent et permutable à ses substitutions; 2^ qu'il ne soit contenu dans aucun groupe plus général jouissant de cette double propriété.
Soient de même/',/j ,... les facteurs de composition de 5' : on pourra déterminer une suite de groupes ^\ 5', oc',... ayant respectivement pour
ordres Q{q")f ^û(^), j^ i1{q^),... et jouissant d'une double propriété
analogue à la précédente.
Cela posé, soient I, K,... les groupes respectivement formés par la combinaison de celles des substitutions de H qui correspondent à celles de d, 2>c,... avec les substitutions de H'; T, K',... les groupes formés parcelles des substitutions de H' qui correspondent à celles de y, dC',.... Les ordres respectifs des groupes G, I, K,..., H', T, K',... seront évidemment
Mais il est aisé de voir : i^ que chacun de ces groupes est contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions; 2^ qu'il n'est contenu danà aucun groupe plus général jouissant de celte double propriété.
En effet, considérons par exemple le groupe K. Soient S,j.S|,, une quelconque de ses substitutions; SvS^, une substitution quelconque de I : la substitution (SvS^,)~* S,j.S'j,..Sv SI. appartiendra à K. En effet, cette substitution est égale ^ Sr* Sj^ S^ . S^~^ Sj,, S^ : or Sv, S^ ont pour correspondantes dans 5 des substitutions 2^, 1^ qui appartiennent respectivement à ^ et à oc : 2v sera donc, par définition, permutable à ce dernier groupe : donc 27' Z^^v appartient à DC. Sa correspondante Sr^Sj^S^ appartient donc à K. Il en est de même de la substitution Slr'S'^.Sl- qui appartient à H'.
D'autre part, s'il existait un groupe L plus général que K, qui fût contenu dans I et permutable à ses substitutions, il .est clair que le groupe ^ formé par les correspondantes de ses substitutions serait plus général que oc, con-
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133. Cherchons à déterminer ces derniers facteurs. Celles des substitutions de G qui ont pour correspondante Tunité, lesquelles constituent le groupe M, sont évidemment les suivantes :
et chacun des n^ coefficients a,*|3,..., a\ /3S... pouvant prendre toutes les
valeurs possibles entre zéro et p^^*— i, le nombre de ces substitutions sera
Soient T, V deux de ces substitutions, on voit sans peine qu*on a T| étant une substitution de la forme
On aura de même, entre une substitution T^ de cette dernière forme et une substitution quelconque T* de la forme T, la relation
T2 étant de la forme
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive aux substitutions
Tx-.^
X x-^ p^-'iax^iX-i- Px_,x'-h...)> X' x'-^p^-' (a;,_, X -+- (3i_, x' -h . . . ),
(raod./>^),
qui seront échangeables à toutes les substitutions T.
On remarquera enfin que les substitutions de M sont permutables à chacun des groupes M,, M2«.-- formés respectivement par les substitutions des formes T,, Ta,.... En effet, l'égalité T^T = TTJ^, par exemple, montre que la transformée de T, par T* est égale à TjTj, et par suite appartient au groupe M,.
134. On déduit aisément de là que les/acteun de composition de M sont tous égaux à p.
En eflel, soient A une substitution de M qui n'appartienne pas à M,, A*^ la premiore de ses puissances successives qui fait partie de M, : les substitutions de la forme A^T,, où /& <r, sont toutes distinctes; car d'une re-
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* lation telle que A^T^ = A^Tj, on déduirait A^''' = TJ\'\ ce qui est impossible par hypothèse {p et c7 étant moindres que r), à moins qu'on n'ait 0 = 0*, d'où rj = Tj. On peut d'ailleurs supposer r premier; car si l'on avait r = rt r^, r, étant premier, on pourrait choisir à la place de A la substitution A''», dont la puissance r< se réduit à la forme T, . '
Si M contient quelque substitution qui ne soit pas de la forme A^T|, soient B l'iipe d'elles, B' la. première de ses puissances qui se ramène à cette forme: les substitutions de la forme B^A^T,, où <7<5, sont évidemment toutes distinctes. On peut d'ailleurs supposer s premier. Si M contient quelque autre substitution, on continuera de même jusqu'à ce qu'on en ait épuisé le nombre. Supposons, pour fixer les idées, que les substitutions de M soient toutes de la forme B^ApT. Les groupes formés respectivement des
substitutions B^APTo ApT,, T, ont pour ordres il = p^^-'^"\ -, -. Donc s
et r divisent û, et par suite se réduisent à/>. D'ailleurs chacun des groupes ci-dessus est contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions. Car on a, par exemple,
B~AfT,B=i B-'A?B.B-'T.B;
mai$ on a une égalité de la forme
A?Br=BApr,, doii B-AeB=A?r.,
Tj appartenant à M,. D'autre part, on a une égalité de la forme
V^ appartenant encore à M, : donc
B-'APT,B=r A^Xr,.
Donc le groupe formé par les substitutions de la forme A^Tj est permutable à B : il l'est d'ailleurs à ses propres substitutions; donc il l'est à toutes les substitutions de la forme B^ApT,.
Donc les facteurs de composition de M sont r=: s=p, et les facteurs de composition de M,. On voit de même que les facteurs de composition de M| sont égaux, les uns à p, les autres à ceux de Mj; etc.
Troisième cas. m est un nombre premier p
Soient a, /3, ,,. les facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit
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donne/; - i; /• une racine primitive de la congruence r''"' :£= i {mod.p); Ga« Ga^,... les groupes partiels formés par celles des substitutions de G dont le déterminant est une puissance de r*, r"^...; enfin G^.., = T celui formé par les substitutions de déterminant i.
'Soient & le plus grand commun diviseur de n et de p— i; a\ ^',... les facteurs premiers, égaux ou non, dont le produit donne &; r' une racine primitive de la congruence r'^=^ i (mod./?); H, Has Ha/ p^ .. .les groupes formés par les substitutions qui multiplient tous les indices par une même puissance de /', par une même puissance de r'*', etc.
TiiÉoRKME. — Les facteurs de composition de G sont a, /5,..,, : — __[ >» a', /5',... [à moins qiion nait p" = 2^ ou 3^).
Il est clair que les groupes
G, G«, G«p, . . ., r, II, H,', lift'/,. . . ,* I ont respeclivement pour ordre
et que les substitutions de cbacun d'eux sont permutables à celles du* suivant. D'ailleurs les nombres a, |3,..., a', ]3',... étant premiers, on ne peut intercaler entre G» et Ga^, par exemple, aucun nouveau groupe qui soit contenu dans Ga et contienne Ga^i : car son ordre devrait être à la fois un diviseur de — — et un multiple de ^ ? ce qui est absurde, |3 étant premier.
Si donc on établit qu'on ne peut intercaler entre r et H aucun groupe plus général que II qui soit contenu dans F et permutable à ses substitutions, le tbéorème sera démontré.
Pour établir cette proposition, nous montrerons que si un groupe l plus général que H est contenu dans V et permutable à ses substitutions, il contiendra nécessairement toutes les substitutions de T.
Supposons, pour fixer les idées, n= 3. Soit
S = I jc, x\ x" ax -^ hx' -f- cx\ a' x 4- 6'x' 4- c' x% a" x f- b" x' -\- c"" x" \
une substitution de I qui ne fasse pas partie de H et qui, par suite, ne multiplie pas tous les indices par un même facteur.
On vérifie sans peine que les substitutions de H sont les seules substitu-
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(lice u n'étant pas altéré par T, cette substitution prendra une forme telle que la suivante :
I Xy x\ U ax -\- bx' +- cuy a! x -h b* x' -h c'tt, n |.
i^ Si c et c' ne sont pas nuls à la fois, I contiendra la substitution T-' B,7;^TB„,, ■=\ XyX'yU x-cu, x'- c'a, u |,
laquelle diffère de l'unité. Supposons par exemple que c ne soit pas nul;
prenons pour indices indépendants ^/, x' x^z, u : T prendra
la forme
et, combinée à ses transformées par les substitutions de F, reproduira, comme dans le cas précédent, toutes les substitutions de F.
2^ Soit au contraire c^c'^o. La substitution T ne se réduisant pas à l'unité, on ne peut avoir à la fois'a^6'EE=i, d^h^o. Soit par exemple (a — i)^o ou 6^0 (mod./?j : I contient la substitution
T~' B~*„ TB,,« = \ Xy x\ u X — (a — i)w, x' — bu, u |,
et l'on peut achever le raisonnement comme dans le premier cas.
139. La démonstration ci-dessus s'applique évidemment à tous les cas où le nombre des indices surpasse 2; il nous reste à examiner le cas de deux indices seulement.
Soit donc n = 2, et soit S une substitution de I qui ne multiplie pas les deux indices par un même facteur. Il existe évidemment une fonction/ des indices x, a/ qu'elle ne multiplie pas par un facteur constant. Soit j' la nouvelle fonction par laquelle S remplace y : prenant y et y pour indices indépendants, S prendra la forme
S = I r, r' r'> cy-^-df |,
et c sera congru à — i, S ayant i pour déterminsmt. r'' Si d\o{moài.p)^ F contient la substitution
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et 'H contiendra
D = T-'ST.S= 1/, 7' -a-'/, -rf(i 4- «-')/-«'/
Il <3ontiendra donc tJ*. Or si Ton pose en particulier a = i et si Ton rempl^<^^7 par un autre indice z^^dy (ce qui peut se faire si /?>2), U^ «> rend la forme suivante
et » 43ombinée k ses transformées par les T, reproduit tout le groupe r.
^^^ Soit au contraire d^o. Si /> > 5, on peut choisir a de telle sorle que a* ^ 1 (mod.p); soit /3 un entier tel que Ton ait
P(a* — i)^ I (raod./>) :
ï c^oiitient la substitution
l^qtjielle» combinée à ses transformées par les substitutions de r, reproduira encore le groupe r.
^^ Soit enfin d=o etp = 5* Prenons pour indices indépendants
2 = 274-7', 2' = — 274-7', S P^^ïidra la forme suivante
Z,Z' 2Zy — 9.Z'
®^ I ocntiendra la substitution
"^^^lle, combinée a ses transformées par les substitutions de r, reproduira ^ ^^oupe.
**■<). Il ne reste plus qu'à examiner ce qui arrive lorsque p" se réduit ^ ou a 3*.
y ^^^ si/>" = 2*, on vérifie immédiatement que les substitutions du groupe ^^îre G, dont Tordre est (2^— i)(2^ — 2) = 6, sont permutables au ^ ^^^pe partiel d'ordre 3 formé par les puissances de la substitution. * a?' a?', 07 4^ a/ 1. Les facteurs de composition cherchés sont donc 2 et 3.
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Si /?"=: 3^, on vérifiera de même : i*' que les substitutions de G, en nombre
{V — i) (3^— 3) = 4^» dérivent des suivantes :
X IX
x' ix'
2'* que les groupes
ont respectivement pour ordre k^, 24, 8, 4. 2; 3*^ que chacun d'eux est permutable aux substitutions du précédent. Les facteurs de composition cherchés seront donc 2, 3, 2, 2, 2.
§ IV. — Groupes primaires.
141. Un groupe r, contenu dans le groupe linéaire du degré m", est dit primaire^ lorsque ses substitutions, combinées au groupe F formé des substitutions
donnent un groupe primitif.
// n'existe aucun groupe primaire si m n est pas un nombre premier. En effet, soit [i un diviseur de m\ répartissons les m" lettres considérées en systèmes, en groupant ensemble celles dont les indices, .divisés par fx, donnent le même système de restes. Il est évident que toute substitution linéaire, ainsi que toute substitution dé F, remplacera les lettres d'un système par celles d'un même système. Le groupe dérivé de ces substitutions n'est donc pas primitif.
142. Soit maintenant m égal à un nombre premier p : on aura ce théorème :
Théorème. — Pour que le groupe Y soit primaire, il faut et il suffit quon ne puisse déterminer aucun système de fonctions distinctes y^ y\-'* des indices .r, ^',. . ., cc^'\ en nombre moindre que ces indices, et jouissant de la propriété que chaque substitutions de F remplace chacune des fonctions y, y\ . . . par une fonction linéaire de y, y\
Des fonctions y, /',... sont dites distinctes si elles ne sont liées par aucune
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relation linéaire telle que
143. i*' Celle condilion est nécessaire. En effet, supposons qu'elle ne soit
pas remplie. On pourra prendre j, y', . . . pour indices indépendants, à la place
d'un pareil nombre d'indices de la suite x, a?',..., x"~\ Soit en effet
yE^-ax -^ ^x' -h...: l'un au moins des coefficients a, ]3,..., par exemple a,
différera de o (mod./>), et l'on pourra évidemment prendre y, a/,..., x""*
pour indices indépendants à la place de x, x\..., a?""*. Exprimons y' en
fonction de ces nouveaux indices; soit j'e^e a' j 4- /3'itr' +.... Comme, par
hypothèse, j' et y ne sont liés par aucune relation linéaire, l'un au moins
des coefficients /3',..., par exemple |3', différera de o (mod./?). On pourra
donc prendre j, j',..., x^~* pour indices indépendants à la place de y,
Xfftf oc> \ etc.
Cela posé, les substitutions de F prendront la forme
et celles de F, accroissant évidemment de quantités constantes les quantités V, y',... fonctions linéaires des indices primitifs, prendront la forme
I 7, r', . . . , X"-' y -\- a, y' -ha',..., .r"- 4- a"- |.
Si maintenant l'on répartit les lettres en systèmes, en groupant ensemble celles pour lesquelles j^, j',... ont le même système de valeurs, il est clair que chaque substitution de F ou de F remplacera les lettrés de chaque système par celles d'un même système. Le groupe dérivé de ces substitutions n*est donc pas primitif.
144. 2° Cette condition est suffisante. Car nous allons démontrer qu'elle "c saurait être remplie, dans l'hypothèse où les substitutions de F, combinées avec celles de F, ne formeraient pas un groupe primitif.
Considérons deux lettres quelconques appartenant à un même système, et soient respectivement Xq^ x^, x'^,...; x^-i- a^, x^-^ a^, x'^^-h a*],,... les valeurs des indices qui les caractérisent : F contient la substitution
qui remplace la première de ces lettres par la seconde. Cela posé, la substitution S^ remplace une lettre quelconque o?,, x\, x\,.. par une lettre
1 li livKë deuxième.'
a;, -h a„, ^'i-hao, x\-\- ol\,,..., laquelle appartiendra néceôsaîrement au même système.
En effet, considérons la substitution
• ^1 ÛC f X f X f » » » X ~T~ Xy ~~~ X^ I wF "T~ «J^i "^ «2^0 y ^ l" X j ~~~ <^Qy**\ I»
Elle remplace les deux lettres a?o, x^, x\y..\ et j?o-f- a^, x^'\-6i:^; x^^-^ «o»--respectivement par ^,, ^'j, a?* ,. . .• et.a?| -i- a^, a^'jH- a'^, a?' -+- a^,.. . , el comme les deux premières lettres appartiennent à un même système, il en esl de même, par hypothèse, de celles qui leur succèdent. . Donc F contient des substitutions telles que So, qui ne déplacent pas les systèmes et sont différentes de l'unité»
Soit
k5o — - |^>«2^j^'>.»» X ~T" Of 0 j ^ •" ^09 ^ "i Of 0 » • • • I
une de ces substitutions : Tune au moins des constantes a^, a^, ^q,... differe de o (mod./?); soit par exemple «o^o (tnod.p). Prenons pour indices indépendants, au lieu de x, x\ a?",..., les suivants :
y^— X, y^' =: jt' — — Xy y" ^x" — '— x^. , . ( mod. p ).
OL^ Xo OLq
La substitution S^ prendra la forme
el celles de F prendront la forme générale
Les puissances de S^ ne' déplacent pas les systèmes : si F contient une substitution nouvelle
différente de celles-là et qui ne déplace pas les systèmes, la substitution
ne les déplacera pas non plus, et comme par hypothèse elle ne se réduit pas à l'unité, l'un au moins des coefficients |5o, jS^,... sera différent de o(mod,/^). Soîl par exemple jS'^,^o (mod.p). Prenons pour indices indépendants, au
Heu de y, y', y",..., les suivants :
z=r, z'^l-y-, z" = r"-^x',... {moA.p).
P* Po ,
On a u ra
^# I ^^ 1 Z t Z f m » * Z -♦- IfZfZy*»»^^ Oi ^::^ iZfZfZf»,» Zf Z -f- I ^ Z y • • • | f
les. S.UI bstitutions de F prenant la forme
=5 substitutions de la forme S^S^ ne déplacent pas les systèmes : si F C€kw^ t:ieDt une substitution nouvelle Sa, différente de celles-là, et qui ne les d^I>lsice pas non plus, on pourra déterminer comme précédemment une tr^ M-i ^formation d'indices qui mette Sq, S|, Sa sous les formes suivantes :
Sp =: I M, n'y u'\.,. //-hi, //', «",... |,
Sa = I 1/, U'y U"y.., M, U' y M" "f" I , . . . |,
Ie5=i ^ui bstitutions de F étant de la forme
tio
^ continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des substitu- » qui ne déplacent pas les systèmes : on atteindra toujours ce résultat t, d'avoir épuisé le nombre total des substitutions de F; car ce groupe, ^^^*^ t.. transitif, contient des substitutions qui permutent les systèmes entre
eu
* -*-C Supposons donc, pour fixer les idées, que les substitutions Soi S, *^] * ^^ uirs dérivées S" S% soient les seules dans F qui ne déplacent pas les sys-
'^^iTB ^s, et soit
= \ Zy z , z ,... j[Zy z y Z ,«»0>J (Zf Z , Z 9 ' ' ')t J (z, z y z ,...),... |
unc^ ^^uelconque des substitutions de F. Les transformées de S,,, S, par 1 ne ^^^^nt pas déplacer les systèmes, et d'autre part elles doivent faire partie "^ *^ : elles sont donc de la forme SJS^ Soient donc
Z-So2 = SîS^, 2-S.Z = Sî'S^.
^^^^ v*elations, pour être satisfaites, exigeront, entre autres conditions, les
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suivantes :
/"(3 4-I, Z\ z\.,,)-=lf"(z, Z\ Z%...),
Les fonctions/",... sont donc indépendantes de z et de z'. Donc 2 remplace les indices z'\,,. par des fonctions de ces seuls indices. Donc la condition indiquée au théorème n'est pas remplie.
§ V. — Forme canonique des substitutions linéaires. 147. Soient G un groupe linéaire de degré//" [p étant premier);
k^=z \ Xj x' y. . . ax -k- bx' 4- . . . , a' X -t- b' x' -h ...... .
Tune de ses substitutions. Proposons-nous de la ramener, par une transformation d*indices» à une forme aussi simple que possible. A remplace la fonction linéaire
/Ez:- OLX -\- ^x' -h . . .
par
a{€Lx: -^ bx' -^. , .)-^ ^{a'x -h b'x' -^ . . .)-\-. , .,
expression qui se réduit à Ky si Ton a
(2) aa -f- j3a' -+-..- ^^Ka, «6 -h ^6' 4- . . . ^Kj3,. . . (mod.^i).
Ces relations détermineront sans difliculté les rapports des quantités a, j3,... si la constante K satisfait à la congruence
! a - K fl' b b'-K
^o (mod./i).
Cette congruence, que nous appellerons congruence caractéristique de A, est du degré /i, et peut avoir jusqu'à /i solutions différentes, K^. K,,..., K„_,. Soient dans ce cas a^, jSo,...; a,, j3, ,...;... les systèmes de valeurs correspondantes des a, j3,..., on verrait aisément que les fonctions
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sont distinctes. En les prenant pour indices indépendants, on ramènerait la substitution A à la forme simple
Mais le nombre des racines réelles de la congruenee en K peut être inférieur à #1 : on se trouve donc naturellement conduit, pour généraliser les résultats, à introduire les racines imaginaires dont il a déjà été question au Livre I".
148. Décomposons le premier membre de la congruenee en facteurs irréductibles. Soient F un de ces facteurs, /son degré : Fêtant égalé à o (mod./^)
donnera /racines imaginaires distinctes, K^» Kf = K,,..., Kf~' = K/«,, satisfaisant toutes à la congruenee
Ka''==K (mod.;i).
A chaque valeur de K, telle que K^, correspondront un ou plusieurs systèmes de valeurs pour les rapports des quantités a^, |3o,..., en vertu des relations (2). Si ces rapports sont complètement déterminés, les diverses fonctions jo= ^o ^ "+"i3o ^'"^ •••»•• • correspondantes à la valeur K~ K^ sont toutes des multiples de Tune quelconque d'entre elles : mais il peut arriver que le système des relations (2) présente quelque indétermination; même en ce cas, il est clair que les* diverses fonctions y relatives à cette valeur de K seront toutes des fonctions linéaires d'un certain nombre d'entre elles, y^, y^,... qui soient distinctes, c'est-à-dire ne soient liées entre elles par aucune relation linéaire
''o/o -h r'.r, ^- ••• ^o (mod./?),
/•q, r'(,,... étant des enliers réels ou complexes formés avec l'imaginaire qui a été introduite.
Les coefficients a^, jS^,... de chacune de ces fonctions étant des fonctions rationnelles de Kq, qui ne sont déterminées que par leurs rapports, on peut les supposer entières, et réduites au degré /— i au plus au moyen de la congruenee du degré /à laquelle K^ satisfait.
149. Soit Uo =/(^, ^',..., Ko) une fonction linéaire quelconque de x, a?',... dont les coefficients soient des entiers complexes formés avec l'imaginaire Kj,. La substitution A remplacera évidemment Uo par une autre fonction de même forme Vo= (f{x, x\,.., Kq).
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Cela posé, A rem/)lac€ra chacune des/onctions Up=/(a:, af^..., Kp), tonjulouées de Uq, par les fondions Vp = y ( a?, a?',. . . , Kp), conjuguées de V<>.
En effet, ordonnons les divers termes de U^ et de V^ suivant les puissances (le Ko» et soient
U. = w -h M, Ko 4- ... -h w/.-i K'-*, Vo ~ i' -h i'i K, -h . . . -h c/_, K',-*,
w, a,,..., a/_, , s^^ i', ,..., i'/^, étant des fonctions réelles de a?, x\
Pour que la substitution réelle A remplace U^ par Y^, il' faut évidemment
qu'elle remplace séparément m, m,,... par v, v^^ Donc elle remplacera
Up = a4-a, Kp-h...4-a/_,K^"* par Vp = i'-i-i',Kp-h...-l- i'/-, KJ"^
En particulier» les fonctions que A multiplie par Kp sont les conjuguées de celles qu'elle multiplie par Kq, Celles-ci s'exprimant linéairement au moyen de^o, jo,..., leurs conjuguées s'exprimeront linéairement au moyen de
150. Les fonctions y^, jo» ••î-"*» /p» Jf »•••;••• sont toutes distinctes. Car supposons qu'on ait entre elles une relation linéaire telle que
^M ^1» ^2» ^3 étant des entiers réels ou imaginaires.
La substitution A transformera r, j, 4- ^'iJi + ^aja -H ^3 Vj on
K, ( r, ^'i -+- r', r\ ) 4- K, 5, j, 4- Kj /, r*.
Cette expression doit être identiquement congrue à o (mod./>). Si on en retranche le premier membre de la congruence initiale multiplié pnr K,, il viendra
(K,-K,)(r.jr.4-r'./,)-h(K,-K,)5,7,=-o.
La substitution A transforme cette congruence en
Si de celte dernière relation on retranche la précédente multipliée par K^* il vient
identité qui peut être mise sous la forme
m, 7, 4-m', /, =0, m,, m^,... /'tant des fonctions de l'imaginaire K,. Remplaçant K| par sa con-
ée Ko. ce qui De Irouble pas Tidentité, il viendrait
fonctions jo» y\ ne seraient donc pas distinctes, comme nous l'avons jposé.
51. Les fonctions jo» Jo'-"?---? Jp^y? >--'î-*- étant distinctes, peuvent prises pour indices indépendants à la place d'un nombre égal des ins primitifs a?, a?',..., cxf^^ (1*3) (*). Cela fait, et /w étant le nombre de fonctions, la substitution A se trouvera réduite à la forme
/rr.
]ette forme est compliquée d'imaginaires; mais il serait facile de les faire paraître. En effet, groupons ensemble dans l'expression de chacun des ices jg, Jo»"- '^s termes qui sont multipliés par la même puissance Kj,. Soit
^ *^ aura, en changeant K en Kp,
y^ = Y. -f. K,Y, -h . . . 4- KJ-> Y/-., y\ = Y' -+- K.Y'. -h . . . -h KJ-* Y;_,. /. . .
Les fonctions distinctes j^» yo»'"î-'-î Jp» 7? •••••••• peuvent doncs'expri-
*^€r en fonction d'un nombre égal de fonctions réelles Y^» ¥«,..., Y/^«, Y'^, ^',,..., Y/_i,...; ces dernières fonctions seront donc elles-mêmes distinctes, ^t pourront réciproquement s'exprimer en fonction de y^^ y\,...\...\ jp, y\ ,...;... par l'inversion des relations linéaires qui les lient à ces dernières quantités. Prenons Yo, Y, ,...-, Y/__,, Y',,,..., Y/_i,... pour indices indépen-
(*) Il semble à peine nécessaire de faire remarquer que les indices supérieurs dont plusieurs ^ litres sont affectées dans ce passage ne sont pas des exposants.
dants à la place de j^» yo'--î--' Jp» Ji ♦-••» — ^^ subslitulion A, remplaçant j^,,yo,...;...; Jp, j'p ,...;... par des fonctions de ces seules quantités, remplacera chacun des nouveaux indices Yq, Y,,..., Y/_,, Y^, Y', ,..., Y/«i,... par une fonction de Y,,» Y,,..., Y/_,, Y'^, Y'j,..., Y'/_,,... seulement. Elle remplacera en outre ccT' par la fonction
a? ^ -f- 6r ar*"-^' -h . . . -h cT ^''•-* -4- 5 Y. -I- 6 Y, -f ... H- ô' y; 4- ... .
en désignant par (?Yo-h6Y^ -h . . -h c^'Yo-i-... ce que devient la quantité ^r7o + ^7o^~-"^~/r7i '^••- lorsqu'on y substitue pour j^^.jo,..., ^m...
leurs valeurs en Y^,, Y,,..., Y'^, Cette fonction doit être réelle, et comme
les indices a/", a;'"'*-*,..., x''''\ Y^, Y,,..,, Yq,... sont tous indépendants les uns des autres, il faudra que chacun des coefficients a^*, 6^,..., c^» (^» s,..., (î^,... soit réel. On verrait de même que chacun des coefficients a^"^',..., cp* sera nécessairement réel.
152. Soit X le nombre des fonctions distinctes y^, y\ La substitution A a pour congruence caractéristique
(K.- K)MK. -K)"»... "' "' "
^.mn-l
cr » - K
D'ailleurs la transformation d'indices n'a pas altéré le premier membre de celte congruence (126) : donc son premier membre était divisible par (Ko — K)^(K, — K)'... = F^, et le produit de ses autres facteurs irréductibles était égal au déterminant
a'C- K b';' ... cT
ar' />r* ... c^-*- K
Soit F' un quelconque de ces facteurs (si le déterminant est encore divisible par F, nous choisirons de- préférence ce dernier facteur). Soient K'^,.. les racines de la congruence F'^o, la substitution
forme suivaDte :
Zoy . • •
K'o 2. -I- 9 ixof r . . • • • » j' » r'. » • • • )
Mo» • • • K j //o -f- 4^ (^f> ^t'f > • • • > J^l» ^ I » • • • > ^99 • • • » Z|> • • • )
K j l'j ~+- X v7*«> ^o> • • •> T'> Ti ♦ • * * ' ^«^ • • • > ^i» • • > **«> • • • )
OÙ, pour plus de nclteté, nous avons mis sur une même ligne les indices analogues.
153. La réduction ne s*arréte pas là. Supposons en efTel, pour fixer les idées, que les deux facteurs F', F" soient égaux à F, mais que le suivant F*^ diffère de F. On aura Ko = Ky=Ko : au contraire, les racines de F*^^© seront essentiellement distinctes de celles de F^o. Remplaçons chacun des indices i'o»-- P^^^ u" nouvel indice iv^ de la forme suivante :
(Vo = fp -h p. «0 -+- • • • -4- O"* -3» 4- . . . -4- 0*1 Zi 4- . . . -4- To JTo H" T^ /p -»- . . . -+- Ti ,ri-+- • • • •
il est clair que A remplacera mp^^ par une fonction de la forme
(]ela posé, il existe une manière et une seule de choisir les indéterminées Pu»---» ^o»*"» o*!,..., T^,, T^J,..., T,,..., de telle sorte que la fonction /' s'évanouisse. En effet, les coefticients respectifs de w,,, . . . , z^,, .., 2, , . . . , y^^ yii»---» yi»»-- dans cette fonction ont les formes suivantes ;
(K7— K.)p. 4-a, (K;— Kp)<r. -i-6pp-hc, (K^— K,) <r. -f- rfp. -h e,. . . ,
et, en les égalant à o(mod./3), on déterminera successivement les valeurs de ptt,..., (7^,,..., (7,,.,. sans impossibilité ni ambiguïté, les multiplicateurs K7,— Kj,, K7,— K,,... étant tous différents de o(mod./?).
154. Les nouveaux indices «^o»-» ainsi substitués aux v^,,.,y dépendent de i'o»..., Wo»*«-» 2^,...,z,,..., j'o» yo'--» >'!»•••» qui sont eux-mêmes liés mIux indices primitifs par des relations contenant les deux imaginaires K^
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placera [«p^ojf» [«^ij»- • par des fonctions de TWoJ,...» [W,],... seulement: mais l^w^o]» ••» [«"i]»" ont évidemment les formes suivantes :
(^1 -}- lonct* { j^f , J^f » • • • > j^*!» .'Kl > • • • » ^0» • • • > ^1» • • • î f^»9 •••)>•••>
et le seul système de fonctions de cette forme que A remplace par des expressions dont^o» Jo^-'Jm Ji»--' Zo,..., 55,,...; tto,... aient disparu est celui
des u^of"'f ^1» Donc [m^oJ»--» f^ij»-- se confondent avec tVof-f «^i»---»
et par suite [Woj,.., [W,J,... avec Wo,..., W,,....
Cela posé, la substitution A étant exprimée au moyen des indices indé-
penuanis lo) ^n****« ■'^49 ^^it**** ^0***** ^i»**** ^0****9 *o'***' *i9*'** vin pourra obtenir Wo*.., W,,... par la méthode des coefficients indéterminés. Il faudra résoudre pour cela un système de relations linéaires à coefficients réels : les fonctions Wo,.., W,,... sont donc réelles; d'autre part, les coefficients des fonctions /(Vo,.., V,,. ..),...,/, (Vo,.., V,,...),... sont des fonctions entières de la seule imaginaire K^ : donc «p^o =/( W©, . .., W ,,...),... , M^, =/, (Wo,..., W|,. ..),... ne contiennent que cette seule imaginaire.
Remarquons en outre que les indices i^o»-^ ^i,..- étant des imaginaires conjuguées, il en sera de même des nouveaux indices m^o»-» «^»-- par lesquels on les remplace.
La substitution A sera ainsi ramenée à la forme
! r^fX.f
Zo, • • .
I Ai
Ko Ut ■+■ y(^*»> ^ •» • • • » .) " ,T'i , • • • î ^t, • • • » ^1, • • • )»
Km 0 ^^ 0» • * •
où les indices sont répartis en systèmes tels, que les indices de chaque système soient remplacés par des fonctions linéaires des indices du même système : le premier système comprenant les indices Vo, yo«-"» J«» j'i»-; 2o» •» ^o.-.; Wo»-- relatifs au facteur irréductible F; le second comprenant les indices iVo,... relatifs au facteur F", etc. Considérons seulement les indices du premier système, et remplaçons
-5^, » «o»-- p^^ de nouveaux indices
^ Remplace ces nouveaux indices par des fonctions de la forme
el otj pourra profiter des constantes arbitraires p, p',..., a,..., t, t',..., de manière à faii^ disparaître /oy,,.., Z|,... de ces nouvelles fonctions. On aura pour cela à résoudre des congruences linéaires des formes suivantes :
(K,— K,)p-f-aso, (Ko— K,)p'-f- a'^o,. . .,
(K.~ K,)<r-f- 6^o,. . ., (K^— K,)t-4- cp-hrf^o, (K«— K,)t' -f- c'p -f- rf' = o,
qui détermineront sans difiicullé p, p\..., a,..., puis t, t\... (K^ étant différent de K|); d'ailleurs K,, ara\...^ b,...^c, dy c\ d\... étant des nombres complexes formés avec la seule imaginaire K^* il en sera de même de
p, p',..., (7,..., T, t', — Les nouveaux indices (s^j,..., [i^J,,.. sont donc des fonctions des indices primitifs nr^ contenant que l'imaginaire Ko* Prenons maintenant pour indices indépendants, à la place de 24,..., <^i,..., les fonctions |^z,J,..., [a, j,... respectivement conjuguées de |zo],..., [««J,... : A, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle remplace [zoj,.., [woj»--- (1*9)» prendra la forme suivante (en supprimant les crochets désormais inutiles qui entourent les indices \z^\,..., [uo j,..., f :;,],..., \u^\,... et changeant Tordre des indices de manière à grouper ensemble ceux qui correspondent à la même racine Kq) :
5., z'.,... Ko2«-4-9(ro, r'p,...)i Koz'. -4- (p'(j,, /.,.. .)»•..
>'i » j** I » • • • iv I jyi > '^ I J^' I » • •
ti'o, . . . Ko <*•«,
On voit que les indices du syslème considéré se partagent ici en / séries conjuguées, Vo.j',,'--' z„,...,Ua,...; y,, j\,---, z, a,,...;..., respectivement correspondiinto.s ii chacune des /racines Ko, K,,... du facteur irréductible F.
156. On peut encore opérer une dernière simplification. Renïarquons dans ce but que les diverses fonctions (j^(zo, 2^,...), ^'{zq, z^, ...),... relatives aux indices Uq, u\,... sont essentiellement distinctes. Car si l'on avait une relation de la forme
A remplacerait la fonction U = n/o 4- r'^Q-h... par K© U plus des termes en jo» Vo"- • Mais, par hypothèse, les fonctions qui jouissent de cette propriété sont celles qui résultent de la combinaison de «o» ^o»---» J^o» yo»--» ce qui n'a pas lieu pour U. A fortiori, les fonctions Zo, Z'^» •.» définies par les relations
K. Z. = 4^(z., 2'. , . . . ) -h x(r»» /o' • ' • )» ï^« Z'. ^-- +'( Zo, 2', , . . . ) H- x'(ra. /,, . ..).-••»
seront distinctes. D'ailleurs A remplace une quelconque de ces fonctions, telle que Z, par KoZ plus des termes en jo, yo»--- Si donc on prend pour indices indépendants Zo^Z^,.. à la place d'un nombre égal des indices 3o — ,1a forme générale de la substitution Ane sera pas changée, et ao.i/'ot- seront simplement remplacés par Ko(wo -i- Zo), Ko(w'o "^ Zq),....
On pourra ensuite opérer une transformation analogue, remplaçant tout ou partie des indices y©» yo»-- P^** ^^ nouveaux indices Y©, Y'^,,..., choiâis de telle sorte que A remplace les indices Z©» Zq,..., z^^\,,, respectivement par Ko(Zo-h Yo), KofZ^ -+- Y',),....
Continuant cette réduction, on finira par amener A à la forme suivante nous n'écrivons que les indices de la première série) :
Zo, z j, . . . K0{Zo-t- 1 o), K«(Z ^ -+- Y j), . . . I
ou, eu groupant les indices d'une autre manière qui fasse mieux ressortir la loi de la substitution,
1 «, Zo, it^f . . . Ko 1 0f K0{ ^0 "t- 1 « ), K#( //# -|- Z^ ], . . .
l.es indices de la série se trouvent ainsi partagés en suites distinctes Y©, Z,M Mo.- Y'„, Z', : .., que A altère séparément suivant une loi simple.
our simplifier de même l'expression des altérations que A fait subir à ufi^ ^utre série quelconque ji, j'i»... conjuguée de celle-là, il suffira de p,.^ 13 cire pour indices indépendants, à la place dej,, /, ,..., les fonctions Y,, ^ ^ mm^ ,i»«.«î ^t» A|>...î... conjuguées ue i o* ^o» '^o» •••» *o' ^o****''** * A ■ ^:r^ remplacera respectivement par les fonctions K, Y,, K,(Z, -4-Y,), K, C ^^ • "^ Z«), ...;... conjuguées de KoYo, Ko(Zo-f-Yo), Ko(wo-+- Zo),. ..;....
. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : £OR^.ME. — Soit
k^= \ Xy x\. , . ax -^ bx -f- . . . , a' X -H b' x' -4- ...... .
une ,^ substitution linéaire quelconque à coefficients entiers entre n indices varial^^^^^ chacun de o à p — i;
*5«::^ ^^F^^nt F, F',... les facteurs irréductibles de la congruence de degré n
:hio (mod./i);
'» »• — .. leurs degrés respectifs ; m, m',... fewr^ degrés de multiplicité;
^^-^"^ pourra remplacer les n indices indépendants x^x\.,, par d'autres indices ]^ ^^^^-^^nt des propriétés suivantes :
* Ces indices se partagent en systèmes correspondants aux di{^ers facteurs
*"' ^^ ^ » ... et contenant respectivement Im, l'm\,,, indices;
Soient K©, K<,..., K/_4 les racines de la congruence irréductible Fe^o ^i . p)\ les Im indices du système correspondant à F se partagent en l séries
^^ ^^^^ '^pondantes aux racines Ko» K,,..., K/_,;
Les indices de la première série de ce système sont des fonctions linéaires ^^ ^^dices primitifs j dont les coefficients sont des entiers complexèi^iformés
V imaginaire K© ; ils constituent une ou plusieurs suites y ^^ z^^ Mo»-««; y a * -^'q,. ..;.., (*) telles, que A remplace les indices y ^y js„, Wo»»«* d'une même suz^^ respectivement par Ko jo» Ko (^o -h Jo)» Ko [u^ -f- z^),..,.\
^^^ Les indices de la r-^- i'^'"*' série sont les fonctions j;., z^, a^,...; y ' ^ -^^ I •...;... , respectivement conjuguées des précédentes, que l'on forme en y
^ ) ^^ous désignons ici par y^^ s,, ... les indices qui étaient appelés Y,, Z^ dans le cours
^^ *^ démonstration (i56).
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remplaçant Ko par K,-; k ks remplace respecUvemenl par KrYrf K,.(ar-^yr)»
IV^ y llf. -T" Z^ jf,»»\»,,*
Cette forme simple
i'Of • • • " § ^^9 * *
à laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d'indices convenable, sera pour nous sa forme canonique.
§ VI. — Questions diverses.
Ordre des substitutions linéaires.
158. Problème I. — Former à priori la puissance X d^une substitution donnée A.
Ramenons la substitution A à sa forme canonique» comme il est indiqué au théorème précédent. On voit, par une induction immédiate et facile à vérifier de proche en proche, que A^ est égal à
Vf, « • • Im 0 "%j • * •
.... mè'* ^^
et cette substitution pourra être aisément exprimée au moyen des indices primitifs a;, j?',.... En ettét, jot^o» "o--* y'o'-' Jo 2,, M<,...,yj,..., Vo,... étant donnés en fonction de x, x\..., on aura, en renversant ces relations,
-^ = X L^"»> ^«ï ''•♦ • * • » ^'o» • • • ♦ y»' ^1» Wi> • • • , y I » • • • » t'^» • • • )j
A' remplacera donc x. x\... respectivement par x Ki> Vo. Ky^o-f/Vo ,... ,
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X''Ko^o» Ko(«e-+- X^o)»...J,... : substituant dans ces dernières fonctions à la place de^o>^o»--* leursvaleursenâ?» a:',..., on aura l'expression de la substitution A^ rapportée aux indices primitifs x^ x',..,.
PROBLiME II. — Trouver r ordre de la substitution A
Lordre de la substitution A est, par définition» la plus petite valeur de X telle, que A^ se réduise à l'unité. Pour que cela ait lieu, il faut qu'on ait simultanément
(4) K; = K;=...= i, KiX = o, K^, ^ilzLL)=o,..., k;=i,... {mod. p).
Soit p le nombre d'indices contenu dans la plus nombreuse des suites /o» ^o, (i^, . ..; J' 0'' "» y* • ^<» W|,...; ^j, ...;..,; v^o»'-» • on aura ainsi
5; >. =^o, -^^ ^:=o,..., -^^ ^-^ î— T — mod. «).
Supposons, pour fixer les idées, que p^ soit la plus haute puissance de p 'oférieure à p : les relations (5) montrent que X est divisible par/?^"*** ; et ré- C'proquement, tout nombre divisible par/?^"^% mis à la place deX, satisfera
3 ces relations.
£n effet, la première de ces relations montre que X est divisible par p.
î>oii j)^ la plus haute puissance de p qui divise X : a ne peut être < y -^ i ;
en effet, si cela avait lieu, parmi les relations (5), on aurait la suivante :
~ i — > L- ^ ^o (mod. p),
Or, >^ étant divisible par p^, il est clair que, pour tout nombre [x inféjcû;ur à /^*5 ^ — /x et jx seront divisibles par la même puissance de p : donc-ftni dwx procl uitg (X — i)... (X — /?*-^ i) et I. 2... {/?*— i) contiennent le facteur/? le m ^me nombre de fois. Donc X(X — i)... (X —p^-\- i) et i. a.../?* contiendrai ^nt le facteur /i le même nombre de fois, et par suite — -^^ ^^
ne l^ourrait être divisible par/?.
Réciproquement, si X est divisible par /?^'*'*, toutes les relations (5) sont
satisfaites; car soit ^ ~W'-( — ^ — T) ^^^ (mod. p) l'une d'elles; r étant
moindre que /?^"^*, contiendra le facteur p à une moins haute puissance que X; d'autre part (X — i)...(X — r-h i) sera divisible par la même puissauce de p que i.2...(r— i) : donc la relation sera satisfaite.
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Pour que A^ se réduise à TuDÎté, il faudra en ouire satisfaire aux relations KJ) e^ K\ ^ . . . ^ r , K 0^ ^ I , .... Soient respectivement &,&\..Aes plus petits nombres qui, mis à la place de X, satisfont séparément à ces diverses relations, d le plus petit multiple de c^, (^',... : X devra être divisible par d.
Or d est premier à p; car si K©. K^,... sont respectivement des imaginaires d'ordre v, v',..., on aura Kî,'~*^r, K'f'^^if Désignons par [j.
le plus petit multiple de v, v',..:/)^— i sera un multiple de/>^-— i,/?"^— i,...: ce sera donc un multiple de chacune des quantités (?, c^',..., et par suite un multiple de d. Mais il est premier à p : donc d l'est également.
Le nombre X devant être un multiple de chacun des deux nombres d et p^^\ premiers entre eux, sera un multiple de dp^'^*. Réciproquement, il est
clair que A''''^^' se réduit à l'unité : donc 'k = dp^'*'*.
160. Remarque. — Si la substitution A se réduisait à la forme
I y'ot y of ' • • » ^*i> Xif' • • ♦ *^o» • • • *^» ,^'»> ■^0.?' 0 » • • • > "I ^"^i» *^i .)' I • • • » *^ 0 ^«f • • • I »
où chaque indice est multiplié par un simple facteur constant, les relations f/4) se réduiraient aux suivantes :
et X se réduirait a d.
161. Corollaire. — Si l'ordre de A est égal à p, on aura K'ô^^i, d'où K'^' i^s. I . Mais on a d'autre part K';'"* 1-^ i . d'où Ko = K^' = 1 . On a de même K, ^ I ,.., K'^^^i,.... Donc la congruence caractéristique de toute substitution linéaire d'ordre p a ses racines réelles et égales k l'unité. Cette substitution peut donc être ramenée à la forme canonique par une transformation d'indices réelle.
Substitutions échangeables à une substitution donnée.
162. Problème III. — Déterminer la forme générale et le nombre des substitutions linéaires échangeables à une substitution linéaire donnée A.
Supposons A ramenée k la forme canonique, et soit, pour fixer les idées,
A zr. I >•„ 2„ v„ 2„ (S K. vo, KoiZo-hy,), K.r,. K.(2.^-j.), K'r 1.
Pour qu'une autre substitution linéaire
B = \ x^y z», Xif . . . ay^ -+- bz^ -\- cy^-\- dzy -h ev^ a'jo -4- 6'za ^- . . . , a" y^ -f- ...... . |
soit échangeable à Â, il faudra que les deux substitutions AB et BA remplacent chaque indice par des fonctions respectivement identiques; d'où les relations de condition
aKoj.-h 6Ko(2.-K/o)-f- cK,/, 4- rfK,(z,-f- ri) -^eYJv ^ K« ( a)\ -f- bz^ -f- cjr, -h rfz, -f- ev ),
^Ka(a'7o-f- 6'2a-f- c'/,-+- d' Zs-\- é-V -h fl Ko H" A^o-h C/, -h rfz, -+- ^i' ),
Égalant les coefficients de chaque indice dans les deux membres de chacune de ces relations, il vient, entre autres relations, les suivantes :
e'K' = K.e'-f-K.^, rf'K, = Ko rf' H- K, rf, c'K,-f- rfK. = Koc' -f- KoT,
et comme K| et K' ne sont pas congrus à Kot on en conclura nécessairement ^^o, d^o, puisc*^o, rf'^o, e'=^ o, et enfin c'^o.
Donc, pour que la substitution B soit échangeable à A , il est nécessaire qu'elle remplace les indices jo» ^o d'une même série par des fonctions de ces seuls indices.
Soit donc
CKi sait que les indices imaginaires jo» 2o,yo z^ peuvent s'exprimer en foacUQQ d'un nombre égal d'indices réels Yo, Y|, Zq, Z|, el réciproquement. Cela posé, B sera le produit de deux substitutions distinctes
B'= \ y\y Zt, )\, z,, Vy a^Xo-^ b^^Zo, a'^Xc-hb^Zo, UiX^-h b,Zt, a\xi-^b\z„ i^ |,
B"= I yy ^•f r»» ^'j ^y Jo» ^0, r., 2i, ^t' |,
dont la première remplace Y©, Y,,Zo,Z, (fonctions linéaires de j„, ^o» J<«^ij par des fonctions linéaires de y©» ^o»^m ^m ou, ce qui revient au même, par
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des fonctions linéaires de Yq, Yf , Zq* Zf , sans altérer v, tandis que la seconde altère au contraire l'indice f', sans altérer y^, z©? Ji» ^o ®t, par suite, sans altérer Yo, Y|, Zo, Z<.
La substitution A est de même le produit de deux autres, A' et A'\ altérant, Tune les indices Y©, Y,, Z©, Z,, l'autre l'indice v.
Pour que B représente une substitution réelle, dont le déterminant ne soit pas congru à zéro et qui soit échangeable à A, il est clair qu'il est nécessaire et suffisant que B' et B'' soient séparément des substitutions réelles, dont les déterminants ne soient pas congrus à zéro, et qui soient respectivement échangeables à A' et à A''.
164. Cherchons donc comment B' doit être déterminé pour satisfaire aux conditions ci-dessus.
Soient7o=Yo-+-KoY,, Zo^Zo+ KoZ,,/, =Yo-+-K, Z,, z, =Zo-f-K,Y, les relations qui existent entre les indices imaginaires y^^ Zq, Ji, z^ et les indices réels Y©, Y,, Z», Z|. La substitution B', pour être réelle, devra remplacer ces derniers indices par des fonctions réelles : elle remplacera donc en particulier les indices jo = Yo 4-KoY,.... par des fonctions de Y©, Y,, Zo) Zf et de Ko. Remplaçant dans ces fonctions Yo, Y4, Zo, Z| par leurs valeurs en fonction de j©» ^0* Ji» ^1» on voit que B' remplace chacun des in- ' dicesy^f ^o» ^1 » ^1 /wir une fonction de ces mêmes indices, dont les coefficients ne contiennent d^ autre imaginaire que Ko-
D'ailleurs les fonctions a^y^ -h 6| 2| , a\ j, -h tl^ 2, , par lesquelles elle remplace y ^^ z,, sont conjuguées des fonctions «oj'o -+- ^0^0» ^oJ'oH-^'o^o» /wir lesquelles elle remplace y ^^^ z^ (149).
En second lieu, le déterminant de B' est évidemment égal au produit des
déterminants
sera nécessaire que
a\ b\ a. bo
: donc pour qu'il ne soit pas congru à zéro, il
ne soit pas congru à zéro.
Enfin, la substitution réelle B' est le produit de deux opérations imagi*naires - t^
B', =^ I ^Vo, Zo,ri, Zi, V rt« r.-»- b.z^, a\}\-^ b\ 2,, >•„ Zy, v ), B', = I y., 5„ j,, 2,, V >v, ^•, rt. r, -f- 6, 3,, a\ y, -h b\ z,, v |,
dont l'une altère les indices y^ et z^ seulement, et l'autre les indices j, et «i; A' peut être de même décomposée en deux opérations imaginaires, A'^, et A',, altérant respectivement les indices v,, z^ et les indices 7,, z,.
tuent un même système ^ correspondant à u/i facteur irréductible dont les racines sont K 0 > K 4 , . . . , K/_ I . Soient A © . A , , . . . , A/_ ^ er Bo , B « , . . . , B/_ , lesflltératwns que A et B/ont respectivement subir aux indices de ces diverses séries. L'opércUionB^ consistera à remplacer les indices y© » ^o » • • • P^^ des fonctions flo/o -*" ^o ^c + • • • • ^OcXo"i- ^0^0+ •••»••• de ces mêmes indices, dans lesquelles les coefficienis «0 f ^0 » • • • ; ^0 » ^0 » • • • ' • • • ^^^^ ^^^ entiers complexes formés avec V imaginaire K« . Ces entiers complexes peuvent être quelconques, pourvu quils satisfassent {mœ deux conditions suivantes :
^ Le déterminant
est ^o (mod. p)\
2"" Les opérations A© et Bo sont échangeables entre elles.
Les opérations B i , . . . , B/_| consisteront à remplacer les indices j, , z « ,...;... ; 7/_i, 3/-I,... respectivement conjugués de y^, ^o» •• par les fonctions respectif vement conjuguées de aoy^-hb^Zo-h.*., a'o Jo -*- ^o ^o -*-•••»••• ; ^Ues seront ainsi complètement déterminées.
On pourra construire de même les altérations que la substitution Bfait subir à chacun des autres systèmes d^ indices.
Od voit par là que ie problème de construire les substitutions telles que B, échangeables à A, revient à déternniner les opérations Bo échangeables
a Aq .
167. Poursuivons cette recherche, et supposons, pour fixer les idées,
Kj'
K{z' -hu')
9 Cr»
+ Cr,
Zy
Zf
Zy
(Pour plus de simplicité, nous supprimons dans Técriture les indices des séries que Bo n'altère pas, et nous écrivons K, j,... au lieu de Ko,/©» ;
Égalons les fonctions que AoB© et B© A© font succéder à l'indice y : il vient, en supprimant partout le facteur K,
relation qui ne peut être identique que si les coefficients qui multiplient dans ia fonction /chacun des indices 2, w, z\ u\ z" se réduisent à zéro; / se réduit alors à f{y*y\y")' On voit de la même manière que les indices u, u! doivent disparaître de chacune des fonctions /, ç, /', ç', /", qp". Soit donc
le déterminant
entrera comme facteur dans celui de Bo< et, par
suite, devra différer de o (mod. />).
Posons maintenant
a y-^ b y'^ ^x{Oy
a'y^b'y' ^^\{Oy
(les termes identiquement nuls i|;, (o, o, o, o, o, o), ^j^\(o, o, o, o, o, o) étant écrits dans le but de faire mieux ressortir la loi suivie dans la construction
de C).
Le déterminant de cette opération est au signe près une puissance de a b
; il est donc différent de o (mod. p). En outre, on vérifie immédiatement qu'elle est échangeable à Ao. Posons maintenant Bo = CD. L^opération D = C~*Bo a son déterminant non congru à zéro; elle est échangeable a A©, et de même forme que Bo; mais en outre elle n'altère ni u ni w'. Les fonctions v|/ et Y s'y réduisent donc k u et ii\
Egalons maintenant les fonctions que DAo et AoD font succéder à a : il vient, en supprimant le facteur commun K,
Donc la fonction <p se réduit à z. De même, ç' se réduira à 2', /et /' à 7 et y\ Aucun indice des suites y, s, a, y\ z', u' ne sera donc altéré.
Egalons de même les fonctions que DAo ^t Ao D font succéder aux indices z" et j" : on voit immédiatement que la fonction 9" ne contient pas a, m', et
qu'en la mettant sous ia forme mz''-hny'''h<p\(y, z, y, z'j, /" sera de la forme mf'-^ (p\{o, J, o, j'). ,^
Cela posé, l'opération D est le produit de deux autres, dont Tune» Et.Mfei^' ; place les indices z" et j" par mz"-4- /17" et my'\ tandis que Tautre, F, atSiit>it;>* respectivement ces indices de (p\{y, z,y\ z') ei (p\{o, y, o, y'), aucaoe^^^ ' ces deux opérations n'altérant j, z, u, y\ z\ u'. L'opération Fa pour détei^ minant l'unité» et elle est échangeable à Ao : donc E aura son détermij^'t ^o (mod. p) et sera échangeable à Ag. Le problème de déterminer E d*a|>rès ces conditions est identique à ce qu'aurait été le problème initial de déterminer Bo, si la série des indices que'Bo altère n'avait pas contenu les suites j, z, u eiy\ z\ u'.
Les considérations précédentes s'appliquent immédiatement à un cas quelconque, et montrent que la détermination de Bo se ramène en général au problème analogue que l'on aurait en effaçant de la série que Bo altère tous les indices qui appartiennent aux suites les plus longues.
168. Cherchons maintenant à déterminer le nombre des substitutions échangeables à une substitution quelconque A.
Supposons que A étant ramenée à la forme canonique, les indices y forment plusieurs systèmes. Soient respectivement N, N',... les nombres de manières dont on peut déterminer les altérations Bo, B'j,,... que la substitution cherchée B fait subir respectivemenl aux premières séries de chacun de ces systèmes : le nombre des substitutions distinctes obtenues en combinant ensemble ces altérations est évidemment égal à NN'
Pour déterminer chacun de ces nombres, N par exemple, supposons que Ko soit imaginaire de l'ordre /, et que la série que Bo altère contienne q indices, formant m suites de n indices, m' de n indices, etc., les nombres /i, /i',... allant en décroissant.
Soient respectivement L, M les nombres de manières de déterminer les opérations partielles C et D : il y aura LM manières de déterminer B. En
effet, ^ient C|, Cj,.., Cl-, et D| Dm_, les diverses substitutions qu'on
peut prendre pour Cet D : tous les produits de la forme C» Dp sont distincts. Soit en effet Ca Dp = C»' Dp' : ces deux opérations doivent altérer de même les indices des suites les plus longues; mais Dp et Dp' ne les altèrent pas : donc Ca et Ca' les altèrent de même : donc elles sont identiques : donc Dp= H^.
On voit de même que le nombre M est lui-même égal au produit des nombres P et Q de manières dont on peut déterminer les opérations partielles E et F dont le produit constitue D. On aura donc enfin N = LPQ.
169. Pour déterminer L, remarquons que les coefficients de C sont en nombre qm^ parmi lesquels ceux des fonctions ^i, ({;'(,... en nombre m[mn 4-m'/i'-4-m"/i"-h... — /w) sont entièrement arbitraires et peuvent être choisis chacun de ff manières différentes» tandis que les autres a, 6,...; fl', f,. ..;... en nombre m^, doivent être tels, que leur déterminant soit <o(mod. p). Soit L' le nombre de manières de les choisir : on aura
Pour déterminer L\ imaginons un système de^''" choses, représentées par le symbole général «^o.,.^,,. .,a^„_,> chacun des indices indépendants Xf^^œ^,,., prenant successivement/)' valeurs complexes de la forme a-hKoj3-i-...4-Ki~*Ç (mod. p); et considérons les opérations qui remplacent «^^^r,, .r„ . . x«_, P^^i' *^tfx,-f.*x.-H .,a'x,-H6'x.-f-. ,.. > ^» b^,..\ a\ 6',...;... étant des entiers complexes. Pour que ces opérations, que nous pouvons désigner par le symbole
représentent des substitutions, il est nécessaire et suffisant qu'elles fassent succéder chacune des choses .i», :,. ^ à une autre, et à une seule; donc, étant donnés les indices ûwco-t- 6a:|-t-..., a'a^o-t- 6'a?|-f-..., , on devra pouvoir en déduire sans ambiguïté x^^-w^,...^ ce qui exige que le déterminant des quantités a,6,...; a\ b\, ..;... ne soit pas congru à zéro. Le nombre ]/ des systèmes de valeurs de ces quantités qui n'annulent pas le déterminant est donc précisément égal au nombre des substitutions linéaires
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qu'un raisonnement entièrement analogue à celui des n"^"* 123 et 124 montre égal à
170. Passons à la détermination de Q : elle n'offre aucune difficulté. En effet, la substitution F accroît les derniers indices de chacune des m' suites de n' indices d'une fonction linéaire des n' derniers indices de chacune des m premières suites; elle accroît les derniers indices de chacune des m'' suites de n" indices d'une fonction linéaire des n'' derniers indices de chacune des m premières suites, etc. Ces fonctions étant déterminées, F le sera. D'ailleurs les coefficients qu'elles contiennent, en nombre mf n' m -h m' n" m-h .. ., sont tous entièrement arbitraires, et peuvent être choisis chacun de p' manières :
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Réunissant les résultats qui préeëdent, il vient
N -- LPQ :■-■ |/"'[-(«-')-w('»v+i«'V'+...)](pW_ i){p^^— p^), . .[^r'-^ />(—')'] p.
D'ailleurs P est ce que deviendrait N si le nombre des indices de la série était seulement m!n'-\-m"n"-\-.,,^ au lieu de mn'¥m!n!'\-Tn!'n!''\-... : on aura donc de même
P, étant ce que deviendrait N si la série ne contenait que m"/i"-4-... indices, etc.
172. Problème IV. — Déterminer les substitutions linéaires qui se raménent à une forme canonique donnée^ et trouver leur nombre.
Soient â, A',... les substitutions cbercbées : elles ne sont autres que les transformées de A par les diverses substitutions linéaires.
En effet, supposons pour plus de généralité que la réduction de A à la forme canonique exige l'introduction d'imaj;i;inaires. Soient X-f-iY-H... l'un
des indices imaginaires introduits, Xh-i'''Y-i- ses conjugués. On
peut prendre pour indices indépendants, au lieu de ces indices, les quantités réelles X, Y,.... SoitB la forme que prend la substitution A rapportée à ces indices : on pourra, par une transformation d'indices réelle, donner à A la forme B. On pourra de même, par une transformation d'indices réelle, donner à A' la forme B, et réciproquement. Donc, par une transformation d'indices réelle, on pourra donner à A la forme A'. Mais soient
K' z^ I Xy X\. . » OLX -r- (5^ -t- . . . , Ol' X -h {3'x' -4- | ,
et soient
mx -f- nx' -•..., "^ 2^ m X ^- nf x' -^ . . . ,
les nouveaux indices auxquels il faut rapporter A pour lui donner la forme
identique à celle de A'. Il est clair que A' sera la transformée de A par la sut)stitution
\ Xy x\, , , mx -h nx' 4- . . . , m' x -f- /l' j?' -f- ...... . | .
Réciproquement, si A' est la transformée de A par la substitution ci-dessus, il est clair qu'en prenant pour indices indépendants Ç = mx -h /w7'-t- . . . , |' = m' a?-*- /l'a?' -h. .,,..•, on donnera à A une forme identique à A'. Par une transformation d'indices inverse de celle-là , on pourra donner à A' la forme A. Cela fait, par une nouvelle transformation d'indices, analogue \\ celle qui ramène A à sa forme canonique, on ramènera A' à la même forme canonique.
Cela posé, soient M le nombre total des substitutions linéaires; N le nombre de celles qui sont échangeables à A, et que nous désignerons par C, C, — Si une substitution linéaire D transforme A en A', lesN substitutions CD, CD,... produisent celte même transformation. Le nombre des
transformées distinctes A, A',... sera donc tt-
Remarque. — On vient de voir que si deux substitutions A, A' sont transformées l'une de l'autre par une substitution linéaire, on peut donner à l'une d'elles la forme de l'autre par une transformation d'indices convenable. Mais cette transformation n'altère pas son caractéristique (126). Donc deux substitutions dont l'une est la transformée de Vautre par une substitution linéaire ont même caractéristique.
Faisceaux dont les substitutions sont échangeables entre elles.
173. Problème V. — Trouver la forme générale des faisceaux contenus dofis le groupe linéaire et dont les substitutions sont échangeables entre elles. *,' Sojent G l'un des faisceaux cherchés, S, S^,--- ses substitutions, dp^, 'dtf/fy^... leurs ordres respectifs (rf, rf,,... étant premiers à/?). Le faisceau G contient évidemment les deux groupes partiels F = (S'''*, Sf**',...) et E = (S^, Sf',...). Réciproquement, les substitutions de ces -deux faisceaux, combinées ensemble, reproduisent G; car la substitution S, par
exemple, dérive de S'''' et S'' (31).
Les substitutions de F sont toutes d'ordre premier à p. Soit, en effet,
A=S'^Sî''* l'une d'entre elles; on aura A'''''= S^'^'^'^^S'Î''»'''* = i. Donc l'ordre de A divise rfrf, ; donc il est premier h p.
I)(* miMne, les substitutions de E ont toutes pour ordre une puissance de p. Délorminons successivement les deux faisceaux partiels F et E.
I7i. Commençons par F. Soit A une de ses substitutions : ramenée à la forme canonique, elle deviendra
il. h, r,... étant les racines distinctes de -sa congruence caractéristiquet .r. .r,,..., sf^^ii v,...; 3,...;... les indices des séries respectivement correspondantes à ces racines.
Soit A' une autre substitution de F : étant échangeable à A', elle doit remplacer .r,..., x,„^i par des fonctions linéaires de ces seuls indices; de même pour les autres séries. Soit donc
On pourra canoniser celte substitution sans altérer la forme de A. qui est déjà canonique. En effet» considérons spécialement les m indices jt,..., .r,p, ,. Pour canoniser A' en ce qui les concerne, on aura a résoudre la congruence de degré m :
s K^r ^o 'mod.|».
Les indices j\..., x«_, étant liés aux indices primitifs par des relations linéaires dont les coefficients sont fonctions de la quantité a 137^, qa&
peut être imaginaire, les coefficients z '/m^** peuvent contenir celle
même imaginaire. Mais, dans tous les cas. a sera racine d*une congruence irréductible à coefficients réels. Soient / le degré de cette congruence. a,.
<>• a/_, ses autres racines. Désignons par s, K,,..., S|_, K. ce que
devient ç K lorsqu'on y remplace a suecessiTement par a fl/_,. La
ionj:ruence
oiTVt p-ur o.xrfncients des fonctions symétriques de a, a ai^^, Ces coef-
ti- 'enî> ><r -ni iMii .îr> entiers réels. D'ailleurs cette congruence, étant de
degré ml, a /w/ racines réelles ou imaginaires. Le facteur y(K), égalé à o (mod. p) donnera donc m racines égales oa inégales, et dont le degré d'imaginarité sera au plus /m.
Soient a', â',,..., a'^_, ces racines, m\ m\,,.., w'^_, leurs degrés de multiplicité respectifs. On pourra remplacer les indices a?,..., a:,„_, par d'autres indices a?',..., x'„_^ choisis de ifianière à ramener la substitution
1 Xf • • • , Xm—i CCX -H . . . -h- y Xm—\t • • • i Of-m—y X -f- . . . -f" ym—\ X^—i \
à la forme canonique
Des transformations analogues peuvent être effectuées sur chacune des autres séries d'indices y,...; z, ...;... En effectuant simultanément toutes ces transformations, on ramènera Â' à la forme canonique. D'ailleurs, la forme de A n'aura pas été altérée; car Â, multipliant para chacun des indices a?,,.., a?^.,, multipliera par la même quantité chacun des indices ar',..., x'^^i^ qui en sont des fonctions linéaires; de même pour les autres séries. On aura donc
A ^^ I X y » . m y X ;„_ 1, J^',«»» Q X , . , . , Cl X ;„_J y Ojf' , . • • | ,
A =:= I X , . . . f ^ m'- 1> ^ m'f • * • y X 9 • » • O. X y . » . y a X fn'— 1» rt |^m') • • • > ^ J?' > • • • I •
Chacun des nouveaux indices, tel que x\ est une fonction linéaire des indices primitifs, dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités a et a\ par lesquelles le multiplient respectivement les substitutions A et A'. En effet, x' est une fonction linéaire de a?,..., x,n^^, dont les coefficients sont rationnels en a\ a,..., 7,„-.|. Mais a,..., y,;,., sont des fonctions rationnelles de a, et a;,,.., Xin-\ sont des fonctions des indices primitifs, dont les coefficients sont rationnels en a.
175. Le faisceau F contient toutes les substitutions A'^A"^', dérivées de A et A'. S'il en contient encore d'autres, soit A" l'une d'elles; elle est échangeable à A; elle remplacera donc les indices a;',..., x'^,_^y que A multiplie tous par a et A' par a', par des fonctions linéaires des seuls indices x\...y oc'^-x9 que A multiplie par a. D'ailleurs A" est échangeable à A'; donc tous les indices a? ,„.,..., x^_^ que A' ne multiplie pas par a' disparaîtront de ces fonctions, qui ne contiendront plus que les indices a?',..., a; '^._,. Si donc on répartit les indices en séries, en groupant ensemble ceux qui sont tous
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multipliés par un même nombre dans Â et par un même nombre dans Â% A" fera succéder aux indices de chaque série des fonctions linéaires de ces seuls indices.
Soit donc
On pourra trouver une transformation qui ramène A" à la forme canonique en ce qui concerne les indices de la série a?',..., x^,_^^ si l'on peut résoudre la congruence
^o (mod. p\
Les indices j?' ic'^,_, étant liés aux indices primitifs par des relations
linéaires dont les coefficients sont fonctions de deux quantités a, d^ qui peuvent être imaginaires, les coefficients a',..., y'.-.-r a'^-i».... im'-\ pourront contenir ces mêmes imaginaires; mais, dans tous les cas, a satisfera à une congruence irréductible du degré U dont les racines seront a, a, 9. ••9 a/-M et a' satisfera à une congruence irréductible du degré /', dont les racines seront a\ a'i,..., a'/.»i.
Si Ton désigne par ^^^^y^^i^) ce que devient ^^ (K) lorsqu'on y remplace respectivement a par une autre racine a^ de la suite a,..., a/.|, et a! par une racine a^/ de la suite al û'/'-i» la congruence
4/(K)iJ;.,.(K)...q>,,,r(K)...v|//...r-.(K) = o (mod./^)
aura pour coefficients des fonctions symétriques en a, ai,..., a/.f d'une part, en a', a\,..., a\^y^ d'autre part. Ils seront donc réels. D'ailleurs cette congruence étant du degré //'m'aura Itm! racines réelles ou imaginaires. Le facteur i|^ (K) de degré m', égalé à o (mod. /?), donnera donc nt! racines de la même forme.
Opérant maintenant comme au numéro précédent, on pourra ramener A" à la forme canonique. sans altérer la forme de A ni de A'.
176. En continuant ce système d'opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé les substitutions de H, on arrive à ce théorème :
Théobèmk. — l^s substitutions A, A', A", . . . , rf'ow dérivent toutes celles de F, peuK^ent être ramenées simultanément à leurs formes canoniques respectives par
une transformation d'indices réelle ou imaginaire. Chacun des nouveaux indices y tel que Xy est une fonction linéaire des indices primitifs ^ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des quantités réelles ou imaginaires a, a\ a" y ... t par lesquelles A, A', A",... le multiplient respectivement.
177. On peat supposer que l'ordre de chacune des substitutions A,
M y A%... dont F est dérivé est une puissance d'un nombre premier; car
toute subetitiltibn résulte de la combinaison de celles de ses puissances
qui OBt-pânr ordre une puissance de nombre premier (31). Soient donc
ifi- l'ordre de A, n'^' celui de A',..., tt, ;r',... étant premiers : a^^y a"^* ,... seront congrus à i (mod. p).
Formons donc la suite a, a^, a%... des puissances de a; soit a^ la première de ces puissances qui soit congrue à l'unité, et à partir de laquelle elles se reproduisent périodiquement : p devra être un diviseur de n^. On aura donc p = n^f X étant au plus égal à fx. Si p'—i est la première des quantités de la suite /> — i , /?* — i , . . . , /?' — i , . . . qui soit divisible par t:^, a sera racine d'une congruence irréductible de degré /. En effet, parmi les quantités de la suite
aP-\ aP*~*,. . ., aP^-\, . .,
aucune ne sera congrue à l'unité avant a^'"*.
De même, la première des puissances successives de a' qui soit congrue
à l'unité suivant le module p sera une puissance n' de tt' égale ou inférieure à tt''* ; et si p'^—i est la première des quantités de la suite/? — i,
/>'— I,..., p'' —- 1,... qui soit divisible par tt' , a' sera racine d'une congruence irréductible de degré /'.
Gela posé, considérons isolément, parmi les substitutions de la suite A, A', A'',.., toutes celles dont Tordre est une puissance d'un même nombre premier n. Les coefficients a, a', a",... correspondants à ces substitutions
sont des fonctions entières d'un seul d'entre eux. En effet, a^^, a'^^ ,... sont congrus à i (mod./?). Soit X le plus grand des nombres X, X',... ; on aura
et aucune puissance de a'^"" inférieure à celle-là ne sera congrue à \j^
Donc à^' sera, comme a', une racine d'une congruence irréductible de degré /', en fonction entière de laquelle on pourra exprimer a' (20). Ainsi a' sera une fonction entière de a; de même pour a",....
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ConsidéronwS de même les substitutions de F dont l'ordre est une puissance d'un autre nombre premier tt, : les coefficients correspondants a,, a\,... seront tous des fonctions entières de l'un d'entre eux, «i. De même pour un autre nombre premier tij, etc.
Considérons maintenant ces coefficients a, a^^ ^2,..., satisfaisant respectivement à des congruences
Ils s'expriment tous parles puissances d'une seule imaginaire eiafa2... = f, satisfaisant à la congruence
En effet, (''<'<''"' se réduit à a'^'^»'^''-- (mod./?); mais tti, Tia,... étant ' premiers a tt, on pourra (2) déterminer deux entiers r et r' de telle sorte que l'on ait rn\'n\\.,^=^ r'n'^-h i; on aura alors
Donc a s'exprime rationnellement en fonction de i : de même pourri, «a,...; de même pour les autres coefficients a', a",...; a\, a',...;... qui sont des fonctions entières de a, de a', etc.
Il existe une substitution dans F yi// multiplie r indice x pari. En effet, soient respectivement A, A,, Aa,... celles qui multiplient x par «, a,, an,..; la substitution A A, A,... le multipliera par aa^a^" = i-
178. Les considérations qui précèdent permettraient, ainsi que nous allons le voir, de ramener aisément à une forme réelle toutes les substitutions de F.
Nous pouvons grouper tous les indices en séries distinctes, en convenant de réunir en une seule série tous ceux que cbacune des substitutions de F multiplie par un même facteur constant; il se pourra d'ailleurs que toutes ces séries ou quelques-unes d'enlre elles ne contiennent qu'un seul indice. Soient a;, x\.,.\ v, y',...; z, z', ,..;.,. ces diverses séries.
Les indices x^ x\,.., qui appartiennent à la même série S que a?, wsont liés aux indices primitifs par des relations linéaires dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de i. On peut supposer ces fonctions entières et du degré v — i, en désignant par v le degré de la congruence irréductible dont i est racine. Si l'on ordonne les termes suivant les puissances
(le i, on aura
\, Y,..., Z; X', Y',..., Z';... étant des fonctions linéaires réelles des intlires priinitifs.
Une substitution quelconque A prise dans F, multiplianl x. x',... par lin même Tacleur constant a ^^^/(i), multipliera leurs conjugués
j:f = X + (VV+...+ i<— l^-^Z, jr', = X'+iVY'-l-... + ((— if'Z'....
par flp =/(.■'') (149).
Si l'on exprime x^, x,,... en fonction des indices x, x',...; y, y',...\ 2, s',...;..., leurs expressions ne devront contenir que les indices d'une même série. En eiïet, pour que I» substitution A, par exemple, multiplie x^, X,,... par Qp, il faut évidemment que le facteur par lequel elle multiplie cliacun des indices qui eulrcnt dans ces expressions soit précisémeni a^. Tous ces indices sont donc multipliés par un même facteur dans cliaciine des substitutions de F; ils appartiennent donc à une même série.
Cette .série S^ est essentiellement différente de la série S; car In substitution qui multiplie x, x',... part multipliera x^, x^,... par i'''. qui diffère essentiel le m en l de i.
Les fonctions x, x',..., que nous supposerons en nombre fA, étant distinctes par hypothèse, les p fonctions Xç, x,,... le seront évidemment ; car. si l'on avait entre elles une relation linéaire
r,x, + r'^x'^ + ...== o ( mod. p),
dans laquelle r^, r,,.. seraient des entiers complexes fonctions de if", cette relation devrait subsister en changeant t'^ en i, racine de la même con- ^ruence irréductible; ce qui donnerai! entre x, x',... une relation de lit forme
IX + r'x' + . . .^o (mod. p),
re'qui ne peut être.
Les indices de la racine Sp s'expriment tous linéairement en funcliuii lie Xa, X, que l'on pourra prendre pour indices indépendanls. \i» effet.
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uu indice quelconque de celle série. Les substitutions A, A',...» le multipliant respectivement par a^, a^,..., multiplieront la fonction conjuguée
^ = X,4-/Y.H-...H-/>-'ÎZ.
respectivement par a, a',.... Donc z est une fonction linéaire des indices j?»
oc ) ■ • • • oOll
z^^rx -\- r' x'-\-, . . .
\.CtMc relation devra subsister en changeant i en i''% ce qui donne
Za ^= ta Xq ~^ # J7 ~^ • • • •
Cela posé, associons ensemble les v séries conjuguées S,..., S^,...; on obtiendra un système de v séries conjuguées, contenant chacune ju. indices, qui dépendent des fonctions linéaires réelles X, Y,..., Z;...; X^**~•^ Y^**~*\..., Z^*^•^ en nombre fiv. On pourrait prendre ces fonctions pour indices indépendants à la place des jj.v indices imaginaires correspondants. Les substitutions de F prendraient une forme encore assez simple, mais qui ne serait plus canonique. H vaut donc mieux conserver la forme ima- (^inaire; mais il était essentiel de montrer le moyen de la faire disparaître.
Passons a la détermination du faisceau E
Soient B, B',... ses substitutions, B Tune d'elles : elle appartient à G» ainsi que A, A',...; elle leur est donc échangeable par définition. Elle remplace donc les indices de chaque série par des fonctions linéaires de ces mêmes indices (166). Donc elle remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces seuls indices. On aura donc B^BiB,,..., B| , Bst . . . étant des substitutions partielles qui altèrent respectivement les indices du premier système, du second, etc. Soient de mêmeB'= B'jB,...,..., A=A|A2...» A'= A'jAj. ....... Pour que B, B',... soiept , échangeables
entre elles et à A, A',..., il faut et il suffit évidemment que B4, B'i»... soient (échangeables entre elles et à A|, A'^,..., que B,» B,,... soient échangeables entre elles et a A^, A^,..., etc.
D'ailleurs, chacune des substitutions^ B|, B'j,...; B^» Bj,...;... a pour
ordre une puissance de p. Car, soit p^ l'ordre de B, B^ laisse invariables tous les indices, et notamment ceux du premier système. Mais l'altération
qu'elle leur fait subir est représentée par B^ : donc B^ = i. Donc Tordre deB, divise /7^ : donc il est une puissance de p.
La recherche du faisceau E = (B, B',.,.) revient donc à celle des faisceaux analogues E, = (B,, B'j,...), E2 = (B^, B'^, ...)»••• ^^^^ chacun n'altère que les indices d'un seul système.
180. Cherchons à déterminer l'un de ces faisceaux, te! que Ë|. Soit
x^ x'y.,. ax -h (3 y -h..., a'x 4-(3'ar' 4-...,...
X\^ X I y • • • Ot\ X\ ~t~ |3| X I ~T" • • •> ût I X "^ |3 . X I —^ • • .y . ••
une de ses substitutions : le premier membre de sa congruence caractéristique est évidemment divisible par le déterminant
Mais son ordre étant une puissance de />» sa congruence caractéristique a toutes ses racines égales à l'unité (161). Donc A, égalé à o (mod.^)» a toutes ses racines égales à l'unité.
Cherchons à déterminer des fonctions des indices x^ x\..., x^'*^ que B, multiplie par un facteur constant : ce facteur s'obtiendra en résolvant la congruence A^o (147). Il se réduit donc à l'unité : les fonctions cherchées ne seront donc pas altérées par la substitution B«. Soit fx' le nombre des fonctions distinctes des indices x, x^^..., x^^^*^ que cette substitution laisse inaltérées : on peut supposer qu'elles aient été prises pour indices indépendants et se confondent respectivement avec a?,..., x^^'^^K
181. Cela posé, soit B'^ une autre substitution de E« : étant échangeable aux 'wbstitutions A, A',..., elle remplacera a?,..., x^^''*^ et en particulier arMVk/flS^*"'^ par des fonctions des seuls indices a?,..., x^^-*K D'ailleurs on dcMt a¥oq|( l'égalité B4B\ = B'jB|, et pour cela il faut évidemment que B\ remphice a?,..., x^^'''*\ que B| n'altère pas, par des fonctions que B^ n'altère pas non plus, c'est-à-dire par des fonctions des seuls indices a?,..., x^^'-'^K
Soient a^rn-... -hyir^»*'■"•^..., oc^^'-^^x-h ...-hf^'^^^x^^'-^^ ces fonctions. La congruence caractéristique de B'^ contiendra évidemment en facteur lé déterminant
«("''-0 . . . yfr'-') - K
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Mkts ses racines sùni toutes égaies à Tunité. Donc ce déterminant, égalé a o {mod.p)y aura toutes ses racines égales à Funité.
Cherchons à déterminer les fonctions de a?,..., œ^^'-^^^ que V^ multiplie par un facteur constant. Ce facteur s'obtiendra en résolvant la congruence A'^o. Il se réduit donc à Tunité. Soit /x'' le nombre des fonctions distinctes de â?,..., x'^'-^^ que B'i laisse ainsi inaltérées : on peut supposer qu'elles ont été prises pour indices indépendants et se confondent avec a?,..., x^^''''*K
182. Soit maintenant B' une autre substitution de E^ : elle remplacera X,..., x^^'^*^ par des fonctions de ces seuls indices. En outre, étant échangeable à B'i, elle remplacera a?,..., a?^»*"-"'\ que B'^ n'altëre pas, par des fonctions que B'^ n'altère pas, c'est-à-dire par des fonctions de ces seuls indices.
On voit ensuite qu'il existe des fonctions de a?,..., a?^ï*"-*> que B\ n'altère pas, etc. Poursuivant ce raisonnement, on arrive à ce résultat :
Il existe certaines /onctions des indices a?,..., x^^^^^ qui ne sont altérées par aucune des substitutions B| , B\ , . . . du faisceau E| .
Soit /Xi le nombre de celles de ces fonctions qui sont distinctes : on peut admettre qu'elles se confondent avec a?,..., a^^^-^K Cela posé, chacune «des substitutions de E,, telle que B|, remplace respectivement les indices de la première série a?,..., xf^^^-^\ a?^^«^..., a?^»*"*> par des fonctions 4e la forme suivante :
9^'^>^..., ç^»*"*^ étant des fonctions de a?,..., x^^^'^K
183. Posons maintenant B« =CD, G étant la substitution qui remplace les indices x^'\...^ o?^*^*^ par
et leurs conjugués par les fonctions conjuguées, sans altérer aucun des autres indices. Décomposons de même chacune des substitutions B'^, B' ,... ^n un produit de deux facteurs, et soit B'j = C'D', B' = C"D",.... Les substitutions C, Cj C'\... sont échangeables entre elles. Car si C n'était pas échangeable à C\ il est clair que B| ne le serait pas a B'^. En outre, chacune de ces substitutions a pour ordre une puissance de p. Car pour qu'une puissance de B| se réduise à l'unité, il faut évidemment que la puissance correspon-
dante de C se réduise à l'unité. Donc Tordre de C est égal a celui de B,, ou le divise : donc il est une puissance de p.
Appliquant au groupe (C» C, C",...) les raisonnements faits pour le groupe (B,, B'^, B' ,...) (180-182), on voit qu'il existe des fonctions des indices a?^»*«\..,, a?^~*^ que C, C, C",... n'altèrent pas, et que, par suite, B|, B',, B'j,... accroîtront simplement de certaines fonctions de a?,..., x^^'^'^K Soit jx, le nombre de ces fonctions, on pourra supposer qu'elles se confondent avec a?^***\..., a^^H-i+i^t-*)^
184. Poursuivant ce raisonnement, on obtient le résultat suivant :
Les indices de la série a?,..., a^^^^ peuvent être choisis de manière à se répartir en classes telles y que chacune des substitutions de E| laisse invariables les indices de la première classe, et, plus généralement, n'ait d'autre effet que d* ajouter aux divers indices de chaque classe certaines fonctions des indices des classes précédentes.
Dans les séries conjuguées de la série a?,..., x^^^^ on prendra pour indices indépendants ceux qui sont conjugués de a?,..., x^^^K Chaque substitution de E, les remplaçant par les fonctions conjuguées de celles par lesquelles elle remplace a?,..., a;^* (l^^)» ils se trouveront tout naturellement répartis en classes, conjuguées de celles de la première série.
185. Si les indices a?,..., xf^^^^ ne forment que deux classes, il est clair que toutes les substitutions déGnies par la propriété précédente sont échangeables entre elles, et peuvent être contenues simultanément dans Ë,. S'il y a plus de deux classes, il n'en est plus ainsi, et de nouvelles recherches seraient nécessaires pour préciser la forme de ce faisceau : mais nous remettrons cette étude a une autre occasion, les résultats déjà démontrés étant suffisants pour les applications qu'on trouvera dans cet ouvrage.
Voici pourtant quelques résultats particuliers dont on retrouvera aisément la démonstration, et qui donneront quelque idée de la grande variété de formes dont le faisceau E| est susceptible :
i^ Si chaque classe ne contient qu'un seul indice, les substitutions de Ë| peuvent être mises sous la forme
Réciproquement, les substitutions de cette forme sont toutes échangeables entre elles et peuvent être simultanément co|i(eiiues dans Ei«
n^ Si les fji indices or, a/,..., 0^^*^*^ se MnÉ|^^ ^^ ^^^^^ classes, conte-
nant respectivement i, /x — 3,- 1. indices, désignons par x Tindice unjque qui forme la troisième classe, par/,,..., 7,^.2 ceux qui forment la seconde» par z celui qui forme la première : les substitutions de E« pourront être réduites à la fois à la forme générale suivante :
les coefficients ai,..., a,.,..., a étant quelconques, et les coefficients hr déterminés par les relations
.,. J 6jp^«îp-i ei 6ap_,^a,p, lorsque p< m -h I,
I ba ^a,, lorsque o'>2m,
m étant un entier constant nul ou positif, mais dont le double ne surpasse pas II — 2.
Réciproquement, toutes les substitutions de cette forme sont échangeables entre elles, et peuvent appartenir à la fois à E,. On aura ainsi pour ce faisceau autant de types généraux distincts qu'il y a de manières de déterminer m.
3® Si, au lieu de /x indices, on en avait jxh- i , a?, a?', ji,..., /ii-a» ^» répartis en trois classes, qui contiennent respectivement 2, /x — ^, i indices, on obtiendrait pour E| des types variés. Nous en citerons quelques-uns, qui se rattachent immédiatement à ceux que nous venons d'examiner. Leurs substitutions sont les suivantes :
X j: -h a, j*, -h . . . -h flr Jr -I- • • • -I- 5e 2
OÙ âff , . . . , âfr, . . . , a, ^ sont quelconques ; fr| , . . . , b^2 sont déterminés par les relations (6); et les coefficients c^^r sont liés entre eux par les relations suivantes, où p, p' sont supposés <m-t-i, et o*, a' >2m :
^*ap.« — ^«,Jp-»-i> ^'3p-»-i,« — ^'».sp> ^'ff.ff* — ^V,
Pour avoir Tordre du faisceau ainsi déterminé, on remarquera que le nombre des coefficients qui restent indéterminés dans l'expression (7) après qu'on
x' ^ y\... les indices en nombre X' de la dernière classe de la première série du second système; a?\, j'j, ...;...; x[,^^, Jv-if' ceux des classes conjuguées, etc. On aura ainsi XvH-X'v'+... indices appartenant aux dernières classes de leurs séries respectives. Chaque substitution de E accroîtra simplement cçs indices de fonctions linéaires des indices u^ v^... appartenant aux classes précédentes, et remplacera ces derniers par des fonctions linéaires de w, i',... (184).
II résulte évidemment de là que les substitutions de E sont échangeables à toute substitution 2 qui accroît respectivement a?, j,...;...; a?v-if yv-4»-««î
a', /5', ...;...; a^_j, j31»_,, ...;... sans altérer w, i^,.... Or si Ton prend pour 5c, /3,... des fonctions entières quelconques de i; pour ap, |9p,... leurs conjuguées; pour oc\ ^',... des fonctions entières quelconques de Timaginaire i\ analogue à i, etc., il est clair que 1 ne sera imaginaire qu'en apparence, et prendra la forme réelle lorsqu'on remplacera les indices imaginaires ic = X-t-îY-f-...-hi^''*Z,... parles indicesréelsX, Y,...,Z,.... Mais a, ^,... peuvent être choisis chacun de p"* manières; a', ^',... de p^ manières, etc. : donc les substitutions distinctes de la forme 2 sont en nombre z^'^^''''"*"'", nombre évidemment supérieur à D, même dans le cas le plus défavorable, où l'on suppose X = X' = ... = f.
Substitutions permutables aux faisceaux précédents.
187. Soit, comme précédemment, G un faisceau de substitutions linéaires, échangeables entre elles : et cherchons à déterminer les principales propriétés du groupe I formé par les substitutions linéaires qui sont permutables à G.
188. Théorème. — Si G contient des substitutions dont r ordre ne soit pas premier à p, l ne pourra être primaire.
En effet, soit E le faisceau partiel formé par celles des substitutions de G dont l'ordre est une puissance de p (173). Les transformées de ses substitutions par une substitution quelconque de I appartiendront à G, par hypothèse, et auront pour ordre une puissance de p. Donc elles appartiendront à E : donc E est permutable aux substitutions de I.
D'ailleurs il existe certaines fonctions des indices que les substitutions de E laissent invariables (179-182). Ces fonctions peuvent s'exprimer linéai-
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rement au moyen d'un certain nombre de fonctions distinctes, Xy x',... que l'on peut prendre pour indices indépendants, à la place d*un nombre égal des indices primitifs (143). Soient j,... les indices restants : les substitutions de E seront toutes de la forme générale
I X^ X y <. . tf y y • t . Xy X y . , . y J \ Xy <37y...y^y«.*jy*.. ]•
Soit maintenant
O I Xy X y,,»y JTy,,, ^ \^ 9 ^ >»««>^>»»»/> 9 V^' ^ >•*•» ^» •••}>••*> T X^' ^ >•••» ^••••j>»»»
une quelconque des substitutions de I : les transformées par S des substitutions E seront de la forme
(p ( Xy X y • » y y y • • • ) 9 L^> ^ 9 • ' * 9 J {^9 «^,»«', ^9 '••}>•••] (p ( Xy X 9 • • • 9 y y • • •) 9 L<3?, ^ 9 * • • 9 J \ ^9 ^ , . . . , ^, . , . j, . . . J
Mais ces transformées, appartenant à E, n'altèrent pas les premiers indices : on aura donc
<p ( Xy X y • . y y y • • • j ^= 9 \.*^ 9 *^ 9 ' ' * 9 J\^9 X y . • y J^y ... j, ... J y CP ( Xy X: y. . .y y y • • • j ^= 9 L"^' ^ 9 ' • ' 9 J \^9 X y , , y y y . . • )y , . J ,
Ces relations montrent que les fonctions 9, 9%... ne sont pas altérées par les substitutions deE, et, par suite, sont des fonctions de x, x'y.,. seulement. Donc les substitutions de I remplacent a?, x'y... par des fonctions de ces seuls indices : donc I n*est pas primaire (t42).
189. Passons au cas où toutes les substitutions de G ayant leur ordre premier à/?, G se confond avec le faisceau partiel F, étudié aux b^ 174^178. Supposons les indices choisis de manière à ramener simultanément toutes les substitutions de F à leur forme canonique; et soient XyX\...; j, j\ ...;.. . les séries obtenues en groupant ensemble ceux des indices que chacune des substitutions de F multiplie par un même facteur constant; ces substitutions prendront la forme suivante :
A= I ^, x\. ., y, y'y...9. . . axy ax\. .., by, Aj',...,... |.
X j \XfXy..,9jr, y,»,.) X J \\^9 X y • . . 9 JT, y f, . •)
une des substitutions de I. La transformée de A par S prend la forme
/ {x, x',.,., X, r',...) / {ax, or',..., ij, frr',...) f'{x, :r',..., X9 X'y") fi^f ax\..., 67, 67',...)
/, {x, x\.,., j, j',...) /, (ax, ax\..., by, hy',.,.) f\{x, ^,..., 7, 7',...) f\{ax, ax',,.., by, by',...)
et comme elle appartient à F, par hypothèse, elle devra multiplier par un même facteur constant les indices de la première série. Si donc on a
f [x, x',,, ,, y, y',...)=iax 4- a, :c' H- . . . H- (3j + Pij' -+-..., f'(x, x',..., y, j',... ) = «'^ + «>' + ... -h (3'j+P'.7' H-....
et si K est le facteur constant, on aura
GLû^x: -\-axax'-\-..,-\-^by -\'^iby'-\-...^lL[ax H-a,ar'4-...-l-(3j -h(3i j'-4-...J,
Tous les coefficients a, a,,...; j3, /3|,...;... ne peuvent être à la fois congrus à zéro. Soit donc, par exemple, /3^o (mod./?). Les indices œ et v n*étant pas de la même série, il existe une substitution au moins dans le faisceau où l'on a a^& (mod./?). Les conditions (9) relatives à cette substitution donneront
(K — 6)(3^o, (K — 6)j3,^o,. . ., (K — a)a^o, (K — fl)a,^o,. . ., (K — 6)(3'=o, (K-i)(3', = o,..., (K — a)a'=o, (K — a)a, = o,. . .,
d'où
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OU, comme a^fr (mod./?).
Ainsi, tous les coefficients de/,/',... sont congrus à zéro, sauf les coefficients j3, |3,,...; j3', jS*, ,...;... qui multiplient les indices 7, j',.... Nous obtenons donc ce premier résultat :
Proposition I. — Chaque substitution de I rempUice les indices d'une même série a?, x\... par des/onctions linéaires des indices y^y^.,. d'une seule et même série.
190. Les fonctions linéaires de j, 7',... que S fait succéder k x, x\... doivent être toutes distinctes, pour que le déterminant de S ne soit pas congru a zéro : mais le nombre des fonctions distinctes que Ton peut former avec les indices /, y\... est au plus, égal au nombre de ces indices : donc le nombre des indices j, y',... est au moins égal à celui des â?, â/,....
D'autre part, la substitution S~'\ qui fait partie de I, remplaçant certaines fonctions dej', y',... respectivement par x^ x\..., remplacera j,j',... par
des fonctions dans lesquelles entreront ces indices x^ x\ D'ailleurs ces
fonctions ne doivent contenir les indices que d'une seule série (Proposition!). Donc S""* remplace y^ J''>..- par des fonctions des seuls indices^, a?',..., lesquels devront être en nombre au moins égal h celui des indices j, y\ ..,* pour que le déterminant de S"' ne soit pas congru à zéro. On a donc le -résultat suivant :
Proposition II. — Le nombre des indices de la série y, j',... est précisément égal à celui des indices de la série a?, x\,,,.
191. La substitution A multipliant Jt j',... par 6, nous venons de voir que sa transformée par S multiplie x, x\,.. par b. D'ailleurs elle fait partie de F. irÉ suite des coefficients b, b\..., par lesquels les diverses substituliônsdeF multiplient j^,j',..., est donc identique, à l'ordre près, à la suite des coefficients a, a\.,. par lesquels elles multiplient a?, x\.... Donc, si a, a\... s'expriment au moyen d'une imaginaire 1, de degré v, il en sera de même de é, 6',...; et le système qui contient la série j, j',... sera formé de V sérieSf comme celui qui contient la série x, x\.... Ces deux systèmes peuvent d'ailleurs être différents, ou se confondre en un seul.
Soit d'ailleurs a?p, x'^ ,... l'une des séries conjuguées de la série a?, â/,.... La substitution S, remplaçant a?, a?',... par des fonctions de j, r',..., rem-
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placera cc^, x\^... par les fonctions conjuguées de celles-là, c'est-à-dire par (les fondions de y^^y\ ,•.., conjugués de 7, 7',....
Nous obtenons donc la proposition suivante
Théorème. — Choisissons les indices indépendants de manière à ramener les substitutions de Y à la forme canonique : groupons- les en séries et ces séries en systèmes, comme il est indiqué plus haut : enfin, groupons les systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux qui contiennent le même nombre d'indices, répartis dans le même nombre de séries :
Chaque substitution de I remplacera les indices d'une même série par des fonctions de ceux d'une même série : ceux d'un même système par des fonctions de ceux d'un même système : ceux de chaque classe par des fonctions de ceux de cette classe.
193. Prenons maintenant pour indices indépendants, dans chaque système, au lieu des indices imaginaires considérés jusqu'à présent, les fonctions réelles en nombre égal dont ils dépendent (178). Il est clair qu'après ce changement comme avant, les indices d'un même système seront remplacés dans chaque substitution de I par des fonctions de ceux d'un même système, et ceux de chaque classe par des fonctions de ceux de cette même classe.
Donc s'il existe plusieurs classes, 1 ne sera pas primaire (14-2).
194. Revenons maintenant aux indices imaginaires, et supposons, pour plus de simplicité, qu'il n'y ail qu'une seule classe, contenant X systèmes
formés chacun de v séries, contenant chacune jj. indices. La substitution S, remplaçant les indices de chaque système par des fonctions de ceux d'un même système, est évidemment égale à TU, T étant une substitution qui permute les systèmes entre eux de la même manière que S, mais en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants, et U une substitution qui ne déplace plus les systèmes. D'ailleurs S et T étant réelles, et remplaçant les indices d'une même série par des fonctions de ceux d'une même série, U = T"** S jouira évidemment des mêmes propriétés. En outre, elle sera le produit de substitutions partielles U,, U2,..., altérant respectivement les indices du premier système, ceux du second, etc.
Cherchons la forme de l'une de ces substitutions partielles, U| par
est dite orthogonale y si Ton a identiquemeot d'où les relations
( «» H-a'« -hfl"« 4.,..= /,»H-i'a ^.ft'/a ^_... = e« 4-C'* -4-C^» -+-...= ...= 1,
L€5 substitutions orthogonales forment un groupe. Car soient S|, S, deux semblables substitutions : toutes deux laissant invariable la fonction a:^-f-j^H-j3*H-.., (aux multiples près de/?), leur produit la laissera également invariable : il sera donc orthogonal. ^
La substitution orthogonale S a pour réciproque la suivante
S, = \XyX,z,.., aX'ha\y'-ha^^Z'h...9 bx-hb'f-hb'^z-h,.., cx-hc'y-¥ (fz-\-. ,.<,., .\:
car si Ton tient compte des relations (ro), on voit que SS« se réduit à Tunité.
Les puissances d'une substitution orthogonale étant elles-mêmes orthogonales, S| le sera : d'où le nouveau svstëme de relations
Réciproquement, les relations (lo) peuvent se déduire des relations (i i); car si S| est orthogonale, sa réciproque S Iq sera.
Les deux substitutions S, S| ont évidemment le même déterminant, & : leur produit a pour déterminant c^^. Mais il se réduit à l'unité : donc c^^ i . Donc toute substitution orthogonale a son déterminant congru à dz i.
La recherche de l'ordre du groupe orthogonal se lie étroitement, comme on va le voir, à la résolution des cougruences du second degré à plusieurs inconnues.
Congruences du second degré à plusieurs inconnues.
Problème. — Résoudre la congruence
a, x] -^ OiXl^ k ( mod. p ),
p étant un nombre premier impair, et a^, a^y k des entiers dont les deua; premiers soient non divùMm par p.
m étant un entier. On peut poser d'autre part z^iâ. Substituant, il vient
d'où
t(p -h î)^ m(p -h i) (mod. />•— i),
eongruencequi admet les racines suivantes: m, m-hp—t, m-4- a(/>— i),.... Parmi ces racines, il en existe évidemment /> -H i incongrues suivant le module ^^—i. Les valeurs correspondantes de u^^Ez^y-h 1x2 donneront p + I systèmes distincts de solutions pour la congruence proposée.
198. TnÉoRKMK. — Soit l-\ un symbole égal à o, û i ou à — i^ suivant que op sera divisible par p, résidu ou non résidu quadratique de p. La suite \r (")»•••' \ \^ présentera- variations de signe.
En effet, la congruence^-^^ÔT^-t- 1 (mod. p) a, d'après ce qui précède, p — 1 solutions. Ces solutions sont de trois espèces : 1® Celles où x^o, j=£±:i, au nombre de deux. tP Celles où x^^a, j^^a-hi, a étant un résidu suivi d'un résidu dans la série des nombres naturels. Soit 9 le nombre des valeurs de a satisfaisant à ces conditions : chacune d'elles donnera quatre solutions, les signes de jr, y étant tous deux ambigus. ^^ Enfin on pourra poser j^ o, ar^ -f- 1 ^ o, ce qui donne deux solutions s\ p — i^ — ï est résidu quadratique, et n'en donne point s'il n'est pas résidu.
1° Soit d'abord ( — ) = ï. Le nombre des solutions de la congruenee y^ =e:x^ H- f sera 2H-49-t-2=;> — i, d'où 9 = ^-r— — 1 . Le nombre total des résidus quadratiques dans la série i, 2,...,/>— i est ^ "" ^; nous venons de voir que ^-7-^ ~" ' ^*^"^r® ^"^ sont suivis de résidus; le dernier, p—if n'est suivi d'aucun terme : il en reste donc ^ T ' suivis de non
résidus. En d'autres termes, la suite I -)»•••» (^— -) présente ^-7— passages du signe + au signe •— . Mais le premier et le dernier terme ont le signe H- : le nombre des passages du signe — au signe -+- sera donc le même que celui des passages du signe + au signe — . Le nombre total des
variations sera donc ^~^'
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3** Soil ( — j = — I. On a /? — I =2-1-49» ^'^" 9= ^T ' Le nombre des résidus suivis de non résidus sera ^ ~^ ' — <p = -^ / ' ■ Il y aura donc
^-7— passages du signe -i- au signe —• dans la suite (-)?•• m {^-—y
Mais le premier terme a le signe + et le dernier le signe — : le nombre des passages du signe — au signe + sera donc inférieur au précédent d'une
unité et égal à ^ . ' — i , et le nombre total des variations sera encore ^^^^ •
199. Théorème. — Le nombre des systèmes de solutions de la congnience
atx] -h aiX\-h. . .-h auxln^/f (mod. p)
où a,, aj,..., a2n sont ^o (mod. p) est égal à ^^''*-' — /?"~' v ou à ptn-i^ ^^ii_^-i j y^ gniçdfii quon a k^o ou k==o ( mod. p), v désignant
pour abréger le symbole i — " " ^'" J *
La vérité de ces formules dans le cas où /i = 1 résulte du 11° 197. Nous allons maintenant prouver que si elles sont vraies pour n = / et n = m^ elles sont vraies pour n = l -h m.
La congruence
équivaut aux deux suivantes :
• > 5 ) a,/-»., xîi^i -4- ... -h aa(/+m) ^f (/H-w) ^ Ar — 7>
^ étant une nouvelle indéterminée.
1** Soit d'abord k^o (mod. p). Pour toute valeur de j différente de o el de k (mod. /?)> la congruence (i4) a» par hypothèse, /?^''* — /?'"* X solutions, et la congruence (i5) en a /?*'""* — p'""* /x, en posant, pour abréger,
Pour j^o, elles ont respectivement/?^'""' 4- (/-^/^'"*) ^ ^1 Z^^"*"' —/>'""'. «Ji solutions.Enfin,pourj=*,ellesenont/>'''-'— />'-'et/?«'''-*4-y''-/>'''-V)/^^
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Le nombre total des substitutions cherchées sera donc
et, comme X/jl = v (16), la formule se trouve démontrée.
2" Soit k^o. Posons d'abord 7^0 (mod./i), puis j^o, et sommons les- solutions correspondantes a ces hypothèses : le nombre total obtenu sera
200. Théorème. — Le nombre des systèmes de sotutions de la congruence (16) atx\ 4-aaarJ -f-. . . -f- «„+, a:i„+, ^ Ar (mod. /i).
est ;?»" - /^''v', e/i posant pour abréger v' = /(- ')"«'^»' • •^-h^\ . En effet, la congruence (16) revient aux deux suivantes :
(>7) a,x]=Xs '
(18) a, arj -h . . . -4- aan^i arî"-*-» = A* — j.
La congruence (17) admet la solution x^o si 7^0, et les deux soiu-
tionSir^±: —si a^yesi un résidu quadratique r^; elle n'en admet aucune
si a^y n'est pas résidu. D'autre part, le théorème précédent donnera le nombre de solutions de la congruence (18) pour chaque valeur de r. Posons, pour abréger,
on aura en tout
ou
systèmes de solutions, suivant que jx sera égal à o, j ou — i . Dans les trois cas, en opérant les réductions et remplaçant juiv par v', on tombera sur la formule à démontrer.
Ordre du groupe orthogonal.
201. Théorème. — L'ordre du groupe orthogonal de degré //• [p étant premier impair) est égal à Vn P^-i - . . Pi, Pr désignant le nombre de solutions de la congruence
x\ -^ xl-Jf , . , -^ xl -^i ( mod. p ).
En effet» soil Q;, le nombre des substitutions orthogonales S, S\... qui laissent invariable l'un des n indices x. y, z,..., le premier par exemple, et soit T une substitution orthogonale qui remplace x par une certaine fonction aa? -h by-hcz-h.... Les Q„ substitutions orthogonales TS, TS',... remplacent x par oo? -h 6j -h cz -+-.... Réciproquement, toute substitution orthogonale U qui produit ce remplacement fait partie de la suite TS, TS',...; car T""'U, laissant x invariable, fait partie de la suite S, S',....
Soit donc R,, le nombre de fonctions différentes par lesquelles les diverses substitutions orthogonales remplacent x : l'ordre Qn du groupe orthogonal sera égal à R«Q«.
D'ailleurs, si l'on pose dans les relations (ii) a^i, 6^c^...s=o, elles donnent a'^a"^ ...^o; et les autres coefficients b', c',...; 6", c",...;...se trouveront liés entre eux précisément par les relations qui caractérisent l'orthogonalité dans le cas de n — i indices. Donc Q„ est égal à û„.| : on aura donc
12n = M\n lin— t ^— "n ■»«— I l^n— a ^^^ • • • ^^ Kii Ru— i • • • lia 1*1,
et, comme 1^« est évidemment égal à 2 = P^, le théorème sera établi si l'on prouve qu'on a généralement R« = P„.
Or, pour qu'une substitution qui remplace x par ax -\- by -^ cz -\- . >. soit orthogonale, il faut, d'après les relations (11), qu'on ait
Réciproquement, nous allons voir que a, 6, c,... étant un quelconque des P/t systèmes de solutions de la congruence (19)1 on pourra déterminer une
ai
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substitution orthogonale qui remplace x par ax -h by'\' cz -h .... proposition qui rendra manifeste l'identité R„= P^.
202. Premier cas : ti = 2. — La proposition est évidente; car la substitution
S = I :r, ^' ax -¥- hy\ — bx -{- ay
est orthogonale et remplace x par ax 4- by,
203. Second cas : n = 3. — La proposition est vraie^ si quelqu'une des quantités 1 — a*, i — 6^, i — c^ est résidu quadratique de p. Car soit, par exem[)le,
on a, par hypothèse,
a^-h b^-^ c^^iy d'où — +-^ — - — ^i.
Donc il existe une substitution orthogonale
X, X, Z X, - / -f- y Z, — jJ -^ 7 ^
qui n'allere pas x, et remplace y par 77 + 72. Cette substitution, coinbinée aux suivantes
A = I :r, ^^ z r, ^-,-3 1, B=: I ^s j, z bx-¥- />•, — /x -h 6/, z |,
qui sont également orthogonales, donne la substitution ACB, laquelle sera orthogonale, et remplacera x par ax -f- by -h cz.
204. fM proposition est vraie pour les nombres a, 6, c\ si elle l'est pour les nombres a, b^ — c^^^ b\ c/3 4- by^^c', jS, y e/a/i/ rfeoo? entiers quelconques satisfaisant à la relation /S^4- y^^ 1 . Car, s'il existe une substitution orthogonale S qui remplace x par ax 4- h'y-hc'z, cette substitution, combinée a la suivante
laquelle est orthogonale, donnera la substitution D"^S, laquelle remplace jc par ax -{- bj -f- cz.
205. Cela posé, «admettons que chacune des quanlilés \ — a^, i — A*, I — c* soit nulle (*) ou non résidu quadratique de p. Deux cas seronl à
distinguer, suivant l'hypothèse que l'on fera sur le signe de (~- )•
Première hypothèse : (— ^) = — i. — On pourra choisir |3 et 7 de telle
sorle que 1 — b'^ soit résidu ou nul. En effet, supposons h' connu : on a
bp~- cy^= b , d ou (3=^- ,-'•
Substituant cette valeur dans la relation jS^-f- y^^^i, il vient une congruence du second degré en 7, qui ne peut avoir plus de deux racines. Donc, parmi les systèmes de valeurs de j3, 7, en nombre p-\- i (197), qui satisfont à la relation /5^-h 7^e^ i, il en existe au plus deux qui donnent la même valeur à h'. Si donc on fait varier j3 et 7, b' prendra au moins
- — ^ valeurs distinctes. Mais le nombre des valeurs distinctes de b' pour
lesquelles 1 — 6" est un non résidu est seulement ^ \ car i — 6'^ et — 1
étant non résidus, fc'*— 1 sera résidu. On devra donc prendre pour 6'^— i
l'un des ^—7 — résidus suivis de résidus dans la série des nombres naturels :
à chacun d'eux correspondent d'ailleurs deux valeurs de b'. Donc, parmi
les^ valeurs distinctes de b\ il en est une au moins telle, que i — h'^
soit résidu ou nul.
206. Si 1—6'^ pouvait devenir résidu, la proposition serait démontn'e (203-204). Supposons donc qu'il devienne nul. On prouvera comme tout à l'heure : 1^ que la proposition sera vraie pour a, b\ d (et par suite pour a, 6, c), si elle l'est pour aa — c'd^^a', b\ a& -^ c'ol^&\ a ei â satisfaisant à la relation a^-hc^^^i; 2^ que a, & peuvent être choisis de telle sorte que i — a'^ soit nul ou résidu. Mais on a
(*) Nous commettons ici, à dessein, et pour éviter les ^périphrases, une légère inexactilude de langage. Ce que nous disons des quantités a, ô, c, i — Wi i-^:^', i — ^S etc., doit s'entendre, non de ces entiers eux-mêmes, mais du reste de leur diviAm pu^.
et, si Ton avait i — a'*^ i — V^^ o, il viendrait c"*^— i, résultat absurde, — I étant non résidu. Donc i — a'* sera résidu, ef la proposition sera vraie.
207. Seconde hypothèse : ( — ^ j = i. — Les systèmes de valeurs de j3, y qui satisfont à la relation jS'-f- y^^ i seront en nombre /? — i, et les valeurs correspondantes de b' en nombre ^"~' au moins. Ce nombre est égal
à celui des valeurs de b' pour lesquelles i — b'^ (ou, ce qui revient au même, 6'^ — i) est non résidu; donc, en faisant varier j3, y, on donnera k b' toute la suite de ces dei^nières valeurs, ou une valeur telle, que Ton ait I — ô'^^o, ou enfin une valeur telle, que i — b'^ soit résidu. Excluant ce, dernier cas, dans lequel la proposition serait démontrée, on pourra supposer b' égal à ±1 1 ou à un entier d, choisi à volonté dans la suite de ceux qui sont tels, que i — rf^ soit non résidu.
On voit de même : i** que la proposition sera vraie pour a, b\ c' (et par suite pour a, 6, c) si elle l'est pour aa — c'&^a\ b', a& -h c'a^c'\ a et â satisfaisant à la relation cc'^-j- ^^^i; a° que ce et â peuvent être choisis de telle sorte qu'on ait a'^±i ou a'^d\ rf' étant un entier choisi à volonté dans la même suite que d.
Cela posé, trois cas sont à distinguer
1** Soit a'^ dz j , 6'^ ±: I . La proposition sera vraie pour a', b\ d' si elle Test pour a"^a't — è'Ç, 6"^fl'Ç -+- ô'e, c" (e, Ç satisfaisant à la relation t^ -h Ç^^ i). Or Ton pourra faire en sorte que i — a"^ soit résidu. En effet, a'*, b'^, Ê^-f-Ç* se réduisant k Tunilé, i — a"^ se réduit à aa'è'eÇ. Soient d'ailleurs X un entier tel que l'on ait X^^ — i, et i' un entier arbitraire : on aura (197)
d'où
expression qui sera résidu si — r- et i'* — i sont à la fois résidus ou non
résidus. Mais Gauss a montré [Theoria residuorum biquadraticorum Commentatio prima^ 16-21) que l'on peut déterminer v de telle sorte que v^ — i soit à volonté résidu ou non résidu. .Donc on pourra toujours faire en sorte que 1 — a"^ soit résidu, ce (|uiji^lëR)ntre notre proposition.
209. 2® Soit fl'^dti, b'^dzd. La proposition sera vraie si I — c**^a'*-h i'*^ I -h rf* est résidu. Mais d est l'un quelconque des entiers tels, que i — d^ soit non résidu ; il pourra être choisi de telle sorte que i-\-d*so\t résidu. En effet, considérons la suite des nombres naturels I, 2,...,/; — i; elle contiendra au moins un résidu qui soit à la fois suivi d'un résidu et précédé d'un non résidu. Car si 2 est résidu, p ^ 2 le sera; /> — 3, /i — 4»««« pourront Têtre également ; mais on finira par tomber sur un nombre p' qui ne sera plus résidu : et le nombre p'-i- i sera le résidu cherché. Supposons, au contraire, que 2 soit non résidu : parmi
les £ I résidus supérieurs à 2, il en existe au moins un qui soit suivi
d'un résidu. Car si chacun d'eux, sauf le dernier, était compris entre deux
non résidus, la suite f-U (-U...» (^-^^j présenterait /?— 3 variations,
tandis qu'elle n'en présente que ^"" (*) (198). Soit p'-^i le premier
résidu suivi d'un résidu; ce sera celui qne nous cherchons.
Posons maintenant d^ = p'+i^ rf^— 1 sera non résidu : donc, — i étant résidu, i — d^ sera non résidu et i -f- rf^ résidu.
210. 3^ Supposons enfin qu'il soit impossible de choisir |3, 7, a, i de telle sorte que l'un des deux nombres a\ h' se réduise à + 1 : on pourra faire en sorte qu'ils se réduisent à cf' et k d^ ces deux entiers étant quelconques, pourvu que i — rf*, i — rf'^ soient non résidus.
Remarquons, d'ailleurs, qu'en tenant compte des relations
on aura identiquement
rf»-h ûf'»+ c"»= «'«-+- 6'«-h c''»= a'-f- 6'»-f- c'»= a»-+- 6»-f- c'= I .
Donc, de quelque manière qu'on choisisse d et d', on pourra satisfaire de deux manières à la relation
car il suffira de poser d"=i dz c".
(*) Si // = 5, on a ^ =/?— 3, et la démonstration précédente est en défaut : mais alors on
peut poser rf=a, doù c**s i— «"— 6'*s i. On aura donc à la fois û'sdi i, c's ± i, et Ton retombe ainsi sur le cas discuté au n"" 208, vu l'analogie du rôle joué par les coefficients h' et c\
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Celu posé, — I étant résidu et i — rf' ne Télanl pas, d^ — \ ne le sera pas, et pour satisfaire à cette condition il suffit de poser rf^ibr, r' étant
l'un quelconque des ^T ' résidus qui sont précédés de non résidus (198).
Donc d peut être choisi de ^"~ ' manières; de même pour d\ Si donc on
choisit d et d\ puis d" de toutes les manières possibles, on obtiendra
- [p — 0^ systèmes de solutions à la congruence (20). La proposition sera
vraie pour a, A, c, si elle l'est pour l'un quelconque de ces systèujes. Car elle est vraie pour a, b, c, si elle Test pour rf, d\ c"\ mais elle le sera pour rf, d\ c\ si elle Test pour rf, d\ — c" : car soient S la substitution orlhoj^onale qui remplace x par dx 4- d\y — c" z, E la substitution
la substitution orthogonale ES remplacera x par rfa? -h rf'v-f- c"z.
Si donc la proposition n'était pas toujours vraie, elle serait fausse pour
lous les -(/? — i)^ systèmes de solutions de la congruence
rt' -J- 6^ -h c' = I ,
dans lesquels 1 — a^ et 1 ~ b^ seraient non résidus. Notre discussion a
montré qu'elle est vraie pour tous les autres, en nombre/?' -h /? [p— i}^.
On aurait donc ici
croù
Mais le groupe orthogonal étant contenu dans le groupe linéaire, il^ doit diviser l'ordre ^ p"^ — \) (p^ — p) (p^ — p^ ) de ce dernier groupe. Donc />^-h 4/^—1. étant premier à p, divisera (/>'—»; (A^ ~ 1) ; il divisera donc GSp— 12, reste de la division algébrique de (p^—\)(p' — \] par P^ -f- 4/^ — « . Mais, si p > 68, p'^-^- !\p — \ est plus grand que G8/? — 1 2 et ne peut le diviser; on vérifie aisément qu'il ne le divise pas davantage si ;> < 68. Donc l'hypothèse faite est absurde, et la proposition est vraie dans tous les cas.
DES SUBSTITUTIONS. iCt
211 Troisième cas : n> 3. — On verra, comme aux n"* 203 et 208, qu'il existe unesubstitution orthogonale qui remplace a? par aa7-f-fcy-+-cz4-û^M-l-... \a, by c, rf,... satisfaisant à la relation (19)] : i^si l'une des quantités i — a^, 1—6^,... est un résidu quadratique; 2" si deux des coeffîcienls a, 6,... sont congrus à it f .
Supposons qu'aucune de ces circonstances ne se présenle. Parmi les sommes de trois carrés a^-+-fc^~hc', a* + é*4-c?'^, fc^-h c^-h rf^,..., il en existe une au moins non congrue à zéro. Car s*il en était autrement, et que n fût de la forme 3A:-+- 1, a, 6, c,... seraient tous congrus à di i. En effet, la somme des 3A;-4-i carrés a'*, b^, c^,... serait congrue à i, et la somme de 3A quelconques d'entre eux le serait à zéro : le carré restant serait donc congru à i. Si, au contraire, n était de la forme 3X:-f- 2, la somme de deux quelconques de ces carrés serait congrue à 1 : la somme de six carrés quelconques serait donc congrue à 3. Mais d'autre part elle le serait à zéro. On devrait donc supposer /? = 3 : mais alors on aura a' ^fc^^c^^... ^ 1 si a, 6, c,... ne sont pas nuls, et 1 — a^ égal à un résidu quadratique, si a= o. On retombe donc nécessairement sur une des deux hypothèses pour lesquelles le théorème est démontré.
Supposons donc
a^ -h 6^ -f- 1' ^ m > o mod. //).
2 =r I jr, j-, 3, «,... oix ->r'^y-\-yZy 01! x -\- ^' y-^ y' z, x" x -{- y y -{y" Zy «£,... |
une substitution orthogonale quelconque entre les trois indices x, y, z\ posons
«a -4- 6(â -+- ry =a', aod -h b^' -+- c-/ = b' ax" -h b'^" -h cy" = c' .
S'il existe une substitution orthogonale S qui remplace x par
a' X -h b' y -h c' z -f- du -f- . • ,
la substitution 2S le remplat^era par
ax 4- by -\- cz -h du -\- . . . ,
Donc la proposition est vraie pour Tune de ces fonctions, si elle l'est ])our l'autre.
Mais a, ]3, 7 sont des entiers arbitraires parmi ceux (jui satisfont à la re-
lation
et nous allons voir qu'on peut les choisir de telle sorte que Ton ail a'^ o, (1*011 i— a'*^i, auquel cas la fonction a'x-hby-h&z-^du-h... devient l'une de celles pour lesquelles la proposition est démontrée.
En effet, a^-hb^-hc^ étant ^o {mod.p), a, b, c ne sont pas tous congrus à zéro. Soit a%o{moà.p) : la relation a'^o donnera
6ô-h cy
valeur qui, substituée dans (21), donnera
(22) (i'-h a')(3'4-2fecPy -h(c'-h a') y» = a».
Cela posé, si b^-hà^ et c^-ha^ sont à la fois congrus k zéro, 6 et c ne le seront pas; et la relation (22) se réduisant à
on pourra y satisfaire par des valeurs convenables de |3 et de 7. Soit au contraire fc^-h a* <o (mod./?); posons
La relation (22) devient et comme le coefficient
n'est pas congru à zéro, on pourra déterminer/? — (""^^ ) systèmes de va-
leurs de y et de j3' qui satisfassent à cette relation. Les valeurs correspondantes de /3 s'obtiendront par la congruence (23).
213. Théorème. — V ordre il^ du groupe orthogonal de degré 2" est égal à M„ M^, ... Ma, M;, étant égal à o!""^ 0£/ à 2'^""* — i , suivant que r est pair ou impair.
En effet, on a, comme dans le cas où p est impair, Û„ = R„iî„_,, R„ élanl
le nombre dfi fonctions différentes ax -^ by-hcz -h ... par lesquelles les substitutions orthogonales permettent de remplacer x. Mais a, b, c,... satisfont à la congruence ^
a^-f- 6*-f- c'H- . . . ^i (mod. 2), laquelle se réduit à (24) a-hb-hc-h...^! (mod. 2),
à cause des identités a^E^a, 6*^6,..., et a 2"""* systèmes de solutions, les n—i quantités 6, c... restant arbitraires, pourvu que a soit déterminé par la congruence (24).
Soit a, 6, c?,... un quelconque de ces systèmes de solutions : si a, é, c,... ne sont pas à la fois congrus à 1, il existe une substitution orthogonale qui
remplace x par ax -\-by-hcz -{- Car supposons par exemple n = 5,
a^b^c^i, d^e^^o : les deux substitutions
I XyX, Z, M, V M, 7, Z,X,V |, Xf y, Zf Uf V 7 -4- -Z H- M, 3 H- « -f- J7, U -h X -h X* "> ^ |
sont orthogonales, et leur produit remplace x par x-\-y-+- z.
Au contraire, si a, fc, c,... sont tous congrus à i , il n'existe aucune substitution orthogonale qui remplace x J)ar ax'\- by -hcz-h... Car les autres coefficients a\ b\ c\... de cette substitution devraient satisfaire aux relations incompatibles
On aura donc Rrt= 2""*— 1 ou = 2"~\, suivant que a^b^c^...^^\ est ou non un système de solutions de la congruence (24), c'est-à-dire suivant que n sera impair ou pair. Donc on aura dans tous les cas R„ = M;,, d'où
214. L'ordre du groupe orthogonal de degré 2" s^obtient encore en remarquant que la fonction x^ -\-y^ -h z^ --\-... que ses substitutions laissent invariable se réduit à x -\-y -\- z -\-..* (mod. 2). Soit; pour abréger, X cette dernière fonction; prenons pour indices indépendants X, j, z,.... Les substitutions orthogonales, laissant X invariable,. prendront la forme suivante
I X,j, 2,... X, a'\-hb'x-^&z-h..., a"X4-6"j^'-4-c";5-h.......
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OÙ les coefficients a\ à\... peuvent être quelconques, et ou 6', c',...; 6", <?\...;... doivent être choisis de telle sorte, que leur déterminant ne soit pas congru à zéro. Le nombre des substitutions orthogonales sera donc
résultat qui s'accorde avec le précédent.
215. Legroupe orthogonal est évidemment contenu dans le groupe plus général formé par les substitutions qui multiplient ;r^-hj*4-z^-f-... par un facteur constant (abstraction faite des multiples de p).
Soit r une racine primitive de la congruence r^"^ ^z i , et soient a, /3 deux entiers qui satisfassent à la congruence a^-h j3'-*^r. Le groupe cherché Y contient, si n est pair, la substitution
qui multiplie ar^'-fj^-h :s^H-... par r. Soit maintenant S une substitution de r, laquelle multiplie cette fonction par m^r^. On aura évidemment S = TPU, U étant une substitution orthogonale. L'exposant p pouvant prendre les valeurs o, i,..., /? — 2, l'ordre de r sera égal à/? — i fois celui du groupe orthogonal.
216. Au contraire, si n est impair, il ne parait exister aucune substitution qui multiplie x^ -\-y'^ -^z^ -\-.,, par r. Nous allons le démontrer en loute rigueur pour /i = 3.
Soit
S = I .r, j\ z rtJF -H tj-h cz, a' X -f- b'y-h c' z, d' x -+- h" y -h c" z \
une substitution qui multiplie ^^h- v^-h z^ par m\ et soient a, |3, y trois entiers quelconques satisfaisant à la relation a^-h jS^-hy*^ i. 11 existe une substitution orthogonale 22 qui remplace x par aa? -h |3j -t- 73 (203-210). Sa réciproque 2"* S sera (196) de la forme ^
I X, V, z XX -i- . . . , ^X -{-... , yjT -i- . . . I .
Si Ton détermine a, ^, 7 de telle sorte que l'on ait aa -f- 6/5 -h cy^o (212), la substitution 2~* S sera de la forme
i-' S = I JT, V, z by -^ cz, a'x -^ b' y -f- c'z, a" x -f- b" y -h c" z
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Mais elle multiplie o^^h- y^-f- 5' par m, d'où les relations :
a!^ -+- a"> = fe» -4- fe'^ 4- 6"'= c» -h c" -h c"» = m,
D'ailleurs, 2""* S n'ayant pas son déterminant congru à zéro, a', ci' ne peuvent être à la fois congrus à zéro. Soit, par exemple, a'^o (mod./?); posons 6"^ ta', c"^':! a! : il viendra successivement, en vertu des relations précédentes,
fe' = — Trt'', c'= — T'a", o«6c4-rr'(a'^4-a"^)=*c-f-/WTT', m = 6^ -+. ?'(«" -»" a"') = 6' 4- mT' = c» 4- t'» (a" -4- a"») = c» -+- mr'*.
On en déduit
d'où
Mais le déterminant de 2"* S n'étant pas congru à zéro, l'un au moins des entiers 6, c ne sera pas congru a zéro. Soit, par exemple, 6^0 (mod./?);
m^^^ sera un résidu quadratique de /?, autrement dit, une puissance
paire de r.
Cela posé, F contient la substitution T' qui multiplie chaque indice par r: car elle multipliera x'^-^y^ r\- z^ par r^; et il est clair que toute substitution de r qui multiplie cette fonction par m^^r^^ sera de la forme T'<*U, U étant orthogonale.
§ Vlll. — Groupe abélien^
Définition^ ordre et facteurs de composition»
217. Dans ses importantes recherches sur la transformation des fonctions abéliennes, M. Hermite a dû résoudre le problème suivant :
Soient x^, Ji»--«> ^/i» yn\ ?i» >3if«» In» 'On deux suites de 2/1 indices, répartis en n couples dans chacune d'elles; et soit donnée la fonction
9 == a:, yî, — .5, j, 4- ... 4- ^«Vî,. — InTH-
Trouver, parmi les substitutions du groupe linéaire du degré p'", celles qui, étant opérées à la fois sur chacune des deux suites d'indices qui entrent dans
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.la fonction ç, multiplieront cette fonction par un simple facteur constant [abstraction faite des multiples de p).
Il est clair que si deux substitutions S, S' multiplient respectivement ç par des entiers constants m, m\ SS' multipliera 9 par l'entier constant mm'. Donc les substitutions cherchées forment un groupe. Nous rappellerons le groupe abélien, et ses substitutions seront dites abéUennes.
Soit
y\ b\ ^i -+- rf\ 7, -h . . . 4- A^ X, 4- d'^ y\ Xn a\'''>x, -f- c\^\}\ -h ... 4- a^n^Xn-\-c^;i'^x^
une substitution abélienne. Exprimant qu'elle multiplie 9 par m, on aura le groupe de relations suivant :
^^d;)d^;)-~b^;^c^;^ = m, Sd;^d^;)--b^;^c^;) = o, si^'>fx (mod./i
Cherchons à déterminer la substitution réciproque
X, ol\ Xx -\-y\ ^1 -h . . . -f- a'„ Xn -\- y'„ ^n
7, (3\ 07, -h ô', 7, -h . . . -+- (3'„ Xn -4- Ô'„ J«
S-'rz:
oc^"^ X, -f-
-ha),"iXn-hy),"\}\
^•„ (3^"^ X, -+- ô(") j. -4- . . . + ps,"^ Xn -h ôi,''^ r«
On obtient, par hypothèse, le même résultat en multipliant y par m, ou en y exécutant la substitution S dans les deux systèmes de variables. On ne troublera pas l'égalité de ces deux résultats en y opérant la substitution S*"* sur les variables œ^, Ji».... ^n, yn- Donc il est indifférent de multiplier <p par m, et d'y opérer ensuite la substitution S"* sur les variables x, j, ou d'y opérer la substitution S sur les variables Ç, yj* Identifiant ces deux résultats, il vient ^
d*où Ton déduit
Or S""*, étant opérée sur les deux suites d'indices, multiplie évidemment 9 par — • Formons les relations qui expriment cette identité, puis substituons-y les valeurs trouvées pour les quantités a, /3, 7, â : il viendra ,
^ ( y a(«*) rfo*) _ bW é/) s m, y a[^^ di^"^ - fti»'^ cl»''^ = 0, si /ix' > ^ (mod. /i), (7.7) <
Ce nouveau système de relations est entièrement équivalent au système (25). Car nous venons de voir qu'il s'en déduit; et réciproquement,
si les relations (27) sont satisfaites, S*"* multipliera tp par — : donc S le multipliera par m, et les relations (25) seront satisfaites.
219. Soit r une racine primitive de la congruence rP"*^i, Le groupe abélien Ç contient la substitution
qui multiplie (f par r. Soient S une substitution quelconque de ce groupe; m^r^ l'entier par lequel elle multiplie 9 : on aura évidemment S = UpT, T étant une nouvelle substitution de ff, qui n'altère pas y. L'exposant p pouvant prendre une quelconque des valeurs o, ti».., /? — 2, l'ordre de ff sera égal à /? — 1 fois l'ordre 12;, du groupe partiel H formé par les substitutions de la forme T. Soient d'ailleui*s a, j3,... le^ facteurs premiers dont le produit donne/? — 1; S", ff», (?«?.-••> S'p-i^H les groupes respectivement formés par la combinaison des substitutions de H avec U, U*, U*^,..., U'^* = i . Il est clair que ces groupes auront respectivement pour ordre [p— i)Û/„
^ " un, ^ "T ' 12;,,..., 12;, et que chacun d'eux sera permutable aux substitutions de ?. Donc Ç aura pour facteurs de composition a, j3,..., et les facteurs de composition de H.
Cherchons donc l'ordre de H, et ses facteurs de composition.
220. On vérifie immédiatement que H contient, entre autres substitutions» les suivantes, dans Texpression desquelles nous omettons les couples d'indices qu'elles laissent inaltérés :
L»j» ^=^ I •••, ^|i, ^pi» •••> ^|i"+~J^|i> ^|t, •••••••••* • p
1^ = I ••», ^|i, ^|i> •••, ^|i, ^ii~^^|i> I --- MiiLiiiMii f
^^|i,v I • • •> «^iij y l«.» • • • » "*v» jMf • • •• • > «^Ji "• "*v, ^1*» • • •> *v> t/ *""" fc' f • • • I * •^^l*» ■» ••*■* >
■ H.v I • • • , ^(Ji, / l*» • • • » **>> / V » ■ • • • • • » **>, y%» • • • , "*|*> / l*> • • • I >
221. Théorème. — Le groupe H e^/ rfmVe rfe5 5ei//e5 substitutions L^t, M,i, Nj4 vî ^^ son ordre est égal à
En effet, soient 2 une substitution quelconque de H;
la fonction que 2 fait succéder à x^. Les coefficients a^,..., 6'„ ne seront pas tous congrus à zéro; et Ton pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitutions L^,, Mj^. Nj^^v» qui remplace x par/,. Car soil d'abord d^o (mod./?) : la substitution
Sr=MM.L%Q7;,NîS...Q<N[;„, où a et |3 sont déterminés par les congruences
remplace ar, par/,. D'ailleurs les diverses substitutions Q^t^ étant dérivées des Lpt, Mpt, N,x,v» il en sera de même de S.
Soit maintenant a, Ez: o, maisa^, par exemple, ^o(mod./?). On vient de voir qu'il existe une substitution 8, dérivée des substitutions L^, M^t, Nj^^v»
qui remplace a?, par — a^a?, -f-6',v, -f- a'2a'2 + (ft'2"^"^i)»X2^-ûj's^3 ■+*•••'» ^^ la substitution S = Q2, .s le remplacera par/,.
Soit enfin d^'^^d^^^z: .,,^d^^o, mais Cj, par exemple, ^o(mod./>j. Il existe une substitution ^, dérivée des substitutions L^, M^t» N|jl,v» qui rem-
place o^f par a 4 a?, H- Cj y, 4- c'a ^a — «'2^2 ^"•••î ®^ l^ substitution s = Ma ^ le remplacera par/,.
La substitution S étant ainsi déterminée dans tous les cas, on aura évidemment 2 = S2\ 2 étant une nouvelle substitution de H, qui n'altère plus l'indice a?^.
Soit /[ =b\Xi -h d\y^ -h .. .-^b'„Xn -h d'„y„ la fonction par laquelle 1' remplace j,. Si Ton pose dans les relations (25) /w^i, a\^i, c\^à^^c\^..,^o^ elles donneront d\^i. Cette condition nécessaire étant supposée remplie, la substitution
remplacera j« par/[ ; et l'on pourra poser 2'= S' 2», 2, étant une nouvelle ^ substitution de H, qui n'altère plus a?|, /«. Soit
An)
Xu àS,^ Xx -4- c\"^ j, -h ... -h aj."^ Xn + c^"»/»
Cette substitution doit satisfaire aux relations (25), ce qui donnera
flf, ^ ... ^ «(,'') ^ c^^i ^ ... ^ c^,"^ ^ o.
Quant aux autres coefficients, les relations qui les lient sont absolument les mêmes que dans les substitutions abéliennes à i{n — \) indices.
222. Donc, en combinant ensemble celles des substitutions L^, M^,, N^^^v pour lesquelles |x et v sont > 1, on obtiendra une substitution S4 qui remplace a?2 par d^x^-\-c^y^'\-.^.-\' dn^n-^^^nyny quels que soient a^, Cg,..., €1^, c^ (ces coefficients n'étant pas à la fois congrus à zéro) (221); et l'on 5iura 2, = S| t^, 1\ étant une nouvelle substitution de H, qui n'altère plus
Soit/j ^è^aja-f-cTg^a-h... la fonction par laquelle 2'^ remplace /a : les relations (25) donneront d\^i. Cela posé, quels que soient d'ailleurs *3f-> ^1> C» on trouvera une substitution S'^, dérivée des substitutions
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L|jL, Mpt, N^,v il^ et V étant > i) qui remplace J2 l^^^/l (221); et Ton aura t^ = S\l2f I2 étant une substitution de H, qui laisse invariables oTi, j^i.
On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une substitution 1^ qui laissera tous les indices invariables, et se réduira à Tunité.
223. L'ordre du groupe abélien résulte immédiatenoent de ce qui précède. En efTet, les fonctions différentes, telles que/4, que les substitutions de H permettent de faire succéder à a?,, sont en nombre />"•— i , tous les systèmes de valeurs de a\, Cj,..., a„, c„ étant admissibles, pourvu que ces coeflicients ne soient pas tous congrus à zéro. L'ordre Î2„ de H est égal à ce nombre, multiplié par Tordre du groupe partiel H' formé par celles de ses
' substitutions qui n'altèrent pas a?( (123 ou 201).
Le nombre des fonctions différentes, telles que /,' , que les substitutions de H' permettent de faire succéder à j est p^"~\ les coefficients de/,' pouvant être cboisis arbitrairement, sauf l'un d'eux, qui est congru à i . L*ordre de H' sera donc égal à p^"~* ii/,-.i, ii„-t étant l'ordre du groupe H, formé par celles des substitutions de H' qui n'altèrent pas j?,, v«.
Continuant ainsi, on aura
Remarque. — Les substitutions de H ont toutes leur déterminant égal à I. Car les substitutions L^t, M|t, N|t,v* dont elles dérivent, jouissent de cette propriété.
224. Théorème. — Si p est impain les facteurs de composition de H sont -Un et 2.
La substitution qui multiplie tous les indices par — 1 fait partie de H. et ses puissances forment un groupe K, d'ordre 2, et évidemment permutable aux substitutions de H. Donc 2 est l'un des facteurs de composition
cherchés: et pour prouver que les autres se réduisent à un seul, -iî„, il
sutVira d'établir que K est le seul groupe contenu dans H et permutable à ses substitutions. A cet effet, nous allons montrer que tout groupe I. autre que K, con terni dans H et pemmtable à ses substitutions y contient nécessairement toutes les substitutions de H.
Soit
^, a, x^ -h c', j, -h ... -4- a^ Xn -h c„ y\ Xt b\ X, -h rf', j, -4- ... H- t; jr„ 4- rf';. r>
«\"^^i -h c^rXx -h
uoe des substitutioDS de I, laquelle ne soit pas contenue dans K. Le groupe I contient, par hypothèse, les transformées de S par les substitutions L^t* L'^ : il contiendra donc les suivantes : S~*.L^^S^, S"* . Ljr* SL'^, . D'ailleurs on peut admettre que ces substitutions ne se réduisent pas toutes à Tunité; car on véritie aisément que pour que cela eût lieu, il faudrait que S multipliât les deux indices de chacun des couples ^,, j,;...; ccn^ yn par un même facteur, égal à I pour certains couples, tels que a?,, j,, et à — i pour d'autres, tels que a?,, y^. Mais alors, la substitution Ni, 2 étant permutable à I, ce groupe contiendrait la substitution N;;1SN,,2, laquelle ne multiplie plus les indices par des facteurs constants, et pourrait être prise pour point de départ de notre raisonnement, à la place de S.
Âdtnettons, pour fixer les idées, que S""*. L^'^SL, diffère de l'unité. Celte substitution est évidemment de la forme
Xn, Xn ^n— «^."^ Y, J. - b^^^ Y
Y étant la fonction par laquelle S'"* remplace 7,.
Cela posé, I contient une substitution, autre que l'unité, qui laisse invariables 2/4 — 3 indices. En effet, S| serait cette substitution, si a', fr',... étaient tous congrus à zéro. Supposons, au contraire, que a% par exemple, ne soit pas congru à zéro. Posons
a\ r ^ b\— b'",k-\- cT.m:,^ . . .— b["^ In H- a["^ m„ = o.
Le groupe 1 contiendra S2» transformée de S, par Ql',Rî^;...Q!,';,R^.;Li'» laquelle laisse invariables ^2» ^s» Js»**** Cette substitution, satisfaisant en outre aux relations (25), sera de la forme
^1, Ji a\ X, -h c\ 7, + c\ j„ b\ X, -+- d\ 7, 4- d\ y, x^y ja < Xy + c\ Xt 4- a:, -4- c', j„ j.
Cela posé, I contient la substitution
Xxy 7, JT, 4- (i — d,)y\y y\ — *', y\ Xu j2 fond, (xt, jTi» ^j» rO» r>
et si I — «1 <o (mod./>), posons
I contiendra la transformée de S, par L'S laquelle laisse 7, et j, invariables, accroît x^ d'un multiple de ja, et satisfait aux relations (25) : elle est donc de la forme
Si au contraire 1 — a\=^o, I contiendra la substitution Mi~'S3M,, laquelle est encore de la forme S*.
Les deux coefficients a, |3 ne peuvent s'annuler à la fois; car S4 se réduisant à l'unité, il en serait de même de S,, 83, S4, qui s'en déduisei^t par une suite de transformations. Mais, par hypothèse, S, diffère de l'unité.
226. Il reste à prouver que, quels que soient d'ailleurs les coefficients a, |3, la substitution S4 et ses transformées reproduisent par leur combinaison toutes les substitutions L^, M^t, Npt,vf dont H est dérivé.
Soit d'abord «e^o, d'où |3^o [mod.p). On a S^^^La. Donc I contient Lj; donc il contient Ma, qui est la transformée de L;^* par Mj L7*. Il contiendra LjjL et Mpt, transformées de La et Ma par P2,pL- Enfin il contiendra
Vn,v Lji Lv Vji.v • Lji L^ = W|t,v
Soit maintenant a^o {mod.p) : 1 contient la transformée de S par Q,, , laquelle, élevée à la puissance - {mod.p), reproduit N,,a- H contiendra la
substitution
Ce point établi, on achève la démonstration comme précédemment.
Théorème. -- Sip = 2 e/ /i > 2, /e groupe H est simple
Soit I un groupe contenu dans H et permutable à ses substitutions; on démontre, comme au théorème précédent : 1° que I contient une substitution
(le la forme
S4 = I x,,y\, Xi, jj, . . . :r, -h ajj, 7,, x-, -h a>-, 4- (3 j,, jj, . • . | ;
2** que si a^o ou jS^o (niod. 2), I se confond avec H.
228. Admettons donc, comme dernière hypothèse, «f=|S=^i, d'où S« = N1.2L2; I contient les substitutions suivantes :
^K% î. "i,i*. ■ ï,>y ^4 ■ i,n ■ 2,v ^^^^ -Wjfc.v i^n ^^ l-«|i W|i,v, LijiiN,i,y. Liv IN j4,v =:::: l^jiL#v>
.Uy^ 1^* l^ui Alii — ^ l^v -"lliy -IvJui J^U > ■•'U Liv WuL l^yy
i^ii,v Lji. Và^ jV1« =^ -Wji.v Mu, Mu Lji . Lji Lj^.v ^^=^ Mu W^i.v.
Donc I contient tous les produits deux à deux des substitutions ^^ M^,, Npt,v : donc il contient la substitution
M.L,M,.M,L,M,.M,L,Ms M.M,N..,M,M,.M,MsN,,3M,M3.M3M.N3..M.M.,
laquelle est le produit de ^4 facteurs des formes Lj^, Mpt, N^^ ,,• H contient sa transformée par la substitution abélienne
X\^ JTi Jf\ -f- Xi -{- Xif X\ -+- X-x -+- Xz •^ï» ^ï "^i» J^a ~H ^1 ~^" ^« "^ "^î "^ -^î
^s, Js ^3, r* -^ ^t -Hjr, 4- ^, -h :r3
laquelle se réduit à L|. Donc il contient
et se confond avec H. Donc H est simple.
229. Il reste enfin à considérer le cas où Ton a/? = 2, avec n = 2. Dans ce cas, H a pour facteurs de composition 2 et - £)„. Mais il est inutile d'établir ici ce résultat, qui se présentera de lui-même plus loin (331).
Seconde définition du groupe abélien.
230. Le groupe abélien est susceptible d'une nouvelle définition, que nous allons exposer.
Considérons le groupe «f dérivé des substitutions
A,= I z,, 2j,... 2|-f-i, Ziff, {, Aj =^ I Zi, 22,... Zi, Zj-l-i,... |,... (mod. y>).
Les substitutions A^^Av et Av A^, sont évidemment identiques, quels que soient jtx et v; mais» afin de conserver la trace de l'inversion nécessaire pour passer de Tune de ces formes à la suivante, on posera, au lieu de
l'égalité A^Av = AvA^A, la suivante AptAv= i^ ^*'^AvAjj,. On aura, d'après cela,
(A^Av) -l-(AvA^) = o, ( A^ Aji)=^ o.
A cela près» les diverses quantités (Aj^^ Av) sont arbitraires. Il nous conviendra de les supposer entières. Nous appellerons exposant d'échange des substitutions A^^ A^ l'entier (A^^ Av) (et plus généralement tout entier congru à celui-là suivant le module p).
Soient S = A^* AJ*'. . . , T = A^"' AJ*. . . deux substitutions quelconques de ^ : on aura
ST
= Ar« A?. . . . AVAV. . . = 1^"^"^^''^^^) A?. Aï'. . . Ar» A^. . . =: ^^-.-vCVM ^^
le signe de sommationN s'étendant à toutes les valeurs de /x et de v. Donc l'exposant d'échange (ST) de S et de T sera congru àV/Wjj,/iv(Aj4Av).
23t. Soient maintenant
M, ^ a, 2, -4- 6, Zj -h . . . , Ma ^ a, z, -h 6, z, -h ...... .
des fonctions distinctes en nombre égal à celui des indices :3«, Zs,
Les substitutions A|, Aj,... accroissent respectivement c^i des quantités a,, A,,..., i/a des quantités a,, 62,..., etc. Si donc on désigne par C,, C2*... les substitutions respectivement correspondantes à i/|, 1/2».. • dans le système d'indices u^t Ma,... (c'est-à-dire celles qui accroissent respectivement d'une unité chacun de ces nouveaux indices, sans altérer les autres), on aura
A.=:C?«0;«..., A, = C*'CÎ«. •> ••» d'où AvAV.-. = C?'C;«...,
^4 9 '^2*'" étant déteroiinés par les relations
yî.^a, Ç,-4- 6, Ç,4-. . . , yîj^aj^i-f-éa^i-f-. . . , . . . (mod. p).
Sciient
Ç, ^a, yî,H- p, yîa-4-. - . , Çï^aa'/j, -f- |32yîi-4- . . . , . . . (mod. p)
KKiêmes relations renversées : on aura évidemment
c, = a:'Aî*..., c,=: a^'A?,«
produit des deux déterminants
éisiv^t évidemment congru à l'unité, ce dernier ne sera pas congru à zéro.
A.U lieu de se donner d'avance M|, Ma>---> ^^ p^ut se donner les substitulionsCi, C2»...; et de quelque manière que les entiers ai, ]3«,...; a^, /S^» . ..;... soient choisis, pourvu que leur déterminant ne soit pas congru à zéro , on pourra déterminer sans difficulté les entiers a,, aa,...; 6^ èj»--;-eii ï^enversant les relations (29). Leur déterminant n'étant pas congru à zéro, les fonctions m,, 1/2,... seront distinctes et pourront être prises pour indices indépendants.
. Supposons maintenant que les exposants d'échange (Aj^^Av) soient
dora i:aés arbitrairement, et proposons-nous de choisir C|, Ca,..., de telle
que leurs exposants d'échange soient aussi simples que possible.
it «Hii une substitution de ^, dont les exposants d'échange avec les
^^ti^cs substitutions de ce groupe ne soient pas tou3 congrus à zéro. Soient S
uae substitution de # telle que l'on ait (x, S)^X^o (ntod. p), e un entier
tel c|ue l'on ait eX^i. Posons ifb, = S* : il viciera (•il»|'«),)^eX^i.
Clela posé, # résulte de la combinaison de ci>i, in>r^jiple groupe partiel -ii
lormé par celles de ses substitutions dont les exposants d'échange avec -a,,
^^1 Sont tous congrus à zéro. Soit, en effet, T une substitution de # dont les
^^Posants d'échange avec ^i,^, ife^ soient respectivement 6, et — ai : on
^w«"a évidemment T= .CiJb*;T', T' étant une substitution de ^,.
^i ^1 contient une substitution X2 dont les exposants d'échange avec les ^Hres substitutions de ce groupe ne soient pas tous congrus à zéro, ^1 con-
tiendra de même une substitution ift>a telle que Ton ait (A>aia>2)^f; et #« résultera de la combinaison de fX>2 et de uba avec le groupe partiel ^^ formé par celles de ses substitutions dont les exposants d'échange avec «i., et ift*, sont congrus à zéro.
On pourra poursuivre ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à un groupe ^„ qui se réduise à la seule substitution i, ou dont les substitutions aient tous leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro. Soit dans ce dernier cas 3( une des substitutions de ^„; si ^„ contient des substitutions autres que les puissances de G,, soit C, l'une d'elles : ^„ contiendra toutes les substitutions de la forme 0^0^:». S'il en contient d'autres, soit 83 l'une d'elles* il contiendra les substitutions 0*i* Q'^t* e''^\ etc.
Donc enfin les substitutions de # seront toutes de la forme
-l.?' aft>î' . . . Xn" yS^n' GV CV . . . ,
'^•if ift)i,...» •^^/i» ^/i. ^1» ^2>--- étant des substitutions dont les exposants d'échange mutuels sont tous congrus à zéro, sauf ceux-ci : (ci,p,ift,jj,)^ — (ifl>jj,«i»,4), qui sont congrus à r.
233. Les diverses substitutions obtenues Qn donnant a a^ fr,,..., a^f b„, c,, C2,... les divers systèmes de valeurs inférieures à p étant évidemment distinctes, l'ordre de # sera égal au nombre de ces systèmes de valeurs. Mais, d'autre part, il est égal au nombre des systèmes de valeurs inférieures ta p que l'on peut donner à ^i, a^,... dans l'expression Aî'A^*.... Pour qu'il y ait identité entre ces deux nombres, il faut évidemment que les substitutions ^i.,, \a>«,..., ^i>„, 'ia>„, G(, Oa»»* soient en même nombre que les substitutions A|, A2,....
Soient
d'où
Toute substitution de/,' telle que A|'A1*..., pouvant être mise sous la forme Xj^ift^f..., on devra pouvoir déterminer jr,/,... de telle sorte qu'on ait
quels que soient Çf, Ça,.... Il faut pour cela que le déterminant des quantités ai, j3|,...; ^a, |3a,...;... ne soit pas congru à zérd. On pourra donc
choisir iiD système d'indices indépendants tel, que les substitutions .i.,, t/&, , .. . accroissent respectivement d*une unité chacun de ces indices, sans altérer les autres (231).
ient d'ailleurs
■*^ations (3o) renversées. Il est évident que le déterminant de a,, ^2,...; bt^ ^s,...;... n*est pas congru à zéro; et Ton aura
-4. Pour éviter des longueurs inutiles, bornons-nous au cas, seul vrait: intéressant, ou ^ ne contient aucune substitution, autre que Tunité, les exposants d'échange avec les autres substitutions de f soient tous wus à zéro. Cette condition sera exprimée par la relation
me do co
^o (mod. />),
sà r soit A|' A[\ . . une substitution quelconque de ^ : ses exposants d'éch^nge avec Â|, A,,... sont respectivement
(A,A,)Ç, -+-(A,AO^-+-... , (A,A,)ç, -f-(:\2A,)^,-f-. .. ,.. . ,
et i^^cjur qu'ils puissent devenir à la fois congrus à zéro, sans qu'on ait ?i ^^^^ Ij^- • -^o, il faut et il suffit évidemment que le déterminant ci-dessus soit congru à zéro.
-^'^ nombre des substitutions A|, A2,... est un nombre pair. En effet, il est ^8^1 à celui des substitutions delà suite A.,, ub,,..., laquelle se réduit ici ^^^ termes ,.1»,, ubi,..., o\.„, ui>„ : car si celte suite contenait une substitution telle que 3|, dont les exposants d'échange avec o^,, tibi,... fussent tous congrus à zéro, ses exposants d'échange avec toutes les substitutions ^^^"-5^. lesquelles dérivent de celles-là, seraient congrus à zéro, contre Thypoilicse.
^35. Soit maintenant (C, C,), (C, Cj),... (Cj/aCa,,) un système quelconque d^ ^% r? nombres satisfaisant aux relations
î (C.C.) (C.CO ...
> (mocl. p).
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On pourra choisir un système d'indices indépendants iel^ que les substitutions C| , (%,..., qui correspondent respectivement à ces divers indices^ aient leittsexpo^ sants d'échange mutuels congrus à {d C|), (C, Cj),..., (C2iiC2«).
En effet, si les substitutions Ai, As,... avaient pour exposants d'échange mutuels, au lieu de (A| A|),..., (Aa^jAa;,), ceux-ci : (CiC, ),..., (CjnCj»), on pourrait déterminer un système de substitutions (E), = Aj» A**. . . , c^ = AJ' a;*...,..., Ob)„, C„, dont les exposants d'échange mutuels fussent tous congrus à zéro, sauf ceux-ci {(i^^^^) = — ('^ii.^SDjj,), qui seraient congrus à I (232-234). On aurait d'ailleurs réciproquement
A, = (Df' C^« . . . , A, = (D*f« C^«. ...... ,
rfi, rfa,...; ^i> ^3,...;... étant des entiers dont le déterminant n'est pas congru à zéro.
Cela posé, les substitutions <A>|, ifS)!,... ayant les mêmes exposants d'échange mutuels que CD|, C|,..., les substitutions
C, = x^«ift,^». . . =AT»A7«. . . , Ca = X^» ift>^,« . . . = A*;» A?«
auront évidemment les mêmes exposants d'échange mutuels que CDf'C^'..., (of'tCJ». ..,..., à savoir : (C,C,). ..,.., (Ca„C2„). D'ailleurs le déterminant des nombres /7i(, /if,...; /712» n,, ...;... étant évidemment égal au produit des deux déterminants formés avec a,, |3,,...; «2, |3a, ...;... et avec rf,, Ci,...; ^2» ^i, ...;...» ne sera pas congru à zéro. Donc on pourra déterminer un système d'indices indépendants qui correspondent respectivement aux substitutions C|, C2,... (231). ^
236. Convenons de désigner par A*' AJ'.,. l'opération qui consiste à accroître les indices z«, Z2»«- respectivement de certains entiers complexes a,, «2,... formés avec les racines d'une congruence irréductible. Étendons à ces opérations la notion des exposants d'échange, en admettant que l'égalité
(a*** A^*") ^oi^oi^{ A,* Av),
laquelle est évidente lorsque u^^ a^ sont réels, subsiste lorsqu'ils sont ima- {^inaires. Il est évident que les démonstrations ci-dessus resteront applicables, avec cette seule différence que les entiers qui figurent dans le calcul seront complexes.
formule (Si) seront précisément les relations (27). Le groupe formé par les substitutions T se confond donc avec le groupe abélien.
Faisceaux abéUens.
240. Soit F un faisceau de substitutions échangeables entre elles et d*ordre premier à p, qui soit contenu dans le groupe abélien. Supposons, en outre, que le groupe G formé par les substitutions abéliennes permutables à F soit primaire. Le groupe formé par toutes les substitutions linéaires permutables à F sera à fortiori primaire. On pourra donc choisir les indices indépendants de manière à ramener à la fois toutes les substitutions de F à leur forme canonique; cela fait, les nouveaux indices se répartiront entre X systèmes, contenant chacun un même nombre /x de séries, dont chacune contient un même nombre v d'indices (178 et 193).
241. Cela posé, soient X, Y deux quelconques des nouveaux indices, Cy^ et Cy les substitutions qui leur correspondent, (Cx Cy) leur exposant d'échange. Soient
S= I X, Y,... aX, PY,... I
une des substitutions de F, m le facteur par lequel elle multiplie les exposants d'échange des substitutions Cx, Cy,...; elle transforme Cx etCy en CJ etCÎ, dont l'exposant d'échange est a]3 (CxCy). On aura donc nécessairement
a(3(CxCY) = m(CxCY), d'où a^^m ou (CxCy) = o.
Or, quel que soit l'indice X, la substitution Cx ne peut avoir ses exposants d'échange avec toutes les substitutions Cx, Cy,... congrus à zéro; car il en serait de même de ses exposants d'échange avec toutes les substitutions de c?, qui dérivent de celles-là, et cela est contraire à notre hypothèse.
Soient donc X, X',... les indices d'une série quelconque; a, a',... les facteurs par lesquels tous ces indices sont multipliés par les substitution S, S',... du faisceau F, lesquelles multiplient respectivement les exposants d'échange par m, w',.... 11 existera une série d'indices Y, Y',... que ces mêmes
substitutions multiplieront par les facteurs |3^— ? ]3'^^j.-* (mod./i).
Nous dirons que ces-deux séries sont conjointes, et nous pourrons, d'après ce qui précède, énoncer le théorème suivant :
Théorème. — Toute série a sa conjointe, et l'exposant d'échange de deux
Corollaire I. — Si une substitution S ne déplace pas la série X, X',..., eUe ne déplacera pas sa conjointe. Car Z, Z',... se confondant ici avec X, X\...» sa conjointe U, U',... se confondra avec Y, Y',....
Corollaire II. — Si deux séries conjointes appartiennent à un même systéme 2, deux séries conjointes quelconques appartiennent à un même système. Car G étant primaire, ses substitutions permutent transitivement les systèmes (142). Donc il contient au moins une substitution S qui remplace les séries de 2 par celles d'un autre système quelconque, If. Mais les séries de 1 sont conjointes deux à deux (242); donc celles de 2|, que S leur fait succéder, le sont également.
Corollaire III. — Si deux séries conjointes appartiennent à deux systèmes différents [auquel cas ces systèmes sont conjoints)^ chaque système aura son conjoint 9 et chaque substitution de G fera succéder aux indices de deux systèmes conjoints des fonctions des indices de deux nouveaux systèmes également conjoints. Car si les deux séries conjointes X, X',...; Y, Y',... appartiennent à des systèmes différents 2, 2f, soit 1' un autre système quelconque. Il existe dans G une substitution au moins, S, qui remplace X, X%... par des fonctions des indices Z, Z',... de Tune des séries de 2'. La même substitution remplacera Y, Y' par des fonctions des indices U, U',.. . d'une série d'un système 2',, évidemment autre que 2'; les deux séries Z, Z',.... et U, U',... seront conjointes : donc 2' et 1\ seront conjoints.
Corollaire IV. — Si une série se confond avec sa conjointe, il en sera de même de toutes les séries. Car les deux corollaires précédents montrent que si une série quelconque avait une conjointe autre qu'elle-même, soit dans le même système, soit dans un autre, les séries pourraient toutes se partager en couples de séries conjointes l'une à l'autre. Donc aucune série ne serait sa propre conjointe.
244. Conclusion. — Les faisceaux tels que F se répartissent en trois catégories, correspondant aux trois cas suivants :
Premier cas. — Chaque série fait partie d'un autre système que sa conjointe.
Deuxième cas. — Chaque série diffère de sa conjointe, mais fait partie du même système.
Troisième cas . — Chaque série est sa propre conjointe.
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245. Soient maintenant a?, j,... les divers indices d'une même série. Chacune des substitutions de F, les multipliant par un même facteur, multipliera évidemment par le même facteur toute fonction de ces indices. On pourra donc, sans altérer la forme de ces substitutions, prendre pour indices indépendants, k la place de j?, J, ..*, des fonctions quelconques de ces indices.
On pourra faire de même dans chacune des autres séries. Nous conviendrons toutefois, lorsque plusieurs séries seront conjuguées, d'y prendre pour indices indépendants des fonctions conjuguées. Tout en observant cette règle, il existera dans le choix des indices indépendants une latitude dont OD pourra profiter pour simplifier l'expression des exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes.
246. Premier cas: Faisceaux de première catégorie, — Supposons que F appartienne à la première catégorie. Soient a?, j,... les indices de la première série d'un système quelconque; Ç, v?,... ceux de la première série du système conjoint; C^., C^,..., Q, C„,... les substitutions respectivement correspondantes à ces indices.
Le déterminant
A= îÇCj) ,C,C,) ...
ne peut être congru à o. Car s'il l'était, on pourrait déterminer une substitution QG^... dont les exposants d'échange
«iC,Q)-h&(aC,)-h..., a(C^Q)-h^(C;.C,)
avec C;c, Cy,... fussent tous congrus à zéro. Mais les exposants d'échange de Q, Cy,,... et, par suite, ceux de QC^... avec leé substitutions correspondantes à tous les indices autres que x, j,... sont cofigrus à zéro. Donc QC^... aurait ses exposants d'échange avec toutes l^i^ substitutions de ^ congrus à zéro; ce que nous supposons impossible. Cela posé, on pourra déterminer des substitutions
telles, que leurs exposants d'échange avec C^., C^,... soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci (C,D), (C,.D,),. . ., qui seront congrus à i. En effet, pour déterminer D, par exemple, il suffira de choisir a, /3,... de manière h satis-
faire aux congruences linéaires
dont le déterminant n'est pas congru à zéro.
Le déterminant des quantités a, ai,...; /3, ^, ,...;... n'est pas congru à zéro. Car, d'après les relations (32), son produit par le déterminant A est congru à i. Donc on peut remplacer Ç, yj,... par de nouveaux indices |', yj\... qui correspondent respectivement aux substitutions D, D|,... (231).
On peut opérer de même sur les premières séries de chacun des couples de systèmes conjoints. Si Ton prend en même temps, comme nous en somnies convenus, pour indices indépendants, dans les autres séries de chaque système, les indices respectivement conjugués de ceux de la première série, les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes seront immédiatement donnés par le théorème du n® 242.
247. Second cas : Faisceaux de seconde catégorie. — Dans tout faisceau de seconde catégorie, le nombre des séries de chaque système est un nombre pair, 2v. En effet, si la première série d'un système est conjointe à la v-i-i'^'^'', la seconde le sera à la v-1-2'^'"'', etc. La v-f-i'^'"' l'est à la 2v -+- 1'*^*"^; donc la 2v -f- ï^^'"'' se confond avec la première; donc le nombre des séries distinctes est 2v.
Soient x, x\,., x^^^^^ les indices de la première série du système 2 que Ton considère; x^, x, ,..., x^^~^^ leurs conjugués de la série conjointe; C,
(7 O^*^; Cv, C, ,..., Q^"*^ les substitutions correspondantes à ces divers
indices. Nous allons montrer qu'on peut choisir les indices indépendants de telle sorte, que chacune des substitutions C, C',.--» C^^*^ ait ses exposants d* échange avec Cv, Cl ,..., C^*""*^ tous congrus à zéro, à r exception d^un seul.
248. Admettons en effet que Ton puisse choisir les |ul' derniers indices de la suite x, x\..., a?^**^*^ de telle sorte que les exposants d'échange de C^**'^'^ Q(ii-ii'4-i)^ ^ Q(ii-i) 3^.ç^. chacune des substitutions C^, Cl ,..., Ç},^-'^ soient tous congrus k zéro, sauf ceux-ci : [0^^'^C:-^'^), [(y^v-'-^^)^^-^'-^^))^ [O^'^Cr'^), mais qu'on ne puisse choisir plus de [l' indices jouissant d'une propriété analogue. Si Ton avait i^'=ii., notre proposition serait prouvée. Supposons donc fx' nul ou positif, mais moindre que |x.
Les relations ainsi établies entre les exposants d'échange subsisteront .si Ton remplace les indices x,..., x'^^'-^^ par des fonctions linéaires de
a'^o (mod.^). Nous prendrons pour indices indépendants à la place de x, x\..., x^^^'"*^ ceux ff y\. .., y^^'^*^ qui correspondent respectivement aux substitutions C, D,..., O^^'-'K
Déterminons maintenant une substitution E = CPDP'CP"... telle, que Ton ait (ECv)^o, (EC[)^o,..., (ECi''"'''~*^)^o. Nous venons de voir que cela est toujours possible; et de plus que le coefficient |3' sera congru à zéro, d'où l'on conclut la relation (EEv)^o.
Le coefficient ^ ne peut être congru à zéro; car, s'il l'était, E se réduirait à la forme C"^"..., et l'on aurait, par suite, (EDv)^o. On a en outre, si
Enfin on a évidemment, si r diffère de v,
(ECr) = (ED.) = (ECr) = . . . = o.
La substitution E aurait donc tous ses exposants d'échange congrus à zéro, ce qui est supposé impossible.
Cela posé, prenons pour indices indépendants, au lieu» de j^, ^', ^",... ceux z, z\ z'\... qui correspondent respectivement aux substitutions E, D, C\...: on aura déjà les relations
(DDO =o, (EEv) = o, (ECv) = (Da) = . . . = o; d'où l'on déduit réciproquement
• C E.) = - (EC;)'' = o, (C"D.) = - [DCf = o,. . . .
250. On peut opérer sur les fx — |ul'— 2 indices z\ . . . comme nous l'avons fait sur les indices j?, x\ x'\.., et les remplacer par de nouveaux indices u'\ u^, w'*^... tels, que les substitutions correspondantes E', D', O*^... et colles qui correspondent aux indices conjugués satisfassent aux relations
( E' C'^) = (D' ci' ) = ,..= o, (C(*' e!) = (C(*) Dj = . . . = o.
En poursuivant ces opérations jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre fjL — a', on conclut enfin : i® que «x — j^' est un nombre pair 2a"; 2® que les
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indices (le la première série de 2 peuvent être choisis de telle sorte que les substitutions correspondantes
et les substitutions
F n viv-"-^) n^i*"-») r^«*"«*'î r^
qui correspondent à leurs v'^*"*' conjugués, aient tous leurs exposants d'échange congrus à zéro, sauf ceux-ci :
(D(OEi^>), (E(')Dl^O, (C(')Ci'O, ce qui démontre notre proposition.
251. Il reste encore dans le choix des indices un peu d'indétermination^ dont on peut profiter pour faire en sorte que Ton ait
(D^O t'^) = - (E(0 Dl^O = I» (C^'^ Ci'^) = e, e étant une racine arbitrairement choisie de la congruence
En effet, (O'^CJ*^) doit être une racine de cette congruence; car on a
D'autre part, prenons pour indices indépendants, au lieu des indices actuels u^*\ u[^\ correspondants à G'\ Cf\ ceux-ci : b"* u^^\ b'^^é^\ auxquels
correspondent respectivement les substitutions K = [C^]* et Kv= [CJ*^]*' . On aura
(KKv) = (C(')Ci'^)ft^^*'.
Or on peut déterminer h de sorte que cette expression se réduise à e : car la congruence
élevée à la puissance/?"— i devient
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ce qui montre que ses racines sont des fonctions réelles de rimagiqaire i de degré 2v qu'on a déjà introduite pour réduire F à sa forme canonique.
D'autre part, remplaçons Tindice i^ correspondant à D^'^ par un nouvel indice ^"V. La substitution correspondante sera [D^^'jP; son exposant d'échange avec E^ sera |3 (D^*^ Ef^) et se réduira à l'unité si l'on prend
On peut donc admettre que (O'^Q'^) soit égal à c et (D^'^El* ) à i. On aura alors
Les exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices de la première série de 1 étant ainsi déterminés, on aura, en les élevant à la puissance [f^ ceux des substitutions correspondantes aux indices de la ^4- i*^"»* série (242).
252. Considérons maintenant un autre système quelconque 2'. Le groupe G, formé par les substitutions abéliennes permutables à F, étant primaire, contient au moins une substitution qui remplace les indices de 1 par des fonctions linéaires des indices de 2'. Soit S une substitution de G, choisie à volonté parmi celles qui jouissent de cette propriété.
Prenons pour indices indépendants dans l' les fonctions par lesquelles S remplace les indices de 2. Les transformées par S des substitutions qui correspondent aux indices de 2' seront les substitutions qui correspondent aux indices de 2; elles ont donc mêmes exposants d'échange mutuels que ces dernières.
Troisième cas : Faisceaux de troisième catégorie
Considérons spécialement les indices de la première série d'un système quelconque. On verra comme (232-234) : i^ que ces indices sont en nombre pair; 2^ qu'ils peuvent être choisis de telle sorte que les substitutions correspondantes, <A>|, 1^,, <A»2, 0^2* ••• siient tous leurs exposants d'échange congrus à zéro, sauf les (•l.pt'^^ii)^ — ("^ii**»!!)» qui seront congrus a i.
d'où
\ \ (Aji Av) [m,4iv 4- /lîv/i^] ^ \ \ (AjaAv) /w^/iv^'SS,^.
Le théorème est donc établi. On le démontrerait de même s'il y avait plus de deux facteurs.
256. Proposons-nous maintenant de déterminer les substitutions linéaires qui transforment chaque substitution de § en une autre ayant même caractère. Ces substitutions forment évidemment un groupe 5.
Ce groupe est contenu dans le groupe abélien. Car soient T une de ses substitutions; S, S, deux substitutions de ^; S', S\ leurs transformées par T : on aura, par hypothèse,
car. S' ^ car. S, car. S', ^ car. Si, car. S' S', ^ car. SS, ;
(S' S', ) = car. S' S', — car. S' - car. S', = car. SS, — car. S — car. S, = (SS,).
Donc la transformation par T n'altère pas les exposants d'échange mutuels des substitutions de ^ : donc T est une substitution abélienne.
Soit
T = I Ziy Zi,. , . giZi -h gtZi-^. , ., r, z, -h Ta Zj 4- . . • » • . . | .
Il est aisé de déterminer les relations auxquelles satisfont ses coefTicients. En effet, les substitutions
A', = A^« Aï'. . ., a; = A?« Aï*. . . , . . .
transformées de A|, Aa,... par T devant avoir mêmes exposants d'échange mutuels que A«, A2»...» on aura, pour toutes les valeurs de fx et de v,
(33) (A, Al) j,^gv -i- (A, A/ j^n 4-. . .-h (A, A,)r^gv-f-. . .^(A,,A,).
Elles ont en outre les mêmes caractères, d'où pour chaque valeur de jx la relation
(34) (A, A,)g,,j^-h (A,A,)^^ryi-f-. . .-h 5, j,* 4- 5,r,. -h. . .=^^1.
Les conditions ci-dessus sont d'ailleurs suffisantes. Car, si elles sont rem-
plies, soient A^'^AJ''... une substitution quelconque de ^, A'/^'Aj'"»... sa transformée : ces deux substitutions, étant respectivement le produit de /acteurs qui ont mêmes caractères et mêmes exposants d'échange, auront mêmes caractères.
258. Cherchons à simplifier l'expression des conditions ci-dessus par un ehangement d'indices convenable.
Nous avons vu (232-234) que le groupe ^ peut être considéré comme dérivé de n couples de substitutions
lel.l^s, que tous leurs exposants d'échange mutuels soient congrus à zéro, sau f ceux-ci :
qu ft seront congrus à i. On peut d'ailleurs supposer que les deux substitutioKHS d'un même couple ont le même caractère; car, si •^j et ift)|, par eic^Mnple» avaient respectivement pour caractère o et i, ^f pourrait être consid éré comme dérivé des substitutions de la double suite
lesquelles ont mêmes exposants d'échange et mêmes caractères que les substitutions correspondantes de la suite (35), sauf ifli <A,|, qui a pour caractère
ela posé, soit p le nombre des couples de la suite dont les substitutions ^'ï*. le caractère i : si p > i, on pourra l'abaisser de deux unités. En effet, ^■-^^nt ,1,,, -tfei; A,a, ift)j deux couples dont les substitutions aient le carac- ^^"^^^ i; on pourra considérer ^ comme dérivé de la double suite
an ^]ogue à la double suite (35), sauf que ses deux premiers couples ont le c^^^'^ctère o au lieu du caractère i.
^i donc on suppose p réduit à son minimum par le procédé ci-dessus, on a^ï*ap=:o ou p=i. Ces deux cas sont d'ailleurs essentiellement différents, cOTïime le montre le théorème suivant, qui donne au nombre p sa véritable signification, dégagée de tout arbitraire :
259. Théorème. — La majorité des substitutions de i a pour caractère p.
i^ Soit d'abord p=o. Les substitutions <^^,, '^f,... ayant toutes pour caractère zéro, une quelconque des substitutions de ^^ telle que <^i.^*iA>f*jie;«ip4*--» aura pour caractère 0161+0362 + — Le nombre des substitutions de ^ ayant pour caractère zéro sera donc égal au nombre $„ des solutions de la
congruence
cï| 6i -I- «2 6j + . . . ^ o.
Or on peut satisfaire à cette congruence en posant
Dans le premier cas, on aura pour a^ 6| les trois systèmes de solutions o, o; o, i; j, o; et l'on aura $„.| manières de choisir a,, 62,.... Dans le second cas, on devra poser a^^b^^o; et a,, 6a,..., pourront être choisis de a*^'»-*^ — î„_, manières. Sommant toutes ces solutions» il vient la relation
qui permet de calculer successivement *,, ^3,..., *, étant égal a 3. On vérifie aisément que l'on aura en général
nombre supérieur à la moitié de 2^", nombre total des substitutions de ^.
260. 2® Soit au contraire 0 = ix et supposons, pour fixer les idées, que celui des couples de la suite «v.,, ^i,, ; x^, ift»2;*** dont les substitutions ont le caractère i soit le premier, e^,, ub,. La substitution -A.j*ift)fstJ«ia»J'... aura pour caractère a, + 6, + a, 6,+ aa62+.... Le nombre ^„ des substitutions de «^ qui ont pour caractère zéro sera égal au nombre des solutions de la congruence
/?, + 6, + <i, 6, + a, fcj -h . . . ^ o, ou V «I -+- 1 , 6, -+- I • -+- a, fc, -+- . . . ^ I .
Mais cette congruence est satisfaite par 2^" — *,, systèmes de valeurs de af + i, 6, + 1, a,, 62,..., auxquels correspondent autant de systèmes de valeurs de ai, 64, a,, 63, On aura donc
nombre inférieur à - 2*".
261. Cela posé» on peut déterminer un système d'indices indépendants x^, j'i;...; Xn, yn qui correspondent respectivement aux substitutions cA^,, t^f ;•••; «^/i* '^n' Soit maintenant
X, a\ j:, 4- c', j, -f. . . . -f. a'^ Xn 4- c'„ y^ j, 6', a;, + rf', j, -f- . . . 4- b\ x^ + rf'„ j„
Sr=
^„ «^,"^0;, 4- c^,''^ j, 4- ... 4- d;^^Xn 4- c^">7«
une substitution du groupe cherché. Les conditions auxquelles ses coeificients doivent satisfaire s'obtiennent, en substituant dans les relations (33) et ( 34) les valeurs particulières qu'ont les exposants d'échange et les caractères des substitutions correspondantes aux nouveaux indices. Elles seront dono différentes suivant que l'on aura /9 = o ou /9 = i. On obtiendra ainsi deu >^ groupes différents, So 6t 5i » que nous appellerons groupes hypoahèUens ,
rem jour
Premier groupe hypoahélien.
. Supposons /9=o. Les relations (33) se réduiront à la forme (27) (en rquant d'ailleurs que, dans le cas actuel, /> étant égal à 2, on aura tourna 1); et les relations (34) deviendront
<*;-H. ..-+-«[:)*(,"> =0, c;d;4- . . .4- cj:')rf^'»)=o,
forfvr^iites où jx prendra successivement toutes les valeurs i, 2,..., n.
SI Sais si S appartient à 5o» S~* lui appartiendra, et réciproquement. On
^^x^ donc un nouveau système de relations équivalent au précédent, en
0%ç^«*îinant que S~' est hypoabélienne. Pour cela, on remplacera dans les
^eV^tions (27) et (36) les divers coefficients a^,..., d^^^ par les coefficients
co^^^spondants de la substitution S~', que donnent les formules (26). On
Q\>ûendra ainsi les relations (25) et les suivantes :
b^r^ rf(f )
fto*) rfo*) = o, af^lt^ djf-^ 4- . . . 4- aj,»*) c^) = o.
263. Théorème. — Le groupe 5o ^st déri{^é des seules substitutions M^, N^^^v (définies comme au n^ 220) ; et son ordre est égal à
En effet, les substitutions des deux formes ci-dessus, satisfaisant aux re-
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lalions (riS) et (37), appartiendront à ^o- Réciproquement» toute substitution hypoabélienne, 2, dérive de celles-là.
En effet, supposons que 2 remplace Xt par la fonction
/, s à^Xi 4- 6-', ri 4- . . . -f- a„x^ 4- c„x^ :
les coetricients a^,..., c^ ne seront pas tous congrus à zéro, et Ton aura, d'après les relations (37),
;; 38) « , c , 4- . . . -h a'^ cl ^ o.
264. Cela posé, on pourra déterminer une subsUtution S, dérivée des substitutions Mpt et NpL^vf q^i remplace a?, parf^ .
En effet; soit d'abord a^^i : la substitution
remplace a?, par/i .
Sia^^o, maiscj^i,il existe, d'après ce qui précède, une substitution ^, dérivée des substitutions M|a et Npt,v> qui remplace a;, par
c, JT, -+- a, JT, 4- c\yi -h . . . ;
et la substitution
remplace a?, par/,.
Soit enfin a^^c^^o, mais aj, ouc^^i. D'après ce qui précède, ii existe une substitution, s, dérivée des substitutions M^^ et N^^.v qui remplace x^ psir/, ; et la substitution
remplacera or, par/,.
265. Ce point établi, posons 2 = S2' : 2 et S étant hypoabéliennes, 2' ie sera également; mais de plus, elle laissera x^ invariable. Soit
la fonction par laquelle elle remplace y« : les relations (aS) et (37) donneront
(3i)) d\~\. fc', 4-fc;rf', 4-...4-6„rf'„ = o,
SOI
Cela posé, la substitution
remplace y^ par// , sans altérer a?! ; et Ton pourra poser 2' = S'2|, d'où 2 = SS'2|, 2| étant une nouvelle substitution hypoabélienne, qui laisse Xf, Yi invariables.
â66. Les relations (27) et (36) montrent que 2, se réduit à la forme
ji r«
< Tn
^» -+- û^'a r» -^ ••'-+- *« ^'t -*- ^H Tn
b^;^^ Xn -\- d^^^Xn
OÙ les coefficients sont liés par les mêmes relations que dans les substitutions hypoabéliennes entre n—i couples d'indices.
On voit comme tout à l'heure qu'on aura 2, =S|S',22, S| et S', étant dérivées de celles des substitutions M|i, Njx,v dans lesquelles jx et v sont > i, et 22 une nouvelle substitution hypoabélienne qui laisse a?,, y,, a?2, ja invariables, etc. Donc enfin on aura
In-i étant une substitution hypoabélienne qui n'altëre plus que les deux indices x,t^ Xn- Mais une semblable substitution ne peut être que l'unité, ou M;,. Dans l'un et l'autre cas, 2 sera dérivé des substitutions M|x, Nj^^.
267. L'ordre w^ du groupe 5o résulte immédiatement de ce qui précède. En effet, le nombre des fonctions différentes, telles que /, que ses substitutions permettent de faire succéder à Xt est égal au nombre 9„— i des systèmes de solutions de la congruence (38), la solution a\^...^c„^o étant exclue. On aura &>;, = ($^— i) ck)'„, w'^ étant l'ordre du groupe partiel §\^ formé par celles des substitutions de So qui laissent ar^ invariable (123).
Le nombre des fonctions différentes// que les substitutions de 5'o font succéder à ji est égal au nombre des solutions des congruences (39), lequel est égal à 2^""^; car ces congruences déterminent d\ et b\, les 2/1—2 coef-
iicients fe'a,..., d\ restant arbitraires. On aura a)'^ = 2*""* w^,, co,^, étant Tordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de 5^ qui n'altèrent pas a?,, j,.
Poursuivant ainsi, on obtient la formule énoncée au théorème.
Problème. — Trouver les facteurs de composition de ^f
Soit I un groupe contenu dans 5o> et permutable à ses substitutions; nous allons rechercher ses propriétés.
Proposition I : I contient une substitution différente de l'unité, et qui
n'altère pas x,. — Soient en effet S une substitution quelconque de I;
y, EEE a\ ar, -h c\ y^ -h d^ x^ -\- c^y^ -f- . . . la fonction qu'elle fait succéder
à x^. Si/, ne se réduit pas à x^^ Tune au moins des quantités c\, a^, c,,...
sera ^o (mod. 2).
1** Si c,>o(mod.2), 5o contient une substitution T qui laisse x^ invariable, et remplace j, par/, (265) : I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace a;, par 7,.
Ola posé» si S, laisse x^ invariable, I contiendra sa transformée par P,^,, laquelle laissera x^ invariable. Si au contraire S, altère x^^ on voit aisément que parmi les substitutions des formes N^^^v» Q|L,vf R|l,v qui laissent â?,,y, invariables, il en existe une au moins, T,, non échangeable à S,. Le groupe I contiendra la substitution Sr\Tr* S, T«, laquelle laisse â;, invariable et diffère de l'unité.
2° Soit c, ^o, mais a^^i, par exemple. On a
dj c, H- . . . ^ a', c', 4- of, c', ~h . . . ^ o.
Cela posé, 5o contient la substitution
laquelle remplace X2 par/,, sans altérer ar,; eti contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace x^ par X2. Or on voit aisément que parmi celles des substitutions de 5o qui n'altèrent pas x^^ ^2» il ^^ ^^t une au moins, T,, non échangeable a S, : et I contiendra S7MV'S, T,, laquelle laisse x, invariable, et diffère de l'unité.
269. Proposition II : I contient une substitution différente de l'unité, et qui n altère nix^ ni y^. — Car soit S une substitution de I qui n'altère pas a?, :
elle remplacera ji par une fonction/,' ^b\xt-hd\y^-h...-h b'„ a?,, h- d'„y„, dont les coefficients satisfont aux relations (Sq).
1® Si 6', E=o, d'où i',rf2-h...^o, 5,, contient une substitution T qui remplace x^ par b\x^'+- d\y^-^... sans allérer ar,, j, (266); et I contient S,, transformée de S par T, laquelle remplace j, par j, -i-a^2« f^ela posé, si S| se réduit à R«,2» I contiendra sa transformée par Pi,,, laquelle n'altëre pas âTf, jf. Dans le cas contraire, parmi les substitutions de 5o ^^i n'altërent pas a:,, y,, x^ il en existe une, T,, non échangeable à S^ : I contiendra S;"*Tr*S, T|, qui laisse x^^ y^ invariables, et diffère de l'unité.
2® Si i'i^î, les relations (Sg) montrent que l'un au moins des produits ft'jrf'j,... sera ^o(mod.2). Soit, pour fixer les idées, b\d^^i^ d'où h^^d\^i. On aura b\d\-\- ...^o\ et 5© contiendra une substitution T qui laisse 07,, ji, iCa invariables, et remplacera par rf2j2-Hi'3a;8 ^-rfgjj-f-.... Le groupe I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace j, par a?! H-j'i -f-iCa-l- j2» et n'altère pas a?,. Cela posé, si S, laisse x^, Xa,... invariables, I contiendra sa transformée par Pi,,, laquelle laisse a7|,j, invariables. Dans le cas contraire, parmi celles des substitutions de ,5o qui laissent invariables x^, j,, x^-^y^^ il en existe une, T,, non échangeable à S,; et I contiendra S7*T7^S, T,, qui laisse o;,, j» invariables, et diffère de l'unité.
270. Proposition III : I contient une substitution qui n'altère que les quatre indices x^^ j,, ^2> Ja« — Car, en poursuivant le raisonnement qui précède, on voit que I contient une substitution qui laisse invariables les indices a?,, 7i, X2J puis les indices iC|, j,, a?^, jj, etc. On pourra continuer ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une substitution qui n'altère plus que les quatre derniers indices, x^^^ yn-\^ ^n* Jn* Sa transformée par P,.„_i Pa,/!» laquelle appartient à I, n'altérera que o;,, j,, x^^ y^. D'ailleurs elle satisfait aux relations (27) et (36), et, par suite, sera de la forme
jr, , Yx d, X, -f- c , y\ 4- d^ x^ -f- c , j„ *', Xk 4- d\ y^ -f- 6', x-, -f- d\ y-x x^y y^ a\x,-\- c\y,-i-(f^Xi'\'c\y'ij b\x,-^ d^y.^ b^^x^-^- d^y^
271. Proposition IV : S/ n > 2, I contient une des substitutions Nji.,v,
Premier cas. — Si c,^i, I contient S|, transformée de S par Qf',Rf;» qui
est de la même forme que S, mais remplace x^ par^i. Si S| est échangeable
à Ms, elle se réduit à M| ou à M, M2. Miais si I contient M,, il contient par là même M, .P;;1M| P^a = M,M2. Enfin il contiendra sa transformée par N|,2Q(,2« laquelle laisse Xt invariable. Si, au contraire. S, n'est pas échangeable h Mj, I contiendra Si"MWr^S, Ma, qui diffère de Tunité, et laisse encore o^i invariable. On retombe ainsi sur le troisième cas qui sera discuté plus loin (273).
272. Second cas. — Si Cj^o, on aura d^c\^o. Mais supposons qu*on n'ait pas à la fois d^^o, c\^o : So contient une substitution T qui remplace X2 par a, a?, -hd^Xi-^^c^yzf sans altérer a?, : et I contient S,, transformée de S par T, laquelle remplace a?, par x^.
i"" Si S, est échangeable à R,^, elle a Fiine des quatre formes suivantes :
*i,ï, »i,îRi,a "uaQij, "i,iQ2,i Ki,i-
Or, si S, est égale à F,, 2 ou à P|,2Ri.2» sa transformée par Q,,2 appartient à I et laisse Xt invariable. On retombe ainsi sur le troisième cas. Si S|=P|,2Q2,M I contient les transformées Sa et S, de S, par P2,iPi,â 6t (P2,8Pi,2)^- Il contiendra donc S7*SaSaS,,,et sa transformée par Q,,j, laquelle se réduit à Qj^,. Si S, = P<,2Q2,iRi,2» I contiendra SJ, qui se réduit a R, 2.
2® Si S, n'est pas échangeable à R,,2> I contiendra Sr*.R7;iS, R,,2, qui laisse a?, invariable, sans se réduire à Tunité; et Ton retombe sur le troisième cas.
273. Troisième cas. — Si l'on a a la fois c\^d^^c\^o, d'où a\^iy S laissera or, invariable. Quant à j,, elle le remplacera par une des quatre
fonctions 7, , Ji -+- ^2» y* -1-72. ^1 -H-Ji -H ^2 -^72-
Si S laisse ji invariable, elle se réduit à M2 : I contiendra
puis la substitution
* 1.8 Ri.iQj.t * i.»«Ri,îQj,i «01,8 Ri,2 Qj,i Qi.3,
laquelle se réduit à R,,,. Si S remplace j, par j, -1- a?2» elle se réduit à R,^a ou à R|,2M2. Dans ce dernier cas I contiendra S^ = R(,2Q2,m ^t, par suite, il contiendra R,3. Si S remplace j, par j, -1-J2» I contient sa transformée par M2, qui remplace j, par j, -ha?2; on retombe ainsi sur le cas qu'on vient d'examiner. Enfin, si S remplace y^ par a?, -h yi'\-X2-hy2f elle sera
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égale à R|,sQs,i» auquel cas on vient de voir que I conliendra R,^,, ou à Kf.zQi^^Ms. Mais dans ce dernier cas, I contient M2« transformée de S par R«,3 : on retombe ainsi sur un cas déjà examiné.
274. Proposition V : I contient la moitié au moins des substitutions de ^o-
En effet, I contenant une des substitutions N,jL,vf Q{i.v» R^i.v» l^s conliendra toutes; car on a les relations évidentes
NV.>= (P^!^P.,v)- N«,p P^.p P.,v, Q^.v = Mv"* N,..v Mv, R^.v = (M^ Mv)- N,..v M.^ Mv.
qoi montrent que toutes ces substitutions sont transformées les unes dans
les autres par des substitutions de 5o.
Donc I contient le groupe 5 dérivé des substitutions Njt,^» 0{i,v» R|jl.v et de leurs transformées. Mais toutes les substitutions de ^^ sont (266) de la forme SS'...S„_2S'„_,2;,_,, S, S',..., S^_2, S'„_j étant des substitutions de -3, et 2^-1 Tune des deux substitutions i, M„.
Donc, si M„ était contenue dans d, ce groupe, et, par suite, I se confondrait avec 5o» qui serait simple (nous verrons plus loin que cette hypothèse ne se vérifie pas). Si au contraire d ne contient pas M„, son ordre sera
moitié de celui de So'» et si I est moindre que So» il se confondra avec d.
275. Proposition VI : 5^ a pour facteurs de composition 2 et - «„.
Il suffit évidemment pour le prouver de faire voir que 5 est simple. Or, si Ton pouvait déterminer des groupes contenus dans d et permutables à ses substitutions, soit K Tun de ces groupes, choisi de manière que son
ordre 0 soit minimum. L'ordre - &>;, de 5 serait une puissance exacte de 0 [59). Mais - (un n'est pas une puissance exacte, du moins pour /i = 3, 4» 5,
Nous achèverons la démonstration en prouvant que la proposition étant vraie pour /i— i, le sera pour n.
Supposons en elTet que le groupe K existe : on voit comme (268-269) que l'une au moins de ses substitutions. S, laisse invariable l'un des couples d'indices, tel que x^^ Vi. Le groupe &' formé par celles des substitutions de d qui n'altèrent pas o^i, j, est précisément ce que serait d, si au lieu de n couples d'indices on n'en avait que n— i\ donc il est simple, par hypothèse. Donc les transformées de S par les substitutions de ^', combinées
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ensemble, reproduisent tout ce groupe, dont l'ordre est - «„-,. Donc 0 est au moins égal à - o);,..,, nombre supérieur à la racine carrée de - a)|,« Donc - (i)„ ne peut être une puissance de 0, comme il le faudrait.
276. Nous avons laissé de côté le cas oix n = 2. Pour mettre en évidcDCe dans ce cas particulier les facteurs de composition de So» remplaçons les indices a?,, j,, X2, J2 par d'autres indices indépendants Ç,, yj,, £2» *îa ""^spectivement correspondants aux substitutions a.|ifl>i, «t^, «v^ij^, A^^ift»,, A>, ifbi 1^2. On voit immédiatement que les 72 substitutions de ^o résulteront de la combinaison de la substitution
S — I Çi, rit, Sa, rii ^j, Yîa, $„ 73i |
avec celles de la forme
T = I Ç,, 73,, $„ 73, a, g, -h 6,73,, c, Çi 4- rf, 73,, Oi^i-h éiTîî, c,Ç, -h rfjYî, |.
Ces substitutions sont permutables au groupe formé par les substitutions T, lequel est d'ordre 36, et a évidemment pour facteurs de composition ceux du groupe linéaire de degré 2^, répétés chacun deux fois, c'est-k-dire 2, 3,
Second groupe hypoabéUen.
277. Supposons maintenant que les substitutions correspondantes aux indices a:,, ji aient pour caractère 1, les autres ayant 'pour caractère o. Les relations générales (33) et (34), appliquées à la substitution S (261) donneront entre ses coefficients les relations (27) et les suivantes :
( «I *'i ^- «*, *", H- . . . 4- û , -^ b\ = c\ ûf', -f- r^, ûf *; 4- . . . -f- c\ -f- ûf', = I ,
En exprimant que S"' est hypoabélienne, on aura un nouveau système de relations, équivalent au précédent, et formé des relations (25) jointes aux suivantes :
^^ ja, c\ -f-a, c, -f ...4-rt', -r-c', =6', d\ -\-b\ d\ -h. ..-4-6', -4-d', =1,
•■* ' I a^f^c'<f^a^)c^^-^...'V'dlt^-\-é^^=Uf-^d^^^ (si fJi>i),
u = I x„7„ x„7„.. . xi-^-jï, r»-*-^'» ««^i H- -îp» + r^» •îPi-+-ri+'5^»-+-j2»- • •!>
ainsi que celles des substitutions M^t» N^t.v pour lesquelles |x et v sont > i, satisfont évidemment aux relations (27) et (4o). Elles appartiennent donc au groupe hypoabélien^i.
279. Théorème. — Le groupe 5< est dérivé des seules substitutions ci-dessus; et ^t>n ordre jSn est égal à
EId effet, soient! une substitution de6,:/,^=a'ja?, -^c,ji -^d^x^-hd^^-^... (a f\)Dction par laquelle elle remplace or,. On aura, d'après les relations (/|i),
CHela posé, on pourra déterminer une substitution S, dérivée des substitutif ^as ci-dessus, qui remplace a?, par/,. Id effet, soit d*abord
a', c\ + a, -4- c', ^ o, d'oii a', c, -h . . . == i .
/un au moins des produits binaires d^c^^,.. sera ^o (mod. 2). Soit par ex.^inple d^c\^i, d'où d^^c^^ï, d^c^-\-...=^o. Il existe une substilu*:ion S, dérivée de celles des substitutions M^, N,jt,v pour lesquelles jjl et v sow::^ t > I, qui remplacera ^^^ y2-^d^x^-\'C^yi-\-... sans altérer X2 (265). '-»* substitution S = SU remplacera a?, par/,. ^Soit maintenant
fi^, c', -h tf', + r', ^ I , rf, c'j 4: . . . ^^ o.
Il existe une substitution ^, dérivée de celles des substitutions M^j.» N^j^.v p^ur lesquelles /x et v sont >i, qui remplace X2 par aga^j-^Cj 72-*-... (^^4); et Ton pourra poser S égal à
8M,UM.; M.SM,UM,; ou L,M,SM,UM.
suivant que Ton aura
dy ^ o, c , =11 1 ; a, ^ I , c\ ~= o ; ou a , ;s c', :^ i .
280. Ce point établi, posons 1 = S1' : 2 et S étant contenues dans 5,, 1' le sera; de plus, elle laissera x^ invariable. Soit
/; = b\ X, -f ûT, ^^ 4- . . . ^. V^xn 4- d\ y^
la fonction par laquelle elle remplace y^ : les relations (25) et (4i) donneront
(43) . d\ = \, 6;rf; -f-...-f-é'„d'„ = o.
II existe une substitution ^, dérivée de celles des substitutions Mj^, N|jl,v pour lesquelles /x et v sont >i, qui remplace x^ par ^2^2 + ^'2/2 -♦-•••; ^t la substitution
S'=:SM, Lf.U»
remplacera y^ pai*/i' > sans altérer a?,.
281. Posons 2' = S'Z* : 2| sera hypoabélienne, et laissera invariables x^^ j, ; donc, en vertu des relations (25) et (40» ^''^ remplacera a72tj2f-» ^n* y,t par des fonctions de ces seuls indices; et les relations qui subsistent entre les coefficients de ces fonctions sont précisément les mêmes que dans le groupe hypoabélien de première espèce jentre n— i couples d'indices. Donc It sera dérivée de celles des substitutions M^, N|i.,v pour lesquelles [x et V sont > 1 (263).
282. L'ordre de Ô4 découle immédiatement de ce qui précède. En effet, le nombre des fondions différentes que se>s substitutions permettent de faire
iï^Y succéder à x^ est égal au nombre des solutions de la congruence (4^)9 le-
. " quel est égal à 2^"— ^„ (260). Celui des fonctions différentes que celles de
ses substitutions qui laissent x^ invariable font succéder à j, est égal au double du nombre ^^V, des solutions des congruences (43) (6'j restant arbitraire). Enfin le nombre des substitutions de i), qui laissent or,, j, invariables est «;,_,. Le produit de ces trois nombres donne rsn (123).
Problkme. — Tromer les facteurs de composition de S
Soit I un groupe contenu dansai et permutable à ses substitutions : nous allons chercher ses propriétés, en supposant d'abord /i > 2.
Proposition 1 : I contient une substitution différente de V unité j et qui n^ altère pas x^. — Soient en effet S une substitution de I;
/, s a, X, -\- c\ j, 4- a, X, 4- Cj j-, 4- . . .
la foDCtion par laquelle elle remplace or, : si/, ne se réduit pas a a?,, l'une au moins des quantités Cj, a^, c\,... sera^o (mod.2).
i^ Si Cj^o, S| contient une substitution T qui laisse x^ invariable, et remplace y^ par/i (280) : I contiendra S,, transformée de S par T, laquelle remplace x^ par j,.
Cela posé, si S, laisse invariable^ x^, 72» ^3» Jst I contiendra sa transformée par
Xx, Xx X^ -4- /j, /i -4- X, -h /,
^a, Jj :r, -h X, -h J„ JT, -4-/, -f- ^3 -+-/3
laquelle laisse x^^ y^ invariables. Dans le cas contraire, parmi les substitutions de Si qui laissent x^ et j, invariables, il en est une au moins T, non échangeable à S, : et I contiendra SfMV^S, T,, qui laisse a?, invariable, et diffère de Tunité.
2® Si Cj^o, I contient la substitution S""*.Lr*SL,, qui laisse a?, invariable» et diffère de Tunité, à moins que S ne laisse /, invariable. Dans ce dernier cas, I contiendra Mr'SM,, qui laisse x^ invariable.
284. Proposition II : I contient une substitution différente de Vunité, et qtà laisse j?,, ji invariables. — Car soit S une substitution de I, qui laisse x^ invariable, et remplace y par /[ ^i', a?| -f- «T, j, 4- èjo:, h-^/^ ja -h.... Les relations (sS) et (40 donneront
d\^\y b\ rf'2 -f- . . . ^ o.
i^ Si S laisse invariables x^, y^% oc^^y^, I contiendra W*"* SW, qui n'altère pas ic, , j, .
2® Si, S altérant quelqu'un des indices a?2, ^a» ^s» Ja» oi^ ^
Si contient une substitution T qui n'altère pas x^^ y^ et ne soit pas échangeable à S : I contiendra S"*.T~* ST, qui laisse x^^ y, invariables.
3^ Enfin, si b^, d\,,.. ne sont pas tous congrus à zéro, b^ contient une substitution T qui remplace x^ par è^aja -f- rf'j^a 4-.. , sans altérer a?,, y, : et I contient S| , transformée de S par T, laquelle remplace y^ par b\x^ H-j'i -1-072. Cela posé, si 61 contient une substitution T| qui n'altère pas^i, j^i, 072» et qui ne soit pas échangeable à S|, I contiendra S^M^^SiTi,
qui laisse a?,, y^ invariables, sans se réduire à TuDilé. Dans le cas contraire, S, se réduira à la forme
(/3 étant nécessairement congru à zéro si /ï>3). Si A', ^o, I contient la transformée de S, par Mî^^MJPa.aU, laquelle laisse a?<, j, invariables : et si A', =Ei, il contient la transformée de S, par U^M,, laquelle remplace a?,, y, par a;,, }\ 4- ^i : on retombe ainsi sur Tun des cas déjà examinés.
285. Proposition III : 1 contient une des substitutions N,i^v» Qji.v» R{i.v (où [l et V sont > i).
En effet, I étant permutable aux substitutions de â,, le groupe F formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas x^,y^ est évidemment permutable à celles des substitutions de 5f qui n'altèrent pas ces indices. Mais ces dernières substitutions forment un groupe ^'^f bypoabélien de première espèce par rapport aux n— i couples d'indices restants. Donc, si ti— i>2, le groupe W qu'il contient, et auxquelles ses substitutions sont permutables, contiendra Tune des substitutions Njjl^v» Q{i,v» R{i,v (270-273).
Si /i— I = :!, ceux des raisonnements de l'endroit cité qui restent applicables montrent que V (et par suite I) contient, à défaut de Tune des substitutions N^^^v» Q{ji,v» R{i,vf Tune des deux suivantes : P2.3Q8,2> W2.3Q3.2- Dans l'un et l'autre cas, il contiendra la substitution
Posons maintenant
Xiy 7, ^, -h 7, -h :r3 4- >'3, .r, -f- Jr, -+- y.^
^3, Ja r« -♦- ^1 -^ y7 -\- Xyy y, + jr, + y. + ,>-3
Ces deux substitutions sont bypoabéliennes : et Ton voit successivement
que I contiendra les substitutions suivantes :
X = A«.B-«AB, Y = (M,A)-XM,A, Z = {M,M,P,,,)-' YM,M,P,,s.Y, B = C- ZC . Y, Q.,, = Z [( P,., Q,.3 )- ZP,,, Q,.3 . B]^
286. Proposition IY : I contient ta moitié au moins des substitutions de 5i •
En «ITet, I contenant une des substitutions N|j..v» Q|&,v» R(t,v (où fi. et v sont > i) les contiendra toutes (274). II contiendra donc le groupe d dérivé de ces substitutions et de leurs transformées par celles de S|.
Or les substitutions :
•^3> ^3 Xjf Xi -h Xi -j- JTj
XD =
^a, Ja Xx -f-J, -h ^3-Hr»> ^« -»" -^3 -+-/»
^3. /i Ji -»-^a-f-ri-+-^3» ri-^^a4-J,4-7i
sont hypoabéliennes : donc ^ contiendra les suivantes :
(0 = t)- N,,, 0,.3 Q3,. R2,3 Qa,3 Na., t) =
C = t)-N,,,RMQ,,,N,.,XD =
^i> ji ^i+ri, r«
,tD =
rf = t)-'N,,3t)=:
^î, X^ ^i-f-Jrî-4-^8-4-78, ^1 -+- Ji 4- :C3 -f • ^3
^3, J3 Xx -4-71 4- ^a-f-Jî, 7i 4- JC34-7,
287. Il est maintenant aisé de voir que les substitutions de & peraietteni de remplacer l'indice x^ par l'une quelconque/, des 2^"— *„ fonctions
linéaires a\ir,-i-c, j,-i-a2a?2-f-C2j2+««« dont les coefFicients satisfont à la relation
En effet, soit d'abord a\ c\ -h a\ -hc\^o, d'où a\c^.-h...^ i. L'un au moins des produits ajCj,... sera ^o(mod. 2). Soit par exemple d^c\^\^ d*oû a'j^Cj:^! , a3C3-+-...^o. Il existe une substitution s, dérivée de celles des substitutions Njt,v> Q{i.vf R{i,v où |x et v sont > i , qui laisse X2 invariable et remplace y 2 par 72 + «'3^3-+- ^V/sH----- D'autre part, la substitution 2 qui remplace a?2, 72» ^s» Ja par iPa» J3, ^2» J2 est évidemment bypoabélienne : ^ contiendra donc la substitution S. 2'* ^2, laquelle remplace X, par/,.
Soit au contraire a, c, h- a j 4- c j ^ i , a^ Cj 4- . . . == o. Il existe une substitution 8, dérivée des substitutions Njt,v» Q{i,v» R{i,v (où /x, v sont > i), qui remplace x^ par ^'2a?2H-C2j2-^---» et suivant qu'on aura : a, ^1, Cj^o; a^ ^ I , Cj ^ I ; ou a, ^ o, Cj ^ i , / succédera a x^ par la substitution «ff, par la substitution scog*, ou par la substitution SCg*.
288. Celles des substitutions de d qui n'altèrent pas x^ permettent de faire succéder à j, l'une quelconque /[ des 2*„„, fonctions linéaires ^1 ^« "+"7« + ^'2^2-+- ^2 Ja"^--- ^^'^^ 'es coefficients satisfont à la relation ^2^2 "•"••• ^^- En effet, si b'^d^^'^-^o^ ce remplacement sera produit par la substitution (ODC)'''. Si, au contraire, les coefficients èj, «Tj,... ne sont pas tous congrus à zéro, il existe une substitution s, dérivée des substitutions N|i.,v, Q|ji,v» R{i.v» qui remplace x^ par b'^X2-h ^'2/2 "•"•••» et la substitution {CscY'.csgc produira le remplacement voulu, sans altérer x^
289. L'ordre de 5 sera donc égal à (2^"-* — 9„) :!^Vi .0, 0 étant l'ordre du groupe d' formé par celles de ses' substitutions qui n'altèrent pas x^,y^. Mais 5' contenant les substitutions Nji.,v, Q|ji,v> R|i,v et leurs transformées par les substitutions bypoabéliennes entre les /i — i couples d'indices 0721^21 •••»
son ordre est au moins égal à - W;,«, (274).
Donc 5 contient au moins (2*"— $„) 2 $;,_,- w„«, substitutions, soit la
moitié au moins de celles de 5i- S'il en contenait davantage, il les contiendrait toutes : d, et par suite I se confondrait avec Sit et ce groupe serait simple. (Nous verrons plus loin que celte hypothèse n'est pas possible.)
Au contraire» si & ne contient que la, moitié des substitutions de 5i» / j>ourra être supposé moindre que 5i : il se confondra alors avec 5.
290, Proposition V : 5i a pour fadeurs de composition 2 e/ - w„. Cette proposition se démontre comme celle du n^ 275.
. Nous avons laissé de côté le cas où 7i = 2. II est aisé de voir que dsiHis ce cas les facteurs de composition cherchés sont 2, 2, 3, 2, 2.
Faisceaux hypoabèliens .
292. Soit maintenant F un faisceau de substitutions abéliennes échangeables entre elles, et tel, que le groupe formé par celles des substitutions abéliennes qui lui sont permutables soit primaire. Cherchons si Ton peut déterminer les caractères des substitutions correspondantes aux divers indices de telle sorte que F soit contenu dans Tun des groupes hypoabèliens.
Les indices indépendants étant choisis de manière à ramener les substitutions de F à leur forme canonique, on sait que chacune de ces substitutions multiplie chaque indice par un facteur constant (188-189). Soient donc x, y» — ces divers indices : une substitution de F qui les multiplie respectivement par a, ]3,... multiplie para, ]3,... les caractères des substitutions cor- ••espondantes C„ Cy,.... Mais, étant hypoabélienne, elle ne les altère pas. Donc ces caractères seront congrus a zéro, à moins que les facteurs (réels ^u complexes] a, |3,... ne se réduisent k i (mod. 2). Mais si F ne se réduit pas à la seule substitution i, l'une au moins de ses substitutions multipliera ^n des indices, x par exemple, par un facteur a différent de l'unité : on ^^ra donc Ç,j.^o. D'ailleurs la suite des facteurs par lesquels les diverses ^^^^titutions de F multiplient 7 est la même, à l'ordre près, que celle des ^pteurs par lesquels elles multiplient x (191). Donc F contient une sub- ^***ution qui multiplie 7 par a : donc C^^o; etc.
ï>onc les substitutions C^p, C^, • . . doivent avoir pour caractère zéro. Cette ^^^dition est évidemment suffisante pour que les substitutions de F n'altè- ^^l pas ces caractères. Mais il est intéressant de savoir dans chaque cas ^•^«lest celui des deux groupes hypoabèliens qui contient F.
293. Premier cas. Faisceaux de première catégorie. — Si F est de pre- • ^ère catégorie, soient x, j, ... les indices d'un système quelconque, x',
... ceux du système conjoint; u, ç^, . . . ceux des autres systèmes. Les in-
dices imaginaires j?,j,... dépendent d*un nombre égal de fonctions réelles X» Y, . . . que l'on peut prendre à leur place pour indices indépendants (151). Les substitutions C^, Cf, . . . respectivement correspondantes à ces nouveaux indices seront de la forme Q.C^.... Rapportons également chacun des autres systèmes à des indices indépendants réels; et soient X', Y\... les indices auxquels est rapporté le système conjoint du premier; U, V,... les autres; Cx'f Cy',...; Cu, Cy»... les substitutions correspondantes. Le déterminant
(Cx Cx') (Cx Cy')
(Cy Cy') (Cy Cy') . . .
ne peut être congru a zéro. Car s'il l'était, on pourrait déterminer les rapports des entiers /, m,... de telle sorte que la substitution
13 = Cx' dy» . . .
eût ses exposants d'échange avec Cx» Cy»... tous congrus à zéro. Mais les exposants d'échange (DCxO» (DCyO».-.; (DQj), (DCy),... sont déjà congrus à zéro, Cx'9 Cy,...; C^, Cy, ... étant dérivées de C^, (y»...; Cu» C^«....« dont les exposants d'échange avec les substitutions C^/, (y,... dont D est dérivée sont tous congrus a zéro. Donc tous les exposants d'échange de D seraient congrus à zéro, ce qui est inadmissible.
On pourra donc (246) déterminer .des substitutions
D — Cx' Cy • • • , D| — Cx' t^Y'
dont les exposants d'échange avec Cx» Cy,... soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci (CxD), (CyDi),... qui seront congrus a i ; et le déterminant des quantités a, j3,...; a,, j3|, ...;... n'étant pas congru à zéro, les substitutions D, D|,..., combinées entre elles, reproduiront toutes celles de la forme Ci.Cy». . . . Donc le groupe ^ dérivé des substitutions Cx, Cy, . . . ; Cx», Cy.,. . .; C|j, Cy,... sera également dérivé des substitutions C,^, Cy, ...; D, D|,...;
Chacune des substitutions C^, D, Cy, D4,... aura son caractère congru à zéro; car elle est dérivée de substitutions dont les caractères et les exposants d'échange mutuels sont tous congrus à zéro. De plus elles ont des exposants d'échange congrus à zéro avec Q,, Cy, ...; car leurs composantes jouissent de cette propriété. Par la même raison, les exposants d'échange mutuels des substitutions Cx, Cy,... sont congrus à zéro; ceux des substitutions D, D,,... également.
Opérons sur un second couple de systèmes conjoints, puis sur un troisième, etc., comme nous l'avons fait sur le premier. On voit que § sera dérivé d'une double suite de substitutions dont tous les exposants d'échange mutuels sont congrus à zéro, sauf pour les substitutions d'un même couple, dont l'exposant d'échange est congru à i; toutes ces substitutions ont en outre le caractère zéro. Donc le faisceau considéré appartient au groupe hypoabéUen de première espèce.
294. Second cas. Faisceaux de seconde catégorie, — Supposons les indices indépendants choisis comme il est indiqué (247-252) et soient 2v le nombre des séries de chaque système, |jl = p.'-^ a/ji" le nombre des indices de chaque série.
Considérons en particulier l'un des systèmes d'indices, 2. Soient j^, s^,... yf''^^.z^f''\'x^r^'\..., x^r'^ les indices de sa r 4- i'^'"^ série; E^, D,,..., ^f^'^\ Diî''""*^ C';^"''^..., C;i*~^^ les sul>stitutions corrcsponclanles. Les expos^Dis d'échange de chacune de ces substitutions avec celles qui correspondent aux divers indices indépendants seront, par hypothèse, tous congrus à zéM-o, sauf ceux-ci : (D^*^Ei!l.J = - (E^i'^Dj:;^,), qui sont congrus à i, et
(0/' C-*!,), qui sont congrus a é^\ e étant une racine arbitrairement choisie
de 1^ congruence e^^"*^— i (mod. 2). On pourra supposer e= 1.
h. Cela posé, groupons les indices en classes, en réunissant ensemble ceu^c qui sont conjugués. Ces classes seront de deux espèces : les unes conjoift tes deux à deux, comme j^,. . . , jav-i et js^^, . . . , ^av-i ; les autres conjointes à ell ^^mémes, comme x^^~'^'\...^ ^c^t-ZV' 0" pourra d'ailleurs passer des indice^ imaginaires à des indices réels, en prenant pour indices indépendants, à la place des av indices de chaque classe, les 2v fonctions réelles dont ils dép^ mdent.
Soient X, Y,... les indices réels ainsi substitués à jo»««*» 7âv-i 5 X', Y',... ceu^c qui sont substitués à 2^, . . ., Z2v-*; U, Y, . . . ceux qui sont substitués à ^à?*'"~'''\..., x''^Zi'^\ W,... les autres. Soient enfin C^', C^, ...;... les substiluiion^ correspondantes à ces nouveaux indices.
L.^ déterminant
I (CxCv) (CxCï.) ...
i (CïCv) (CïCv) •••
ne peut être congru à zéro, par la même raison qu'au n^ 293. On pourra donc déterminer des subslilutions D, D,,... dérivées deCv, Cy,... et dont les
exposants d*échange avecCx» ^f- soient tous congrus k zéro» sauf ceux-ci : (CxD), (CTD4),...,qui seront congrus à i. Cx, D, Cr, Do... auront leurs caractères congrus à zéro, et leurs exposants d'échange avec Qt Cv»...» Cw,... seront congrus a zéro, ainsi que les exposants d'échange mutuels des substitutions Cx, C^,.... et ceux des substitutions D, D,,... (293).
296. Considérons d'autre part les substitutions Q;, Cy,.... Le déterminant de leurs exposants d'échange mutuels ne peut être congru à zéro. Car s'il l'était, on pourrait déterminer une substitution (D, dérivée de Cet Cyf-t et dont les exposants d'échange avec Cu, Cv«.-. fussent tous congrus a zéro. Mais ses exposants d'échange avec Cx, Cy,...; C^, Cy,...; C^**-- sont congrus à zéro, (£) étant dérivée des substitutions correspondantes aux indices jc'j^"^'', . . . , iv^j^,Zi\ et Cx, par exemple, l'étant des substitutions correspondantes à jo»"-» J2V-I» lesquelles ont avec les précédentes des exposants d'échange congrus à zéro. Donc (D aurait tous ses exposants d'échange congrus à zéro, ce qui est impossible.
On pourra donc déterminer (232-234) une double suite de 2v substitutions ai.|, >ft>i;...; -A^v* ^v* dérivées deQj, Cy,..., et telles que l'on ait
leurs autres exposants d'échange mutuels étant congrus à zéro, ainsi que leurs exposants d'échange avec C^t D, Cy« D,,...; C^. , On pourra en outre (258) faire en sorte que a.2f ifi>2;...; »S» '^v aient pour caractère zéro, a»i, ta», ayant à la fois pour caractère o ou i, suivant que la majorité des substitutions dérivées de Cu, Cy,... a elle-même pour caractère o ou i .
297. Il est aisé de voir que la seconde de ces deux hypothèses sera toujours la vraie. Soient en effet So»-«t ©sv-i les substitutions respectivement correspondantes aux indices imaginaires 07^''"''^..., ar-Cir^
Chacune des substitutions dérivées de C^, Cy,... accroît les indices conjugués J^^^~^'\ . . . , x'jl'^Zi' de constantes conjuguées : elle sera donc de la forme
k étant un entier réel ou complexe. Réciproquement, il est clair que toute substitution de cette forme accroît de constantes réelles les fonctions U, V,...; elle est donc dérivée de Q, C^,....
Le caractère de la substitution K est congru à
I>'ailleurs^ est un entier complexe formé avec une imaginaire de degré 2v. nombre des substitutions dérivées de Cu, Cy» • • * » dont le caractère est zéro, est donc égal au nombre des solutions communes aux deux congruences.
Sik'^^'Y^o, k'" = k (mod. 2),
uelles équivalent évidemment aux trois suivantes :
rssv— î
y/>'=o, /''=/. K+' = / (mod. 2).
lit /| une racine commune aux deux premières congruences, et qui difde zéro. La troisième congruence donnera, pour ^, 2^4- 1 valeurs distinctes correspondant à celle-là. Au contraire, a la valeur /^o, qui satisfaî t aux deux premières congruences, correspond la valeur unique ^^o. Si donc s est le nombre total des solutions communes aux deux premières congruences, k aura (2^4- i)^ — ^^ valeurs.
. Pour déterminer s, remarquons que toutes les valeurs de /sont de ï^ forme
^- et^nt une imaginaire d'ordre v. On aura donc
\ l'"= y (a -h ftX -h . . . -h rfX*- )'"= va -^ ftV X»" -f- . . . -f- dS Xc^')»' .
OrV X*^.,., \ X^"*^^'^sont respectivement la somme des racines de la
congruence irréductible dont dépend X, la somme de leurs carrés, etc.,
^^ûn la somme de leurs puissances v — i'**"*' : ce sont donc des constantes
^^^lles. D'ailleurs elles ne sont pas toutes congrues à zéro. Car si cela était,
*^s sommes de puissances des racines de la congruence en X jusqu'à la
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V — i'^"*^ inclusivement étant congrues à zéro, elle se réduirait à la forme X''-!- ^^o, résultat absurde; car si q^o, la congruence ci-dessus admet la racine o, et si q^if la racine i; elle n*est donc pas irréductible.
Supposons, pour fixer les idées, que le coefficient de i, \ X*^ soit congru
à I . On pourra prendre arbitrairement chacun des v — i autres coefficients a, ... 9 d égal à o ou à i ; et pour chaque système de valeurs de ce» coefficients, on aura une valeur de b satisfaisant à la congruence
va -h bS X»' -h ... -f- d\ X("-'^''= o.
Le nombre total s des solutions de la congruence sera donc 2^~~* ; et par suite le nombre des substitutions dérivées de Qj, C^,... qui ont le caractère zéro est égal à (a^-h 1)2"^* — a''= a*"-* — 2"^*. Les autres, en nombre 2^"-* -h 2""*, ont pour caractère i.
Donc la majorité des substitutions dérivées de Q;, C^,... a pour caractère I : donc <.i»,,>ft>, ont pour caractère i.
299. On peut raisonner sur chaque couple de classes conjointes comme
nous Tavons faitsur le couple Vof...,>'iv-i; ^o>---' ^av-iî et sur chaque classe conjointe à elle-même, comme sur la classe oc^^~^'\ . . . , J^iîlî '^ Cela posé, C^, Cy,... sont dérivées de D» D,,...; Ce, Cylesont de A|, ifV|,..., «^, t^; etc. Donc le groupe ^, dérivé des substitutions C^, Cy»...; C^., C^,...; Q,Cv,. ..;... sera dérivé de la double suite
où les exposants d*échauge sont congrus à i pour les deux substitutions d*un même couple, et à zéro dans tous les autres cas.
Soit d*ailleurs X le nombre des svstèmes: le nombre des classes d'indices qui sont leurs propres conjointes, et, par suite, le nombre p des couples de In double suite dont le caractère est i, sera égal à \a; et suivant que ce nombre sera pair ou impair, F appartiendra au premier ou au second groupe hypoabélien '258-261 .
300. Troisième cas : Faisceaux de troisième caiégorie, — Les indices étant choisis comme il a été indique (253 , groupons-les en classes, en réunissant ensemble ceux qui sont conjugués les uns des autres. On peut raisonner comme dans le cas précèdent: et comme aucune classe n>st conjointe à elle-même, F appartiendra au premier groupe hypoabélien.
§ X. — Méthodes générales pour former des groupes partiels
CONTENUS dans LE GROUPE LINÉAIRE.
Première méthode.
301. Soit F(iro, Vo»'-; ^o j,,...;...) une fonction d'un certain nombre d'indices, également répartis entre certaines suites ^r^fjo»-*-; ^o Ji »...;... . S'il existe des substitutions linéaires qui, étant opérées à la fois sur chacune de ces suites d'indices, multiplient simplement la fonction F par un facteur constant (abstraction faite des multiples du module), ces substitutions forment évidemment un groupe.
Exemple. — Supposons qu'il yait/72 suites, et que les indices 0?^,^^,... de l'aoe quelconque d'entre elles soient en nombre mn et se partagent égalemeot entre n séries a/^"^j^**^. ..;...; aif^ y^''^...;.... Désignons par D^ le déterminant formé avec les indices xir\ji''\. ..;...; ^mii»y«ii»-.' On pourra prendre F = D» H- D| -+-...-f- D„-|. Le groupe correspondant à cette substitalion satisfera à des conditions qu'il est aisé d'écrire. En posant m = 2, on aura le groupe abélien.
302. La méthode précédente, indiquée par M. Kronecker, se prête à une iB€»ovelle généralisation.
En effet, soient 9 une fonction quelconque, rationnelle et homogène des icesx«, j"^,...; X|,^|, ...;...; ^ une fonction quelconque des mêmes vaet des coefficients de f . Transformons 9 et ^ par une sutistitution re S effectuée sur chaque suite d'indices x, y,...; soient 9' et '\' les sictions transformées. Si if' s'exprime en fonction des indices et des coefts de 9' de la même manière que } s'exprimait en fonction des indices des coefficients de 9 ^abstraction faite des multiples du module^, on dira ^ est un coç€aiaiU de 9 relativement â la substitution S« Dans le cas paroù ^ ne contiendrait que les coefficients de ^ , et non les indices, on que ^ est un iwunani de f rebtivement â S.
è, il est cbir que les substitutions relativement auxquelles 'i^ est
1 00 ÎBvariant de 9 forment un groupe. Ces deux fonctions pouvant
arbitrairanent, on peut déterminer ainsi une foule de groupes.
BoTBons-nous, par exemple, au cas d'une seule suite, formée de : et soit
Pour que ^ soit un Invariant de <p par rapport à la substitution
qui transforme f en
(p' = (<f 9 -+- a'9, ) x -f- ( 69 -h 6'0. ) j, il faut qu'on ait
d'où
l^la}-^ imab -h né*,
m ^ /aa' -h m( a6' -h 6a' ) 4- n66',
n^/a"-f 2ma'6'-+-n6'*.
A chaque système de valeurs de /, m, n correspondra un groupe distinct. Ainsi, si /^i, m^o, /i^o, il vient a'^o, a*^i, et l'on obtient le groupe formé des substitutions
Si Ton posait
9 = 9j:-+- 9,7, vJ; = (m9H-ii9,)^ 4-(/n'9 -+- /i'9,)/,
la condition de covariance donnerait
an -h a!n' ^ a'm -h 6'ii, 6m -h 6' m' ^ am' 4- 611', 6/1 ^a' m\
OU, en posant pour abréger /w'^K/i, m — /l'^L/i,
6 = Ka', 6' = a-f.La\ On obtient ainsi le groupe formé des substitutions
\ Xy y (XX -h ILaJy, a!x -+- (a -f- ha' )y \
où a, à sont des entiers constants dans une même substitution, et K, L des constantes, dont les diverses valeurs donneront autant de groupes différents.
Seconde méthode.
305. Considérons une fonction f homogène par rapport à un ou plusieurs
systèmes de variables a?, j,.. .;..., Ç, iq, ...;..., par exemple la suivante
homogène et du premier degré par rapport à deux systèmes» contenant chacun deux variables. Soient G, F deux groupes quelconques, dont les substitutions soient linéaires, et opérées respectivement sur x et v, et sur Ç, V}; soient
deux de leurs substitutions arbitrairement choisies. Opérant ces substitutions dans f , on obtient le même résultat que si l'on opérait sur les 9 la substitution
0' a (39 -h a(3'0'-4- a'(3e"-f. a'P'r ô" 6 aô -h 6 a'ô' -h t'aô" -h é V 0' S'^ 6p0-h6P'0'-h6'P0"-f-6'(3'0'
et il est clair qu'en prenant successivement pour S et 2 toutes les substitutions de G'^t de F, les substitutions correspondantes 9 forment un groupe ^. 306. Supposons en particulier qu'il n'y ait qu'un seul système de variables o?^ j^, ... ; et posons
A la substitution
S = I X, /, . . . ax -\- hy ->r . > -^ a'x -f- Wy -h ...... . |
équivaut la suivante
9=1 0, 6',... a0-i-a'e'-h..., 60 -h ft'ô' -+-...,.. . |,
laquelle ne diffère de S (abstraction faite de la désignation des variables) que par l'échange des coefficients symétriques par rapport à la diagonale de son déterminant : d*où le théorème suivant :
Théoheme. — Un groupe de substitutions linéaires étant donné , on en déduira un second f en permutant entre eux dans chacune de ses substitutions les coe^fficients symétriques Vun de Vautre par rapport à la diagonale.
En vertu de ce principe de dualité, les groupes de substitutions linéaires sont associés deux à deux. Mais il en est quelques-uns qui sont leurs pro-
près associés, par exemple ceux qui fout Tobjet des trois paragraphes précédents.
Troisième méthode.
.30y. Théorème. — Étant donnés : i^ un groupe T de substitutions linéaires entre p" lettres ; a*^ un groupe D de substitutions entre X lettres Z^, /,,... , /x.| , on en déduira un groupe G de substitutions linéaires entre p*^^ lettres.
Soient en effet
une substitution de D,
i = J X, y, ... J \ Xy y\ • • • j» y [ Xy J'y • • • j» • • • I
une substitution de T. Imaginons une suite de/i"^ lettres, caractérisées par n\ indices, que nous partagerons par la pensée en X systèmes
^•> y%y . . . 5 . • . 5 X\^xy ^A— I» • • • •
Désignons par 2 la substitution
I ... y Xry J'n • • • • • • > -^fCr)» X^{r)y • • • |t
qui permute ces systèmes entre eux de la même manière que S permutait les lettres correspondantes /q,..., l\^\\ par T^ la substitution
qui laisse tous les indices invariables, sauf ceux du r -+■ i''*"* système, qu'elle altère de la même manière que T altérait x^y^.... Il est clair qu*en prenant successivement pour S toutes les substitutions S', S'\... du groupe D, leurs correspondantes 1\ l'\... formeront un groupe A, isomorphe à D sans mériédrie; de même, si Ton prend pour T les diverses substitutions T', T',-.. du grouper, leurs correspondantes T^, T^,,. ..;...; T'^.^, T'_,,... formeront X groupes Fo,..., Fx-,, isomorphes à F sans mériédrie.
308. Considérons maintenant le groupe G dérivé de l'ensemble des substitutions des formes 2, T^, ..., Tx-|. Ses substitutions seront toutes de la forme 2ToT,.... En effet, ^{r) désignant la fonction inverse de ?(/•), on vérifie sans peine Tégalité
T.2 = 2V), ou 5;-T,2=:T+(o,
DES SUBSTITUTIONS. i^
laquelle montre que les substitutions 2 sont permutables au groupe H dérivé des substitutions T^», Ti,..., Tx^|. Donc toute substitution de G pourra se mettre sous la forme 26, 6 étant une substitution de H. Mais 6 peut se
mettre sous la forme TqTi Car, soit, par exemple, Q = TqT^TI : les
deux substitutions T^ et T^, étant opérées sur des indices différents, peuvent être interverties, ce qui ramène 6 à la forme Tq T, . Soient respectivement Q, et Oies ordres des groupes DelT : r ordre du groupe G sercÊÙO^. Car il existe ii substitutions de la forme 2, et 0 de chacune des X /ôfiTies To, T,, . . . : il existe donc ilO^ substitutions de la forme 21© T,. . .; e/f ^s sont d'ailleurs évidemment distinctes.
W9. Théorème. — La suite des facteurs de composition de G est formée facteurs de composition deî), et de ceux de T^ ces derniers répétés chacun Ifi^is,
'^D effet, soient jm^fx^v** I^s facteurs de composition de D; D, Di.Ds,..., i
uife ^ suite de groupes ayant respectivement pour ordre fi, — » — 9- •? i,
et Cels : i"" que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable à ^^s substitutions; 2^ qu'il ne soit contenu dans aucun autre groupe plus gé «rméral jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole ^ènéan^l S| les diverses substitutions S'j, S",,... du groupe D4; par Sa celles diB. groupe Da, etc.; par 2|, 2a,... les substitutions correspondantes du gr^:> upe A. Soient G, G^ Ga, . . . , H, les groupes respectivement dérivés de '^ ^combinaison des substitutions 6 avec les substitutions 2, avec les substi €. utions 2,, avec les substitutions 22» etc. Les substitutions 2,, 2a,..., é^^»t de la forme 2, sont permutables à H : les substitutions de G|, Ga,... s^^^'ont donc respectivement des formes 2|e, 236,... et leur nombre sera
re ^ j)ectivement égal à — 0^, 0^, . . . .
9^1 est clair que chacun des groupes G, G,, G,,..., H est contenu dans le P'^^cédent; et nous allons prouver : i*^ qu'il est permutable à ses substitu- ^^^^*8; 2® qu'il n'est contenu dans aucun autre groupe jouissant de cette dou- "■ ^ propriété.
ï^renons pour exemple le groupe G| ; soient 2',©' une de ses substitutions, ^' ^*une quelconque des substitutions du groupe précédent G : on a identiquement
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expression qui se réduit à la (orme 1'"* Hil^'Q; car, 1"^ H^^ et, par suite, r-'S^l\ sont permutables à H. D'ailleurs ^-'*I!^l'' est de la forme 2|, sa correspondante S"'* S'^ S'' étant, par hypothèse, delà forme S«. Donclatransformée appartient a G,, et 1"Q" est permutable a ce groupe.
D'autre part, il n'existe aucun groupe plus général que G4, qui soit contenu dans G et permutable à ses substitutions. Car s'il en existait un, ^|, soient g\ g'\... celles de ses substitutions qui sont de la forme 1; ff^ 5^,... leurs correspondantes de la forme S. Le groupe partiel (a", o^,...) étant plus général que le groupe formé des substitutions 2| (sans quoi ^1 ne serait pas plus général que GJ, le groupe partiel (/, /',.••) formé par leurs correspondantes sera plus général que D|. D'ailleurs il est permutable aux substitutions S; car, soit S' l'une de ces substitutions : S'"* 5' S' a pour correspondante Z'~* a'2\ laquelle est évidemment de la forme 2, et appartient en outre à ^,, auquel 2' est supposée permutable : donc 2''V2' appartient au. groupe (a', a",...); et sa correspondante S'"* 5' S', au groupe (/, /',...).
Mais, par hypothèse, il n'existe aucun groupe plus général que D«, et permutable aux substitutions S : donc l'existence du groupe ?« est inadmissible.
Les facteurs de composition de G sont donc /jL|, fJt.2> • • •» ^t les facteurs de composition de H.
310. Soient maintenant V|, v,»... les facteurs de composition de F; F, r*^ r^*\..., I, une suite de groupes ayant respectivement pour ordre 0, — >
— )• • •) I et tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable à ses substitutions, et ne soit contenu dans aucun autre groupe 'plus général jouissant de cette double propriété. Désignons par le symbole général T^'^ celles des substitutions de Fo qui correspondent aux substitutions de r^*\ par T^'^ celles qui correspondent aux substitutions de r<'^\ etc. On verra, en raisonnant comme tout à l'heure, que les groupes respectivement dérivés de la combinaison des substitutions T, Tj... avec les substitutions T., avec les substitutions T^\ avec les substitutions Ti'\ etc., enfin avec la seule
substitution 1, ont respectivement pour ordre 0^, — > — >«--i 0^-*; que
chacun d'eux est contenu dans le précédent, et permutable à ses substitutions; enfin, qu'il n'est contenu dans aucun groupe plus général jouissant de cette propriété. Donc les facteurs de composition de H sont V|, Vj,..., et les facteurs de composition du groupe H^ formé par les substitutions T Jj.-.-
On voit de même que ces derniers facteurs sont V|, v,»...» ^^t les facteurs décomposition du groupe H, formé par les substitutions T2...; et I*on continuera ainsi jusqu'à racbëvement de la démonstration.
311. Théorème. — Pour que le groupe G soit primaire ^ il faut et il suffit que r soit primaire^ et D transitif.
Si r n'est pas primaire» il existe certaines fonctions 2, 2', . . . des indices a?, j^, ... , en nombre moindre que ces indices, et que les substitutions der remplacent par des fonctions linéaires de Zj z\... (14^2). Soient Zo, z^,...: JZ|, jz'^,. ..;... les fonctions analogues respectivement formées avec les indices Xo» yo**-*; a^n Ji»...;... : leur nombre est inférieur à celui de ces indices. D'ailleurs, cbacune des substitutions 2, To, T|,... dont G est dérivé les remplace évidemment par des fonctions les unes des autres : donc G n'est pas primaire (142).
Si D n'est pas transitif, les substitutions 2 ne permutent pas transitivement les systèmes x^^ y^^...\ x^y j^^i,...; .... Groupons ces systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux que ces substitutions permutent entre eux. Il est clair que cbacune des substitutions 2, To, T|,... remplace les indices d'une même classe par des fonctions de ces seuls indices : donc G n'est pas primaire.
312. Réciproquement, si r est primaire et D transitif, G sera primaire. En effet, s'il ne l'était pas, il existerait des fonctions t{/, ^1,... des indices
^o'/o»*-*» ^if ^i»*-*;-**» ^n nombre moindre que ces indices, et telles, que chaque substitution de G les remplacerait par des fonctions linéaires de i{/, <]/i,.... Cela étant, soient ^ Uune de ces fonctions, ;(, x'»*-* celles qui la remplacent dans les diverses substitutions de G : ^, /, X'»*** étant des fonctions linéaires de <]/, tj^i,..., il en sera de même de toute fonction &) linéairement formée de celles-là; et <]/, ^1,. . . étant remplacées dans chaque substitution de G par des fonctions de (|/, ^1,..., les diverses fonctions c*), G>\... par lesquelles la fonction co se trouve remplacée dans ces mêmes substitutions, dépendraient elles-mêmes linéairement des seules fonctions ^, (|/i,..., en nombre moindre que \n.
Cela posé, soit
v|^ = a, a:, -4- 6, J, -f- . . . -h ûr ^r -h . . •
Tune des fonctions dont on suppose l'existence. L'un au moins des coeffi-
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cients ao, ^of» ^r»--- doit différer dé o {mod. p); soit par exemple ao^o (mod. p). Le groupe F étant supposé primaire, l'une au moins de ses substitutions T doit altérer la fonction a^x -{- boy -{-...; supposons qu'elle la remplace par a'oir-i- 6^ j-4-.... La substitution correspondante T^ remplace t^ par ;( = a„j?o -+■ ^'©70"+" ••• "^ ^r^r -»-•••• Cela posé, la fonction
ne contient plus que les indices du premier système.
Soient maintenant tù^t c«>of coq,... les fonctions que les diverses substitutions de Fo font succéder a ojq : la suite &)|, co'o, o^,... contiendra au plus n fonctions distinctes; car (o^, co^, (i>o,... ne contiennent que les n indices ^0' J^o»--« du premier système. Mais, d'autre part, cette suite contient en effet n fonctions distinctes : car supposons qu'elle n'en contienne que n'; soient Wo, w'^,,..., wj,"'"*^ ces fonctions; w'^ une quelconque d'entre elles; r,) la substitution de F^ qui la fait succéder à c^o; T« une substitution quelconque de F^; ^^ 1^ fonction qu'elle fait succéder à cjq. La substitution T^Tq fait succéder fo^ ^o' ?o f^it donc partie de la suite (o^, gd'q, (ùq^...; c'est donc une fonction linéaire de w^,, w^,..., coi'*'"*^ Ainsi chaque substitution de F^, fait succéder à chacune des n' fonctions w^, «'^j,..., w^"'"* une fonction linéaire de ces mêmes fonctions. Donc le groupe Fe, ou le groupe F, qui n'en diffère que par la dénomination des variables, ne sera pas primaire : résultai contraire à notre supposition.
La suite coo, (o)^, oj'^,,... contient donc n fonctions distinctes o)^, o'o,.., fo\l"'^\ Soient en général W;., w'^ ,..., w^,!""*^ les fonctions formées avec Xr, jr»--comme celles-ci le sont avec x^f jo» Ces nouvelles fonctions sont évidemment distinctes entre elles; elles sont en outre distinctes des précédentes, étant formées avec des indices différents. Les ni fonctions oo^, fo'^,,..., wS>"~*^;...; a))^o co^.»,..., wl!:;*^ sont donc distinctes. D'ailleursG contient une substitution qui remplace (à par l'une quelconque de ces fonctions telle que w'^. Soit, en effet, T^ la substitution qui remplace wq par w'^. Le groupe D étant supposé transitif, A contient une substitution 2' qui remplace ar^^,/^^,... par Xr9 yrf'f et, par suite, w'^ par w' ; et la substitution I'Tq remplacera w^^ par w',. .
Ainsi les substitutions de G remplacent gj^ par des fonctions parmi lesquelles il en est Xn de distinctes; résultat contraire à celui du n*^ 312. Donc il est absurde de supposer G non primaire.
314. fiemarque. — Si D est transitif, les substitutions de G dérivent
(5^ — 1)5; et Ton vérifie sans peine son identité avec le groupe exceptionnel signalé au n^ 88.
316. La remarque de Galois s'étend sans difficulté aux groupes linéaires de degré /?". On obtient ainsi en général un groupe de degré ^^ > dont
les substitutions, en nombre (P""~')(P'' — P) ■ - r—p — )^ g^^j linéaires
fractionnaires avec /i — i indéterminées.
Si Ton opérait, non plus sur les groupes linéaires les plus généraux, mais sur des groupes plus particuliers, od obtiendrait de nouveaux groupes particuliers, contenus dans les groupes linéaires fractionnaires généraux que nous venons d'indiquer.
Soit, par exemple, G' le groupe formé par celles des substitutions de G dont le déterminant est congru à i : on en déduira un groupe H' formé par celles des substitutions de H dont le déterminant est congru à i, ou, ce qui revient au même, à un résidu quadratique quelconque; car il est clair qu'on ne change pas les substitutions de H en multipliant leur numérateur et leur dénominateur par un même entier m, ce qui multiplie le déterminant par m'.
317. Il existe des groupes de substitutions de degré moindre que les précédents, et dérivant également des groupes de substitutions linéaires.
Considérons en effet le groupe G' formé des substitutions
Xy y% , . . ax +2 6/ -*-..., a' j: H- Vy -f- ...... . 1
où Xy j, ...; oc^y ji,...;... représentent y séries conjuguées contenant chacune m indices imaginaires. L'ordre û de ce groupe est égal à (^'nv_ jj (^pm^_p^y^^ (^mv_^(m-ov) (jgg) Groupous maintenant dans un
même système les/?^— i lettres pour lesquelles les m indices a?, y,... ont entre eux les mêmes rapports. Chaque substitution de G' remplacera les lettres de chaque système par celles d'un même système; et les déplacements des systèmes formeront un groupe H', de degré ^^ ~' et d'ordre
Groupes de Steiner (*).
318. Considérons un système de lettres, en nombre s\.n = ^^""^ — 2"-' : et supposons-les représentées par le symbole général {x^,y^^...^ ^n* J/i)» où Ton assignera aux indices x^^ y^^...^ Xn, y» tous les systèmes de valeurs (non congrus par rapport au module 2) qui satisfont à la congruence
^1 Ji -+-. • '-^ XnXn^o (mod. 2).
Effectuons les produits /x à fx de ces diverses lettres; puis formons la somme de tous ceux de ces produits tels que
qui satisfont au système de relations exprimé par les formules
(44) ;r;-har;H-...-f-Jc<»*)=/p4-rp-4-..--f-/;'*) = o (mod.2),
OÙ p prendra successivement les valeurs 1, 2, 3,...» /». Soit f^ la fonction entière de degré |x que Ton obtient ainsi. Nous allons étudier successivement :
1^ Le groupe G formé par les substitutions qui laissent invariables les fonctions de degré pair ^4, f^,...;
2^ Le groupe 6| formé par les substitutions qui laissent invariables toutes les fonctions ^i^., quel que soit leur degré.
319. Étude nu groupe G. — Soient «i, ^i,..., a^,, ^n des entiers en nombre 211 et qui ne soient pas tous congrus à o (mod.2). Formons tous les couples possibles de lettres (Ç|, i^i,..., Ç«> >î/i)» (l'i» >3'i>..., §'„» V«) tels que l'on ait» pour toute valeur de p,
$^ = g^-hap, yj'^ = yjp -f. (3^ (mod.a);
puis désignons par le symbole [a^ jSw-» oLn, ^n] I^ substitution d'ordre 2 qui a pour cycles ces divers couples. Celte substitution appartiendra à G; car elle laisse (f^ invariable pour toute valeur paire de fx.
En eff-et, soit {x\, /,,..., a?'„, /.)... (^i^^l^--- ^^//O un des
(*) L'un de ces groupes a été étudié d'abord par Steiner : mais M. Clebsch en a donné le premier une définition précise et générale. (Journal de M, Borchardt^ t. LXIII.)
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lernies de 9^. On aura la relation
et la substitution ^a,, /S,,..., a^,, j3«j remplacera la lettre {x\,y\f...f x^ , y\) par ^a?', -ha,, j''j -1-/3,,..., ^1. -f- a^, y„ -t-jS^,), s'il existe une semblable leltre, c'est-à-dire si Ton a la relation
laquelle, en tenant compte de (45j, se réduit à
Si au contraire le premier membre de cette formule est congru à i , la lettre ix^y y\*"^ ^it»y«) "^ sera pas déplacée par cette substitution.
Ta même observation s'applique à chacune des autres lettres ..., 'xf'y yf'y...^ x^^'t y^n^)' Donc le nombre m des lettres de la suite
x,, y,,..., x\, yj,..., {xj^\ y,*"-,..., xf, yf) non déplacées par la substitution '^a,, j3,,..., a„f ^n] est congru à la somme
\^ 3, jr, 4- a, ^>', 4- ... H- ?. X, -H x^Xn 4- a, ?, -h . . . -1- a, ?•
prise par rapport à ces diverses lettres. Mais on a
\ a.3. 4-. . .-h a,;3, = ijl' Xx^^ -^ . . . -h x^^n'^o uétantpair.
Donc m est pair; et le nombre fx — m des lettres déplacées le sera également. Cela posé, désignons par (Ç^y ri\,..., ë*. , V«),... les racines que a,, ^M..., a„, j3„j fait succéder à {x\, y,,...f ^«» y») Parmi les indices S', , ^ »... il y en aura m égaux aux indices correspondants de la suite x\ , jr*,..., et II — m égaux aux indices correspondants augmentés de a^. On aura donc
El 4~ ... 4- J.*^ ^ y 4- ... 4- J^/ 4- , a — /Il ae ^ o.
De même
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Ces relations montrent que le produit des lettres [S^^ in\9'"9 Ci» '^'n)»**est un terme de f^. Donc [a,, /3|,..., a^, ^n] remplace les uns par les autres les termes de cette fonction^ et n'altère pas la fonction elle-même.
En faisant varier a^ ^i,..., a„, ^„, on obtiendra 2^"—! substitutions distinctes, qui toutes appartiennent à G. Ces substitutions jouissent de propriétés intéressantes, signalées en partie par Steineri et que nous allons exposer.
320. Théorème. — La substitution fa,, jS,,..., a^» jSmJ déplace 2<^,;_| lettres.
En effet, le nombre des lettres déplacées est égal (319) au nombre des solutions simultanées des deux congruences
Or Tune au moins des quantités «<, |3|,..., a„, ^„ est ^o(mod.2), par hypothèse; soit, par exemple, a<^î. La seconde des congruences (47) déterminera y^ en fonction des autres indices, lesquels satisferont a la relation
laquelle, en remarquant que arj^ar,, peut être mise sous la forme
et comporte 2^„_, systèmes de solutions; car on pfeut prendre a;, arbitrairement, puis déterminer de ^„_, manières ^r^ — «a^r,, J2 — r^2^i»--i el par suite X2, j2>-««
321 . Paoblème. — Trouver le nombre des lettres déplacées à la /ois par les deuœ substitutions [a^, j3,,..., (x„, ^„] et 'a\, ]S'j,..., «', , ^'„].
Ce nombre est évidemment celui dos solutions communes aux congruences
Soit pour fixer les idées a,E^i. Tirons la valeur de v, de la seconde
coDgrueace, et substituons-la dans les deux autres. Posons en outre Ces congruences deviendront
Ici deux cas seront à distinguer.
322. i*^ Si K^i, la première relation donnera pour a^jj/j,..., x^^y\ ^„_, systèmes de solutions, pour chacun desquels la seconde relation déterminera ensuite x^. Les deux substitutions auront doncSi„_^ lettres communes parmi celles quelles déplacent.
Ces lettres appartiendront toutes à des cycles différents dans chacune des deux substitutions considérées. Car soit (^n J^i»...) une lettre commune aux deux substitutions. Pour que la lettre [x^ -+- a,, ji -4- 13, ,...), qui fait partie du même cycle dans la première substitution, fût déplacée aussi par la seconde substitution, il faudrait qu'on eût
OU, en tenant compte des relations (4^)»
On remarquera enfin que les deux lettres (^i -f- «i , ji -4- j3, , . . . ) et {x^-hu\, y^ -i-^'j,...) respectivement associées à [x^^ J^o*-) dans les cycles de [a,, |3,,...] et de [a'j, jS*, ,...] sont associées ensemble dans un cycle de la substitution [a< -h a, , /S, -h /ïj ,...J qui formera ainsi avec les deux précédentes un trio de substitutions ayant deux à deux S^n-\ lettres communes.
Le nombre des trios différents est égal à g ^2,( : car le nombre des solutions de la congruence K^i, où les a, /3, (x.\ |3', sont considérés comme variables, est A^n; et Ton a évidemment six solutions différentes fournissant le même trio.
323. 2"" Soit K^o. Les quantités ^'^ -h a^ |3p, «^ 4- a'^ u^ ne peuvent être toutes à la fois congrues à zéro. Car si cela était, K se réduirait à ses deux
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324. Soit toujours K^o, et supposons /i>3. Les deux substitutions
[a,, /3|,...j, [a,, jS'i»...] ont en commun ^„«j quaternes. Soient (^m j'i..--)» (^, -f-a% y, -4-^%...) deux lettres quelconques prises dans deux quaternes différents. Elles forment ensemble un cycle d'une nrouvelle substitution [o!.\, /^'••••]* Cherchons combien de lettres seront communes à la fois à cette substitution et aux deux précédentes.
Chacune des deux substitutions [a^ jS,,.,.], [a\, /3'if*J contenant à la fois les deux lettres d'un même cycle de [oc\, p%...]> ^^ ^"^^
Supposons toujours, pour fixer les idées, qu'on ait «1=^1 : on aura à satisfaire simultanément aux quatre relations
2^^ ^9X9 -+■ (3? ^9 =2jx ^^ ^^' 2j, ^'? -^i = ' '
dont la première détermine 7, en laissant ^1 indéterminé. Les trois autres déterminent les quantités x\ , y\ de 4^/i-i manières différentes : car ces relations sont entièrement analogues à celles du problème précédent, le nombre des inconnues étant diminué de deux. En effet : 1" on ne peut avoir à la fois pour toutes les valeurs 2,..., /i de l'entier p
(3p -H « , (3p = PJ -h < (3p, a'p -f- a , a^ = «^ -4- a", a^.
Car ces relations, jointes aux suivantes : K^M^o, donneraient, dans le cas cil «", ^a'j, a'^a^, /5p^/3p, et enfin ^\^^^\ et-dans le cas où a* = a'j -f- I =a, H- a, , a' =ap h- «p, /3J =/î'p H- /3p, ^\^^^ + |3,, La racine (ar, 4-a', ji-H/3*»...) appartiendrait donc, contre l'hypothèse, au même quaterne que (ic,, 7,,...); 2^ on a la relation
Car cette relation, développée, donne la suivante
que les relations L = M ^ K ^ o, jointes à l'hypothèse a, ^ i , réduisent à ridentité
Donc le nombre des lettres communes aux trois substitutions sera 8^;,_3. On peut les grouper en octaves. Car soit (a?,, /!»•••) l'une d'elles : il existera une autre lettre dont les indices sont respectivement â;|H-Xa,-l" X'a, 4-X"a* , ^y, -f-X/3, -f-X'/y, -f-X"/?',,..., quels que soient les entiers X, X', X". En effet, cela suppose seulement la relation
^" (X, + x«,-h x'«; 4- rai) (r> x(3, -f- x'(î; 4- r^;) = i,
laquelle devient identique, en tenant compte des suivantes :
Or il est clair que les 8 lettres obtenues par la variation de X, V» X'' sont communes ^ non-seulement aux trois substitutions considérées^ mais plus gênércUement aux sept qui sont contenues dans la formule
où juL, ji', [i!' sont des entiers quelconques qui ne soient pas simultanément congrus a zéro. Elles formeront quatre cycles dans chacune de ces substitutions, la lettre (a?, -f-X,a, H-X'a, -hX''a%...) par exemple, ayant pour associée (ic,-+- [Xh- |jlJ a, -h [A'-^F-'J a'i-i- \^"-^l^"] a'i»---)- ^1 ^^t clair d'ailleurs qu'en choisissant convenablement /i, |x\ ^i" on peut donner pour associée à la lettre donnée une quelconque des autres lettres du même octave.
325. Si w > 4» on aura plusieurs octaves. Soient (^o ji....) cl (x4-f-i3t'[, J« + i3^»-) <leux lettres quelconques, prises dans des octaves différents. On démontrera comme précédemment que les quatre substitutions [a,, /2, ,...], [a,,^\,...], [a\,^\,...], [a\, f,,...] ont \&ê^n-k lettres communes^ lesquelles seront également communes aux i5 substitutions données par la formule
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et pourront être groupées en faisceaux de i6, en réunissant ensemble celtes que donne la formule
Les lettres d'un même faisceau seront exclusivement associées entre elles dans les cycles des i5 substitutions ci-dessus, et chacune d'elles le sera à toutes les autres.
Si /i > 5, on continuera de même.
326. Nous allons maintenant prouver que G dérive des seules substitutions Ta,, /3,,...j, et déterminer son ordre.
Lemme. — Le groupe G est au moins deux fois transitif
Et d'abord, H est transitif. Car soient (^^0^1....)» (^l'yi»-*-) dcu^^ lettres quelconques : G contient la substitution [x^ h- x\, y^ H-/', f-j» qui les remplace l'une par l'autre.
Cela posé, si G n'était qu'une fois transitif, considérons celles de ses substitutions qui laissent immobile une lettre donnée (ic,, ji,...). Les A^— i autres lettres pourraient être réparties en classes, en réunissant ensemble celles que ces substitutions permutent entre elles; et l'une au moins de
ces classes contiendrait au plus - {^n— >) lettres. Mais soit {^\f y\*">)
une lettre appartenant à cette classe : la substitution [ic,-+-a?', , /iH-j'i»..-] déplace 2^,^, lettres. Soit {^\f y\f'**) une quelconque des «^h— a^^^^-, lettres restantes : la substitution \x\-\^x\^ yi "+">'*i»---J ^^^^ succéder (^"i,^!,...) k (^',f 74»...) sans déplacer (a:,, Vi,...}; car si elle déplaçait cette lettre, on aurait
et \x,-^-x\,y,-i-y\,...\ déplacerait {ic\,y\,...) (323), contre l'hypothèse.
Donc la classe à laquelle appartient {x\, y ) contient au moins les
^«- 2A«-i lettres telles que {x\, y\,...). Mais A„ - 2.ft„_, > i (a„— i). On arrive donc à une contradiction.
327. TiiEOiiÈME. — Le groupe G est dérivé des seules substitutiotis
a, , ^1 , . . . j ; et son ordre i\ est égal à
A, J {é\.,- I >2"-' (il,_, - I! 7'«-\ . . cRj- , 0.4 î I .9.. 3.4.5, si // > 2,
si n
Ce théorème est évident si /i = 2, d'où ^„ = 6, ê^n-\ — '• Car les substitutions [a,» /3|f •••] ne contenant chacune qu'un cycle, ne sont autres que les diverses transpositions que Ton peut eflectuer entre les six lettres (j^i, y«,...). En les combinant ensemble, on obtiendra toutes les substitutions possibles, en nombre 1.2. 3. 4*5. 6.
328. Nous allons maintenant prouver que le théorème est vrai pour n s'il l'est pour /i — 1.
Nous avons vu (326) que les substitutions dérivées de celles de la forme [a,, |3,,...] permettent d'amener deux lettres données, (o, 0,1, 1,0, o,...j et (i, o, I, I, o, o,...) par exemple, à la place de deux lettres quelconques. Soient donc L une substitution quelconque de G; V la substitution dérivée des substitutions [a, /3,...] qui amène (o, o, i, i, o, o,...) et (1, o, I, I, o, o,...) aux mêmes places. On aura L=L'M, M étant une substitution de G, qui laisse ces deux lettres immobiles. Le nombre des systèmes de places distinctes que l'on peut assigner à ces deux lettres étant d'ailleurs égal à ^«(^h— i), l'ordre de G sera ^;, (^„ — i)0, 0 étant l'ordre du groupe partiel H formé par les substitutioif^ M (44).
Or ces substitutions, ne déplaçant pas (o, o, i, 1, o, o,...), (i, o, I, I, o, o,...) et n'altérant pas 94, laisseront évidemment invariable la fonction partielle ^ formée par ceux des termes de f 4 qui contiennent en facteur le produit de ces deux lettrés. Mais soit
îo,o, i,i,o,o,...)(i,o, i,f,o,o,...)(^\,/,,a:'j,/,,^'3,/3,...)l^,;^%:r*,^';,j?%
l'un de ces termes. Les relations (44) donneront
Donc les deux lettres {x\,y\,x^.y^,x^,yj^,...), {aft,y\fiJo''^,y\,a;\,y\,...) forment un cycle de la substitution [1, o, o, o, o, o,...J. Donc les lettres qui figurent dans cette substitution seront précisément Jes mêmes que celles qui figurent dans ^. Les substitutions de H, n'altérant pas cette fonction, permuteront exclusivement entre elles les <:R„— 2^„_, = 2^""^ lettres restantes, qui n'y figurent pas.
329. Celles des substitutions [a, P»...J qui appartiennent à H permutent
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transilivement les 2^"-'^ letlres ci-dessus. Supposons en effet qu'il en soil autrement, et groupons ces lettres en classes, en réunissant ensemble celles que ces substitutions permutent entre elles. L'une au moins de ces classes contiendra tout au plus 2^""' lettres. Mais soit (a?,, y,, ^21 J'at ^»» J'tf-) une lettre de cette classe; ses indices satisfont aux deux relations suivantes :
.r, ri -+-^2/2 -4- ara 73 4-...^!, (^, H- i)y\ h- ^,7,-4-^373 -+-... ^o, d'où ^1^1.
D'ailleurs, pour qu'une substitution ra^, /3,, as, jSj, a,, /3,,...J netléplace ni (o, o, I, I, o, o,...) ni (i, o, i, i, o, o,...), mais déplace
(a?,, y,, a?2, J2» ^a.^'a»-..)» *' faudra qu'on ait
(5i) (a,-+-i)P, -f- (a, -+-!)( (îa 4-1) -i- «3^3 H-. «.^o, d*où p.^o,
(52) (JT, -h a. ) (7, H- (3i ) -+- (Xa-t- a,) (72 4- p,) 4- (^3 4- «3) (r^-*- P3) 4- . . . s o.
Autant donc ce système de relations aura de solutions, autant on aura de lettres (iPi -ha,, ^'i 4- jS,,...) différentes de (a?,, /i,...) et appartenant à la même classe.
• Or il existe (259) a^""'-}- 2""^ manières de déterminer aj^ if /S, 4- 1, ^:t« /^s*... pour satisfaire à la relation
(a, -i- l) (Pa-h l) 4- «3(334- .. .^O.
Posant en outre |S|^o, les relations (5o) et (5i) seront satisfaites : et Ton pourra déterminer a, par la relation (52), ce qui n'offre aucune difliculté, le coefficient j, 4- 13|, qui le multiplie, étant congru à 1.
Donc la classe considérée contient au moins 2^"""' -4- 2""* 4- 1 racines, nombre supérieur à 2^"""^ Nous arrivons donc à une contradiction.
Donc les substitutions de H permutent transitivement les 2**^* lettres considérées; et son ordre est égal à 2^''"^0,, 0, étant Tordre du groupe H| formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles une de ces lettres, choisie à volonté, par exemple (o, 1, 1, 1,0, o,...). En outre, toute substitution M prise dans H pourra évidemment se mettre sous la forme M' Mo M' étant la substitution dérivée de celles de la forme [a,, |3|,...] qui amène (o, i, 1, 1,0, o,...) à la même place que M, et M| une substitution de H,.
330. Les substitutions de H|, laissant immobiles les trois lettres (o, o, I, I, o, G,...), (1, o, I, I, o, o,...j, (o, I, I, î, o, o,...), et n'alté-
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raot pas f^, n^altéret'otit pas les fonctions ^^ ^i, ^2« respectivement ibrinées par ceux des termes de f 4 qui contiennent en facteur les produits ' (0,0, 1, 1,0. o,...) (1,0, t, 1.0,0,...), (0,0, 1, 1,0, £>,... )(o, 1,1, ï, 0,0,...), (i, 0, 1, 1,0,0,. .•)(o» 1^ 1, 1,0,0,...)'. Elles remplacent donc les unes par les autres les lettres de la forme (o, o, x^. y^f ^3» Xs^O' q^' seules jouissent de la propriété d*être déplacées par (|i et par ^t, sans l'être par ij;,. Soit donc <p\ la fonction partielle formée par ceux des termes de f^ qui sont exclusivement composés avec les ^;,«, lettres (o, o, ûo^^ y^^ x^, 73,... )• Toutes les substitutions de H, laisseront 94 invariable. Considérons d'autre part les substitutions [o, o, «2» ^2* ^3» P3»***]> ^t désignons par [o, o, «2, jSj» «3, jS,,...]' les substitutions partielles obtenues en ne conservant que ceux de leurs cycles qui sont formés par les racines (o, o, 072» y^f 073, Xa,...). Le théorème étant supposé vrai pour 2(71 — 1) indices, le groupe de la fonction 9^ sera évidemment dérivé des substitutions [o, o, «2, ^29 ^3» /S,,...]', et son ordre sera égal à Cl„^t. L'ordre du groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui laissent immobile la
lettre (0,0, 1,1, o, o,...) sera ■^^^- Soient maintenant A' une substitution
de ce groupe partiel; A la substitution formée avec les [0,0, azy^ifOc^,^^,...} de la même manière que A' l'est avec les [o, o, «2» 132» ^st i^,,...]'. 11 est clair que A permute les lettres (o, o, X2* 72» ^3» J'3>-'0 de la même manière que A'; donc elle laisse immobile la lettre (o, o, i, 1, o, o,...). D'ailleurs les substitutions [o, o, «2, ^2* ^3> i^d»...]* ^^^^ ^''^ dérive, ne déplacent ni (i , o» I, I, o, o,...) ni (o, I, I, I , o, o,...); donc A ne les déplacera pas "^n plus, et appartiendra à H,.
331. Les ^^ substitutions A seront les seules que contienne H,. Soient en
e^et B une substitution de H,; B' la substitution obtenue en ne conser^
vant que ceux des cycles de B qui sont formés par les racines
(9» o, a?2.72» ^3>73»-«-) ' f\ sera invariable par B, ou, ce qui revient au
™éme, par B'. Donc B' se confond avec Tune des substitutions A'. La sub-
solution A, formée comme tout a l'heure, permutera évidemment les lettres
(^f o, J72» V2» ^2, y9f'") ^^ '3 même manière que B. On aura donc B = AC,
^ étant une nouvelle substitution qui laisse immobiles toutes les lettres
\^f o, a?2fy2» ^3» y»»-") s^însi que (1,0, i, 1,0,0,...) et (o, 1, i, 1, o, o,...j.
Or il est aisé de voir que C se réduit à l'unité. Car cette substitution,
'hissant immobiles les trois lettres (o, 0,1,1, o, o,...), (i, o, 1, i, o, o,...),
f^> o, X2f y 2^ ^3. y%y'*')^ laissera invariable le terme de 94 qui seul est divi-
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sihic par leur produit. Donc elle laisse immobile la quatrième lettre qui figure dans ce terme, laquelle est (i, o, x^.y^y ^3»y3»*«-)- On voit de même que C, laissant immobiles (o, o, i, i, o, o, .. •)» (0,1,1,1,0,0,...), (o, o, 372,^2, iCa, js»'--)* laissera immobile (o, i, x^^y^^ ^»» v,,...). Considérons enfin une lettre de la forme (i, i, x^^y.^^ x^^y^,...) : celle lettre, multipliée par le produit
11,0. I -i-a:,-+-a:3n, o, I, !,...) (o, 1,0, j,4- i, i, i,...) (0,0, i -\- x^y,, i, ^3, .Vt,...)
forme un terme de 94. La substitution C, laissant immobiles ces trois derniers facteurs, laissera le quatrième immobile. Donc C, laissant immobile une lettre quelconque, se réduit à l'unité.
Donc les substitutions de Hf« et par suite celles de G, dérivent toutes de
la combinaison des substitutions [a,, So--«]« En outre, on a 0, = •^^^'»
et l'ordre de G sera égal à ^«(«^y,— 1)2*"""^ ^^- Remplaçant Û«_, par sa
valeur déduite du théorème, que l'on suppose vrai pour /i — i, le théorème se trouve démontré pour n.
332. TiiKORÈME. — Le groupe G est isomorphe sans mériédrie au groupe ahélien.
Considérons en effet les deux substitutions
et cherchons la transformée de la première par la seconde. Si la quantité
t'st con£j[rue à 1 . chacun des cvcles de S aura une de ses lettres, et une seule, déplacée par T (322). Lorsqu'on effectuera la transformation de S par T, cette lettre sera remplacée par celle qui lui est associée dans T, et dont les indices surj)assent les siens respectivement de a,, ]3|,.... Donc les sommes d'indices, qui étaient respectivement congrues à ar,, v,,... dans chacun des cycles de S. seront congrues à j:, -h a,, v, -h |S,,... dans chacun
de^i odes de la transformée. Cette transformée sera donc
Soit au contraire K^o. Si quelqu'un des cycles de S a Tune de ses lettres déplacée par T, Tautre le sera aussi; et les indices de ces deux lettres seront accrus de la même quantité par la transformation. Les sommes d'indices dans les cycles de la transformée seront donc encore congrues à a?,, 7m... (mod. a), et la transformée sera égale à S.
On aura donc généralement
[«„ (3,,...]-* [a:,, j„. ..][«„ (3„. ..] = [jr, -4-aiK, /•, -h (3,K,. . .].
333. Toute substitution de G transforme la substitution [^o y ««...] en une substitution [^i, iq^...], ^^ >7if. étant des fonctions linéaires de x^y Ji**** dont les coefficients satisfont aux relations qui caractérisent le groupe abélien .
En effet, K étant une fonction linéaire de â?4, /i,... il en est de même de a?4 H- a, K, yiH-|3, K,.... On vérifie d'ailleurs aisément que ces dernières fonctions satisfont aux relations du groupe abélien. Donc notre assertion est vraie, si la transformante est une des substitutions [a,, |3|,...]. Mais G étant dérivé de substitutions de cette forme, on obtiendra la transformée de [x^y 7i>--*] par ^^^ substitution quelconque de G en opérant une suite de transformations par des substitutions de cette forme; et le type à la fois linéaire et abélien des fonctions ^^ v^i,... se conservera à chaque transformation.
334. Faisons maintenant correspondre à chaque substitution T du groupe G, qui transforme [^r^, j,,...] en [?,, >3|,...], une substitution linéaire
Il est évident qu'au produit de deux substitutions de G correspond le produit de leurs correspondantes : donc les substitutions Q forment un groupe F, isomorphe à G.
Cet isomorpMsme n'est pas mériédrique. Cherchons en effet quelles sont les substitutions de G qui ont pour correspondante l'unité. Soit S l'une d'elles. Elle est échangeable à chacune des substitutions [ot|, /3|,...]. Donc elle permute exclusivement entre elles, d'une part les lettres que [a,, /3«,...] déplace, d'autre part celles qu'elle ne déplace pas.
Soient donc (a?,, ji,...) une lettre quelconque; {x\y y\,..>) celle que S lui fait succéder. Ces deux lettres devront être a la fois déplacées ou non déplacées par chacune des substitutions [a«, |3|,...]. On aura donc (319),
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quels que soient «,, |3,,..., la relation
(Foii
Donc S remplace (^m ji»...) par elle-même. Donc elle se réduit à Tuaité. Donc la substitution i de T correspond à une seule substitution de G; donc il n y a pas de mériédrie.
L'ordre de r est donc égal a
nombre égal à Tordre du groupe abélien. Mais d'autre part ses substitutions sont toutes abéliennes. Donc F se confond avec te groupe abélien.
335. Corollaire. — Le groupe G est simple^ si /i > 2. Car il est isomorphe au groupe abélien, qui est simple (227).
Si n = 2» le groupe G est formé de toutes les substitutions possibles entre
six lettres. Il a donc pour facteurs de composition 2 et ' ' '^' * (85). Il en sera de même du groupe abélien.
336. Étude du groupe G|. — Considérons maintenant le groupe G|, dont les substitutions n'altèrent pas la fonction ^j^, quel que soit l'entier jul.
Soit / = (^'i. y,,..., a?'„,y„)...(iPi'*\ yt'*^•••» ^n\yn) ''un quelconque des termes de (p^, |jl étant supposé impair. On voit comme au n^ 319 que le nombre m des facteurs de / inaltérés par la substitution [a,, ^,,..., a«, ^«J est congru a jjL(ai |3| -h ... -H a„^„). Donc, si a, |3, -h . . . -+-a„/3„=^ 1, le nombre 11 — m des facteurs altérés sera pair. Soit alors
T =. (X'., Y'.,. . ., X'„, Y'J. . . (X(^ Y^r^ . . . , Xir), Yir))
ce que devient t par la substitution [a«, ^i,..., a„, ^„] : on aura
X'^ -f- XJ -h . . .^^p H- JT* H- . . . -h (fx — m)cCf^Of
y; -h y; -h . . . =r\ n-r; 4- . . . h- (fx - m) (3e=o.
Donc T sera un terme de (p^ : et cette fonction n'est pas allérée par la substitution [«o ^i»***» ot„, ^„] sous la condition ci-dessus :
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Nous appellerons, pour abréger, substitutions 1 celles de la forme
[a,, |3,,..., anf ^„] qui satisfont à cette condition.
De même f^ n'est pas altérée par la substitution
et plus généralement par celles de la forme lorsque Ton a.
sa'; (î, -^ a, p", H- . . .H- <P« 4- ««^so,
Opérons en effet sur / la substitution [a«, ^1,..., a;,» ^n] 6t soit T = (X'., V„ . . ., X'„, y:). . . (Xn ¥(»*),..., Xi»^), ¥(»*)) le terme résultant : on aura
X'p-i-XJ-f- .. .=a:p 4- a:J -+-...-+- (|ut — m)ap = |utap,
Opérons maintenant sur T la substitution [a^, |3'|,..., a„, p^] » soit m' le nombre des facteurs de T inaltérés par cette substitution : on aura (319)
m'=y (3;X.-f-a'. Y. -f-,..4-P',X„ -+.«'„ Y, -+.«'. p'.-f-... -+.«'„ (3', = IX (a, P', -f- «', p,-f-...4- a« P'„ -4- «„ P„) s o,
et si e = (?',. >î'i,.... C, VJ... (^i'*^ >3S^..., e\ •^L'^O est ce que devient T par cette opération, on aura
^-f-ç;-f-...=x;-hx;-+-...4-(/x-m')a;=/x(a,H-a;). r,;H.y,;4-...^Y;4-Y;-4-...-+.(a-m')p;^^(P, + p;).
Opérons de même sur 0 la substitution [a\, jS' ,..., a„f |S^]. Soit m'' le
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nombre des facteurs de Q iniailtérés par cette substitution : on aura
et si 0= (a,, IT,,..., S„,K)-" (S',"', H*A..., EL"', HiT') est ce que devient & par cette opération, on aura
h; + h;+. ..=n;-i-y);+. . .+ (,z- ff»')a,s.u(p, + p; + ?;)=o.
Donc 6 est un terme de <P|^ : donc la substitution
n*altëre pas 9|^, mais transforme ses termes les uns dans les autres.
338. Théorème. — Le groupe G« est dérivé des seules substitutions 2 et A» et son ordre a>;, est égal à
a, { (2»-»-. I) 2»--». . . (2*- I) 2> j ilii^^, ,1 ^> 2,
sin=:Q
Soit d'abord n = 2. On aura
et les substitutions qui laissent cette fonction invariable dérivent évidemment de la substitution A, qui permute entre eux ses deux termes, jointe aux substitutions 2, qui permutent deux à deux les facteurs de chacun de ces termes. II est clair en outre que G« a pour ordre 2.(1.2.3)^.
Nous allons maintenant prouver que le théorème est vrai pour /i, s'il Test pour /i — I .
339. Le groupe I dérivé des substitutions 1 est contenu dans G, (336) : il est d'ailleurs transitif. En effet, supposons qu'il en soit autrement; on pourrait partager les ^„ lettres en classes, en réunissant celles que les substitutions de I permutent ensemble. Soient G la classe la moins nombreuse, (a?,, y,,...) une de ses lettres: la substitution [a,, |3,,...] la remplace par
une autre lettre [a:, -h a,, y, -h |3,,...] si Ton a, outre les conditions
(53) a, (3, -f-...-f-a„p«si,
(54) ^iri4-. . .-hXnXn^l,
la suivante
(55) (a:,H-a,)(7,-+-P,)-h... = i, ou Pia:,-f- a,/,-h,..4- P„ j:«H- a«^»= r.
On aura donc au moins autant de lettres différentes de la proposée et appartenant a la même classe» que les relations (53) et (55) donnent de solutions pour «1, |3|,...» oLnf ^n' Ov Tune au moins des quantités o^f, ji«... diffère de o (mod. 2) en vertu de la relation (54). Soil, pour fixer les idées, a?,^i. La relation (55) déterminera |3| en fonction des autres coefficients, qui satisferont à la congruence
isai(i — «ij, — Pao:,— «jja--... — P»ar„ — a«^'„) H- a, (3, h- . . . 4- a. j3« ^ («,— «, ^a) (Pï — «1 Xi) H- . . . •+- (a„ — a, j:„) ( P„ — «, j«J.
Cette congruence a 2^„_| solutions : car a« peut être choisi arbitrairement, et Ton aura ensuite ^;,_i manières distinctes de déterminer a^— «1^2» ^a"" «i/if-» et par suite, «a» /52*««««
Donc la classe G contient au moins 2<a^, + 1 lettres; donc la classe la plus nombreuse en contiendra au plus ^n-- ^^n^i — »•
340. Ce résultat est inadmissible : car il est aisé de prouver que la classe qui contient la lettre (i, i, o, o,..., o, o) contient plus de ^w— 2^„_, — i lettres. En effet, cette lettre est déplacée par celles des substitutions 2, en nombre 2^^,, qui sont de la forme [a,, a,H-i, a2»P2f-» «n» |3«]» lesquelles la permutent avec les 2^;,_, lettres de la forme(ai-f-i,a,, «a, /Sj,..., «;,, jS^,), et en' particulier- avec la lettre (i, o, j, i,..., 0,0). Or, soient «2, /Ba,...,»;,* P«des entiers quelconques» satisfaisante la condition «a^a-^-'-l-a/ip/i^i; la substitution [«a H- /Sa, «2 -H 1^2 H- i» «2» l^a,..., a„, |3„], laquelle est Tune des substitutions 2, remplace (i, o, i, i,..., o, o) par
(aa4- Pa-f- I, «j-f- j3a-+- I, «j "i" I , ^a "i" I , • • • , «», (3„).
En faisant varier «a, /Sa,..., ««, |3;„ on obtiendra ^„_, nouvelles lettres appartenant à la même classe que les 2A„^t précédentes, dont elles différeront d'ailleurs essentiellement par cette circonstance que leurs deux premiers indices sont égaux.
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Ld classe coosidérée cootient dooc ao moins 3Ji|^i lettres, nombre supérieur à «A^ — 2il^., — I» /» étant supposé > 2.
341. Cela posé, soient L une substitution quelconque de G|, qui fasse succéder o, o, i , i,..., o, o à une autre lettre quelconque; L' la substitution de 1 qui produit ce même résultat : on aura L = L'M; M étant une substitution de G,, qui laisse ^o^ o, i, 1,..., o, o; immobile. Et Tordre de G, sera il«0, 0 étant Tordre du groupe partiel H formé par celles de ses substitutions qui sont de la forme M.
342. La substitution M, n'altérant pas la fonction f,» n'altérera pas la fonction partielle ^ formée par ceux de ses termes qui contiennent To, 0, 1 , 1 , . . . , o, G en facteur. Mais le facteur qui multiplie (o, o, 1 , i , . . . , o, o)
dans f!f est évidemment égal âV 'x,, v,,..., x^, j.) (x,, v',,..., x^.y^), la
sommation s'étendant à tous les couples de lettres qui forment les cycles de la substitution 0,0, i, 1,..., o, oj. Ces couples sont au nombre de Ji^4 ^320, : et )1, laissant ^ invariable, permutera exclusivement entre elles les A^ — 2^«-i — 1 = 2*""* — I lettres que cette fonction ne contient pas.
Réciproquement, celles des substitutions de 1 qui laissent (o, o, i , i ,. . . , o, o) immobile permutent transitivement ces a'*~~^— i lettres. Car s'il en était autrement, on pourrait répartir ces lettres en classes, en réunissant ensemble celles qui sont permutées ensemble par ces substitutions; et Tune au moins de ces classes contiendrait au plus a''"-^— i lettres. C'est impossible; car, soit ^J?i, V,, a:,, Vj,..., x^, y^) une lettre de cette classe, on aura
X, y\ -h XtXi -^- . . . 4- X, r« ^ I, X, V, -»- X: -h I r2-i-i H-. . .-f- X, ?-,^o, d'où X, -Kr»^o.
La substitution 'a,, jâ,, or,, jS,,..., a^, jS« sera de la fonme 2, ne déplacera pas 'o, G, I, I,..., o, g) et déplacera (a?,, 7,, arj,y,,..., x^, v,,), si Ton a
a, ^, -h at, ^a -h . . . -t- a, 3, ^ 1 , 22 + ^^ o, 3, X, -+- a, »•, H- 3: X: -i- a: >-j 4- . . . -^ 3, x« -i- a, >*, ^ I ,
d*oij
\ atj == Pa = I — Xi fil — atj 3j — ... — 2a j^a,
' 3, X, -K 3t, }\ 4- l^jXj -f- a,^*3 4- . . . H- ^« Xa -I- a. V. = 1 .
Mais ^a-f, j,, a:,, ^j,.. ., x„, y„} diffère de /^o, g, i, i,.. ., 0, o); donc
^o/m ^«» J'if-f ^/i» yn ne peuvent être à la fois congrus à zéro : les relations (56) déterminent donc a,. |3a et Tune des quantités a^ |S|» ^3* jSs****» ûr«« jâ^f les autres restant arbitraires; ce qui donne 2^"^' systèmes de valeurs pour ces quantités. Donc la classe qui contient (ar«,yi, x^^y^y...^ x^^ y„) contiendra au moins 2^""^ lettres différentes de celles-là; elle en contient donc plus de a*'^' — i .
Cela posé, on aura évidemment M = M'Mi; M' étant une des substitutions de-I, et M« une substitution de 6| , qui laisse immobile, outre (o, o, I, i,.v, o, o), l'une des 2*""^— i lettres considérées, par exemple (i, o, I, I,..., o, o); et 0 sera égal à (a*""*— O^o 0, étant Tordre du groupe partiel formé par celles des substitutions de G| qui sont de la forme M,.
343. La substitution M«, n'altérant pas f ,, et laissant immobiles les deux lettres (o, o, i, i,..., o, o) et (1,0, i, i,..., o, o), laissera invariables les deux fonctions vp, ^i formées respectivement par ceux des termes de 93 qui contiennent ces deux lettres en facteur. Donc elle remplacera les unes par les autres les lettres qui figurent dans (|/{ et non dans 4^. Les indices de ces lettres sont donnés par les solutions des congruences
^iji -^ ^»/» -4- x^Xi-h. .. = 1, ^i/» -•:(^a-+- 0(7*4- 0 -+-a:sJ3-^ ... = o, (X, H- 1) j, -f- (;r, -+- 1 ) (/, 4- 1) -h XiX^ -I- . . . = r , OU
Xi ^= ï , Xi ^s jTj ^= ' — Xi — x^y\ — . . . ,
lesquelles sont évidemment en nombre a*""*.
Or celles des substitutions de I qui laissent immobiles (0,0, 1 , 1 , . . . , o, oj et (i, o, I, I,..., o, o) permutent transitivement ces 2*""' lettres. Car s'il en était autrement, on pourrait répartir ces lettres en classes, dont Tune contiendrait au plus 2*""* lettres. C'est impossible : car soit (jKTi, j',, a?„ ^2, ...» 0?^, ^„) une de ces lettres; la classe qui la renferme contiendra au moins autant d'autres lettres qu'il y a de solutions aux congruences
P,^, H-a,/, 4- (îa^a 4- «aj, -4-^3^5 -+-«3^-5 4" • • . = I ,
d'où
( a./, 4-p3^j4- «SJ34-. ..çsi.
GÉNÉRALITÉS
§ I*^. — Théorie générale des irrationnelles.
348. Soit Y{x) = o une équalion algébrique quelconque de degré m. Elle aura m racines : et Ton sait que toute fonction symétrique de ces racines s'exprime rationnellement par les coeOicients de Téquation.
Ces fonctions sont en général les seules qui jouissent de cette propriété. Supposons en effet qu'on ait (p = ^, 9 étant une fonction non symétrique des racines, et ^ une fonction rationnelle des coefficients. Substituons dans ^ à la place de chacun des coefficients sa valeur en fonction des racines; l'équation f = vp deviendra une relation entre les racines, relation qui ne pourra se réduire à une identité, puisque le second membre est symétrique, et que le premier ne Test pas. Mais ou ne peut admettre qu'il existe en général et nécessairement aucune relation de cette espèce entre les racines : car on peut former une équation du degré m ayant pour racines m quantités entièrement arbitraires x^,..., a*,„. C'est donc seulement dans certains cas particuliers qu'il pourra exister entre les racines des relations telles, qu'une fonction non symétrique de ces racines soit exprimable rationnellement au moyen des coefficients.
Mais on peut généraliser le problème, et chercher quelles sont, pour chaque équation donirée Y{x) = o, les fonctions des racines susceptibles d'être exprimées rationnellement en fonction des coefficients et de certaines irrationnelles données arbitrairement à priori, irrationnelles que nous dirons adjointes à F équation.
Nous considérerons dorénavant comme rationnelle toute quantité expri-
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mable rationnellement au moyen des coefficients de Téquation et des quantités adjointes.
Une équation à coefficients rationnels est dite irréductible, lorsqu'elle n*a aucune racine commune avec aucune équation de degré moindre et à coefficients rationnels.
349 . Lemme I . — Si l'une des racines d'une équation irréductible f{x) = o satisfait à une autre équation à coefficients rationnels 9(0?) = o, toutes y satisfont.
En effet, cherchons le plus grand commun diviseur de (f{x) et de /{x) : il ne peut se réduire à une constante, les équations /{x) = o et (p{x) = o ayant des racines communes : cessera donc une fonction de x, ^(^); en régalant à zéro, on aura une équation dont les racines satisfont évidemment à chacune des deux équations ç(a?) = o et /{x) = o. Celte dernière équation étant irréductible, le degré de ^{x) ne peut être inférieur à celui de /{x) : donc ^{x) est égal à /{x), à un facteur constant près.
Corollaire. — Si toutes les racines de V équation 9(0?) = 0 satisfont à r équation f{x) = o, ç(a?) sera une puissance exacte de /{x), à un facteur constant prés .
En effet ff{x) est divisible par /(a?) (Lemme I). Si le quotient de cette division ne se réduit pas à une constante, il sera lui-même divisible par f[x)\ etc.
350. Lemme IL — Soit Y[x) =0 une équation dont les racines x^^^.^œ^ soient toutes inégales. On peut déterminer une fonction V de ces racines, telle, que les i .2.3... m expressions que Von obtient en y permutant les racines de toutes les manières possibles^ soient distinctes en valeur numérique.
Posons en effet
V = Mi^F, -h Ma JT, 4- ...,
M«,M2,... étant des entiers indéterminés. En égalant entre elles deux quelconques des fonctions qui dérivent de Y par des substitutions entré les racines x^,...,x^, on aurait une équation de condition à laquelle devraient satisfaire M«, M,,.... Aucune de ces équations n'est identique : car les coefficients de M,,M2,... dans chacune d'elles sont les différences des racines o^i,..., Xfn^ qui par hypothèse ne sont pas nulles. D'ailleurs ces équalioDS sont en nombre limité. Il est donc aisé de déterminer les entiers M|, Msf... de manière à ne satisfaire à aucune d'elles.
DES IRRATIONNELLES. iS»
Nous désignerons dans ce qui suit par ¥« Tune des valeurs de la fonction Vt choisie arbitrairement; par ¥«, V^,... les valeurs qui se déduisent de celle-là, lorsqu'on y elTectue entre les racines les substitutions respectivement représentées para, 6,....
331. Corollaire. — Soii G un groupe quelconque de substitutions entre les racines a?|,..., x^. On peut former une fonction W de ces racines ^ dont la valeur numérique soit invariable par les substitutions de G, et varie par toute autre substitution.
Soient en effet i , a, &,... les substitutions de G. Posons
X étant une constante indéterminée. Une substitution de G, telle que a, transforme W, en
mais les substitutions i , a, 6,..., formant un groupe, se confondent, a Tordre près, avec a, a^, 6a,...; les facteurs binômes qui composent W^ sont donc les mêmes, à l'ordre près, que ceux qui composent W| : cette fonction n'est donc altérée par aucune substitution de G. Soit au contraire a une substitution étrangère a ce groupe; elle transforme W| en
( X ~ V. ) ( X - V.. ) ( X ~ Vé. ) . . . = W..
Les facteurs binômes qui composent W^ étant essentiellement différents de ceux qui composent W|, ces deux expressions ne sont pas identiques, et ne pourraient prendre des valeurs égales que pour certaines valeurs particulières de la quantité X, qu'il sera aisé d'éviter.
332. Lemme III. — La fonction V étant choisie comme au lemme U, on pourra exprimer chacune des racines Xt,.,.fXm en fonction rationnelle de V, et des coefficients de Y {ce).
Soient V,,...Vp, les |x= i.2.3...(m — i) valeurs que prend V quand on y permute les m— i racines â?s» ^tf.« ^mf ssins changer la place de x^. On pourra former une équation en V du degré |x, à savoir :
dont les racines V,,Va,.*- seront toutes différentes, et dont les coefficients.
qui sont des fonctions symétriques des racines X29X3,...,Xm de réquation
ll£l=:0
jl ~~~ uC \
s'exprimeront rationnellement par les coefficients de cette équation, c'està-dire en fonction de ar, et des coefficients de Y[x). Par suite Téquation (i) pourra être mise sous la forme
f désignant une fonction rationnelle de V et de x^. Or cette équation est satisfaite pour V = V,; on aura donc identiquement
d'où il suit que l'équation
sera satisfaite pour x = x^: el par conséquent les équations F(a7) = oet /(V,,a?) = o auront une racine commune a?,. D'ailleurs ces équations ne sauraient avoir d'autre racine commune. Car si elles en avaient une autre, 0:2» l'équation
serait satisfaite pour V = V,. Or cette équation se déduit de l'équation
/{V,^,) = o, ou (V-V.)(V-V,) ..(V-V^)=o,
en changeant x^ et x^ J'un dans l'autre : d'ailleurs par ce changement les quantités V,, V2,...,V|i se changent en d'autres V',, Vjj,..,, V'^, toutes distinctes des premières, par hypothèse; réquation/(V,;r2) = o peut donc se mettre sous la forme
et Ton voit qu'elle ne saurait avoir V, pour racine.
Les équations F(jc) = o et f(S ^^x) = o n'ayant que la seule racine commune a;,, on déterminera aisément cette racine. Pour cela on cherchera le plus grand commun diviseur entre Y[x) et /(V,,x), et l'on poussera l'opération jusqu'à ce qu'on obtienne un reste du premier degré en x : en égalant à zéro ce reste, on aura une équation qui fera connaître la valeur de x^\ et cette
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rapport aux racines de réquation (3)» s'exprimera ratioDoellement par les coefTicients de cette équation, qui sont eux-mêmes rationnels.
Réciproquement» toute fonction exprimable rationnellement sera invariable par les substitutions i, a, 6,,... Soit en effet (pz=^{\^) une pareille fonction : Yi satisfaisant à l'équation a coefficients rationnels f = ^(V|), toutes les racines V,, V^, V^,... de Téquation irréductible (3) devront y satisfaire : donc la fonction ^(V| ) ne varie pas quand on y remplace successivement ¥« par Va, y^,..., ce qui revient à opérer entre les racines a?,,...» â?^ 1^ substitutions a, &,....
354. Il ne reste plus qu'à démontrer que les substitutions i, a, b^... /arment un groupe, ce qui ne présente pas de difficulté.
Le polynôme Y étant une fonction de l'indéterminée X, dont les coefficients sont rationnels, ne devra varier par aucune des substitutions i » a» 6» ... . Effectuons, par exemple, la substitution a. Ce polynôme devient
Pour que ce nouveau polynôme soit identique à Y, quel que soit X, il faut nécessairement que les quantités Y^, Y^i, Y^,... ne soient autres que les quantités Y|, Y«, Y^,... à Tordre près. Mais, par hypothèse, deux substitutions distinctes donnent pour la fonction Y des valeurs essentiellement différentes. Il faudra donc que les substitutions a, a^, 6a,... soient identiques à l'ordre près aux substitutions i, a, 6, — Ainsi, aei b étant deux substitutions quelconques de la suite i, a, 6,..., la substitution 6a fera également partie de cette suite : les substitutions de cette suite forment donc un groupe.
355. Le groupe défini par le théorème précédent peut être appelé groupe de V équation relatif aux quantités adjointes y, z^....(jd groupe poui varier suivant la nature des quantités adjointes. Parmi tous les groupes que Ton peut ainsi obtenir, il en est un G particulièrement remarquable» ei que nous pourrons appeler d*une manière absolue le groupe de Véquation. C'e& celui qu*on obtient en supposant qu'il n'y ait aucune quantité adjointe.
Ce groupe contient tous les autres : car, soit H le groupe que Ton obtiei en adjoignant k l'équation des quantités v, s,... arbitrairement choisies ^ une fonction invariable par les substitutions de G et variable par toute auL. y. substitution est exprimable rationnellement avant» et à fortiori après V\ jonction de v, js,...; donc elle sera invariable par toutes les substitufii de H : donc toutes ces substitutions sont contenues dans G.
356. Corollaire. — Si deux fonctions (p^f^^, des racines de la proposée, sont numériquement égales, la même égalité subsistera entre les fonctions <faf ^a* obtenues en efTectuant dans chacune d'elles Tune quelconque des substitutions de G, car la fonction ff — (|/|, étant nulle, est exprimable rationnellement; donc elle n*est pas altérée par la substitution a : donc 9«— ^fl = o.
357. Théorème II. — Toute équation irréductible F(x) = o a son groupe transitifs et réciproquement.
Car supposons que son groupe G ne soit pas transitif : soient a?, Tune quelconque de ses racines; rr,,..., a?,„ les racines avec lesquelles elle est permutée parles substitutions de G; ces substitutions, remplaçant les racines x^^..., Xn\es unes par les autres, n'altërent pas leurs fonctions symétriques : donc ces fonctions symétriques sont rationnelles. Donc F(a?) admet le diviseur rationnel (a? — ic,)...(a? — ic,„).
Réciproquement, supposons que G soit transitif: F(a?) ne peut admettre de diviseur rationnel tel que {x — Xt).,.{x — Xm)' Car soit rc,„4., une racine de Téquation autre que x^,...,Xm: G contient une substitution qui remplace j?i para?;,,^., : elle transformera {x ^Xt)...{x — x,„) en un nouveau produit différent de celui-là, puisqu'il admet le facteur x — Xn^^ : donc le produit {x — Xi)...{x —Xn)f n'étant pas invariable par toutes les substitutions de G, ne peut être rationnel.
358. Tbkorème III. — V ordre du groupe d*une équation irréductible de degré n, dont les racines sont des fonctions rationnelles d'une seule d'entre eUeSy a?«, est égcd à n.
Car soient Xt,...fX„ les racines de l'équation, Yi une fonction de ces racinse variable par toute substitution; elle peut s'exprimer en fonction de x^ seulement. Soit ¥« =/(^i ) : cette fonction satisfait a l'équation de degré n
dont les coefficients, symétriques en a?4,..., Xnf sont rationnels. Donc l'ordre du groupe de l'équation (lequel est le degré de l'équation irréductible dont V| est racine) ne peut être supérieur à n. Mais, d'autre part, ce groupe étant transitif, son ordre est divisible par n (44) : donc il est égal à n.
359. Théorème IV. — Le groupe de l'équation de degré mn obtenue en
éliminant y entre les deux équations
oii A, B,... sont des constantes rationnelles et M(j), N(j),... des fonctions rationnelles de y^ n'est pas primitif. Réciproquement, toute équation dont le groupe n'est pas primitif résulte dune semblable élimination.
Soient 7,,..., j,„ les racines de Téquation Ay -+-... = 0; x^^x^ ,... celles (le Téquation M(jp)a/'4-... = o; 9, une fonction symétrique de â?i»â?'|«...; fp la fonction analogue formée avec x^,x^ ,...; ^ une fonction symétrique de <pi,..., <p;„. Cette fonction ^ sera exprimable rationnellement : car fp, s'exprimant rationnellement par les coefficients M (jp),... est une fonction rationnelle de y^, dont les coefficients ne dépendent pas de p; substituant dans vp pour les quantités fp leur valeurs en jp, ^ deviendra une fonction symétrique de y,,..., y,;, : elle s'exprimera donc rationnellement en A, B,....'
Le groupe de Téquation est donc contenu dans celui dont les substitutions laissent invariable la fonction ^, lequel est évidemment non primitif, ses substitutions remplaçant les racines de chacun des systèmes 07,, a7'j, ...;..,; x^fX^^... par celles d'un même système.
Réciproquement, soit ¥{x) = o une équation dont le groupe G ne soit pas primitif. Ses racines se répartissent, par définition, en m systèmes Xi, x\, ...;...; XfnfX^,..., contenant chacun n racines, et tels, que toute substitution de G remplace les racines d'un système par celles d'un même système.
Soient y^ = [X — x^) {X — x^ )..., X étant une indéterminée; ^ une fonction symétrique de y^^-^^ym' ^ n'étant altérée ni par les déplacements d'ensemble des systèmes a?,, x\, ...;,.,; x^, ^';„,..., ni par les déplacements des racines dans l'intérieur de chacun d'eux, sera invariable par toute substitution de G, et par suite rationnelle. Les diverses fonctions j",,..., Jm sont donc les racines d'une équation du degré m à coefficients rationnels, telle
que
Cela posé, toute fonction symétrique de Xt, x\,... s'exprime rationnellement en fonction de j, {voir plus loin le n"^ 362). On aura donc
On aura de même
(a: — Xp) ( j: — yj . . . z= M (/p ) :r" -f . . . .
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Donc enfin Téquation
est le résultat de rélimination de y entre les deux équations
A/"-f-... = o et M(j) jr^-h. . . = o.
360. Nous dirons désormais qu'une équation esl primitwe ou non prindùve^ simple ou composée^ suivant que son groupe est primitif ou non primitif, simple ou composé : l'ordre de Téquation et ses /acteurs de composition seront Tordre et les facteurs de composition de son groupe : deux équations seront isomorphes si leurs groupes sont isomorphes, etc.
361. Le groupe d'une équation étant connu, on peut se proposer de le diminuer progressivement par Tadjonction successive de quantités auxiliaires. A chacune de ces adjonctions deux cas pourront se présenter, i^ Si Téquation irréductible (3) reste irréductible, il est clair que le groupe ne subira aucun changement. Si au contraire, grâce a l'adjonction nouvelle, le polynônic (X — V,) (X — V«) (X — V^).. . se décompose en facteurs plus simples, (X — V,) (X — V«)..., (X — V^)...,... on obtiendra un nouveau groupe H, moindre que G, et formé des seules substitutions i , a, —
Nous examinerons d'abord ce qui arrive lorsqu'on adjoint à l'équation proposée certaines fonctions de ses racines; puis nous passerons au cas où les quantités adjointes seraient des fonctions des racines d'autres équations.
362. Théorème V. — Soient G le groupe d'une équation F(^) = o, fi une /onction rationnelle quelconque de ses racines : i" celles des substitutiens de G qui n altèrent pas la valeur numérique de qp, /orment un groupe H, ; a® V adjonction de la valeur de y, réduira le groupe de V équation précisément
I® Soient en effet a, a, deux substitution^ de G qui n'altèrent pas ç),; on aura ç^=Ç|, <p^^ = ç,. De la dernière égalité on déduit (356) la suivante, f^^ = f^ = f,. Ainsi la substitution a^a n'altérera pas la fonction 9«, ce qui démontre la première de nos proposition."".
a® Adjoignons la valeur de y, à l'équalion. Après cette opération, le groupe réduit de l'équation ne peut contenir que des substitutions qui faisaient partie du groupe initial G: d'ailleurs il ne peut contenir que des substitutions qui n'altèrent pas (pi, la valeur de cette quantité étant supposée rationnellement connue : donc toutes ses substitutions sont contenues
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dans H,. RéciproquenieDt il contiendra toutes leslMibstitutions de H|. Soient en effet a une de ces dernières substitutions, ipi une fonction des racines exprimable rationnellement en fonction de f>, et des quantités précédemment connues : et soit
Y^ désignant une fonction rationnelle. On déduira de cette égalité la suivante (356), tj/^ = ;^(ç^), et comme 9« = ç,, il viendra tj;«=i|;,. Ainsi, toute fonction ^^ exprimable rationnellement sera invariable par la substitution a : cette substitution fait donc partie du groupe réduit.
Corollaire I. — V adjonction de plusieurs fonctions des racines^ ç,, f'g»... réduit le groupe de l'équation au groupe H' formé par celles de ses substitutions qui n altèrent ni (f^, /ïi ç', , etc.
Corollaire II. ■— Deux fonctions <p, et if^, invariables pcw les mêmes substitutions de G, s'expriment rationnellement l'une par Vautre.
Car, en adjoignant 9, à Téquation, on réduit son groupe a celles de ses substitutions qui n'altèrent pas 9,; et ^,, étant invariable par ces substitutions, devient rationnel.
363. On peut réaliser le calcul de ^1 en fonction de 9, de la manière suivante. Soient j,a, a^... celles des substitutions de G qui laissent la valeur de 91 invariable : celles de G seront i, a, cii,.:.; b^ ab, a^h^,..\ c, oc, aiC, . ..; . ..; b.c^... étant des substitutions convenablement choisies (39). Cela posé, on voit comme au n^ 61 : i^ que, m étant un entier quelconque, la fonction
est invariable par les substitutions de G, et par suite exprimable rationneU lement; 2^ qu'en posant
/(Y) = (Y-9.)(Y-9,)..., /ilL = Y'*- + >,_,Y^-»-^...+X„
il viendra
**" fM
Les quantités qui entrent dans cette expression avec 9, sont /,, /'j,...,/^{^*^ et les coefficients de /(Y), lesquels, étant également invariables parles substitutions de G, sont rationnels.
364. Soit maintenant Tf une fonction des racines de Téquation proposée
¥(a[^) = o^ invariable par les substitutions de G, et variable par toute
;iut.re substitution. Chacune des quantités /|,..., /\'"~*^ et chacun des coetii-
cients de /(Y) peut s'exprimer en fonction de r, et des coefficients de F (a?).
Ki^ effet considérons Tune d'elles, telle que /,. Soient i, a, 6,... les substi-
itit.ioDsde G : les diverses substitutions possibles entre les racines de la
proposée seront i, a, 6,...; j3, aj3, 6p,...; y, ay, Ay,. ..;..., j3, y,... étant
des substitutions convenablement choisies (39); et Ton voit comme tout à
VVieure que, n étant un entier quelconque, chacune de ces substitutions
Xaîsse invariable la fonction
On aura donc
(/i étant le degré de la proposée), expression symétrique par rapport aux racines, et qui pourra s'exprimer rationnellement en fonction des coefficients de F(j:), par les méthodes connues. Soit maintenant
.f ( Z) = ( Z - T. ) ( Z - Tp ) . . . , f^ — Z_, H- /v- 2 Z,_, -h ... -h /. ;
il viendra
0,/,-4-e',/,-h...-f-er*^
expression qui ne contient avec T| que les quantités $^,ff^,... et les coefficients de ^(Z), lesquels, restant aussi invariables par toute substitution opérée entre les racines de Téquation F(a?) = o, seront aussi exprimables rationnellement en fonction de ses coefficients.
363. La méthode de calcul qui vient d'être exposée est due à Lagrange. Il s'en est servi pour établir la proposition suivante :
Soient F(a?) = o une équation algébrique; t, une fonction de ses racines, dont l'expression algébrique reste invariable par un certain groupe de substitutions (i, a, 6,...), e/ dont toutes les valeurs algébriquement distinctes le soient aussi numériquement. Toute fonction /, des racines de cette équation dont ces substitutions n'altèrent pas la forme algébrique est exprimable en fonction raiionneUe de r, et des coefficients deY[x).
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Soient en efTet i, a, 6,...; /3, a]3, 6]3,...; y, ay, fry,. ..;... les diverses substitutions possibles entre les racines; n un entier quelconque : la fonction T^j /, -hTj/p-4-... = ô"' sera invariable par toute substitution et par suite s'exprimera rationnellement en fonction des coeflicients. Cela posé, /, s'exprimera parla formule (4).
366. Théorème VI. — Tout étant posé comme au théorème V, soient a«, a^, ^2.... les substitutions de H, [a^ se réduisant à i) : a^, a«, as*...; a«6, a,fr, a^fr,...; a^c, a^c, a^c,...;... celles de G : l'équation
(5) (Y-9.)(Y-(p4)(Y-(pc)... = o.
c/o/i/ le degré est égal au rapport des ordres deG et deHi^ aura ses coefficients rationnels, et sera irréductible.
1^ Soit a une substitution quelconque de G : elle transforme les uns dans les autres les termes 9,, <p^, ^c»** (61 et 363). Les coeflBcients de Téquation (5), symétriques en ^i, f^, 9c>---> ^^ seront donc pas altérés para: mais a est Tune quelconque des substitutions de G : donc ils sont rationnels.
2^ L'équation (5) est irréductible : car si elle admettait, par exemple, le facteur rationnel (Y — 9,) (Y — 9^), ce facteur resterait inaltéré par la substitution c : mais cette substitution le transforme en (Y — fc)(Y — f^e) ' pour qu'il restât inaltéré, Y restant indéterminé, il faudrait que f^t fbc fussent égales à Tordre près a 91, 9^. Soit par exemple (fe = <fb ' on en conclurait 9c6~' = Tf (356). Donc c6~' serait l'une dos substitutions ûq» «m «»»... et c serait de la forme a^b, ce qui n'est pas.
367. Remarque. — Les substitutions de G qui n altèrent pas 9< étant ^0, a,,..., celles qui n altèrent pas 9^ seront b^* a^b, b~^aj),,..\ celles qui n'altèrent pas 9^ seront c* a^Cy c~* a, c, ... ; etc. Car soit a une substitution de G qui n'altère pas 9^ : on aura
94 rir 94,, (1*011 9, = 9m-', d*où 60-6"' == flp, 0- = b-^a^b.
368. Théorème VII. —. Tout étant posé comme aux théorèmes précédents ^ l'adjonction simultanée des valeurs de(f^^ 9^» ?c« • • • réduira le groupe de l'équation proposée à 1, 1 étant le groupe le plus général parmi ceux qui sont contenus dans H, et permutables aux substitutions de G.
En effet, le groupe se trouve réduit aux substitutions communes aux
groupes
respectivement formés par les substitutions qui n'altcrent pas 91, f^, (p^,.... Or soient! le groupe formé par ces substitutions communes; s une quelconque de ses substitutions; a une substitution quelconque de G : la substitution (T^so sera commune aux groupes transformés de H^H^, Hc,... par (T. Mais ces groupes transformés sont identiques, à Tordre près, à H, , H^,
Hc Car chacune des substitutions a, 6<7, ca,..., appartenant à G. pourra
se mettre sous Tune des formes ap, a^fr, a^c,.... Soit par exemple ba=a^d\ le groupe transformé de H^ par a sera formé des substitutions
(T^^ b'^ a^b d =z d^'a'^a^a^dy (j^^b-^aiba=z rf""*fl~*a,aprf, . . . ,
€]ui ne sont autres que les substitutions de Hj. Donc a'* s a appartient à J : oe groupe est donc permutable à a : donc il est contenu dans I.
Réciproquement, le groupe I étant contenu dans H|, les transformées de ses substitutions par b, c,... seront contenues dans H^, Hc*...; mais ces t.ransformées reproduisent, à Tordre près, les substitutions de I; donc toutes les substitutions de I sont communes à H|, H^, H^,...
369. Remarque. — Dans le cas particulier où H| serait permutable à iLOutes les substitutions de G, on aurait
H| -- H4 = Hc := . . . =1,
^t les fonctions 9i, 9^, ^c**-» invariables par les mêmes substitutions de G, s'exprimeraient rationnellement en fonction de Tune quelconque d'entre «Iles.
Réciproquement, si les fonctions ^«, ^^, fc»*-* s'expriment rationnellement en fonction d'une seule d'entre elles, elles seront invariables par les mêmes substitutions de G : on aura donc H, == H^ = Hc,...f et ce groupe sera transformé en lui-même par toutes les substitutions de G.
370. Théorème VIII. - Soient îi Tordre de G; W = ^ l'ordre del: Tordre
du groupe G' de T équation (5) sera v.
Posons en effet W= M,9< -i-M^f^-H McÇ>c-<----» M^ M^, Met... étant des constantes indéterminées : W sera racine d'une équation irréductible d'un degré égal à Tordre du groupe de Téquation (5) (353). Mais, d'autre
part, W peut être considérée comme fonction des racines de l'éiiiïîn F('x) = o, laquelle fonction, non altérée par les substitutions de I, l'est (■vidcmmenl par toute autre substitution de G. Elle dépend donc d'une éi|uatioi) irréductible dont le degré est égal à v, rapport des ordres de G ot de I (366).
371. TiiKuRÈHE IX. — S' il n' existe aucun groupe plus général que l (fUt ioi( contenu dant G el permutable à ses substitutions, le groupe G' sera simple.
Car s'il existe un groupe 1' contenu dans G' et permutable îi ses substitutions, soit v' son ordre : une fonction >^ des racines de l'équation { 5j. invariable p»r les substitutions de 1' el variable par toute autre subslitulion
dépendra d'une équation irréductible de degré — (366), dont les raei»
seront fonctions rationnelles les unes des auties (369). M»is tj- peut être considérée comme une fonction des racines de F(ar) = o; soit.l^ le groupe formé par celles des substitutions de G qui ne l'allèrenl pas : i" L contiendrai, dont les substitutions, n'altérant pas y,, pj, ^c,..., ne peuvent altérer i}<; 2" il sera plus général, car son ordre étant égal à celui de G, divisé par le
degré — de l'équation irréductible dont dépend 4< (366), est égal à — .
celui de I étant simplement — ; 3" enfin les racines de l'équation en ((i étaol
fonctions rationnelles les unes des .lulres, L est permutable aux substili lions de G (369).
Kn renversant ce raisonnement, on démontre que : réciproquement, s'il existe un groupe L plus général que 1, qui soit contenu dans G el permutable à ses substitutions , G' ne sera pas simple; car on pourra déterminer un j;roupe I' contenu dans G' et permutable à ses substitutions.
372. Théorème X. — Soient F( j:) — o une équation dont le groupe G soir lumposé : G , 1 , 1 , , . . . une suite de groupes tels : i " que chacun d'eux soit canif nu dans le précédent et permutable à ses substitutions ; a" qu'il soit aussi général que possible parmi ceux qui satisfont à cette double propriété: N. — < _.,.., Igf ordres respectifs de ces groupes :
La résolution de l'équation proposée dépeiulra de celle d'équations succès-^ sives, dont les groupes seront simples, el contiendront respectivement i substitutions.
Car soit f, une fonction des racines de la proposée, invariable par l«J
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siibsCitutioDS I : elle dépend d'une équation de degré v (366) dont le groupe sera simple (371) et d'ordre v (369 et 370). Cette équation résolue, le groupe de la proposée sera réduit à I : soit maintenant <f\ une fonction des racines invariables par les substitutions de I» : elle dépendra d'une équation de degré v,, dont le groupe sera simple et d'ordre V|, etc.
Ce théorème montre qu'on peut classer les équations à groupe composé d'après le nombre et la valeur de leurs facteurs de composition v, v
373. Supposons maintenant qu'on adjoigne à l'équation proposée ¥{x) = o une ou plusieurs fonctions des racines d'une autre équation /(z) = o.
Le cas ou l'on adjoindrait plusieurs fonctions ;^,, ;^'i,... revient à celui où l'on n'en adjoint qu'une seule : car soient G' le groupe de l'équation f[z) = o, H', le groupe formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent aucune des fonctions ;^|, /j,...: Ti une fonction de z,,..., z„ invariable par les substitutions de H'^ et variable par toute autre substitution. L'adjonction de ;f,, /,,... réduisant le groupe de /(s) = o à H'j, dont les substitutions n'altèrent pas Ti, cette fonction deviendra exprimable rationnellement. Réciproquement, l'adjonction de r« réduisant ce groupe à ff^ , dont les substitutions n'altèrent pas;(i,x', ,..., ces fonctions deviendraient rationnelles. Donc toute fonction rationnelle de r< s'exprime rationnellement en x<»Xi'--- ^^ réciproquement. Donc il est indifférent d'adjoindre à une équation quelconque, soit Xi» Xi»--- ^^^^ simplement r,.
374. Adjoignons donc à l'équation V{oo) = o l'unique fonction r, : soient ât5, fff,... les substitutions de H'^; «o* ^i»--*; orojS, aijS,...; «oV* ^i7*-***-* celles de G' : r, dépend d'une équation irréductible
(6) (X-r.)(X-rp)(X~ /•,)...:= o.
Supposons que l'adjonclion de r, réduise le groupe deF(a;) = o a Hi*, soient, comme tout à l'heure, ^o, ai,... les substitutions de ce groupe; ao, a,,...; Uob, a|6,...; «oC, rt,c,. ..;... celles de G. Soient enfin Çi une fonclion des racines de f{oo) =o, invariable par les substitutions de H,, et variable par toute autre substitution; elle satisfera à l'équation
Mais, par hypothèse, 91 est une fonction rationnelle de^f : soit 9, = v{/(r,) :
sera racine de l'équation
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Mais, d'autre part, r« satisfait à Téquation irréductible (6). Une des racines de cette équation satisfaisant à l'équation (8), toutes y satisfont (349). Donc les quantités ^J^(r,), ^(rp), ^[r^),... satisfont toutes à Téquation (7). Mais elles satisfont à l*équation
dont les coefficients, symétriques en r,, rp, r^,..., sont rationnels.
Les racines de Téquation (9) satisfaisant toutes à Téquation irréductible (7), le premier membre de (9) sera une puissance exacte du premier membre de (7) (349), à un facteur constant près, qui se réduit ici à Tunité, les deux polynômes ayant Tunité pour coefficient de leur premier terme. Soit /JL le degré de cette puissance : la suite des termes 4^(r,), vj;(rp),... contiendra tj. termes égaux à (pi, jx égaux à 9^, etc.
delà posé, adjoignons à Véquation Y[x) = o /'w/ie quelconque des racines de Véquation (7), telle que r^ : le grotte de Véquation sera réduit à H,, on groupe H^ dérivé des substitutions {b~* a^b^ b^^ a^c^..,)^ au groupe analogue Hc, etc.n suivant que ^[r^) sera égcd à ft, à (fi,, à fc*..,.
En effet, soit par exemple ij;(rp) = y^. L'adjonction de rp rendant 9^ rationnel, le groupe réduit H ne peut contenir que celles des substitutions de G qui n'altèrent pas (pi,, c'est-à-dire celles de H^. Le nombre de ces substitutions étant égal à celui des substitutions de H|, on voit que Tordre de H est au plus égal à celui de H,. Réciproquement, en partant de la racine rp au lieu de partir de la racine r^ , on verrait que l'ordre de H| est au plus égal à celui de H : donc ces deux ordres sont égaux, et H contiendra toutes les substitutions de H&.
375. Théorkme XI. — Les notations du numéro précédent étant conservées, si H'j est permutable aux substitutions de G\ H, le sera à celles de G.
En effet, H'^ étant permutable aux substitutions de G', les racines de Téquation irréductible (6) dont dépend Ti sont fonctions rationnelles les unes des autres (369). Donc les fonctions 91, 9^, 9c»-** sont respectivement des fonctions rationnelles de r^ : donc elles sont invariables par les substitutions deH| : mais elles le sont respectivement par celles de H|,H6,Hc...:doric ces groupes sont identiques, et H, est permutable aux substitutions de G.
376. Thkorkme XII. — Si Von adjoint à l'équation F(^) = o, dont le groupe est G, toutes les racines d'une équation /(s) = o, le groupe réduit H, sera permutable aux substitutions de G.
La résolution de l'équation F(a;) = o entrainflilfpelle de Téquation auxiliaire ^{u) = o, dont les racines sont des fonctions rationnelles de a;,,...» x,n, réduira le groupe de /{z) =q de manière à ce qu'il contienne tout
au plus — substitutions : il ne peut d'ailleurs en contenir un nooindre
nombre : car si le groupe réduit H\ contenait seulement — substitutions»
[i étant un nombre plus grand que v, on verrait, en répétant tous les raisonnements que nous venons de faire à partir de l'équation /{z) = o, que la résolution de cette équation devrait réduire le groupe de ¥{op) = o a ne
plus contenir que — substitutions tout au plus: résultat contraire à notre
N hypothèse d'après laquelle le groupe réduit H| contient — substitutions.
379. Corollaire I. — Si le groupe G de C équation F (a?) = o est simpky elle ne peut être résolue qu'au moyen d'équations dont le groupe ait pour ordre un multiple de l'ordre de G.
Car, adjoignons à cette équation les racines d'une équation auxiliaire /(2) = o; si son groupe est abaissé, il est réduit à la seule substitution i (377). Donc l'ordre du groupe de Y{x) =o, qui était N, sera réduit à i par Fadjonction des racines de /(z) = o. Donc réciproquement l'adjonction des racines de F(a:) = o à l'équation f{z) = o divisera par N l'ordre de son groupe. Donc cet ordre est un multiple de N.
380. Corollaire II. — Si le groupe de Y{x) = o est abaissé par la résolution d'une équation simple /(js) = o, les racines de cette dernière équation sont des fonctions rationnelles de Xt,..., x„.
Car la résolution de ¥{x) = o, abaissant le groupe de /iz)=^o (378), résout complètement cette dernière équation (377).
Cette proposition est l'extension de ce théorème d'Abel : Si une équalion est soluhle par radicaux^ chacun des radicaux qui concourent à sa rébolution est une fonction rationnelle de ses racines et des racines de l* unité,
381. Remarque. — Si la fonction ^j^fa^i,..., av„) est variable par toute substitution opérée entre les racines ^,,..., x,n, ces racines sont exprimables rationnellement en fonction de ^{x^,..., a?^) (352), et par suite en fonction de 3,,..., Zn. La résolution de Téquation f[z) = o entraînera donc la résolution complète de l'équation F(^) = o.Si en même temps x(^i"--»^«)
esl variable par toute substitulion opérée entre les Zt,..,, z„, la résolution de F(a:) = o entraînera celle de/(5) = o. Les deux équations seront il i tes équivalentes.
C3oROLLAiRE III. — Deiuv éçuations équivalentes Y(x) = 0 et fiz) = o ont le^i^r^ ordres égaux.
Soient en effet N Tordre de Téquation F(ir) = o, N' celui de Téquation y( .s ) = o. La résolution de/(js) = o réduit le groupe de F(a7) = o à la seule substitution i; donc la résolution deF(a?) = 0 réduira legroupe de/(s) = o
N' à lae plus contenir que -^substitutions (378): mais la résolution deFfj?) = o
ent.v*ainant celle de/(z^) = o, réduit le groupe de cette dernière équation à
la seule substitution i; on doit donc avoir tr^- = 1, d'où N = N'.
CIoROLLAiRE IV. — Toute udjonction de quantité auxiliaire qui abaisse le grx^Mâpe de lune de ces deux équations en divisant par v le nombre de ses subsfi£€Ations abaisse de même le groupe de l'autre.
Eïn effet, les équations étant équivalentes après l'adjonction comme avant, l^u Mrs groupes ne devront pas cesser de présenter le même nombre de substitutions.
13e ce corollaire on déduit, comme conséquence immédiate, la proposi- '•on suivante :
doROLLAiRF. V. — Toute équution équivalente à une équation composée ^^^ dle-mime composée des mêmes équations auxiliaires.
. PROBLiiiME. — Déterminer toutes les équations irréductibles équivaes à une équation donnée F(a;) = o.
►it f[z)=^o une de ces équations. La résolution de F(.r) = o devant
^ïï traîner celle de f{z) = o, les racines ^s,,..., Zn de cette dernière équation
*^ni des fonctions rationnelles de j^i,.., x^* Soit donc :3| =y, : désignons
^^mme précédemment parGle groupe de F(a?) = o; par «o, a^,... celles des
^^bstilutions de G qui n'altèrent pas la fonction 9,, lesquelles substitutions
forment un groupe H| ; par a©, «i,...; «o ^> û, 6,...; «qC, a, c,...;... celles
^c G. Nous avons vu (366) que l'équation irréductible dont dépend ^i est
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puis que t'adjonclion simull^née de ses racines réduit le groufir de la proposée à ! (368). Mais celle adjonction doit résoudre complctemenl la proposée; donc I se réduit à la seule substitution i : d'où ce résultat :
Pour qu'une équation irréductible f{z) = o soit équivalente à Y{X) = o // faut et il suffit : i" que l'une Je ses racines, z,. soit fonction rationnelle des racines de f{x] = o; a" que le groupe H, forme par celles des substitutions dr G {groupe de F(a;) = oj qui n'altèrent pas cette fonction ne contienne aucun groupe permutable aux substitutions de G (sauf celui qui est forme' de la seule substitution i).
383. Soit H, un groupe quelconque satisfaisant à la condition ci-dessus :
il existe une infinité de fonctions de x x,„ invariables par les stibslilu-
lions de H,, et variables par toute autre substitution de G. Chacune d'elles sera la racine d'une équation irréductible équivalente h la proposée V{x) = o et dont le degré v est égal au rapport des ordres de G et de H,.
Soient f , et f\ deux quelconques de ces fondions ;
les équations irréductibles dont elles dépendent : f, et f\ étant invariables par les mêmes substitutions s'expriment rationnellement l'une par l'autre.
Soit donc f'i = ijrfy,). On en déduit ff\ = <]^{^t), etc. (356). Donc les diverses racines de l'équation /'(Y) = o s'expriment par une même fonction rationnelle des diverses racines de /fYj — o. On passera donc de l'une à l'autre de ces deux équations par une transformation rationnelle.
On peut considérer comme appartenant à la même classe deux équations telles, que les diverses racines de l'une d'elles s'expriment respectivement par une même fonction rationnelle des racines correspondantes de l'autre. Le nombre des classes d'équations irréductibles équivalentes à la proposée ¥{x) =o est nécessairement limité, et on pourra le déterminer en cherchant quels sont les divers groupes H, contenus dans G et jouissant de la propriété indiquée au numéro précédent : on remarquera d'ailleurs que les v groupes
juation et ne fournissenl
correspondent aux diverses racines d'une même i ainsi qu'une seule et même classe.
384. Théorème XIV.— Soient F(x) = o et f(z) = o deuj: équations irréductibles dont les racines soient liées par des relations algébriques
y (iTo . . . , Xm^ 3 , , . . . , z„ ) ^ o, . . . , Toutes ces relations se déduisent d'une seule ^ de la forme
OÙ les racines des deux équations Isont séparées [^ et /^ désignant, ainsi que 9, des fonctions rationnelles convenablement choisies).
Soit en effet ¥« une fonction de x^,..., x^ variable par toute substitution; chacune des quantités x^,,..fXm est exprimable en fonction rationnelle de ¥«; substituant ces expressions dans la fonction 9, il vient une équation de la forme
La quantité Vi satisfait donc à l'équation
9'(X, z„. . ., Zn) = o.
D'autre part elle satisfait (353) à Téquation irréductible de degré N,
7r(X) = (X- V.)(X-Va)(X--V6)...=:0.
Ordonnons les deux polynômes /(X, jZ|,..., z„) et ^(X) suivant les puissances descendantes de X, et divisons le premier par le second : il viendra
p(X) et a(X) étant deux polynômes entiers par rapport à X, à coefficients rationnels en z,,..., z^ et le degré de (t{X) par rapport à X étant au plus égal à N — I .
Soit donc
<T(X) = AXN-'-hBX«-'^...,
deux cas pourront se présenter :
i*' Si l'on a simultanément A = o, B = o, ..., on aura, au lieu de l'équation unique
o=:(p'(V„z„...,2„)=:p{V,).7r(V.)^AV?-'-+-BVN-^...,
les suivantes :
dont la première est une relation entre les- racines x^,...,x,„ de l'équation Y[x) = o, et les autres des relations entre les racines :;,,..,, ^;, de /(z) = 0;
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c*est grâce à la présence de ces relations que peut exister Féquatiou (lo) qui ne lie quen apparence les racines de ¥{oc) = o à celles de /{z) =o. Ce cas doit donc être rejeté.
2® Si Ton n'a pas simultanément A = o, B = o,..., divisons le polynôme a(X) par le coefficient de la plus haute puissance de X, puis cherchons le plus grand commun diviseur A de ce polynôme avec le polynôme ^(X). Les coefficients de A seront des fonctions rationnelles de z^,..., z„. D'autre part, en désignant par V,, V«, V^,,... celles des racines de 7r(X) =-o qui satisfont en même temps à l'équation cfX) = o, on aura
et les quantités V,, V^, V«,,... étant des fonctions rationnelles de .T|,..., x^^, si Ton développe le polynôme A suivant les puissances de X, les coefficients de ces diverses puissances seront eux-mêmes des fonctions rationnelles de ic,,..., x^. Mais nous venons de voir que ces coefficients s'expriment également en fonction rationnelle de Z|,..., z„; égalant ces deux expressions pour chaque coefficient, on aura une suite de relations de la forme
La relation (lo) n'est qu'une conséquence de celles-là : en effet les relations (i i) expriment que les deux polynômes (7(X) et n{X) s'annulent tous deux pour X = V,, X =¥«,..*.; on aura donc en particulier
11 nous reste à démontrer que toutes les relations (i i) qui peuvent exister entre les racines des deux équations ¥{x) = o et /{z) = o sont des conséquences d'une seule d'entre elles. Cette démonstration n'offre aucune difficulté. Soient en effet H| ce que devient le groupe de l'équation F(a?)= o par l'adjonction des quantités z^,,..,z„; ^j;(^|,..., ic,„) une fonction invariable par les seules substitutions H,; elle sera exprimable rationnellement en fonction de :;i,..., z„, et l'on aura ainsi
Les autres fonctions ^', ^'\... rationnellement expriniables en fonction des :;,,..., z„ sont invariables par les substitutions de H, et par suite fonctions rationnelles de ^j;. Leur expression en fonction de z,,..., ;?„ se déduit donc de celle de ^ en fonction de ces mêmes quantités.
385. Théorkme XV. — Aucune équation irréductible de degré premier p ne peut être résolue au moyen d'équations auxiliaires de degré inférieur.
Car l'équation étant irréductible, son groupe est transitif: il a donc son ordre divisible par p\ et Ton voit par le théorème XIII qu'il continue à être divisible par p tant qu'on n'emploiera pas d'équation auxiliaire dont Tordre soit divisible par p. Mais l'ordre du groupe d'une équation auxiliaire de degré q <C^p est un diviseur de 1.2... y; il est donc premier à p. Donc Tordre du groupe de l'équation proposée restera divisible par p tant qu'on n'emploiera que de semblables équations.
386. Théorème XVI. — V équation générale du degré n ne peut être résolue au moyen d^ équations de degrés inférieurs [sauf le cas où n = 4)«
En effet son groupe a pour ordre 1.2... /i. En résolvant une équation du
second degré on peut le réduire au groupe alterné, dont Tordre est -^— -^.
Mais ce nouveau groupe est simple (85). Donc Téquation ne peut plus être résolue qu'au moyen d'une équation auxiliaire telle, que Tordre de son
groupe soit au moins égal à ' • Mais si q est le degré de cette équa-
tion auxiliaire, son ordre divise 1.2... y. Donc q ne peut être moindre que /i.
Considérons au contraire Téquation du quatrième degré
X* -h px^ -4- qx^ -h rjr -+- 5 == o.
Soient a?,, x^^ x^, x^ ses racines; H le groupe d'ordre 8 dérivé des substitutions [x^x^], [x^x^), {x^x^){x2X^). Une fonction 9, des racines de la proposée, invariable par les substitutions de H, dépend d'une équation du troisième degré (366). Celle-ci résolue, le groupe G de la proposée se réduit au groupe I formé par celles de ses substitutions qui sont communes au groupe H et à ses transformés par les diverses substitutions de G. On vérifie aisément que ces substitutions communes sont les quatre qui dérivent de (iT, x^) [x^x^), [x^x^) (a?2^4). Mais ces substitutions sont permutables au groupe partiel H', d'ordre 2, formé par les puissances de [x^X2)[x^x^). Donc une fonction des racines invariable par les substitutions de H' dépend actuellement d'une équation du second degré. Celle-ci résolue, le groupe de la proposée se réduit à H'. Cette équation se décompose alors en deux équations du second degré, ayant respectivement pour racines x^, x^ et x^,
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X, (357). Il sufQra d'ailleurs de résoudre Tune d'elles pour réduire le groupe de la proposée à la seule substitution i .
Parmi les diverses fonctions qu'on peut prendre pour Çi, la plus commode est la fonction [x, -h x^-x^--x,Y, adoptée par Lagrange. On calcule aisément les coefficients de l'équation du troisième degré
Y .~(3/i>-8^)Y»-h(3p*-i6p«fl-M69'-4-i6pr— 645)Y-(/i^-4M-+-8r)»=o
dont elle dépend.
Soient u,, U2» ^:i ses racines, on aura
Xx-^ Xi— JTj— x^-= ^Wi, X, — ^j4- Xy— x^=^ yvu Xx — Xi— x^-k- x^^sfxjij x,-h JTj-h JTj-H j:4=— p;
d'où.
On a d'ailleurs
V'ï^ yfûi v^= (^« -^ •^»"- ^3 — ^4 ) [x, — X2-^ Xi— X^)(Xx— Xi— Xi-¥ x^)
d'où
Les autres racines s'obtiennent en changeant les signes des deux radicaux indépendants ^v,, \/u2.
388. Pour appliquer les résultats qui précèdent, il est nécessaire, une équation étant donnée, de savoir déterminer son groupe.
La marche à suivre pour traiter cette question sera celle-ci : i"* ou formera les divers groupes de substitutions possibles G, G',... entre les racines a:f,..., x„ de l'équation; 2^ soit G l'un de ces groupes, choisi à volonté : on s'assurera s'il contient ou non le groupe de l'équation en formant une fonction 9 des racines, invariable par les substitutions de G et variable par toute autre substitution, calculant par la méthode des fonctions symétriques l'équation qui a pour racines les diverses valeurs de ^, et cherchant si cette équation a, oui ou non, une racine rationnelle. Parmi les groupes de la suite G, G',... qui contiennent ainsi le groupe de l'équation, le plus petit sQra ce groupe lui-même.
Cette méthode, théoriquement satisfaisante, serait impraticable, s'il fai-
lait rappliquer à une éqiMtioD numérique donnée au hasard. Mais les équations que l'on rencontre dans l'analyse ont toujours des propriétés spéciales qui permettent de déterminer leur groupe avec plus de facilité souvent que leurs coefficients eux-mêmes. Nous en donnerons divers exemples dans les chapitres suivants.
§ II. — Groupe de monodromie.
389. Jusqu'à présent nous n*avons considéré que des équations à coeÛicients numériques. Mais il est clair que les raisonnements employés seraient applicables lors même que les coefficients des équations proposées» renfermeraient certains paramètres indéterminés : et le groupe de Téquation pourrait varier, suivant qu'on lui adjoindrait ou non ces paramètres.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il n*y ait qu'un seul paramètre k : et soit G le groupe de l'équation proposée après Fadjonction de k. Toute fonction <p des racines et de k invariable par les substitutions de G sera une fonction rationnelle de k, à coefficients rationnels. Si donc on fait varier k d'une manière quelconque, la fonction f reprendra la même valeur toutes les fois que k prendra lui-même la même valeur: ou pour employer le langage reçu, (p sera une /onction monodrome de k.
Mais pour qu'une fonction rationnelle 9 des racines et de k soit une fonction monodrome de A*, il n'est pas nécessaire qu'elle soit invariable par toutes les substitutions de G. Considérons par exemple l'équation
Ses deux racines sont des fonctions monodromes de ^, et cependant elles ne sont pas rationnelles, si l'on n'a pas adjoint à l'équation l'Irrationnelle
numérique V^.
390. Théorème. — Soit Y[x^k) = o une équation dont les coefficients <ontitnnent un paramètre indéterminé k. On peut déterminer entre les racines <U cette équation un groupe de substitutions H tel^ que toute fonction ration- ^Ue des racines et de k monodrome par rapport à k soit invariable par les substitutions de H [indépendamment de toute valeur particulière donnée à k), et réciproquement.
En effet» supposons qu'après avoir donné à k une valeur initiale réelle ou imaginaire, mais déterminée, on le fasse varier suivant une loi quel-
conque. Les racines a:,, a:^,... de l'équation proposée varieront conlinuellement avec k^ et si à la fin de l'opération, k a repris sa valeur initiale i«* les valeurs finales de x^, j^s»*-- satisferont à Téquation V{x^ k^)^o i elles se confondent donc, à Tordre près, avec leurs valeurs initiales. Donc si cbacune d'elles ne reprend pas sa valeur initiale, elles seront simplement permutées les unes dans les autres, et le résultat de l'opération sera représenté par une certaine substitution S effectuée sur ces racines.
Si Ton modifie de toutes les manières possibles la loi de variation de A, on obtiendra diverses substitutions S, S,,... formant évidemment un groupe H : car, si en faisant varier k d'une certaine façon on obtient la substitution S, puis en le faisant varier d'une autre façon, la substitution S,, on obtiendra la substitution SS, en luî faisant subir successivement ces deux modes de variation.
Cela posé, soient y une fonction des racines et de k, monodrome par rapport à kx ff\ y",... les diverses valeurs que prend celte fonction par les substitutions de H : en faisant varier k convenablement, on peut opérer entre les racines les substitutions de H, et par suite transformer rf en une quelconque des quantités 9', <p",..., la valeur de k n'étant pas changée. Mais y, étant monodrome, n'a par bypothèse qu'une seule valeur pour chaque valeur de k : donc on aura, quel que soit k.
Réciproquement, si ces égalités sont constamment satisfaites, il est clair que, de quelque manière qu'on fasse variera, 9 reprendra sa valeur initiale en même temps que lui. Donc f est une fonction monodrome.
Le groupe H peut être appelé le groupe de monodromie de l'équation proposée. Il est nécessairement contenu, comme on l'a vu plus haut, dans le groupe algébrique G obtenu en adjoignant k à l'équation.
391. On peut compléter cette proposition en remarquant que /oi/les /es substitutions de G sont permutable.s à H. En effet, soit y une fonction des racines de l'équation proposée, invariable par les substitutions de H, et variable par toute autre substitution : c'est une fonction monodrome de k^ telle que /(A). Remplaçons tous les coefïîcients de/{k) par des indéterminées, puis substituons cette expression dans l'équation irréductible dont 7 est racine, et exprimons que le résultat de celte substitution est nul pour toute valeur de k. On obtiendra un certain nombre d'équations de condition algébriques auxquelles les coefficients inconnus de la fonction /(A) doivent
satisfaire. Ces coefficients sont donc les racines (réquations algébriques à coefficients numériques.
Cela posé» adjoignons à l'équation proposée toutes les racines de ces équations numériques. La fonction ff devient rationnellement exprimable : le groupe de la proposée ne contient donc plus aucune substitution étrangère à H. Mais d'autre part il contient le groupe de monodromie, lequel ne peut évidemment être altéré par l'adjonction de quantités simplement numériques : donc il se réduit précisément à H. Donc on réduit le groupe de la proposée de G à H par l'adjonction de toutes les racines de certaines équations : donc les substitutions de G sont permulables à H (376).
§ III. — Théorkmks divehs.
392. THûORfeME. — Soit G' un groupe quelconque contenu dans un autre groupe G; ses facteurs de composition diviseront ceux de G.
Soient en effet 0 Tordre de G; /, /w,... ses facteurs de composition; G, H,
I,... une suite de groupes ayant respectivement pour ordre 0, -y» j—y" et
tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions. Soient, d'autre part, G', H% T,... les groupes respectivement formés par celles des substitutions de G' qui appartiennent k G, à H, à I, etc;
O', -py Y' — ?'••• leurs ordres respectifs. Chacun de ces groupes sera évidemment contenu dans le précédent, et, de plus, permutable à ses substitutions. Car, soient, par exemple, g' et h deux substitutions quelconques appartenant aux groupes G' et H' : h' appartient à H, auquel les substitutions de G, et notamment ^, sont permutables. Donc ^"' kg appartient à H; mais elle appartient aussi à G' : donc elle appartient k H'; donc g^ est permutable à ce dernier groupe.
0' Soient y l'ordre d'un groupe G\ aussi général que possible parmi ceux
qui contiennent H', et sont contenus dans G' et permutables à ses substitu-
lions; j-y- l'ordre d'un groupe Gj, aussi général que possible parmi ceux
qui contiennent H' et sont contenus dans G'^ et permutables à ses substitu-
0' tiens, etc. Soient de même -p— l'ordre d'un groupe H'^ aussi général que
possible parmi ceux qui contiennent T, et sont contenus dans H' et permu-
i80 UVRE TROISIÈME.
tables à ses subslilutions, etc. Les groupes G', G'^, Gj,..., H', H', ,..., I',... formant ainsi par construclion une suite telle> que chacun d'eux soit aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le précédent et
permutables à ses substitutions, et ayant respectivement pour ordre 0', y» , . . . , --, -_- , . . . , -_ , . . . , les facteurs de composition de G' seront X, ,
If -^f
Xg,..., Y~^ » fJiM..., » — Ils diviseront donc respectivement/', m',....
Nous achèverons la démonstration en prouvant que l\m\... divisent respectivement /, m,....
Soient A,, A,,... les substitutions de H; K^, A^,... celles de H'; celles de G' seront de la forme g^ h\ ; g^j, g^'a»---» gr étant des substitutions de G' qui ne satisfassent à aucune relation de la forme g^ = g^. h\, (39). Cela posé, les substitutions de G', appartenant à G, sont permutables à H. Le groupe K, dérivé de la combinaison de G' et H, aura donc toutes ses substitutions de la forme g^ h\ h^. Mais K^ A^, appartenant à H, est de la forme A^ : les substitutions de K seront donc de la forme g^ Ag. Réciproquement, les /'— substitutions de cette forme obtenues en faisant varier a et (^ appartiennent à K, et sont distinctes : car si l'on avait g\ hi = g^,hi», sans avoir a = a', d'où c)' = c^, la substitution gj^ga = Ag/AjT' appartiendrait à H et à G', et par suite à H' : désignons-la par h^.; il viendrait g^ =:g^.h\,, ce qui est impossible.
Donc l'ordre de K est égal à /' j; mais ce groupe est contenu dans G,
dont Tordre est 0; donc son ordre divise ce dernier nombre : donc /' divise /. De même m' divise m, etc.
393. Théorème. — Soient G un groupe quelconque; H et G' deux groupes contenus dans G ; H' fe groupe formé par les substitutions communes aux deux précédents; 0, P, 0, P' fe^ ordres respectifs de ces quatre groupes; rf,
d\ Cy f les valeurs des entiers p^» -p>» 7y » p7? <? /^ plus grand commun diviseur de d et de e: d' sera au plus égal à d, et divisible par -j-
Soient en effet A,, A^,... les substitutions de H; A', , A^,... celles de H': celles de G' seront de la forme g\ h\; g\,..., g^. étant des substitutions convenablement choisies. En outre, le groupe G contiendra au moins les substi-
tutioDS g^ Ap, qui sont toutes distinctes (392), et en nombre Prf'. On aura (loncPrf' = 0, d'où d'^d.
D'autre part, on a évidemment ed' =^df: donc ^ divise d' .
394. Théorèmf. — Soit E une équation décomposable en facteun rationnels X, Y,...: tout facteur de composition d^une des équations partielles X, Y,... sera un facteur de composition de E; et réciproquement^ tout facteur de composition de E sera facteur de composition d'une ou plusieurs de ces équations partielles ,
En effet, on résoudra Téquation E en résolvant successivement les équations partielles X, Y,..., ce qui pourra se faire pour chacune d'elles à l'aide d'une suite d'équations simples.
Soient x^^x^,.*. les racines de l'équation X, lesquelles appartiennent également à E; / son premier facteur de composition : il existe une équation simple U, d'ordre /, dont la résolution fera connaître des fonctions de a?,,â?2*--» qui auparavant n'étaient pas rationnelles. Cette résolution abaissera donc l'ordre de X et celui de E en les divisant l'un et l'autre par / (372). Quant à chacune des autres équations partielles, telle que Y, son ordre ne sera pas réduit par cetle résolution, ou il sera divisé par /, auquel cas Y aura /pour facteur de composition.
Si donc on résout l'équation X par l'adjonction des racines d'une suite d'équations simples, on trouvera successivement que chacun des facteurs de composition de X est un facteur de composition de E. Quant aux autres équations partielles Y,..., leurs groupes pourront perdre par ces adjonctions quelques-uns de leurs facteurs de composition, mais conserveront tous ceux qui ne leur sont pas communs avec le groupe de X. Résolvant maintenant l'équation Y par l'adjonction des racines d'une suite d'équations simples, on verra de même que tous les facteurs de composition qui restent dans le groupe de l'équation Y sont des facteurs de composition de E; et que les équations partielles restantes Z,... conserveront après cette nouvelle adjonction tous ceux de leurs facteurs de composition qui ne leur sont pas communs avec X ou Y. On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait résolu toutes les équations X, Y,... Mais alors l'équation E sera elle-même résolue, et le théorème sera démontré.
395. Thkorème. — Soient C une équation irréductible et primitive de degré n\ E r équation de degré n — i obtenue par V adjonction d'une de ses raie
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cines, a; X, Y,... les diviseurs rationnels de cette dernière équation, supposée irréductible. Tout facteur de composition de l'une des équations partielles X, Y, . . . divisera l'un au moins des facteurs de composition de chacune des autres équations partielles.
Supposons, pour fixer les idées, qu'il y ait deux équations partielles, X, Y, et que Y ait un facteur de composition, m, qui ne divise aucun des facteurs de composition de X; nous allons prouver que Téquation C, supposée irréductible, n'est pas primitive.
Soit en effet G le groupe de l'équation Ë : abaissons-le autant que possible par la résolution successive d'équations simples, dont l'ordre ne soit pas divisible par m\ et supposons que ces adjonctions réduisent successivement le groupe de l'équation E à H,..., à K. L'équation partielle X étant complètement résolue paT ces opérations, et l'équation Y ne l'étant pas, le groupe final K contiendra des substitutions différentes de l'unité; mais les racines ^,, iCa,... de X, qui sont actuellement connues, ne seront déplacées par aucune de ces substitutions (362).
La suite des facteurs de composition de K peut être déterminée, soit à\\m seule manière, soit de plusieurs manières différentes; mais, dans tous les cas, le premier de ces facteurs sera divisible par /n; car, sans cela, le groupe pourrait être abaissé, contrairement à Thypotbèse, par la résolution d'une équation simple dont l'ordre ne serait pas divisible par /n. Réciproquement, K contient tous les groupes contenus dans G et jouissant de cette propriété. Car soit G' un groupe quelconque contenu dans G et non dans K. Supposons, pour fixer les idées, que parmi les groupes de la suite G, H,..., K, le groupe H soit le premier qui ne contienne pas G' : soit H' le groupe fornné
par les substitutions communes à H et à G'; soient enfin 0, y» 0', y les ordres respectifs de G, H, G', H'. Les premiers facteurs de composition de G', X,, Xa,... auront pour produit /', qui divise /(392) : ils ne sont donc pas divisibles par m.
396. Soient maintenant a, a,,..., a^,., celles des racines de E que les substitutions de K laissent immobiles. Cette suite contenant, outre la racine a que l'on s'est adjointe, les racines a?,, iCa,... de l'équation X, contient plusieurs racines; mais il est clair qu'elle ne les contient pas toutes.
Cela posé, soient Ç le groupe de ^; S une de ses substitutions, qui remplace a par une des racines a, a,,..., a^_^, telle que a, : elle remplacera toutes ces racines les unes par les autres. En effet, S transforme le groupe G,
fait succéder k d\ a\,..., aj^,. La substitution WR appartient à ff, et remplace a, a,,..., a,!^, par a^, a,..., (^. Mais a\ appartient au système a,, a'j,..., aj,_,. Donc a,..., d' sont les autres racines de ce système. Donc l'équation C n'est pas primitive, ce qu'il fallait démontrer.
397. Corollaire I. — V équation C étant irréductible et primitive^ tout nombre premier qui divise V ordre de E divisera l'ordre de chacune des équations partielles X , Y, —
Car soit/7 un semblable diviseur. Divisant Tordre de E, il divise un de ses facteurs de composition; mais ce facteur de composition appartient à l'une au moins des équations partielles X, Y,... (394). Donc il divise un au moins des facteurs de composition de chacune des autres équations : donc il divise Tordre de chacune d'elles.
Corollaire II. — Si V une des équations partielles X, Y,.. . a tous ses facteurs de composition premiers, il en est de même des autres.
398. Théorème. — Si une équation E, irréductible et de degré n, a son
ordre divisible par un nombre premier p, supérieure - n, son groupe G sera n — /? 4- I fois transitif.
Supposons en effet que. G soit w — y -h i fois transitif, q étant >/?. Son ordre sera égal à /i (/i— i)...(y 4- i) îî, iî étant Tordre du groupe partiel ^ formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles n — q racines données a, a^,..., lequel est simplement transitif par rapport aux q racines restantes. Mais n{n — i)...(y-h i) n'est pas divisible par p, n étant < 2p et q >/?. D'autre part, iî ne peut être divisible par/?. En effet, considérons Téquation c de degré q à laquelle se réduit la proposée par Tadjonction des racines a, a,,...; elle a évidemment pour groupe (^. Si elle n'est pas primitive, soit [i le nombre des systèmes entre lesquels se répartissent ses racines : le groupe (^ est contenu dans le groupe F obtenu en combinant tous les déplacements possibles des systèmes avec tous les déplacements possibles des racines dans chacun d'eux. L'ordre de ce dernier groupe, évidemment égal à 1.2... fjif 1.2... ^ j sera donc un multiple de Q; mais il n*est
pas divisible par p, qui est supérieur à -- et, par suite, à fx et à ^« Si, au
contraire, Téquation C est primitive, son ordre est égal à y 0, 0 étant Tordre de Téquation E', de degré q — ^* qu'on obtient en adjoignant une nouvelle racine b. Mais ff étant simplement transitif, le groupe de E', formé par celles
des substitutions de ç qui laissent 6 immobile, sera intransitif : Téquation E' se décompose donc en plusieurs facteurs rationnels X, Y,... L'une au
moins de ces équations partielles sera d'un degré d inférieur à 2, el par
suite à p; son ordre, divisant i.2...rf, ne sera pas divisible par p. Mais il est divisible par tout nombre premier qui divise 0 (397) : donc 0, et, par suite, Q = qO n'est pas divisible par p.
399. Théorème. — Soient C une équation irréductible et primitive de degré n; E l'équation de degré n — i qui s' en déduit par l'adjonction d*une de ses racines, a; Ç et G les groupes de ces équations. Groupons les substitutions de G en classes, en réunissant ensemble celles qui sont semblables entre elles : chaque racine de G sera déplacée par l'une au moins des substitutions de chacune de ces classes.
Supposons en effet qu'il existe une classe C dont toutes les substitutions laissent immobiles certaines racines af,..., a^_t. Soit S une substitution de G qui remplace a par l'une des racines a, a,,..., a,i_i, telle que «,; elle remplacera toutes ces racines les unes par les autres. En effet, S transforme le groupe G, formé des substitutions qui ne déplacent pas a, en un groupe analogue G« formé des substitutions qui ne déplacent pas a,; el la classe C aura pour transformée la classe formée par celles des substitutions de Gf qui sont semblables aux substitutions de C; mais les substitutions de C, ne déplaçant pas a^ , sont contenues dans G« : donc la classe C est sa propre transformée : donc S remplace les unes par les autres les lettres a, a,,..., a^^t, que les substitutions de C ne déplacent pas.
On conclut de là que c n'est pas primitive (396).
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APPLICATIONS ALGÉBRIQUES
§ I. — Equations abélienhes.
Des équations abéliennes en général»
400. Considérons avec Abel les équations irréductibles dont deux racines, Xi et ^2, sont liées par une relation rationnelle de la forme
^ Le groupe d'une semblable équation étant transitif contient une substitution S qui remplace x^ par x^* Soit [x^x^.^.Xn) le cycle de S qui contient ces deux racines : la fonction nulle x^— ?(^i) n'étant pas altérée en valeur numérique par S ni par ses puissances (356), on aura
(i) .Ta — (p( j;,)=: j;^ — <p{jr2) = . . . =::a:, — cjp(j-„) = o.
Supposons, pour plus de généralité, que l'équation proposée ait d'autres racines que a?,, a^a,..., a?„. Soit x\ l'une d'elles : le groupe de l'équation contient une substitution T qui remplace ^1 para?',. Soient a:',, ar'j,..., x\ les racines par lesquelles elle remplace x^, a?2,..., Xn- La substitution T opérée sur les identités (1) ne les trouble pas (356); on aura donc
', — ?{^'.' = ^'3 — 9^rV; = .. ' = ^\- 9(.r;,)=r:o.
Les nouvelles racines x\, ic'j,..., x\ sont essenliellement distinctes des racines ^,, ^2»«"» ^«î car, si x„ était égal à X2, par exemple, x\ =:^[x\) le serait à ^a = ?(^2)î n^^is l'équation, étant irréductible, n'a pas de racines égales : donc x\ serait identique à x^, contre fhypotbèse.
S*il existe une racine x\ qui ne fasse partie d'aucun des deux systèmes x^, X29"", ocn\ x^, x\,.,,, x„, on aura de même un troisième système de racines x\, a?^,..., a:', distinctes des précédentes, et liées entre elles par
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(les relations analogues aux relations (i); et Ton continuera ainsi jusqu'à ve qu'on ait épuisé le nombre des racines, qui se trouveront ainsi groupées nk n en m systèmes.
401. Soit maintenant U une substitution quelconque du groupe de IV*qualion donnée, laquelle remplace, par exemple, a?i' par a^'f : elle remplacera x],% a?i!;l„..., a:i!l\ par x[^li, a:^?^,,..., x^^l^. Car, soit z la racine qu'elle fait succéder à x^^ : U n'altérant pas la fonction nulle ^r-'^i, — ^^r/ , on aura z — f (x^J^) = o, d'où z = a:^?[,; etc.
Il résulte évidemment de là que toutes les substitutions du groupe chercbé résultent de la combinaison de substitutions A permutant tout d'une pièce les m systèmes de racines, en remplaçant les unes par les autres les racines qui ont le même indice, avec les puissances des substitutions circulaires
Donc ï équation proposée sera non primitive; et en résols^ant une équation de degré m, on la décomposera en m équations partielles, de degré n, déterminant respectivement les m systèmes de racines ^,, o^j»---? ^n'" ^, ♦ ^2
x'^\.., (359). Les groupes de ces équations partielles ne contiendront plus respectivement que des puissances de F, des puissances de V\ elc
402. Nous nous trouvons ainsi amenés à étudier les équations dont le groupe est formé par les puissances d'une seule substitution circulaire. M. Kronecker a proposé de les nommer équations abéliennes : mais il nous parait convenable d'étendre celte désignation à une classe d'équations plus générale, également considérée par Abel, et qui se traite d'après les mêmes principes. Nous appellerons donc équations abéliennes toutes celles dont le groupe ne contient que des substitutions écbangeables enire elles.
403. Si une équation abélienne n'est pas irréductible, les facteurs irréliuctibles dont elle est le produit seront eux-mêmes abéliens. Car soient F, F',... ces facteurs irréductibles; x, x^,,..; x\ a?\,...;... leurs racines. Chaque substitution du groupe de la proposée sera de la forme AA'...; A, A',.., étant respectivement des substitutions qui permutent entre elles les racines J?, ^1,..., les racines x\ x^,..,, etc. Mais, pour que deux substitutions de cette forme. A, A',,.., Aa A^... soient écbangeables entre elles, il faut évidemment que A, soit écbangeable à A^, A', à A'2, etc. Donc les
suhslilutions A^, A,,... sont toutes échangeables entre elles; et réquation F = o, dont le groupe est formé de ces substitutions (*), est abélieDDe. Il nous suffira donc d'étudier les équations abéliennes irréductibles.
40i. Théorème. — Les racines d'une équation abélienne irréductible $ expriment toutes par des fonctions rationnelles (f[x)^ ^{x),... d'une seule d'entre elles : et les symboles d'opération y, if,... seront échangeables. Réciproquement^ toute équation irréductible dont les racines jouissent de cette propnéie est abélienne.
Soit S une substitution du groupe G d'une équation abélienne irréductible : elle déplacera toutes les racines, ou se réduira à l'unité. Car supposons qu'elle laisse immobile une racine x. Soient 7 une autre racine quelconque; 1 une substitution de G qui remplace x par j: 2""'S2 laissera v immobile.. Mais 2""* S2 = S : donc S laisse toutes les racines immobiles» et, par suite, se réduit à l'unité.
Donc le groupe de l'équation proposée se réduit par l'adjonction de xtk la seule substitution i : donc ses racines x, y, z,... sont toutes des fonctions rationnelles de x.
Soient par exemple j = y(a?), z = ^{x) : G, étant transitif, contient une substitulion T qui remplace x par j, et une substitution U qui le remplace par z. Soient / la racine que T fait succéder h z; u celle que U fait succéder à y. La substitution T, opérée sur la fonction nulle z — ^{x) n'altère pas sa valeur (356). Mais elle la change en /— ^'(jk)- Donc / est égal k ^(v), ou ^'^<p(^)j* De même, la substitution U, opérée sur la fonction nulle y — ^{x), n'altère pas sa valeur. Donc u est égal à (p{z) ou f[^{^)]» Mais TU et UT remplacent respectivement x par u et par /; ces deux substitutions étant identiques, par hypothèse, on aura u = t.
Réciproquement, soient x, j, z,... les racines d'une équation quelronque, jouissant de la propriété indiquée au théorème; T et U deux substitutions de son groupe, qui remplacent respectivement x parj = ç(j:) et :; = K^?) : T n'altérant pas la fonction nulle z — ^{x), remplacera z par une racine / égale à ^{y) ou ^^.(fi{x)\ : U remplacera de même ^^ par (p ! d^(x)] = /. Les deux substitutions TU et UT remplaceront toutes deux x
(*) En effet, pour qu'une fonction de x, jt,,. . . soit rationnelle, il faut et il suffit qu'elle soit invariable par les substitutions A,A', ,..., A, A',...,..., ou, co qui revient au même, par les substitutions A,, A„
la fonction f, équivalent respectivement à des substitutions 2» 2, opèret;» entre ces valeurs; et les substitutions SS,, 8,8 équivaudront évidemment aux substitutions 22, ,2,2. Mais SS, = S, S, par hypothèse : donc 22, = 2, 2. Les substitutions 1, 2,,..., qui forment le groupe de Téquation auxiliaire dont dépend y, sont donc échangeables entre elles, et cette équation est abélienne.
Soit de même tj; une fonction des racines, invariable par les substitutions 9 et variable par toute autre substitution. Elle dépendra d*une équation abélienne irréductible de degré y*.
Les racines de la proposée s*exprimeront rationnellement en fonction de 9, ^ : car Tadjonction de ces deux fonctions réduit le groupe de Téquation à la substitution i, qui seule les laisse toutes deux invariables (362).-
406. Théorème. — La résolution d'une équation abélienne irréductible de degré p'' se ramené à celle d'équations abéliennes successives^ dont les groupes ne contiennent que des substitutions d'ordre p {la substitution i exceptée).
Soit G le groupe d*une semblable équation. Ses substitutions ont toutes pour ordre une puissance de/>; soit p^ l'ordre de celles de ces substitutions dont Tordre est maximum. Celles des substitutions de G dont Tordre ne dépasse pas /?^~' forment un groupe H. Car soient T, T, deux de ces substitutions, on aura
donc TT, jouit de la même propriété que T et T, . Soit /?* Tordre du groupe H.
Soit maintenant 9 une fonction des racines de Téquation, invariable par les substitutions de H, et variable par toute autre substitution. Elle dépend d'une équation irréductible de degré /?"**. On voit, comme au numéro précédent, que cette équation sera abélienne. De plus, toutes ses substitutions ont pour ordre p. Car soient S une substitution quelconque de G, 2 la substitution correspondante du groupe de l'équation en 9 : la substitution S^ aura évidemment pour correspondante 1**; mais Tordre de S'' divise j?"^ : donc sa correspondante se réduit à Tunité : donc 1p=\.
La fonction 9 étant supposée déterminée, son adjonction réduira le groupe de la proposée à H. Soit de même H, le groupe formé par celles des substitutions de H dont Tordre ne dépasse pas /?^~^. Une fonction 9,, invariable par les substitutions de H,, dépendra d*une équation abélienne telle, que les substitutions de son groupe soient d'ordre p: son adjonction réduira le groupe de la proposée à H,, etc....
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Toute racine commune à deux équations de cet Le former af = i et x^ = i , satisfait à l'équation x^ = 1, 6 étant le plus grand commun diviseur de m et de n,
Soil en effet n > m. Si m divise n, la proposition est évidente. Dans le cas contraire, soit n = mq-\'r: des deux équations a:'"^"*^=i, ;r^ = i,on déduit évidemment o?^ = i . De cette équation, combinée avec oc^=i, on déduira de même x*=i, s étant le reste de la division de m parr, etc....
En particulier, si 6 = i, les deux équations n'auront d'autre racine commune que l'unité.
410. Soit maintenante une racine de la congruence af=i : formons ta suite de ses puissances, i, a, a*,..., a'",...; soit a? la première d'entre elles qui se réduise à l'unité : tous les termes de la suite qui précédent a^ seront différents. Car si l'on avait a^=c^, r et 5 étant < p, on en déduirait rt'~*= \y r— s étant < p, ce qui est contraire a l'hypothèse. Il est clair que tous les termes de la suite se reproduiront périodiquement à partir de a^.
V exposant p divise n : car a, satisfaisant aux deux équations a^ = i et a^=\ , satisfait à la suivante a^= i , Q étant le plus grand commun diviseur de n et de p. Mais, par hypothèse, aucune puissance de a inférieure à la jo''*"* ne se réduit a l'unité : donc Q-=p.
Si p = n, a sera une racine primitive de l'équation proposée.
411. Problème. — Trouver le nombre des racines primitives de r équation x" = I .
I** Soit n=fl^, p étant premier. Les racines non primitives satisfont k l'équation ay'*~'=i et sont en nombre /?*"•. Les autres racines, en nombre
/?* ( I — -|» sont primitives.
-2^ Soit n=p'^q^..,f p^q,... étant premiers et différents. Soient respectivement A, B,... des racines quelconques des équations af*= i, xf'^=\,. .. : on aura (AB...)'' = A''B''...= i. Donc AB... est une racine de l'équation proposée. Réciproquement, en faisant varier A,B,..., on obtiendra />*y^... produits tous différents, qui seront les diverses racines de la proposée. Car si l'on avait AB...= A'B'... sans avoir A = A', B = B',..., et qu'on eût par exemple A <A', il viendrait
AA'- = B'B-'..., d'où (AA'-)»^---i=r(BB'-'...)*^-"=«,
ce qui ne peut être : car on a (AA'""')''* = i; AA'""' serait ainsi racine commune aux deux équations ir''* = i, x'^^'" = i, ce qui est absurde, car elles n'oDt d'autre racine commune que Tunilé (409).
Cela posé, si A, B,... sont des racines primitives des équations correspondantes, AB... sera une racine primitive de la proposée; sans quoi elle satisferait k Tune des équations
iXf — ^^ I y JL ^— • J • • ' f
ce qui est impossible; car on a, par exemple,
AB...)'' = A''B^.. = A
expression < i , - n'étant pas divisible par />*, ordre de la première puissance
de A qui se réduit à l'unité.
Au contraire, si l'une des quantités A, B,..., A par exemple, n'était pas
racine primitive, il est clair que (AB...) se réduirait h i , et AB... ne serait pas racine primitive.
Les équations 0;''*= I , oc^^=i,,., ayant respectivement />*(i— -)'
p^it ) ' ' " racines primitives, la proposée en aura nli jfi j--
Soit a l'une de ces racines primitives : les autres seront évidemment les puissances d'ordre premier à n de celle-là.
412. Supprimons par la division tous ceux des facteurs de l'équation
ac"— I = o qui lui sont communs avec les équations a:'' — i = o, a?'' — i = o, . . . : nous obtiendrons une équation ¥{x) = o ayant pour racines les racines primitives de la proposée. Les équations considérées ayant pour premier coefficient l'unité, la division n'introduira pas de fractions, et F{oc) aura ses coefficients entiers : de plus, le premier de ses coefficients sera égal à 1 .
Théorème. — V équation ¥{x) = o est irréductible.
Cette importante proposition, prouvée d'abord par Gauss dans le cas où n est premier, a été établie généralement par M. Kronecker. Parmi les démonstrations qui ont suivi la sienne, nous choisirons celle de M. Dedekind.
413. Lemme. — Si ¥{oo) a un diviseur rationnel f[x) dont le premier coefficient soit égal à i , tous les autres coefficients de f[x) seront entiers.
Car supposons qu'il en soit autrement; posons
9(.r)sera un polynôme dont les coefficients seront rationnels, le premier étant égal a i . Supposons les coefficients fractionnaires réduits à leur plus simple expression, tant dans ^{x) que dans f{x). Soit p un des facteurs premiers qui entrent en dénominateur dans les coefficients Ae f{x)\ et soit M^^ un terme de ç(a?) tel, que p y entre en dénominateur à une plus haute puissance que dans les précédents, et à une puissance non moindre que dans les suivants. Soit Nx^ un terme choisi de la même manière dans
(p entre en dénominateur au moins dans le premier terme de cette
expression). Parmi les termes en x^'^^' que contient le produit /(x) -^-^ —
développé se trouvera le terme MN^'^'^'', qui contiendra p en dénominateur à une puissance au moins égale à 2, et supérieure à celle à laquelle il se trouve dans les autres termes du même degré. Donc en réduisant ensemble les termes de ce degré, p restera en dénominateur au moins à la seconde puissance : multipliant par ^, ce nombre resterait encore au moins une fois au dénominateur de ce terme-là: résultat absurde, les coefficients de Y[x) =f[x) ff{x) étant entiers.
414. Procédons maintenant à la démonstration du théorème. Supposons Yix) décomposé en facteurs irréductibles; soit
un de ces facteurs, choisi parmi ceux dont le degré est minimum. Nous allons établir que /, [x) admet toutes les racines de F(x), lesquelles ne sont antres que les puissances d'ordre premier à /i de la racine a.
i" Si f [x) admet pour racines a^ et a\ il admettra pour racine o^'. Car l'équation /, [x^) = o, ayant'une racine commune a avec l'équation irréductible f{x) = o, admettra toutes les racines de cette dernière, et en particulier a' : donc /, {a''') = o : donc / {.x) admet la racine a'''. II suffit donc de prouver que f{x) admet celled des racines de f{x) qui sont de la forme à^^ n étant premier.
DES IRRATIONNELLES. 5î»>;
2** Oi* le polynôme
a ses coefficieDis évidemment entiers, et de la forme M"; -h ttOK , N"; -h rr x, . . . ; ^n, 3fl>f.., étant des fonctions symétriques des racines de fi{x), et» par suite, des entiers. Mais le théorème de Fermât donne M'Jee^^M,, N'I^N,,..., (inod rr). Donc M^^M,, N^=^No-.., et enfin /^{x)e=^//{x). D'ailleurs les racines de /^^{x) étant des puissances de a, 6,..., d'ordre premier a /i, sont (les racines de f{x) : donc /t(«^) divise ¥{oo) : enfin il sera irréductible; car s'il avait des diviseurs rationnels, leur degré serait < X, ce qu'on suppose impossible.
Cela posé, on aura yîc(a?) =:/<(a;). Car s'il en était autrement, ¥[x), et par suite x" — i, serait divisible par le produit de ces deux fadeurs. Soit
x^ — i=:f,{x)f4x)(^{x)=f](x)(^{x) (mod. r);
on en déduit en différentiant
nx^'^2f\(x)f,{x)(^[x)-\-f]{x)(^'^x) (mod. r).
Les deux congruences j:r"— i =^ o et noo'^'*^^ o auraient donc en couimun toutes les racines de la congruence f^[x)^zo : résultat évidemment absurde, car la première n'est pas satisfaite par la valeur a;=EO, qui seule satisfait à la seconde. Donc f\{x) se confond avec /^{x), et admet la racine à^.
415. Cherchons maintenant la forme des substitutions du groupe G de l'équation ¥{x) = o.
i*' Soit d'abord n=p^, p étant premier impair. Soient ^o une des racines de F(;r), g une racine primitive de la congruence
g.f»«-f»«-' = , (mod.;;*).
Les racines de Y[x) seront données par la suite
Xaj X\ := X^^ y Xi "^^^ X'I ^^ X ^ » • • •
dont les p"^ — p^^^ premiers termes sont distincts, et s'expriment chacun par une même puissance du précédent. Cela posé, la substitution de G <|ui remplace x^, par x^ remplacera en général x^ par x^.^^ (401); elle sera
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donc circulaire : en outre, ses puissances constilueront à elles seules le groupe G (401).
2® Soit /i= 2". Si v< 2» la congruence
g^ ^1 (mod. 2^)
ayant encore un^racine primitive, on raisonnera comme tout à Flieure. Si V > 2, cette congruence n'a plus de racines primitives : mais on peut déterminer (14) un entier a tel, que la moindre valeur de t qui satisfasse à la congruence a'^i (mod. 2") soit 2"'^, puis un entier b qui ne soit pas une puissance de a, et dont le carré soit congru à i (mod. 2''). Les deux suites
a, a%. . ., a'^~'^a»; 6a, 6a% . . . , fca'""' (mod. 2")
reproduiront tous les nombres inférieurs et premiers à 2".
Cela posé, soit R = (0,0) une des racines de F (a:); et désignons en général par {r,s) celle des racines de cette équation qui est égale à (0,0)*'"*'. Le groupe de l'équation sera formé des substitutions de la forme
Soit en effet S une substitution du groupe, qui remplace (0,0) par (a, jS). Soient (r, s) une racine quelconque, {p, q) celle qu'elle lui fait succéder. La
substitution S opérée sur l'identité (r, 5) = (0,0)*'^'*' donnera
(p, ff)rz:(a, j3)*« =(rH-a,5-+-(3), d'où p = r-\-a, (i:=s-¥-^,
¥{x) n'ayant pas de racines égales.
3** Soit enfin n = p'^q^..., p, g,.., étant premiers et différents. Désignons respectivement par jo» J<f-» parz©, S|,..., etc., les racines des équations
yP — l Z^ — l
Soient
les substitutions des groupes de ces équations.
Nous avons vu que les racines de F(;r) sont les divers produits de la forme jr^f- (4*0' Posons en général (r, 5,...) = y^Zg.... Les substitutions
du groupe cherché seront les suivantes :
En effet, soit K une fonction des x invariable par ces substitutions; considérons-la d'abord comme fonction des y, lesz,... étant traités comme des coefficients indéterminés : K étant invariable par les substitutions
|r,5,... 9(r),*,... I, ou \ Xr rçH I
sera une fonction rationnelle des coefficients de /{y) et des quantités z^, s,,...;.... On voit de même que K peut s'exprimer rationnellement en fonction des coefficients de /(y)» de ceux de /i{z) et des indéterminées suivantes (représentées par des points dans l'écriture); et enfin que K est rationnel. Donc le groupe cherché est exclusivement formé des substitutions (3) qui n'altèrent pas K.
D'ailleurs il contient toutes ces substitutions. Car les substitutions (:2)
étant respectivement en nombre/>"( i — -)i ^f^fi — -U--- les substitutions
dérivées des substitutions (3) seront en nombre /i ( i — -î-j ( i -—-)•• • seulement : et le groupe cherché, étant transitif, contient au moins ce nombre de substitutions.
§ II. — Equations de Galois.
416. Soit ¥{x) = o une équation irréductible de degré premier p, et dont toutes les racines s'expriment rationnellement en fonction de deux d'entre elles x^ et x^. Cherchons quel sera son groupe G.
L'ordre de G ne peut dépasser p{p'-\). En effet, il est égal au produit du nombre des systèmes de positions distinctes que ses substitutions donnent à Xq et x^ par l'ordre du groupe partiel H formé par celles de ses substitutions qui ne les déplacent pas (44). Le premier de ces deux nombres est au plus égal à />(/> — i) : et le secortd se réduit à l'unité, l'adjonction de Xq et de x^ devant réduire le groupe de l'équation à la seule substitution I.
D'autre part, G étant transitif (357), son ordre est divisible par/? : donc G contient au moins une substitution d'ordre p. Cette substitution A, égale à [x^x^... x^... Xp^^)^ pourra être représentée par le symbole \ z z -h 1 |.
Le groupe G ne contient aucune substitution d'ordre /?, sauf Â et ses puis-
sances. Car, s'il en contenait une autre B, il contiendrait les p^ substitutions A*Bl^, lesquelles sont toutes distinctes : car si A*BP était égal à A"'B^, sans qu'on eût iS'= /3, d'où a' = a, B serait une puissance de A, contre Thypothèse (407). Mais G contient au plus p{p — i) substitutions : donc il ne peut contenir de substitution telle que B.
La transformée de A par une substitution quelconque S du groupe G est semblable à A et fait partie de G : c'est donc une puissance.de A. Soit donc S= I 2 9(2) I : on aura une relation telle que S""'AS= A^, d'où la condition
9(2-i-i)=cp(z)-+-«, ou (p(3) = az4-a. Donc G ne contient que les substitutions de la forme
z az -\- oL
Il peut d'ailleurs les contenir toutes. Car supposons que le groupe de l'équation F(a?) = o ne contienne que des substitutions de cette forme : chacune d'elles, sauf l'unité, déplace l'une au moins des deux racines x^, a;,. Donc l'adjonction de ces deux racines réduit le groupe de la proposée à la seule substitution i; donc les autres racines sont fonctions rationnelles de ces deux-là.
417. La résolution de V équation proposée F(a?) = o se ramène à la résolution successive de deux équations abéliennes^ de degrés p — i et p. Car soit 9, une fonction des racines invariable par les seules substitutions \ z z-h a \. Adjoignons (f^ à l'équation proposée : son groupe se réduira aux substitutions ci-dessus : elle devient donc abélienne.
D'ailleurs (p^ dépend d'une équation abélienne de degré/? — 1 . Car soit Çp ce que devient (pi par la substitution \ z |9jz | : 9,,. . ., 9^, dépendent d'une équation de degré p—i.En outre, pour qu'une fonction de ces quantités soit rationnelle, il faut et il suffit qu'elle soit invariable par chaque substitution de la forme \ z az + ûr |, laquelle équivaut au changement de (pp en (p^p. Le groupe de l'équation en f « est donc formé des substitutions de la forme \ p ap \, lesquelles sont évidemment échangeables entre elles.
418. Comme exemple du type d'équations que nous venons de discuter, on peut citer la suivante :
lorsque la racine /i'^"'* de A est irrationnelle.
tiendra toute la suite des termes i, j, •..,y"*. Donc le nombre des facteurs 9(ir), (pi(ir),... ne peut dépasser a.
Or la résolution de Y entraînant par hypothèse celle de Téquation .r'' — A = o, chacune des racines 0:0,0:,,... sera une fonction rationnelle de 7.. Soit, par exemple, Xa=^{y). Le degré de Téquation irréductible (p[x) = o à laquelle x^ satisfait est égal au nombre des valeurs distinctes que prend la fonction ^{y) lorsqu'on y effectue les substitutions du groupe G
de l'équation /{y) = o. Ce nombre v est égal à ^-^^ ^ étant Tordre du
groupe partiel formé par celles des substitutions de G qui n'altèrent pas
+ {y)- Soient donc v, v, les degrés respectifs des facteurs (p{oo)el (fii^c): tous
deux divisent /7 — i: et leur somme est p : résultat absurde, à moins qu'on
n'ait V = /> — I , V, = I . Mais alors la proposée aurait une racine rationnelle,
ce qui n'est pas.
Donc r ordre du groupe de l'équation ocf — k^=^ o est égal à p[p — i) : €$
cette équation est irréductible.
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donnent naissance eussent parfois une forme plus particulière eneore que celle que nous allons trouver, en nous appuyant sur les résultats obtenus par nos prédécesseurs.
§ I". — Equation de M. Hesse.
420. On sait que les neuf points d'inflexion des courbes du troisième degré sont situés trois à trois sur douze droites, qui s'y coupent quatre à quatre. Désignons ces points, ou les racines de Téquation X dont ils dépendent» par le symbole [x y), chacun des indices a?, y étant variable de o à 2 (mod 3) : et représentons par [xy) [ocf y') [x" y") la droite qui passe parles trois points [xy), [x' y'), [x" y")\ il est aisé de voir que les douze droites correspondent aux douze termes de l'expression
9 — (00) (01) (02) -h(io)(ii)(i^) -f- (ao)(2r)(22) -+- (00) ( 10) (20) -h (o I ) ( 1 1 ) (2 1 ) -h (02) ( 1 2) (22) -+- (00) ( 1 1 ) (22) 4- (o I ) (20) (12)4- (02) ( I o) (2 1 ) -+- (00) ( 1 2) (2 1 ) 4- (o I ) ( I o) (22) 4- (02) (20) (il)
formée par les produits tels que [xy) [x' y') [x** y'') qui satisfont aux relations
(i) X -{- X -{' x" ^y-^y' -^y" ^o (mod 3).
421. Le groupe de Téquation X se réduit aux substitutions qui n'altèrent pas Texpression <p. Car soit abc l'un des termes de 9 : la condition géoaiétrique que les trois points a, b^ c soient en ligne droite s'exprime analytiquement par une équation de condition entre les coordonnées de ces points. Mais ces coordonnées s'expriment rationnellement en fonction des racines comspondantes a, 6, c de l'équation X. Substituant ces valeurs des coordonnées dans l'équation de condition, on aura une relation de la forme
Soient maintenant S une substitution quelconque du groupe cherche a\ h\ c' les racines par lesquelles elle remplace a, b,c : on aura (356)
Donc les points a\b\c' seront en ligne droite; et a' b' & sera l'un lormes de 9.
subslitulions
I x^ y ax 4- a, ay -f- a' |.
Soit K le groupe formé des six substitutions de I pour lesquelles 0e = o. Une fonction des racines de X, invariable par les substitutions de K, dépendra actuellement d'une équation Z du troisième degré. Celle-ci résolue, le groupe de X sera réduit au groupe le plus général parmi ceux qui sont contenus dans K et permutables aux substitutions de I; ce groupe est évidemment formé des substitutions
qui permutent exclusivement entre elles les trois racines correspondantes à une même valeur de x. L'équation X se décompose donc en trois facteurs rationnels du troisième degré. D'ailleurs elle est abélienne.
424. L*équation auxiliaire Y a une signification géométrique très-simple. Un coup d'œil jeté sur l'expression 9 suffit pour reconnaître que les douze droites peuvent être groupées d'une seule manière en quatre systèmes tels, que les trois droites de chaque système contiennent les neuf, points d'inflexion. Ces systèmes dépendront donc d'une équation du quatrième degré, laquelle n'est autre que Y : car celles des substitutions de G qui permutent exclusivement entre elles les trois droites (oo") (01) (02), (10) (11) (12), (20) (21) (22) du premier système sont précisément celles du groupe H.
425. Théorème. — Si une équation du neuvième degré ^t irréductible^ el telle^ que deux quelconques de ses racines^ a et 6, étant données^ on puisse en déduire une troisième c, liée à aetb par les relations suivantes :
{où ij; désigne une fonction rationnelle^ symétrique par rapport aux deux variables qu'elle contient)^ le groupe de cette équation sera contenu dans G.
Cherchons en effet le groupe des équations les plus générales jouissant de la propriété énoncée. Soit S une de ses substitutions. Elle remplace le système des trois racines a, b, c par un autre système de trois racines a\ h\ d liées entre elles par les mêmes relations (356).
Deux des systèmes de racines ainsi obtenus ne peuvent avoir deux racines communes sans être identiques : car si a', V se confondaient avec a» h
sans que d se confondit avec c, l'équation proposée aurait deux racines égales c= ij^fa, h) et c'== ^{a\ h') et ne serait pas irréductible.
Chaque racine a fait partie de quatre systèmes différents : car soit h une autre racine quelconque; on peut, par hypothèse, déterminer une troisième racine c, liée à ces deux-là par les relations (2) : soit d une quatrième racine; il en existe une cinquième, associée à a, d^ etc.
Chaque système contenant d'ailleurs trois racines, on aura en tout douze systèmes, évidemment analogues aux droites du n^ 420, et qui correspondront comme elles aux douze termes de la fonction ç .
426. Les équations du huitième degré dans lesquelles trois racines quelconques, a, 6, c étant données, on en déduit une quatrième d^ satisfaisant aux relations
où ^ désigne une fonction rationnelle et symétrique, ont été considérées par M. Mathieu : elles se traitent exactement par les mêmes principes. On voit en effet : 1® qu'en désignant leurs racines par le symbole {xyz)^ où a;, j, z varient de o à i(mod 2), leur groupe est contenu dans le groupe G de la fonction 9 formée par la somme des quatorze produits de quatre racines telles, que les sommes de leurs indices soient nulles; 2"^ que les substitutions de G sont de la forme
\ x,y^z ax -h by -h cz -^ a, a' X -¥- b' y -h c' z -f- a', a" x -¥ b" y -\- c" z -\- ol" \ ;
.V que les termes de 9 se groupent deux à deux en sept systèmes tels, que les deux termes de chacun d'eux contiennent les huit racines; 4^ que l'équation aux sept systèmes étant résolue, le groupe de la proposée se réduira aux substitutions
ce qui ramènera sa résolution à celle de trois équations du second degré.
§ II. — Équations de M. Clebsch.
427. Le problème de déterminer une courbe du troisième ordre dont les points d'intersection avec une courbe donnée G du quatrième ordre coïncident quatre à quatre conduit à une équation X du degré 4* [Clebsch, Uber
LIYIE TBOHfcME.
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Lm racines de celte équation étant représentées par six indices, x^^..., JT^^ variables chacun de o à 3, on aura le théorème suivant (Mémoire cité, I VII:
ijes points de contact de C avec les courbes correspondantes aux quatre racines 'X|... x^jf (x\... x\)^ (^'i ••• ^i)t [x\... x\) sont situes sur une même courbe D du troisième ordre^ longue les six congruences contenues dans la formule suivante
( 3 . Xf -h j/p -h j:J -h x^^ o ( mod 4 )
sont simultanément satisfaites.
On en conclut» comme au n^ 421» que le groupe de X se réduit aux substitutions qui laissent invariable Texpression 9 formée par la somme des produits de quatre racines qui satisfont aux relations (3).
428. On voit ensuite, comme au n® 422, que le groupe G de la fonction f contient les substitutions de la forme
Réciproquement, les substitutions de la forme 2 sont les seules que contienne G : car soit S une substitution de G, laquelle remplace (0...0) par une autre racine (««...a^); on aura S = T2|, 2, étant la substitution
I ^1» • • • » X^ X\ -+- CL\y • • , X% -f- 0L% j ,
et T une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas la racine (0...0). Cette substitution T permutera évidemment les uns dans les autres ceux des termes de 9 où entre le facteur (0...0). Donc elle remplacera chaque racine par une autre racine, qui figure le même nombre de fois dans ces termes. Or celles des racines pour lesquelles x^,...^x^ sont tous pairs n'y figurent pas le même nombre de fois que les autres. En effet, il est clair que la racine {x^...x^) y figure autant de fois qu'il y a de manières de délorminer deux autres racines {x\ . . . x\), {x\ ...x\) satisfaiss^nt aux relations
( 4 ) Xf-hx'^-hx^^^o ( mod 4 ),
en exceptant les systèmes de solutions dans lesquels on aurait générale ment, .r^ = o, ou x\ = x^, ou x' = o, ou x] = x^, ou enfin cé^=x\.
Or s*il n'y avait à faire aucune exclusion* on pourrait choisir arbitrairement les indices x\ , et les relations (4) détermineraient les indices x\ . Le nombre des solutions serait donc toujours le même. Mais si les x^ ne sont pas tous pairs, on aura seulement quatre cas d'exclusion, car il est absurde de supposer que les relations (4) puissent être satisfaites en posant x^ = x\ . Si lesa-p sont tous pairs, sans être tous égaux à a, on aura cinq cas d*cxcln-
sion : à savoir, les quatre précédents, et celui où l'on a a?^ = iCp = - x^. Enfin si les x^ sont tous égaux à 2, et les x^ ou les x^ égaux à zéro, les x^ €)u lesa?'p seront égaux aux x^ : les cinq cas d'exclusion se réduisent donc il trois distincts.
La substitution T fait donc succéder la racine (io...o), dont les indices ne sont pas tous pairs, à une autre racine (ai a^... a^), dont les indices ne sont pas tous pairs. Mais il existe une substitution linéaire qui produit ce remplacement. Car il existe (121) une substitution linéaire
qui remplace X| par ai^c, -+-...-i-aea?,; et l'opération
^ — I X\f • • • , Xg di X\ -f" . • • "T" T\ X$f • • • I ùi^Xx "T" • • • ~T~ J% X^ |)
qui a le même déterminant, sera aussi une substitution, laquelle remplace (10... .0) par (aia2...a«).
Posons T = T'2' : T' sera une nouvelle substitution de G, laquelle laisse (00. ..o) et (10...0) immobiles. On voit maintenant comme tout à l'heure : i^'que T' fait succéder la racine (01... o) à une autre racine (a, a2...«e)' dans laquelle les indices a,,..., d^ ne seront pas tous pairs; 2^ que parmi les substitutions linéaires qui laissent (10...0) immobile, il en existe une, 2'\ qui produit ce remplacement. On posera T' = T'I" : et continuant ainsi, il viendra
U étant une substitution de G, qui laisse immobiles les sept racines (00... o), (10. ..o), (01. ..o),..., (00... 1).
Or considérons un terme quelconque de 9 : si U laisse invariables trois des facteurs qui forment ce terme, elle n'altère évidemment pas ce terme, et par suite, laisse invariable le quatrième facteur. Par l'application réitérée de ce principe, on reconnaît que U laisse immobiles les racines (33oooo), (3o3ooo), (o33ooo); puis (i i 1000); puis (200000) et (3ooooo).
Donc U laisse immobile la facÎDe (jSiOoooo), quel que soit ^,; et par une raison de symétrie évidente» elle laissera immobiles les racines (ojSsOooo);..., (ooooo/3e), quels que soient /32,..M|3f Appliquant de nouveau le principe ci-dessus, on voit que U laisse immobiles
(4 — jî,, 4 — jî„ 4 — pj, o, o, o), (a, o, o, 4 — (34, 4 - Pm 4 — ?c)
et enfin (/3| ^2 j^s ^* j^s j^e)- Donc U, laissant immobile une racine quelconque, se réduit à Tunité, et S sera de la forme 2.
i29. Les problèmes de contacts traités par M. Clebsch dans le Mémoire cité Tont conduit à un grand nombre d'équations analogues à la précédente, parmi lesquelles nous Indiquerons les suivantes :
i"^ L'équation du degré 3^^ qui détermine les courbes du cinquième ordre dont les points d'intersection avec une courbe donnée du sixième ordre coïncident trois à trois (§ VII du Mémoire);
2*^ Celle du degré 4' dont dépendent les plans qui coupent une courbe gauche du quatrième ordre en quatre points consécutifs;
3^ Celle du degré 3' qui détermine les courbes gauches du quatrième ordre qui coupent une courbe gauche du sixième ordre en douze points coïncidant trois à trois (§ XVII et XVIII du Mémoire).
Les raisonnements qui précèdent s'appliquent sans difficulté à ces dî<vei'ses équations, et montrent que leur groupe G a ses substitutions de la forme
I J^i, Xif ... (il X\ -f- OiX-i -+-... -f- 0C|) fif] Xi -+- btX i -f- . , . -f- OLif ... |.
430. Les facteurs de composition de G sont évidemment ceux du groupe linéaire
\xxjXî,.. a, jc, -f- 6, ^, -h. . ., rtajc, -f- 6jjr, H-. . . , . . . |
déterminés plus haut (127-140), joints à ceux du groupe partiel
I X\y JTj, ... X\ -\- OCxj Xj -|- flCj, . . . |,
lesquels sont évidemment égaux aux facteurs premiers de m", n étant I nombre des indices a:,, ^Tj,..., et w le nombre de valeurs de chacun d'eu:
les racines de Téquation aux seize droites seront contenues dans la formule
û[>.„).„).3,).o ±\9lX), ±v?(>7), ±^9Ô7h ±v^T>7)],
où n et 9 sont des fonctions rationnelles. »
432. Le groupe de l'équation X aux seize droites se réduit aux substitutions qui n'altèrent pas l'expression
9zz:2.6-i-3.7-+-4-8^-5«9-^-'~^5''6-i-6.i3-+-7.ii-+-8.io.
En effet, soient ab l'un des termes de cette expression; S une substitution du groupe cherché; a\ b' les racines qu'elle fait succéder à a, b. Les deux droites a, b étant dans un même plan, tangent à un cône singulier, on voit comme au n^ 421 que les droites a\ b' jouiront de la même propriété : donc a'b' est un terme de 9.
433. Le groupe G de la fonction 9 contient au plus 16. 1 . 2. 3. 4- 5 substitutions. Car son ordre est égal au produit du nombre de positions distinctes que ses substitutions permettent de donner k la racine 2, lequel est au plus égal à 16, par l'ordre du groupe partiel H formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent pas cette racine (44). Les substitutions de H permutent exclusivement entre elles les cinq racines 6, 16, 10, 11, 12 qui se trouvent associées a 2 dans les termes de 9. L'ordre de H est donc au plus égal à 1 . 2.3. 4- ^ 0, 0 étant l'ordre du groupe partiel I formé par celles de ses substitutions qui laissent immobiles les racines 2, 6, 16, 10, 11, 12. Mais la racine i, étant la seule qui soit associée à la fois k 6 et à 16 dans les termes de 9, ne sera pas altérée par les substitutions de I; de même pour chacune des autres racines. Donc I se réduit à la seule substitution f .
D'autre part, on vérifie sans peine que G contient les substitutions
A=:(2,i)fio, 7)(ii,8)(i2, 9), A.==:(6,7)(i4, i2)(i3, ii)(3,a), A. = (7,8)(io,ii)( 4,3)(i4, i5), A3 = (8,9)(ii,ia)(i3,i4)(5,4),
. B =( 9, i6)(4, io)(2, i3)(3, ii)(5, 0(6, i2)( 7, i4)( 8, i5). B..= (i2, i6)(4, 7)(i,i3)(3, 8)(5,2)(6, 9) (10, i4)(ii, i5), B, = (i4, i6)(4, 6)(i,ii)(2, 8)(5,3)(7, 9)(io, i2)(i3, i5), B.:=(i5, i6)(3, 6)(i,io)(2, 7)(5,4)(8, 9)(ii, i2)(i3, i4),
et leurs dérivées. Ces dérivées sont au nombre de 16. 2. 3.4- 5. En effi
ft'^^onction f est la somme de dix fonctioDS partielles a,, 6|;...; a^, 65, respectivement formées par les quatre termes de f qui correspondent à un même faisceau de coniques : et Ton voit que les substitutions A, A,, A,, A,, B, S,, Bs, B3 permutent les unes dans les autres ces dix fonctions partielles, et leur font éprouver les déplacements suivants :
a, = (a, ûa) (6, &,J, ^A., = (a, Oi) {bt &,), a., — (a, a,) (A, 64), a., = (n^ a,){b^ b^) iH> = («. b^){a, &s), ift», = («, 6,) (ûr» b,), ift,, = (/ï, &,) {a, A»), ift,, = (a* 64) (ût* As).
Cela posé, les substitutions Xj x^ x^* M* combinées entre elles, permettent de permuter d*une manière quelconque les cinq couples de fonctions . a,, 6,;...; a^, b^\ et les seize substitutions de la forme «ui^^ Di»^/ iib^^* ^s p6>*muteront entre elles les deux fonctions de chaque couple, sans déplacer ces couples. Donc Tordre du groupe ç dérivé de x, .t»i,..., uî,,, et a fortiori Tordre du groupe dérivé de leurs correspondantes A, A,,..., B, est au'moins égal à I. 2. 3. 4-5. 16.
434. Le groupe ^ de Téquation Y du dixième degré qui a pour racines
a^, 6|;...; a^^ h^ ajant le même ordre que G, Téquation Y est équivalente à
Téquation aux seize droites. Donc les racines i, 2,..., 16 sont des fonctions
rationnelles de a,, b^\.,.\ a^, b^. Pour avoir la forme de ces fonctions, on
remarquera que la racine 16 reste invariable par les substitutions A, A|,
Atf A,, respectivement correspondantes à x, x^, <A»2, Ji>,. Donc cette racine
est une fonction symétrique par rapport aux cinq couples a,, 6|;...; a,, 6^,
et pourra s'exprimer en fonction rationnelle de la fonction
ai — bi -{- a2 — 6| -h ... -h a» — 65,
invariable par les mêmes substitutions.
Soit donc
16 = 4* (a, — 6, -h ... -I- «î — Aj).
On ne troublera pas cette égalité en opérant à la fois sur son premier tinembre les substitutions dérivées de B, B,, B^* B3 et sur son second membre les substitutions correspondantes dérivées de ijl>, ia>4, i)l>2, iil>3; ce qui détertliinera les diverses racines 1, 2,..., 16 en fonction des différences a, — 6,,...,
^^5 — assoient maintenant X| une fonction symétrique de a,, 6,; X3,..., X^ les
Tonctions analogues de a,, 6,;...; a», 65. Toute fonction symétrique des cinq
«quantités X est invariable par les substitutions de ç, et, par suite, ration-
nclle. Donc À,,..., X5 sont les racines d'une équation du cinquième degré à coefficients rationnels. Adjoignons ces cinq quantités à l'équation donnée du dixième degré. Celte équation sera décomposée en cinq facteurs quadratiques : car les coefficients de Téquation quadratique qui détermine ai, 6,» étant symétriques en ai, b^^ s'expriment rationnellement en X,. Soient 5(X,), ô,().4) ces coefficients : les deux expressions nulles
seront invariables par toutes les substitutions de G. Mais ces substitutions permettent de remplacer a,, 6,, X, par as, 63, X2;...; 0$, 65, X^. Donc, quel que soit l'indice r, a^et b^ seront données par Téquation quadratique
Résolvant cette équation, il vient
ar— b, = \/9(Xr), 9 étant une fonction rationnelle. Donc la racine 16 sera égale à
Les autres racines s'obtiennent en opérant sur cette expression les substitutions dérivées de iP*>, 1^)4, ifl)2, ifl),, lesquelles reviennent h exécuter sur les radicaux des changements de signe en nombre /?air.
Cette expression des racines, plus symétrique que celle de M. Clebscb, contient une irrationnelle de trop; car aj, 65, et, par suite, leur différence
VffXs), s'expriment rationnellement en fonction de ai, 6|;...; a^.é^, qui s'expriment eux-mêmes en fonction de X,,..., X4, V?(^i )»•••» V?(^4)-
435. Soient en général G un groupe de substitutions échangeables entre elles opérées sur p lettres x,y,...; A, B, C... ses substitutions; A,,Bm C,....;...; A^, B^, C^,... des substitutions analogues respectivement opérées sur q systèmes analogues de p lettres, a?,, y,,...;....; Xg^ j^,.... Soient en outre A, B,... des substitutions en nombre q, choisies arbitrairement dans le groupe G, de telle sorte pourtant que leur produit donne l'unité : et formons la substitution A1B2.... Les diverses substitutions ainsi construites forment un groupe H; car, soient A, B2... et A', B^... deux de ces substitutions : leur produit fait subir aux lettres des divers systèmes les déplacements représentés par A, A'^, BsB',*.».» qui, effectués successivement sur
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restants e^f^ A, c, U q^ formeront Tune des seize combinaisons de six plans concourants.
Ces résultats admis, ajoutons ensemble les seize produits, tels que efhclq^ respectivement correspondants aux seize combinaisons de plans : nous obtiendrons une fonction du sixième degré :
cp == bcdein -\- cdafkp -h dabglq -f- abchmr -f- fghina -+- ghekpb -f- heflqc -f- efgmrd -f- klmnae ■+- Imipbf -\- mikqcg-h iklrdh -h pqrftei ■+- qrnbfk ■+■ rnpcgl •+■ npqdhm.
Considérons maintenant l'équation du seizième degré dont dépendent les plans singuliers; et soient a, b, c,... ses racines. Le groupe G de l'équation ne contiendra d'autres substitutions que celles qui laissent invariable l'expression 9 (421 ).
437. Ce groupe ne peut contenir plus de i6. i5.8.6 substitutions. En effett le nombre des^systèmes de places différents où ses substitutions permettent d'amener a et 6 ne dépasse pas [6. i5. D'autre part, celles de ses substitutions qui laissent a et 6 immobiles laissent évidemment invariable la fonction partielle ab[chmr-\-dglq) formée par ceux des termes de <f qui contiennent ab en facteur. Elles ne permettent donc de transporter c qu'à l'une des huit places actuellement occupées par c, A, m, r, d, g, li q. Celles des substitutions de G qui laissent a, 6, c immobiles laissent invariable le terme abchmr; elles permutent donc entre elles les trois racines A/7tr, ce (|ui ne peut se faire que de six manières. Enlin, on vérifie immédiatement que toute substitution de G qui laisse a, 6, c, A, m, r immobiles se réduit à Punité.
Mais G contient précisément i6. 1 5. 8. 6 substitutions. Car on peut vérifier qu'il contient les suivantes :
X=(ei){fk){gl)(hm), h = {ch}(dg){kn)(ip), C ^{bc){fg)(kl)(pq), ]}^{in){kp){lq){mr), E^{cd){gh){lm){qrl ¥ = {ab){ef){ik){np),
qui permettent d'amener a à une place quelconque, puis 6 à l'une quelconque des quinze places restantes, puis c à l'une quelconque des huit places.précédemment occupées par c, h, m, r, d, g^ /, 7, et enfin de permuter entre elles d'une manière quelconque les trois racines A, m, r.
438. Supposons que les seize racines actuellement désignées para»^, ^ c,... soient représentées à l'avenir par une même lettre, affectée de quatre
indices ^, v, z, u, variables chacun de o à i. On peut donner à la racine a les indices o, o, o, o, puis choisir les indices correspondants aux autres racines de telle sorte que les substitutions A, B, C, D, E, F prennent les formes suivantes:
C -: I X,}\ Z, tl jr, X, Z,U |, D = I XyXy Z, U X,Xf 2-^u,u I ,
E = I ^'Xf Zf " ^ -^r»r> ^» " I» F -. I x,Xy z.u X -^y -+-1,7, s, w I .
• Ces substitutions sont évidemment contenues dans le groupe F dérivé de la combinaison du groupe abélien avec le groupe H formé des substitutions
D*ailleurs Tordre de F est égal à 1 6 ( 2* — i ) 2' ( 2^ — i ) 2 ; il est donc égal à l'ordre de G; donc ces deux groupes sont identiques.
Considérons maintenant la fonction
^ à a 00 or
I^lle est évidemment invariable, ainsi que 9, par toutes tes substitutions clc G. D'ailleurs chaque terme de 9 fournissant si.x termes par la différentiat i on, ff' en contiendra quatre-vingt-seize. Mais ces termes peuvent être groupe €s seize à seize en six systèmes, en réunissant ensemble ceux que les substitutions de H permutent entre eux. Et Ton vérifie immédiatement que ^^liacune des substitutions A, B, C, D, E, t dont G est dérivé remplace les 1 ^rmes de chaque système par ceux d'un même système. Ces systèmes sont ^Icnc les racines d'une équation X du sixième degré, dont les coefficients ^^C3nt invariables par les substitutions de G, et par suite rationnels.
L'équation X étant supposée résolue, le groupe de la proposée sera réel uit à celles de ses substitutions qui n'altèrent pas les systèmes, c'est-à-dire ^ celles de H: l'équation sera donc abélienne, et quatre racines carrées ï^chèveront sa résolution (407).
L'équation X appartient au type le plus général des équations du sixième
degré : car son ordre est au moins égal à — ' =1.2.3.4. 5. 6.
440. En général une équation de degré a^" dont le groupe est formé des
substitutions
jointes aux substitutions du groupe abélien, se résout par une équation du degré 2^'''~' — a"^* , et par 2/1 équations du second degré. Car soit /une fonction des racines, invariable par les substitutions (5) et variable par toute autre substitution. Son adjonction réduit le groupe de la proposée aux substitutions (5). On pourra donc achever la résolution au moyen de 2/1 équations du second degré. Mais le groupe de Téquation X dont dépend / est isomorphe sans mériédrie au groupe abélien, et par suite au groupe steinerien de degré 2^""* — 2""* qui est isomorphe à ce dernier. Il existe donc une certaine fonction des racines de l'équation X à laquelle les substitutions du groupe de X font prendre 2^""* — 2"^* valeurs algébriques distinctes, qu'elles permutent suivant le mode steinerien (68-73). L'équation Y d'où dépend celte fonction sera du degré 2^""' — 2""*, et équivalente à X.
§ V. — Droites situées sur les surfaces dv troisième degré.
441. Steiner a fait connaître {Journal de M, Borchardt^ t. LUI) les théorèmes suivants :
Toute siiiface du troisième degré contient vingt-sept droites;
Vune quelconque d'entre elles, a, en rencontre dix autres^ se coupant ellesmêmes deux à deux, et formant ainsi avec a cinq triangles. Le nombre total des triangles ainsi formés sur la surface par les vingt-sept droites est de qua-, rante-cinq;
Si deux triangles abc, a' b'c' nont aucun côté commun, on peut leur en associer un troisième a" b" c" tel, que les côtés correspondants de ces trois triangles se coupent^ et formentjrois nouveaux triangles aaa", bb'b", cc'c".
D'après cela, désignons par les lettres a, b, c, d, e,f, g, h, i, k, l^m , w, p, y, r, s, t, u, m\ n\p', q\ r\ s', t\ u' les vingt-sept droites : on formera sans peine le tableau suivant des quarante-cinq triangles, où la désignation des droites reste seule arbitraire :
abc, ade, afg, ahi, ahl, bmn, bpq, brs, biu, cm'n, cp'q', cr's',
ct'u', dmm', dpp\ drr', dtt', enn', eqq', ess', euu' , fmq' , fpn', fsV ,
fur', gnp', gqm', gru', gis', lims' , hrn' , hqV , liup' , inr', ism', itq\
ipu, kmu', ktn!, hqr' , ksp' , Int', lum', Irq', Ips'. *
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systèmes de pinces dii>tincls. Enfin la tlernière substitution permet de permuter ealre elles les deux racines restantes r et t. sans déplacer a, h, d, m. p.
Donc G u^ contient pas moins de 37.10.8. 12. a substitutions; en outre, le groupe partiel H déiivé des seules substitutions A, B, C, D, E en contient au moins 37.10.8.1a. Nous allons prouver : 1" qu'il en contient précisément ce nombre; 2" {pj'il est permutable à toutes les substitutions de G.
443. Cbacune des substitutions de G, transformant les uns dans les autres les divers termes de f, équivaut à un certain déplacement opéré entre ces termes. Les divers déplacement» ainsi équivalents aux diverses substitutions de G forment un groupe G,, dont les substitutions correspondent une à une a celles de G. Celles des substitutions de G, qui résultent d'un nombre pair de transpositions entre les termes abc, ade,... forment un groupe partiel ^, permutable aux substitutions de G,. Les substitutions correspondantes du groujie G forment un groupe ^, permutable aux substitutions de G. En effet, soient S, S' deux substitutions de 5 ; S, , S', les substitutions correspondantes de ^i : S, S'i faisant partie de 5,, s» correspondante SS' fera partie de la suite ^, laquelle formera ainsi un groupe. D'auirt; part, soient T une substitution quelconque de G, T, sa correspondante : T,"'S,T, faisant partie de ^,, sa correspondante T' ST fera partie de ,',; donc T sera permutable à ^'j.
Or on vérifie sans dilTicuUé que ciiacune des substitutions A. B. C, D, E
équivaut a un nombre pair do transpositions entre les termes abc, ade
Donc H. qui en dérive, est contenu dans 5. Au contraire, la substitution F, équivalant à un nombre impair de transpositions, n'est pas contenue dans te groupe. Donc ,|j, dont l'ordre est un diviseur de celui de G, renferme au plus la moitié des substitutions de ce dernier groupe. Maïs il contient H, qui en renferme ta moitié : ces deux groupes sont donc identiques.
444. Les facteui's de composition de G sont évidcmaieiil a et les facteurs de composilioa de H. Mais ce dernier groupe est simple. Soit en elTet I un groupe contenu dans H et permutable à ses substitutions : on jirouvera par des considérations analogues à celles des n"' 268 et 283 que 1 contient : 1° une substitution qui ne déplace pas a; 2" une substitution qui ne déplace pas a, b; 3" une substitution qui ne déplace pas a, b, d\ 4° 1^^ substitution E; 5" les substitutions A. B, C, D, E, transformées des puissances de i'] par les substitutions de H.
Nous nous bornons à indiquer ce procédé direct de démonstration, la proposition à établir devant se retrouver plus loin (502).
445. L*équation aux vingt-sept droites a plusieurs réduites remarquablest signalées par divers géomètres.
i*' Prenons, par exemple, pour inconnue de la question le plan du triangle formé par trois droites qui se coupent : ces triangles étant au nombre de quarante-cinq, on aura une équation du quarante-cinquième degré, équivalente à la proposée.
a® On peut déterminer de -^-^ — manières différentes un système de deux
triangles qui n*aient aucune droite commune; a chaque semblable système correspond un triangle associé (441). Réciproquement, chaque système de trois triangles associés [trièdre de Steiner) correspond aux trois combinaisons deux à deux des triangles qui les forment. Le nombre total des trié-
dres sera donc ^ ' ^* On peut d'ailleurs les grouper par paires {doubles trié'
cires) en réunissant ensemble ceux qui contiennent les mêmes droites. Enfin les doubles trièdres peuvent être associés trois à trois, en réunissant ensemble ceux qui n'ont aucune droite commune. Prenant pour inconnue système de trois doubles trièdres, on aura une équation de degré
—-^ — 5 = 4o, et équivalente à la proposée.
3® On peut déterminer de ^^^ manières différentes une paire de droites
ui ne se coupent pas. On peut d'ailleurs grouper ces paires six à six [dou-
S'six de Schiâfli), de telle sorte que les droites d'une paire rencontrent
:^ hacune une droite de chaque autre paire du double-six. Les doubles-six
épendent donc d'une équation du degré ^' = 36, qui sera encore équi-
alente à la proposée.
Aucune réduite d'un degré inférieur au vingt-septième n'ayant été renontrée jusqu'ici, on était fondé à penser qu'il est impossible de ramener I ^i résolution de l'équation aux vingt-sept droites à celle d'une équation 'un degré inférieur. Nous allons en effet prouver cette proposition.
446. En effet, si un semblable abaissement de degré pouvait avoir lieu, 1. aurait lieu a fortiori après l'adjonction de la racine carrée qui réduit le
roupe de la proposée à H. Supposons donc cette adjonction opérée : soient
Ej7 Téqualion aux vingt-sept droites, E^ celle des éauations équivalentes dont le degré d est minimum^ cette dernière équation sera irréductible et primitive. En effet, ses racines sont des fonctions rationnelles de celles de E27 (380). Si donc E^ n*était pas irréductible, elle se décomposerait en facteurs irréductibles de degré inférieur à d; et la résolution d'un seul do ces facteurs, faisant connaître des fonctions des racines de Est qtii auparavant n'étaient pas rationnelles, abaisserait le groupe de cette équation. Mais ce groupe H est simple: donc l'équation E27 serait complètement résolue; donc d ne serait pas le minimum supposé. D'autre part, si E^ n'était pas primitive, ses racines se grouperaient en systèmes, dépendant d'une équation dont le degré divise d^ et la résolution de cette dernière équation, abaissant le groupe de E27. la résoudrait complètement; donc, ici encore, d ne serait pas minimum.
Cela posé, l'ordre du groupe G^ de E^ est égal à celui du groupe de E27, lequel est f2 = 27.10.8.6.2 (443); mais il est divisible par d, et divise i.2..,rf. Donc si rf< 27, il sera l'un des nombres 2/1, 20, 18, 16, i5, la» 10,9.
447. IL n'existe aucune réduite de degré 24, 1 8 ow 12. Car soit, pour fixer les idées, d=2^. Adjoignons à l'équation E24 une de ses racines, x : l'équation E2S qui détermine les vingt-trois racines restantes a son groupe G2S
formé des substitutions qui laissent x immobile, et son ordre est égal à -79
nombre divisible par les nombres premiers 2, 3, 4- Les équations irréductibles dont elle est le produit ont donc leur ordre divisible par ces trois nombres premiers, à l'exclusion de tous les autres (397). Donc chacune de ces équations est du degré 5 au moins; en outre, aucune d'elles n'a pour degré 7, 8 ou 9, car son ordre ne pourrait être divisible par 5 sans Tétre par 7 (398); enfin aucune d'elles n'a son degré divisible par un nombre premier autre que 2« 3, 5, car ce nombre premier diviserait son ordre. D'après cela, les seules hypothèses admissibles pour les degrés de ces facteurs irréductibles sont les suivantes : 18 et 5; 12, 6 et 5; 6, 6, 6 et 5.
Mais ces hypothèses elles-mêmes doivent être rejetées. Considérons, par exemple, la première (les mêmes raisonnements s'appliqueraient aux deux autres). Supposons que E23 soit le produit de deux facteurs E^» et E5 ayant respectivement pour racines j,,...,j, g et a:,,..., a^g. L'ordre du groupe partiel r^*^^ formé par celles des substitutions de G24 qui laissent immobiles jc
et x^ sera -7-^ et celui du groupe partiel A'"^ formé par celles de ces substitu-
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tiou de K (à l'exception de TuDité) ne laisse les dix premières racines immobiles à la fois. Soient en particulier x, ifi>f, «;i.2an>3«... les substitutions de 2K : le groupe oc' formé par les substitutions partielles X|, .1.2»... opérées sur les dix premières racines sera évidemment contenu dans le groupe K' formé par les substitutions partielles A|, A2*..*» et contiendra un vingtième (lu nombre total de ses substitutions.
Or on voit immédiatement que K', dérivé des substitutions
[bhk){cU), (dhk](eil). {gltk)[fU). {fhk){gil),
contient : i^ les substitutions qui résultent d'un nombre pair de transpositions entre les cinq systèmes binaires bc, de^/g, hi, kl: n*^ les substitutions qui ne déplacent pas les systèmes, mais permutent ensemble les deux ra* cines dans un nombre pair de systèmes. On reconnait en outre facilement que tout groupe tel que DC', contenu dans K' et contenant le tinglième de ses substitutions, contient le groupe L' formé par ces dernières substitutions. D'ailleurs V est permutable aux substitutions de K'; et réciproquement tout groupe contenu dans K' et permutable à ses substitutions est contenu dans L'.
Les substitutions de K et de K' se correspondent évidemment une. à une, de telle sorte qu*au produit de deux substitutions correspond le produit de leurs correspondantes. Le groupe 9C , formé des substitutions de K dont le premier facteur appartient à 9C\ contiendra le groupe L formé des substitutions de K dont le premier facteur appartient à L' : donc 5, qui contient oc, contiendra L. En outre, L sera permutable aux substitutions de K, et réciproquement tout groupe contenu dans K et permutable à ses substitutions sera contenu dans L.
Soient maintenant S une substitution quelconque de H; ai la racine par laquelle elle remplace a : elle transformera K, L en deux autres groupes K,, L|, qui jouent par rapport à la racine a, le même rôle que K, L par rapport à la racine a. Raisonnant comme précédemment, on voit que 5 contiendra les transformées des substitutions de L par une substitution quelconque de H; mais ce dernier groupe étant simple, ces transformées, combinées entre elles, le reproduisent tout entier. Donc 5, au lieu de contenir, comme il le faudrait, le vingtième des substitutions de H, se confondrait avec lui.
449. // n'existe aucune réduite du degré 16. SMI en existait une, Ë14, soient £,5 l'équation qui donne quinze de ses racines après l'adjonction de la seizième. G, 5 son groupe, O45 son ordre : on voit» comme au n^ 447, que
par T, ne déplaçant pas &9 appartiendraient à G9 : résultat absurde, car le groupe dérivé de ces deux substitutions, alterné par rapport ^ «i, /3|, 7,, e,, ayant son ordre divisible par 4. ne peut être contenu dans G,,, dont Tordre est 2.3*.
450. Supposons maintenant I*équation E|& irréductible et primitive. Adjoignons-lui une de ses racines, x; Téquation Ei, qui donne les racines restantes aurait pour ordre O^ = -g — ^ = 4-27, et se décomposerait en facteurs irréductibles dont Tordre divise ce nombre, et admet les diviseurs premiers 2 et 3. On aurait donc deux facteurs du quatrième degré avec im du sixième, ou avec deux du troisième.
I** Ces deux hypothèses doivent être rejetées. En effet, cousidérons cTabord la première. Soient E^, E4,E« les trois facteurs de E,4. L'ordre de E« étant premier à 5, Téquation E5 qui s'en déduit par Tadjonctîon d'une de ses racines sera décomposable en plusieurs facteurs irréductibles, et de quelque manière qu'on imagine que cette décomposition ait lieu, on arrivera à cette conclusion que Eo n'est pas primitive (395). Les racines se grouperont donc deux à deux en trois systèmes, ou trois à trois en deux systèmes.
Le premier cas est inadmissible : car O,^ serait divisible par 8 ou ne le
serait pas par 27, et, par suite, ne saurait se confondre avec -g — ^- En effet, Ot4 est égal au produit de Oo, ordre de E,, par P, ordre du groupe F formé par celles des substitutions de Gm qui ne déplacent pas les racines de E«. Chaque substitution de ce dernier groupe est le produit de deux substitutions partielles opérées respectivement sur les racines de E\ et de E*^ : et son ordre est évidemment divisible par Tordre P' du groupe T' formé par les premières substitutions partielles. Mais F est contenu dans le groupe G\ de Téquation F^ et évidemment permutable à ses substitutions. D'ailleurs G^ ayant son ordre divisible par 4 ^t par 3, et non par 8, est alterné; et Ton voit immédiatement qu'il y a en tout trois groupes contenus dans G\ et permutables à ses substitutions, lesquels ont respectivement pour ordre 12, 4 ^t i. Donc P' = i2, 4 ou i. Mais 0« étant divisible par G» 0,4= OeP sera divisible par 8 si P'> i. On doit donc admettre que F se réduit à la seule substitution i. On voit de même que le groupe V formé par les secondes substitutions partielles se réduit à la seule substitution 1. Mais alors on aura 0,4 = 0o, et ce nombre divisant \\2.'5.{\.2y ne sera pas divisible par 27.
Mais Ë, 5 a pour ordre 0,5= -g = 2*.3*.5 = mpqr. D'ailleurs m divise i.a.3;
donc un des nombres p, q^ r, et un seul, est divisible par 5. Supposons
que 9, par exemple, soit divisible par 5 : Ij» contenant K2» aura a forUori son ordre divisible par 5. D'ailleurs G,» contient'une substitution S qui rero* place les racines du second système par celles du premier : cette substitu* tion transforme I2 en Ii; donc p, ordre de I,, est divisible par 5. De même pour l'ordre de I3.
Le nombre p étant divisible par 5, comme on vient de le voir, y et r ne le seront pas. Ils se réduiront donc à l'unité ; car si 9, par exemple, était >> i , les racines du second système pourraient être p.artagées en classes, en réunissant ensemble celles que les substitutions de K2 permutent entre elles : cela posé, les substitutions de I2, étant permutables à Ka, permuteraient exclusivement entre elles les racines appartenant aux classes les moins nombreuses; donc I2 ne serait pas transitif, et son* ordre ne pourrait être divisible par 5.
Soit donc 9 = /* = I : 0,5, se réduisant à /Ty;, divisera 1.2.3.1.3. 3. 4*5 et
ne pourra être égal à -^t» comme cela devrait être.
452. 2'* Si les racines de E,5 formaient cinq systèmes, -^ =0|j serait
encore égal à /tiP, m étant le nombre de positions différentes que les substitutions de Gis donnent aux systèmes, et P l'ordre du groupe I.
Supposons d'abord que m soit divisible par 3 : les déplacements des systèmes formeront un groupe de degré 5, transitif et dont l'ordre est divisible par 3 : ce groupe sera donc trois fois transitif : et son ordre n'étant pas divinble par 8, il sera alterné. On aura donc m = 5.4.3, d'où P = 27. Ce résultat est impossible. En effet chaque substitution de I devrait être de la forme A*'A2'A^A4*A*ft'; A,,...,A5 désignant des substitutions circulaires effectuées respectivement entre les racines du premier,..., du cinquième système, et «1,..., as des entiers nuls ou positifs; et l'on aurait P =: /iQ, n étant le nombre de systèmes de valeurs non congrues suivant le module 3 que prennent, dans les substitutions de I, les entiers ai, «2, lequel divise 9, et Q le nombre des substitutions de I qui se réduisent à la forme A^ A^AV» Donc Q > I, et 1 contient une substitution S de cette dernière forme, autre que l'unité. Supposons, pour plus de généralité, que dans S les valeurs de or,, a4 différent de o(mod. 3). Transformons cette substitution par celles de G^» qui laissent immobiles les troisième et quatrième systèmes, en remplaçant
Le groupe G, 5 ne peut contenir aucune autre substitution d*ordre 3. Car cette substitution, ne déplaçant pas les systèmes, par hypothèse, serait de la Forme A*'... A^', a, -h... -h «5 étant ^o(mod. 3); et en la combinant aux précédentes, on aurait un groupe d'ordre 3* contenu dans Gu, ce qui est impossible.
Soient maintenant a,, A,, r,,..., a^, A5, c^ les racines de E,»; x la dernière racine de Eio. Le groupe G46 de Eio» étant deux fois transitif, contient une substitution S qui remplace a^ et b^ parir et a, : et la transformée de A| A^ = (a|fe|C|) [a^c^b^) par S sera de la forme J = [xa^y) {zuv),y^ s, 1/, V étant les racines que S fait succéder a c,, a^, c,, b^-
Supposons d'abord que j soit une des racines 6|, C|, par exemple, 6|. Les substitutions A^.-.Ag' d'ordre 3 contenues dans I et qui laissent or, a,, 6, immobiles forment un groupe évidemment permutable à T, ou, ce qui revient au même, à la substitution partielle [zuv). Il faut pour cela que [zuv] soit une puissance de l'une des substitutions Aj».., A5, de A2 par exemple. Cela posé, la substitution A| A^, multipliée par T ou par P, donnera une substitution U qui laisse immobiles toutes les racines autres que a,, 6|,
Supposons, au contraire, que/ soit une autre racine, telle que a,; les substitutions A^A^'Ag' contenues dans I forment un groupe permutable à [zuv)^ [zuv) sera une puissance de l'une des substitutions A,, A4, A^, ou permutera entre elles trois des racines b^, C|, 62» ^2* Mais dans ce dernier cas, le produit de S par AiA^ ou par son carré donne une substitution d'ordre 7, ce qui est inadmissible, 0, n'étant pas divisible par 7. Admettons donc que [zuv) soit une puissance de A3 : S, combinée avec Aj A', donne une substitution U qui laisse immobiles toutes les racines, sauf ai , a,, 6,* ^s» ^•
Donc G,o contiendra dans tous les cas une substitution U qui déplace cinq racines au plus. Soit x' une des racines que U laisse immobiles : G,e contient une substitution V qui remplace x' par x; V~*UV = W ne déplace encore que cinq racines, et laissant x immobile, appartient à Gi,. -* ^b Mais toute substitution qui déplace les systèmes déplace au moins deux -^>^ ^ d'entre eux, soit six racines : donc W appartient à I et remplace les lettres ^^s de chaque système les unes par les autres. Mais si W déplace les trois lettres d'un même système, le premier, par exemple, son carré sera une puissance de A|, qui ne peut être contenue dans 1, ainsi qu'on Ta déjà vu. Si, au contraire, W laisse dans chaque système une racine au moins immobile, ^ on pourra supposer
W=r(ûj6,), =(fï, 6,)(a,6,j ou =(a, 6,)(a,c,).
Dans les trois cas, celte substitution, jointe à celles de la forme A**...A5% que contient I» et à ses transformées par celles-ci, permettra de permuter ensemble d'une manière quelconque les trois racines ai, 6|, C(, puis, en laissant celles-là immobiles, de permuter ensemble a,, b^^ c,, puis de permuter entre elles a,, 6,, ^,. Donc P serait égal à (r.t2.3)'P,, et divisible par 8, ce qui est inadmissible. ..
453. Supposons que Ton s'adjoigne une des racines de Téquation aux vingt-sept droites, telle que a. II restera une équation de degré 26, dont le groupe est dérivé des substitutions B, C, D, E, F. Ce groupe n'étant pas transitif, Téquation se décompose en deux facteurs rationnels, du seizième et du dixième degré. On voit sans peine que ces équations partielles ont les mêmes groupes que les équations X et Y du § III.
§ VI. — Problèmes de contacts.
454. D'après les recherches déjà citées de M. Clebsch (427), la détermi-
nation des courbes de l'ordre n — 3 qui touchent en -^ points une
courbe donnée C d'ordre n dépend d'une équation de degré 2^^* — 2'*"*,
en posant pour abréger ^^~'^v^ — V. ^ p^ Les racines de cette équation
étant représentées par le symbole [oc^y^..,Xpyp)^ où a?,, j,,..., a?^, y^ sont des indices variables chacun de o à i, et satisfaisant à la condition
Xxy-y-^-, . .-^^ XpXp^i (mod. 2),
on aura le théorème suivant (Mémoire cité, § YIII) :
Soit [i un entier quelconque tel^ que /x soit entier : les points de con-
tact de.C avec les [i courbes correspondantes aux [i racines {x\ j'^ . . . ar^ j^ ) , . . . ,
{^f^yf^**'^^p^y^p^) seront sur une même courbe du degré > lorsque les 2p
congruences contenues dans les formules suivantes :
(6) ar'^-4....-|.;r(i^)=^'^^...4-j(si) = o (mod. 2)
sont satisfaites à la fois.
Soit 9,1 la fonction formée par tous les systèmes de fx racines dont les in-
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dices satisfont aux relations (6). On voit comme au n^421 que les substitutions du groupe de Téquation appartiennent toutes au groupe de la fonc* tion (p^.
Si n est pair, on ne pourra assigner h jx que des valeurs paires» et les substitutions du groupe cherché, laissant invariables les fonctions ^4, 9»,..., appartiendront au groupe G (319-335).
Si n est impair, on pourra assigner à ju. une valeur entière quelconque, et le groupe cherché sera contenu dans le groupe G, (336-346).
455. Posons n = 4 ' on aura l'équation aux vingt-huit doubles tangentes des courbes du quatrième ordre. Si Kon adjoint à Téquation une de ses racines, telle que ( r loooo), les autres racines seront déterminées par une équation du vingt-septième degré, dont le groupe H est formé par celles des substitutions de G qui ne déplacent pas (i loooo). Ces substitutions laissent évidemment invariable la fonction partielle (p\ formée par ceux des termes de 94 qui contiennent (iioooo) en facteur. Supprimant ce facteur commun» que les substitutions cherchées laissent invariable, on aura une nouvelle fonction ^, que ces substitutions laissent également invariable, et qui sera formée de la somme des produits de trois racines (*t:,j, 0:27,0:,^,),
{oc!\y\ ^'^y^^'z^z)^ (^"i7"i^'2/2^373)» do"t '^s indices satisfont aux relations
Cela posé, il est aisé de voir que la fonction ^ contient quarante-cinq termes, et ne diffère que par la notation de la fonction 9 du n*^ 441. Donc le groupe de Téquation aux vingt-sept doubles tangentes est contenu dans celui de Téquation aux vingt-sept droites des surfaces du troisième ordre. D'ailleurs les ordres de ces groupes, étant égaux respectivement à
^ (^^3 — 0 2*. 1.2. 3. 4. 5 (327) et à 27.10.8.6.4, sont égaux entre eux :
donc ces groupes sont identiques. Ainsi se retrouve entre le problème des vingt-sept droites et celui des doubles tangentes, le lien remarquable signalé par M. Geiser [Mathematische Annalen, t. I^);
456. La résolution de Téquation aux doubles tangentes ne peut être ramenée à celle d'équations de degrés inférieurs. En effet, si l'on pouvait la résoudre à l'aide d'équations d'un degré inférieur à 27, il en serait de même a fortiori après l'adjonction d'une racine, ce qui n'a pas lieu (446-452).
D*autre part, s'il existait une réduite de degré ^27, adjoignons-nous une de ses racines : Téquation restante £29 se décomposerait en équations irréductibles dont les ordres diviseraient 0 = 28. 10. 8. 6. 4f et contiendraient les facteurs premiers 7, 5, 3, 2 (397). Ces équations seraient donc chacune du degré 7 au moins; d'ailleurs aucune d'elles ne peut être d'un degré supé^ rieur à 8 et inférieur à i4; car son ordre, étant divisible par 9 (398), ne diviserait pas 0. Mais ces conditions sont évidemment incompatibles.
457. Les résultats généraux du n^454 se modifient lorsque la courbe C a des points doubles. Le cas où C a ^^^"" points doubles, dont x de re-
broussement, a été traité par M. Clebsch {Uber diejenigen Curven, etc.. Journal de M. Borckardt, t. LXIV). Il montre (§ XVI du Mémoire cité), que les courbes cherchées du degré n — 3 dépendent d'une équation X de degré 2*", en posant m = ^^"~ ^ h- i — x, et peuvent être représentées par
le symbole {xyzu...) où les indices ^, y, z, w,..., en nombre /w 4- i, et variables de o à I, satisfont à la relation
(7) jy-f- z -h a-f-. . .^o (mod.2].
En outre, les points de contact de quatre de ces courbes {x^ytZt u,... ),..., (^.a:^yj^z^u^...) seront sur une courbe de degré ^(n — 3), si l'on a
C 8) ar, -hXj-f-^s-HjTi^/, -h j,-+- j3-+-j^4^-2,-+-z, -i-23 + -34^.. .^o (mod.2).
ou
ar,j,--4- jTîja-f- x^Xi -h^éXé^o (mod. 2).
Nous représentons, pour abréger, para?, y, z, £^, . . . les quantités désignées
l'endroit cité par/? -h i, y h- i. A, h- - — ""'^ > Aj,... •
Les substitutions du groupe de l'équation qui donne les courbes cher- :^hées laisseront invariable la fonction f, formée de la somme des produits 6 quatre racines dont les indices satisfont aux relations (8). Or le groupe G ^e cette fonction contient les substitutions de la forme
x^ jr ax -\- bx -h a, dx 4- h* y -+- a'
z z-+-^7*-Htt-f-...— {ax 4- fcj -t- a) {dx 4- b'y -\- a')
-^(cxy-hdx-h ey-i-fu-h'.»-^ (3) a,... cxy-h dx -h ey-^-fu 4-. . .-4- (3,. . .
^omme il est aisé de le vérifier, en remarquant que x^^x, y^^y (mod. fi).
458. Réciproquement» nous allons prouver que G est exclusivement formé ries substitutions S.
Soient [xty^Zt Uf..,), (^ay2 22<^2--0 àeixx racines quelconques. Le nom*. bre des termes de cp divisibles par leur produit est égal à la moitié du nombre total des solutions des congruences
j j^i-hx^^x.-hXi,^ J^j-i-j4=7'i-+- Ji, Zi-h Zt^z^-^- Zw" (mod. a), \ Xijr^ -h Zi-h Us-h. . ,^^0, j:* J4 4- -84 -f- e/i Hr. . .^o (mod. 2),
car chaque système de solutions donne les deux autres facteurs de Tun des termes cherchés; et chaque terme correspond aux deux systèmes de solutions qui se déduisent Tun de l'autre en permutant 00^, y^,... avec a?^,
Cela posé, si Ton a
Xt^Xu /, ^jj, d'où z, -h a, -+-. . . ^z, 4- M»4-. . .,
la dernière des relations (9) sera une conséquence des autres, qui détermineront jZ|, oo^^y^^ Z4, U4,... en fonction de a?,, j,, u,,... qui restent arbitraires : on aura donc 2"* systèmes de solutions. Si au contraire x^^ y^ ne se confondent pas avec ^2,^2» 1^ dernière des relations (9) ne résulte pas des précédentes, et le nombre des solutions est inférieur à a"".
Partageons les racines en quatre systèmes, en groupant ensemble celles pour lesquelles les deux premiers indices ont la même valeur. D'après ce qui précède, pour que deux racines se trouvent associées dans a"*"' termes de (p, il sera nécessaire et suflisant qu'elles appartiennent au même système. Cela posé, soit T une substitution quelconque de G; n'altérant pas 7, elle remplacera les racines d'un même système, qui, prises deux à deux, se trouvent associées dans a"*"* termes de ç>, par d'autres racines qui jouissent de la même propriété, et qui par suite appartiendront à un même système.
Or les substitutions de la forme S permettent, en y faisant varier les coefiicients a, b, a, a', b\ u\ de permuter les systèmes entre eux d'une manière quelconque : on aura doncT = T, S,, S| étant de la forme S, et T| une nouvelle substitution de G, qui ne déplace pas les systèmes.
459. Désignons par 9^ la fonction partielle formée par ceux des termes de ff exclusivement formés de racines du système o, o. Il est clair que T, laissera 9^ invariable.
Des considérations analogues à celles du n^ 428 montrent que pour laisser
33 i UVRE TROISIÈME.
APPLICATIONS A LA THÉORIE DES TRANSCENDANTES
§ I. — Fonctions circulaires.
462. Soit n un entier quelconque; on sait que cos — est lié à coso? par une équation Z du degré /i, dont les racines, rôs — » cos *>•••»
cos ^ — ^ — tjTT g^jj^ généralement inégales. Cherchons le groupe de mo-
nodromie de cette équation par rapport à coso?.
Posons pour abréger cosa? =y et cos - — ^^ = (/>) ; et faisons varier y .
suivant une loi arbitraire, de manière \ ce qu'il reprenne finalement sa valeur initiale. La valeur initiale de arccosj étant x^ sa valeur finale sera, comme on sait, égale à j? + nmn ou à — a? + imn^ m étant un entier; d'ailleurs, en choisissant convenablement la loi de variation de 7, on pourra obtenir une quelconque de ces valeurs finales. La racine (/)) se trouvera par là transformée en {p -h m) ou en {—p — m). Le groupe de monodromie de l'équation Z sera donc formé des substitutions
et son ordre sera égal à 2/1, m étant susceptible des n valeurs o, i,..., n — I (mod. n).
463. On obtiendra le groupe de monodromîe de la même équation par rapport à coso? et sino; en supposant que la loi de variation de cosor 8oit telle, que sinoc reprenne à la fin de l'opération sa valeur initiale. Sous cette restriction, la valeur finale de l'arc ne pourra être que de la forme x+ làmn : par suite, le groupe cherché ne contiendra plus que les substitutions
{^) * \ p p -hm |.
substitution du groupe de Téquatiou proposée : on aura
i?[p-^^V = '\'H9[p])]^ d'où 9[p] = p-+-'»«. 467. Considérons maintenant Tirrationnelle numérique cos — • Soit
F'ii) = o Téquation de degré /i — i qui a pour racines cos — >•••>
cos — ^ — ^^^ — ^- Si n est impair, son premier membre est un carré parfait;
car à chaque racine cos— correspond une autre racine égale cos —•
Si n est pair, Téquation a la racine costt = ~ i, et après la suppression du facteur u-+- 1, son premier membre sera un carré parfait. Soit U le polynôme obtenu en extrayant la racine carrée de F{u) (après la suppression du facteur u-hif s\ n est pair). L'équation U = o est intimement liée à Téquation X = o, déduite de l'équation à?"-- 1 = 0 par la suppression de
ses racines réelles. Soient en effet x = cos -^ -h 1 sin -^ l'une des racines
de X, x"* sa conjuguée : on aura -{x -h a?"*) = cos -^ •
Décomposons maintenant X en facteurs irréductibles. Soient F l'un de ces facteurs; 2/xson degré; Xq, x^^... ses racines, qui pourront se grouper par couples de racines conjuguées, et réciproques l'une de l'autre :
- {xq 4- a?7'), - (a?, -h ^r)>--- seront les racines d'une équation de degré jx, 2 2
dont le premier membre sera évidemment un facteur de U. Ce facteur sera
irréductible : car s'il était divisible par un polynôme ^[u) de degré iif<Ciii^
l'équation (j^(j?-i-a?~*) = o, de degré 2|ul', aurait pour racines une partie
de celles de F, qui ne serait pas irréductible.
Il sera aisé, en partant de là, de déterminer le groupe de l'équation U = o. Nous nous bornerons au cas où n est premier. Soient Mot-*-» Up =z Xp -i- x'^\... les racines de U.
Pour qu'une fonction des quantités u soit rationnelle, il faut et il suffit qu'elle soit invariable par les substitutions
I Xp Xp^m I
du groupe X, lesquelles reviennent aux substitutions
effectuées sur les u. Donc le groupe de U est formé par ces dernières sublitutions.
que, mais de telle sorte que cette fonction ainsi que sa dérivée reprennent finalement leurs valeurs initiales : la valeur initiale de x étant x^ sa valeur finale sera, comme on sait, égale à a: -4- /ww -h /w'o)', m et w! étant des entiers, qui dépendent de la loi de variation de X(a?), et peuvent être supposés quelconques. Substituant cette valeur dans l'expression de la racine {pq)^ on la changera en {p -^ m, q -^ m'). Le groupe clierché sera donc formé des substitutions
470. Supposons maintenant qu'on adjoigne à Téquation Tune de ses racines, telle que x( — ) î les racines restantes dépendront d'une équation de
degré n^ — \ . Cherchons son groupe *de monodromie relatif à k.
Si l'on fait varier k, w et o)' varieront avet lui, et pourront ne pas reprendre leurs valeurs initiales eii même temps que lui. Mais w et w' sont un système de périodes élémentaires, c'est-à-dire telles, que toute période nouvelle de X(a?) est de la forme au) -h a'a)', a et a' étant entiers. Cette propriété subsistera évidemment pendant que k varie. Donc û et îî', valeurs finales de 0.) et Cl)', seront un système de périodes élémentaires de la fonction X(a:) : on aura donc
12 = aw -h fl'w', Q' — bùi-h b'b)\ avec ab' — ba'^i,
cette dernière condition étant nécessaire pour que c», co' soient des fonctions linéaires k coefficients entiers de O, û'.
Remplaçant co et co' par Q et Q' dans Texpression {pq)f on la change en [ap -H bq, a'p -h b'q). Le groupe cherché a donc toutes ses substitutions de
la forme
avec la condition a6'— ha' =^ i, laquelle peut être remplacée par la suivante a</'— ba'=^\ (mod. n), en remarquant que l'on peut, sans altérer en rien la substitution, accroître ou diminuer a, h, a\ h' de multiples arbitraires de n,
471. Réciproquement, si n est impair, toute substitution de cette forme fera partie du groupe cherché. Pour le démontrer, nous emploierons une méthode élégante, due à M. E. Mathieu.
Représentons, suivant l'usage reçu, une quantité imaginaire a -h /3i par
un point ayant pour abscisse a, et pour ordonnée |3. Soient G, C| des contours élémentaires passant par l'origine des coordonnées, et enveloppant
respectivement les Atw\ points critiques ' et r; C, C, les deujt contours élémentaires symétriques de ces deux-là par rapport à l'origine, et enveloppant les deux points — i et — , ; A, A^ — A, — A< les valeurs de l'intégrale (3) prise le long de ces contours, jen supposant que le radical soit égal à I pour M = o. On sait : i® que l'on n'altère pas la valeur de ces intégrales en déformant les contours C, C,, C, C, , pourvu qu'on ne leur fasse traverser aucun point critique; 2*^ que les périodes w, w' sont respectivement égales à a A et à A| — A.
472. Supposons maintenant qu'on fasse variera suivant une loi quelconque.. Les intégrales A, A( varieront d'une manière continue, pourvu qu'on ait le soin de déformer progressivement les contours élémentaires, lorsque cela sera nécessaire, de telle sorte qu'ils ne soient jamais traversés par les points critiques.
Supposons d'abord que l'on fasse varier k de telle sorte que le point t
décrive dans le sens direct un contour fermé enveloppant les points i et — I {/ig. i). Lorsque k aura repris sa valeur initiale, le contour C n'aura
Fig. I.
pas varié, et, par suite, l'intégrale A reprendra sa valeur initiale. Au contraire, le contour G,, se déformant progressivement, se sera changé en un contour tel que K (pointillé sur la figure). Or le contour K peut évidemment se ramener par une déformation convenable à la somme des cinq contours G, C G|, G', G; mais l'intégrale suivant G est A; celle suivant G' est également A, le radical ayant au commencement de ce second contour la
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valeur — i; l'intégrale suivant Ci est A|, etc. Donc Tintégrale suivant K sera /|A-+-A|.
Les intégrales A, A, étant ainsi changées en A, 4A + A,, co, (*>' le seront en w, (à'-i- 2(ô; et la substitution correspondante du groupe cherché sera
(7) \ Pf g p-^^^f 9 l
473. Faisons maintenant varier k de telle sorte que le point t décrive,
toujours dans le sens direct > un contour fermé entourant seulement le point I. Les deux contours C, €« auront été changés progressivement en H,
H. (yîs^.^).
Fig. 2.
Mais H se réduit à la somme des trois contours G,, G, G|, et H| k la somme desv contours G,, G, G,, G, G, : A, A, seront donc changées en a A, — A et 3A,— 2A; et par suite w, w' le seront en w -+- 4^', w', ce qui équivaut à la substitution
(8) \Pf g p> ^p-^q l
474. Gela posé, si n est impair» les substitutions (7) et (8), élevées k des puissances convenables» reproduiront les substitutions
desquelles dérivent toutes les substitutions linéaires de déterminant i (121 et 137).
Au contraire, si n est égal à 2, les substitutions ci-dessus se réduisent à Tunité. Il est clair d'ailleurs que l'on peut obtenir un déplacement quelconque (suivant un contour fermé) des points t et — t en combinant des
léplacements suivant les deux sortes de contours étudiés ci-dessus avec les déplacements suivant d'autres contours n'enveloppant aucun des deux
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points + I et — I, lesquels déplacements n'altéreront pas les périodes. Donc dans ce cas particulier les racines de l'équation sont des fonctions monodromes de k.
475. Cherchons maintei^ant le groupe algébrique de l'équation, les quantités *, X(a?), y![x) étant supposées connues. Le groupe cherché étant permutable au groupe de monodromie relatif à \[x) et X'(a7), ses substitutions seront (119) de la forme
\ p, q ap -h bq -h m, a'p -h Wq 4- m' |.
Mais si l'on adjoint à l'équation les constantes X [ -] i X (^ | » ce groupe se réduira aux substitutions (5). En effet, on connaît la formule fondamentale
Différentions-la par rapport à z, et remplaçons X''(z) par sa valeur en fonction deX(jz), déduite de l'équation (4)- On aura la valeur de X'(2 + /j exprimée rationnellement en X(2), X'(z), X(/), X'(/) et k.
Posons maintenant z= — — ^ — ^ï (= — ^ dans la formule (o).
Elle donnera la valeur de la racine {p-i- a^ q-h b) en fonction rationnelle de
{P9)f^[— ^ )» de leurs dérivées, et de ^.Mais la dérivée de (pq) s'exprime
rationnellement (468) en fonction de {pq) et des quantités X{x -hpca + q^^')^ ^{x-hprj} -*- ^w'), respectivement égales à X(a?), V{x). D'autre part, d'après
ce qui précède, X (^^ ^'^ \ et sa dérivée s'expriment rationnellement eu fonction de Xf- )? X'f- )» X(— h X'( — )» *. En outre, X'(-j s'exprime rationnellement en fonction deX ( - )> A: et des constantes rationnellesX(o) = o,
X'(a)) = i (468). Demême, X'f — j s'exprime rationnellement en X( — j et^*.
Substituant ces valeurs dans l'expression de (jf + a, 9 + 6) il vient une relation de la forme
(p-h«, ?-f-ft)=+[(M), x(^), i(^^y x(x), x'(^), frj,
(|; étant une fonction rationnelle, dont les coefficients sont indépendants i\e pei de q.
Mi LIVRE TROISIÈME.
(luit a celles de ses substitutions qui he déplacent pas les syslënies» lesquelles se réduisent évidemment à celles qui multiplient tous les indices par un même facteur constant : ces substitutions, en nombre /i — i, sont les puissances d'une seule d*entre elles, qui multiplie les indices par une raciue primitive a de la congruence a^"*^i (mod. n) L'équation sera donc abélienne; il est clair enfin que son premier membre se décompose en /iH-i facteurs rationnels ayant chacun pour racines les n — i racines d*un même système.
Quant à l'équation auxiliaire de degré n + i> l'ordre de son groupe sera
— ""/ 7 ^ ? d'ailleurs elle sera simple si /i>3. En effet, de quelque
manière qu'on ramène la résolution d'une équation donnée à celle d*une suite d'équations simples, ses facteurs de composition resteront les mêmes, à l'ordre près. Or, pour résoudre l'équation proposée, on pourra résoudre d'abord l'équation auxiliaire dont dépend une fonction des racines invariable par toute substitution de déterminant i, ce qui réduira le groupe de la proposée aux substitutions de déterminant i . Mais ce groupe a pour facteurs de composition ""/ _ T^ et 2. Donc la résolution de la proposée dépendra actuellement de deux équations simples, dont l'une aura pour
ordre "~'^v^ T^ * Donc dans l'autre mode de résolution que nous avons
adopté, doit se présenter une équation simple dont le groupe soit du même ordre.
Dans le cas particulier où /i = 3 nous avons vu (420-425) que la proposée se résout par des équations auxiliaires du troisième et du quatrième degré.
Équations modulaires.
478. Jacobi a montré {Fundamenta, § XXI) que les racines de l'équation modulaire pour les transformations d'un degré impair n sont données par la formule générale
i; = a" [sincoam 4ûsincoam8û. . . sincoamaf/i — i)i2],
u ei {^ étant respectivement les racines quatrièmes du module initial et du module transformé, et Cl l'une des valeurs comprises dans la formulé
poi-h^qc^ ,^ et fêtant des entiers congrus à o, i,..., n — i (mod. n), mais qui ne soient pas à la fois congrus à zéro.
de nw, nw') en aw H- a'w', |3w + ^'tù\ E^j^— sera changé en
Si donc on pose oc^c, ajS^rf, o/^ac', jS'^a' (mod. n), (z) sera changé
en (^î^ — 2,j. On a d'ailleurs évidemment cd'— c'd^ia^'— a'^f et il est
clair qu'en donnant successivement à a, J3, a'> P' tous les systèmes de valeurs dont le déterminant est congru à i , on obtiendra pour c, df d^ d' tous les systèmes de valeurs dont le déterminant est congru à r. Le groupe de monodromie cherché est donc formé des substitutions
cz 4-rf
^ c'z-hd'
j avec la condition crf'— c'rf^i (mod. n).
480. Le groupe algébrique de l'équation aura la même forme, en supprimant la condition crf' — c'rf==i. Car soit F une fonction de ses racines, invariable par toute substitution linéaire fractionnaire : elle peut être mise
sous la forme d'une fonction rationnelle de w, sinam- =X(-) etX(~J-
Car prenons Tun quelconque des facteurs qui entrent dans l'expression des
racines de l'équation modulaire, par exemple sin coam 4^^" / — —' H est
égal à
cosam
A am r ^ ^ — i — - A * A* ( r ^ — )
Or X r
\r^ — 2jfw^\ ^^ gg^ dérivée s'expriment rationnellement en Xf-j et
XM — )• Donc F est une fonction rationnelle de w, X(- j? ^'("~)* D'ailleurs
F reste invariable si l'on change w, w' en aco 4- a'ci)', èw ■+• è'w', ce changement équivalant à une substitution linéaire fractionnaire effectuée entre les racines (2),.... Donc u étant supposé connu, F sera une fonction des racines
de l'équation qui donne X( -j» invariable par les substitutions du groupe
de cette équation : donc F est exprimable rationnellement.
Le produit des différences des racines de l'équation modulaire sera expri-
mable rationnellemeDt après Tadjonction du radical carré y {—i) n (Her- MITE9 Mémoire sur les équations modulaires). Cette adjonction abaissera de moitié l'ordre du groupe de Téquation, et le réduira à celles de ses substitutions qui n'altèrent pas le produit ci-dessus. Ce sont celles pour lesquelles le déterminant c</'— c'6? est congru à un résidu quadratique (ou> ce qui revient au même, k l'unité : car on peut, sans altérer une substitution linéaire fractionnaire > multiplier tous ses coefficients par un facteur constant quelconque» dont le carré multipliera le déterminant). Le groupe de l'équation sera donc réduit à son groupe de monodromie, lequel est simple, si /i > 3 : car il est évidemment identique au groupe de l'équation auxiliaire de degré /i + i rencontrée plus haut dans le problème de la division des périodes.
481. Il est intéressant d'examiner s'il n'est pas possible de trouver une équation équivalente à Téquation modulaire proposée, et d'un degré moindre.
En premier lieu, le groupe G de l'équation modulaire (après l'adjonction
de y (— 1) * /ly a pour ordre y nombre divisible par n. Il doit en
être de même du groupe de l'équation équivalente cherchée : donc son degré ne peut être moindre que n.
Cela posé, pour qu'il existe une équation de degré n, équivalente à la proposée» il faut et il suffit qu'on puisse déterminer un groupe H contenu dans G, et qui renferme précisément la n'^'"' partie des substitutions de G. Or, considérons le groupe G' formé des substitutions linéaires
I Xj y cx-^dj\ c'x-^d'y |, où cd' — c'd^i (mod. n).
Ses substitutions correspondent à celles de G
! cz -i- d
vz -4- d'
j oii cd' — cd^i (mod. /i),
de telle sorte que le produit de deux d'entre elles correspond au produit de leurs correspondantes. Si donc le groupe H existe» les substitutions de G' qui correspondent aux siennes formeront un groupe H' contenant la n'^"*^ partie des substitutions de G', soit n^ — i substitutions. Il aura donc son ordre premier à /t» et, par suite, il ne contiendra aucune substitution d'ordre n.
Soient So*.*» Sj^,... ses substitutions; T une substitution quelconque d'ordre n contenue dans G', celle-ci par exemple
I X, y x-hy, X |.
Les n{n' — i) substitutions de la forme VS^ seront toutes distinctes et reproduiront toutes celles de G' : car si Ton avait TPSjt = T'S^ sans avoir p = c, d'où |x= V, on en déduirait Tp-^ = SvS;:*; donc T?"^ appartiendrait à H'; résultat impossible, cette substitution étant d'ordre n.
Soit maintenant g une racine primitive de la congruence g"'* ^ i (mod . n): la substitution
U= I X, 7 gx, g-'x I
étant contenue dans G', sera de la forme T^Sj^ : et la substitution T~pU = S^ fera partie de H'. Mais posons a? — (p -4- g'^)y^iv' : on voit sans peine que T~PU remplace x' par gx' eiy par g^^y. Prenons donc pour indices indépendants, au lieu de x et y, oo' et y, ce qui n'altère pas la forme du groupe G'; T~PU prendra la forme
482. Cela posé, le nombre des substitutions de VU qui n appartiennent à aucune des deux formes
(II) I x\ y ax\ dy |, | .r', y by, ex \
est un multiple rfc - (n — i)*.
Car soit
V =r I ^', j ax' -f- hy^ ex -4- dy \
une de ces substitutions : H' contient les substitutions de la forme
S^VS/'r^: I Xy y gP^ax' -h gP-'^by, g-(p-'^)cx' -\- g-^P-^^^dy |,
qui sont en nombre -{n — i)^; car, en faisant varier m et/?, on pourra donner à g^''"^" (mod. n) une quelconque a des /i — i valeurs i,.., n — i, et à gP-^ une quelconque des - (n — i) valeurs |3 ^ aR, dont le rapport R à la précédente est un résidu quadratique de n. Il est clair d'ailteurs qu'aucune de ces -(n — i)^ substitutions ne se réduit aux formes (i i).
Si H' contieDt une substitution Y' autre que les précédentes et qui n'appartienne pas à ces formes, il contiendra -(/i — i)* substitutions S"*' V'S'''
évidemment distinctes des précédentes : car si S'^'V'S'^ était égal à S'^VS'', on en déduirait, contre Thypothèse, V'= S"'~"*'VS^-'^. Donc H' contiendra
au moins 2-^(/t — i)^ substitutions qui ne Soient pas des formes (ii). S'il en contient davantage, il en contiendra au moins 3 -(/i — i)*, etc.; il en
contiendra donc en général r'-{n — i)*.
Le groupe H' contient en outre celle des substitutions de G' qui sont de la forme | a/, y ax\ dy |, lesquelles, ayant pour déterminant i, se réduisent aux n — I puissances de S : enfin, s'il contient une substitution A de la forme | x\ y hy^ caf |, il contiendra celles des substitutions de G' qui sont de cette forme, lesquelles se réduisent aux suivante^ AS"", en nombre n — i .
V ordre de H' est donc égal à
/i — n-r-(/i— i)»ouà 2(/i— i)-i-r«-(/i— i)%
suivant que H' contiendra ou non la substitution X =:\ x\ y j, — a?' |. Mais cet ordre est égal à n^ — i, ce qui montre que la première hypothèse
est inadmissible, lorsque n > 1 1 : car n — i -f- r.- (/i — i)^ est plus grand
que /i' — I, si r= 3, et plus petit, si r< 3. La seconde hypothèse elle-même ne sera admissible que si r= a : auquel cas H' sera formé exclusivement des substitutions suivantes :
/ »»= I a:', 7 gPx\ g-Py I, AS^rz: I x, 7 gPy, — g-Px' |, (12.) |s-VS^ = \ x\ y aa^' -haR^j, «-'R-'cx' -h «-'rfj |,
( S«'W =z \x\ y oLax^aK'b'y, a'-R '-cV-h a'-rf'j |,
OÙ pt oLt ol\ R, R' sont des entiers variables d'une substitution du groupe à Tautre, ces deux derniers étant résidus quadratiques de n; et où a, 6, c, d, €2^, b\ d ^ d' sont des entiers donnés, satisfaisant aux relations
ad— bc^ a!d^ — Vc' ^ i ( mod. n ),
et tels, qu'on n'ait pas à la fois a^rf^o, ni 6^ce=o, nia'^rf'^o, ni ô'^c'^ o.Donc sur les quatre coefficients a\ 6, c, d un seul peut être con-
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gru à zéro; si Tud d'eux est effectivement congru à zéro, on peut admettre que c'est d; car à cause de la symétrie qui existe entre a/ et j, on peut admettre que c'est c ou d. Mais si c^o, H' contient la substitution
A V --- I x\ r — bx'-h ajTf — dx' |,
où c*est le quatrième coefficient qui s'annule, substitution que Ton pourrait prendre à la place de Y dans tout le raisonnement, delà posé, la substitution
w - srysp\ =
x' (««• 'hx"h-'cb)x' -h{aKba-hor*db)x 1 r (aac-4-a-»R-'crf)x'4-{aR6c-+-a-»</' )r î'
sippartenant a H', doit être de l'une des quatre formes (laj. Si elle est de la première forme, on aura
(i.'i) «RftrtH- a-'rfé^aac-ha-'R-'crf^o.
Si rllr rsl de la seconde, on aura
Si idli} («Ht do la troisième, on aura, en remarquant que dans les substituliohN dr rutio formo le produit des coefficients extrêmes est égal à ad^
Si (die oHt de la quatrième forme, on aura de même
DoiK' la roii^rnonre
I \jLlihti « .M W//i||.,,»» » jt R «cft] [(art»-f-a-'R-'c6)(aR6c + a-'rf»)— «r/j ^ '^ ( X[(a«'-f-a-'R •c6)(aR6c-4-a-rf')--fl'rf'] = o
sera satisinito daiiH Ions les oas. et quels que soient a et R. Or supposons R donné : si d o, r(^(|ualion est du sixième degré en a; si d^o{mod! n). du douzième : doiio elle no peut avoir plus de six ou douze racines distinctes. Mais elle est satisfaite pour les n — i valeurs de a inférieures k n : donc /i — I ^ I a. d'oii /i ^ i '\\ l'hypothèse /i = i3 n'étant d'ailleurs admissible que si d^o (mod. /i).
Cette hypothèse doit être rejetée dans tous les cas. Car la congruence (17) ayant douze racines distinctes, le facteur aa^ -f- a~* R""*c6, égalé séparément à o (mod. /t), donnerait deux racines distinctes. Donc sur les douze valeurs de a, il en est deux pour lesquelles la substitution W se réduirait k la forme AS'', et qui, par suite, satisferaient aux. relations (i4)- Mî^is on déduit de ces relations, en éliminant a et R,
a^d'^b^c''^(ad —ly, d'où i — 2ad^o.
On aurait de même 1 — t^a'd'^o; d'où ad^a'd'. Mais alors la congruence (i7)f ayant deux facteurs égaux, n'aura pas douze racines distinctes, comme cela devrait être.
L'existence du groupe H' est donc impossible, si n > 1 1 .
484. Au contraire, si n = 5, 7 ou 1 1, le degré de l'équation modulaire pourra s'abaisser d'une unité. Ce résultat remarquable, découvert par Galois, a été retrouvé depuis par M. Hermite et par M. Betti. On peut le vérifier sans aucune difficulté, en montrant qu'il existe un groupe H contenant la n^^'"' partie des substitutions de G.
I® Soit en effet n = 5 : on pourra prendre pour H le groupe dérivé des substitutions
a** Si /i = 7 ou II, on prendra pour H le groupe dérivé des tutions des formes suivantes
substi-
cr
az
où a, b sont des résidus quadratiques de n, variables d'une substitution a l'autre, et g une racine primitive de la congruence g'*"^ ^ i (mod. n), dont toutes les puissances impaires de degré inférieur à n — 2 vérifient la congruence
[ff'r'—ff(g:^-OrH-ï][g^r'— («"-+- Or-»-']=o (mod. «;.
On pourra donc poser, si /i = 7, g' = 3 ou 5 ; si n = 1 1 , ^ = 2 ou (i.
Il est bon de remarquer que le groupe H n'est pas priniitif; car si l'on répartit les racines en couples, en groupant ensemble celles dont l'indice a respectivement pour valeurs o et œ , i et ^, ^' et g^', . . . , les substitutions
de H jouiront seules, parmi celles deG> de la propriété de remplacer les lettres de chaque couple par celles d'un même couple. Si w = 5, posons
Si n = 7, posons ^=5, et
Si ^< = 1 1 , posons g = 2y ei
La fonction œ^ sera évidemment invariable par les substitutions de H : elle dépendra donc d*une équation de degré n, dont les coefficients sont des
fonctions rationnelles de u et de la quantité adjointe y (— ■) ' • Soit F(^, u) = o cette équation : ses autres racines a?,,..., Xn^i s'obtiendront en opérant successivement surâ?o les puissances i,..., /z — 1 de la substitution I z :; ■+- I |.
485. M. Hermite obtient comme il suit les coefficients de cette équation. Il remarque que si l'on change u en îu, s étant une racine huitième 4e Tunité, chacune des valeurs de v sera multipliée par g^"*"*, et chacune des va-
leurs de x par e ' . Donc l'équation en x ne change pas si l'on y remplace
à la fois u par êw, et x par s * x. Donc le premier membre de cette équation est composé de termes de cette forme
où ^v satisfait à la condition
(n — v) — h «v^o (mod. 8).
En second lieu, si l'on change u en -» ^, sera changé en — (Jacobi, Fa/irfa/we/i/a, n°31) :a:Jeseraen(— i) ^ ^^^ = f— i)""^"^ '^'-^»
Donc l'équation en a: ne change pas si l'on y remplace à la. fois u par -» et
or par (— i) ' * —-^^' Celte remarque montre qu'on aura
De plus, les polynômes a -h 6w* 4- . . . seront réciproques, si w = 5 ou 7 : si au contraire /i = 1 1 , ^ 1 ^ étant impair, les polynômes qui multiplient les puissances paires de x seront seuls réciproques, ceux qui multiplient les puissances impaires ayant au contraire leurs coefficients équidistants des extrêmes égaux et de signe contraire.
Il ne reste plus qu'à calculer av, a, 6, Or on a les coefficients de l'équation en X exprimés, d'une part en fonction de w, «v, «, i...» d'aulre part en fonction de a?©,..., ^«-m et, par suite, en fonction de ^., ^o»---» ^«-i- Égalons ces deux expressions, et remplaçons, d'une part Uy d'autre part^«, ^o»-«'f ^«-1 par leurs développements en série suivant les puissances de la quantité désignée par q dans les Fundamenta : égalant les coetricients des diverses puissances de q dans les deux membres, on aura une série de conditions qui déterminent les coefficients a^, a, 6, D'ailleurs pv ne pouvant être négatif, a^ est au plus égal à - (/7 + i)v. On peut simplifier te calcul en remarquant que la quantité i — u^ entre comme facteur dans le polynôme a -h 6w* -h... avec un exposant au moins égal à — w 4- (- 1 »
-j étant le reste de la division de 2 ' par n.
On trouve ainsi tes équations réduites suivantes : 1° Si /i = 5
les constantes oc, j3 étant des fonctions rationnelles de ^5;
^2** Si 71 = 7
a, ]S étant des constantes fonctions rationnelles de V— 7» ^t F2 une fonction du second degré en ii% dont les coefficients ne contiennent d'autre irrationnelle que y/— 7;
-4- w»( I — u* f F, :r' -H w'*(i — «• )* F, X* -h w* (i - «• )' F. x' -^u'{ï- //• j-^ Fs JT' -^ w« ( I — M' )• Fe a:» -h M'*( I — u* Y F.JC^ -f- n*{ I ~ /«" j»^ F, X -f- ^/'' ( I — /i» )* F,„ — o,
l>. K. ». . désignant des fonctions du degré [x en wS et dont les coefficienls, de même que les constantes a, |3, y, ne contiendront d'autre irrationnelle que y— I j .
§111. -.-- Fonctions HYPERELLiPTiQiJEs.
De la dwision en général.
Posons
x^-\- ax^-\ . . . -f-/=(^ -- nu)(x — /w,). . .{x — nu)=^ A'(j7),
Faisons varier x et j d'une manière quelconque, de telle sorte qu'à la fin de l'opération x, j, à{x), A( j) reprennent leurs valeurs initiales. On sail (|ue les valeurs finales de w, r seront respectivement égales à
ti 4 $, y\ -^ c. P 4- d, P, -h e, P,. t/ -4 d. Q, H- e, 0: -H 0= 0:« -^ Ê»Qr,
<?,, £,, o\, ca étant des entiers dépendant delà loi de variation de a? et de^, et que Ton peut rendre quelconques. Quant aux périodes P,, Pj, P.,, P^, Qi. Qa. Qs» Qw t'iles sont respectivement égales à Aq — A,, A, — Ao,
Bj désignant les valeurs des intégrales
prises le long des contours élémentaires C^ Cj relatifs aux points critiques w^,,..., TWj, avec une même valeur initiale du radical A(j;).
Enfin ces mêmes intégrales prises le long d'un contour enveloppant tous les points critiques sont nulles; d'où les relations
19) Ao A. t A V. t A. As - Bo B, B, - B, • B. B : o.
Quant aux fonctions inverses
elles satisfont à une équation du second degré dont les coefficients sont monodromesen w, w', et reprennent les mêmes valeurs, ainsi que à{oc) et A(j), lorsqu'on y remplace u, v par u -f- c?, P, 4-... -h «qP*» ^-^ ^\Q,\ h-...~^- £204* Enfin, les fonctions
>.o(a, 4- Ml -I- . . . , i', 4- t'i -h . . . )» X, ( M, -f- ^2 -i- . • . , Vy-\- V',-\-. . .)
sont les racines d'une équation du second degré dont les coefficients sont rationnels en Xo(w,,(^,), ^[\{u,,v,)],\,{u^, ^0, A^X, (m,, (^<)J, Xo(w2, v^)^.,,. D'ailleurs les deux symboles Xo, X, figureront symétriquement dans ces coefficients. (Jacobi, Journal de Crelle, t. IX et XIII.)
487. Il résulte des propriétés fondamentales que nous venons de rappeler que Xo(w, v), X,(a, \^) sont les deux racines d'une équation X du second de|^é, dont les coefficients sont rationnels par rapport à Xo(-5 -
^n(^ Ti)\ ^^(^' 11)' "^[^'l^' ^)]' ^^ symétriques par rapport aux symboles Xo et X,. Réciproquement, substituons dans l'équation X la valeur de Xo(m, v), et celle de X, (m, v), supposées connues. Nous obtiendrons deux
équations algébriques Xq, X,, qui serviront a déterminer X^f-î-J»
Soit «o, «1 un système de solutions de ces deux équations : a,, «o en sera évidemment un autre, par suite de la symétrie des équations par rapport aux deux inconnues. On obtiendra donc la même équation finale E, quelle que soit celle des deux inconnues qu'on élimine entre les deux équations ci-dessus; et les racines de cette équation peuvent se grouper en couples, en réunissant ensemble les deux qui vérifient simultanément les équations Xq, X,.
Toute substitution du groupe de l'équation E remplacera les deux racines d'un même couple par deux autres racines, liées entre elles par les mêmes relations (356), et qui, par suite, appartiendront elles-mêmes à un même couple. Donc l'équation n'est pas primitive, et se décomposera en équations du second degré par la résolution de l'équation N, dont dépend une fone^ tion symétrique arl^itrairement choisie des deux racines d'un même couple.
Cette équation auxiliaire, après Tadjonction des radicaux ^[}.q{u,vj]^ A[X|(i/, ç')], sera du degré n*. Car soit/ X^f-i -j» X, (-» -j j une de ses
racines : les systèmes de valeurs de u, v pour lesquels \{u, v), X|(£i, v), et les A correspondants reprennent la même valeur sont donnés par les formules m -4- />, P, -f-y, Ps -h/^iPs -f-^aPi. ^-H/>iQi -+-yiQ2H-/>2Q3 -^qitQk^
où /7f , 9,, />2« ^2 sont des entiers quelconques; substituant ces valeurs dans la fonction f, on obtiendra autant d'expressions distinctes que la variation des entiers />f, q^, p^, q^ fournit de systèmes de restes différents par rapport à n. On aura donc en tout n^ racines, qu'on pourra désigner par le symbole général (/>, q^p^ q^)-
i88. Si n est un entier composé, tel que rs^ la résolution de Téquation N, de degré n\ revient à celle de deux équations successives de degrés r* et 5\
En effet, la fonction/ X^^f-, -)' X, (-» -) dépend d'une équation S de degré s\ dont les coefficients sont des fonctions rationnelles deXj>(-» -U i, (-J - jî A Xgf -' -j » A X, (-» - j 1 symétriques par rapport a X^et à À,. Mais A Xjj( -> -J et A X, (-» -) s'expriment rationnellement en Xo(u, i^).
En effet, différentions les équations (i8) successivement par rapport aux variables indépendantes i/, v\ il vient
a 4- vx dx a -h V )* dy a -h v' x dx u' -h y'x dy
\\x) du A(r) du A(j;j du \[y') du
u-^vxdx a -H y r dy a' -h v'x dx u! -h v'j; dy
~~ AiJ:) rfi' A(r) dv^ ~~ A(xj ^/v A(^r) dv
relations qui déterminent les dérivées partielles de a; et j en fonction rationnelle de x,y, A(a?), A(v), et d'où l'on déduit réciproquement
A(j;) = (fx 4- vx) ^ -4- ( a' + v'x) £, A( r) = (a 4- vj) ^ -f- (u'-hv'r) '^ •
Donc A Xo (^> -j L et A X, ("» -j s'expriment rationnellement en fonction de Xo(-» -)> X, (^^ -J et de leurs dérivées partielles.
Mais X^f-» -j» X,(-j -j sont liées à Xo(a, v), X|(w, i^) par deux équations algébriques dont la différentiation (après avoir chassé les radicaux), donnera les dérivées partielles de Xo(->-)îX, (-»-] ex4)rimées en fonction
de Xo(-» -)» X| ( ~> -)j Xft(w, i^), X, (a, v) et des dérivées partielles de ces
deux dernières fonctions, lesquelles s'expriment à leur tour en fonction rationnelle de Xo(i£, v), X« (i/, v), et des A correspondants. Les coefficients de S sont donc rationnels en Xo(m, v), X|(m, v), A [Xo(i/, i^)],
A[X,(w, v)], X^f-» -j? X|("î -V, il est en outre évident qu'ils sont symétriques en Xo etXi; ils s'expriment donc rationnellement en fonction des coefScients de Téquation qui a pour racines X^, ( "? -U et X, (-? - J lesquels s'expriment rationnellement en fonction des racines de l'équation de degré r* dont dépend la fonction/ X^f"» - j» X, ["^ -j (362).
On peut donc supposer n premier, sans nuire à la généralité de la question.
489. Cela posé, cherchons le groupe de monodromie de Téquation N par rapport à Xo(w, t'), X, (w, ç'), A[Xo(w, (^)], A[X|(i/, i')]. Faisons varier ces quantités arbitrairement : lorsqu'elles reprendront leurs valeurs initiales, u^ V seront changés en
1/ H- d, P, 4- e, P2 4- d, P3 -f e, P4, v -H ô, Q, -h e, Q, h- Ôj O3 -H £: 0«.
La racine (/>« giP^^i) ^ura été changée dans la racine
(px -f- ô,, qx -4- €,, p^ 4- dj, q^ -h 6,) ;
le groupe cherché sera donc formé des substitutions
/>!, ?i, p^y qi pi-^àiy 7,-1-e,, p2-hd,, ^jH-fii |.
490. Supposons maintenant qu'on ait adjoint à Téquation une de ses racines, telle que (0000). Les racines restantes dépendent d'une équation Z de degré /i* — i, dont le groupe de monodromie r par rapport aux modules /Wq...., m^ s'obtiendra aisément comme au n® 471. Supposons en effet que /w,,..., m^ restant invariables, /n© varie suivant une loi quelconque : lorsque m^ reviendra à sa valeur initiale, les racines (/?, qtPa q^) au-
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ront élé permutées entre elles par une certaine substitution; et si l'on modifie de toutes les manières possibles la loi de variation de m^, Tensemble des substitutions obtenues sera le groupe de monodromie de l'équation relativement à /Wo.
On obtiendra de même le groupe de monodromie de l'équation relativement à chacun des autres modules /tz,,..., /n- : et l'on aura évidemment le groupe de monodromie relatif à m^,..., tti, en combinant entre elles les substitutions de tous ces groupes partiels.
Or tout déplacement du point Wo suivant une courbe fermée résulte évidemment de la combinaison de cinq déplacements particuliers suivant des courbes fermées Do,, D02» Do.,, Don D05 enveloppant respectivement chacun des cinq points /ti,,..., /715, sans couper les contours élémentaires relatifs aux autres points, avec un déplacement suivant une courbe fermée n'enveloppant aucun de ces points. Ce dernier déplacement n'altère évidemment pas les périodes : donc toutes les substitutions du groupe de monodromie relatif à m^ résultent de la combinaison des cinq substitutions partielles opérées par les déplacements Doi,..., D05.
Cela posé, la figure .ci-jointe montre que le déplacement Dp, pouvant se
Qw,
faire sans déformer les contours élémentaires Co, C3, {\, C5, n'altère pas les intégrales A o, A,, A», Aj-, quant aux contours élémentaires Co, C,, ils sont transformés en de nouveaux contours tels que Ho, H,, qui se réduisent respectivement aux deux suites de contours élémentaires {\^ C, C^ C, C„ et C„ i], i\ . Par suite, A„, A, sont transformées en
A, - - A» "h Ao — A, -T- Ao —- 3 A, - - •?. A,, A^ — A, -f A» = 2 A» — A,.
F.es périodes P, = An — A, et P.^ == A, - A2 seront donc transformées en
3A. 2A, (;iAo - A,;^:: P,, 2A„ A, -A,- 2P. -h P:.
et les autres périodes resteront inaltérées.
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On voit de la même manière que le déplacement Do^i transforme
A« en 3Ao — 4 A. H- 4-^^ — . . . -f(— i):*-'2 A.^,
A.^ on — 2A^ + 4^:^.-. — 4A^-î -^ •• •-^- (— 0^"'A„ .
et laisse les autres intégrales invariables. Substituant les valeurs finales des intégrales dans les expressions des périodes, et tenant compte de l'équation (19), on obtiendra les valeurs finales P*, , Po» P^ P'^ de ces périodes, exprimées linéairement en fonction de leurs valeurs initiales P,, Pj, P,, Pj.
On obtiendra de la même manière Taltération produite dans les périodes, en supposant que les points /Wo,..., /^ip-n 'Wp+n--- restant immobiles, h^ point mp décrive un contour fermé Dp^^ autour du point m^^.
Quant aux valeurs finales Q', , Q'.^, Q'3, Q^ des quatre autres périodes Q,, Qj» Qst Q4 après cbacun des déplacements ci-dessus, elles s'exprimeront évidemment en fonction de Q,, . . . , Q* de la même manière que P'j , . . . , P'^ en fonction de P,,..., P».
491. Après cbacun des déplacements considérés, on aura l'identité facile à vérifier
Supposons maintenant qu'on imprime à m^ un déplacement représente par une combinaison quelconque des cinq déplacements simples Doi,.** Dos'» puis à /n, un déplacement représenté par une combinaison quelconque des déplacements élémentaires D|o, D, 2,..., D,..; etc. Ce système d'opérations transformera
(a,, /5\,... étant des entiers constants), et Q,,..., Q4 en fonctions analogues de Q,,. •» Q*- D'ailleurs la fonction P|Q2 — Q1P2 ^ PsQ^ -Q:.l\' n'étant altérée par aucune des opérations partielles dont se compose celli' que Ton considère, restera identique à elle-même : d'où les conditions
Substituons maintenant, dans l'expression des racines f/?i <7i/>2<72)« î» '^^
place dePi,..., P4, Q,,.-, Q* les valeurs de leurs transformées : cette opération reviendra évidemment à opérer sur les indices de ces racines la substitution
' I pi, q. «", ;?. -^c\q^-^ (i\p^ H- c*; ^„ h\ p, -H rf", ^. -+- b\p^ -h rf' Ça
les coefticicnts a, , . . . , rf 2 étant respectivement congrus à a ,,..., (^^ ( mod . /i ) , et satisfaisant par suite aux relations
' d, c\ — c\ d^ H- «2 ('\ — c\ n^ == 6', d", — ^', é'î -»-• 6', rf" — d\b\^= o,
qui montrent que la substitution S est abélienne.
Soit, comme au n''219, H le groupe formé par les substitutions qui satisfont aux relations ci-dessus : le groupe cherché F est contenu dans H; mais réciproquement, il contiendra toutes les substitutions de H, si n est impair. En effet, il contient les suivantes :
S, ~ I //., qxy p,y qi px -i- iqx, qx, pi, qt |,
Sî - I />,, qx, piy qi Px, qx — a/^, Pu ?j U
§3= ! Pu qi. Pi* qi pi, qif p^-^^qi, qi |«
S,— I pxf qxy pi, qi pxf qxy p^, q^ — ^Pi K
Sj— I /?,. q y /;„ q. px -+- ^^i — ï;?:, ?i, ^j, 27, — np^ -h q^ j,
respectivement correspondantes aux déplacements Doi, D,2. Du, D45, D,,. Mais toutes les substitutions de H sont dérivées de celles-là. En effet, soient V une substitution de H, a',/?, -h c, y, 4- à^Pi H- c^q., la fonction qu'elle fait succéder à />,. On voit aisément, comme au n^ 221, qu'il existe une substitution U, dérivée de S,, . . . , S5, qui remplace également/i, par cette fonction; et Ton aura V = UV,, V, étant une nouvelle substitution de H, qui laisse /7| invariable. Les coefficients deV, satisfaisant aux relations (ai), elle remplacera y, par une fonction de la forme |3,/i| -h y» -h P2P2 ■+- ^a^a- Mais il existe évidemment une substitution U,, dérivée -de S,,..., S,, qui opère ce même remplacement : et Ton aura V, = U| V^, Va étant une nouvelle substitution de H, qui laisse />«, Çt invariables, et qui, par suite, se réduira à la forme
p.» qxf />2. q^ ptf qif x^p^-hy^q,, pa/?2-+-3,^, |,
avec la condition ol^^^ — 132 72^ '• Cela posé, il existe une substitution Uj» dérivée de S3, S,, qui remplace /^a par «2/^2 -^ 72^2 • et Ton aura V2= U2V3' V3 étant une nouvelle substitution de H, qui laisse /?,, q^, p,^ invariables, et qui, par suite, en vertu des relations (21), se réduira à une puissance deS*. Donc V = UU, U2 V3 est dérivée de S|, So, Sj, S4, S5, ce qu'il fallait démontrer.
Soit au contraire n = 2. Les substitutions S(, S.j, S3, S4, 85 se réduisent à l'unité; et l'on voit immédiatement qu'il en est de même des substitutions correspondantes à chacun des autres déplacements élémentaires des points m,,..., /Wj. Le groupe de monodromie ne contiendra donc que la substitution I ; et les racines de l'équation seront toutes des fonctions monodromes de mo,..., /Wj.
492. Cherchons maintenant le groupe de monodromie F, de Z relativement aux coefiicients a,..., / du polynôme L^{x). Pour cela, supposons que ces cocflicients, après avoir varié d'une manière quelconque, reprennent leurs valeurs initiales. Les modules /Wo,..., m^ reprendront, à l'ordre près, leurs valeurs initiales, mais pourront avoir été permutés entre eux. Le groupe Ff contiendra donc, outre les substitutions de F, celles qu'on obtient en faisant varier les modules /no,..., 7725 de manière à les permuter entre eux de toutes les façons possibles.
Or supposons qu'on fasse varier deux modules consécutifs, /Wp, m^^, de telle sorte que le point m^ vienne à la place qu'occupait /Wp^.,, et réciproquement; combinons en outre ce mouvement de telle sorte que le point m^^ passe entre l'origine des coordonnées et le point /Wp. Les contours élémen-
taires Cp+i, Cp seront évidemment transformés en Cp et en un nouveau contour H, réductible à la somme des trois contours Cp, Cp^,, Cp. Donc Ap^.,, Ap seront transformées en Ap, aAp — Ap+,, les autres intégrales restant invariables. On en conclut aisément la valeur finale des périodes, et la substitution correspondante entre les racines [p\(]\P2^2)* cl l'on voit immédiatement que celte substitution appartient au groupe H.
Cela posé, il est clair que toute substitution opérée sur les modules peut
s'obtenir en connbinant des transpositions telles que (m^m^i). Donc tout mouvement des points-modules qui les ramené, à Tordre près, à leurs places initiales résulte de la combinaison des .mouvements ci-dé^sus avec ceux étudiés plus haut (490). La substitution opérée sur les racines par chacun de CCS mouvements composants appartenant à H, il en est de même de la substitution opérée par le mouvement résultant. Donc les substitutions de F, appartiennent au groupe H.
D'ailleurs, si n est impair, r se confond avec H; donc T,, qui contient F, se confondra lui-même avec H.
493. Supposons maintenant n = 2.l\ est évident que F, est isomorphe au groupe I d'ordre fi = 1.2.3.4.5.6, formé par toutes les substitutions
possibles entre les modules; et son ordre sera -r> 0 étant l'ordre du groupe
partiel L formé par celles des substitutions de I qui ont pour correspondante l'unité dans le groupe F, : en outre, L est permutable aux substitutions de I (67). Mais les seuls groupes contenus dans 1 et permutables à ses substitutions sont ce groupe lui-même, le groupe alterné d'ordre — » et celui
qui est formé de la seule substitution i (81). Donc l'ordre de F, est égal à I, a 2, ou à fi. Mais on voit immédiatement la fausseté des deux premières hypothèses. Donc F, a pour ordre fi> et sera isomorphe sans mériédrie à I. On peut remarquer qu'ici encore, F, se confond avec H : car il est contenu dans ce dernier groupe; en outre, les ordres respectifs de ces deux groupes, Ù et (2*— i)2'(2*— 1)2, sont égaux. Mais cette coïncidence fortuite n'aurait plus lieu pour les fonctions hyperelliptiques à plus de quatre périodes.
494. Passons à la recherche du groupe algébrique de l'équation N, eu supposant connus les modules et les quantités Xo(w, ç'), X,(m, ^'), AjXofw, v)]^ A[X,(w, r)J. Ce groupe contient (390) lé groupe de monodromie du n" 489, et ses substitutions lui sont permutables. Donc elles résultent (119) de la combinaison de ce groupe avec des substitutions linéaires. Si l'on adjoint à l'équation la racine (0000), son groupe se réduit au groupe partiel G formé par ces dernières substitutions. D'ailleurs les substitutions de G sont permutables à celles du groupe de monodromie F, = H (391 ). On en déduit qu'elles sont abéliennes.
En effet, soient T une quelconque des substitutions de G;
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lilés précédentes, les expressions X;-[— S — M> A X^( -^» ^j où Ton posera
successivement r=o ou i , p = o, i , a, 3. Après cette adjonction, le groupe contient le groupe de monodromie du n^ 489; mais il ne contient aucune autre substitution.
En effet, toute fonction y des racines de N peut se mettre sous la forme
<j^ Xo(-i -j» ).i(-ï -) » ^ étant une fonction rationnelle et symétrique,
dont les coefTicients s'expriment rationnellement en fonction des quantités adjointes (486 et 488). Désignons par ^ô.e.s.e, ce que devient cette fonction en y changeant u, v en
M-h3,P, -f- e.P, -hijPj-f-eaP,, v -hd.Q, -4- «,Qj -4- ô^Q, -h e^Q,.
Faisons le même changement dans Tégalité ^ = ({; : il viendra, en supposant que la fonction y soit invariable par ce changement, ç =î ^8,6.8,e,î d'où
f f vl -h. . . 4- v|;« . * , -H. . . 9 = + == +*.*»«.«. = •••= n>'^ *
expression qui est une fonction symétrique des racines de l'équation de degré n^ à laquelle satisfait la fonction tj;, et qui, par suite, est rationnelle. L'équation est donc abélienne, et se résout à l'aide de quatre équations abéliennes de degré n.
496. Supposons enfin i£ = ç;=:o. L'équation proposée aura l'une de ses racines égale a l'expression rationnelle /(o, o). Supprimant cette racine, il restera une équation du degré /i* — i ayant Y pour groupe de monodromie par rapport aux modules, et F, pour groupe de monodromie par rapport à a,...,/ (490-492). Quant à son groupe algébrique, on voit comme au II"" 494, que ses substitutions sont linéaires : elles sont en outre permutables à F,= H : donc elles sont abéliennes (494).
497. Tous les raisonnements faits dans ce paragraphe pour les fonctions hyperelliptiques à quatre périodes s'appliquent sans difficulté aux équations a a^ périodes. Remarquons toutefois que dans le cas où n= 2, le groupe F, ne contiendra plus en général qu'une partie des substitutions de II, ce qui infirme la démonstration du n^ 494.
498. On peut déduire de ce qui précède une conséquence remarquable, exprimée par le théorème suivant :
THflORàME. — Un groupe quelconque de degré q est isomorphe sans mérié-
on obtiendra un nouveau groupe H,, d'ordre îà«. Une fonction (p^ des racines de E, invariable par les subslilutions de H|, dépendra d'une équation C
de degré — ' = 45 (366). Le groupe de celte équation se déternninera facilement ainsi qu'il suit.
Soit ^ le groupe formé des substitutions
A*B?OD* = I p,, Çt, p^y qi Pi -+- a, ^, -f- (î, p^-^y, ç» H- 3 |,
et supposons que les substitutions A, B, C, D aient leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf les suivants: (AB)^— (BA), (CD)^— (DC), qui seront congrus à i. A chaque racine de l'équation C correspondra une dé-. composition du groupe .f en deux groupes partiels d'ordre 3', tels, que leur combinaison reproduise ^, et que les substitutions de l'un d'entre eux aient leurs exposants d'échange avec les substitutions de l'autre tous congrus ii zéro. En effet, on obtient immédiatement une première décomposition, eh' prenant pour groupes partiels P| = (A, B) et F, =(C, D); et il est clair que le groupe H, est formé par l'ensemble des substitutions abéliennes qui sont permutables à ces deux groupes, ou qui les transforment Tun dans l'autre. Soit maintenant 5 une substitution abélienne quelconque : elle transformera, par définition. A, B, C ,D en substitutions A,,B„ C„ D^ ayant entré elles les mêmes exposants d'échange, à un facteur constant près; elle transforniera donc P, P' en deux nouveaux groupes partiels P,=(A„ B,), F, =(C,, D,), qui jouiront encore delà propriété que chaque substitution de l'un de ces groupes a ses exposants d'échange avec les substitutions de l'autre congrus à zéro. D*autre part, la substitution s, opérée dans la fonction 9,, la transforme en une autre fonction (p^, qui satisfait également à l'équation C. On a donc obtenu une décomposition de S en deux groupes partiels P„ F, , correspondante à la racine f^.
501. Il faut maintenant, prouver qu'à chaque racine correspond une seule décomposition, et réciproquement. Soient s et / deux substitutions abéliennes telles que l'on ait 9j=9r * on en déduit 9^,-1 = 9, (356). Donc isr* = h, est une substitution de H,. Mais A, est permutable aux groupes P|, P', , ou les transforme l'un dans l'autre; s les transforme en P„ F,; donc / = A,5 les transformera en P„ F, ou en F, , P,; donc en transformant P,, F, par s ou par ^ on obtient la même décomposition. Réciproquement, si ces deux transformations donnaient la même décomposition, tsr* redonnerait
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Désignons mainlenanl par
les racines de C respeetiveinent correspondanles à cessubslitiUions; diaprés ce que nous venons de voir, chaque substitution abélienne Iransformera ces racines entre elles de la même manière qu'elle transforme les décompositions correspondantes.
Ainsi, par exemple, la substitution
li = I Pif ?.» P^f q: Pt 4 7., y., P2, 7a |,
transformant A, B, C, D en A, AB, C, I), sera permutable aux deux groupes ( \, B), (C, D); donc elle laissera invariable la racine i qui leur correspond; de même pour les racines 2 et 3. De même elle transforme (AD, B), (CB, D) en fAD, AB), (CAB, D), groupes évidemment identiques aux suivants : ^ AD, BD^), ^CAB, D}; donc elle remplace la racine 4 par la racine 5; etc. Continuant ainsi, on peut écrire sans difficulté les déplacements opérés entre les racines i, 2,..., 4^ par la substitution |/;,, 7«,/>2» Ç2 fi* ^Çt^ P%f^Ç2 \ et par les autres substitutions L,, La» M|, Ma» N|,2 dont G est dérivé (219-220^, et vérifier que chacune de ces substitutions permute les unes dans les autres les vingt-sept expressions
(lo, 37, 7, 21, 32), iii, 37, 4, ^5, 3o), (i5," 34, 3, a4, 33), •
.19, 4>» «3, r>, 3ii, .17, 4i, «8, 28, 8;, fi5, 44» 6, 21, 27 ,
en désignant par (1 , 37, 34» 4* » 45) une fonction des racines de C invariable par les substitutions qui permutent exclusivement entre elles les cinq racines I, 37, 34f 4», 45, mais variable par toute autre substitution, et par («» /3, 7, â, ê) la fonction analogue formée avec les racines a, jS, y, c^, i. Les vingt-sept expressions ci-dessus, que nous désignerons, pour abiéper.
par /?, A, c% rf, c, /, g, h, i, A", l^ m, n, p, q, r, 5, /, w, m', «', //, 7', r\ s\ i\ u' (lépcndenl donc d'une équation X du vingt-septiemc degré. D'ailleurs, chacune des racines 1, 2,..., 45 entre dans trois de ces expressions : formons le produit de ces trois expressions, puis ajoutons ensemble les quarante-cinq produits relatifs aux racines 1, 2,..., /|5 : on voit sans peine que la fondinn ainsi formée,
ç» = abc -4- ade 4- . . . -f- Is'p^
sera identique à celle du n° 441.
504. Le groupe de l'équation X est formé des substitutions qui n'allèrent pas 9. En effet, soient S une substitution quelconque de G; a une quelconque des racines i, 2,..., 4^; /3 celle par laquelle S la remplace; il est clair que S remplacera celles des expressions a, 6,.... u' qui contiennent a par relies qui contiennent /3; elle transformera donc les uns dans les autres les divers termes de ç. Donc une fonction de a, 6,..., u' invariable par les substitutions qui n'altèrent pas cette fonction, ne sera altérée par aucune substitution de G, et par^^uite sera rationnelle.
Réciproquement, toute substitution qui n'altère pas 9 appartient au groupe de X. En effet, supposons l'équation X résolue. Le groupe G sera réduit à celles de ses substitutions qui ne déplacent pas a^ 6,..., //, et qui, par suite, laissent invariable chacun des termes abc^ adc,..., Isp. Ces substitutions laisseront invariables les racines i, 2,..., 4^ respectivement communes aux facteurs de ces divers termes : donc elles transformeront en ellemême chacune des décompositions de :f qui leur correspondent. On en déduit immédiatement que ces substitutions se réduisent a celles qui multiplient tous les indices par un même facteur constant =b 1. Donc l'ordre de E, qui était égal à 2Î22* se trouve réduit à -2 après la résolution de X. Donc le groupe de cette dernière équation avait pour ordre ih? ou 27 . 10.8.6.4» nombre total des substitutions qui laissent 9 invariable.
L'équation X a donc le même groupe que l'équation aux vingt-sept droites des surfaces du troisième ordre.
D'ailleurs, ses facteurs de composition sont 2 et -Ûs. Car l'équation E a
pour facteurs de composition 2, -Q,, 2; après la résolution de X elle n*& plus que 2 pour facteur de composition. Donc la résolution de X éqiiiVdQt à celle de deux équations simples, ayant pour ordres 2 et -ûa-
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§ IV. — Rksoliition des équations par lks transcendantes.
• Troisième degré.
2? x^ 4- px^ -k- qx -\- r— o
i*éq(ihlion générale du troisième degré. Posons
il viendra
laquelle se réduira à la forme
si Ton prend pour a une racine de Téquation du second degré
P'^ 'xp -\- 3q 3
Ur Téquation a'3 , à laquelle se trouve ramenée la proposée, peut se résoudre irigonomélriquement : car si l'on pose A = 7—» elle se con-
t'ondra avec Téqualion connue qui a pour racines eus ^^ eus --t--^
COS
Quatrième degré, 506. Soit
•?4 ) ^-x:* -*- 4 bx'^ -»- 6r.r' -h 4 dx - ^ -n u
Téquation générale du quatrième degré. Posons avec M. Hermile
(•>5) r> flT-hl/iT ^46;T,-+- vrtJ-4-46.r 6c)T, -T «x -r 4fcr' ^6rr-^4i/ T„
X, T„, T|, Ta étant des coefficients indéterminés : v sera la racine d*iine
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notivelle éiquation du quatrième degré
( 26 ) \r* 4- 4 B >-^ -h 6(: r' -h 4 hr h- E r= o,
que Ton peut calculer ainsi qu'il suit.
Klcvons Téqualion (25)-successivement aux puissances 1, 3, !i, /|, et réduisons au moyen de Téqualion (ri/)) les puissances de a: supérieures à la troisième : on obtiendra quatre équations dont les trois premières déterminent a-, x^, 07* en fonction ralionneHe deVf /'• v' et deT, T©, T,, T-j : ces valeurs substituées dans la quatrième équation donneront Téquation clierrhée.
On peut se proposer de déterminer les coerficients T, Tq, Tm Tj de telle sorte que Ton ait
(^^7) \E-4BD-h3C«~o.
Effectuant le calcul, on trouvera que le premier membre de cette équation est le produit des deux facteurs suivants, du second degré en T,,, T|, T.^ '
\f ^ A;j .^ _J._ ^/i3 _ 2^ jA ; T. T. - t; ),
1/4- A;j - ^.\^ v/îrz:^yj,yT/f,- Tî),
en posant, pour abréger,
f= ail -i 4cT; -f- f^T] h- 4^/T. T, 4- 2cT,T. -^ 4 h\. T„ l =z ae — f\b(i n 3 c'S J : - acf: -4- ^ fcc^ — ad^— eb* — r\
On pourra donc satisfaite d*une infinité de manières à Téqualion ('^7)* sans introduire d'autre irrationnalité que deux radicaux carrés successifs.
Cette condition étant supposée satisfaite, posons y =: — . dans l'équation {26) : il viendra
en posant B'-AC= S, A^D - iABC -^ 2B' =:= T.
Or celte dernière équation se ramène à l'équation modulaire que donne la tliéorie des fonctions elliptiques pour la transforniation du troisième ordre, laquelle est, comme on sait, la suivante (Jacodi, Fundamenla Noi^a).
oii la constante u désigne la racine quatrième du module :
i'' -4- ? m' i^ — 2 iw — /** — o.
En eflet, dans cette dernière équation» la fonction analogue à
AE-4BD-h30
est nulle : si donc on pose v^ = w a*, d'où oj = i» +- - m', il viendra
et l'équation aura pour racines celles de l'équation 29, multipliées par uno même constante p, si çj et u satisfont aux conditions
d'où
P~ -y » 2hVS . - =- I.
Cette dernière équation est du second degré par rapport au module A = m*. On obtient donc comme résultat de cette analyse le (liéorème suivant :
Théorème. — Pour résoudre Véquation générale du quatrième degrés il suffira de lui adjoindre les racines : i^ de quatre équations successives du second degré ; ti® de l'équation modulaire pour les transformations du troisième ardre d" une fonction elliptique ayant pour module la racine de la dernière des quatre équations auxiliaires ci-dessus.
Cinquième degré.
Méthode de M. Hermite. — Passons à l'équation
.1^ +- Ajc^-f- Bx^-hC^'4- !)j:-h E— o.
Posons
On verra comme au numéro précédent que x s'exprime rationnellement en fonction de/, et Ton formera l'équation du cinquième degré dont j^ est racine : le/w'*'"'*' coefficient de celte équation sera évi<lemment une fonction
entière» homogène et de degré m — i, par rapport aux indéterminées, /,
Proposons^nous de faire évanouir le second, le troisième et le quatrième terme de la transformée. M. Jerrard a démontré qu*il suffira pour cela de résoudre des équations du second degré, et une du troisième. En effet, égalons le second terme à zéro : on aura une équation linéaire qui déterminera-l'une des quantités /, /,, /2, /a, /«/ en fonction des quatre autres. Substituant la valeur trouvée dans le troisième terme, il devient une fonction entière et homogène du second degré par rapport aux quatre indéterminées restantes /, /,, /a, /,. D*après un théorème bien connu» on pourra lui donner la forme suivante
Of Gif 02f 0.1 étant des fonctions linéaires des indéterminées. Il s'annulera si I*on pose
Ces relations déterminent deux des quantités /, /,, ti, /s ^^ fonction linéaire des deux dernières et des radicaux du second degré \/— » \/— •
Substituons ces valeurs, ainsi que celle de /«, dans le quatrième terme; il prendra la forme d'une fonction homogène du troisième degré relativement aux deux indéterminées restantes; et si on l'égale à zéro, on obtiendra le rapport de ces deux indéterminées exprimé par une équation du troisième degré.
L'équation en y étant ainsi ramenée à la forme
comparons-la à l'équation
réduite de l'équation modulaire pour la transformation du cinquième ordre (485). On aura y = pz, en posant
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(Voii Ton déduit, en posant ^ = w,
ai
I 4- //• 0 :r_ /H 9 /Il
On peut ehoisir arbitrainuncnl le signe du second membre de eelte di*rnière é<|ua(ion, qui sera du quatrième degré en w* = A\
Cela posé, x est une fonetion rationnelle de /, /,, /^, /j et de/, qui luimême s*exprime rationnellement en fonetion de p et de z : enfin z est une
fonction rationnelle des racines de l'équation modulaire en i> et de ^5.
509. Méthode de M. Kronecker. — M. Kronecker et après lui M. Brioschî ont indiqué pour résoudre Téquation générale du cinquième degré par \vs fonctions elliptiques une nouvelle méthode que nous allons exposer.
Soit F(ç)= o Téquation générale du cinquième degré; et désignons ses racines par Sv, l'indice v variant de o à 4 (niod. 5j. Nous avons vu (H 6) que toute substitution entre ces racines peut être mise sous Tune des deux formes analytiques suivantes :
Si Ton adjoint à Téquation proposée la racine carrée de son discriminant, son groupe se réduira au groupe alterné G, formé des substitutions
lesquelles dérivent évidemment des trois suivantes :
Soient r une fonction quelconque des racines, laquelle soit cyclique^ c'està-dire invariable par les substitutions | v v -4- /> |; i'' sa transformée par la substitution | v ^v I : la fonction v — v\ que nous désignerons par i/^, sera évidemment invariable par les substitutions | v v -h A |, et changera de signe par la substitution | v 4v |. Désignons en général par £/„ la transformée de u^ par | v 3v^-+-/i { : on voit aisément que la substitution I V V -f- 1 !, opérée dans //„, la transforme en £/„^., ; que | v /|v i la transforme en — u^n\ enfin que | v 3v' ! transforme //,, i/„, i/,, i/.^, //,,, m» en
Wq. «X* ~ ^1' "a* "a* — '^•
On en conclul que les six quantités
jr^~{n,\5-\- Uo-^ fil -\- lii -\- Hi -\- //J*, ^» - (//. •+- //# v^ — Wi -*~ ''-• -+- «3 - Wi)',
X-i -.-. [ //, 4- tt^ -- //, -f 11,^5 — Mj -♦ Ui
.r^ -^W. -h Mu -I- «, - Mî -4- Ui\5 - M4)'»
.r« li^- Uo H- //, -t- 112 — «1 4- W4 v/5 i',
sont transformées les unes dans les autres par chacune des substitutions I V V -f- I |, I V 4v* |f I V 3v' I dont G est dérivé. Donc Téquation du sixième degré qui a ces quantités pour racines a ses coefficients invariables par toutes les substitutions de G : ces coefiicients s*expriment donc rationnellement en fonction de la racine carrée du discriminant de F (S). La résolution de cette équation, faisant connaître des fonctions des racines de F(Ç) = o, qui primitivement n'étaient pas rationnelles, abaisse le groupe de cette dernière; mais elle est simple : donc elle sera complètement résolue.
510. La réduite du sixième degré à laquelle on vient de parvenir présente entre ses racines des relations remarquables : posons en effet
A. v5 — //. y5 H- 1/, +- w, 4- Wa -h Mi -+- m,,
- A, V'S^: «, -f-p*M, -f-p^/lj -h P'Mj -h pNi^
- A.yO— M, 4- pw, 4-p»|/, ~|- p5M3_|-p*f/4,
p étant une racine cinquième de l'unité satisfaisant à la condition
on déduit immédiatement des relations (3o) celles-ci
s/x^ = A. V'S, s'x. = A, 4- A, -h A„ v-^, .- ■ A. 4- p A, f p» A„ ^jc, = A. 4- p'A, 4- pWi, ^'Xi = Aa 4- p'A, 4- p*A„ V r, — A. 4- p* A, 4- p A„
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el en éliininant Ao» Af , Aj, on aura les trois relations
( vAr. -h ^ .r, -4- v'^2 -h V .Tj -h v'':c, ~--: \5 x^ V-^o -t- f vAr, 4- p v^ -h p< v^.r3 -f- p- v^ = o.
Le premier membre de Téqualion qui donne x^, Xo,... est égal à
(x — arac)(^ — '^o) Remplaçant a?o, ^x» ••• par l^urs valeurs ("^n An, A,,
Ao, el posant
B := 8A: a, A: - 2 A J A; A; -f- AJ AJ - Ao ( A| 4- A,*),
(:-^3ooa;a;a5-i6oa;a?A5-+-2oaja;a;4-6aja^
-4a.(32a;~2oa;a. A,-+- 5AîAj)(Aî-+- Aî)-h a;'-h a;», •
on aura pour cette équation
(32) (jr-A)^(jr~5A)4-ioB(x- Ai-(:(;i'- A ,. -+- 5( B^- AC; = o.
511. Cette équation se ramène elle-même à une équation du cinquième degré ne contenant que les puissances impaires de Tincoimue. Posons en effet
Zs. "::— — ,,— I ( X ^ — X^) ^ JTv-Hi — J^v-i ) ( X^^t .2^v— a ' J >
et remplaçons o?^, o^o»-- parleurs valeurs en A^. A,, A2, il viendra en général
en posant, pour abréger, »
C. r.: A,( 4 K\ - A. A.;., C, n^ — • 2 Aa AJ - a
Les (juantités z^^ r,, Sa, r.3, z^, sont le^ racines d'une équation du cinquième degré
r*-h q, r'4- 7^ c 4 752^4- 74 - 4- 7^:- o. Soit 11 le discriminant de Téquation en x : on aura évidemment
ys =: — — . Pour calculer les aulres coeRicients on les exprimera en fonc-
tion àe Zq 2^, puis on y remplacera ces quantités par leurs valeurs en Ao.
A,, A2 : on obtient ainsi, en tenant compte des valeurs de A» B, C,
5B 5(qB'~AC)
512. Soil j'=: — le multiplicateur dans la transformation du cinquième ordre des fonctions elliptiques. On sait que les diverses quantités j", J\/f '
y ^^ y\\/î -*- \/sT ) » jI *~ v t) s^^^ données chacune en fonction de i
par des équations du sixième degré» dont les racines satisfont aux relatioris (3i) (Jacobi, Notices sur les Fondions elliptiques. Journal de Crelle, t. III).
La théorie des fonctions elliptiques donne chacune de ces équations : et en les comparant au type général (3a), on aura les valeurs correspondantes de A, B, C.
Ainsi, par exemple, Téquation qui détermine 7, dont les racines sont
données par la formulef . ^^"^"^ff?f!'^"'"^" ^V(Feiri^amento), est la sui- * \smcoam4iisincoam8i2/ ^ ^
vante :
et Ton aura
D'autre part oelle qui détermine /( \/r -^ l/jr ) = oc, ai dont les ra-
^;ti£»c c/^«# /cosam2i2 cosani4î2\' .1
cines sont I 7 - > .. ^ , est la suivante ;
\(osam4i2 cosain2i2/
£t l'on aura
Or il est aisé de déterminer la fonction v et le module k de telle sorte
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que Féquation (33) coïncide avec Téquation (32). Posons en eflel
rrit et /tij étant des constantes, et v^, V2 des fonctions cycliques quelconques. La condition A = o détermine — par une équation du second degré : la relation
Bi = ~'^ ¥V^ — •
dont le premier membre dépend seulement de — » donne k^t*, d'où Ton déduit ifc^ par une équation bicarrée : enfin la condition
achève de déterminer m, et m, par une équation du second degré.
Degrés supérieurs.
513. Tiii^ORt.ME. — La résolution des équations générales d'un degré supérieur au cinquième ne peut être ramenée à celle des équations desquelles dépend la division des fonctions circulaires ou elliptiques.
En effet, réquation générale du degré q^ après l'adjonction de la racine
carrée de son discriminant» est simple, et a pour ordre ''^' ' '^« Supposons
maintenant qu'après lui avoir adjoint les racines d'un certain nombre d'équations auxiliaires A, B,... insuffisantes pour la résoudre, on lui adjoigne en dernier lieu celles de l'équation D de laquelle dépend la division par un nombre premier/? d'une certaine fonction F circulaire ou elliptique. Cette nouvelle adjonction ne la résoudra pas davantage.
En effet, l'équation proposée étant simple, et n'étant pas résolue après l'adjonction des racines des équations A, B,..., son groupe ne sera pas abaissé par ces adjonctions. Supposons maintenant que la fonction F soit circulaire : la résolution de l'équation D revient à la résolution successive (le trois équations abéliennes (§1). La résolution de toute équation abéliennc dépendant elle-même de celle d'équations abéliennes de degré premier (iOS-iOT), l'équation proposée devrait être résoluble par Tadjonction
des racines d'une suite d*équaUons abéliennes de degré premier. Cela est absurde : car si la résolution d'une équation abélienne de degré premier n pouvait abaisser le groupe de la proposée, elle entraînerait sa résolution complète : et réciproquement la résolution de la proposée entraînerait celle de l'équation abélienne (celle-ci étant évidemment simple). Ces deux équations seraient donc équivalentes, et leurs groupes contiendraient le même nombre de substitutions (381); d'où
résultat absurde, n étant premier.
Si F est une fonction elliptique, l'équation D = o, de degré p^, dépend (§11) d'une suite d'équations simples, toutes abéliennes, sauf l'une d'ellesC,
dont le groupe a pour ordre ^ "^^P . La résolution des équations abé-
tiennes ne pouvant abaisser le groupe de la proposée, il faudra que celle de l'équation C le fasse. Donc cette équation sera équivalente à la proposée : donc les groupes de ces deux équations contiennent le mémo nombre de substitutions : d'où
résultat absurde si y > 5 : car " '^ étant divisible par /?, on aura ^<^, d'où p [p^ — i)< 1 . 2 . . . y.
514. On voit de même que Véquation générale du degré q ne peut être résolue à l'aide des équations qui donnent la division des fonctions hyperelUp^ tiques par un nombre impair. En effet Téquation E de la division par/i des fonctions hyperelliptiques à an périodes, ayant pour groupe le groupe abélien, dépend d'une suite d'équations simples, toutes abéliennes, sauf l'une
( pin I \ pan—» [ n» ï) D
d'elles, dont l'ordre est -^ ^-^ — ^^-^^^- ^ (224), Pour que celte équa-
tion procurât fa résolution de l'équation générale du degré 9, il faudrait qu'on eût
ip'"— 1)/>'"~*. . '(p^— ^)p 1 .2. . .7
résultat absurde; carsi i.2.\.q est divisible par/?^""*.../?, lesecond membre de cette relation surpassera toujours le premier.
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Remarquons toutefois que cette démonstration pourrait être en défaut, s'il existait entre les modules de la fonction hyperelliptique considérée dos relations particulières abaissant le groupe de l'équation E.
TRÉORi=:ME. — La résolution de Véquation générale
X == j:^ -h ax^-^ -h . . . = o
se ramène^ après l'adjonction d'irrationnelles numériques qui ne dépendent que de q, à celle de l'équation E qui donne la bissection des périodes des/onc- (ions hyperelliptiques formées açec la racine carrée de X.
En effet, les racines de E, étant des fonctions monodromes de celles de X, ne pourront contenir dans leur expression que des irrationnelles numériques. Adjoignons-nous ces irrationnelles : les racines de E deviendront des fonctions rationnelles de celles de X. Adjoignons-les à Téquation X : le groupe de cette dernière équation sera réduit à celles de ses substitutions qui laissent invariables toutes les racines de E, c'est-à-dire à la seule substitution I.
516. Nous terminerons en signalant une réduite de Téquation générale du huitième degré» qui parait devoir jouer dans Tétude de cette équation le même rôle que la réduite du n^ 509 pour Téquation du cinquième degré.
Soit X l'équation proposée du huitième degré; adjoignons-lui la racine carrée de son discriminant : son groupe se réduira au groupe alterné, con-
tenant ' = £1 substitutions. Cela posé, représentons les racines de X
par le symbole xyzy où a?, y, z sont variables de o à i ; et considérons le groupe G formé par les substitutions
qui sont en nombre w = 2'('ji'— 0(2'"- 2) (a' — !ï^), et contenues dans le groupe alterné. Une fonction ç des racines, invariable par les substitutions
de G, dépendra d'une équation Y, de degré — = i5, dont les coefficienls
s'exprimeront rationnellement en fonction de ceux de X et de la racine carrée de son discriminant.
Désignons, pour abréger, par a, 6, c, rf, e,/, g, h celles des racines de X qui étaient d'abord désignées par iio, 00 f, ou, m, 010, 100, 000 : et représentons par le symbole X/xv^tt ce que devient la fonction 9 lorsqu'on v
remplace a, 6, c, rf, e par X, jtx, v, p, t. sans changer les autres racines/, g^ h. Il est aise de voir que les quinze racines de l'équation Y seront
Iabcde, abdec, abecd, baced, badce, baedc, cbaed, cbdae, cbeda, dbcea^ dbace, dbeac, ebcad, ebdcn, ebadt\
et de se rendre compte de la manière dont ces racines sont permutées entre elles par les diverses substitutions du. groupe de X. En effet, considérons, par exemple, la substitution [bcd). Elle transforme abcde en acdbe; mais cette dernière expression ne diff*ere pas de abced\x^v la fonction abcde = rf étant invariable par la substitution
\ x,y, z x-f-z, y\ z \=:{bd){ec),
on aura abcde = adebc, identité qui ne sera pas troublée lorsqu'on y opérera l'une des substitutions du groupe de X, telle que {bcd); donc acdbe = abecd. On verra de même que [bcd) transforme abecd en abdec, etc. Désignons maintenant les quinze quantités (35) par les symboles suivants :
!IOOO, OIOO, I lOO, OOIO, OOOI, OOII, lOIO, IIQI, OlII, IIIO, OIOI, lOlTy OIIO, lOOl, Mil,
et considérons la somme ^ des trente-cinq produits ternaires, tels que
xyzH . jCx y*! Z\ U\ * •2^2^*1 ^2 fti ,
que Ton peut former avec ces quantités, en observant les conditions suivantes :
-f- j:, -h ^j^j -+->•, -h ^-,^3 -f- -2i -f- Zi^n -\- w, 4- U2=^o (mod. 2).
On vérifiera sans aucune peine que l'expression ^ ne sera altérée par aucune des substitutions du groupe de X. (II suffira de faire cette vérifica- • tion pour les substitutions {abc), (bcd), [cde], [cdefg) dont les autres sont dérivées.) Donc le groupe de Y sera exclusivement formé de substitutions qui n'altèrent pas ^,
Cela posé, Téquation Y étant équivalente à X, a dans son groupe le même
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nombre Ù de substitutions. D'un autre côté, les substitutions
X, r Ix -H my -h nz -}- pu^ i, x -i- m^ y -h riiZ -h pi u z, u liX -^ m^y -4- W2 2 -+- P2 ttf hx -^ m^y -\-niZ -\- /?., u
en nombre i5.i/|.ia.8 = û, n'altèrent évidemment pas if. Eniin le nombre total des substitutions qui n'altèrent pas ^ ne peut dépasser ù. Car le nombre des systèmes de places distincts que ces substitutions permettent d'assigner aux racines 1000, 0100 ne dépasse pas i5.i4; celles d'entre elles qui laissent ces deux racines immobiles laissent évidemment immobile la racine iioo, qui leur est associée dans un des termes de ç; elles ne permettent donc de faire passer 0010 à plus de 12 places distinctes; de même, celles des substitutions cherchées qui laissent 1000, 0100, 0010 immobiles laissent immobiles les sept racines de la forme xyzo\ elles ne permettent donc de faire passer 0001 à plus de 8 places distinctes; enfin celles des substitutions cherchées qui laissent 1000» 0100, 0010 et 0001 immobiles, laissant toutes les racines immobiles, se réduiront à la seule substitution i . Le groupe de Y sera donc exclusivement formé des substitutions linéaires (37), et les contiendra toutes.
CHAPITRE PREMIER
CONDITIONS DE RÉSOLUBILITÉ.
517. Une équalion est dite résoluble par radicaux si l*on peut reudre ses racines ratiponelles par l'adjonclion des racines d'une suite d'équations binômes.
On peut supposer que les équations binômes auxiliaires sont toutes de degré premier; car la résolution d'une équation binôme de degré pq revient évidemment a la résolution successive de deux équations binômes» de degrés/? et q.
Nous appellerons groupes résolubles ceux qui caractérisent des équations résolubles par radicaux.
518. Théorème I. -^ Toute équation abélienne de degré premier p est résoluble par radicaux.
Soient en efTet X une semblable équation ;
ses racines; 6 une racine ^'^'"* de l'unité; r un entier quelconque : la fonction
est évidemment invariable par la substitution [x^x^,.. ^/,-<) dont les puissances forment le groupe de X. Elle s'exprime donc rationnellement en fonction de Q et des coefficients de X. On obtiendra aisément sa valeur en remplaçant Xi,..., Xp^t par leurs valeurs en fonction de Xq, ce qui la réduira à la forme ^{x^, 6). On aura donc l'égalité
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qui ne sera pas troublée si l'on exécute sur ses deux membres Tune des puissances de la substitution (a?^a?,... a^p.,) : on aura donc
tir étant une fonction symétrique de ar^,, a?,,..., a?^_,. Cette fonction étant calculée, il viendra
Posons successivement r=i, 9.,..., /? — i : on aura p^i équations linéaires distinctes, qui, jointes à celle-ci :
(ou P est la fonction connue des coefficients de X qui représei^e la somme des racines)^ permettront de déterminer toutes les racines.
Pour avoir x^, on ajoutera ces équations, respectivement multipliées par 6""P,..., 9'"'*^,..., i ; divisant ensuite par/?, il viendra
_ P-4- 0~?^«, -4-. . .4- B-'^^y/Ur-^-. . .
Cette expression contient/? — i radicaux de degré/? : mais ces radicaux sont des fonctions rationnelles d'un seul d'entre eux, de telle sorte que la valeur de celui-ci étant prise arbitrairement, celle des autres est complètement déterminée. En effet, la fonction
!^7îr{y/u,Y'"'=(Xo -r 6' Xi H-. . ')(Xo 4- 0^, -h. . .y-",
n'étant pas altérée par la substitution (a?^,^?,... a?^,), est rationnelle, el se calcule comme tout à l'heure la fonction (p. Soit a^ sa valeur, on aura
519. Théorème II. — Pour quune équation soit résoluble par radicaua.^ il faut et il suffit que sa résolution se ramène à celle d'une suite d'équations ahéliennes de degré premier.
Cette condition est nécessaire. Car chacune des équations binômes dv degré premier qui concourent à la résolution de la proposée, peut se ré-
soudre à Taide de deux équations abéliennes successives (417) dont l'une est de degré premier. Quant à Tautre, sa résolution se ramène à celle d'une suite d'équations abéliennes de degré premier.
Cette condition est suffisante : car les équations abéliennes dont dépend la proposée étant résolubles par radicaux, la proposée le sera.
Voici deux autres énoncés du même théorème :
520. Théorème III. — Pour qu'une équation soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit que ses facteurs de composition soient tous premiers.
Car soient X une équation résoluble par radicaux; G son groupe; N son ordre. Adjoignons-lui successivement les racines des équations abéliennes qui concourent à sa résolution : son groupe s'abaissera successivement jusqu'à ne plus contenir que la substitution i. Soient H, I,... les groupes réduits successifs; y» r"'*" '^urs ordres; Z l'équation abélienne de degré
premier/? telle, que l'adjonction de ses racines réduise le groupe de la proposée à H. Réciproquement l'adjonction des racines de X à Téquation Z réduira l'ordre du groupe de cette derniè/e, en la divisant par X (378). Mais cet ordre est égal a p (358); et, pour qu'il soit divisible par X, il faut qu'on ait X =/?. On voit de même que jtx,... sont des nombres premiers. D'ailleurs les substitutions de G sont permutables à H (376) ; celles de H le sont à I ; etc. Donc X, jtx,... sont les facteurs de composition de G. Réciproquement, si l'équation X a ses facteurs de composition X,]ul,... tous
N N premiers, soient G, H, I,... les groupes successifs d'ordres N, y» ^>"- et
tels, que cbacun d'eux soit contenu dans le précédent, et permutable k ses substitutions. Une fonction des racines de X, invariable par les substitutions de H, dépend d'une équation Z de degré X et d'ordre X (366 et 370). Mais par bypothèse, X est premier : le groupe de Z se réduira donc aux puissances d'une substitution circulaire d'ordre X. Cette équation sera donc abélienne et de degré premier. Enfin sa résolution réduira le groupe de la proposée à H.
Cela fait, une fonction des racines de la proposée invariable par les Substitutions de I dépendra d'une équation abélienne de degré jx, dont la résolution réduira le groupe de la proposée à I ; etc.
521 . Corollaire I. — Tout groupe T contenu dans un groupe résoluble G est lui-même résoluble. Car ses facteurs de composition, divisant ceux de G (392) qui sont premiers, seront eux-mêmes premiers.
522. Corollaire II. — Véquation générale du degré n n'esi pas résolubie par radicaux si n > 4- Car ses facteurs de composition, 2 et ' '" » ne sont pas tous premiers.
523. Corollaire III. — L'équation générale du troisième degré est résoluble par radicaux. Car ses facteurs de composition, 2 et 3, sont premiers.
Lagrange la résout comme il suit. Soient
x^-^ px^-^ qx-^ r=:o
l'équation proposée; a?^, x^^x^ ses racines; 0 une racine cubique de l'unité. Les deux fonctions (a?o -i-^^i -^^^^2)% [x^-^- ô^x^ -^-Qx^Y^ invariables parla substitution circulaire [xQX^X2)f sont les racines d'une équation du second degré
[r — (^* 4- 0 JT, -4- B^x^Y)] [y — [x. 4- 0'x, -t- Bx^Y] = o,
dont les coefficients, symétriques en x^f a?i, 4^3, sont des fonctions rationnelles des coefficients de la proposée. Tout calcul fait, il vient
Cette équation étant résolue, soient i^i, a, ses racines : il viendra
Xo-^ 6X1 -^ O^Xi = ^Ut ,
X9-\-6^Xx 4- 6 Xi =^Uj^
Xo -+■ ^1 "f~ Xi m: "^ Pf m
d'où
On a d'ailleurs
^Ui^ûl=i(xo-h Oxt -¥-Q^X2){xo -4- O^x, -f- Ojr,) = ;>2— 3^,
relation qui détermine le second radical en fonction du premier. Substituant cette valeur dans les formules (i), on voit que x^^ Xt, x^ seront données par la formule
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en assignant successivement au radieal cubique les trois valeurs dont il est susceptible.
524. TnéoRiME IV. — Pour qu'une équation soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit que son groupe puisse être considéré comme déris^ant d*une échelle de substitutions \, a, b^,..,f gj telles : i® que chacune d'elles soit permutable au groupe déris^é des précédentes; 2® que la première de ses puissances successives qui sont contenues dans ledit groupe soit de degré premier.
Soit en efTet X une équation résoluble par radicaux. Soient N, y > p? • • •
les ordres respectifs de son groupe G et des groupes H, I,... auxquels il se réduit par l'adjonction successive des racines des équations abéliennes auxiliaires qui servent à résoudre la proposée. Soient Af,..., Ap,... les substitutions de H; g" une substitution de G qui ne fasse pas partie de H; ^^ la première de ses puissances qui soit contenue dans H. Le groupe G,, dérivé
N de la combinaison de g avec H, a évidemment q y substitutions distinctes,
N de la forme ^h^% où a peut varier de o a y — i , et p de i à y • Mais G, est
contenu dans G» dont Tordre est N; donc 9 y divise N; donc, X étant premier» on aura 9 = X et G| = G. Donc G résulte de la combinaison de H avec g, qui lui est permutable, et dont la puissance X, de degré premier, est la première qui fasse partie de H.
On voit de même que H résulte de la combinaison de I avec une substi^ tution /permutable à I, et telle, que la première de ses puissances qui fasse partie de I. ait pour degré le nombre premier jx; etc.
Réciproquement, si G résulte de la combinaison des substitutions i, a, &»...,/, g satisfaisant aux conditions énoncées au théorème, on aura une suite de groupes
N N d'ordres N, y> t-»'" (X, |x,... étant premiers) et tels, que chacun d'eux
soit contenu dans le précédent et permutable à ses substitutions : X, jm,... seront donc les facteurs de composition de G; et Téquation correspondante sera résoluble par radicaux. (Théorème III.)
C'est sous cette dernière forme que Galois a signalé la condition nécessaire et suffisante pour la résolubilité par radicaux.
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525. Théorème V. — Tout groupe A, isomorphe à un groupa résoluble L, est lui-même résoluble.
Car soit i, a, b, c,... l'échelle de substitutions dont L est dérivé : chacune d'elles étant permutable au groupe dérivé des précédeotes, on aura une suite de relations telles que
tr-'ab^cf, c-^ac ^=b'af, c-'bc^b^a'
Les substitutions i, a,p, 7,..., respectivement correspondantes à 1, a, 6, c,... dans le groupe A, satisferont aux relations analogues
|3-'a3 = «", y—ay = p'a.', y-py = |3»a' ,
et, far suite, formeront l'échelle d'un groupe résoluble.
Réciproquement, si le groupe A est résoluble, et isomoiphe à un autre groupe L ; si en outre le groupe F formé par celles des substitutions de L gui correspondent dans A à la substitution i est résoluble, L sera résoluble.
Soient en effet i, a, ^,y,... l'échelle de substitutions dont A est dérivé; i,/,... celles dont F est dérivé; a, b, c,... des substitutions de L, arbitrairement choisies parmi celles qui correspondent respectivement à a, ^, 7,.... Le groupe L sera dérivé des substitutions i, /,.... a, 6, c,. .. et sera résoluble.
En effet, soient s une substitution quelconque de L, a celle qui lui correspond, s' la substitution dérivée de a, b, c,... de la même manière que ff l'est
de OL, ^, 7 On aura s = s'<p, tp étant une substitution de L, qui ait pour
correspondante l'unité, et qui, par suite, est dérivée de i, /,.... Donc s esL dérivée de \, /,..., a, b, c J^
Il reste à prouver que cette échelle caractérise un groupe résoluble. Prdp- 7 vons par exemple que b est permutable au groupe dérivé de 1, /,..., a. 1^ groupe A étant résoluble, on a une relation telle que J5"'a,3 = a". On en déduit b'^ab = a^, f ayant pour correspondante l'unité, el par suite étani dérivée de i, /,.... De même, b~*/b ayant pour correspondante l'unité, est dérivée de i, /,.... Donc i est permutable au groupe (1./,..., a).
526. Théorème VI. — Si J est un/aisceau de substitutions contenu dans le groupe résoluble L. et permutable à toutes ses substitutions, on pourra touj'ourj choisir l'échelle des substitutions t , a, b, c,,.. dont l'adjonction successive re- produit le groupe L, de telle sorte que les substitutions de ,f soienl les premières introduites.
Adjoignons maintenant au groupe partiel {i, c^m, a,b) une nouvelle substitution d. Supposons, pour fixer les idées, que celte adjonction introduise de nouvelles substitutions de la forme ^. Soit d^n Tune (Telles» n étant une substitution dérivée de c^/n, a, b.
On démontrera exactement comme tout à l'heure :
i" Qu'aucune des substitutions introduites avec d, à l'exception de celles qui dérivent de la combinaison de c^m et de d^n^ ne fera partie du faisceau #;
2^ Que toutes les substitutions (i, c^m^ a^ b, c) sont permutables au faisceau dérivé de c^m eid^n;
3^ Que les substitutions i, c^m, d^n, a, b forment l'échelle d'un groupe résoluble identique au groupe {i,a, b,c,d).
Continuant ainsi, on voit qu'on pourra modifier l'échelle génératrice du groupe L de manière à faire passer en avant toutes les substitutions de ^ à mesure qu'elles seront introduites. Le théorème est donc démontré.
527. Théorème VII. — Soient L, L,,... des groupes résolubles f et tels ^ que les substitutions de chacun d'eux soient permutables aux groupes suivants : le groupe (L, L <,...), dérivé de leur combinaison^ sera résoluble.
Il suffit évidemment d'établir le théorème pour le cas de deux groupes, L, L|. Soient i, tz, .6,... et i, a^ &i,,.. les échelles de substitutions génératrices des deux groupes L, L^. Les substitutions de L étant évidemment permutables au groupe L, et l'étant au groupe L,, par hypothèse, seront permutables au faisceau ^ formé par les substitutions communes k ces deux groupes. On pourra donc supposer l'échelle t, a, &,... construite de telle sorte que les substitutions de ^ soient les premières introduites. Supposons, pour fixer les idées, que ef soit dérivé des substitutions i, a. Les substitutions I, fl,, t,,..., 6,... forment une échelle dont (L, L,) est dérivé, et qui satisfait évidemment aux conditions du Théorème IV.
528. Théorème VIII. — Soient L un groupe résoluble; S^un groupe contenu dans L et permutable à toutes ses substitutions [ce peut être L lui-même); ^ un faisceau contenu dans le groupe 4^ et ne renfermant qu une partie de ses substitutions j et qui, de plus, soit permutable à toutes les substitutions de L : on pourra déterminer un faisceau Ç jouissant des propriétés suivantes : i® il contient toutes les substitutions de ^, jointes à d'autres substitutions; 3® il est contenu dans i^; 3° il est permutable à toutes les substitutions cfe L; 4" deux quelconques de ses substitutions g et g' satisfont à une relation de la forme g g' — g'gf f désignant une substitution du faisceau ^.
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r,..., r^^-*^ contient toutes les substitutions ^, jointes a d'autres substitutions : cela est évident, puisqu'il contient toutes les substitutions de F.
a** Il est contenu dans le groupe 4^, car les substitutions T sont comprises dans ce groupe, et leurs transformées T', F',... par les substitutions e, ^^,..., permutables à 4^ , y seront également comprises,
3° Il est permutable aux substitutions de I. En effet T est permutable aux substitutions de H; F, transformé de T par e, le sera à celles du groupe transformé de H par e : mais ce groupe transformé est identique au groupe H : donc F et de même F',... seront permutables aux substitutions de H. D'ailleurs e transforme T en T\ V en T",.,., Le faisceau T, est donc permutable à toutes les substitutions de I.
4^ Enfin les substitutions de Ti sont échangeables entre elles, aux ^prës.
En effet, soient, eu premier lieu, deux substitutions 7', J', appartenant îi un même faisceau partiel, F par exemple. Posons
9 étant une substitution inconnue a déterminer : cette équation, transformée par e*^*, donnera
Les deux substitutions e*""t*y'e^"*, e^^^â^e^"* font partie du faisceau P : elles sont donc échangeables entre elles, aux ^ près; e*''^(pe^^* fera\lonc partie du faisceau ^. Sa transformée <p par ^•~^, qui est permutable à ^, fera également partie de ce faisceau.
Soient maintenant deux substitutions 7, 7' appartenant à des faisceaux partiels différents T et F. La substitution 7' faisant partie du groupe H sera permutable au faisceau F. On a donc
d^ étant une substitution de F. On en déduit
y'dy " ' = yy'y' = ( y"» )-• / y-' .
Or la substitution 7"' fait partie du groupe H, dont les substitutions sont permutables au faisceau F'. La transformée de 7' par y"*, 7'(^y~^ fera doncpartie de ce faisceau, et, comme 7' en fait partie de son côté, c^y""* en fera partie également. D'ailleurs c? et 7 font partie du faisceau F. La substitution (^y"• sera donc commune aux deux faisceaux F et F'.
Supposons en effet que L soit résoluble. Posons, dans le théorème précédent, ^= L, et prenons pour le faisceau S \sk substitution unique i. Nous en conclurons Texistence d'un faisceau plus général F, également permutable aux substitutions de L, et dont les substitutions sont échangeables entre elles* Prenons ensuite ^ = F, nous conclurons de même Texistence d'un faisceau plus général G, contenu dans L et permutable à ses substitutions, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux F près; etc.
Réciproquement, supposons que le groupe L remplisse les conditions indiquées au théorème. Soient a une substitution d'ordre premier, choisie arbitrairement dans F; b une substitution de F, autre que les puissances de a, et telle, que la première de ses puissances qui se réduise a une puissance de a soit de degré premier; c une substitution de F, non contenue dans le groupe (a, 6), et telle, que la première de ses puissances qui fasse partie de ce groupe soit de degré premier, etc. Soient de même a^ une substitution de G, non contenue dans F, et telle, que la première de ses puissances qui fasse partie de ce groupe soit de degré premier; etc. Il est clair que l'échelle des substitutions i, a, 6, c,..., a^... satisfait aux conditions du Théorème IV. Donc L, qui en dérive, est résoluble.
532. Supposons que nous ayons formé, pour un degré donné, le tableau de tous les groupes résolubles et transitifs les plus généraux. Chacun d'eux caractérisera un type distinct d'équations irréductibles résolubles par radicaux. Les groupes résolubles et transitifs, non* généraux, caractériseront des types d'équations plus spéciaux, et contenus dans les précédents comme cas particuliers. Soient en effet L un groupe résoluble, transitif et général; A un groupe résoluble et transitif contenu dans L. Si une équaiion a pour groupe A, toute fonction de ses racines invariable par les substitutions de A, et a fortiori toute fonction invariable par les substitutions de L, sera exprimable rationnellement. L'équation proposée satisfera donc à toutes les conditions qui caractérisent les équations dont le groupe est L. Pour que son groupe se réduise à A, elle devra satisfaire en outre à d'autres conditions accessoires, étrangères à la question de résolubilité par radicaux.
En cherchant à déterminer les divers types généraux d'équations solubles par radicaux, nous sommes dohc conduits au problème suivant :
Problème A. — Construire explicitement pour chaque degré donné les di^ vers groupes résolubles ^ transitifs et généraux.
RÉDUCTION DU PROBLÈME A
§ I. — Groupes primitifs.
533. Soit L un groupe résoluble et primitif. Nous avons vu qu'on peut y déterminer un faisceau F formé de substitutions échangeables entre elles, et permutable aux substitutions de L (531). Si cette détermination peut se faire de plusieurs manières, nous choisirons une de celles pour lesquelles Tordre de F est minimum.
F contient des substitutions d'ordre premier (30). Soient A Tune d'elles; p son ordre; A, B,... ses transformées par les substitutions de L. Le ji^roupe (A, B,...), contenu dans F, a ses substitutions échangeables entre elles; il est évidemment permutable aux substitutions de L. Il se confond donc avec F; sans quoi l'ordre de F ne serait pas le minimum supposé.
L étant primitif, F sera transitif (53). En outre, ses substitutions sont toutes d'ordre /? (la substitution i exceptée). Car soit A'^B^,... l'une d'elles :
on aura
L'ordre de F est donc une puissance de/?, telle que/?" (40).
Enfin chacune de ses substitutions, l'unité exceptée, déplace toutes les racines : car si Tune d'elles, S, laisse immobile la racine a, soient b une autre racine quelconque, T une substitution de F qui remplace a par b; la substitution T'"*ST= S laissera b immobile. Donc S, laissant immobile une quelconque des racines, se réduit à l'unité.
Le degré de l'équation sera/?". Car F, étant transitif, contiendra au moins une substitution qui permette de remplacer une racine a par une autre racine quelconque, b : mais il n'en contient qu'une; car s'il en contenait deux T et U, il contiendrait TU~', qui laisse a immobile, sans se réduire a l'unité, ce qui n'est pas possible. Le nombre des racines est donc précisément égal au nombre/?" des substitutions de F.
Cela posé, les substitutions de F pourront (407-408) se mettre sous la
et par suite les substitutions de L sous la forme
(roii l'on voit qu'en réunissant ensemble toutes les racines pour lesquelles l'indice a, est le même, on aurait, contrairement a notre supposition, une répartition en systèmes dont le nombre serait inférieur à q.
a° Le groupe A étant primitif, il résulte du § 1 : i** que q est une puissance ;>" d'un nombre premier />; 2° qu'on peut remplacer l'indice unique u par n indices a?, j,..., variant cbacun de o à /> — 1 , et choisis de telle sorte que les substitutions de A soient toutes de la forme linéaire
\ X, y\. . . a^ -f- 6/ H- ...-+■ a, a'x -4- 6'/ -h . . . -+- p, . . . | ; en outre, ce groupe A contiendra toutes les substitutions du faisceau
Supposons, pour fixer les idées, que n se réduise à 2. Les substitutions de L prendront la forme
\x, Xs ^ ax-\-bx-\-ex, a'x-h b'y 4- p, 9(^, /, t') |, . .<4\ S
3® Considérons en particulier parmi ces substitutions celles de là forme
\ Xf Xf V ^-4-a, 7-+-(3, 9(x, j, v) |.
Elles forment évidemment un groupe E auquel toutes les autres sont permutables. On pourra donc les faire passer en avant lorsque l'on construira l'échelle génératrice de L (526).
4^ Considérons plus spécialement encore les substitutions, s'il en existe, qui ne déplacent pas les systèmes : elles sont de la forme
et sont comprises parmi les E. Elles forment évidemment un groupe F auquel toutes les autres sont permutables. On pourra doue les faire passer en avant de toutes les autres.
535. Proposition I. — S'il existe des substitutions Y qui ne déplacent pas les systèmes^ soit f Vune d' elles ^ qui s obtienne en exécutant simultanément certains déplacements /q, /i i • • • dans r intérieur des divers systèmes S©, S| , . . .
lears de ^ à Texception de p -- if auquel cas elle sera égale à une fonclion de jet ç, telle que ^{y^ v).
Cela posé, A est le produit de d^eux autres substitutions
dont la première A, fait partie du groupe F. En effel,
A''= \ X, X, V X, jr, ^]f(x, (/) I
fait partie de F : les déplacements qu'elle fait subir aux racines des systèmes dont le premier indice œ est/i— i, considérées isolément, feront partie de F (Proposition I); or A, représente précisément l'ensemble de ces déplacements.
Les* subslitutiojis du groupe à cette période de l'opération s'obtiendront donc en combinant F avec x.
Introduisons la substitution suivante
B=\ X, X, V T, j-hi, (jp,(.r, j, V) \.
Nous avons laissé arbitraire la valeur h assigner à l'indice (^ pour chacune des racines des systèmes pour lesquels le premier indice œ est nul : laissons encore ce choix arbitraire dans le système pour lequel x = o^y = o; mais donnons à chaque racine du système caractérisé par les indices 0,1, le même indice (^ qu'à celle du système o, o, à laquelle B la fait succéder : donnons de même à chaque racine du système caractérisé par les indices o, a, le même indice (^ qu'à celle du système o, i, à laquelle B la fait succéder, etc. La fonction Çi(jf, j, ç) se trouvera réduite à {^ lorsque x = 0 pour toutes les valeurs de/, excepté pour y =^ — i, auquel cas elle se réduira à une fonction de i^y telle que ^t {{^).
Cela posé, B sera le produit : i'' d'une substitution B| qui laisse toutes les racines immobiles, à l'exception de celles (o, p — if ^), dont les deux premiers indices sont o et /> ~-i, qu'elle remplacera respectivement par (o, p " i, vp, [^])\ 2" d'une substitution
la fonction <f\ se réduisant à (^ pour o: = o, quels que soient >^ et \>.
On voit aisément que B| n'est autre chose que l'ensemble des déplacements que la substitution W, qui fait partie du groupe F, fait éprouver aux
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la fonction 9' se réduisant à ç pour a: = oela?=/> — i, quels que soient j',
Cela posé, la substitution B\ fait partie du groupe F. En effet, a> étant permutable à F, la transformée
de/"* par A, fera elle-mén>e partie du groupe F. Les déplacements qu'elle fait subir aux racines des systèmes dont le premier indice esl/i — i, considérées isolément, font partie de F (Proposition 1). Mais l'ensemble de ces déplacements est précisément B'^ .
On obtiendra donc le même résultat en adjoignant au groupe (F, a) la substitution B', ou la substitution simplifiée B''.
On voit exactement de même que Ton peut poser B"= B^B^, B" étant une substitution de la forme
dans laquelle la fonction 9*^ se réduit à i^ toutes les fois que a? = o ou = /> — i ou =/> — 2; et B^i étant une substitution de F.
On obtiendra encore le même résultat en adjoignant au groupe (F, x) la substitution B'' ou la substitution simplifiée B"*.
En poursuivant ainsi, on arrivera à une dernière substitution iib, où la fonction 9 se réduit à (> pour toutes les valeurs de x. Le groupe dérivé de la combinaison de F, x^ Db sera encore le même que celui dérivé de la combinaison de F, A», B.
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :
Proposition II. ~ Les substitutions de E résultent delà combinaison de F a\'ec les substitutions de la forme
A»*\Ji)^= \ X, y, V a; -h a, /-+- (3, v j.
Soit maintenant
H = I .r, y, V ax -[- by -h 3, a'x -+- h'y h- ô', ^[x, y, v) |
Tune quelconque des substitutions du groupe L; elle doit être permutable à E. On aura donc, entre autres relations, la suivante :
H-'XH:=r une subslilution de E, telle que /•^•'\ll>^
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considérés isolément, en feront partie (Proposition 1) : or ce système de déplacements est précisément G.
On démontrera de même que la substitution H' est le produit de deux autres, dont Tune, G', fait partie de F, tandis que Tautre, H'"^, est égale à
la (onction ^'' satisfaisant a la condition
Y(0L, o, o, v)=^^''{i, 0,0, v)=ii\t''{o,o, o, i');
et, continuant ainsi, on arrivera enfin à décomposer H en une série de substitutions G, G',...,H|, faisant toutes partie de F, à l'exception de la dernière,
Ui = \ X, jr, V ax -h bjr -h S, .a'x -h 6'j -+- i\ 4'«(j'*» ^) I»
OÙ la fonction ^1 reste la même pour toutes les valeurs de x.
On décomposera de même H, en substitutions G|, G'^,...,!!,» faisant toutes partie de F, excepté la dernière, qui sera de la forme
H, = I X, Xf V ax -i- bjr-i-S^ a'x -h by -h i\ ^7 (v) |.
Cette dernière substitution se décompose elle-même en deux autres, échangeables entre elles
J z= \ X, jr* ^ ax -h bjr -^ S, dx -h Vy -f- 3, v |.
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Proposition III. — Les substitutions du groufye L s'obtiennent toutes par la combinaison des substitutions de F as^ec des substitutions telles que IJ, TJ',... : J, J', . . . étant des substitutions qui permutent les systèmes entre eux^ en remplaçant les unes par les autres les racines affectées du même indice f ; I, F,*.. étant au contraire des substitutions qui laissent les systèmes immobiles^ en permutant entre elles y simultanément et de la même manière, les racines correspondantes de chacun d'eux.
539. i'' Soient U et Vï deux substitutions de la forme ci-dessus contenues dans le groupe L, IJ.r J' leur produit. Les déplacements d'ensemble que cette dernière substitution fait subir aux systèmes seront évidemment représentés par JJ', et les déplacements des racines dans l'intérieur des systèmes le seront par IT; d'aîHeurs le groupe dérivé de 1], 17',... étant <;ontenu dansL.
racines correspondantes; elles forment entre ces systèmes, considérés chacun comme un tout d'une seule pièce, un groupe résoluble et primilif f534).
Le groupe F est dérivé de substitutions qui ne déplacent chacune que les racines d'un seul système. Soient respectivement Te, Fi,... les groupes formés en réunissant celles de ces substitutions qui déplacent les racines du premier système, du second, etc.; F résultera de la combinaison de ces groupes partiels, qui seront tous résolubles (521).
Les groupes Fo, F^,... sont les transformés d'un seul d'entre eux, tel que Fo, par les substitutions ^xJ^^siy^. En effet, ces substitutions peranutent transitivement les systèmes. Soit S celle de ces substitutions qui fait sucv céder le premier système au second, par exemple. Il est clair que la trans^ formée par S d'une substitution quelconque de F^ appartiendra àF|, et que, réciproquement, toute substitution dont la transformée appartient à T^ appartient elle-même à F^ : donc S transforme F^ en F,. Le groupe L est donc dérivé des seules substitutions A et F^.
541 . Soient réciproquement A et Fo deux groupes résolubles quelconques formés comme çi-dessus : le groupe résultant de leur combinaison sera résoluble.
En effet, les premières substitutions de A, telles que x^ia>^ transformeront respectivement Fo en une suite de groupes analogues, Fo, F|,... déplaçant respectivement les racines de chacun des systèmes. Ces groupes déplaçant des lettres différentes, leurs substitutions seront mutuellement échangeables : ils formeront donc, par leur réunion, un group3 résoluble, F, auquel les substitutions AfyS^^ seront évidemment permutables. Les autres substitutions de A le seront également (539). Le groupe L, dérivé de F et de A, ou, ce qui revient au même, de Fo et de A, sera donc résoluble.
Pour que L soit aussi général que possible, il faudra évidemment que les deux groupes A et Fo aient été, chacun de son côté, choisis aussi généraux que possible. Enfin, le groupe F^ doit être transitif. Car si ses substitutions ne permettaient de faire succéder à une racine donnée qu'une partie des racines du pyemier système, ces substitutions combinées à celles de A ne permettraient de lui faire succéder que ces mêmes racines et les racines correspondantes des autres systèmes. Le groupe L ne serait donc pas transitif.
Remarque. — Si A et F© contiennent respectivement 12 et .0 substitutions, F en contiendra évidemment 0^, et L en contiendra ÛO^, toutes de la forme ^yo 7i . • • » où c?, 7o, 7i » . . . , sont respectivement des substitutions arbitrairement choisies dans les groupes A, Fq, F,,....
542. En récapitulant ce qui précède, on obtient le théorënie suivant :
Tméorèmk 1. — Soient L un groupe résoluble transitif et général, mais non primitif , de degré M; q le nombre des systèmes {dans celle des répartitions, s* il en existe plusieurs, pour laquelle ce nombre est minimum); r le nombre des racines de chaque système. Le groupe L résultera de la combinaison de deux groupes partiels :
i^ Un groupe A dont les substitutions déplacent les systèmes d'unynouvcment d'ensemble, sans altérer V ordre des racines dans chacun d'eux; les déplacements des q systèmes formant un groupe résoluble^ primitif et général;
•i** Un groupe To laissant toutes les racines immobiles^ sauf celles d'un seul système^ le premier par exemple, qu'il permute entre elles, et à V égard desquelles il est résoluble, transitif et général.
L'ordre de L sera 120^; Ql etO étant les ordres de A et de To-
543. Si Yq n'est pas primitif, que y© soit le nombre des systèmes, r© = —
le nombre des racines de chacun d'eux, le groupe Vq peut à son tour se décomposer en deux autres Ao et Too. dont le premier permutera les q^ systèmes entre eux d'une manière primitive; l'autre permutera entre elles les r^ racines d^un même système : si ce dernier n'est pas primitif, on pourra poursuivre la réduction, etc.
On obtient ainsi le théorème suivant :
TiiÉOBEME M. — La détermination des groupes résolubles, généraux et transitifs, mais non primitifs, de degré M, relatifs à une décomposition quelconque du nombre M en facteurs successifs q, qof qoo*'*-f ^^ ramène à celle des groupes primitifs A, A^, Aoo»..- de degrés q^ q^, ^oo»*»*-
Remarque L — Pour que cette détermination soit possible, il faut que chacun des facteurs 9, ^o*-- soit une puissance dénombre premier (533).
Remarque IL — Soient respectivement ii, Ûq, floo»-«- les ordres dcîs groupes A, Aq, Aqo»..; celui du groupe non primitif formé au moyen de ceux-là sera évidemment ûiî^QJ,''"...,
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RÉDUCTION DU PROBLÈME
§ 1. — Groupes décomposablks.
544. Soit n^lm : un groupe contenu dans le groupe linéaire de degré p"* sera dit décomposable^ si Ton peut déterminer X systèmes de m fonctions linéaires des indices» réelles et distinctes, et telles» que chaque substitution du groupe remplace les fonctions de chacun de ces systèmes par des fonctions linéaires de celles d'un même système.
545. Soit L un groupe résoluble» primaire et général de degré /i". Supposons-le décomposable : s'il existe plusieurs manières d'y déterminer des systèmes de fonctions jouissant de la propriété ci-dessus» nous choisirons, pour y appliquer nos raisonnements» une de celles où le nombre X des systèmes est minimum (en restant > i).
Soient â?^» /o»-*-;-*-* â:^» jr»****«**- les X/n fonctions considérées. Nous les prendrons pour indices indépendants» et» pour éviter toute confusion» nous appellerons l'indice r» qui varie de o à X — i» suivant le système auquel appartient la fonction considérée» V indicateur de ce système.
Chaque substitution du groupe L» telle que
est le produit de deux autres :
i> nr I . . . , Xrt y'tf • • • • • • > «^f». Xp* • • • |>
* ^^^ I • • • 9 Xrf y*rt • • • • • > ^rXf -k- Or^r ~^~ • • • > ^ ^ «^r "^ f^f. Jr ■+-•••»••• |y
dont la première remplace les indices de chaque système par les indices correspondants d'un autre système» et dont la seconde remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces mêmes indices.
546. Soient NPi NT'»... les substitutions de L: les déplacements d'en-
àiemble opérés sur les systèmes par les substitutions N, N',... forment un groupe A, évidemment isomorphe à L, et» par suite, résoluble.
A sera transitif: car, s'il ne Tétait pas, on pourrait grouper les systèmes en classes, en réunissant ensemble ceux que les substitutions de A permutent entre eux : cela posé, il est clair que les substitutions de L remplaceraient les indices appartenant aux Systèmes d'une même classe par des fonctions linéaires de ces mêmes indices; donc L ne serait pas primaire (t 42).
A sera primitif : car, s'il ne l'était pas, on pourrait grouper les systèmes en systèmes plus généraux, ou hypersy sternes , tels, que chaque substitution de A \*^ remplaçât les indices de chaque hypersystème par les indices d'un mémlÈf. fcypersystème. Les substitutions P, P',..., de leur côté, remplacent les initires de chaque système par des fonctions linéaires d'indices appartenant à ce même système, et, a fortiori ^ au même hypersystème. Les substitutions NP, NT',... remplaceraient donc les indices de chaque hypersystème par des fonctions de ceux d'un même hypersystème. Le nombre des hypersystèmes étant inférieur à X, X ne serait plus le minimum supposé (545).
A étant primitif, le nombre X des systèmes sera une puissance exacte d'un nombre premier n (533). Soit, par exemple, X = 7r*. Si l'on remplace Tindicateur unique r par deux indicateurs Ç, vj variant chacun de o à tt — i, ^ résultera (533) de la combinaison :
1® D'un faisceau E dont les substitutions remplacent le système (Syj) par le système (| + ûc, i? + ^), a, |3 étant des entiers constants qui changent d'une substitution à l'autre, et prennent chacun toute la suite des valeurs ^D,...,jr — I (mod. ir);
2^ D*un groupe H dont les substitutions, permutables à E, remplacent «n général le système (|tq) par le système (aÇ -f- 6>3, a'Ç -h t'ij); a, b, a\ V «tant des entiers constants pour une même substitution.
Si l'on considère dans le groupe L les substitutions dans lesquelles les déplacements des systèmes sont représentés par une des substitutions de E, on voit qu'elles forment un faisceau C, auquel toutes les antres sont permutables. Car, soient M s=NP l'une d'elles, M| = N|P| une autre substitution de L : la substitution MT'^MMi opérera sur les systèmes le déplacement !Nr*NN|. Mais N fait partie du faisceau E, auquel Nf est permutable : donc Wf'NN, appartient à E, et M,"* MM, à C On pourra donc, en formant l'échelle génératrice du groupe L, faire passer les substitutions de C en -avant des autres (526).
Considérons plus spécialement encore les substitutions, s'il en existe,
ili . IJVRE QUATRIÈME.
qui ne déplacent pas les systèmes : elles forment un faisceau .f, contenu dans c, et évidemment permutable à ses substitutions. On pourra les faire passer en avant de toutes les autres.
547. Une substitution quelconque/, prise dans le faisceau ^, est évidemment le produit de substitutions partielles />, /,,..., n'altérant respectivement que les indices du premier système, ceux du second, etc.
Proposition I. — - Soient /^ ft .... /^ /[ ... les diverses substitutions de^\ ^ contiendra chacune des substitutions partielles f^^ */o f-'t/t^/l >'•"
Les groupes {/of fo ^*'*)f (/i» /i »• ••)»••» évidemment isomorphes au faisceau ^, sont résolubles (525). De plus, leurs substitutions, altérant des indices différents, sont échangeables. Le groupe ^' dérivé de leur combinaison est donc résoluble. Il est d'ailleurs permutable à toutes les substitutions de L. Soient en effet / une de ces substitutions; /=/^/|... une substitution quelconque de ^. La transformée
.appartenant à ^, les substitutions partielles correspondantes appartiendront h i' . Mais ces substitutions partielles seront respectivement l'^f^l^ l~^f\ A---* I^Q effet, la substitution /q, par exemple, laissant tous les indices inaltérés, sauf ceux du premier système, /"*/«/ laissera tous les indices inaltérés, sauf ceux du système auquel /fait succéder le premier. De même pour les autres substitutions /"*/,/,.... Donc la transformée par / d'une substitution quelconque de ^', telle que/^, appartient à i\ ce qu'il fallait démontrer.
Le groupe dérivé de la combinaison de i' avec les substitutions de L sera résoluble, d'après ce qui précède. Il serait d'ailleurs, contre Thypothëse, plus général que L, si toutes les substitutions de i' n'étaient pas contenues dans L, et par suite dans i.
548. Adjoignons successivement au faisceau ê les autres substitutions du groupe, en commençant par celles de C. La première, À, remplacera les indices du système (Çvj) par des fonctions des indices du système (Ç-4- !♦>;). 11 existe d'ailleurs dans le choix des indices un certain arbitraire dont on peut profiter pour simplifier l'expression de cette substitution; car il est clair qu'on peut prendre pour indices indépendants, à la place des indices de chaque système, des fonctions linéaires quelconques de ces indices, sans
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altérer la propriété fondamentale du groupe L, qui consiste en ce que ses substitutions font succéder aux indices de chaque système des fonctions des indices d'un même système.
Laissons le choix des indices arbitraire dans les systèmes (oiq), dont le premier indicateur est zéro. A remplace les indices a?0Tj, Joti»--- du système (o>3) par des fonctions des indices du système (ivj). Prenons ces fonctions pour indices indépendants, et désignons-les par a^iv,, y^'t^K^ • • • A remplacera de même ces derniers indices par des fonctions des indices, du système (2iq), fonctions qu'on peut supposer être respectivement les in- . dîcesiCar,» j2Yi»---« On continuera ainsi jusqu'au système (71 — 1,19), dont A remplacera les indices par des fonctions linéaires X^, Y^,... des indices du s^ystème {oYi).
Cela posé, A sera le produit des deux substitutions
A| :^= j Xot,» X^^i* ' ' *' '^'ifi* .VçT.j • - • A,j, Mut» . ., «^Çii» y\n* ' • • I» *^ — — I • • • » ^;tjf yifi* 9 -^;+i,ij> ^'4-4-1, n» • • • J»
dont la première fait partie de ^. En effet, la substitution A^» laissant les systèmes immobiles, fait partie de ^. Les altérations qu'elle fait subir aux î ndices des systèmes (oyj), considérées isolément, font partie de ^ (Proposition I). Mais on voit immédiatement que A| est formé par l'ensemble de c^es altérations : donc A, fait partie de ^.
Le groupe dérivé de cf et de A peut donc être également considéré comme clérivé de ^ et de ,1..
549. Introduisons une nouvelle substitution B, qui remplace les indices x^, Jçyi»-«« du système (?y?) par des fonctions de ceux du système (Ç, >î -h i). Les coefficients de ces fonctions peuvent dépendre de S, vj; re- |)résentons-les donc généralement par
Le choix des indices est encore arbitraire dans tous ceux des svstèmes ^ont le premier indicateur est nul. Laissons subsister cette indétermination <]ans le système où les deux indicateurs sont nuls. B remplace les indices t\e ce système par des fonctions des indices du système (01); on peut admettre que ces fonctions aient été prises pour indices indépendants et désignées paro^oM yon-'" B remplacera de même ces derniers indices par des fonctions des indices du système (02), fonctions qu'on peut supposer être
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respectivement â?o a» yo2f«* On continuera ainsi jusqu'au système (o, n — i). dont les indices seront remplacés par les fonctions Xo,n.,(â?oQ, j^o^,...)«
Cela posé» B sera le produit des deux substitutions :
^H» X**9 • • • A»,e— I ( Xt9f Xo9t • • • )» * ».«— I ( X—t y**f . . . }j . . .
^Vii y\h* ' ' • ^5»i> Xlr,t • • •
^•t,» ^«Ht • • • ^•,»,'4-l> ^•,ij+l»
^k^* )^»*" ^;i l-^S-ij+o J^.T,+i» • • • )» * ;ij (•*';.<:+«> J^5.m-«» •••)>•• • ■
dont la première» qui n'altère que les indices du système (oo)» tait partie de ^. En effet» la substitution B% laissant les systèmes immobiles» fait partie de ^. La substitution partielle B|» formée par les altérations que B^ fait subir aux indicesdu système (oo)» en fera également partie (Proposition I).
Le groupe dérivé de S, ^\,, B peut donc également être considéré comme dérivé de ^, x^ B\
Cela posé» la substitution B'~^V'*B'«K. remplace évidemment les indices du système (§iq) par des fonctions de ces mêmes indices : elle appartient donc au faisceau ^. Désignons-la par/: on aura
égalité qui permet de déterminer les fonctions X» Y,.... Soit en effet
j ^^\ • • • » ^k^9 y'i'^t f 95'i\ •^sv Xir,* • • • )» Yîit "^s»!» y^^* • • • )» • • • !•
Égalant les expressions que BM. et «^.iPo'/font succéder à j?çr.f ^tr,»-"f et écrivant, pour abréger» x, j,... à la place de J7?+i,r.-i.i. 7ç+j,r.+M.«.t il viendra
Y5+,.,^a:, J,. . .) = +5r.[Xr,(a:, /, . . . ), Yir,{x, y, ...)," • • •]»
D'ailleurs Xoy,(x,j,...), Y^,^,(a7, v,. ..),... se réduisent à a?,j»..., d'après ce qui précède. On aura donc
^iT, — 9<"'.» * "; — T*^.» * • •
Cela posé, on aura évidemment B'==B''ff|, B'' étant une substitution identique à W, sauf le remplacement des fonctions Xt^{x^^^+^, yt^y^^t,...),
Y,^(a?,,^,, J'i.Yi-i-i»-. .)•••• P^** ^«.Ti+o ri,^-i-i--t ®t B', désignant la substitution qui remplace oTiy,, 7,^,. .. par X,t,(a?,^,ji^,...)fY|„(a7,„,j',ï,,...)f-. sans altérer les autres indices. Or B'^ fait partie de ^; car ce faisceau, contenant/, contiendra (Proposition I) les substitutions partielles/o9,...,/9y,,... qui altèrent respectivement les indices des systèmes (oy?) de la même manière que/, sans altérer les autres indices. Il contiendra donc la substitution
• • • , ^tiit ^«tj» > 9*^\^®i' x*^* • • • /> T*^\ ^•^» y^^ •••)>••/
. . . , JTi^, ^'m» , ^iijf ^iT,» • • •
f ^luf Xl^* • •
produit de ces substitutions partielles. H contiendra enfin sa transformée par Ar\ laquelle est identique à B\, en vertu des relations (i).
On peut décomposer de même B'' en un produit de deux substitutions, dont Tune, B% appartiendra à ^, l'autre, B*", élant^identique à B'', sauf le
changement de X2^(a7j,^i, ja.r.^-if...)» Y2r,(a?a.^+o ^u.ti+o---)»-- ^^ ^a.ri+M Xa.vhHi»-*-* Poursuivant ainsi, on arrivera enfin à décomposer B en un produit * de substitutions dont la dernière sera
les autres faisant toutes partie de F. Le groupe £, dérivé de ^, x, B, pourra donc être également considéré comme dériva de ^, »i>, ift> : d'où la proposition suivante :
Propositioic II. — Le faisceau C résulte de la combinaison du faisceau $ avec les substitutions
Ay'^'^^J =1 .'. . , tçt,, y\y^, , Xl^,y^^^t ^Vi-«,t.-<-?, . • • |.
Soit maintenant
une quelconque des substitutions de L. Elle doit être permutable à c. On
aura donc en particulier une relation de la forme
/étant une substitution de ^; et en remarquant que .v, \fti, H sont permutables à ^, il viendra
J =1 . . . , Xlj^, y\y^y , (]fly\Xlr^y y\i^y ' ' ')i V;t,( «Ï";?,» J'qt,» ...),.•• |
étant encore une substitution de S.
Égalant les fonctions que H^^et A^ui^H/' font succéder à x^r,^ jç^,»----. il viendra
/(? + ,,/,)=/($, rî)+«, /'(H4 i,y;) = /'($,y;)-f-p,
puis, en écrivant, pour abréger, a;, y,... à la place de ^/((-Hi.r.)./'(l-»-i,r.,»---
Il résulte de ces relations que H est le produit de deux substitutions : Tune, IMf altérant tous les indices de la même manière que H, sauf ceux jt,,., j,^,... dont le premier indicateur est égal à i, qu'elle remplacera respectivement par
l'autre, H,, laissant tous les indices invariables, sauf ces mêmes indices x^^,^ y,^,,..., qu'elle remplace par 9on(^«r.. rin»..). ^or^^ir,. Jirj»..-.
Cette dernière substitution est contenue dans ef. Car jce faisceau, contenant /', contiendra les substitutions partielles /^q,..., /o,-- formées par les allérations que/' fait subir aux systèmes (oo),..., (oyj),^. (Proposition I). La substitution H,, transformée du produit de ces substitutions partielles par la substitution ^v-^*, permutable à J*, appartiendra également à ce faisceau.
On trouvera de même H'= H" H', ; H" ne différant de H' que par le changement de X2y.,Y2r.f. enXor.» Yor,..«-. et H', étant une substitution de J. Continuant ainsi, on arrivera a décomposer H en un produit de substitutions appartenant toutes à ^, sauf la première H^'^"*^ qui ne différera de H que par le changement de X^^,, Y^r.»..- en Xor,. Yor,»----
D'ailleurs, H^^-*^ faisant partie du groupe L, sera permutable à c et a .?.
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On aura donc une relation de la forme
/" étant une substitution de ^, Parlant de cette relation, et opérant comme précédemment, on décomposera H^^-'> en un produit de substitutions appartenant toutes à J, sauf la première, 5» qui différera de H^^~*^ par le chan- (irement de Xori, Yori,... eq X^,^,, Y^o... » et qui, par suile, sera égale au produit des deux substitutions
j =r I . . ., xir,f ^n^ > ^f{U),fa,r,)9 //($,i)./'(U)> • • • I-
Nous obtenons donc le résultat suivant :
Proposition III. — Les substitutions du groupe L s'obtiennent toutes par la combinaison des substitutions de § avec des substitutions telles que IJ, F J', . . . ; J , J', . . . étant des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par les indices correspondants d'un même système; et I, T,... des substitutions qui remplacent les indices de chaque système par des fonctions linéaires de ces mêmes indices^ fonctions dont les coefficients sont les mêmes pour tous les systèmes.
551. Le groupe (IJ, TJ',...) étant contenu dans L, sera résoluble (521). Les groupes dérivés respectivement des substitutions partielles I, F,..., et J, J',...» étant évidemment isomorphes à celui-là, seront résolubles. D'ailleurs leurs substitutions sont échangeables. Donc le groupe A résultant de leur combinaison est résoluble (527). Enfin ses substitutions sont permutables à ^. En effet, IJ, FJ',..., appartenant à L, sont permutables à éF; pour prouver que I, r,.,., J, J',... le sont, il suffira donc de prouver que J, J',..., ou, ce qui revient au même, J~*, J'"*,... le sont.
Or chaque substitution de ^ résulte de la combinaison de substitutions partielles /,of ...» y^v»«- •» altérant respectivement les indices des systèmes (oo),..., (/xv ),..., et qui, considérées isolément « font partie de rf (Proposition I). Si la transformée de chacune d'elles par J"* en fait également partie, J"* sera permutable à ce groupe. Mais la transformée dey^v» par exemple, par J~* laisse tous les indices invariables, sauf ceux du système (/[fx, vj,/'[|x, v]), qu'elle altère de la même manière que/p,v altérait les indices du système (/xv). Elle est donc identique à la transformée de/^^v par Ao^-f^^*-*^ i)i>^-/'(i*'^), laquelle appartient à g.
Les substitutions du groupe résoluble A étant permutables k ^, le groupe
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Il reste à construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables, tels que T. Cette question fera l'objet de la section suivante.
§ II. •— Groupes indécomposables.
Construction du premier faisceau .
^\^'': 555. Soient r l'un des groupes cherchés, de degré p"^: F son premier tbisceau, choisi aussi général que possible. Le groupe F étant primaire, F ne contiendra que des substitutions d'ordre premier à p(188). Prenons pouf indices indépendants ceux qui ramènent toutes ses substitutions à la forftiè canonique (176); puis groupons dans une même série ceux des nouveaux indices qui sont multipliés par un même facteur dans chacune des substitutions de F, et dans un même système les diverses séries conjuguées. Les indices ne formeront qu'un seul système : car, s'il en était autrement, on pourrait remplacer dans chaque système les indices imaginaires par des indices réels (178); et les substitutions de F remplaçant les indices de chaque système par des fonctions linéaires des indices d'un même système (193), ce groupe serait non primaire, si ses substitutions ne permutaient pas transitivement les systèmes; primaire, mais décomposable, si elles les permutaient transitivement.
Cela posé, soient v le nombre des séries, /Ji = — celui des indices de
chaque série; a?^, o?'^ ,... les indices de la r -^ i'^'"*' série; i une racine d*une eongruence irréductible de degré v; a, a, j3,... des entiers complexes formés avec l'imaginaire i. Les substitutions de F seront de la forme
j — I • • • ) ^n ^ /•» • • • • • • > fl <^r» (i" or ,.^ . . m j \ j,
et celles de F, remplaçant les indices d'une même série par des fonctions linéaires des indices d'une même série (192), et les indices conjugués par des fonctions conjuguées (149) seront de la forme
(*) Si l'on avait /?* = a, F ne contiendrait d'autre substitution que l'unité, ce qui est inadmissible. On doit donc exclure cette hypothèse.
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toutes les substitutions de G, ce qui ne peut être. Mais si As* B2 sont deux quelconques de ces substitutions, on aura une égalité de la fornne
Choisissons A2, B2,... de telle sorte que m^ soit minimum^ sans être nul; on verra comme tout à Theure que Gi résulte de la combinaison de As* B, avec un groupe G2, dont les substitutions sont échangeables à A,, B^ A^, Bf
On peut continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé la suite des substitutions étrangères à F qui sont contenues dans G; et Ton arrive enfin a ce rc* sultat :
Tu KORÈME. — Le faisceau G résulte de la combinaison de F avec une double suite de substitutions y A,, Bf*, A3, Bsi*..; A^, B^, lelle^que chacune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres y sauf à son associée^ à laquelle elle est liée par une des relations suivantes :
B7* A, B, = T«. A„ B7» Aj B, =:.t-«A„. . . .
560. Les exposants m 1^ y m2,... divisent ii. Car on a, par exemple,
cl Ton pourra disposer de u pour rendre m, u congru a /w' (mod. |x), mf étant le plus grand commun diviseur de m, et de jul. Si m, ne divisait pas jx, m' serait moindre que m,, ce qui est impossible, par hypothèse.
Soit donc /x = m,(J, = 7722 c^a = .... Les substitutions A*;, B*s A*,\ B*,",..., étant échangeables à toutes celles de G, appartiendront a F.
Les nombres c^,, c^a,.-. sont tous égaux à un nombre premier n. Supposons en effet qu'il en soit autrement, et soit tt un nombre premier, qui divise un ou plusieurs des nombres c^<, d'à»-.-- Supposons, pour fixer les idées, qu'il divise seulemeût c?i, et soit, pour abréger, (J, = en, 11 = en = m, tn.
Les substitutions A|, B|y F et leurs dérivées seront échangeables à toutes celles de G, aux puissances près de t*". Eu effet, AJ, par exemple, est échangeable aux substitutions F, A,, A2, B,,..., et B, la transforme en t'^'^A, = T^'A,. Elles sont seules à jouir de cette propriété : car toute substitution de G peut évidemment se mettre sous la forme
S=/A:.BH?'BP«...,
/étant une substitution de F; et les substitutions A,, B«,... la transforme-
ginaire que i : d'où la condition
Op^-'^i (mod. />), qui, comparée k la relation 6^^ i, montre que n divise p^— i.
562. V ordre de chacune des substitutions de G est premier à p. En efTetj si G contenait une substitution S d'ordre pq^ il contiendrait S^» qui est d'ordre/;, et par suite n'appartient pas à F. Soit donc S^ = /A7BÎ* A^...; l'un au moins des exposants, a^ par exemple, serait ^o(mod.;r). Cela posé, B7*S^B, serait d'ordre/?, et6*«S^ d'ordre /?7r; résultat absurde, ces deux substitutions devant être identiques.
563. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que a se réduise -à 2. Les deux substitutions Af, A2 étant d'ordre premier a p, et échangeables entre elles, on pourra remplacer les indices x^^ ^o»*-'» ^r» x,.^... par d'autres indices indépendants jo^ ^o*-"> Jr* ^r*-*- choisis de telle sorte que A, et A2 soient ramenés simultanément à leurs formes canoniques. Les nouveaux indices jo» ^o»*-* qui remplacent x^, x\,... seront des fonciions linéaires de j^o* ^o*****^^^^ '^^ coefficients s'exprimeront rationnellen>ent en fonction de 1, et des facteurs a,, 61,..., ^2, ^a»-.., par lesquels A, ci A, multiplient respectivement j^, Zo»***> ces facteurs étant eux-mêmes les racines de congruences dont les coeflficients sont des entiers complexes formés avec I (176), Quant aux indices j^., 2^,..., leurs expressions se déduiront des précédentes en changeant x^^ x\^...^ 1, a,, 6|,..., £12, b^^... en jt^, .<,.,,, i/^, a^, èf,...,af, bl\... (22).
Les substitutions A*, A, appartenant à F, on aura
I^s facteurs a,, 6<,... ne diffèrent donc les uns des autres que par des puissances de 6; de même pour a^, ia» • • • •
564. Théorème. — Soit jx' le nombre des indices y q, v'o»*** ^^ '^ ^^^i^^o* *o»-««» que les substitutions A, et A2 multiplient respectivement par a, et a^. Cette série contiendra ]ul' indices z^^ ^o»***» ^^^ ^^^ mêmes substitutions mulliplient respectivement par «,6^*, a^O^^ S, et I2 étant des entiers quelconques moindres que n.
En effet, la substitution B^B^, transformant respectivement A|, As en 6^' Ao ô^'Aj, remplacera les indices jo» 70»- •• P^** ^^s fonctions linéaires ç.
ç',... (les indices y^j z^,..., telles, que A, et Aj les multiplient respectivement par 0,6^* et ajd^*. Mais A| multipliant chacun des indices jo» -^ot*par un facteur constant, ne pourra multiplier une fonction de ces indices par a^ 6^', que si cette fonction contient seulement les indices que A, multiplie par ce facteur. On peut faire un raisonnement analogue pour As- Les indices Zo, ^o**** V^^ figurent dans les fonctions 9, 9",...» seront donc multipliés par a,d^> et OiO^*, dans les substitutions A, et A3. D'ailleurs les fonctions f, 9',..., en nombre /jl', doivent être distincte^ pour que le déterminant de B^'Ba* ne soit pas congru à zéro. Donc le nombre pi" des indices ^„, Zq^... dont elles dépendent est au moins égal à jul'. rv*^
On verrait de même que /i.'> jx''; donc ]ul' = ]ul". '^iTt^
Les indices jo» Zq,... se partagent donc en suites également nombreuses, et correspondant chacune a un système de valeurs de l,, £2- Pour les mettre en évidence, nous désignerons les indices jo» ^o»-*» Jr» ^r»---» p^^r le symbole général [^4 ^2^]r9 s étant un indicateur variable de o h [i'— 1 , et qui servira à distinguer les divers indices d'une même suite, |,, S, des indicateurs variables d'une suite à l'autre, entre les limites o et tt — i, et r un indicateur variable d'une série à l'autre.
Les substitutions A,, A3 prendront la forme
D'ailleurs cette forme ne sera pas altérée, si l'on remplace les indices d'une suite quelconque par des fonctions linéaires de ces mêmes indices (on aura soin d'altérer parallèlement les indices homologues des séries conjuguées) : car chacune d'elles multiplie par un même facteur les indices d'une même suite, et par conséquent leurs fonctions linéaires. Il reste donc dans le choix des indices un certain arbitraire dont nous allons profiter pour simplifier l'expression des substitutions B,, 63.
565. Commençons par B, : cette substitution, transformant A|, Ao en6A,, As» remplacera les indices [S4 ^2^]q de la suite |,, ^2 par des fonctions des indices de la suite §1+1, §2* Les indices indépendants restant arbitraires dans la suite o, S2» on pourra prendre pour indices indépendants dans la suite, I, ^2 les fonctions que Bf fait succéder aux indices de la suite o, ^2'* pour indices indépendants dans la suite 2, I2 les fonctions que Bf fait succéder à ceux de la suite i, ?a» etc., jusqu'à la suite tt — 1, Ça» dont B| remplacera les indices [tt — i, ^2» ^Jo P^^ <les fonctions (fo^-ffif" des indices de la suite o, §2*
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Cela posé, B* remplacera en général Tindice [o§,€]o par fe; mais elle appartient à F (560); donc Çe = ^[oSjeJof d étant un coefficient constant. Posons en général
*7^'[SiÇ»e]i = [Ç»Ç»eTo avec *'=rf (mod. />),
B, remplacera la fonction [Ç, 52fe]'o P^^ *• [Çi^"'» §2» ^]'o-
Donc en prenant ces fonctions pour indices indépendants, et supprimant les accents, qui deviennent inutiles, B, prendra la forme
B.= | [l^ht]. *.[$. + !,$», e].|.
566. Passons à la substitution B2 : elle remplace les indices de la solte ^1» ^3 pai* des fonctions de ceux de la suite ^1, §2+1. Considérons eô particulier les indices des suites pour lesquelles S, = o. Par des changements d'indices convenables, exécutés dans chacune de ces suites, on pourra faire en sorte que B2 remplace tout indice [0^2 ^jo de Tune de ces suites par 62 [o, I2 + I» £]ot ^2 étant un coefficient constant. Ce changement d'indices n'altérera évidemment pas les expressions de A,, A2. Il n'altérera pas non plus celle de B,, pourvu qu'il soit accompagné de changements analogues, effectués sur les indices de chacun des groupes de suites qui correspondent aux diverses valeurs de ^|.
Cela posé, soit f la fonction par laquelle B, remplace [^f I2 ^Jo • BsB^ et B^/B2 remplaceront respectivement [o|2e]o par*2^VfÇM §2-+- '»6jo ^^ P^r b\ff. Mais ces deux substitutions sont identiques, B, étant échangeable à B2. Donc (f se réduit à 2^2 [Im §2 + 1 , €], et B2 est de la forme
Nous obtenons donc le théorème suivant :
Théorème. — Les substitutions Af, B,, A2, ^^ peuvent se rcunener à la forme
et^ par suite ^ les substitutions de G seront de la forme
567. Le calcul des coefficients a^ a^^ b^,b^ a demandé la résolution de diverses congruences, ayant pour coefficients des entiers complexes formés
avec I. Cette résolution pottrraît nécessiter l'introduction de nouvelles imaginaires. Il est essentiel d'éclaircir ce point; nous y parviendrons par les considérations suivantes :
Soient S une substitution de G* qui n'appartienne pas à F; S, S\... ses transformées par les substitutions de T. Chaque substitution de F transformera les substitutions S» S',... les unes dans les autres : car supposons que la substitution T» appartenant à F, transforme S' en S''; soit U la substitution de r qui transforme S en S'; UT transformera S en S"; donc S" fait de la suite S, S',....
;ulte de là que les substitutions de F sont permutables au faisceau (F^,* S',...). Donc CQ faisceau contiendra toutes les substitutions de G, qui est, par hypothèse, parmi tous les seconds faisceaux possibles, celui dont Tordre est minimum.
Considérons en particulier la substitution A, et ses transformées A,, A'j,.... D'après ce qui précède, Tune au moins de ces transformées ne sera pas contenue dans le groupe (F,. A,) moins général que G. Soit
cette transformée : elle aura le même caractéristique que Af (172).
Ici deux cas seront à distinguer, suivant que n est un nombre premier impair ou égal à 2.
568. Premier cas: ti premier impair , A^ a pour caractéristique
la multiplication s' étendant à tous les systèmes de valeurs de £, £, , \^, r. Or multiplions ensemble les jul facteurs correspondants à une même valeur de r,
et dont ~ = c sont égaux à a/''^— K, e à (a, 9)'^— K, etc.: il viendra
la multiplication ne s'étendant plus qu'aux diverses valeurs de r.
Quant à C, caractéristique de A'^, deux cas seront à distinguer, suivant que ^i, jâj sont ou non nuls à la fois*
I® Si |3| = jSa = o, on aura
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Groupons comme tout à l'heure les facteurs qui correspondent à une même
valeur de r : on aura e de ces facteurs égaux à c^— K, e égaux à
{cGY'— K, etc. En effet, k\ n'appartenant pas au faisceau F, Kun au moins des exposants a,, a^, par exemple ol^^ ne sera pas congru à o (mod.Tr). On pourra donc choisir arbitrairement € et §2, ce qui pourra se faire de e manières différentes, et déterminer ensuite ^( de telle sorte que «,^, + «3^2 se réduise à /}(mod.7T), p étant un entier arbitraire. On aura donc comme tout à l'heure
(4) C'=TJ (cV-^K-)'; :<: i •
2^ Si /3, , ^2 ne sont pas nuls à la fois, considérons les n îodices
[£i?a£]r»---. [Çi + 'wjS,, Sj-^-'wjSj, s];.,... que A', permute circulairemeot. Le facteur de G correspondant à ce groupe de n indices sera
Faisant le produit des expressions analogues correspondantes aux divers groupes d'indices, on trouvera encore pour C la valeur (4).
Les deux caractéristiques C, G devant être égaux, on aura une relation de la forme
çr^^rp? (mod, /?).
Cela posé, la substitution
aura pour caractéristique (i — K'^)''*^; et il en sera de même de ses transformées
par les diverses substitutions de F; d'où l'on déduit
c'^=zii (mod./>).
Soit maintenant
une quelconque des substitutions de G; elle aura pour caractéristique (5) Jl l(/«vfrV«l**VK-K^j'.
Mais d'autre part T appartient au groupe dérivé de F, S, S',... (567). SoitT = 9S^S'^..., 9 étant une substitution de F, qui multiplie par 9 les indices de la première série : T aura pour caractéristique
(6) jj^ [(9^/. . .yp^^K^y^jj^ir"''- K^r.
Pour que les expressions (5) et (6) soient égales, il faudra qu'on ait une relation de la forme
(/«V b\^ n]* iv y- = cp'^/'^ , d'où aV *"• «? *a' — 6* 9''^ "S
^ étant un entier. On aura une relation analogue pour tout système de valeurs de T|/u,, T2, U2. Donc toutes les quantités de la forme a]' b]' a]* bl* , et en particulier a,, 6,, as, 2^2* sont des produits d'entiers complexes ne contenant d'autre imaginaire que 1. Donc la réduction des substitutions A,, B,, A2» B3 à leur forme type a pu se faire sans introduire d'imaginaire nouvelle.
On peut supposer que les coeilicients a,, &«, ^2» bi se réduisent à l'unité. Car F contenant les substitutions a,, b^^..., G pourra être considéré comme dérivé de la combinaison de F, non plus avec les substitutions A,, B,, A2« Bo, mais avec celles-ci af^Ai, &r*Bi» «r^Ajt ^r'B,, où les coefficients ont disparu.
569. Second cas : ;r = 2, d'où 0 = — i . A, a pour caractéristique
Si j3, = |32 = o, A', aura pour caractéristique
Dans le cas contraire, le facteur de C correspondant au groupe des deux indices [1,^2 £]r» [?i -+-|3,, Sj-H /Sj, £jr que A', permute entre eux sera
en posant, pour abréger, m = ol^^^-\- ci,^^^* ^t remarquant que Ton a 0^^Q\ car le nombre ;r = 2 divisant />''— i (561), p est impair. La condition C = C donnera comme tout à l'heure
c»e*=avP (nfiod./^).
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. Gela posé, la substitution
aura pour caractéristique {K^—Q'^y^. 11 en sera de même de ses transformées
d'où les conditions
(7) c'^eT.*.-*-Tt««=6-,... [mod.p). s
Soit maintenant
T=/AvBv...= 9S^S'y'...
Tune quelconque des substitutions de G; elle aura pour caractéristique, d'une part
d'autre part
en posant, pour abréger.
Pour que ces deux expressions soient égales, il faut qu'on ait une relation de la forme
ou, en remarquant que c'^,... se réduisent à des puissances de 0 en vertu des relations (7), une relation de la forme
{fa]^b\^...Y=z ^v^e*, ou enfin a^'iv.- • =/~VV'' j étant une racine primitive de la congruence
f^6, ou /^i (mod.p).
Cela posé, si p^— i est divisible par 4» on aura
J sera donc, ainsi que/et (p^', un entier complexe ne contenant d'autre ima-
ginaire que i: donc les expressions a^* 2^;*..., et en particulier a,, 2^,,..., ne contiendront d'autre imaginaire que i; et Ton pourra choisir la double suite A,, B,t Aa. Bj de telle sorte que tous pes coefficients se réduisent à l'unité (568).
Soit au contraire)»''— i^o (mod. 4) .* J ne sera plus un entier complexe formé avec i; maisy^^— i le sera toujours; donc chacune des expressions aj*ô;*... est de Tune des formes / ou ^*, /étant un entier complexe formé avec {. En particulier, suivant que les coefficients a,, &«,... seront de Tune ou de l'autre de ces deux formes, les racines des congruences caractéristiques
JJ (K»-af/)'=o, Yl^{K^-b]pJ=o,... (mod. p),
des substitutions correspondantes A,, B,,... satisferont ou non à la congruence
(8) X/''-' = i (ïïïod.p).
570. Or la double suite A,, B,, Aa, Ba, qui, combinée à F, reproduit G, peut être choisie de telle sorte : i" que les racines des congruences caractéristiques de deux substitutions associées satisfassent ou ne satisfassent pas a la fois à la congruence (8); 2"" que parmi les couples de substitutions associées, il en existe tout au |)lus un pour qui ces racines n'y satisfassent pas.
1^ En effet, si les racines de la congruence caractéristique de A,, par exemple, satisfaisaient à la congruence (8), celles de la congfuence caractéristique de B, n'y satisfaisant pas, on pourrait dans la construction de G remplacer la double suite A,, B,, Aa, Ba par la double suite équivalente A,, A|B,, Aa, Ba, dans laquelle la substitution A,B,, qui remplace B|, aura pour congruence caractéristique la suivante :
dont les racines satisfont à la congruence (8).
i"" Si d'autre part les deux couples de substitutions Af, B,, Aa, Ba avaient des congruences caractéristiques dont les racines ne satisfissent pas à la congruence (8), on pourrait, dans la construction de G, les remplacer par les deux suivants: AiAa, B|As» A|B, AaBa, A,B,Ba, où les racines dfs congruences caractéristiques satisfont à la congruence (8).
On peut enfin supposer la double suite A,,B4, Aa,Ba choisie de telle sorte que chacun des facteurs a,, &i,... se réduise à i ou à/. Car soit a, =^', par
exemple; on pourra, dans la construction de G, remplacer la substitution A| par celle-ci/"* A,, pour laquelle le facteur se trouve réduit à/.
Les facteurs a,, &i,... seront donc tous égaux à i, sauf ceux d'un seul couple, tel que a,, i|, qui pourront être égaux à i ou àj\ mais seront égaux entre eux.
571. Si a, =&, == «2 = ^2= '» la réduction de A|, B^ Aj» Bj à leur forme type pourra s'opérer sans introduire d'imaginaire nouvelle.
572. Soit au contraire a^ = 6, =j\ avec ^2= 62 = '• Dans cette hypollièse, la réduction du faisceau G à sa forme type, telle que nous l'avons indiquée, introduirait l'imaginaire y. Pour éviter cet inconvénient, nous allons reprendre les opérations avec plus de soin.
Ramenons d'abord simultanément les substitutions A,, A2 à leurs formes canoniques
Les indices [oSosJo de la première série que A,, Aj multiplient respectivement pary, 6^* seront de la forme [oÇ2£]o"+"y fï?2^]o» [o?2êJo et [iÇaeJ^ étant des fonctions des anciens indices, ayant pour coefficients des entiers complexes formés avec i. La suite des indices [i SjS io de la même série que A,, A2 multiplient par —y, 6^* sera formée des fonctions [o^2^]o^j[^^2^]o* respectivem^t conjuguées des précédentes par rapport à y. On pourra d*ailleurs évidemment, sans altérer l'expression des substitutions A|, A,, remplacer les indices d'une même suite par des fonctions linéaires des indices de cette même suite, fonctions dont les coefficients soient des entiers complexes, formés avec / ety. il conviendra seulement d'effectuer sur les indices des suites conjuguées par rapport à y, et des séries conjuguées par rapport à <,y, des transformations respectivement conjuguées par rapport à l'une de ces imaginaires ou par rapport à toutes deux.
573. La substitution B2, transformant A,, A2 en A,, OA^j remplacera en général les indices de la première série et de la suite §«, S, p^r des fonctions de ceux de la première série et de la suite Ç,, ^^-^-i. Et l'on peut profiter (^ l'indétermination qui reste dans le choix des indices pour faire en sorte que Bj remplace chacuiT des indices [ÇiOêJ^ par [Ê, iêJ'^. D'ailleurs la forme canonique imaginaire trouvée plus haut pour B2 montre que son carré se réduit à l'unité. Donc Bj remplacera réciproquement fÊ, 1 cj^ par
Gela posé, soient c, d deux entiers arbitraires : on pourra prendre pour indice indépendant, à la piaco de [009 Jq, la fonction
(a -t- (37) (c - dj)[o oq].-^{C'^- rf/ ) [o, o, q -\r i]'.,
que B4 remplace par sa conjuguée multipliée par a + |3y.
2^ Si 9, ne contient aucun des indices [1, o, 9+ ijo»...» elle contiendra rindice [loq]^^ car sans cela B, remplaçant les 9+1 indices [oooJo/..., \ooq]^ par des fonctions de q indices seulement, son déterminant serait congru à zéro. Soit donc
BJ remplacera Tindicc [00 q]^ par
Mais elle doit le multiplier par — i; d*où les relations
(/nH-n/)(m-/y) = -i |
•\ / •. / w « v i (moa. »),
ou, en effectuant les calculs et égalant séparément à o les termes réels et les termes imaginaires,
(11) (m -f-a)r-f-(n -f- i3)i^o, fi2) (n — (3)r— (m— a)j=Ho.
Cela posé, on pourra prendre pour indice indépendant, à la place de [ooqrjy, la fonction
(a -\rbj)\[oo q'\. -+- (c -h dj) [o, o, ç - i]'. h- . . . j,
que B, remplace par sa conjuguée, multipliée par OL-h^j\ pourvu que Ton ait
r-h*/-l-(a-f- ^j)[c -h dj) = [m^ nj){c ^ dj) (mod./i),
(i3) {m — «)« — (w-*-P)6^(w — P)û-|-(/n-ha)6^o,
(i4) . r-f-(a — m)c — ((3-1- w)rf^5 -h (P — w)c-h (a-i-m)rf^o.
575. Od pourra toujours satisfaire à ces relations; car les deux relations
i3), dont le déterminant est congru à zéro en vertu des relations (9) et
I o), se réduisent à une seule, qui détermine le rapport de a à 6. De même,
es relations (i4) se réduisent, en vertu des relations (9), (10), (11), (12)
I une seule, qui détermine Tun des entiers c, d, en fonction de Tautre.
Admettons donc que B, remplace en général T indice [ooej'^, par [a -h|3y)[io6]'j,; et soit 9 la fonction par laquelle elle remplace l'indice '01 fi]'^; B1B2 remplacera [00g] ^ par y, et BjB, le remplacera par i^dr Pj) [i î £]'o« Donc (p est égal à cette dernière expression. Donc B, rem- Éda^l en général [oÇa^J'o P^** (^"^i3/)[i?2ej'o5 ^^ comme son carré est égal à —I, elle remplacera réciproquement [iÇae]'© par {^-~- ^j)[^^2^Jo' On aura donc
Nous prendrons alternativement pour indices indépendants les quantité3 [I, Ça-'^Jo ouïes quantités [Ç, Ça-'-sJo dont elles dépendent (572) et qui ne contiennent plus d'autre imaginaire que i; rapportées à ces nouveaux indices, A3, B2 ne changeront pas de forme; mais A,, B, deviendront
Récapitulant ce qui précède, on a ce théorème
Théorème. — Si V on n' a pas à la fois p* ^'i {ïùoA . [\) et n = 2, on pourray ^ans altérer l'expression des substitutions de F, et sans introduire d* imaginaire touvelle, mettre A,, B,, Aa, Ba,..., A<„ B<, sous la forme
( ^•= I [$•?«•••£]• ^'»[5'5»---0« I» B, = I [$tÇ2...e]o [$»-M» S»,..., e], I, i5) { A,= I [Ç,H,...e]o e^«[Ç. Ê,...e]. |, B,= | [Ç, Ç,...e], [$„ $a -+- 1,. .., e]. |,
Si Ton a/>''^3(mod.4) et n = i, Aa. Ba,..., conserveront encore la forme i5); mais A,, B, auront ^ suivant les cas, soit la forme ci-dessus ^ soit celle-ci:
g. j A, =r I [$,$,... e]o — 9^'[$, -«-I, Çi,.... 6]f |,
( B,= I [$.$>...£]. (xOm,l,...e].-h^[l,'^i, $1,..., e]. |; %, j3 étant un système de solutions {arbitrairement choisi) de la congruence
a»-t-P'^ — 1 (mod. /?).
En prenant les expressions [|, Ça«««6]'o= [o^2...t]o-^jO^*[i^2*"^]o P^^^
'^^ '^ " dés\S«»"^ *" ^tè.n« série V» ïs a^^ *° .^bsi^W^'^"^ ° v\-
f. S'.' /^i -niées de 1;;^; -ûsto;^ ' ^ « -^ ^^ • "^ . se. -^^
"SV^Vonc. <^»^^^ Te nvaoVfe^^ ^ " ..... . ç,,,es e.
, '■■"* ««es-*'""'
.-fooi e"^
...... -^ vègaUie
on a en«e \es ^-- ^,„.-•^>^
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absurde i ^s— i (mo(l./>). La relation (23) une fois satisfaite, les relations (22) donneront simplement/, ^=i= i, g', ^±: i,...
Enfin, si n étant égal à 2, A, et B, ont les formes (17), les caractéristiques seront
expressions qui ne pourront être identiques f^'' étant ici congru à3(mod.4)J que si l'on a
(^4) X, 4- Y| -h X, Y, -f- Xj Va -+ . . .^^, -h J, 4- X, J, -h X,Jj -H. . .,
et qui donneront alors/, ^±: i, gt^± 1,....
Considérons maintenant la substitution linéaire
\=\xt,y\,,., «',x, -h c,j, 4-. . ., //.o:, H- </',r. -h. . .,. . . I (mod. tt).
La relation (19) montre que son déterminant n'est pas congru à zéro; la relation (21) qu'elle est abélienne (217), et multiplie par/?^ les exposants d'échange des substitutions
XV \i\>\' . . . = I X,, y„ ... X, 4- «1, ji 4- p,, . . . |.
En outre, si n est égal à 2, et p" congru à 3 (mod. 4)» Tune des deux relations (23), (24) sera satisfaite. Si c'est la première, V sera hypoabélienne de première espèce; car, en substituant dans la relation (23) les valeurs de X,, Y,,... données par les relations (20) et égalant les coetricients des diverses variables a:,, 7,,..., on obtient immédiatement, sauf le signe de quelques termes (lequel est indifférent par rapport au module 2), les relations qui caractérisent les substitutions hypoabéliennes de première espèce (262). On voit de même que si la relation (24) est satisfaite, V sera hypoabélienne de seconde espèce.
Réciproquement, soit
\ =: \ Xi, Ti,' -. «',^, 4- c,^r. 4-. . ., 6',x, 4- d',r, 4-. . .,. . . I (mod. r),
une substitution abélienne (hypoabélienne) qui multiplie les exposants d'échange par /)^. Cherchons à déterminer une substitution corrélative \'^ qui
transforme A,, B,,... en/, Affif» ..., g^, A^'Bf* ....... , /, g^,,... étant des
substitutions de F.
i*' Soit d'abord n premier impair : on aura V = PPQ, P étant la substitution qui multiplie a;,, a?,,... par/>, sans altérer j'i, j'a,..., et Q une substitution abélienne, qui n'altère plus les exposants d'échange, et qui, par suite, dérive des substitutions L^,, M^,, N,a,v du n** 220. Or les substitutions Ç,
[Itli- ' .Eix. ..e]. \ ô^^^llil,, .. m. . .e].
(27) ^,,v= I [?.Çv...£]o 0'^'^[?.?,...e]„ I,
ont respectivement pour corrélatives P, Ljj,, M|i, Npt.y; et la substitution \^ qui en dérive de la même manière que V dérive de P, L^, M^, N^,v» aura évidemment V pour corrélative.
2® Soit 71 = 2, /?''^i (mod.4). La substitution ^^, corrélative de L^, aura la forme
(28) 0=1 [11^- "^]o /""^^[S.Ê-.-ejo I.
A cela près, rien ne sera changé au raisonnement.
3** Soit 71 =2, ^''^3(mod.4) et supposons que A^, B| soient de la forme (i5) : V étant hypoabélienne de première espèce, sera dérivée des seules substitutions Mj^, Nj^.v (263); et '<? le sera des substitutions corrélatives On-jj., Xjj.,v.
4** Enfin, si A, et B, ont la forme (17), V sera hypoabélienne de seconde espèce, et dérivée des substitutions L,, M,, U, et de celles des substitutions M,A, Np,,v pour lesquelles jx et v sont >i (278-281). Aux substitutions L,, M|, U on pourra faire correspondre celles-ci :
Aux autres substitutions M^,, N^^^v on pourra faire correspondre des substitutions aiLp X|i,v ayant respectivement les formes (26) et (27). Cela posé, la substitution *<?, dérivée des substitutions 4^^, .m,, 'O, Cf\i^, ^^^^ de la ménie manière que V dérive de L,, M,, U, M^, Np,,v. aura V pour corrélative.
580. La substitution '^, que nous venons de déterminer, n'est pas la seule substitution de la forme $P^qui ait V pour corrélative; mais il est aisé de déterminer toutes les substitutions qui jouissent de cette propriété.
Soit 1 Tune des substitutions cherchées : on aura 2 = "^^^m 2, étant une nouvelle substitution de la forme ^, et qui transforme A,, B,,... en /'A,, ^'B, ,...,/', g\... étant des substitutions de F. Mais ces transformées ont respectivement les mêmes caractéristiques que A,, B,,... : donc/', ^',... se réduisent à des puissances de 6. Soient /'= 6^s g'=0-^%..,; on aura 2, = A"/B^;...Z2. ^2 étant une substitution de la forme ^et échangeable à A,, B,,..,, ce qui exige évidemment qu'elle soit de la forme
[£. $2...e] 2^oc'^f[ll^"'q]o
OÙ les divers coefticients re|)résf3ntés par le symbole général a^ sont des entiers complexes, formés avec /, et indépendants deÇ,, |a,....
Si chaque suite ne contenait qu'un indice, le dernier indicateur e ne serait susceptible que d'une seule valeur, et pourrait être supprimé sans inconvénient; C9 appartiendrait alors au faisceau F; mais, pour plus de généralité, nous continuerons de supposer que chaque suite contient [l' indices, jjl' étant
Quant à la substitution 'vPA*/B^/..., elle est le produit de substitutions partielles dont l'une est égale a î*p, les autres étant de la forme
[ll....e] 2) «;;^ :[^'^=---^]«
où les coefficients aj;}; sont des entiers complexes indépendants de e.
La substitution 1 est donc le produit de (^ par deux autres substitutions, appartenant respectivement aux formes s et G.
581. Nous avons vu (557) que le groupe F résulte de la combinaison d'une substitution de la forme œ^;^avec un groupe partiel F' formé de substitutions qui ne déplacent pas les séries. D'après ce qui précède, on aura 'î'^^— tr^'S'G:', s' et G' étant respectivement des formes s et 6; quant aux substitutions de F, elles seront de la forme §^, et pourront se réduire à la forme s ou à la forme G, si l'une des substitutions composantes appartient au faisceau F, formé des substitutions communes à ces deux formes.
Formons l'échelle de substitutions génératrice du groupe F', de telle sorte que les substitutions du faisceau F soient les premières introduites (526).
Jm Jif • • • * SiC^I,'*', On fcn
cette échelle. Les substitutions S,, Sa, ... , 5,, G,, . . . , considérées isolément^ appartiendront à T.
En effet, nous allons prouver que le groupe
{jOffit''Of Si» Sa, • • • , Su, G,,..., fs^f (t^S'S'j
est résoluble; comme il contient F, qui est résoluble et général, il se confondra avec lui. Il suffit pour cela de faire voir que chacune des substitutions/,,/!,..., ^M--» Sn, G|,..., ©/,, î^s's'est permutable au groupe dérivé des précédentes; nous allons le montrer, par exemple, pour la dernière de ces substitutions. Les substitutions/,/,,..., s, S,,..., Sn^„, 4^s'6' formant Têchelle d'un groupe résoluble, on aura par exemple
/^ étant une substitution de F. On en déduit, en remarquant que les substitutions de la forme G sont échangeables à celles de la forme s,
(G;"...e:.)-'($*s'G')-'5^«*s'e'r=s:-...s:'/,;.((e*s'G')-'s-*^JP*8'G'.
Or le premier membre de cette égalité est de la forme C; le second est de la forme s : d'ailleurs les seules substitutions communes à ces deux formes sont celles de F; donc les deux substitutions ci-dessus appartiennent k F. Soit/^ leur valeur commune : les transformées de t^m et de s,„ par «^G's' seront respectivement égales à ^^"...Gr'/m ^l à/,r*s;"...>>r'/J, ; elles appartiendront donc au groupe dérivé de/,/ s,,..., s„, G,,..., G;,, ce qu'il fallait démontrer. • -
582. Le groupe F' contient des substitutions de laformefLi autres que celles de F. Supposons en effet qu'il en soit autrement; nous allons voir, comme au n** 558, que le groupe F, exclusivement dérivé des substitutions F, s,, ... , Sfl, (P^s'C ne peut être général.
Soient/, /,... les substitutions de F; ^o/» ^o/>---; ^i/» G,/,...;... celles de la forme s. Les groupes F^, F,,... transformés de F par les substitutions Go» Si>--. seront respectivement dérivés des substitutions F, S,,...^ s„, auxquelles les transformantes sont échangeables, jointes aux transformées $^8'Ga„/„, a'^cS's,,/,,... de la substitution $^s'e?'.
Cela posé, si Ton a Sa, = (Ta,* on obtiendra un groupe résoluble plus général que F, en lui adjoignant la substitution 6, Gf *, qui lui est permutable (558). Si au contraire toutes les substitutions Ga.» ^a,»--- sont distinctes,
Tune d'elles, SaTp^^ exemple, se réduira à TuDÎté. Soit alors W une substitution de la forme G, qui n'appartienne pas èi F, et dont les coefTicients soient réels : on pourra adjoindre à T la substitution 6,W67S qui est échangeable à toutes ses substitutions.
583. Le groupe formé par celles des substitutions de F qui sont de la forme G est évidemment permutable à toutes les substitutions de F. On })ourra donc (528) j déterminer un faisceau G', plus général que F, permutctble aux substitutions de F^ et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux F prés. Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre soit minimum. Raisonnant comme précédemment, nous verrons successivement :
1° Que G' résidte de la combinaison de F avec une double suite A', , B', ,...; A',., B',. dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres^ sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme
6' désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la r -h i^^"*^ série par ô'P"; le facteur 6' étant une racine de la congruence
(3i) e"'=i (mod./i),
et n' un diviseur premier de p^ — i (559-561 ).
2*î Que les [l' indices qui se déduisent Vun de l'autre par la variation de l'indicateur £ peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants ^ qui se partagent en tt'^ suites, en réunissant ensemble les indices ^ en nombre tx"= ii'n'~^, que A', ,..., A',, multiplient par les mêmes facteurs : et q\}'en choisissant convenablement les nouveaux indices, et remplaçant l' indicateur unique i par & indicateurs yj,, yja,... variables de o à n' — i, et un indicateur t* variable de o à [l" — \, on pourra mettre les substitutions A\, B*, , . . . , sous la forme suivante :
{ B',= I [^, ^j. . .y},. . . e']o [Çi, ^2,..., yji 4-1,..., e'], |,
à moins que l'on naitp^^'i (mod. 4) ^^ ^'= ^> auquel cas A\ et B', pourront avoir, au Heu de la forme précédente, celle-ci :
A', = I [Ç, Çî. . .y},. . . e'], — 0'''»[5, Çj. .., '/îi -f- 1,. . . e']. |,
DE LA RÉSOLUTION PAR RADICAUX. 4i5
( Voir les n^ 562-576. ) Il est clair d'ailleurs qu'on peut ramener ces substitutions aux formes types ci-dessus en opérant séparément, et de la même manière, sur chacune des suites d'indices qui correspondent aux divers systèmes de valeurs de £,, Çs>.... En agissant ainsi, les expressions des substitutions F, A,, 64,..., Su $2»... neseront évidemment pas altérées. Il faudra seulement y écrire [Ç, Ç2...Y3,...€'J^à la placé de [Çi|2-'-Ê]r«
3** Qu'à chaque substitution <> de F , qui transforme A\ , B', , . . . en
// A'*' B'f' . . . , g\ A /• B j • ....... correspond une substitution
appartenant au groupe abélien [et dans certains cas à l'un des groupes hypoabéUens) de degré n''"^ (577-578).
5® Que chacune des substitutions 5, , G2, . . . , S' «5^ le produit de deux substidations partielles 9 ayant les formes suivantes (579-580) :
[ÇiÇa. . -yîi. . - e'J \ «m,. [5« ?2- . ./yii... £']•
[ÇiÇi. . .y},.. .6'] \«J'[Ç« S'-'-^îi- • • ?']•
5® Que les deux substitutions partielles dont G , , 62 > • • • sont le produit appartiennent au groupe T (581); que si /x"> i, r contiendra des substitutions de la forme ( 35 ), autres que celles du faisceau F (582) ; que parmi ces substitions on pourra déterminer un second faisceau G", analogue a G €/ à G' ; etc.
584. Supposons, pour fixer les idées, que/JL"se réduise à l'unité. Les substitutions de la forme (35) se réduiront à celles de F.
Soient maintenant t? = Ç^i^une substitution quelconque de F : on pourra lui déterminer, comme aux n*''578 et 583, deux substitutions corrélatives V, V, appartenant respectivement aux groupes abéliens (hypoabéliens) de degrés ;r*^';r'^*^, et y multipliant les exposants d'écbange par/?P(mod. tt), />P(mod. 7r'). Les deux groupes A, A' respectivement formés par l- ensemble des substitutions V et par l'ensemble des substitutions V, étant isomorpbes à F, Seront résolubles. Déplus^ ils seront primaires.
En effet, si A, par exemple, n'était pas primaire, il existerait des fonctions 9, y',... des indices x^, 7«,...» en nombre moindre que ces indices, et que chaque substitution de A remplacerait par des fonctions linéaires de 9,
(p\.... Celles des substitutions de la tonuv.
»l*' \Jl^' . . . = I x„ ^„ . . . a:, -f- «1, J^, -h (3i, . . . (,
qui n*altërent pas ces fonctions» formeraient un faisceau D permutable à toutes les substitutions de A. Les substitutions de 1% permutant entre elles les substitutions A''Bf'..., aux F près, de la même manière que celles de A permutent les substitutions r.i*'in>['..., seraient permutables au faisceau dérivé de F et des substitutions formées avec A,, B,,...> comme celles de D
le sont avec i,, \Poi« Ce faisceau étant contenu dans G, et moins général
que lui, un tel résultat est inadmissible (559).
585. Réciproquement, soient L, V deux groupes résolubles et primaires, respectivement contenus dans les groupes abéliens (hypoabéliens) de degrés 71*% n'*-*^'. Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées Y, V multiplient les exposants d'écbange par des facteurs respectivement congrus à une même puissance dey?. Soient/?P(mod. tt), /?P(mod. tt') ces facteurs. A chaque système de substitutions associées, tel que V, V, on pourra faire correspondre une substitution %> de la forme î^:^» dont V, V soient les corrélatives. L^- -^
g/vupe F formé par les substitutions ainsi déterminées, jointes aux subsiiiu —
(ionsY, A,, B,,..., A', ,B'j,..., sera résoluble.
En effet, soit A le groupe formé par celles des substitutions de L qui son ^..^ _^i les corrélatives de celles de F. Ce groupe, étant contenu dans L, sera réso luble (521 ). Il est d*ailleurs isomorphe à F; ce dernier groupe sera donc ré soluble, si le groupe F, formé par celles de ses substitutions qui ont pou première corrélative Tunité est lui-même résoluble (525). Or soit A'^ 1^ groupe formé par celles des substitutions de L' qui sont les corrélatives di^ celles de F|. Ce groupe, étant contenu dans L', sera résoluble (521). Il ese: (Failleurs isomorphe à F,; ce dernier groupe sera donc résoluble, si groupe Fo formé par celles de ses substitutions qui ont leur seconde corr< lalive égale à l'unité est lui-même résoluble. Or soit *P'^i une substitut! (le Fo. Ses corrélatives se réduisant à Funilé, le facteur /î^' par*lequel ell» multiplient les exposants d'échange se réduit à i (mod. ti) et à i (mod. tz*
Cela posé, la substitution $?• transforme A|, B,,..., A'j, B'j,... en A'f ' =
B,,..., A/'^'= A',, B, .... : elle aura donc Funilé pour chacune de ses C( relatives. Il en sera donc de même de ^,; donc 5^, transformera A,, B,,. A'i» B'j,. .. en/i A,, g^, B,,.. .,// A',, g^',B'j,. ..,/,, g^,,.. .,/^ , g\.... étr ■ ^n/ <les substitutions de F. Pour que ces transformées aient mêmes caracté^r— /^^
Si 71 = 2, toute substitution abélienne, et notamment toute substitution hypoabélienne, sera évidemment abélienne propre.
Deux groupes contenus clans le même groupe abélien seront dits lemblables [improprement semblables)^ si Ton peut les transformer Tun dans l'autre par des substitutions abéliennes propres (impropres).
589. On obtiendra le même groupe T, à ta notation prés 9 en employant pour groupes auxiliaires, à la place de L [ou de L'), Vun quelconque L, des groupes qui lui sont semblables.
Soient en effet F, A|, B|,..., A\, B'j,..., 8,,..., 8;,, G,,..., 6^, ^^'^' les substitutions de F : 1, S^,..., S;,, S' les substitutions correspondantes de L; S la substitution abélienne propre qui transforme L en L,, 8 sa corrélative, construite comme au n^ 579. Le groupe F,, construit à l'aide du groupe L,, aura pour substitutions F, A,, B,,..., A',, B',,..., «^*8,8,..., 8""* ««S, G|»...» C/M 5"'$^s'S6'. D'ailleurs 8 est permutable au faisceau F, A,, B,,..., et échangeable à A'j, B\,... ainsi qu*à G,,..., G„, C Donc le groupe transformé de F par 8 n*est autre que F^. On pourra donc, par un simple changement d'indices indépendants, réduire les substitutions de F à la forme de celles de F, , et rcciproquement (172).
On pourra déterminer comme il suit l'ordre de F
Soient g une racine primitive de la congruence g^~^ ^i (mod. n)\ V,, Va,... les substitutions de L; ^*«, ^*s... les facteurs par lesquels elles multiplient les exposants d'échange : L contient la substitution W = V7* V,"..., qui les multiplie par ^«i'".+«."».+ . Cela posé, on pourra profiter des indéterminées m,, /Wa,... pour que a, /W| -i- «a Wj -f-. . . se réduise à rf, plus grand commun diviseur de «i, «a,..., tt — i. Supposons a<=rfe,, a^^^de^^...^ n — \ = de\ on aura V, = W^'-S,, Va = W^^'Sa,..., S,, Sa,... étant des substitutions de L qui soient abéliennes propres. Soit maintenant 6 un entier quelconque compris entre o et e — i. A chaque substitution S| contenue dans L, et qui n'altère pas les exposants d'échange, correspondra une autre substitution W^Si qui les multiplie par ^''S et réciproquement. Soit donc co l'ordre de L; celui du groupe partiel formé par celles de ses substitutions
qui sont abéliennes propres, sera — = __ *
Le nombre d, que nous appellerons Vexposant du groupe L, est au plus égal à 2. En effet, la substitution qui multiplie tous les indices par g^ et les exposants d'échange par g^^ étant échangeable à toute substitution linéaire.
AtiO LIVRE QUATRIÈME.
Les diverses valeurs de p qui permettent de satisfaire aux relations de la forme (36) seront donc les suivantes : o, J,..., ( -. — i W, en nombre y
On aura donc /• = -i d'où
RÉDUCTION DU PROBLÈME
§ I. — Groupes décomposablf.s.
592. Soit L un groupe résoluble, primaire et général cantenu dans le groupe abélien (dans l'un des groupes hypoabéliens) de degré p^". Il résulte de la combinaison d'une substitution W qui multiplie les exposants d'échange par g'^ \g étant une racine primitive de la congruence g^^* ^ i {moà.p), et d étant au plus égal à 2] avec des substitutions abéliennes propres (590). Le groupe A formé par les substitutions abéliennes propres contenues dans L est évidemment permutable aux substitutions de L; il ne peut d'ailleurs se réduire a la seule substitution i. En effet, s\ p = 2, il se confond avec L; et si /?> 2, L contient la substitution g qui multiplie tous
les indices par 5^(590), substitution dont la puissance ^~ ' estabélienne
propre et multiplie tous les indices par -- i.
593. Le groupe L sera dit décomposable^ si n étant égal a mXy on peut déterminer X systèmes de 2m fonctions linéaires des indices, réelles et distinctes, et telles : i^ qu'en les prenant pour indices indépendants les exposants d'échange des substitutions correspondantes a deux indices de systèmes différents soient tous congrus à zéro; 2^ que chaque substitution de L remplace les indices de chaque système par des fonctions linéaires des indices d'un même système.
Le groupe L étant supposé décomposable, il peut exister plusieurs manières d'y déterminer des systèmes de fonctions jouissant des propriétés cidessus : nous choisirons, pour y appliquer nos raisonnements, une de celles où le nombre X des svstèmes est minimum.
Soient a?o, jo»-"î-"; ^r» Jr»«";«-« '^s 2/nX fonctions considérées, l'indicateur r variant d'un système à l'autre, entre les limites o et X— 1; C^:^, C^,,. ..;...; Cj^, C^^, ...;... les substitutions correspondantes. Le déterminant formé par leurs exposants d'échange mutuels ne peut être congru à zéro.
p2 LIVRE QUATRIÈME.
Mais (Cj,Cj.J,!.. étant congrus à zéro, par hypothèse, ce déterminant se réduira au produit des déterminants partiels
( ' -«'a t-«^g ) l t-Jj ' '/« ' * • •
( t-«/u t.xj ; ( C.^ , i.Jra } • • •
l.t'X, W, ) vW, Cj,) . . .
.,t>ri '"'a) (^"1 t'/, ) • • •
Donc aucun de ces déterminants partiels ne sera congru à zéro.
594. Chaque suhslilulion de L sera le produit de deux suhslilutions partielles N et P, dant la première remplace les indices de chaque système par les indices correspondants d'un autre système, et dont la seconde remplace les indices de chaque système par des fonctions de ces mêmes indices (545).
Ici deux cas seront à distinguer, suivant que les substitutions de A so réduiront ou ne se réduiront pas toutes à la forme P.
595. Premier cas. — Ce cas ne peut se présenter si p = 2, ni si d= 2. Car si /?= 2, L se confond avec A; et si/? > 2, mais rf= 2, L dérive de la combinaison de A avec la substitution g, laquelle est évidemment de la forme P (590). Si donc les substitutions de A étaient de cette forme, aucune substitution de L ne déplacerait les systèmes, et L ne serait pas primaire (311).
Soit donc d=^ i : on aura X= 2. Soient en effet 2^, un système quelconque, 2, le système que W lui fait succéder, 1^ celui qu'elle fait succéder h 2,. La substitution W^ fait succéder 1^ à 2„. Mais on a W^ = ^S, S étant une nouvelle substitution de L, qui sera abélienne propre, et par suite de la forme P. Donc W^ sera lui-même de cette forme, et par suite ne déplacera pas les systèmes. Donc ^2 se confond avec 1^. Donc les substitutions A et VV, dont L est dérivé, permutent exclusivement entre eux les deux systèmes 1^, i,. Si donc il y avait d'autres systèmes que ces deux-lii, L ne serait pas primaire (311).
596. Une substitution quelconque/, prise dans le groupe A, est le produit de deux substitutions partielles /„, /, opérées respectivement sur les indices des deux systèmes 1^ et 1^. Chacune de ces substitutions partielles sera abélienne propre, Car/^,, par exemple, transforme C^,, Qra'**-» ^'^\' ^%»--*
en substitutions telles que D = C',C^^..., D' = Q^Cj.^...,..., C^.,, C,, Mais
la substitution /transforme également C^^, C^^,... en D, D',...; et comme elle appartient à A, D, D',... auront mêmes exposants d'échange mutuels que Ç*x,* C^,f-« D'autre part, les exposants d'échange de C^., C,,<... avec C^.,, C^,,... étant congrus a zéro, par hypothèse, il en sera de même de
ceux (le D, D',... avec les mêmes subslilulions. Enfin /o, transformant C^.,, C^-,,... en elles-mêmes, n*allërc pas leurs exposants d'échange mnluels. Done/o pst abélienne propre.
Cela posé, soient f^f^; f'^f\ ,... les diverses substitutions de K : A contiendra chacune des substitutions partielles f^, f^^ •••••/«•/i »•••• On voil en efTet, comme au n° 547, que le groupe dérivé de la combinaison de L avec ces substitutions partielles est résoluble. D'ailleurs ses substitutions sont :)béliennes. Enfin il serait, contre l'hypothèse, plus général que L, si /«, yi ••••>/!» /i >••• n'étaient pas contenues dans L, et par suite dans A.
597. Le choix des indices indépendants Xo,jo»««-î ^i» Ji»-« présente un certain arbitraire. Prenons en efTet pour indices indépendants, a la place <le 07,, y,,... par exemple, des fonctions quelconques z, u,... de ces indices. Les substitutions C«, Ce,... correspondantes à ces nouveaux indices seront de la forme C*,p^ ..., et, par suite, auront des exposants d'échange congrus à zéro avec C-r^, C^,,.... En outre, il est clair qu'après ce changement d'indices, chaque substitution de L fera encore succéder aux indices de chaque système des fonctions des indices d'un même système. Les deux propriétés fondamentales du n^ 593 seront donc conservées.
Le choix des indices indépendants restant arbitraire dans le premier système, prenons pour indices iudépendants dans le second système les fonctions a?,, ji,... que la substitution W fait succéder à x^, Vo».... Cette sub-
•^£itution remplaçant respectivement x^, v,,... par des fonctions de x^,
>'of-» on pourra la mettre sous la forme
n en déduit
^-. xv= =
Xq, y\, ... g ^ 9' •^*» )*> • • • )> S V i**^»» c^'o» •••;>•
^lais L, contenant g et W, contient g"^ W^, et cette substitution, étant abétienne propre, appartient à A; chacun des deux facteurs /o,/, dont ellr est te produit appartiendra également à A; et L, résultant de la combinaison ^liî A avec W, résultera égalenient de la combinaison de A avec
Quant au groupe A, il résuite de la combinaison des deux groupes par-
tiels Aof Ai, respectivement formés des substitutions/» /^ ,... et des substitutions/i,/j ,.... D'ailleurs X transforme évidemment ces deux groupes l'un dans l'autre. Donc L résulte de la combinais.oii de X avec un seul de ces groupes, tel que A^.
Remarquons enfin que la substitution X, qui transforme
multipliant les exposants d'échange par g, chaque élément du premier déterminant partiel du n^593 sera égal k l'élément correspondant du second, multiplié par g. Il suffît donc que le premier déterminant ne soit pas congru à zéro pour que l'autre ne le soit pas non plus.
598. Réciproquement, soient 1/ un groupe résoluble et contenu dans le groupe abélien de degré p^"^; 0' son ordre; d' son exposant; A' le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres; soient enfin
I To, jo,.-. a^« 4- p^. 4- . .., a'o:. -f-P'j.-f-...,... ]
les substitutions de A\ On pourra construire ajnsi qu'il suit un groupe résoluble L, contenu dans le groupe abélien de degré p^'".
Écrivons à la suite des indices jto, Jo*-*- d'autres indices en nombre égal, a?i,y,,... et supposons que les exposants d'échange des substitutions Cj^,, C^.^,... avec C^^, Cy.,,... soient congrus à zéro, et que leurs exposants d'échange mutuels soient égaux à ceux des substitutions C^,» C^.f* respectivement multipliés par g'^ Le déterminant des exposants d'échange des substitutions Cj.,, C^,,..., C^r.» C>,,..., étant le produit de deux déterminants partiels, égaiix à un facteur constant près, et dont le premier u'est pas congru à zéro, ne sera pas congru à zéro. Cela posé, le groupe A© formé des substitutions
Xo, y\y . . . ax. 4- P jo 4- . . . , a' a:. H- Ç/ )\ 4- ...... .
jointes à la substitution
A = I x^y y^y • • • > «^1» J^'i» • • • Xx, y\,» • . , g ^69 fiX^' ' ' ' I '
forme un groupe de substitutions abéliennes : car les substitutions de A© sont abéliennes propres, et X multiplie les exposants d'échange par g. Ce
(Iccomposable de la façon indiquée cL-dessus. Il pourra Têtre d*uoe seconde manière, qui nous reste à discuter.
Soient N'F, N"P",... les substitutions de L, N', N",... et P', P",... élaiU respectivement des formes N et P (594). Les déplacements opérés sur les ). systèmes par les substitutions N', N",... forment un groupe A, résoluble et primitif (546). Donc X est une puissance d'un nombre premier 77. Soit, pour fixer les idées, X = 7i^. Remplaçant l'indicateur unique r par deux indicateurs ?, >}, variables de o à tt— 1, A résultera (533 et 546) de la combinaison :
1° D'un faisceau E de substitutions remplaçant le système (Ç, 13) par le système (§-+-«, v3 4-/3); les constantes a, |3, variables d'une substitution à l'autre, prenant chacune toute la suite des valeurs o,..., tt— i (mod.Tr);
2"* D*un groupe H, dont les substitutions le remplacent par le système (a^-f- 6v2, a'£-f- 6'>3), a, 6, a\ b' étant des entiers constants pour une même substitution.
Soient N|P|, N2P2»... les substitutions de A
IN, :=n: I . . . , Xlr^^ J^Çt.» , ^«1 ;-i-^i i|+ai 9 ^V 5-+^, »,-*-?i > • • • | » • • •
les déplacements qu'elles font subir aux systèmes. Le groupe formé par Us substitutions N,, N2,... contiendra au moins une substitution de E autre que l'unité.
En effet, A contient, par hypothèse, une substitution N^ P, qui déplace les systèmes; la substitution correspondante N, ne se réduira pas à l'unité. Si elle est échangeable à toutes les substitutions de E, on aura ^i = 6'^ = 1 , 6, =^1 = o, et N, appartiendra à E. Dans le cas contraire, soit N' une sub stitution de E qui ne soit pas échangeable h N| : L contient une substitutio N'P' qui fait subir aux systèmes le déplacement N'. D'ailleurs N'P' est per mutable à A ; donc A contient (N, P,)-' . (N' F j"* N, P, N' F, substitution qu fait subir aux systèmes le déplacement N/N'~* N, N', lequel appartient à E
602. Le groupe formé par les substitutions N,, N2,... contient tout le fai ceau E. En effet, les substitutions de L étant permutables à A, celles de le seront a fortiori au groupe (N,, No,...)- Mais elles le sont à E. Elles 1
seront donc au groupe formé par les substitutions communes à (N,, N,,..
et à E. Si ce groupe ne contenait pas toutes les substitutions de E, il ne s rait pas transitif, et par suite, A ne serait pas primitif (53).
Celles des substitutions N|P,,... du groupe A dont les premiers facteur--
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des exposants d'échange des substitutions transformées. Enfin S transfert mant en elles-mêmes les substitutions Al, M|,... n'altère pas leurs exposants d'échange mutuels (ni leurs caractères).
605. Le groupe L contient les substitutions 1, I',..., J. J',.... Carie groupe dérivé des substitutions ê, I, T»..., J, J\... est résoluble (551). Ses substitutions sont abélienncs (hypoabélienncs); car IJ, TJ',... et J, J',... rélanl, 1, r,... le seront. Enfin il contient L, et ne peut être plus général que L, par hypothèse.
606. Les substitutions J, J\... forment le groupe désigné ci-dessus par A. Quant aux substitutions dérivées de ê^ \, \\... qui ne déplacent pas les systèmes, chacune d'elles est le produit de substitutions partielles altérant respectivement les indices d'un seul des systèmes 2o> 2i**«* de manière à multiplier les exposants d'échange des substitutions correspondantes par un facteur constant, qui sera le même pour tous les systèmes (et à ne pas altérer leurs caractères). Soient Lo = (/o» • • • • 'o»- • •) le groupe formé par (elles de ces substitutions partielles qui altèrent les indices du système 2^; L| =(/,,... I,,...) le groupe formé par celles qui altèrent les indices du système 2|, etc. Ces groupes sont les transformés de l'un quelconque d'entre eux, Lq, par les substitutions de A. En effet, soit J une substitution de A, qui remplace les indices de 1^ par ceux de 2^ : elle est évidemment permutable au groupe (^, I, T,...). Mais, d*autre part, les transformées des substitutions/o/o--»»---» «o '«»•••»••• de ce groupe par J font subir aux indices (le 2, des altérations évidemment représentées par J~*yj>J,..., J"*«*o^,.... Ces dernières substitutions se confondent donc, à l'ordre près, avec les substitutions/,,..., I,,....
607. Soient réciproquement o;^, jo»--*»--; ^p» Jp»--»;-»- )• systèmes d'indices indépendants, choisis de telle sorte, que les exposants d'échange des substitutions correspondantes C^, Cq,..., Ç'^ , C^,... satisfassent aux relations suivantes
(r>)C(r')):^o, si p>p', ei (q^^q^');-z^((:(:^)q^'))
(et que leurs caractères soient indépendants de /jj.
Soient A un groupe résoluble, dont les substitutions permutent ces systèmes entre eux d'une manière primitive, en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; Lo un groupe résoluble, dont les substi-
tutions n'altërent que les indices x^, Vo»«-- du premier système, qu'elles remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, choisies de telle sorte, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes soient tous multipliés par un même facteur (leurs caractères restant inaltérés); Lo».... Lp,... les groupes analogues, transformés de L© pî»r les substitutions de A.
Soient /„, /|,... des substitutions choisies arbitrairement dans les* groupes Lo« L,,..., de manière à multiplier les exposants d'échange par le même facteur. Formons leur produit /^, /,.... Le groupe L dérivé de l'ensemble des substitutions composées telles que /q/i... et du groupe A, étant contenu dans le groupe résoluble dérivé de A et de Lot sera résoluble. D'ailleurs ses substitutions sont abéliennes (hypoabéliennes); car chacune d'elles multiplie évidemment par un même facteur constant tous les exposants d'échange qui ne sont pas congrus à zéro et laisse les autres congrus à zéro (en outre elle n'altère pas les caractères).
Pour que le groupe L ainsi formé soit général, on devra choisir A et Lq aussi généraux que possible, chacun dans son espèce.
608. Dans le cas où les substitutions de Lq sont hypoabéliennes, il est important de reconnaître quel est celui des deux groupes hypoabéliens auquel appartient le groupe L construit par le procédé ci-dessus. On y parvient comme il suit :
Les indices a?©, yo»--» d" premier système peuvent être supposés choisis de telle sorte, que les substitutions correspondantes forment une double suite X,, Di>«, ««Vs, Dbs»... telle, que tous leurs exposants d'échange mutuels soient congrus à zéro, sauf ceux de deux substitutions associées, qui seront congrus à i, et que «^la, iii>2,... aient pour caractère o, A>|, ifi>, ayant pour caractère o ou i suivant que Lo est contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien. Cela posé, les substitutions correspondantes à x^, ^p,... ayant même caractère et mêmes exposants d*échange mutuels que celles qui correspondent à x^, Jo»*-- '^^ substitutions correspondantes aux indices a?^,j'<,, ...;...; a7p, jp,. ..;... formeront une double suite, où tous les exposants d'échange seront congrus à o, sauf ceux des substitutions associées, et où le nombre des couples ayant pour caractère i sera égal à o ou âi X, suivant que Lq sera contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien. Mais L est lui-même contenu dans le premier ou le second groupe hypoabélien, suivant que ce nombre est pair ou impair : d'où le résultat suivant :
Le groupe L sera contenu dans le premier groupe hypoahéUen^ à moins que X ne soit impair et Lq contenu dans le second groupe hypoabélien : auquel cas L sera lui-même contenu dans le second groupe hypoabélien.
609. Soit d Texposant du groupe L^; ses substitutions seront de la forme VV;So, Wo étant une substitution qui multiplie les exposants d'échange mutuels deC^, Cy,... parg'^, et S© une substitution abélienne propre. Soient A^, le groupe formé par les substitutions partielles So»...; W,,, W,,... et A^t A,,... les transformés de W^ et de A^ par les substitutions de A.
Les substitutions W^, W|,... multipliant respectivement les exposants d'échange mutuels de C^, CJ,»'--» ^^"^ ^^ ^i> C',..., etc., par un même facteur g"^, leur produit W appartiendra à L. Les substitutions de A^ lui appartiendront également et seront abéliennes propres; car elles n'allèrenl pas les exposants d'échange, et parmi les substitutions de L|,... qui jouissent de la même propriété, et qu'on peut leur associer, se trouvent les substitutions I. De même les substitutions de A«,... appartiendront à L.
Chacune des substitutions /o/|... est de la forme W*S<,S,..., S©, S,,... appartenant à Ao» à A, En effet, 4 est de la forme WJS^,, et multipliera
les exposants d'échange de C^, C'^,... par ^''^ Donc /oA... multiplie tous les exposants d'échange par ^''S et si l'on pose /o/|... = W^T, T ne les altérera plus, et par suite se réduira à la forme SoS,....
On voit par là que l'exposant du groupe L sera égal à d.
610. Il est aisé d'obtenir son ordre. Soient il l'ordre de A, 0 cplui de L^,
celui de A».
Les substitutions de L sont de la forme. NW^SqSi..., N étant une substitution de A. Or N peut être choisi de il manières différentes; e peut prendte
la suite des valeurs o,..., ^—z — ; et chacune des X substitutions S,,, S,,... peut être choisie de — — manières. On aura donc pour l'ordre cherché
p - i ( dO Y
611. Pour que L soit primaire, il faut et il suffit que L^ le soit par rapport aux indices qu'il altère (312). Mais il peut être décomposable ou non.
S'il était décomposable de la manière indiquée aux n^' 595-599, L le serait. 11 faudrait en effet qu'après avoir choisi convenablement les indices
indépendants x^^ Jo»'** ^^ système 2^,, on pût les répartir en deux sous-syslëmes que les substitutions de A^ ne déplaceraient pas. On pourrait alors réunir les indices de chacun de ces sous-systèmes à leurs homologues dans Ie8 autres systèmes; et la totalité des indices se trouverait ainsi répartie en deux grands systèmes, que ne déplacerait aucune des substitutions des groupes Ao, A,,..., A dont la combinaison reproduit le groupe A. Donc L serait décomposable de la manière indiquée. Celte hypothèse ayant été discutée plus haut, nous pouvons Texclurc.
612. Si Lq est décomposable, mais de la seconde manière, on verra, comme tout à l'heure, qu'en choisissant convenablement les indices indépendants o^Q, yo,...f ils se partageront en j^ous-systèmes tels, que L^, puisse cire construit au moyen de deux groupes auxiliaires ^^ et L^,^,. Le groupe A,, sera formé de substitutions qui permutent les sous-systèmes en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants. Quant à L^^, il résultera de la combinaison d'un groupe A^o dont les substitutions n'altèrent pas les exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices du premier sous-système, et d'une substitution W^o qui multiplie ces exposants d^échange par g*'. Cela posé, soient A^o» Aqm... et Wy„, Wqi,... les transformés de Aj^o» Wj,^, par les substitutions de A^ r L^, sera dérivé de la combinaison des substitutions abéliennes propres de A^o» Aoi,...» A^ avec la substitution W^oWoi..., qui multiplie les exposants d'échange des substitutions ^0» d>>"« ps^r g^' La substitution W^ étant une substitution de L^ qui multiplie les exposants d'échange par g^, et qui soit d'ailleurs quelconque, on peut supposer Wo = W„<,Woi....
Gela posé, partageons les indices de chaque système en sous-systèmes, en réunissant ensemble ceux dont les homologues dans le système 1^ appartiennent au même sous-système: et soient respeclivement Aov» A,v....; A,,, A|,...; Wov» W,vf... les transformés de Aovt A^,, Wqv par les substitutions de A. Le groupe L sera dérivé des substitutions A^,^,,..., Ajav.-.-, W = \Vjjj,...Wjiv...> A^,,..., Aji,..., A. Cela posé, les substitutions de A, A„, d'où dérivent celles de A|,..., Aji.,,.. forment par leur réunion un groupe A' de substitutions abéliennes propres qui permutent transitivement les soussystèmes en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants, et qui transforment les uns dans les autres les groupes A^j^,..., A^^ et les substitutions Wjj^,,. .. , Wjj^v. Le groupe L peut donc se construire à l'aide des groupes A' et L^,^^ de la manière indiquée au n*^ 607, avec cette seule dif- ^^rence que A' ne permute plus les sous-systèmes primitivelnent.
Le groupe L étant primaire; L^^ le sera; s'il était décomposable, on verrait, comme tout à l'heure» que L peut se Construire à l'aide d*un groupe A** et d'un groupe L^^^,, de degré moindre que L^^g» etc.
On pourra donc» sans nuire a la généralité des résultats, admettre que dans la construction du n^ 607 le groupe L^ est indécomposable» pourvu qu'on admette d'autre paît que le groupe A puisse être remplacé dans la construction par un autre groupe D dont les substitutions permutent les sYStèoies transitivement, mais non primitivement.
613. La détermination du groupe L se ramène ainsi à celle des deux groupes D et Lq, de degrés X et z^^'", ce dernier étant indécomposable. Par la première de ces deux questions, on retombe sur le problème A, mais avec un degré fort abaissé. La seconde fait l'objet des sections suivantes.
§ 11. — Groupes indécomposables de première catégorie.
614. Soit r un groupe résoluble et primaire aussi général que possible
parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien (dans l'un des groupes ^
hypoabélieus) de degré />^'". Celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres forment un groupe, évidemment permutable aux substitutions de F. ^
On pourra donc y déterminer (d*une ou de plusieurs manières) un faisceau F ^^
permutable aux substitutions de F, et dont les substitutions soient échan- ^^
geables entre elles. Ce faisceau étant choisi aussi général que possible, on pourra ramener ses substitutions h la forme canonique (240-244); car F étant primaire, le groupe G formé par Tensemblc des substitutions abéliennes (hypoabéliennes) permutables à F le sera a fortiori ; et suivant que F sera de première, seconde ou troisième catégorie, nous dirons que F est de première, seconde ou troisième catégorie. Nous pourrons d'ailleurs étendre cette définition aux groupes décomposables dans la construction desquels ^Mls
figure le groupe F.
Nous supposerons dans ce paragraphe que F est de première catégorie.
615. Les indices indépendants étant choisis de manière à ramener F à la m^q forme canonique formeront un seul couple de systèmes conjoints. Car s*il M Ml en existait plusieurs, chaque substitution de F remplacerait les indices d*un couple de systèmes par des fonctions de ceux d'un même couple de systèmes. D'autre part, les exposants d'échange de deux indices quelconques
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naison de W avec le groupe A» formé par celles de ses substitutions qui sont abéHennes propres.
Posons
VI nz I . . . , X^f y*f.f . . .
. . . , ^r-h\9 Xr-¥-t> • • • r
On voit immédiatement que ces deux substitutions sont réelles et abé- Hennes propres (hypoabéliennes).
Soit maintenant S une substitution quelconque de A; elle remplace les indices oo^, y^ par des fonctions linéaires des indices x"^, jj».-- d'une même série; on aura donc 8==^^$^^, ^ étant une nouvelle substitution abélienne propre (hypoabélienne) qui ne déplace pas la première série du premier système.
619. Cherchons la forme générale de la substitution ^. Soient
axl-h byl-^..., û.^î-hA,^; H-...,...
les fonctions par lesquelles elle remplace les indices orj, jj»--*» ®"^ ^^^^ place les indices de la série conjointe ^o> JÔ**»* P^"* ^^^ fonctions
de ces mêmes indices. Quant aux indices des séries conjuguées de ces deux-là, elle les remplace par des fonctions conjuguées des précédentes, ^transformera donc Qr. C^rf-^ C,r, C^^,... en
.tf^r..^rf r.y...y r.yr.,y
faP^r'a^ rb'^ r'b'i Cm.'' r'mTi ri'' r'sr
dont les caractères sont également congrus à* zéro. Pour que leurs exposants d'échange soient congrus a ceux des substitutions dont elles sont transformées, il faudra qu'on ait
( aP^ aP' -h a f*," aP" -h . . . = î, af^ ^p' -^ a^f ^p' -h . . .=o,. . . , (0 i bP'aP"-^ bP"aP'-h..-=Oy 6/'''(3''''-^6^'■(3^''-^... = l,..., (mod./#).
Ces relations, qui doivent subsister pour toute valeur de r, expriment que
En effet, r étant primaire^ cpntient une substitution 1 qui permule entre eux les deux systèmes. Soit g^ le facteur par lequel elle multiplie les exposants (rechange : A contiendra la substitution W~^l qui permute les systèmes, et par suite sera de la forme ^(PP^^oî cl A résultera de la combinaison de cette substitution avec d'autres substitutions ^t =*f^*^tf eTiLjrzrÇPi^jj,... qui ne déplacent pas les systèmes. Soit &\e plus grand commun diviseur de v, p,, p2i---; A contiendra une substitution <% de la forme i'^^; et OïL^, OTLa,... résulteront de la combinaison des puissances de X avec des substitutions de la forme ^ (557).
Soit maintenant k un entier tel, que k&-h po soit positif et <c?; A contient la substitution s = ^$P»^o-^*t laquelle, combinée a ^ et aux substitutions ^, reproduira évidemment tout ce groupe.
Si mc?-4-po==o» cette dernière substitution se réduit a la forme »^^, et le lemme se trouve démontré. Dans le cas contraire, A contient s^, qui est (le la forme $2f*s+P.):^. Donc 2{k&-^po) est un multiple de &, et comme k^ -h Po<i^f 2 {kâ -f- Po) = (?; ^ se réduira alors à la forme s* 5^, et A résultera de la combinaison de S avec des substitutions de la forme ^, ce qui démontre notre proposition.
622. Théorème. — Le groupe T contient des substitutions de la forme ^, autres que celles de F.
S'il en était autrement, F résulterait de la combinaison'de W et de F avec une substitution de la forme ^$^^, ou avec deux substitutions, des formes t-a^ et ^^. Nous allons prouver que dans l'un et l'autre cas, F ne serait pas général.
Premier cas. — Soient/©, /,,... les substitutions de F; ^©/o. ^o/if«; ^i/o. ^i/i, ...;... celles de la forme 5^ [:^o se réduisant à l'unité (39)]; ii^i^ ^ la substitution qui, combinée à F et à W, reproduit F. Les groupes Fo, F,,... transformés de F par les substitutions ^0» ?,<»... sont respectivement dérivés de W, F et des transformées de ^Ç^^'. Ces transformées sont (évidemment de la forme ^5^^; supposons -les égales respectivement à '^^'^«o/p,» ^^Jf'la./p.i-... Deux cas seront à distinguer :
^^ Si ^a^ = 5^aj, ^, !^7* sera permutable à F et pourra lui être adjointe de manière à former un nouveau groupe plus général.
2^ Si au contraire les substitutions ^a., ^«.f- sont toutes distinctes, elles reproduisent toute la suite î^©» ^m...; l'une d'elles, ^^a,, par exemple»
se réduit donc à TuDÎté. La substitution de forme '^
échangeable aux substitutions^, ^, F, W le sera à toutes les substitutions de r,: sa transformée par ^7* le sera h celles de F, et pourra s'adjoindre à ce groupe.
623. Second cas. — Soient ^^5' et ^^ les deux substitutions qui, jointes à W et à F, reproduisent F. I.e carré de Si^ est de la forme '^, et appartient à F; donc il appartient à F, par hypothèse. D'ailleurs Si^, multipFiant tous les indices par — i, appartient aussi à F. On aura donc
J ^-^ \ ^0» Te» • • • / ^0» jX»* • • • I
étant Tune des substitutions de F.
Or soit
-?'= I ^;.rî»--- «^î ■+■ l>Xl -H---» a,xl-\-b,rl -h....... |.
S^ conjointe S{~* ^Si sera
ti" t: aura pour réciproque la suivante (619)
Cela posé, l'égalité des deux substitutions ^' et (^-';^'^)""*/ donnera a^fa, b^fa^,. . .y a^^fh^ A, ^/6,,,.. (mod./>),
t deux cas seront à distinguer :
I® Si/^ r, on aura 6^= a,,... et les coefficients symétriques par rapport ^ la diagonale seront égaux dans l'expression de ^.
2" Si/^i (mod./>), les coefficients diagonaux a, 6,,... seront nuls. L'un ^u moins des autres coefficients, tel que 6, ne sera pas nul; et les relations A^/a,, a,^/& donneront /^^i, d'où/^— i. Les coefficients symétriques par rapport à la diagonale seront donc égaux et de signes contraires. Dans ce dernier cas, le nombre des indices x\, y%y,.. sera pair, sans quoi le déterminante de a, &,..., at, 6t,... s'annuleraif; car en changeant
les lignes horizontales en lignes verticales, ce qui n'altère pas le déterminant, on change le signe de tous ses termes. Donc A=e — A, d'oii 2Ae==o et enfin A==o.
Cette dernière conclusion ne serait pas exacte si p était égal à a. Mais, dans ce cas, les deux formes trouvées pour la substitution ^ ne sont pas distinctes, car les deux valeurs /==i et/^— \ (mod.a) sont identiques.
62i. Soit maintenant Ff le groupe transformé de F par une substitution 4|uelconque :^, de la forme ^. Il sera résoluble, et ses substitutions seront abéliennes propres (hypoabéliennes). De plus, si F était général, F, le serait; car s'il était contenu dans un autre groupe analogue mais plus général r, , F le serait dans le groupe F', transformé de T, par ^7*. D'ailleurs F, est formé des substitutions W, F, auxquelles ^, est échangeable, jointes aux transformées de ^^' et de ^^, lesqiielles sont évidemment des formes A^^ et ^^'j. On peut se proposer de choisir ^, de telle sorte, que Fexpression de '^^ se trouve simplifiée autant que possible.
i" Soil/== I et/?>a. La substitution ^ est de la forme
Admettons d'abord que l'un des coefficients diagonaux, tel que a, ne soit pas congru à zéro, et posons
d'où
^~ xLi ^ ^^^ I '^»» y\t • • • x^-\- iy\ H- . .-. , ^\>« • • |-
L'égalité évidente
monti*e que ^^ est égale à
Cette substitution multipliera donc 0:^ par un simple facteur constant si l'on pose
D'ailleurs ^,, étant échangeable aux substitutions de F, le sera en parti-
à (A^')^; on aura donc
^', aura la même forme générale que ^, avec cette circonstance par- Tcque les coefficients 6,... s'annulent, t donc
n des coefficients diagonaux tels que 6, est ^o (moiï.p), on fera disre les coefficients c,... par une transformation analogue a la précé-
L On peut continuer cette réduction jusqu'à ce qu'on arrive à une ormée ou les coeffîcients diagonaux restants soient tous nuls. Mais on a, par une nouvelle transformation, faire en sorte que Tun de ces coefs cesse de s'annuler.
(posons, par exemple, que nous ayons dans ^^ b^^c^=^...^o. L'un ans des coeflicients b^^... doit différer de zéro, le déterminant de ^', tuvant s'annuler. Soit, par exemple, 63^0. Prenons pour transforla substitution
ura pour transformée il ^'2» ®" posant
$sioD où le coefficient diagonal 263X est <o, si X^o.
pourra donc maintenant reprendre la réduction, et arriver enfin à une
ire transformée ,ii^'„ où l'on ait simplement
. 2** Soit/ = — I, et /?> a. On a
i des coefficients 6, c,..., b par exemple, sera ^o(mod./?). Prenons ransformante la substitution
^^' sera transformé en ^^',, .^', =^"*^7*^.^'^, étant une nouvelle substitution (le la même forme que ^',. mais qui remplace ^fJ, y^ par
ou simplement par by^, —bx^, eu disposant des indéterminées /, iti,... de telle sorte qu'on ait
bm -h c^o, d — fr/ ^ o, . . . .
Par une suite de réductions analogues à celle-là, on arrivera enfin à une
transformée a^'„ où Ton ait
628. 3^ Soit /> = 2. On aura/^ i ^£e — i . On appliquera la réduction du n^ 625 tant qu*on aura des coefticients diagonaux qui ne s'annulent pas. S'ils s'annulent tous, on appliquera la réduction du n** 627. On arrivera ainsi à une transformée ^^'„, où ^ soit réduite à l'une des formes (4)f (5) ou à une forme mixte telle que
(6) ^„ — ! xlyl,zl,.. axl bzl, -byl,,. |.
On pourra d'ailleurs supposer que a^b,... se réduisent à l'unité. En effet, si cela n'avait pas lieu, il suffirait de transformer Si'^„ par la substitution
pour obtenir une transformée analogue à ài^^, mais dans laquelle les coefficients a, ^,... seraient remplacés par l'unité.
629. Supposons la réduction ci-dessus effectuée, et soit ^^ ce qu'est devenu (£^^" par cette suite de transformations. Cette substitution sera échangeable à ^^„ aux substitutions F près. En effet, la substitution* fa^^^'')-*(^^')"'^^|l"^^'» étant de la forme ^ et appartenant à F, sera de la forme F et n'aura pas été altérée par les transformations; on aura donc
/étant une substitution de F.
.Soit <i^:^a une substitution quelconque de la forme ^i^^, et qui soit échangeable à ^^'„ aux F près : on aura évidemment î^^» = ^-^-V, V étant une
laquelle est échangeable aux substitutions de T\ et appartient à la forme ^ sans appartenir à F.
2*^ Si ^„ est de la forme (5)» on pourra poser
et F' ne sera pas général, car an peut lui adjoindre la substitution de forme ^
OÙ /est un entier quelconque réel. Cette substitution est en effet échaogeable à chacune des substitutions de V; et /peut être choisi de telle sorte que T n'appartienne pas à F, a moins toutefois qu'on n'ait p = 2^ le nombre (les indices de la série étant quelconque, ou /? = 3, ce nombre se réduisant
Même dans ces deux cas d'exception, le* groupe I^' ne sera pas général, car on pourra lui adjoindre la substitution
ÏI — I ^" 1-* r*-4- v* i'* I
^ I •* 0 > / 0 » • • • '^ rf "^ / 0 > J 9t ' * • I
qui est échangeable a ses substitutions, et n'appartient pas à F.
i"" Si '^, a la forme mixte (6), les mêmes raisonnements seront évidemment applicables.
631. Les substitutions de la forme ^, contenues dans F, forment un groupe partiel évidemment permutable à toute substitution de F. On poiirra donc }' déterminer un faisceau G plus général que F, dont It^s substitutions soient échangeables entre elles aux F près, et auquel toute substitution dç F soit permutable (528). Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre soil minimum.
On verra comme aux n"* 559-561 que G résulte de ta combinaison de F avec une double suite de substitutions A,, B| ; ...; A^,, B^, telle , que chacune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée , à laquelle elle est liée par une des relations suivantes
Bt'A.B, rnOA,, K,A,B, = 6A„.. ,
où Q désigne la substitution
le facteur 0 étant une racine primitive de la congruence
ô'^^i (mod. />),
et n un nombre premier, qui divise p^ — i.
On verra ensuite, comme aux n®' 562-564, que le nombre ii des indices de chaque série est un multiple de n^, tel que fi'n^; puis on remarquera que le choix des indices indépendants dans la première série du premier système n'a pas été fixé d'avance; et Ton verra, comme aux n<>* 565*576, qu'on peut en disposer de telle sorte qu'en désignant les indices . . . , arj,, jj,, . . . par le symbole général [S, Sa • • • sjî. où les indicateurs 5, , §2» • • • ^^ nombre C7, varient de o an — I, et l'indicateur s de o à [i' — s, les substitutions A,, B,;..., A^, B^ prennent lesfi)rmes suivantes :
(7) A,= |[$.H,...£]: eM5.?a...e];i, b,= i [$.$,.. .e]f [$.,$.. -m,.. .,6j:i,
à moins quon n'ait à la/ois p^ ^3 (mod. ^) et n = 2, auquel cas A| e/B, pourront avoir, soit les formes ci-dessus, soit celles-ci :
a, |3 e/an^ i/n système de solutions de la congruence
a' -h P's— I (mod. p).
632. Soient maintenant <> = sC^H^'^i une substitution quelconque de P;
/, Af ^ Bf ^ A^a*"^ Bf\ . . et ^„ A'^' Bf '^^ A'^^ Bf \ . . les transformées de A„ et B„ par <> (/, et ^^i étant des substitutions de F). Faisons correspondre à la substitution tp celle-ci
V=: I x„ /,,. . . d,Xi + c\jrt -h. . ., b\xt -h d',/, H-. . .,. . . | (mod. ;:).
On verra comme aux n^ 577-578 que si l'on n'a pas à la fois
y^'^3(mod. 4) et TT = 2,
V fera partie du groupe abélien de degré tt^^, et multipliera les exposants d'échange par (— lYp^; que si p^^3 (môd. 4) et tt = 2, V fera en outré
partie du premier ou du second groupe hypoabéUen^ suivant que A,, B, auront tes formes {"j) ou les formes (8).
Réciproquement, soit V une substitution abélienne [hypoabélienne) de degré n''\ et qui multiplie les exposants d'échange par (— i)"^^. On verra, comme aux n*^ 579-580, qu'iY existe des substitutions de la forme .^^ï^^ qui ont V pour corrélative ; et que ces substitutions sont de la forme a'^ ^i^S^, S étant une substitution de la forme
et G une substitution de la forme
[£.?....£]; ^ «;,[?. s-.. îi:
On voit enfin, comme au n® 581, que si T contient une substitution s, G, de la forme se, il contiendra ses deux composantes s^ G|.
'633. Si jui' se réduisait à Tunité, l'indicateur €, n'élant susceptible que d'une seule valeur, pourrait être supprimé sans inconvénient, et les substitutions de la forme G se réduiraient à celles de F.
Supposons, pour plus de généralité, que fx' soit > i. Le groupe V contiendra des substitutions de la forme G, autres que celles de F. Nous allons prouver en effet que s'il en était autrement, F ne serait pas général.
Dans le cas que nous discutons, F résulterait de la combinaison de W avec des substitutions de la forme s et une substitution de la forme cM^^J'c^', ou deux substitutions ayant respectivement les formes ^s' G' et a^'s"G" (621). Adoptons cette seconde hypothèse, qui complique légèrement la démonstration.
La substitution
appartient évidemment au groupe F et à la forme ^; elle est, par hypothèse, de la forme s. D'autre part, chacune des substitutions ^, $, c?', 6" transformant les unejs dans les autres les substitutions de la forme S, cette substitution pourra évidemment se mettre sous la forme
2' étant encore de la forme s.
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Donc (9?^6"j~*(^e;'j~'*^G".^G' sera de la forme S; mais elle est évidemment de la forme (s; c'est donc Tune des substitutions F communes à ces deux formes. Les deux substitutions ^^s"", SitB' sont donc échangeables entre elles aux F près, et comme elles sont permutables au faisceau F, le groupe
sera résoluble.
Cela posé, réunissons dans une même classe les indices pour lesquels e a la même valeur : chacune des substitutions de A se compose d'altérations pareilles, exécutées simultanément sur les indices des diverses classes. Considérons isolément les altérations F©, ^, c"»,, ^o^'o qu'elles font subir aux indices de la première classe; elles forment évidemment un groupe A© résoluble, et n'altèrent pas les exposants d'échange (ni les caractères) des substitutions correspondantes à ces indices. Mais soient Do, D'^,,... les groupes les plus généraux parmi ceux dont les substitutions, opérées sur les indices de la première classe, n'altèrent pas les exposants d'échange (ni les caractères) des substitutions correspondantes; chacun d'eux contient des substitutions autres que celles de F^, qui remplacent chaque indice par une fonction de ceux de la même série (622j. Soient D^ celui de ces groupes qui contient A^; Z^, Z^»,... celles de ses substitutions qui ne déplacent pas les séries; le groupe (Z^' ^o*-0 ^^^^ résoluble, et permutable aux substitutions de Do, et notamment aux substitutions $^<> ç',, ^o ^'o-
Soient maintenant /', t",... les substitutions de la forme ^ qui font subir aux indices de la première classe les altérations z'^, t'^, — Elles forment évidemment un groupe résoluble, permutable aux substitutions ^G', fjp^c' , ou, comme les substitutions de la forme s sont échangeables à celles de la forme c, permutable aux substitutions Jis'ç', <^h"ti'\ ainsi qu'aux autres substitutions de la forme S et à W, dont F est dérivé.
Le groupe dérivé de la combinaison de U\ /",...) avec F est donc résoluble (527;, et plus général que F; car l'une au moins des substitutions/',,, /^,... n'appartenant pas à Fo, l'une au moins des substitutions /', /",... n'appartiendra pas à F, et par suite, fi« sera pas contenue dans F.
Il reste à prouver que chacune des substitutions /', /", . . . adjointes à F, laisse invariables les exposants d'échange (et les caractères). Or l\ n'altère pas les exposants d'échange mutuels fies caractères) des substitutions correspondantes aux indices de la première classe; donc /', qui donne a ces substitutions les mêmes transformées, ne les altérera pas non plus. Par une raison de symétrie évidente, elle n'altérera pas le^ exposants d'échange mutuels (ni les caractères^ des substitutions correspondantes à deux indices
•quelconques d'une même classe. Enfin» soient x, y deux indices appartenant à des classes différentes; a?, a/,... et y, y',... les divers indices de leurs classes respectives. Les substitutions Cj^, C^^,... correspondantes à x^ x\,.. ont des exposants d'échange congrus à zéro avec chacune des substitutions Cy, C,y,.... Leurs transformées par t\ qui sont de la forme C*CÏ..., auront donc aussi des exposants d'échange congrus à zéro avec les transformées de Cy, C^7,... qui sont de la forme CJC^....
634. Le groupe formé par celles des substitutions de F qui sont de la forme G est évidemment permutable à toutes les substitutions de F. On pourra donc (528) y déterminer un faisceau G' plus général que F, permutable aux substitutions de T, et dont les substitutions soient échangeables entre elles, aux Y près. Raisonnant comme précédemment, on verra :
I ** Que G' résulte de la combinaison de F avec une double suite A', , B', ; ... ; A', , B',. dont chaque substitution est échangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une relation de la forme
6' désignant la substitution
où le facteur 6' est une racine de la congruence ô'^^i (.mod. /)), et tt' un diviseur premier de p^ — i .
2® Que les tif indices qui se déduisent l'un de l'autre par la variation de £ peuvent être remplacés par d'autres indices indépendants, se partageant en n'^ suites, en réunissant ensemble ceux, en nombre [1"= /x'ti'"^, que A', , . . ., A',, multiplient par les mêmes facteurs : et (\u'en choisissant convenablement tes nouveaux indices, et remplaçant l'indicateur unique î par g' indicateurs ïj,, yj ..>»••• variables de o à n* —i, et un indicateur ë variable de o à il" — i, on pourra mettre les substitutions A\, B\ , . . . , sous les formes suivantes :
à moins que l'on n'ait p^E^Z (mod. !\) etn'=^ -i, auquel cas \\ et B', pourront avoir, au lieu de la forme précédente, celle-ci :
On pourra opérer cette réduction de telle sorte que les expressions des substitutions F» A|, B|9..., S ne soient pas altérées^ sauf le remplacement de l'indiccUeur unique g par les indicateurs y} « , . . . , &'.
3® Qu'à chaque substitution '<> de T^ qui transforme A\, B', ,... en
f[ A •' B7' . . . , g^ A'/' B j ' ....... correspond une substitution
^appartenant au groupe abélien [et dans certains cas à l'un des groupes hypo- Ghéliens) de degré n'^"^',
4** Que chacune des substitutions de la forme s qui entre dans l'expression €les substitutions de Y est le produit de deux substitutions partielles, ayant les /ormes suivantes :
[ç, Ç-.... •/;... -e'j; \ «?,;.. [?. Ha. ..m,...e'];
[^iÇi.. ••/;,.. . s']; \ ^î,'. [Ç' ?»••• *'^«" î']
5** Que si Y contient une substitution de la forme G, il contiendra les deux ^ facteurs partiels dont elle est le produit; que si [l" > i , T contiendra des substitutions de la forme ( i sfc) , autres que celles de F ; que parmi ces substitutions on pourra déterminer un second faisceau G", analogue à G e/ à G'; etc.
635. Supposons, pour fixer les idées, que /x" se réduise à Tunité. Les substitutions de la forme (12) se réduiront à celles de F.
Soit maintenant v^= .^^îP^une substitution quelconque de Y : on pourra lui déterminer deux corrélatives V, V, appartenant aux groupes abéliens (liypoabéliens) de degrés tt^'', tt'-*^, et y multipliant les exposants d'échange par ( — i)^/?P(mod. 7r), (— i)^/?P(mod. ;r'). Les deux groupes A, A', respectivement formés par les subslilutions V et par les substitutions V, seront résolubles et primaires (584).
636. Réciproquement, soient L, L' des groupes résolubles et primaires, res- ^f^ectivement contenus dans les groupes abéliens [hypoabéliens) de degrés ir^,
7t'^^ . Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte ^ue deux substitutions associées V, V multiplient les exposants d'échange par cies facteurs respectivement congrus suivant les modules n et n\ à une même compression de la forme (— t)^/>**. A chaque système de substitutions associées on
pourra faire correspondre une substitution xo, de la forme sC^^^ dont y ^ V soient les corrélatis^es. Le gmupe T formé par les substitutions ainsi déterminées^ jointes aux substitutions W, F, A,, B,,..., A',, B', ,..., sera résoluble (585), et restera le même de quelque manière quon choisisse la substitution v*^ (586;. Son ordre est égal à p — \ fois l'ordre de A , lequel sera égal à
i t: — 1 M TT — I ;
//, d\ w, w' ayant la même signification quaux n^ 590-591, et k étant te nombre de systèmes de valeurs de t (mod. 2) et de p (mod. v), lels^ que (— \Yp^ soit congru à une puissance de g^ (mod. n) et à une puissance de ^"' (mod. 71') (590-591).
On remarquera d'ailleurs qu'il faut, pour que F soit primaire» qu'il contienne une substitution qui permute les deux systèmes : elle sera de la l'ornic .^^^. Il faudra donc que parmi les systèmes de valeurs ci-dessus déterminés pour t, p, // y en ait un au moins pour lequel on ait t = i .
637. La construclion du groupe F est ainsi ramenée à celles des groupes auxiliaires L, L\ qu'on devra choisir chacun aussi général que possible dans son espèce. Leur détermination conduit donc au problème C. En les choisissait diversement, on obtiendra pour F autant de groupes difTérents. Mais5£ V on prend successivement pour L, par exemple, une suite de groupes semblables entre eux (588), les divers groupes F ainsi obtenus seront euxmêmes semblables entre eux (589).
638. Remarque, -- Soit F un groupe de première catégorie construit comme il vient d'être indiqué. Prenons pour indices indépendants, à la place des indices [S.Sa . . .-/j,,. .]? du premier système, les fonctions réelles x\, r^,... dont ils dépendent; et pour indices indépendants dans le second système, h la place des indices imaginaires [S, Ça- --^i • • -jr» des fonctions réelles y',, y'2,... choisies de telle sorte que les exposants d'échange (Cj^'^C/J, (Cj'^C^'J,... soient congrus à i, et les exposants d'échange (C^'^C^;), (Cy, t|r ',)••• • congrus à zéro. Cela sera toujours possible (293), et dans le cas où le groupe doit être hypoabélien, les substitutions C^'^, C^^',... auront* toutes le caractère zéro. Le groupe sera donc contenu dans le groupe hypoabélien de première espèce (293).
Soient ic,, j|,... les indices imaginaires. Les nouveaux indices x\,y\,.,. auxquels le groupe est actuellement rapporté, sont desfonctionsdear«,^i,....
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qui ne sont déterminées que par les exposants d'échange (et les caractères) des substitutions correspondantes. On pourra les choisir de diverses manières, et obtenir ainsi divers groupes; mais chacun de ces groupes est
semblable à celui qui correspond h la solution évidente a7\ = o'^jj, = y,,...
Car on Vy ramène en le transformant par la substitution
1 "^i » ^1 > • • • "^i» j^'i» • • • I laquelle est évidemment abélienne propre (hypoabélienne).
§ III. — Grocîpes indécomposables de seconde catégorie.
639. Soit r Tun des groupes cherchés. Les indices indépendants étant ohoisis de manière à ramener son premier faisceau F à la forme canonique, se partageront en systèmes, contenant chacun 2v séries, contenant fi in- €:lices; et la r^^"** série de chaque système sera conjointe à la r-f- v'^'"'^ (247). On voit d'ailleurs, comme au n^ 615, qu'il n'y a qu'un seul système, sans <]Uoi r serait décomposable.
Soient ^o»yo»"-» Uo, ...;...; x^t yrf-* Wr»««;««* les nouveaux indices; C^K.,, ... les substitutions correspondantes. On peut choisir ces indices ^247-251) de telle sorte qu'ils se partagent en deux espèces : i^ les uns, -or, j^,... associés deux à deux, de manière qu'on ait
les autres, ti,... tels que l'on ait
^ étant une racine, arbitrairement choisie, de la congruence
C»5J eP"-' = —i {moà. p);
les autres exposants d'échange étant tous congrus à zéro. Il pourra d'ailleurs se faire qu'il n'y ait d'indices que de l'une de ces deux espèces. Quant ^ux caractères des substitutions Cj,^,... dans le cas où r est hypoabélien, îls seront congrus à zéro (292).
Chaque substitution de r est complètement déterminée lorsque l'on con- ^^ît les fonctions qu'elle fait succéder aux indices de la première série, car ^lle remplace les indices conjugués par des fonctions conjuguées. Nous
pourrons donc, dans Texpression de ces substitutions, supprimer comme superflues les indications relatives aux autres indices.
Soit / une racine arbitraire de la congruence
(i6) //»'+> = e/'-' (mod. /;).
Elle pourra s'exprimer en fonction de Timaginaire i de degré 2v qui a déjà été introduite : car elle satisfait à la relation
(p^-* = e^p"-*np-*^ = {- i)/'-' = i (mod. p). Cela posé, la substitution
estabélienne propre (hypoabélienne); car elle transforme
qui lui est égal en vert(è des relations (i 4) et(i6).
Soit maintenant '^ une substitution de F, qui remplace les indices de la première série par des fonctions de ceux de la p -i- i'^*"^ par exemple: on aura évidemment <? = f^^, ^ étant une nouvelle substitution abéliepne (hypoabélienne) qui ne déplace pas les séries; et T résultera de la combinaison de celles de ses substitutions qui sont de la forme ^avec une seule substitution, de la forme 9^^ (557).
Parmi les substitutions de la forme ^, "on doit remarquer celles de la forme
(17) *r = I JTo» yo9 • • • > l^ot • • • fl^o» ^Xtt • • • > Ûïl/o» • • • I»
à laquelle appartiennent les substitutions de F.
Une substitution de cette forme multiplie les exposants d'échange par
a'*'"*. Pour qu'elle soit abélienne, il faudra donc que Ton ait
(18) aP^'-^^^m (mod.p),
m étant un entier réel; congruence dont les racines, satisfaisant a fortiori à la congruence
aP^-'^^^mP^-^^i (mod. p),
s'exprinierout sans nouvelle imaginaire. Réciproquement, on voit, comme au n^6t7, que F contient toutes les substitutions de la forme (17)» ou a satisfait àunecongruence delà forme (18). En particulier, celles de ces substitutions pour lesquelles m =1 seront abéliennes propres, et appartiendront à F. D'autre part, soit W Tune de ces substitutions, pour laquelle on ait /w = g^; W multipliera les exposants d'échange par g\ donc F aura pour exposant l'unité, et résultera de la combinaison de W avec des substitutions abéliennes propres.
641. Si chaque série ne contient qu'un indice, les substitutions de la forme ^se réduisent à celles de la forme (17); adjoignant à ce faisceau la substitution* $ qui lui est permutable, on obtiendra le groupe cherché F, qui ne pourra être déterminé que d'une seule manière, et dont l'ordre esl évidemment égal à 2v (/?''-♦- i)[p — t).
642. Passons au cas plus général où chaque série contient plusieurs indices.
Théorème. — Le groupe F contient des substitutions de la forme ^, autres que celles de la forme W .
Nous allons prouver en effet que s'il en était autrement, F ne serait pas général.
Soient ^0, M^',,... les substitutions de la forme ¥, ^^o^o» ?o ^i...-; ^i ^0» 5^, Y,,...;... les substitutions de la forme ^ (^^ étant égal à l'unité); ^^' la substitution qui, combinée aux ¥, reproduit F, par hypothèse. Les groupes Fo, F,,..., respectivement transformés de F par les substitutions ?o> ^o"- so"!^ respectivement dérivés des V et des transformées de œ^^'. Soient *^?a„^p„» *^^a.^p,»--- ces transformées. Deux cas seront à distinguer :
1® Si '^a, = ^a,» ^1 tr* sera permutable à F, et pourra lui être adjointe, de manière à former un groupe plus général (558).
2® Si au contraire les substitutions %^^, ^a.f- sont toutes distinctes, elles reproduisent toute la suite ^^0» ^«....; l'une d'elles, ^«^ par exemple, se réduira donc à l'unité. On peut alors déterminer une substitution X, de forme ^, et permutable au groupe F,, dérivé des Y et de $^^p,. En effet, s'il existe des indices x, y, de première espèce, on pourra poser
et si tous les indices sont de seconde espèce, on posera
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La transformée de X par ^7* sera de forme ^ el permutable à r. Elle pourra donc lui être adjointe, et ce groupe ne sera pas général.
Corollaire. — V contient des substitutions abéliennes propres de Ut forme ^ autres que celles de F. Car soient ^, une substitution de la forme ^qui soit contenue dans r sans être de la forme ¥; g^ le facteur par lequel elle multiplie les exposants d'échange : Y contiendra la substitution \V"P^,, qui est abélienne propre, de forme ^et n'appartient pas à F.
643. Les substitutions abéliennes propres de forme ^, contenues dans F, forment donc un groupe partiel, plus général que F : il est d'ailleurs évidemment permutable h toute substitution de F. On pourra dpnc y déterminer un faisceau \j plus général que F, dont les substitutions soient échangeables entre elles aux F près, et auq-uel toute substitution de F soit permutable (528). Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre soit minimum.
On verra, comme aux n°* 559-561 , que G résulte de la combinaison de F avec une double suite de substitutions A|, Bi;...; A<„ B<j, telle ^ que chacune de ces substitutions soit échangeable à toutes les autres, sauf à son associée ^ à laquelle elle est liée par une des relations suivantes :
B7* A, B, =z ÔA„ Bt» A, B, = 0A.,. . . ,
oà 6 désigne la substitution
I ^»9 y\* • • • » u^f . . . /-ï"»» "^0, . . .., vM», . . • [,
et le facteur 0 une racine primitive d'une congruence binôme de degré premier
9*^1 (mod. p), La substitution Q devant d'ailleurs faire partie de F, on aura e/»Vi = , (mod.//), d'où /;"-+- 1 = 0 (mod. 7:).
On verra ensuite, comme aux n°* 562-566, que le nombre /x des indices de chaque série est un multiple de n^, tel que fi.'?:^, et qu'o/i peut remplacer les indices actuels par d'autres indices [£, Ça • • • sjr choisis de telle sorte que les substitutions A,, B,, Aj, Bj,... prennent la forme
A.= I [Ç, Ç,...€]« a. 0^' [$,$,... e]. |, B, = I [$,$,... «]o 6, [5, 4-r, H„. . , €]• |, A»= I [$•$»• ••£]• ûa6^«[?'S2- ••£]• I» B,= I [g, Ha. . .e]. /;,[Ç,, 5,-4-1,..., e]. |,
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Si ff est premier impair, chacun des coefticientsao i!^i,...seralepro*duitde facteurs/, ^, Q, dont chacun est le coefficient d'une substitution de F (568). Ils s*exprimcront donc sans introduction d'imaginaire, et on pourra les supposer réduits à runité. Car si l'on désigne par a,, 6,,... les substitutions
qui sont contenues dans F, G sera dérivé de la combinaison de F avec la double suite a7' A|, 67*8,,..., où les coefficients ont disparu.
Si n = 2, chacun des coefficients a,, i,,... sera le produit de facteurs/, ç, par un facteur y', y étant une racine primitive de la congruence
/ = ! (mod. /;);
< d'ailleurs, />"-+- 1 étant divisible par 2, p'^^ — i le sera par 4; on aura donc
y>''-*^i (mod./i).
Donc y, et» par suite, a,, b^^... pourront encore s'exprimer sans introduction d'imaginaire nouvelle. Mais deux cas seront à distinguer : I® Si/>^-f- I est divisible par 4» on aura
jp'-^'^i (mod.p); F contiendra la substitution
et l'on pourra, comme dans le cas où n est impair, réduire à l'unité chacun des coefficients ai, &«,....
2®Si/>^-hi^2 (mod. 4)»y n'appartient pas à F; maisy*=6 lui appartient. Chacun des coefficients a,, &«,... sera donc de la forme / ou de la formey(/,/étant le coefficient d'une des substitutions de F. Suivant que le coefficient considéré, a, par exemple, sera de l'une ou de l'autre de ces formes, les racines de la congruence caractéristique de la substitution correspondante A| satisferont ou non à la congruence
X/^'+'s! (mod./>).
Or, en opérant comme au n°570, on verra que les facteurs «3, 62,... pourront être réduits a l'unité, et les facteurs a,, b^ tous deux à l'unité, ou tous deuxày.
644.' Soient Q,ç,...er l^s substitutions correspondantes aux nouveaux indices [If |2..«sJ^. Leurs exposants d'échange ne sont pas altérés par les substitutions Â|,B|, Â2, B2,
I® Or A, multiplie Texposanl d'échange
(Q.,,....Q.:;...v^.) par (af- e^.--^'/'')^^ = (ar^' 6^.-^. )''•
Si a, = I, ce facteur ne se réduit à l'unité que pour S*, ^?,. Donc l'exposant d'échange considéré doit s'annuler si ?', <||.
Si a, =j\ ce qui n'a lieu que si /?''4- i ^ a (mod. 4)» ce facteur ne se réduit a l'unité que pour S*, ^ |i 4- 1 . Donc l'exposant d'échange considéré s'annulera si Ç', ^S,.
2^ B, le transforme en 6^r'-"'^'''(Q._,,ç, e.rQ;_,,ç; e'.r+v). Donc si
i, = a, = I, l'exposant d'échange considéré sera indépendant de la valeur de Ç,; si 6, = a, =y, il changera de signe lorsque S, variera d'une unité.
Les substitutions A2, B2,... donnent lieu à des résultats analogues; mais ^2* 629*-* se réduisant à l'junité, on n'aura pas de distinction à faire.
On peut résumer ces résultats dans l'énoncé suivant :
Soit a, = i, =y^, y étant égal à o ou à i; l'exposant d'échange (Q.Ç,.. er Q',ç;..£',r-i-v) ^6 diffère de zéro que si Von a
;, — Çi — L»^5', — ^2^. . .^o (mod. Ti).
// est indépendant de So»--- ^^ ^^ trompe multiplié par 6" lorsque |, croît d'une unité,
645. On peut d'ailleurs, sans altérer l'expression des substitutions F, A,, B,,..., prendre.pour indices indépendants à la placedes indices [oo...o]<>,..., foc..., /jl'— ijo des fonctions quelconques de ces mêmes indices, pourvu qu'on altère parallèlement dans la première série les autres classes d'indices correspondant aux divers systèmes de valeurs des indicateurs |,, %^^...\ il conviendra de faire subir en même temps aux indices des autres séries des altérations conjuguées de celles-là. Il reste donc dans le choix des indices un certain arbitraire dont on peut profiter pour préciser l'expression des exposants d'échange qui ne sont pas encore déterminés.
Soit d'abord a, == 6, = 1 . Nous avons vu (247-251 ) qu'on pourra déterminer les indices [00.. .oj^,..., [00..., /x'— ij© de telle sorte qu'ils se partagent en deux espèces : les uns, tels que [oo...o]o, foo...ï]o» associés
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m — I congruences résumées dans la formule suivaule :
Le coefficienl «o s^era nécessairement congru à zéro; car s'il ne l'élailpas, on pourrait prendre pour indices indépendants, à la place des indices foo...c]o ^'^ux qui correspondent aux substitutions Doo» Coo...io»- • • » t''oo...,ix'-<,o parmi lesquelles il en est /x'— m + r» Doo» Coo...mo»--» ^^^^ '^^ exposants d'échange avec celles de la suite D,v» C,o...w'^,... soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci :
résultat que nous supposons impossible.
Soit donc a© ^o : on en déduit
(DooD,v)^af (DMC,o...,v)-f-. . .-h «£,'_,( Doo C,o...«,-,.v)^o.
Parmi les coefticients o^i,..., a,„_,, qui ne sont connus que par leurs rapports, l'un au moins, a,, sera ^o (mod. /?). On pourra prendre pour indices indépendants ceux qui correspondent aux substitutions Coo...oo> Do»**-«* Coo ..{l'-i.o- Et si l'on suppose que cela ait été fait d'avance, Doo se réduira
Déterminons maintenant des substitutions
telles, que les exposants d'échange de Eoo avec C,o...ov» C,o...2v.---» C,o....|i'-4.v soient tous congrus à zéro. Nous venons de voir que cela peut toujours se faire, et que /3, sera congru à zéro, ainsi que (EooE,v). Mais /3o ne le sera pas; car, s'il l'était, l'exposant d'échange de £©« avec C,o...iv serait égal à
expression dont chaque terme est congru à zéro. D'autre part, l'exposant d'échange des substitutions Coo.eo» ^t par suite celui de Eooi avec une substitution quelconque de la forme Ç^ir,...tr est congru à zéro si l'on n'a pas ^^ 1, yj ^o,... (mod. rr), r^v (mod. av) (644). Donc Eoo aurait tous ses exposants d'échange congrus à zéro, ce qui est inadmissible. Le coefTicient /î© n'étant pas congru h zéro, on pourra prendre pour in-
dices indépendants ceux qui correspondent aux substitutions Euot Coo...io»***; et si l'on suppose que cela ait été fait d'avance, Eoo se réduira a Coo...oo-
On voit de la même manière que les indices [oo...2]o, [oo...3]o pourront être choisis de telle sorte que les exposants d'échange des substitutions correspondantes avec les substitutions C,o...ev soient tous congrus a zéro, saufceux-ci: (Coo...2oC,o...3v). (Coo...3oC|o...2v); et Ton continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ait épuisé le nombre des m premiers indices de la suite [oo...ê]u
qui se trouveront ain^si groupés en — couples.
647. On peut donc choisir les indices de telle sorte que tous les exposants d'échange de la forme (C00...60 C,o..g'v) soient congrus a zéro, sauf ceux-ci :
Jl reste à prouver que ces derniers exposants d*échange, que nous représenterons pour abréger par ^OM ^iof> */«»•••» peuvent être réduits a l'unité.
Pour cela, prenons pour indice indépendant, au lieu de [00. ..ojo, celui-ci: itoi [00. ..oj^. La substitution correspondante a ce nouvel indice sera
C^i ^, et son exposant d'échange avec C,o...iv se réduira à l'unité. On peut
donc supposer A^oi = ' • Cela posé, on aura
Les exposants d'échange ^01» ^io«:- étant ainsi réduits à l'unité, passons dux suivants, tels que k^. Prenons pour indices indépendants, a la place des
indices [£, Ça-'^Jr» ceux-ci d^' W^^^, . .m\j., auxquels correspondent les substitulions Cf. j. ..,„, = q.j,,„,. On aura
(Coo
mO^IO. . mv
) = rf-(/'^+' )/,-,,
expression qui se réduit à l'unité si l'on a
(-9) Mais on a
""* =^ ( ''lo..>ni* '-•M ..«v } ^= [ '-'••...(Bv ^l*...>ii« j ^=^ l^,n »
d*où l'on déduit
rffV.=*2:-si,
relation qui montre que les racines de la congruence (19) sont des entiers complexes ne contenant d'autre imaginaire que celle de degré 2v» déjà introduite dans le calcul. On pourra donc déterminer d sans difficulté.
« 648. On peut déterminer une substitution $ qui remplace chaque indice par
une fonction de ceux de la série suivante^ transforme A , , B, , Aj, B^f . . . e/i A^ , B|, A^, Bj,..., et qui en même temps soit ahélienne propre [hypoabélienne).
En effet, les indices étant choisis comme il vient d'être indiqué, soit d'abord a^ = bi =1. La substitution
[ÇiCj.«'OJa, [^1 Ça . . . I jo» • • • L^i Çi • • Oji> [^i Çï • • • I Ji» • • •
[H, $ï. . . m]o,. . . /[^i Çj. . . m],, . . .
où /est une racine de la congruence (16), satisfait aux conditions imposées h Ç. Si a, = A, =j\ la substitution
y satisfait.
En général, il y aura plusieurs substitutions satisfaisant aux conditions ci-dessus. Soit $ l'une d'elles, choisie arbitrairement, et que nous nous réservons de déterminer ultérieurement avec plus de précision. Chaque substitution de r, remplaçant les indices de la première série par des fonctions de ceux d'une même série, telle que la p -4- 1'^^'"', sera de la forme ^^, pétant une nouvelle substitution ahélienne propre, qui ne déplace pas les séries. En outre, F sera dérivé de la combinaison de substitutions de la forme ^avec une seule substitution, de la forme 9^^ (557).
649. Soient maintenant 'Ç = (j:^^ une substitution quelconque de T:
/, Al' B^,' . . . , gi A'j' Bf '...,.. . les transformées de A , , B, , . . . par \*>. On verra, comme aux n*** 577 et 578, que la substitution
de degré tt^*^, corrélative de '^^^ a son déterminant non congru à zéro; quelle est abélienne, et midtiplie par^^ les exposants d'échange mutuels des substitutions
ftl>'«\ll)^«. .=1 I jr,, j',,. . . a:, -h a,, 1', -h (3,,. . . |.
Enfin, si l'on a p^ -h i ^'i { mod. l^) et n =: ^, \ appartiendra au premier groupe hvpoabélien si Uf = bf ^ ï\ au second, si Uf = b^ =y.
et cette relation, divisée par fi^^»-^»)''^— i donnera
Y el^-^.W-HHo, d'où {DD') = o.
Si, au contraire, S, =|', • d'où Ô^'~^* = i, on aura
(DD') = A^7r.
Donc ORi est abélienne» et multiplie les exposants d'échange par n.
Cela posé, la substitution <>, formée avec $, 4^^^, OTL^^, ^^j^.v d« la même manière que V Test avec P, L^p M^, Nj^.v» aura évidemment V pour corrélative.
2^ Soil ;r = 2 et />"•+■ 1^0 (mod. 4)- La substitution s^^ prendra la forme
et rien ne sera changé au raisonnement.
3® Soit 71 = 2, p^-h 1^2 (mod. 4)» ûKi = ^i = >• La substitution V, étant hypoabélienne de première espèce, sera dérivée des substitutions M^^, N^t.v (263), et '<> le sera des substitutions corrélatives OK^^, JL^^^.
4° Soit;r =z 2, p^-^ 1^2 (mod. 4)» «i = ^i =7. Nous prendrons alternativement pour indices indépendants les indices [£{^2...£jr ou les indices
a, |3 étant un système de solutions de la congruence
a'-4-(3»^— I (mod./?).
Les substitutions A|, B|, rapportées à ces nouveaux indices, prennent la forme
B.= | [?.?,...£]'. (a-H(3jeM[H.H....e]'. |;
et les autres substitutions A2, Bj,... ne changent pas de forme.
Cela posé, la substitution V est dérivée de celles des substitutions Mp,, NjjL.v pour lesquelles /x, v sont > 1, jointes aux substitutions L,, M,, U du n° 278. Aux substitutions M^., Nj^.v on pourra faire correspondre, comme tout à l'heure, les substitutions OTLj^, 2fi^^^. Aux substitutions L,, M,, U on
pourra faire correspondre des substitutions 4Li. ^ï^i. t), ayant la forme indiquée au n° 579. En effet» on voit immédiatement que ces substitutions ont pour corrélatives L,, M,, U; et nous allons vérifier d'autre part qu'elles sont abéliennes (bypoabéliennes).
En effet les substitutions Q,ç, ,,, respectivement correspondantes aux nouveaux indices f^, ^3. . . c]',. , sont évidemment égales aux puissances
l^ — 3^ j ' des substitutions Q,ç,...6r- Leurs exposants d'échange mutuels 55ont donc congrus a zéro, si l'on n'a pas
S*, — $1 — i^fj — Ça^. . .^o (mod. ::), r'^r-h > ( mod. av),
et si ces conditions sont satisfaites, leur valeur est indépendante de ^2,..., et change de signe lorsque §, varie d'une unité. En outre, leurs caractères (dans le cas où il y a lieu de les considérer) sont congrus à zéro. Cela posé, .Ç^i transforme Q,ç, „, Qç'. cv en
elle multiplie donc leur exposant d'échange par (i 4-yô^')'''(i -^j'O^'Y . Ce facteur se réduit à 2 toutes les fois que l'exposant d'échange considéré n'est pas congru a zéro; car il est alors égal à
(i-^jO'^Y{^-jO''^/^'^(i-^je^^r{i^[je'^Yf (mod.;^). ou, comme />''^i (mod. 4). d'où y^^E^y, 6'*' ^6, à
(1 —[j6'^>Yy^2P"~2 (mod./>).
D'autre part OK^ transforme ces mêmes substitutions en
.' ^nr' ,
Si l'j = II, l'exposant d'échange k des substitutions considérées est congru à zéro, et celui A' de leurs transformées est égal à
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Si 2', == S, H- I , ^' est égal à Donc OR, csl abélienne, et multiplie les exposants d'échange par 2.
De son côté, t) transforme C^.ç, „. en C';;? ^.C'^î ./ » ^i^ posant pour abréger
et Ton vérifie de suite qu'elle multiplie les exposants d'échange par 4-
Enfin, dans le cas où il y a lieu de considérer les caractères des substitutions Cç,ç^ „., ces caractères seront congrus à zéro. Il en sera de même des caractères de leurs transformées, chacune d'elles étant le produit de facteurs dont les caractères et les exposants d'échange mutuels sont tous congrus à zéro.
651 . La substitution '^, que nous venons de déterminer, n'est pas la seule substitution de la forme $p^ qui ait V pour corrélative. Mais on verra comme au n'' 580, que toute substitution 2 qui jouit de cette propriété est de la forme '^A\'B^^...(Bf (b étant une substitution de la forme
[^. H2...e]o N a^^. $». . .gl
Quant à la substitution tpA^B^;... elle est égale à (jfiè, s étant de la forme
D'ailleurs elle est abélienne (hypoabélienne); si donc on veut que 1 le soit, il faudra que 6 le soit également.
652. Les substitutions ?,, ^2.-. » *^?' dont r csl dérivé sont donc respectivement égales à 8,6|, «2^2»- • •» ^^^'^'î Sit^Sa,.... s' étant des substitutions de la forme s, et G,, ^2* • ••* ^' ^^^ substitutions de la forme 6. Cela pose, on voit, comme au n® 581, que r contiendra les substitutions s,.
Si jx' se réduisait à l'unité, les substitutions 6 se réduiraient à celles de la forme W (640). Mais nous supposerons pour plus de généralité que Ton ait fx' > 1.
654. Les substitutions de forme 6 contenues dans F forment un groupe permutable à toute substitution de T. On peut donc (528) y déterminer un faisceau G\ plus général que F, permutable aux substitutions de F, et dont les substitutions sont échangeables entre elles aux F près. Si ce faisceau peut être déterminé de plusieurs manières, nous le choisirons de telle sorte que son ordre so\i minimum. Raisonnant comme précédemment, on verra :
I *^ Que G' résulte de la combinaison de F avec une double suite A', , B', , . . . , A',., B'«. dont chaque substitution est échangeable à toutes tes autres ^ sauf à son associée, à laquelle eUe est liée par une relation de la forme
$' désignant la substitution de F qui multiplie les indices de la première série par 6\ le /acteur 6' étant une racine de la congruence
C'^' = i (moû. p),
et n' un nombre premier, qui divine // -+- i ;
2*^ Que il' est un multiple de tt'^, tel que iL"n'^ ^ et qu'c/i changeant convenablement d'indices indépendants, et remplaçant l'indicateur unique e par & indicateurs vji, vja,... variables de o à n' — i, et un indicateur é variable de o à fx"— ï, on pourra mettre les substitutions A',, B', ,... sous la forme suivante :
A', = I [Hi^i. ..yji. . . e']« «,6''*'[$i5«- • -^f • ê']o I?
B', = I [?t L. . .•/)!.. .e']o é',[5i, Ç2,..., yjiH-i,..., e'], |,
sans altérer la/orme des substitutions A|, B|,... (sauf le remplacement de € par plusieurs indicateurs);
3" Que les coefficients a'j, 6',,... doivent être toujours supposés égcuix à i, sauf les deux premiers, qui pourront être supposés égaux àj\ mais seulement dans le cas où l'on aurait tt' = 2, e//>^ -h 1 ^ 2 (mod. 4);
/l*" Que l'exposant d'échange des deux substitutions Q,ç,...tj....j„r ^^ ^V.r, .TiV '"'•'^■^^ ^^^ co/ig^ra à zéro, à moins que l'on n'ait
$', — •$•— i»^ C'a — Ej^. . ^^o (mod. tt), n\ —m, — \j'^n\ — Tn^. . .^o (mod. tt'),
y et v' étant respectivement égaux à o ou à i suivant que a, et b^, a, et b\ le sont à i ouàj; (\w^ cet exposant d'échange, indépendant r/e§2»--«» ^îj..... est multiplié par 6' ou par 5" lorsque S, ow >?, croissent d'une unité;
5® Qu'i7 existe dans le choix des indices un certcUn arbitrcure, dont on peut rqfiter pour faire en sorte que chacune des substitutions Coo...o...e'o oi^ ses exosants d'échange avec les substitutions C^a... /...e'v ^om5 congrus à zéro^ à Vexoption d'un seul;
6^ Que la substitution 9 peut être déterminée de telle sorte, qiCelle trans- ^wwFte A|y 13 \^» • • % i\. |f J3|«**« en a «f o ^ , • » • , /\ * f o à ,• • » ,
j^ Qu'à chaque substitution '^ de T , qui transforme A',, B'j,... en
A •• B'f ' . . . , g\ A'/' B , ' ....... correspond une substitution
opartenant au groupe abélien [à l'un des groupes hypoabéUens) de degré tt'^^; 8*^ Que chacune des substitutions c,, G2....» (&' qui concourent à la formaondeT est le produit de deux substitutions partielles, ayant les formes suiintes :
[$i?2. . .y)i.. .e'Ja \<*1^,: [Hi Hj. . ./w,... e'].
[h L.. .Y3i.. .e']a /^a^'. [Si Çï--- yj.-- ?']•
9® Que si Ti contient les substitutions G,, ^3,..., i7 contiendra les deux subituUons partielles dont chacune d'elles est le produit; que si [l"^ i , F conéndra une substitution de la forme (a4 ), autres que celles de la forme Y ; que irmices substitutions on pourra déterminer un second faisceau G", analogue
GetàG'; etc.
655. Supposons, pour fixer les idées, que [jl" se réduise à Punité. Les sub- .itutionsde la forme (24) se réduiront à celles de la forme V. L'indicateur e\ 'étant susceptible que de la valeur zéro, pourra être supprimé.
I® Soit d'abord a, = 6, == d^ = b\= 1. Les exposants d'éebange mutuels es substitutions Cç.|,...r„...r seront tous congrus à zéro, sauf ceux-ci
\^.. .r.....rQ.ç....^ ;.^.v) qui peuvent être supposés égaux à c^ (251 et 645).
'n pourra prendre dans ce cas
2^ Soient a, = 6, =f, a\ = b\ =f ; l'un des entiers u, v' étant égal 1, et l'autre à zéro ou à i. Les exposants d'échange mutuels des substitu-
lions Q,|,...yj,.. r seront tous congrus à zéro, sauf ceux-ci :
qui seront égaux k ô^'^'ô"'' *'•*'*', k étant un facteur constant, qu'on peut supposer égal à I (647). On pourra prendre dans ce cas
656. Soient maintenant 'Ç= *P^une substitution quelconque de T; ses deux corrélatives V, V appartiendront respectivement aux groupes abéliens (hypoabéliens) de degrés tt'-^, tt'^^, et y multiplieront les exposants d'échange par/>P. Les deux groupes A, A', respectivement formés par les substitutions V et par les substitutions V, seront résolubles et primaires (584).
Réciproquement, soient L, V deux groupes résolubles et primaires, respectivement contenus dans les groupes abéliens {hypoabéliens) de degrés ;r*', tt''^^'. Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées V, V multiplient les exposants d'échange par des facteurs respectivement congrus àp^, suivant les modules n et n' , A chaque système de substitutions associées on pourra faire correspondre une substitution t?, de la forme $p^, dont V, V soient les corrélatives. Le groupe T formé par les substitutions ainsi déterminées, jointes aux substitutions Y, A,, B,,..., A\ , B, ,..., sera résoluble (585), et restera le même, de quelque manière quon choisisse la substitution tp (586). Son ordre est égala
'IV, V . ,./ d(ù.d'(ù'
a, d, d', b), 0)' ayant la même signification qu'aux n^ 590-591.
657. La construction de F est ainsi ramenée à celles des groupes auxiliaires L, L\ qu'on devra choisir chacun aussi général que possible dans son espèce. Leur détermination conduit au problème G. En les choisissant diversement, on obtiendra pour r autant de groupes différents. Mais si l'on prend successivement pour L, par exemple, une suite de groupes semblables entre eux, les divers groupes T ainsi obtenus seront semblables entre eux (589).
658. Le groupe T construit par la méthode précédente est rapporté aux indijces imaginaires [l^^^,.,'/i^,.\\ mais on peut les remplacer par des in-
dices réels a^^^y^,... tels, que les substitutions correspondantes aient tous leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux-ci :
Quant aux caractères des divers couples de substitutions Cy , C^' ,... dans
le cas où il y a lieu de les considérer, ils seront tous congrus à zéro, ou Tun d'eux sera congru à i, suivant qu'en groupant dans une même classe les indices imaginaires conjugués, le nombre N des classes qui sont leurs propres conjointes sera pair ou impair (295-299). Suivant que l'un ou l'autre de ces cas se présentera, F sera nécessairement contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien.
Or si l'on a a, = 6, = i , a, = i', = i , on aura N = jx; et suivant que ce nombre sera pair ou impair, on tombera sur l'un ou l'autre cas. Soit au contraire a^ = i, ==/; on aura N = o; mais dans ce cas on a tt = 2; donc [JL est pair. Donc, suivant que [i est pair ou impair^ on aura N = o ou N = i, et par suite F appartiendra au premier ou au second groupe hypoabékêf^*
Soient â!?i,ji,... les indices originaires. Les nouveaux indices ;Er\,y|,...,
. auxquels le groupe est actuellement rapporté, 3ont des fonction3de^âr,,yif M qui ne sont déterminées que par les exposants d'échange (et les caractères) des substitutions correspondantes. On pourra les choisir de diverses manières, et obtenir ainsi divers groupes; mais chacun de ces groupes peut se ramener a celui qui correspond à la solution évidente o^', = ^i» v't = Ji>--«^ Il suffira pour cela de le transformer par la substitution
laquelle est abélienne propre (hypoabélienne).
§ IV. — Groupes indécomposables de tboisikmi!: catégobie.
Ç59. Soient F un des groupes cherchés; F son premier faisceau. Prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent F à la forme canonique : ils se partagent en systèmes et séries. Soient op, /*... les indices de l'une de ces séries, S une substitution de F; a, /3 les facteurs par lesquels elle multiplie respectivement les indices de la série a;, j,..., et ceux de sa conjointe ; on aura ap==i (mod./?) (241 ); mais la série x, y,... est sa propre conjointe, d*où
(3^«, a'^=i (mod. />).
Donc chaque substitution de F mulliplie chaque indice par le facteur réel =b I . Donc chaque système ne contient qu'une série. On voit d'dillears, comme au n^615, qu'il n'existe qu'un seul système : d'où le résultat suivant :.
Les indices ne forment quun seul système et une seule série; et F ne contient que les deux substitutions qui multiplient respectivement tous les indices par H- I ou par — i .
Si p était égal à 2, toutes les substitutions de F se réduiraient à l'unité, résultat absurde : donc p est impair,
660. Cela posé, on peut choisir les indices indépendants u, v\ vl ^ i^;... de telle sorte qu'on ait
les autres exposants d'échange étant tous congrus à zéro (253). Cela fait, soit ^ une racine primitive de la congruence ^''"'^i (mod./>); la substitution 9 qui multiplie u^ u!,.., par g^ sans altérer v, v\.,,, multiplie les exposants a éph ange par g\ et toute substitutioii^fe F qui multiplie ces exposants 4 'édl^nge par un facteur tel que g^ sera de la forme $^^, !^ étant une sui^tu^n abélicnne propre. Enfin, par un raisonnement analogue à celui du ji),%:S57, on voit que F résultera de la combinaison du groupe A formé par celles de ses substitutions qui sont de la forme ^ avec une seule substt* lulion de la forme $*^.
661. Théorème. — - Le groupe F contient des substitutions de la forme ^ autres que celles de F. Supposons en effet qu'il en soit autrement, nous allons prouver que F ne peut être général.
Soient/,,/, les deux substitutions deF; l^f, ^0/. ^1/0. ^1/...- celles de la forme'^. Soit d'autre part $^^ la substitution qui, combinée à F, reproduit F. Les groupes Fo, F|,... transformés de F par ^0» ^i--- seront respectivement dérivés de la combinaison de F avec les transformées tf'.^a./p,, *^^a./p» '••• ^® *^^'; et deux cas sont à distinguer :
\^ Si l'on a une égalité telle que ^a. = ?.a,» on peut adjoindre à Fia substitution ^i^"^* ; donc il n'est pas général.
2** Si les substitutions ^a,, ^a,»-- sont toutes distinctes, l'une d'elles, ^o(, par exemple, se réduira à i. Il existe une substitution abélienne X non contenue dans F,, et permutable à F,. Car, si/? > 3, on pourra poser
X ~ I M, i', «', v',.., gu, gv, gu\ gu',.. . |,
et si /i = 3
La iransformée de X par ^~' sera permutable à r, et pourra lui être adjointe.
662. Le groupe partiel A étant évidemment permutable aux substitutions de r, on pourra (528) y déterminer un second faisceau G, dont les substitutions soient échangeables entre elles aux F près. On verra comme aux n** 559-561 que G résulte de la combinaison de F avec une double suite de substitutions 9 A,,^B,,..., A^, B^ telle, que chacune de ces substitutions soif é:hangeable à toutes les autres, sauf à son associée, à laquelle elle est liée par une des relations suivantes :
9 ét€tnt une substitution de F, autre que l'unité, et qui par suite multiplie tous les indices par — i . Donc le facteur 6 est égal à — 1 , et 6^ Test à i .
On verra ensuite, comme aux n^ 562-566, que le nombre jui des indices est un multiple de 2^ ( ici l'on a n = 2), et qu'on peut remplacer les indices actuels par d* autres indices [5, Sa... s]© choisis de telle sorte que les substitutions A|, B,, A9, 83,... prennent la forme
I' A,= | [$.$,... e]. 04 0^4^' 5" ••«]•!» B, := I [SiS^. -.ela 61 [ Cl 4- I, ^ï,..., €]. I,
A,= |[Ç,Ç,...e]. fl, Ô^.[S. $,...£]. |, B, = | [llt...i]. b,[l, g,-hi,..., e].|,
On pourra supposer que «3, 62,... se réduisent à l'unité; a^, 6| se réduiront de même à l'unité, ou à j, j étant une racine de la congruence y*^i (mod. p).
Si a, = 6, = y, deux cas pourront se présenter, suivant que /? — 1 est congru à 2 ou à o (mod. 4)*
I® Si p— 1^2 (mod. 4)f y est imaginaire, et la réduction de A,, B,, A3, B),... à la forme (25) nécessiterait l'introduction d'imaginaires; mais on pourra les éviter, et choisir les indices indépendants [|,£2...cjo de tellr sorte que A,, B|, prennent la forme
. .., L A, ~ ( [çi^j. . .£]o — 0^'[;, -+- 1, ç ,. . .. cj. |,
A3, B3,... conservant la forme (.25 j f 572-575).
En prenant (]*ailleurs pour indices indépendants à la place des [ii|99*-0« les fonctions
on ramènera A|, B, a la forme
sans altérer l'expression de Aa, B2,....
2^ S\ p — 1^0 (mod. 4)ty sera réel; et A,, B, prendront encore la forme (27), si Ton prend pour indices indépendants ceux-ci :
m^'''^i={^-jj)\ii^'''^]^'
Il nous sera commode de prendre alternativement pour indices indépendants les [§iÇa...£]o et les [§i^2**-£]'o définis comme ci-dessus.
663. Soient respectivement Q,ç,...£ et C^^^,, les substitutions correspondantes à ces deux systèmes d'indices indépendants. On voit comme au n^ 644 que leurs exposants d'échange seront en partie déterminés par la condition que les substitutions A|, B,, A2, B,,... soient abéliennes propres.
I® Si ^1 = 6, = I, l'exposant d'échange (C|,ç.,...£Cç;ç'^...e') sera congru à o à moins qu'on n'ait
auquel cas il sera indépendant de S,, ^a»--*-
2** Si ^1 =r 6, =j\ j étant réel, cet exposant d'échange sera congru à o, à moins qu'on n'ait
H', — 2. — r = ^, — Ç, ^ . . . ^ o ( mod. 2),
auquel cas il sera indépendant de la»*** et changera de signe lorsque S, croîtra d'une unité.
'^^ Si A,, B« ont la forme (26), on aura le même résultat. Car A^, B,,... étant abéliennes propres, l'exposant d'échange considéré sera congru à o si l'on n'a pasS'a — Ç2^-*-^o(mod. 2), etindépendantde^a,.... Désignons-le»
pour abréger, par k^^^^ : A| et B, étant abéliennes propres, on aura
!&lais en tenant compte d.e la relation (a8) et de la relation a' + |S*^— i,. la relation (39) devient
donc itç.ç'^ est congru à zéro si l'on n'a pas ?^^|i -f- i (mod.a); et si cette condition est satisfaite, il change de signe, d'après la relation (28), lorsque Ç, et ^^ croissent d'une unité.
Remarque. — - Les substitutions A|, B| ont évidemment pour caractéristiques des puissances du binôme (K^— d""), v étant égal à zéro si a, = 6, = r , et à I dans les deux autres cas que nous venons d'examiner : et les résultaLs que nous venons d'obtenir peuvent être résumés dans l'énoncé suivant :
L'exposant d'échange (Q^|,...e Cf^ tj...e') ^^^ congru à zéro à moins qu'on n'ait
?', — $. — us f, — |, = ... = o (mod.^),
et si ces conditions sont satisfaites^ il est indépendant de I2,... et se trouve multiplié par 6^ lorsque ^, croît d'une unité.
Lorsque u = i, on pourra prendre pour indices indépendants les [§,Ê2«--€]'o» ^^ ''<^^ verra sans peine que Vexposant d'échange (Cç^ç^ .C ç» ,.) est congru à zéro à moins qu'on n'ait
H', — $,-- ! = $',— ^j = ...=o (mo;1.2),
auquel cas il sera indépendant rf^ I2 » • • • ^^ changera de signe lorsque | , croit d'une unité.
664. Soient maintenant \'^ une substitution quelconque de r;/i x\j'Bi'..., jTi A^*Bf*...,... les transformées de A,, B,,... par *<>. Les substitutions de la forme A''Bi'... seront échangeables entre elles, aux mêmes puissances près de 9, et auront les mêmes caractéristiques que leurs transformées par "<?. On en déduit, comme aux n^* 577-578, que la substitution
V = I oTt, Ji, . • . fl, ^1 -4- c, ^', -h . . . , A, j:, 4- rf, /, -f- . . . , . . . |,
corrélative de *<>, est hypoabélienne de première espèce si u = 0, hypoabétienne de seconde espèce si u = i .
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665. Réciproquement» la substitulion hypoabéiieoDe V étant donnée» on pourra déterminer une substitution t? dont elle soit la corrélative. En efTet, si a, = 6, = I, auquel cas V est hypoabélienne de première espèce» elle dérive des substitutions Mp., N,a.v du n'' 263. Or les substitutions on,^» SIL^,^^ du n"* 579 ont pour corrélatives M^,, N,jl,v; et Ton voit, comme au n^ 650. qu'elles multiplient respectivement les exposants d'échange par i et par 2. La substitution '^ dérivée de Ja^, sx,,^,^ comme V Test de M^l, N^,v sera abélionne» et aura V pour corrélative.
Si a, = i| =j\ j étant réel, ou si A,, B, ont la forme (26), V est hypoabélienne de seconde espèce, et dérive des substitutions M^^, N(x,v (où /x, v sont > 1), jointes aux substitutions L|» M,, U du n^ 278. Les substitutions on^, x^.v (où fJL, V sont > i) et les substitutions 4^, OU» o du n® 579 multiplient respectivement les exposants d'échange par 2» 2» 4 {^oir le n^ 650j et ont pour corrélatives M^,, N,jl,v» L,, M,» U. La substitulion V, dérivée de ces substitutions de la même manière que V Test de M^, îi^^^, L,» M«, U est abélienne, et a pour corrélative V.
666. La substitution \'> étant ainsi déterminée, les autres substitutions abéliennes dont V est la corrélative sont (580) celles de la forme V^AT'BJ'... ^, G étant une substitution abélienne de la forme
[Ç.Ç2...e]. N a^ [^.Ea...^].
Quant au facteur 'PA^'B?..., rapporté aux indices indépendants [ç, §2---€jtt il sera de la forme
[$. t-.-.cja N ^)\)\ . [A/j... e].
Si i n'était susceptible que d'une seule valeur, les substitutions de 6 se réduiraient aux substitutions ^ qui multiplient tous les indices par un même facteur constant; ces substitutions, étant évidemment abéliennes et échangeables à toute substitution de F, sont contenues dans ce groupe; sans quoi elles pourraient lui être adjointes pour former un groupe plus général.
667. Supposons, pour plus de généralité, que le nombre fi' des valeurs de £ soit > I. On verra, comme au n® 581, que si F contient les substitutions 'S, r,,...» S„^„, il contiendra les deux substitutions partielles ^«» ^|,..., f^N^ ^/M puis, comme au n^ 653, que F contient des substitutions abéliennes
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/,' A', * • B'j ^ ' . . . , g\A\^' B', ^ '...,.. . correspond une subsiiiuiion de degré 2^''
qui sera hypoaheUenne de première ou de seconde espèce suivant quon aura v = o ou v' = i.
5° Que chacune des substitutions ^^,...^ ^„ est le produit de deux substituiions partielles^ avant les /ormes smvantes :
[Çi ?». . .-/),/},. . . e'Jo 2, ^«X- [5« 5>- • • ''*• '^'*' ' • ^']«
"»li W«|,.
[Çi $3. . .•/îr/J.'. . . e']» \ a',' [$, Ç,. . . yj.'/îa. . . g'].
et que F contient chacune de ces substitutions partielles; que si jx^rz: i, les substitutions de la forme (3f ) se réduisent aux W^ et sont contenues dans T. Mais si ]t/." > i , T contiendra des substitutions abéliennes propres de la/orme (3 1 ) autres que celles de F; parmi ces substitutions, on pourra déterminer un second faisceau G" analogue à G et à G'; etc.
Poursuivant ainsi, on arrive à ce résultat : Le nombre /x des indices est une puissance de 2, telle que 2"^"*^ "*"•••.
668. Soient maintenant "^^ une substitution quelconque de F; Y, V\... ses corrélatives. Les substitutions Y formeront un groupe L, primaire» résoluble de degré a^^ et contenu dans le groupe hypoabélien de première ou de seconde espèce, suivant que Ton aura v = o ou u = i. Les substitutions Y' formeront un groupe analogue L', de degré a*^; etc.
669. Réciproquement, soient L9 L',... des groupes résolubles et primaifts respectivement contenus dans les groupes hypoabéliens [de première ou de se* conde espèce^ suivant le cas) des degrés 2*^^ 2^^', Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles. A chaque système de substitutions associées tel que Y, Y',..., on pourra faire correspondre une substitution <> ayant pour corrélatives Y, Y',.... Le groupe F, dérivé des substitutions "Ç^ jointes à A,, B,,..., A',, B*, »... et aux W sera résoluble, et restera le même de quelque manière qu\on choisisse la substitution '<> (586). Son ordre sera égal à (/?— 1) a^-^-»-"- woo'..., w, w',... étant les ordres respectifs des groupes auxiliaires L, L',....
La détermination de F se ramène ainsi à celle des groupes auxiliaires L, L\...» qui devront naturellement être choisis aussi généraux que possible
dans leur espèce. On retombe ainsi sur le problème C, mais pour un degré fort abaissé.
670. Remarque. — Les exposants d*éebangi' mutuels des substitutions Qi5« .*).»).... sont tous congrus à o (mod./?),, sauf ceux de la forme (Qi?...*),r„...Q.-».u.e,.....T,.4.;/.r.,....), qui scrout congrus à e^^'^^^»-^-*, * étant une constante. On aura donc
''^^ ) A Œ3 ( €0,1... M... r.^..../i... - ==^ — ( C.^0... •/•... Cm. .M...) ^^ — Ô"'"*"' ' h.
Si ceux des nombres v, v',... qui sont congrus à 1 sont en nombre pair, il vient i=EE: — i, d'où ^^ o; tous les exposants d'écbange seraient donc congrus à zéro, résultat inadmissible. Donc ceux des nombres v, u',... qui 9cnt congrus à 1 sont en nombre impair. La relation (32) se réduit alors à i.ine identité, et k reste indéterminé (mais différent de zéro).
Soit cf, un entier quelconque; prenons pour indices indépendants, à la
place des [Çi ^2-«->îi >32---jo los expressions «""' [2, Sa...»?, yja.-.jo» c^ q^*» vfaltère pas l'expression des substitutions du groupe F; les substitutions correspondantes à ces nouveaux indices seront respectivement égales à ^i?s n»v. • leurs exposants d*écbange mutuels ne différeront donc des pré- ^îédents que par le chaug(*ment de k en koc^. Cela posé, k est égal à g^^ ou â^*P"^', g étant une racine primitive de la congruence g^''"*^^ i (mod./>). Tosons a=^''P; kcf} se trouvera réduit à 1 ou à «^. On peut donc, sans
Tïuire k la généralité de la solution, supposer k = i ou k ~ g.
Si 2 est non résidu quadratique de p, ces deux bypothèses reviennent
Tune à Tauti-e. Soit en effet k =^ g. Si/?''^^ 1 (mod. 4)» prenons pour indices
indépendants ceux-ci /B - — ^ — '- [^,Ç2...>îi>32...]o.y étantune racine primitive
de la congruence 7*^ I (mod./?) et j3 un entier tel, que Ton ait |S^^2g^.
Cette transformation d'indices n'altère pas la forme des substitutions A,, A»,
B,,..., A',, B',,..., et quant à B,, elle s'exprime en fonction des nouveaux
indices de la même manière que B| A, en fonction des indices originaires.
Donc l'expression du faisceau (d, A,, B|, A2» B^»..., A'^, B'^,...) ne sera pas
changée. D'ailleurs les substitutions Q,^|,t'Jll2 .. correspondantes aux nouveaux indices forment une double suite où les exposants d'échange sont
Si /?^=^ 3 (mod. 4)> on prendra pour indices indépendants ceux-ci: -/3[|,H2^..>3, >;2--jo H- - f56^' "2,-1- 1, Sa,..., vji, •/32....J0,..., auxquels corres-
pondent respectivement les substitutions Cf^^V ,,,,, .C|"-^Î.L su^t ♦ fl"' ^^^' menl une double suite où les exposants d'échîtnge sont égaux à -^^ i.
671. Si 2 est résidu quadratique de;), toute substitution V du groupe T étant le produit de substitutions partielles dont chacune multiplie les exposants d'échange par un résidu quadratique, les multipliera elle-même par un résidu quadratique. Donc r ne contiendra aucune substitution qui multiplie ces exposants d'échange par une puissance impaire de g\ et rf, Texposant de F, sera égal à 2.
Au contraire, si 2 est non résidu quadratique de p^ Y aura pour ex/yosant runité. Celte proposition résulte des développements qui vont suivre.
672. Soient $,, So,... les diverses substitutions de la Forme è qui sont permutables au faisceau G; chacune d'elles est, comme on l'a vu, le produit de substitutions partielles toutes abéliennes. D'ailleurs, parmi les substitutions â|, ^2»**-* il ^^ ^st qui multiplient les exposants d'échange par a, qui est non résidu. Le groupe d formé par celles de ces substitutions qui nuiltiplienl les exposants d'échange par deft résidus quadratiques contient donc la moitié seulement des substitutions *|f|, §3,...; il est clair en outre qu^il est permutable à toutes ces substitutions. Le groupe I formé par les corrélatives des substitutions de d contiendra la moitié des substitutions du groupe H hypoabélien de degré 2^^, formé par les corrélatives de ^i, Sa,...; et de plus il sera permutable aux substitutions de H.
Or nous avons vu (268-275 et 283-290) qu'il ne peut exister qu'un seul groupe I contenu dnns H et permutable à ses substitutions. Nous trouvons ici ce groupe I, et nous constatons qu'il ne contient que la moitié des substitutions de H, ce qui complète la démonstration de l'endroit ciié.
673. Cela posé, soient comme précédemment L, L',... les groupes auxiliaires qui concourent à la construction de F : H, B'^... les groupes hypoabéliens de degrés 2^*^, 2*-^"',... dans lesquels ils sont contenus: 1, tr... les groupes contenus respectivement dans les groupes H, H',... et pennutables à leurs substitutions dont l'existence vient d'être démontrée. Si L, L',... sont respectivement contenus dans 1, 1',..., onaurarf= 2. En effet, soientSi, S',,... des substitutions quelconques prises dans I, 1',...; '<>^ = è^S>\... la substitution de F qui a S,, S',,... pour corrélatives. La substitution partielle s,, ayant pour corrélative S,, qui appartient à L et par suite à I, multiplie les exposants d'échange par un résidu quadratique. De même pour
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combinées entre elles, fournissent une substitution 6, qui remplace les m" diccs J7,,..., a?,, par f ,,..., 9;, (121); et Ton aura ^,=6,^2, ^2 étant une nouvelle substitution hypoabélienne, qui laisse invariables â?4,..., a?;, et par suite ji,...,j„ : donc ^2 se réduira à Tunité, et ^, =0, appartiendra à I.
Quant à la substitution ^, elle est le produit des n substitutions M«»..., M„ qui n*appartiennent pas à I, mais dont les produits deux à deux appartiennent à ce groupe; elle appartiendra donc ou non à I suivant que n sera pair ou impair.
675. Supposons maintenant Vq de seconde catégorie. Les indices étant choisis de manière à ramener Fo à sa forme type formeront 2v séries contenant chacune /x= — indices; et jx, étant un produit de facteurs premiers
qui divisent tous a^-h i, sera impair.
Chaque substitution de D est le produit de transpositions effectuées sur les systèmes; et nous allons voir que chacune de ces substitutions appartient à I. Considérons par exemple la transposition T qui permute entre eux les deux premiers systèmes. Nous pouvons prendre pour indices indépendants, au lieu des indices imaginaires auxquels le premier système est ac< tuellement rapporté, d'autres indices réels X,, Y,, Xj, Y,,... tels : i** que les exposanis d'échange mutuels des substitutions correspondantes Cx.» Cy,,... soient tous congrus à o(mod.2), sauf ceux-ci (Cx.CyJ, (Cx^C^Jf... qui seront congrus à i; 2^ que leurs caractères soient congrus a o, sauf çggx de Cx, et de Cy, (294-299). Quant au second système, on pourra prendre peur indices indépendants les fonctions X',, Y',, Xg, Y'^,... par lesquelles Tremplace X,,Y,, Xj» Y2,.... Cette substitution, étant d'ordre 2, remplacera réciproquement X'^, Y'j, X'j, Yj,... par X,, Y,, X2, Y2f — Elle est d'ailleurs hypoabélienne. Donc Cx',, Cï',,... ont mêmes caractères et mêmes exposants d'échange mutuels que Cx,« Cy,, Entin, leurs exposants d'échange
avec ces dernières substitutions sont tous congrus à zéro.
Posons maintenant
et prenons pour indices indépendants S,, H,, E'j, H'^ à la place de X», Y»» X',, Y\. Les substitutions correspondantes C^^, Ch., C^'^, C»', étant respectivement égales h Cx.Cx',, C^.Cx^ Cx. C», C,; C^; , Cx.Cy^Cy,, ont pour caractère zéro, et leurs exposants d'échange avec les substitutions Cx.t Ci^,..., <V,*
Ct;,... seroni congrus à o. Quant à leurs exposants (rechange mutuels, ils seront également congrus à zéro, sauf (Cj^Ch,), (Q^Ch',) fl"» sont congrus à i .
On peut enfin remplacer les indices indépendants desX— 2 systèmes restants par des indices réels Z, U, Z\ U',... tels, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes soient congrus à o, sauf (CzCu), (Cï.C,j,),... et que leurs caractères soient également congrus à o, sauf pour Cz, Cu, qui auront pour caractère o ou i suivant que X est pair ou impair.
Désignons maintenant par j?,, Ji,..., ^,„ />„ les indices actuellement représentés par Z, U, Z', U',..., S,, H,, Xj, Yj,..., H',, H',, X'.^, Y^,.... La substitution T, remplaçant ces indices par Z, U, Z', U',..., S, -h H',, H^, X'^, Y',,..., a, 4- H,, H',, X2, Y2,... sera égale à
produit dont chaque facteur appartient à I.
676. Passons à Texamen du groupe Fo- Soient [5,52...jr les indices imaginaires qui ramènent T© à sa forme type; C|,ç,...^ les substitutions correspondantes. Leurs caractères sont congrus à zéro, et leurs exposants d'échange également, sauf ceux-ci (Q,ç,...rQ,ç,...,,^v)t qui seront congrus à i; et les substitutions de T© seront de la forme à'P;^, <l* étant la substitution qui remplace chaque indice par l'indice correspondant de la série suivante, et ^ une substitution hypoabélienne qui ne déplace pas les séries.
Nous allons démontrer que les substitutions de la forme ^appartiennent toutes à L Pour cela, désignons par x^, y^ a?;., >v,... les indices précédemment désignés par [?il2...jo»---» [?iÇ2---jr- Soit
une des substitutions de la forme ^. Les substitutions C^.)'C*^*'..., CÎ^CJ.].' .......
transformées de C^:^, C^^,... par S doivent avoir les mêmes exposants d'échange mutuels que ces dernières substitutions» ce qui donne, entre autres relations de condition, la suivante
(34) a''-*-' -K fl'^'-^' -f . . . s I (mod.'i).
Réciproquement, a, a',... étant des entiers complexes quelconques satisfaisant à la relation ( 34 ) » I contiendra une substitution T qui transforme C^^ en Çff^Ç^l'.... Divers cas seront à distinguer dans cette démonstration.
i** Soit d'abord a''"**— i =a'*'^«-f-. .. = /«*'■*■*> o (mod. 2) : m pourra s'exprimer sans nouvelle imaginaire; car on aura
Posons maintenant
On aura (C^^C^^^)^i, (C^^D^h.v)^o» (DrD;.H.v)^ »; et les substitutions dérivées de C^^, C^^^,... pourront être considérées commejdérivées de la combinaison de Cj:^, D^ avec d'autres substitutions E^, K,... telles, que les exposants d'échange (C^rEr-Hv). (D^Er^-v)».. soient tous congrus à zéro. Soient en effet 6^ = Ci) Cj!/ ... une substitution quelconque dérivée de C^.^, C».^,...; k^^^\ k'^^ les exposants d'échange de C^-^v avec C^r, et D^; on aura ^r ' E^C^'D*'*', E^ étant une nouvelle substitution dérivée de C,^, D^i et tel s que l'on ait (Cj:^E;.+v)^(DrE,+v)^o.
Soient maintenant .r^., r^r, Crf •• des indices indépendants choisis de manière à correspondre respectivement aux substitutions C^t^, D^, Er,...; et soit e une racine arbitraire de la congruence
(35) e*'-»^' = i (moil.2).
La substitution
est évidemment hypoabélienne, et transforme C-^^ en Gf^ X^^!'^ = Gf^ G^^
Enfin, T ou son carré appartiendra à 1. Car soient I,, I2,... les substitutions de I; si T etT* n'appartenaient pas à I, H contiendrait les substitutions I,, I2,...; TI|, TIa,...; T*I|, T^Ia,..., qui sont évidemment distinctes; donc 1 contiendrait tout au plus le tiers des substitutions de H : résultat absurde, car il en contient la moitié.
Si l'ordre de T est un nombre impair 2 a 4- 1 , on aura T = T'^*"*^'^ Donc I, contenant P, contiendra T. Or, pour que cette condition soit satisfaite, il suffit évidemment que la congruence caractéristique de T n'ait pas de racine égale à l'unité; d'où la relation
(36) [a^- i) [e^a'"^"^!) — [em''-^^Y= [e[\ - af } ^ i - ^/ •''> o (mod. 2 ..
inégalité qui sera satisfaite pour toutes les valeurs de e, sauf une seule
2** Soit a*'"*"*— i^o, mais a'^'"^*— i^o(mo(1. 2). La substitution
est évidemment hypoabélienne; et Ton voit, comme au n^ 675, qu*eHe est contenue dans I. D'autre part, on vient de voir que I contient une substitution T, qui transforme C^.^ en C^fC^^''.. .; il contiendra donc T, U, qui le transforme en Cjf C^^'....
3® Soit a*""^*— I ^a'^""^*— 1 :=...Ef^o et v> i. On pourra déterminer un entier complexe a différent de l'unité, et qui satisfasse à la relation
«*"':^i (mod.2).
Soient e et £ deux racines arbitrairement choisies de la congruence ('^5), ^t posons j3 = (i — a). On aura
= 2 (a'*+' -h (3''-^') -h j a'^ta'e -^(ea'efa \ \ a'* (3 -h (3''a j = o ~ a'*-^' -f- «'»'+».
f)'ailleurs a et e étant fixés, on pourra déterminer £ de telle sorte que la ongruence
(aa-f- Ert'^P)»'-*-'— i=(«a)>'5a'ej3 -h aa(€fl' ^j3)»' = o (mod.2)
e soit pas satisfaite. Car cette congruence ne peut avoir plus de 2^ racines, 1 6 est susceptible de 2^+1 valeurs distinctes.
Cela posé, le groupe I contiendra une substitution U qui transforme C;^^ „ C^-^^'''^>)^a^^-^-'e^)^Qa'^\ Sj jg pjyg ^y^ détermine e de telle sorte que
l 'on ait
(a — i){e<x — i) — e(3*^o (mod.2),
<!€ qui est évidemment possible, 1 contiendra la substitution
V — I . . . , ^r, Jr, , a''' J^r "t" 6^' ^^^/r, P*' ^r -+" e'^ of y'r, . . . |,
car cette substitution est hypoabélienne et d'ordre impair. Par la même
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raison, il contiendra la suivante
Cela posé, 1 contiendra la substitution 7 = 11 V""'W"\ qui transforme Cj.^ en
4** Soit a^'"*"*— I EEEEa'^'^*— i5^...==oetv = i. Les quantités a, a',..., satisfaisant à la relation (34)» seront en nombre impair. Soit {'une racine de la congruence irréductible du second degré. La substitution U qui remplace
poabélienne, et transforme C^^ en C^^C^^Q/, de plus, en remplaçant les indices indépendants imaginaires par des indices réels, on voit sans difficulté qu'elle appartient à L La substitution U et ses analogues, combinées ensemble, et a la substitution
laquelle est bypoabélienne de degré impair, et par suite appartient à I, permettent évidemment de transformer C^, en C"*'C''^Cf* ....
677. Il est aisé maintenant de prouver, comme nous Tavons annoncé, que toute substitution de la forme ^ appartient à L Soient ^i une do ces
substitutions; C"''C^^*'... la transformée de C^, par ^, ; T la substitution de forme \ qui appartient à I et donne la même transformée. On aura 5, = ^^T, ^2 étant une nouvelle substitution bypoabélienne, de forme ^, et qui transforme Car, en elle-même. Soit Cj^Cj^' . .. la transformée de C^^ par ^2- Son exposant d'écbange avec Cj.^_^ , que §2 transforme en elle-même, doit être congru à (C^. C;^^^ ) ^^^ o . Donc b = o. Cela posé, on voit comme tout à
l'heure que I contient une substitution T, de forme ^ qui transforme C^^ en C^^*"... sans altérer C,^; on aura :^2 = ^jT|, ^, étant une nouvelle substitution bypoabélienne, de forme ^, et qui transforme les substitutions C^^, C^^ en elles-mêmes. Poursuivant ainsi, on voit que ^1 est le produit de substitutions appartenant à I par une dernière substitution qui transforme les substitutions C^^» C^^,... en elles-mêmes, et par suite se réduit à Tunité.
678. Au conlraÎTe, la substitution ï n'appartient pas à I. Remarquons d'abord qu'elle est le produit de fji substitutions hypoabéliennes paieille^ entre elles et qui permutent respectivement entre eux, et d'une manière circulaire, les indices (To».. 9 ^r*-*M les indices yo»«-» J'r»--*» etc. Le nombre /x
semblables systèmes de valeurs, il faudra qu'on ait
p' — . pE= r' — r^ v^g2*-'^2*-' (mod. 2*),
et si celle condition est satisfaite, on aura pour r, r y q systèmes de valeurs, représentés par les formules r :=r p -h 2**, r' = p' -h 2**, k étant un entier. Il vient ainsi
^ Mais si Ton donne successivement à k toute la suite des valeurs o,..., y~i»
la quantité p -1- 2*^(mod.y) prendra une fois chacune des mêmes valeurs;
d'ailleursy^' wse réduit ày (mod. 2) : il viendra donc
Celte expression est donc une fonction âjfinétrique des racines y,..., y* de la congruencsJ; c'est donc un entier réel, congru à o ou à i (mod. 2). De plus, elle est indépendante de /s. Désignons-la pour abréger par d^^ne ^ on aura en particulier d^^^q^i (mod. 2). Enfin l'on aura
679. Prenons pour indices indépendants, à la place des indices ..., Zop,
• • • » -^mp » • • • ^eUX-Cl I • • • , -^op ^^^^^ "^Op "ï ^0 \ ^ \o ' ' • • •" ^om -^mp "" • • • t • • • »
2^p^j3,„p,..., auxquels correspondent respectivement les substitutions ..., D'„p= Dop,..., D'^p = DJ^'»'"D,;,p La substitution S' prendra la forme
analogue à la forme (38); et les substitutions D'^^p auro$jÇièilÂ» exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forn»^|^D'^' p^2«-*}' lesquels seront des entiers réels indépendants de p et pourront être désignés par le symbole d'^„j. On aura d'ailleurs évidemment
^'mm'^^'m'm^ ^'o 0 = ' » é/'. ,„= 2 (/.;„ = O (mOCl.2).
Deux cas pourront se présenter ici :
i'' Si la quantités d\^ par exemple est congrue à i, on pourra rem-
placer les indices ..., ^op»---» ^ip»*--» ^mp»--- par de nouveaux indices
..., Zpp= Z^p,.,., ^ip = ^ip"-t~ «ij22p "^ ••• ~^ ^iw ^»ip"+" • ••• ••• ^mp=^mp»'**
tels : i" que la substitution S' rapportée à ces nouveaux indices ne change pas d'expression; 2® que les substitutions correspondantes ..., D^p,... aient leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro, sauf ceux de la forme (DmpD^.p-h2«-')» ^"' seront des entiers réels indépendants de p et pourront êlre désignés par rf^»/- 0" ^^^^^ ^" outre les relations
" mm' ==^ ^' m'm » ^ • o = " i i = * ♦ " • i = " o'" = " i m == O.
Si maintenant Tune des quantités rfjj,..., cT^^^... était congrue à i, on pourrait effectuer un nouveau changement d'indices analogue aux précédents; dans le cas contraire, on ferait ce nouveau changement de la manière que nous allons indiquer.
2® Soit d\^^...^d'^^^...^o. La substitution D',p ne pouvant avoir tous ses exposants d'échange congrus à zéro, et d\Q^d\^ étant congru à zéro, l'une au moins des quantités d\^,..., d\^ le sera h l'unité. Soit, pour fixer les idées, d^^^d\^^\ . Prenons pour indices indépendants
ceux—Cl ! • • • « -^op "^^^ ^op»'*'' "^ip "^^^^ ^ I p "• ^23 "^SP ■" • • • «• ^ 2m ^mO ' • • • » .. . , Z2p= ■2» 2p "' ^ 1 3 ^'Sp "• • • • •" \m ^mO "■ • • • » • • • » ^mO ^^^^ ^mO' ^^ SUDSlllU"
tion S' rapportée a ces nouveaux indices ne changera pas d'expression. En outre, les substitutions correspondantes D^p ont leurs exposants d'échange congrus à zéro, sauf ceux de la forme (D^pD^/,p^a«-')^^mm'» qu" seront des entiers réels. Enfin Ton aura évidemment
Si Ton a d\^=^,..^d''^^^o, on fera un nouveau changement d'indices analogue à ce dernier. Sinon on opérera comme à l'alinéa précédent. Continuant ainsi, on arrivera au résultat suivant :
On peut remplacer les indices Zoo » • • • » ^mp» • • • P^^ de nouveaux indices «/qo • • • • '^/np» • • • ^eis ,
I® Que la substitution S', rapportée à ces nouveaux indices^ prenne la forme
I Wffip Um,^\ |f
2® Que les substitutions Eoot . . . » E;;,p, . . . , correspondantes à ces indices, aient leurs exposants d'échange mutuels congrus à zéro,> sauf ceux de la forme (E;„pE,„'.jH-2*-')» 9"' seront des entiers réels ^ indépendants de p, et pourront être désignés par le symbole général e,„m'. Ces quantités satisferont à la relation
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e,n,n'= e^m. Eli outrc, les quantités e,„f^,...9 ^mm'*"* correspondantes à une
même valeur de /w, seront toutes congrues à zéro, sauf une seule.
680. Groupons les nouveaux indices en classes, en réunissant ensemble ceux qui correspondent à une même valeur de m, et qui sont évidemment des fonctions conjuguées. Ces classes pourront être de deux espèces: I** celles pour lesquelles e^n^^'^ 2** celles pour lesquelles e„,^^o; si ces dernières classes existent, elles peuvent être associées deux à deux; car si c^^^^o, on aura une relation telle que e,„,^E^ 1 , m' étant ^m; on aura par suite e,^,n^ i, d'où e^^m'^o, avec e^m'^^^^m'in"^^^^ si m" diffère de m et de m'. Les deux classes qui ont pour premier indice m et m* sont ainsi associées.
Le nombre total des classes étant égal au nombre impair q, et celles de seconde espèce éiant en nombre pair, il existera un nombre impair de classes de première espèce.
Cela posé, la substitution S' est le produit de deux espèces de substitutions partielles: i"" des substitutions altérant les indices d'une seule classe de première espèce; a® des substitutions altérant à la fois les indices de deux classes associées de seconde espèce. Il est d'ailleurs évident que chacun de ces facteurs partiels est une substitution bypoabélienne. On voir en outre, comme au n** 674, que chacun des facteurs de la seconde espèce appartient à L Si nous prouvons qu'aucun des facteurs de la première espèce ne lui appartient, notre proposition sera établie : car ces facteurs étant en nombre impair dans S\ S' et par suite S n'appartiendront pas à L
681, SoitT= 1 i/op Wo,jH., I l'un de ces facteurs (nous omettons d'écrire les indices qu'il n'altère pas, et dont nous n'aurons plus à nous occuper). Remplaçons les indices imaginaires Moo>**** ^op****» ^o,2«~i P^i* d^s indices réels i'o»''-» ^p. ••> ^2«~i choisis de manière a ramener T à sa forme canonique. La substitution T ayant pour ordre 2", et la somme Uoo -+-••• H- «^o.a»-! étant la seule fonction des indices que T n'altère pas, cette forme canonique sera la suivante
(89) T = I i'o, . . . , fp, . . . , t'a»-! i'o -h f „ . . . , fp -h t'^i, . . . , ^ï«-i |.
Soient Co,..., Cp,... les substitutions correspondantes aux nouveaux indices: T les transforme en Qq^..., OpCp_,,...; elle transforme donc l'exposant d'échange (©p©a) en {Q^Q^t .e<,C<,_,); et comme elle ne doit pas l'ai-
térer» on aura la condition
(4o) (CpC,)-H(e^.e.)-h(ep_,a,_,) = o
• qui subsistera pour toule valeur de p ei de a {en supprimant, si o ou a était égal à I, les termes où figureraient des indices négatifs).
Par l'application réitérée de cette formule, on voit sans peine; i"* que l'on aura toujours (CpG^)E^o si p-h (7< 2"— i; par suite, on aura toujours (SpGa)==i» si p-h(7=2*— i; car sans cela le déterminant des exposants d'échange serait congru à o; 2^ que si p -f- (T > 2*— i, {<^^Oa) pourra s'exprimer linéairement en fonction des 2*~* — 1 quantités (Gaa-ieja-i^, j,..., (e2•-l^.nea«-l^.^4^_,). .. . , quc l'ou pourra désigner par ao,..., a^^, ... et qui restent non déterminées.
Cela posé, on pourra, tout en conservant k T sa forme canonique, choisir les indices indépendants de telle sorte que les entiers a,,..., a^.,... prennent des valeurs fixées à volonté. Supposons en effet que a^,... a^^t aient déjà les valeurs voulues, mais qu'il n'en soit pas de même de a^. Prenons pour indices indépendants, à la place de ^o»««» ^p»-- les indices r^,..., {^'^ ,... déterminés par les relations
v^ = v'^-+- i^'p^,^^! si p -h 2fA -f- 1 < a% = v^ si p -h 2// H- i = 2«.
La substitution T conservera sa forme canonique. D'autre part, les substitutions Gq,..., Gjji^,..., 3p ,... correspondantes à ces nouveaux indices seront respectivement égales à Co,..., Gaji,..., GpCp_2pL-i».... Posons donc (e',«-.^.x Gj—i^x^, ) =- a; ; on aura
Cette expression est la somme de quatre exposants d'échange partiels dont le premier sera égal à ai et les autres à zéro, si X<jji; donc a^,..., à,^_^ seront respectivement égaux à ao»..., a^^t, qui ont déjà les valeurs voulues. Soit au contraire X = (x; un seul des quatre exposants d'échange partiels sera congru à zéro, et l'on aura
expression que la relation (4o) réduira à
a^ + (Oa^-ï+p, Cï«-»_s»_w) ^^i «n -h I ( mod. 2 ).
Donc à^ aura la valeur voulue.
Les entiers a^,..., a^,... pouvant ainsi être déterminés arbitrairement, les substitutions hypoabéliennes de la forme T se réduiront à deux types seulement, correspondant aux deux valeurs que peut prendre le paramètre restant a^.
682. Nous allons montrer que, quelle que soit la valeur de ce paramètre, T ne pourra appartenir à I. Pour cela, prenons pour indices indépendants ceux-ci :
T prendra la forme
Réciproquement, toute substitution hypoabélienne de cette forme peut être mise sous la forme (Sg). En effet, soit, pour fixer les idées, 2*= 8; et soient (©o,..., ô^^ les substitutions correspondantes aux indices fv«,..., cv,. La substitution (/m) transformera (Dp en (£)p_|. Posons donc
a« = (ô. (D, . . . (Ê>„ 8, = Côo (ôî (©4 (fc)„ G, = (Dp (©", (©4 CDs, Z-, = ciDo 0^4,
84=(î)oC0iC£)j(Ô3, G5=:(DoCÔj, G«=:(Î)«CÔ„ G7 = CÔo,
et déterminons un système d'indices i'o»---» ^7 respectivement correspondants à ces substitutions. La substitution (40 transforme évidemment Go, G,,..., G, en Go, G, Go,..., G^G^; elle prendra donc la forme (39) si on la rapporte aux indices i^o»--. ficela posé, la substitution (/|i) étant hypoabélienne, n'altère pas les caractères ni les exposants d'échange mutuels des substitutions cD,.,..., côj»-,. Donc ces caractères sont tous égaux. En outre elle transforme (côpCô^,) en f(ôp_|();)e,_,); on aura donc
(ak)p(ô^)^(cOp_,(jt)a_.)^ . . .^((.ôtfCOa-pS Soit 6^_p cette expression, on aura, si p > 2*"*,
Donc tous les exposants d'échange (<^'t)p(D<y) s expriment au moyen des 2*~* quantités i|,..., ij»-!.
On doit remarquer d*ailleurs que 62.-1 est congru à 1 : car le déterminant
(les exposants d'échange ((£)pi)<T) ne peut être congru à zéro; mais si Ton avait bin-x^o^ les termes qui composent chaque ligne horizontale du déterminant seraient égaux deux à deux en vertu de la relation {/^2). La dernière colonne verticale serait donc congrue (mod.2) à la somme des colonnes précédentes, et, par suite, le déterminant serait congru à zéro.
La substitution (40* rapportée aux indices i^o»--*^ ^2«-i* appartiendra à l'un ou à l'aulre des deux types signalés ci-dessus, suivant que l'expression
(9,«-iGj«-i-K, )^{(£)o(î)i. . . (Dp. . .cO,«-i_,.0k)«cOa. . . (ô,p. . . a),«-i-.2)
^ ft, -♦- . . . -h ftap+, -h ... -h 6a«-ï^,
sera congrue à o ou a i .
Elle appartiendra donc au premier type, si 6,, 62,..., 62*-'-! sont congrus à zéro, au second si i< seul diffère de zéro. Dans l'un et l'autre cas, nous allons voir qu'elle n'appartient pas à L
683. Premier cas : 6,, 62,..., i2*-'-i sont congrus à zéro, — Désignons par Up la substitution qui permute ensemble, d'une part les deux indices tVp, M^p+i » d'autre part les indices «P'a^-'+p» M^2«-'+p+i » sans altérer les autres indices; par V la substitution qui permute entre eux les indices w^, tVaa-. , sans altérer les autres. Chacune de ces substitutions est évidemment hypoabélienne, et il est clair que la substitution (/m) est égale au produit
V Uo U| . . . U2«— ' — 2*
Cela posé, il est aisé de voir que la substitution V n'appartient pas a 1, tandis que chacun des autres facteurs U©» U,,... appartient à ce groupe. En effet, si les substitutions â\, cô,,... ont pour caractère zéro, on pourra désigner pariCi,..., a?2*-«; Jm»...72*-' les indices actuellement représentés par
«^of» «^2«-i- Cela faitr les substitutions V, Uo, U ne seront autres que
les substitutions M,, P|,2, Pa.a,... du n'^220; donc V n'appartiendra pas à 1 (274 et 672); au contraire, chacune des substitutions P,,2, P2,3»-«- i^ppartiendra à ce groupe (674).
Supposons au contraire que les substitutions cOo» ^«t)|,... aient pour caractère I. Soient a?,, j,, ^2»/2»«-» de nouveaux indices, déterminés par les relations
Les substitutions ..., CÔapCÔap+i, 0fe)2»-i+2p<J^ap-4-i» CÔ2pCO2p+|002«-«+ap002«-«-4-2p-n»
(Ô2p(î)2«-.^.2p(ôa«-i^.2p+o--- correspondantes à ces nouveaux indices ont mêmes exposants d'échange mutuels que CDo,..., (£)2«-.i; mais leurs caractères sont égaux à zéro; cela posé, on pourra, sans nulle ditiiculté, déterminer l'expression de chacune des substitutions Y, Uo en fonction de ces nouveaux indices, et vérifier que V n'appartient pas à I, mais que Uo lui appartient. Quant aux substitutions Uo... analogues à Uo, elles lui appartiendront évidemment,
684. Second cas : i< ^e i , h,2='..^=o. — Soient U la substitution qui transforme en général cDp en cDp^i, à l'exception des six substitutions (Do, (Do
cQ2«-'-i» côaa-i, c02«_2. (î)2«-it qu'cllc transformc en (Do, (D2cD,(ï)o, (D2«-icD,(D.,, (Da*-!^, cD,(î)o, (D2«_i :D,(î)o, (D,; V la substitution qui transforme (Do, (©,, (£>,,
COjcc-i, (D2«-'+i, (D2«_i en (D,, tDo, (D2^î)i(Do, (D2«-i(D|(Do, (D2«-'+|(D«(Do, (Ô2«-«®i®o«
Il est clair que ces deux substitutions sont hypoabéliennes, et que leur produit donne la substitution (4i).
Cela posé, U laisse (D© invariable, et transforme circulairement lès unes dans les autres, d'une part les 2*h-2*-*— 3 substitutions (D2, (D,,...,
(Dja— i_j, (Dja— 1 (0| (Do, (W2«— 14.1 (©2 ^^0 » * • • » (D2«_« (D2«— > (Do , (D2«--'-i-|, (D2*— 1^2»' • • »
cD2«_2» (D2«_i tD,(Do, d'autre part les 2*-h2*"* — 3 substitutions (D,, (02®! (D„,
(D3 (D2 ^1 , • • • > (D2p(D2p— 1 • • • ®0» (D2{H.| ®2p» • • ®l » • • • » (D2«— '(JD2«— •— I • • • (D2 f • • • , (t)2«~' -f-p^2*~'-+-p • •• (*^2-+-p»»»«> Cfc)2« — |0J2* 2** • (D2«— i^- |,..*, (D2* !••• (D2«— '4- 2p(Do,
(D2«_i...(î)2«-' + 2p+i»--»» ôC>2«-i- Donc la puissance 2*4- 2*~*— 3 de la substitution U laisse invariables les substitutions ci-dessus, ainsi que (Do*, donc elle se réduit à l'unité. Donc l'ordre de U est impair; donc U appartient à I.
D'autre part, V n'appartient pas à I. En effet, celles des substitutions dérivées de cDo,..., (D2«-i dont les exposants d'échange avec (Do et(D< sont congrus à zéro forment un groupe G, dérivé des substitutions suivantes; (i^aûDo, (î), ,.. . , (D2«-i(D« , (D2«-i4.i (Do, G^i^-t^i^.. . , (Dg.., (Do, auxquelles V esl échangeable. Ce groupe G peut être considéré comme dérivé d'une double suite de substitutions ^v, ifi, .1/, iPo',... dont les exposants d'échange soient tous congrus à zéro, sauf ceux-ci, (•^iil))^(^i,'iii,')^^...=^ i et dont les caractères soient congrus à o, sauf pour .i et di., dont les caractères seront tous deux congrus a o ou à 1 . De même les substitutions (Do, (D, peuvent avoir pour caractère o ou i.
Supposons d'abord que -A, di, aient pour caractère zéro. Soient a?,, j'^, ^2» J2»«-- tjn système d'indices indépendants correspondant respectivement aux substitutions (Do, (D,, x, Db, La substitution Y, rapportée à ces indices, n'est autre que la substitution M| du n"" 220 et n'appartient pas à I.
Si Xf aa>, ont pour caractère i, et (Do, (D, pour caractère zéro, on prendra pour a?,, j,, a?a, 7a,... les indices qui correspondent à 4, iJb, (D©» ®m •^'» îfc',...,-et V = M2 n'appartiendra pas à I.
Enfin, si «i., oïl), (Dq, <©, ont pour caraclère i, on rapportera V aux indices ^n^M ^îfj2»--- qui correspondent aux substitutions -i>(Do, ifcCDo» •^ift>CDo®i» i'CDo (Di , ai'', 1)1', . . . , et Ton vérifiera immédiatement que V n'appartient pas à I .
685. Théorkme. — Un groupe indécomposable T de troisième catégorie a son exposant égal à i , si 2 est non résidu quadratique de p.
En effet, parmi les groupes auxiliaires qui concourent à la construction de r, il en est au moins un L de seconde catégorie. Ce groupe auxiliaire étant supposé décomposable, pour plus de généralité, est formé à l'aide de deux groupes partiels D et r,,. Les substitutions de ce dernier groupe sont de la forme ^^, les substitutions ^appartenant à I, et la substitution 0? ne lui appartenant pas (678). Mais pour que l'exposant de r» fût égal à 2, il fa.udrait que toutes les substitutions de Fo appartinssent à I (673); il faudrait donc que l'exposant p fût pair dans toutes les substitutions de Tq.
Or soit 2*** le degré de Tq; si jx= i , Tq contiendra la substitution a'; donc
1^ théorème sera démontré. Soit au contraire [i = 7rJ°7r'(>^«...; les entiers 7r„,
^^V> ••••» divisant 2t*-i-i, seront impairs; et la conslrnction de T© dépend de
0^1 le de groupes auxiliaires Lo, L'^»... contenus dans les groupes abéliens
d^ degrés ttJ^s tto^*^», Ces groupes seront respectivement formés de sub-
st^m ILutions abéliennes propres, jointes à des substitutions S, S',... qui multif>Is€^nt les exposants d'échange par g^**» (mod. 7r„), g'^^itnod.n^),. . ,, g, -.. étant des racines primitives des congruences ^'^«■■* ^=o(mod. 7r„j, ^•••^©(mod.Tr'o),.. . et rf©, d'^,... des entiers égaux à 1 ou à 2. Cela , pour que To contienne une substitution de la forme <i?P^, il faul et il U(655-§^6) qu'on puisse satisfaire aux relations
\ ' 2p = ^''o'(mod.7r,)=/?^''''.''(mod.7r'J=. . .
ir des valeurs convenables de £, e\
insidérons par exemple la première de ces relations. On pourra toujours
y Satisfaire, quel que soit/o, si rfo = '» ou si d^^ étant égal à 2, 2 est résidu
^v&adratique de tiq. Au contraire, si Ton a ^0 = 2 et 2 non résidu de 7r„, on
^^ |)Ourra y satisfaire que si p est pair.
^lais si do = 2, Lo est de troisième catégorie; donc pour que r„ ne con-
^^Onne que des substitutions où p soit pair, il faut et il sufiit que l'un L^
^m UYHB QUATRIÈME.
de^ groupes auxiliaires dont dépend sa construction soit de troisième catégorie; qu*il ait pour degré une puissance d*un nombre, premier rr» dont a ne soit pas résidu quadratique; enfin, que l'exposant d^ de ce groupe soit égal à 2.
Supposons, pour plus de généralité, que le groupe Lo soit décomposable: il se construit à Taide de deux groupes, D,, r,; ce dernier groupe, indécomposable, de troisième' catégorie, -a pour ordre une puissance de tto, et pour exposant d,,. Il (ait donc exception au théorème.
Donc si le théorème était faux pour le groupe r, il serait faux pour le groupe r,, dont le degré est moindre; on verrait de même qu'il est faux pour un groupe Ta, de degré moindre que r,, et ainsi de suite à l'inlini, ce qui est absurde.
RÉSUMÉ
liéduction du problème \ .
686. Les groupes résolubiest transitifs et généraux de degré M se partagent en classes, respectivement correspondantes aux diverses décompositions de M en un produit de facteurs qui soient tous des puissances de nombres premiers. (On considérera comme distinctes deux décompositions qui offrent les mêmes facteurs, mais dans un ordre différent.)
Soit, par exemple, M = qq'^ une de ces décompositions. Les groupes de la classe correspondante s'obtiennent ainsi qu'il suit :
Désignons les M racines par le symbole général [xx'x''); x, x\ x" étant des indices indépendants, variables respectivement de o à ^ — i, de o îi q'— I , de o à y"— I . Groupons les racines en systèmes et sous-systèmes, en réunissant dans un même système celles pour lesquelles a? a la même valeur, et dans un même sous-système toutes celles pour lesquelles x et x' ont les mêmes valeurs.
Soient maintenant àf^ un groupe résoluble, général et primiu/ entre les q^ racines (ooor^); LT son ordre; A' un groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent entre eux d'une manière primitive les q' sous-systèmes pour lesquels ^= o, en remplaçant les unes par les autres les racines pour lesquelles x^' a la même valeur, et n'altèrent pas les indices des autres systèmes; Q' Tordre de A'; A un groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent les q systèmes entre eux d'une manière primitive en remplaçant les unes par les autres les racines pour lesquelles x\ x'' ont les mêmes valeurs; n l'ordre de A. Les groupes A, A', A", combinés entre eux, forment un groupe résoluble et transitif d'ordre îîîî'^û"^^. On obtiendra réciproquement tous les groupes cherchés en choisissant successivement de toutes les manières possibles les groupes A, A', A''.
687. La question se trouve ainsi ramenée à la construction de ces der-
niers groupes. Soient A l'un d'entre eux, q= p*^ son degré. Désignons actuellennent les p^ racines de ce groupe par le synïbole [xy...) où x^ y... sont des indices en nombre n, variables de o a/?— i. Le premier faisceau de A sera formé des substitutions
et ce groupe résultera de la combinaison des substitutions ci-dessus avec d'autres substitutions de la forme linéaire
I JT, j, . . . ao; -f- 6 r -H • • • » a' x-^ V y -h ...... . | ,
le groupe partiel formé par ces dernières substitutions étant résoluble, primaire et général.
Voilà donc le problème A ramené au problème B.
Réduction du problème B.
688. Les groupes résolubles, primaires et généraux du degré /9" se partagent en classes, correspondantes aux diverses décompositions de rexposant n en deux facteurs. (L'un de ces facteurs peut être égal à j, et Ton considérera comme distinctes deux décompositions qui diffèrent par Tordre des facteurs.)
Soit n = Xm une de ces décompositions : les groupes de la classe correspondante s'obtiennent comme il suit :
Partageons les n indices donnés en X systèmes, ^r,, j,, ...;...; x\, y^..., contenant chacun m indices; et formons : i^ d'une part, un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes entre eux (en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants) de telle sorte que les déplacements d'ensemble des X systèmes forment un groupe résoluble, transitif et général; 2^ d'autre part, un groupe F, dont les substitutions laissent tous les indices invariables, sauf ceux du premier système, qu'elles remplacent par des fonctions linéaires de ces mêmes indices, et par rapport auxquels elles forment un groupe résoluble primaire, général et indécomposable.
Soient respectivement û et 0 les ordres de D et de T : le groupe d'ordre ii0^9 qui résulte de la coipbinaison de ces deux-là, sera l'un de ceux que nous cherchons. Récipro^MÉient, tous les groupes cherchés s'obtiendront par cette construction, en choisissant successivement de toutes les manières possibles les groupes D et F.
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Or D est un groupe résoluble, transitif et général de degré X. Pour le déterminer, on se trouve donc conduit k résoudre le problème A, mais pour unr degré fort inférieur a p^.
Il ne reste donc plus, pour achever la résolution des problèmes A et B, qu'à construire les groupes résolubles, primaires et indécomposables les plus généraux, tels que r.
689. Or, posons m=^vn^n'^\..; p" étant > 2, et n, n\... étant des nombres premiers égaux ou non, qui divisent/?''— i, et dont Tordre est indifTérent : les groupes cherchés r se répartissent en classes correspondantes aux diverses décompositions de cetle espèce, et peuvent se construire comme nous allons Tindiquer.
Au lieu de désigner les indices par a?,, j^,,..., 2,, représentons-les par le symbole général (|i la- ••>?« •••)?• ^^ P ^^^ ^" iWica/eur variable de o à v — i-, Ç,, laf- des indicateurs, en nombre (7, variables de o à rr— i; >?,,... des indicateurs, en nombre (f, variables de o à n'—i; etc. Posons ensuite
( étant une racine d'une congruence irréductible de degré v : et prenons pour indices indépendants les expressions [|, |2-*->7i**'Jr- Deux cas seront à distinguer.
690. 1** Si /7i = v, d'où 7r'';r'^'... = i, les indicateurs ?,, S^,..., vj,,... n'ont chacun qu'une seule valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, u^ à la place de [00... o...];.. Cela posé, le groupe T ne pourra être construit que d'une seule manière, et sera formé des v (/?''— i) substitutions de la forme
OÙ p varie de o a v — 1 (mod. v), et où a est un entier complexe formé avec l'imaginaire i.
691. 2® Si m>v, supposons, pour fixer les idées, m = v7r'^7r'^. Giaque substitution de r remplacera en général l'indice [§i ?a...>3i...]r par une fionction de la forme
y \ ^ijl. .m\. . ! ['• A- • • 'W,. . .Jr+p,
la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de /,, /a»»..-! /7t,,...;
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p étant un entier constant pour chaque substitution, et le» quantités ^ étant des entiers complexes formés avec i.
Ces substitutions sont complètement déterminées lorsqu'on connaît les fonctions par lesquelles elles remplacent les indices de la première série. On pourra donc, en omettant dans l'écriture ce qni concerne les autres indices, les représenter par le symbole
[$.5»...yj....]. 2^(x)X X [A/i...m....],
Le groupe F ne contient d'ailleurs qu'une partie des substitutions de la foriiîe (i). Pour le déterminer avec plus de précision^ il faut construire son premier et son second faisceau.
- 692. Son premier faisceau F est formé des substitutions
I (Si Ça- • • 'ÎO» • • •]• ût[Çi Ça. • • TQi • . -Jo j»
où a est un entier complexe indépendant de §,, Iq»-**» y^m*-*- Pour le second faisceau G, divers cas sont à distinguer : i'' Si p^^ f (mod.4)9 G résultera de la combinaison de F ave^: les substitutions suivantes :
Al = 1 [ÇiÇj..'"yîf«]o O^i [$.$j...r],...]. |, B, = |[Ç,Ç,^..yî,...], [Si-hi, $i,...,yîi,...]#|
A'i=|[$»Êv^tM.l» 6"'«[$i$J...^i. ..]•!> 8'i = |[?i$a...yji...]» [?t, ?!,...» TQ. 4-1, •.,]•!
où 9, 6' sont respectivement des racines primitives des congruences
6*=2ï, 6"^^i (mod.p).
2** Si /9''=^3(mod.4), G résulte de la combinaison de F avec eertaines
substitutions A^ B,, A,, Bs*...» A'^, B\, Ces substitutions auront la
même forme que précédemment si n, n' sont impairs. Mais si quelqu'un de ces nombres, n par exemple, se réduit à 2, les deux premières substitultoos A4, Bf de la double suite correspondante A,, B,, A2, B^,... pourront être, soit de la forme (2), soit de celle-ci :
( A, =:r I [g, Çt. . .7),. . .]. — 6^'[5' "+".^ ?'»• • •» ^'»-- •]• I»
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a, j3 étsnt deHX enlier» arbitrairest qui satisfdssent k la relation
693. Cela posé^ soit L un groupe résoluble et primaire de degré tt^^, aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus : dans le groupe abélien, si Ton n'a pas à la fois/>''r^3(mod.4) et tt = s; dads le groupe bypoabélien de première espèce, si p"* étant congru à 3(mod.4) et n égal à 2, A, et Bf ont la forme (2); dans le groupe hypoabélien de seconde espèce, si A,, B| ont la forme (3). Les substitutions de L seront de la forme W*S, S étant une substitution abélienne propre, c'est-à-dire qui n*altère pas les exposants d'échange, W une substitution qui les multiplie par ^'^ g une racine primitive de la congruence g^'^^i (mod.Tr), et d un entier égal, suivant les cas, à i ou à 2, et que nous appellerons V exposant du groupe L.
Soit de même h' un groupe résoluble et primaire île degré *'*^j aussi général que possible parmi ceux qui sont contenus dans le groupe ^él^ (dans l'un des groupes hypoabéliens); soient W, S', g\ d' les substitutions et les quantités analogues à W, S, ^, «f et relative^s à ce groupe.
Associons maintenant les substitutions de L à ce^lles de \J de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées
V = I a:,, /,, ... af, JT, H- c, /, H- . . . , 6', :r, H- d'.j, H- . . . , . . . I , V'= 1^'.,/.,... «»/./.+..., (ï.^'.-hd'.r> I>
multiplient les exposants d'échange par des facteurs respectivement congrus à une même puissance de p. Soient /^(mod.rr), /?^(mod.7r') ces fac^ teurs : on pourra déternriiner des substitutions èe la forme (i) qui transforment A|,B,,...; A',,B',,... cîn/,Af'BÎ^.., g^.Aî'Bf' ;/; A/b/»...,
g^'j A'/' Bf/'. ..,..., /,, g',,..., f[ , ^'1»... étant des substitutions de F. L'ensemble de ces substitutions correspondantes aux divers systèmes de substitutions associées forme le groupe cherché T, dont la construction se trouve ainsi ramenée à celle de L et de L\ laquelle constitue le problème C.
Soient w, w' les ordres respectifs de L, L'; ù la moindre valeur de 0 pour laquelle on puisse avoir
p? = g^'«' ( mod. r ) = g^"^*'( mod. tt'),
«, fi', étant des entiers : (^ sera un diviseur de v, au plus égal à 2, et Tordre de r sera
m cl(t),d'(ti'
A chaque manière difTérente de déterminer les groupes auxUiaires L^ L', correspond pour F un groupe différent. Cependant on obtiendra le même groupe r, à/a notationprès, en employant pour groupe auxiliaire à la place de L, par exemple, Tun quelconque des groupes qui lui sont semblables^ c'est-à-dire qui s'obtiennent en le transformant par une substitution abélienne propre (hypoabélienne).
Réduction du problème C.
694. Les groupes résolubles et primaires les plus généraux parmi ceux qui sont contenus dans les groupes abéliens(hypoabéliens) de degré y^*'' sont decomposables ou indécomposables.
695. Groupes décomposa.bl£s. -t Ces groupes sont de deux espèces : Première espèce. — Ces groupes ne peuvent exister que si p est impair,
n pair, et a résidu quadratique de p. On les construit comme il suit :
Supposons que nous ayons formé les groupes résolubles et primaires les plus généraux parmi ceux qui sont contenus dans le groupe abélien de degré /7^ et dont l'exposant est égal à 2 {*). Soient h' un de ces groupes; O' son ordre; A' le groupe partiel formé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres;
I ^•, ,n» • • • «^» •+- PJo -+-... , a' ^•4- (3'/, H-
les substitutions de A', rapportées à un système quelconque d'indices indépendants 0^0» Jo'*-* Écrivons à la suite des indicesa?o* jo»--- d'autres indices en nombre égal a?,, ji,... et supposons que les exposants d'échange des substitutions correspondantes C^^,, C^,,... avec les substitutions C,,, C_^.,... soient congrus à zéro, et que leurs exposants d'échange mutuels soient égaux à ceux des substitutions C^^^, C^.,... respectivement multipliés par ^"V Le groupe formé des substitutions
^0» ^t» • • • QLX% -1- |3^o "T" • • • ) OL X^ -+- p y% "T~ • • • > • • •
jointes à la suivante
(*) Foir ci-après (696 et 699) la manière de construire ces grou|)es.
sera l'un de ceux que nous cherchons. Il aura pour ordre \_ » et pour exposant l'unité.
696. Seconde espèce. — Posons n = X/w. A chaque semblable décomposition correspond une classe de groupes décomposables de seconde espèce, qu'on pourra former ainsi qu'il suit.
Choisissons les indices indépendants de telle sorte qu'ils se partagent également entre X systèmes (*) a;o, jo»---; •••; ^n jr»---'»--- tels, que les exposants d'échange des substitutions correspondantes C^, C^, ...;...; C^, ^ G^. ,...;... satisfassent aux relations
(e^C^j^o si r>^r\ et (^^ ^'0 = (^^ CD
(et que leurs caractères soient indépendants de r).
Soient D un groupe résoluble aussi général que possible parmi ceux dont les substitutions permutent les systèmes entre eux d'une manière transitive, en remplaçant les uns par les autres les indices correspondants; Lq un groupe dont les substitutions laissent tous les indices invariables, sauf ceux du premier système, par rapport auxquels elles forment un groupe aussi général que possible parmi ceux qui sont résolubles, primaires, contenus dans le groupe abélien (dans l'un des groupes hypoabéliens) de degré z?^*" et indécomposables. Le groupe Lq résulte de la combinaison d'un groupe partiel A©, formé de substitutions abéliennes propres, avec une substitution W© qui multiplie les exposants d'échange mutuels des substitutions Cj:,, Cy,,... par g^^ d étant égal à i ou 2.
Cela posé, soient W,,... les substitutions analogues à W^, opérées sur les indices des autres systèmes. Le groupe décomposable de seconde espèce qu'il s'agit de construire s'obtiendra par la combinaison des substitutions de D et d£ A© avec WoW,.... Son exposant sera égal à rf, et son ordre k
û^-^*?^^-) î il et 0 étant respectivement les ordres de D et deL©. Enfin
si/7 = 2, le groupe obtenu sera contenu dans le premier groupe hypoabélien, si X est pair et L^ contenu dans l'un quelconque des deux groupes hypoabéliens de degré ^^"*, ou si X est impair et L^ contenu dans le premier groupe
(*) Les %m indices de chaque système peuvent être réels, ou imaginaires, mais dépendant d'un nombre égal de fonctions réelles qu'on puisse à chaque instant leur substituer en qualité d'indices indépendants.
hypoabélien. Il sera, au contraire, contenu dans le second groupe hypoabélien, si X est impair et Lo contenu dans le second grotipe hypoabélien.
La détermination de D ramène au problème A. Il ne reste donc plus qu'à déterniiner Lo. c'est-à-dire à résoudre le problème C dans le cas des groupes indécomposables.
697. Groupes indécomposables. — Les groupes cherchés de degré /?*'" se partagent en trois catégories.
Première catégorie, — Les groupes de celte catégorie appartiennent au groupe abélien, ou au premier groupe hypoabélien, et ont pour exposant Tunité. Pour les obtenir, posons m = vn^n"^ .... tt, tt',... étant des nombres premiers égaux ou non qui divisent />'' — i et dont l'ordre est indifférent, et/>''étant> 4» sans quoi l'on n'aurailaucune solution. Les groupes cherchés r se partagent en classes, correspondant aux diverses décompositions de cette espèce, et se construisent comme il suit.
Le problème étant supposé résolu, choisissons les indices indépendants de manière à ramener le premier faisceau de F à sa forme canonique. Les nouveaux indices formeront deux systèmes conjoints, contenant chacun V séries, contenant chacune ifn^... indices. Ces indices pourront être représentés par le symbole [S^la... y?,...],'., oti l'indicateur /, variable de o à i, caractérise les systèmes; r, variable de o à v — i, caractérise les séries; enfin ^,, ?2>--- variables de oà 7r--i,Y3,,..., variables de ok tt' — i, etc. distinguent les uns des autres les indices d'une même série. Si V est contenu dans l'un des groupeshypoabéliens, les caractères des substitutions Cç,ç,...r»,...rr correspondantes à ces indices seront congrus à zéro; et leurs exposants d'échange mutuels pourront être supposés congrus à zéro, sauf ceux-ci Q.ç,...Ti,...roQ,ç,...Ti,...ri)> qui seronlcongrusà i. Enfin les indicescorrespondants de deux séries conjuguées pourront être supposés conjugués.
Il sera aisé d'obtenir, par la méthode des coefficients indéterminés, un système d'indices indépendants, fonctions des indices originaires, et satisfaisant aux conditions ci-dessus. La solution présentera même une certaine indétermination; mais on n'en doit pas tenir compte, les divers groupes qu'elle permet d'obtenir étant tous semblables.
Cela posé, deux cas seront à distinguer :
I** Si //2 = V, d'où TT^'fr'^'... — î, les indicateurs S,, la»- •• 'îi»-- n'auront chacun qu'une valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, a' à la place de [oo...o...jî.. Cela posé, V sera formé des [p —i)2v(/)^— i) substitutions
OÙ a est un entier conoplexe quelconque, et son second Faisceau G s'obtient en combinant à F des substitutions A,, B,, Aj, B2,...» A',, B'j,... dont l'expression ne différera des expressions (2) et (3) (692) que par le change-
nfïent de [?« ?2.-->?i-.Jo en [?, ?2.•.>3^•..]o• Soient maintenant L, L' des groupes auxiliaires formés comme au n^ 693. Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que les facteurs par lesquels deux substitutions associées multiplient les exposants d'échange soient congrus, suivant les modules n et n', à une même expression, de la forme (— ^Yp^* A chaque système V, V de substitutions associées on pourra faire correspondre, comme au n® 693, des substitutions de la forme (4) qui aient pour corrélatives V, V. L'ensemble des substitutions ainsi obtenues formera le groupe V.
Les quantités g, d, g\ d' étant définies comme au n*^ 693, soit k le nombre des systèmes de valeurs de t, p tels, que (— \Y p^ soit congru à une puissance de g'''(mod. tt), et a une puissance de g'"'' (mod. tt'); soient d'autre part w, w' les ordres de L, L' : l'ordre de T sera égal à
,^. , w f^ , ^ d(i}. rf'oj'
(6) {p^ik-ip^-i)
V '^ '(TT — l)(7r' — I)
Si, parmi les systèmes de valeurs de t, p ci-dessus déterminés, il n'en existait aucun où t fut égal à 1, T ne serait pas primaire, et la solution trouvée serait à rejeter.
Le problème se trouve ainsi réduit à la détermination des groupes L, L'. A chaque manière de les construire correspond pour F un groupe différent. Cependant, si Ton remplace dans la construction le groupe L, par exemple, par un autre groupe qui lui soit semblable, le nouveau groupe obtenu sera lui-même semblable à F.
698. Seconde catégorie. — Les groupes cherchés ont pour exposant Funitê. Pour les former, posons m ~ vtt*';:'^..., -, ;r',... étant des nombres premiers qui divisent />" -h i. Excluons toules celles de ces décompositions
pour lesquelles — est impair, si le groupe cherché F doit être contenu dans
le groupe hypoabélien de première espèce; toutes celles pour lesquelles
— est pair, si F doit être contenu dans le groupe hypoabélien de seconde
espèce; n'en excluons aucune si F doit simplement être contenu dans le groupe abelien. A chacune des décompositions restantes correspontl une classe de groupes F, que l'on construira comme il suit.
Supposons le premier faisceau du groupe cherché ramené à la forme canonique par un changement d'indices indépendants : les nouveaux indices formeront un seul système contenant 2v séries, et pourront être désignés par le symbole général [?il2--->3i---]r» oix l'indicateur r, variable de o à QV— I (mod. av), distingue les diverses séries; tandis que les indicateurs §,, £2,... en nombre a et variables de o à tt— i, les indicateurs yj,,... en nombre a' et variables de o à tt'— i, etc., distinguent les divers indices d'une même série.
Les substitutions correspondantes à ces divers indices peuvent être représentées par le symbole C;.çj^...yj^ ..; et l'exposant d'échange de deux quelconques d'entre elles, Crç,$,...Ti,... et C^'$;ç;...ti',... sera congru à zéro, à moins qu'on n'ait à la fois
i r'=Hr-+-v (mod. 2v),
15', ^g, -f-u, ^,^=Ç,,... (mod.Tr), yj ',^73, h- ;>',.. . (mod.Tr'),. . .,
V étant un entier constant, qu'on peut prendre égal à o ou à i si l'on a TT = 2 avec p^^ I (mod. 4)» et nul dans tous les autres cas; u' un entier constant, égal à o ou à 1 si l'on a n'= 2 avec p"^ i (mod. 4)» et nul dans tous les autres cas; etc. Si les conditions (7) sont satisfaites, l'exposant
d'échange cherché sera égal à eP\ e étant une racine arbitraire de la con-
gruence 6^^"*^= — i (mod./i), ou simplement à l'unité, suivant que i», v\... seront ou ne seront pas tous nuls. Enfin, dans le cas où F devrait être contenu dans l'un des groupes hypoabéliens, les substitutions C^ç, $,...»,.... auront toutes l'unité pour caractère.
11 sera aisé d'obtenir, par la méthode des coefficients indéterminés, un système d'indices indépendants tels, que les substitutions correspondantes satisfassent aux relations ci-dessus. La solution présentera même une certaine indétermination; maison n'en doit pas tenir compte, les divers groupes qu*elle permet d'obtenir étant tous semblables. Les indices étant ainsi choisis, deux cas seront à distinguer : 1® Si m ==: 2v, d'où n^n'^... = i, les indicateurs Ç,, |2>---» >3i»"- n'ont chacun qu'une valeur, zéro, et l'on pourra écrire, pour abréger, u^ à la place de [00... o...];.. Cela posé, F sera formé des 2v(p^-h \){p— i) substitutions de la forme
//o>---> Mr...- alf^~' li.,. ,,, aP i P'~* Wr+p, ••
où p est un entier constant, et a, / des entiers complexes, satisfaisant aux
congt'uences
rt(/'^*-)(/'-')=^i (mod.p), iP'^'^eP-' (mo6. p).
'à" Si m> av, soit, pour fixer les idées, m -- 2vn^n"^. Chacune des >iibsiitutions de F sera de la forme
ou, tîu n'écrivant que les indices de la première série, ce qui sulRt,
r contient les substitutions de la forme
où a est une racine de la congruence (8); et son premier faisceau est formé par celles de ces substitutions pour lesquelles on a a'''"^*^!. Son second faisceau G s^obtient en combinant à F les substitutions
V, I [ÇiÇ«...r:„..]» /9^'[ÇiÇ»...rîi...]« |, B, = ! [Ç, Çi...rî,...]. /[Ç,-hi, Ç„....r. ,....♦ '.
^'i "- 1 tî« ^«•••^««•••J» «®'^»tÇ> Ç*'"^'"*]» I» "i^^ I [Çi ^•••^••••J» « [Çi, Çi»---»^»"*~*"-v« '—
5, 5 étant respectivement des racines primitives des congruences
5*^1. S'*'^^i, mod./y :
/ un facteur égal à Tunite, à moins qu*on n*ait à la fois p*^i mod. Z^, cl :: -r 2, auquel cas il sera égal tkj\j étanl-une racine de la congnieoc^ • j'r— — I mod.|i : / un facteur égal à i si Ton n*a pas à la (oisp*^^î mod. 5m et n := 2, à y- dans le cas contraire.
Soit maioteoaot L uo groupe aussi général que possible parmi e^u\ ^ mai Si>nt résolubles, primaires el contenus : i** dans le groupe abélîea ^/tdegr^ :?•*• si Ton n'a pas à la fois p^—= i mod. 4 , x = a: a* dans le groiM in* h\pv^belien de première espèce, si p' ^- 1 mod. 4 ^ :: = 2. :j = oz î* J^n^ le iirxMipe hypcabelien de secoade espèce, si p^ ~ 1 mod. 4 • :r= 2. -^ =^ ; Soit L un groupe analogue de degré r*- .
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Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de telle sorte que deux substitutions associées multiplient les exposants d'échange par des facteurs respectivement congrus a une même puissance de/>, telle que/?P, suivant les modules n et ;:'. A chaque système de substitutions associées V, V correspondront, comme au n*' 693, des substitutions abéliennes fhypoabéliennes), ayant pour corrélatives V, V. L'ensemble de ces substitutions formera le groupe cherché r, dont Tordre sera égal ii
c?, d, d\ w, Gt)' ayant le même sens qu'au n" 693.
Le problème se trouve ainsi réduit à la détermination de L, L'. A chaque manière de construire ces groupes correspond pour r un groupe différent. (Cependant, si l'on remplace dans la construction le groupe L, par exemple, par un groupe semblable a L, le nouveau groupe obtenu sera lui-même semblable à F.
699. Troisième catégorie. — Il n'existe de groupes de cette catégorie que si/> est impair, et m une puissance de i. Ils ont pour exposant 2 ou i, suivant que 2 sera ou non résidu quadratique ùe p. Pour les construire, posons 2m— 2' 2^...; puis déterminons un système d'indices indépendants [£, §2-«>3i---] tel : I® que les exposants d'échange des substitutions Q,$...Ti,..» Qç;. V... correspondantes à deux d'entre eux soient toujours congrus à o si Ton n'a pas à la fois
^', — $, — UEi^^'j— ç, :^. . .=^r 7)',— yj,— z^'ï:^. . .=E=-o (mod.2),
u, u',... étant des entiers égaux à o ou à 1, et dont la somme soit impaire; '2^ qu'ils soient dans le cas contraire congrus à (— i)^^»-^"' '»•"*' i, h se réduisant à I, si 2 n'est pas résidu quadratique de/>; a 1 ou h une racine primitive g' de la congruence g-'^'E^i (niod./>),si 2 est résidu quadratique. Cette détermination pourra toujours se faire, et cela de diverses manières; mais les divers groupes que cette indétermination permet d'obtenir sont semblables. On obtiendra au contraire des groupes essentiellement distincts en faisant varier c, c',..., puis y, u',... et enfin b.
Le groupe cherché contient les substitutions de la forme
où a est un entier constant. Son premier faisceau F est formé de celles de ces substitutions pour lesquelles a se réduit à ±:j. Son second faisceau
s'obtient en combinant à F des substitutions Â|, B4, A2» Bsi...» A'^, Vif. (téterminées comme il suit :
\^ Si u = o, on aura, en posant 6 = -- i,
2^ Si u = I et /j^^E I (mod. 4)»
y étant une racine de la congruencey^^— i (mod./)) ; 3« Si u = i et/)^ = 3 (mod.4),
Ai= I [Si Sî- . .yîi- . .] — 0^»[$i -f- 1, S», . . .,>îi>- • •] I» B,= I [ÇiÇj. . .yj,. . .] a0^»[Çi$j. . . yîi. . .] -h p[Ç, -M, Ça,. . ., yî„. . .] |,
les entiers a, ^ satisfaisant à la relation oc^-\-^^e^— 1 (mod./?). Quant à A2, B2,..., elles auront dans tous les cas la forme
Les substitutions A',, B\,... se déterminent d'une manière analogue.
Soient maintenant L un groupe auxiliaire aussi général que possible parmi ceux qui sont résolubles, primaires, de degré 2*^ et contenus dans le premier groupe bypoabélien si u = o, dans le second si u = i; L' un groupe analogue de degré 2**^; etc. Associons les substitutions de ces groupes de toutes les manières possibles. A chaque système de substitutions associées, V, V',... correspondront des substitutions abéliennes, ayant V, V',... pour corrélatives. L'ensemble de ces substitutions donnera le groupe cherché T, dont Tordre sera (/? — i)/nww',. . . , &>, w',... étant les ordres respectifs (le Lj, Li f » , • ,
La détermination de F revient ainsi à celle des groupes auxiliaires L,
L% A chaque manière de les construire correspond pour F un groupe
différent. Mais si l'on remplace dans la construction le groupe L, par exemple, par un autre groupe semblable, le nouveau groupe oblenu sera lui-même semblable à F.
Obsen^ations.
700. La méthode précédente fournit non-seulement la construction des groupes cherchés, mais encore un système complet de classification. Car
nous avons vu comment ils se répartissent en classes. Chaque classe pourra être subdivisée en sous-classes, suivant la classe à laquelle appartiennent les groupes auxiliaires employés dans la construction. Chaque sous-classe pourra être subdivisée à son tour suivant la nature des groupes auxiliaires employés dans la construction des premiers groupes auxiliaires, etc.
On trouvera d'ailleurs immédiatement, pour chaque degré donné, le nombre de classes de groupes résolubles, le nombre de sous-classes contenues dans chacune (relies, etc.
Mais pour que celle classification et celte énumération soient exactes, il est nécessaire que tous les groupes obtenus par notre méthode soient généraux, et de plus distincts (autrement que par la notation). Sans quoi ils feraient double emploi, et c'est à lort que nous les aurions considérés comme constituant deux types différents, ou même comme appartenant à deux classes différentes.
Nous montrerons que les groupes fournis par notre méthode sont en effet généraux et distincts. Néanmoins celte proposition souffre quelques exceptions. Pour exclure tout double emploi, il sera nécessaire et suffisant, en appliquant notre méthode, d'observer les précautions suivantes :
i" Dans la ré<luction du problème A (686) on rejettera toutes les décompositions de M dans lesquelles deux facteurs consécutifs seraient égaux à 2.
2^ En formant les groupes primaires de degré p^'^ au moyen d'un groupe D de degré X et d'un groupe indécomposable r de degré/?"* (688), on rejettera, lorsque/?'" se réduit à 3 ou 5, tous les groupes D correspondants à des décompositions de X dans lesquelles le dernier facteur se réduirait à 2.
3® En formant les groupes indécomposables de degré p"^ (689), on rejettera, si /?r^3, les groupes correspondants à des décompositions m = vTi^Tr"^. . . dans lesquelles v se réduirait à 2.
4" En formant les groupes indécomposables de première catégorie (697), on rejettera comme non généraux, si /? = 3 ou 5, les groupes correspondanls à des décompositions m = vn^Tr'^'... où v se réduirait a 2.
5° On rejeltera également les groupes de cette espèce dans lesquels /?^— 5, si /n = I . Soit au contraire m = n'^n''^...; tt, 7r',...,se réduiront à a; et la construction du groupe cherché F dépendra de celle de groupes auxiliaires L, L',... de degrés i^"^, 2^^, Chacun de ces groupes sera contenu
dans l'un des deux groupes hypoabéliens du même degré (*). Soit dc le
(*) Si L est indécomposable de première catégorie, ou construit à laide d un lel groupe, se**
nombre de ces groupes qui sont contenus dans le second groupe hypoabélien : si oc est pair, F devra être rejeté comme non général.
6** Si Ton a à la fois />^== 7, m = Tunité ou une puissance de a, telle que a^2^..., et DC =ee:o fmod. 2), le groupe T sera général; mais ce groupe f et les groupes décomposables qui s'en déduisent) ne devront être admis dans nos constructions à titre de groupes auxiliaires que si Tune au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d*échange par un non résidu quadratique de p est utilisée dans la construction, de telle sorte que le groupe obtenu contienne effectivement une substitution dont elle soit la corrélative.
7® On rejettera comme non généraux (ou faisant double emploi) les groupes indécomposables de seconde catégorie dans lesquels p^^ se réduit
8" On rejettera de même ceux où/?*" se réduit à 3*, si /w = i , ou si m > 1 et D( = ~o (mod. 3).
9** Ceux où z?^" se réduit à 7* sont généraux; mais ces groupes (et les groupes décomposables qui en sont formés) ne devront être admis dans nos constructions à titre de groupes auxiliaires que si Tune au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d'échange par un non résidu quadratique de/> est utilisée dans la construction.
10^ On évitera de faire tigurer dans la même construction deux groupes auxiliaires semblables ou improprement semblables (^).
11^ Soit L un groupe auxiliaire décomposable, de seconde espèce, construit à Taide d*un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes d'indices, en nombre X, et d'un groupe L^, décomposable ou non, dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier système. Si X se réduit à 2 ou !i, on évitera de faire figurer dans la même construction le groupe L et un groupe L' semblable à Lo» ou deux groupes décomposables de première espèce, M, M', respectivement formés avec L, L'.
substitutions appartiennent au premier groupe hypoabélien; s il est indécomposable de seconde oaté^orie« ou construit à l'aide d'un tel groupe, ses substitutions appartiendront au premier oa au
second grutipe hypoabélien, suivant que, dans la décomposition ac = A,.av, :rJ»V/i — à laquelle L corre8ix)nd, - sera pair ou im(>air.
\*\ Sont considérés comme semblables (improprement semblables) deux groupes translormablcs Tun dans lautre par une substitution abélienne propre (impropre).
GROUPES A EXCLURE
701. Théorème I. — Un groupe résoluble de degré M et relatif à une décomposition de M où deux facteurs successifs soient égaux à 2 ne peut être général.
Soient, en effet,
la décomposition considérée. A, A', A", A",... les groupes successifs qui, combinés ensemble, reproduisent le groupe considéré L : les racines peuvent être groupées en systèmes et en hypersystèmes choisis de telle sorte: i® que le groupe (A'",...) permute entre elles les racines du premier système sans déplacer les aulres; 2® que le groupe (A', A") permute entre eux les systèmes du premier hypersystème, en remplaçant les unes par les autres les racines correspondantes, sans déplacer les racines des autres hypersystèmes; 3® qu'enfin le groupe A permute entre eux les hypersystèmes.
Le nombre des systèmes que contient le premier hypersystème est égal a 2.2=4- Désignons-les par Soo» Soo Sio» Su • A" se compose de la substitution I, jointe à une autre substitution qui permute Soo et Soi» sans déplacer les deux autres systèmes; A' se compose de la substitution i, jointe à une autre substitution qui remplace Soo et Soi par Sio et S,,, et réciproquement. Ces substitutions, combinées entre elles, forment un groupe qui contient évidemment huit substitutions distinctes, toutes comprises parmi les vingt-quatre substitutions que Ton obtient en permutant de toutes les manières possibles les quatre systèmes ci-dessus. Ces dernières substitutions forment un groupe k résoluble (car on sait que Téquation générale du quatrième degré est résoluble), et plus général que (A', A"). Cela posé, le groupe dérivé de A, X:, A'%... est évidemment résoluble, et plus général que L.
702. Théorème II. — Soient H un groupe résoluble primaire et décomposable de degré p^"'\ D et Y les deux grottes partiels, de degrés X et p"^, dont
IM LIVRE QUÂTRIÈ!tfE.
il est forme. Si D correspond à une décomposition de X en facteurs q^q\ ^,... dans laquelle le dernier facteur q^^^ se réduise à 2 ei qu'en même temps p^ se réduise à ^ ou à 5y le groupe H n'est pas général.
En effet, soient A, A',..., AP les groupes parliels successifs dont la combinaison forme D.
Si Ton peut déterminer un groupe résoluble plus général que (Af, F) et altérant les mêmes indices, ce groupe combiné à A,..., AP~* fournira un groupe résoluble plus général que H. Noire proposition sera donc démontrée si nous établissons que le groupe (AP, T) n'est pas général.
Or la condition /i'"='^ ou =5 donne m=i avec/>=3 ou 5. Le groupe F ne contient donc qu'un indice x, et ses substitutions sont de la forme \x ax \, a étant un entier réel. Quant a AP, il sera formé d'une seule substitution, permutant x avec un autre indice j. Les substitutions de (AP, F)
X ax >* a' y
ou
X by V b' X
sont donc toutes de l'une des deux formes
étant des entiers réels.
Si /> = 3, chacun de ces entiers est égal k =t 1 ( mod./?), et Ton vérifie immédiatement que (AP, F) n'est pas général, car on peut lui adjoindre la substitution | x^ y x-hy, X'-y\ qui lui est permutable.
Si /? == 5, a, a\ b, b' satisfont à la congruence X*== i (mod./>) : soit g = ^ une racine primitive de cette congruence; il est clair que toutes les substitutions de (AP, F) résultent de la combinaison des suivantes et de leurs puissances
^=l-^»r g^ygyV Di=|j:, r gx.rl ï^^\x,y r,x\.
Cela posé, on vérifie immédiatement que les substitutions
g,k:=\x,r x,—y\, B, C=|r, ;• X ^r, g(x — x)l\^ forment rêchelle d'un groupe résoluble, plus général que (AP, F).
703. TuÉOREMË IIL — Un groupe résoluble primaire et indécomposable V dans lequel p^ = 3^ ne peut être général,
\^ Supposons d'abord que chaque série ne contienne qu'un indice. Soient
g=\ X., a-, gXo, g'x, |, à' =: I X.y X, X., X. I
les substitutions dont F est dérivé [g étant une racine primitive de la congruence ^*^i (mod..3)]. Elles sont échangeables aux puissances de g\
qui multiplie tous les indices par — i; g^ et 9g ont pour carré ^*, et sont échangeables à g^ près; enfin toutes les substitutions de F sont permutables au groupe {g\ g^^ 9g).
Cela posé, la substitution
U z= I JF„ X, gX. -h X,y X^ -h g^X, I,
échangeable à ^*, transforme g'^ et 9g en 9g.g^ et g^\ d'ailleurs g transforme U en ^^U*. Le groupe (g^\ g^, 9g, U, g) est donc résoluble, et plus général que T, car il contient U.
2? Supposons maintenant que chaque série contienne iJL = n''n'^... indices; TT, ;r',..., divisant 3^— i, se réduiront à 2. Soient g la substitution
qui multiplie l'indice général |Ç,Ç2--->3i---jr p^^r ^'^ et dont les puissances reproduisent le premier faisceau de T; A^, B|,..., A\, B'^, ...;... les doubles suites qui, jointes à g^, donnent son second faisceau; L, L',... les groupes auxiliaires qui servent à sa construction. Considérons Tun de ces groupes, tel que L; il est contenu dans le groupe abélien de degré n^^; mais en outre, nous avons vu que ses substitutions seront hypoabéliennes, si Ton suppose que les substitutions correspondantes aux indices indépendants qui ramènent son premier et son second faisceau à la forme type ont pour caractère zéro. Soient />!, ^1,... les caractères qu'auront dans cette hypothèse les substitutions Af, i)b|,... correspondantes aux indices originaires a;^, j^^--*; soient enfin "Ç =i9^^ une substitution quelconque de T, qui transforme A<,
B,,... eng'^Af'Bf'..., g^'A^ Bf '...,..., V sa corrélative du groupe L:V, étant hypoabélienne, satisfera aux conditions
(1) a, 6', -h. ..-h a\pt -h 6', g, -h...^/;,, c\d\'^.,.-hc\p,-^ d\q, -f-.
Cela posé, les substitutions C^ =g^''''A|. D, =:^*^»B,,... ont pour caractéristiques des puissances de K^ — 6''', K'^ — 6^',... (S étant égal à — i);
leurs transformées ^^''^p^'^ Af- B^'..., g^^^>P-^^AV Bf'....... peuvent se mettre
sousia forme g^'Cf' D'I'..., ^'''CVDf'. ...... et auront leurs caractéristiques
divisibles par les facteurs
Ces caractéristiques devant être égaux aux précédents, /, m, ... seront des multiples de 4, et par suite <> sera permutable au groupe dérivé des sub-
stitutions g*, C^ D(,... (ou plus simplement des substitutions C|» D|,..., g^ étant égal à Cr*Dr*C| D,).
Posons maintenant *'= ^C'J'D^*.... Cette substitution, échangeable à ^*, Co Do...» transforme g^ en g^g^\ g la transforme en g^g^9'; enfin son carré est égal à ^* ou à i . On peut le supposer égal à g*\ car dans le cas contraire, il suffirait de remplacer dans les raisonnements qui vont suivre 9* par *'g^, dont le carré sera égal à g*.
Soient Ç» £ deux indicateurs respectivement variables de o à i, et de o à ]ùi — I. On pourra remplacer les indices actuels [Ç, £2...é]^ par d'autres indices [Ce] choisis de telle sorte que g^ et *' prennent les formes suivantes :
j étant égal à g^. On pourra d'ailleurs déterminer une substitution U de la forme
qui transformer^ et *' en 9'g^ et g^*; et U sera échangeable à C^ D,,...; car ces dernières substitutions, étant échangeables à ^^ et à $", seront de la forme
Cela posé, le groupe résoluble F dérivé des substitutions g\ g^^ *', U, est permutable aux substitutions de r. Soit en effet 'Q une de ces substitutions; elle transforme g^ en g^ ou en g^; d'autre part, t? permute les unes dans les autres les substitutions dérivées de C,, D,,... lesquelles sont échangeables à 9' : donc la transformée de $' par '^ est échangeable à ces mêmes substitutions; donc t:^*<JP'V) est de la forme «'S, S étant une nouvelle substitution échangeable à Ci, D,,..., et qui ne déplace plus les séries. Donc S se réduit à une puissance de g, laquelle sera de degré pair, tp-'ç'i? et 9' devant avoir même caractéristique.
Soient donc t?-*grat? = ^2^*', t^* ç'^? = a^r«'"»■*^ /, u, s^ étant égaux à o ou à i; on aura '^ = '^9'^g^\ ^ étant une nouvelle substitution, et <>-*U<> appartiendra évidemment a F si i«r*U^ lui appartient. Mais -vp étant permutable au groupe (C,, D^..), ^ le sera; U étant d'ailleurs échangeabi aux substitutions de ce groupe, ^-* U^ le sera; donc elle sera de la form^
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a laquelle appartiennent également chacune des substitutions de F. En outre, si ii = o, elle transformera g^ et *' en ^ ^ et ^\ elle sera donc égale k UT, T étant une nouvelle substitution de la même foifnie, échangeable à g^* et à ï', et qui par suite se réduira à une puissance de g^ . Si a = I, elle transformera g^ et ^ en ^ g^. et ^ ^^ et sera égale à U^^^T, T étant encore une puissance de g" ,
Les substitutions de r sont donc permutables à T'; et ces deux groupes, combinés ensemble, donneront un nouveau groupe résoluble (527) plus général que r, car il contient U.
704. Thkorème IV. — Un groupe Y indécomposable de première catégorie^ dans la construction duquel on aurait v = a avec p = 3 ou 5, ne peut être général.
Supposons d*abord que chaque série ne contienne qu'un indice : on aura quatre indices, ajj, x% x^, a?}, et r dérivera des substitutions suivantes :
g étant une racine primitive de la congruence g^'**"*^! (mod./>).
Cela posé, si /? = 3, g^ et ^^P seront d'ordre 4» auront pour carré g*" et seront échangeables entre elles à g^ près. On déterminera aisément une substitution abélienne propre U qui les transforme respectivement en 9^^ig^ el^* ; puis Ton vérifiera sans peine que r est contenu dans le groupe résoluble plus général [g\ g", a^, U, ^, T).
Si /> = 5, on voit de même que T est contenu dans le groupe plus général (é"*» g'*» ^^^g'*. U,/, *, T), U étant une substitution abélienne propre, qui transforme g\ g^, Si^Sg^ en g\ ^^Sg^g^, g^.
L'extension de la démonstration au cas où chaque série contient plusieurs indices, se fait comme au théorème précédent.
705. Théorème V. — Un groupe T indécomposable de première catégorie, et dans lequel p^= 5, n'est pas général : i° si chaque série ne contient quun indice; 2^ si chaque série contenant plusieurs indices, et L, L',... étant les groupes auxiliaires de degrés 2^^, 2^^',... qui servent à la construction de F , le nombre dC de ceux de ces groupes dont les substitutions sont hypoabéUennes de seconde espèce est pair ( * ) .
(*) Soit L l'un de ces groupes; prenons-y pour indices indépendants ceux qui le ramènent à la
Si chaque série ne contient qu'un indice, on n'aura en tout que deux indicesa?® et a?* , et g étant une racine primitive de la congruence^^i (mod . 5), r dérivera des substitutions
Cela posé, g^ et ^ sont d'ordre 4» ont pour carré g^, et sont échangeables entre elles à g^ près : la substitution abélienne
U= I a:' (— i)'jr«— 207' |,
les transforme en g^ et g; et Ton vérifiera sans peine que le groupe {g, a, U, T), plus général que r, est résoluble.
Si chaque série contient n'^n'^,.. indices, tt, ;:',..., divisant 5 — i, se réduiront à 2-, et l'on pourra déterminer comme au Théorème III des substi-
lions C, = gP^A,, D|=:g^B|,..., C, = gP^A\, D\ = g^'B\,... telles, que chaque substitution '^Pdugroupe r soit permutable aux groupes (C,, D,, ..), (Cl)' ]
Cela posé, la substitution a'=: ^C}'D^j'...C7'D/'... échangeable à g^, C,, D|,.-> C'i» D'i»--- transforme g eng^.g. D'ailleurs son carré est égal à g,2(i-»./»,7, +...+/>, y, +...)^ expression qui se réduit à ^*, en supprimant les puissances de g\ qui se réduit à l'unité. En effet,/?,, ^o... étant les caractères des substitutions «Ad,, iib,,.., le groupe L sera contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien, suivant que la majorité des substitutions de la forme x^*\ft/,'... aura pour caractère o on i . Or une substitution de cette forme a pour caractère
•^' J' -f-/?i^i -H ÇiXi H- OU (xt-h qi){y\ -+- />i) -h. .. — />. ^i — .. .,
expression qui s'annulera pour plus ou moins de la moitié des systèmes de valeurs de a?, -h q^, j, -hp^,,.. (ou, ce qui revient au même, de j;,, ji,...), suivant que /?, ^, -+-... sera pair ou impair. Mais ^ est supposé pair; donc
forme type indiquée dans nos constructions. En admettant que les substitutions correspoïKlantes à ces indices aient toutes pour caractère zéro, les substitutions de L appartiendront au premier groupe hypoabélien si L est de première catégorie; et si L est de secx)nde catégorie, elles appartiendront au premier ou au second groupe hypoabélien, suivant que dans la décomposition
'itT = \ av, TrjiTr',-»'! . . ., à laquelle L correspond, - sera pair ou impair (608 et 658).
celles des sommes yo, y, 4-..., p\q\-h. ...... qui sont impaires sont en
nombre pair; donc leur total est pair, ce qu'il fallait démontrer.
Ce point établi, on verra, comme au théorème III, qu'il existe une substitution aliélienne U, échangeable à g^, C,, D<,..., C^, D',,..., et qui transforme g. Si' en Si' g, g; que le groupe résoluble {g^, g, S{.\ U) est permutable aux substitutions de F; et que ces deux groupes, combinés ensemble, donnent un nouveau groupe résoluble, plus général que T.
706. Théorème VI. — Soient T un groupe indécomposable de première catégorie^ d* ordre p-'^ y et correspondant à la décomposition /n = v/x = vtt^tt'^. . . ; i., YJ ^ ,.. les groupes auxiliaires de degrés Tt^^ , n'^^\... qui servent à sa construction; N le groupe formé par celles de ses substitutions qui sont abéliennes propres : sip''= 7, il existera un groupe résoluble ^ formé de substitutions abétiennes propres y et plus général que N : 1° si chaque série ne contient qu'un indice, d'où |ul = 1 ; 2" si n, n\... étant tous égaux à q, auquel cas chacun des groupes L, L',... a ses substitutions hypoabéliennes, le nombre OC des groupes de la suite i., L',. . . respectivement contenus dans les groupes hypoabé" liens de seconde espèce est nul ou pair.
Supposons, pour plus de généralité, /x > i; et soient g la substitution d'ordre 7 — 1» dont les puissances reproduisent le premier faisceau de T; Af, B4, A2> 621* ••• A\, B'j,... les doubles suites qui servent k construire ce groupe. On peut les fondre par la pensée en une seule; et les substitutions de F, qui étaient permutables à chacun des faisceaux {g^ A,, B,, A^, B.,,...), igj A',, B'j,...),... le sont évidemment au faisceau
G=:(g-, A,, B,, Aa, B,, .., A',, B', ,...).
D'ailleurs A2, B,,... ont pour caractéristique une puissance de K' — i,et Ao B, une puissance de K.* — i ou de K^-f- 1 , suivant que L est contenu dans le premier ou dans le second groupe hypoabélien. De même pour A'^, B\,.... Donc la double suite contient dc couples de termes ayant pour caractéristique une puissance de K' -+- 1 : DC étant pair, on pourra grouper ces couples par paires. Mais, pour former G, on pourra remplacer chacune de ces paires de couples telle que A,, B|; A',, V^ par la suivante A,A'|, BiA'^; A|R| A\B\, A,B|B\. Donc G résulte de la combinaison de g avec une double suite C,, D|, Ga, D2,... dont chaque substitution a pour caractéristique une puissance de K^ — i .
Cela posé, les indices indépendants pourront étr€ choisis de telle sorte
que les substitutions g, C,, D,, Cg, Di,... prennent la forme
lit I2V» ^ étant des indicateurs variables de o à i. Posons maintenant
u = I [$. ?.• • •]•. [5. ?.• • •]' 4[S. S- • •]•+ 4[$. 5.- • •]'. [h l" • •]•+ 3 [ç. ?,. . .]' I, V = I [?. $.. . .]% [Ç, ?.. . .]' 3[S. ?.. . .]•+ 6[?. ?.. . .]', Hl h- ■ •]•+ 4 [l C- ■]' I-
Ces substitutions, échangeables à g^, C,, D,,..., le sont entre elles, à g^ près; enfin elles sont abéliennes propres.
Les substitutions abéliennes propres contenues dans F sont toutes permutables au groupe {g^, U, V). En effet, on a vu que ces substitutions résultent de la combinaison de ^, G,, D,,... avec les substitutions
et leurs analogues.
Or g transforme g^, U, V en g^, g^\, VU; ^ les transforme en ^', V, U; enfin C, , D,,..., 3fl,^,^, g^^^\Ly altérant de la même manière les indices des deux systèmes, leur sont échangeables.
Cela posé, les substitutions ^, U, Y, jointes aux substitutions abéliennes propres contenues dans T, formeront un groupe N' évidemment plus général que N, et dont les substitutions seront abéliennes propres.
707. Corollaire. — Le groupe F, et plus généralement les groupes décomposàbles formés à l'aide de F, ne devront être employés dans nos constructions comme groupes auxiliaires, que si l'une au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les exposants d'échange par des non résidus quadratiques de 7 est utilisée dans la construction (sans quoi le groupe obtenu ne serait pas général).
En effet, soient L, un de ces groupes; /?^^ son degré. Le groupe M, formé par celles de ses substitutions qui multiplient les exposants d'échange par un résidu quadratique, s'obtient en combinant ensemble : i® le groupe N; 2^ un groupe D dont les substitutions permutent les X couples de
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systèmes tout d'une pièce; 3^ une substitution 7 qui multiplie tous les indices par g. Cela posé, le groupe (N', D, 7) sera résoluble, et ses substitutions seront abéliennes. SoitL,, Tun des groupes résolubles les plus généraux parmi ceux qui contiennent ce dernier groupe, et sont contenus dans le groupe abélien.
Soit maintenant T* un groupe dans la construction duquel figure le groupe L,, seul ou conjointement avec d'autres groupes auxiliaires L'j,...; et supposons que les premières corrélatives des substitutions de r< appartiennent toutes à M,. Le groupe r,,, construit à l'aide des groupes auxiliaires Lu, L'j,..., sera plus général que r,; en effet, L,, contenant M,, Th contient évidemment toutes les substitutions deT, ; d'autre part, L,, contient la substitution abélienne propre U, que L< ne contenait pas; T,, contiendra donc une substitution dont la première corrélative se réduit à U, et les autres à l'unité, laquelle substitution n'est pas contenue dans Ff.
708. Théorème VII. — Les groupes indécomposables de seconde catégorie et dans lesquels p'^" = 2* doi\^ent être exclus comme non généraux [ou formant double emploi).
Soit r l'un des groupes en question; son premier faisceau est formé des puissances de la substitution g qui multiplie les indices de la r -+- 1'^*"* série
par g^\ g étant racine primitive de la congruenceg^'^i (mod. 2). Supposons que chaque série contienne ifn*^.., indices; ;r, tt',..., étant premiers et divisant 9, se réduiront à 3. Soient A,, B,,..., Â\, B'^,... les doubles suites qui servent à former F, et $ la substitution qui remplace chaque indice par son correspondant de la série suivante. Les substitutions g^, AJ, A'',... se réduisant à l'unité, 9^ sera échangeable à g^*. A,, B,,..., A',, B',,,... Elle le sera en outre, à g^ près, à toute substitution 'Ç du groupe F. En effet, "C^ étant permutable au groupe dérivé des substitutions^. A,, B,,..., A'^, B',,... auxquelles 9^ est échangeable, <>-<$^<) leur est échangeable. D'ailleurs elle est de la forme $^S, S ne déplaçant pas les séries; S sera elle-même échangeable aux substitutions ci-dessus, et par suite se réduira à une puissance de g.
Soit donc '<>-* **<> = ^i'^^^ : 9^ ayant pour ordre 3, il en sera de même de sa transformée : mais [9^g^)* = $»grP(<+*+«e) == gr^^p. Jonc 2ip^o(mod. 9) ou p^o (mod. 3). Les substitutions^*, 9^ forment donc un faisceau de substitutions échangeables entre elles, auquel toutes celles de F sont permutables. Donc F est contenu dans l'un des groupes résolubles les plus généraux parmi ceux dont les substitutions sont abéliennes (hypoabéliennes).
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et dont le premier faisceau contient g^ et $*. Soit T' ce groupe qui contient F : il sera plus général; mais nous sommes dispensés de le démontrer : car fut-il identique à F, il se présenterait dans le calcul sous une forme différente, son premier faisceau contenant huit substitutions au moins d*ordre 3, à savoir g^, ** et leurs combinaisons, tandis que le premier faisceau de F n'en contient que deux, g^ et g^. Le groupe F devrait donc être exclu comme formant double emploi.
709. Théouème Vin. — Un groupeY indéiomposable de seconde catégorie, et dans lequel p^^ = 3*, ne peut être général : i" si chaque série ne contient quun indice; a" si chaque série contenant 2*^3*^... indices, le nombre Df , défini comme au théorème F, est nul ou pair.
1° Si chaque série ne contient qu'un indice/soient g une racine primitive de la congruence g^^i (mod. 3), e une racine de la congruence e^—i — f ; F sera dérivé des substitutions
Cela posé, les substitutions g Qi^ sont d'ordre 4f ont pour carré g^ et sont échangeables entre elles, à g^ près. On déterminera aisément une substitution abélienne U qui transforme g^, g, ^S en g^^ g^S, g; et l'on vérifiera que le groupe {g, 9, U, T), plus général que le proposé, est résoluble.
2^ Si chaque série contient plusieurs indices, on raisonnera comme au théorème V, en remplaçant ^ par <P.
710. Thkorèmk IX. — Soit F un groupe indécomposable de seconde catégorie, dans lequel p'^^ se réduise à 7*"^; le groupe N, formé parcelles de ses substitutions qui sont abéliennes propres, sera contenu dans un autre groupe plus général et formé de substitutions abéliennes propres : 1^ si chaque série ne contient quun indice; 2^^ si chaque série contenant plusieurs indices, le nombre Of , défini comme au théorème V, est nul ou pair.
Supposons que chaque série ne contienne qu'un indice. Soient g, e des racines primitives des congruences ^*r^ i, e^L— z— 1 (mod. 7); g une substitution qui multiplie l'indice delà r-\- 1'*^'"*" série parg^''*^; 9 celle qui le remplace par son conjugué de la série suivante, multiplié pare^'. Les substituions ^' et 9 ont leur carré égal h g\ et sont échangeables entre elles, à g'' près. Cela posé, on construira aisément une substitution abélienne
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propre U qui transforme g^^ 9 en 9, 9g^; et l'on vérifiera que le groupe fS"*» g^* *» U, g), plus général que N, est résoluble.
L'extension du théorème au cas où chaque série contient plusieurs indices se fait comme au théorème V.
711. Corollaire. — Le groupe ï\ et plus généralement ^ les groupes décomposables formés à l'aide de T ne devront être employés dans nos construclions que si l'une au moins de celles de leurs substitutions qui multiplient les ex-
j90sants d'échange par des non résidus quadratiques de 7 est utilisée dans la construction.
La démonstration est identique à celle du n^ 707.
712. Soient L, L',... des groupes primaires, résolubles, et aussi généraux C|ue possible, parmi ceux qui sont respectivement contenus dans les groupes abéliens (dans l'un des groupes bypoabéliens) de degrés tt^^, n^"^ ..... Associons leurs substitutions de toutes les manières possibles, de (elle sorte que les substitutions associées multiplient les exposants d'échange par un même facteur. Soient
lin système quelconque de substitutions associées, multipliant les exposants <i'échange par un facteur k. On pourra lui faire correspondre la substitution
Xyy y, , . . . d,x, -f- 6'', r. -h . . . , b\xx H- rf'.j, -+-..., a:,, j',,... a. :f. 4- y.. >■,-+-..., ^,^|4- 5 j\ -h • . .,
qui appartient au groupe abélien (à l'un des groupes bypoabéliens) de degré ;r«(<ï+<''->----)^ ^j q^j multiplie les exposants d'échange par k.
Le groupe L,, formé par l'ensemble des substitutions V<, sera évidemment résoluble et non primaire. Nous l'appellerons le groupe résoluble complexe équivalent aux groupes primaires L, L',....
Soient maintenant T un groupe primaire indécomposable, assujetti ou non à la condition d'être formé de substitutions abéliennes (hypoabéliennes); F son premier faisceau; A,, B,,...; A',, B'j,...; A^ 8"^,. ..;... les doubles suites, et L, L', L",... les groupes auxiliaires de degrés tt'*', ;r"^, ;r"^^",..-
qui concourent à sa conslruction. Supposons que plusieurs des nombres tt, n\ tt",... soient égaux, etqu'on*ail, par exeniple tt = ;r'. SoitL, le groupe complexe équivalent à L» V. Associons de toutes les manières possibles ses substitutions a celles de V\... de telle sorte que les substitutions associées multiplient les exposants d'écbangc par des facteurs respectivement congrus h une même puissance dep [à une même expression de la forme (— i)V^»
si r est de première catégorie], suivant les modules rr, n", A chaque
système de substitutions conjointes V|, V",... correspondront celles des substitutions de r qui ont pour corrélatives V, V, V,..., V, Y étant les deux substitutions dont l'association donne V^. Réciproquement, soient v^ une substitution quelconque de r, V, V, V",... ses corrélatives : "^ correspondra au système V,, V",....
Nous obtenons donc le résultat suivant :
On peut remplacer f dans la conslruction des groupes T, les groupes auxiliaires dont le degré serait une puissance d'un même nombre premier par un groupe auxiliaire unique, mais complexe, qui correspondra à la double suite complexe formée par la réunion des doubles suites qui correspondcuent aux groupes quil remplace.
Le groupe r devant être général, on devra évidemment admettre que ce nouveau groupe auxiliaire est lui-même général, autrement dit, n*est contenu dans aucun groupe analogue, primaire ou complexe.
713. Théorêmk X; — Tout groupe l\ dans la construction duquel figurent deux groupes auxiliaires semblables ou improprement semblables, doit être rejeté.
Soient en effet L, L' ces deux groupes auxiliaires, de degré tt*^;
les substitutions de L;
celles de I/, que la substitution abélienne
transforme par hypothèse en substitutions analogues à V,..., sauf le change
ment de iP,,y enx\fy\f Il est clair qu'en pren.nnt pour indices indépendants X|, Y|,... les substitutions Y' prendront la forme des substitutions V, sauf le remplacement de ^,, /i,... par X,, Y,,
Soit maintenant k le facteur par lequel S multiplie les exposants d'échange ; et formons le groupe complexe L| équivalent à L, L\ Ce groupe est contenu dans le groupe plus général L, dérivé de la combinaison de L| avec la substitution
lequel est évidemment résoluble, primaire, et contenu dans le groupe abélien (dans l'un des groupes^hypoabéliens) de degré ;:**'.
Considérons maintenant un groupe F, dans la construction duquel figurent les deux groupes auxiliaires L, L'; supposons, pour fixer les idées, qu'un troisième groupe auxiliaire V\ ayant également pour degré une puissance de 7r, figure dans la construction. On peut remplacer ces groupes auxiliaires par un seul groupe complexe A| qui leur soit équivalent, et que Ton pourra évidemment obtenir en remplaçant d'abord L, L' par le groupe équivalent L,, puis en remplaçant L,, 1/ par le groupe équivalent A|. Or soit A, le groupe complexe équivalent aux deux groupes primaires La, L"; il contient évidemment A| ; le groupe Fj, analogue à F, construit avec Aa contiendra donc Fi qui devra être rejeté, soit comme moins général que Fa, soit comme faisant double emploi avec lui.
714. Théorème XI. — Soit L un groupe décomposable de seconde espèce^ construit à Vaide d'un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes d'indices^ en nombre X, et d'un groupe L^, décomposable ou non, dont les substitutions n altèrent que les indices du premier système. Si X se réduit à 2 ou dr 3, tout groupe F dans ta construction duquel figureraient simultanément le groupe L et un groupe L' semblable à Lq, ou deux groupes décomposables de joremière espèce M et M', respectivement fonnés a^ec L et L', doit être rejeté.
Soit, pour fixer les idées, X = 2; et soient x^, y^,...\ x\, y\,. .. les indices des deux systèmes que contient L; X,, Y|,... ceux auxquels L' doit ^Ire rapporté pour que ses substitutions prennent la même forme que celles deXo- Soient Da le groupe formé par les six substitutions qui permutent d'un mouvement d'ensemble les trois systèmes a?,, ji,...; x^, y\,...\ X,, ^«,...: L, le groupe décomposable dérivé de la combinaison de Da et de L«; IMa un groupe décomposable de première espèce formé avec L3. Il est clair
que La et M^ sonl résolubles et primaires; que leurs substitutions sont abétiennes (hypoabéliennes); enfin qu'ils sont plus généraux que les groupes complexes L,, M,, respectivement équivalents à L, L', et à M, M'. Gela posé, la démonstratioD s'achève comme au théorème précédent.
715. Les théorèmes qui précèdent mmitrent la nécessité des précautions indiquées au n° 700 comme devant être apportées dans l'emploi de la méthode. Ces précautions étant observées, et soit qu'il s'agisse de résoudre les problèmes A, B ou C, il restera un certain nombre de formes types, à l'une desquelles pourra se ramener, par une notation convenable, chacun des groupes cherches. Deux de ces groupes, L et 4L, seront dits pareils, s'ils sont semblables, et si de plus ils ne sont susceptibles d'être amenés qu'à l'une des formes types ci-dessus. (On pourrait concevoir que, par un changement de notation, on pût mettre successivement un même groupe sous plusieurs formes types différentes.) Cela posé, pour prouver que les groupes qui restent sont tous généraux et distincts, il suffît de prouver le théorème suivant :
Théorème A. — Un groupe ^^ résoluble et transitif, construit par notre méthode t ne peut contenir un autre groupe analogue L s'il ne lui est pas pareil.
Ce théorème est intimement lié aux deux suivants :
Théorème B. — Un groupe < , résoluble et primaire, ne peut contenir un groupe analogue, mais non pareil, L.
Théorème C — Soient ^ et L deux groupes résolubles, l'un primaire, l'autre primaire ou complexe, contenus dans le groupe abéUen de degré p'"; é un entier généralement égal à zéro, mais égal à un diiHseur impair de p — i , dans le cas particulier où quelqu'un des groupes primaires et indécomposables qui sentent à la construction de L serait de degré 7-'" {m étant une puissance de 2), et correspondrait à une décomposition m = vtt^ti"' , . . . où Von eût v = 1 . 1^ groupe J formé par celles des substitutions de L qui multiplient les expo^ sants d'échange par des puissances de g^ ne peut être contenu dans 41» si et 41 ne sont pas pareils.
Si l'on a p = 2, et que 41 et L dois^ent être contenus dans l'un H de^ groupes hypoabéliens de degré p''\ soit I le groupe permutable aux sub^iti^ tions de H et contenant la moitié de ces substitutions dont l'existence a été ét€M blie (672). Le théorème subsistera en prenant pour} le groupe formé par celles des substitutions de L qui appartiennent à I.
Nous établirons du même coup ces trois théorèmes, en prouvant qu'aucun d*eux ne saurait être en défaut pour les groupes d'un certain degré, à moins que l'un d'eux ne fût en défaut pour ceux d'un degré moindre. On aurait donc une infinité de groupes de degrés décroissants pour chacun desquels l'un des théorèmes serait faux, ce qui est absurde.
Nous supposerons donc dans ce qui va suivre qu'aucun des trois théorèmes ne soit en défaut pour les degrés inférieurs à celui du groupe 4L que l'on considère : et nous verrons alors qu'ils sont vrais pour ce groupe luimême.
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INDÉPENDANCE DES GROUPES RESTANTS
§ I. — Réduction dl théorÈiMe A au théorème B.
716. Lemme. — Soit L un groupe résoluble et primitif de degré M, correspondant à une décomposition IM = qq'q" » -., et formé de groupes partiels A,
A', A", En réunissant dans un premier système^ d'abord toutes les racines
(jue déplace te groupe partiel (A', A", . . .) , puis celles-là seulement que déplace le groupe (A",...), e/c, on obtient évidemment une suite de groupements des racines en q hypersystémes 1,1,,..., contenant q' q" . . . racines^ puis en qq' systèmes S, S|,... ne contenant plus que q" ... racines^ etc. Mais il sera impossible de trouver aucun autre groupement des racines en systèmes tels, que chaxfue substitution de L remplace les racines d*un système par celles d'un même système.
Supposons, en effet, un semblable groupement effectué. Soient i, 2',... les nouveaux systèmes; admettons, pour fixer les idées, que toutes les racines de 2 appartiennent au même bypersystème I, mais que deux d'entre elles, a et «i, appartiennent à deux systèmes différents S et S,. Les substitutions (A",...), n'altérant que le système S, ne déplacent pas a,: donc elles remplacent les racines de 1 les unes par les autres; mais elles font succéder à a les diverses racines de S; donc toutes les racines de S font partie de 1. De même, le groupe transformé de (A",...) par celle des substitutions de A' qui remplace S par S, ne déplace pas a et fait succéder à a, les diverses racines de S, : donc ces racines font partie de 1. De même, si 1 contient une racine d'un autre système Sj, il les contiendra toutes. 1 contient toutes les racines de I : car, s'il n'en était pas ainsi, I contiendrait un système S' dont les racines ne feraient pas partie de 1\ mais A' contient une substitution qui remplace S par S'; elle remplacerait les systèmes S, S,, S2»...,qui forment 2, par d^autres systèmes S', S\, S^,...» dont la réunion formerait un des nouveaux systèmes 2". De même, si S'' était un autre système contenu dans I, I contiendrait une nouvelle suite de systèmes S", S* , S^,... constituant un
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(les nouveaux SYStëmes l'\ etc. Chacune des subslilutionsde A', devant remplacer les racines de chacun des systèmes 2, 1', l'\.,. par les racines d'un même système, remplacerait les systèmes de chacune des suites S, S,, So,...; S', S',, S'a ,...;... par les systèmes d'une même suite: elles ne permuteraient donc pas ces systèmes primitivement, comme cela doit être.
1 contenant ainsi toutes les racines de I, et n*en contenant, par hypothèse, aucune autre, se confond avec I; et les autres svslèmes 2',..., se confondront avec I,,. . . que les substitutions de A font succéder à 1. On se trouve ainsi retomber sur un des anciens groupements.
Remarque. — Quel que soit celui des groupements des racines en systèmes que Ton adopte, il est clair que L résulte de la combinaison de deux groupes partiels : l'un permutant les systèmes entre eux en remplaçant les unes par les autres les racines correspondantes ; l'autre permutant entre elles les racines du premier système sans déplacer les autres.
Le théorème A est vrai si 4^ est non primitif
Cette proposition est évidente si L est primitif. Car 4^, étant non primitif, ne pourra évidemment contenir un groupe primitif.
Supposons donc L non primitif; et soient qq'q"'** et //'x ••• les deux décompositions du nombre M auxquelles correspondent respectivement L et 4^. Les racines peuvent être réparties entre ^ systèmes S, S',... contenant chacun x'x'--- racines, et tels, que chaque substitution de ^ remplace les racines d'un même système par celles d'un même système : 4L résultera de la combinaison de deux groupes partiels, l'un A permutant les systèmes entre eux, l'autre (A', A",...) permutant entre ellcb les racines du premier système S sans déplacer les autres.
L étant contenu, par hypothèse, dans 4;^, ses substitutions remplacent les racines de chacun des systèmes S, S',... par celles d'un même système. Donc L résulte de la combinaison de deux groupes partiels: l'un D permutant d'un mouvement d'ensemble les systèmes S, S',...; l'autre D' permutant ensemble les racines de S sans déplacer celles des autres systèmes (716).
Pour que L soit contenu dans ^^ il faut évidemment que D et D' le soient respectivement dans A et (A', A",...), ce qui ne pourra se faire que si D est pareil a A, et D' Ji (A', A",...), le théorème A étant vrai, par hypothèse, pour les degrés / et x'x". . . inférieurs à M. Mais alors L serait pareil à 4;^, contrairement à l'hypothèse.
718. ïje théorème A est vrai si 4^ est primitif et L non primitif.
Soient M =/>" le degré commun de ces deux groupes;/?* le nombre des
systèmes clans L, chacun d'eux étant choisi de manière à contenir le moins possible de racines; p"'^ le nombre des racines de chacun d*eux. Le groupe L contient un groupe partiel F dont les substitutions ne déplacent que les racines du premier système; et ces racines étant caractérisées par n — a indices x, x\..., Y résultera de la combinaison des substitutions
qui déplacent/?"-* racines, avec des substitutions de la forme
(?) \ X, x\.,, ax -h bx'-h . . .f a'j: -h 6'a:'-f-. . .,. . .
Ces dernières substitutions, ne déplaçant pas la racine oo..., déplaceront moins de /?""* racines. D'ailleurs elles ne se réduiront pas toutes à l'unité, à moins qu'on n'ait /?""' = 2.
D'autre part, les/?" racines étant caractérisées par n indices jv,v',..., les substitutions de 4^ seront de la forme linéaire
I r» r'» • • • ^j ■+- rfr'-+- — ^- y» ^'r -+- ^'r'-»- . . . -i- y', • . . |.
Pour qu'une substitution S de cette forme laisse immobile la racine yy\.., il faut qu'on ait
Si S ne se réduit pas à l'unité, l'une au moins des relations ci-dessus, la première, par exemple, ne sera pas identique. Si elle se réduit a y^o, elle devient impossible, et S déplace toutes les racines; dans le cas contraire, elle déterminera la valeur d'une des inconnues /, j',. .. en fonction des autres, qui peuvent être choisies de /?"'* manières distinctes tout au plus. Donc S ne pourra laisser immobiles plus de//*"* racines; donc chacune des substitutions de 4^, et a fortiori chaque substitution de L (l'unité exceptée) déplace au moins/?" — />""* racines. On aura donc, si /?""*> a, l'inégalité impossible
/?"~* >/?" — /?""'>/?" '(/? — 0- Si /?""*= 2, on aurait l'égalité
Mais ce cas est exclu. (701).
719. Théorème. — Soient 4^ un groupe résoluble et primitif de degré />"; $ son premier faisceau ; $ un groupe contenu dans ^ et dont les substitutions soient échangeables entre elles. L'ordre 0 de <b ne pourra dépasser p".
Chacune des substiluiions de 9 est le produit d'une substitution linéaire N par une substitution P appartenant à ^. Soient NP, NTS... ces substitutions : le groupe ^ = (N, N', ...), isomorphe à ^, aura ses substitutions échangeables entre elles, et Ton aura 0 = Û0,, ii étant Tordre de Wf et 0| celui du groupe formé par celles Ses substitutions de 4> qui appartiennent à ^.
Supposons le groupe 4> choisi de telle sorte que 0, et subsidiairement 0|, soient maxima. Nous allons voir que Ton aura <P = ^, 0 =/>'', ce qui établira notre proposition.
720. Chaque substitution de <P a pour ordre une puissance de p. Car, s'il en était autrement, $ résulterait de la combinaison de deux groupes F et E, respectivement formés par celles de ses substitutions dont Tordre est premier à/>, ou puissance de p (173). L'ordre de F divisera un produit tel que (/?^— 1) {p^^ — i)...; et parmi les substitutions de ^, il en existera />^^^''^"^--qui sont échangeables aux substitutions de E, sans Tétre à toutes celles de F (186). Ces substitutions ne peuvent faire partie de 4>; car il est clair qu'elles ne peuvent être échangeables à toutes celles des substitutions de 4> dont les premiers facteurs appartiennent à F. Mais elles le sont à celles dont les premiers facteurs appartiennent k E; et, jointes à ces dernières substitu-
lions, elles forment un groupe dont Tordre rv_ / ^*_ x — sera supérieur à 0; résultat absurde.
721. Cela posé, ^ résulte de la combinaison de ^ avec un groupe résoluble et primaire H, lequel contiendra W. Supposons que, le groupe H étant ramené à sa forme type, les indices s'y répartissent entre X systèmes, contenant chacun v séries, contenant chacune fx = ifn"''... indices.
^ ne contiendra aucune substitution qui déplace les systèmes. En effet, supposons que ses substitutions déplacent Tun d'eux. Si*, soient S,,..., S,„ ceux avec lesquels elles le permutent. L'ordre de W sera égal à mo), eu étant Tordre du groupe ^ formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent pas S|. En effet, soient T, T',... les substitutions de ^; Sp Tun quelconque des systèmes S,,..., S;„; U une substitution de W qui remplace S, par Sp : W contiendra w substitutions TU, T'U,... qui produisent ce même remplacement.
Les substitutions de ^ ne déplacent aucun des systèmes S,,..., S,„; car si
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Tune d'elles déplaçait Sp, elle ne serait pas échangeable à U. Chacune d'elles est donc de la forme V,...V,„W, Vp désignant une substitution qui n'altère que les indices de Sp, qu'elle remplace par des fonctions linéaires do ces mêmes indices, et W une substitution qui n'altère que les indices des systèmes autres que S,,..., S^^,, et les remplace par des fonctions linéaires de ces mêmes indices. Les substitutions de ^ ayant pour ordres des puissances de p, chacun des facteurs partiels V,,..., V,„, W jouira évidemment de la même propriété.
Prenons pour indices indépendants dans chaque système, à la place des indices imaginaires actuels, un nombre égal de fonctions réelles i', ,
r\, ...;...; r,/ï» ^m»---; ^» ^^» On peut supposer les indices i^p, v\ ,... choisis
de telle sorte, qu'ils se partagent en un certain nombre de classes telles, que chacune des substitutions partielles Vp,... accroisse simplement les indices de chaque classe de fonctions linéaires des indices des classes précédentes (184). Soient ^p,.,., i^^H—) ceux de ces indices qui appartiennent à la dernière classe. Celles des substitutions de ^ qui accroissent les Xa -f-...-+- X„ indices ^2,..., ^^,'''"'^; ...; ^m,..., ^ÎT"' de quantités constantes sans altérer les autres indices sont évidemment échangeables aux substitutions de ^. Mais aucune d'elles, sauf l'unité, ne sera échangeable à toutes celles de V, ou, ce qui revient au même, a toutes celles de 4>; car si l'une d'elles altère l'indice ^p, par exemple, elle ne pourra être échangeable à U. Ces substitutions n'appartiennent donc pas à <i>; mais elles sont évidemment échangeables à toutes celles des substitutions de $ dont les premiers facteurs appartiennent à ^, lesquelles forment évidemment la m'^'"^ partie du nombre total; en les combinant a ces dernières on obtiendra un groupe de substi-
tutions échangeables entre elles, dont l'ordre sera ^ 0, expression
au moins égale à 0, même dans le cas défavorable où Xsv» ^m se réduiraient à l'unité, et pour lequel 0, sera remplacé par ^^^^^ •■*-^-«0|. Donc 0 ou tout au moins 0, ne seraient pas les maxima supposés.
722. Soient r,, Tj,... les groupes partiels respectivement formés par celles des substitutions de H qui n'altèrent que les indices des systèmes S, , Sa....; F, le premier faisceau de r,; A,, B,...., A,,, B^y; A',, B',, ...;... les? doubles suites, et L, L',... les groupes auxiliaires correspondants, de degrés Ti-*', tt'*^,..., qui concourent à la construction de T,; [liÇa.-.Jr les indices indépendants auxquels il faut rapporter Ti pour le ramener à sa forme type. Les substitutions de ¥ ne déplaçant pas les systèmes, chacune d'elles est un produit de substitutions partielles appartenant respectivemeni
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à r,, r,,.... Soit H^i le groupe formé par celles de ces substilulions partielles qui appartiennent a T,. Chacune d'elles sera de la forme 9^^, tétant la substitution qui remplace chaque indice de F, par son correspondant de la série suivante, et ^ une substitution qui ne déplace pas les séries. En outre, les substitutions de M'i seront toutes de la forme :^ ou résulteront de la combinaison de substitutions de cette forme avec les puissances d*une seule substitution V|=:Ç^^, dans laquelle (^divise v (557).
y, ne contient aucune substitution de la /orme 9^'^. En effet, supposons qu'il en contienne une, V| ; et soient ^i le groupe formé par celles des substitutions de Y| qui se réduisent à la forme ^, y, le groupe formé par les substitutions correspondantes de $. Il est clair que ces groupes renfer-
meront respectivement la ^ partie des substitutions de W^ et de <I>.
Cela posé, parmi les substitutions de .f qui n'allèrent que les indices du premier système, il en existe qui sont échangeables à toutes les substitutions de y, (721). Ces subslitutions, rapportées aux indices ["Si^j- -^r» prendront la forme
les quantités aç,ç,... étant des entiers complexes (nous n'écrivons pas les indices des autres systèmes, qui restent inaltérés). SoilT, une substitution de cette forme qui soit échangeable à celles de H^'t : la substitution T^, qui s'en déduit eu remplaçant «5,5,... par ^«i,?,...» sera échangeable à celles de v|^,, quelque valeur qu'on donne à l'entier complexe /-; car si Ton cherche à vérifier cette échangeabilité pour T, et pour T^i on trouvera les mêmes conditions, sauf le facteur commun k. Mais V, transformera T^ en T^/»*, qui ne
se confondra avec 1^ que si k^ ^k, ce qui n'a lieu que pour/>^ des p* systèmes de valeurs dont k est susceptible. Soient donc respectivement I et ï les groupes formés par celles des subslitutions de la forme (3) qui sont échangeables aux substitutions de ^', et à celles de <|/,, ou, ce qui revient au même, à celles de <P et de <p, : Tordre de I étant désigne par o, celui o' de r sera au moins égal à o/?""^. Or, soient 5,, ^j,... les substitutions de 1; /,, /2»"- celles de ç , ; celles de V seront w, 5,, w, s^,...; Wa^,, U2S2,. ..;..,,
iii, II,,... étant des substitutions en nombre — qui ne satisfassent à aucune
relation de la forme u^f=Ug^s^ (39)- Cela posé, le groupe (I', (p,) cor^iendra
les — -0 substitutions £/, /,, u, /»#•..; Wa ^» Wa/a,...;..., qui sont toutes dis-
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tincte»; car, si Tod avait u^^i^ = u^u^^ on aurait u^'Ua' = ^p^'; donc nZ'u^ appartiendrait à 4>; mais cette substitution est de la forme (3), et pour qu'une substitution de cette forme appartienne à 4>, il faùf qu'elle appartienne à I; on aurait donc u^'u^' = 5p, ce qui est inadmissible.
L'ordre du groupe (r, y,) serait donc au moins égal tkp^^- 0, et par suite
au moins égal à 0; et le nombre correspondant à 0, et relatif k ce nouveau
groupe serait égal à — Or, il serait donc plus grand que Oi; donc 0 ou
tout au moins 0« ne seraient pas les maxima supposés.
723. ^, ne contient aucune autre substitution que V unité. Supposons, en effet, qu'il en contienne une. Cette substitution ne peut appartenir aii faisceau (F|, A(, B,,..., A'j, B\,...), dont toutes les substitutions ont leur ordre premier à/7 (562). Donc l'une au moins de ses corrélatives, la première par exemple, différera de l'unité. Donc le groupe A, formé par les premières corrélatives des substitutions de ¥|, contiendra des substitutions différentes dé l'unité. Soit .
I X,, r,, . . fl, X, -h c, ri -+-.•. , b\ X, -h {f, j, -1- ...... . I
la forme générale de ces substitutions. Le groupe A étant isomorphe à ^',, ces substitutions seront échangeables entre elles, et leurs ordres seront des puissances de/?; ils seront donc premiers à n. On pourra donc ramener simultanément toutes ces substitutions à la forme canonique monôme par un changement d*indices convenable (176). Réunissons dans une même série ceux des nouveaux indices que chacune des substitutions de A multiplie par un même facteur; des indices conjugués appartiendront à des séries conjuguées, qui seront multipliées par des facteurs conjugués. En outre, les substitutions de ^i ne déplaçant pas les séries, celles de A sont abéliennes propres. Chaque série aura donc sa conjointe, de telle sort€ que deux séries conjointes soient partout multipliées par des facteurs réciproques. Groupons les indices en classes, en réunissant ensemble ceux qui appartiennent à la même série, ou à des séries conjuguées ou conjointes. Chaque classe contiendra un nombre pair d'indices.
Soient X l'un des nouveaux indices, qui soit altéré par quelqu'une des substitutions V, V',... du groupe A; m, /w',... les facteurs par lesquels ces substitutions. le multiplient; />'', y^^',... les ordres respectifs de ces substitutions. On aura /n'**^/w'''* ^ ... ^ i. Donc les moindres puissances de iw.
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m',..., qui se réduisent à Tunité. auront respectivement pour degrés des diviseurs de/»*, />*',...• et, par suite, seront des puissances de/>, telles que /i^p^«.... Soit .S le plus grand des exposants jS, jS%... : m sera une racine
primitive de la congruence iw^ ^zi 'mod.::^; et m',..., qui satisfont également à cette congruence, seront des puissances de m, telles que m^, — On aura donc V=>'^T,..., les substitutions T%... laissant invariable l'indice X, et par^uite ceux de la même classe.
724. Soient X,... les indices de la classe considérée; Y,... ceux dos autres classes; Cx**--; C,*--- les substitutions correspondantes. Les exposants d^écbange des substitutions Cx*... avec les substitutions C^,... seront congrus à zéro ;241). Prenons maintenant pour indices indépendants, à la place des indices imaginaires X,...* un nombre égal d'indices réels f/,, i'o.... Wxt ♦'t. et, à la place de Y,..., d'autres indices réels ir,.... Les substi-
tions 8,, CD,,..., correspondantes à u,, r, étant dérivées de C^*..., ont
des exposants d'échange congrus a zéro avec les substitutions C,..., correspondantes à »^,..., et dérivées de Q,...; et quant à leurs exposants d'échange mutuels, on pourra faire en sorte qu'ils soient tous congrus à zéro, sauf (G, (©,),..., (Sp(Dp),..., qui seront congrus à i (232-234). Enfin, s'il y a lieu de considérer le caractère de ces substitutions, on pourra faire en sorte que G,,(î)| aient le même caractère cou i, etqueG2,cî>2\... aient pour caractère o (258).
Soient maintenant A,, ia>,,... les substitutions correspondantes aux indices originaires a:,, j'i,..., et soient C,, D,,..., E,... les substitutions formées avec A|, B,,... de la même manière que G,, cô,,... le sont avec ^i,, iib|,... : les substitutions C,, D,,... seront échangeables à E,... et le seront entre elles, sauf pour deux substitutions associées C^, Dp, qui satisferont à la relation C-*D-*CpDp = Ar^Br*A,B| = 5. De plus, si 7:=2 et /^^ht 3 (mod. 4)t C|, D,,... auront pour caractéristique une puissance de K^— i ou de K* -h I , suivant que leurs correspondantes G, , (D, , . . . ont pour caractère o
ou f.
Cela posé, on pourra déterminer un système d'indices indépendants fS|£2...Êjr tels, que C,, D|,..,, Ct, Dr prennent la forme
OÙ les facteurs ap, 6pSe réduisent tous à l'unité, sauf le cas où C,, D, auraient pour caractéristique une puissance de K^-+- 1, auquel cas a, et 6, seraient égaux h y et a -+- j3y6^«; [y^^a^-f j3^^— I (mod./?)] (576).
725. Le groupe 7| résulte évidemment de la combinaison d*une substitution •<?,, ayant pour corrélative V, avec le groupe |,, formé par les substitutions ^\,... du groupe 7, dont les corrélatives T\... n'altèrent pas les indices de la classe X,.... Ces corrélatives étant échangeables a 3p, (0^, Tune quelconque ©', des substitutions de ^J;, transformera Cp, Dp eny^Cp, /' Dp, /p, y^' étant des substitutions de F<. Pour que ces transformées aient mêmes caractéristiques que Cp, Dp, il faudra quey^.y^' se réduisent k des puissances de S. Soit par exemple /p= 6^; g', a pour ordre une puissance de />, telle
que/?''; et Ton aura C^ = ^\-p''c^^'/=6^'''^C^. Donc 6^''*'=:^ i {mod.p). d'où €/i''^o(mod.7r), et enfin e = o. Donc 6', est échangeable ï Cp et à Dp, et par suite se réduit à la forme
[$»Ç2'--e]t ^^(^'^[ll^'-'q]»
les coefficients a]^ étant indépendants de §,, Sj,... (580).
D'autre part, V étant permutable au groupe (C|, (D|,...), '<> le sera au groupe (F,, C,, D,,...) et sera (580) le produit d'une substitution s, de la forme
'it'i»'
où les coefficients sont indépendants de e, par une substitution 6, de la forme (4).
La substitution '<>, et les substitutions de ^^ ont chacune pour ordre une puissance de p. On peut supposer qu'il en est de même des facteurs partiels s,, G,. Soit en effet ^f={s,Q,)P''=i : il viendra b^'^K'^'f égalité dont les deux membres sont des formes (4) et (5), et qui ne pourra subsister que si tous deux se réduisent à une même substitution /du faisceau F,. Soient e l'ordre de/, lequel est premier à p; é un entier tel, que e'p^^— I (mod. e)\ •<?, sera le produit des deux facteurs «i/"",/""*'^,, qui sont respectivement des formes (4) et (5) et dont les ordres, divisant/?'', seront des puissances de/?.
Cela posé, soient
de nouveaux indices indépendants, les coefficients jS);); \ étant indépendants
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de £ et de r. Les substitutions 6,, ^i,..., rapportées à ces nouveaux indices, ne changeront pas d'expression; quant à la substitution S|, elle prendra la forme
'il 't»'-
analogue, mais non identique à la forme (5), et il est clair qu'en choisissant convenablement les nouveaux indices, on pourra faire en sorte que s, soit réduite à sa forme canonique.
Remplaçons maintenant les indices [ë,^2...£]',. par de nouveaux indices
les coeffieients ]S^ étant indépendants de Si, I2,... et de r. La substitution s, conservera sa forme canonique; et les substitutions G,, 6'j,... prendront la forme
[11^ ..£•]; ^cc-^'ill^'^-ql
D'ailleurs, si Ton dirige le choix des nouveaux indices comme il est indiqué au n®184, ils seront de deux sortes; les uns, [£,Ç2"-^]r» [?i?2"-»^-*- »]%••• que G,, s',,... remplacent par des fonctions linéaires les uns des autres; les autres,. [Sila---» o]^. ,..., [|, Çj..., ^— ij^. que .ces substitutions accroissent simplement de fonctions linéaires des précédents.
D'autre part, remplaçons pour plus de simplicité les indicateurs Ç|, ^2fpar un indicateur unique ^. La substitution St ayant actuellement sa forme canonique, les indices [Çê j^ correspondant a un même système de valeurs de 6 et de r formeront un certain nombre de suites [oê]^.,..., [y— i, î]',.; [qs],..., ;... telles, que s, accroisse chaque indice de l'indice précédent de la même suite, et laisse invariables les premiers indices de chaque suite; et si l'on désigne par q le nombre des termes de la suite la plus longue, par p'' la moindre puissance de p égale ou supérieure à q, s, aura pour ordre p*^ (159).
727. Cela posé, les substitutions de ^, en nombre z?^^"*^'", qui n'altèrent que ceux des indices [Se]^ où ^ < ^r — i , £ < 6, ne peuvent appartenir à $, car elles ne sont pas échangeables h la subslilution \*^,= $^ G,, ni par suite à la substitution \'> du groupe W qui fait subir aux indices du premier système l'altération ^<, ni enfin à la substitution de $ qui a ^ pour premier facteur
partiel. Mais elles sont échangeables aux substitutions 'Q^ , ^j»..*» et par
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suite aux substitutions correspondantes de 4», lesquelles forment an groupe partiel, qui aura évidemment pour ordre Op"^. En les combinant à ce groupe, on obtiendra un groupe dont l'ordre 0/>'^"*^^^"^ sera au moins égal h 0 {q—i étant^u moins égal à &), et dans lequel 0, sera remplacé par Q^^(f-«)<?v Donc 0, ou tout au moins 0,, ne seraient pas les maxima supposés.
728. Remarque. — Le maximum />", trouvé pour l'ordre de 9^ ne peut être atteint que si $ contient quelque substitution de ^, autre que C unité. En effet, s'il en était autrement, on aurait 0 = fi =/?". Mais, parmi les substitutions de J", il en est d'échangeables à toutes les substitutions de H^, ou, ce qui revient au même, à toutes celles de €>. En les combinant à 4>, on obtiendrait un nouveau groupe analogue à 4>, mais plus général. Donc p^ ne serait pas le maximum possible de 0» comme cela a été démontré.
729. Théorème. — Le théorème A est vrai si J^etL sont primitifs ^ à condition que le théorème B soit vrai.
Soient en effet/?" le degré des groupes ^, L; ^, F leurs premiers faisceaux : F, contenant p" substitutions échangeables entre elles, contiendra quelque substitution de ^, autre que l'unité. Soit 5 une semblable substitution. Ses transformées par les substitutions de 4L» et en particulier par celles de L, appartiendront à ^. Mais ces transformées, combinées entre elles, reproduisent F. Donc ^ contient F; mais ces faisceaux ont le même ordre; donc ils se confondent.
Cela posé, ^el L résultent respectivement de la combinaison de F avec deux groupes primaires d et 1 : 4^ contenant L, d contiendra I. Cela ne peut avoir lieu, par hypothèse, que si d est pareil à I; mais alors ^sera pareil à L; le théorème A sera donc vérifié.
§ II. -- Démonstration du théorème B.
Cas où 4L est décomposable .
730. Théorème. — Tout groupe T formé d'après la méthode des n"' 689- 693 est primaire et indécomposable.
Supposons pour plus de généralité que chaque série contienne plusieurs indices. Si le théorème n*était pas vrai, on pourrait trouver des systèmes
<le fondions des indices tels, que toute substitution de r remplaçât les fonctions d'un même svslème par des fonctions de celles d'un même système.
Vun au moins de ces systèmes contiendrait une fonction dans laquelle n'entreraient que les indices d'une seule série. En effet, parmi les fonctions respectivement contenues dans les divers syslèmes, soit 9 l'une de celles dont les indices sont empruntés au nombre minimum de séries, et, parmi ces dernières, l'une de celles qui contient le moins d'indices. Supposons qu'elle contienne plusieurs séries. Soient y«, f^,... l'ensemble des termes de 9 qui contiennent respectivement les indices de la a-t-i'^'"*^ série, de la 6 H- 1'^'"% etc. Soit enfin F le premier faisceau de T : ses substiiulions, étant opérées sur ta fonction 9, la transforment en d'autres fonctions ?', 9'',... qui n*en diflerent que parce que les indices y sont multipliés par des facteurs constants.
Deux quelconques de ces fonctions, 9', 9", ne sauraient appartenir au même système, à moins qu'elles ne soient équivalentes ^ c'est-à-dire égales h un facteur constant près : car s'il n'en était pas ainsi, on pourrait déterminer une fonction m9'-f-9", appartenant au même système, ne contenant que les indices de 9, et où l'on pourrait profiter en outre de l'indétermination de m pour faire évanouir un coefficient sans que tous s'évanouissent. La fonction 9 ne serait donc pas une de celles qui contiennent le moindre nombre d'indices.
Cela posé, chaque substitution de F multipliant les indices de la première série par un facteur constant m, et leurs conjugués par les facteurs conjugués, les transformées de 9 seront de la forme m^ff^-^m^ 9^ -h...; et pour que deux semblables fonctions obtenues en posant successivement m^=m^, mr=.km^ soient équivalentes, il faut qu'on ait
*/'"=/f />*=... (mod./i), d'où /r/'*"" = *^'"^ =...=!.
D'ailleurs, si v est le nombre des séries, on a *'''-*== 1, d'où enfin A'' "'^1, è étant le plus grand commun diviseur de 6 — a, c — a,..., v. Cette relation fournit, pour A, jfi—i valeurs; les/?''— i transformées de 9 par les substitutions de F sont donc équivalentes /i^— i à /?^— 1. Le nombre des trans-
formées non équivalentes sera donc ^-53 — Appartenant à des systèmes différents, elles seront distinctes. Mais elles s'expriment par les fonctions 9^, 9^,..., dont le nombre ne peut dépasser-^ les entiers a, 6,... appartenant
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tous à la suite a, a-hcî',..., a-^ (^ — i W. On aurait donc
relation absurde; ce qui démontre notre proposition.
731 . Cela posé, soit ? = <Pa une fonction ne contenant que les indices de la a 4- i*'^'"*^ série, et qui fasse partie d'un système 1. Les v fonctions conjuguées qui dérivent de celle-la en y changeant l'imaginaire i en i'', i''',... sont distinctes, car elles contiennent des indices différents. De plus, elles fout toutes partie du syslème\S. En effet, soient X, Y,... les fonctions réelles que contient ce système : <p est une fonction ^X 4- 5'Y-+-... de ces fonctions : et ses conjuguées s^X-^s'^Y -{-... en sont également des fonctions, et par suite appartiennent à 1. Le système 2, et par suite chacun des aulres, contient donc au moins v fonctions distinctes : et fxv étant le nombre total des indices, il existera au plus (x systèmes.
732. Soient A,, B|, As, Ba,...; A\, B\, ,..;... les doubles suites qui, jointes à F, forment G, second faisceau de T. Ces substitutions permuieni les systèmes transitivement. Pour le démontrer, prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent A|, Ao,...; A'^,...;... à la forme canonique. Soient 9ai t1 »••• les transformées de y^ par les substitutions de G;
celle des fonctions dérivées de celles-là où entrent le moindre nombre d'indices a:, j,,,.: elle ne contiendra qu'un indice. En effet, supposons qu'elle en contienne plusieurs a;, j,...; la suite A|, A2,...; A', ,...;... contient une substitution T qui multiplie a?, y par deux facteurs différents q et q\ Soient ^an ?«!> 9nn'" l^s Irausformécs de ^a» ?«» ?'«»••• parT; la fonction
contiendra moins d'indices que (j;^. D'ailleurs elle est dérivée de f^, yL,...; car (faif fil»-*- font partie de cette suite: en effet, soit S la substitution qui transformera en y],, par exemple; 9^,, étant la transformée de^^parST, appartiendra à la suite 9^, 9'^,. ..
Admettons donc que ^a ne contienne qu'un indice. Les substitutions B|,
B,,...; B'j,. ..;..., permutant transitivement les indices de la a -M ^^"**^ série, transformeront ^a ^^ f^ fonctions distinctes, contenant chacune un indice, et dont chacune sera dérivée des fondions (p^, <p«».... Donc cette dernière suite contient jx fonctions distinctes. Ces |x fonctions appartiennent évidemment aux systèmes que les substitutions de G permutent avec celui qui contenait ©«. Les fonctions conjuguées formées avec les indices des autres séries appartenant aussi à ces systèmes, ils contiendront jxv fonctions distinctes, total égal au nombre des indices. Il ne peut donc exister d'autres systèmes, formés de nouvelles fonctions.
l^s systèmes cherchés contiendront tous le même nombre de fonctions distinctes. Car si l'un d'eux, 2|, en contenait plus qu'un autre, 2, il est clair que la substitution de F qui remplace I, par 1 aurait son déterminant congru à zéro, ce qui est absurde.
733. Cela posé, si une substitution T de G ne déplace pas le système 2l, elle n'en déplacera aucun. En effet, soient 1' un système quelconque; U une substitution de G, qui le fasse succéder à 1 : U~*TU ne déplace pas le système 2'; mais cette substitution est de la forme/T, /étant une substitution de F. Or y étant une fonction des indices de la a-+- i'*^'"'^ série, il en est de même de la fonction y', appartenant à 2', que U lui fait succéder: do-nc/ la multipliera, ainsi que 9, par un simple facteur constant; donc elle ne déplace pas 2'; donc T ne le déplacera pas non plus.
On voit par là que les substitutions de F laissent les systèmes immobiles. Si toutes les substitutions de G jouissaient de cette même propriété, il n'y aurait qu'un système, et F serait indécomposable. Dans le cas contraire, les doubles suites A,, B,,...; A'j, B'i,...; \\, B",, ...;... pourront être partagées en deux espèces : celles dont tous les termes jouissent de cette propriété; celles pour lesquelles le contraire a lien. Admettons, pour fixer les idées, qu'il y ait trois doubles suites, dont la dernière appartienne seule à la première espèce; et soit fJL= tt^ t:'^' tt"^' le nombre des indices de chaque série. Les indices se partagent également enire tt'"^' classes, en groupant ensemble ceux que les substitutions A",, A^t... multiplient par le même facteur; on en conclut, comme au numéro précédent, que des transformées deç«, 9'«»*-par A'j, Aj,... combinées entre elles on peut déduire une fonction ^^ ne contenant que les indices d'une seule classe. Les substitutions B'^j, B^,..., permutant les classes entre elles, donneront de ^a au moins 7r"°" transformées distinctes. Donc les transformées de y^ par k\, B' ,... fournissent au moins n""^" fonctions distinctes; leurs conjuguées sont également distinctes :
donc 1, qui contient toutes ces fonctions, contient au moins vn"^" indices: et le nombre des systèmes sera au plus égal à ifrC^'. Les substitutions de la
forme A'*B?'... A',''B7'... étant en nombre n^^n'^''\ supérieur à celui des systèmes, deux au moins d'entre elles remplaceront le système 1 par un même système 1'; en les combinant ensemble, on obtiendra une substitution T de la forme/A^'B^... A'"'B',^»... qui ne déplace pas le système 2, ni, par suite, aucun autre système; d'ailleurs Tun au moins des exposants «i, /3(,..., a^, |3'|,...» par exemple a,, différera de zéro. Cela posé, soient L, LS 1/ les groupes auxiliaires respectivement correspondants aux doubles suites A|, B|,...; A'j, B'j,...; A"}, B' ,...; A le groupe formé par celles des substitutions de L qui sont abéliennes propres^ M le groupe formé par celles des substitutions de F qui ont pour premières corrélatives les substitutions de A^ et dont les autres corrélatives se réduisent à l'unité. Ce groupe sera formé par celles des substitutions de F qui sont échangeables, aux F près, a celles de chacun des faisceaux (F, A',, B'^,*..), (F, A' , B%...); mais Tune au moins U des substitutions de M ne sera pas échangeable, aux F près, à/Ar'Bf\... En effet, soit $ le groupe formé par celles des substitutions du faisceau (F, A,, B|,...) qui sont échangeables, aux F près, à toutes les substitutions de M. Le groupe 4)', transformé de $ par une substitution quelconque de F, sera formé par celles des substitutions de (F, A,, B|,...) qui sont échangeables à celles de M', transformé de M, aux substitutions près du groupe F, transformé de F. Mais les substitutions de F, étant permutables à F, ainsi qu'à (F, A',, B', ,...), (F, A', B' ,...), le seront évidemment à M; donc F' = F, M' = M, et par suite $' = 0. Donc ^ est permutable aux substitutions de F. Mais il contient évidemment F. S'il contenait/AJ'Bf*..., il contiendrait ses transformées par les substitutions de F, lesquelles, combinées avec F, reproduisent tout le faisceau (F, A,, B|,...). En effet, soient e^i,f \n>f ' . . . = \xt, j«,... ^i-h7i, ji -h (?,,...( les substitutions respectivement correspondantes à celles de la forme /Aî'Bj'.,.. Si les transformées de/A*'Bî'... par les substitutions de F, jointes aux F, ne reproduisaient pas tout le faisceau (F, A|, B»,...), les transformées de e.v*'ui,J'... par les substitutions de L ne reproduiraient pus tout le faisceau (.^i, iib«,.,.). Le faisceau dérivé de ces transformées ne serait donc pas transitif. Le groupe ( ii, uï)|,..., L), dont les substitutions lui sont permutables, ne serait pas primitif (53), et L ne serait pas primaire, contrairement a notre construction. Les substitutions de M seraient donc échangeables, aux F près, à A,, B|,..., et le groupe A formé par l^ura premières corrélatives ne contiendrait d'autre substitution que l'unité : résul](lit absurde (592).
Cela posé, la substitution T~MJ~*TU appartiendra évidemment au faisceau {Af, B,,...) et non au faisceau F. Or celles des substitutions de G qui ne déplacent pas les systèmes sont transformées par toute substitution de F en substitutions qui appartiennent à G et ne déplacent pas les systèmes; elles forment donc un groupe permutable à toute substitution de F; ce groupe, contenant T, contiendra T~MJ~*TU, et ses transformées par les substitutions de F. Mais ces transformées, jointes aux substitutions de F, lesquelles ne déplacent pas les systèmes, reproduisent tout le faisceau (Fy A,, Bf ,...). Donc A|, B, ne déplacent pas ces systèmes, contrairement à notre hypothèse : absurdité d'où résulte la vérité du théorème.
734. Problème. — Soit L un groupe résoluble primaire et décomposai le. On demande de déterminer des systèmes de fonctions des indices y, 9', ... tels : 1° que toutes les fonctions linéairement formées de celles d'un même système appartiennent également à ce système, et soient essentiellement distinctes de celles qui dérii'ent des fonctions des autres systèmes; 2" que les fonctions de chaque système dépendent linéairement d'un même nombre de fonctions distinctes; 3" que le nombre total de ces fonctions distinctes soit égal à celui des indices; 4° q^^ chaque substitution de L remplace les fonctions d'un même systéme par celles d'un même système.
Le groupe L étant formé d'après notre méthode (688-693), les indices s*y répartissent en systèmes 2o«^i9*--» ^t L résulte de la combinaison d'un groupe D, dont les substitutions permutent les systèmes d'un mouvement d'ensemble, avec un groupe F© dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier système. Cela posé, chacune des fonctions f ,... contenues dans les nouveaux systèmes cherchés s, s\... est une fonction des indices des systèmes anciens 2o« ^m
735. Proposition I. — Lune au moins des fonctions 9,... s'exprimera au moyen des indices d'un seul des systèmes 2o, 2, , . . . .
Soit en effet y une de ces fonctions, choisie de telle sorte que le nombre m des systèmes de la suite 2o* ^o*- dont les indices figurent dans son expression soit minimum. Soit ç = 9^-*- ?A-i-?c -*-•••> Ç^t ?*» 9c»" • étant des fonctions partielles formées chacune avec les indices d'un seul de ces systèmes. Soient 9, 9',... les transformées de 9 par celles des substitutions de L qui altèrent une ou plusieurs des fonctions 9^, fc»--- sans cependant déplacer les systèmes correspondants I^» ^c»*-- ^t sans altérer 9^; chaque substitution de L remplaçant les fonctions de chacun des systèmes s, s',... par celles
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(le l'un de ces systèmes, chacuQe des fondions ç, ç',... appartiendra à l'un de ces systèmes. D'ailleurs deux transformées non identiqqes 9' el 9" ne peuvent appartenir au même système $'; car ce système contiendrait ?'— ?^ qui s'exprime au moyen des indices des m— i systèmes 25, 2c,...;m ne serait donc pas le minimum supposé.
Cela posé, soient r^ le groupe analogue à Fo formé par celles des substitutions de L qui n'altèrent que les indices du système It,; F^, G^ son premier et son second faisceau. Soient v le nombre des séries de I^, jul le nombre d'indices de chacune d'elles. Enfin désignons par ^^a* f^p**** l^s fonctions partielles formées par ceux des termes de ç?^ qui contiennent respectivement les indices de la a -h i'^"*'' série, de la ]3 -h 1'^'"^, etc. Les diverses substitutions de Gb n'allèrent pas 9^, Çc»---» et transforment 9^» en une suite de fonctions analogues y^a» ?!«»••• parmi lesquelles il en est /x de distinctes (732). Les^"— I substitutions de F^ multipliant d'ailleurs ces fonctions par/i^— - 1 facteurs tous différents, la suite y^a, f'^a»-" contiendra au moins jULf/i"— i) fonctions non identiques. A fortiori, la suite 9^ = 9*a -+- ?*p + • • • »
ft, = ft,^'h-(p'i,^'-h des transformées de 9^ par les substitutions de G*
contiendra au moins ii{p*— i) fonctions non identiques.
On voit de même que les substitutions de G^ n'altèrent pas 9^, ç»»--* et transforment 9^ en une suite do fonctions parmi lesquelles [lip*— i) au moins ne sont pas identiques, etc. Donc la suite des transformées de 9 par les substitutions de (G^, G^f...) contiendra au moins [[lip*— i)]*"^* fonctions non identiques; ces fonctions, appartenant à des systèmes différents 8, s\... seront distinctes : mais elles dépendent toutes de 9^ et des indices de 2^, ley-* fonctions dont le nombre est i + (m — i)jjlv. On aura donc l'inégalité
laquelle est absurde si /w>i, à moins qu'on n'ait /w = 2, |x=i, avec p = 2, V ~ 2, ou avec /? -- 3, v = 1 .
736. Étudions ces cas d'exception, et d'abord celui ou p = 2, v = 2.
Soient a?o» x^ et jo> /i les indices des deux systèmes S», 2, qui figurent dans l'expression de 9, et soit 9 = ax^-i- 6a?,-h cjo-H ^Ji ; soit enfin g une racine primitive de la congruence g^^i (mod. 2) : L contient les substitutions
C = \ xç, Xy, y\, /„ . . . gxo, g^Xxy )\, J,, . . . I C = I X., X,, y.y j„ . . . x.y Xt, fry\, g'y
Ci — I X^y X\i y^f Xiy * ' '^if X^f J\<, Jr*iy,,. |.
Les transformées de f par les neuf substitutions dérivées de C, C forment neuf fonctions non équivalentes, appartenant chacune à Tun des systèmes cherchés $f s',.... Ne contenant d'ailleurs que quatre indices, elles ne peuvent être distinctes. Donc deux d'entre elles au moins appartiennent au même système; et de leur combinaison on déduira une nouvelle fonction t{/ appartenant à ce même système, et ne contenant plus que trois des indices a?o, 0?,, yo9 y^^ Soit par exemple t|; = /3a?, -f- 7 j© -^- ^ v, . Les transformées de f par les six substitutions dérivées de C et de E fourniront six fonctions non équivalentes, des trois quantités x^, oti, 7Jo-+-^Ji- Ces fonctions ne peuvent donc être distinctes; donc deux au moins d'entre elles appartiennent à un même système s. Leur différence appartient à ce système et ne contient que les indices de 2©. Donc m = 2 n'était pas le minimum supposé.
737. Soit maintenant />= 3, v=i. Soient x, y,... les divers indices; L s'obtiendra en combinant les substitutions
C=|^, ^, ... — ^yy\'"\y C' = I .r, j)'', . . . X, — j%...|,... (niod.3)
avec un groupe D, dont les substitutions permutent les indices x, y,....
La fonction y, étant, par hypothèse, une fonction des indices x, y de deux systèmes seulement, sera égale, sauf un facteur constant qui est indifférent, à xdzy. Cette fonction et sa transformée par C, 9' = a? q= j, appartiendront à deux systèmes différents de la suite s, s',...; car si s les contenait toutes deux, il contiendrait 9 — ?'» qui ne renferme qu'un seul indice; m= 2 ne serait donc pas le minimum supposé.
Soit T une substitution de D qui remplace x par y; elle remplacera y par x. Car supposons qu'elle remplace y par z, z par a,..., i^ par x; elle permutera circulairement les fonctions x — y, y — z, z — u,..., v — x. Soient So» 8i»--- ceux des systèmes de la suite s, s',... auxquels appartiennent ces fonctions; Br le premier des systèmes de cette suite qui se confonde avec So- Les systèmes So> Si»...» ^r-i seront tous différents : car si Ton avait 5a = Spf lt*s substitutions T* et T^ remplaceraient s» pa»' un même système s^; T^ laisserait donc So invariable; on aurait donc Sp«a = *o» contre l'hypothèse, /3 — a étant <r. Il est évident d'ailleurs qu'à partir de 5,. on retombera périodiquement sur les mêmes systèmes.
On aura nécessairement r= i : car dans le cas contraire, celles des fonctions de la suite x — y, y — z,... qui appartiennent à un même système, n'étant pas contiguès, sont formées d'indices diflerenls et par suite distinctes. D'ailleurs les fonctions de systèmes différents sont distinctes : donc
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toutes ces fonctions seraient distinctes : résultat absurde, car leur somme est nulle.
Les fonctions 07 — j, j — z, z — u,... appartiennent donc au système Sq. Leurs transformées x-hy, —y — z, z — u,... par C appartiennent à un même système; résultat absurde; car z — u appartient à s©» et oi^-hy ne lui appartient pas.
Donc T remplace y para?, comme nous l'avons annoncé.
738. Cela posé, soient a?' un autre indice quelconque, U' une substitution de D qui remplacer? para?' et y par un autre indice^' : elle remplace x-^y et X —y par a?'-hj' et cc!—y\ lesquelles fonctions appartiendront chacune à l'un des systèmes 8, s',... et non au même. Donc parmi les quatre fonctions ci-dessus deux au plus pourront appartenir au même système, et ces deux fonctions différeront au moins par un de leurs indices. Donc les quatre fonctions sont distinctes : doncjK' diffère de x et de j.
Toule substitution de D qui remplace x par x' ou y' remplace j par j^' ou x' , Car s'il existait une substitution V remplaçant a?, y par x\ y'\ elle remplacerait x-^y et x—y par x' -^y" et x' —y", qui appartiendraient à deux systèmes différents. Comparons maintenant les quatre fonctions x'±y'^ ccf±y" : si deux d'entre elles appartiennent au même système, elles différeront par un indice au moins; ces quatre fonctions sont donc distinctes; résultat absurde, car elles ne dépendent que de trois indices.
Soient x" un autre indice, U" une substitution qui remplace a?, y par a;", y"\y" différera, comme on vient de le voir, de a?, j, a?', j'; et toute substitution de D ^ui remplace x par x" ou y" remplacera y par y" ou x" . Continuant ainsi, on voit qu'on peut grouper les indices deux a deux en bypersyslèmes a?, y\ x\ j';... tels, que chaque substitution de D remplace les indices d'un hypersystème par ceux d'un même hypersyslème. Mais cela est inadmissible : car on a déjà ^ = 3, v = i; et cetle combinaison d'hypothèses nous ferait rentrer dans l'un des cas exclus (702).
739. Soit donc 9, une fonction dont l'expression ne contienne que les indices d'un seul des systèmes 2o, 2,,..., ceux de lo P^^r exemple; et soits celui des systèmes cherchés qui contient 91 ; on aura la proposition suivante :
Proposition II. — Toute fonction formée avec les indices de 2o sera l'une des fonctions de 6.
En effet, les fonctions communes à 2o ^t à s dérivent d'un certain nombre
de foDctioDS ^i,..., 9;,. Si ces fondions sont en nombre égal aux indices de 2o» la proposition est démontrée. Dans le cas contraire, le groupe Fq étant primaire, Tune de ses substitutions T remplacerait 91 par une fonction 9', distincte des précédentes. Les fonctions y'j,^.., (p'„ par lesquelles T remplace 91,.... 9„ sont distinctes entre elles; de plus^elles appartiennent au système «' que T fait succéder a s, lequel diffère de S puisque 9, n'appartient pas à s. Donc les fonctions ^i,..., <p„, ^i»...* (p„ sont distinctes. D'ailleurs S' ne contient aucune fonction dérivée des indices de 1^, sauf ?'if..., 9„ et leurs dérivées : car s'il en contenait une 9^^,, S, que T""* fait succéder à s\ contiendrait sa transformée 9„^_| par T"*, laquelle serait distincte de 9i,..., 9/2.
Si 2« contient plus de 2/1 indices, F^ contiendra une autre substitution U qui remplace 9,,..., 9^ par d'autres fonctions f\,..., 9)^, distinctes entre elles, distinctes des précédentes, et appartenant à un nouveau système s". Continuant ainsi, on voit que le nombre des indices de Iq est un multiple de n, tel que mn, et qu'on peut déterminer m systèmes s, s\... ayant chacun n fonctions distinctes communes avec Iq. Toutes les fonctions des indices de 2o pouvant évidemment résulter de la combinaison de ces mn fonctions, aucune d'elles ne pourra appartenir à un système autre que les m précédents.
Cela posé, soit V une substitution quelconque de Fq. Ne déplaçant pas le système lo> ^He permutera ensemble les systèmes s, s',... qui ont avec lui des fonctions communes. Si elle remplace par exemple s par s', elle remplacera les fonctions 94,..., 9„ communes à Xo et à s par des fonctions communes à 2o et à s\ c'est-à-dire par des fonctions linéaires de 9'^,..,, (p„ . Le groupe Fe serait donc décomposable, ce qui ne peut être (730),
740. La solution du problème proposé est maintenant facile. Soient T une substitution quelconque de D; 2, et s' les systèmes qu'elle fait respectivement succéder à 2o et à s : les indices de 2| et leurs fonctions linéaires appartiendront à s\ Donc chacun des systèmes s, s',... est formé par les indices d'un ou de plusieurs des systèmes 2o» 2f,... (joints aux fonctions qui en dérivent linéairement).
Si s ne contient que les indices d'un seul système 2o» chacun des systèmes s, s',... sera de même formé par les indices de l'un des systèmes 2«,
2|, Supposons au contraire que s contienne les indices de plusieurs des
systèmes 2o, 2,,.... Admettons, pour fixer les idées, que le groupe D dont les substitutions permutent entre eux les X systèmes 2©, 24,... corresponde
à la décomposition \r=iqq'(]f\.,, et soient A, A', A",... les groupes partiels de la combinaison desquels il est formé. Supposons enfin que dans la suite des groupes (A, A', A^...)1f (A', A",...)» (A^. ..),... le groupe (A', A^...) soit le dernier qui jouisse de la propriété de déplacer tous les systèmes dont les indices sont contenus dai» d. Soient 2(( Tun de ces systèmes; 2|,,..., 2», ceux que les substitutions de (A",...) permutent avec lui; les indices de tous ces systèmes sont contenus dans s. En effet S contient, par hypothèse, les indices d'un système 2' que les substitutions de (A",...) ne déplacent pas: donc ces substitutions ne déplacent pas 6; donc les indices des systèmes 2h,..., 2„i, qu'elles font succéder à ceux de 2,,, qui sont contenus dans s, le seront également.
Cela posé, considérons celles des substitutions du groupe (A', A'',...) qui ne déplacent pas §; elles permutent l'hypersyslème S| formé des systèmes 2|4,..., 2„, avec d'autres hypersystèmes analogues. S,, Sj,...! S» dont tous les indices seront contenus dans 8. Si parmi les systèmes que ce groupe déplace il en existe un 2f2 dont les indices ne soient pas contenus dans S, la substitution T du groupe (A', A",...) qui le fait succéder à 2,, fera succéder à S,,..., Sa des hypersystèmes S'j,..., S'., différents des précédents (car leurs indices appartiennent au système s' que T fait succéder à s). S'il existe encore quelque autre système 2,3 que (A', A",...) déplace, ses indices ne pourront appartenir à rS'; car ceux du système auquel T le fait succéder appartiendraient à 8, ce qui ne peut être, ce système n'étant pas contenu dans la suite S|,..., S». Cela posé, soit U la substitution de (A', A",...) qui fait succéder 2,3 à 2,,; elle fera succéder à S,,..., S» des hypersystèmes S\,..., S' dont les indices appartiennent à un nouveau système §". Continuant ainsi, on voit qu'on peut grouper les hypersystèmes que (A', A",...) permute entre eux en classes, formées chacune de a hypersystèmes. Les hypersystèmes d'une même classe jouiront d'ailleurs de la propriété d'être remplacés par ceux d'une même classe dans toutes les substitutions de A'. Car si une de ces substitutions fait succéder S'g, par exemple, à S|, elle fait succéder s' à 8, et par suite la classe d'hypersystèmes que contient §' à celle que contient 8. Ce résultat est inadmissible, A' permutant primitivement les hypersystèmes, par construction.
Donc les hypersystèmes S^, Sa,..., Sa sont les seuls que A' permute entre eux : donc S est formé par l'ensemble des fonctions linéaires des indices qu'altèrent les substitutions du groupe (A', A",..., Fo)-
741 . Théorkme. — Le théorème B est vrai, si ^ est décomposabte.
Supposons en effet que L fût contenu dans ^. Ce dernier groupe résulte de la combinaison de deux autres; l'un 6^ dont les substitutions permutent les systèmes; Tautre ç^, dont les substitutions n'altèrent que les indices du premier système. Chaque substitution de ^, et par suite chaque substitution de L, fait succéder à Tensemble des fonctions linéaires des indices de chaque système Tensemble des fonctions linéaires des indices d'un même système. Soient d'autre part D = (A, A', A",...) et T^ les deux groupes dont la combinaison forme L, supposé décomposable pour plus de généralité. Nous avons vu, en résolvant le problème précédent, quelles sont les diverses manières de déterminer des systèmes de fonctions jouissant de la propriété cidessus. Quel que soit celui de ces modes de détermination que Ton adopte, L sera toujours dérivé de deux groupes partiels, dont Tun, qui sera par exemple (A', A",..., r^), n'altère que les fonctions du premier système, tandis que l'autre, A, permute les systèmes entre eux.
Il est clair que © et ff« contiendront respectivement A et (A', A",..., Tq). Mais cela ne peut avoir lieu que si ces groupes sont respectivement pareils; car ils sont de degrés moindres que ^, et les théorèmes A et B leur seront applicables, par hypothèse. Mais alors 4;^ et L seront eux-mêmes pareils; donc le théorème B sera vrai.
Cas où 4^ est indécomposable.
742. Définition. — Soit L un groupe résoluble décomposable, contenu ou non dans le groupe abélien (dans l'un des groupes hypoabéliens), et construit par notre méthode, à l'aide de deux groupes D etT©, ce dernier étant indécomposable. Soient Fo le premier faisceau de Fq; F«, F^-*- ses transformés par les substitutions de D. Le faisceau (Fo» F4,...) sera dit le premier
faisceau de L.
Si L était un groupe complexe, résultant Ae la fusion de groupes primaires L', L'',... (712), on considérerait son premier faisceau comme formé de la combinaison des premiers faisceaux de L', L'\
743. Théorème. — Un groupe primaire L ne peut être contenu dans un groupe primaire et indécomposable i^que si son premier faisceau F contient cf, premier faisceau de 4^.
La démonstration est fondée sur le lemme suivant :
Lemxe L — Soient C, E imaD substitutions auelcongues {k L: Cr* E'* CE
sera échangeable aux substitutions de i. En efTet, C et E appartenant à L, et par suite à 4^, seront de la fornie 99 \^ 9 étant la substitution qui remplace chaque indice de .^par son conjugué de la série suivante, et ^ une substitution qui ne déplace pas les séries (555); C~* E^'^CE ne déplaçant pas les séries, sera échangeable aux substitutions de ê.
Si C est échangeable aux substitutions de S, C~* et par suite E~*CE le seront.
744. Cela posé, admettons que les indices de L forment X systèmes, contenant chacun v séries, contenant chacune jx indices. Soient D, Fo les deux groupes dont L est dérivé; F© le premier faisceau deF©; FcF,,..., ses transformés par les substitutions de D; F = (Fo, F,,...) le premier faisceau de L.
Soit enfin ^une racine primitive de la congruence g^^^^^i (mod./>) : F, contiendra la substitution gt, qui multiplie par g^'^ les indices de la r-hi'^*"* série du / H- i'^'"*^ système, sans altérer les indices des autres systèmes.
745. Lemme II. — Toute substitution f appartenant à § remplacera chacun des indices de L par une fonction de ceux de la même série.
Soit d'abord >. >i. D contient une substitution d qui fait succéder le g^^ième système au /-hi'^'"*'. Si Ton pose C = ^,, E = rf, il viendra C"* E"* CE = g^r g-^. Cette substitution multiplie les indices de la r-h i'^*"' série du 5 -f- 1'^'"*' système par g"^ , ceux de la p ~h i^^*"* série du / -h 1'^* système par g^^ et laisse invariables les indices des autres systèmes. La substitution 9, qui lui est échangeable, remplace chaque indice par une fonction de ceux-là seulement que g7^ gt multiplie par un même facteur. Or les facteurs
des formes g^ et g''^ diffèrent de l'unité, et sont en général différents. Car si l'on avait ^''^^^^^''''(mod./?), on en déduirait ^''^"^'^ i, relation absurde, /?P — /?^ étant </?"— I. Si d'autre part on avait g''^ ^ gP\ on en déduirait gp^ip^^^)^^ (mod./>), d'où />?-'•-+- 1^0 (mod./?^— 1). Cette relation est impossible en général; car p et r étant <v, p^'^-h i sera </?"— i, à moins qu'on n'ait à la fois p== 2, v = 2, p— r=i, ou/? = 3, v=i, p — r = o. [^On a/?''> 2 (555)]. Laissant provisoirement de côté ces deux cas d'exception, il est donc établi en général que 9 remplace les indices d'une série quelconque du /-h i'^*"^ système par une fonction de ces seuls indices. Le lemme est donc démontré.
II serait encore vrai, même dans les cas detèeption que nous avons si-
gnalés, si l'on avait X > 2. Car nous av|ias éli|bli:iftie 9 remplace les indice^i.
de chaque série du / -4- i'^'"^ système par des fonctions qui ne peuvent contenir que les indices de cette série, et ceux du 5 -h i'^'"* système. On verrait de même que ces fonctions ne peuvent contenir, avec les indices de la série considérée, que ceux du 5 + i'^'"' système, s' étant différent de s et de /. Donc ces fonctions ne peuvent contenir que les indices de la série considérée.
746. Soit maintenant )v= i. Ce cas se subdivise en trois autres : i^ celui où V = I , dans lequel le lemme devient évident ; a"" celui où v = 2, que nous réserverons; 3® celui où v> 2, que nous allons traiter.
Les substitutions de L sont de la forme P^Q, Q étant une substitution qui ne déplace pas les séries, et P la substitution qui remplace chaque indice par son conjugué de la série suivante (555); d*ailleurs, parmi les substitutions de L, il en est toujours une S dans laquelle on ait p = 2. En effet, si II était égal à 1, L contiendrait la substitution P et son carré P'. Soit au contraire jx > 1 : chacun des groupes auxiliaires qui servent à construire L contient la substitution qui multiplie tous les indices par/?, et les exposants d'échange par/?^. Ces substitutions, associées ensemble, seront les corrélatives d'une substitution de L, laquelle sera de la forme P^Q. Posons C = g^o» E = S; C"* E~* CE = C''''"' sera échangeable à y. Donc 9 remplace les indices
de la r-f- 1'^'"* série, que C/^~* multiplie par ^^'''■"*^'^, par des fonctions des indices que cette substitution multiplie par le même facteur. Or un indice appartenant à une autre série, telle que la p -h i'^"*^, ne peut être multiplié par le même facteur : car si l'on avait
gr(/'»-i)/=gr(/»'-«;/'p (mod./i;, on aurait
{p^— i)p'EEi{p'-' i)p9, d*où ip'— i){p^-'— 1=0 {mod.p^— 1),
relation absurde : car si p — r<v— i, (/?*— 1) (/'^'"'^— 0 sera <ip^— 1; et si p — r = V — I , on aura
(P^— Ml/*'"' — i) = —p'"-' — p'-hp-\- 1 (mod.;;^— 1), congruence dont le second membre est négatif et </>''— i.
747. La démonstration du théorème proposé est maintenant facile. Supposons, pour plus de généralité, jtJL> i, et soient A,, B|,..., Â\, B'^,... les doubles suites qui, combinées à Fo» reproduisent Got second faisceau de To.
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condition
g'-fl'm^gP-'l'm, d*où (g^»^''-») — i)/'m = o {tnod.p), (g'-p- i)mf/ — m') = o, (g^/»-'- !)/'(/- m') = o (moA.p).
Mais i[p'- \)<ip^ — \\ donc g^ ^''"■*^ — i ^ o ; on a donc
L'une au moins des quantités l\ m est donc nulle. Soit par exemple /' == o. Si m n'était pas nul, on aurait l^m'y et 9 aurait pour ordre un multiple de/?. Mais S ne peut contenir aucune semblable substitution (562).
Donc V^m^o. Donc 9 multiplie chaque indice par un facteur constant; et Ton peut achever la démonstration comme au numéro précédent.
749. Soit maintenant X = 2, avec /i = 2, v = 2 ou /> = 3, v =^-'i. Supposons d'abord |j. > i . Le raisonnement du n*^ 745 montre que chaque indice x du premier système doit être remplacé dans 9 par une fonction ^^ ne contenant que les indices x, x\... de la même série, et ceux y, y\... d'une autre série, appartenant au second système. On voit ensuite, comme au n*^ 747, que la fonction ^ ne contiendra pas x\.... Enfin, les transformées des substitutions des formes/A |,...,/A'j,..., auxquelles 9 est échangeable, par la substitution qui permute les deux systèmes sont échangeables à 7 : d'ailleurs elles n'altèrent pas x, et multiplient y, ^'f... par des facteurs constants. Deux indices différents de la suite/, y\... seront multipliés par un fdcteur différent dans Tune au moins de ces substitutions. Donc la suite contiendra tout au plus un indice j qu'aucune de ces substitutions n'altère, et qui par suite puisse figurer dans la fonction ij^. Soit donc t{/ = /w^r -4- /iv.
Le groupe Fi formé par les substitutions de L qui n'altèrent que les indices y, /',... contient évidemment une substitution S qui ne multiplie pas j^ par un simple facteur constant; soient Y, Y',... les fonctions qu'elle fait succéder àj, j',...: et soit 7 = aY-f- a'Y'-t-.... La substitution S^'^S remplace x par mx-h n{ay-^ a'y' -h ...); mais, faisant partie de i, elle doit remplacer x par une fonction de a? et 7 seulement. D'ailleurs Y ne se réduisant pas a j, à un facteur constant près, a',... ne peuvent s'annuler à la fois : donc n = o. Le lemme II se trouve ainsi vérifié, et l'on peut achever la démonstration comme précédemment.
750. Soit X = 2, /> = 2, V = 2, jUL = I . On a quatre indices or, or, ; y, y^ formant quatre séries et deux systèmes. D'après le n^ 745, f aéra de la
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forme
9 — I j;, . . . , 7, /j: -f- mj-,, . . . , /' x -f- iw'^-, | ,
oi Ton verra, comme au o® 748, que m et /' s*ànnuient. EnHn le cas où X = 2, /i = 3. v= i, /x= i est exclu (702).
751 . Théorème. — Le théorème B est vrai^ si ^est indécomposable.
Choisissons les indices de manière à ramener L à la forme type, et supposons qu'ils se répartissent entre X' systèmes, contenant chacun v' séries, contenant chacune fi' = n''n'^... indices : L résultera de la combinaison d*un groupe D dont les substitutions permutent les systèmes avec un groupe \\ dont les substitutions n'altèrent que les indices da premier système. Soient g\ 6, 6',... des racines primitives des congruences
^'o> ^«v ^'o«-- les substitutions qui multiplient respeclÎTemenl par g'"^, 6^, 6'^\... les indices de la r+ i'^' série du premier syslèaae, en laissant invariables ceux des autres systèmes. Le premier faisceau de r«« F«, sera formé des puissances de g^; son second faisceau G« s'obtiendra en combinant à F^ certaines doubles suites A,, B,,...; A',, ff,,. ..;.... Soient ^'^« F«, ^'j, F,,... les transformés de g^^ F« par les substitutions de D; le premier faisceau de L, F = (Ft, F,,...) aura ses substitutions de la Tonne g\*'g't^*"'f et Tordre de chacune d'elles divisera p^ — i-
D'autre part, si Ton supposait les indices choisis de auiinière à ramener 4;^ ;i sa forme type, ils ne formeraient qu'un système; sMent y le nombre de ses séries, fi = 9^9'^... le nombre des indices de eka^ne série. Soient^, 5, 5',..., y des racines primitives des congruences
Désignons également par g^ ^, ^\...,y les substitutions qui multiplient les
indices de la r-Hi'^^ série par g^\ S'^, Sr''^,...,y'^. Le premier faisceau de 4^, ^y est formé des puissances de g\ son second faisceau Ç s\ibliendra en joignant âi .f* certaines doubles suites rV,, ifei,...; x\^ «t,....: — Enfin les substitutions de 4^ seront de la forme <I^ ^, <r étant la substitution qui rempbce chaque série par la suivante, et ^ une substitution qni ne déplace plus les séries.
752. Proposition I. — L'ordre ® d'un groupe ^ contenu dans ^ei dont leg substitutions sont échangeables entre elles, ne peut dépasser fji*'' (/?^ — i).
En effet, supposons, pour plus de généralitét que 5 contienne quelque substitution qui déplace les séries; il résultera de la combinaison d'une semblable substitution ^^, où $ est un diviseur de v, avec le groupe H formé par celles de ses substitutions qui ne déplacent plus les séries (557);
et l'on aura ® = | û, ù étant Tordre de H.
Le groupe I formé par les premières corrélatives des substitutions de H est isomorphe à H. Soit 0 son ordre; on aura i} = Oû|, 1^, étant Tordre du groupe H| formé par celles des substitutions de H dont les premières corrélatives se réduisent à Tunité. Ces substitutions sont de la forme <.l>^1a>^... ^, 6 étant une substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échangeable à X|, ia>i, — Celles de ces substitutions, i, ^,, c^2«-** qui se réduisent à la forme 6 forment un groupe H': soit Q! son ordre. Soient d'autre part U = A.t*ia>['... 6 une substitution quelconque de H4 : ce groupe contiendra évidemment û' substitutions, U, U^i, U62»'-* dans lesquelles «i, jSf,... ont les mêmes valeurs que dans (J. On aura donc 01= u)Ù\ ci) étant le nombre des systèmes de valeurs que peuvent prendre a^, ]3|,... dans les substitutions de H,.
Soit 0' Tordre du groupe V formé par les secondes corrélatives des substitutions de H'; on aura de mémeO'=0'iïi, Ù^ étant Tordre du groupe H'^ formé par celles d£S substitutions de H' qui ont pour seconde corrélative
Tunité. Ces substitutions seront de la forme «.C^** W|^'... G', &' étant une substitution qui ne déplace pas les séries, et soit échangeable à x,, ia>i,^.., x'j, ift»',,...; et Ton aura îî', = w'û", w' étant le nombre de systèmes de valeurs que prennent a\, p'^»... dans les substitutions de H'j, et Q." Tordre du groupe H" formé par celles des substitutions de H' qui se réduisent à la forme 6'.
Poursuivant ainsi, il viendra
O^'^' étant Tordre du groupe H^'^^ formé par celles des substitutions de H qui sont échangeables à X,, ift),,...; aCj, Wj,...;.... Ce dernier groupe est évidemment contenu dans §\ et ses substitutions, étant échangeables à $^^, se
réduiront aux puissances deg^/»*-*. Soit g ^*-* la moindre puissance de cette
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substhution qui appartienne à H^''^ On aura évidemment 0^'"' = ^— -,
et ^0^^^ atteindra son maximum/)''— i en posant d= i, d = v.
D'autre part, les substitutions U,... étant échangeables à toutes celles (le H, les substitutions correspondantes
a*« &^' . . . = [ ^,, j„ . . . ^1 -h «1, j, -h (3„ . . . I , . . . le seront évidemment aux substitutions de I
! Xvt ri, ... rt', a:, -h c*^, 7-, -h . . . , ft', JT, -h rf', j, -f- . . . , . . . I
corrélatives de celles de H. Ces deux sortes de substitutions réunies ensemble formeront un groupe de substitutions échangeables entre elles contenu dans le groupe résoluble et primitif de degré zs^^ qui résulte de la combinaison dessubstitutionsa|,6|,...avecle groupe auxiliaire qui correspond à la double
suite ei>i, iA>i Son ordre Oco ne pourra par suite dépasser zs^^. On aura
demêmeO'w'^Tsr'^^'.elc., d'où «D^zy*«®'*«'..- (;i^- i) = /x*(;i"- i).
753. Si les substitutions de 5 n'étaient échangeables entre elles qu'aux i près, mais qu'elles fussent échangeables à celles de ê^ on trouverait de mime «D = OwO'a)'...O^^J5iUL'(/>"-i).
Proposition II. — L ne peut être décomposable
Supposons en effet X'> i. Le groupe dérivé des substitutions F^, A,,..., Aff, A\,... et de leurs transformées par les substitutions de D a évidemment pour ordre (J-'^'ip^ — i)^\ et ses substitutions sont échangeables entre elles. Étant contenu dans L, il le sera dans ^: d'où la relation (752)
D'ailleurs on a X'/x'v' = juiv, chacun de ces deux nombres exprimant le nombre des indices. D'autre part, la substitution g est contenue dans ^et par suite dans F; donc son ordre/?"— i divisera p^' — i (751); donc v divise v'. Soit v' = ^v, d'où ii = kViL' : il viendra
relation évidemment absurde, sauf pour de très-petites valeurs de k, W p^-^ En faisant quelques essais et remarquant d'ailleurs que/?""— i doit éln > I (555) et divisible par tous les facteurs premiers de fx, on trouvera qa
DE LÀ RÉSOLUnON PAR RADICAUX. 583
cette relation n'est possible que dans les quatre cas suivants :
1** ei 2
V = 2, /r = I , />* = 3 ou 5 ; X' = 3, /r=i, p'^i, fA'=i; X' = 4, /f=:i, /i^ = 3, a'=i.
755. Considérons d*abord le troisième cas : L et 4^ ont respectivement pour ordre 1.2. 3(2. 3)' et 3.3*(3^— 1) (3'— 3). Donc Tordre de L ne divise pas celui de 4^; donc L ne peut être contenu dans 4^.
Dans le quatrième cas, L a pour ordre i.2.3.4(3-3)\ Quant à ^, son ordre sera égal à 2.2* q, pétant Tordre d'un groupe auxiliaire primaire ou complexe, de degré 2\ Ce dernier groupe étant contenu dans le groupe linéaire, son ordre divisera (2*— 1) (2*— 2) (2* — 2*) (2*— 2*). Ici encore Tordre de L ne divisant pas celui de ^, L ne pourra être contenu dans 4^.
756. Soit enfin )/ = 2, * = i et // — 3 ou S, d'où v = v' = 1 . Les facteurs premiers cr, w',..., tt, n',..., divisant/?— i, se réduiront à 2; elles groupes auxiliaires correspondants aux doubles suites ei>|, ifl)!,..., eV\, ifi'^, ...;... pourront être fondus en un seul groupe complexe (712). Cela posé, la substitution 9o est d'ordre 2 et appartient à ^; et sa corrélative
I x,y Xi* • • • û', ^. -f- 1*', Ji -^ •.-,*', Jr, H- rf', 7, -+-...,.. . I
étant d'ordre 2, pourra par un changement d'indices convenable se mettre sous une forme telle que
et sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions C^» Cy»...» Cz, C|„... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U,.... Soient a,, &(,..., les substitutions respectivement correspondantes à or, , y, , . . . , et soit
Cx = flî''ftî'..., C^=a]'b\'..., Il est clair que les substitutions du groupe R
dérivé de ^et de «i,J'i)l)J'..., <^v,î*ift,^...,... seront échangeables à ô© aux puis- sauces près de 3. Or le nombre des indices X, Y,..., Z, U,... est au moins la moitié du nombre total. Donc le nombre des substitutions de R sera au moins égal à rx(/7 — i). Si toutes ces substitutions ne sont pas échangeables à do* ^llcs dériveront de la combinaison de Tune d'elles, qui transforme Qa en iÔof avec un groupe R' de substitutions échangeables à 0^, et d'ordre
égal ou supérieur à - /x (/> — i).
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Si $0 appartenait à ç, sa corrélative se réduirait à Tunité; R et R' auraient alors pour ordre i^^ip— i) et- ii^{p— \).
Soient d*autre part 2of ^i l^s deux systèmes d'indices de L : la substitution $0 multipliant par — ^ i les indices de Zq ^^i^^ altérer ceux de 2,, les substitutions U,... du groupe R', qui lui sont échangeables, seront chacune le produit de deux substitutions partielles Uo» U|,... altérant respectivement les indices de 2o et ceux de 2|.
Soit maintenant V une substitution quelconque de Y^\ elle sera échangeable à U aux puissances près de do- I^" efTet, V, appartenant à ^, sera permutable à Ç; donc U~' V~* UV=Ui"' V"-' Uo V appartiendra à ç. Or chaque substitution de g", ramenée à la forme canonique, multiplie la moitié des indices par I et l'autre par — i, ou la moitié pary et l'autre par —y, à moins qu*elle n'appartienne à ^, et ne multiplie tous les indices par un même facteur. Mais U^' V~* UoV laisse invariables tous les indices de I,; donc elle multiplie les autres par un même facteur =b i , et se réduit à une puissance de $«.
La substitution Uq, étant échangeable aux puissances près de d^ à A,, R,,..., A\, R\,..., appartiendra au faisceau Gq. Elle appartiendra à F^; sans quoi ses transformées par les substitutions de Fo, combinées avec Fq, reproduiraient Go (733); elle ne serait donc pas échangeable à toutes les substitutions de Fo aux puissances près de do-
Le groupe isonjorphe à R' formé par les substitutions partielles Lo»... sera donc contenu dans Fo; et son ordre ^' divisera p — i^ Celui de R' sera égal à a>'ci>'\ ot)'' étant l'ordre du graupe R" formé par celles de ses substitutions qui laissent invariables les indices de 2o; ces substitutions, appartenant à g", multiplieront les autres indices par un même facteur + i . Donc R* ne contiendra que la substitution i , seule ou jointe à la substitution 0, = à 9». Dans le premier cas, on aura
Dans le second cas, R', contenant ^ et 9,, contiendra 6q, et l'on aura
2(/> j- l)^(o'(ù''^ - [/.^(p — l), d'où fXz^ 9., t/ z=z I.
Mais en supposant p^z=^ ou 5, ]W.' = i, )/=2, on tomberait sur un cas exclu (702).
Il faut donc nécessairement admettre )/=i, ce qui établit la proposi-
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lion II, Cela posé, nous pourrons écrire F, G, g\ 0, Ô',... à la place de Fo,
Proposition III. — k se réduit à V unité
Le nombre jui' divisant /x, les facteurs premiers tt, tt',... qui le divisent font partie de la suite des facteurs premiers xs, rs\... qui divisent /x. Soit par exemple ti = vs. Les puissances de la substitution Q se confondront avec celles de la substitution d. En effet, les unes et les autres sont des substitutions d'ordre tt, contenues dans F, et par suite seront les puissances de la
substitution g "" . Donc les puissances de 6 appartiennent à :l\ de même pour les puissances de 0\....
Cela posé, G contient ix'^{p'' — i), substitutions échangeables à celles de F, et a fortiori à celles de ^, et échangeables entre elles aux puissances près de 6, 6',..., d'où la relation
absurde si A:> i, a moins qu'on n'ait k= 2, p* = '5. Mais ce cas est exclu (703). Donc *=!.
758. Proposition IV. ~ Les faisceaux F et G se confondent respectivement ai^ec ^ et ç.
En premier lien, rf étant contenu dans F, et ayant le même ordre />'^—i, se confond avec F.
Cela posé, les substitutions de G, en nombre jul'*(/>^'—i) sont échangeables à celles de F, et échangeables entre elles aux F près. Elles appartiendront donc toutes à la forme i^; et par suite, l'ordre ® de G se réduira à OwO'ck)'...0^''^ nombre qui ne pourra être égal à ii'^{p'^ — 1)= 11^ {p'^—i) que si 0«, O'w',..., 0^'^^ atteignent leurs maxima respectifs w*S w'^^,..., /?"—!.
Supposons, pour fixer les idées, qu'on aiU simplement ]ui = w^o'*^, d'où ® =OwO'w'0". Le nombre 0' étant moindre quetar'^^ (728), OV ne pourra atteindre ce maximum que si a)'> 1. Donc l'une au moins T des substitutions du faisceau [S, aCj, W, ,...) appartiendra à G, et sera de la forme
/AJ»BÎ'... A'/'B'i*'..., /étant une substitution de F, et les exposants a,, 6«,..., «j, 6\,...,... n'étant pas tous nuls.
Supposons que l'un des exposants a'j , &',,... par exemple diffère de zéro : L contient une substitution U, échangeable à A|, B,,...;... et qui ne soit pas échangeable aux F près à A^Bf-... (733). La substitution T-*.U-*TU
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appartiendra au faisceau G, = (F, Â'^, Ki»...) sans appartenir a F; et cornbiuée à F et à ses transformées par les substitutions de L. elle reproduira tout le faisceau G|. D*autre part, T et ses transformées par les substitutions de 4^, et en particulier par celles de L, et par suite T-MJ~' TU et ses transformées, appartiendront au faisceau ?«•= (^, x\, W|,...). Donc ce faisceau contient G|.
Si Ci contient de^ substitutions autres que celles de G^ il résultera de la conibinaison de G| avec des substitutions A'^^i^ B^^,,..., Â^r, Vç»^ échangeables aux précédentes, et échangeables entre elles, sauf pour deux substitutions A'^ , B'^ d'un même couple, qui seront échangeables à 6 près (559-561). On peut d'ailleurs choisir ces substitutions de telle sorte que leurs caractéristiques soient des puissances de i —K*^, si u' est impair, et des puissances de K^-— i, si «?" = 2, à moins qu'on n'ait en même temps y^^^Sfmod./i), auquel cas A'^^.,, B'^^.i pourront avoir pour caractéristique une puissance de K*-4- 1 (567-570).
On peut admettre que la double suite A',, B',,..., A^, B^, AV+,» B'^^,,... se confond terme à terme avec la double suite x\, ui>\,... pourvu qu'en formant cette dernière double suite, on renonce si s'astreindre à la condition qu'elle ne contienne pas plus d'un couple ayant pour caractéristique une puissance de K*-h i '^lorsque z^ = 2 et/>''^3(mod.4)j.
Cela posé, le groupe G2 = (F, A,, B,,...; A",, B' ,...;.. .) a pour ordre fjL*T5'-*^(/>^— i) = Oa)0'w'or'-*^(/>^— 1). Or toutes les substitutions de G„ et en particulier celles qui sont échangeables à v,, vi>,,..., sont échangeables k A'j, B',,..., A'^, B'^ : leurs secondes corrélatives seront donc échangeables aux substitutions
elles seront donc de la forme
et l'ordre 0' du groupe qu'elles forment sera moindre que or'*^-*^ (728). Mai pour que OwO'w ... soit égal à fi*(/?'— i), il faut que O'w soit égal à zs'^ Donc w'ar'"*^> i, et par suite Tune des substitutions de G, (autre que cell'
de F) appartiendra à ç,. Soit/A^'B^... Ai'^Bj^'... cette substitution. Si par exemple n'est pas nul» on verra, comme tout à Theure, que la dou!
suite A', B'j,... appartiendra à ff,, et l'on pourra supposer A'=A',.^,, B' =3'^^!. Poursuivant ce raisonnement, on obtiendra le résultat suivant :
Le faisceau (F, J^'j, iJl>'j,...) résulte de la combinaison de F avec quelquesunes des doubles suites A|, B,,...; A',, B', ,...;..., dont la réunion formera la double suite ,A,\ \ ii^\ , . . . .
On peut, par raison de symétrie, énoncer un résultat analogue pour la double suite ei>,, lO»,, Par suite, le faisceau Ç se confondra avec 6.
759. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que G contienne trois doubles suites A,, B|,...; A',, B'i,...; A* , B%..., dont la première soit contenue dans le faisceau (F, cA>(, ia>,,...) et les deux aulres dans le faisceau (F, Jl,'j, ifV',»--0- 0" ^"•*^ ï:7^ = 7r^, Ts'^ = 7r"^7r"^', d'où n' = n'\ Cela posé, la construction de 4;;^dépend évidemment de celle de deux groupes auxiliaires •Co* -C'o* respectivement correspondants aux deux doubles suites <.i>,, iA>i,...; ^C,, ift)'j, De même celle de L dépendra de celle de deux groupes auxiliaires Lo, Lq, Tun primaire et correspondant à la double suite A,, Bf,..., Tautre complexe, et correspondant à la double suite complexe A'^, B\,..., A" B"
Soient d, 5' les groupes respectivement formés par celles des substitutions de .^of ^0» fl"* s^°^ l^s corrélatives des substitutions de ^; I, T les groupes formés par celles des substitutions de Lq, L'o qui sont les corrélatives des substitutions de L. Pour que ^^contienne L, il faut évidemment que d, d', et a fortiori ^^ et 4^^, contiennent respectivement 1, V. D'ailleurs toute substitution abélienne propre S contenue dans Lo, par exemple, étant associée à la substitution i que contient L^» on pourra déterminer une substitution de L qui ait ces deux-là pour corrélatives. Donc S appartient à I. En outre, dans le cas particulier où quelqu'un des groupes primaires et indécomposables qui servent à la construction de L© serait de degré 7*'", où m est une
puissance de 2, et correspondrait à une décomposition m = V| nî*7r\*^«... où Ton eût V, = 1, I contiendra une substitution qui multiplie les exposants d^échange par un non résidu de 7, sans quoi on tomberait dans un cas exclu (707 et 711).
Soit donc Jo le groupe qui est à Lo ce que J était à Ldans l'énoncé du théorème G (715); I contiendra J^. Ce théorème étant vrai par hypothèse pour les groupes ^o> Lo, Jo qui sont de moindre degré que ^, L, le groupe Jo, et a fortiori le groupe I, ne pourra être contenu dans 4^0 que si ^0 6t Lo sont pareils. On voit de même que Ji^ç, et L'^ doivent être pareils. Mais alori^ 4^et L seraient eux-mêmes pareils.
DÉMONSTRA.TION DU THÉORÈME G
Cas OÙ ^ est décomposable ,
760. Théorème. — Soit L = r wn groupe construit par la méthode des n*** 697-699 : le groupe J défini comme à V énoncé du théorème C (715) sera primaire et indécomposable [et resterait tel, lors même que Von conviendrait de poser toujours e = o dans ledit énoncé ) .
Nous allons monlrer en effet qu'il n'est pas possible de trouver des systèmes de fonctions des indices tels, que toute substitution de J remplace ks fonctions de chaque système par des fonctions de celles d'un même système, et que, ces fonctions étant prises pour indices indépendants, les exposants d'échange des substitutions correspondantes à des indices de systèmes différents scient tous congrus à zéro. Le procédé de démonstration consistera à montrer que si le théorème était faux pour un groupe d'un certain degré, il serait faux pour un groupe d*un degré moindre; d'où cette conséquence absurde, qu'il existerait une infinité de groupes de degrés décroissants à partir de celui que Ton considère.
76 !• Premier cas. — T est de première catégorie. Ses indices forment deux systèmes conjoints, contenant chacun v séries, contenant chacune juL =:7r'7r'^... indices. (Nous supposons fi> i, pour plus de généralité.)
L'un des systèmes de /onctions cherchées contient une fonction dans laquelle n entrent que les indices d'une seule série. Soit en effet, parmi les fonctions
cherchées, 9 = 9^4- 96 -*-•••-+- fL' -+-?!' -*-••• une de celles dont les indices sont empruntés au moindre nombre de séries, et qui, subsidiairement, contiennent le moindre nombre d'indices; 9^, 9^,... représentant respectivement l'ensemble des termes de 9 qui contiennent les indices de la a 4- 1'^', de la 6-4- 1*^'"%... série du premier système S, et 9'^., 9'^, .. l'ensemble de ceux qui contiennent les indices de la a'-hi'^**', de la ô'-i-i'^'"*',... série du second système S". Transformons 9 par les diverses substitutions de F, premier faisceau de F (lequel est contenu dans J). Autant on aura de transformées non équivalentes, autant on aura de fonctions distinctes, dérivées de
Si les indices qui figurent dans 9 appartenaient à un seul système, mais à plusieurs s'éries, on déduirait de là, comme au n^ 730, la relation absurde
Supposons donc que dans 9 figurent des séries de chacun des deux systèmes. La substitution de F qui multiplie les indices de la première série du premier système par m transformera y en
Pour que deux semblables transformées obtenues en posant successivement m = mtf m = imt soient équivalentes, il faut qu'on ait
d*où
On a d'ailleurs kP'~'* ^ i; et par suite i^^^^iy ^ étant le plus grand commun diviseur de 6 — a, é' — a',... et de v. Soit maintenant a' — a^râ-h d (mod.v), e/ étant <(^; il viendra
Soit donc le plus grand commun diviseur de p^—i ei p'^-hi] on aura
i 7 ^i, ce qui donne ^- valeurs distinctes pour k. Les transformées
de © sont donc équivalentes ^ ""' à ^ ""'> et Ton aura g nr— transformées ' ^ q q p — ï
non équivalentes, toutes dérivées des fonctions 9^, 96^ ••• 91» 9b'*"- ^^"^ 1^ nombre ne peut dépasser y a» b,. .. appartenant à la suite a, a-hâ,.. .,
aH-(^ — I J ^ et a', b\... à la suite a', a'-H^,.... On aura donc
relation absurde si 9 > 2, (^ étant au plus égal à v.
Essayons la valeur q=\: p'^-^- \ devra être divisible par p^— 1; mais il ne peut être plus grand que /?^— i, rf étant < d\ on aura donc
p*— I = »*'-+- 1, ou p'fp*"*'— l) = 2, ou
/^ = 2, rf=l, 5 = 2, ou p = if rf = 0, 5=1.
Posant dans la relation (6) 9=1, p = 2, â = 2f il vient — ?— <v, d'où
V < /|; et comme v est un multiple de 5, v = 2. Posant au contraire p = 3, J = I , il viendrait < 2v, d'où v = i ou 2,
Essayons maintenant la valeur ^ = 2 : p^-^i étant un multiple de ^
et n'étant égal ni Supérieur à p^ — if sera égal a ^ On en déduit
p'^^p^^ -^2) = ^, d'où /? = 3, rf= I, 5= 2, ou /> = 5, rf=o, d= !• Dans l'un et l'autre cas, la relation (6^) donnera v = J.
On a d'ailleurs p^^ f\ (616). Les seuls cas qui échappent à la démonstration sont donc les suivants: /? = 3, y = 2;/? = 5, v= i, dont le premier est exclu (704). Nous examinerons l'autre tout à l'heure.
762. Soit donc ? == ?« une fonction des indices d'une seule série, laquelle fasse partie de l'un 2 des systèmes de fonctions cherchés. On verra, comme aux n^"* 731-733, que 1 contiendra les fonctians conjuguées de 9; que les svstëmes contiennent tous le même nombre de fonctions distinctes, et sont permutés transitivement par les substitutions de 6; que les substitutions de F laissent les systèmes immobiles, et que les doubles suites A|, B,,...; A'j, B'j,...; Ag. B'jj,...;... seront de deux espèces : i*^ celles dont toutes les substitutions laissent les systèmes immobiles; 2^ celles qui ne jouissent pas de cette propriété.
Supposons, pour fixer les idées, que toutes les doubles suites, sauf la première, appartiennent à la première espèce. On verra, comme au n^ 733, qu'il existe une substitution T de la forme /A^'B?'..., où l'un des exposants, «( par exemple, ne soit pas nul, et qui ne déplace pas les systèmes.
Cela posé, soient L le groupe auxiliaire correspondant à la double suite
les substitutions respectivement correspondantes à A|, B,,... et au faisceau desquelles ses substitutions sont permutables. Supposons, pour plus de généralité, que L soit décomposable : il résultera de la combinaison de deux groupes, dont l'un. A, permute les systèmes entre eux, l'autre, Ti, n'altérant que les indices d'un seul système, par rapport auquel il est primaire et indécomposable. Soient en général z^, Ur^... les indices du r*^'^^ système; Ca^» Ctt^»..- les substitutions correspondantes. On peut les considérer comme dérivées d'une double suite de substitutions 8,^. ©irf-. ^mrf ®„r» dont tons
les exposants d'échange mutuels soient nuls, sauf pour deux substitutions associées Cpr» Odpr» dont l'exposant d'échange sera i (293-300). Soit en général
Les substitutions du faisceau (x^ lO)!,...) étant dérivées de ceMes-là, celles du faisceau (F, A|, B,,...) le seront de la combinaison de F avec les substitutions Cp;. = A•'p'^BÎ'p^.., Dp^ = Aî'p''B^p^..,..., lesquelles seront échangeables entre elles, sauf deux substitutions associées, Cpr et Dp,, qui le seront
à 6 près. En particulier, T sera de la forme /Cî;'DÎ,"...CVD*;:'..., l'un au moins des exposants, tel que a,i, n'étant pas nul.
Soit maintenant !« le groupe qui est à F, ce que J est à F. La substitution Cf;'(£)?i',.. G2;'(£)f„7, jointe à ses transformées par les substitutions de J,, reproduira toutes les substitutions dérivées de Ci,, (Dh»".» 0,ni, (&,„«. En effet, s'il en était autrement, le faisceau résultant de ces transformées ne serait pas transitif. Le groupe {Qu* O^Hf.» ^mn (£>mM Ji)» dont les substitutions lui sont permutables, ne serait pas primitif (53), et J, ne serait pas primaire. Le théorème serait donc faux pour le groupe F,, de degré moindre que F.
Donc J, contient une substitution t> non échangeable à g'^o^jV... g^-; ok)^™'. F contiendra une substitution abélienne propre U qui ait pour première corrélative t) et pour ses autres corrélatives Funité, et ne déplace pas les séries, et qui par suite appartienne a J. La substitution T^'U-^TU ne déplace pas les systèmes S, S', et sera dérivée de (Cn» D, ,,..., C;;,,, D^i)» sans appartenir à F. Les transformées de cette substitution par celles des substitutions de J dont les premières corrélatives appartiennent à J, et dont les autres corrélatives se réduisent ^ l'unité, jointes aux substitutions de F, reproduisent^ évidemment tout le faisceau (F, C,,, DH,...,C;„4,D,ni). Donc les substitutions C|i,D,i,..., C;„o D,„^ laissent les systèmes immobiles.
Cela posé, le système 1 contiendra les transformées de <p par les substitutions Cu, D,,,..., Cmi* Dmtf A'}, B'j,..., parmi lesquelles il en est au moins 71*" tt'*^... de distinctes (732). Il contient en outre leurs conjuguées, soit en tout au moins vTr*";:'^'... fonctions distinctes. Le nombre des systèmes ne peut donc dépasser tt*^"*". Donc parmi les tt^^^-^î substitutions de la forme
CJt'Dfi'... CVDV..., il en est au moins une qui ne déplace pas les systèmes. Supposons que l'un des exposants a,2« &4 2f*» p^i* exemple, diffère de zéro. On verra, comme tout à l'heure, que C,a. D,,!-.» C^a» ^m2 ne déplacent pas
les systèmes, etc. Donc enfin aucune des substitutions Cp^, Dpr* et par suite aucune des substitutions de 6, ne déplace les systèmes. Donc tous les indices de S, qui résultent de la combinaison de f et de ses transformées par les substitutions de 6 avec leurs conjuguées, appartiendront à un même système 1. De même les indices de S' appartiendront tous à un même système 1\ lequel ne peut diflerer de 2, les exposants d'échange des substitutions correspondantes à leurs indices respectifs n'étant pas congrus à zéro. Donc il n'existe qu'un système 1, et J est indécomposable.
763. Considérons le cas d'exception oix p"* = 5. On doit supposer |x> i, sans quoi l'on tomberait dans l'un des cas exclus (705) : d'ailleurs fi, divisant/?"—i, sera une puissance de 2 telle que 2^2^ Soity = 2 une racine
primitive de la congruencey*^ 1 (mod. 5) : F, premier faisceau de T, sera formé des puissances de la substitution ^=y qui multiplie par y les indices du premier système et pary~* ceux du second. Quant à son second faisceau 6, il résultera de la combinaison de F avec certaines doubles suites C,, Df,..., C^,D\,... telles, que toutes les substitutions de F soient permutables à chacun dos faisceaux (C,, Do--.)» (^1» D\, ,..),... (705).
Le nombre des systèmes de fonctions cherchés ne pouvant dépasser 2ix, nombre total des indices, deux au moins, T, T des 2|x' substitutions
y^C''Dî'...Ci*' D'jP'... (où l'on prend s égal à o ou a i) remplaceront l'un 1 de ces systèmes par un même système 2,. La substitution T"*T' = U laissera 1 immobile. D'ailleurs elle est dérivée dey, C,, D,,..., C,, D',,... et ne se réduit évidemment pas à une puissance paire dey.
Si U est une puissance impaire dey, telle quey^, 2 contiendra une fonction des indices d'une seule série. Soit en effet © = y^ -+- 9'o ''ui^e des fonctions de 2, rpQ, 9^ étant les fonctions partielles formées par ceux des indices qui appartiennent respectivement aux deux séries de F : 2 contiendra y^?.)-l-y~^?'o» transformée de y par U, laquelle est distincte de 9, et qui, combinée avec 9, donnera les fonctions 90* ?o' ^^' appartiendront h 2.
Soit au contraire U=:yPQ'DJ'...Cj*' D'jP'..., les exposants a,, j3|,... par exemple n'étant pas tous nuls. Les transformées de U par les substitutions y, C,, D,,..., C, , D'j,... sont de la forme y '*U et laissent immobiles les systèmes que ces substitutions font respectivement succéder à 2. Mais y*', multipliant tous les indices par un même facteur =bi, laisse tous les systèmes immobiles : donc U laisse ces systèmes immobiles. D'ailleurs y, €«, D,,..., Cj, D'j,... permutent transitivement les systèmes : car, s'il n'en était pas ainsi, les transformées de 9 par ces substitutions, combinées entre elles,
ne reproduiraient que des fonctions dérivées de celles appartenant aux systèmes que ces substitutions permuteraient avec 1 : le nombre des fonctions distinctes dont elles dépendent serait donc inférieur à a/x. Mais ces transformées, combinées entre elles, donnent 9©» ?'o» Q^^» transformées par C,, D|,..., C^f D\, ....... fournissent chacune |jl fonctions distinctes.
Donc U ne déplace aucun système. Il en sera évidemment de même de ses transformées par toutes les substitutions de J. Or soit Y une substitution de J échangeable à C, , D', ,... et non échangeable a Q'Df'... aux F près : V~*UV==U| appartiendra au faisceau (C,, D, ,...). Ses transformées U,, U2»... par les substitutions de F, ou, ce qui revient au même, par les substitutions de J ('), jointes aux substitutions de F, reproduiront tout le faisceau (F, C|, D, ,...); les substitutions Uf, Ua,... reproduisent donc tout le faisceau (C,, D«,...). Cela posé, 90» transformée par les substitutions (F, C,, D,,...) donne 2^ fonctions distinctes (733). Les substitutions de F multipliant ces fonctions par de simples facteurs constants, la transformt)tion par U,, Uj,... suffira pour obtenir ces 2^ fonctions. A fortiori, on obtiendra au moins 2^ fonctions distinctes en transformant f = (pn'^9o V'^^ ^^' U2».... Toutes ces fonctions appartiennent à 2, que U,, U2,... ne déplacent pas.
Donc chaque système contient au moins 2"^ fonctions distinctes. Le nombre des systèmes sera donc au plus égal à 2.2'~^/x, et inférieur au nombre
2.2~^^/ji^ des substitulionsy*C,*'D',P'.... Raisonnant comme tout à l'heure, on voit que 1 n'est pas déplacé par les substitutions {C\, D'^,...) et contient une fonction y© des indices d'une seule série, ou contient au moins 2^.2''' fonctions distinctes. Continuant ainsi, on voit que si 1 ne contient pas ç, , il ne sera déplacé par aucune des substitutions (C|, D4,..., C^f D', ,...) et contiendra au moins fi fonctions. H n'y aura donc que deux systèmes, 2, 1\
764. Cela posé, si J contient deux substitutions Si' et C^ telles que Ton ait a' 6 = G Jl'y^ T étant impair, il existera une puissance impaire dey qui ne déplace pas les systèmes 2, 2\ En effet, si y les permutait entre eux, et que c^' les j)ermutàt aussi, A'j ne les déplacerait pas. Donc l'une des deux substitutions si\ ^'y, P^"* exemple Si'j\ ne les déplacerait pas. Sa transformée par G ne les déplacerait pas non plus; mais G""*/ 5=7"*=*; cette transformée se réduira donc à Jl'y^=^'. Donc (^'y)~' ^'y^* =y^-»=*=* ne déplacera pas les systèmes.
(*) r résulte do la combinaison de J = A avec une substitution W échangeable à C„ D,,... (GH)
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Donc, dans ce cas, 1 contiendra une fonction f o des indices d'une seule série. Cela posé, la démonstration s'achèvera comme au cas général.
765. Il reste k établir l'existence des substitutions ê{.\ s. Chacune des doubles suites C,, D^,...; C,, D',, ...;... peut être modifiée de telle façon que chacun de ses couples ait pour caractéristique une puissance de K^~ i, sauf le premier, qui aura pour caractéristique une puissance de K^— i ou de K'^-f-i (570). Suivant que le premier ou le second cas se présentera, le groupe auxiliaire L correspondant à la doublé suite considérée sera contenu <lans le premier ou le second groupe hypoabélien (578).
Le nombre DC des groupes auxiliaires L, L',... contenus dans le second groupe hypoabélien est impair, sans quoi Ton tomberait dans un cas exclu (705). Donc il existe un nombre impair de doubles suites dont les premiers couples aient pour caractéristique une puissance de K^+ i. Soit C«, D«,... Tune d'elles. Les autres doubles suites pourront être fondues en une seule, qu'on modifiera, s'il y a lieu, de manière que tous ses couples aient pour caractéristique une puissance de K*— i. Soit Cj, D',,... cette double suile ainsi modifiée.
Cela posé, les indices indépendants [^(^^...y?!...]' peuvent être choisis de telle sorte, que les substitutions C,, D|,..., Ca* D^ prennent (en n'écrivant que les indices du premier système) la forrtie
C, — |[?,Ç2.. ./),...]• ye^' [$,?,... y),...]" |, 1), =:|[ÇiÇ,...y},...]' 7 [Si4-i, ?!,...,•/).....]• If
et les substitutions Cj, D'j,... la forme
C',= I [Hi$j...y),...j» 0'>«[Ç,Ç,.. .•/!,...]• |, D', = I [g,Ç,.. .•/},...]• [Il, Hi,..., Yî.-h i,.../|,
Cela posé, la construction de F dépendra de celle de deux groupes auxiliaires L, L', Tun primaire, l'autre complexe, respectivement correspondants aux deux doubles suites C,, D,,...; C,, D'i,.... La substitution abélienne propre
a pour chacune de ses corrélatives l'unité. Ces corrélatives étant contenues respectivement dans L, L\ A' le sera dans T, et par suite dans J.
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Soient maintenant T^ le groupe formé par l'ensemble des substitutions abéliennes propres qui sont permutables aux faisceaux F, (C|, D, ,...), (C, , D\ ,...). Leurs premières corrélatives formeront un groupe H bypoabélien de seconde espèce et de degré 2^^, L'une quelconque T de ces substitutions transformera A' en ^'y p, p étant un entier. En effet, JH' étant permutable à F et échangeable aux substitutions des faisceaux (C|, D,,...), (C, , D'j....), T~* a'T le sera, et sera de la forme A''^, i^étant une nouvelle substitution échangeable à ces mêmes substitutions, et qui ne déplace pas les séries, et qui par suite appartienne à F.
En particulier, F, contient la substitution
V=: I [^,g,. . .73,. . .]• [oÇj.. . y),. ..]•-+- M« [iÇ„... rî,...]' I
qui transforme A' en A'J^. Celles des substitutions de F, qui sont échangeables à si\ aux puissances près dey*, forment évidemment un groupe contenant la moitié de F, et permutable aux substitutions de F|. Leurs corrélatives formeront un groupe I contenu dans H, d'ordre moitié moindre, et permutable à ses substitutions.
Le groupe L n'est pas contenu dans I (674-685). D'ailleurs chacune de ses substitutions, étant abélienne propre, sera la corrélative d'une substitution de J (car on peut l'associer à la substitution i contenue dans L'). Donc J contient une substitution qui transforme Si' en A'j"^, t étant impair.
766. Second cas. — F est de seconde catégorie. Soient 2v le nombre des séries, /x celui des indices de chacune d'elles.
Vun des systèmes de fonctions cherchés contient une fonction des indices d'une seule série. Soit autrement 9 = ya-h y^-f-.*. celle de ces fonctions dans l'expression de laquelle figurent le moins de séries. Transformons-la par les substitutions de F, premier faisceau de F. Autant on aura de transformées non équivalentes, autant on aura de systèmes. Or ces transformées
sont de la forme /w'^^^^-h/w'^y^-h..., m étant une racine de la congruence
/w''''^*==i {mod.p). Posant successivement m = mi, m=^km^, on aura deux transformées équivalentes si l'on a
A /'-£=/,/=-..., d'où /r/""-'^...^i avec A^/''+' = i.
On en déduit k^'^' ' = 1 , puis k^^-^ ^ 1 , c^ étant le plus grand commun diviseur de b — a,..., 2v. Soit n le plus grand commun diviseur dep^^i et de p^— i; on aura Xr^sn i {(uod.p), ce qui donne n valeurs admissibles
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pour k. Le nombre des transformées non équivalentes sera donc^--^ —
Or d, divisant av» est égal à (/ ou à 2^, d étant un diviseur de v moindre que V» Si <> = rf, /i*— I divise /i''— i : n divise donc/i''— i ei/i^-H i. et par suite leur difTérence a. Divisant d'ailleurs y»" -h 1, il se réduira à i si /> — a. Si au contraire J = arf, P^ — ^ = ip'' -^ ^) if^ - > - ^
car d ne divisanl pas v, par hvpotkëse, ^ sera impair. D*ailleurs p^ -^ i et
/)'*— I peuvent en outre avoir le facteur commun 2. On aorai donc n =^^4-1 ou af/)**4- §)•
l.cs diverses transformées de ^ ne dépendant que des fondions ç>«, fi,....
en nombre au plus ég^l à -j^ on aura
Si ^ ^ a«/, celle relalioii devient
et n'est admissible (^ étant impair) qoe si |»= x, v = 3, r^s f^YcIn f7M Si ^ =:i/, on aora
ce qui n'est possible qoe si Ton a J=:%. p=3^\= \ .
Cjo cas d'exoeplion pent se traiter par nue mé^ode identique à celle des n"^ T^S-76S> en reiiipb<«iil dans le nàsonneaM»! la sobsùnaîon .^' par la snKstitnlioii € ainsi définie
cl la snksiitQlion V par la snivanie
^ c5iaYit «ne rMne primitive de la cx>n|rmeiice ^* — i mod . 3
<^ doit Twmrqof^ q*t te mwjies farmé? jar te pfremiffTv^ tv^romte ou . coirélaiiff?
Le lemme ci-dessus étant établi, on obtiendra la démonstration comme au n° 762.
767. Troisième cas. — T est de troisième catégorie. Il n'y a qu'une série, et l'on raisonnera comme au n** 762.
768. Problême. — Soient L un groupe résoluble primaire ou complexe, de degré p^"^ contenu dans le groupe abélien [dans l'un des groupes hypoabéliens); J le groupe défini comme à V énoncé du théorème C. On demande de déterminer des systèmes de fonctions des indices S, s', ... tels : i® que toutes les
fonctions linéairement formées de celles d'un même système appartiennent également à ce système, et soient essentiellement distinctes de celles qui dérivent linéairement des fonctions des autres systèmes; 2° qu'elles dérivent d'un certain nombre de fonctions distinctes^ le même dans chaque système; 3*^ que ces fonctions distinctes, dont le nombre total sera égal à celui des indices, étant prises pour indices indépendants, les exposants d'échange des substitutions correspondantes à des indices de systèmes différents soient toujours congrus à zéro; 4*^ que chaque substitution de J remplace les fonctions de cha/]ue système par celles d'un même système.
Supposons, pour fixer les idées, que L soit complexe, et résulte de la fusion de divers groupes primaires L', L",.... Soient J', J',... les groupes respectivement formés par les substitutions communes à J et à L', \J\
Choisissons les indices de manière à ramener L', L'",... à leur forme type. Ceux de L' se répartissent en général entre X' systèmes (ou couples de systèmes) 2o9 ^o'-M 6t \J se construira à l'aide de deux groupes résolubles : Tun D', dont les substitutions permutent les systèmes (couples de systèmes) d'un mouvement d'ensemble; l'autre To, dont les substitutions n'altèrent que les indices de l'un d'eux, 1^. Le groupe Jo» dont la relation au groupe To est celle indiquée entre L et J dans l'énoncé du théorème C, sera évidemment contenu dans J'.
Les indices de L",... se répartiront de même entre X",... systèmes (couples de systèmes) iy» ^y+i, ...;... qui pourront ne pas contenir le même nombre d'indices que ceux de L\
des substitutions de J contiennent toutes les substitutions des groupes fonnés par les corrélatives de celles de r. Soit en effet S une substitution quelconque de T; cette substitution, ou à son défaut la substitution g% laquelle a les mômes corrélatives, sera abélienne propre, et appartiendra à J.
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769. Proposition I. — Vun au moins des systèmes cherchés S contiendra
une fonction cp qui s'exprime à F aide des indices de 2©.
En efTet, si aucune des fonctions cherchées ne conlenait dans son expression les indices de 2o» ces fonctions se ramèneraient, contre Thypothëse, à un nombre de fonctions distinctes inférieur à celui des indices. Donc Tune au moins de ces fonctions 9 sera de la forme ^yo-^X» ^0 étant une fonction des indices de 2o» ^ui ne soit pas identiquement nulle, et ^ ^"^ fonction des autres indices.
Soient Wo-+-X» ^o"'"X»"- '^^ transformées dey par les substitutions de Jo: chacune d'elles appartiendra, par hypothèse, à l*un des aystèmes s, s',.... Si deux d'entre elles appartiennent au même système s, sans être identiques, s contiendra leur différence zso — ts'q, et notre proposition sera démontrée. Pour qu'elle fût en défaut, il faudrait donc que toutes les transformées non identiques appartinssent à des systèmes diflerents, et par suite fussent des fonctions distinctes.
i** Supposons d'abord F© de première catégorie. Soient F, G ses deux premiers faisceaux, v le nombre des séries de chaque système, jui le nombre d'indices de chacune d'elles. Soit enfin t^^ = ÇaH- y^H- ...-f-y'«.-h..,, 9^, 9^,... étant les fonctions partielles formées par ceux des termes de Oo qui contiennent les indices de la a -h i'^"'*^, de la 6 -h i'^"**,... série du premier système, et 9],.,... les fonctions formées par ceux de ces termes qui contiennent les diverses séries du système conjoint. Les transformées de 9^ par les substitutions dé G donneront jui fonctions distinctes 9^* ^a*---» que le» substitutions de F multiplieront chacune par/?"— i facteurs différents, nombre des transformées différentes de la fonction 9^, et a fortiori de 1 fonction ^^To -H x P^^ '^^ substitutions de F© sera donc au moins égal ^ [jAp'— i)- Ces transformées devraient être distinctes; d'ailleurs elles s*eîc^ priment toutes a l'aide des 2jjiv indices de Fo et de la fonction ;f; d'où l^^ relation
laquelle est absurde,/;' étant > /| (616).
2"" Si Tq est de seconde catégorie, soient 2v le nombre des séries, [x le nombre d'indices de chacune d'elles : on aura toujours, par les mêmes considérations,
relation absurde, à moins qu'on n'ait fj.= i et /? = 2 avec v = 1 ou 2. Nous examinerons tout à l'heure ers deux cas d'exception.
3** Si To est de troisième catégorie, il n'y a qu'une série, contenant /x indices : ell'on aura, par des considérations semblables aux précédentes,
relation absurde, car |x > i .
770. Proposition II. — Toute fonction formée avec les indices de 2o sera l'une des fonctions de S. Celle proposition se démontre comme au n*^ 739 (en changeant To en Jo).
771. Revenons à nos deux cas d'exception. Soient ç = Wo-'-^a^" ^6 ^-•• Tune des fonctions cherchées, dans l'expression de laquelle figurent les indices de lo\ Wo, zsa* Wô,... les fonctions partielles formées par ceux des termes de (p qui contiennent les indices des systèmes 2o, 2^, 2^,.... Supposons (p choisie de telle sorte que le nombre k des fonctions z^o» ^af ^à*-" soit minimum. Ce nombre ne pourra surpasser 2. En effet, supposons-le égal à 3, et transformons la fonction (p^ts^-h Wa+ ^b P^r '^s substitutions de Jo, puis par celles du groupe analogue J^ formé par celles des substitua tions de J qui n'altèrent que les indices de 2«. Le nombre des transformées
ainsi obtenues sera égal à /x(^''-hi)./x«(^^«— i), i^(/?''-Hi)-/Xtf(/>'''-M)' ^^ ex(/?''-i-i). 2jji«, suivant que le groupe r^ analogue à r© est de première, de seconde ou de troisième catégorie (fx^, v^ étant les nombres analogues à /ui, V et relatifs au groupe r^). Ce nombre sera toujours supérieur au nombre des fonctions distinctes dont ces transformées dépendent, lequel est évidemment égal, suivant le cas, à n-2|xv H- ^jx^Va, 1 -f- 2|xv-i- a/j-^Va, ou 1 + 2jULv + (x^Va. Donc ces transformées ne sont pas distinctes, et deux au moins d'entre elles, 9' = «r'^, -h w^ -f- w^, 9"= w^ 4- ty^ h- cr^, appartiendront à un même système s'. Leur différence 7s\^ — ts^-hTs^ — rs^ appartiendra à 8'. Si l'on n'a pas ts^^=^7s\^ celte fonction contiendra les indices de deux systèmes seulement, dont le système 2o : et 3 ne sera pas le minimum de k. Si rs^^=-7s\^ 7s^ —Ts^ appartiendra a S'. Donc toutes les fonctions formées avec les indices de 2^, et notamment ts^ , appartiennent à s' : ç' — 05 = ^y'^^ -»- w^ lui appartiendra également. Donc ici encore, 3 ne sera pas le minimum de k. Soit donc 9 = Wo-^^fl- Transformons cette fonction par les substitutions de J^. Si l'on n'a pas à la fois /? = 2, 1x^ = 1, Va = i ou 2, deux de ces transformées, 9'= ?3To4- tst', , (p"= Ts^-^Ts\ , appartiendront à un même système s' : leur différence ts^ — ts^^ et par suite les fonctions des indices de 2^, et notamment Ts^ , appartiendront à 8'; et Wo = y'— «^!, lui appartiendra. La proposition I se trouvera ainsi démontrée.
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Soit enfin /? =^ 2, jx = fx^ = i , v = i ou a, v^ = i ou 2. Supposons par exemple v = i, v<, = a. (Les trois autres combinaisons de valeurs de v, v^sc traiteraient de la même façon). Soient Xo, x^ et Vo, ji, ji» ^5 les indices de Jo et cLe J^. Les substitutions de ces deux groupes contiendront respectivement les suivantes
F=| r. g^^xr I, F.= Ln g^SVrl,
?^i^ et g'fl étant respectivement des racines primitives des congruences /?o = i» g^JÎ=i(mod.2).
Soit y = axç^ -h 607, -f- cy^ -h rfj« 4- cja -i-/j3 une des Fonctions cherchées, dans laquelle on n'ait pas a= 6 = 0. Cette fonction, transformée par les substitutions dérivées de F, F^, donnera 3.5 transformées différentes, qui ne peuvent être distinctes, car elles ne contiennent que six indices. Donc deux au moins de ces transformées, <p', 9", appartiendront à un même système s'. Ce système contiendra ^ = (p'-j-my", m étant une indéterminée dont on pourra profiter pour faire évanouir le coelficient de l'un des six indices, celui de V3 par exemple, dans l'expression de ^. Par un procédé analogue, on pourra obtenir une nouvelle fonction appartenant à l*un des systèmes cherchés et qui ne contienne plus ni j,, ni ja» etc. On obtiendra enfin une substitution de la forme a;ro + jSo;, appartenant à l'un des systèmes cherchés. Toutes les fonctions formées avec x^y x, appartiendront à ce système (770).
772. Les deux propositions précédentes montrent que chacun des sys* tèmes S, 8',... est formé par les fonctioifs dérivées des indices d*un ou plusieurs des systèmes 2o, 2|»....
Admettons maintenant, pour plus de généralité, que quelques-uns des groupes L', L",... soient décoipposables de première espèce. Supposons,
pour fixer les idées, que L', L' le soient, mais non \r Les indices deL'
forment deux hypersystèmes H'^^, H'^; et \J se construit à l'aide d'une substitution W <î|ui permute les deux hypersystèmes, et d'un groupe L'^^ dont les substitutions n'altèrent que les indices de H^; et le groupe J'^, qui est a L'^ ce ^w^ J est à L dans l'énoncé du théorème C, sera évidemment contenu dans L', et par suite dans L, et enfin dans J.
Le groupe L'^ est indécomposable ou décomposable de seconde espère (599). Supposons-le décomposable, pour plus de généralité. Les indices s'y répartiront en systèmes, et L^ se construira a l'aide de deux groupes : l'un VI ^, dont les substitutions permutent transitivement les systèmes : l'autre T,,,
dont les substitutions n*aUëreDt que les indices du premier de ces systèmes, 2o' Les substitutions de D'o appartiendront à L'^^, à L\ et enfin à J. Soient d'ailleurs Ao, A'^, A'^^,... les groupes primitifs qui servent à la construction de D'^; q, q\ q'\... leurs degrés successifs.
Les systèmes formés par les indices de U se partageront de même en deux bypersystèmes H^, H' . Quant aux systèmes formés par les indices de L*^, nous les considérerons comme formant un seul hypersystème H'^.
773. Cela posé, on voit, par les propositions I et II, que chacun des systèmes cherchés s, 8',... est formé par les fonctions linéaires des indices d'un ou plusieurs des systèmes 2o, 2,,...; 2x', ...;.... Deux cas seront ici à distinguer par rapport à chacun des systèmes s, s'
i^ Parmi ceux des systèmes 2of* dont 8 contient les indices, il en existé plusieurs ï^,, I^, 1\, 1'" appartenant à des bypersystèmes différents, tels que H',), Hq, H' , H*'. Dans ce cas, s contiendra tous les indices de ces bypersystèmes. En effet, tes substitutions de D'^, appartenant a J, remplaceront les fonctions de S par celles d'un même système. Mais elles laissent invariables ceux des indices de H'o qui sont contenus dans s; donc elles remplacent les unes par les autres les fonctions de s. Donc s contient les fonctions que les substitutions de Dq font succéder aux indices de 2!^, c'est-à-dire tous les indices de H'^,. De même $ contiendra tous les indices des autres bypersystèmes Hq, H' , H''.
Soient maintenant / le groupe complexe formé à l'aide des groupes primaires L'o» L", L*^; y le groupe qui est à / ce que J est à L dans l'énoncé du théorème C; / Tune de ses substitutions; z'^^, /", r les trois substitutions partielles, appartenant respectivement aux groupes L'^, L'', Vf dont t est le produit : J contiendra une substitution T qui fait subir aux indices de s l'altération /. En effet, si e = o (voir l'énoncé du théorème C), ce qui est le cas général, la substitution / est abélienne propre, et sera contenue dans J. Dans le cas exceptionnel où £ est un entier impair, on aura d = i, sans quoi le groupe L tomberait dans un cas exclu (707 et 711). Donc chacun des groupes L', L", L\ L**^... a pour exposant l'unité. Soit donc g^^ le facteur par lequel / multiplie les exposants d'échange des substitutions correspondantes aux indices de S; les groupes V*\... contiendront respectivement des substitutions t^*\... qui multiplient les exposants d'échange parce même facteur; et J contiendra la substitution T = t'^^t\ /"/"'/^*^.., où t\ est la substitution qui altère les indices de H',, comme t'^ altère ceux de ff^.
2^ Tous les systèmes dont s contient les indices appartiennent à un même
liypersystème, tel que H'^,. Soit 2o l'un de ces systèmes. On verra, comme au n° 740, que s est formé par les indices des systèmes qui sont permutés avec 2o psi* les substitutions de Tun des groupes successifs (A^», A'ot A'„,...),
(A'o, A^,...), (Ay,...) I, par exemple par les substitutions de (A'„,...).
Cela posé, les indices de H'^ formeront qq' systèmes s, s',... que les substitutions (Ao, Aq) permuteront entre eux.
Soient d'ailleurs / le groupe dérivé de la combinaison de (A"!),.-*) avec l^^; j le groupe qui est à / ce que J est à L : on voit, comme tout à l'heure, que / étant une quelconque de ses substitutions, J contiendra une substitution T qui fait subir aux indices de s Taltération /.
774. Théorj^me. — Le théorème C est vrai si Ji^est décomposable.
* Parmi les diverses manières de grouper les indices de 4^ en systèmes, choisissons l'une de celles où le nombre des systèmes est minimum. Le groupe 4^ se construira h l'aide de deux groupes : l'un (D, permutant les systèmes d'un mouvement d'ensemble et d'une manière primitive; l'autre T n'altérant que les indices du premier système s.
Le groupe J étant supposé contenu dans ^, chacune de ses substitutions remplacera les fonctions linéaires des indices de chacun des systèmes s, s',... par les fonctions linéaires des indices d'un même système.
Désignons par / et / les mêmes groupes qu'au n^ 773 : L étant contenu dans 4^, J le sera évidemment dans F. Mais les groupes /, y, T étant de degré moindre que L, J, 4^, le théorème C leur est applicable, par hypothèse. Donc / et r sont des groupes pareils; donc / est primaire comme T. Donc ceux des indices de L dont s est formé appartiennent exclusivement à un seul des groupes L', L", L\....
Ainsi, chacun des systèmes 8, s',... est formé de tout ou partie des indices de l'un des groupes L', L", L'^,... (et de leurs fonctions linéaires); et ces groupes pourront en général se partager en deux sortes : 1" ceux dont tous les indices appartiennent à un seul de ces systèmes; 2° ceux dont les indices forment plusieurs systèmes.
Ji ne peut exister plus d'un fjroupe de première sorte. Car s'il y en avait deux, L', L", ces deux groupes étant pareils à T, le seraient entre eux, et Ton tomberait sqr un cas exclu (713).
775. Parmi les groupes de seconde sorte, il nen existe aucun qui soit décomposable de première espèce. En effet, si l'un d'eux L' Tétait, ses indices se partageraient en deux hypersystèmes H'^,, H',, dont chacun serait formé
par les indices d'un ou plusieurs des systèmes s, s\ Soient Xo, jo»--- et
a?i, j,,... les indices de ces hypersystèmes : L' se construira au moyen de la substitution
et d'un groupe L'^, dont les substitutions n'allèrent que les indices de H'^. Ce groupe se construira lui-même à Kaide de deux groupes D'^, = (A©, A'^, A',,...) et V^. Parmi les systèmes qu4 sont contenus dans H'j,, il en existe un s tel, que le groupe / qui lui correspond soit dérivé de la combinaison de r'„ avec (A'jj,...) par exemple.
Soient maintenant L', , D', = (A,, A',, A" ,...), r', les groupes transformés de \1q, D'„, T\^ par W : L' pourra être considéré comme construit à l'aide de W et de L', ; et parmi les systèmes qui sont contenus dans H'j, il en existe un s' tel, que le groupe correspondant /' soit dérivé de la combinaison de T\ avec un des groupes (A,, A',, A' ,...), (A'^, A',,...), (A' ,...),.... D'ailleurs .s et 8' contiennent le même nombre d'indices. Donc /' dérivera de la combinaison de Y\ avec (A", ,...). Mais / et /' devraient être pareils, ce qui n'est pas, bien gu'ils aient la même forme; car ils ont 2 pour exposant et sont rapportés respectivement aux indices a?©, jof« ^t aux indices a^i, ji,... qui correspondent à des substitutions dont les exposants d'échange sont g fois plus grands.
776. Chacun des groupes de seconde sorte déplace la moitié au moins des systèmes [davantage s'il n'y en a pas juste quatre). Cela est clair s'il n'y a que deux systèmes. S'il y en a davantage, le groupe (D étant primitif, le nombre des systèmes est une puissance d'un nombre premier, telle que/?" (*) (533); et si l'on caractérise les systèmes par n indicateurs a?, y,..., variables de o à /> -^ I , leurs déplacements par les substitutions de (D seront de la forme
. \ X, jTf. , . ax -^ by -\- . , . -^ oLy a' X -^ V y -h . . . -f- a', . . . |.
Le nombre des systèmes déplacés par chaque substitution de (D (l'unité exceptée) sera au minimum /?"— /^"*, nombre égal à - /?" si />" = 4» supérieur
dans tous les autres cas (718).
Soient d'autre part L' un groupe de seconde sorte; D=(A, A', A",...) et r' les groupes qui servent à le construire; s l'un des systèmes qu'il con-
( ^ ) Nous changeons ici le sens des lettres /?, /?.
(ÎOI LIVRE QUATRIÈME.
lient; (A",..., V) le groupe /correspondant. Les substitutions (A, A') permutent entre eux les qq' systèmes que contient L\ sans déplacer les autres. D'ailleurs elles appartiennent à J et par suite à ^, et enfin à (D. Donc les systèmes qu'elles déplacent, et que contient L\ forment au moins la moitié du nombre total (davantage, si p<4)-
777. Les propositions précédentes montrent que trois hypothèses seulement sont possibles relativement aux |proupes h\ L'',....
1*^ // existe deux groupes L', L" de ieconde sorte ^ contenant chacun précisément la moitié des systèmes; p'^^=^h' Ces groupes contiennent chacun deux systèmes : ils sont évidemment semblables entre eux, et nous tombons ainsi sur un cas exclu (713).
2® // existe un groupe de seconde sorte^ L', et un de première^ L". Les déplacements que L' fait subir aux /^— i systèmes qu'il permute entre eux forment un groupe primitif A; sans quoi l'une des substitutions de V
déplacerait tout au plus ^- systèmes, résultat absurde. On aura donc
/?"— 1 =7:'", 71 étant premier; et le premier faisceau de A, 9, contiendra n"* substitutions d'ordre n, échangeables entre elles. «
Or si l'on admet, ce qui est permis, que le système que les substitutions (le A n'altèrent pas est celui dont les indicateurs sont tous nuls, les substitutions de f prendront la forme linéaire sans termes constants
(7 ) \ X, y\. . . ax H- 6/ -4- . . . , û'-^ -+- b'y -h ...... .
Ces substitutions étant d'ordre premier à p, et échangeables entre elles, pourront être ramenées sifnultanément par un changement d'indices à la forme canonique monôme. Les nouveaux indices Xq, X,,... se partageant en systèmes contenant respectivement jxv, fji'v',... indices, respectivement répartis en v, v',... séries; et Tordre de 9 divisera (/>"— i) (y''^— 0...» /jLV-4- jx'v' -h... étant égal à n (186). Pour que cet ordre soit égal à/i^— i, il faut évidemment qu'il n'y ait qu'un système, et qu'une série. Mais alors les/^— I substitutions de ç seront les puissances d'une seule d'entre elles, de la forme
où i est une racine primitive de la congruence 1''"""*^ i {mod.p). Mais cela
* ne peut avoir lieu que si m = 1 , d'où p"— i =n. Dans ce cas, A contiendra
7r(7r— i) substitutions, toutes permutables à (p, et sera contenu dans le
groupe K formé par celles des substitutions de la Forme (7) qui sont permutables à 9. Mais en prenant pour indices indépendants Xq, X,,..., on voit immédiatement que K se réduit aux w (/^— 1) substitutions de la forme
Donc 7r(7r— i) = (y:i"— I )(/?"— 2) divisera n{p"—i), résultat absurde si />" >4. Mais si /^<4» d'où 71^3, on tombe sur un cas exclu (714).
3** // n existe qu'un groupe de seconde sorte, L'. Lé groupe A formé par les déplacements que V fait subir aux systèmes est un groupe transitif contenu dans le groupe primitif (D. x\ppliquant à ces deux groupes le théorème A, supposé vrai pour les degrés inférieurs a/>^, on voit que ces deux groupes sont pareils; / étant d'ailleurs pareil à r, L = L' le sera à 4^, contrairement à l'hypothèse.
Cas ou i^est indécomposable. ^
778. Théorème. — Les groupes 4^, L, J étant définis comme au théorème C, supposons que s^ soit indécomposable et contienne J ; son premier faisceau .f sera contenu dans F, premier faisceau de L.
La démonstration est fondée sur le lemme suivant :
Lemme I. — Soient C, E deux substitutions quelconques de J : C""' E~* CE sera échangeable aux substitutions de §. En effet, si 4^ est de première calégorie, par exemple, les substitutions G et E qui y sont contenues seront de la forme a^$P^, ^ et $ étant définies comme au n°618 et .^ étant une substitution qui ne déplace pas les séries. La substitution G~*E~*CE, se réduisant évidemment à la forme ^, sera échangeable à celles de §.
Si donc C est échangeable aux substitutions de ^F, E"* CE le sera.
Le groupe L étant supposé complexe, pour plus de généralité, soient L', L"",... les groupes primaires dont il est formé. Les indices de U se répartiront en général entre X' systèmes (couples de systèmes) S, S|,..., et L' sera formé au moyen de deux groupes D' et r'o, l'un permutant les systèmes, l'autre n'altérant que les indices d'un seul système (couple de systèmes) S.
779. Lemme IL — Toute substitution de S remplace les indices de S par des fonctions de ces seuls indices. En effet, ces indices se partagent en séries. Si
chacune d'elles contient plusieurs indices, Go, second faisceau 4^ F'o» ^'^^^ tiendra en adjoignant à son premier faisceau Fo certaines doubles suites A,,
B,,...;... dont les substitutions, étant abéliennes propres, appartiendront à J. Prenant C=: A,, K = B,, il vient C~* E"*CE = 9, substitution qui allère tous les indices de S sans altérer les autres. Les substitutions de § lui étant échangeables, remplaceront les indices de S par des fonctions de ces mêmes indices.
Si chaque série ne contient qu*un indice, on obtiendra le même résultat. Et d'abord r'^ sera de première ou de seconde catégorie.
1^ S'il est de première catégorie, soit V le nombre des séries de chaque système. Si v'> i, T^, et par suite J, contiendront les substitutions
^ — j . . . , Xn • • • , X f.y > ^'^ «^r» • • • , § ^ «^/-j
*A - — I • • • , Xry • • • , ■* ^, • • . • • • f •2'r+ I » • • • > */.»f.i > • • • 1 1
OÙ ^est une racine primitive de la congruence g^^'^*E^i (mod./>). Posant Çi = gt E = *, il vient C~' E~*CE = g^''~', substitution qui altère tous les indices de S sans altérer les autres.
Si v'= I, d'où />>3 (616), r^,, et par suite J, contiendra les substitutions abéliennes propres
Posant C = g^, E = a, il vient C"' E~* CE = g'^, substitution qui altère tous les indices de S [p^ étant >3) sans altérer les autres.
a*' Si r'o est de seconde catégorie, soit 2v' le nombre des séries : T^ contiendra les substitutions
«J — — I . • • , X f^ • • • t • • y i% X fy « • • I , M —— I • .- • , Xff « • . « • • , C/' <X>r^|, ... I ,
OÙ 5*081 une racine primitive de la congruence gP*-^^^i (mod./>) et e une
racine de la congruence e^'"***=^ — i. Ces substitutions, étant abéliennes propres, seront contenues dans J si /?>2. Posant alors C = g', E = $, il vient C"* E"* CE = g''"'*, substitution qui altère tous les indices de S sans altérer les autres.
Si p = 2, J ne contiendra pas ^i (678); mais il contiendra *^; et Ton
pourra poser C=g^, E = ^F, d'où C~' E~* CE = ^'''~* , substitution qui altère tous les indices de S (sans altérer les autres), pourvu que l'on ait v'> i.
Soit /? = 2, v' = I . Si X' > I , D' contient une substitution T qui remplace S par un aiUre système S|. Cette substitution appartient à J (675); posant C=T, E=g^, et désignant par y, y, les indices de S,, la substitution
fr' E~' CE muliipliera x et/, par g~^ =g'^, y et x^ par g^ et n'aliérera pas les autres indices. Les substitutions de ^, qui lui sont échangeables, remplaceront donc X et y, par des fonctions de ces seuls indices. Soit
/— I x,)\,. . . Ix '\- my\, V X -\- m\r\,. . . |
Tune d'elles. Sa transformée par g, appartenant a #, lui sera échangeable, d'où les relations
grm^g-'l'm, {g- i)m(/- m') = (^-' - i)i'(/- ni')~o (mod./)),
d'où l'on déduit, comme au n® 748, l'^^m^^o. On voit de même que/ multipliera a;,, y par de simples facteurs constants.
Resterait enfin le cas où/>= 2, v'= i, X'= i. Considérons dans ce cas les l^roupes L",... qui concourent avec V à la formation de L. Si l'un d'eux 1/ était de seconde catégorie et que les nombres v'\ )/' respectivement analogues à v', X' se réduisissent à i, il serait semblable à L', et l'on tomberait dans un cas exclu (713). Dans le cas contraire, l'analyse précédente montre qu'il existe une substitution qui altère les indices de l'un quelconque des systèmes (couples de systèmes) de L", sans altérer ceux de L', et à laquelle les substitutions de § soient échangeables. Les fonctions par lesquelles ces dernières substitutions remplacent les indices de \J ne peuvent donc contenir les indices de L".
780. Lemme m. — Soit x l'un quelconque des indices de S. Jl ne figure quun seul indice de chaque série de S dans les fi>nciions que les substitutions de S font succéder à X . Cela serait évident si chaque série ne contenait qu'un indice. Admettons donc qu'elle en contienne plusieurs; et soient A,, B,,...; A'|, B\, ...;... les doubles suites qui, combinées à Fo, reproduisent Gq.
i*^ Si To ®st de première catégorie, il contient une substitution abélienne propre T qui ne déplace pas les séries et ne soit pas échangeable <à A4 aux F près (733). Cette substitution appartiendra à J; et si l'on pose C = A|, E=rT, C'^E-'CE sera delà forme/Ar'BJ'...,/étant une substitution de Fo. Les substitutions de .? sont échangeables à cette substitution et à ses transformées par les substitutions abéliennes propres T, T,,... que contient T^^. Mais les transformées de/A''BJ'... par ces dernières substitutions, étant jointes à F©, reproduiront tout le faisceau (F©, A,, B, ,...). Donc ces transformées, combinées entre elles, reproduiront une substitution de la forme
/Aî'BÎ*..., quels que soient les exposants y,, c^i En particulier, elles
reproduiront des substitutions telles que/, A,,/2 A„ —
On verra de même que parmi les sabstituiioDS auxquelles celles de i doivent être échangeables, il en existe de chacune des formes// Â'^.. .;....
Cela posé, les substitutions/, A,, /sAj»...; /' A\, ...;... multipliant tous les indices par des facteurs constants, les substitutions de ^, qui leur sont échangeables, remplaceront chaque indice par une fonction de ceux-là seu* lement que chacune de ces substitutions multiplie par un même facteur. Deux indices quelconques [Ç, Ç2««-*3i---]r ^t \%^^^...'i{^...\r d*une même série sont multipliés par un facteur différent dans Tune aii moins des sub* stitutions ci-dessus; car si«|,, par exemple, diffère de ?,,/, A, ne les multipliera pas par le même facteur.
781 . 2** Si Y\ est de seconde catégorie, il contiendra encore une substitution T qui ne déplace pas les séries et ne soit pas échangeable à A, aux F près. Si T n'était pas abélienne propre, mais multipliait les exposants d'échange par un facteur^, r'^^ contiendrait la substitution
OÙ le facteur h est une racine de la congruence A''""^* ^^(mod.^), et la substitution abélienne propre A~~* T, qui transforme A, de la même manière que T. On pourra poser C = A, E = A~*T; et C"*E~*CE sera de la forme /A'Bî'.... Les transformées de cette substitution par les substitutions T, T|,... du groupe r'^, ou, ce qui revient au même, par les substitutions abéliennes propres A~*T, A^^T,,..., lesqijelles appartiennent à J, combinées entre elles, reproduiront des substitutions de chacune des formes /A*, / A3 Cela posé, on achèvera le raisonnement comme tout à l'heure.
782. 3** Si r^ est de troisième catégorie, sa construction dépend de groupes auxiliaires /, /',... de première ou de seconde catégorie, et respectivement correspondants aux doubles suites A,, B,,...; A',, B'j,. ..;.... Considérons en particulier le groupe /; et posons
-l."' ll\>^ ... m: I a:,, Vi, . . . ^1 4- «1, Vi -h P,, . . . I .
Les substitutions de / seront de la forme
I ^,, j\, ... «', T, -h c, r. -K . . . , ^', Xi -h rf', j, -f- ...... . I ..
Supposons, pour plus de généralité, que / soit décomposable; il s formé à l'aide de deux groupes : l'un, (J", permutant les^systèmes (couples
systèmes) d'un mouvement d'ensemble; Tautre» 70» n'altérant que les indices du premier système (couple de systèmes). Soient 9 le premier faisceau de 7o'» ^1» ^1»..-; û',, 6',,...;... les doubles suites qui, jointes a 9, formeront son second faisceau. Ces substitutions, ainsi que celles de â et de 9, seront les corrélatives de certaines substitutions de r'^,, telles que T, T,,..., qui multiplieront tes exposants d'échange par des résidus quadratiques de^ (671-677). On peut admettre que ces résidus quadratiques se réduisent à l'unité : car, si T, par exemple, nnuttiplie les exposants d'échange par P, soit k la substitution de T^ qui multiplie tous les indices par k: T'^ contiendra la substitution A:"'T, qui est abélienne propre et a la même corrélative que T.
783. Supposons maintenant en premier lieu que 7© soit de première catégorie. Remplaçons les indices a?,, ji, ar^, ja,... par d'autres indices indépendants, choisis de telle sorte que le groupe / prenne sa forme type; soient [Çi §2* •• >?!•••]?• [?i?2--->3i---rr ceux de ces indices qui forment respectivement le premier et le second système de 70, Q,ç,...^,...;.o, Cç,ç,...„....;., les substitutions correspondantes. Soient v le nombre des séries de chaque système, jui le nombre d'indices de chacune d'elles; les /xv indices imaginaires Q.ç,...ïi,...ro dépendent d'un nombre égal de fonctions réelles ûo\^..., x'^^. Les indices des premiers systèmes de chacun des autres couples dépendront de même de fonctions analogues a?^_^j,...: et l'on peut admettre, sans nuire à la généralité, que 0;'^,..., a?J,^, ^'nv+it... se confondent respectivement avec ^M...» ^ptv» ^piv+if« (638). Cela posé, les substitutions cl,|,..., x^^^y correspondantes aux indices â?|,..., x^„, seront dérivées des substitutions Cç.ç,...r,....ro» et réciproquement.
Soit par exemple ei,, =CJ, 0 . w-Q.^,. .tj,. ro-»'» et soit h une racine primitive de la congruence A* ~* ^ i (mod./?). La substitution h d'ordre 2"— i
dont les puissances reproduisent 9, transforme Ji., en C^.o . oo*'Q!i,. ii» ^o---» laquelle diffère évidemment de x^. Donc XT^hr^x^h ne se réduit pas à l'unité. Cette substitution est d ailleurs évidemment dérivée de <A>|, a\>a,...^
'i.|xv; supposons-la donc égale à A>*'...x*r* Soit maintenant H la substitution abélienne propre contenue dans T'^ et qui a h pour corrélative; on aura, en posant C = A,, E=:H, C"* E"^* CE =/Aî'...A*r (/ étant une substitution de Fo), et les substitutions de ^ seront échangeables à cette substitution, et à ses transformées par les substitutions de J.
Les transformées de la substitution *i,J' . . . «.ly^ par les substitutions
(A, a,, 6,,..., a'j, 6'j,...), combinées entre elles, reproduiront toutes les substitutions {«,1,1,..., Xp^v)- Car celles qu'elles reproduisent forment évidemment un groupe permutable à A, â|, 64,..., a^, b\,.... Si ce groupe ne contenait qu'une partie des substitutions (x,»..., «^v)» 1^ groupe (A, a,, 6|,..., a'j, b\,...) serait non primaire. On pourrait donc déterminer des fonctions réelles des indices en nombre inférieur à fjiv, et que chacune de ses substitutions remplacerait par des fonctions linéaires les unes des autres; résultat absurde» car d'une fonciion quelconque jointe à ses transformées par A, a,, 6,,..., a, , 6'j,..., on déduit fxv fonctions distinctes, ainsi que nous l'avons vu.
Les substitutions (ei.,,..., ^^v)» ainsi dérivées de c^i, • . . . ei'^ et de ses transformées, étant à leur tour transformées par celles de â, fourniront toute la suite des substitutions «^.v,,..., <.^v» »Vv-»-i>****
Cela posé, il est clair qu'en transformant /A?*... A*r par les substitutions nbéliennes propres qui ont pour corrélatives A, «i, 6,,..., a\, b\,.,.^ combinant ces transformées entre elles, et transformant les résultats obtenus par les substitutions abéliennes propres qui ont pour corrélatives celles de d, on obtiendra aux Fo près toutes les substitutions de la suite A|,..., A{iv» A^v4.M.... D'ailleurs les transformantes appartiennent à r^, et par suite à J. Les substitutions obtenues et qui sont respectivement des formes/ A|,
/2 A2,... seront donc échangeables à celles de ^. Cela posé, on achèvera la démonstration comme aux deux premiers cas.
Remarque. — En considérant les seconds systèmes de chacun des couples entre lesquels se répartissent les indices de 4^, on démontrerait, d'une manière analogue à la précédente, qu'il existe des substitutions des formes
/j Bn/2 Ba,... échangeables aux substitutions de ^,
784. Si 7o est de seconde catégorie, la démonstration est la même, sauf la simplification résultant de ce que les indices de y© ne forment qu'un système, ce qui permettra de démontrer du même coup la proposition relative aux substitutions /, A,, /a Ajj,..., et celle relative aux substitutions/; B,,
785. Lemme IV. — Les fonctions des indices de S que les substitutions de ri font succéder à x ne contiennent aucun indice appartenant à une autre série que X. Trois cas sont à distinguer :
I** Vq est de première catégorie, Soient g la substitution d'ordre p"*— i dont les puissances reproduisent Fo, a et $ deux substitutions définies
comme au n*^ 618; r'^^ contiendra une substitution abélienne propre de Tune des deux formes ^^, ^$^, ^ ne déplaçant pas les séries (*). Suivant que l'un ou l'autre de ces cas se présentera, nous prendrons C = g, E = ^^t d'où C-*E-'CE = g-\ ou C = g, E = ^Ç^, d'où C-'E-*CE = ^-^''-*'*^ Les substitutions de rf seront échangeables suivant le cas à la substitution g~^ ou à la substiti>tion g-^P-^^^; elles remplaceront donc chaque indice par une fonction de ceux-là seulement que ces substitutions (qui sont canoniques monômes) multiplient par un même facteur constant.
Soit d'abord C"'E"*CE = g'~*. Supposons, ce qui est permis, que x soil de la première série; g~^ multipliera les indices x^, jp,... de la pn-i*^"»^ série du premier système par g~^''\ et les indices x^, y',. »••• d® ^^ ^-^ •'^'"'^ série du second système par g^'''.
Pour que les fonctions que les substitutions de ^ font succéder à x continssent l'un des indices a?p, /p,..., il faudrait qu'on eût
g-^ziTzg-^p^ [mo^.p), d*où 2(pp— 1)^0 (mod.p^—i),
ce qui est absurde, p étant < v.
Pour que ces fonctions continssent l'un des indices x\., y\., il faudrait qu'on eut
g~^:E^g^p'^ [moô.p), d'où 2{p' -h i)^o (mod.^*— i).
Posons donc
(8) 2{p'-h i)=zk{p'— i), d'où p'(kp^' — 7.) = k-{'2\
on aura a fortiori^ p" étant au moins égal à i eip""'' à 2,
aA* — 2 = /r -h 2, d'où A* ^4»
Posant successivement ^'= i, :i, 3, 4 dans la relation (8), et remarquant que /?">/! (616), et ne doit pas être égal à y, ce qui serait un cas exclu (704), on ne trouvera qu'une solution, A= i, r = o, /?"= 5.
Cette dernière hypothèse ferait elle-même tomber dans un cas exclu si chaque série ne contenait qu'un indice, ou si le nombre DC du n'^TOS était
(*) En effet, les groupes auxiliaires qui servent à la construction doT', contiennent chacun une substitution qui multiplie chaque indice par p ; ces substitutions sont les corrélatives d'une substitution de r,, de la forme 9^'^, laquelle, combinée à la substitution de forme c'R.î^^quc 1; contient nécessairement (636), donnera une substitution de la forme ^^ou de la forme S{9? .
pair. S*il est impair, T^ contiendra deux substitutions abéliennes propres A\ 6, telles que l'on ait a'-* 6"* a' 6 = g^, t étant impair (763-765) (*). Les substitutions de # étant échangeables à g'^, qui multiplie x par g"^ et or', v',... par un autre facteur g^"*^, feront succéder à x des. fonctions qui ne contiennent pas od ^y\ —
786. Soit maintenant C"* E-' CE = g^-^''"^*^ Cette substitution multiplier par^-(i>H-o^ a?p,7p,... par g^-^'^'J^, x^y,,... pur g^P^'^^.
Pour que les fonctions que les suMtiiutions de ^ font succéder à x contiennent a7p, 7p»...» il faut qu'on ait
^-(/»+.) = gr-(f-f-i)/»p (mod.p), d'où (p-M)(pp— i) = o rmod.p*— i),
relation où p est au moins égal à i et moindre que v. Si p <v — i, elle est impossible, car on aurait
Soit donc p = v — i; il vient
p^ -\' p*-^ — p— 1^0 (mod.p^— i), d'où p"-^ — p^o;
d'où enfin v = 2, p t= i, p restant arbitraire.
Pour que ces fonctions continssent les indices x^^ j'r'---» î' faudrait qu'on eût
(9) g-(''+') = gr(/»+i)f'' (mod.p), d'où (p'hi){p''hi) = o (mod.p^— i),
relation impossible si v>4. Car soit dans cette hypothèse r=v — i; le reste/?''"* -h/?-t-2 de la division de (/?H-i)(/?'^-h 1) par/?^— 1 sera </?"— i et >o. Soit au contraire r<v— i; on aura
(/? 'hl){p'--hl)=p'+' -^p'-^p-^ I </>^' -}-p^-»-4-...-hp-f-i<^ _ <P'— »
. Si V = 4 et r= 3, il vient la relation absurde
o^p^-i-p^-hp-hi^p^-hp-hT, ( mod. p*— I ).
(*) La substitulioD g n'est autre que la substitution y de l'endroit cité.
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geahle, d'où les relations
g'-^p' V m^ g-^'^p'W m, d'où ( gr2( •+/»') _ i)/'/w = o, ( g'^''' — I ) m ( / — m' ) = o, (g^-f "*-''^ — I )/'(/- m') = o.
Mais 2(1 -f-/?*), et a fortiori db(i +/?^) ne sont pas des multiples de/?* — i; donc g'**'*^'''^— I, g'^^^^P'^ — i ne se réduisent pas à zéro. On aura donc ici encore
/'m = /??(/-m') = /'(/-/n') = o, d'où /' = m = o (748), ce qui démontre noire proposition.
788. 2*^ T'q est de seconde catégorie. Soient 2v le nombre de séries, g la substitution d'ordre/?^ -h i dont les puissances reproduisent Fo-Le groupe r*^ résulte de la combinaison de substitutions de la forme ^avec une substitution de la forme a^^, 5 étant égal k i ou à 2 (590). On peut la supposer abélienne propre, car si elle multipliait les exposants d'échange par k, r'„ contiendrait la substitution ^^hr-\ qui est abélienne propre, et de la forme $^^(la substitution A étant définie comme au n*^781).
Supposons d*abord v>i, et posons C = g^, E = ^\\ la substitution
C~' E~* CE = gP ~* sera échangeable à toutes les substitutions de §. Or celte
substitution multiplie x par g^"^ etajp, jp,... par ^^'^ ■"*^''^ Pour que les fonctions que les substitutions de § font succéder à x continssent Tun des indices x^, y^, il faudrait qu'on eût
(10) gp^~^ = gip^-^)p\ d*où (p«— !)(/;?— i) = o (mod.p^H-i).
Dans cette relation p peut varier de 1 à 2v — i. Mais soit p = v-hr; on a p^ ^-^ — p'' [moA. p" -+- 1); de sorte que la relation (10) revient à l'une des deux suivantes :
(il) [p^^l){p'<^\) = 0 (mod.p^-hl), pi:^ I.;.., y— I,
(12; (p«— i)(pr_^,)^o (mod./?*-M), rtz=o, I,.. ., V— I.
Étudions les moyens de satisfaire à ces deux relations, en supposant d = 2, ce qui est évidemment le cas le plus favorable. Commençons par la relation (1 1).
Si /5< V— I, on a (/?^— 1) [p^—- i)<.p^'^^-^ i </^''-+- 1- Donc la relation est impossible. Si p = v — i, elle donne
p^+i — p^* — p2 ^ I ^ __ ^v-i _ ^1 _ p ^ , ^ o (mod. p" -h 1).
Si V > 3, cette dernière relation est impossible, car —p^^—p^—p-^i est négatif, et nooindre en valeur absolue que p"'^ -h ... h- ^-i- i = f-——, et a fortiori moindre que p"-^ i. Si v = 3, elle devient
TLp^ -^ p— I ^o (moû. p^ H- 1),
et ne serait satisfaite que pour p= 2; mais ce cas est exclu (708). Enfin, si V = 2, elle devient
o^p^ -h 'ip ~ I ^ ?.(/? — i) (mod. p' -f- i),
ce qui est absurde.
Passons à la relation (12). Elle est impossible si r<v — 2; car on aurait
Soit /-= V — 2 : il viendra
o^(p»— ^){p"~^ -^ i) = — p'-»4-/i'-~ 2 (mod. />*-+- 1).
Si v>3, — p"*-^ -^ p^ — 7, sera négatif, et moindre en valeur absolue que p"^^ -4- 2 et a fortiori que/?" H- 1 . La relation est donc impossible. Si v = 3, on n'aurait de solution que \}our p= 2; mais ce cas est exclu (708). Si v=3, —/?""■' 4-/?'* — 2 se réduit k p^ — 'i, quantité positive, et inférieure à/?*-f- 1. Donc la relation est impossible. Soit enfin r = v — 1 : il viendra
o ^ (p« — I ) (^^' -f- 1 ) s — p^-' -+- p' — /? — I ( mod. /?*-♦- I .
Si v> 2, —/?"-• -!-/?'—/> — I est négatif, et moindre que />"-*- 1 : la relation est donc absurde. Si v = 2, il vient (/?— i)^^o(mod./?^-i- i), ce qui est absurde.
789. 11 reste à considérer le cas où v = i. Supposons que J contînt une substitution 9 qui remplaçât x par une fonction telle que /a?-hmyi, où figure un indice de la seconde série. Il est clair que 9 remplacerait réciproquement j» par une fonction de la forme /'a?-4-/n'y<. Cela posé, la transformée de o par g appartiendra à J, et par suite sera échangeable h 9; d'où les conditions
g'-Ptm^f^p-' l'm, ou {g'(P"^^i)l'ni^o (mod./>), {g'-P- i)m(/'*- m) = o, fgC/'-O- !)/'(/'- m) = 0,
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d'où, si /><3, auquel cas 2{p — t) n'est pas divisible par /?H-i, rm~m{l-m')^l'{l'-m') = o, et enfin /'=/n=o (748).
Soit enfin ^ = 3, v = i . Si chaque série ne contient qu'un indice, ou si le nombre DC (709) est pair, on tombera dans un cas d'exclusion. Si dc est impair, il existera dans r'o deux substitutions 9\ G, telles que Ton ait (P'-» çf--< (p'(r = grT^ ^ étant impair (766). Les substitutions de ^ étant échangeables à g"^, qui multiplie x par ^'^ et les indices a?,, j«,... de la seconde série par un autre facteur g'^^^ feront succéder à x des fonctions qui ne contiennent pas a?,, ji,
790. il résulte des propositions précédentes qw'une substitution qi£tlconque ç prise dans i multiplie chaque indice de S par un facteur constant; car la fonction par laquelle elle le remplace ne contient que cet indice.
Si chaque série de S contient plusieurs indices^ 9 les multipliera par un même facteur. Car cela est nécessaire pour qu'elle soit échangeable à des substitutions de chacune des formes/,' Bi,/^ 82,...^
D'ailleurs 9 est réelle et abélienne propre. Elle multipliera donc les séries conjuguées ou conjointes par des facteurs conjugués ou réciproques. 11 est clair par là que 9 appartiendra à F.
791. Corollaire I. —Si l'un des groupes L', L",... est de seconde catégorie^ Jasera de seconde ou de troisième catégorie. En effet, si L', par exemple, est de seconde catégorie, soient x, x\... elj, j',... deux séries conjointes de L'. Chaque substitution de F' ou de F, ce qui revient au même, et a fortiori civique substitution de .t, les multipliera respectivement par des facteurs égaux ou conjugués. Donc ces deux séries feront partie d'un même système dans 4^, et ce groupe sera de seconde ou de troisième catégorie.
Corollaire II. — Si l'un des groupes L\ L",... est de troisième catégorie, X^sera de troisième catégorie. En effet, soit x, a?',... une série de L', qui soit sa propre conjointe. Chaque substitution de F, et a fortiori chaque substitution de S, multipliera x, x\... par ±: 1. Cette série sera donc sa propre conjointe dans ^.
792. Théorème. — Le théorème C est vrai si ^ est indécomposable et de première catégorie.
Soient v le nombre des séries de chaque système; /ji = Br^Br'^... le nombre des indices de chaque série; ^ le premier faisceau de j^\ g la substitutioi d'ordre/?"— i dont les puissances reproduisent éff el>,, ift>,,..., k\, ift>',,... h
sance de g qu'en admettant la relation absurde
p'— I ^o (mod.p*— i).
794. Proposition III. — j^etL ont le même premier faisceau. En effet, soient v' le nombre des séries de chacun des systèmes de L, juL' = ;r^7r'^... le nombre d'indices de chacun d'eux. Chaque substitution de F, et a fortiori chaque substitution de ^, multiplie ces indices par des facteurs dont la puissance/?"^— I se réduit à l'unité. Mais § est formé par les puissances d'une
substitution g qui multiplie chacun d'eux par un facteur tel que^'^, g étant
racine primitive de la congruence g^'^^ ^ i [moA.p). On aura donc
gr/»(p-i)^, (mod./?), d'où ;>^— i=o (mod. /;*—!).
Donc v' est un multiple de v, tel que kv. D'ailleurs le nombre des indices est
égal à 2|ULv et à i/Ji'v'. On en déduit /jl = ^ — = ^/x'.
Soient maintenant A4, B,,...; A\, B'|, ...;... les doubles suites qui, jointes à F, reproduisent G, second faisceau de L; et posons, comme d'habitude, 6 = Ar'Br*A,B4. ô' = A','-*B'i"* A', B',,.... Les puissances de 0 appartiendront à cf. En effet, fx' divisant jtx, tt, ;r',... le diviseront; donc chacun d'eux sera égal à quelqu'un des facteurs bt, îst',.... Soit par exemple 7r = Br. Les deux substitutions Q et S = .i,r*'^î>7*«^^i ^^i sont d'ordre n et appartiennent à F. Donc les puissances de B et celles de d sont identiques, et se confondent
avec les puissances de ^' "" , g' étant la substitution dont les puissances reproduisent F.
Cela posé, les jui'^ [p'' — i) substitutions de G seront abéliennes propres et échangeables entre elles aux ê près et appartiendront à J. En outre, elles ne déplacent pas les deux systèmes de'^. En effet, elles remplacent un indice quelconque x par une fonction des indices a?, y,... qui appartiennent au même système dans le groupe L; qui, par suite, sont multipliés par le même facteur que x, ou par un facteur conjugué, dans chacune des substilutions de F, et a fortiori y dans chacune des substitutions de ê\ qui, par suite, appartiennent au même système dans ^. On aura donc la relation
d'où l'on déduit, comme aux n^ 757-758, la preuve de notre proposition. Cela posé, le théorème se démontrera comme aux n*^ 758-759.
795. Théohkme. — Le théorème C est vrai^ si 4^ est indécomposable et de seconde catégorie.
Premier cas. — L est complexe ou décomposable .
Supposons que le théorème soit en défaut, et choisissons les indices indépendants [^,Ç2-««>?i--«]r d^ manière à ramener ^à sa forme type : soient M= 2ULV le nombre de ces indices, 2v le nombre de séries entre lesquelles ils se répartissent, jui = w^bt"^'... le nombre d'indices de chaque série; J le premier faisceau de ^, g la substitution d'ordre /?"-+- 1 des puissances de laquelle il est formé, «loi, iA>,,...; x\, ifi/^, ...;... les doubles suites qui, jointes à .f, forment son second faisceau Ç : les substitutions de 4^ seront de la forme <£^ss\.., $ étant la substitution
OÙ / est suivant le cas égal à i ou à une racine de la congruence
lP'-^^=: e^*-* [tnod.p), e'*'"* étant lui-même congru à — i, et 5, 8',... des substitutions qui ne déplacent pas les séries, et sont respectivement échangeables à toutes les doubles suites, sauf à la première, à la seconde, etc.
D'autre part, supposons L complexe et formé à l'aide de groupes primaires L\ L'',.... Si l'on choisissait ces indices de manière à ramener ces groupes à la-forme type, ceux de V par exemple se répartiraient entre X' systèmes (ou couples de systèmes) S©, S,,... contenant chacun 2v' séries» contenant chacune fx' indices; et V serait formé à l'aide de deux groupes, dont l'un D permute les systèmes, l'autre F'^ n'altérant que les indices du premier système Sq. Soient Fo, Go les premier et second faisceaux de F'^,.
Nous admettrons que parmi tous les systèmes entre lesquels se répartissent ainsi les indices de L, So est l'un de ceux qui en contiennent Ir
moindre nombre N. On aura évidemment N^ — •
796. Les substitutions de T'^^ se réduisent à la /orme S S'. . . .
Soit en effet k = <S^èè\.. une quelconque de ces substitutions : elle transforme g en gP^ Mais prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent L à sa forme type ; g étant contenu dans J, et par suite dans F (778) conservera sa forme canonique. Soient maintenant 00 un indice quelconque
appartenant aux systèmes S^,...; ^''^ le facteur par lequel la substitution g le multiplie : il est clair que k^* gk eig^^ le multiplient respectivement par gf"^ et par g''"*'\ facteurs qui ne peuvent être égaux que si p^o (mod.v).
797. Nous allons prouver maintenant que fx' ria aucun dwiseur impair. Si jui' avait un diviseur premier impair ;r, Tune au moins des doubles suites
qui servent à construire Go serait formée de substitutions d'ordre tt, ayant pour caractéristique une puissance de i — K'^. Soit h une quelconque de ces substitutions : elle laisse invariables, outre 1q3 M — N indices des systèmes autres que So, la tt'^'"* partie de ceux de So- Cola posé, nous allons voir que h ne peut appartenir à ^.
798. Proposition \. — La substitution h ne peut appartenir à Ç.
En efTet, h laisse invariables plus de la moitié des indices. Soit au contraire/uu'... une substitution quelconque de ff, /désignant une substitu-. tion de ^f, v une substitution de la forme x^ liV)!*...» v' une substitution de la forme ^J/^ ^Si>'/'...f etc. Si u, u',... se réduisaient à Tunité, /yu'... appartiendrait à ^, et par suite à F; elle ne pourrait donc se confondre avec h. Soit donc u^ i; et supposons que la première des puissances de/u qui appartient à ^ soit la zs^^'"^. Prenons pour indices indépendants ceux qui ramènent/u à sa forme canonique; et considérons spécialement ceux de ces indices qui appartiennent à une même série, la première par exemple; ils se partagent en rs classes également nombreuses; et si /u multiplie les indices de Tune de ces classes par m, elle multipliera ceux des autres classes par mS,..., m5^''\ 3 étant une racine de la congruence S'^^i {moà.p). Cela posé, la substitution u'... remplace les indices de chaque classe par des fonctions de ces indices, fonctions qui ne varient pas d'une classe à Tautrc. On peut donc la ramener à la forme canonique par une transformation d'indices qui n'altère pas/i> ; et si u'. . . multiplie par n l'un des nouveaux indices, elle multipliera par le même facteur les indices analogues (les autres classes.
Soient donc x, y,... des indices quelconques que/y etu'... multiplient par m et par n; il existera des indices en nombre égal que ces substitutions multiplient par m&P et /i, quel que soit p. Si mn = i, on aura m^n = Sr^. Donc à chaque indice inaltéré par/uu'... correspondent t:^ — i indices respectivement multipliés par S,..., &''"*; et le nombre des indices de la première série qui restent inaltérés est au plus égal au rs'^'"^ du nombre total; de même dans chacune des autres séries. Il est donc impossible que plus de la moitié des indices restent inaltérés.
799. Proposition II. — On peut déterminer parmi les substitutions de Tune
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des /ormes fv y /v\ . . , un faisceau plus général que rf, permutable à h, et dont les substitutions soient échangeables entre elles.
La substitution h étant échangeable à celles de ^, et non contenue dans \i, ce dernier faisceau contient au moins une substitution T de Tune des Formes u, u',..., de la forme v par exemple, à laquelle h ne soit pas échangeable aux ^ près. Prenons pour indices indépendants ceux qui donnent à A sa forme canonique. Soient a?, x\... les indices, en nombre P, que h n'altère pas; j,... les autres, en nombre Q, qu'elle multiplie par des facteurs constants m,.... Soit enfin
/, OLX 4- ^x'-\' . . .H- yj-h. . . ,
Soient respectivement m,... les fonctions queT~* fait succéder à^,.... La substitution T"* hr' TA = To se réduit à
y = (/n — i)cw H-..., (f\... étant des fonctions des Q variables w, Ces
fonctions, en nombre P>Q, ne peuvent être toutes distinctes. Soit par
exemple r94-r'y'H-...=^o: To laissera invariable la fonction rx-\-r'x'-\-
Mais h laisse cette fonction invariable; donc T,, T2,...» transformées de To par h et ses puissances, jouiront de la même propriété.
Le faisceau dérivé de (rf, T©, T,, Ta,...)^ évidemment contenu dans le faisceau (^, :;), est plus général que S et permutable à A; de plus, ses substitutions sont échangeables entre elles. En effet, choisissons les indices indépendants de manière à ramener T» à sa forme canonique; et considérons spécialement ceux des nouveaux indices qui appartiennent à la première série. Ils se partagent en ts classes telles, que To multiplie les indices des diverses classes respectivement par les facteurs i,..., &^,...» S''"*.
Les substitutions T,,... sont toutes échangeables à To aux puissances près de 3. Soii donc Tr^ToT, = S*To. On aura T, = C«D, C étant la substitution qui remplace les indices de la classe p par ceux de la classe p -\- a, et D une substitution échangeable à To et qui par suite remplace les indices de chaque classe par des fonctions de ces mêmes indices. Mais T,, laissant invariables des indices que To n'altère pas, ne déplacera pas la classe correspondante; donc a= o, et T, sera échangeable à T©.
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800. Proposition III. — La substitution h ne peut appartenir à ^.
Soit $ un faisceau contenu dans (^, v) qui satisfasse aux conditions de la proposition précédente, et qui ne soit contenu dans aucun faisceau plus général jouissant des mêmes propriétés. Il résultera de la combinaison de ^
avec un certain nombre de substitutions c, = '^^i»r''^î'---» €2=ci.î'i&î' , 8^
telles, qu'aucune d'elles ne dérive de la combinaison des précédentes avec ^.
On peut déterminer une substitution Ji.,f-'vi^'... qui transforme e,, ej»... en &*^'Go &^'C2»--«» ^o ^2»««« étant des entiers arbitraires, car il suffit pour cela de résoudre les congruences
qui ne pourraient être incompatibles que si quelqu'une des substitutions e, , Cs»--' résultait de la combinaison des autres avec J*. Soit donc cDp une substitution qui transforme Gp en 3Gp, et soit échangeable à C,,---. Gp_,, Cp+i,.... Le faisceau (^, u) résultera de la combinaison de G,, (D,,..., G„, (Q„ avec d'autres substitutions échangeables a celles-là. Si ces dernières substitutions ne se réduisent pas à celles de #, soient G;,+, l'une d'elles, qui soit (le la forme v; (Q„+i une substitution de même forme, échangeable à Gi, rô|,..., e„, (S>n et qui transforme G„+< en 3G„+<; etc. Le faisceau (?♦ v) résultera de la combinaison de ^ avec la double suite G,, (Df,..., G», cDm, On-^t* ^^/î-t-i >• • • •
801. Cela posé, h étant permutable au groupe (^, G|,..., G;,) transforme les substitutions Qn-^i* d^n-^i».* échangeables aux substitutions de ce groupe en substitutions jouissant de la même propriété. D'ailleurs ces transformées appartiennent à (^f, v); elles prendront donc la forme suivante
/,,/2,... étant des substitutions de ^. Donc h est permutable au groupe (.f, G,,..., G,,, G,i+,, Od„+i,...); d'ailleurs les transformées des substitutions de ce groupe par A, combinées ensemble, doivent reproduire tout le groupe; il faut évidemment pour cela que le déterminant des quantités ««^.^ |3„+,,...; V«+i» 5«+i »...;... ne soit pas congru à o{mod.ty).
La transformée de (D| par h sera, aux ^ près, de la forme
cl l'on peut choisir (©, de telle sorte que r„^,, 5;,^,,... se réduisent à zéro.
En efTei, (£)| est assujettie à la seule condition d'être échangeable à c^...., Qn et de transformer g, en &a,. La substitution ^, =(D, G^^, (î>ï^, . . . satisferait aux mêmes conditions, quels que fussent â:, y D'ailleurs la transformée de C, par h se réduira a la forme /3î'''i^î'...G^"cî)^ si Ton a
(a«4.,~5,)a:4-yn-».iJ-4-...-l-r,^.,^o, p«4.,j:H-(d«+,— 5,)/-f-...-i- 5«h.,=^o,... (mod.cj),
système de congruences dont le déterminant n'est pas congru à o si 5,=o, ainsi que nous Tavons vu. Il ne Test pas davantage si ^4 ^o. Car s'il Tétait, on pourrait déterminer les rapports de ^, j,... de manière à satisfaire aux relations
Cela posé, la transformée de G^^, (d;;^, . . . serait dérivée de ^, G,,..., £,„ Gi^^j (ôj^., . . . . Le faisceau dérivé de ces substitutions serait donc permutable à A; d'ailleurs ses substitutions sont échangeables entre elles; il serait enfin plus général que (^, Gi,..., G„), ce qu'on suppose impossible.
On voit de même qu'on peut choisir oD^,..., c£)„ de telle sorte que G,,^.,, cib)„+i,... ne figurent pas dans l'expression de leurs transformées. Cela fait, h sera permutable au faisceau (cf, G,, (v),,..., Q„f (0„) : elle le sera de même au faisceau (;f, G»^.,, (î)„+,,...) formé par celles des substitutions de (.^', v] qui sont échangeables aux précédentes.
802. Les résultats qui précèdent permettent d'assigner à la substitution /i la forme générale qu'elle doit avoir. Trois cas seront ici à distinguer.
803. Premier cas. — zs premier impair. Les substitutions C, , cô, , . . . , c„, cO,, auront pour caractéristique une puissance de i— K''(568), et pourront, par un choix convenable d'indices indépendants, se mettre sous la forme
3,== I [$,E,...e]t ^^'[Ç, Çt...c]o U (0, = 1 [?, Hj.-.c]. [?i-f- 1, £»»..., £\|,....
Soient /, G?' gJ'..., /aGj'Gj*...,... les transformées de G,, Ga»... par //. Pour qu'elles aient aussi pour caractéristique une puissance de 1 --K", il faudra que/i,/,,... se réduisent à des puissances de d, telles que &'s Posons maintenant
£', ^ rt, 5, H- é, $, -4- . . . -f- 5,, ^3 :^ «2 E. H- éi Ç2 -H . . . -T- 5,, ....
A# =: I [El $2. .. £]« [?, H'j. . . e]o |, // — /i7/„;
La nouvelle substitution X* sera échangeable h G,, C^,....
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La suiistitution (D|, qui transforme ces substitutions en d€«, 82». •• sera transformée par i en une substitution qui jouira des mêmes propriétés, et qui par suite se réduira k la forme 3'«(©| CJ*GÎ'.... Posant
[5«Ha...e]. 5 [?i^î...€],
X'i sera échangeable à e,, C2,..., (£)«. Elle transformera donc Œ>2 ^n une substitution de la forme ^''CDa^i'---; et on pourra la décomposer de même en deux autres substitutions, dont l'une soit de forme analogue à celle de A«, l'autre étant échangeable à Ci, €3,..., Q,, (D2. Poursuivant ainsi, on aura h = knl, l=hn..,h^hQ étant une substitution de la forme
où 9 est une fonction du second degré en §,, |2*-*m 6t kn une substitution échangeable h G,, G2*-*-9 ^i« CD29***» ainsi qu'aux substitutions de #, et qui par suite se réduira à la forme :
OÙ les coefficients éP sont indépendants de |<, Ç2f--
La substitution /ne peut se réduire à l'unité. Car si cela avait lieu, h serait échangeable à G|, (Di,..., G;,, (£)„. Mais elle n'est pas échangeable aux .f près à toutes les substitutions u (799). Donc parmi les substitutions dérivées de G„4.|, (£)„+,,... il en est une T à laquelle h n'est pas échangeable aux i près. La substitution T~*A~' TA==To et ses transformées T,,... parles puissances de h formeront avec J un faisceau de substitutions échangeables entre elles, permutable à h. D'ailleurs To, T,,... étant dérivées de J, g^^i-m (Ç),,^,,... sont échangeables à G,,..., G^,. Le faisceau (cT, G|,..., G„, To,T,,...) aurait donc ses substitutions échangeables entre elles, et serait permutable a h, quoique plus général que (.f, G^,..., G„), ce que nous supposons impossible.
Quant à la substitution k^, elle est échangeable à /, et pourra être ramenée à la forme canonique par une transformation d'indices qui n'altère pas cette dernière. Cette forme canonique sera monôme; sans quoi k^^ et par suite h auraient leur ordre divisible par/>, ce qui est contraire à la nature
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de h. Supposons celle transformation effectuée : on aura
kn = I [Ç, Çj. . . e]o We[Ç, ^2. . . e], |, les facteurs /Wg étant indépendants de 2,, Ça»---- 804. Les indices pourront être de deux sortes; ceux pour lesquels
('3) S'i^Çi» r, = ?j,... (mod.cj),
et ceux pour lesquels ces relations oe sont pas satisfaites. Supposons d*abord que ces relations ne soient ni identiques ni incompatibles, mais se réduisent à q relations disti^ictes; elles détermineront q indicateurs en fonction des autres, qui resteront arbitraires. Le nombre des indices de la première sorle sera donc le r?^'^'"*^ du nombre total M.
Soit maintenant [|,|3...£];. un indice de seconde sorte que h remplace
parmf''3^'^[^, |'2...£]^; elle remplacera [?i S'a.-.E];. par mf''9^'^[Ç', f2...£;^, ?» ?i9 Ta»"- étant des fonctions construites avec ^, , Ij,... comme 9, S',, ^2,... Tétaient avec I,, I2»---; ^ remplace de même [^^^^...î]r par un nouvel indice [^ ^...e]^ multiplié par un facteur constant. Continuant ainsi, on retombera à la fin sur un indice [B[^^è^^K., î]^ qui se confonde avec [ÇiSs-'-ê,/; à partir de celui-là, ils se reproduiront périodiquement.
La substitution h^ fait succéder à l'indice [Ç<£2...£]r l'indice [SI'^^S!f...i_r -multiplié par un facteur constant; mais elle se réduit a l'unité : donc ;: est un multiple de p; et comme il est premier, n=^ p.
Si donc on groupe dans une même classe ceux des indices de la seconde sorte que h permute circulairement à un facteur constant près, ils s'assembleront n à n; et h sera le produit d'une substitution qui multiplie par des facteurs constants les indices de la première sorte par d'autres substitutions partielles altérant chacune les indices d'une seule classe. Pour canoniser /i, il suffira de canoniser séparément ces dernières substitutions.
Soit S = I a?T ^t^T+i I une de ces dernières substitutions, en désignant pour abréger par ^o»---> ^i:-« 'es indices qu'elle permute. Si on la canonise par un changement d'indices convenal)lc, parmi les n nouveaux indices il ne peut en exister plus d'un qu'elle laisse invariable; car pour que S laisse invariable une fonction Coa?o-t- ... -f-c^aj^-f-..., il faut qu'on ait en général a^c^ = c^^^. Les rapports des quantités c©,..., c^,... sont donc déterminés; et par suite la fonction le sera à un facteur constant près.
En admettant donc le cas le plus favorable, où h n'altérerait aucun indice
de la première sorte, le nombre des indices que h, ramené a la forme canonique laissera inaltérés, ne peut dépasser —H — f i —\ exprès-
sion dont le maximum ^M, correspond à r7 = 3, 71=2, ^=1. Mais d'autre part ce nombre est égal à M — Nh — ; et comme N est au plus égal à ~»
il sera au moins égal à M — — ( i — 'y nombre évidemment supérieur au
précédent. Celte contradiction prouve Tabsurdité de rbypotbësc.
Si.les relations (r3) sont incompatibles, il n'y aura pas d'indices de première sorte, et la contradiction subsistera a fortiori.
Si ces relations sont identiques, h se réduira à
Groupons dans une même classe les indices correspondants à un même système de valeurs de s et de r, et considérons ceux d'une classe déterminée : h les altérera tous si l'on n'a pas m^y^^x (mod./i). Pour qu'il y en ait d'inaltérés, il faut donc que m^ se réduise à une puissance de ^, telle ^ue , et qu'on ait en outre
(i4) cp-4-rf^o (mod.in).
Or la fonction quadratique (p peut, comme on sait, se mettre sous la forme aXJ -f-iXj H-...-h Y, X,, Xj,... étant des fonctions linéaires de |,, £2,... distinctes les unes des autres, et Y une constante ou une fonction linéaire de £,, £2»---» distincte des précédentes.
Supposons d'abord que Y ne soit pas une constante. Si le nombre des fonctions X,, X2,..., Y est inférieur à celui n des indicateurs S,, S2f--» soient Z,... de nouvelles fonctions qui, jointes à celles-là, forment un système de n fonctions distinctes. A chaque système de valeurs de ces fonctions correspond un système de valeurs des indicateurs, et réciproquement. Or la «t'""' partie seulement des systèmes de valeurs que l'on peut donner à X,, Xa,..., Y, Z,...» satisfont a la relation (i/|). Car cette relation détermine Y lorsque X,, Xj,..., Z,... sont donnés. Donc h ne pourrait laisser invariable que la çr'^'"*" partie du nombre total des indices : résultat absurde, car elle doit en laisser plus de la moitié invariables.
Si Y est une constante, à chaque système de valeurs de X,,..., Z,... ré-
pondent au plus deux valeurs de X, satisfaisant à la relation (i4)- Donc h laisserait invariables tout au plus -M indices. On aurait donc
(.5; îl',:M-*if.-i),
relation absurde si rr> > '3.
806. D'autre part, si C7 = 3, on aura aussi 7r = 3. En effet, h multiplie les indices qu'elle altère par les diverses puissances de 6, racine primitive de la congruence ô^— i (mod./i). Mais, d'autre part, elle les multiplie par des puissances de 3. Donc Q est une puissance de 3 et a pour cube l'unité.
Soit doncTsr = 7r = 3 : les deux membres de la relation (i5) seront é^aux. Donc h devra laisser invariables les deux tiers des indices. Pour que cela ait lieu, il faut que la relation (i4) donne effectivement deux solutions pour X,, quelles que soient les valeurs qu'on assigne à X,,.... Mais cela n'a lieu que si b\\ -1-...4- Y -h r/ se réduit à a. Il faudrait donc que h se réduisît à la forme
Mais alors h multiplierait tous ceux des indices de la r-h i'''"' série qu'elle
altère par un même facteur &■*''''. Donc pour qu'elle multipliât deux indices par des facteurs différents, il faudrait que ces indices appartinssent à des séries différentes de 4^, autrement dit, fussent multipliés par des facteurs différents dans l'une au moins des substitutions de rf , et a fortiori dans l'une au moins des substitutions de F, premier faisceau de L, lequel contient i\ ou enfin, ce qui revient au même, dans l'une au moins des substitutions de Fq. Il faudrait donc qu'ils appartinssent à des séries différentes; résultat absurde : car la première série de L contient des indices que h multiplie par 6 et d'autres qu'elle multiplie par 6^. L'hypolbèse î:r>2 est donc inadmissible.
807. Second cas. — C7 = 2, /?''— i ==0 (mod.4). Soity une racine primitive de la congruence y ^E^i {moA.p) : § contiendra une substitution y
qui multiplie les indices de la r h- i'^'"* série par y'. Les substitutions €,, (D,,... ont chacune pour caractéristique une puissance de K^— i ou une puissance de K^-h i. On peut rejeter cette seconde hypothèse : car si c, y
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satisfaisait, on n'aurait qu*a la remplacer dans la double suite par la substitution y 8|, qui rentre dans la première hypothèse.
On aura, comme tout à l'heure, h = khQ\ k étant échangeable à 3,, Cj,... transformera cD, en une substitution de la formey^^'S^'C^, SÎ'3Î' Posons
X*, sera échangeable à C,,..., 3„, cO,; continuant, on aura enfin
s étant une constante ou une fonction linéaire de ^1, I2,..., et 9 une fonction quadratique ne contenant pas les carrés des variables.
Si les relations (i3) ne sont pas *iden tiques, on trouvera, comme au n"^ 804, que la limite A du nombre des indices inaltérés par h est égale à
— -{ ( I -\ • Ce nombre ne peut surpasser M — N h Mais ici , où
w = 2, il peut lui devenir égal, en supposant N = — » çr = 1 . Mais pour que
les relations (i3) reviennent à une seule a£, -f- j3S2-f- ...=^o(mod./ti), il faut qu'on ait identiquement
d'où
D'ailleurs on ne peut avoir aS'j -f-/3Ç2-h...^o pour toutes les valeurs de Ç', , ^2»---5 ^"» ^^ n"^ revient au même, pour toutes les valeurs de c,, ?2»- •• On aura donc
(i 4- rta -h 6^-4- .. .)^ I, d'où aE', H- (3f, -h . . . ^ açi -4- ^2, -h . . • , d'où
d'où 7r = 2, A= tM. Ce résultat est inadmissible, n étant impair, par hypothèse.
Si les relations (iS) étaient incompatibles, h ne pourrait laisser invariable plus de la moitié des indices; résultat absurde.
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808. Supposons enfin que ces relations soient identiques. Soit
et supposons qu'un des coeilicients a, 6,..., a par exemple^ dillëre de o (mod. 2). Comparons deux indices qui ne diflerent que par la valeur de |,; les facteurs par lesquels h les multiplie différeront par un facteur ±:y. Donc Tun au moins de ces deux indices sera altéré. Donc h allérera au moins la moitié des indices; résultat absurde.
Admettons donc que s se réduise à la constante S. Groupons dans une même classe les indices correspondants à un même système de valeurs de £, r, et considérons ceux d'une classe déterminée : h les altérera tous si /Wcy'^ ne se réduit pas à une puissance de &, telle que &*'.
La fonction 9 ne peut se réduire à l'unité, h n'étant pas échangeable à toutes les substitutions de la forme u. Si elle se réduit à une fonction du premier degré, Y, h allérera la moitié au moins des indices, résultat absurde. Au contraire, si ç contient un terme du second degré a^^in, on peut poser
9' étant indépendant de |,. Cela posé, pour chaque .système de valeurs de I,,... on pourra déterminer I2» ?i de telle sorte que l'on ait
«Ç, -h...^i, Ç, -h 9' -4- rf^ I (mod. 2).
Donc sur les quatre indices qui ne diffèrent que par les valeurs de Ë^, S,» h en altère au moins un, qu'elle multiplie par une puissance de 5. Donc
D'aulre part, la substitution h multiplie les indices qu'elle altère par & = — I. Mais elle doit les multiplier par une puissance de 6. Soit donc S = 6*; on aura a'^ = 5*"=i. Donc n est pair, et comme il est premier, il se réduirait à 2, contrairement à l'hypothèse.
809. Troisième cas. — sr = 2, />''— i ^2 (mod. 4j- Chacune des substitutions 8|, cô,,..., G;,, (D„ aura pour caractéristique une puissance de K-— i ou de K^ + i. On peut admettre que la suite 3,,..., C;, ne contient pas plus d'une substitution 9, qui ait pour caractéristique une puissance de K''^+ i. Car s'il y en avait deux, C|, C,, on pourrait, dans la formation de la suite
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c,,..., Cn remplacer O2 p^r a, a^t qui a pour caractérisiique une puissanie <le K- — I. En outre, si Cp a pour caracléristiquc une puissance de K*'— i, on peut admettre qu'il en est de même de (Dp, qu*on pourrait au besoin remplacer dans la double suite par CpCOp. Nous n'aurons donc que trois cas a distinguer.
i^ C,, cO,,..., 3,M (0;, ont toutes pour caractéristique une puissance de K^— I. On raisonnera comme au second cas, sauf que dans l'expression de //, on aura c, = o. De même pour ses analogues Ag, Par suite, dans l'expression de A, on aura 5 = 0.
-À^ G, et (D, ont pour caractéristique une puissance de K^4- 1. On pourra cboisir les indices indépendants de telle sorle que G, et cO, prennent les formes suivantes
(ô, — I [Ç. 2a.. .c]. \oL-^Ç^j^^x)[l,h. . .e]o |,
«, ^j satisfaisant à la congruence a^-+- j3^^— 1 (mod./^), cl Gj» (JO2,... conservant la même forme que dans le premier cas. Cela fait, on aura
et le reste comme au premier cas; d'où
Si les relations (i3) ne sont pas identiques, on trouvera comme précé-
demment A=yMet7r = 2 (807), résultat inadmissible. Dans le cas contraire, on aura c, ^-^o(mo(l. 2); car s'il était congru a i, groupons ensemble les deux indices qui ne différent que par la- valeur de ^,. Désignons par 9, ce que devient y en y changeant S, en |, -f- 1. Le rapport des facteurs par lesquels h multiplie ces deux indices sera égal à
expression qui diffère de l'unité. Donc h altérerait au moins l'un de ces deux
indices : elle altérerait donc au moins la moitié des indices, résultat ab-
surde. Soit donc c,^^o; on prouvera comme précédemment que A= 7M,
3° S,, (jD, ont respectwemcnt pour caractéristiques des puissances rfc K^ -h i
et de K^— i. Les substitutions S,(D,, (0,, Cj, cf).> ayant pour caraclé-
ristiquos des puissances de K*— i, pourront se mettre sous les formes
I [ixli- . . e]o s'» [?•?»• • • 0» I» I [?•?«• • •£]• [Hi -+-'»$»»•••> ê]« u
Posons
La substitution 9,, rapportée aux nouveaux indices ainsi définis, prendra la forme
la forme des substitutions cD|, €21 (D2,'.. n*étant pas changée. Cela posé, /r^, A,,..., et enfin A auront les mêmes formes que tout à l'heure, et la démonstraiion s'achèvera sans ditïiculté.
810. La démonstration du théorème est maintenant facile. On aura v' = nk'v ou {2k -h i) V [k étant un entier), suivant que r'y est de première ou de seconde catégorie. En effet, chacune des substitutions de Fo ou, ce qui revient au même, chaque substitution de F, et a/or/ion chaque substitution de .f y multiplie chaque indice par un facteur dont la puissance /^'''zt i est égale à l'unité. (On prendra le signe — ou le signe 4-, suivant que F',, est de première ou de seconde catégorie.)
La substitution g dont les puissances reproduisent J les multiplie par
des fadeurs tels que g'*^ où g est une racine primitive de la congruence
gP*-^^ =^i i^moA.p). Donc p^ ±l \ est un multiple de //-f-i. Mais soit v' = /wv-f-£, £ étant <v; il viendra
relation qui ne peut évidemment subsister qu'en posant £ = 0, m=2X:'si l'on prend le signe —, € = 0, /w = 2k' -\- 1 si Ton prend le signe h-.
Soit d'abord /?> 2; et admettons que Y\ soit de première catégorie. Soient A4, B,, ...;... les doubles suites qui jointes à Fo forment Go. Supposons les indices choisis de manière à ramener F',^ à sa forme type. Le nombre fx' étant une puissance de 2 (797), la substitution ^f, qui remplace chaque indice par son correspondant de la série suivante, transformera les substitutions A,, B, ,...;... en 6*A,, 6^8,,..., 0 étant la substitution qui mul-
g:î-2 livre quatrième.
liplie chaque indice par — i, et a, jS,... étant égaux à o ou à i, suivant que A,, B,,...;... ont pour caracléristiques des puissances de K-— i ou de K^-f-i. La substitution 9 a donc l'unité pour chacune de ses corrélatives: elle est (failleurs abélienne propre. Elle appartient donc à r'o, et à J.
Cela posé, la substitution ^est le produit de deux substitutions partielles dont Tune ^o altère les indices de Sq, et l'autre h les autres indices" La substitution ï* appartenant à J, et par suite a ^, la transformera en une de ses puissances; mais elle la transforme en ^^A, qui ne peut être une puissance de gi,h que si ^^ = ^n» ce qui est absurde, l'ordre de go* p^-^ ï» étant supérieur à/î.
Le raisonnement serait le même si T'q était dé seconde catégorie : désignant les indices par [2< £2...>3|...]^, on prendra
/étani choisi de telle sorleque * soit abélienne propre.
811. Soit maintenant/? = 2. Si T'q est de première catégorie, la substitution ^r appartiendra encore à J (672-674), et le raisonnement précédent sera applicable. Si T'q est de seconde catégorie, J contiendra $^, qui transforme ^" = ^0 A en gS*h, substitution qui doit être une puissance de g. Donc gff z=z g^, d'où p^— I ^o(mod. />''-+- 1), d'où v = i, v'= 2^-f-i. En outre, t/ est une puissance de 2, et d'autre part ses facteurs premiers divisent le nombre impair />"-+- i. Donc fx' se réduit à f.
De plus, les indices de L ne peuvent former plus de deux systèmes (couples de systèmes). Car si cela avait lieu, l'un au moins de ces systèmes S,, autre que So« contiendrait moins de la moitié des indices. Soit (!^, la substitution analogue à (T et relative aux indices de S,. Si aucune des deux substitutions a\ ^P, n'appartient à J, leur produit lui appartiendra Or g est le produit de trois substitutions g'o' ^1» A altérant respectivement les indices de So, de S, et des autres systèmes : (C'ï', la transformera en g'ig'lk, qui devrait se réduire à une puissance de g, résultat absurde.
Cela posé, So ne peut contenir la moitié des indices. Car on aurait M=2]UL = 4v', et [J. serait pair, ce qui [est absurde, car il ne peut avoir pour facteurs premiers que des diviseurs de /?"-!- i = 3. En outre, on aura v'= I. En effet, v' est impair; s'il avait un facteur premier q, J, et par
suite ^ contiendrait la substitution h = 9*' qui, ramenée à sa forme canonique, laisse invariables tous les indices des systèmes autres que So, c'est-
à-dire plus de la moitié* plus la q'^'"^ partie de ceux de So; résultat absurde (800).
812. Soit donc v'== i. Les substitutions du premier faisceau de r'^ appartiennent à J et n'altèrent que les indices de V^; or, d'après ce qu'on a vu plus haut, ^, et par suite J, ne contient aucune substitution qui, ramenée à la forme canonique, déplace moins du tiers des indices. Donc les deux indices que contient F'q forment au moins le tiers du nombre total. Donc 4^ contient six indices; donc jul= 3. Les quatre indices restants devraient former un seul système (couple de systèmes) S,; résultat absurde. En effet, soit r*, le groupe analogue à r'^ et relatif à S,. Il n'existe aucun groupe de première catégorie et de degré 2* : donc T\ sera de seconde catégorie. Soit 2v" le nombre de séries formées par les indices de S|, |x" le nombre d'indices de chacune d'elles. On aurait 2jul"v" = 4» résultat absurde, y" étant un nombre impair 2^'+i, ainsi que fx'', dont les facteurs premiers divisent le nombre impair 2^'-f- 1.
813. Second cas. — L est primaire et indécomposable, i® Supposons-le de première catégorie et soient v' = 2Â:v le nombre de séries de chaque système, |x'= -^ = ^ le nombre d'indices de chaque série. On obtiendra, comme aux n^' 757 et 794, la relation
Mais juL= 2X:|i.' étant divisifble par 2, /i^-t-i le sera. Donc/? est impair. Sous le bénéfice de cette observation, la relation (17) ne pourra subsister que si A= i,/?'' = 3 ou 5, d'où/?'^ = 3* ou 5*. Mais ces deux cas sont exclus (704).
2® Si L est de seconde catégorie, on aura v'= (2A:-hi)v, u! = -^ — et
(18) |ut'»(p^'-+-i)^]tA»(/?*-hi), ou p(^'>'¥-i = {ik-+'i)(p''-hi).
D'ailleurs 2A-H1 divisant jui, ses facteurs premiers diviseront /?"-}- f. Sous le bénéfice de cette observation, la relation (18) ne pourra subsister que si k= jf p^= 2, d'où/>'^= 2*, cas exclu (708), ou si k=o, d'où v' = v. Dans ce dernier cas, les groupes ^ et L auront même premier faisceau; et l'on verra, comme aux n^' 758-759, qu'ils ont même second faisceau, et enfin qu'ils sont pareils.
814. Théorème. — Le théorème C est vrai si J^esi indécomposable et de troisième catégorie.
Premier cas. — L complexe ou décomposable.
Soient So, S|,..., S^ les systèmes (couples de systèmes) entre lesquels se répartissent les indices de L. Ces systèmes se réduiront à deux^ contenant chacun la moitié des indices.
Supposons en effet qu'il en fût autrement. Chacun de ces systèmes, à l'exception d'un seul, So, contiendra moins de la moitié des indices. Soient respectivement 2v^ le nombre des séries entre lesquelles se répartissent les indices de Sp, /Xp le nombre d'indices de chacune d'elles.
Chacun des systèmes (couples de systèmes) Sp contiendra au moins le quart des indices. Car J, et par suite 4^, contient des substitutions qui n'altèrent que les indices de Sp et qui, élevées à une puissance convenable, donneront une substitution d'ordre premier : d'autre part, on voit, comme aux n°' 797-809, que toute substitution d'ordre premier, contenue dans 4^, étant ramenée à sa forme canonique, altère au moins le quart des indices. En outre, pour qu'elle en altère moins de la moitié, il faut qu'elle soit d'ordre 2 (le nombre rs de l'endroit cité se réduisant ici à 2).
On conclut de là jjLp = i pour toute valeur de p supérieure à o. En effet, si juip avait un diviseur impair, soit Fp le groupe résoluble primaire et indécomposable, contenu dans le groupe abélien de degré p^^^"*?. qui sert à la construction de L, et correspond au système (couple de systèmes) Sp. Si /Xp avait un diviseur impair tt, Fp contiendrait dans son second faisceau une substitution d'ordre 7:, laquelle appartiendrait à J, et a fortiori à 4^, quoique altérant moins de la moitié des indices, ce qui est absurde. D'autre part, si fjL était une puissance de 2, la construction de Fp dépendrait de celles de groupes auxiliaires Lp, L^,... ayant pour degrés des puissances de 2. Le premier faisceau de Lp sera formé par les puissances d'une sqi)stitution J d'ordre impair a. Cela posé, Fp contient une substitution d ayant pour première corrélative ô et pour ses autres corrélatives l'unité.
Soient r le facteur par lequel d multiplie les exposants d échange, et r^ la substitution qui multiplie tous les indices de Sp par r. La substitution r^W est abélienne propre, et appartient à Fp-, elle appartiendra donc à J, et par suite à 4^. D'ailleurs son ordre est divisible par le nombre impair a, car pour que sa puissance /3 se réduise à l'unité, il h\M a fortiori que sa corrélative (?^P se réduise à l'unité, d'où j3^o(mod.a). Donc, en l'élevant à une puissance convenable, on aurait une substitution d'ordre premier m-
pair contenue dans ^et n'altérant que les indices de Sp, qui forment moins de la moitié du nombre total, résultat absurde.
Le nombre fXp se réduisant à i, le groupe Tp sera de première ou de seconde catégorie. Son premier faisceau Fp aura donc pour ordre (ùç,=p^9± i. D'autre part, le second faisceau de Fq contient un groupe $ de substitutions abéliennes propres échangeables entre elles, dont Tordre Wo est égal à ip'**— i)fXo» à (/^''•-f- i)fJto ou à 2juio» suivant que F© est de première, seconde ou troisième catégorie. Le groupe ($,..., Fp,...), ||^rdre Wq... &)p..., est contenu dans J, et a fortiori dans ^. De plus, ses substitutions sont abéliennes propres et échangeables entre elles. Mais on voit, comme au n^ 752, que Tordre d*un groupe contenu dans 4^ et jouissant de cette propriété ne peut dépasser 2/x^. On aura donc
(19) 2|UL*^ W». . . Wp. . . = «0 (/?"' itl l). . . ip^^àz l).
Si Fo est de première catégorie, on doit avoir />''•> 4. Sous le bénéfice de
cette observation, on aura toujours ci>o> 2j^oVo> t* Substituant cette limite
dans la relation (19)* remplaçant en outre fx par sa limite 8V| et supprimant les facteurs />^« ±: i,... au second membre de cette relation, il viendra
(20) 64vi^/?''=t I,
ce qui ne peut avoir lieu que pour de petites valeurs de p et de V|. D'ailleurs V, et />^» ±: I doivent être des puissances de 2. En effet, parmi les substitutions de F, qui sont abéliennes propres, et par suite appartiennent à J, se trouvent une substitution d'ordre ^''' ih 1, formant le premier faisceau de F|, et une substitution d'ordre V| ou 2V|, permutant les séries. Si Tune ou l'autre de ces deux substitutions avait son ordre divisible par un nombre premier impair tt, il suffirait de l'élever à une puissance convenable pour obtenir une substitution d'ordre tt, qui serait contenue dans ^, et n'altérerait que les indices de S|, résultat absurde.
On remarquera enfin qu'on tomberait dans des cas exclus en supposant F4 de première catégorie avec />''« = 3, 5, ou 3% ou F, de seconde catégorie, avec p^« = 3.
En tenant compte de ces observations, on voit que la relation (20) ne pourra être satisfaite qu'en supposant /'= 17 ou 3i, avec v, = i, d'où /i.<8. D'ailleurs jul est une puissance de 2, supérieure par hypothèse à 4l^iVi; donc jx = 8. .
Supposons maintenant /^ = 1 7» ce qui est l'hypothèse la plus défavorable :
/>^»— I,..., />"? — I se réduisant chacun k 16, la relation (19) deviendra (21) 2.8'^wo.i6^
et sera absurde si y> 1. Soit d'autre part y= i : le système So contiendra six indices. Ce nonobre n*étant pas une puissance de 2, Tq sera de première ou de seconde calégorie, et coo sera égal à (17'''' it 1) fx^, ajutoV© étant égal à 6. La relation (21) sera encore absurde.
815. Il est donc établi qu'il ne peut exister que deux systèmes S©, S,, contenant chacun la moitié des indices.
Cela posé, soit 6 la substitution qui multiplie tous les indices par — 1 : Ç, second faisceau de ^, résultera de la combinaison de 9 avec certaines doubles suites que Ton pourra fondre en une seule x^f oHi,..., x^, 1^9- Soient F© le premier faisceau de To, t celle de ses substitutions qui multiplie tous les indices de S© par — i : Ç contiendra un groupe U formé de 2^ substitutions au moins échangeables à t; il en contiendra même 2*^ si t appanieni à Ç. En effet, / appartient évidemment à J, et par suite à ^. Si elle appartient a Çy toutes les substitutions de Ç lui sont échangeables à 6 près. Donc les substitutions de ff» en nombre 2^^^\ résulteront de la combinaison d'une substitution T qui transforme t en 6t, avec des substitutions échangeables à ^ en nombre 2^^. Supposons au contraire que t n'appartienne pas à {? ; sa corrélative
I j:,, 7,, . . . a', Xt -4- c, 7, -f- . . . , //, ^, -4- rf', j, -h . . . , . . . I
sera d'ordre 2. Ramenée à la forme canonique, elle deviendra donc
j XyA.,Y|i,...|Z, U,... X. -f- X.,X., Y-f-Y , Y ,.>*,Zy U,... |,
et sera échangeable aux substitutions dérivées des substitutions Qtt Cy»...» Cz, Cu,... correspondantes aux indices X, Y,..., Z, U,.... Soienfa,, fr,,..., a^y, bfj les substitutions respectivement correspondantes à a:,, j,,..., x^^ y^^ et soit Cx = <'6J'..., CY=aî'6î* Il est clair que les substitutions dérivées de xj* aft)f • . . . , xî'ift)?'...,... et de 6 seront échangeables k / aux puissances.près de 6. Or le nombre des indices X, Y,..., Z, U... est au moins la moitié (7 du nombre total. Donc le groupe dérivé des substitutions ci-dessus sera au moins d'ordre 2^*^*. Si toutes ses substitutions ne sont pas échangeables à /, elles dériveront de la combinaison de l'une d'elles T, qui trans-
forme t en ^^ avec un groupe de substitutions échangeables à 7 et d'ordre égal ou supérieur k a^.
Soient U, U\... les substitutions échangeables à / dont nous venons d'établir l'existence. Elles remplaceront les indices de So» que / altère, par des fonctions de ces mêmes indices; de même pour les indices de S,, que / n'altère pas : elles seront donc chacune le produit de deux substitutions partielles Uo, U,; Uy, U', ;... altérant respectivement les indices de So et ceux de S,.
816. Soit maintenant V une quelconque des substitutions abéliennes propres que contient Tq : elle sera échangeable à t prés à l'une quelconque U des substitutions U, U',.... En effet, V appartiendra à J, et par suite à ^ : donc elle sera permutable à ç, et U~* V~* UV = U^* V"* UoV appartiendra à ce faisceau. Mais chaque substitution de ff, ramenée à sa forme canonique, multiplie la moitié des indices par i et l'autre par — i, ou la moitié par y et l'autre par —y, suivant qu'elle a pour caractéristique une puissance de K^— I ou de K'*-}- i; à moins toutefois qu'elle ne se réduise à une puissance de 6f auquel cas elle multiplie tous les indices par le même facteur it I . Or U7* V""* UqV laisse invariables tous les indices de S, : donc elle multiplie les autres par un même facteur ±: i, et se réduit ainsi à une puissance de /.
817. Supposons d'abord que T© soit de première catégorie. Soient Fo, Go ses deux premiers faisceaux, Â,, B|,..., A\, B\, ...;... les doubles suites qui, jointes à Vq, reproduisent Gq. Les substitutions U©, U'o,... seront permutables à ¥q, et par suite de la forme SC^'^^ ^ et $ étant définies comme au n^ 618, et :^ne déplaçant pas les séries. D'ailleurs, les substitutions U, U', ... appartenant à ç, leurs carrés se réduiront à d ou à i; ceux de Uo, U'o, ... se réduiront donc à ^ ou à i. Si donc le nombre Vo des
séries de chacun des deux systèmes de So est pair, on aura p == o ou = -^
si Vo est impair, p = o.
Soit d le nombre des systèmes de valeurs que les exposants r, p peuvent prendre dans les substitutions de H. L'ordre il de ce groupe sera égal à dQ\ iV étant l'ordre du groupe H' formé par celles de ses substitutions dont le premier facteur se réduit à la forme ^: car en multipliant une substitution de H dont le premier facteur soit égal à Ji^'Ç^^par les û' substitutions de H', on obtiendra iî' substitutions ayant leur premier facteur de la forme ii*^*^'^, et qui toutes appartiendront à H.
Or soit g la substitution d'ordre />^« —• i dont les puissances reproduisent Fo; la substitution sC<S^^ la transforme en ^f-*>^^ qui n'est égal à g aux
puissances près de / = ^ * que si (— i)^/>p— i est congru à un multiple (le c suivant le module »''•— i, d'où la condition
(22) 2 [(— i)^pe— i]^o (mod./>^« — i).
Le nombre /?''« est > /|, et différent de 3^; s'il est > 5, on ne pourra satisfaire à la congruence qu'en posant p = o, t = o. Soit au contraire />^* = 5, on pourra poser p = o et t = o ou 1 ; donc dans aucun cas d ofie pourra dépasser 2. Soient d'autre part ^U,, ^'U'j,... les substitutions de H'. Les substitutions partielles ^, ^f- étant échangeables à celles de Fo, et échangeables à / près à toutes celles de Fo, appartiendront à Fo. D'ailleurs leurs quatrièmes puissances se réduisent à l'unité. Ce sont donc des puissances de
Vq-I / vi>-l \
j = g * v'^y^ = ^ = g * si Vo— I est impairement pairj. Soient respectivementy*, y*',... les substitutions^, ^'••••;
le plus grand commun diviseur de a, a%..., et de 4; ^» a\... des entiers tels que l'on ait aa -+- a'a'-h . .. = c^. Posant (^U|)''(^'U'J'*'... = o, on aura ^U| =x)'"t),, ^'U'j = i!)'"'t9',,..., XD,, t)'j,... étant les substitutions de H dont le premier facteur se réduit à l'unilé. Soient H" le groupe formé par ces dernières substitutions, iî" son ordre; on aura évidemment 12'= âiï\ D'ailleurs les substitutions t9,, t)'j,... appartenant à Ç, comme toutes les substitutions de H, et laissant la moitié des indices invariables, multiplie*ront tous les autres indices par un même facteur ili i . On aura donc iî" = 1 si la substitution /,, qui multiplie par — i tous les indices deS| sans altérer ceux de So, n'appartient pas k H; dans le cas contraire on pourra avoir il"= 2.
Donc îî = d8iï' ne pourra dépasser 8, à moins que /, n'a-|)partienne à H, auquel cas on pourra avoir fl =■ 16. Ces chiffres devront être réduits de moitié si l'on n'a pas/?^« = 5.
En supposant Fo de seconde catégorie, on trouvera de même 12 = dâQ!\ é/ étant égal à i dans tous les cas, sauf pour p^*= 3, auquel cas il pourra être égal a 2, d étant au plus égal à 4» et 12'' égal à i ou à 3 si /, appartient à H, à I dans le cas contraire.
Si To était de troisième catégorie, on trouverait de même û =: to", 5 et il" étant au plus égaux k 2 ; donc û < 4-
818. Cela posé, si Tune des substitutions /, /« appartient à H, on peut admettre à cause de la symétrie qui existe entre elles que c'est t. On aura alors iî = 2*% et comme û ne peut dépasser 16, 3^^4« Si au contraire t et ^, n'appartiennent pas à H, on aura 2^= Û<8 si /?''• étant égal à 5, To, Ff sont tous deux de première catégorie, ou si p^^ étant égal à 3, To, Fi sont de seconde catégorie. Dans tous les autres cas, on aura 2'' = û < 4-
Donc 4^ ne peut contenir plus de 8 indices. D'ailleurs le nombre de ces indices est une puissance de 2; de plus il est le double du nombre des indices de Fo, qui est pair. Donc 4^contient précisément 8 ou 4 indices.
819. Supposons d'abord que ^contienne 8 indices. On aura />""= 5, et Fq, F, de première catégorie, ou />''»= 3, et Fq, F, de seconde catégorie. Dans l'un et l'autre cas, Fo et F, auront pour ordre {p — 1)48, et contiendront chacun 48 substitutions abéliennes propres. Ces substitutions, jointes ensemble^, formeront un groupe K d'ordre 4^^ qui sera contenu dans J, et a fortiori dans ^, et par suite dans le groupe A, formé par celles des substitulions de 4^qui sont abéliennes propres. Cela posé, désignons en général par Oaw l'ordre d'un groupe résoluble et général, contenu dans le groupe abélien de degré 2^'" : on aura, suivant le mode de conslruction du groupe dont il s'agit,
Oc= '2.3.(2^— l), (2 -M)3'.2.2'.2(2 4- 1}, OU 1 . 2 . 3 [ 2( 2 -h I )]' ; O,=:4(2'-t-0» OU I.2[2(2-h l)]*; 0;=2(24-l),
et suivant que dans la formation du groupe 4^ il faudra employer un, deux ou trois groupes auxiliaires primaires, l'ordre de ^sera égal à (/? — i)2®0ô, [p — 1)2*0402 ou [p — i)i,^i)^0^0^. D'ailleurs 2 est non résidu quadratique de/i; donc ^ a pour exposant i, et l'ordre de A sera simplement 2*08, 2*0402, ou 2*02 0a02, Soit d'ailleurs w l'ordre du groupe formé par les corrélatives des substitutions de A; l'ordre de A sera égal à u, multiplié par l'ordre 2' du groupe ? formé par celles de ses substitutions qui ont pour corrélative l'unité. De méiAe l'ordre de K sera égal à cof 0, a>i étant l'ordre du groupe formé par les corrélatives des substitutions qu'il contient, lequel divise évidemment co, et o Tordre du groupe formé par celles des substitutions de K qui appartiennent à ?.
Or il résulte des valeurs données pour les ordres de K et de A que l'or-
cire (le K est divisible par 2^^ et que celui de A n'est pas divisible par uue puissance de ql supérieure à 2*®. Donc le rapport de ces ordres, et a fortiori
chacun des deux entiers —-y — dont ce rapport est le produit, contient 2 à
la seconde puissance tout au plus. Donc o est au moins égal à 2'. Mais soient U = UoU,, U'= UqU',,... les substitutions de Ç qui appartiennent à K, et dont chacune est évidemment le produit de deux substitutions partielles appartenant respectivement à T© et àr,. Nous avons vu (816-818) que le nombre o de ces substitutions ne peut dépasser 16; il ne peut donc être égal ou supérieur à 32.
820. Supposons maintenant que 4^ contienne quatre indices. Son second faisceau se construira en ajoutant à son premier faisceau quatre substitutions formant une ou deux doubles suites. Si elles n*en forment qu'une, son premier couple aura pour caractéristique une puissance de K*+ 1 (670); ce qui ne peut avoir lieu comme on Ta vu que si le groupe auxiliaire qui sert à construire ^est de seconde catégorie, et tel, que le nombre des indices de chaque série, multiplié par celui des systèmes» est impair. Le nombre total des indices dans ce groupe auxiliaire étant 4» ils formeront un seul système, contenant 4 séries; Tordre O4 de ce groupe auxiliaire sera 4(2^-1-1) et celui de^sera (/? — i).4(2*-+- 1).
Il reste à considérer le cas où ces quatre substitutions considérées formeraient deux doubles suites. Mais il est impossible. En effet, les deux groupes auxiliaires dont dépend ^, étant d'ordre 2*, seraient de seconde catégorie : et dans chacun d'eux, ces deux indices ne pourraient former qu'un système, contenant deux séries, contenant chacune un seul indice. Le produit du nombre des systèmes par le nombre des indices de chaque système serait donc égal pour chacun de ces groupes au nombre impair i. Donc chacun des deux couples x,, ife,: x\, ift)', qui forment les deux doubles suites aurait pour caractéristique une puissance de K* H-i, résultat absurde; car le nombre des couples de cette espèce devrait être pair (670).
821. L'ordre du groupe A formé par celles des substitutions de ^(\u\ sont abéliennes propres sera donc égal à ^(a'-h i)t, x étant égal à 1 ou à 2 suivant que 4^a pour exposant i ou 2, c'est-à-dire suivant que 2 sera ou non résidu quadratique de p. Or r© contient ^{p — 1) substitutions abéliennes propres s'il est de première catégorie; 2(/? -h i) s'il est de seconde; 24 T s'il est de troisième. Le groupe formé par ces substitutions est contenu
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dans A; donc son ordre divise celui de A, et ne peut élre divisible par 3. Donc Fo est de première ou de seconde catégorie; de noémc pour Fi.
Or si Fo est de première catégorie, on aura />> 7, sans quoi on tomberait dans un des cas exclus; d'où p — i >6. Si F© est de seconde catégorie, on aura par la même raison />> 5, d*o\xp -h i> 6. Les premiers faisceaux de F© et de F, combinés ensemble donneront donc un groupe contenant au moins 6.6 substitutions abéliennes propres échangeables entre elles; lequel groupe sera contenu dans^ç^; résultat absurde; on voit en effet comme au n® 752, que Tordre maximum d'un groupe contenu dans j^ei formé Je substitutions échangeables entre elles est 2fi^ = 32.
Second cas. — L indécomposable de première catégorie
Soient v' le nombre des séries de chaque système de L, /x' le nombre des indices de chacune d'elles. On aura fx. = 2fi'v\ ce qui montre que (jJ et v' sont des puissances de a.
Soient donc A,, Bf,...; A'^, B'^,. ...... les doubles suites qui, jointes à F,
premier faisceau de L, reproduisent son second faisceau G; deux substitutions d'un même couple seront échangeables, à la substitution 0 près, qui multiplie tous les indices par — i, et dont les puissances forment ^, premier faisceau de 4^. Le groupe 6 d'ordre [i'^{p^ ^ i) a ses substitutions abéliennes propres et échangeables entre elles aux puissances près de 6, et sera évidemment contenu dans J, et par suite dans ^. Mais ^ ne contient aucun groupe de ce genre dont l'ordre dépasse 2|ul^. D'où la relation
D'ailleurs/?''' > 4 (616); il est impair (659) et ne doit pas être supposé égal à 9 ni à 25 (704). On aura donc/i^= 7, 5 ou 3*.
823. Soit/>^=7. Supposons pour fixer les idées que ^, second faisceau de ^, s'obtienne en combinant à la substitution 0 deux doubles suites «Ao,, «ift),,..., ci)ç, iji»ç,..., jc'j, ofc'j,..., x'^ff 'ift>'ç'. L'ordre de G est égal à
6jx'^= -£" Mais d'autre part il est égal à OwO'o/.a, 0, w, 0', w' étant
définis comme au n^ 752; donc l'un des nombres Oco, O'co^ par exemple Oco, sera divisible par 3.
Cela posé, Oco est l'ordre d'un groupe K de substitutions échangeables entre elles, et contenu dans un groupe résoluble et primitif de degré 2^^
(752) (on a ici 77 = 2), et 0, ta sont les ordres des groupes partiels K,, K, respectivement formés par celles de ces substitutions qui sont linéaires sans termes constants, et par celles qui accroissent les indices de simples termes constants. Or co divise 2^S ordre du groupe formé par toutes les substitutions qui accroissent les indices de termes constants. Donc 0 est divisible par 3, et K, contient une substitution S d'ordre 3.
Ramenons cette substitution à sa forme canonique par un changement d'indices indépendants. Soit X| Tun des indices qu'elle altère; elle le multipliera par une racine primitive m de la congruence m'^i(mod.2}, laquelle dépend d'une congruence irréductible du second degré, 2' étant la première des puissances successives de 2 qui, étant diminuée de l'unilé»^ donne un multiple de 3.
Les substitutions de K, étant échangeables à S, s'obtiennent en combinant ses puissances à des substitutions qui laissent invariables X, et son conjugué Y,, et dont le nombre est au plus égal à 2'^'^. Car s'il dépassait ce nombre, ces substitutions, jointes à celles qui accroissent X,, ¥« de nombres constants sans altérer les autres indices, feraient un groupe de plus de 2^^ substitutions échangeables entre elles, ce qui est absurde. Donc Ocj sera au plus égal à 3.2'*^"'. D'autre part O'w' est au plus égal à 2*^', par
suite OwO'w'.a sera au plus égal à 6|x'.2~^. Mais il est égal à-—-; on aura donc
Cela posé, on voit, comme au n^ 758, que ces égalités ne peuvent avoir lieu qu'autant que les doubles suites A|, B,,...; A'^, B',,. ..;... appartiennent à g" : et l'on pourra considérer g comme dérivé de la combinaison de d. A,, B,,...; A\, B'i, ...;... avec un dernier couple Jio, ifb.
La substitution g d'ordre 6 dont les puissances reproduisent F, appartenant à ^, sera permutable a Ç; mais elle est échangeable à A,, B|,..., A',, B\,.... Donc elle est permutable au faisceau (<A>, ia>) formé par celles des substitutions de Ç qui sont échangeables aux précédentes. Elle transformera donc ai,, ift) en substitutions telles que ô',.i,*ift,P, 6'*i,^ift>*, [a, p, 7, 9 étant égaux à o ou à I, et satisfaisant à la relation a^ — jSy^i (niod. 2)]. Celte relation exige que l'un des nombres a, ^, 7, d, soit égal à zéro. Ce ne peut être ^ ni 7; car si l'on avait 7=0, par exempte, d'où â = 1, g* serait échangeable à x et à ia>, et par suite se réduirait à une puissance de d, ces puissances étant les seules substitutions abéliennes propres qui soient
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échangeables a la fois à toutes les substitutions de ff. On aurait donc ^= t , résultat absurde, g étant d'ordre 6.
Soit donc pour fixer les idées ^ = o : a sera égal à i, sans quoi g^ serait encore échangeable à el, et à ift>. Cela posé, les transformées ô\Ml) et 0\k^ de ci. et de iii) par g doivent avoir même caractéristique que ^i, et aft>; il faut pour cela que \o et ub aient pour caractéristique une puissance de K^ -t- i .
Or la double suite A,, B,,...; A',, B',,...,f.., x^ ia> qui sert a la formation de ff doit contenir un nombre impair de couples qui aient pour caractéristique une puissance de K'-i-i (670). Donc le nombre DC des couples de la double suite A^ B|,..., A'^, B\,...,... qui jouissent de cette propriété est nul ou pair. Mais alors, pour éviter de tomber dans un cas exclu (707), il faut admettre que J contient une substitution qui multiplie les exposants d'échange par un non résidu de 7. Or ^ne contient aucune semblable substitution, 2 étant résidu de 7 (671 j. Donc 4^ae peut contenir J.
824. Soit enfin/?"^ = 5. Les doubles suites A|, B|,...; A,, B',,. ..;... peuvent être remplacées dans la construction de L par d'autres doubles suites* C<, D|,...; C,, D', ,...;... telles, que chacun des groupes (C^ D|,.. .), (Cj, D'j, ...),... soit permutable à toutes les substitutions de L (705); et Ton pourra déterminer dans J une substitution ê^' qui soit échangeable à Cf, D|,...; C^, D'^, ...;... et qui transforme la substitution g^ dont les puissances reproduisent F, en Qg. Cette substitution, jointe à celles de G, donne un groupe H qui contient 0 et dont les substitutions sont abéliennes propres, et échangeables entre elles à Q près. Or supposons, pour fixer les idées, que ^ résulte de la combinaison de 0 avec deux doubles suites Ji>f, ift»!,..., ^i;, ift>;; o^l'^, ift)',,..., cAo'ç., Wç/. L'ordre 0 de H sera égal a 0«0'w'.2, 0, w, 0', co' étant définis comme précédemment. On a Ow^ a^S O'w'^a^*^', A'oùû^ajx^ Mais fi = a|x'^(/>^- l) = 2|J.^ Donc Ow = a^S 0'w'=a'«'; relations qui ne peuvent subsister que si w et w' sont > i (728). Donc l'une au moins des substitutions de H, autre que les puissances de ô, appartiendra au faisceau (<.Cj, ilb',,...).
Si g appartient à l'un des faisceaux (x^, ifbf,...), (<.C^, ifty^,...), on peut admettre, par raison de symétrie, que ce n'est pas au second. Cela posé, les
substitutions de H sont de la forme ^'Jl"Cî*Dj\..C/'' \i\^'...,s variant de o à 3, et t, 7,, cJ^i,..., 7j, cJ'i,... de o à i. SoitT une de ces substitutions, autre que les puissances de Q et qui appartienne au faisceau (x\, i^^^...). Les exposants 7,, cJ^<,..., 7,, cJ'i,... ne peuvent être tous nuls. En effet, s'ils l'étaient et que t le fût également, T se réduirait à une puissance de 0=g^,
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contre l'hypathëse, ou à une puissance de 6 multipliée par g\ et le faisceau (-A>'j, iib', ,...) contiendrait gy contre l'hypothèse. Si l'on avait au contraire / = I, d'où T = ^'a', nous avons vu (764-765) que J contient une substitution s qui transforme Si! en g^ Si!, r étant impair. Comme elle transforme d'ailleurs g en Q'^gy m étant égal à o ou à i, on aura
ttlS —
Or ç, appartenant k J et a fortiori à ^, sera permutable à chacun des deux faisceaux H et (,.1,'j, oib',,...). Donc T~*.cr*TG, et par suite g, sera commun a ces deux faisceaux, contre l'hypothèse.
Soit donc 7,, par exemple, ^o. Le groupe J étant évidemment permutable aux substitutions de L, l'une au moins U de ses substitutions sera échangeable à Cj, D'j,...; Cr,,.D' ,...;... sans être échangeable, aux puissances près de 9, à Q'Dj'... (la démonstration est toute semblable à celle du n° 733, on doit seulement changer les lettres M, A, B en J, C, D). •D'ailleurs U est permutable à H et à (9, <vi/,, ofb'j,...); la substitution T-M[-*TU = T|, laquelle se réduit à la forme g^'-CîDÎ... sera donc commune à ces deux faisceaux. Soit maintenant Y une autre substitution de J, qui ne soit pas échangeable à QD^.. aux puissances près de 9. Comme elle transforme ^ en ^ ou 6^, la substitution 17*V~'T, V appartiendra au faisceau (C,, D|,...). Cette substitution, et ses transformées par celles de J, lesquelles reproduisent tout le faisceau, seront communes aux deux faisceaux H et (-.Cj, ift>', ,...); et l'on pourra supposer la double suite d', , ift)', ,... choisie de telle sorte que ses o- premiers couples soient C,, D,,....
Poursuivant le raisonnement comme au n** 758, on voit que le faisceau (cC, , 1)1,', ,...) peut être considéré comme dérivé de la combinaison de 9 avec une ou plusieurs des doubles suites de G.
825. Supposons, pour fixer les idées, que G contienne trois doubles suites, dont la dernière appartienne seule au faisceau (.1/,, ift,', ,...). Le nombre «
étant >i, l'une au moins des substitutions ^^c-a^C*' Df'... C,^' D',^'... du faisceau 0 dérivé de ^, ^', C,, D,,..., C, , D', ,... (autre que les puissances de 5) aura pour première corrélative l'unité; et comme elle est échangeable à Cj, D' ,... = .C, , ift>'j,..., elle appartiendra au faisceau [-x^^y Jl,,...).
Nous allons maintenant prouver que chacune des substitutions g, ^', C,, D,,..., C,, D'j,... appartient au faisceau (^v,,, iJb<,...).
I® Supposons d'abord que le groupe ^ formé par les substitutions corn-
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munes aux faisceaux $ et (^i,,, Dli,...) contienne une substitution T, où l'exposant t ne s'annule pas. Soit, pour fixer les idées, T = ^*a'C;'. On voit, (ornmo au n'' 824, que parmi les substitutions de J qui sont échangeables à g, Cj, D'j ,..., il en est une au moins, U, qui n'est pas échangeable à Q' aux F près. La substitution T' = T~MJ*"' TU, appartenant à la fois à 4) et à (rA,, ul>,,...), appartiendra à Y, et se rédoira à une forme telle que g^ C] Df. . . . Soit de même V une substitution de^ J qui ne soit pas échangeable à T' aux F près. Le groupe 0 contiendra la substitution T'"*.V~*T' V = T", <'t ses transformées par les substitutions de J, lesquelles reproduiront tout le faisceau (C,, D, ,...). Ce groupe, contenant T et C,, contiendra g^A'. D'ailleurs J contient une substitution @ échangeable à ^ et qui transforme A' en A* g'^y T étant impair (765) : et <b contiendra [g^ S^!)"^ ^r^ g^ A' ^ = g'^ . Il contient d'ailleurs ^^ = Cr*D7*C< D| : donc il contiendra g; donc il contiendra g'\ g^ Si! ^= Si' .
Cela posé, on peut admettre que la double suite <.i>,, iibi,... ait été choisie de telle sorte que ses premiers couples soient formés par les substitutions c'a', gSi! , C< , D,,...; et l'on verra, comme au n"* 758, que le faisceau (a><, iJî),,...) contient les substitutions C,, D'^,... qui, jointes aux précédentes, termineront la double suite.
826. 2^ Supposons au contraire que l'on ait / = o dans toutes les substitutions de ^. Nous allons voir que cette hypothèse est inadmissible. Faisons correspondre aux substitutions X|, lil),,..., Ji^ç, iflç les suivantes
et soit Ho le groupe auxiliaire relatif à la double suite <.i),, Dl>i,.. ., et qui sert à la construction de ^: ses substitutions seront hypoabéliennes, et de la forme suivante
I :r„ y\, ... «', :r, -f- c, /, -4- . . . , 6', j;, -h rf', .>'. -4- . . . , . . . | ,
et jointes au groupe H| dérivé des substitutions a,, 6|,..., elles formeront un groupe H résoluble et primitif.
Le groupe h^ formé par les premières corrélatives des substitutions de *, joint au groupe A, formé par celles des substitutions du faisceau (ai, 6|,...) qui correspondent aux substitutions communes à 4> et à («i>i, Di>f ,...) formera un groupe h d'ordre 2^^ contenu dans H, et dont les substitutions sont échangeables entre elles.
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Ramenons le groupe Ho à la forme type par un choix convenable d'indices; et supposons que les nouveaux indices se répartissent en X systèmes (ou couples de systèmes) S,, S2»... contenant chacun 2v séries, contenant chacune jj. indices.
827. Le groupe h^ ne contient aucune substitution qui déplace les systèmes {couples de systèmes). Supposons en effet que ces substitutions permutent entre eux les m systèmes (ou couples) S,,..., S,;,. L'ordre 0 de A sera égal à mco, G) étant Tordre du groupe h! formé par celles des substitutions de h qui ne déplacent pas ces systèmes, et dont chacune sera de la forme V,...V,„W, Vp étant une substitution qui n'altère que les indices de Sp, et W une substitution qui n'altère que les indices des systèmes autres que S,,..., S,, (721).
Soient A: le groupe dérivé des premières substitutions partielles V|, Vj,...; Gi)| son ordre. Ces substitutions, jointes à celles de H, qui laissent invariables les indices de S,, forment un groupe de w,.!i*^~^^^ substitutions échangeables entre elles. Mais le nombre de ces substitutions ne peut dépasser 2^^ : donc w< est au plus égal à ^^J*". On a d'ailleurs évidemment (ù = tù^(3i^, w^ étant l'ordre du groupe y formé par celles des substitutions de h qui laissent invariables les indices de S|. Ces dernières substitutions, étant échangeables à celles de^o ^ui permutent ensemble S,,..., S,„, laisseront invariables les indices de tous ces systèmes, et se réduiront à la forme W. En les joignant à celles des substitutions de H| qui n'altèrent que les indices de S|,..., S^, on aura un groupe de substitutions échangeables entre elles, dont l'ordre 0)2.2^'"^'' ne peut dépasser 2^^; donc w2<2^'^*"^"'ï*^ et 0 = /nût),W2< W2^^~*^"*"'*^^'' sera < 2S contrairement à l'hypothèse.
828. Le groupe Hq ne peut être de première catégorie. En effet, on aurait 2''>4, d'où V >2 (616), et l'on verrait, par le raisonnement qui précède, que Ao ne contient aucune substitution qui permute les systèmes d'un même couple. S'il contenait des substitutions permutant les séries d'un même système, il existerait (722) ui> groupe de substitutions échangeables entre
elles, contenu dans H, et dont l'ordre 2""^ - 0 (î étant un diviseur de v)
serait >0=:2-S résultat absurde. Enfin s'il contenait une substitution altérant les indices d^un système sans déplacer les séries, il existerait (723-727) un groupe de substitutions échangeables entre elles, contenu dans U, et dont l'ordre 0.2^^-*^*^""^ serait >0, résultat absurde.
Si Ho est de seconde catégorie, on pourra raisonner de même, en remar-
quant seulement que ie nonobre des séries de chaque système n*est plus v, mais 2v : et l'on verra : i® que h^ ne peut contenir de substitution (autre que Tunité) qui déplace les séries que si l'on a v= i; 2° qu'il ne peut en aucun cas contenir de substitution qui altère les indices d'un système sans en déplacer les séries.
829. Soit maintenant! une substitution de Ao» différente de l'unité; son carré» ne déplaçant plus les séries d'aucun des systèmes S|,..., se réduira à l'unité. Soient d'ailleurs S, l'un des systèmes dont T déplace les séries; Xy x\.., les indices de la première série de S,; y, y\... les fonctions des indices de la seconde série que T leur fait succéder : T remplace réciproquement j,^'',... par a?, x\..,; et pour qu'une fonction des indices de S, reste inaltérée par cette substitution, il faut évidemment qu'elle soit de la forme a{x-\-y) -4-a'(a?'-f-j') H-.... Donc les fonctions qui jouissent de cette propriété se ramènent à /x fonctions distinctes.
Cela posé, la substitution T est le produit de deux substitutions partielles, dont Tune, T|, altère les indices de S,, l'autre (s altérant les autres indices. Remplaçons les indices de S| par d'autres indices indépendants X, Y, X', Y',... choisis de manière à ramener T| à sa forme canonique
et soient z, z\... les indices des autres systèmes. La substitution T prendra une forme telle que
I X, Y, X', Y',..., 2, 2',... X-t-Y, Y,X'-f-Y%Y',..., cp{z, -2',...), (p'(z, V, ...),... |.
Les substitutions de Ao résultent de la combinaison de T avec des substitutions qui laissent invariables les indices de S,. Car soit U Tune d'elles; Tune des deux substitutions U, T'* U, ne déplaçant pas les séries de S|, n'altérera pas les indices de ce système. Il résulte de là que les substitutions de h résultent de la combinaison de T avec des substitutions qui accroissent simplement X, Y, X', Y',. .. de termes constants. Ces dernières substitutions, étant échangeables à T, se réduiront à la forme
I ^9 '9 ^> » >•••> Zy s y,,» \-f-a, Y, X -l-a, Y >...,/( 2, z ,...), j \z, z ,...),... j,
et les coefficients a, a',... étant en nombre /x, l'ordre 0 de A sera au plus égal à 2.2^i2, il étant l'ordre du groupe formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas les indices de S4. Or ces dernières substitutions, jointes à
celles de H, qui n'altèrent que les indices de S|, donnent un groupe de substitutions échangeables entre elles, et d'ordre 2^^ (2. Cet ordre ne pouvant être supérieur à 0, on aura [i= i.
Chacun des systèmes S|, S2,... contiendra donc deux indices. On pourra remplacer dans chacun d'eux les indices imaginaires par deux indices réels tels, que les exposants d'échange mutuels des substitutions correspondantes soient congrus à i ainsi que leurs caractères, et l'on peut admettre que ces nouveaux indices se confondent respectivement avec a?,, ji; 072,^2;... (658;.
830. Les substitutions de h^ résultant, d'après ce qui précède, de la combinaison de T avec le groupe h'^ formé par celles de ses substitutions qui n'altèrent pas les indices de S|, son ordre &> sera égal à 2c«>% co' étant l'ordre de h^. Soit 83 un système dont les substitutions de h'^ permutent les séries; on aura de même ci)' = 2w", w" étant l'ordre du groupe A'^ formé par les substitutions de h^ qui n'altèrent pas les indices de S, ni de Sj. Continuant ainsi, on voit que w est au plus égal 32^= 2^= a^"*"^**"*. Or les substitutions
de la forme ^'a''Cï»DÎ'...Cj''D'/'..., où t est égal à o ou à i, sont en nombre 2^*^^^^'*"'. Donc parmi ces substitutions, il en est au moins 2*'^^'*"*, 1, 2',... ayant une même corrélative; les 2^-^*^* substitutions i, Z""*2',..., qui sont de la même forme, auront pour corrélative l'unité; donc, par hypothèse, l'exposant t y sera nul (826).
Ces substitutions seront de la forme $^'<>f x^a..., en posant pour abréger
t;;, =,i.;'xn>î', t?2 = ai>;« ifi)5s Soient donc 6Pt?^t?jj.. . , ô^Vj tpg. ...... ces
substitutions. Chacune des substitutions partielles t?,, tPj,..., "Ç^'j, "C^gf. .•♦.-• sera dérivée rfe ^, C,, D,,..., C^, D'j,.... En eflet, ces substitutions partielles, étant échangeables entre elles à 0 près, forment avec Q un groupe résoluble K. De plus, ce groupe est permutable aux substitutions de J. En effet, soit t) l'une quelconque de ces dernières substitutions : elle est permutable, d'une part au faisceau (<^o iibi,...) (car elle appartient à ^), d'autre part au faisceau {g, C|, D,,..., Cj, D'^,...). Elle transforme donc les unes dans les autres les substitutions 9Pt?<t?2..., Q^'Q\'Q\.,.y.,. communes à ces deux faisceaux. Soit par exemple
1) est échangeable à 6; d'ailleurs, soit S, le système auquel sa première corrélative U fait succéder le système S;. : t) transformera évidemment les substitutions dérivées de ^^ry '^r^ en substitutions dérivées de Ji»,, ifi,. Supposons
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en particulier que U fasse succéder S| à S, : ia relation (23) donnera
relation dont le premier mennbre est dérivé de ci,2, ofej» et le second membre
de ai|, ia>,» <A>3« aa>3, Ils ne peuvent donc être égaux que s'ils se réduisent
tous deux à une puissance de 6. On aura donc une égalité telle que
'^\-'V-"<>,'0=6\ d'où t)-'\'),t)=i e^t/j.
Donc la transformée de Tune quelconque tp, des substitutions de K p:ir u appartient à K.
Le groupe DC dérivé de la combinaison de K avec J sera résoluble (527J. Son premier faisceau y contient F. En effet, F a ses substitutions écbangeables entre elles, et il est permutable aux substitutions de J. Il Test de plus à celles de K. Soit en effet t> une substitution de F; elle ne déplace aucun des systèmes S,, Sj,...; de plus, elle est échangeable à ôPtp,'^)^.... On en déduil, par le raisonnement qui précède.
Donc v^ est échangeable à lo aux puissances près de 0. De même v^**--
Cela posé, soit A un groupe résoluble et géuéral parmi ceux dont les substitutions sont abéliennes, qui contiennent DC et dont le premier faisceau contient ^. Il sera de première ou de seconde catégorie, et contiendra J; donc il se réduit à L (760-813); et DC, ayant ses substitutions abéliennes propres, sera contenu dans J. Donc J contient ■<?,, "^a,..., <>\, 'ç\,...y.... Ces substitutions font partie de son second faisceau. En efTet, nous avons vu qu'elles sont échangeables aux puissances près de 6 aux substitutions de F. On verrait de même qu'elles le sont à C,, D,,..., C,,D'j,.... Quant à C* , D", ,... = cC, , ifb'i,..., elles leur sont échangeables. Donc ti^f, par exemple, est
de la forme g^* a'' C/»DÎ»...C/'D'i^'.... D'ailleurs /=o, par hypothèse (826).
831. L'un au moins des exposants 71, ^|,..., 7^, (^|,... diffère de zéro dans l'une tp, des substitutions (autres que les puissances de Q) communes aux faisceaux (x,, ift),,...) et {g^ C,, D\,..., Cj, D'j,...); car ces substitutions sont en nombre a^-»-^^*, supérieur à celui 2* des substitutions de la forme g\ Soit par exemple 7, ^o. On voit, comme aux n^ 733 ou 824, que parmi les substitutions tie J qui sont échangeables a g, C^^ D'^,..., il en existe une au moins U qui ne soit pas échangeable à Ci^^Df'.... La substilu-
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lion \V'U~*V>|U appartiendra a la fois aux deux faisceaux (*i.,, ifc<,..-) et (C,, D|,...h et ses transformées par les substitutions de J appartiendront également à (x,, tii,,...), et d'autre part elles reproduiront tout le faisceau C|, D|,...). Donc les substitutions de ce faisceau sont contenues dans le groupe M^= (ô, -Çt, ■v?2»««-» 'V'^'i» tp'a»- ••»•••)• ®^ ^^ groupe contiendra au moins une substitution D, qui ne soit pas échangeable à V^. Celles des substitutions de ce groupe qui sont échangeables a toutes les autres se réduisentdonc à des puissances de g, et seront des puissances d'une seule d'entre elles.
832. Cela posé, supposons que les substitutions v>p, \/ ,..., par exemple, ne se réduisent pas toutes à l'unité, p étant un entier constant arbitraire. Elles sont de la forme x^?la>^^ Si elles ne sont pas toutes identiques à v>p« leur combinaison reproduira le faisceau (Xp, iJlp), lequel se trouvera par suite contenu dans M'. Dans le cas contraire, ^?p sera échangeable h toutes les substitutions de W et se réduira à une puissance de g. Soit maintenant r un entier autre que js. Si -Çt diffère de l'unité, V^p et t?<ç, n'étant pas les puissances d'une même substitution, ne peuvent être échangeables à la fois aux substitutions de M'. Donc Tune au moins des substitutions V,,... difTere (le tp^; et par suite M' contiendra .i>x} \)1>t- Donc les substitutions de W résultent dans tous les cas d'un certain nombre de couples x^, tftiT»--- de la double suite -x^^ , Dl>i; Xs, \)l>3;«.., seuls, ou joints à une puissance de ^, telle que t^»p. Cela posé, 4^ contiendra toutes les substitutions des deux doubles suites C,, D,,..., C^, D'j,.... Supposons en effet qu'il contint seulement celles de la double suite C^, D,,.... Le groupe W s'obtient d'une part en combinant une puissance de ^ avec les substitutions C|, D«,...; d'autre part en combinant cette même puissance de g avec certains couples •W-4-a» i'V-f-2»--; ^\y A* Donc les substitutions dérivées de ces couples reproduisent,
aux puissances près de g, chacune des substitutions C, , D,, Soient
^r'^'C,, g'^'D,,... les substitutions qui résultent ainsi tie la combinaison de V-h2» ^o'+2f-» M* ^\^ et qui réciproquement, combinées entre elles, reproduiront ces dernières substitutions.
Soit*' le faisceau dérivé des substitutions g, ^J^, D^j,..., ài" = A'Cf Df'...: ses substitutions, en nombre 2^^"^^ sont échangeables entre elles, et aux substitutions eW^-a, ^Vh-2»---» -^t A* Leurs premières corrélatives seront donc échangeables entre elles, et laisseront invariables les indices x^^^* .>V+2.---> ^ç» Jç- L'ordre du groupe qu'elles forment est au plus égal a 2^^' f830). Donc 0' a 2"'^'^ substitutions au moins contenues dans le faisceau (*!.,, ^, ,..., av4-i» va>^+i). Ces- substitutions sont toutes de la forme
5^'c^"'CJ'D',^•..,=^^'^''C?•'Df'^..CJ^•D',2^.., OU comme / = o. par hypothèse, de la forme g^^'C/- 1)',^».... Dans Tune au moins d'enlrc elles, un des exposants 7,, $,,... sera ^o; et le faisceau (ju,, iibo..., «.v^,, iii>a'+f) contiendra toute la double suite C, , D'^,..., contrairement à l'hypothèse.
833. Cela posé, on voit, comme au numéro précédent: i"" que tous les couples cl,,, ift,,,..., .1»;, iftiç, sauf le premier, sont dérivés de substitutions
des formes g^'^'C,, ^^«Di,..., g'^'C^^ g^^'D'j,...; 2® que le groupe V d'ordre
a^ dérivé de g et de c^^ = ,a'C?' D{'»...C,^''D'/''... a 2- substitutions communes avec le faisceau [x^^ 'wb,). Ces substitutions se réduiront aux puissances de ^; réciproquement g et ses puissances, au nombre de quatre, appartiendront à W.
Ce point établi, le groupe (e-i.,, ift),,...) résulte de la combinaison de g, Co D|,..., C, , D', ,... avec une nouvelle substitution échangeable à C4, D,,..., Cj, D'j,..., et qui transforme ^ en Bg, Cette substitution est égale à Sc^', s étant une substitution abélienne propre, échangeable à ^, C,, D|, .. . , C^, D'j,..., et par suite se réduisant à une puissance de g, telle que g^. Donc M^ contiendra contre l'hypothèse (826) la substitution g^Si!.
834. Faisons maintenant correspondre aux substitutions^, Jl', C|,D|,..., Cj, D',,... dont le faisceau (a»,, aft>i,...) est dérivé, les suivantes :
(la '-^^ j ^o> Xay • • • > •^o-t-o'» Va-^-v' ^» ~^ ' » J^'«» • • ' > ^v-^^y X^-i-o' \ i
puis à chaque substitution de 4^, qui transforme g^ Jl',... .en ô^g*" ,^'^ . . ., ô^^"^'"'».. .,..., donnons pour corrélative la suivante :
L'ensemble de ces corrélatives formera un groupe, que nous désignerons
par 4^0-
En particulier, les substitutions de L étant permutables au faisceau (C,,.D|,..., Cj, D',,,..) et échangeables à g^, leurs corrélatives se réduiront à la forme
Xoj y% x^ -¥■ c^y^y j'o
jr,, /,,... a\ Xx -+- c\xx 4- . . . , 6', ^1 -4- rf',;^-, -+- . . . , . . .
Elles forment ^'ailleurs un groupe Lo contenu dans ^o- Si dans l'expression
des substitutions de L© on effaçait le premier couple d'indices ^'©fjo» on obtiendrait un nouveau groupe L'^, d'ordre 2^^^, lequel se confondrait évidemment avec le groupe complexe qui résulte de la fusion en un seul des deux groupes auxiliaires primaires A l' qui servent à la construction de L, et correspondent respectivement aux deux doubles suites C,, D,,...; C,, I)'
Soit J'o le groupe qui est à L'^, ce que J est à L dans la fin de l'énoncé du tbéorëme C (715). Ce groupe est contenu dans le groupe I^, analogue au groupe I du n^ 765. Celles des substitutions de J qui correspondent à celles de J'j^, seront donc échangeables à ^', aux puissances près dey ^ = 9 (765). Elles ont donc pour coVrélatives-dans 4^0 des substitutions pour lesquelles r„ = o, et qui formeront un groupe, que nous appellerons Jo.
835. Cela posé, admettons pour plus de généralité, que 4^0 soit décomposable. Si Ton changeait d'indices de manière à ramener 4^0 ^ sa forme type, les nouveaux indices se partageraient en systèmes (couples de systèmes) tels, que les fonctions linéaires des indices de l'un quelconque d'entre eux fussent remplacées par les fonctions linéaires des indices de Tun d'eux dans chacune des substitutions de ^0» et a fortiori dans chacune de celles de !«.
Nous allons maintenant établir que Vun des systèmes s, s',... de jonctions linéaires dont il s'agit est formé des indices Xq, Yq , seuls, ou joints à a?, , y, , . . . , ^'1. 7<j» à Xç^t , y^j^i , . . . , Xç^^, y^^fjf ou à tous ces indices à la fois.
Remplaçons les indices ^,, ji,..., a?ey, y^j par d'autres indices indépendants, choisis de manière à ramener /à sa forme type. Ces nouveaux indices se répartissent en général entre X systèmes (couples de systèmes) 1q,..., 2x_,, contenant chacun iv séries, contenant chacune jx indices, X/xv étant égal à 0-. On peut de même remplacer les indices it?<,^.,,y<y^,,... par d'autres indices choisis de manière k ramener /' à sa forme type, et qui se répartissent entre X' systèmes (couples de systèmes), 2x,. . ., 2x+x'-i» contenant chacun 2v' séries, contenant chacune p! indices. Ces préliminaires posés, on voit, comme aux n*** 769-771, que l'un au moins des systèmes 8, 8',... contient une fonction 9 qui s'exprime à l'aide des indices a?o, J'o» et des indices d'un seul système tel que S^, arbitrairement choisi parmi ceux de la suite 2^, 2,,..., ^x+v-,.
Soit (p = Wo ■+- X' ^0 étant une fonction des indices de 2of et x une fonction de Xq, y^. Transformons ç par celles des substitutions de J^ qui ne déplacent pas le système 1q, On obtiendra |j.(2''— 1) ou |j.(2''-f-i) transformées différentes (769), suivant que /sera de première ^ou de seconde
catégorie. Opérant ensuite sur ces transformées les substitutions de Jo qui permutent les systèmes 2o»..., 2x_i, on obtiendra un total de X|j.(2''d2i) transformées différentes, dont chacune appartiendra à Tun des systèmes de fonctions cherchés. Or ces fonctions dépendent de x et des aXfJiv indices de ^of*» 2>~i> dont le nombre est inférieur au leur (à moins qu*on n*ait X = |x = I et V = i ou a, cas d'exception sur lequel nous reviendrons tout à l'heure) : donc elles ne peuvent être distinctes. Donc deux au moins d'entre elles appartiennent à un même systèmes; ce système contiendra leur difTérence» laquelle ne contient plus que les indices de 2o-
836. Cela posé, on verra comme aux n*^ 739-740 que les indices de chacun des systèmes 2o,..., 2x», appartiendront à l'un des systèmes 8, §',.... Supposons, pour fixer les idées,, qu'ils appartiennent tous à l'un des deux systèmes s, s\ Il pourra se faire qu'étant combinés ensemble, ils fournissent la totalité des fonctions de ces systèmes. Admettons l'hypothèse contraire, et supposons que s contienne une fonction de la forme w -h tj;, w étant une fonction des indices de lo^** ^^ ^ une fonction des autres indices. Supposons que zs ne se réduise pas à "Zéro, mais contieraie ks indices d'un système lo. Soit s, le système qui contient ces indices (lequel sera égal à $ ou à s') : Jo contient une substitution qui ne déplace pas 2o, et qui change rs en une fonction différente w'. Soit s" le système qu'elle fait succéder à s. La fonction cr'-t- ^, qui appartient au système 8", serait la somme des deux fonctions rs -^ ^, ts' — ts, appartenant à 8 et 8, : résultat absurde, si les trois systèmes 8, s,, h" ne se confondent pas en un seul.
Donc tous les indices que contient la fonction ts appartiennent à s. Donc v{/ lui appartient. Admettons que ^ contienne quelqu'un des indices des systèmes l\;...y 2)+v-|. Celles des substitutions de J© qui n'altèrent pas cette fonction ne déplacent pas le système S; mais elles permutent entre eux tous les systèmes 2o,..., 2>_|. Donc tous ces systèmes appartiennent à ^. De plus les substitutions de Jo, remplaçant ces systèmes les uns par les autres, laisseront le système s immobile. Les fonctions i|;, ^',... qu'elles font succéder à ^appartiennent donc àâ; 8 contiendra donc les différences vp — i{/',... et leurs transformées par les substitutions de Jq, lesquelles reproduisent par leur combinaison tous les indices de 2>,..., 2uv-i-
Donc si s contient une fonction où figurent ces indices, il les contiendra tous. Enfin il peut contenir une fonction 9 où figurent les indices :ro, 70. Il contiendra dans ce cas la fonction -^ formée par ceux des termes de 9 qui contiennent ces deux indices. Mais il contient un nombre pair de fonctions
dislinctes : donc il conûendra une autre fonction de ir„, y„, et par suite ces deux indices eux-mêmes.
Si 8 contient Xq, 70» notre proposition est établie. Dans le cas contraire, il contiendra tous les indices de 2o,..., ly-^-x'-i- H existe un autre système, -s,, contenant une fonction 9 dans laquelle figurent les indices Xq^Vq. Soit ç) = nr-f-/, X étant une fonction de ces deux indices, eizs une fonction des indices de 8. Si js différait de zéro, Jo contiendrait une substitution qui l'altère; soit zs'-^yh transformée de 9 par cette substitution, S2 le système auquel elle appartient. La fonction ^-+- ;(; serait la somme des deux fonctions ç et Ts' — zsy qui appartiennent respectivement à s, ^,; résultat absurde, les trois systèmes 8, s,. Sa ne se réduisant pas à un seul. Donc 9 ne peut contenir que Xq, joî et comme 8, contient au moins deux fonctions dislinctes ç, 9', il contiendra a?o» jo-
837. Supposons maintenant que les indices de lof-* ^x-i» combinés ensemble, reproduisent en entier un ou plusieurs des systèmes de fonctions s, s',.... Soient 8,, 82,... les autres systèmes de fonctions, 9 = 57 4- ^ une des fonctions de 8,«t7 étant une fonction des indices de lo^-..» 2x~i« et^ une fonction des autres indices. Si rs ne se réduisait pas à zéro, elle contiendrait par exemple dans son expression les indices de 2o, appartenant pour fixer les idées au système 8. Parmi celles des substitutions de J^ qui n'allèrent que les indices de 2o» il en est une au moins qui altère ts en la transformant en une autre fonction ts'. La différence ttt'— z?, étant entièrement formée avec les indices de 2o, appartiendra à s. D'autre part, la transformée de 9, tsr'-i- ^ appartiendra à un système 82, et sera la somme des deux fonctions 9 etz?' — tjr, qui appartiennent respectivement à §, et à 8, résultat absurde, s, 8|, $2» n'étant pas identiques. Donc ^ = 0.
Cela posé, l'un au moins des systèmes 8|, Ss»--- contiendra une fonction 9 de la forme v!\ -+- /, 7S\ étant une fonction des indices de 2x, et / une fonction de a?o, jo« Transformons 9 par celles des substitutions de J© qui n'altèrent pas les indices de 8; on obtiendra \'ii'{2*' ± i) transformées différenles. Ces fonctions, dépendant de i-+- 2X'|x'v' fonctions dislinctes seulement, ne pourront être distinctes, à moins qu'on n'ait X'ja'= 1, et v'= 1 ou 2. Donc deux d'entre elles appartiendront à un même système de la
suite §1, §2» On obtient le même résultat en supposant X'fjL'= i, v'= 1
ou 1, Car cbacun de ces systèmes contenant au moins deux fonctions distinctes, leur nombre sera au plus égal à la moitié v'-4- 1 du nombre des indices avec lesquels ces fonctions sont formées. Il sera donc inférieur à 2"'-+- 1 ,
nombre des transformées de 9. Ce point établi, on continuera le raisonnement comme précédemment.
838. Reprenons maintenant le cas oii Ton aurait XfJL= 1 et v = i ou 2. Il faut supposer en outre X'fJL' = i et v'= i ou 2, car tout est symétrique dans nos raisonnements par rapport à X, fx, v, et X', /x', v'. En outre, on ne peut avoir v = v'; car les deux groupes /, /' seraient semblables, et Ton tomberait ainsi sur un cas exclu. On peut donc supposer v= 2, v'= i. Cela posé, la fonction f =:tSo -h x ^ura X|x(2''4- 1) = 5 transformées différentes; quant aux nombre des systèmes s, 8',..., il ne peut dépasser v -h v' -h f =1 4» moitié du nombre total des indices. Donc deux transformées appartiendront nécessairement à un même système, et Ton pourra continuer le raisonnement comme tout a l'heure.
839. Notre proposition étant ainsi établie, supposons, pour fixer le^ idées, que le système s qui contient les indices x^, y^ contienne en outre
j?,, V,, . . . , a?ey, v<x, mais ne contienne pas a?^+i, j^+m Soient F et y les
groupes respectivement formés par celles des substitutions de 4^0 et de J„, qui n'altèrent que les indices de 8; T devra contenir 7..
Supposons d*abord Xv > i. On verra comme au n^779 que chaque substitution deO, premier faisceau de T, remplace les indices de chaque système/te / par des fonctions de ces seuls indices, et les indices ^0, j© ps^ï' des fonctions a© x^ 4- ^0 Jo» ^0 ^0 -J- ^0/0 de ces seuls indices.
8i0. La démonstration ne serait plus applicable au cas où, X et v se réduisant tous deux àTunité, .s ne contiendrait que quatre indices r^, Vo, «r,, V,. Mais soit dans ce cas
Jc,, y\ fl. j;. -\- c, r» 4- a, jc, -\- Ctj\, 6. x^ -f d^y» -h 6, ^1 4- ^/,^*i x», y a\x9 4- c\y^ -f- a\x^ -f- c\y\, b\x, -+- d\)\ 4- b\xy -r- d\)\
une substitution de 4>. Jg contient la substitution
h ~ I JTo, y^, jr,, j, ar„ y\, hx,, h'y, |,
oii h est une racine primitive de la congruence A^i^i (mod. 2). Cette substitution, appartenant à 4^^,, sera permutable à 0; donc A~* SA appartiendra à 4», et par suite sera échangeable à S, ce qui fournira les 16 conditions
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suivantes (après suppression de facteurs constants)
a , r/p — c, 6'jS^ «0 «i -H ^'o ^1 — «1 «, ^^ «I c\ — Cl d\^ a^ c^ -^ c^d^ — c, d\^ o, dx d\ — bx c\-^ (/« dx -i- b^Ci — rf, d\^dx b\ — &, d^^=d^ &, -h A, «, — 6, a',^ o,
/ / * Jl / II. Il I .IL I i.1 f . I J ••
«,6-, — r,a,^a,fl» -h c^b^ — a^a^^a^a^-k- c^b^ — c^b^^a^c^ -f- c^d. — ci.r-.E^o, d\b\- b\a\==d\d, -f- b\c, - d\d'=d\di ^ b'.c, - A'.c, E=r/>o -+- *>. - d\ b\~o.
En outre, S est abélienne propre, et d'ordre premier à 2. Il est aisé de vérifier que ce système de conditions ne peut être satisfait que si a^, fr|, c,, rf,, à^^, Aq, Cq, d\ sont tous nuls. On simplifiera cette vérification en remarquant que Ton peut profiter de l'arbitraire qui reste dans le choix des deux indices ^j,,jo pour faire en sorte que l'on ait a /^nonrf'o = o.
841 . Donc chaque substitution S de $ transformera les substitutions C^^, C>^ correspondantes à x^ et ày^, en Cî;C^;, Ci;C^;, transformées qui devront avoir le même caractère que les substitutions C^,, C^^. Or la substitution g ayant pour carré 5, sa correspondante C^r. » pour caractère 1. D'ailleurs le cas où l'on a DC^o(mod. 2) est exclu (705). Soit doncDC^ i. Les deux substitutions Si! et gê{! ont pour carré l'unité; les substitutions correspondantes ^o' Cu-,Çyo ont donc zéro pour caractère. Donc pour que CJ;C*; ait le même caractère que C^^, il faudra qu'on ait a<,^i, 60^0, d'où d^^i (mod. 2), le déterminant a^ d^ — b^c^, qui divise le déterminant de S, ne pouvant s'annuler. Donc les substitutions de $ laisseront invariable l'indice j^- Donc r ne pourra être primaire; car ses substitutions remplaceront évidemment les indices tels que jo» que les substitutions de 0 n'altèrent pas, par des fonctions de ces seuls indices.
L'absurdité de ce résultat démontre notre théorème.
842. En dernier lieu, soit ^"^ = 3*. Soient «i,,, iib,,... la double suite simple ou complexe dont fi' est dérivé,
les substitutions correspondantes, dont le faisceau est permutable au groupe liuxiliaire A, formé par les corrélatives des substitutions de ^. S(*ient d'autre part ^ la substitution d'ordre 80 dont les puissances reproduisent F, premier faisceau de L; A|, Bi,.,., A<y, B^; A,, B'j, ...;... les doubles suites qui, jointes à g, forment son second faisceau G. Les substitutions de G
seront de la forme ^PAi'Bj'... Ai-'B^'Aj^' B'j^'...; et si l'une de ces substi-
tutions, dans laquelle Tun des exposants y^, d'i»... par exemple ne soit pas QuI, appartient à Ç, on verra, par un raisonnement que nous avons déjà reproduit plusieurs fois, que les substitutions du faisceau (A\, B'^,...) appartiendront toutes à ç.
Supposons, pour fixer les idées, que A,, B|,..., A^, B<y n'appartiennent pas à §*, mais que les substitutions des autres doubles suites A'^, B',,. ..;... appartiennent a ce faisceau. On pourra admettre que la double suite X|, •Obi,... ail été formée de telle sorte, que e^<y+4, ift)<y+4,... se confondent respectivement avec A'j, B'j,...;
Cela posé, les substitutions g^, A|, B|,... étant échangeables à A'^, B'j,...;..., et ayant pour ordre une puissance de 2, les substitutions de A qui sont leurs corrélatives seront échangeables a a„+^, 6<,^4,.... Étant d'ailleurs abéliennes, elles se réduiront à la forme
•^«-♦-3» Xs-i-i Jv+i \^if X** ' ' ' f '^o-i-it Va+i )y 9<»-»-3 ( "^1» ^"1» • • • » «^ff-l-S» ^"ff+S )
^9-^ij X^+* <^ff-+4» ^Vff-f-i
Enfin elles ont pour ordre une puissance de 2. Donc il existe une substitution / = a*'6î'... dérivée de «i, 6|,..., a^+a, 6^+3» qtii leur soit échangeable k toutes (186).
La substitution T= o)i>**aft)f*... sera évidemment échangeable à chacune des substitutions g^, A|, B«,... aux puissances près de 6; et l'on aura T = T| Aî'BJ'..., T| étant échangeable a A», B,,... et transformant g* en g^ ou en Og^=g^^.
Cela posé, L, et par suite J, contient la substitution 9 qui remplace chaque indice de L par son correspondant de la série suivante, laquelle est abélienne propre et échangeable à A,, B^,...;..., et transforme g en g^. Si T, transforme g^ en g*^, on aura T, =/r^T2, T^ étant abélienne propre et échangeable à g-', A|, B^,..., et, par suite, se réduisant à une puissance àeg. Cela posé, T appartenant à ff, auquel les substitutions de 4^, et en particulier gf sont permutables, il en sera de même de g~* T^ g = g'^^ '- résultat absurde, car g"^ est d'ordre 10, tandis que les substitutions de ç ont pour ordres des diviseurs de 4*
Donc T| est échangeable à g*, et par suite se réduit à une puissance de g, telle que g^. On aura donc T = g^PAî'B^...; mais T appartenant à Ç, cette
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relation ne peut avoir lieu, par hypothèse, que si y, =c?, = ... = o, d'où T = gP. D'ailleurs! a pour ordre un diviseur de 4. ©t ne se réduit pas à une puissance de d=g*^; donc T=g^^ ou ^•°; et ff, contenant les deux substitutions T et ÔT, contiendra g^^.
On peut évidemment supposer que la double suite X|, t)b,,... ait été choisie de telle sorte que la première de ses substitutions, X|, ne soit autre que g^^. Les substitutions g^*, A,, B,,... lui étant échangeables, leurs corrélatives seront de la forme
Elles ont d'ailleurs pour ordres des puissances de 2. A fortiori, les substitutions qu'on en déduirait en supprimant les fonctions/, (j,,..., ^aa+st ^2^+3; dont elles accroissent Xt jouiront de cette propriété* Donc parmi les substitutions dérivées de b^,..., «2^+3» ^2ff+3» il en existe une au moins u échangeable à ces dernières substitutions. Les corrélatives de g^. A,* B,,... seront évidemment échangeables à u aux puissances près de a,. Soil U la substitution formée avec oft),,... comme u Test avec 6|,...; g^. A,, B,,... seront échangeables à U, aux puissances près de ^\ot=g^^. D'ailleurs U~*^'U =^*'*^'^®S U"* A,U = A,g^^*^^',... doivent avoir même caractéristiques que g^*. A,,...; ce qui exige que s, e',... soient pairs. Donc U est échangeable à g^. A,, B,,..., aux puissances près de g*^ = 6.
Ce point établi, on verra que U, comme tout à l'heure T, doit se réduire
à une puissance de g^^ : résultat absurde, car U, dérivée de uî>, ne peut
être une puissance de g^^ = .1.1.
Troisième cas. — L indécomposable de seconde catégorie
Soient 2v' le nombre des séries de L, 11! le nombre d'indices de chacune d'elles. On obtiendra comme au n^ 822 la relation
laquelle n'est possible, p^ étant impair et jui', v' des puissances de 2, qu'en posant/?^ = 3*, 3*, 3, 5^, 5 ou 7. Nous allons examiner successivement ces cas d'exception.
844. Soit d'abord ^"^ = 3*. On raisonnera comme au u® 823. Ici Tordre de 6 est divisible par 4i. Donc K, contiendra une substitution S d'ordre 4»-
Ramenons-la à la forme canonique. SoitX, Tun des indices qu'elle altère. Elle le multiplie par un facteur m, racine primitive de la congruence m**^i (mod.3), lequel dépendra d'une congruence irréductible de degré 3o; car 3o est la moindre valeur de^ telle que l'on ait 2^— 1^0 (mod. 40- Cela posé, K résulte de la combinaison de S avec des substitutions d'ordre 2, qui lui sont échangeables, et qui, par suite, n'altéreront ni X, ni ses conjugués. On en conclut, comme au n^ 823, que T^j^re de G ne peut dépasser 4ifJ!.^.2~^*\ ce qui est absurde, car il est égal à
845. Si />^= 5^, on trouverait de même que l'ordre de G ne peut dépasser i3|jL^.2~**, résultai absurde.
846. Soit p^' =• V. Raisonnant encore comme au n® 823, on voit que les doubles suites A,, B<,...; A',, B'^, ...;..., qui servent à former G, sont contenues dans ^. La double suite simple ou complexe <A>,, ift>i,..., dont ce dernier groupe est dérivé, peut donc être considérée comme formée des substitutions A4, Bf,...; A'^, B'^, ...;... jointes à deux autres couples J^i, afl>i et
La substitution g est échangeable à A,, B^,...; A\, B'^,.. .;.... Donc sa corrélative 7 sera échangeable aux substitutions
respectivement correspondantes à ces substitutions; donc cette corrélative laisse invariables x^y Ja,... et remplace les indices a?,, y,, a?2, y^ par des fonctions de ces mêmes indices. D'ailleurs g est d'ordre 10 et ^* = 6 est la première de ses puissances qui appartienne à ff; donc 7 est d'ordre 5. Remplaçons x^, ji, x^, y^ par de nouveaux indices X, Y, Z, U, qui ramènent 7 à sa forme canonique; on aura
ui iiJC ixdiitriiiuut; , yjii dut a
I X, Y, Z, U, Xi,. . , mX, m' Y, m*Z, m*U, j^a,. . . |,
m étant une racine primitive de la congruence m'^i (mod.2), laquelle dépend d'une congruence irréductible de degré 4*
Cela posé, soit $ la substitution qui remplace chaque indice de la r-hi'^'"* série de L par son conjugué de la série suivante, multiplié par la puissance p^ d'un facteur constant e, choisi de telle sorte que 9 soit abélienne propre.
Cette substitution sera échangeable à A|, B|,...; A\, B\, ...;..., aux puissances près de S, et transformera g en g^. Cette substitution appartient évidemment à L (elle a pour corrélative l'unité dans chacun des groupes auxiliaires qui servent à construire L); étant abélienne propre, elle appartiendra à J, et a fortiori à ^; et sa corrélative II transformera y en y\ On aura donc n =R'S, R étant la substitution qui permute circulairement les indices X, Y, Z, U, et S une substitution abélienne qui les multiplie par des facteurs constants.
Cela posé, les si||||^titution8 dont R est la corrélative multiplient les exposants d'échange par des non résidus quadratiques de 3 (678-684) et celles » dont S est la corrélative les multiplient par des résidus (676-677). Donc la substitution 9 les multiplierait par un non résidu, ce qui est absurde, car elle est abélienne propre.
847. Soit />"'= 7. Le premier faisceau de L est formé des puissances d'une substitution g d'ordre 8. Soient A,, B,,...; A'^, B',,. ..;... les doubles suites qui, jointes à g, forment son second faisceau G. Posons C, =^^^'A<,
D, =^^^«Bo...; C,=g-'^''A\, D'j=g-^^''B'j, ...;.... On voit, comme au n*^ 703, que les exposants pt, 9,,...; p\, q\, ...;.,. pourront être choisis de telle sorte, que les substitutions de L soient toutes permutables aux faisceaux (Ci, D|,...), (C, , D'j, ...),.... Soit en outre $ la substitution qui remplace les indices de la r-f- 1'^'"* série par ceux de la suivante, multipliés par la puissance p^ de la racine e de la congruence e*^— i (mod.7). La substitution ^ = $Cf Df*. . . C,''» D'/'. . . , qui transforme g en g\ sera échangeable à C,, D,,...; Cj, D'j,...;...; de plus elle est abélienne propre; donc elle appartient à L, et par suite k J.
Le faisceau ($', g^, C,, D<,..., C, , D', ,...) a son ordre égal à 8|x'*, et ses substitutions sont échangeables entre elles aux puissances près de la substitution 9 qui multiplie tous les indices par — i. Et si Ton raisonne comme aux n*"" 824-841 (en changeant g, A\ s en g^, $', g), on verra que ce faisceau se confond avec ç, et que si dc^o (mod. 2), on aboutira à une absurdite en supposant que ^contienne J.
Soit au contraire dc^i. Le groupe J renfermant, par définition, une substitution qui multiplie les exposants d'échange par un non résidu de 7, ne peut être contenu dans 4^, qui n'en renferme point.
848. Si p^ = 3, on appliquera encore les raisonnements des n'^'* 824-841 , en remplaçant sC par <£'.
849. Soit enRnp^ = 5. On établira, comme au n** 823, que ç est formé des doubles suites A|, B^. ..;... jointes à un dernier couple .v, ifi>.
Cela posé, L, et par suite J, contient la substitution 9 qui remplace chaque
indice de la r-f- 1'*'"* série par son conjugué, multiplié par e^^, e étant une racine de la congruence «•^— i (mod.5). Cette substitution *, appartenant à ^et étant échangeable à A|, B, ,...;... transformera «i., itb en substitutions de la forme 6'o^i,*iJî)P, ô'^^ife*, 5, t, oc, j3, y, 5 étant des entiers égaux à o ou à I et satisfaisant à la relation aJ — /3y^i (mod. îi). D'ailleurs $^, se réduisant à 6, est échangeable à .a. et à if^. Il faut pour cela qu'on ail (x = à.
Supposons que Ton n'ait pas à la fois a = c?=i,j3=y = o. Les indices indépendants étant supposés choisis de manière à ramener »A>, y^h; A,, Bf,...;... à leur forme type, il sera facile de déterminer les substitutions échangeables à A<, B, ,...;... qui transforment .A>, afc en 6^i,*'\)l>^ ô^aJui,'^ (elles sont le produit d'une seule d'entre elles, que nous savons construire, par les substitutions qui multiplient tous les indices par un même facteur); et l'on voit qu'elles multiplient toutes les exposants d'échange par des non résidus de 5 : donc aucune d'elles n'est abélienne propre, comme 9 devrait l'être.
Soit enfin oc = &=i, |3 = y=o : 9 sera dérivée de i,, iii>. Or la substitution g, dont les puissances reproduisent le premier faisceau de L, est échangeable à A^ Bf, ...;.... D'autre part, elle est contenue dans 4^; elle est donc permutable au faisceau (.1., ifb; A|, B^,. ..;...). Elle sera donc permutable au faisceau (Ji,, lib). Donc ^* g^*<Sg = g^ appartiendra à ce faisceau; résultat absurde, car cette substitution est d'ordre 3, tandis que celles du faisceau (-i>, ia>) ont pour ordre un diviseur de 4*
Donc ici encore il est absurde de supposer que 4^contienne J.
850. QuATRifeME CAS. — L î/idécomposable de troisième catégorie. Soient comme précédemment ci>,, '\)i>t,...; ai>\, iii>'j,...;... les doubles suites
qui forment le second faisceau de 4^; A<, B^...; A'^, B',, ...;... celles qui forment le second faisceau de L. On verra comme au n® 758 que chacun des faisceaux (ai>,, ift), ,...), {rX>\, Wj, ...),... est formé par les substitutions d'un
ou plusieurs des faisceaux (Ai, B, ,...), (A'j, B',,...),
Supposons, par exemple, que (<vV>i, ift»*,...) soit formé par les substitutions du faisceau (A|, B|,...). Soient ^0 1^ groupe auxiliaire correspondant à (.A>4, Dbi,...) dans la construction de 4^; Lo le groupe auxiliaire correspondant à (Am B(,...) dans la construction de L; A le'groupe formé par celles
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des substitutions de Lo dont les corrélatives appartiennent à J. Il est clair que si 4;;^ contient J, ^0 contient A. Or soit Jo le groupe qui est à Lo ce que J est à L : A contiendra Jq. En effet, chaque substitution de Jo est la corrélative d*une substitution S de L, qui multiplie les exposants d'échange par un résidu quadratique, tel qu^ r^. Multipliant S par la substitution qui multiplie tous les indices par r'\ on obtiendra une nouvelle substitution appartenant à J et ayant la même corrélative que S.
Le Ihéorfeme C élanl vrai, par hypothèse, pour les groupes 4^0» U» Jo» le groupe 4^0 sera pareil à Lo- Donc 4^ et L sont construits à l'aide de groupes auxiliaires pareils. Donc ils sont eux-mêmes pareils.
Le ihéorème C esl donc établi dans tous les cas.
VOIR LE LIVRE II, CHAPITRE I«^, § IV
Soit G un groupe quelconque : on pourra déterminer une suite de groupes G, H, I, K, i
tels, que chacun d'eux soit contenu dans le précèdent, et permutable aux substitutions de G,
mais ne soit contenu dans aucun autre groupe plus général jouissant de cette double propriété.
N N N Soient N, -7 — ? — 7 • • • 1 1 les ordres respectifs de ces groupes.
P P^l Pl^ or
La suite G, H, 1, K, . . . , 1 pourra parfois se déterminer de plusieurs manières : mais de qHelque manière que l*on opère, les facteurs /^, q, r, . . . resteront les mêmes, à tordre près.
Soient en effet G, H, 1 , K, . . . , i et G, H', T, K', . • • > 1 deux manières différentes de déterminer cette suite; /?, 7, r, . . . et p\ q\ r\. . . les facteurs correspondants : nous allons montrer qu'il existe une troisième décomposition G, H', di ^,* • •> if où le groupe G soit suivi du groupe H',
et où les facteurs soient à Tordre près égaux à /^, ^, /*,
Le groupe H' est contenu dans G, par hypothèse, sans l'être dans H. D'autre part, en descendant la série des groupes G, H, I^ K,. . ., 1, on arrivera nécessairement à un groupe K qui soit contenu dans H'. Désignons comme au n" 55 les diverses substitutions de K par le symbole /«; celles de I par le symbole /^X*.; celles de H par h^i^k^\ celles de G par ^^h^i,^k^, les indices a,
N à, 7, (î ayant respectivement — , r, <y, p valeurs distinctes.
Dans les substitutions de H', les indices ^, 7 prendront tous les systèmes de valeurs possibles; sans quoi le groupe (H', 1) serait plus général que H', moins général que G et permutable à ses substitutions, résultat contraire à l'hypothèse. D'autre part, à chaque système de valeurs de ^, 7 correspondra un seul système de valeurs de ^ : car si H' contenait deux substitutions telles que S = gih^i^k^ et T — g^à^ipfk^t, il contiendrait ST~', qui appartient à I sans appartenir à K. Le groupe formé par les substitutions communes à H' et à I, lequel est évidemment permutable aux substitutions de G, serait donc plus général que R et moins général que I, résultat inadmissible.
EnGn, H' contenant K , l'indice a y prendra toutes les valeurs possibles pour chaque système
N de valeurs des autres indices. L'ordre de H' sera donc égal au produit — des nombres de valeurs
des indices $, 7, a; et l'ordre du groupe d formé par les substitutions communes à H' et à H,
N lesquelles correspondent à la valeur <? = 0, sera égal à —
Cela posé, il est clair que chacun des groupes G, H', e'j, K,. . ., i est contenu dans le précédent,
et permutable aux substitutions de G. Chacun d eux est en outre aussi général que possible parmi cpux qui jouissent de cette propriété; car s'il existait, par exemple, un groupe 9C, plus général que K, qui fût contenu dans d et permutable aux substitutions de G, le groupe (DC, I) serait plus
général que I, contenu dans H, et permutable aux substitutions de G, contrairement à Fhypothèse. EnOn les facteurs /',/', 9, • *. qui correspondent à cette suite sont égaux à Tordre près kp, q, r,., ., ce qu'il fallait démontrer.
On pourra de même, sans altérer autre chose que Tordre des facteurs /^, y, r,. . ., passer de la suite G, H\ 5, K,. . ., i à une nouvelle suite G, H', I', DC,. . ., i,. . ., et enfin à la suite G, H',
Jl , KV I . . . , la
Chacun des facteurs yt?, q, r,, ., est une puissance exacte de l'un des facteurs de composition
de G (59).
NOTE B
Soient G un groupe quelconque; C^ un de ses isomorphes; /i, ^,. . . les facteurs de composition de (^'; a, ^,. . . ceux du groupe K formé par celles des substitutions de G auxquelles correspond dans (l' la substitution i . Le groupe G aura pour facteurs de composition a^ b^, . .^a.^ ?,••••
Soient en effet (,', /),..., » une suite de groupes dont chacun soit contenu dans le précédent, et aussi général que possible parmi ceux qui sont permutables à ses substitutions : ab...,
b , I les ordres respectifs de ces groupes; G, H,. . ., K les groupes formés par celles des
substitutions de G qui correspondent respectivement à celles de (^ /),..., 1; K, L,. . . une suite de groupes dont chacun soit conlenu dans le précédent, et aussi général que possible parmi ceux qui sont permutables à ses substitutions; a^. . . , ^. ...... , i les ordres respectifs de ces groupes.
On verra sans difficulté que les groupes G, H , . . . , K , L , . . . , 1 ont pour ordres respectifs ^6. . .a^..., ^. .. ap. ..,..., x|i. .., p...,..., I et forment une suite telle, que chacun d'eux soit contenu dans le précédent, et aussi général que possible parmi ceux qui sont permutables à ses substitutions. Donc a, 6,. . ., a, ^,. . . seront bien les facteurs de composition de G.
NOTE C
Si Téqualion E est primitive, Ténoncé du n° 398 peut être remplacé par le suivant , qui est plus général.
.S> ie groupe G contient une substitution circulaire (Vordre premier p, il sera n — p -h i fois transitif.
Soient, en effet, S. T, U,. . . les substitutions circulaires d'ordre p que contient G. Les substitutions de G les transforment les unes dans les autres ; elles sont donc permutables au groupe H = (S, T, U,. . .). Le groupe G étant primitif, H sera transitif (53).
Soient donc /ï,,..., a^ les racines que S permute; s'il existe d'autres racines que celles-là. Tune d'elles au moins 6, sera permutée avec Tune des précédentes, telle que a^, dans Tune des substitutions T, U, . . . , telle que T.
Cela posé, soient p — q le nombre des racines qui figurent à la fois dans S et dans T; 7 relui des racines ^,, ^,,... qui ne figurent que dans T. Les substitutions S et T, combinées ensemble, donneront un groupe l de degré p -^ q <. a/j, et dont Tordre est divisible par p ; ce groupe sera donc q-\- 1 fois transitif
Si Ton avait p -h q = n^ \e groupe G, qui contient l, serait a fortiori y -h i = //—/>-+- 1 fois transitif, et le théorème serait démontré. Soit au contraire /?-f- y </î, l'une au moins r, des n — p — q racines qui ne figurent pas dans S et T sera permutée avec l'une des précédentes, telle que //,, dans l'une des substitutions U, . . ., telle que U.
Cela posé, soit 7' le nombre des racines qui figurent dans U sans figurer dans S; r celui des racines c,, r,,. ., qui figurent dans U sans figurer dans S ni dans T. Les substitutions S, U déplacent p -^ (]' racines, et forment un groupe K qui sera 7'-+- 1 fois transitif, et a fortiori /• -+-i fois transitif.
Cela |)0sé, le groupe L = (S, T, U), dont les substitutions déplacent p -^ q -^ r racines, sera 7 -H /• -t- 1 fois transitif. Et d'abord il est transitif : ciir les substitutions T, U permettent de remplacer r, par l'une quelconque des racines r,, r,,. . ., ou par /i,, que les substitutions de 1 permettront de remplacer à son tour par Tune quelconque des racines restantes /y.^,..., ^,,....*Cela posé, L sera deux fois transitif : car celles des substitutions de K qui laissent r, immobile, permettent de remplacer r.^ par l'une quelconque des racines r,,. . ., r^, ou par ^1,, que les substitutions de 1 permettent de remplacer à son tour par Tune quelconque des racines restantes ^2,. . . , ^,, . . . . On verra de même que L est 3 fois, . . . , 7 -<- r -+- r fois transitif.
Si n = p -^ q -^ r, G, qui contient L, sera n fortiori q-^r-hi = fi— p-^i fois transitif. Si //>/>-+- ry -f- /•, on recommencera un raisonnement semblable au précédent.
Corollaire. — Si le groupe G ne contient pas le groupe alterné, il ne peut être plus de m fois transitif, m étant un entier auquel nous avons assigné des limites (83 et 113). Si donc on a // — yy -+- 1 > /!/, d'où /?</î — /w-+-i, G ne pourra contenir aucune substitution circulaire d'ordre />. Soit donc r le groupe formé par les, puissances d'une telle substitution. Les groupes G cl r n'ayant aucune substitution semblable, le produit de leurs ordres //N divisera \.i...n (iO).
Donc ' ' ' sera divisible par chacun des nombres premiers inférieurs à // — /w -+- 1; il le sera
donc par leur produit.
Ce résultat permet do simplifier la démonstration du théorème du n" 88. En efioi, considérons une fonction de n lettres dont le groupe G soit transitif. Si ce groupe n'est pas primitif, soit u le nombre des systèmes entre lesquels se partagent les n lettres : Tordre N de G sera un diviseur
do 1 .2. . .Li.. (1.2... ~ j 1 et le nombre y (//) = ' '." des valeurs distinctes de la fonction
sera un multiple de ' ' " ^« Si au contraire G est primitif, v(//) sera un multiple
I . '2 ... ut ( I . a . . . — I
du produit des nombres premiers inférieurs à // — w -h i ^ — 1 On a lu ^ — ^ — ( 83 ) I-
Soient maintenant // un entier fini quelconque, et v un entier moindre que n : il est clair qu'ea prenant X supérieur à une certaine limite, facile à déterminer, on aura
^(/- — v) > r .'2. . .v(X — v)(/- — V — 1). . .(X — /î -+- 1), inégalité dont la démonstration faisait l'objet des n"^ 92-94.
NOTE E
(LIVRE in, CHAPITRE IV, § m.)
L'équation X dont dépend la division des périodes par un nombre premier impair n dans les fonctions hyperelliptiques à aX- périodes est de degré /i" — i, et l'ordre n de son groupe G est égal à (/î — i) (//"— i) Ai'*-'...(/î'— \)n (219-221). Mais si Ton groupe dans un même système celles (le ses racines pour lesquelles les indices /^,, 7,,..., Pi^, q^ ont le même rapport, on obtiendra
une réduite Y du degré • Celle-ci résolue, X deviendra abélienne, son groupe se réduisant
aux substitutions qui multiplient chaque indice par un même facteur constant.
Soit m = j un diviseur quelconque de /• (égal ou non à l'unité) : partageons les indices p^, f/„"»
on / systèmes de ^m indices. Celles des substitutions de G qui remplacent les indices de chaque système par des fonctions des indices d'un même système sont évidemment en nombre
une fonction des racines de X invariable par ces substitutions dépendra donc d'une équation de degré ^.
Celles des substitutions de G qui remplacent les indices p^, p^^- -f p^ psir des fonctions de ces
mêmes indices forment un groupe H, dont Tordre P est égal à (/i* — i)...(/i*— /i*-')(/î — i)/i ' En effet, la substitution
I A. 7.. A» 7ï.-- /'i"*-/^,» 7i» Al yt--7n •• I
et ses analogues permettent de remplacer />,,..., p^ par des fonctions linéaires quelconques des mêmes indices dont le déterminant ne soit pas nul , fonctions qui peuvent être choisies de (//*— i). . .(«*— /!*-') manières distinctes. D'autre part, les substitutions de G qui laissent in\ariables /^,,. . . , /?*, sont dérivées des suivantes :
I A» 7i' A» 7a»-- A» 7i-^-Ai A» 7a»--- l>
I At 7i» A» 7a»- •• A» 7i-<-A» A» 7i-*-/^ I'
et de leurs analogues, et sont en nombre (/i — i) /i > . Une fonction des racines, invariable par les substitutions de H, dépendra d'une équation de
degré -p- = (/i*-t- i)...(/î -h i).
Dans le cas particulier où A = 2, ce degré sera égal à L*équation X aura donc deux réduites distinctes de ce degré.
Cette proposition se vérifie dans le cas particulier de la trisection, où l'on a une réduite du 40*^ degré^ analogue à l'équation qui donne les ternes de doubles trièdres de Steiner dans les surfaces du troisième ordre.
Existe- t-il en général, comme pour le cas particulier de la trisection des fonctions à quatre pé-
riodes, des rMuites d'un degré inférieur à 1 La négative n'est guère douteuse; mais elle
S4Mnble difficile à démontrer généralement, et nous ne l'avons établie jusqu'à présent en toute rigueur que pour la quintisection des fonctions à quatre périodes. Cette démonstration s'effectue par les procédés que nous avons appliqués à l'équalion aux vingt-sept droites ( ii0-i5â). Mais ici la rompliratiou est beaucoup plus grande.
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